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Prefacio

El objetivo general de este libro es ofrecer una exposicién deta-
llada de las investigaciones axioméaticas de Hilbert sobre los funda-
mentos de la geometria y de su temprana concepcion del método
axiomatico. Un aspecto novedoso de esta investigacion es que ha-
ce un uso extensivo de un volumen importante de fuentes manus-
critas, accesibles ahora por primera vez en lengua castellana. La
importancia de estas fuentes reside en que permiten ofrecer una in-
terpretacion mejor contextualizada e histéricamente més adecuada
de la concepcién del método axiomatico defendida por Hilbert en
este periodo inicial de sus trabajos sobre los fundamentos de la ma-
tematica, cuyo punto culminante fue la publicacion de Fundamentos
de la geometria (1899).

Las tesis principales y el contenido de este libro son enunciados
en la Introduccién. En cambio, quisiera expresar aqui mi agradeci-
miento a aquellas personas e instituciones, sin cuyo apoyo la inves-
tigacion que dio lugar a este libro no hubiera podido ser realizada.
En primer lugar, al Consejo Nacional de Investigaciones Cientifi-
cas y Técnicas (Argentina), organismo que ha financiado por com-
pleto la presente investigacion a través de becas de doctorado y
postdoctorado. Una parte esencial de este trabajo fue realizada en
el Institut fir Humanwissenschaften: Philosophie, Universitit Pa-
derborn (Alemania). Aprovecho para agradecer aqui al Deutscher
Akademischer Austausch Dienst (DAAD), y en particular a Vol-
ker Peckhaus, por el apoyo recibido. Una estancia de investigacion
postdoctoral en el Max Planck Institute for the History of Science
(Berlin) me permitié acceder a un volumen importante del material
necesario para finalizar la investigacion. Agradezco de este modo al
Instituto Max Planck, y en especial a Vincenzo de Risi, por esta
invaluable oportunidad. Asimismo, la etapa final de este trabajo ha

XI
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sido realizada en el Department of Philosophy, University of Cali-
fornia, Berkeley. No puedo imaginar mejores condiciones de trabajo
para realizar esta tarea. Quisiera expresar asi mi agradecimiento a
dicha institucién, y especialmente a Paolo Mancosu.

El presente libro es una versiéon completamente revisada y am-
pliada de mi tesis doctoral. Quisiera manifestar mi profundo agra-
decimiento a Javier Legris, Adriana Gonzalo y Jorge Roetti, por
el apoyo constante y determinante durante toda mi investigacion
de doctorado. Asimismo, sin dudas no hubiese emprendido la tarea
completar y ampliar el trabajo original, sin el estimulo de Abel Las-
salle Casanave y Alejandro Cassini. Finalmente, quisiera agradecer
a Shahid Rahman y Juan Redmond, por permitir que este libro for-
me de la coleccion “Cuadernos de légica, epistemologia y lenguaje”
de College Publications, a los evaluadores por sugerirme valiosas
modificaciones a versiones previas de esta obra, y a Jane Spurr por
su invaluable ayuda en la preparacion final del manuscrito.

Algunas partes del texto aqui presentado son reelaboraciones de
articulos previamente publicados. Agradezco a los respectivos edi-
tores la posibilidad de utilizar el siguiente material:

“Intuicién y método axiomatico en la concepcion temprana de la geo-
metria de David Hilbert”, Revista Latinoamericana de Filosofia, (Bue-
nos Aires), vol. XXXVII:1, pp. 35-65, 2011.

“Una imagen de la realidad geométrica’: la concepcién axiomética
de la geometria de Hilbert a la luz de la Bildtheorie de Heinrich Hertz”,
Critica. Revista Hispanoamericana de Filosofia, (México), vol. 44, n. 141
(Agosto), pp. 27-53, 2012.

“Completitud y continuidad en Fundamentos de la geometria de Hil-
bert: acerca del Vollstindigkeitsaxiom”, Theoria, (Madrid), vol. 28: 76,
pp- 139-163, 2013.

“Geometria, formalismo e intuicién: David Hilbert y el método axio-
matico formal”, Rewvista de filosofia, (Madrid), vol. 39:2, pp. 121-146,
2014.

“Aritmetizando la geometria desde dentro: el calculo de segmentos
[Streckenrechnung] de David Hilbert”, Scientiae Studia, (Sao Pablo).
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Introduccion

0.1. David Hilbert y el método axiomatico formal

La axiomatizacién de la geometria euclidea llevada a cabo por
David Hilbert (1862-1943) en su libro Fundamentos de la geometria
(1899) suele ser considerada una de sus contribuciones més impor-
tantes a la matematica moderna. En este célebre trabajo, publicado
originalmente en 1899, Hilbert logré conformar una nueva lista de
axiomas a partir de los cuales era posible construir integramente la
geometria euclidea elemental y deducir de un modo riguroso — i.e.
sin recurrir a construcciones diagramaticas o figuras geométricas —
sus teoremas fundamentales. Sin embargo, junto con este notable
logro matematico, el enorme impacto de la obra se debié en gran
medida a las ideas metodologicas y fundacionales alli elaboradas.
Como lo ha senalado Bernays (1922), podria decirse que en este as-
pecto residié la gran novedad y el atractivo del trabajo de Hilbert:

A través de los nuevos y fructiferos métodos y puntos
de vista que present6, esta investigacién ha ejercido una
poderosa influencia en los desarrollos de la investigacion
matematica. Sin embargo, la importancia de Fundamen-
tos de la geometria de Hilbert de ningtin modo descansa
solamente en los contenidos puramente matematicos. Lo
que le confirié popularidad a este libro e hizo célebre el
nombre de Hilbert, mucho mas alla del circulo de sus
colegas, fue el nuevo giro metodolégico dado a la idea
de axiomadtica. (Bernays 1922, p. 94)*

! Freudenthal (1962, p. 619) describe de un modo similar la importancia y la
novedad de la monografia de Hilbert.
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El giro metodoldgico introducido por Hilbert consistio en la ela-
boracién del “método axioméatico formal”, siguiendo la designacion
utilizada posteriormente por Hilbert y Bernays (1934, p. 2). La
novedad de esta nueva concepcién axiomatica formal o abstracta
puede ser ilustrada facilmente si se la contrasta con la concepcién
clasica del método axiomatico, representada originalmente en la
exposicion sistematica de la geometria griega llevada a cabo por
Euclides en Elementos. Alli se parte de una serie de definiciones,
postulados y nociones comunes completamente interpretadas, en el
sentido de que los términos ‘punto’, ‘linea’, etc., refieren a objetos
de la intuicion geometria y los axiomas predican verdades acerca
de estos objetos. Todo el conocimiento geométrico es organizado
a partir de un conjunto de principios basicos, considerados como
verdades intuitivas evidentes por si mismas, y de estas proposicio-
nes verdaderas pueden derivarse, por medio de deducciones logicas,
el resto de las verdades geométricas. Hilbert llama a esta concep-
ci6én clésica la ‘axiomética material’ [inhaltliche Aziomatik], para
aclarar que ella “introduce sus nociones basicas a través de la re-
ferencia a experiencias comunes y presenta sus primeros principios
o bien como hechos evidentes, de los cuales uno puede convencer-
se, o bien los formula como extractos de complejos de experiencias
[Erfahrungskomplezen]” (Hilbert y Bernays 1934, p. 2).

Con su nueva concepcion formal del método axioméatico, Hilbert
adopta en cambio desde un inicio una perspectiva mas abstracta y
general. Renuncia a dar una definicion descriptiva de los elementos
bésicos y comienza en cambio presuponiendo la existencia de un
conjunto de cosas u objetos [Dinge], a los que se les asigna su de-
nominaciéon geométrica habitual (‘punto’, ‘linea’, ‘plano’), pero que
sin embargo no refieren a objetos particulares dados en la intuiciéon
geometria. Todo aquello que resulta geométricamente relevante de
estos objetos son las relaciones establecidas en los axiomas, por
medio de las cuales reciben una “caracterizacion matematica com-
pleta y precisa” (Hilbert 1999, p. 2). Dicho con mejor precision:
para construir la geometria elemental Hilbert propone asumir sim-
plemente la existencia de tres sistemas de objetos llamados ‘puntos’,
‘lineas’ y ‘planos’, sobre los que se imponen siete relaciones primi-
tivas: una relacién ternaria de orden que relaciona a los puntos,
tres relaciones binarias de incidencia y tres relaciones binarias de
congruencia (Hilbert 1999, pp. 2-3).
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Una consecuencia inmediata de este nuevo modo de concebir el
método axiomatico es que los axiomas de la geometria dejan de ser
considerados como wverdades inmediatas o evidentes acerca de un
dominio intuitivo fijo, i.e. el espacio fisico. M&s bien, un sistema
axioméatico constituye un “entramado de conceptos” [Fachwerk von
Begriffen] o ‘estructura relacional’ que no se refiere a un dominio fijo
de objetos, sino que puede recibir diferentes interpretaciones, tanto
dentro de otras teorias matematicas como fisicas. La enorme con-
tribucion de Hilbert a los fundamentos de la geometria consistio en
presentar esta disciplina matematica como un sistema axiomatico
desprovisto de un significado especifico, donde los elementos basicos
(‘puntos’, ‘lineas’, ‘planos’) podian ser reemplazos por otros obje-
tos cualesquiera, como “sillas, mesas y jarras de cerveza”, bajo la
condicién de que se postule que estos nuevos objetos satisfacen las
relaciones establecidas en los axiomas.

Desde un punto de vista epistemoldgico, una consecuencia funda-
mental de este nuevo abordaje axiomatico a la geometria fue que,
por primera vez, la cuestion del estatus de los axiomas, qua ver-
dades intuitivas autoevidentes acerca del espacio fisico, pudo ser
distinguida de un modo preciso de la investigacion de caracter pu-
ramente matematico en torno a los fundamentos axiomaticos de la
geometria. La nueva concepcion axiomaéatica de la geometria de Hil-
bert permitié trazar una separacion estricta entre la esfera espacial—
intuitiva y la esfera légico-matematica, y en consecuencia, entre los
fundamentos matematicos y los fundamentos gnoseologicos de la
geometria. Nuevamente en palabras de Bernays (1922):

Lo esencial en Fundamentos de la geometria de Hilbert
fue que alli, por primera vez, desde el comienzo mismo
en el establecimiento del sistema de axiomas, la sepa-
racién entre los [aspectos] matematicos y légicos y los
[aspectos]| espaciales—intuitivos es llevada a cabo total-
mente y expresada con completo rigor.

La presentacion axiomatica de la geometria euclidea de Hilbert
trajo aparejada una nueva manera de entender la naturaleza de las
teorias geométricas y matematicas en general, que logré capturar
magistralmente el creciente impulso hacia la abstraccion y la siste-
matizacién que venia dominando la matematica desde la segunda
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mitad del siglo XIX. Sin embargo, en la medida en que esta nue-
va concepcién formal del método axiomatico incluia una filosofia
de la matemaética, ésta no fue una filosofia que el propio Hilbert
se ocupé de exponer, al menos en este periodo inicial y en textos
publicados.

0.2. Las notas de clases para cursos sobre geometria

La monografia de Hilbert no fue el resultado de un interés repen-
tino y aislado por el problema de los fundamentos de la geometria.
Si bien en esta etapa temprana sus investigaciones matematicas
estuvieron centradas inicialmente en la teoria de invariantes, y lue-
go en la teorfa de nimeros algebraicos?, desde 1891 Hilbert im-
partié regularmente cursos sobre geometria. Afortunadamente, este
material quedo registrado en forma de notas cuidadosamente ela-
boradas para cursos sobre geometria, dictados en las universidades
de Konigsberg y Gottingen.

Estas notas de clases se dividen en dos clases diferentes. Por un la-
do, los primeros cursos sobre geometria consisten en una serie de no-
tas escritas por el propio Hilbert (1891a; 1893/1894a; 1893/1894b;
1894/1895; 1897/1898; 1898/1899b). Por otro lado, a partir de (Hil-
bert 1898/1899a) adopta la metodologia de designar, al comienzo
de cada clase, a un alumno para su redaccién [Ausarbeitung|. Tras
una revisiéon por parte del propio Hilbert, los cursos eran deposi-
tados en la biblioteca del Instituto de Matematica de la Univer-
sidad de Gottingen, donde podian ser libremente consultados por
los estudiantes. Entre los manuscritos de esta segunda clase, co-
rrespondientes a este periodo, se encuentran (Hilbert 1902b; 1905b;
1905¢). Asimismo, entre los alumnos y colaboradores més destaca-
dos que se ocuparon de la redaccién de estas notas podemos men-
cionar a Max Born, Ernst Zermelo, Paul Bernays, Hermann Weyl
y Richard Courant. En la actualidad estos cursos se encuentran en
la Niedersdchsische Staats— und Uniwversitatsbibliothek Gottingen,
Handschriftenabteilung y en el Mathematisches Institut, Lesesaal,
Georg-August- Universitit Gottingen.®

2 Cf. (Hilbert 1893) y (Hilbert 1897). Sobre estos primeros trabajos de Hilbert
puede verse (Reid 1996) y (Rowe 2000).

3 Las notas de clases de Hilbert para cursos sobre geometria han sido par-
cialmente publicadas en el primer volumen de la Hilbert Edition. Para una



0.3. Objetivos y alcance de la investigacion 5

Estas fuentes manuscritas han abierto una nueva perspectiva des-
de donde analizar las contribuciones de Hilbert a los fundamentos
de la geometria y a la concepcion abstracta del método axiomatico.
La notable importancia de estos manuscritos reside en que los di-
versos resultados matematicos alli alcanzados son complementados
con numerosas observaciones y reflexiones respecto de las implican-
cias metodolégicas y filosoficas de su novedoso abordaje axiomati-
co formal a la geometria. A diferencia de Fundamentos de la geo-
metria (1899), en sus cursos Hilbert no se limita a aplicar el método
axiomatico formal a la geometria, sino que ademas realiza impor-
tantes consideraciones respecto de las consecuencias que su nueva
concepcién del método axiomatico conlleva para la compresién de
la naturaleza de la geometria y de la matemaética en general.?

0.3. Objetivos y alcance de la investigacién

El objetivo central de este libro es utilizar el material que aportan
estas fuentes manuscritas para reexaminar el abordaje axiomatico
a la geometria llevado adelante por Hilbert en la primera etapa
de sus trabajos sobre los fundamentos de la matematica, que se
extiende aproximadamente entre 1891 y 1905. Sostendré que un
estudio de estas fuentes permite ofrecer una interpretacion mejor
contextualizada e historicamente mas adecuada de la concepcion del
método axiomatico defendida por Hilbert en este periodo inicial de
sus trabajos sobre los fundamentos de la matematica, cuyo punto
culminante fue la publicacion de Fundamentos de la geometria.

La tesis fundamental que me propongo examinar aqui consiste en
afirmar que, en sus notas manuscritas de clases, Hilbert elaboré y
presentd la concepcion axiomadtica de la geometria que subyace a
su presentacion de la geometria euclidea en su libro de 1899. Por
concepcién axiomatica de la geometria no entenderé una exposi-

descripcién general del cardcter de estos manuscritos, como asi también de
este proyecto editorial, puede consultarse (Toepell 1986) y (Hallett y Majer
2004). Un listado completo de los cursos dictados por Hilbert se encuentra
en (Hallett y Majer 2004, pp. 609-623).

4 Toepell (1986) ha sido uno de los primeros en llamar la atencién sobre estas
fuentes manuscritas de Hilbert. Més recientemente, Corry (2004) ha utiliza-
do estas fuentes para analizar el papel que desempenaron las investigaciones
de Hilbert sobre los fundamentos de la fisica y la geometria en el surgimiento
de su concepcién general del método axiomatico.
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cion de caracter sistematico, en el sentido de una filosofia de la
geometria cuidadosamente elaborada y completamente articulada.
Por el contrario, con ello aludiré més bien a una serie de reflexiones
y observaciones, de tenor claramente filoséfico, respecto de: i) la na-
turaleza de la geometria y del conocimiento geométrico en general;
ii) el lugar que ocupa la geometria en el contexto de la mateméti-
ca en general y como se relaciona esta disciplina con otras ramas
matematicas; i) el papel que desempena la intuicién en las investi-
gaciones geométricas, en particular en el proceso de axiomatizacion;
iv) la naturaleza y funcién del método axiomadtico, en particular en
su aplicacién a la geometria.’

Un aspecto central de esta concepcién axiomatica de la geometria
es que poco tiene que ver con las posiciones excesivamente formalis-
tas, con las que cominmente se identifica a Hilbert, principalmente
en exposiciones de caracter general. De acuerdo con estas lectu-
ras formalistas extremas, la idea central del método axioméatico de
Hilbert consistia en defender una concepcién de toda la matemati-
ca cldsica como una colecciéon de sistemas deductivos abstractos
completamente formalizados, construidos a partir de un conjunto
de axiomas elegidos arbitrariamente y sin un significado intrinse-
co. Mas aun, segun los defensores de este tipo de interpretaciones,
para Hilbert la matematica consistia basicamente en el estudio de
los formalismos, entendidos como el esquema de signos o simbo-
los sin significado, sujeto a un conjunto de reglas estipuladas, que
componen el sistema axiomético.5

5 El caracter no sistematico, desde un punto de vista filoséfico, de estas refle-
xiones tempranas de Hilbert en torno a la geometria, ha sido ya reconocido
por Corry (2004; 2006). Especialmente, esta autor afirma que “la imagen de
la geometria [que presenta Hilbert en sus manuscritos] no es la de un filéso-
fo sistemadtico; aunque ciertamente tampoco existen razones para esperar
que asi sea. Después de todo, Hilbert fue un ‘working mathematician’ per-
manentemente involucrado en diversas corrientes de investigacién en varias
ramas de la matematica, pura y aplicada, y tampoco tuvo ni el tiempo ni,
aparentemente, la paciencia y el tipo de interés especificamente enfocado,
para dedicarse a la clase de tareas llevadas a cabo por los fildsofos” (Corry
2006, p. 134).

El origen de la interpretacién formalista radical se encuentra en la identifi-
cacién de la nueva concepcién axiomatica presentada por Hilbert en Fun-
damentos de la geometria (1899), con las concepciones formalistas de la
aritmética desarrolladas por los matematicos alemanes Hankel (1867), Hei-
ne (1872) y, especialmente, por Thomae (1898; 1906). Tras la aparicién de

6
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Por el contrario, veremos que la imagen de la geometria presen-
te en estas notas manuscritas de clases se opone claramente a este
tipo de posiciones formalistas extremas. En este etapa temprana,
Hilbert concibe la geometria como una ciencia natural, que por
medio del proceso de axiomatizacién formal se convierte en una
teoria matematica pura. De este modo, una razén fundamental pa-
ra realizar un analisis axiomatico de la geometria era alcanzar una
representacion logicamente mas perspicua y consistente, de una dis-
ciplina enraizada en sus origenes en la experiencia y la intuicién.
Mas ain, Hilbert formula explicitamente como un objetivo de su
axiomatizacion que el sistema axiomatico formal conserve un cierto
paralelismo o analogia con el contenido original intuitivo—empirico
de la teoria matematica en cuestion.

La concepcion axiomatica de la geometria que Hilbert elabora
en sus cursos nos servird ademas para reexaminar, contextualizar

su monografia en 1899, diversos fueron los autores que senalaron que la ima-
gen de la geometria alli esgrimida coincidia en lo esencial con la ‘aritmética
formal’ de Thomae (1898), para quien la aritmética consistia en la manipu-
lacién formal de signos o simbolos graficos sin significado, de acuerdo con
reglas estrictamente prescriptas (Cf. Thomae 1898, p. 3). Por ejemplo, esta
identificacién fue promovida por la célebre controversia, inicialmente episto-
lar, entre Hilbert y Frege respecto de la naturaleza del método axiomatico.
Frege senala alli que el objetivo del abordaje axioméatico de Hilbert es “se-
parar a la geometria de la intuicién espacial y convertirla en una ciencia
puramente légica como la aritmética” (Frege 1976, p. 70). E incluso més
concretamente, Frege llega a sostener que la concepcion axiomatica de la
geometria de Hilbert comparte con la aritmética formal de Thomae la idea
de que la matematica podria ser bien considerada como “un juego de signos
vacios, carentes de significado, y cosas por el estilo; como rigurosa asociacién
legal de las proposiciones no precisa de ninguna otra ‘dignidad’ especial”
(Frege 1906b, p. 317).

Posterioremente, Hermann Weyl (1885-1955) fue uno de los principales
promotores de la interpretacién formalista extrema, repitiendo en diversos
lugares la metafora de la matemética como un ‘mero juego de fémulas’,
al momento de describir la concepcién de la matematica propugnada por
Hilbert (Cf. Weyl 1925; 1944; 1949; 1951; 1985). Finalmente, esta lectura fue
impulsada por Jean Dieudonné — vocero del mitico grupo de matematicos
francés Nicolas Bourbaki — en un articulo muy difundido, en donde afirma
que un corolario de la nueva concepcién del método axiomatico de Hilbert
es que “la matemdtica se vuelve un juego, cuyas piezas son los simbolos
graficos que se distinguen unos de otros por sus formas; con estos simbolos
hacemos grupos que puede llamarse relaciones de términos de acuerdo con
sus formas, en virtud de ciertas reglas” (Dieudonné 1971, p. 261).
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y destacar algunos de los resultados mas novedosos alcanzados en
Fundamentos de la geometria. En particular, me refiero aqui a la
construccién de distintos célculos de segmentos lineales [Strecken-
rechnungen| y a su temprana concepcién metatedrica, especialmen-
te a sus investigaciones de independencia. Otro objetivo central de
este libro serda mostrar que estos resultados ponen de manifiesto que
Hilbert no concebia al método axiomatico formal solamente como
una herramienta eficaz para presentar las teorias matematicas de
un modo mas riguroso y sistemédtico. Por el contrario, resalta a
menudo que un cardcter creativo de su nuevo método axiomatico,
que consistia en la capacidad de conducir a nuevos e interesantes
resultados matematicos. En el caso de la aritmética de segmentos,
este caracter creativo se exhibia en el poder del método axiomatico
para hallar conexiones internas o estructurales entre teorias ma-
tematicas de la mas diversa indole, y asi contribuir a la unidad del
conocimiento matemédtico. Sin embargo, la fecundidad mateméti-
ca del método axiomatico quedaba suficientemente probada para
Hilbert en los novedosos resultados de independencia alcanzados a
partir de su procedimiento de “construccién de modelos” analiticos
de los axiomas geométricos y en las nuevas clases de geometrias (no
arquimedianas, no desarguianas, no pascalianas, etc.) descubiertas
por medio de este procedimiento.

La delimitacién temporal que hemos adoptado coincide con el
modo en que se distingue habitualmente en la literatura entre una
‘etapa geométrica’ y una ‘etapa aritmética’, en las investigaciones
de Hilbert sobre los fundamentos de la matemédtica.” La primera,

7 La distincién entre una “etapa geométrica” y una “etapa aritmética’ de
los trabajos de Hilbert en torno a los fundamentos de la matematica, se
ha vuelto ya estdndar en la literatura. Bernays (1967) fija practicamente
esta misma periodizacién al distinguir estas dos etapas, la cual es ademas
compartida por (Ewald 1996, p. 1088). Por otro lado, Weyl (1944) distingue
cinco perfodos principales en la produccion intelectual general de Hilbert: 4.
Teoria de invariantes (1885-1893). ii. Teorfa de los cuerpos de nimeros alge-
braicos (1893-1898). iii. Fundamentos, (a) de la geometria (1898-1902), (b)
de la matemética en general (1922-1930). iv. Ecuaciones integrales (1902—
1912). v. Fisica (1910-1922) (Cf. Weyl 1944, p. 617). Esta periodizacién es
compartida por Abrusci (1978). Sin embargo, ambos autores no toman en
consideracion las notas manuscritas para cursos dictados por Hilbert, prin-
cipalmente aquellas dedicadas a la geometria durante toda la ultima década
del siglo XIX. Finalmente, Detlefsen (1993a, p. 286) advierte que, dentro
de esta distincién entre una “etapa geométrica” y una “etapa aritmética”,
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que como se ha dicho se desarrolla entre 1891 y 1905, se concentra
en el problema de los fundamentos de la geometria y tiene a la
articulacién del método axiomatico formal como su contribucion
tedrica mas notable. La segunda etapa, que tiene lugar entre 1917
y 1931, se centra en cambio en el problema de la fundamentacién
de la aritmética y el andlisis. A esta segunda ‘etapa aritmética’
pertenece el famoso ‘programa de Hilbert’, cuyo objetivo central
era conseguir una prueba de la consistencia de la aritmética en la
que se utilicen estrictamente métodos ‘finitarios’ de demostracion,
disenados especificamente para tal fin. La creacion de la teoria de
la demostracién [Beweistheorie] se reconoce como el aporte més
importante de este periodo.

El libro se divide en tres partes. En la primera parte reconstruyo
y analizo, desde una perspectiva a la vez histérica y sistematica, lo
que denomino la concepcién temprana de la geometria de Hilbert,
tal como es desarrollada en sus notas para clases sobre geometria
y aritmética, entre 1891 y 1905. En el capitulo 1 examino las notas
de Hilbert para su primer curso dedicado a la geometria, més pre-
cisamente, a la geometria proyectiva (Hilbert 1891a). El objetivo
de este capitulo es identificar una serie de tesis y cuestiones me-
todoldgicas generales, muy difundidas y discutidas hacia fines del
siglo XIX en Alemania, que constituyen el ‘background’ geométri-
co de la concepcion axiomatica hilbertiana. Por un lado, veremos
que Hilbert adhiere en esta etapa inicial a una tesis filosofica fun-
damental respecto de la naturaleza de las teorias matematicas en
general. De acuerdo con esta tesis, es preciso distinguir entre las
teorias matemdticas puras (aritmética, dlgebra, andlisis), que se ba-
san en el pensamiento puro, y las teorias matemdticas mixtas como
la geometria y la mecanica, que requieren para su construccién del
material aportado por la experiencia y la intuicién. Por otro lado,
destacaremos la importancia que ejercieron las discusiones meto-
dolégicas entre los gedmetras analiticos y los gedmetras sintéticos,
en la segunda mitad del siglo XIX, en el abordaje axiomatico a la
geometria de Hilbert.

En el capitulo 2 utilizaré las notas de clases (Hilbert 1893/1894b;
1898/1899a; 1898/1899b; 1902b) para ofrecer un panorama general

(Hilbert 1905a) debe considerarse como un trabajo de transicién.
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de la concepcion temprana de la geometria de Hilbert. Una afirma-
cion central que buscaré fundamentar consiste en afirmar que es-
ta concepcién se caracterizaba principalmente por: i. una posiciéon
empirista respecto de las bases epistemoldgicas de la geometria, en
tanto se la concibe como una ciencia natural en sus origenes en-
raizada en la experiencia y la intuicion; #. una posicion axiomatica
formal, para la cual una teoria matematica consiste en si misma en
un entramado de relaciones légicas entre conceptos, capaz de recibir
diversas interpretaciones — matemaéticas, fisicas o incluso empiricas.

La segunda parte estd dedicada examinar y evaluar el modo en
que Hilbert concibe, en este periodo inicial, la naturaleza y funciéon
de su nuevo método axiomatico formal. En el capitulo 3 establez-
co una comparacion, a raiz de las referencias textuales aportadas
por sus manuscritos, entre el abordaje axiomatico formal a la geo-
metria de Hilbert y la célebre “teoria pictérica” [Bildtheorie] de
Heinrich Hertz (1857-1894). Esta comparacién puede ser llevada
a cabo facilmente, en tanto que para Hilbert la geometria es, en
cuento a su origen, una ciencia natural, en sus bases epistemologi-
cas mas proxima a la mecanica que a la aritmética o el analisis. De
este modo, sostengo que tal confrontacién resulta muy 1til para ex-
plicar como entiende Hilbert, en este periodo temprano, la relaciéon
entre la estructura relacional producto de la axiomatizacion formal
y el conjunto de hechos geométricos, con una fuerte base empirica e
intuitiva, que conforma el acervo de nuestro conocimiento geométri-
co. Esta referencia a la Bildtheorie de Herzt ilustra elocuentemente
el proceso por medio del cual Hilbert transforma la ciencia natural
de la geometria, con su contenido empirico factual, en una teoria
matematica pura.

El capitulo 4 se ocupa de la célebre polémica con Frege a proposi-
to de la naturaleza del método axiomatico. Argumento que Hilbert
percibié claramente que las criticas de Frege estaban basadas en
su concepcion tradicional del método axiomatico. En este sentido,
el intercambio epistolar resulté muy oportuno para que Hilbert ex-
ponga las ideas fundamentales de su nueva concepcién del método
axiomatico; en particular, su concepcién esquematica de la natura-
leza de las teorias matematicas, y en consecuencia, de los términos
primitivos de una teoria axiomatizada.

Enseguida, en el capitulo 5, indagaré el papel que Hilbert le atri-
buye explicitamente a la intuicion en el proceso de axiomatizacion
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de la geometria y en la concepcion general del método axiomatico,
principalmente sobre la base del material que aportan los manuscri-
tos (Hilbert 1905b; 1905¢). Intentaré mostrar que el papel relevante
que Hilbert le confiere insistentemente a la intuiciéon geometria, en
el proceso de la construccién de su sistema axiomatico, permite
apreciar su tajante oposicion respecto de posiciones formalistas ex-
tremas.

Finalmente, en la tercera parte examino y destaco la importan-
cia de esta concepcion de la geometria para la comprension histori-
ca del trabajo geométrico de Hilbert en Fundamentos de la geo-
metria (1899), puntualmente, de algunos resultados matemaéticos
alcanzados alli. En el capitulo 6 me ocupo de su construccion de
distintos calculos de segmentos [Streckenrechnungen], y resalto la
significacién metodolédgica y epistemoldgica que nuestro matemati-
co le asigna a este resultado geométrico, fundamentalmente en sus
notas de clases. Mds aun, sostengo que para Hilbert su aritmética
de segmentos ilustraba elocuentemente unos de los aspectos mas
atractivos de su nuevo método axiomatico formal, a saber: la capa-
cidad para exhibir conexiones internas o estructurales entre teorias
matematicas de muy diversa indole y asi contribuir a la unidad del
conocimiento matematico. Hilbert enfatiza de esta manara que el
método axiomatico no sélo debia ser visto como un instrumento
eficaz para presentar una teoria matematica de un modo mas pers-
picuo y légicamente preciso, sino ademds como una herramienta
sumamente fecunda para el descubrimiento de nuevos resultados
matematicos.

El capitulo 7se encarga de analizar el lugar que ocupan, en las in-
vestigaciones de Hilbert, las indagaciones metateodricas sobre la con-
sistencia y completitud del sistema axiomatico, y la independencia
de distintos axiomas y grupos axiomas. Especialmetne, documento
y analizo las vicisitudes en torno a la incorporaciéon de Hilbert de
su famoso axioma de completitud, en el sistema axiomatico para la
geometria euclidea.

Salvo que sea explicitamente aclarado, las traducciones de los
textos de Hilbert, ya sean trabajos inéditos o publicados, son de
mi autoria. En el caso de pasajes correspondientes a manuscritos
atin no publicados, el aleman original es citado en las notas al pie.
Agradezco al Dr. Helmut Rohlfing, de la Niedersdichsische Staats—
und Unwversitatsbibliothek Géttingen, Handschriftenabteilung, por
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el permiso para citar los manuscritos de Hilbert.
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La temprana concepcion de la
geometria
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CAPITULO 1

Antecedentes en la geometria
del siglo XIX:
Hilbert y la tradicion de la
geometria sintética

1.1. Introduccién

La presentacién axiomatica de la geometria exhibida por Hilbert
en Fundamentos de la geometria (1899) se construyé sobre la base
de la tradiciéon de la geometria sintética, que tomé un renovado im-
pulso hacia fines del siglo XVIII y comienzos del siglo XIX con los
trabajos de Gaspard Monge (1746-1818) y Jean—Victor Poncelet
(1788-1867) en Francia, y Jakob Steiner (1796-1863) y Karl G. C.
von Staudt (1798-1867) en Alemania. Este rasgo se refleja visible-
mente en las notas de su primer curso dedicado a la geometria; se
trata de un curso dictado en Konigsberg en el semestre de verano
de 1891, cuyo tema era especificamente la geometria proyectiva.
Hilbert se bas6 para su redaccion notablemente en la tercera edi-
cién del libro Geometria de la posicion (1886), de Theodor Reye
(1838-1919). Dicho libro seguia a su vez la presentacién de la geo-
metria proyectiva realizada previamente por von Staudt (1847), en
su texto homoénimo. Ambos trabajos se caracterizaban por utilizar
exclusivamente métodos sintéticos o constructivos en la exposicion
y definicion de los conceptos centrales de la geometria proyectiva y

14
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en la demostracién de los teoremas fundamentales. Este curso per-
mite apreciar cémo ciertas consideraciones metodoldgicas, respecto
de la aplicacion de métodos sintéticos en geometria, jugaron desde
muy temprano un papel relevante en las investigaciones de Hilbert
en torno a los fundamentos de la geometria.

En este primer capitulo me ocuparé de identificar una serie de
tesis filosoficas y metodoldgicas presentes en las notas para el cur-
so recién mencionado, las cuales conforman el trasfondo o “back-
ground” geométrico sobre el cual Hilbert construye su nueva con-
cepcion axiomatica de la geometria. Es dable aclarar, sin embargo,
que varias de estas ideas presentadas aqui tempranamente seran
abandonadas en la medida en que su posicion axiomatica evolucio-
ne y se vaya consolidando; otras tesis, en cambio, serdn mantenidas
durante todo este primer periodo de sus trabajos sobre fundamentos
de la matematica, que se extiende desde 1891 a 1905.

La estructura del capitulo es la siguiente. En la seccién 1.2 mues-
tro como Hilbert adhiere en esta etapa bien inicial a una tesis ge-
neral respecto de la naturaleza de las teorias matemdticas, a sa-
ber: la distincion general, en virtud de su origen epistemoldgico,
entre las disciplinas matemdticas puras (aritmética, dlgebra, anali-
sis, teoria de nimeros, teorfa de funciones, etc.) y las disciplinas
matemdticas miztas (geometria, mecdnica). Asimismo, analizo una
clasificacién, trazada por Hilbert, de la geometria en tres ramas
diferentes — geometria intuitiva, axiomética y analitica —, y afirmo
que ésta fija una suerte de agenda para sus proximas investigacio-
nes geométricas. En la seccién 1.3 examino una serie de alusiones
acerca de una cuestion metodolégica intensamente discutida en el
ultimo tercio del siglo XIX. Se trata de los debates respecto de la
preferencia de los métodos analiticos o algebraicos por sobre los
métodos sintéticos o constructivos en geometria. Sostengo que Hil-
bert anticipa aqui uno de los objetivos més fundamentales de su
proximo abordaje axiomatico, a saber: el método axiomatico de-
be servir para construir puentes (conceptuales) entre la geometria
sintética y la geometria analitica. En la seccion 1.4 advierto que las
referencias a la nocion de intuicién geométrica, que Hilbert presen-
ta en estas notas, deben ser entendidas dentro del contexto dado
por las discusiones metodolégicas recién mencionadas. Finalmen-
te (1.5), comento un acontecimiento que influyé notablemente en
el desembarco de Hilbert en un estudio de la geometria desde una
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perspectiva axiomatica, a saber: la conferencia de Hermann Wiener
“Uber Grundlagen und Aufbau der Geometrie” (“Sobre los funda-
mentos y la construccién de la geometria”) (Wiener 1891).

1.2. Projective Geomerie (Hilbert 1891a)

1.2.1. Una distincién tradicional

Hilbert comienza sus notas de clases, para el curso de 1891, con
una introducciéon en donde presenta su ‘posicién filoséfica’ respecto
de la geometria, junto con una descripcion histérica muy esquemati-
ca de su desarrollo. En cuanto a su ‘posicion filosofica’, en las pri-
meras lineas es posible identificar una tesis general respecto de la
naturaleza de las teorias matematicas. Esta tesis, sin embargo, no
constituye una contribucién original, sino que reproduce una posi-
cién muy difundida e influyente entre los mateméticos alemanes del
siglo diecinueve; habitualmente es atribuida a Carl Friedrich Gauss
(1777-1855), quien la expresa de un modo explicito en una famosa
carta a Friedrich Bessel (1784-1846):

Segin mi més profundo convencimiento, la teoria del
espacio tiene en nuestro conocimiento a prior: un lugar
completamente distinto que la pura teoria de las magni-
tudes [reine Gréssenlehre]; nuestro conocimiento de la
primera carece de aquel completo convencimiento de su
necesidad (y también de su verdad) que es propio de la
segunda. Debemos humildemente admitir que, mientras
el nimero es s6lo un producto de nuestro pensamiento,
el espacio tiene ademas una realidad fuera de nuestro
pensamiento, a la cual no podemos prescribirle a prior:
sus leyes. (Gauss a Bessel, 9 de abril de 1830; en Gauss
y Bessel 1880, p. 497)

De acuerdo con esta tesis de Gauss, dentro de las matematicas
debe diferenciarse entre aquellas disciplinas que se basan exclusiva-
mente en el pensamiento puro y aquellas que, al menos en parte,
tienen un origen empirico. En virtud de su origen epistemoldgico,
es preciso distinguir entre la matemdtica pura (aritmética, dlge-
bra, analisis, teoria de numeros, teoria de funciones, etc.) y lo que
podria designarse como la matemdtica mizta, en donde se ubican



1.2. Projective Geometrie (1891) 17

la geometria y la mecdnica.! En parte, esta tesis de Gauss es una
consecuencia de su férreo rechazo a la filosofia de la matematica
de Kant; en especial, a la nocién de intuicién pura. Su propio des-
cubrimiento de la geometria hiperbdlica lo llevé a rechazar que la
geometria pueda ser considerada una ciencia a priori, fundada en
una intuicién pura o a priort, tal como lo pretendia Kant:

Cada vez més estoy llegando a la conviccién de que
la necesidad de nuestra geometria [euclidea] no puede
ser probada, al menos no por medio del entendimien-
to humano ni tampoco para el entendimiento humano.
Quizas en alguna otra vida lleguemos a una compresion
diferente de la esencia del espacio, la cual ahora nos es
imposible alcanzar. Hasta entonces, no debemos poner
a la geometria en el mismo nivel que la aritmética, que
es puramente a priori, sino junto a la mecanica. (Gauss
1900, p. 177)

El aspecto central de la distincion de Gauss entre matemaética
pura y matematica mixta responde a la diferencia fundamental tra-
zada entre aritmética y geometria, en lo que respecta a su estatus
epistemoldgico. Mientras que la primera debia ser considerada una
ciencia a priori, basada en las “leyes del pensamiento”, la segun-
da era una ciencia empirica, al igual que una teoria fisica como la
mecanica.?

Esta distincién entre aritmética y geometria propugnada por
Gauss se convirtié rdapidamente en una ‘tesis tradicional’, princi-
palmente al ser defendida por gran parte de los matematicos ale-
manes del siglo diecinueve. Aunque con importantes matices, un
presupuesto comun del que partieron muchos de los matematicos
mas importantes del siglo XIX en Alemania — Kummer, Dirichlet,
H. Grassmann, Riemann, Weierstrass, Kronecker, Dedekind y Can-
tor, por mencionar algunos — consistiéo en defender que mientras
la aritmética, el algebra y el andlisis debian ser consideradas un
producto del pensamiento puro, y por tanto como disciplinas ma-
tematicas puras o a priori, la geometria era respecto a su origen

! La expresién “matematica mixta” es utilizada por Ferreirés (2006).
2 Sobre la posicién filoséfica de Gauss respecto del estatus epistemolégico de
la aritmética y la geometria puede verse (Ferreirds 2006).
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una ciencia empirica.® Asimismo, ésta fue la tradicién en la que el
propio Hilbert se formé como matematico, no solamente en cuanto
a la geometria, sino principalmente en el campo de las matematicas
puras como el dlgebra y el andlisis.*

En las primeras lineas de su curso “Projective Geometrie” (1891),
Hilbert reproduce esta tesis de la siguiente manera:

La geometria es la ciencia de las propiedades del espa-
cio, y se diferencia substancialmente de las ramas ma-
tematicas puras, como la teoria de ntimeros, el algebra
y la teoria de funciones. Los resultados de estas disci-
plinas pueden ser alcanzados a través del pensamiento
puro, en tanto que los hechos afirmados son reducidos
por medio de claras inferencias logicas a hechos mas
simples, hasta que finalmente sélo se vuelve necesario
el concepto de ntimero entero. Toda proposicion inclu-
so més fundamental [tief liegende] y complicada de la
matematica pura debe poder ser finalmente reducida a
relaciones acerca de los nimeros enteros 1, 2, 3, ... Al
concepto de niimero entero podemos llegar a través del
pensamiento puro, quizas cuando yo cuento mis pen-
samientos. Métodos y fundamentos de la matematica
pertenecen al pensamiento puro. No necesito nada mas
que el pensamiento l6gico puro, cuando me ocupo de la
teorfa de nimeros o del dlgebra. (Hilbert 1891a, p. 22)

En este condensado pasaje Hilbert hace alusién a una serie de
ideas. En primer lugar, adhiere a la distincién gaussiana al senalar
que la geometria se distingue de la aritmética y de las demas dis-
ciplinas matematicas puras, en virtud de que éstas s6lo necesitan
del ‘pensamiento puro’ para operar y llegar a sus leyes y concep-
tos basicos. En segundo lugar, presenta una definicién tradicional
o clasica de la geometria como la ciencia encargada de estudiar

3 La tendencia entre los mateméaticos alemanes de identificar a la aritmética
como una ‘ciencia matematica pura’, es enfatizada por (Ferreirés 2007, cap.
1).

4 Las influencias més importantes de Hilbert, en su perfodo de instruccién
matemadtica en Konigsberg, son mencionadas y analizadas en (Reid 1996),
(Rowe 2003) y (Corry 2004).
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las propiedades del espacio (fisico).® Esta definicién tradicional, in-
compatible con una concepcion axiomatica formal, es repetida en
notas para cursos posteriores, de manera que me referiré a ella méas
adelante. Asimismo, Hilbert reproduce también una popular tesis
reduccionista en la teoria de nimeros, al estilo de muchos de los
matematicos involucrados en el proceso conocido como la ‘aritme-
tizacion del analisis” — Weierstrass, Kronecker —, al sostener que
es posible reducir todas las proposiciones fundamentales de la ma-
tematica pura (aritmética, dlgebra y andlisis) a proposiciones en
donde sélo se hable de relaciones entre nimeros naturales.® Por
ultimo, encontramos una suerte de ‘posicién logicista’ respecto de
la aritmética, en tanto se afirma que en ella sélo se necesita del
pensamiento logico puro para operar y que al concepto de niimero
entero podemos “llegar a través del pensamiento puro”. Mas pre-
cisamente, esta descripcion de Hilbert de la aritmética se asemeja
mucho a un pasaje del prefacio de la primera edicién de ;Qué son y
para qué sirven los nimeros? (Dedekind 1888), en donde Dedekind
califica a su proyecto de logicista en el siguiente sentido:

Al decir que la aritmética (dlgebra, andlisis) es s6lo par-
te de la logica, estoy manifestando ya que considero el
concepto de niimero como algo completamente indepen-
diente de las representaciones o intuiciones del espacio

5 Entre otros, Kant define en la Estética Transcendental a la geometria que
como la ciencia que estudia las propiedades del espacio (B 40).

Con la expresion “aritmetizacion del andlisis” generalmente suele mentar-
se una serie de procesos o posiciones distintas. Por un lado, al proceso de
rigorizacién del andlisis, emprendido de un modo sistematico por Cauchy,
quien pretendia introducir rigor en esta disciplina matemaética eliminan-
do todas las consideraciones geométricas e intuitivas de la definicién de sus
conceptos basicos, como por ejemplo, ‘limite’, ‘sucesién’, ‘convergencia’, etc.
Por otro lado, esta expresién alude también al programa ‘reduccionista’ im-
pulsado por algunos de estos matematicos, notablemente por Kronecker.
Brevemente, este tultimo sostenia que, dadas las dificultades existentes en
aquel momento para definir de un modo légicamente claro y preciso el con-
cepto de nimero real, era necesario reducir todas las proposiciones en donde
participen ntimeros reales a proposiciones sobre niimeros naturales, que era
el dnico conjunto numérico légicamente claro. Sobre los diversos sentidos
del término aritmetizacién véase Petri y Schappacher (2006). Un anélisis
esquematico de los avatares, en la segunda mitad del siglo XIX, para definir
el nimero real y del programa de Kronecker para la fundamentacién de la
matematica, puede encontrarse en (Kline 1992, cap. 41).

6
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y tiempo, como algo que es mas bien un resultado in-
mediato de las leyes puras del pensamiento. (Dedekind
1888, p. 97)

En el capitulo siguiente me referiré a la influencia de Dedekind en
las ideas de Hilbert sobre los fundamentos de la matemaética, en es-
te periodo inicial. Sin embargo, es oportuno senalar ya que, en este
pasaje, Hilbert adopta respecto de la aritmética una posicién “logi-
cista”, en un sentido laxo. Nuestro autor reconoce que la aritmética
debe ser considerada una disciplina matematica pura, puesto que
se basa exclusivamente en las leyes del pensamiento puro, y por
lo tanto no requiere de otra fuente externa de conocimiento, como
ocurre en la geometria con la experiencia y la intuicién.” Hilbert en-
fatiza explicitamente esta asimetria, resaltando el caracter empirico
de las fuentes que estan en la base de la geometria:

No puedo nunca fundar las propiedades del espacio en la
mera reflexién, tanto como no puedo reconocer de ese
modo las leyes bdsicas de la mecdnica, las leyes de la
gravitacion o cualquier otra ley fisica. El espacio no es
un producto de mi pensamiento, sino que me es dado
sélo a través de los sentidos [Sinne]. Para representar-
me sus propiedades necesito por ello de mis sentidos.
Necesito de la intuicion y el experimento, tanto como se
los requiere para fundar las leyes fisicas, donde también
la materia debe sernos dada a través de los sentidos.
(Hilbert 1891a, pp. 22-23)

Hilbert sostiene que la geometria, al igual que otras disciplinas
fisicas como la mecanica, necesita de algo mas que el pensamiento
puro para llegar a sus leyes y conceptos bésicos. Ahora bien, si-
guiendo la tesis originada en Gauss, adopta ademaés una posicion
empirista afirmando que esas fuentes externas al pensamiento po-
seen un caracter empirico. En concordancia con el modo en que
se define el objeto de estudio de la geometria en el pasaje inicial,

7 Debe reconocerse que la expresién “leyes del pensamiento puro” es suma-
mente equivoca. En efecto, aparece en diversos tratados de la época, aunque
presumiblemente con un significado distinto. Por ejemplo, en los tratados
de Boole y Schroder, y més tarde en Frege y Dedekind. Sobre este tema
puede consultarse (Hallett 1994).
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Hilbert senala que el “espacio” nos es dado a través de los sen-
tidos [Sinne]. En consecuencia, la geometria debe ser considerada
en cuanto a su origen como una ciencia natural. Hilbert lo expresa
inmediatamente a continuacién del siguiente modo:

De hecho la geometria mds antigua surge también de
la intuicion [Anschauung| de los objetos en el espacio,
tal como se ofrece en la vida cotidiana; al igual que
todas las ciencias, en un comienzo se plante6 problemas
de una necesidad practica y se basé en el experimento

mas simple que se puede hacer, es decir, en el dibujar.
(Hilbert 1891a, p. 23)

Debemos reconocer que esta intuicion, que es nombrada junto con
la experiencia como la primera fuente de conocimiento en la geo-
metria, no puede poseer un caracter a priori. Sin embargo, Hilbert
intenta desligarse de la acuciante pregunta filosofica por el estatus
epistemoldgico de la intuicion:

El axioma de las paralelas es proporcionado por la intui-
cion. Si esta ultima es innata o adquirida, si aquel axio-
ma expresa una verdad, si debe ser corroborado por la
experiencia, o si ello es innecesario, es algo que aqui no
nos compete. Sélo nos ocupamos de la intuiciéon, y ésta
necesita de aquel axioma. (Hilbert 1891a, p. 27)

En los capitulos siguientes veremos que, en sus cursos sobre geo-
metria correspondientes a este periodo, una actitud constante de
Hilbert es tratar de eludir la pregunta filoséfica respecto de si la
intuicién geométrica reviste un caracter empirico o uno a priori, en
un sentido kantiano. Sin embargo, en la medida en que afirme que
la geometria no es en cuanto a su origen una ciencia a priori co-
mo la aritmética, debera reconocer que la intuicién que esta detras
de algunos de sus axiomas o principios y conceptos basicos, tiene
necesariamente un caracter empirico.

1.2.2. La clasificacién de la geometria

Otro elemento interesante que presenta Hilbert en estas notas es
una clasificacion o division de la geometria en tres ramas o sub—
disciplinas diferentes. Nuestro autor senala que, si se considera la
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geometria de un modo general como una tnica disciplina matemati-
ca, entonces es posible distinguir en ella las siguientes ramas:

1. Geometria de la intuicion.
2. Geometria axiomaética.
3. Geometria analitica.

La “geometria de la intuicion” [Geometrie der Anschaunngl, o
como la llama posteriormente, la geometria intuitiva [anschauuliche
Geometrie] (Hilbert y Cohn-Vossen 1996), es definida del siguiente
modo:

[la geometria de la intuicién| reduce sus afirmaciones
a los hechos simples de la intuicién, sin investigar ella
misma su origen y legitimidad; [esta geometria] utili-
za sin reparos el movimiento, los limites [Grenzlage], el
paralelismo, etc., v es también la geometria euclidea.®
(Hilbert 1891a, p.21)

Asimismo, Hilbert establece en la geometria de la intuiciéon una
nueva divisién: i.) la ‘geometria escolar’ o, més tarde, geometria
elemental (teoremas de congruencia, tridngulos, poligonos, circulos,
etc.); 4. ) la geometria proyectiva (secciones conicas, puntos focales,
curvas en el espacio); 7. ) el Analysis situs o topologia.?

En el segundo lugar de esta clasificacién se encuentran los ‘axio-
mas de la geometria’ [Aziome der Geometrie]. Su tarea es “investi-
gar qué axiomas son utilizados en los hechos establecidos en la geo-
metria de la intuicién y comparar sistematicamente las geometrias
que surgen cuando uno de aquellos axiomas es omitido” (Hilbert
1891a, p. 22). Esta es una descripcion bastante precisa de la tarea
que Hilbert emprende en sus trabajos geométricos subsiguientes, de
modo que pareceria correcto llamarla “geometria axiomatica”.

Finalmente, en el tercer lugar se encuentra la ‘geometria analiti-
ca’, que Hilbert describe del modo habitual, reduciéndola al método

8 No es del todo claro a qué se refiere Hilbert con la expresién “uso de limites”
[Grenzlage]. Respecto del movimiento, presumiblemente esté pensando en
el tratamiento de la congruencia a través del movimiento de las figuras en
el plano, es decir, al famoso método de “superposicién” de Euclides en los
Elementos.

9 Cf. (Hilbert 1891a, p. 21).
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de las coordenadas: “[la geometria analitica] corelaciona desde el co-
mienzo los puntos de una linea y los nimeros, reduciendo de ese
modo la geometria al analisis” (Hilbert 1891a, p. 22). Asimismo, ca-
da una de estas ramas de la geometria posee un significado diferente.
La geometria de la intuicién tiene un valor estético, pedagdgico y
practico; la geometria axiomatica es fundamental desde un pun-
to de vista epistemoldgico [erkenntnisstheoretisch]; por tltimo, la
geometria analitica es importante para la matematica cientifica, es
decir, para la aplicacién de la matematica a las ciencias fisicas.!”
Un aspecto que resulta muy interesante de esta clasificacion es
que Hilbert establece alli una agenda para sus investigaciones fu-
turas en el campo de la geometria. En efecto, en los pocos anos
siguientes cada una de estas ramas de la geometria sera tratada en
sus cursos. Este primer curso de 1891 sobre geometria proyectiva
se corresponde con la geometria de la intuicién. Hilbert lo reco-
noce explicitamente al advertir que la geometria proyectiva puede
ser también llamada ‘geometria de la intuicion’; y ello en funcién
de que en ella se apela mayormente a las relaciones intuitivas sin
utilizar el calculo, i.e. sin acudir a herramientas algebraicas para
expresar las relaciones o propiedades proyectivas.!! Mds atn, a la
hora de referirse a uno de los conceptos basicos de la geometria pro-
yectiva, los elementos del infinito o ‘impropios’, y a los principios
fundamentales, Hilbert realiza la siguiente aclaracion:

La introduccion de elementos infinitos no es sino nueva-
mente un modo abreviado de hablar acerca de simples
hechos intuitivos [einfache anschauliche Tatsachen). Es-
te modo de hablar se volvera particularmente claro cuan-
do establezcamos, a continuacion, las simples leyes fun-
damentales de la intuicién. (Hilbert 1891a, p. 28)

Hilbert enuncia seguidamente ocho leyes fundamentales de la in-
tuiciéon, que no son sino los ochos ‘axiomas’ de incidencia de la
geometria proyectiva. En ese sentido, es consecuente con su clasi-
ficacion al cuidarse de no hablar de axiomas, sino de leyes funda-
mentales de la intuicién. Por otra parte, la geometria axiomética es
el tema de investigacién del siguiente curso que Hilbert dedica a la

10 Cf. (Hilbert 1891a, p. 22).
11 Cf. (Hilbert 1891a, p. 21).
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geometria. Este curso titulado “Los fundamentos de la geometria”
fue dictado en el semestre de invierno de 1893/94 y constituye su
primer tratamiento axiomatico de cualquier disciplina matemati-
ca. Asimismo, es posible sostener que a partir de aquel momento
Hilbert se identificard completamente con este tipo de abordaje a
la geometria. Sin embargo, en este periodo, también encontramos
dos cursos en los que se ocupa de exponer y analizar la geometria
analitica. El primero de ellos se titula “Geometria analitica del espa-
cio” (Hilbert 1893/1894a) y tuvo lugar en el semestre de invierno de
1893/4; el segundo lleva el nombre “Geometria analitica del plano
y el espacio” (Hilbert 1894/1895), y fue dictado al aflo siguiente, en
el semestre de invierno de 1894/5. En resumen, la temprana clasi-
ficacién de la geometria presentada por Hilbert en las notas para el
curso de 1891, le sirvié claramente de guia para sus investigaciones
geométricas inmediatamente posteriores.

Ahora bien, quizds lo mas relevante de esta clasificacién no es
precisamente la division de la geometria en distintas ramas o sub—
disciplinas, con diferentes objetos de investigacion. Por el contrario,
la clasificacién de Hilbert no parece ser del todo correcta en este
respecto. Es decir, la geometria elemental plana o la geometria pro-
yectiva pueden pertenecer tanto a la geometria intuitiva como a
la geometria analitica, en funcién de los métodos que se utilicen
para presentarlas. En el fondo, la divisién introducida por Hilbert
responde mas bien a una clasificacién de la geometria en virtud de
los diferentes métodos que pueden ser utilizados para abordarla y
para demostrar sus teoremas. Esta afirmacién es confirmada en las
reflexiones que Hilbert introduce a la largo de sus notas.

A modo de ilustracién, siguiendo la clasificaciéon de Hilbert, po-
demos decir que la geometria proyectiva puede ser abordada de tres
modos distintos. En primer lugar, de un modo intuitivo, o mejor,
sintético. Un ejemplo de este tipo de abordaje son los trabajos de
Steiner y von Staudt, en Alemania, que constituyen los intentos
mas elaborados de construir a la geometria proyectiva utilizando
unicamente métodos sintéticos. Cabe aclarar que éstas son, junto
con Reye (1886), las fuentes que utiliza Hilbert para la elaboracién
de sus notas de clases. En segundo lugar, la geometria proyectiva
puede ser abordada axiomaticamente. Como se sabe, la perspectiva
axiomatica fue introducida dentro de la geometria por Moritz Pasch
(1843-1930), en su notable libro Vorlesungen iber neuere Geome-
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trie (Pasch 1882). En tercer lugar, la geometria proyectiva puede
ser abordada analiticamente. Los métodos analiticos fueron intro-
ducidos en la geometria proyectiva por August Mobius (1790-1868),
a través de la nocion de coordenadas homogéneas. Posteriormente,
esta perspectiva fue continuada y profundizada por Pliicker, Clebsh
y Klein.

El elemento mas interesante y relevante de esta clasificacion de
la geometria consiste asi en que a través de ella se alude a una
cuestiéon metodoldgica muy discutida en aquella época, a saber: el
debate acerca de la utilizaciéon de métodos sintéticos y métodos
analiticos o algebraicos en geometria. Esta cuestion metodologica
fue objeto de numerosas e intensas discusiones a comienzos del XIX,
en gran medida debido al resurgimiento de los métodos geométricos
puros en la geometria proyectiva. De este modo, serd importante
analizar las observaciones de Hilbert en torno a estas discusiones,
en la medida en que nos permitiran precisar cudles eran sus ideas
respecto de los fundamentos de la geometria, antes de adoptar una
perspectiva axiomédtica.'?

1.3. El método sintético y el método analitico en geometria

Si bien los conceptos de analisis y sintesis, y consecuentemen-
te de método analitico y método sintético, son nociones con una
basta tradicion filoséfica, en el contexto de la geometria poseen un
significado acotado con precision e independiente de las diversas in-
terpretaciones filoséficas que posteriormente se les pueda imprimir.
En su libro Matemdtica elemental desde un punto de vista superior

12 F] siglo XIX, particularmente debido al surgimiento y consolidacién de las
geometrias no—euclideas, es uno de los periodos mas extensamente investi-
gados en la historia de la geometria. Respecto de la geometria proyectiva,
también ha sido objeto de numerosos estudios. Un andlisis general puede
verse en (Gray 2006), mientras que un estudio mas exhaustivo se encuentra
en (Nabonnand 2008a). Por otro lado, la discusién quizds més completa res-
pecto de los abordajes analiticos y sintéticos en geometria, sigue siendo el
clésico articulo de Fano (1907). Klein (1925; 1926) realiza numerosas refle-
xiones historicas acerca de estas discusiones metodolégicas, y Kolmorogov
y Yuskevich (1996) ofrece una mirada un poco acotada, aunque muy preci-
sa, de estos desarrollos en la geometria proyectiva. Finalmente, (Kline 1992,
caps. 14 y 35) presenta de un modo sumamente comprensible los desarrollos
tedricos que dieron surgimiento a la geometria proyectiva.
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(1925), Felix Klein (1849-1925) describe ambos métodos de la si-
guiente manera y vierte su opinion respecto de cual es el sentido de
esta distincién:

La geometria sintética es aquella que estudia las figuras
en cuanto tales, sin recurrir a férmulas, mientras que la
geometria analitica utiliza consistentemente dichas for-
mulas, a partir de la adopcién de un sistema apropiado
de coordenadas. Correctamente entendidos, solamente
existe entre estos dos tipos de geometria una diferencia
de gradacién, en tanto se le otorgue mayor importan-
cia a las figuras o a las férmulas. (...) En matematica,
sin embargo, como en cualquier otro lugar, el hombre se
inclina por formar partidos, de modo que asi surgieron
escuelas de [gedmetras] ‘sintéticos’ puros y escuelas de
[gedmetras| ‘analiticos’ puros, quienes pusieron un énfa-
sis primordial en la absoluta ‘pureza del método’. (Klein
1925, p. 55)

En un sentido general, la geometria sintética es aquella que ba-
sa el razonamiento y las demostraciones en la construccion de los
objetos geométricos a partir de ciertas reglas o postulados. Los ele-
mentos bésicos con los que trata son los puntos, lineas y planos
geométricos, y todo el razonamiento y los métodos de demostracién
se circunscriben a construcciones en las que se emplean técnicas
provenientes exclusivamente de la geometria. El método sintético
emplea técnicas puramente geométricas para investigar las propie-
dades de los objetos geométricos, i.e. técnicas que no provienen
originalmente de otras disciplinas matematicas, como el algebra.
Es por ello que suele afirmarse que la geometria sintética considera
“a las figuras geométricas en si” (Fano 1907, p. 223). En breve, en
la geometria sintética la teoria es construida sobre fundamentos pu-
ramente geométricos, independientes del dlgebra y del concepto de
continuo numérico, y los teoremas se deducen por un razonamiento
basado exclusivamente en un conjunto inicial de proposiciones — los
axiomas o postulados — y en las construcciones por ellos permitidas.

Por otra parte, la idea fundamental en la que se basan los méto-
dos de la geometria analitica consiste en afirmar que los problemas
geométricos pueden ser abordados de un modo simple, general y
de caracter unificador, a saber, el método de las coordenadas. Este
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método consiste basicamente en asociar a cada punto geométrico
en el plano o en el espacio un par o una terna ordenada de ntimeros,
respectivamente, y en la traduccion de las figuras geométricas en
ecuaciones de diversos grados. De ese modo, el principio rector de la
geometria analitica sostiene que, en virtud del método de las coor-
denadas numéricas, los problemas geométricos pueden ser resueltos
facilmente a partir del tratamiento algebraico de las ecuaciones, es
decir, utilizando métodos tomados del algebra.

La primera instancia histérica de la geometria sintética se en-
cuentra en la presentacion axiomatica clasica de la geometria de
Euclides. En los Elementos encontramos un tratamiento sistemati-
co de las técnicas geométricas y de los métodos de demostracion
que formaron la base de la geometria sintética, como asi también
un modelo sumamente influyente para la presentacion sintética de
la geometria, retomado posteriormente por los gedmetras ‘puristas’
hacia fines del siglo XVIIL.!3 En cambio, por el lado de la geometria
analitica, el método de las coordenadas y la aplicacién del algebra a
la geometria fue desarrollado originalmente por Descartes y Fermat
en el siglo XVIIL.*

Los métodos analiticos y algebraicos desarrollados por Descartes
y Fermat tuvieron un éxito inmediato y ejercieron una tremenda
influencia durante los siguientes ciento cincuenta anos, hasta el pun-
to que en este periodo llegaron a eclipsar casi por completo a los
métodos sintéticos. Por un lado, este éxito se debid a la simplifica-
cién que estas nuevas técnicas hicieron posible en el tratamiento de
diversos problemas geométricos; en particular, en el campo de las
secciones conicas, cuya resolucion resultaba sumamente compleja
cuando se utilizaban métodos sintéticos o constructivos. Por otro
lado, el gran atractivo del método analitico, basado en la intro-
duccién de coordenadas numéricas, residia en que permitia conse-
guir una generalizacién en las técnicas geométricas, ausente en el
método sintético originalmente desarrollado por Euclides. En efec-

13 Interesantes estudios sobre la geometria sintética, en este periodo inicial, se
encuentran en el trabajo cldsico de Coolidge (1940) y en Mueller (1981).

14 F] estudio integral mas importante sobre la geometria analitica sigue siendo
el texto cldsico de Boyer (1957). Bos (2001) es una investigacién exhaustiva
sobre el método de las coordenadas en Descartes. Por ultimo, Mancosu
(1996) profundiza particularmente en los aspectos metodolégicos asociados
con el surgimiento y la evolucion de la geometria analitica en el siglo XVI
y XVIL
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to, gracias a las herramientas proporcionadas por la importacion de
técnicas algebraicas en la geometria, los gedémetras analiticos sos-
tenfan que en principio cualquier problema geométrico podia ser
resuelto siguiendo tres simples pasos: 1) asignacién de un nombre a
los elementos conocidos y a los no conocidos; 2) biisqueda y solucién
de las ecuaciones algebraicas; 3) demostracién de la posibilidad de
construccién de la figura geométrica con la ayuda de los dos pasos
previos.'® Precisamente, en la descripcién histérica de la introduc-
cion de su curso de 1891, Hilbert apela a la generalidad introducida
en la geometria gracias al método de las coordenadas, al describir
las ventajas del método de Descartes y Fermat por sobre el método
de Euclides:

Asi como la geometria griega era rica en razonamien-
tos, resultados y problemas, asi también adolecia de una
carencia esencial: le faltaba un método general, solo a
través del cual es posible un desarrollo fructifero de la
ciencia. En Euclides toda la geometria aparece ya como
terminada, y no hay espacio para el libre trabajo pro-
ductivo. En efecto, cerca de los siguientes dos mil anos
[los gedmetras] se ocuparon de estudiar y comentar a
Fuclides con enorme respeto y laboriosidad infinita, sin
haber ido un poco mas alla. Por ello fue Descartes — el
fundador de la filosofia moderna — quien introdujo un
nuevo principio general dentro de la geometria (1637).
(Hilbert 1891a, pp. 23-24)

Ahora bien, la primacia absoluta de la geometria analitica co-
menzd a ser cuestionada hacia fines del siglo XVIII, cuando un
renovado interés recayé sobre los métodos sintéticos en geometria,
a partir del surgimiento de la geometria proyectiva como una nue-
va area de investigacion matematica. La geometria proyectiva se
ocupa de estudiar las propiedades invariantes bajo las operaciones
de proyecciéon. Es posible encontrar ya en la antigiiedad, en los
trabajos de Euclides, Apolonio y Pappus, algunos teoremas acerca
de propiedades proyectivas de las figuras, aunque por supuesto no
reconocidos en cuanto tales. Asimismo, durante el siglo XVII, los
descubrimientos de Blais Pascal (1623-1662) y Girard Desargues

15 Cf. (Mancosu 1996, cap. 3).
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(1591-1661) le dieron un enorme impulso al estudio de estas pro-
piedades geométricas, aunque se vieron rapidamente opacados por
el surgimiento de la geometria analitica. Entre otros resultados, al
primero se le atribuye el célebre teorema de Pascal sobre los puntos
de interseccion de los lados opuestos de un hexagono inscripto en
una coéonica. Asimismo, al segundo se lo reconoce también por otro
teorema de enorme importancia para la geometria proyectiva: el
llamado teorema de Desargues sobre los puntos de interseccion de
los lados correspondientes de dos tridngulos en perspectiva.l® Sin
embargo, estos descubrimientos y los métodos desarrollados por
Pascal y Desargues fueron rescatados del olvido hacia fines del si-
glo XVIII, gracias a la revitalizacién de los métodos geométricos
puros propugnada por Gaspard Monge (1746-1818), en su trabajo
pionero Traité de géométrie descriptive (Monge 1799).17

En su influyente libro Monge describio, utilizando técnicas pura-
mente geométricas, como proyectar objetos tridimensionales en el
plano, de manera que a partir del estudio de las figuras planas era
posible deducir propiedades geométricas del objeto tridimensional.
El area principal del tratado de Monge fue asi lo que més tarde
se conoceria como geometria descriptiva. Mas atiin, aunque previa-
mente habia realizado valiosas contribuciones en el campo de la
geometria analitica y diferencial, y en consecuencia no se conside-
raba a si mismo un detractor del abordaje algebraico a la geometria,
la utilizacién de Monge de métodos geométricos puros inspiré a mu-
chos de sus discipulos, en la pujante Ecole Polytechnique de Paris,
a emprender la tarea de mostrar que la geometria pura no sélo con-
servaba su importancia y autonomia, sino que ademas se le podia
conferir el mismo poder y rigor que la geometria analitica. Algunos
de sus destacados alumnos fueron Charles Brianchon (1785-1823),
Lazare Carnot (1753-1823) y Victor Poncelet (1788-1867). En par-
ticular, en la obra de este ultimo suele identificarse el comienzo de la
geometria proyectiva como una nueva disciplina geométrica, con un
objeto de estudio propio, independiente de la geometria euclidea.

16 Estos dos teoremas seran analizados en el capitulo 6.

17 Ademés del éxito abrumador inmediato de la geometria analitica, la escasa
repercusién que tuvieron los trabajos de Pascal y Desargues se debid a
que las obras originales se perdieron, y por lo tanto, sus resultados sélo
fueron conocidos indirectamente. Véase la introduccién de Desargues (1987)
y Andersen (2007).
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La obra fundamental de Poncelet fue su célebre Traité des pro-
piétés projectives des figures (Poncelet 1822), en donde se encuentra
la primera definicion explicita de la geometria proyectiva como el
estudio de las propiedades proyectivas de las figuras, i.e. las propie-
dades geométricas que permanecen invariantes bajo las operaciones
de proyeccién y seccién. Asimismo, en este trabajo Poncelet pre-
sentd la primera exposicion sistematica de los conceptos, leyes y
teoremas fundamentales de la geometria proyectiva. Tanto para la
definicién del objeto de estudio de la geometria proyectiva, como
para la exposicion sistematica de sus conceptos bésicos y teoremas
fundamentales, Poncelet utilizé estrictamente métodos sintéticos o
puramente geométricos. Un claro ejemplo es la descripcion que se
encuentra en el tratado de Poncelet de la nocién homologia entre dos
figuras, que resulta crucial para definir los conceptos fundamenta-
les de proyectividad y perspectividad.'® Estos conceptos resultaban
centrales para Poncelet, ya que permitian aplicar eficientemente una
técnica puramente geométrica para estudiar las propiedades proyec-
tivas: partiendo de una figura dada, se buscaba una figura homoéloga
mas simple y se la investigaba para encontrar propiedades que son
invariantes bajo proyeccion y seccion. De ese modo, las propiedades
descubiertas en la figura homdloga mas simple eran también validas
en la figura original més compleja. Esta validez estaba asegurada
a su vez por el controvertido “principio de continuidad”, postulado
por Poncelet.!?

Otros conceptos que se encuentran sistemdaticamente expuestos
en el tratado de Poncelet son las nociones de puntos, lineas y pla-
nos ‘impropios’ o del infinito, las nociones de polo y polar con res-
pecto a una cénica, el concepto de correspondencia proyectiva de
dos planos u homografia y el principio de dualidad. El tratado de
Poncelet llevé a la culminacién del proceso inicial de formacion de
la geometria proyectiva. El objeto de estudio de esta nueva discipli-
na fue definido y sus conceptos basicos, principios y teoremas méas
importantes fueron caracterizados y obtenidos a partir del método

18 Dos figuras son homdlogas si es posible derivar una de ellas a partir de la otra
mediante una proyeccién y seccién — lo que se denomina perspectividad, o
mediante una serie de proyecciones y secciones — lo que se conoce como
proyectividad.

19 Fl “principio de continuidad” de Poncelet ha sido intensamente analizado
en la literatura. Véase, por ejemplo, Gray (2006).
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sintético. Asimismo, ejerciendo una influencia quiza mas grande que
la de Monge, los trabajos de Poncelet dejaron abiertos una serie de
problemas que fueron abordados posteriormente, en términos pura-
mente geométricos, por Jakob Steiner (1796-1863) y Christian von
Staudt (1798-1867) en Alemania; por Michel Chasles (1793-1880)
en Francia y por Luigi Cremona (1830-1903) en Italia.

Poncelet se interesé ademas por las disputas “metodoldgicas” de
los gedmetras de la época, respecto de cual era el método més apro-
piado y provechoso para la resolucién de los problemas geométri-
cos, o sea, los métodos de la geometria sintética o los métodos
del algebra y el calculo. Esta controversia empez6 a ganar mayor
repercusion hacia la década de 1820, a partir del renovado impul-
so ganado por los métodos sintéticos gracias a las nuevas técnicas
de la geometria proyectiva desarrollada por Poncelet. El geémetra
francés tomd partido por los primeros, y aunque nunca negd la uti-
lidad y eficacia de los métodos analiticos, sostuvo que los métodos
geométricos puros podian ser generalizados de tal manera que re-
sulte posible probar por medios sintéticos todos aquellos problemas
geométricos que inicialmente habian sido demostrados por medios
analiticos. Mas precisamente, con Poncelet los métodos sintéticos
adquieren una nueva dimensién, en la medida en que la identifi-
cacion, desde los tiempos de Euclides, de las técnicas puramente
geométricas con la utilizacién de diagramas o figuras, comenzo a
ser atenuada.?’ La distincién entre métodos sintéticos y métodos
analiticos comienza a ser entendida ahora en otros términos, a sa-
ber: mientras que en las geometrias proyectiva y euclidea sintéticas,
los elementos y relaciones bésicas son descriptas y caracterizadas
exclusivamente en funcion de los objetos geométricos tradicionales
(punto, linea, plano, etc.), las técnicas analiticas traducen las rela-
ciones geométricas a relaciones entre niimeros, y emplean técnicas
tomadas del algebra y el andlisis para la resolucién de los problemas
geométricos planteados de esta manera.

Un aspecto central alrededor del cual gravitaron inicialmente los
debates sobre la utilizacion de métodos geométricos puros y méto-
dos analiticos fue asi la cuestion de la pureza del método o el puris-
mo metodologico. En el fondo, lo que discutian los geémetras de la

20 Esta dependencia comenzé a disolverse debido a las nuevas entidades in-
troducidas en la geometria proyectiva, i.e. los puntos, lineas y planos del
infinito. Sobre esta cuestién puede verse Nagel (1939).
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época era qué métodos de demostracién podian ser aceptados, o en
otras palabras, a qué debia considerarse una justificacion adecuada
para los teoremas de las distintas ramas de la geometria. Ello se nota
facilmente en los argumentos esgrimidos por lo gedmetras sintéti-
cos para rechazar el empleo de técnicas e instrumentos tomados
del algebra en la resolucion de problemas geométricos. Los defen-
sores de los métodos sintéticos enfatizaban principalmente que los
resultados alcanzados a través de métodos algebraicos dificilmente
podian ser considerados como verdaderamente geométricos, en tan-
to era evidente que en la serie de manipulaciones algebraicas de las
ecuaciones de las figuras geométricas resultaba imposible seguir ca-
da uno de los pasos geométricos que correspondian a las operaciones
algebraicas realizadas. El método analitico no solo ocultaba el sig-
nificado geométrico de los resultados alcanzados, sino que ademés
por su intermedio llegdbamos a afirmaciones sin saber realmente
cual era su lugar dentro del sistema de las verdades geométricas.
Michel Chasles, uno de los mas férreos defensores de los métodos
geométricos puros en Francia, lo expresaba del siguiente modo:

. Es entonces suficiente en un estudio filoséfico y basico
de una ciencia saber que algo es verdadero si uno no
sabe por qué es asi y qué lugar deberia ocupar en la
serie de verdades a las que pertenece??!

Aunque para Hilbert éste no sera el aspecto mas relevante de
la discusion, encontramos una critica muy similar hacia los méto-
dos analiticos, en las notas de clases para el curso sobre geometria
proyectiva que venimos analizando:

Este razonamiento [el método de las coordenadas| hace
que de un golpe todo problema geométrico sea accesible
al andlisis [matemdtico]. Descartes se convirtié entonces
en el creador de la geometria analitica. Inicialmente los
teoremas de los griegos fueron de nuevo demostrados y
luego generalizados. En lugar de artificios [Kunstgriffe]
aparecieron las formulas, el cdlculo —y gracias a Descar-
tes, un método real. Y asi como estos avances fueron tan
importantes y tan magnifico fue su éxito, asi también

21 Citado en (Kline 1992, p. 1104).
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sufrié finalmente la geometria bajo la educacién uni-
lateralmente orientada de este método. Ahora sélo se
calculaba, sin tener la intuicién de lo calculado. Se per-
dio el sentido por la figura y la construccién geométrica.
(Hilbert 1891a, p. 24)

Hilbert considera el resurgimiento de los métodos geométricos
puros en los trabajos de Monge, Poncelet, Chasles y von Staudt,
como una reacciéon ante la pretendida reduccion de la geometria al
algebra y el andlisis, sugerida por los geémetras analiticos. Empero
es oportuno realizar una observacién acerca de la llamada “geo-
metria analitica” de Descartes. A diferencia de lo que sugiere Hil-
bert en este pasaje, el método cartesiano no consistié meramente
en establecer un simple y puro isomorfismo entre las lineas y curvas
geométricas, por un lado, y las ecuaciones algebraicas, por otro la-
do. Por el contrario, la relacién entre geometria y algebra, con sus
respectivos estatus epistemoldgicos, objetos, métodos y problemas,
era para Descartes mucho més compleja y matizada.??

Por otra parte, el argumento central esgrimido por los geémetras
analiticos, en favor de la utilizacién de los métodos algebraicos en
geometria, consistia en resaltar la simplicidad de sus procedimientos
y la generalidad de los resultados alcanzados. Este hecho quedaba
sobremanera atestiguado por el éxito conseguido a través de estos
métodos, por ejemplo, en la teoria de las secciones cénicas, donde
la aplicacién de métodos sintéticos resultaba sumamente engorrosa.
El propio Poncelet resumi6 este argumento, en un trabajo dedicado
a las discusiones metodoldgicas que recién senaldbamos:

Mientras que la geometria analitica ofrece, a través de
su caracteristico método general y uniforme, medios de
proceder en la solucién de las cuestiones que se nos pre-
sentan (...), mientras que llega a resultados cuya ge-
neralidad no tiene frontera, la otra [geometria sintética]
procede por casualidad; su camino depende completa-
mente de la habilidad de aquellos que la emplean y sus
resultados casi siempre estan limitados a la figura par-
ticular en consideracién.??

22 Para evitar esta simplificacién, habitual en la literatura no especializada,
puede consultarse (Bos 1981).
23 Citado en (Kline 1992, p. 1103) y (Nagel 1939, p. 153)
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Resumiendo lo anterior, la defensa de la utilizacién en geometria
de técnicas algebraicas basadas en el método de coordenadas desta-
caba la simplicidad y generalidad de los resultados alcanzados, como
asi también la uniformidad en los procedimientos de resolucion de
los problemas geométricos. La manipulacion y resolucion algebraica
de ecuaciones de diversos grados constituian asi un método no sélo
legitimo, sino ademas eficaz y esclarecedor en la geometria. Por el
contrario, los defensores de la geometria sintética sostenian que sola-
mente utilizando métodos de demostracién provenientes exclusiva-
mente de la geometria era posible llegar a afirmaciones geométricas
realmente justificadas. De este modo, ambos partidos establecieron
criterios bien definidos y estrictos en cuanto a qué tipo de argumen-
tos e instrumentos podian ser aceptados en la practica geométrica.
En el caso de los gedmetras sintéticos, argumentos que utilizaban
solo técnicas puramente geométricas; en el caso de los gedmetras
analiticos, la aplicacién de herramientas conceptuales tomadas del
algebra y del andlisis, a partir del establecimiento de un sistema de
coordenadas adecuado.

Ahora bien, estos debates acerca del ‘purismo metodoldgico’ en
geometria se profundizaron notablemente con la introduccion de
técnicas analiticas en la geometria proyectiva. Es decir, como ya
advertimos, Poncelet (1822) habia definido de un modo sistematico
el objeto de la nueva geometria utilizando estrictamente métodos
puramente geométricos. Sin embargo, no se necesité mucho tiempo
para que los matematicos se dieran cuenta de que las propieda-
des proyectivas caracterizadas ‘sintéticamente’ por Poncelet, y que
ahora se habian convertido en el centro de atencién de muchas
investigaciones en geometria, podian ser igualmente estudiadas a
través de ecuaciones algebraicas. Para ello era necesario introducir
un sistema de coordenadas adecuado en la geometria proyectiva. Y
esta tarea fue llevada a cabo, hacia el final de la segunda década
del siglo XIX, por los mateméticos alemanes August Mobius (1790
1868) y Julius Pliicker (1801-1868), quienes fueron los primeros en
introducir coordenadas homogéneas en la geometria proyectiva.

Las coordenadas homogéneas posibilitan el tratamiento analitico
de puntos y lineas en el plano proyectivo del siguiente modo. Una
ecuacion se llama “homogénea” debido a que todos sus términos
poseen el mismo grado. La ecuacion homogénea aX + bY + cZ =
0 se asocia a la ecuacién lineal ax + by + z = 0 de la siguiente
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manera: dada la terna (X,Y, Z) con Z # 0 que satisface la ecuacién
aX+bY +cZ =0, el par (%, %) satisface ax+by+2z = 0. Asimismo,
es posible usar la terna (X, Y, Z) para representar al punto (%, %)
en el plano euclideo. Las ternas (X, Y, Z) con Z = 0 representan los
puntos “ideales” del infinito en el plano proyectivo, para el cual no
hay un elemento correspondiente en el plano euclideo; ello es claro,
puesto que el par euclideo ()—Z(, %) supone la divisiéon por cero cuando
Z = 0. Finalmente, de un modo similar es posible proporcionar
las ecuaciones para todas las rectas en el espacio proyectivo, como
as{ también para las curvas algebraicas en el plano proyectivo.?*

El empleo de métodos analiticos en la geometria proyectiva, por
medio de la definiciéon de coordenadas homogéneas, trajo apareja-
do ventajas muy significativas. Por ejemplo, utilizando coordenadas
homogéneas no sélo se podian caracterizar los puntos ordinarios o
propios en el plano, sino ademaés los puntos del infinito; mas atn,
el método analitico simplificaba notablemente el trabajo con estos
elementos (puntos, lineas, planos) impropios. Asimismo, las coor-
denadas homogéneas permitian facilmente dar la ecuacién de la
recta proyectiva, y a partir de esta ecuacién, resultaba muy simple
formular y demostrar algebraicamente el principio de dualidad, de
fundamental importancia en la geometria proyectiva.

Gracias a los trabajos pioneros de Mobius y Pliicker, rapidamente
se volvid evidente que toda la naciente geometria proyectiva podia
ser formulada tanto sintética como analiticamente. Mas atn, la tra-
duccion en términos analiticos de diversos teoremas fundamentales
de la geometria proyectiva, originalmente formulados en un lengua-
je sintético, permitié ver con claridad que la geometria proyectiva
sintética y la geometria proyectiva analitica no constituian discipli-
nas distintas, sino méas bien eran dos modos diferentes de presentar,
adquirir y justificar el conocimiento geométrico.

Luego, es manifiesto que inicialmente Hilbert tomé partido por
los gedometras sintéticos. Ello no sélo se observa facilmente en el
curso de 1891 sobre geometria proyectiva que estamos comentando,
sino que ademas es posible encontrar una declaracion muy suge-

24 Para una explicacién, en términos més modernos, de las coordenadas ho-
mogéneas en la geometria proyectiva, puede verse Seidenberg (2007). Una
descripcién accesible de la definicién de las coordenadas homogéneas en
Mobius y Pliicker puede encontrase en (Kolmorogov y Yuskevich 1996) y
(Gray 2006).
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rente en un pasaje de sus “Diarios cientificos” [Wissenschaftliche
Tagebiicher], correspondiente a un periodo bien inicial:

La geometria no va tan profundo como el anélisis. Si uno
se dedica a la geometria, entonces ésta debe ser sintéti-
ca. [Pues], {Qué tiene que ver la superficie o la curva
observada con la ecuacién f(z,y,z) = 07 El andlisis es
un instrumento ajeno a la esencia de la geometria, que
por lo tanto debe ser evitado, si queremos erigir o fundar
la geometria como un edificio.?’

Hilbert repite aqui el argumento de los geémetras sintéticos sena-
lado recién para rechazar la utilizacion y la legitimidad de los méto-
dos analiticos en geometria, aludiendo de ese modo a la cuestion de
la “pureza del método”. Sin embargo, es interesante observar que
en este temprano pasaje anticipa una suerte de principio o requi-
sito metodologico, que mas tarde se volverd central en su abordaje
axiomatico a la geometria. Este principio consiste en afirmar que
a la hora de construir y ofrecer una fundamentacién (axiomatica)
de la geometria, es importante que ésta sea desarrollada de un mo-
do autéonomo, esto es, con independencia de conceptos tomados de
otras disciplinas como el andlisis, el dlgebra e incluso la mecanica.
De este modo, uno de los objetivos fundamentales de su préximo
abordaje axiomaético, anticipado aqui tempranamente, sera mostrar
que la geometria puede ser construida, desde el punto de vista de los
fundamentos, como una teoria autdnoma o auto—suficiente, que no
necesita apoyarse en conceptos y técnicas importadas del algebra y
el andlisis.

Ahora bien, detras de estas preocupaciones por la pureza del
método y el deseo de construir la geometria como una teoria auténo-
ma es posible reconocer un problema de una vasta tradicién y de

2 “Die Geometrie geht nicht so tief wie die Analysis. Wenn man Geometrie
treibt, so muss es synthetische sein. Was hat die ausgeschaute Flasche oder
Curve mit eine Gleichung f(z,y,2z) = 0 zu thun? Die Analysis ist in dem
Wesen der Geometrie fremdes Hiilfsmittel, welches daher vermeiden werden
muss, wenn man die Geometrie als Gebaude errichten oder fundieren will.
Wohl diirfen sich Geometrie und Analysis gegenseitig befruchten und zu
heuristischen Zwecke einander bedienen” (Cod. Ms. D. Hilbert 600:1, p. 9).

Es dificil especificar con precisién la fecha de este pasaje. Sin embargo,
corresponde a un periodo bien temprano. En efecto, se encuentra en las
péginas iniciales del primer volumen de los “Diarios cientificos” de Hilbert,
que en la cubierta lleva la fecha: Leipzig, invierno de 1885.
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enorme importancia para los fundamentos de la geometria, a saber:
la determinacién del papel que desempena el nimero en geometria;
o en otras palabras, la explicacién de la relacion entre la aritmética
y la geometria. Aunque Hilbert no lo afirma de manera explicita en
este periodo bien inicial, la idea de desarrollar la geometria como
una teoria auténoma planteaba el problema de fondo de determinar
en qué medida era posible construirla con independencia de toda
consideracién numérica; esta preocupacion se convertira en uno de
los temas centrales de su proximo abordaje axiomatico.

Finalmente, la cuestion general segin la cual la geometria de-
be ser desarrollada de un modo auténomo, es también enfatizada
por Hilbert en relacién a las contribuciones de von Staudt a los
fundamentos de la geometria proyectiva.

1.3.1. La autonomia de la geometria proyectiva en Staudt

En los afios que siguieron al tratado de Poncelet (1822), la geo-
metria proyectiva se convirtié en un tema de estudio predilecto
para los gedometras y fue objeto de numerosas investigaciones, tan-
to desde perspectivas sintéticas como analiticas. No sélo se llego a
nuevos resultados, sino que ademas se avanzo sustancialmente en
una presentacion mas sistematica de la teoria. En este sentido, pro-
mediando el siglo XIX, la geometria proyectiva se habia convertido
en una nueva rama de la geometria, cuyos objetivos generales y con-
ceptos basicos, en tanto que distintos a los de la geometria euclidea,
se encontraban bien definidos. Sin embargo, desde el punto de vista
de los fundamentos, la geometria proyectiva adolecia todavia de un
problema fundamental, que impedia que sea considerada como una
disciplina completamente auténoma. En efecto, aunque era eviden-
te que las propiedades de las figuras que estudiaba la geometria
proyectiva eran bien diferentes de aquellas que caracterizaban el
contenido de la geometria euclidea, un defecto comun en todas las
presentaciones, ya sea desde una perspectiva sintética o utilizan-
do técnicas analiticas, era que se mezclaban conceptos y técnicas
proyectivas con conceptos y técnicas métricas, provenientes de la
geometria métrica euclidea.

El ejemplo més notable de la confusion entre conceptos proyec-
tivos y conceptos métricos se encontraba en la definicion misma de
una de las nociones mas basicas y fundamentales de la geometria
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proyectiva, a saber: el concepto de razon doble o cruzada. Si bien
este concepto era conocido desde la antigiiedad — por ejemplo se en-
cuentra en la obra de Pappus, Desargues fue el primero en mostrar
que la razén doble de cuatro puntos colineales era una propiedad
geométrica invariante bajo las transformaciones proyectivas. Esta
nociéon ocupd asi un lugar central en el trabajo de los primeros
geometras dedicados a la geometria proyectiva, en tanto que era
utilizado para definir muchas de las relaciones proyectivas mas fun-
damentales. Por mencionar un ejemplo, Steiner — entre otros — defi-
ni6 la relacién de proyectividad entre formas elementales como una
biyeccién que conserva la razén doble.?® Ahora bien, la definicién
de razon doble dada habitualmente en este periodo era la siguiente
(figura 1.1):

Definicién. Sean A, B, C, D cuatro puntos sobre una recta, con-
siderados en ese orden, la razon doble se define como la cantidad:

(ABCD) = % b4

A B c 2

/T

Figura 1.1.: Razén doble de cuatro puntos colineales.

Como se intenta ilustrar en el gréafico, la razon doble de cua-

. . . . CA /DA _

tro puntos colineales es un invariante proyectivo, ya que o8/ DB =
A )B4 baj i6 tral desd t lqui

o/ g bajo una proyeccién central desde un punto cualquiera

O. Ahora bien, definido de este manera, este concepto proyectivo

bésico presuponia la capacidad de medir la distancia entre un par

26 Sobre la definicién de Steiner de la proyectividad, utilizando el concepto de
razén doble, puede verse (Nabonnand 2008a).
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de puntos cualquiera, por ejemplo AB, antes de poder calcular la
razén doble. En otras palabras, al definir la razén doble se apelaba
a la nocién de distancia, que sin embargo no es una propiedad pro-
yectiva sino métrica, en tanto que la longitud no es una propiedad
invariante bajo las transformaciones proyectivas.

La tarea de liberar a la geometria proyectiva de la longitud y
la congruencia, para convertirla en una rama autonoma o indepen-
diente de la geometria, fue emprendida por von Staudt. Este pro-
grama fue presentado inicialmente en su libro Geometrie der Lage
(von Staudt 1847), y luego ampliado en los tres volimenes de los
Beitrige zur Geometrie der Lage (von Staudt 1856; 1857; 1860).
Una de las estrategias utilizadas por von Staudt para liberar a la
geometria proyectiva de las nociones métricas consistié en renunciar
a la nocién de razon doble para definir la proyectividad, y suplan-
tarla por el concepto de cuaterna armonica, que podia ser definido
usando técnicas puramente proyectivas.?” Von Staudt utiliza asi es-
te concepto para definir la proyectividad entre dos figuras de la
primera categoria (alineaciones de puntos, haces de rectas y haces
de planos), a saber: una biyeccién que conserva cuaternas arméni-
cas. Por ejemplo, dos rectas se llaman proyectivas si entre ellas hay
una correspondencia que conserva las cuaternas armonicas. Asi-
mismo, estos procedimientos le permitieron introducir coordenadas
homogéneas en el plano y en el espacio proyectivo de manera pu-
ramente proyectiva, con lo cual la presentacién de la geometria
proyectiva como una disciplina auténoma, independiente de las no-
ciones de distancia y congruencia, parecia alcanzada plenamente.

Es interesante mencionar que Hilbert elogia a von Staudt preci-
samente por este aspecto, o sea, por la autonomia o independencia
que consigui6 en su presentacion de la geometria proyectiva:

Contrariamente a todos sus predecesores, quienes siem-
pre necesitaron el cdlculo, él [Von Staudt] consiguié ha-
cer de la geometria proyectiva “una ciencia auténoma,
que no requiere de la medida” — como él mismo lo afirma
en el prologo. El [von Staudt] logré una geometria en la

27 La definicién de von Staudt de la cuaterna arménica se basa en la cons-
truccién del cuadrildtero completo, que permite construir, dados tres pun-
tos sobre una linea, el cuatro armoénico sélo mediante uniones de puntos
e intersecciones de rectas. La construcciéon de von Staudt del cuadrilatero
completo es analizada en el capitulo 6, secciéon 6.2.
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que no se calcula ni se mide, sino que se construye, en
la que no se utiliza el compds ni el transportador, sino
solo la regla. De este modo aquel requerimiento cientifi-
co®® fue cumplido de manera satisfactoria, puesto que
en la deduccién de los teoremas sobre las relaciones de
posicion, el cdlculo debe aparecer como algo extrano.
Presentada de esta forma, la geometria proyectiva cons-
tituye solo una parte de la geometria, pero de hecho un
dominio [dotado de] una unidad y conclusividad mara-
villosas. De acuerdo con el modelo presentado en esta
obra he dado forma a mi curso sobre geometria proyec-
tiva. (Hilbert 1891a, p. 25)

Hilbert elogia de este modo el “purismo metodolégico” de von
Staudt, que consistié no sélo en haber construido a la geometria
proyectiva de una manera estrictamente sintética o pura, sin ape-
lar al método de las coordenadas homogéneas introducido previa-
mente por Mdébius y Steiner, sino ademas en haber podido definir
los conceptos y leyes fundamentales de esta teoria geométrica sin
hacer recurso a ninguna consideracion métrica. Asimismo, en este
pasaje vemos confirmada la opinion de Hilbert, anunciada antes en
sus “Diarios cientificos” [Wissenschaftliche Tagebiicher], segin la
que el calculo debe ser considerado como un instrumento extrano o
exdgeno [fremd] para la geometria.

La importancia de estas observaciones reside en que revelan que,
en este periodo bien temprano, Hilbert contaba ya con un criterio
metodoldgico crucial para la construccion de las teorias matemati-
cas, que poco después se convertird en uno de los objetivos centra-
les de su nuevo método axiomatico: las teorias matematicas deben
ser construidas de tal modo que se ponga en evidencia su caracter
auto-suficiente. En el caso de la geometria euclidea elemental, ello
significaba que el tratamiento axiomatico debia ser capaz de mos-
trar como esta disciplina podia ser construida independientemen-
te de conceptos tomados de la aritmética, el analisis e incluso la
mecanica.

Por otra parte, esta exigencia de convertir a la geometria en una

28 Hilbert se refiere a la exigencia de hacer de la geometria una ciencia “auténo-

ma”, independiente de conceptos tomados de otras disciplinas, como por

ejemplo, la aritmética y el andlisis.
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ciencia autonoma exhibia al mismo tiempo el problema de fondo
en las discusiones en torno a la utilizacién de métodos sintéticos y
métodos analiticos en geometria, a saber: la relacion entre la geo-
metria y el niimero; o mas precisamente, la explicacion de cémo
puede y debe proceder la introduccién de elementos numéricos —
coordenadas — en la geometria. En efecto, como se aprecia en los
trabajos de Steiner y von Staudt, la geometria proyectiva sintética
era definida como aquella que no recurria al método de las coordena-
das.?” En este sentido, la diferencia radical entre geometria sintética
y analitica no tenia entonces que ver con el nivel de abstraccion y
rigor, que a partir del trabajo de estos geémetras habia sido comple-
tamente equiparado. Antes bien, el nucleo de conflicto descansaba
en si se empleaba el método de coordenadas, y con ello un conjunto
de técnicas algebraicas, para caracterizar las transformaciones, con-
ceptos y principios de la geometria proyectiva, o si en cambio se los
definia estrictamente en términos puramente geométricos. Hilbert
advierte de la siguiente manera este papel fundamental del método
de las coordenadas:

Si pasamos por alto el dominio completo de la geometria
proyectiva, entonces reconocemos como la idea funda-
mental el principio de la correlaciéon univoca e irreversi-
ble [umkehbar eindeutigen Zuordnung], es decir, basica-
mente el concepto de proyectividad. [Pero] si por ejem-
plo se correlacionan los puntos de una serie de puntos
con los valores de una magnitud, entonces se llega de in-
mediato a la introduccién de magnitudes variables, i.e.
las coordenadas; de hecho, la introducciéon de coorde-
nadas es la idea fundamental de la llamada geometria
analitica, o sea, aquella idea corresponde a la idea de
proyectividad en la geometria pura recién presentada.
(Hilbert 1891a, p. 55)

En realidad, el concepto de “proyectividad” puede ser definido
tanto sintéticamente como analiticamente, en funcién de la pers-
pectiva que se adopte. Sin embargo, Hilbert es claro en su ejem-
plo: asi como la idea de proyectividad es el concepto central de la
geometria proyectiva, el método de las coordenadas es la idea fun-
damental de la geometria analitica. Y con esta afirmacién Hilbert

29 Véase (Nabonnand 2008a).
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alude a la siguiente cuestion: més alla de las discusiones respecto de
la utilizacién de métodos analiticos o sintéticos en geometria, redu-
cidas normalmente a cuestiones de preferencias o gusto personales
de los geémetras, desde el punto de vista de los “fundamentos” exis-
te un hiato entre ambas geometrias que es necesario subsanar, y que
consiste en la explicacion y justificacion de los elementos numéri-
cos en geometria. En el caso de la geometria proyectiva, Hilbert
encuentra que esta cuestion comenzé a ser zanjada en los trabajos
de von Staudt, en tanto que éste mostré como era posible introdu-
cir coordenadas en la geometria proyectiva de un modo puramente
geométrico.?’ En el caso de la geometria euclidea elemental, este
problema se convertira en una preocupacion central de su inminen-
te abordaje axiomatico: investigar qué axiomas de la geometria son
necesarios para permitir la introducciéon de coordenadas numéricas,
y trazar asi un puente entre las geometrias sintéticas y las geo-
metrias analiticas.

1.4. Intuicién geométrica y geometria analitica

Como senalabamos en la seccion anterior, en las exposiciones mas
elaboradas de la geometria proyectiva sintética, llevadas a cabo por
Steiner (1832) y von Staudt (1856; 1857; 1860; 1847), la preferencia
de los métodos sintéticos por sobre los analiticos o algebraicos no era
mas defendida argumentando que solo aquellos permitian conservar
y ejercitar el cardcter eminentemente intuitivo de la geometria. De
hecho, tanto Steiner como von Staudt emplearon un método de ex-
posicion “lingtifstico”, en donde no se utilizaba ni un sélo diagrama
o figura geométrica para ilustrar los distintos conceptos y relacio-
nes proyectivas.® En consecuencia, los debates entre los geémetras
sintéticos y los gedmetras analiticos estaban planteados respecto
de la necesidad, la legitimidad y la conveniencia de utilizar cier-
tas herramientas conceptuales, tomadas de otras disciplinas, para
trabajar en geometria y para expresar sus conceptos y resultados.

30 Sobre esta cuestién, véase infra, seccién 6.2.

31 Sobre el estilo “lingiifstico” de las exposiciones de Steiner y von Staudt,
véase (Nabonnand 2008a). Esta tendencia, gracias a la cual los trabajos
de los gedmetras sintéticos adquirieron un grado mayor de generalidad y
abstraccion, comparable a los de los gedmetras analiticos, se encontraba ya
en Poncelet. Véase (Nagel 1939).
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Ahora bien, aunque Hilbert reconoce esta dimensiéon ‘mas pro-
funda’ del debate asociada al problema de los fundamentos de la
geometria, también es cierto que en su exposicion subraya cons-
tantemente que la geometria proyectiva estd intimamente ligada a
la intuicién, razoén por la cual la nocién de “intuicion espacial o
geométrica” aparece muy a menudo a lo largo de sus notas de cla-
ses (Hilbert 1891a). En la medida en que en los trabajos siguientes,
cuando su posicién axiomatica formal esté ya consolidada, Hilbert
seguird refiriéndose repetidamente a dicha nocién, es oportuno rea-
lizar algunos comentarios respecto del contexto particular en el que
aqui aparece.

En primer lugar, un rasgo interesante que se percibe a primera
vista consiste en que, a la hora de hablar de la intuicion geométri-
ca, Hilbert no hace hincapié tanto en su origen empirico — algo que
cambiard a partir del curso siguiente de 1894 — sino mas bien en
la oposicion existente entre los métodos analiticos y los métodos
sintéticos en geometria. Un ejemplo elocuente es la siguiente ca-
racterizacién de la geometria analitica, que presenta Hilbert en la
introduccién de sus notas:

Tan importantes fueron estos avances y tan magnificos
los resultados alcanzados, tanto sufrié finalmente la geo-
metria en cuanto tal bajo la formacién unilateral [ein-
seitige Ausbildung] de este método. Solamente se calcu-
laba, sin tener la intuicién de aquello que era calculado.
Se perdi6 asi el sentido por la figura geométrica y por
la construccion geométrica. (Hilbert 1891a, p. 24)

De la misma manera, una descripcion muy similar se encuentra
hacia el final de este manuscrito:

En lugar de operar con la intuicién geométrica pura, [la
geometria analitica] emplea el cdlculo y la férmula co-
mo herramienta de un significado esencial. La geometria
analitica se conduce de tal manera que introduce desde
el principio el concepto de magnitud variable y, de ese
manera, para cada intuicion geométrica exhibe de inme-
diato la expresién analitica, proporcionando por medio
de esta tultima la demostracion. De este modo se consi-
gue obtener rapidamente mayor generalidad en los teo-
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remas, respecto de lo que era posible con la intuicién
geométrica pura. (Hilbert 1891a, p. 55)

Con el calificativo ‘pura’, Hilbert no parece estar refiriéndose al
estatus epistemoldgico de la intuicion geométrica. Por el contra-
rio, pretende adoptar una posicion neutral en este respecto, funda-
mentalmente porque no se trata de un problema matemético sino
estrictamente filoséfico:

Este axioma de las paralelas es proporcionado por la
intuicién. Si esta ultima es innata o adquirida, si aquel
axioma expresa una verdad, si debe ser corroborado por
la experiencia, o si ello es innecesario, es algo que aqui no
nos ocupa. S6lo nos interesamos por la intuicién y ella
requiere de aquel axioma. (Hilbert 1891a, p. 27)

Como veremos mas adelante, esta pretendida neutralidad en lo
que respecta al estatus epistemoldgico de la intuicion geométrica
no tendra mucho sentido en la medida en que se considere la geo-
metria como una ciencia natural. Sin embargo, es interesante notar
que Hilbert pretende definir la intuicién geométrica en funcién de un
aspecto especifico de la metodologia de la geometria sintética. Los
pasajes anteriores parecen indicar que Hilbert piensa en la intuiciéon
geométrica como cierta capacidad, que de hecho puede ser instruida
y desarrollada, de percibir las relaciones geométricas fundamenta-
les, exhibidas por lo general en construcciones diagramaticas, con
independencia de consideraciones numeéricas. Dicho de otro modo,
la nocién de intuicién geométrica (pura) es introducida en estas
notas para enfatizar el caracter puramente sintético de la presen-
tacion de la geometria proyectiva, en oposiciéon a una presentacion
analitica basada en la introduccion de elementos numéricos, o sea,
en la caracterizacion de las relaciones geométricas por medio de
ecuaciones algebraicas.

Por otro lado, la posibilidad de encontrar una ‘intuiciéon geométri-
ca’ correspondiente a un concepto matemaético, expresado original-
mente de manera analitica, parece haber sido una preocupacion
importante de Hilbert en aquel momento. En efecto, éste es preci-
samente el tema que aborda en el breve articulo “Uber die stetige
Abbildung einer Linie auf einer Flachenstiicke” (Hilbert 1891b), pu-
blicado aquel mismo ano en los Mathematische Annalen. En este



1.4. Intuicién geométrica y geometria analitica 45

trabajo, Hilbert se ocupa de mostrar como es posible construir de
un modo puramente geométrico una curva, definida previamente
por Peano, que a su vez es un ejemplo de una funcién continua pe-
ro no diferenciable en ningiin punto. Hilbert alude asi, aunque muy
superficialmente, a un problema muy en boga en aquel momento, a
saber: los limites fijados a la exactitud de la intuiciéon geométrica,
a partir del descubrimiento de las “funciones monstruo”, incapaces
de ser representadas intuitivamente.3?

Felix Klein, editor de los Annalen en aquel momento, le senal6 a
Hilbert la importancia de su investigacion: “Que Ud. se aproxime
a la cuestion de la intuicion geométrica, me parece a mi fundamen-
tal”.?3 Y el propio Hilbert se hace eco de la importancia de ejercitar
en geometria la intuicién del espacio [Raumanschauung], en las no-
tas para un curso inmediatamente posterior, dedicado esta vez a la
geometria analitica:

Hasta que en este curso no hayamos avanzado lo sufi-
ciente, los trabajos siguientes no tendran una relacion
directa con la geometria analitica, sino que sélo ser-
virdan para la ejercitacion de nuestra intuicion espacial.
En la geometria plana se da la posibilidad de alcan-
zar un entendimiento a través de los simbolos. (Hilbert
1893/1894a, p. 2)**

Estas alusiones tempranas de Hilbert a la intuicién geométrica, y
en particular su esencial conexién con los métodos de la geométrica
sintética, resultan asimismo relevantes en otro respecto. La relacion
entre la geometria y la intuicion serd apuntada constantemente por

32 La maés famosas de las funciones ‘monstruo’ es quizés la funcién de Weiers-
trass, descubierta en 1872. Més precisamente, Weierstrass descubrié que la
funcién dada por la férmula relativamente simple y = >/ b" cos(a"mz),
era una funcién continua en todo punto pero no diferenciable o derivable
en ninguno. Sin embargo, esta propiedad desafiaba claramente nuestra ca-
pacidad de visualizacién, puesto que si se intentaba dar una representacién
diagramatica o grafica de su comportamiento, entonces parecia imposible
intuitivamente que la funcién sea continua pero no diferenciable en ningin
punto. Sobre la funcién de Weierstrass y sus consecuencias para la validez
de la intuicién en matemética, véase Volkert (1986).

33 Citado en (Toepell 1986, p. 40).

34 Citado en (Toepell 1986, p. 29).
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Hilbert en lo sucesivo, aunque siempre de un modo breve y sin pro-
fundizar nunca sobre esta cuestién epistemologica. En este sentido,
el caracter de las referencias de Hilbert a la intuicién geométrica
no solo se distingue de las discusiones llevadas a cabo en dambitos
filoséficos, sino que ademas dista considerablemente de las refle-
xiones sobre esta cuestion que estaban teniendo lugar dentro de
circulos matemadticos. Por mencionar un ejemplo, en los trabajos
de Pasch, un matematico que influyé notablemente en Hilbert, es
posible encontrar discusiones precisas y elaboradas respecto del rol
de la intuicion en geometria, y en matematica en general. Por el
contrario, las afirmaciones de Hilbert en torno a la funcién de la
intuicién en geometria nunca alcanzaron el grado de desarrollo y
detalle evidenciado por este matemdtico.>> Considero que éste es
un aspecto importante a tener en cuenta, no sélo a la hora de in-
terpretar el sentido de estas afirmaciones, sino también cuando se
busca identificar sus supuestas filiaciones filoséficas.3

Una idea que defenderé en los capitulos siguientes consiste en sos-
tener que la insistencia de Hilbert en la importancia de la intuiciéon
en geometria, y en mateméatica en general, no debe ser entendida
como una ezplicacion filosofica sistemdtica del conocimiento ma-
temadtico, sino que méas bien pertenece a la ‘concepcion’ de la geo-
metria que subyace a su trabajo qua matemaético. Esta concepcion
de la geometria, sin embargo, poco tiene que ver con la “filosofia
formalista de la matematica”, con la cual se asocia a menudo su
nombre. En este respecto, el papel atribuido por Hilbert a la intui-
cion en la axiomatizacién de la geometria, juega un papel central.
Aunque Hilbert se mostré siempre interesando y sensible frente a
los problemas filosoficos inherentes a la matematica, sus reflexiones

35 Sobre la filosoffa de la matemdtica de Pasch, véase Schlimm (2010b).

36 La identificacién de la filosoffa kantiana como la filosofia de la matemética
putativa de Hilbert es maés visible en el periodo dedicado a los fundamentos
de la aritmética. Sin embargo, algunas alusiones en este periodo a Kant,
por ejemplo su célebre epigrafe en Fundamentos de la geometria (“Todo
el conocimiento comienza asi con intuiciones, procede luego a conceptos, y
termina en ideas”) han sugerido la existencia de ciertas coincidencias de la
concepcion de la geometria defendida por Hilbert con la filosofia kantiana.
Especialmente, estas coincidencias han sido enfatizadas por Majer (1995;
2006). Corry (1997; 2006) ha sefialado ademds que en alguna medida la
nociéon de intuicién en Hilbert, en este periodo, debe ser interpretada en
clave kantiana.
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de caracter filosofico nunca alcanzaron, ni pretendieron alcanzar,
un grado de elaboracién tal como el evidenciado incluso por otros
matematicos de la época.

1.5. La conferencia de Wiener (1891)

En septiembre de 1981, poco tiempo después de finalizado su cur-
so sobre geometria proyectiva, Hilbert asistiéo en Halle a la segun-
da reunién de la “Sociedad Alemana de mateméticos” (Deutsche
Mathematiker—Vereinigung). Es bien sabido que una conferencia
alli celebrada llamoé particularmente su atencién. Se trata de la con-
ferencia de Hermann Wiener (1857-1939): “Sobre los fundamentos
y la construccién de la geometria” (Wiener 1891). Puntualmente,
es habitual afirmar que esta conferencia desperté notablemente el
interés en Hilbert, en esta etapa bien temprana, por el problema
de los fundamentos axiomaticos de la geometria. En efecto, asi lo
consigna Blumenthal (1922; 1935), el bidgrafo oficial de Hilbert:

Hilbert me relaté que esta conferencia le provocd un
interés tan grande para ocuparse de los axiomas de la
geometria, que en el mismo viaje de regreso en tren
emprendié la tarea: ello prueba que desde temprano es-
taba presente en él la inclinacién por las consideraciones
axiomdticas. (Blumenthal 1922, p. 68)

En su conferencia Wiener propone que la geometria sea desarro-
llada como una teoria abstracta, retomando de ese modo algunas
ideas previamente postuladas por H. Grassmann y M. Pasch®:

Aquello que debe exigirse a una demostracién de un
teorema matematico, es que utilice sélo aquellas premi-
sas [Voraussetzungen| de las que el teorema realmen-
te depende. Las premisas mas bésicas imaginables son

37 La construccién de la geometria como una ciencia abstracta es una de las
ideas centrales de las Ausdehnungslehere de H. Grassmann: “debe existir
una rama de las matematicas que desarrolla de un modo auténomo y abs-
tracto las leyes que la geometria predica del espacio” (Grassmann 1844, p.
10). Sobre la presentacién de Grassmann de la geometria como una teorfa
abstracta, véase (Grassmann 1995).
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la existencia de ciertos objetos y de ciertas operacio-
nes, a través de las cuales los objetos estan conectados.
Si es posible relacionar tales objetos y operaciones sin
anadir nuevas premisas, de manera que de alli se sigan
teoremas, entonces estos teoremas forman un dominio
auténomo [in sich begrindetes Gebiet] de la ciencia. Tal
es el caso, por ejemplo, de la aritmética. La utilizacion
de tal clase de objetos (elementos) y operaciones sim-
ples es también 1til en la geometria, puesto que de un
modo similar se puede construir partiendo de ellos una
ciencia abstracta, independiente de los axiomas de la
geometria, y cuyas proposiciones siguen paralelamente
paso a paso a los teoremas de la geometria. (Wiener
1891, pp. 45-46)

Wiener sugiere que es posible construir la geometria de una ma-
nera abstracta, partiendo sélo de un conjunto de objetos o elemen-
tos no definidos, cuyas tnicas propiedades son aquellas relaciones
bésicas establecidas en los ‘postulados basicos’. Sin embargo, estos
ultimos deben ser considerados como “independientes de los axio-
mas de la geometria”, si por ‘axioma’ se entiende a todo principio
autoevidente que predica una propiedad del espacio fisico. Wiener
advierte entonces, aunque de un modo muy esquematico, que la
geometria puede ser construida como una teoria abstracta que con-
forma un dominio de la ciencia fundado en si mismo, o sea, como
una teoria cuyos teoremas no hablan directamente de propiedades
fundamentales del espacio fisico.

Sin embargo, Wiener establece al mismo tiempo una cierta co-
rrespondencia entre esta teoria abstracta y ‘la geometria’ (i.e. la
teorfa de las propiedades espacio fisico), en tanto que los teoremas
que forman el dominio de esta nueva ciencia abstracta deben ir
“paso a paso en paralelo con los teoremas de la geometria” (Wiener
1891, p. 45). En mi opinién, con esta afirmacién Wiener intenta ex-
presar lo siguiente: si bien debe reconocerse que esta nueva ciencia
abstracta, construida a partir de ciertos objetos simples y relacio-
nes, de ningiin modo se refiere al espacio fisico, el objetivo inicial
de esta nueva metodologia es re-construir a la “geometria” segin
es entendida tradicionalmente, es decir, a la ciencia cuyos concep-
tos v leyes basicas estan fundadas en nuestra intuicién geométrica
del espacio. En este sentido, esta manera de plantear los objetivos
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perseguidos en la investigacion implica que debe existir un paralelo
importante entre la teoria abstracta y la teoria material, por decirlo
de algiin modo. Como veremos en los proximos capitulos, esta afir-
macion de Wiener coincide con el modo en que Hilbert describe en
este periodo la tarea emprendida en su nuevo abordaje axiomatico
a la geometria; mas atun, podria decirse incluso que esta actitud fue
una constante en las primeras concepciones axioméaticas abstractas
de la geometria, en las postrimerias del siglo XIX.

Por otro lado, Wiener utiliza la geometria proyectiva del plano
para ilustrar el modo en que la geometria puede ser construida como
una ciencia abstracta:

Un ejemplo lo proporciona aqui la geometria proyec-
tiva del plano. Sean puntos y lineas los objetos, unir
y cortar las operaciones; asumanse las operaciones en
un numero finito. O bien, separadas de su vestimenta
geométrica [geometrischen Gewande]: se presupone [la
existencia] de elementos de dos clases, y operaciones de
dos clases, mientras que se acepta que la combinacién
de dos elementos cualquiera de la misma clase produce
un elemento de la otra clase. (Wiener 1891, p. 46)3®

El modo en que Wiener describe abstractamente los conceptos
fundamentales de una teoria geométrica en particular guarda mu-
chas similitudes con las posteriores lineas iniciales de Fundamentos
de la geometria (1899): “Pensemos tres conjuntos distintos de ob-
jetos: a los objetos del primer conjunto los llamamos puntos y los
designamos con A, B, C, ..., alos objetos del segundo conjunto los
nombramos rectas y los designamos con a, b, ¢, ..., alos objetos del
tercer sistema, los llamamos planos, y los designamos con «, (3, -,
...7 (Hilbert 1999, p. 1). Mé&s atin, es posible ubicar precisamente
en este contexto a una de las sentencias de Hilbert mas conocidas
y citadas, respecto de la naturaleza del método axiomatico, parti-
cularmente en su aplicacién a la geometria. En efecto, Blumenthal
narra en su otro articulo biogréfico, publicado varios anos antes de
la muerte de Hilbert, la siguiente anécdota ocurrida en el viaje de
regreso a Konigsberg desde la conferencia de Wiener:

38 Es decir, la unién de dos puntos determina una linea, y dos lineas se cortan
en un punto.
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En la sala de espera de la estacién de trenes de Berlin,
Hilbert discutié con dos colegas respecto de la geometria
axiomatica (si no me equivoco, con A. Schoenflies y E.
Kétter), expresando su punto de vista a través de su fa-
moso y caracteristico dictum [Ausspruch]: en todo mo-
mento debe ser posible hablar de ‘mesas’, ‘sillas’ y ‘ja-
rros de cerveza’, en lugar de ‘puntos’, ‘lineas’ y ‘planos’.
(Blumenthal 1935, pp. 402-403)

La matematica de las “mesas, sillas y jarros de cerveza” es una ex-
presién muy recurrente a la hora de ilustrar la concepcién axiomati-
ca abstracta de Hilbert. Asimismo, algunos anos mas tarde, nuestro
autor utilizaria un ejemplo muy similar, en el contexto de la famo-
sa controversia epistolar que mantuvo con Frege, a propdsito del
problema de los fundamentos (axiomaticos) de la geometria.?® Sin
embargo, resulta sumamente interesante encontrar una declaracion
similar en el primer volumen de sus “Diarios cientificos” [ Wissens-
chaftliche Tagebiicher]. Se trata de un pasaje que, a partir del con-
texto, puede ser datado precisamente en esta época, esto es, entre
1891 y 1894. Hilbert alude alli nuevamente a la idea de la “ma-
tematica de las sillas y las mesas”, aunque esta vez tomando como
ejemplo al algebra:

Muchas cosas reunidas en un concepto proporcionan un
sistema, por ejemplo, mesa, pizarron, etc. ...En ma-
tematica consideramos sistemas de niimeros o funciones.
Ellos no deben ser necesariamente conjuntos numera-
bles. El sistema es maés bien dado y conocido, cuando
una ley es conocida, y se puede decidir por medio de
ella si un nimero o una funcién pertenece al sistema o

no. 40

39 “Pero es realmente obvio que toda teorfa es un andamiaje (esquema) de
conceptos junto con sus conexiones necesarias, y que los elementos bésicos
pueden ser pensados de cualquier modo que uno quiera. Por ejemplo en
lugar de puntos, pensemos en un sistema de amor, ley y deshollinador . .. que
satisface todos los axiomas” (Hilbert a Frege, 29.12.1899; en (Frege 1976,
p. 69).

“Mehrere Dinge zusammen in einem Begriff gefasst, geben ein System ()
z.B. Tisch, Tafel, etc. ...In der Mathematik betrachten wir Systeme von
Zahlen oder von Funktionen. Dieselben brauchen nicht in abzahlbare Menge
zu sein. Das System ist vielmehr gegeben und bekannt, wenn man ein Gesetz

40
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Hilbert anticipa aqui elocuentemente, y en principio a proposito
de las ideas sugeridas por la conferencia de Wiener, lo que en breve
se convertird en la tesis central de su nuevo método axiomatico
formal o abstracto. Este serd el tema principal de los capitulos
siguientes. Sin embargo, es oportuno realizar una observacién més
antes de finalizar.

Mas alla del interés que desperté en Hilbert la propuesta de
Wiener de desarrollar a la geometria como una teoria abstracta,
respecto de la cual encontramos evidencia recién en el pintoresco
relato de Blumenthal y en las propias notas de Hilbert, otra cues-
tién mencionada en aquella conferencia repercutira notablemente en
sus posteriores investigaciones geométricas. Los célebres teoremas
de Desargues y Pappus — o Pascal, como lo llama Hilbert — juga-
ron un papel central en el desarrollo sistemético de la geometria
proyectiva, en la primera mitad del siglo XIX. La importancia de
estos teoremas podia percibirse, por ejemplo, en los métodos desa-
rrollados por Von Staudt para introducir coordenadas en el plano
y en espacio proyectivo. Es decir, para demostrar la unicidad del
cuarto punto armoénico, determinado a partir de la construccion del
cuadrilatero completo, von Staudt utiliza el teorema de Desargues.
Ahora bien, en su conferencia Wiener bautiza “teoremas de inci-
dencia” [Schlieffungssdtze] a aquellos teoremas, y realiza acerca de
ellos una sugerente afirmacion, de la cual no ofrece sin embargo una
demostracion:

Pero estos dos teoremas de incidencia [los teoremas de
Desargues y Pascal] son suficientes para probar, sin nin-
guna referencia ulterior a condiciones de continuidad o
a procesos infinitos, el teorema fundamental de la geo-
metria proyectiva, y asi desarrollar integramente la geo-
metria proyectiva lineal del plano. (Wiener 1891, p. 47)

La afirmacion de Wiener resultaba muy atractiva debido a multi-
ples razones. En primer lugar, significaba una critica directa a Klein,
quien sostenia que era necesario anadir un axioma de continuidad
a los métodos desarrollados por von Staudt para introducir coor-
denadas en el plano y en el espacio proyectivo. En segundo lugar,

kennt, vermoge dessen von einer vorgelegten Zahl oder Funktion entschieden
werden kann, ob dieselbe zu dem System gehort oder nicht”. Cod Ms. D.
Hilbert 600:1, pp. 72-78.
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mostrar que el teorema fundamental de la geometria proyectiva
podia ser demostrado utilizando soélo los teoremas de Desargues y
Pascal, implicaba al mismo tiempo la posibilidad de construir un
nuevo sistema geométrico que no requeria de ningtin tipo de suposi-
cién de continuidad.*! Luego, encontrar una prueba de la afirmacién
de Wiener se convertira en un hecho determinante que conducira a
Hilbert al convencimiento de la utilidad del método axiomaético,
como una herramienta para alcanzar nuevos descubrimiento ma-
tematicos. Sin embargo, éstos no seran los problemas que Hilbert
abordara en sus primeros trabajos sobre los fundamentos axiomati-
cos de la geometria. Por el contrario, todos estos problemas seran
una preocupacién central en 1898/99, periodo en el que su nueva
concepcién axiomatica de la geometria estara ya plenamente desa-
rrollada.

41 Estos temas seran abordados en detalle en el capitulo 6.



CAPITULO 2

La temprana concepcion
axiomatica de la geometria

2.1. Introduccion

Hacia el final del capitulo anterior, he senalado que la conferencia
de Wiener (1891) signific6 una motivacién importante para que
Hilbert centre su atenciéon en los fundamentos axiomaticos de la
geometria; en particular, dos cuestiones captaron principalmente su
interés. Por un lado, la posibilidad de construir ‘la geometria’, en
el sentido de la teoria de las propiedades del espacio (fisico), como
una teorfa abstracta.! Por otro lado, la sugerencia de Wiener, segin
la cual seria posible utilizar los teoremas de Desargues y Pascal
para probar el teorema fundamental de la geometria proyectiva, y
desarrollar asi esta teoria geométrica sin tener que apelar a ningin
postulado de continuidad. Hilbert se ocupa de indagar la primera
de estas cuestiones en su proximo curso dedicado a la geometria,
en donde adopta ya una perspectiva decididamente axiomatica.

El objetivo de este capitulo es reconstruir la temprana concepcién
axiomatica de la geometria de Hilbert, tal como es presentada en
sus notas de clases para cursos sobre geometria entre 1894 y 1898.
Sostendré que lo que caracteriza a dicha concepcion es: i) una posi-

1 Por cierto, debemos reconocer que Wiener no fue el primero en proponer
este tipo de abordaje a la geometria. Previamente, Grassmann (1844) habia
presentado uno de los primeros y mas influyentes intentos de construir la
geometria como una teoria abstracta de la extension. Sobre la influencia de
Grassmann en Hilbert, véase (Toepell 1995).

93
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cion empirista respecto del origen de la geometria, en tanto Hilbert
afirma que los hechos, leyes y conceptos bésicos que estan en la
base de esta disciplina no pueden ser adquiridos a través del pensa-
miento puro, sino que para ello es necesario recurrir a la experiencia
y la intuicién; 44) una posicién axiomatica formal, que concibe el
resultado de una axiomatizacion como una estructura relacional,
en donde los términos bésicos no poseen una referencia (intuitiva)
fija, sino que pueden recibir diversas interpretaciones, ya sea den-
tro de otras teorias matematicas o incluso fisicas, como asi también

aplicaciones empiricas.
El capitulo sigue un orden cronoldgico. En la primera parte (2.2)

me ocuparé del primer abordaje axiomatico a la geometria, a sa-
ber: las notas de clases para el curso (Hilbert 1893/1894b). Por un
lado, analizaré la posicion empirista que Hilbert defiende en este
manuscrito, al afirmar que la geometria es, en cuanto a su origen,
una ciencia natural. Por otro lado, destacaré el cardcter abstracto
o formal que Hilbert le confiere en este curso a su nueva concepcién
del método axiomatico. En particular, comentaré una serie de pasa-
jes en donde el matematico aleman caracteriza por primera vez una
teoria axiomatica como un “esquema o entramados de conceptos”
[Fachwerk von Begriffen)].

En la segunda parte del capitulo (2.3) me encargaré de analizar
estos mismos temas en los cursos que constituyen los antecedentes
inmediatos de la primera edicion de Fundamentos de la geometria, a
saber: (Hilbert 1898/1899a) y (Hilbert 1898/1899b). Sostendré que
en estos textos la nueva concepcion del método axiomatico se ha-
lla plenamente desarrollada. Especialmente, afirmaré que, a partir
de 1895, los trabajos de Hilbert sobre geometria tomaron un cre-
ciente caracter “metamatematico”, al punto tal que los estudios
metageométricos sobre la independencia de los axiomas, por me-
dio de la construccion de “modelos” aritméticos o analiticos, son
emprendidos mas detalladamente en estos cursos que en su libro
Fundamentos de la geometria.

2.2. El primer abordaje axioméatico (1894)

2.2.1. La geometria: una ciencia natural

En el semestre de verano de 1893, Hilbert, que todavia se en-
contraba trabajando en Konigsberg como Privatdozent, anuncioé un
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nuevo curso dedicado a los fundamentos de la geometria. El curso,
titulado “Axiomas de la geometria”, fue sin embargo aplazado pa-
ra el semestre siguiente, dado que el nimero de alumnos inscriptos
era insuficiente.? El aplazamiento le permitié introducir numerosas
modificaciones en las notas originales, en muchos casos anadiendo
referencias sumamente importantes. El resultado de este curso fue-
ron las notas de clases tituladas “Grundlagen der Geometrie” (Hil-
bert 1893/1894b).3 Este curso es el primer tratamiento axiomético
de cualquier rama de la matematica realizado por Hilbert.

El método axiomatico, en el sentido que mas tarde adquirira en
sus trabajos geométricos, no estd aqui plenamente desarrollado co-
mo en (Hilbert 1898/1899a), (Hilbert 1898/1899b) y en la primera
edicién de Fundamentos de la geometria.* Por un lado, Hilbert no
lleva a cabo una investigacion axiomatica tal como es definida en la
introduccién de su curso de 1891, 7. e., “una investigacion sistemati-
ca de aquellas geometrias que surgen cuando uno o mas axiomas
[de la intuicién] son dejados de lado” (Hilbert 1891a, p. 22) o re-
emplazados por su negaciéon. En cambio, en estas notas Hilbert se
dedica exclusivamente a presentar un sistema de axiomas para la
geometria euclidea elemental y a definir, sobre la base de los dos pri-
meros grupos (incidencia y orden), algunos conceptos y teoremas
fundamentales de la geometria proyectiva. Por otro lado, Hilbert
lleva a cabo investigaciones “metageométricas” (i. e., estudio de la
independencia de un axioma o grupo de axiomas y de la consisten-
cia de un sistema axiomatico), utilizando el método de proporcionar
distintas interpretaciones o ‘modelos’ de los axiomas. Sin embargo,
estas notas de clases constituyen el inicio de un andalisis axiomdtico
de la geometria, de donde se sigue que este texto prepara el camino

2 Hilbert da cuenta de esta situacién en una carta a F. Klein, fechada el 23
de mayo de 1893:

En cuanto a los asistentes, este semestre ha sido negativo como
nunca: imparto dos cursos, cada uno para un solo asistente . . . ; mi
tercer curso, sobre geometria no euclidea, no ha podido realizarse,
aunque sigo trabajando sobre él para m{ mismo. (Hilbert a Klein,
23 de mayo de 1893; en Frei 1985, p. 89)

Véase (Toepell 1986, pp. 44-49).
3 Sobre la composicién de estas notas véase la introduccién al segundo capitulo
de (Hallett y Majer 2004).
4 En adelante utilizaré el término “Festschrift” (escrito celebratorio) para
referirme a la primera edicion de Fundamentos de la geometria.
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para los posteriores tratamientos “metageométricos”.

Otro aspecto interesante de este curso es que permite apreciar
la influencia que ejercié el libro Lecciones de geometria moderna
(1882) de Moritz Pasch (1843-1930), sobre las primeras investi-
gaciones axiomaticas de Hilbert en el campo de la geometria. En
efecto, ello es reconocido por el propio autor, en la carta dirigida a
Klein recién mencionada:

Creo que se puede aprender mucho, respecto de las dis-
putas de los gedmetras en torno a los axiomas de la
geometria, del inteligente libro de Pasch. También tu-
vo Pasch el mérito de haber reconocido la necesidad del
concepto ‘entre’, aunque sin embargo construyé un con-
junto de axiomas redundante [dberflussig]. (...) En mi
opinién, la pregunta respecto de cual es el sistema mas
pequeno de condiciones (axiomas), que uno debe esta-
blecer para un sistema de cosas [FEinheiten], de manera
que el mismo sistema sirva para describir la forma ex-
terna del mundo exterior, no ha sido todavia resuelta.
(Hilbert a Klein, 23 de Mayo de 1893; en Frei 1985, p.
90)°

En lo que sigue podremos reconocer la influencia de Pasch tanto
en aspectos matematicos de la presentacién axiomatica de Hilbert,
esto es, en la eleccion de los distintos axiomas, como en algunos
elementos de su concepcion de la geometria.

Hilbert comienza sus notas de clases, como es habitual, con una
introduccién en donde realiza unas breves observaciones en torno a
su concepcion general de la geometria, y a las bases epistemologicas
de nuestro conocimiento geométrico. En varios puntos estas consi-
deraciones coinciden con las ideas expresadas en las notas del curso
precedente de 1891. Sin embargo, la imagen de la geometria resul-
ta ahora conjugada con algunas de las ideas centrales de su nuevo
método axiomatico formal o abstracto.

En primer lugar, Hilbert alude nuevamente a la tesis general res-
pecto de la naturaleza de las teorias matematicas, presentada ante-
riormente en (Hilbert 1891a). Segun esta tesis, la geometria no debe

5 Citado también en (Toepell 1986, pp. 44-45).
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ser considerada una disciplina matematica pura, en tanto que pa-
ra su construccion requiere de algo mas que del pensamiento puro.
Sin embargo, a diferencia del curso anterior, Hilbert adopta ahora
una posicién mas abiertamente empirista. En parte, ello se expli-
ca en virtud de su reciente lectura del libro de Pasch (1882). En
las primeras lineas de este curso nos encontramos con la siguiente
caracterizacion de la geometria:

Entre los fenomenos o hechos de la experiencia que se
nos ofrecen en la observacion de la naturaleza, existe un
grupo particularmente destacado, es decir, el grupo de
aquellos hechos que determinan la forma externa de las
cosas [die dussere Gestalt der Dinge|. De estos hechos
se ocupa la geometria. (Hilbert 1893/1894b, p. 72)

Este manera de caracterizar la geometria es muy similar a la
definicién que presenta Pasch en la introduccion de su libro:

Los conceptos geométricos son ese grupo especial de
conceptos que sirven para describir el mundo externo
[Aussenwelt], y se refieren a la forma, magnitud y po-
sicién mutua de los cuerpos. (...) El punto de vista
asi indicado, que sera asumido en lo que sigue, es que
la geometria es una parte de la ciencia natural. (Pasch
1882, p. 3)

Ahora bien, de un modo muy similar, en estas notas de clases
Hilbert describe el objeto de estudio de la geometria de la siguiente
manera;

Como cada ciencia busca ordenar el grupo bésico de
hechos de su propio ambito, o describir los fenémenos,
como dice Kirchhoff®, asf hace exactamente la geometria
con aquellos hechos geométricos. Esta organizacién o
descripcion acontece por medio de ciertos conceptos, que

6 Hilbert se refiere aqui al prefacio de Kirchhoff (1877): “Por estas razones sos-
tengo que la tarea de la mecanica es describir los movimientos que ocurren
en la naturaleza, y en efecto, describirlos del modo més simple y completo
posible” (Kirchhoff 1877, p. III).
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estan conectados entre si a través de las leyes de la 16gi-
ca. Una ciencia se encuentra mas avanzada, esto es, el
entramado de conceptos [Fachwerk der Begriffe] es mas
completo, cuanto més facilmente cada fenémeno o hecho
es acomodado. (Hilbert 1893/1894b, p. 72)

Hilbert afirma que la geometria, en funciéon de su origen empiri-
co, se encuentra naturalmente mas cerca de disciplinas fisicas como
la mecanica, que de la aritmética o el andlisis. En este sentido, su
objetivo puede ser enunciado como la descripcion de un conjunto
o grupo bésico de hechos geométricos’, en gran parte con un ori-
gen empirico. Tal descripcién es llevada a cabo por medio de la
construccién de un esquema o entramado de conceptos [Fachwerk
von Begriffen], cuyo significado Hilbert se ocupard pronto de acla-
rar. Sin embargo, sabemos ya que su construcciéon esta guiada por
un criterio fundamental, a saber: el entramado de conceptos debe
ser elaborado de tal manera que en él estén representados o inclui-
dos la totalidad de los hechos o fenémenos que componen nuestro
conocimiento geométrico.

Ahora bien, al afirmar que la geometria es la ciencia encargada
de estudiar “el grupo de hechos que determina la forma externa de
las cosas en el espacio”®, Hilbert no pretende solamente resaltar el
caracter de la geometria, en cuanto a su origen, como una ciencia
natural. Con esta caracterizacién Hilbert busca enfatizar ademas el
hecho de que las proposiciones basicas de la geometria elemental no
son muy distintas que las proposiciones de la fisica en cuanto a que,
en un sentido factual, formulan una multitud de hechos del “mundo
exterior” [Aussenwelt]. Al resaltar el caracter de la geometria como
una ciencia natural, Hilbert subraya su papel significativo en nues-
tro conocimiento de la naturaleza. En este respecto la geometria
elemental puede ser considerada como una de las primeras ramas
de la fisica. Veremos que esta caracteristica es también mencionada
en cursos posteriores.

Hilbert afirma seguidamente que la geometria se diferencia de
otras ciencias fisicas como la mecanica, la teoria de la electricidad,

7 Més adelante nos referiremos a la nocién de “hecho geométrico”.

8 Hilbert repite esta afirmacién en numerosas oportunidades a lo largo de estas
notas. Por ejemplo, en (Hilbert 1893/1894b, p. 74) y (Hilbert 1898/1899b,
p. 221).
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la 6ptica, etc., no en virtud de una caracteristica esencial asociada
a su naturaleza, sino debido a su avanzado estado de desarrollo. El
notable grado de avance que ha alcanzado la geometria desde los
tiempos de Euclides, y el consenso generalizado respecto de los ‘he-
chos’ que forman este dominio o &mbito de conocimiento, permiten
que esta disciplina pueda ser sometida sin mayores problemas a un
tratamiento axioméatico (formal):

La geometria es basicamente una ciencia tan desarrolla-
da, que todos sus hechos pueden ser ya deducidos por
medio de inferencias logicas a partir de hechos previos;
algo completamente distinto ocurre, por ejemplo, en la
teoria de la electricidad o la optica, donde todavia hoy
nuevos hechos son descubiertos. Empero, respecto de
su origen, la geometria es una ciencia natural, como lo
mostraré claramente més tarde. (Hilbert 1893/1894b, p.
72)

Sin dudas es posible ver aqui una anticipacion de lo que mas tarde
sera el sexto de sus célebres “Problemas matematicos” de Paris:

Las investigaciones en fundamentos de la geometria su-
gieren el siguiente problema: Tratar del mismo modo,
por medio de axiomas, aquellas ciencias fisicas en las que
la matematica desempena un papel importante; en pri-
mer lugar estan la teoria de la probabilidad y la mecéni-
ca. (Hilbert 1900b, p. 306)

Maés atn, hacia el final de estas notas, Hilbert plantea el mismo
problema, practicamente en los mismos términos:

Segtun el modelo de la geometria deben ser tratadas aho-
ra todas las otras ciencias, en primer lugar la mecanica,
pero posteriormente también la optica, la teoria de la
electricidad, etc. (Hilbert 1893/1894b, p. 121)

Hilbert adopta en su concepcién temprana de la geometria una
posicién visiblemente empirista, pero que no radicaliza en ningin
momento. Es decir, su empirismo consiste en sostener que los he-
chos, leyes y conceptos basicos que estan en la base de la geometria
no pueden ser adquiridos a través del pensamiento puro, sino que
para ello es necesario recurrir a la experiencia y a la intuicién:
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Puesto que no todos los conceptos son deducidos a tra-
vés de la ldgica pura, sino que muchos de ellos provienen
de la experiencia, la importante pregunta que sera abor-
dada en este curso es: ;Cudles de los hechos fundamen-
tales son suficientes para construir toda la geometria?
A estos hechos no demostrables los fijamos de antemano
y los llamamos aziomas. (Hilbert 1893/1894b, p. 72)

Sin embargo, en ningtin lugar de estas notas, ni en sus cursos
posteriores, Hilbert profundiza este empirismo exigiendo que todos
los conceptos primitivos y proposiciones basicas de la geometria
axiomatica tengan como correlato un conjunto de conceptos y pro-
posiciones empiricas u observacionales. Como es bien sabido, éste
era uno de los requerimientos fundamentales del programa empiris-
ta de Pasch para la fundamentacién de la matemética.’

Con esta imagen de fondo de la base epistemoldgica de la geo-
metria, Hilbert describe su empresa de axiomatizar la geometria en
los siguientes términos:

El problema de nuestro curso versa asi: [determinar]
cuales son las condiciones necesarias, suficientes e inde-
pendientes entre si, que deben establecerse en un siste-
ma de cosas, para que a cada propiedad de estas cosas le
corresponda un hecho geométrico, e inversamente, para
que por medio del mencionado sistema de cosas sea po-
sible una descripcion completa u organizacion de todos
los hechos geométricos; o para que nuestro sistema se
convierta en una imagen [Bild] de la realidad geométri-
ca. (Hilbert 1893/1894b, p. 73)

Con la afirmacién de que su sistema de cosas debe poder con-
vertirse en una “imagen [Bild] de la realidad geométrica”, Hilbert
alude directamente a la Bildtheorie de Heinrich Hertz. Esta lectura
se confirma algunas pdginas mas tarde, cuando afirma también que
sus axiomas de la geometria pueden ser entendidos como las Bilder
de Hertz.'? Sin embargo, dado que esta relacion serd el tema central
del proximo capitulo, aplazamos por el momento esta discusion.

9 Sobre el programa empirista de Pasch para la fundamentacién de la ma-
temdtica véase Torretti (1984), Gandon (2005) y, especialmente, Schlimm
(2010D).

10 Cf. (Hilbert 1893/1894b, p. 74).
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Por otra parte, el lenguaje utilizado por primera vez aqui por Hil-
bert, y que luego se volvera habitual en sus presentaciones axiomati-
cas, denota la influencia de Dedekind; especialmente, de su libro
s Qué son y para qué sirven los nimeros? (Dedekind 1888). En
efecto, los términos ‘cosa’ [Ding| y ‘sistema’ [System]| son de gran
importancia en esta obra. Dedekind se ocupa de aclarar su signifi-
cado en los primeros paragrafos: “En lo sucesivo entiendo por cosa
todo objeto de nuestro pensamiento” (Dedekind 1888, p. 105); y res-
pecto de la nocién de sistema aclara: “Sucede con mucha frecuencia
que distintas cosas a, b, ¢ ..., consideradas por cualquier motivo
bajo un mismo punto de vista, son reunidas mentalmente, y se di-
ce entonces que constituyen un sistema S” (Ibid). De este modo,
aunque el término ‘cosa’ pueda parecer muy vago, Hilbert mienta
con ello — siguiendo a Dedekind — que los tres sistemas de obje-
tos, postulados como los objetos primitivos del sistema axiomatico,
son de una naturaleza totalmente indeterminada. En la medida en
que su concepcion axiomatica vaya evolucionando, Hilbert comen-
zard a emplear el término ‘cosas del pensamiento’ [Gedankendinge],
para aclarar que aquellos elementos que tomamos como bésicos en
una presentacion axiomatica pertenecen exclusivamente a un nivel
conceptual .t

2.2.2. El nuevo método axiomatico

La presentacion axiomatica de la geometria que Hilbert reali-
za en este curso no alcanza ciertamente el nivel de desarrollo de
sus presentaciones posteriores; especialmente, los estudios “meta-
geométricos” estdn practicamente ausentes.'? Sin embargo, es po-

11 Sobre el uso de los términos ‘cosa’ y ‘sistema’ en Dedekind, véase Ferreirds
(2007). Por otra parte, en un reciente articulo, Ferreirés (2009) ha enfatizado
la influencia de Dedekind sobre Hilbert, en este periodo temprano. Por el
contrario, diferencias importantes entre los abordajes de ambos autores han
sido destacadas por Klev (2011).

Quizéas ésta haya sido una razén por la cual Hilbert consideré inicialmente
las investigaciones axiomaticas como “poco interesantes” y “estériles”, desde
un punto de vista matematico. Esta opinién se encuentra en una carta a su
colega y amigo, Adolf Hurwitz:

12

Por cierto mi curso sobre los axiomas de la geometria no me
ha resultado, por lo menos hasta ahora, para nada edificante.
Siempre lo mismo: si se debe tomar esto o aquello como axioma;
siempre el mismo tono insipido, sin la vivida frescura de los nuevos
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sible apreciar en este manuscritos de 1894 algunas caracteristicas
que poco después seran centrales en su exposicion més acabada del
método axiomatico abstracto o formal, como asi también en su con-
cepcién axiomdtica de la geometria. En primer lugar, en este curso
Hilbert dispone por primera vez a los axiomas de la geometria en
cinco grupos diferentes. Esta agrupacion se explica principalmente
en virtud de una divisién conceptual, aunque en textos posterio-
res Hilbert advierte que a cada uno de estos grupos le corresponde
distintos niveles de justificacién empirico/intuitiva. Los grupos de
axiomas son los siguientes:

= A- Axiomas de existencia

= B- Axiomas de posicion

s C— Axioma de continuidad
= D— Axiomas de congruencia

Aunque las cuestiones més bien técnicas en relacion a los sistemas
axiomaticos de Hilbert seran tratadas en la tercera parte de este
libro, es oportuno realizar algunas breves aclaraciones respecto de
este primer sistema de axiomas para la geometria euclidea elemen-
tal.

2.2.2.1. El primer sistema de axiomas para la geometria
euclidea

El primer grupo de ‘axiomas de existencia’ [Ezistenzaziome] o
‘enlace’, como los designa mas tarde Hilbert en Fundamentos de la
geometria (1899), estaba compuesto por los siguientes ochos axio-
mas:

1. Dos puntos cualesquiera A, B determinan siempre una y sélo
una linea a.

2. Dos puntos cualesquiera A, B sobre la linea a, determinan la
linea a; o en formulas de AC' =ay BC = a, A # B se sigue
que AB = a.

resultados. (Hilbert a Hurwitz, 13 de junio de 1894). Citado en
(Toepell 1986, p. 100)



2.2. El primer abordaje axiomatico (1894) 63

3. Tres puntos cualesquiera A, B, C', que no estan en una linea,
determinan uno y sélo un plano a.

4. Tres puntos cualesquiera A, B, C que estan en un plano «,
pero no sobre una linea, determinan el plano «; en férmulas,
de ADE = «a, BDE = a, CDE = « se sigue ABC = a.

5. Si dos puntos A, B sobre una linea a se encuentran en un
plano «, entonces todos los puntos de a se encuentran en el
plano .

6. Si dos planos tienen un punto en comin, entonces tienen al
menos otro punto en comun, y por lo tanto la linea que pasa
por A, B.

7. Existen al menos cuatro puntos que no se encuentran en un
mismo plano.

8. En toda linea existen al menos dos puntos, en todo plano
existen al menos tres puntos que no estan sobre una misma
linea.!?

Mientras que los dos primeros axiomas y el octavo describen
las relaciones de incidencia de los elementos geométricos (puntos
y lineas) en el plano, los seis restantes determinan las relaciones de
incidencia en el espacio. Asimismo, los ochos axiomas aqui formula-
dos coinciden — aunque no literalmente — con los axiomas de enlace
de la segunda edicién de Fundamentos de la geometria (Hilbert
1903).' En la eleccién y formulacién de estos axiomas se aprecia la
influencia de Pasch, en tanto seis de los ocho axiomas coinciden casi
exactamente con los principios [Grundsdtze] formulados en (Pasch
1882).15

13 (Hilbert 1893/1894b, pp. 73-74).

14 En la primera edicién, el grupo de axiomas de enlace estaba formado por
siete axiomas, a saber: Hilbert no incluye en esta versién inicial al axioma
espacial: “existen al menos cuatro puntos sobre una recta”. Este axioma
tampoco es incluido en (Hilbert 1898/1899a) y (Hilbert 1898/1899b).

Una diferencia importante es que Pasch organiza sus principios o axiomas
de un modo diferente, esto es, en funcién de los elementos — axiomas para
la recta, para el plano, etc. —y no en funcion de las relaciones — incidencia,
orden, congruencia — Para un examen detallado de los axiomas de Pasch,
véase Contro (1976) y Torretti (1984).

15
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Por otro lado, el grupo de axiomas de posiciéon u ‘orden’ estaba
integrado por seis axiomas:

1. Entre dos puntos A y B existe siempre al menos un tercer
punto de la linea.

2. Dados tres puntos en una linea, uno de ellos se encuentra
siempre entre los otros dos.

3. Si C se encuentra entre A y B, si D se encuentra entre A y
C, entonces D se encuentra también entre C'y B.

4. Si C se encuentra entre Ay B, y D se encuentra en Ay C,
entonces D no se encuentra entre C'y B.

5. Si Ay B son dos puntos de una linea, entonces existe siempre
un punto C, que se encuentra entre A y B.

6. Si en un plano son dados tres puntos que no estan sobre una
misma linea y una linea cruza AB, pero no pasa por C, en-
tonces o esta linea cruza AC pero no BC', o cruza BC, pero
no AC.* (Figura 2.1)

> ¢
w

Figura 2.1.: Axioma de Pasch.

Hilbert sigue también aqui a Pasch, en tanto cinco de los seis
axiomas son tomados de su libro. El méas conocido de ellos es el sexto
axioma, conocido habitualmente como el “axioma de Pasch”. Esta

16 (Hilbert 1893/1894b, pp. 76-78).
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lista de axiomas sufrird importantes modificaciones en el sistema
final de axiomas del Festschrift, en tanto sélo dos de ellos seran
conservados (los axiomas 2 y 6).

Tras presentar los axiomas de existencia (enlace) y posicién (or-
den), y demostrar a partir de ellos algunos teoremas elementales,
Hilbert hace un breve paréntesis para introducir una serie de con-
ceptos basicos de la geometria proyectiva y probar algunos teoremas
fundamentales. Se introducen los conceptos de haz de lineas, haz de
planos y la relacion de ‘separacion’ entre cuatro puntos de una linea
— equivalente a la relacién de orden en la geometria euclidea.!” Asi-
mismo, se define el concepto de posicién armédnica de cuatro puntos
sobre una linea, utilizando para ello la construccion del cuadrilatero
completo. Por tltimo, otro resultado que encontramos aqui es una
demostracion de la unicidad del cuarto elemento arménico, en la
cual el teorema de Desargues resulta fundamental.'®

La construccion del cuatro punto armonico permite la introduc-
ciéon del nimero en la geometria, i.e. la introduccion de coordena-
das. Hilbert muestra cémo es posible asignarle a cada punto sobre la
linea un niimero real (positivo).'® En cambio, para que la afirmacién
reciproca se cumpla, es necesario postular un axioma de continui-
dad. En consecuencia, Hilbert incluye en su sistema de axiomas el
siguiente axioma de continuidad:

Axioma de continuidad: Dada una sucesion de infini-
tos puntos ordenados Py, P, Ps, ..., si todos los puntos
se encuentran de un lado del punto A, entonces existe
siempre uno y sélo un punto P, tal que todos los puntos
de la sucesién se encuentran sobre ese mismo lado res-
pecto de P, y al mismo tiempo no existe ningiin punto
entre P y el resto de los puntos de la sucesion. P se
denomina el punto limite. (Hilbert 1893/1894b, p. 92)

Este axioma de continuidad, que establece la existencia de un
punto limite para una sucesiéon (monétona) creciente y acotada su-
periormente de puntos sobre una linea, garantiza la correspondencia

17 Cf. (Hilbert 1893/1894b, pp. 80-81).

18 Cf. (Hilbert 1893/1894b, pp. 81-85).

19 Cf. (Hilbert 1893/1894b, pp. 85-91). Como lo observa (Toepell 1986, p. 73),
Hilbert sigue aqui esencialmente a Killing (1885). Para probar que a cada
punto de la linea le corresponde un uinico nimero real, es necesario ademas
el axioma de Arquimedes
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uno—a—uno entre los puntos de la linea y el conjunto de los niime-
ros reales. Seguidamente, Hilbert define el concepto de razén doble
de cuatro puntos sobre una linea y demuestra que es un invariante
proyectivo. Una vez definido este concepto se introduce un sistema
de coordenadas, con lo cual concluye su exposicion de la geometria
proyectiva.

En cuarto lugar Hilbert introduce el grupo de axiomas de con-
gruencia. Este es el grupo de axiomas que mas cambios sufrird hasta
llegar su presentacién final en el Festschrift. En efecto, mientras que
en este manuscrito encontramos nueve axiomas de congruencia, en
su libro este grupo sélo constara de seis axiomas. Sin embargo, la
idea fundamental de Hilbert para el tratamiento de la relacion de
congruencia esta en estas notas completamente delineada. Mien-
tras que la congruencia lineal en geometria, ya sea la nocién mis-
ma de congruencia como las proposiciones fundamentales que la
regulaban, habia estado originalmente motivada por simples obser-
vaciones acerca del movimiento de cuerpos rigidos en el espacio,
los axiomas de congruencia de Hilbert no tienen mas que nada ver
con el movimiento en si mismo.?° Por el contrario, Hilbert entiende
que el analisis matematico del movimiento espacial requiere de una
nocién neutral, e independientemente definida, de congruencia. Hil-
bert utiliza entonces un conjunto simple de axiomas para establecer
una nocién “abstracta” de congruencia, que puede ser aplicada en
el analisis del movimiento, pero que sin embargo es independiente
de la cuestién meramente empirica de si existen o no de hecho cuer-
pos rigidos, y de si estos cuerpos pueden llegar a ser congruentes
en un sentido intuitivo.?!

Los axiomas que describen esta nocién “abstracta” de congruen-
cia son los siguientes:

1. Dos puntos A, B determinan un segmento. Sean A, B dos pun-
tos dados sobre una linea a, y A’ y S otros dos puntos sobre
la misma linea o sobre otra linea a’, entonces es posible deter-
minar sobre a’ uno y sélo un punto B’, el cual se encuentra
junto con S sobre el mismo lado respecto de A, y tal que AB

20 La conexién entre los axiomas de congruencia de Hilbert y el movimiento
de cuerpos rigidos en el espacio no es, sin embargo, dificil de establecer.

21 Sobre el nuevo tratamiento que Hilbert la da a la nocién de congruencia en
geometria, véase (Hallett 2008).
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= A'B'. Si AB = A'B’, entonces también A’'B’ = AB y AB
= BA.??

Si dos segmentos son iguales a un tercero, entonces son iguales
entre si.

Si AB=ABy AC = A'C' y A se encuentra sobre la linea
a = ABC, y ademéas A’ se encuentra sobre la linea o’ =
A'B'C" y entre B' y (', entonces también BC' = B'C’ y se
llama la suma de ambos segmentos.

SiAB = A'B', AC = A'C" y B, C se encuentran sobre la linea
a = ABC'y sobre el mismo lugar respecto de A, y si B’, C' se
encuentran sobre la linea a’ = A’B’'C" y sobre el mismo lugar
respecto de A’ entonces BC = B'C’ y se llama la diferencia
entre los segmentos AB y AC'. (Figura 2.2)

Figura 2.2.: Cuarto axioma de congruencia.

. Tres puntos BAC' determinan un angulo, si B’ se encuen-

tra sobre AB y ademés en el mismo lugar respecto de A,
al igual que B, entonces /B'AC = /ZBAC. Si son dados
el angulo BAC, la linea A’B’ y un punto S, que no se en-
cuentra sobre la misma linea, entonces es posible determinar
siempre un punto C’, el cual se encuentra en el mismo lu-
gar respecto de A'B’, tal que /B'A'C' = ZBAC. Ademas
/BAC = /B'A'C" = ZCAB. Si el punto C” satisface las
mismas condiciones, entonces AC'C” se estan sobre una linea.
(Figura 2.3)

22 La propia formulacién de Hilbert de los axiomas es aqui un poco confusa
y esté llena de correcciones al margen. Ello resulta comprensible, en tanto
este grupo estd siendo todavia objeto de constantes modificaciones. Por otra
parte, en estas notas de clases Hilbert utiliza indistintamente a los signos

w_»

[—

y
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B
s

[ ]
A c A c
D D

Figura 2.3.: Quinto axioma de congruencia.

6. Si AB = A'B', AC = A'C'" y ademas BC = B'C’, entonces
/BAC = /B'A'C’, y reciprocamente: si AB = A'B’, AC =
A'C', /BAC = /B'A'C’, entonces BC = B'C".

7. Si dos dngulos son iguales a un tercero, entonces son iguales
entre si.

8. Si /BAC = /B'AC"y /DAB = /D'A’B’ y, por un parte,
D y C se encuentran en distintos lados respecto de AB, y por
otra parte D', C" se encuentran en distintos lados respecto
de A'B’, entonces ZCAD = ZC'A'D’ y se llama la suma de
ambos angulos.

9. Si se cumple todo lo anterior, sélo que por una parte D, C' se
encuentran en el mismo lugar respecto de AB, y D'C’ en el
mismo lugar respecto de A’B’, entonces ZCAD = ZC'A'D’
y se llama la diferencia.

Finalmente, Hilbert presenta en tdltimo lugar al axioma de las pa-
ralelas, con lo cual el sistema de axiomas para la geometria euclidea
es completado. La version aqui formulada no se corresponde con el
postulado original de Euclides, sino con el conocido “axioma de
Playfair”, que afirma que por un punto exterior a una recta puede
trazarse exactamente una recta paralela a dicha recta.??

23 Cf. (Hilbert 1893/1894b, p. 122).
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2.2.2.2. El método axiomatico abstracto en 1894

Hasta aqui una rapida descripcion del sistema de axiomas que
presenta Hilbert en este primer abordaje axiomatico a la geometria.
Veamos ahora como la nueva concepcién formal del método axioma-
tico comienza a ser caracterizada en estas notas. En primer lugar,
Hilbert adhiere al llamado ‘deductivismo’ de Pasch (1882), es decir,
a la posiciéon segun la cual las demostraciones geométricas deben
proceder de un modo estrictamente deductivo, sobre la base que
aportan los axiomas de la teoria, y sin ningun tipo de referencia
directa a construcciones diagramaticas o figuras geométricas:

En efecto, si la geometria ha de ser realmente deductiva,
el proceso de inferencia debe ser siempre independien-
te del significado de los conceptos geométricos, al igual
que debe ser independiente de los diagramas [Figuren];
solo las relaciones fijadas entre los conceptos geométri-
cos segun aparecen en las proposiciones utilizadas, por
ejemplo en las definiciones, pueden ser tomadas en con-
sideracion. Durante la deduccion es ttil y legitimo, pero
de ningtin modo necesario, pensar en el significado de
los conceptos geométricos; de hecho, cuando se vuelve
verdaderamente necesario hacerlo, ello revela que hay
una laguna [Lickenhaftigkeit] en la deduccién, y que (si
esta laguna no puede ser eliminada modificando el ra-
zonamiento), las premisas son demasiado débiles para
apoyarlo. (Pasch 1882, p. 98)

Este pasaje de las Vorlesungen tiber neuere Geometrie (Pasch
1882), citado muy a menudo, le vali6 a Pasch el renombre de “pa-
dre del rigor en geometria” (Freudenthal 1962, p. 619) o también de
“padre de la axiomdtica moderna” (Tamari 2007). Con la expresién
‘por medios puramente deductivos’ Pasch quiere significar que, sin
importar el contenido (empirico) que se supone deben expresar las
proposiciones basicas de la geometria, una vez que éstas han sido
establecidas, ninguna referencia ulterior a la experiencia o la intui-
cién es necesaria para su desarrollo deductivo. Segun lo advierte el
propio Pasch:

Los axiomas deben contener todo el material empiri-
co necesario para construir la matematica, de manera
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que una vez establecidos, no es mas necesario recurrir a
observaciones empiricas. (Pasch 1882, p. 18)

Aunque la utilizaciéon sustantiva de diagramas en las pruebas
geométricas habia sido fuertemente criticada por los geémetras des-
de comienzos del siglo XIX?4, Pasch tuvo el mérito de haber arti-
culado por primera vez una posicion clara respecto de los métodos
de demostracién que debian ser considerados como legitimos en
geometria.?® Esta articulacién, sin embargo, fue rdpidamente com-
partida por gran parte de los gedmetras de la época, no sélo dentro
de Alemania, sino con gran impetu en Italia.?® Hilbert adhiere, en
este primer abordaje axiomatico a la geometria, a la idea de que las
demostraciones geométricas solo deben estar basadas en los axio-
mas y, por lo tanto, no se debe recurrir en ellas a la intuicién. Ello lo
manifiesta explicitamente en el siguiente pasaje de su manuscrito,
en donde parafrasea visiblemente a Pasch:

Un sistema de puntos, lineas y planos se denomina dia-
grama o figura. La demostracién [de esta proposicion]?”
puede ser también llevada a cabo de la mano de una
figura apropiada, sin embargo esta referencia no es de
ningiin modo necesaria; ella hace mas facil la compre-
sion y es un medio fructifero para el descubrimiento de
nuevos teoremas. Pero cuidado, [esta referencia] fcil-
mente puede conducir a errores. El teorema esta recién
probado cuando la demostracion es completamente in-
dependiente de la figura. La prueba debe estar basada

24 Como se ha visto en el capitulo anterior, el surgimiento de la geometria pro-
yectiva, a comienzos del siglo XIX, tuvo una gran importancia en la critica
a la utilizacién de los diagramas en las pruebas geométricas. El articulo de
Nagel (1939) es un estudio cldsico sobre esta temética

25 Para ser més precisos, en 1882 Pasch s6lo plantea este idea de un modo ge-
neral. Su programa deductivista es en cambio desarrollado posteriormente.
Véase (Schlimm 2010Db).

26 Sobre la recepcién de Pasch (1882) por los gedmetras italianos, véase Gandon
(2005), Bottazzini (2001b) y Avellone y otros (2002). Una clara excepcién
fue Klein (1890). Sobre las discusiones entre Pasch y Klein respecto del
papel de los diagramas en geometria véase Schlimm (2010a).

27 Hilbert se refiere a la proposicién: “A través de una linea y de un pun-
to, que no se encuentra en esta misma linea, pasa siempre uno y sélo un

plano” (Hilbert 1893/1894b, p. 75).
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paso a paso en los axiomas previamente establecidos. El
dibujar figuras equivale al experimento del fisico, y la
geometria experimental queda ya concluida con [el es-
tablecimiento de] los axiomas. Si nos apartamos en lo
mds minimo de esta posicién, entonces el proceso de de-
mostracion [Beweisverfahren], y con ello toda la investi-
gacion, pierde todo su sentido. (Hilbert 1893/1894b, p.
75)

Junto con este requerimiento caracteristico del método axiomati-
co moderno, que establece que un teorema sélo puede considerarse
demostrado cuando es completamente independiente de la figura
geométrica?®, Hilbert exhibe también otros elementos que apuntan
al caracter abstracto que pretende imprimirle a su nueva idea de
axiomatica. En primer lugar, renuncia a ofrecer una definicién des-
criptiva a la Euclides de los términos basicos de su teoria geométri-
ca; en cambio, el primer paso de la presentacién axioméatica consiste
ahora en postular la existencia de un sistema o conjunto de objetos
cualesquiera, sujeto a las condiciones impuestas por los axiomas.?
Estos objetos reciben por convencion su designacién geométrica ha-
bitual, aunque se aclara que de ningiin modo refieren a los objetos
dados en la intuiciéon geométrica:

En efecto, antes de los axiomas de existencia se debe
anadir lo siguiente: Existe un sistema de cosas, a las
que llamamos puntos, un segundo y un tercer sistema
de cosas, a las que deseamos llamar lineas y planos.
(Hilbert 1893/1894b, p. 74)

Maés importante aun, en estas notas de clases Hilbert afirma, por
primera vez, que su sistema axiomatico para la geometria euclidea
elemental no debe ser entendido como una descripcién directa o
inmediata del espacio fisico, sino més bien como un ‘esquema de
conceptos’, capaz de recibir diversas interpretaciones:

28 Para una discusién reciente sobre la posicién de Hilbert respecto del papel
de los diagramas en matemética, véase Smadja (2012).

29 Es precisamente en virtud de esta suposicién inicial de la existencia de un
conjunto de objetos indeterminados, por la que Hilbert llama mas tarde
“axiomatica existencial” a su concepcién del método axiomatico. Véase la
descripcién del método axiomédtico formal en (Hilbert y Bernays 1934, pp.
1-3).
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En general debe afirmarse: nuestra teoria proporciona
sélo un esquema [Schema| de conceptos, conectados en-
tre si por las invariables leyes de la logica. Se deja libra-
do al entendimiento humano [menschlicher Verstand)
cémo aplicar este esquema a los fenémenos, como lle-
narlo de material [Stoff]. Ello puede ocurrir de diver-
sas maneras: pero siempre que los axiomas sean satis-
fechos, entonces los teoremas son validos. Cuanto mas
facil y mas variadas son las aplicaciones, tanto mejor es
la teorfa. (Hilbert 1893/1894b, p. 104)

En la medida en que su nueva concepcion axiomatica vaya con-
soliddndose, Hilbert ir4 ganando claridad respecto de este punto.
Sin embargo, este pasaje muestra que, ya en 1894, la idea central
de su concepcion formal del método axiomdtico estaba bien defini-
da. Hilbert reconoce que su axiomatizacién de la geometria arroja
un “esquema de conceptos” que se halla separado de la realidad
[ Wirklichkeit], en el sentido de que su teoria axiomdtica no intenta
ofrecer una descripcion directa del espacio fisico. Por el contrario, de
acuerdo con su nueva concepcién del método axiomatico, la relacion
entre su teoria geométrica axiomatizada y la ‘realidad’ acontece a
través de interpretaciones o ‘aplicaciones’ [Deutungen|, que Hilbert
ejemplifica de la siguiente manera:

Con los axiomas anteriores de existencia y posicion po-
demos describir ya un amplio conjunto de hechos geomé-
tricos y fendmenos. Sélo necesitamos tomar ‘cuerpos’,
por puntos, lineas y planos, ‘rozar’, por pasar a través, y
‘estar quieto o fijo’ por determinar. Los cuerpos los pen-
samos en general sélo en un niimero finito y asi consegui-
mos que, por medio de esta interpretacion, los axiomas
se cumplan (...) Sabemos entonces que, en cualquier
caso, todas las proposiciones establecidas hasta ahora
se cumplen, y de hecho, con exactitud. Si encontramos
que en la aplicacién una proposicién no se cumple (exac-
tamente), entonces ello se debe a que la aplicacién es
falsa, i.e. los cuerpos, el movimiento y el rozar, no valen
para nuestro esquema de axiomas (en general). (Hilbert
1893/1894b, pp. 103-104)



2.2. El primer abordaje axiomatico (1894) 73

Es necesario aclarar que, aunque Hilbert sostiene aqui que la in-
terpretacion propuesta debe cumplir “exactamente” las condiciones
impuestas por los axiomas, poco después en estas mismas notas de
clase reconoce abiertamente que las interpretaciones empiricas de
un sistema axiomatico formal sélo pueden tener un cardcter apro-
ximativo. Por otro lado, dado que el esquema de conceptos puede
tener multiples — e incluso infinitas — aplicaciones, Hilbert admite
que en principio ninguna interpretacién debe ser privilegiada por
sobre las otras. Por el contrario, cuanto mas variadas sean las inter-
pretaciones o aplicaciones posibles, mejor es la teorfa en cuestién.?

Ahora bien, puesto que los sistemas axiométicos son considera-
dos ahora como ‘esquemas de conceptos’, Hilbert deberd reconocer
que las teorfas geométricas, aun cuando se afirme que su origen se
encuentra en la experiencia, no pueden ser directamente verdaderas
o falsas por representar correctamente, o por fallar en representar,
ciertos objetos (fisicos) o dominio determinado. Por el contrario, la
condicion fundamental que se exigira de toda teoria axiomética es
la consistencia. La realidad no determina a la teoria geométrica, en
el sentido de que la limita a lo que, a primera vista, esta intuitiva y
empiricamente justificado; en cambio, la inica limitaciéon que se fija
es que constituya un sistema de axiomas libre de contradicciones.
Hilbert aclara esta idea hacia el final de sus notas, en donde critica
duramente a los “filésofos” que rechazan de antemano la posibilidad
de las geometrias no—euclideas, al afirmar que éstas contradicen las
leyes del espacio fisico euclideo:

El experimento nos muestra ahora que la suma de los
angulos no difiere de 7. Una diferencia de 7 incluso en
el caso de tridngulos enormes en la astronomia, no se ha
presentado todavia en la actualidad. (...) En virtud de

30 Este pasaje puede considerarse como una anticipacién a una de sus respues-
tas a Frege:

Todas las proposiciones de la teoria de la electricidad son por
supuesto validas también para cualquier otro sistema de cosas que
sea sustituido por los conceptos de magnetismo, electricidad ...,
bajo la condicion de que los axiomas dados se cumplan. Pero esta
circunstancia no puede ser nunca un defecto en una teoria — maés
bien, es una ventaja enorme — y en cualquier caso es inevitable.
(Hilbert a Frege, 29 de diciembre de 1899; en Frege 1976, p. 67)
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este experimento®! rechazamos la utilizacién de la geo-
metria hiperbdlica y la reservamos eventualmente para
un uso posterior mas sustantivo, en el caso de que medi-
ciones méas precisas sobre tridngulos de gran magnitud
revelen una diferencia respecto de 7. Resulta necio, co-
mo lo hace por ejemplo Lotze?, rechazar de antemano la
posibilidad de la geometria no—euclidea. La posibilidad
misma, es decir, la consistencia interna, puede ser en
cambio exhibida rigurosamente. En efecto, para ello se
puede construir un sistema de unidades — puntos, lineas,
planos (e incluso definir a través de niimeros de un mo-
do puramente aritmético), para el cual todos nuestros
axiomas — existencia, posicion, congruencia — se cum-
plen y en el que por un punto pasan infinitas rectas
paralelas a una recta dada. Un sistema tal se encuentra
facilmente, si se toman todos los puntos internos de una
esfera y se toma como plano todas las esferas existentes
ortogonales a la esfera dada. (Hilbert 1893/1894b, pp.
119-120)

Por un lado, Hilbert advierte que las diversas interpretaciones
posibles de un sistema axiomatico formal para la geometria tienen
necesariamente un cardcter aproximativo. Mas aun, aunque en es-
te periodo temprano Hilbert pensaba que el experimento de Gauss
revelaba que la geometria euclidea era una descripciéon verdadera
del espacio fisico®*, al mismo tiempo era muy claro en cuanto a

31 Hilbert se refiere al intento de Gauss de demostrar la validez empirica del
axioma de las paralelas, por medio de la medicién de los dngulos de un
tridangulo construido tomando como vértices tres picos de unos cerros ale-
danos a Gottingen. En efecto, Hilbert agrega como nota al pie la siguiente
referencia:

Gauss explica — y con €l toda la tradicion en Gottingen — que su
convencimiento de la validez de la geometria comin radica en haber
encontrado que la suma de los angulos del triangulo Inselsberg,
Brocken, y el alto Hagen es igual a 180°. (Hilbert 1893/1894b, p.
119)

Un andlisis histérico del significado del (supuesto) experimiento de Gauss
puede consultarse en (Miller 1972) y (Schloz 2004).
32 Hilbert se refiere a Lotze (1879).
33 Por supuesto, este convencimiento cambiaré con la llegada de la teoria de
la relatividad especial y general. Sobre la posicién de Hilbert respecto de
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que una interpretacién (empirica) nunca podria llegar a un grado
de precisiéon tal como para decidir si una proposicién como el pos-
tulado de las paralelas es verdadera o no. Por otro lado, en este
pasaje se sugiere que la consistencia de un sistema axiomatico, por
ejemplo para la geometria hiperbdlica, podria ser demostrada por
medio de la construccion de un modelo aritmético. Sin embargo,
esta alternativa no es profundizada, lo cual resulta consecuente con
el hecho de que en este primer abordaje axiomatico a la geometria
las investigaciones metageométricas, por medio de la construcciéon
de realizaciones o ‘modelos’ aritméticos de los axiomas geométricos,
no son desarrolladas en absoluto. Hilbert sélo se limita meramente
a sugerir que las propiedades de independencia de un axioma o un
conjunto de axiomas pueden ser probadas por medio de interpreta-
ciones aritméticas:

Cada uno de los cinco axiomas de existencia es inde-
pendiente de los cuatro axiomas restantes. De hecho,
como puede verse facilmente, siempre podemos cons-
truir aritméticamente los tres sistemas de cosas: puntos,
lineas y planos, i.e. a través de coordenadas, de mane-
ra que cuatro axiomas cualesquiera son satisfechos, y
el quinto no. Sin embargo, en lo que sigue no me ocu-
paré de esto. (Hilbert 1893/1894b, p. 76)34

Por 1ltimo, Hilbert menciona en este manuscrito otro aspecto
importante de su nueva concepcion axiomatica de la geometria. Este
rasgo es expresado, aunque de un modo lacénico, en la siguiente
observacion:

Cada sistema de unidades y axiomas que describe com-
pletamente los fenémenos estd tan justificado como cual-
quier otro. Mostrar sin embargo que el sistema axioma-
tico aqui especificado es, respecto de cierto punto de
vista, el mds simple posible. (Hilbert 1893/1894b, p.
104)

las consecuencias que conllevaban estas teorias fisicas para el estatus de la
geometria, véase (Corry 2004; 2006).

34 La misma observacién, respecto del grupo de axiomas de posicién, se en-
cuentra en (Hilbert 1893/1894b, p. 79).
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El conjunto de ‘hechos geométricos’ que conforma el acervo de
conocimientos de la geometria elemental puede ser descripto por
medio de diferentes sistemas de axiomas. Sin embargo, Hilbert ad-
mite que todos los sistemas axiomaticos deben considerarse como
igualmente justificados, bajo la condiciéon de que sean capaces de
“Incluir o acomodar” [unterbringen| la totalidad de estos hechos
geométricos dentro de la teoria axiomatica, ya sea como axiomas
o como consecuencias logicas de los axiomas. Ahora bien, Hilbert
expresa también la preocupacion de que su sistema de axiomas sea,
“respecto de cierto punto de vista”, el mas simple posible. En mi
opinién, con esta afirmacion nuestro autor alude a un componen-
te importante de su concepcién abstracta del método axiomatico
formal, que aqui sélo anticipa, pero que mas tarde sera explicitado
con claridad. Este rasgo puede resumirse como sigue: en virtud del
modo en que ahora se concibe la relaciéon entre un sistema de axio-
mas para la geometria y la realidad o el espacio fisico, es necesario
convenir que los conceptos basicos de una teoria axiomatica pueden
ser escogidos libremente. En lugar de hablar de ‘puntos’, ‘lineas’ y
‘planos’ como los términos basicos, podemos utilizar los conceptos
de ‘circulo’ y ‘esfera’; e incluso podemos intentar construir un sis-
tema axiomatico para la geometria elemental a partir de un tnico
término primitivo, por ejemplo, “punto”.?

Una vez seleccionados los conceptos basicos, existe todavia una
completa libertad para establecer qué proposiciones deben ser to-
madas como axiomas y cuales deben ser demostradas a partir de
ellos. Dada esta libertad, una manera de entender entonces la “sim-
plicidad” recién mencionada es que el sistema conste de la menor
cantidad posible de conceptos primitivos y axiomas. Sin embar-

35 Veblen (1904) es un ejemplo de una construccién axiomética de la geo-
metria elemental, en donde se utiliza a la nocién de ‘punto’ y ‘orden’ como
los Uinicos términos primitivos del sistema. Asimismo, en la ultima década
del siglo XIX y en la primera del siglo XX, varios matematicos italianos lle-
varon a delante un programa de investigacién, cuyo objetivo fundamental
era presentar a las distintas teorias geométricas como teorias “hipotético—
deductivas”, en donde se intentaba reducir lo més posible el nimero de
conceptos primitivos y axiomas. Dentro de este contexto, uno de los auto-
res mas importantes fue Mario Pieri (1860-1913), quien en 1900 presenté un
sistema de postulados para la geometria euclidea elemental, sobre la base
de sélo dos nociones primitivas: punto y movimiento (Cf. Pieri 1900). Sobre
las contribuciones de Pieri, véase Marchisotto y Smith (2007).
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go, aunque Hilbert advierte desde un inicio que, en principio, los
conceptos primitivos y axiomas de un sistema axiomatico para la
geometria pueden ser escogidos con completa libertad, adopta en
cambio al respecto una actitud en cierto sentido “tradicional”.

Por razones o motivos que expondremos en los dos capitulos si-
guientes, Hilbert no desea apartarse radicalmente de la exposicion
clasica de la geometria llevada a cabo por Euclides. Bernays reco-
noce precisamente esta actitud de la siguiente manera: “En este
trabajo [Fundamentos de la geometria|, Hilbert crea un nuevo sis-
tema de axiomas para la geometria, que selecciona de acuerdo a los
criterios de simplicidad y completitud légica, siguiendo los concep-
tos de Euclides lo més cerca posible” (Bernays 1922, p. 94). De este
modo, no solo el sistema axiomatico de Hilbert dista mucho de ser
el mas econémico posible, sino que ademés nunca expreso un interés
concreto en sistemas axiomaticos alternativos para la geometria ele-
mental, en donde se utilizaba un 1nico o a lo sumo dos términos
primitivos. La “simplicidad” a la que aqui se refiere Hilbert tiene
entonces mas que ver con la capacidad del sistema de axiomas de
reflejar “de un modo directo” los hechos intuitivos basicos de la
geometria, antes que con un nimero mas reducido de nociones no
definidas y axiomas.

Por otro lado, resulta muy interesante notar que, en sus prime-
ros estudios axiomaéticos en el campo de la geometria elemental,
Hilbert no concebia la completa libertad con la que ahora podian
ser elegidos los axiomas, como un rasgo enteramente positivo. En
una carta escrita ese mismo afio a Ferdinand von Lindemann (1852-
1939), su anterior maestro en Konigsberg®®, Hilbert expresa algunos
reparos respecto de la supuesta “arbitrariedad” con la que pueden
ser postulados los axiomas de la geometria:

Algo me resulta todavia insatisfactorio en el estableci-
miento de los axiomas, lo cual reside en que la eleccién
de los axiomas acontece con cierta arbitrariedad y no
existe un principio efectivo, respecto de por qué uno no
deberia mejor tomar como axiomas a ciertas condiciones
simples, y lo mismo a la inversa. (Hilbert a Lindemann,

36 Sobre la relacién entre Lindemann y Hilbert véase Rowe (2000) y Reid
(1996).
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17 de julio de 1894); citado en (Toepell 1986, pp. 100—
101)

Aquellos habituados a la presentacién axiomatica formal de la
geometria elemental en Fundamentos de la geometria (1899), en-
contraran llamativo que Hilbert haya podido expresar una preo-
cupacién de tal indole. En efecto, una consecuencia inmediata del
abandono de la concepcién de los axiomas de la geometria como
verdades intuitivas “autoevidentes”, es que cualquier proposicién
puede ser en principio postulada libremente como axioma de la
geometria, bajo la condicién antes mencionada de que del sistema
de axiomas (independientes) resultante puedan deducirse légica-
mente todos los “hechos geométricos” que constituyen el dominio
de esta disciplina. Mas atn, en su resena a la primera edicion de
Fundamentos de la geometria (1899), Poincaré manifiesta esta mis-
ma preocupacion advertida previamente por Hilbert, aunque esta
vez senalandola como un evidente defecto de la propuesta del ma-
tematico aleman:

El punto de vista logico parece sélo interesarle. Si una
serie de proposiciones son dadas, él se asegura de que
se sigan légicamente de la primera. Cual es el funda-
mento de esta primera proposicion, cudl es su origen
psicologico, es algo de lo que no se ocupa. E incluso si
tenemos, por ejemplo, tres proposiciones A, B, C y si la
légica permite, partiendo de cualquiera de ellas, dedu-
cir las otras dos, para él es indiferente si consideramos
a A como un axioma y de alli deducimos B y C, o si
contrariamente, consideramos a C como un axioma y
de alli deducimos A y B. Los axiomas son postulados;
no sabemos de dénde provienen, y es por lo tanto facil
postular a A como C. (Poincaré 1902, p. 272)

En lo que sigue veremos que ésta fue una preocupacion constante
de Hilbert en este periodo temprano; una preocupacién que estaba
anclada en su concepciéon de la naturaleza de la geometria y del co-
nocimiento matematico en general. Sin embargo, podemos concluir
que, en este primer abordaje a la geometria, Hilbert pone de ma-
nifiesto los dos elementos o rasgos que, en mi opinién, caracterizan
su concepcién temprana de la geometria, a saber: i) una posicién
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axiomatica formal, que concibe el resultado de una axiomatizacién
como una estructura relacional en donde los términos basicos no
poseen una referencia (intuitiva) fija, sino que pueden recibir di-
versas interpretaciones, tanto dentro de otras teorias matemaéticas
o fisicas, como asi también interpretaciones empiricas; i) una po-
sicion empirista respecto del origen de la geometria y de su lugar
dentro de las distintas disciplinas matematicas.

2.3. Hacia Fundamentos de la geometria (1899)

El curso de 1894 que hemos analizado en la seccién anterior fue se-
cundado por dos trabajos sobre geometria. En primer lugar, el curso
“Geometria analitica del plano y el espacio” (Hilbert 1894/1895); en
segundo lugar, una carta “cientifica” a Felix Klein, publicada méas
tarde en forma de articulo en Mathematische Annalen, con el titulo:
“Sobre la linea recta como el camino mas corto entre dos puntos”
(Hilbert 1895). Este articulo reviste un gran interés, en tanto pone
en evidencia que, a partir de 1895, las investigaciones geométricas
de Hilbert cobraron un creciente cardcter “metamatematico”. Sin
embargo, entre 1895 y 1898, la geometria estuvo muy lejos de ser
su principal tema de estudio. Durante este periodo, Hilbert se de-
dicoé intensamente a la teoria de numeros; especificamente, a los
cuerpos de nimeros algebraicos. Su incursién en este campo cul-
minoé con el trabajo que lo catapulté como matematico de renombre
internacional: “La teoria de cuerpos de ntimeros algebraicos”, méas
conocido como Zahlbericht (Hilbert 1897).37

Esta contribucién determiné en gran medida que en Gottingen,
en donde se hallaba trabajando ya desde 1895, Hilbert fuera conoci-
do principalmente como un notable especialista en algebra y teoria
de nimeros. Su anuncio de un nuevo curso sobre geometria, para
el semestre de invierno de 1898/99, ocasioné por ello una enorme
sorpresa dentro de esta comunidad matematica. Otto Blumenthal,
su bidgrafo oficial, senala lo siguiente:

Para el semestre de invierno de 1898/99 Hilbert habia
anunciado un curso sobre “Elementos de la geometria

37 Un resumen de las contribuciones de Hilbert a la teoria de los cuerpos de
numeros algebraicos puede encontrarse en (Rowe 2000).
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euclidea”. Ello causé entre los estudiantes una gran sor-
presa, puesto que al igual que nosotros los mas viejos,
participantes de los “paseos por los cuerpos de niimeros”
[Zahlkorperspaziergingen|, no habian notado jamés que
Hilbert se ocupaba de cuestiones geométricas: él sélo
hablaba de cuerpos de ntmeros. (Blumenthal 1935, p.
402)

Sabemos ahora que esta opinion estaba totalmente infundada,
dado que desde 1891 Hilbert estaba interesado por cuestiones geo-
métricas. Sin embargo, es cierto que entre 1895 y 1898, la geometria
solo ocupd un interés tangencial en sus investigaciones matemaéticas.
Toepell (1985; 1986) ha mostrado convincentemente que un episodio
en particular renové su interés por el problema de los fundamentos
de la geometria.

Segun se ha senalado, uno de los aspectos de la conferencia de
Wiener (1891) que més llamé la atencién de Hilbert, fue la su-
gerencia de que es posible utilizar los teoremas de Desargues y
Pascal, a veces referidos como los ‘teoremas de incidencia’ [Schlies-
sungssatze], para demostrar el teorema fundamental de la geometria
proyectiva y asi desarrollar un nuevo sistema geométrico que no
incluya ningin principio de continuidad.®® Sin embargo, esta afir-
macién se limitaba a ser una mera tesis a demostrar, dado que ni
en su conferencia de 1891, ni en un trabajo ampliatorio de 1893,
Wiener proporciona una prueba.? Luego, como lo reporta Toepell
utilizando una carta de Hilbert a Hurwitz, el interés del prime-
ro sobre los fundamentos de la geometria se vio revitalizado en
1898, cuando Friedrich Schur (1856-1932) present6 una prueba del
teorema de Pascal en la que no se utilizaba ningin postulado de
continuidad.*® Hilbert reanudé entonces inmediatamente sus inves-
tigaciones axiomaticas, esta vez presentado particular atencion en
el papel que las condiciones de continuidad desempenan en la geo-
metria euclidea elemental, particularmente en la introduccion de
coordenadas numéricas.

38 Sobre las discusiones en torno al teorema fundamental de la geometria, y a
sus diversas demostraciones, véase (Voelke 2008).

39 Cf. (Wiener 1891; 1893).

40 Cf. (Schur 1898). Toepell (1985; 1986) analiza la recepcién de Hilbert del
articulo de Schur.
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El resultado de esta nueva incursién en los fundamentos de la
geometria fue el curso de 1898/1899 recién mencionado. Este curso
posee dos versiones diferentes. Una consiste en las notas elaboradas
por el propio Hilbert — (Hilbert 1898/1899b)-, y en ese sentido,
similares a las notas de clases que hemos analizado anteriormente.
En cambio, en la segunda version — (Hilbert 1898/1899a) — la redac-
cién [Ausarbeitung] de las notas estuvo a cargo de un estudiante de
doctorado: Hans von Schaper.! Este curso reviste asi un enorme in-
terés. Por un lado, la nueva concepcion formal del método axiomati-
co, tal como es ilustrada en Fundamentos de la geometria, se halla
ya plenamente desarrollada; incluso en ocasiones las investigaciones
metageométricas son llevadas a cabo mas detalladamente. Por otro
lado, y a diferencia de aquella obra, las diversas pruebas y demos-
traciones geométricas estan acompanadas por importantes, aunque
a veces breves, reflexiones sobre su significado metodolégico y epis-
temolégico.*? En particular, Hilbert confirma en estas notas los dos
aspectos que caracterizan su temprana concepcion axiomatica de la
geometria, a saber: una concepciéon formal del método axiomatico
y una posicién empirista en cuanto al origen de la geometria.

2.3.1. “La ciencia natural mas completa”

Hilbert vuelve a presentar en la introduccién de este nuevo curso
una serie de reflexiones generales respecto de la naturaleza de la
geometria y del método axiomatico. En primer lugar, el matematico
aleman repite la posicién empirista antes aludida, al afirmar que la
geometria debe ser considerada, en cuanto a su origen, una ciencia
natural:

Vamos a reconocer que la geometria es una ciencia na-
tural, pero una ciencia tal, cuya teoria debe ser llamada
completa, y que al mismo tiempo constituye un modelo
para el tratamiento teorico de otras ciencias naturales.
(Hilbert 1898/1899b, p. 221)

Nuevamente vemos aqui una anticipacion, casi literal, del sexto
de los “Problemas matematicos” de Paris (Hilbert 1900b). Por otra

41 Para una descripcién detallada de estas dos versiones del manuscrito de
Hilbert, véase (Hallett y Majer 2004, pp. 186-189)

42 Qobre la relacién entre estas notas de clase y el Festschrift, véase la intro-
duccién al capitulo cuatro de (Hallett y Majer 2004).
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parte, al calificar a la geometria como una “ciencia natural comple-
ta”, se alude a un rasgo que ya hemos mencionado. A diferencia de
otras ciencias fisicas como la mecanica, la teoria de la electricidad, la
optica, etc., donde ‘nuevos hechos’ son descubiertos continuamente,
Hilbert entiende que el notable grado de desarrollo y refinamien-
to conceptual que ha alcanzado la geometria desde los tiempos de
Euclides, le confiere un grado de seguridad, especialmente en lo
que toca a los ‘hechos geométricos’ fundamentales, superior al de
aquellas ciencias naturales. En otras palabras, la geometria es par-
ticularmente susceptible de recibir un completo analisis axiomatico
debido al notable grado de desarrollo que ha alcanzado, antes que
a una caracteristica esencial o especifica ligada a su naturaleza. Es
en este preciso sentido que Hilbert concibe la geometria como la
“ciencia natural més completa” [die vollkommenste Naturwissens-
chaft].

Otra afirmacion interesante que realiza Hilbert en sus propias
notas de clases, es el modo en que se precisa el objeto de estudio de
la geometria euclidea elemental y su caracterizacion como la “geo-
metria de la vida cotidiana” [die Geometrie des taglichen Lebens]:

En lo que toca al material [Stoff], nos ocuparemos de los
teoremas de la geometria elemental, que hemos apren-
dido tempranamente en la escuela: teoria de las parale-
las, teoremas de congruencia, igualdad de los poligonos,
teoremas sobre los circulos, etc., en el plano y en el es-
pacio; en breve, [nos ocuparemos| de lo que en los ma-
nuales escolares se llama planimetria y esterecometria,
y que nosotros llamaremos aqui geometria euclidea. Es-
ta geometria es, por asi decirlo, la geometria de la wvi-
da cotidiana. Ella constituye la base de todas nuestras
consideraciones acerca de la naturaleza y de todas las
ciencias naturales. (Hilbert 1898/1899b, p. 221)

Las citas anteriores indican que el empirismo de Hilbert se cir-
cunscribe a sostener que la geometria es una ciencia empirica sélo
en cuanto a su origen; en este respecto, la geometria elemental pue-
de ser considerada como una de las primeras ramas de la fisica.
Sin embargo, Hilbert no profundiza o radicaliza su empirismo exi-
giendo, por ejemplo como Pasch, que todos los conceptos bésicos
y proposiciones fundamentales deban referirse a objetos y hechos
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empiricamente observables. Por el contrario, el espiritu de Funda-
mentos de la geometria (1899) se halla completamente presente en
este curso y, por consiguiente, Hilbert defiende una concepciéon for-
mal o abstracta del método axiomaético. Es interesante notar como
se conjugan estos dos elementos en su estudio de la geometria —
posicion axiomatica abstracta y concepcion de la geometria como
una ciencia natural —

La geometria elemental (euclidea) tiene como objeto los
hechos y leyes que el comportamiento [ Verhalten| espa-
cial de las cosas nos presenta. Segin su estructura, es
un sistema de proposiciones [Sdtzen| que — en mayor
o menor medida — pueden ser deducidas de un modo
puramente légico a partir de ciertas proposiciones inde-
mostrables, los axiomas. Esta conducta, que en menor
completitud encontramos, por ejemplo, en la fisica ma-
tematica, puede expresarse brevemente en la sentencia:
la geometria es la ciencia natural mds completa. (Hil-
bert 1898/1899a, p. 302).

Es preciso admitir que, en virtud de su concepcion axiomatica
abstracta, la pretension de que la geometria pueda ofrecer una des-
cripcién directa de la forma o el comportamiento de los cuerpos en
el espacio debe ser rechazada. Sin embargo, Hilbert parece articu-
lar su posicion de la siguiente manera: en primer lugar, el estudio
axiomatico abstracto debe proporcionarnos un conocimiento mas
claro de la estructura — i.e. las propiedades logicas de los axiomas
y su relacién con los teoremas fundamentales — de la geometria
euclidea. En este sentido, el sistema axiomatico obtenido por me-
dio de la axiomatizacién arroja un entramado de conceptos que no
posee una relacion directa o inmediata con un dominio factico in-
tuitivo. Mas, en lo que respecta al lugar de la geometria dentro de
las disciplinas matematicas fundamentales, ésta sigue siendo una
ciencia que en su base estd esencialmente ligada a la experiencia y
a nuestra intuicién espacial.

Esta observacion reviste una gran importancia para comprender
cual es, para Hilbert, una de las funciones principales del trata-
miento axiomatico formal de la geometria. Dado su caracter como
una ciencia natural — en cuanto a su origen —, la funcién central del
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nuevo método axiomatico es convertir a la geometria, con su conte-
nido empirico factual, en una disciplina matematica pura. Hilbert
lo afirma explicitamente en las notas de clases para un curso sobre
mecénica, también dictado en el semestre de invierno de 1898/99.
En la introduccion de estas notas, la mecanica es definida como la
ciencia que estudia el movimiento de la materia, cuya finalidad es
describir este movimiento del modo mas completo y simple posible.
Empero, para conocer el lugar que ésta ocupa entre la matemaética y
las ciencias naturales, es necesario observar el caso de la geometria:

También la geometria surge [como la mecanica] de la
observacion de la naturaleza, de la experiencia, y en
ese sentido es una ciencia experimental. En mi curso
sobre geometria euclidea me introduciré en este tema
mas de cerca. Pero sus fundamentos experimentales son
tan irrefutables y tan generalmente reconocidos, han si-
do confirmados en un grado tal, que no se requiere de
ninguna prueba ulterior. Todo lo que se necesita es deri-
var estos fundamentos de un conjunto minimo de azio-
mas independientes y asi construir todo el edificio de la
geometria por medios puramente logicos. De este modo
[i.e. por medio del tratamiento axiométicol, la geometria
se vuelve una ciencia matemdtica pura. También en la
mecanica los hechos fundamentales son reconocidos por
todos los fisicos. Sin embargo, la organizacion de los
conceptos basicos estd sujeta todavia al cambio de opi-
niones (...) y por lo tanto la mecanica no puede ser
llamada hoy una ciencia matemdtica pura, al menos en
el mismo grado en que lo es la geometria. Debemos es-
forzarnos para que llegue a serlo. Debemos ensanchar
los limites de la matematica pura, no sélo en nombre
de nuestro interés matematico, sino mas bien en razon
del interés de la ciencia en general. (Hilbert 1898/1899c,

pp. 1-2)%

El grado de avance alcanzado por la geometria es lo que vuelve
imprescindible su andlisis axiomatico, en el modo en que ahora es
reformulado por Hilbert. En un pasaje con un tono muy similar a la

43 Citado también en (Corry 2004, p. 90).
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conferencia “El pensamiento axiomético” (Hilbert 1918), pronun-
ciada en Zurich casi veinte anos mas tarde, Hilbert subraya esta
necesidad:

Cuanto mas se acerca una ciencia natural a su objetivo:
“la deduccion logica de todos los hechos que pertenecen
a su campo a partir de ciertas proposiciones fundamen-
tales”, tanto mas necesario se vuelve investigar estos
mismos axiomas con precision, indagar sus relaciones
mutuas, reducir su nimero tanto como sea posible, etc.
(Hilbert 1898/1899a, p. 302)*

En los dos ultimos pasajes citados, Hilbert pone de manifiesto
otro aspecto central de su empresa de axiomatizar la geometria,
que es oportuno mencionar, a saber: su presentacién axiomatica de
la geometria debe proceder de manera tal que, una vez fijados los
axiomas, la geometria “debe poder ser construida por medios pura-
mente l6gicos”; o del mismo modo, el objetivo de su axiomatizacion
es la “deduccién logica de todos los hechos a partir de los axiomas”.
Es oportuno realizar un breve comentario respecto de qué es lo que
entiende Hilbert, en esta etapa inicial, por la expresién “medios
puramente logicos”.

En primer lugar, debemos reconocer que esta expresion posee,
en sentido estricto, un caracter programdtico. Es decir, en ningin
lugar en estas notas de clases, ni tampoco en el Festschrift, Hilbert
da cuenta explicitamente de qué principios o leyes logicas pueden
ser utilizados en las demostraciones de los teoremas. En otras pa-
labras, en estos primeros estudios axiomaticos, Hilbert no presenta
ni alude a ningun sistema o calculo légico que pudiera servir como
la l6gica subyacente de sus sistemas axiométicos.*® Hilbert admite
de hecho que se trata de una presuposicion, al senalar mas tarde
en este mismo manuscrito que, en su abordaje axiomatico a la geo-
metria, las “leyes de la logica” debian ser consideradas como dadas
de antemano:

Es importante fijar con precision el punto de partida
de nuestra investigacién: las leyes de la logica pura, y

44 Cf. (Hilbert 1918).
45 Hilbert presenté un primer esbozo de un sistema o cédlculo 16gico recién en
1905. Esta cuestién serd abordada en el capitulo 7.
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en especial la aritmética, las consideramos como dadas.
(Sobre la relacién entre 16gica y aritmética véase Dede-
kind: ;Qué son y para que sirven los nimeros?) Nues-
tra pregunta es la siguiente: ;Qué proposiciones debe-
mos “adjuntar” al dominio recién definido [i.e. al con-

Junto de hechos geométricos|, para obtener la geometria
euclidea? (Hilbert 1898/1899a, p. 303)

Hilbert tampoco aclara a qué se refiere con “las leyes de la logica
pura”, aunque todo lleva a suponer que en este momento estaba
pensando en la légica tradicional (aristotélica).’® Del mismo mo-
do, es claro que Hilbert presupone también que el aparato légico
no especificado, que debia ser utilizado como la légica subyacen-
te de su sistema axiomatico, debia ser “correcto” o “sélido”, esto
es, si los axiomas son validos para una interpretacion dada, enton-
ces los teoremas también lo son. En suma, la afirmacién segin la
cual el método axiomatico formal debia permitir la construccion
puramente logica de la geometria estd inmediatamente ligada a la
busqueda de rigor y precision en las demostraciones matemaéticas.
Hilbert comparte este objetivo con otros programas del siglo XIX,
como por ejemplo los de Dedekind, Frege y Pasch. En el caso de
la geometria, la bisqueda de rigor en las demostraciones geométri-
cas suponia que: i.) todos los axiomas o postulados necesarios para
construir la teorfa geométrica debian ser establecidos explicitamen-
te desde un inicio, y nuevos principios no debian ser asumidos du-
rante el desarrollo de la teorfa, ii.) el resto de las proposiciones
o teoremas de la geometria debian ser obtenidos sobre la base de
deducciones puramente légicas, en el sentido en que no se apele a
ningun tipo de diagramas o construcciones geométricas en las de-
mostraciones. El nuevo método axiomatico debia asi cumplir las
exigencias de que no sélo no existan “lagunas logicas” en las de-
mostraciones geométricas, sino que ademas elementos “extranos o
ex6genos” como los diagramas o figuras geométricas, no sean reco-
nocidos como instrumentos validos en las pruebas. Esta vinculacién
entre el método axiomatico y la busqueda de rigor en matematica
es uno de los rasgos mas enfatizados en su conferencia de Paris

46 Hilbert comenzé a ver a la légica tradicional aristotélica como problemética
a partir del descubrimiento, en 1903, de las paradojas de Russell.
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“Problemas matematicos” (Hilbert 1900c).
Pasemos ahora a analizar como describe Hilbert, ya en 1898, su
nueva concepcion abstracta del método axiomatico.

2.3.2. El método axiomatico formal y la ‘matematica de los
axiomas’

La concepciéon abstracta del método axiomatico, exhibida poco
después en el Festschrift (Hilbert 1899), se halla completamente
articulada en estas notas de clases. En primer lugar, Hilbert aclara
mas directamente que, aunque los términos primitivos de su teoria
axiomatica reciben por convencién su nombre habitual, no debe
pensarse que ellos refieren a los objetos de la intuicién geométrica:

Vayamos ahora a nuestra tarea. Para construir la geo-
metria euclidea pensamos tres sistemas de cosas, a las
que llamamos puntos, lineas y planos, y queremos de-
signar con A, B, C, ...;a, b, ¢, ...;a, 3,7, .... No
debemos pensar que por medio de los nombres escogi-
dos estamos anadiendo a estas cosas ciertas propiedades
geométricas, como las que cominmente asociamos con
estas designaciones. Hasta ahora sélo sabemos que las
cosas de un sistema son diferentes a las cosas de los
otros dos sistemas. Estas cosas reciben todas las demds
propiedades a través de los axriomas, que reunimos en
cinco grupos. (Hilbert 1898/1899a, p. 304)

La primera parte de este pasaje coincide casi literalmente con el
modo en que se inicia la exposicién axiomética en el Festschrift.*8
Por otra parte, en sus “Diarios cientificos” | Wissenschafliche Ta-
gebiicher] Hilbert advierte de la misma manera que los conceptos
primitivos de su teoria pertenecen a un orden conceptual, y por
lo tanto no deben ser identificados con los objetos de la intuiciéon
geométrica: “Los puntos, lineas y planos de mi geometria no son
sino ‘cosas del pensamiento’ [Gedankendinge|, y en cuanto tales na-

da tienen que ver con los puntos, lineas y planos reales”.*?

47 Véase, por ejemplo, (Hilbert 1900c, p. 293).

48 Cf. (Hilbert 1899, p. 4).

49 Cod. Ms. Hilbert 600:3, p. 101. Hilbert emplea el término “Gedankendinge”,
aunque en relacién a la aritmética, en (Hilbert 1905a). Hemos sefialado que
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Este modo de distinguir los términos primitivos de una teoria
axiomatica formal de los objetos de la intuicién geométrica, ha sido
muy a menudo utilizado para ilustrar el giro metodolégico que Hil-
bert le imprimié a la idea de axiomética. Por ejemplo, en su clasico
articulo, publicado en ocasion de la octava edicion de Fundamentos
de la geometria, Hans Freudenthal senala: ““Pensamos tres siste-
mas diferentes de cosas’ ...— con esta afirmacion el vinculo entre
la realidad y la geometria es eliminado. La geometria se convierte
en matematica pura, y la pregunta acerca de si puede, y cémo pue-
de, ser aplicada a la realidad es respondida del mismo modo que
en cualquier otra rama de las mateméticas” (Freudenthal 1957, p.
111).

Si con la expresion “el vinculo con la realidad es eliminado”, se
alude al hecho de que los sistemas axiomaticos de Hilbert son abs-
tractos o formales y, por lo tanto, no poseen una interpretacion
(intuitiva) fija, entonces esta caracterizaciéon es correcta. Sin em-
bargo, para Hilbert ello no significaba que una teoria geométrica
axiomatica no tenia mas ningun significado para la realidad; por el
contrario, en cierto sentido, un sistema de axiomas (formal) tenia
un significado atin mayor para la realidad, en tanto que ahora las
conexiones o aplicaciones podian ser establecidas “de multiples ma-
neras” (Hilbert 1893/1894b, p. 104).

En un curso correspondiente a un periodo muy posterior, Hilbert
sigue reconociendo que el “entramado de conceptos”, producto de la
axiomatizacion formal, conserva un importante significado para la
realidad, en la medida en que representa “diversas formas en las que
las cosas pueden estar efectivamente conectadas”. Se trata de un
curso titulado “Grundlagen der Mathematik” (Hilbert 1921/1922),
dictado en el semestre de invierno de 1921/1922. Luego, este curso
revela que muchas de las ideas elaboradas en el periodo inicial de
su desarrollo del método axiomatico formal, son mantenidas por
Hilbert posteriormente. El pasaje en cuestion es el siguiente:

De acuerdo con este punto de vista, el método de la
construccién axiomatica de una teoria se presenta como
el procedimiento de representar un dominio de conoci-
miento dentro de un entramado de conceptos, el cual es

esta expresion era habitual en Dedekind (1888), quien ejercié una influencia
considerable, durante este perfodo, en Hilbert. Véase (Ferreirés 2009).
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llevado a cabo de tal manera que los objetos del dominio
de conocimiento se corresponden ahora con conceptos, y
las afirmaciones acerca de esos objetos se corresponden
con las relaciones logicas entre esos conceptos.

Por medio de esta correspondencia [Abbildung], la in-
vestigacion es separada completamente de la realidad
concreta [Wirklichkeit]. La teoria no tiene ahora mas
nada que ver con los objetos reales o con el contenido
intuitivo del conocimiento; ella es una pura construc-
cién conceptual [Gedankengebilde] acerca de la que no
se puede afirmar que es verdadera o falsa. Sin embargo,
este entramado de conceptos tiene un significado para
nuestro conocimiento de la realidad, puesto que repre-
senta una forma posible de acuerdo con la cual las cosas
se relacionan efectivamente. La tarea de la matematica
es desarrollar tales esquemas conceptuales logicamente,
ya sea que seamos guiados a ellos por la experiencia o

por la especulacion sistematica. (Hilbert 1921/1922; p.
3)‘50

Por otra parte, una diferencia importante de este nuevo aborda-
je axiomatico, respecto del curso anterior de 1894, reside en que
el espiritu “metamatematico” de sus investigaciones geométricas
se halla plenamente desarrollado. Hilbert afirma que el objetivo
fundamental de su investigacién sera establecer un nuevo conjunto
consistente y completo de axiomas, independientes entre si, para la
geometria euclidea. Para la consecucion de este objetivo, es esencial
que los axiomas no sean considerados como afirmaciones evidentes
o verdades acerca de un dominio fijo determinado, y que por lo
tanto sus conceptos basicos puedan recibir libremente distintas in-
terpretaciones. Por ejemplo, este requerimiento es necesario para
probar la “indemostrabilidad” de cierta proposicién a partir de un
conjunto de principios, o sea, para mostrar su independencia. En
este curso de 1898/1899, Hilbert presenta entonces por primera vez
un gran numero de resultados “metageométricos”, particularmente
resultados de independencia, alcanzados por medio de la construc-
cion de distintos “modelos” de sus axiomas geométricos. Mas aun,

°0 Hallett (1994; 2008) ha enfatizado la importancia de este pasaje para una
correcta interpretacién de la concepcion hilbertiana del método axiomatico.
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en estas notas encontramos una descripcién, incluso mas detallada
que la presentada en el Festschrift, de cémo la teoria de los niimeros
reales podia ser utilizada para construir diversos “modelos” analiti-
cos de los axiomas geométricos, y asi probar la independencia de
una proposicion geométrica — un axioma o un teorema — respecto
de determinado conjunto de principios.

La técnica de la construccion de “modelos”, segiin es entendi-
da y practicada por Hilbert en las investigaciones metageométricas
presentadas en este curso, consistia béasicamente en traducir uno
o varios grupos de axiomas geométricos dentro de otra teoria ma-
tematica, i.e. la teoria de los niimeros reales. Para ser més exactos,
Hilbert comienza a utilizar aqui, como se volvera después habitual
en Fundamentos de la geometria, un sub—cuerpo pitagérico (nume-
rable) de los niimeros reales. Asimismo, esta traduccién consistia en
re—definir los conceptos geométricos basicos como ‘punto’, ‘linea’,
‘congruencia’, etc., en términos de la teoria de los niimeros reales.
Es decir, este método coincidia con el procedimiento estandar de
la geometria analitica, en donde se proporcionaban, sobre la base
de un sistema adecuado de coordenadas, nuevas definiciones de es-
tos términos primitivos. Quizas resulte 1til ilustrar con un ejemplo
particular, tomado de estas notas de clases, como Hilbert concebia
este procedimiento de construccion de “modelos” de sus axiomas
geométricos."!

Uno de los tantos resultados de independencia que encontramos
en este curso, y que sin embargo no esta presente en el Festschrift,
se refiere a un teorema muy simple de la geometria elemental: el
llamado “teorema de la existencia del tridngulo” (TET). Este teo-
rema, que aparece como la proposicion I, 22 en los Elementos de
Euclides, afirma que siempre se puede construir un triangulo a par-
tir de tres segmentos dados, tales que la suma de cualesquiera dos
de sus lados es siempre mayor que la longitud del tercero. Hilbert
se propone entonces mostrar que este teorema no puede ser de-
mostrado utilizando sélo los tres primeros grupos de axiomas I-1II
(incidencia, orden y congruencia) de su sistema. Mdas precisamente,

5L El ejemplo que comentamos a continuacién ha sido analizado por Hallett
(2008, pp. 239-247), aunque en relacién a la cuestién de la “pureza del
método”. Hallett menciona ademds otros ejemplos de investigaciones meta-
geométricas sobre independencia, llevadas a cabo por Hilbert en estas notas
de clases (Hilbert 1898/1899b) y (Hilbert 1898/1899a).
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este problema se plantea de la siguiente manera: la demostracion
de TET que encontramos en los Flementos consiste basicamente en
trazar dos circunferencias tomando como radio dos de los segmentos
dados, construir un triangulo a partir del punto de interseccién de
las dos circunferencias, y luego mostrar que los lados del triangu-
lo son en efecto iguales a los segmentos dados inicialmente (figura
2.4).

Figura 2.4.: Teorema de la existencia del tridngulo (TET)

Ahora bien, esta demostracién de Euclides presupone la existen-
cia del punto de interseccion de las dos circunferencias, a partir del
cual se puede construir el triangulo. A esta condicién se la conoce
ahora como la “propiedad de interseccion de dos circunferencias”:
dadas dos circunferencias I', A, si A contiene al menos un punto
dentro de I', y A contiene al menos un punto fuera de I', entonces A
y I se encontraran exactamente en dos puntos. Asimismo, de esta
propiedad se sigue la propiedad de “interseccién de lineas y circun-
ferencias” (ILC), que sostiene que si una linea a contiene puntos
en el interior y en el exterior de una circunferencia ®, entonces a
cortard a ¢ exactamente en dos puntos. El objetivo de Hilbert es
demostrar que ILC es independiente de los axiomas I-III, de donde
se sigue que TET no puede ser demostrado sobre la base de estos
axiomas.
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Hilbert procede entonces de la siguiente manera. En primer lugar,
suponemos que contamos con un sistema de coordenadas cartesia-
nas, construido de manera habitual. Ahora bien, como coordena-
das para los puntos de su geometria Hilbert no utiliza al cuerpo
ordenado completo de los niimeros reales, sino a un sub—cuerpo de
numeros algebraicos que resulta de aplicar, partiendo de 1 y 7, las
cuatro operaciones aritméticas (suma, resta, multiplicacién y divi-
sién) y la quinta operacién de v/1 + 22, donde = es un nimero que
pertenece a este mismo cuerpo. Un punto de esta geometria es de-
finido asi como el par ordenado (z,y) de nimeros que pertenecen
al cuerpo recién descripto. Del mismo modo, una recta es definida,
del modo usual, como el conjunto de puntos que satisface la ecua-
cién Az + By + C = 0, y un plano como el conjunto de puntos
que satisface Axr + By + Cz+ D = 0, donde todas las coordenadas
son nimeros que pertenecen al cuerpo recién mencionado.?? Hilbert
concluye entonces que “en la geometria asi definida los axiomas [ y
I1, y también los axiomas de congruencia II1, son vdlidos” (Hilbert
1898/1899a, p. 338). El paso siguiente serd mostrar que en este
“modelo analitico” es posible que una recta contenga puntos en el
interior y en el exterior de una circunferencia, pero que no la corte
en ningun punto; o en otras palabras, en una geometria asi construia
ILC no se cumple.

El argumento de Hilbert procede de la siguiente manera: supon-
gamos que queremos construir un triangulo, cuyos lados tienen las
longitudes 1, 1y 7. Consideremos ademds a la circunferencia defi-
nida por la ecuacién 22 +y?> = 1y a la recta = 7. Es claro que
esta recta contiene puntos dentro de la circunferencia — por ejem-
plo (%,0) —y puntos fuera de la circunferencia — por ejemplo (§,1).
Luego, en la geometria analitica habitual®, esta recta interseca a la
circunferencia en los puntos (Z,=+,/1— (Z)?). Sin embargo, estos
puntos no existen en el cuerpo de ntimeros algebraicos antes defi-
nido®, de donde se sigue que el “modelo” contiene tres lineas que

52 En el caso de un punto y una recta en R?, un punto se define como la terna
ordenada de nimeros (z,y, z), y una recta como el conjunto de puntos que

Az +By+Cz+D =0

Arz+By+Cz+D=0

53 Con la expresién “geometria analitica habitual”, Hilbert se refiere a la geo-
metria analitica construida sobre los numeros reales.

54 Hilbert no proporciona una demostracién completamente elaborada, sino
que simplemente esboza un razonamiento segtn el cual la prueba podria ser

satisfacen las ecuaciones: {
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satisfacen la desigualdad del tridangulo, pero a partir de las cuales
ningin tridngulo puede ser construido (figura 2.5). Hilbert concluye
entonces que i) la propiedad de interseccién de lineas y circunfe-
rencias (ILC) no se cumple en esta geometria y, por lo tanto, es
independiente de los axiomas [—III; 7)) TET no es demostrable
sobre la base de los axiomas I-III.

S
INE

Figura 2.5.: Modelo en el que TET no se cumple. Adaptado de
(Hilbert 1898/1899a, pp. 338-339).

Este ejemplo ilustra el modo en que, en este periodo inicial, Hil-
bert lleva a cabo sus investigaciones metageométricas, especialmen-

llevada a cabo. La idea general del argumento es la siguiente: Supongamos
que el nimero /1 — (%)? se encuentra en el cuerpo pitagérico construido
anteriormente. Puesto que el cuerpo es minimal, este nimero deberia po-
der ser representado por una expresién formada por las cinco operaciones
permitidas, partiendo de 1 y 7. Hilbert designa a esta expresién A(1,).
Ahora bien, si tomamos un nimero real ¢ cualquiera, la expresién A(1,t)

)
deberia poder representar siempre el elemento correspondiente /1 — (5)2,
que asimismo pertenecerd al cuerpo minimal construido a partir de 1 y .
Sin embargo, mientras que A(1,t) siempre serd un niimero real, es claro que
1 — (£)? no lo serd necesariamente. Por ejemplo, sélo basta tomar un ¢

lo suficientemente grande para que /1 — (£)? sea un nimero imaginario.

Ello muestra entonces que A(1,t) no podra representarlo siempre. Luego,
podemos concluir que el nimero /1 — (§)? no pertenece al cuerpo pitagéri-
co minimal antes definido, puesto que no siempre puede ser representado
por la expresién A(1, 7). Cf. (Hilbert 1898/1899b, pp. 258-260) y (Hilbert
1898/1899a, pp.338-339). Véase ademds (Hallett 2008, p. 248).
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te, las demostraciones de independencia. Esta técnica consistia en
la construccion de distintos “modelos analiticos” de los axiomas
geométricos, en donde varios grupos de axiomas se cumplian, pero
una proposicién o axioma determinado no era valido. Sin embar-
go, es importante aclarar que, aunque este procedimiento es de una
naturaleza proxima a lo que hoy llamamos “teoria de modelos”, en
esta etapa temprana Hilbert estaba todavia atado a importantes li-
mitaciones conceptuales, que impiden que esta identificacion pueda
ser trazada sin ciertos reparos.?® Por otro lado, gracias al método
axiomatico formal de Hilbert, estas investigaciones metageométri-
cas fueron llevadas a cabo por primera vez de un modo preciso y
sistemdtico. Este hecho fue reconocido inmediatamente como una
de las novedades y contribuciones mas importantes de su trabajo.
Un ejemplo elocuente lo representa su amigo y colega A. Hurwitz,
quien bautizé a este nuevo campo de investigacion inaugurado por
Hilbert, la “matematica de los axiomas”:

He leido con enorme interés su nuevo tratado sobre geo-
metria. Ud. ha abierto alli un inmenso campo de in-
vestigacion matematica, que podria ser designado como
“matematica de los axiomas” y que se extiende mucho
mas all4 del dominio de la geometria.?s

Resumiendo lo expuesto en este capitulo, Hilbert adopta por pri-
mera vez en 1893/94 una perspectiva axiomdtica para investigar
el problema de los fundamentos de la geometria. Este abordaje
axiomatico constituyo una de las primeras instancias histéricas del
método axiomatico formal. Hilbert afirma alli que los conceptos
primitivos y proposiciones bésicas de su teoria geométrica no se
refieren al espacio fisico, sino que conforman un “entramado de
conceptos” — o en términos mas actuales, una estructura relacional
— que puede recibir distintas interpretaciones, ya sea dentro de otras
teorias matematicas o fisicas, como aplicaciones empiricas. Asimis-
mo, esta nueva concepcion formal del método axiomaéatico estuvo
acompanada por un punto de vista empirista respecto de la geo-
metria, de acuerdo con el cual los hechos béasicos que constituyen

55 Por lo general, estas limitaciones conceptuales no son reconocidas en la
literatura. Una excepcién es (Hallett 1995b) y (Demopoulos 1994).
56 Citado por (Toepell 1986, p. 257).
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la base de nuestro conocimiento geométrico provienen de la expe-
riencia y de una suerte de “intuicién geométrica”. La geometria es
asi definida como “la ciencia natural mas completa”, y la funciéon
del método axiomatico formal es precisamente transformarla en una
teoria matematica pura. Luego, ambos aspectos fueron profundiza-
dos y completados en un segundo curso dedicado a los fundamentos
de la geometria, dictado en el semestre de invierno de 1898/1899,
que sirvié como una referencia central en la elaboracion de la pri-
mera edicién de Fundamentos de la geometria. Sin embargo, este
nuevo curso incorpora, como una novedad, el componente quizas
mas original de su abordaje axiomatico a la geometria: las inves-
tigaciones metageométricas. Hilbert investiga alli las propiedades
“metalogicas” de los axiomas — principalmente la independencia,
pero también la consistencia — y sus conexiones con los teoremas
fundamentales, utilizando el procedimiento de la construccién de
“modelos” (analiticos) de los axiomas geométricos. Hilbert consi-
gue en este curso numerosos resultados de independencia, muchos
de los cuales no seran después incluidos en el Festschrift.
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Parte Il.

La naturaleza del método
axiomatico formal



CAPITULO 3

Una imagen de la realidad
geométrica

3.1. Introduccion

El objetivo de este capitulo es indagar una serie de referencias
textuales, introducidas por Hilbert en sus notas de clases, a la céle-
bre Bildtheorie de Heinrich Hertz. Intentaré mostrar que estas refe-
rencias resultan muy esclarecedoras respecto de una cuestiéon cen-
tral para la interpretacion de su concepcion axiomatica de la geo-
metria, a saber: como entiende y explica Hilbert la relacién entre el
esquema de conceptos o estructura relacional producto de la axio-
matizacién formal y el conjunto de hechos geométricos fundados
en la intuicién, que segin afirma conforma el acervo fundamental
sobre el que se erige nuestro conocimiento geométrico. De este mo-
do, argumentaré que estas referencias a la Bildtheorie, desarrollada
por Hertz en su importante libro Prinzipien der Mechanik (Hertz
1894), resultan muy significativas para comprender el espiritu con
el cual Hilbert aborda, a partir de 1894, la empresa de axiomatizar
la geometria; en otras palabras, las referencias a la Bildtheorie ilus-
tran elocuentemente el proceso bajo el cual Hilbert transforma la
ciencia natural de la geometria, con su contenido empirico factual,
en una teoria matematica pura.

El capitulo se estructura de la siguiente manera: en primer lu-
gar, en la seccién 3.2, presento y analizo las referencias de Hilbert
(1893/1894b; 1898/1899a; 1898 /1899b; 1902b) a la Bildtheorie. Es-

97
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tas referencias aluden principalmente a dos cuestiones: por un lado,
a la afirmacién de Hilbert de que su axiomatizacion de la geometria
equivale a presentar una “imagen [Bild] de la realidad geométrica”,
en el sentido definido por Hertz; por otro lado, a la observacién de
Hilbert, segun la cual la Bildtheorie de Hertz ilustra elocuentemente
su nueva concepcion de los axiomas de la geometria. A continua-
cion (3.3), expongo sintéticamente las ideas principales de la teoria
pictorica de las teorias cientificas de Hertz, con la finalidad de tra-
zar una comparacion con el modo en que Hilbert concibe su nuevo
abordaje axiomatico formal a la geometria. Finalmente, en las tres
secciones siguientes, me ocupo de llevar a cabo esta comparacion,
en funcién de los siguientes puntos: a) los requerimientos estable-
cidos por Hertz para las imagenes de la mecédnica (permisibilidad
légica, correccién y adecuacién) y el modo en que Hilbert concibe
tempranamente los criterios de adecuacién de un sistema axiomati-
co (consistencia, independencia, completitud y simplicidad) (3.4);
b) las nociones de ‘axioma’ de la geometria en Hilbert y ‘princi-
pio’ de la mecénica en Hertz (3.5); ¢) las nociones y la utilizacion
de ‘elementos ideales’ en Hilbert y de ‘masas invisibles u ocultas’
[verbogene Masse] en la presentacion de la mecanica de Hertz (3.6).

3.2. “Una imagen de la realidad geométrica”

La obra central de Hertz, Principios de la mecdnica, aparecié pu-
blicada péstumamente en 1894, aproximadamente seis meses des-
pués de su prematura muerte. No es quizas un hecho menor que las
primeras referencias de Hilbert a la Bildtheorie se encuentran en las
notas para el curso sobre geometria que impartiera ese mismo ano.
En esta primera cita, Hilbert vincula sus axiomas para la geometria
euclidea elemental con las “imagenes” [Bilder] de Hertz:

El axioma corresponde a una observacién, como pue-
de verse facilmente en las esferas, reglas y superficies
de cartulina [Pappdeckeln]. Sin embargo, estos hechos
de la experiencia son tan simples, tan a menudo obser-
vados por todos y por ello mismo tan conocidos, que
el fisico no necesita demostrarlos posteriormente en el
laboratorio. No obstante, el origen [se sigue] de la ex-
periencia. Los axiomas son, como diria Hertz, imagenes
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[Bilder] o simbolos en nuestra mente, de manera que las
consecuencias de las imagenes son imagenes de las con-
secuencias, esto es, lo que deducimos légicamente de las
imégenes también vale en la naturaleza. (Hilbert 1894,
p. 74. El énfasis es mio)

En la primera parte de este pasaje, Hilbert destaca el origen
empirico de los axiomas de la geometria; en la segunda parte, em-
pero, cita de memoria el criterio fundamental establecido por Hertz
para las imagenes o representaciones cientificas. Es interesante se-
nalar que, aunque Hilbert resalta el origen empirico de los axiomas
de la geometria, sostiene que éstos deben ser considerados como las
Bilder de Hertz, 1. e., como imagenes o representaciones intelec-
tuales. Ello sugiere que, el modo en que Hertz entiende la relacién
entre los principios basicos de la mecanica y los fenémenos, pue-
de ser significativo en el caso de una concepciéon axiomatica de la
geometria como la que Hilbert intenta desarrollar. De hecho, asi lo
declara explicitamente: “Cada uno de estos axiomas se corresponde
con un hecho de observacién (... ). Acerca de la relacién entre axio-
mas y hechos véanse las bellas explicaciones en Hertz, Principios de
la mecanica” (Hilbert 1898/1899a, p. 305). La cuestién central es
asi la siguiente: si bien es posible sostener que los principios de la
mecanica tienen un origen empirico, en tanto axiomas de una teoria
fisica no deben guardar necesariamente una relaciéon de correspon-
dencia directa con los hechos empiricos basicos. Hilbert encuentra
estas ideas facilmente aplicables a la geometria, dado que en cuanto
a su origen ésta se encuentra mas cerca de la mecénica, que de la
aritmética, el dlgebra o el analisis.

Asimismo, como anticipamos en el capitulo anterior, en su pri-
mer abordaje axiomdético a la geometria en 1894, Hilbert alude al
concepto de “imagen”[Bild| de Hertz, al momento de describir la
tarea que se propone llevar a cabo:

El problema de nuestro curso versa asi: cuales son las
condiciones necesarias, suficientes e independientes en-
tre si, que deben establecerse en un sistema de cosas,
para que a cada propiedad de estas cosas le correspon-
da un hecho geométrico, e inversamente, para que por
medio del mencionado sistema de cosas sea posible una
descripcion completa u organizacion de todos los hechos
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geométricos; o para que nuestro sistema se convierta en
una imagen [Bild] de la realidad geométrica. (Hilbert

1893/1894b, p. 73)

Esta utilidad de la teoria pictérica para comprender su nueva em-
presa axiomatica es repetida por Hilbert, de un muy modo similar,
en el curso siguiente que dedica a la geometria (Hilbert 1898 /1899a;
1898/1899b); sin embargo, en esta oportunidad Hertz es menciona-
do explicitamente:

Empleando una expresién de Hertz (en la introduccién
a los “Principios de la mecdnica”), podemos formular
nuestra pregunta principal como sigue: jcudles son las
condiciones necesarias, suficientes e independientes en-
tre si, que deben establecerse respecto de un sistema
de cosas [System von Dingen|', para que a cada propie-
dad de estas cosas le corresponda un hecho geométri-
co, e inversamente, para que también estas cosas sean
una “imagen” [Bild] completa y simple de la realidad
geométrica? (Hilbert 1898a, p. 303. Enfasis en el origi-
nal.)

Por tltimo, Hilbert no sélo se refiri6 de la misma manera a
Hertz en otros cursos sobre geometria pertenecientes a esta “etapa
geométrica”?, sino que ademés tuvo la oportunidad de mencionar-
lo nuevamente en un curso muy posterior, dictado en 1927. Ello
demuestra que mantuvo su opinién respecto de las coincidencias
entre su abordaje axiomatico a la geometria y la presentacion de la
mecanica clasica llevada a cabo por Hertz. La referencia que hace
Hilbert en este curso bien posterior es la siguiente:

Vamos a aplicar el método axiomatico a la ciencia na-
tural mas completa, la geometria, en donde también tu-
vo lugar por primera vez el método axiomatico en su
forma clasica. El interrogante es: ;Cudales son los pos-
tulados necesarios e independientes entre si, a los que
debemos someter a un sistema de cosas, para que cada

1 Sobre el uso de Hilbert de los términos “sistema” [System] y “cosas”[Dinge],
véase el capitulo (2);.
2 Declaraciones similares se encuentran en (Hilbert 1902b, p. 541).
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propiedad de estas cosas se corresponda con un hecho
geométrico; y a la inversa, como debemos construirlo,
para que estas cosas sean una imagen completa de la
realidad geométrica? (Hilbert 1927, p.1)

Hilbert afirma, en diversas oportunidades, que el objetivo de su
abordaje axiomatico es ofrecer una imagen [Bild]| de la geometria,
en el sentido explicitado por Hertz en su introduccién a Principios
de la mecdnica (1894). Los elementos de la imagen son un sistema de
‘objetos’ [Dinge], que describird més tarde como ‘objetos del pen-
samiento’ [Gedankendinge], para aclarar que los ‘puntos’, ‘lineas’
y ‘planos’ pertenecen a un nivel exclusivamente conceptual, y por
lo tanto deben ser diferenciados de los ‘puntos’, ‘lineas’ y ‘planos’
reales o de la intuicién. La ‘realidad geométrica’, con la que el siste-
ma de objetos debe coincidir, es el conjunto de hechos geométricos
[geometrische Tatsachen]. Hilbert nunca aclara de un modo defi-
nitivo qué es lo que entiende por hecho geométrico; sin embargo,
es posible especular lo siguiente en funcién de como emplea la ex-
presién en lo sucesivo. Con ello no quiere aludir principalmente a
los hechos empiricos que estarian en la base de la geometria, sino
mas bien al conjunto de conocimientos o “verdades geométricas”
que se han llegado a reconocer y aceptar generalmente por medio
de la acumulacién de demostraciones. En definitiva, considerando
que lo que se intenta reconstruir axioméaticamente es la geometria
euclidea elemental, podria decirse que la “realidad geométrica” es el
acervo de conocimientos, con una fuerte base intuitiva, conseguidos
por esta disciplina en una etapa mas bien acritica o intuitiva. En
efecto, en una conferencia correspondiente a este periodo, Hilbert
distingue tres periodos, clara y facilmente reconocibles, en el desa-
rrollo de toda teoria matematica: el acritico o intuitivo, el formal y
el critico. Se sigue de suyo que el método axiomatico se identifica
con el periodo critico.?

Las referencias textuales a la Bildtheorie de Hertz resultan muy
significativas para comprender el espiritu con el cual Hilbert aborda
la empresa de axiomatizar la geometria a partir de 1894. Es decir,
por un lado, la alusion a la teoria pictérica de Hertz permite iden-

3 Véase (Hilbert 1896, p. 383). Este texto corresponde a una conferencia que
fue leida por Felix Klein, en nombre de Hilbert, en el International Congress
of Mathematicians, que tuvo lugar en Chicago en 1893.
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tificar la raiz de algunas de las ideas que caracterizan el modo en
que Hilbert entendia la tarea de llevar a cabo una axiomatizacion
de la geometria; por otro lado, esta indicaciéon pone en evidencia
la distancia que guarda la posicién de Hilbert con un empirismo
extremo, el cual exige que cada concepto o término bésico tenga
un correlato empirico. Este requisito es reemplazado por el criterio
metodoldgico que postula que, a partir de los principios bésicos,
debe ser posible obtener todas las proposiciones y teoremas que
conforman el dominio en cuestién. Todo ello siguiendo la pauta que
establece que el sistema debe carecer de contradicciones y ser lo
mas logicamente claro y simple posible. En definitiva, la referencia
a la Bildtheorie de Hertz ilustra elocuentemente el proceso bajo el
cual Hilbert transforma la ciencia natural de la geometria, con su
contenido empirico factual, en una teoria matemaética pura.

Dados los objetivos del presente capitulo, sera pertinente ofrecer
una breve descripcion de la propuesta de Hertz.

3.3. La Bildtheorie de Heinrich Hertz

Se suele conocer a Heinrich Hertz (1857-1894) por dos contri-
buciones principales. En primer lugar, por sus experimentos en el
campo del electromagnetismo que lo llevaron, entre 1886 y 1888,
al descubrimiento de las ondas electromagnéticas (ondas de radio),
permitiéndole alcanzar una confirmacién experimental de la teoria
de Maxwell. En segundo lugar, por su teoria pictorica de las teorias
cientificas como ‘imégenes’ [Bilder| o representaciones intelectuales,
i.e. su célebre Bildtheorie. Particularmente esta ultima ha sido del
interés y objeto de estudio de los fil6sofos de la ciencia y del lengua-
je, pues se reconoce su influencia en diversas posiciones filoséficas
del siglo XX, por ejemplo, en el Tractatus de Wittgenstein.*

Hertz presenta por primera vez en 1884 un esbozo de su teoria
pictorica en una serie de conferencias en Kiel, editadas mas de un
siglo después bajo el titulo: La constitucion de la materia (Hertz
1999). Sin embargo, la exposicién méas detallada se encuentra en
la introduccion, de caracter filoséfico, de su obra Principios de la
mecanica presentados en una nueva forma (Hertz 1894). Hertz afir-
ma alli que la tarea mas importante que se impone a nuestro co-

4 La Bildtheorie ha sido objeto recientemente de numerosos estudios. Entre
éstos se destacan (Baird y Hughes 1998) y (Liitzen 2005).
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nocimiento de la naturaleza consiste en la anticipacion de sucesos
futuros, de manera que nos permita adaptar nuestras acciones en
funcién de esas anticipaciones. Para dar solucién a este problema,
realizamos inferencias con base en el conocimiento que hemos acu-
mulado en virtud de sucesos pasados. Ahora bien, este proceso re-
viste siempre la siguiente forma:

Creamos para nosotros imdgenes intelectuales [innere
Scheinbilder] o simbolos de los objetos externos; y ello
lo realizamos de tal modo que, las consecuencias nece-
sarias de las iméagenes en el pensamiento siempre sean
imégenes de las consecuencias necesarias en la natura-
leza de los objetos representados. Para que este reque-
rimiento sea cumplido, debe existir una cierta corres-
pondencia entre la naturaleza y nuestra mente |Geist].
(Hertz 1894, p. 1)

Las iméagenes o representaciones mentales de las que habla Hertz
no son representaciones o copias de los objetos externos en el papel,
en el lienzo, etc. Por el contrario, estas imagenes son representacio-
nes internas o “intelectuales”. Ello significa que la semejanza o pare-
cido que estas imagenes o simbolos deben mantener con los objetos
representados se limita al requerimiento basico recién mencionado:
las consecuencias de las imagenes en el pensamiento deben ser a su
vez imagenes de las consecuencias en la naturaleza. Las Bilder de
Hertz no pretenden informarnos nada acerca de la “esencia” de los
objetos o fendémenos externos, de como éstos son en si:

Las imagenes, de las que aqui hablamos, son nuestras re-
presentaciones | Vorstellungen] de las cosas. Con las co-
sas mantienen una tnica correspondencia esencial, que
consiste en el cumplimiento del requerimiento arriba
mencionado. Sin embargo, para su finalidad no es ne-
cesario que las imagenes mantengan con las cosas otra
correspondencia ulterior. En efecto, no sabemos ni te-
nemos medios para saber si nuestras representaciones
guardan alguna otra relacién con las cosas, mas alla de
aquel requerimiento fundamental. (Hertz 1894, p. 2)

Schiemann (1998), Heidelberger (1998) y Liitzen (2005) — entre
otros — han advertido que la teoria pictérica de Hertz esta inspirada,
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en gran medida, en la “teoria de los signos” [Zeichentheorie] de
su mentor Hermann von Helmholtz (1821-1894).° Resultard util
entonces, para presentar una idea un poco mas precisa de la nocién
de “imagen” de Hertz, que mencionemos muy brevemente algunos
puntos principales de la teoria de Helmholtz.°

Helmholtz desarrollé una teoria que intenta explicar como nues-
tra mente se forma signos o simbolos de las cosas u objetos ex-
ternos. En base a sus investigaciones en el campo de la fisiologia
de la percepcién, sostuvo que estamos incapacitados para probar
una correspondencia entre las propiedades de nuestras sensaciones
y las propiedades de las cosas que son objeto de nuestras sensacio-
nes. Es por ello que es conveniente afirmar que nuestras sensaciones
son signos o simbolos [Zeichen| de las cosas externas, y no copias
[Abbilder] que mantienen algin grado de semejanza o similaridad.
Esta teoria de Helmholtz, que busca describir el proceso por medio
del cual creamos o formamos tales signos a partir de la experiencia
sensorial, sufrié diversos cambios a lo largo del tiempo.” En este
sentido, resulta més pertinente, en funcién de nuestros objetivos,
que nos refiramos al modo en que Helmholtz concibié la naturale-
za de estos signos. Puntualmente, en este respecto una fuente muy
interesante se encuentra en su articulo clasico “Los hechos de la
percepcion” de 1878, en donde resume su posicién de la siguiente
manera;

En verdad, nuestras sensaciones son efectos producidos
en nuestros érganos por causas externas, y el modo en
que estos efectos se expresan naturalmente a si mismos
depende esencialmente del tipo de aparato sobre el cual
el efecto es producido. En la medida en que la cualidad
de nuestra sensacién nos da un testimonio del caracter
de la influencia externa por medio de la cual es excita-
da, éste debe ser tomado como un signo [Zeichen| de

5 Otra influencia importante en la Bildtheorie de Hertz fueron las ideas de
Maxwell acerca del razonamiento por analogia y la descripcién de los mo-
delos mecénicos. Sobre este punto puede consultarse D’Agostino (2000).

6 Sobre la Zeichentheorie de Helmholtz puede consultarse (Schiemann 1998).

7 Mientras que en una primera instancia Helmholtz sostuvo que este proce-
so estaba basado en una ley a priori de causalidad, posteriormente defen-
di6 que se apoyaba en la presuposicién de la legalidad de todos los fenémenos
de la naturaleza. Véase Friedman (1997).
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aquella, y no como una copia [Abbild]. Puesto que de
una copia se requiere algun tipo de semejanza con el
objeto del cual es una copia — de una estatua se pide
un parecido en la forma, de un dibujo una semejanza en
la proyeccion de la perspectiva en el campo visual, de
una pintura una similitud de los colores. Pero un signo
no necesita tener ningin tipo de semejanza con aquello
de lo que es un signo. La relacion entre ellos dos se cir-
cunscribe al hecho de que asi como objetos iguales que
ejercen una influencia en circunstancia semejantes evo-
can signos iguales, asi también signos diferentes siempre
se corresponden con influencias diferentes. (Helmholtz

1977, p. 121-122)

Una de las tesis centrales de la teoria de Helmholtz consiste en
afirmar que los signos, que son o estan en lugar de nuestras sensa-
ciones, no necesitan parecerse a los objetos que simbolizan, de la
misma manera en que los nombres propios del lenguaje natural no
necesitan asemejarse a sus objetos. Por el contrario, es por medio de
la experiencia que aprendemos a interpretar estos signos. Asimismo,
en su tratado sobre la fisiologia de percepcion, Helmholtz plantea
ideas muy similares a las que un poco mas tarde propondra Hertz:

Por lo tanto creo que no puede haber ningtin sentido
posible en hablar de la verdad de nuestras representa-
ciones, sino unicamente en un sentido practico. Nues-
tras representaciones de las cosas no son nada mas que
simbolos, signos dados naturalmente de las cosas, que
aprendemos a utilizar para la reglamentacion de nues-
tros movimientos y acciones. Cuando hemos aprendido
a leer correctamente aquellos simbolos, entonces esta-
mos en condiciones de disponer con su ayuda nuestras
acciones, de manera que ellos tengan el resultado espe-
rado, i.e. que las nuevas sensaciones ocurran. Otra com-
paracion entre las representaciones y las cosas no sélo
no tiene lugar en la realidad — en ello todas las escue-
las concuerdan — sino que otro tipo de comparacion no
es siquiera pensable y carece absolutamente de sentido.

(Helmholtz 1867, p. 443)8

8 Citado también en (Friedman 1997). Una exposicién extensa de la teorfa em-
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El concepto de “imagen” [Bild| de Hertz coincide en varios aspec-
tos con la nocién de “signo” [Zeichen| en Helmholtz. En particular,
el modo en que éste piensa las relaciones entre las sensaciones y los
signos es muy similar al requerimiento fundamental de las imégenes
establecido mas tarde por Hertz. Asimismo, la afirmacién de Helm-
holtz de que sélo nos es licito hablar de una concordancia entre
nuestras representaciones y las cosas en este respecto, coincide con
la aseveracion de Hertz de que sélo podemos exigir una conformidad
entre las imagenes y la naturaleza en lo que toca al requerimiento
basico. Sin embargo, existen también diferencias importantes en las
posiciones de ambos autores. La mas relevante para nuestro caso
consiste en que Hertz profundiza la separacion entre las imagenes y
lo representado, al sostener que existen diversas imagenes correctas
y légicamente admisibles de una misma parte del mundo exterior.”
Por el contrario, para Helmholtz sélo existe una tnica imagen co-
rrecta del mundo exterior:

De este modo, las representaciones del mundo exterior
son imdagenes [Bilder] de la sucesién temporal legali-
forme de los sucesos naturales, y si son correctamente
formadas de acuerdo con nuestra leyes del pensamiento,
y si ademds somos capaces de trasladarlas nuevamente
a la realidad a través de acciones, entonces las represen-
taciones con las que contamos son también las unicas
verdaderas para nuestro pensamiento; todas las demés
serdn falsas. (Helmholtz 1867, p. 22)'°

Por otro lado, aunque Hertz reconoce que su imagen de la mecani-
ca no es la unica posible, y por lo tanto es posible que existan
diversas imagenes correctas de los objetos externos, establece una
serie de requerimientos para las imégenes, que permiten su compa-
racion y la evaluacién de su pertinencia. Este es precisamente uno
de los primeros puntos de contacto con la concepciéon axiomatica

de Hilbert.

pirista de Helmholtz puede encontrarse en la segunda edicién de (Helmholtz
1867, §26).

9 En este punto es posible percibir ademés la influencia en Hertz del llamado
pluralismo tedrico de Maxwell. Véase D’Agostino (2000).

10 Citado en (Liitzen 2005, p. 86).
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3.4. Criterios de las imagenes y condiciones de adecuacién
de los sistemas axiomaticos

El cumplimiento del requerimiento fundamental postulado no ga-
rantiza, no obstante para Hertz, que las imdgenes que nos forma-
mos de los objetos o fenémenos externos no estén dotadas de cierto
grado de vaguedad e imprecision. Por ello establece tres famosos
criterios, en funcién de los cuales es posible evaluar y comparar
las diferentes imagenes disponibles de las teorias: admisibilidad o
permisibilidad légica [logische Zuldssigkeit], correccion [Richtigkeit]
y adecuacion [Zweckmdssigkeit]. Estos criterios constituyen un pri-
mer punto de contacto con la concepcion axiomatica hilbertiana, en
tanto guardan muchas similitudes con las condiciones de adecuacion
que impone a sus sistema axiomé&ticos.!!

El primer criterio, denominado permisibilidad légica [logisch Zu-
lassigkeit], es caracterizado de la siguiente manera:

Consideraremos de antemano como inadmisibles aque-
llas imagenes que conllevan en si una contradiccion con
las leyes de nuestro pensamiento y exigiremos, en pri-
mer lugar, que todas nuestras imagenes sean logicamen-
te permisibles o, brevemente, permisibles. (Hertz 1894,

p. 2)

Hertz le confiere una importancia vital a este criterio de permi-
sibilidad o admisibilidad logica, que consiste en que la imagen pro-
puesta no contenga, ni pueda conducir a contradicciones. No sélo
este requerimiento es puesto en primer lugar, sino que ademas Hertz
lo identifica como la condiciéon mas fundamental que una imagen
de la mecénica debe satisfacer:

En primer lugar, en lo que respecta a la permisibilidad
légica de la imagen examinada, creo que ella misma sa-
tisface los requerimientos mas estrictos, y confio que es-
ta opinién encontrara aceptacion. Le confiero al mérito
de esta representacién la mayor importancia, de hecho

11 En sus propias notas para el curso de 1898, Hilbert menciona los criterios
de las imagenes de Hertz, luego de introducir los axiomas de enlace: “[Para]
la presentacién clasica de Hertz respecto de los requerimiento de una buena
imagen, véase Mechanik, pp. 1-4” (Hilbert 1898/1899b, p. 225).
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una importancia unica. Si la mencionada imagen es mas
apropiada que otra, si es capaz de abarcar toda la expe-
riencia futura; incluso si abarca toda la experiencia pre-
sente, todo ello lo considero practicamente nada frente
a la cuestion de si ésta es en si consistente, completa y
pura. (Hertz 1894, p. 39)

La permisibilidad logica de una imagen es algo que puede ser
determinado a priori. Ello se debe a que las leyes mismas del pen-
samiento tienen, para Hertz, un caracter a priori. Este es precisa-
mente uno de los puntos en el que Hertz adoptada ciertos principios
de la teoria del conocimiento kantiana!?:

Aquello que determina que las imagenes sean permi-
sibles viene dado por la naturaleza de nuestra mente
[Geist]. Si una imagen es permisible o no, lo podemos
decidir sin ambigiiedad, y nuestra decision sera valida
para todos los tiempos. (Hertz 1894, p. 3)

Sin embargo, a pesar de la confianza que Hertz deposita en la po-
sibilidad de determinar si una imagen esta libre de contradicciones,
no especifica en cambio ningin procedimiento (formal) por medio
del cual sea posible demostrar la ausencia de contradicciones. Mas
bien, Hertz sugiere que una mera inspeccion de la imagen basta para
revelar sus posibles contradicciones con las leyes del pensamiento.

El criterio de permisibilidad o admisibilidad logica se asemeja
al requerimiento de consistencia de un sistema axiomatico, exigido
por Hilbert como la propiedad mas fundamental que todo sistema
de axiomas debe cumplir. La importancia crucial de esta propie-
dad es una consecuencia de su nueva concepcién formal del método
axiomatico, rasgo reconocido por el propio Hilbert al menos desde
1894.13 Sin embargo, el problema de la consistencia comenzars a
ser asociado inseparablemente con su nombre a partir 1900, en
virtud de su formulacién explicita en el segundo de sus “Proble-
mas matematicos” de Paris: demostrar la consistencia del sistema
axiomatico para la aritmética de los reales (Hilbert 1900b). Hilbert
reconocié alli el problema de la consistencia de la aritmética como

12 Sobre la presencia de algunas tesis kantianas en las ideas epistemolégicas de
Hertz, véase (Hyder 2003).
13 Cf. capitulo 2, seccién 2.2.2.2.
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una cuestién central, y planted de ese manera el problema funda-
mental que daria lugar posteriormente al llamado “programa de
Hilbert”. Es interesante observar que Hertz deposita, en la permi-
sibilidad 16gica de las imagenes, una importancia similar a la que
Hilbert le confiere a la consistencia:

El conocimiento maduro considera a la pureza logica
como de primera importancia; solo las iméagenes 16gi-
camente claras pueden ser probadas respecto de la co-
rreccion; sélo las imagenes correctas pueden ser com-
paradas respecto de la adecuacion. La urgencia de las
circunstancias conduce [sin embargo| al camino inverso:
Las imagenes son encontradas adecuadas para ciertos
propositos; luego son contrastadas en cuanto a su co-
rreccion, y finalmente solo después son depuradas de
las contradicciones internas. (Hertz 1894, p. 11)™

El segundo criterio establecido por Hertz se vincula con el re-
querimiento fundamental de las imagenes, y en cierta medida se
funde con él. Las imagenes deben ser “correctas” [richtig], esto es,
no debe darse el caso de que “sus relaciones esenciales contradigan
las relaciones de las cosas externas” (Hertz 1894, p. 2). El punto
central de este criterio — y del requerimiento fundamental — es que
aquellas consecuencias que se siguen de la teoria deben ser a su vez
consecuencias en la naturaleza. Es decir, aquellas partes de la na-
turaleza que son descriptas por la imagen, deben ser correctamente
descriptas. Aunque Hertz no aclara explicitamente qué entiende
por relaciones esenciales, es posible inferir que se estd refiriendo a
aquellas relaciones que son empiricamente testeables o contrasta-
bles.'® La correccién de una imagen es algo que puede ser definido
empiricamente, aunque en consecuencia, no de un modo definitivo:

Aquello que es introducido en la imagen en lo que res-
pecta a la “correccion”, esta contenido en hechos de la

14 En el capitulo siguiente veremos que el modo en que Hertz describe el
desarrollo efectivo de las teorias cientificas es muy similar a la manera en
que Hilbert describe cémo se van construyendo histéricamente las teorias
matematicas, y al papel del método axiomaético en dicha construccion.

15 Una discusién sobre este punto puede encontrarse en (Schiemann 1998) y
(Litzen 2005).



110 Capitulo 3. Una imagen de la realidad geométrica

experiencia que han servido para la construccién de la
imagen. (...) Y si una imagen es correcta o no, lo po-
demos decir igualmente de manera univoca, pero sélo
en funcién de nuestra experiencia presente y con la con-
dicién de admitir la referencia a futuras y mas ricas
experiencias. (Hertz 1894, p. 3)

Este criterio de “correccion” de una imagen guarda una relacién
inmediata con el modo en que Hilbert caracteriza desde 1894 la
empresa de axiomatizar la geometria. En este periodo temprano,
Hilbert entiende que esta tarea consiste en ofrecer una reconstruc-
cion de la geometria euclidea elemental, por medio de la cual sea
posible trazar una correspondencia entre las proposiciones del siste-
ma abstracto resultante y los hechos fundamentales de la geometria,
que conforman la “realidad geométrica”. Por ejemplo, su sistema
axiomatico para la geometria euclidea elemental podra ser conside-
rado como “correcto”, en la medida en que sea posible obtener de él
todos los teoremas y proposiciones que aparecen en los Elementos
de Euclides. En este sentido, la “correccion” de una imagen guarda
algunas semejanzas con la propiedad de completitud de un sistema
axiomatico, segiin la concibe Hilbert en este periodo.

Por otro lado, la permisibilidad y la correccién se relacionan for-
malmente por el hecho de que una imagen que no es logicamente
admisible, i.e. que contiene una contradiccién, permite deducir de
ella cualquier conclusion, y por lo tanto, en ningin sentido puede
ser una representacion correcta del mundo exterior. Como lo senala
Hertz en el ultimo pasaje recién citado, “sélo las imégenes légica-
mente claras pueden ser probadas respecto de la correccién”.!6

Por 1ltimo, dos imagenes légicamente permisibles y correctas
pueden distinguirse, segin Hertz, en cuanto a su grado de “ade-
cuacién” o “conveniencia’ [Zweckmdssigkeit]:

De dos imagenes del mismo objeto, la mas adecuada
serd aquella que refleje mas relaciones esenciales del ob-
jeto en relacion a la otra — a la cual designaremos como

16 Podria pensarse que esta relacién formal entre la admisibilidad légica y
la correccion de las imagenes tiene un cierto correlato en las propiedades
metalégicas de los sistemas axiomdticos formales, a saber: un sistema in-
consistente (inadmisible l6gicamente) no puede ser completo (correcto), en
tanto cualquier formula es demostrable en él, pero ninguna es refutable; en
otras palabras, los sistemas inconsistentes son trivialmente completos.
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la mas distinta. De dos imagenes con el mismo grado de
distincion, la mas apropiada sera aquella que contenga,
junto con los elementos esenciales, el menor niimero po-
sible de relaciones vacias o superfluas — la cual es ademas
la més simple. (Hertz 1894, pp. 2-3)

Hertz divide el requerimiento de adecuacion en dos sub—criterios:
la distincién [Deutlichkeit] y la simplicidad [Einfachheit]. La distin-
cion se asocia a la idea de que la imagen debe ser lo mas completa
posible, en el sentido de ser capaz de reflejar la mayor cantidad
posible de caracteristicas o relaciones esenciales de los fenémenos.
Como se pregunta Hertz respecto de la distincion de la imagen
clasica de la mecanica de Newton y Lagrange: “;Contiene todas
las caracteristicas que nuestro conocimiento presente nos permite
distinguir en los movimientos naturales?” (Hertz 1894, p. 11). La
imagen mas distinta posible sera pues aquella que no sélo represen-
te correctamente un gran nimero de movimientos naturales, sino
aquella que incluya a todos los movimientos sin excepcién.!”

El requerimiento de la distincion de una imagen, conjuntamente
con la nocion de correccién, se relaciona con la nocién de comple-
titud de un sistema axiomatico, segiin es concebida por Hilbert en
este periodo. Como lo veremos mas adelante, en esta etapa ini-
cial Hilbert maneja una nocién de completitud mas bien informal o
pragmatica, que consiste en una especie de mixtura entre axiomati-
ca material y axiomdtica formal.'® De acuerdo con esta “nocién
informal”, un sistema de axiomas () para una disciplina A es com-
pleto si todos'® los hechos conocidos o teoremas de A pueden ser
representados en (), ya sea como axiomas o0 como consecuencias
deductivas de los axiomas.

Esta nocién puede ser ilustrada facilmente a través de un ejem-
plo, tomado de la geometria. Una novedad importante de Funda-
mentos de la geometria es el tratamiento que alli recibe la relacién
de congruencia. En efecto, Hilbert abandona el método de Eucli-
des para demostrar la congruencia de dos figuras, i.e. “el método
de superposicién”, por ser logicamente confuso y por estar basado

17 Cf. (Hertz 1894, p. 42).

18 Véase el capitulo 7.

19 En la introduccién de Fundamentos de la geometria, Hilbert habla de “los
teoremas m&s importantes de la geometrfa” (Hilbert 1899, p. 1), y no de
todos los teoremas. Véase infra, seccion 7.4.1.
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en la nocién de movimiento. Este método es reemplazado por un
conjunto de axiomas, que simplemente “postula” la congruencia de
segmentos y angulos. De este modo, el sistema axiomatico de Hil-
bert es completo, en la medida en que de sus axiomas de congruencia
pueden obtenerse — con la ayuda del resto de los axiomas — todos
los teoremas de congruencia que se encuentran en los libros I-1V de
los Elementos. En este sentido, esta nocion informal de completitud
es similar a una conjunciéon de los requerimientos de distincion y
correccién de Hertz.2°

En cuanto a la idea de simplicidad, Hertz exige que las imagenes
contengan el menor nimero posible de elementos innecesarios, es
decir, de conceptos que puedan ser excluidos sin detrimento de la
capacidad predictiva de la teoria. Un ejemplo evidente de esta clase
de simplicidad se observa en la propia imagen de la mecédnica de
Hertz, que utiliza sélo tres conceptos primitivos en lugar de cuatro,
como era habitual.2! De modo andlogo, Hilbert incluye a la sim-
plicidad como una propiedad de los sistemas axiomaticos, aunque
no se trata de una propiedad que pueda ser demostrada formal-
mente, sino de un requerimiento que podria llamarse “estético”.
Sin embargo, la independencia exigida a todos los axiomas es un
instrumento 1util para evitar la introduccion dentro del sistema de
elementos redundantes o prescindibles.

La posicién de Hertz respecto de la adecuacion o conveniencia
de una imagen es consecuente con su afirmacién de que pueden
existir diversas imagenes correctas de los objetos externos. Asimis-
mo, coincide con la observacion de Hilbert, segtin la cual, aunque
“todo sistema de unidades y axiomas que describe completamente
a los fendmenos estd tan justificado como cualquier otro” (Hilbert
1893/1894b, p. 104), es posible probar que un sistema de axiomas
es el més adecuado, respecto de cierto punto de vista.

Hasta aqui las coincidencias entre las criterios para las imégenes
de Hertz y las propiedades de los sistemas de axiomas de Hilbert.
Pasemos ahora a analizar otro de los puntos de contacto entre am-
bas posiciones, a saber: la afirmaciéon de Hilbert de que sus azio-
mas para la geometria pueden ser entendidos como las imdgenes de
Hertz.

20 El tema de la completitud es abordado detalladamente en el capitulo 7.
21 Véase infra, seccién 3.6.1.
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3.5. Los axiomas de Hilbert y las Bilder de Hertz

Hilbert apela en sus cursos a la teoria pictorica de Hertz para
ilustrar el modo en que deben entenderse el lugar y la naturaleza
de los axiomas dentro de las teorias axiomatizadas. Ya desde 1894,
ano en que adopta por primera vez un abordaje axiomatico a la
geometria, Hilbert reconoce que un sistema axiomatico debe ser
entendido como un entramado de conceptos, una estructura rela-
cional, que no esta restringida a un determinado dominio fijo, sino
que por el contrario es libre de recibir diversas interpretaciones. De
la misma manera, un axioma geométrico no podra ser mas entendi-
do como una verdad inmediata acerca de un dominio intuitivo fijo
— el espacio fisico —, sino que en sus sistemas axiomaticos para la
geometria, Hilbert sostiene que los axiomas funcionan como pro-
posiciones no interpretadas. Si bien las conectivas légicas todavia
poseen su significado habitual, los términos geométricos basicos no
estan ligados a una interpretacion fija, sino que pueden recibir di-
versas interpretaciones, tanto dentro de otras teorias matematicas,
como dentro de otra clase de teorias, por ejemplo, las teorias fisicas.
En consecuencia, aunque la experiencia y la intuicion hayan desem-
penado un papel fundamental en el establecimiento del conjunto de
‘hechos’ basicos, una teoria geométrica no debe limitarse a lo que
estd intuitiva o empiricamente justificado; en ese sentido, ninguna
interpretacién o realizacion particular puede ser privilegiada por
sobre otras.

Ahora bien, esta nueva manera de ver los sistemas axioméaticos en
general, y los axiomas de la geometria en particular, encuentra un
paralelo notable en el modo en que Hertz define las teorias fisicas
como sistemas hipotéticos—deductivos y en su nocion de “principio”
de la mecanica:

En sentido estricto, originalmente en la mecanica se ha
entendido por un principio a toda afirmacién que no se
deriva de otras proposiciones de la mecanica, sino que se
considera como el resultado directo de otras fuentes de
conocimiento. (...) Pero estas proposiciones concretas
particulares no seran lo que tendremos en mente cuando
hablemos sencilla y generalmente de los principios de
la mecénica; por ello entenderemos a cualquier eleccion
entre aquellas y entre otras proposiciones similares, que
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satisfaga la condicion de que sea posible desarrollar de
alli toda la mecdnica por medios puramente deductivos,
sin una referencia ulterior a la experiencia. (Hertz 1894,
pp. 4-5. El énfasis es mio)

Lo que determina que una proposicion deba ser considerada como
un “principio” de la mecanica no es la inmediatez de su evidencia
intuitiva o empirica, sino la capacidad de obtener a partir de ella
el resto de proposiciones y teoremas, exclusivamente por medio de
inferencias deductivas y sin apelar a la experiencia. A ello se hace
referencia cuando se habla de la posicién axiomatica o deductivis-
ta de Hertz. Ademas, este modo de concebir los principios de la
mecanica conlleva que una imagen, en tanto producto puramente
intelectual, se relaciona con los objetos externos estrictamente en
funcién del cumplimiento del requerimiento fundamental: las conse-
cuencias deductivas de las imédgenes en el pensamiento deben valer
a su vez en la naturaleza. Un principio de la mecénica — tomado
como una imagen de los objetos externos — no intenta ser una afir-
macion acerca de la esencia de las cosas externas, de como éstas son
en si; su relacion se limita a la condicién establecida en el criterio
fundamental. Por otro lado, como una consecuencia de lo anterior,
y al igual que lo sostenido por Hilbert en relacion a los sistemas
axiomaticos, para Hertz una caracteristica central de las imagenes
permisibles y correctas es que no puede afirmarse justificadamente
que alguna de ellas se halla méas cerca que otra de la naturaleza de
los objetos:

En este sentido, las ideas fundamentales de la mecéni-
ca, junto con los principios que las conectan, represen-
tan la imagen mas simple que la fisica puede producir
de las cosas en el mundo sensible y de los procesos que
ocurren en ella. Al cambiar la eleccion de las proposi-
ciones que tomamos como fundamentales, podemos dar
diversas presentactones de los principios de la mecdani-
ca. De este modo podemos obtener diversas imagenes de
las cosas, y estas imagenes deben ser comparadas entre
st respecto de la admisibilidad logica, la correccion y la
conveniencia. (Hertz 1894, p. 4-5. El énfasis es mio.)

Desde un punto de vista epistemolégico, ninguna imagen [Bild|
puede ser privilegiada argumentando que representa con mayor fi-
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delidad la werdadera naturaleza de los objetos. De ese modo de
concebir los principios de la mecanica a la nociéon de axioma como
proposicion no interpretada, sélo hay un pequeno paso.

Otra consecuencia de entender los principios de la mecanica — y
los axiomas de la geometria — de esta manera, es que el problema
de la admisibilidad légica y de la consistencia se vuelve crucial. En
la concepcién clasica, la ausencia de contradiccién de los principios
y axiomas estaba garantizada por su caracter de verdades fundadas
en una evidencia intuitiva inmediata. Sin embargo, al convertir los
principios de la mecanica en Bilder o representaciones intelectuales,
que son postuladas como los elementos basicos de un sistema, la
cuestion de si estos principios no conllevan o pueden conducir a
contradicciones se vuelve primordial. De alli la insistencia de Hertz
en la admisibilidad l6gica como el criterio mas importante que debe
ser garantizado de una imagen.

En el caso de Hilbert, esta transicién se pone notablemente de
manifiesto en la renombrada controversia epistolar que mantuvo con
Frege, a propdsito de la publicacién del Festschrift (Hilbert 1899).
Como es bien sabido, Frege manifiesta alli serias dudas en torno al
‘nuevo significado’ que Hilbert le confiere a la palabra axioma. Frege
defiende una concepcién tradicional de los axiomas de la geometria,
que coincide exactamente con la caracterizacion que presenta Hertz
de la nocién clasica de principio en la mecénica:

Llamo axiomas a las proposiciones que son verdaderas
pero no demostradas, ya que nuestro conocimiento de
ellas se sigue de una fuente de conocimiento distinta a
la légica, que se puede llamar intuicion espacial. De la
verdad de los axiomas se sigue que no se contradicen
entre si. (Frege 1976, p. 63)

Por el contrario, para Hilbert los axiomas de la geometria no son
proposiciones verdaderas acerca del espacio fisico, sino un conjunto
de enunciados (hipotéticos) acerca de un sistema de ‘objetos del
pensamiento’. Es precisamente por ello que una prueba de consis-
tencia es el criterio fundamental para establecer la validez de un
sistema axiomé&tico.??

22 La polémica entre Hilbert y Frege serd analizada en el capitulo 4.
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Ahora bien, sugestivamente Hilbert recurre justamente a Hertz
para resaltar que la incomprensién de Frege se debe a su incapaci-
dad de advertir este nuevo modo de concebir los principios de una
teoria organizada axiomaticamente. En el tercer volumen de sus
“Diarios cientificos” |[Wissenchaftliches Tagebuch], Hilbert realiza
la siguiente observacion:

Frege tergiversa [las cosas] al haber entendido comple-
tamente mal el sentido y el objetivo de mi fundamenta-
cién [de la geometria]. Obviamente es posible emplear
otras palabras en lugar de ‘punto’, ‘linea’, ‘plano’, ‘en-
tre’; lo cual no es nada nuevo. (...) Mi concepcién coin-
cide exactamente con la de Hertz (introduccién a su
mecanica). Lo que yo llamo objetos del pensamiento
[Gedankendinge], son las imégenes de Hertz, los ‘signos’

de Pringsheim, Thomae, etc.?3

Hilbert senala una vez mas que en su presentacién axiomatica de la
geometria los términos primitivos, aun cuando conservan su nom-
bre habitual que nos recuerda su significado geométrico intuitivo,
se refieren a un conjunto de ‘objetos del pensamiento’, i.e. objetos
pertenecientes a un nivel conceptual, y no a las ‘lineas’, ‘puntos’ y
‘planos’ intuitivos o ‘reales’. En este preciso sentido, resulta fructife-
ro concebir estos objetos del pensamiento como las imagenes de
Hertz. Sin embargo, Hilbert afirma también en reiteradas oportu-
nidades que sus axiomas deben ser entendidos como las imagenes de
Hertz. De este modo, las Bilder de Hertz pueden ser, para Hilbert,
imagenes tanto de objetos u cosas como de hechos geométricos.

Es preciso reconocer que el propio Hertz utiliza con esta misma
flexibilidad su nocién de ‘imagen’. Por un lado, Hertz reitera en
multiples lugares, desde las primeras lineas de la introduccién a sus
Principios de la mecdnica, que las imégenes son “las representacio-
nes que nos creamos para nosotros de los objetos externos” (Hertz
1894, p. 1).24 Por otro lado, sostiene que con su nueva presentacion

23 Cod. Ms. D. Hilbert 600:3, p. 75-76. El énfasis es mio. Hasta donde llega
mi conocimiento, éste es el tnico lugar en donde Hilbert se refiere a la
controversia con Frege, tras haberla interrumpido abruptamente en 1902.
Es dificil datar con precision la observacién; sin embargo, el contexto de
estas notas permite inferir que no pudo haber sido escrita después de 1905.

24 Véase también (Hertz 1894, pp. 2-3).
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de la mecanica busca proponer una nueva imagen de esta teoria fisi-
ca. Su objetivo es ofrecer una nueva imagen [Bild] que describa de
un modo mas simple, completo y consistente, el comportamiento de
un determinado rango de fenémenos, o sea, el conjunto de hechos
de los que se ocupa la mecénica.?

Mas alla de esta libertad para hacer que las imagenes sean repre-
sentaciones tanto de objetos o cosas como de hechos, las referencias
de Hilbert a la teoria pictérica de Hertz resultan completamente
consecuentes respecto de lo siguiente: el modo en que Hertz des-
cribe en su Bildtheorie la relacién entre las teorias fisicas y los
fenémenos ilustra elocuentemente el giro metodologico que Hilbert
intenta imprimirle a la idea de axiomatica en geometria. Aunque
en cuanto a su origen la geometria es — al igual que la mecénica —
una ciencia natural, gracias al proceso de axiomatizacion formal se
convierte en una teoria matematica pura, que no intenta ser una
descripcion directa o inmediata del espacio fisico. Pareceria enton-
ces correcto pensar que para Hilbert el sistema axiomdtico mismo,
con sus correspondientes axiomas y términos primitivos, constitu-
ye una imagen en el sentido de Hertz. Otra similitud entre ambas
propuestas, que enseguida analizaremos, apunta en esta direccion.

3.6. Elementos ideales y masas invisibles

Este nuevo modo de concebir los axiomas de la geometria y los
principios de la mecanica acarrea, como una consecuencia inmedia-
ta, una modificacién en la manera de entender cémo debe proceder
la construccién de una teoria — ya sea matemaética o fisica — en for-
ma axiomatica o hipotético—deductiva. Es interesante subrayar que,
también en este punto, es posible encontrar entre Hilbert y Hertz
coincidencias notables. Me refiero a las semejanzas conceptuales
que existen entre una de las innovaciones técnicas y metodologicas
mas importantes que lleva a cabo Hertz en su presentacion de la
mecanica, i.e. la introduccién de masas invisibles u ocultas, y uno
de los pilares del método axiomatico hilbertiano: el método de los
elementos ideales.

25 Cf. (Hertz 1894, pp. 39-40).
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3.6.1. Las ‘masas invisibles’ en la mecanica de Hertz

La concepcion de Hertz de las teorias cientificas como imagenes
intelectuales implica una nueva manera de entender la relacién en-
tre las teorfas fisicas y los fenémenos. De acuerdo con esta nueva
concepcion, el tnico respecto en el que nuestras teorias cientificas
o imégenes deben concordar con los fenémenos es el cumplimiento
del criterio fundamental: las consecuencias en el pensamiento que se
siguen de las imagenes deben valer a su vez en la naturaleza. Cual-
quier concordancia ulterior es, a los efectos de la prediccion cientifi-
ca, superflua; incluso, Hertz senala que otra concordancia quizas
no sea siquiera posible. Este modo de concebir las teorias ofrece
luego una justificacion para la introduccién de elementos tedricos o
conceptos que, aunque carecen de un correlato empirico observable,
permiten simplificar y generalizar la explicacion de un rango deter-
minado de phenomena. Mas aun, para Hertz ello no es solamente
posible, sino que es absolutamente imprescindible para conseguir
una imagen completa:

Si intentamos comprender el movimiento de los cuerpos
a nuestro alrededor y reducirlo a reglas simples y claras,
considerando exclusivamente lo que puede ser observa-
do directamente, nuestro intento en general fracasaré.
Inmediatamente nos convenceremos de que la totalidad
de lo que podemos ver y tocar no forma atin un univer-
so legaliforme [gesetzmdssige], en el que de las mismas
condiciones se siguen siempre las mismas consecuencias.
(...) Si deseamos obtener una imagen del mundo [ Welt-
bild] completa, acabada y conforme a una ley, tenemos
que admitir, detras de las cosas que vemos, otras cosas
invisibles; debemos buscar detras de los limites de nues-

tros sentidos, otros elementos co—actuantes que estan
ocultos [heimliche Mitspieler]. (Hertz 1894, p. 30)

Hertz cree que no podemos alcanzar una explicaciéon de la materia
tangible y visible sin asumir la existencia de ciertos actores “in-
visibles”. Ahora bien, esto oculto no es sino masas que en si son
iguales a las masas tangibles, con la excepcion de que no podemos
percibirlas de la misma manera en que percibimos a la materia vi-

sible. Podemos inferir sus propiedades a partir del modo en que
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éstas operan sobre la materia tangible, a través de sus conexiones.
Empero, la unica diferencia entre la materia tangible y la intan-
gible consiste en el modo en que estdn conectadas con el aparato
sensorial humano. No se trata de una diferencia de clase, sino sélo
respecto a nuestro modo de percepcion.

La ‘imagen’ de la mecanica de Hertz consta entonces solo de tres
conceptos primitivos — espacio, tiempo y masa —, a los que se les
deben anadir las masas ocultas. Las tres primeras nociones pueden
ser determinadas a través de experiencias sensibles concretas, con
lo cual resultan justificadas empiricamente:

En primer lugar introducimos los tres conceptos basicos
e independientes de tiempo, espacio y masa como ob-
jetos de la experiencia, y al mismo tiempo fijamos por
medio de qué experiencias sensibles concretas, tiempo,
espacio y masa seran determinados. Con respecto a las
masas, afirmamos asi que junto con las masas que pue-
den ser percibidas por los sentidos, [otras] masas ocultas
pueden ser introducidas por medio de hipétesis. (Hertz
1894, p. 32)

Hertz evita de esta manera la inclusién de un cuarto elemento
primitivo: la fuerza, en la concepcion mecanica clasica de Newton
y Lagrange; o la energia, en la representacion energeticista de la
mecanica que intenta fundarla en las leyes de la transformacién
de la energia.?8 Por otro lado, para compensar la exclusién de las
fuerzas como un concepto primitivo de la teoria, se introducen can-
tidades ocultas, bajo la forma de masas ocultas (verborgene Mas-
sen). Las masas ocultas cooperan con las cantidades visibles en la
descripcion de los movimientos a través de una transformacion de
todos los movimientos en movimientos inerciales. Asimismo, gra-
cias a la inclusién de estas masas invisibles, la energia potencial,

26 Hertz reconoce que, en el momento de la redaccién de su libro, no existia
todavia un manual que expusiera a la mecanica desde el punto de vista de
la idea de energia. En tal sentido, Hertz no asocia la imagen energicista a un
autor particular, sino més bien a una idea general muy influyente durante
las “dltimas décadas” (Hertz 1894, p. 17). Bésicamente, esta imagen de la
mecanica consta de cuatro conceptos fundamentales: espacio, tiempo, masa
y energia, y utiliza al principio de Hamilton de la minima accién como la
ley mecanica fundamental.
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que carece de sentido sin el concepto de fuerza, puede ser rede-
finida simplemente como energia cinética de estas mismas masas
ocultas.?” La introduccién de estas “masas invisibles” permite que
la imagen hertziana de la mecanica gane sustancialmente en clari-
dad légica, cumpliendo de ese modo con el criterio fundamental de
permisibilidad. Es decir, en opiniéon de Hertz, aunque la primera
imagen de la mecanica es aceptable en lo que se refiere a la “correc-
cion” (Richtigkeit), las propiedades contradictorias que le atribuye
a la nocion de fuerza — al considerarla en ocasiones tanto como
causa y como resultado del movimiento — introduce problemas y
confusiones importantes en el que respecta a la permisibilidad 16gi-
ca.?® Segiin Hertz, su imagen supera entonces en claridad légica y
simplicidad a las presentaciones anteriores de la mecanica, al ba-
sarse inicamente en tres conceptos basicos?”, a los que se les deben
sumar los elementos invisibles. Por otra parte, Hertz pensaba que
estas masas ocultas ofrecian una solucion al problema de la explica-
cion mecanica de la electrodinamica, tal como habia sido planteado
por Maxwell.°

En resumen, Hertz le confirié una gran importancia a la admisién
de cantidades ocultas, en cuanto nueva herramienta para presentar
el sistema de mecanica. En efecto, estos elementos invisibles no
hacian sino confirmar su visiéon del cambio de estatus de las teorias
cientificas, a saber: éstas debian dejar de ser consideradas como una
descripcion de la naturaleza, para comenzar a ser vistas como cons-

2T Cf. (D’Agostino 2000, p. 194).

28 El problema fundamental que encuentra Hertz en la concepcién mecénica
clasica, cuya exposicion mas acabada se encuentra para este autor en las
obras de Newton y Lagrange, tiene que ver con el concepto bésico de fuerza.
En particular, para Hertz, en la imagen clésica de la mecanica el concepto de
accion y reaccion aplicado al movimiento circular y, en general, a la relacion
entre fuerzas externas e internas (inerciales), es légicamente confuso. Sobre
las criticas de Hertz a la imagen de la mecdnica clasica véase (Hertz 1894,
pp. 6-16).

Es posible argumentar que ésta no seria una razon suficiente para mante-
ner que la imagen de la geometria de Hertz es mas simple. Por ejemplo,
el sistema para la mecanica cldsica de Kirchhoff contaba ya de sélo tres
conceptos bésicos (espacio, tiempo y masa). Cf. Kirchhoff (1877). Sobre la
presentacion de la mecanica clésica de Kirchhoff puede verse Passos™ Videira
(2011).

Para una discusion sobre el rol de estos agentes ocultos en la mecénica de
Hertz véase (Liitzen 2005).

29

30
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trucciones intelectuales, como imagenes de los fenémenos. Dicho de
otro modo, la admisién de elementos invisibles en la presentacién de
la mecanica se corresponde con la concepcion de Hertz de las teorias
fisicas como modelos tedricos, en donde cada uno de los conceptos
no debia corresponderse necesariamente con algo observable en un
nivel empirico. Y en definitiva, en este rechazo de la corresponden-
cia entre un concepto y algo observable, consiste su tesis de que las
teorfas no son sino imagenes intelectuales [innere Scheinbilder] de
los fenémenos.

Por otro lado, en lo que toca a su estatus epistemolégico, Hertz
reconoce que estas masas invisibles no son nada misterioso, no co-
rresponden a ninguna categoria especial, sino que en el fondo se
trata de los mismos conceptos basicos, introducidos siguiendo el
unico objetivo metodoldgico de simplificar y completar la explica-
cién del movimiento mecanico de los fenémenos:

Podemos admitir que hay algo oculto operando y sin
embargo negar que pertenezca a una categoria especial.
Podemos suponer libremente que esto oculto [das Ver-
borgene] no es otra cosa sino nuevamente movimiento y
masa; y de hecho movimiento y masa tales que en si no
se distinguen de los visibles, sino sé6lo en relacién a no-
sotros y a nuestros medios usuales de percepcion. Ahora
bien, este modo de pensar es nuestra hipdtesis. Supone-
mos que es posible representarse las masas visibles del
universo junto con otras masas que obedecen las mismas
leyes, y del tal modo que el todo se vuelve inteligible y
conforme a una ley. (Hertz 1894, pp. 30-31)3!

Vemos entonces que la admisién de elementos invisibles en la
presentacion de la mecanica se corresponde con la concepcién de
Hertz de las teorias fisicas como modelos tedricos, en donde cada
uno de los conceptos no debe corresponderse necesariamente con
algo observable en un nivel empirico. En suma, Hertz pone de ma-
nifiesto un procedimiento inevitable en la elaboracion de una teoria
cientifica, a saber: la necesidad de transcender el dominio de los
fenémenos inmediatamente dados — el dominio original de la teoria
— para conseguir una explicacién tedricamente mas completa, sim-
ple y general.

31 Véase también (Hertz 1894, §301).
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3.6.2. Elementos ideales y el método axiomatico en Hilbert

Este aspecto que Hertz destaca del pensamiento tedrico se vincu-
la evidentemente, en el campo de la matematica, con el método de
extensién de dominios mediante la introduccion de elementos idea-
les. En el siglo XIX, notables mateméaticos como Kummer, Dirichlet
y Dedekind, entre otros, pusieron en practica este método fructife-
ramente. Sin embargo, a través de su nuevo método axiomatico,
Hilbert le confirié una justificacion explicita y lo convirtié en una
herramienta fundamental para la labor matematica. En las notas
que hemos venido analizando, Hilbert presenta una serie de ob-
servaciones muy interesantes, cuyas similitudes con Hertz quisiera
resaltar.

El método de los elementos ideales ha sido aplicado practicamen-
te en todas las ramas de la matematica: algebra, andlisis, teoria de
numeros, geometria, etc. Un caso muy conocido, y a menudo citado
a modo de ejemplo, es la introduccién de puntos, lineas y planos
impropios o “del infinito” en la geometria proyectiva.?? Sin embar-
go, en sus notas de clases (Hilbert 1898 /1899b), Hilbert presenta
un ejemplo diferente del método de los elementos ideales y realiza
una serie de comentarios muy sugerentes e ilustrativos al respecto.

Las notas de clases de Hilbert muestran que uno de sus objeti-
vos primordiales era asegurar que su sistema de axiomas para la
geometria euclidea elemental tenia un ‘modelo’ o realizacién en la
geometria analitica cartesiana, i.e. la geometria analitica basada en
el sistema usual de los nimeros reales. La investigacién en torno a
qué axiomas eran necesarios para alcanzar tal fin se convirtio asi en
una tarea central en sus indagaciones geométricas. Ahora bien, el
sistema axiomatico presentado en la primera ediciéon de Fundamen-
tos de la geometria (Hilbert 1899) era insuficiente para garantizar
una completa coordenatizacién de los puntos de la linea geométrica
con los ntimeros reales. El problema residia en el grupo de axiomas
de continuidad, que en el sistema de axiomas original de 1899 es-
taba conformado tinicamente por el axioma de Arquimedes , en su
version mas usual. Dicho axioma, y Hilbert lo advierte manifiesta-
mente, permite solamente asignar univocamente a cada punto de la
linea un nimero real. No garantiza, en cambio, que a cada nimero

32 Este ejemplo es analizado, en conexién con el método axioméatico de Hilbert,
por (Torres 2009).
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real le corresponda un punto en la linea geométrica. En consecuen-
cia, el sistema axiomatico original del Festschrift s6lo puede tener
un ‘modelo’ en una geometria analitica cuyas coordenadas forman
un cuerpo ordenado arquimediano — como por ejemplo el de los
numeros algebraicos — pero no un cuerpo ordenado completo, i.e.
el cuerpo de los niimeros reales. Para que dicho sistema de axiomas
pudiera garantizar la correspondencia biunivoca entre los puntos de
la linea y los niimeros reales, era necesario en cambio completar el
dominio definido originalmente agregando nuevos puntos. Hilbert lo
explica de la siguiente manera en el manuscrito recién mencionado:

En virtud del axioma de Arquimedes se puede conse-
guir ahora la introduccién del nimero en la geometria
(...). Sin embargo, no se sigue de nuestros axiomas que
también a cada nimero le corresponde un punto de la
linea. Ello puede lograrse a través de la introduccion
de puntos irracionales — ideales — (axioma de Cantor).
(Hilbert 1898/1899a, pp. 390-91)

Un poco mas tarde Hilbert solucionara el problema de la corres-
pondencia uno—a-uno — isomorfismo — de su sistema de axiomas
con la geometria analitica cartesiana basada en los niimero reales
agregando, a su sistema original, el famoso axioma de completitud.
Ello ocurrié por primera vez en la traduccién al francés de Funda-
mentos en 1900, y luego a partir de la segunda ediciéon alemana, en
1903. Esencialmente, el axioma de completitud impone una condi-
ciéon de maximalidad sobre el conjunto de los objetos geométricos,
determinando que el tnico cuerpo numérico que puede satisfacer
la totalidad de los axiomas para la geometria euclidea es el cuerpo
ordenado completo de los reales. Sin embargo, ya que estas notas
datan de 1898, Hilbert todavia no contaba con el axioma de comple-
titud. La correspondencia biunivoca es entonces lograda por medio
de la introduccion de puntos irracionales o “ideales” a través del
llamado “axioma de Cantor”, que afirma precisamente que a cada
nimero real le corresponde un tinico punto en la linea geométrica.?
Postulando la existencia de estos nuevos puntos, es posible comple-
tar el sistema de objetos definido por los axiomas, con lo cual se
logra un isomorfismo con la geometria analitica construida sobre
los nimeros reales.

33 Véase Capitulo 6, apartado 7.4.4.2.
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Ahora bien, a la hora de pronunciarse respecto del estatus episte-
moldgico de estos nuevos elementos del sistema y de la justificacion
de su inclusién, Hilbert realiza en estas notas la siguiente afirma-
cion, de una similitud notable al pasaje anteriormente citado de
Hertz:

Es posible mostrar que estos puntos ideales satisfacen el
conjunto de axiomas I-IV; luego es por ello indiferente
si éstos son introducidos aqui, o antes en un lugar pre-
vio. La pregunta respecto de si estos puntos realmente
“existen”, es en virtud de las razones mencionadas com-
pletamente initil [missig|; para nuestro conocimiento
empirico de las propiedades espaciales de las cosas es-
tos puntos irracionales no son necesarios. Su utilidad
es exclusivamente metodoldgica; recién con su ayuda se
vuelve posible desarrollar a la geometria analitica en su
completa extension. (Hilbert 1898/1899a, p. 391)

De modo analogo a Hertz, la razon para postular estos nuevos
elementos (ideales) es estrictamente metodoldgica, i.e. la simplifi-
caciéon y la mayor plenitud en la explicacion o caracterizacion del
dominio que es objeto de indagacion. La pregunta por la naturale-
za de estos nuevos elementos cobra entonces sentido sélo respecto
del sistema axiomatico o la teoria en cuestion. Y la respuesta es,
a su vez, simple y directa: podemos postular cualquier nuevo ele-
mento dentro del sistema, en la medida en que su introduccion no
conduzca a contradicciones en relacion a la estructura relacional
originalmente definida.

Finalmente, méas alla de las diferencias especificas entre el ejem-
plo matematico presentado y la utilizacion de este método por parte
de Hertz en la mecanica, esta comparacion ilustra una coinciden-
cia fundamental entre ambos autores, respecto de un rasgo esencial
del pensamiento tedrico: estamos justificados e incluso es necesa-
rio transcender el campo de lo dado inmediata e intuitivamente, a
través de la postulacion de la existencia de nuevos elementos, con
el fin de lograr una simplificacién, generalizacién y completitud en
la explicacién o caracterizacién de los objetos en cuestién. Sélo es-
tamos limitados por un tnico requisito: la consistencia. Hilbert lo
senala de la siguiente manera, en un texto correspondiente a un
periodo posterior:
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Existe luego una condicién, una tnica [condicién], pe-
ro también absolutamente necesaria, para la aplicacion
del método de los elementos ideales, a saber: la prueba
de consistencia. La extensién a través de la inclusion
de [elementos| ideales es solamente licita, cuando con
ello no se originan contradicciones en el dominio origi-
nal; es decir, cuando al eliminar los elementos ideales,
las relaciones que resultan para los elementos origina-
les también son validas en el dominio original. (Hilbert
1926, p. 179)

Y en ello concuerda también Hertz, al poner el énfasis en el valor
de la admisibilidad logica de las imédgenes que nos formamos.

3.7. Observaciones finales

Para concluir este capitulo, quisiera senalar que la influencia de
la Bildtheorie de Hertz en la temprana concepcién axiomaética de
la geometria de Hilbert pone de manifiesto tres cuestiones centrales
respecto de la posicién de este tltimo.

En primer lugar, la conexién con la teoria pictérica de Hertz cir-
cunscribe el empirismo que caracteriza la concepcién hilbertiana de
la geometria, en este periodo inicial, al reconocimiento del origen
de la geometria como una ciencia natural. Dicho de otro modo, las
referencias a la Bildtheorie permiten ver con claridad cuan lejos se
hallaba la concepcion de la geometria de Hilbert respecto de otras
posiciones radicalmente empiristas.?® Ello resulta evidente en fun-
cién de lo siguiente: al caracterizar sus axiomas para la geometria
por medio de las Bilder de Hertz, Hilbert rechaza el principio basi-
co de toda posicién radicalmente empirista. De acuerdo con este
principio, los conceptos geométricos basicos deben corresponder-
se originalmente con objetos empiricos, y las relaciones expresadas
en los axiomas deben corresponderse exactamente con ‘hechos de
la experiencia’. En contraposicién a este empirismo radical, Hilbert
resalta el origen empirico de muchos de los axiomas de la geometria,

34 El ejemplo quizéds més claro de una posicién radicalmente empirista es Pasch
(1882). Un andlisis de ésta y otras posiciones empiristas puede encontrarse
en Schlimm (2010b) y Torretti (1984).
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pero impone — al igual que Hertz — como 1nico requerimiento fun-
damental, que el conjunto de los objetos y axiomas elegidos permita
una reconstruccién consistente, completa, légicamente clara y sim-
ple de la ‘realidad geométrica’. Ello sin importar que se introduzcan
elementos o conceptos, cuya certeza intuitiva o empirica diverja res-
pecto de la certeza que poseemos de otros objetos basicos.

En segundo lugar, en virtud del andlisis presentado es posible
precisar mejor la tesis de Hilbert, en cierta medida llamativa dada
su posicion axioméatica abstracta, segin la cual la geometria es una
ciencia natural. En este periodo®®, dicha afirmacién se explica en
la medida en que para Hilbert la geometria no es exclusivamente
un producto del ‘pensamiento puro’, como si lo son en cambio la
aritmética y el andlisis. En otras palabras, que la geometria es la
mas perfecta de las ciencias naturales se sigue, en esta etapa para
Hilbert, de la distincién fundamental — de raigambre gaussiana —
entre matematica pura y matematica mixta. Ello implica, sin em-
bargo, el rechazo de una intuicion pura en la base de la geometria.
Y aunque Hilbert disimula este supuesto al senalar que en sus in-
vestigaciones la cuestién de si nuestra intuicién espacial es empirica
o a priort no es abordada, es claro que su concepcién temprana de
la geometria es incompatible con una intuiciéon pura del espacio.

Por ultimo, la conexién con Hertz aporta elementos contunden-
tes para oponerse a la interpretacion formalista radical o extrema
de la concepcién de la geometria de Hilbert. El resultado de una
axiomatizacion de la geometria a la Hilbert es un sistema axiomati-
co abstracto o formal. En tanto tal, dicha concepcion axiomatica
es totalmente compatible con la idea de que la matematica debe
entenderse como una mera coleccion de sistemas abstractos y for-
males, construidos a partir de un conjunto arbitrariamente dado de
postulados, sin un significado intrinseco. Ahora bien, al describir su
objetivo como la tarea de proporcionar una “imagen de la realidad
geométrica”, Hilbert se separa indudablemente de aquellas posi-
ciones excesivamente formalistas. Los elementos del sistema hilber-
tiano — al igual que en el sistema de Hertz para la mecénica — no son
los ‘puntos’, ‘lineas’ y ‘planos’ reales o intuitivos, sino un conjunto
de ‘objetos del pensamiento’ [Gedankendinge|, abstractamente ca-

35 Corry (2006) ha analizado las consecuencias que tuvo, para la concepcién
de la geometria de Hilbert, el advenimiento de la teoria de la relatividad
especial (1905) y general (1915) de Einstein.
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racterizados por medio de los axiomas. Ello no quita que la razon
fundamental para realizar un analisis axiomatico sea profundizar
nuestro conocimiento, y perfeccionar la claridad epistemoldgica, de
una disciplina matematica en un estado muy avanzado y elaborado
de su desarrollo. No se trata de jugar con un conjunto cualquiera
de postulados o axiomas, para ver qué proposiciones o teoremas es
posible obtener de alli exclusivamente por medio de deducciones
légicas. Antes bien, lo que se busca es alcanzar una re—presentacién
mas perspicua y consistente, que también lleve a descubrir nuevos
resultados, de una disciplina en sus origenes enraizada en la expe-
riencia y la intuicién. En definitiva, el método axiomético se ajusta
a aquella creencia fundamental, tantas veces repetida por Hilbert,
que indica que toda la matemadtica es un resultado de la intima
interacciéon entre el pensamiento y la intuicién.



CAPITULO 4

La polémica con Frege acerca
del método axiomatico

4.1. Introduccién

La célebre controversia epistolar entre Frege y Hilbert, motivada
por la aparicién de Fundamentos de la geometria (Hilbert 1899), es
un episodio que ha captado largamente la atencion de los filésofos
e historiadores de la légica y la matematica. Ello se explica no
solo en virtud de la celebridad de sus protagonistas, sino también
en funcion de que el breve intercambio epistolar ilustra con gran
claridad el conflicto entre una concepcién clasica o tradicional y
una concepcion moderna del método axiomatico, representadas por
Frege y Hilbert, respectivamente. En las pocas paginas en las que
se extiende la polémica, los autores discuten problemas centrales
de la filosofia de la matemaética, tales como la forma y funcién de
las definiciones, la naturaleza y la formulacién de los axiomas, la
naturaleza de las teorias matematicas (axiomatizadas), las nociones
de verdad y existencia matematica, el método de las pruebas de
independencia en geometria.

La polémica tuvo lugar entre 1899 y 1900, y consistié en cinco
cartas.! La discusién estuvo centrada exclusivamente en el Fests-
chrift, aunque sabemos que Frege conocié las notas de clases del

! La totalidad del intercambio epistolar se extiende entre 1885 y 1903, y consta
de cuatro cartas de Frege y dos cartas y cuatro postales de Hilbert. Véase
(Frege 1976).
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curso de Hilbert de 1898/1899, en la versién elaborada por von
Shaper (Hilbert 1898/1899a).? Debido a las duras criticas de Fre-
ge en su segunda carta, Hilbert decidié interrumpir el intercambio
epistolar, acusando no contar con el tiempo suficiente para soste-
ner la discusién por escrito.® Esta situacién no contenté a Frege y
motivo la redaccion de un articulo en 1903, donde intentaba ha-
cer publica la discusion y explicar mas detalladamente su punto de
vista sobre los problemas suscitados por la aparicién del trabajo
de Hilbert. Este articulo fue entonces respondido por Alwin Kor-
selt (1864-1947), un profesor de matemadtica de colegio secundario,
que contaba en aquel momento con un escaso reconocimiento en el
dmbito académico.* Korselt (1903) se propuso defender a Hilbert de
las criticas lanzadas por Frege (1903a), en su opinién originadas en
una comprensién totalmente errada de la nueva concepcién formal
del método axiomético. Finalmente, Frege atacé una vez mas a la
nueva concepcion “moderna” del método axiomatico en un extenso
articulo publicado en 1906.° Este tiltimo trabajo ha suscitado parti-
cularmente el interés de los especialistas, en tanto Frege desarrolla
alli su propia teoria para probar la independencia de un axioma o
una proposicién dada.b

En este capitulo no intentaré reconstruir y analizar todas las
criticas y objeciones planteadas por Frege a la nueva presentacion
axiomdtica de la geometria desarrollada por Hilbert.” Por el con-

2 Frege recibi6 un ejemplar del curso “Elemente der Euklidischen Geometrie”
(Hilbert 1898/1899a) a través de Heinrich Liebmann, matematico y docente
en aquel momento en Gottingen. En una carta fechada el 29 de julio de 1900,
Frege le agradece a Liebmann el envio del manuscrito de Hilbert. Cf. (Frege
1976, pp. 147-149).

3 Véase Hilbert a Frege, 15 de enero de 1900; en (Frege 1976, p. 76).

4 Sobre Korselt puede verse (Frege 1976, p. 140).

5 Cf. Frege (1906b).

6 Este articulo de Frege ha sido el centro de una importante discusién por
parte de los intérpretes. En particular, las ideas alli vertidas han planteado
la cuestion de si la concepcion fregeana de la 16gica admite una perspectiva
metatedrica. Sobre esta cuestién puede verse (Tappenden 2000), (Antonelli
y May 2000) y (Ricketts 2005).

7 La literatura que se ha ocupado de la controversia entre Frege y Hilbert
es extensa. Entre estos trabajos cabe mencionar a Blanchette (1996), Boos
(1985), Chihara (2004), Coffa (1986; 1991), Demopoulos (1994), Hallett
(2010; 2012), Peckhaus (1990), Resnik (1974; 1980), Shapiro (1997; 2005),
Torretti (1984) y Wehmeier (1997).
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trario, mi objetivo sera mostrar como estas criticas le permitieron a
Hilbert explayarse, aunque en ocasiones muy concisamente, respec-
to de algunas consecuencias fundamentales de su nueva concepcién
axiomatica, a saber: la naturaleza esquematica de las teorias ma-
tematicas, la relacion entre los términos primitivos y los axiomas,
y finalmente, el concepto de existencia en matematica.

En la seccion 4.2 presentaré las criticas mas importantes formu-
ladas por Frege a la concepcion hilbertiana del método axiomatico.
Enseguida (4.3), senalaré que mientras Frege fund6 su rechazo a
esta nueva concepcion axiomatica en motivos o razones filosdficas,
Hilbert se vio conducido a adoptar su concepcién esquematica de las
teorias matematicas por razones eminentemente matemdticas. En
la seccion 4.4 analizaré como explica Hilbert esta concepcion es-
quematica de las teorias matematicas, especialmente, la naturaleza
de los primitivos de una teoria axiomatica. Las secciones siguien-
tes (4.5 y 4.6) se encargan de contextualizar, a raiz del material
que aportan las notas manuscritas de clases, el problema central en
torno al cual gravité la polémica con Frege, a saber: el supuesto
caracter definicional de los axiomas. Finalmente (4.7), examinare-
mos las consecuencias que para Hilbert tiene esta nueva concepcion
axiomatica respecto de la nocién de existencia matemaética.

4.2. Las criticas de Frege a la axiomatica hilbertiana

La impresion general de Frege respecto de la presentacién axioma-
tica de la geometria de Hilbert fue que, desde un punto de vista
general, se trataba de un completo fracaso.® Uno de los problemas
centrales de la obra radicaba en una grave confusién — para Frege
muy habitual entre los matematicos de la época — respecto de la
naturaleza y la funcion de las definiciones y los axiomas en mate-
matica.

Hilbert comienza su exposicion en Fundamentos de la geometria
asumiendo la existencia de “tres sistemas de cosas” [Dinge] a las
que designa con los nombres habituales ‘punto’, ‘linea’ y ‘plano’.
Estos objetos (pensados) son concebidos como manteniendo ciertas
relaciones mutuas, denominadas ‘estar sobre’, ‘entre’ y ‘congruente’.
Los axiomas son los responsables de proporcionar una “descripcion

8 Véase Frege a Liebmann, 29 de julio de 1900; en (Frege 1976, pp. 147-148).
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precisa y matemdticamente completa de estas relaciones” (Hilbert
1899, p. 4). La expresiéon “una descripcién precisa y matematica-
mente completa” no pretende indicar que el sistema axiomatico es
completo, tal como se entiende actualmente esta nocion; en cam-
bio, alude al hecho de que todas las propiedades de, y las relaciones
entre, aquellos primitivos son las que resultan establecidas en los
axiomas, o pueden ser derivadas de ellos.

Sin embargo, Hilbert afirma ademés que el grupo de axiomas de
orden “define” el concepto ‘entre’ (Hilbert 1899, p. 6), y que “los
axiomas del grupo de congruencia definen el concepto ‘congruente’
” (Hilbert 1899, p. 10). Frege entiende que este modo de concebir
las definiciones resulta muy problemético, en tanto esconde una
enorme confusién entre la funciéon que cumplen las definiciones y
axiomas en matematica. Su primera carta a Hilbert presenta una
exposicién magistral de su teoria de las definiciones mateméticas.

Para Frege en toda teoria matematica es preciso distinguir entre
las definiciones y el resto de las proposiciones, i.e. axiomas, teo-
remas y leyes fundamentales. El objetivo de una definiciéon no es
afirmar algo, sino establecer el significado de un nuevo signo (una
palabra, una expresién) que previamente carecia de significado. La
funcion principal de una definicién consiste de ese modo en fijar la
referencia de un término o signo. Por el contrario, las demas propo-
siciones de la matematica constituyen aseveraciones o afirman algo,
y por lo tanto expresan un pensamiento y poseen un valor de verdad.
Ahora bien, de acuerdo con la teoria semantica de “Sobre sentido
y referencia” (Frege 1892b), una proposicién sélo puede expresar
un pensamiento y solo puede tener un valor de verdad, si todos los
términos que la componen tienen una referencia (fija). Para que
los axiomas, teoremas y leyes fundamentales puedan expresar un
pensamiento, es imprescindible que no contengan ningin signo cu-
yo sentido y referencia no haya sido establecido o especificado de
antemano.’

9 Una explicacién precisa de la naturaleza de las definiciones era fundamental
para el proyecto logicista de Frege, en tanto que una de sus tesis centrales
sostenia que las leyes de la aritmética podian ser obtenidas de las leyes de la
l6gica, por medio de definiciones transformacionales. En la seccién § 33 del
primer volumen de Grundgesetze der Arithmetik (1893), Frege desarrolla
una teoria formal de las definiciones, en donde establece por ejemplo los
requerimientos de eliminabilidad y no—creatividad. Esta seccién en mencio-
nada por Frege en su primer carta a Hilbert.
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Frege le aclara a Hilbert este papel fundamental que deben cum-
plir las definiciones, de la siguiente manera:

Resulta absolutamente esencial para el rigor de las in-
vestigaciones matemadticas que la diferencia entre las de-
finiciones y el resto de las proposiciones sea observada
con total precisién. Las otras proposiciones (axiomas,
leyes fundamentales y teoremas) no deben contener nin-
guna palabra o signo cuyo sentido y referencia, o cuya
contribucion al pensamiento expresado, no haya sido ya
completamente establecida, de modo que no existan du-
das respecto del sentido de la proposicion, respecto del
pensamiento alli expresado. Los axiomas y teoremas no
pueden de ningin modo fijar el significado de un signo
o palabra presente en ellos, sino que el significado debe
haber sido establecido previamente.!°

Frege defiende una concepcién clasica de los axiomas que los
concibe como proposiciones verdaderas pero no demostradas, cu-
yo conocimiento proviene en el caso de la geometria de una fuente
distinta a la l6gica, a saber: de la intuicién espacial.'! Siguiendo su
terminologia madura, los axiomas son Pensamientos verdaderos, y
por lo tanto tienen un sentido y una referencia (valor de verdad)
determinado.!'? Mas, si los axiomas son pensamientos verdaderos,
resulta absurdo afirmar que ellos pueden llegar a definir algo, ya
sean los conceptos o las relaciones primitivas de la teoria. Por un
lado, para Frege una proposicion puede expresar un pensamiento
verdadero, sélo si el significado — y por lo tanto la referencia — de
todos los términos que la componen estd completamente determi-
nado. Un axioma no puede ser entonces utilizado para establecer
el significado, y fijar la referencia, de ninguna palabra o signo que
aparece en él. Por otro lado, si una proposicién que es tomada como
un axioma en una teoria dada efectivamente constituye una defi-
nicion de algin concepto primitivo o relacion basica de la teoria,

10 Frege a Hilbert, 27 del diciembre de 1899; en (Frege 1976, p. 62).

11 Cf. Frege a Hilbert, 27 de diciembre de 1899; en (Frege 1976, p. 63).

12 Para Frege, un pensamiento (Gedanke) es una entidad objetiva, no mental;
un pensamiento es el portador primario de la verdad o falsedad y constitu-
ye precisamente el contendido objetivo que es expresado en una sentencia
declarativa.
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entonces esta proposiciéon no afirma nada sino que es una estipula-
cion (arbitraria) de un significado; la proposicién no expresa asi un
pensamiento, y por lo tanto no puede ser considerada un axioma
en el sentido tradicional del término.

Frege encuentra que lo mas paraddjico e incomprensible de la
teoria de Hilbert radica en que sus axiomas no son in stricto sen-
su ni verdaderos axiomas ni tampoco definiciones. Tomemos como
ejemplo el axioma II.1: “Si A, B, C son tres puntos de una linea, y
B se encuentra entre C'y A, entonces B se encuentra también entre
C'y A” (I.1). Para que esta proposicién constituya un verdadero
axioma de la geometria, advierte Frege, el sentido de las expre-
siones ‘punto’; ‘linea’ y ‘entre’ debe ser conocido de antemano, y
su referencia debe estar univocamente determinada. Sin embargo,
los axiomas de Hilbert no cumplen con este requerimiento basi-
co, puesto que en su sistema axiomatico los términos y relaciones
primitivas no tienen una referencia fija, sino que pueden recibir di-
versas interpretaciones. El propio Frege percibe esta caracteristica
fundamental del sistema axiomético hilbertiano, y lo advierte de la
siguiente manera:

Si tuviera que postular su axioma II.1 en cuanto tal, en-
tonces tengo que presuponer un conocimiento completo
e inequivoco del significado de las expresiones ‘algo es un
punto sobre una linea’ y ‘B se encuentra entre Ay C",
y en este ultimo caso, también un conocimiento general
de lo que debe entenderse por estas letras. (...) Pero
entonces, el axioma no puede ser utilizado para pro-
porcionar una explicacion mas precisa de, por ejemplo,
la palabra ‘entre’, y por supuesto es imposible darle a
esta palabra otro significado posteriormente, como Ud.
parece querer hacer en la pagina 20. Si este significa-
do es diferente del significado de la palabra ‘entre’ en
la seccion 3, entonces Ud. tiene aqui una ambigiiedad
sumamente sospechosa. Ello parece no dejarnos otra al-
ternativa que aceptar que la palabra ‘entre’ no tiene
todavia ningun significado en el axioma II.1. Pero en-
tonces I1.1 no puede ser verdadero y, por lo tanto, no
puede ser un axioma en mi sentido de las palabras, que
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es, creo, el sentido aceptado generalmente.'?

En tanto que los términos primitivos que aparecen en los axiomas
de Hilbert no poseen un sentido y una referencia, de acuerdo con
la teoria semantica fregeana no pueden expresar un pensamiento
verdadero y, por lo tanto, no pueden ser considerados axiomas en el
sentido tradicional del término, que es el tinico que acepta Frege.!4
Una dificultad similar impide a su vez que los axiomas hilbertianos
puedan ser considerados como definiciones. En primer lugar, para
Frege existe una desprolijidad logica notable en la presentacion de la
geometria de Hilbert, que se aprecia en la afirmacién de que un con-
junto de axiomas constituye al mismo tiempo una unica definicion
de una multiplicidad de conceptos. Mas ain, si se toma seriamente la
sugerencia de que los axiomas constituyen definiciones, entonces es
posible percibir inmediatamente que sus ‘definiciones’ son evidente-
mente circulares, en tanto que los mismos términos que se pretende
definir aparecen en los axiomas como parte de la definiciéon:

Asi, se supone que los axiomas deben proporcionar las
determinaciones individuales de un concepto. Pero tene-
mos aqui todavia otra monstruosidad: no es un concep-
to individual sino tres conceptos (punto, linea, plano) lo
que debe ser definido al mismo tiempo en una definicién
que comprende casi una hoja impresa (. ..) Ademas, [los
axiomas| deben ayudar a definir, por ejemplo, el concep-
to de ‘linea’; pero la palabra ‘linea’ aparece en ellos; y
no soélo la palabra ‘linea’,; sino también ‘punto’ y ‘plano’,
que en si mismas son lo que debe ser definido.

Mas alld de estas (aparentes) desprolijidades logicas, el problema
fundamental que Frege encuentra en la idea de que los axiomas

13 Frege a Hilbert, 27 de diciembre de 1899, en (Frege 1976, p. 63). El énfasis
es mio.

“Los axiomas no se contradicen entre si, ya que son verdaderos; esto no
necesita demostracién. Por su parte, las definiciones tampoco deben entrar
en contradiccién unas con otras. De modo que, a efecto de definicién, hay que
establecer principios tales que no puedan aparecer contradicciones. Por ello
conviene evitar explicaciones reiteradas de un mismo signo. El uso propuesto
aqui de las palabras ‘axioma’ y ‘definiciéon’ es el tradicional y, al mismo
tiempo, el més adecuado” (Frege 1903a, p. 267).

15 Frege a Liebmann, 29 de julio de 1900, en (Frege 1976, p. 148).

14
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hilbertianos sirven como definiciones de los términos primitivos se
encuentra en que no permiten determinar el sentido y fijar la re-
ferencia de un concepto dado, que es la funcién que deben cumplir
las definiciones. Esta dificultad esta intimamente ligada a su teoria
de los conceptos. Para Frege, un concepto (de primer orden) es una
funcion que tiene a objetos como argumentos y a valores de ver-
dad como valores. Si un concepto P le asigna el valor Verdad a un
objeto a, entonces decimos que a cae bajo P. Por ejemplo, el con-
cepto ‘punto’ le asigna a todos los puntos el valor Verdad, y el valor
Falsedad al resto de los objetos. De este modo, definir un concepto
equivale a especificar las condiciones que permiten determinar si
un objeto cualquiera cae o no bajo tal concepto.!®

Ahora bien, los axiomas hilbertianos no proporcionan criterios o
caracteristicas que permitan reconocer si un objeto determinado cae
bajo el concepto que se intenta definir. Es decir, estos “axiomas—
definiciones” no establecen condiciones necesarias y suficientes para
determinar si un objeto forma parte de la extension del concepto
que esta siendo definido. Frege le senala este problema a Hilbert en
uno de los pasajes mas rispidos de la controversia:

No sé como puedo, con sus definiciones, responder la
pregunta acerca de si mi reloj pulsera es un punto o no.
Incluso su primer axioma se refiere a dos puntos. Asi, si
deseo saber si el axioma vale para mi reloj pulsera, debo
conocer en primer lugar si algiin otro objeto es un pun-
to. Sin embargo, incluso si hubiese sabido, por ejemplo,
que mi pluma es un punto, todavia no hubiese podido
determinar si mi reloj pulsera y mi pluma determinan
conjuntamente una linea, puesto que no sé lo que es una
linea recta.'”

Las objeciones de Frege estan basadas en su elaborada teoria
semantica, en particular, en su tesis fundamental segin la cual el
sentido de una expresion determina univoca y absolutamente su re-
ferencia. De acuerdo con esta tesis — que en la literatura ha sido
denominada “fijacién de la referencia” (fizity of reference) — cual-
quiera que comprenda el sentido de un término como, por ejemplo,

16 Sobre la teorfa fregeana de los conceptos, véase (Frege 1891; 1892a).
17 Frege a Hilbert, 6 de enero de 1900; en (Frege 1976, p. 73).
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‘punto’, debe poder determinar si un objeto cualquiera cae abajo
este concepto, o sea, si un objeto dado es o no un punto.'® Para que
una proposicién pueda expresar un pensamiento es absolutamente
imprescindible que todos los términos que la componen posean una
referencia determinada. Frege distingue entonces a los “axiomas
euclideos”, que expresan pensamientos verdaderos, de los “pseudo—
axiomas hilbertianos”, que comparten la forma gramatical con los
aquellos, pero que sin embargo no expresan ningin pensamiento.”

Definir un signo (una palabra, una expresién) consiste asi para
Frege en determinar su sentido y fijar su referencia a partir de otro
conjunto de términos, cuyo significado es previamente conocido. Sin
embargo, es evidente que para evitar caer en una regresion al infini-
to, no puede exigirse que todos los conceptos sean definidos de este
modo. Dentro de una teoria matematica existen conceptos primiti-
vos no definidos que podran ser utilizados para definir el resto de
los conceptos. Un problema fundamental para Frege consiste enton-
ces en explicar como se establece el sentido y se fija la referencia de
estos conceptos primitivos o indefinibles, por ejemplo, los conceptos
de “punto”, “linea”, “plano”, en el caso de la geometria euclidea.
Su respuesta es que los conceptos primitivos de la geometria reciben
su significado a través de un tercer tipo de enunciados, a los que
denomina elucidaciones o aclaraciones |Erlduterungen:

Es posible reconocer un tercer tipo de proposiciones, las
elucidaciones, a las que sin embargo no quisiera incluir
como una parte de la matematica, sino que mas bien
las relegaria a la antesala, a la propedéutica. Ellas son
similares a las definiciones en cuanto a que se ocupan de
establecer el significado de un signo (una palabra). Em-
pero ellas contienen elementos cuyo significado no puede
ser asumido como conocido completamente y fuera de
toda duda, quizas porque son utilizados de un modo di-
verso o ambiguo en el lenguaje cotidiano. Si en un caso
tal el significado que debe proporcionarse es légicamente

18 Cf. Hallett (1994) y Demopoulos (1994).
19 Para Frege los axiomas de Hilbert resultan de reemplazar los primitivos
geométricos por variables libres; en este sentido, constituyen en un sentido

estricto férmulas abiertas, incapaces de ser verdaderas o falsas. Cf. (Frege
1906a, p. 311).
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simple, entonces no es posible proporcionar una defini-
ciéon propiamente dicha, sino que debemos limitarnos a
evitar los significados no deseados que tienen lugar en el
uso lingtiistico y a senalar el deseado, para lo cual uno
debe apoyarse siempre en un entendimiento cooperati-
vo. A diferencia de las definiciones, tales elucidaciones
no pueden ser utilizadas en las demostraciones, puesto
que carecen de la necesaria exactitud.?

La funcion de las elucidaciones es establecer el sentido y fijar
univocamente la referencia de los conceptos primitivos de una teoria.
Ello es absolutamente indispensable para poder construir el resto
de las definiciones, y para que las proposiciones que constituyen los
axiomas de la teoria puedan expresar efectivamente pensamientos
verdaderos. Sin embargo, el modo en que las elucidaciones fijan la
referencia de los primitivos permanece en un nivel informal, pues
en ellas se apela a cierta “buena voluntad, entendimiento coopera-
tivo e incluso mera adivinacién [Erraten] ” (Frege 1906b, p. 288).
Frege reconoce que no es posible ofrecer una explicacion rigurosa
respecto de como los términos primitivos adquieren su sentido y
referencia, de donde se sigue que las elucidaciones no forman parte
de la estructura logica de las teorias matematicas, y por lo tanto
no se debe apelar a ellas en las demostraciones.?!

Con su explicacion de cémo llegamos a reconocer el sentido y la
referencia de los objetos y relaciones primitivas de una teoria ma-

20 Frege a Hilbert, 6 de enero de 1900; en (Frege 1976, p. 73).
2l Este mismo punto es enfatizado por Frege en otro lugar:

Tenemos que aceptar elementos logicos primitivos que no sean de-
finibles, y al respecto resulta necesario asegurar que con el mismo
signo (palabra) se designe lo mismo. Una vez que los investiga-
dores se han puesto de acuerdo sobre estos elementos primitivos
y sus designata resulta ficil ponerse de acuerdo sobre los com-
puestos logicos que resultan de las definiciones. Pero como éstas
no son posibles para los elementos primitivos, en su lugar tiene
que haber algo diferente; es lo que yo denomino elucidaciones, las
cuales cumplen la funcién de contribuir a la comprensién mutua
de los investigadores y a la comunidad de la ciencia. Se las puede
remitir a una propedéutica. Pero en el sistema de la ciencia no
tienen sitio, pues en él ninguna conclusién se basa en ellas. (Frege
1906b, pp. 287-288)

Sobre la concepcién de Frege de las elucidaciones puede verse (Tolly 2011).
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tematica, Frege pone de manifiesto su posicién tradicional respecto
del estatus de los conceptos primitivos de una teoria axiomatica.
En el caso de la geometria, el sentido y la referencia de conceptos
como ‘punto’, ‘linea’ y ‘plano’, etc. es determinado por medio de
la intuicion espacial. El nicleo de las objeciones de Frege reside
asi no sélo en su teoria semdntica, sino también en su concepcion
axiomatica clasica.

4.3. Motivaciones y objetivos diferentes

Hilbert percibié rdapidamente que las criticas de Frege a su nue-
va concepcion del método axiomatico respondian a preocupaciones
bien distintas a las suyas. En efecto, mientras que los primeros co-
mentarios y criticas que recibié de sus colegas se trataban de cues-
tiones estrictamente matemaéticas®?, los reparos de Frege eran de
una naturaleza puramente filoséfica. Es por ello que en su respues-
ta, Hilbert aclara que los problemas que lo condujeron a su nueva
concepcion del método axiomatico son de un cardcter puramente
matematico:

(...) todavia una observacién: si queremos entendernos
mutuamente, no debemos olvidar que los propdsitos que
nos guian son de una clase diferente. La necesidad fue
lo que me impulsé a construir mi sistema de axiomas:
deseaba mostrar la posibilidad de comprender aquellos
teoremas de la geometria, que consideraba los resulta-
dos més importantes de las investigaciones geométricas:
que el axioma de las paralelas no es una consecuencia
de los deméas axiomas, y lo mismo para el axioma de
Arquimedes, etc. Queria responder la pregunta acerca
de si la proposicion, segin la cual en dos rectangulos
iguales con la misma base también los lados son iguales
— este teorema es pues el fundamento de toda la plani-
metria —, puede ser demostrada, o si més bien es, co-
mo en Euclides, un nuevo postulado. Queria en general

22 Véase, por ejemplo, (Sommer 1900), (Veblen 1903), (Halsted 1902). La tini-
ca excepcién quizds haya sido Poincaré (1902), quien ademds de presentar
criticas concretas al sistema de axiomas hilbertiano, realizé algunas obser-
vaciones de caracter filoséfico.
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lograr la posibilidad de responder y comprender tales
preguntas, [tales como] por qué la suma de los dngulos
de un tridngulo es igual a dos rectos y cémo este hecho
se vincula con el axioma de las paralelas. Que mi sis-
tema de axiomas permite responder tales cuestiones de
un modo definitivo, y que las respuestas a estas cues-
tiones son sorprendentes e incluso bastante inesperadas,
en mi opinién lo muestra mi Festschrift como asi tam-
bién los escritos de algunos de mis estudiantes que lo
han continuado; entre éstos me referiré sélo a la diser-
tacion del Sr. Dehn, que serd publicada pronto en los
Mathematische Annalen.?

Hilbert aclara que aquello que lo condujo a su nueva concepcion
del método axiomaético fue la busqueda de una herramienta ma-
tematica eficaz que le permitiera resolver aquellos problemas que
consideraba los méas importantes de la geometria, y no considera-
ciones o reflexiones de carécter filosofico respeto de la naturaleza de
las definiciones y los axiomas en matematica, como las que parecen
estar detras de las criticas de Frege.

Por otra parte, tres de los cuatro ejemplos alli mencionados son de
una naturaleza particular, a saber: son problemas geométricos que
tienen que ver con la independencia de un teorema o de un axioma,
respecto de un conjunto de principios dados. Los dos primeros ca-
sos, i.e. el axioma de las paralelas y el axioma de Arquimedes®?, son
ejemplos bien evidentes y paradigmaticos. El otro ejemplo mencio-
nado se pregunta por la relacion entre el axioma de las paralelas y
una de sus consecuencias mas inmediatas, i.e. el teorema de la suma
de los angulos interiores de un tridngulo. Este teorema, que no se
cumple en las geometrias no—euclideas, ha sido pensado a menudo
como equivalente al axioma de las paralelas, e incluso fue postulado
como un posible substituto. Sin embargo, Max Dehn (1878-1952),
uno de los estudiantes mas destacados de Hilbert en el campo de la
geometria, logré mostrar que este teorema sélo implica al axioma
de las paralelas si el axioma de Arquimedes es supuesto. En otras
palabras, el axioma de las paralelas es independiente del teorema
de la suma de los dngulos interiores de un triangulo, si el axioma

23 Hilbert a Frege, 29 de diciembre de 1899 (I); en (Frege 1976, p. 65).
24 E] caso del axioma de Arquimedes es abordado en detalle en el capitulo 7.
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de Arquimedes no forma parte del sistema de axiomas.?”

Los ejemplos mencionados por Hilbert revelan que las preguntas
sobre la independencia fueron una motivacién muy relevante en su
elaboracion del método axiomatico formal, y de hecho, estas cues-
tiones constituyen la novedad més importante de sus investigaciones
geométricas.?® En gran parte, la relevancia de estas investigaciones
residia en que la nueva concepcion formal del método axioméatico
permitio por primera vez elaborar una técnica que hacia posible el
estudio sistemdtico de la independencia.?” La técnica introducida
por Hilbert a los efectos de desarrollar estas investigaciones consis-
ti6 en la construccién de “modelos”, que en este contexto especifico
significaba traducir la teoria que se pretendia investigar dentro de
otra teorfa matemadtica.?® Pero para ello era necesario que los con-
ceptos primitivos no estén ligados a su significado intuitivo habitual,
sino que, por el contrario, puedan ser reinterpretados libremente.
Las investigaciones de independencia presuponian el rechazo de la
tesis de Frege de la fijacion de la referencia. Ello permite apre-
ciar que mientras Hilbert se vio llevado a adoptar su concepcion
esquematica de las teorias matematicas por razones matemdticas,
el rechazo de Frege de esta nueva concepcién estaba fundado en
motivos mas bien filoséficos.

4.4. La naturaleza esquematica de las teorias matematicas

Los motivos filosoficos que explican la oposicion de Frege des-
cansan en su concepcién (axiomadtica) clasica de las teorfas ma-
tematicas. De acuerdo con esta concepcién tradicional, toda teoria
matemdtica constituye un sistema de proposiciones y conceptos (o
términos) acerca de una determinada coleccién o de un dominio
especifico de objetos. Todas las proposiciones que conforman el sis-

25 Véase (Dehn 1900).

26 Sobre la importancia de la independencia en las investigaciones geométricas
de Hilbert, véase el capitulo 7.

27 Por supuesto, las preguntas por la independencia antecedieron a Hilbert,
principalmente en las investigaciones que dieron lugar al descubrimiento
de geometrias no—euclideas. Sin embargo, el método axiomédtico formal de
Hilbert fue lo que permitié abordar estas cuestiones por primera vez de un
modo sistemdtico y formal.

28 El ‘modelo’ més utilizado por Hilbert en Fundamentos de la geometria fue
el cuerpo €2 de nimeros algebraicos.
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tema son verdaderas, y su valor de verdad viene determinado por
la naturaleza de estos objetos o entidades a los que se refiere. Los
axiomas o proposiciones no demostradas de una teoria, a partir
de los cuales se obtiene el resto de las proposiciones por medio
de inferencias logicamente vélidas, capturan una serie de verdades
inmediatas y autoevidentes acerca de un conjunto de objetos pri-
mitivos o légicamente simples. En el caso de la geometria, estos
objetos son accesibles inmediatamente a la intuicién geométrica y
son designados con los nombres ‘punto’, ‘linea’, ‘plano’, etc. El resto
de los conceptos de la teoria se obtienen por medio de definiciones,
a través de una combinacion de aquellos términos primitivos o no
definidos.?”

Al sostener que la naturaleza de los axiomas consiste en captu-
rar ciertas verdades inmediatas acerca de estos objetos primitivos,
Frege reconoce al mismo tiempo que estos objetos poseen propie-
dades basicas anteriores al establecimiento de la teoria, o sea, pre—
axiomdticas. La comprension del sentido y la referencia de los térmi-
nos primitivos geométricos no sélo permite identificar los objetos
que designan, sino también sus propiedades bésicas, cuya fuente
de conocimiento proviene de la intuicién espacial.®® Hilbert advier-
te que aqui reside la diferencia fundamental que separa a ambas
concepciones del método axiomatico:

Ud. dice ademds: “las definiciones de la secciéon 1 son
aparentemente de un tipo bien diferente, puesto que
aqui el significado de las palabras ‘punto’, ‘linea’, ..., no
es dado, sino que es presupuesto de antemano”. Aqui re-
side a primera vista el punto cardinal de nuestro desa-
cuerdo. Yo no pretendo presuponer nada como conocido
de antemano; considero a mi definicién en la seccién 1
como la definicién de los conceptos punto, linea, plano
— si se incluyen ademas todos los axiomas del grupo I
a V como marcas caracteristicas. Si uno estda buscando

29 Fl origen de la axiomatica tradicional se encuentra en la concepcién aris-
totélica de ciencia. Una reconstruccion clasica se encuentra en las exposi-
ciones de Scholz (1930) y Beth (1965, pp. 31-51). Betti y de”Jong (2010)
ofrecen una reconstruccién alternativa de la concepcién axiomaética tradi-
cional, a la que designan “el modelo cldsico de ciencia”, con la salvedad de
que en este modelo no se exige que los axiomas sean auto—evidentes.

30 Véase (Frege 1983a).
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otras definiciones de ‘punto’ — por ejemplo, por medio
de una paréfrasis como ‘sin extensién’, etc. — entonces
debo oponerme a tales intentos del modo mas decisivo;
uno esta buscando algo que nunca podra encontrar por-
que no hay nada ahi; y todo se pierde, se vuelve vago y
confuso, y termina en un juego de escondidas.?!

El punto cardinal de la discrepancia reside en el modo de entender
la naturaleza de los primitivos de una teoria axiomatica. Siguiendo
la concepcidén clésica, Frege entiende que los términos primitivos de
la geometria designan una coleccion fija de objetos accesibles a la
intuicion geométrica. Para Hilbert, en cambio, los conceptos bési-
cos refieren a un conjunto de objetos ‘pensados’ [Gedankendinge],
cuyas propiedades fundamentales consisten en las relaciones esta-
blecidas en los axiomas. Ello significa que los términos primitivos
son concebidos de un modo esquemdtico y pueden ser interpretados
de multiples maneras, con la condicién de que al mismo tiempo se
proporcione una interpretacién para los otros primitivos. En uno
de los pasajes mas famosos de la polémica, Hilbert lo expresa de la
siguiente manera:

Pero es evidente que toda teoria es sélo un entramado
[Fachwerk] de conceptos, junto con sus mutuas relacio-
nes necesarias, y que los elementos basicos pueden ser
pensados del modo que uno quiera. Si al hablar de mis
puntos pienso en un sistema de cosas cualesquiera, por
ejemplo, el sistema: amor, ley y deshollinador ..., y
luego supongo que todos mis axiomas describen las re-
laciones entre estas cosas, entonces mis proposiciones,
por ejemplo, el teorema de Pitagoras, son también vali-
das para estas cosas. En otras palabras: cualquier teoria
puede ser aplicada a un numero infinito de sistemas de
cosas. (...) Esta circunstancia no puede ser nunca un
defecto de la teoria (méds bien es una ventaja enorme),
y en cualquier caso es inevitable.3?

La descripcion de una teoria matematica axiomatizada como un
“entramado de (relaciones légicas entre) conceptos” [Fachwerk von

31 Hilbert a Frege, 29 de diciembre de 1899 (I); en (Frege 1976, p.66).
32 Hilbert a Frege, 29 de diciembre de 1899 (I); en (Frege 1976, p. 67).
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Begriffen], que més tarde se convertird en un rasgo caracteristico de
su concepcién del método axiomatico formal?, no es una novedad
formulada por Hilbert aqui por primera vez. Hemos identificado ya
en 1894 esta descripcion de la naturaleza de las teorias axiomati-
zadas, en sus notas de clase para el curso “Los fundamentos de la
geometria” (Hilbert 1893/1894b). Sin embargo, las objeciones de
Frege constituyeron una buena oportunidad para que explicite su
posicion.

La naturaleza esquematica de los primitivos se transfiere a to-
da la teoria matemdtica (axiomatizada). En tanto que los términos
primitivos no refieren a los objetos geométricos de la intuicion, un
sistema axiomatico a la Hilbert no constituye un conjunto de afir-
maciones verdaderas acerca de un determinado dominio (intuitivo)
fijo, por ejemplo, el espacio fisico. Esta nueva concepcién del méto-
do axiomatico conlleva por lo tanto un cambio radical en el estatus
de las teorias matematicas. En un sentido estricto, las teorias ma-
tematicas (axiomatizadas) consisten en un entramado de relaciones
légicas entre conceptos — o estructuras relacionales, como se las
designan actualmente — que diversos dominios de objetos pueden
compartir entre si.

Es oportuno mencionar aqui una interpretacion muy difundida
de la concepcion hilbertiana de los términos primitivos, en esta
etapa temprana. La caracterizacion que presenta Hilbert en este
pasaje de la naturaleza esquemdtica de los términos geométricos
primitivos ha sido tomada como una anticipacion de lo que en los
lenguajes (de primer orden) de la teoria de modelos se identifica
con la nocién de constante no légica. Estas estdn conformadas por
simbolos de relaciones, funciones y constantes individuales, de mo-
do que un lenguaje formal (de primer orden) se caracteriza por el
conjunto de sus constantes no logicas. En si mismos estos simbolos

33 Esta es la clésica descripciéon de una teorfa axiomatizada que Hilbert pre-
senta en su conferencia “El pensamiento axiomético”: “Si consideramos los
hechos que componen un campo de conocimiento [ Wissensgebiet] mas o me-
nos comprensivo, notaremos de inmediato que estos hechos son susceptibles
de un orden. Esta ordenacién acontece por medio de un cierto entramado
de conceptos [Fachwerk von Begriffen], de tal manera que a cada objeto
particular del campo de conocimiento le corresponde un concepto de este
entramado, y a cada hecho dentro aquel campo le corresponda una relaciéon
logica entre conceptos. El entramado de conceptos no es otra cosa que la
teoria del campo de conocimiento” (Hilbert 1918, p. 405).
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no refieren a ninguna relacién, funcién o individuos en particular,
sin embargo se les puede fijar una referencia al aplicar el lengua-
je a una estructura especifica. La idea central es que mientras los
términos primitivos del vocabulario geométrico tales como ‘punto’,
‘linea’; ‘plano’, etc., pueden ser interpretados de diversas maneras,
una vez que se les proporciona una interpretacion, adquieren una
referencia fija. A diferencia de lo que ocurre con las variables libres,
las constantes no légicas poseen una referencia (fija) determinada
una vez que se identifica una “estructura” que satisface el lenguaje
formal (de la geometria). Ahora bien, en virtud de sus objetivos
(meta)mateméticos, Hilbert necesitaba que la referencia de los pri-
mitivos geométricos esté completamente determinada en una inter-
pretacién dada, pero no en el lenguaje (formal) de la geometria;
ello s6lo podia ocurrir si aquellos eran concebidos como constantes
no légicas, y no como variables (libres).3!

Debemos advertir, sin embargo, que el tratamiento de los primi-
tivos geométricos en la axiomatizacion de Hilbert s6lo pudo haber
constituido en la prdctica una anticipacion de la nocién de constan-
te no légica. En efecto, aunque Hilbert trata de hecho al lenguaje de
la geometria como un lenguaje formal — en el sentido en que con-
sidera al vocabulario geométrico como no interpretado —, en esta
etapa temprana no contaba con una nocion precisa de interpreta-
cion a la Tarski, indispensable para una caracterizacién adecuada.
Mas aun, para lograr una minima elucidaciéon conceptual de la no-
ciéon de constante no légica, tal como aqui la utilizamos, no basta
con trazar una distincion en el vocabulario entre los simbolos 16gi-
cos y no légicos; esta nociéon requiere ademas de una caracterizacion
de otras nociones tales como la nocién de estructura y, en particu-
lar, de verdad en una estructura. Como es bien sabido, estas ideas
comenzaron a ser definidas de un modo preciso recién a partir en
la década de 1930, con los trabajos de Tarski.

34 La idea de que el tratamiento de los términos geométricos primitivos en
la axiomatizacién de Hilbert anticipa la nocién moderna de constante no
légica ha sido propuesta por Hodges (1985/1986), y luego desarrollada por
Demopoulos (1994) y Hallett (1994). Lo nocién aqui utilizada de constante
no logica coincide esencialmente con lo que suele designarse como “parame-
tros”. Véase (Enderton 2004, cap. 2).

35 M4s atin, Hodges (1985/1986) ha mostrado que la primera definicién explici-
ta de Tarksi del concepto de “verdad en una estructura” se encuentra en
un articulo de 1957. Cf. (Tarski y Vaught 1957).
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Este modo de interpretar la naturaleza esquematica que para
Hilbert tienen los primitivos de una teoria geométrica axiomatiza-
da resulta entonces util para ilustrar ciertos aspectos centrales de
su posicién, en contraposicion con la de Frege. Por un lado, el hecho
de que los conceptos geométricos primitivos cumplen en la axioma-
tizacion hilbertiana el papel de las constantes no logicas supone el
rechazo de la tesis de la fijacién de la referencia; en efecto, la re-
ferencia de estos conceptos no es fija, sino que varia en funciéon de
las distintas interpretaciones del lenguaje (formal) de la geometria.
Por otro lado, si bien los primitivos geométricos qua constantes no
légicas carecen de una referencia fija, ello no implica que carecen
completamente de significado. Por el contrario, al igual que las cons-
tantes no légicas de un lenguaje formal, los primitivos geométricos
poseen un sentido minimo o puramente formal, que les es conferi-
do por el sistema de axiomas en donde desempenan un papel. Su
significado consiste en ocupar precisamente un lugar determinado
dentro de cualquier estructura de la clase definida por los axiomas;
en otras palabras, los axiomas le confieren un significado minimo o
formal a los primitivos en tanto delimitan el rango de sus posibles
interpretaciones.®¢

Volviendo ahora a la critica central de Frege, es decir, a la idea de
que los axiomas pueden servir como una definiciéon de los términos
primitivos, en su respuesta Hilbert intenta articular su posicion,
aunque no presenta una exposicion sistematica. Especialmente, ca-
be preguntarse nuevamente: ;Es realmente el caso que para Hilbert
los axiomas definen algo? Y si la respuesta es afirmativa: ;Qué es
lo que definen?

36 Es habitual sefialar que el papel que las constantes no légicas desempefan
en los lenguajes formales es similar a la funcién de los indexicales en el len-
guaje ordinario — i.e. pronombres demostrativos o expresiones como ‘hoy’,
‘ayer’, etc. Asi, si bien estas expresiones no tienen una referencia determi-
nada — a menos que se especifique un contexto espacio—temporal — no puede
decirse sin embargo que carecen de significado. Por el contrario, estas pala-
bras tienen un significado bien determinado por las reglas del lenguaje en
cuestion. Sobre el “significado” de las constantes no-légicas véase Hodges
(1985/1986) y Demopoulos (1994).
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4.5. Axiomas y definiciones implicitas

En Fundamentos de la geometria, la idea de que los axiomas cons-
tituyen definiciones de los términos primitivos de la teoria aparece
sugerida en un par de lacénicas afirmaciones. Hilbert sostiene que
los axiomas del grupo II (orden) “definen el concepto ‘entre”’ (Hil-
bert 1899, p. 6) y que “los axiomas del grupo de congruencia definen
el concepto ‘congruente”’ (Hilbert 1899, p. 10). Asimismo, en otros
textos publicados correspondientes a este periodo, Hilbert propone
en un unico lugar que se tome a los axiomas como “definiciones”:

Cuando se trata de investigar los fundamentos de una
ciencia, entonces se debe construir un sistema de axio-
mas que contiene una descripcion exacta y completa
de las relaciones existentes entre los conceptos elemen-
tales de esa ciencia. Los azxiomas asi establecidos son
al mismo tiempo las definiciones de aquellos conceptos
elementales. (Hilbert 1900b, p. 299. El énfasis es mio.)

Es dable notar que este modo novedoso de entender las “defini-
ciones” de los primitivos dentro de una teoria axiomatica convive
con definiciones nominales del resto de los conceptos de la teoria
geométrica. Un claro ejemplo son las definiciones de ‘segmento’ y
‘4ngulo’.?” En este tipo ordinario de definiciones un concepto es ex-
presado por medio de la combinacion de otros conceptos previamen-
te conocidos, de modo que la definicion consiste en una afirmacion
o declaracion que establece que el significado del concepto defini-
do (definiendum) es equivalente a la combinacién de conceptos que
conforma la definicién (definiens). Una caracteristica fundamental
de las definiciones nominales es que la combinacién de conceptos
puede substituir al término definido, en cualquier lugar o contexto
en el que éste aparezca; estas definiciones constituyen una abrevia-
cién util o eficaz de una combinacion de conceptos o expresiones.

37 “Definicién: Consideramos dos puntos, A y B, sobre una linea a. El conjunto
de los puntos A y B se llama un segmento, y se designard AB o BA” (Hilbert
1899, p. 6).

“Definicién: Sea o un plano y h, k dos rayos distintos desde O y que estan

sobre diferentes rectas. El par de rayos h, k se llama un dngulo y se denota
Z(h,k) o Z(k,h)” (Hilbert 1899, p. 11).
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Se trata por lo tanto de dos tipos bien diferentes de definiciones.
En cuanto a la “definiciéon” de los términos primitivos, en el inter-
cambio epistolar, Hilbert intent6 aclarar su posicion de la siguiente
manera:

Considero a mi definicién en la seccién 1 como la defini-
cion de los conceptos punto, linea, plano — si se incluyen
ademas todos los axiomas del grupo I a V como marcas
caracteristicas. Si uno esta buscando otras definiciones
de ‘punto’ — por ejemplo, por medio de una parafrasis
como ‘sin extension’, etc. — entonces debo oponerme a
tales intentos del modo mas decisivo; uno esta buscando
algo que nunca podra encontrar porque no hay nada ahf;
y todo se pierde, se vuelve vago y confuso, y termina en
un juego de escondidas.?®

La definicién [Erkldrung] de la seccién 1 se refiere al parrafo ini-
cial de Fundamentos de la geometria, en donde Hilbert introduce
los primitivos de su sistema por medio de su famosa declaracion:
“Pensamos tres sistemas de cosas (...)”. Hilbert distingue de este
modo los objetos primitivos de su sistema axiomatico de los objetos
geométricos intuitivos. En el curso que precedié al Festschrift (Hil-
bert 1899), esta separacién es enfatizada de un modo més explicito:

Para construir la geometria euclidea pensamos tres sis-
temas de cosas, a las que llamamos puntos, lineas y pla-
nos y deseamos designar con A, B, C, ...;a, b, ¢, ...;
a, 8,7, .... No debemos pensar que por medio de los
nombres escogidos estamos anadiendo a estas cosas cier-
tas propiedades geométricas, como las que comunmen-
te asociamos con estas designaciones. Hasta ahora solo
sabemos que las cosas de un sistema son diferentes a
las cosas de los otros dos sistemas. Estas cosas reciben
todas las demds propiedades a través de los axiomas,
que reunimos en cinco grupos. (Hilbert 1898/1899a, p.
304)3?

38 Hilbert a Frege, 29 de diciembre de 1899 (I); en (Frege 1976, p.66. El énfasis
es mio.).
39 Una declaracién similar se encuentra en la otra versién de este curso (Cf
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En una axiomatizacion formal de la geometria los términos ‘pun-
to’, ‘linea’; ‘plano’, ‘entre’, etc., no deben ser asociados con sus
significados o connotaciones informales y ordinarias; ello es una
consecuencia del cardcter esquematico de estos conceptos primiti-
vos. Las tnicas propiedades o caracteristicas que deben ser tenidas
en cuenta son aquellas estipuladas o postuladas en los axiomas.
Los axiomas son por lo tanto los tinicos que pueden desempenar la
funcién de asignarles propiedades o caracteristicas a los objetos y
relaciones primitivas del sistema. Es por esta razén que Hilbert elige
llamar a sus axiomas “definiciones” de las nociones primitivas. Al
menos en parte, Hilbert sostiene que sus axiomas son definiciones
para enfatizar la naturaleza esquematica de los primitivos de una
teoria axiomatica, que se opone diametralmente a una concepcion
tradicional del método axiomaético.

Hilbert decide llamar definiciones a sus axiomas para resaltar
el hecho de que en una axiomatizaciéon formal no se debe presu-
poner que los primitivos poseen un significado original (intuitivo),
que puede ser establecido o expresado por medio de enunciados
inexactos e informales, como por ejemplo las definiciones de los
primitivos geométricos en el libro I de los Elementos. Mas preci-
samente, aunque Frege coincidia en que las definiciones euclideas
podian ser utilizadas dentro de un razonamiento matemaético rigu-
r0so, reconocia sin embargo que los primitivos geométricos poseian
un sentido substantivo (intuitivo), que de cierto modo podia ser es-
tablecido claramente a través de las denominadas elucidaciones.*’

Hilbert 1899, p. 224.). Hilbert senala alli que una dificultad notable reside
en ser capaz de distinguir desde un principio esta separacién:

Quisiera ahora resaltar la dificultad principal para la comprensién
[de este curso.

Un esfuerzo y atencién considerables son necesarios para abstraerse
constantemente de las cosas, representaciones e intuiciones con las
que uno estd familiarizado, como asi también para ubicarse nueva-
mente en un estado de ignorancia. Sin embargo, someterse a este
esfuerzo es més facil, cuando el objetivo es reconocido. (Hilbert
1898/1899b, p. 223)

40 Frege reconoce precisamente este punto es su respuesta a Hilbert:

Coincido también con Ud. en que las definiciones de ‘punto’ que lo
parafrasean en términos de ‘sin extensién’ son de poco valor; sin
embargo, no estaria dispuesto a confesar sin mas que un ‘punto’
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Por el contrario, Hilbert rechaza que los primitivos tengan un sen-
tido substantivo (intuitivo) dentro del sistema axiomaético formal;
si puede decirse que los objetos y relaciones primitivas poseen un
sentido minimo o formal, éste les es conferido exclusivamente por
medio de los axiomas:

En lugar de ‘axiomas’ Ud. puede decir ‘marcas carac-
teristicas’, si lo prefiere. Pero si lo que se busca es otra
definicién de ‘punto” — por ejemplo, a través de una
parafrasis tal como ‘sin extension’, etc. — entonces debo
rechazar estos intentos como estériles, ilégicos e intti-
les. Uno estda buscando algo en donde en realidad no
hay nada. (...) Las definiciones (esto es, las explicacio-
nes, definiciones y axiomas), deben contener todo, y sélo
[ellas] pueden contener todo, lo que se requiere para la
construccién de una teoria. Con respecto a mi division
entre explicaciones, definiciones y axiomas, que conjun-
tamente hacen a las definiciones en su sentido, puede
decirse que contiene cierto grado de ambigiiedad, aun-
que creo que en general, mi ordenaciéon es utilizable y
perspicua.*!

Ahora bien, al referirse a este tratamiento de los términos primiti-
vos, comunmente se afirma en la literatura que Hilbert hace un uso
extensivo del método de las definiciones implicitas. Con esta nocién
se alude a las definiciones por axiomas o postulados, introducidas
por algunos geémetras italianos, entre los que se encuentran Peano,
Pieri, Padoa y Veronose, hacia fines del siglo XIX. En particular,
las definiciones implicitas o por axiomas fueron caracterizadas con
gran detalle por Moritz Schlick (1882-1936), y ocuparon un lugar
central en su libro Teoria general del conocimiento (Schlick 1918).
Mas aun, Schlick identifica alli a Hilbert (1899) como el creador de
este nuevo tipo de definiciones de los primitivos.*?

no puede ser definido adecuadamente de ninguna manera.

Frege a Hilbert, 6 de enero de 1900; en (Frege 1976, p. 72).
41 Hilbert a Frege, 29 de diciembre de 1899 (II); en (Frege 1976, p. 68).
42 En la literatura es habitual hablar de la teorfa de Hilbert de las definiciones
implicitas, sin explicitar debidamente qué es lo que se entiende por esta
nocién. Sin embargo, esta explicitacién resulta sumamente relevante, en la
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El método de las definiciones implicitas constituia para Schlick
un instrumento fundamental para evitar toda referencia a la in-
tuicién en la determinacién de los conceptos, permitiendo de ese
modo alcanzar un conocimiento absolutamente cierto y riguroso.
Esta referencia era eliminada en tanto que gracias a las definiciones
implicitas o por postulados, el significado de los conceptos simples

medida en que la nocién de definicién implicita ha sido entendida de diversas
maneras.

El término “definicién implicita” fue introducido por primera vez por
el matemdtico francés Joseph Diaz Gergonne (1771-1859), en un articulo
titulado “Essaie siir le theorie des definitions” (1818). Gergonne concibe
las definiciones implicitas como enunciados formados tanto por expresiones
con significado como por expresiones sin significado, por medio de los cua-
les el significado de estas tltimas puede llegar a ser comprendido. Asi, de
un modo andlogo a un sistema de ecuaciones con multiples incégnitas, los
significados de las expresiones desconocidas pueden ser determinados por
medio de los términos cuyo significado es conocido. Gergonne ilustra este
tipo de definiciones a través del siguiente ejemplo:

Uno percibe claramente que, si una frase contiene una tinica pala-
bra cuya significacién nos es desconocida, la enunciacién de esta
misma frase podra bastarnos para revelar su valor. Por ejemplo,
si a alguien que conoce las palabras cuadrildtero y triangulo, pero
nunca ha escuchado pronunciar la palabra diagonal, se le dice que
cada una de las dos diagonales de un cuadrildtero lo divide en
dos tridngulos, entonces aquel comprenderd en el acto qué es una
diagonal. (Gergonne 1818, pp. 22-23)

Un conjunto de esta clase de enunciados constituye para Gergonne una
definicién implicita, respetando sin embargo la condiciéon de que el nimero
de enunciados coincida con el nimero de expresiones cuyo significado debe
ser determinado. M&s atin, como una exigencia ulterior impone que a través
de estas definiciones implicitas el significado — i.e. el sentido y la referen-
cia — de una expresién o término es establecido o determinado de manera
univoca. Sin embargo, estos requerimientos no se cumplen cuando se utiliza
el término “definicién implicita” para referirse a las llamadas definiciones
por axiomas o postulados.

Finalmente, un tercer modo de entender este concepto consiste en identi-
ficarlo con las llamadas definiciones contextuales, en donde el significado de
la expresion que debe ser definida es determinado en el contexto con otras
expresiones ya definidos. El ejemplo clasico de este tipo de definiciones es la
definicién russelliana del operador de identidad en Principia Mathematica
(1910).

Sobre las distintas nociones de definicién implicita puede verse (Cf. Ga-
briel 1978).
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o primitivos, a partir de los cuales el resto de los conceptos (cientifi-
cos) podian ser definidos, no necesitaba ser exhibido o determinado
por la intuicién. De acuerdo con esta interpretacion, el método de
las definiciones por axiomas o postulados consistia simplemente en
“estipular que los conceptos basicos o primitivos son definidos sélo
por el hecho de que ellos satisfacen los axiomas” (Schlick 1918, P.
33). Es decir, Schlick senala que, en la axiomatizacién de la geo-
metria de Hilbert, los términos ‘punto’, ‘linea’, ‘entre’, etc., adquie-
ren significado sélo en virtud del sistema axiomatico, y poseen sélo
el contenido que éste les confiere. Estos términos se refieren enton-
ces a “entidades cuya completa esencia consiste en satisfacer las
relaciones establecidas por el sistema axiomatico” (Schlick 1918, p.
34). Mas atn, el significado que un concepto primitivo adquiere al
ser definido implicitamente por medio de axiomas consiste en las
relaciones que éste mantiene con el resto de los conceptos primitivos
del sistema.

La interpretacién de Schlick del método de Hilbert de las defi-
niciones implicitas como definiciones por axiomas o postulados ha
sido sumamente influyente.*® Sin embargo, es bien conocido que en-
frenta la dificultad de que el propio Hilbert nunca utilizé el término
“definicién implicita”, por lo menos en sus textos publicados. Re-
sulta interesante senalar entonces que, en sus notas de clases, es-
ta nocion aparece al menos una vez explicitamente mencionada.
Se trata de las notas para el curso “Conocimiento y pensamiento
matematico” [Wissen und Mathematische Denken) impartido en el
semestre de invierno de 1922/1923, es decir, poco después de la
aparicion de libro de Schlick. Hilbert se refiere alli a la geometria
elemental como el ejemplo mas simple y antiguo de la aplicacion
del método axiomético. Antes de introducir los axiomas de orden
lineal, senala lo siguiente:

Ya cuando se considera la posicién de tres puntos [sobre
un recta reconocemos el hecho de que el ‘estar entre’ es
evidentemente un concepto fundamental, un criterio de-
cisivo. Por ello establecemos los siguientes axiomas, que
definen implicitamente [este concepto]. (Hilbert 1988,
p. 82)

43 Véase, por ejemplo, (Friedman 2002), (Park 2012) y (Klev 2011).
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La interpretacion sistematizada por Schlick de las definiciones
implicitas como definiciones por axiomas o postulados captura cier-
tos aspectos de las intenciones de Hilbert en Fundamentos de la
geometria. En particular, este modo de entender el método de las
definiciones implicitas permite destacar la estricta disociacién entre
los objetos geométricos intuitivos y el vocabulario geométrico pri-
mitivo de su teoria axiomatica formal. Como senala Hilbert en otro
lugar, “los puntos, lineas, planos de mi geometria son objetos del
pensamiento [Gedankendinge], y en cuanto tales nada tienen que
ver con los puntos, lineas y planos reales”.** Sin embargo, el hecho
de que Hilbert decide llamar a sus axiomas “definiciones” de los
primitivos supone algo més que un énfasis en esta distincion funda-
mental; esta caracterizacion de los axiomas como definiciones remi-
te a otros aspectos importantes de sus investigaciones axiomaticas,
que por otra parte se observan en sus respuestas a Frege.

En primer lugar, Hilbert enfatiza que la totalidad de los axiomas,
y no un grupo en particular, proporciona la definiciéon de los térmi-
nos primitivos “punto”, “linea”, “plano”, “estar sobre”, “entre” y
“congruente”:

Cada axioma contribuye algo a la definicion, y por lo
tanto cada nuevo axioma modifica el concepto. ‘Punto’
es en cada caso algo diferente en la geometria euclidea,
no—euclidea, arquimediana, no-arquimediana.*’

Para llegar a una completa compresion de los primitivos se re-
quiere de todo el conjunto de azxiomas, en tanto que distintos con-
juntos de axiomas proporcionaran concepciones diferentes de los
primitivos. Por ejemplo, el concepto ‘linea’ no posee las mismas
propiedades geométricas si en el sistema axiomatico el grupo de
axiomas de continuidad esta conformado tinicamente por el axioma
de Arquimedes — como en el Festschrift — o si en cambio incluye
también otro axioma que garantice la continuidad lineal — como
el axioma de completitud, tal como ocurrié en las ediciones subsi-
guientes. Ello constituye un rasgo fundamental de la concepcion de
Hilbert de los primitivos geométricos, que lo diferencia claramente
de la posiciéon de Frege.

44 Cod. Ms. 600, 3, p. 101. Citado en (Hallett 1994, p. 167).
45 Hilbert a Frege, 29 de diciembre de 1899 (I); en (Frege 1976, pp. 66-67).
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Frege entiende que los conceptos geométricos primitivos poseen
un sentido substantivo ordinario, por asi decirlo, fundado en nues-
tra intuicién espacial. De alli se sigue que cuando se considera un
axioma en el “sentido euclideo”, los primitivos geométricos ‘punto’,
‘linea’, ‘plano’, poseen su sentido ordinario intuitivo y el axioma
constituye una proposicién verdadera (autoevidente) acerca de es-
tos objetos. Sin embargo, este sentido (euclideo) substantivo de los
primitivos geométricos hace al mismo tiempo que el resto de los
axiomas sean también verdaderos, puesto que para Frege no es po-
sible que un axioma euclideo sea verdadero y el resto de los axiomas
sean falsos.*% Por el contrario, para Hilbert una compresién comple-
ta de los primitivos geométricos de una teoria axiomatica no puede
adquirirse insistiendo solamente en que algunos de los axiomas son
verdaderos. Mas ain, este modo de entender como todo el conjunto
de ariomas es el responsable de asignarle a los objetos y relaciones
primitivas sus “caracteristicas” o propiedades (matemdticas) fun-
damentales, estd ligado a elementos centrales de sus investigaciones
axiomaticas, tal como se observa en el procedimiento desarrollado
para las pruebas de independencia.

El método sistematizado por Hilbert para la demostracion de la
independencia de un axioma, una afirmacién (teorema) o un grupo
de axiomas, respecto de otro grupo de axiomas dados, consiste en

46 En la serie de articulos que siguieron al intercambio epistolar, Frege insiste
reiteradamente que resulta totalmente erréneo suponer que un “axioma
euclideo” es falso, con el objetivo de probar su independencia respecto de
los demés axiomas euclideos:

El senor Hilbert trata en su capitulo II de las cuestiones acerca de
si los axiomas no se contradicen entre si y si son independientes
unos de otros. ;Cémo hay que entender ahora esta independen-
cia? (...) Sélo por medio de todos los axiomas, que segin el senor
Hilbert, pertenecen por ejemplo a la definiciéon punto resulta sig-
nificativa; pero también de este modo resultan significativos cada
uno de los axiomas en el sentido de considerar validos a algunos de
ellos e invalidos a otros, es impensable, porque con ello los acepta-
dos como vélidos recibirdn un sentido diferente. Los axiomas que
pertenecen a una misma definicién son, pues, interdependientes
y no se contradicen entre si, ya que, si lo hicieran, la definicién
estarfa mal formulada. (Frege 1903a, p. 269-270)

Sobre la posicién de Frege respecto de las pruebas de independencia en
geometria, véase (Blanchette 1996) y (Tappenden 2000).
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la construccién de un “modelo” o una realizacién [Realisierung],
en donde todos estos axiomas se cumplen, mientras que el axio-
ma o grupo de axiomas cuya independencia se quiere probar no
es valido. Para ello resulta esencial que el vocabulario geométrico
primitivo (objetos y relaciones) pueda ser interpretado de diversas
maneras, de modo que distintos sistemas de objetos, con propieda-
des matematicas en ocasiones substancialmente diferentes, puedan
ser asignados a los términos primitivos del sistema axiomatico for-
mal.

Ahora bien, es interesante observar como opera Hilbert en la
practica en la construccién de los diversos modelos geométricos.
Como ejemplo podemos tomar la construccion de un modelo de
una geometria no—desarguiana, utilizado para mostrar que el teo-
rema de Desargues en el plano no puede ser probado por medio de
los axiomas de incidencia en el plano (I 1-2) y orden (II).*” Hilbert
parte de una geometria analitica construida del modo habitual so-
bre el conjunto de los nimeros reales. Un ‘punto’ (en el plano) es
definido como un par ordenado de niimeros reales; una ‘linea’ se
define como el conjunto de puntos (z,y) que satisface la ecuacién
lineal ax+by+c = 0; un ‘plano’ consiste en el conjunto de todos los
pares de nimeros reales. Sin embargo, a continuacién modifica este
modelo de la siguiente manera: del conjunto de todos los puntos R?
se extrae el intervalo [O, +00], es decir, el origen O y todo el eje z
positivo.

En este nuevo modelo las rectas poseen un “comportamiento”
muy distinto al de las rectas “ordinarias” (véase figura 4.1). Las
rectas se definen ahora de la siguiente manera: dos puntos del semi-
plano inferior determinan una recta en el sentido ordinario [gewdnli-
che Sinne], es decir, estas rectas coinciden que nuestras rectas or-
dinarias. Si estas rectas cortan a [0, 40|, o sea cortan al eje = a
la derecha del origen, entonces estas rectas terminan alli, puesto
que los puntos de interseccién no pertenecen al modelo. Estas rec-
tas no tienen puntos finales, y por lo tanto pueden tratadas como
lineas rectas en el sentido habitual. Si en cambio las rectas cortan

47 Este ejemplo no aparece en el Festschrift, sino que es desarrollado en detalle
por Hilbert en sus notas de clases (Hilbert 1898/1899b, pp. 236-241) y
(Hilbert 1898/1899a, pp. 316-319). Las investigaciones de Hilbert en torno
al teorema de Desargues han sido examinadas en (Hallett 2008) y (Arana
y Mancosu 2012).
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a [—00, 0], o sea cortan al eje x a la izquierda del origen, entonces
dejan de ser lineas rectas alli y contintian en el semiplano superior
como arcos de una circunferencia determinados univocamente por
las siguientes condiciones: i) la circunferencia pasa por el origen O
(més aun, es aqui abierta, en tanto que O no pertenece al modelo;
ii) la recta debajo del eje x es tangente con la circunferencia en el
punto de interseccién. De este modo, algunas de las nuevas rectas
tienen un comportamiento bien peculiar: en el semiplano inferior
son rectas en el sentido ordinario, mientras que en el semiplano
superior son arcos de circunferencia segin las condiciones antes
mencionados. Hilbert demuestra entonces que en este modelo los
axiomas [ 1-2, II son validos, pero el teorema de Desargues en el
plano no se cumple.

— 00 / 0 +OO

Figura 4.1.: Modelo en donde el teorema de Desargues en el plano
no es vélido. Adaptado de (Hilbert 1898/1899a, p. 316).

La construccion de este modelo de geometria no-desarguiana ex-
hibe un aspecto fundamental de las investigaciones axiomaticas de
Hilbert. Un rasgo central de su procedimiento heuristico consiste
asi en mostrar como es posible ir modificando el significado de los
primitivos, diferenciandolo de su sentido ordinario o habitual — por
asi decirlo-, de manera tal que ahora algunos axiomas (euclideos)
sean vélidos, mientras que otros no.*® Desde un punto de vista ma-
tematico, la idea de que es posible captar el sentido de los primitivos
insistiendo en que un axioma en particular es verdadero resultaba

48 Cf. (Hallett 2012, p. 150).
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para Hilbert equivocada. Una completa compresion de los primiti-
vos sbélo puede lograrse a partir de la totalidad de los axiomas. En
otras palabras, al senalar que todo el sistema de axiomas proporcio-
na una definicién de los primitivos, Hilbert enfatiza que su interés
consiste en mostrar cual es la contribucién especifica de cada uno
de los axiomas al contenido de los primitivos.

Por otra parte, Hilbert aclara en su respuesta a Frege que las pro-
piedades o caracteristicas fundamentales de un término primitivo
en particular vienen dadas exclusivamente a partir de las relacio-
nes que mantiene con los otros primitivos de la teoria, tal como
son establecidas por los axiomas. Podemos decir que los axiomas le
confieren sus propiedades fundamentales a los primitivos holistica-
mente, en tanto que cada concepto es caracterizado en virtud de su
relacién con otros conceptos del sistema; un objeto es asi un ‘punto’
en virtud de su relacion con otras dos clases de objetos, llamados
‘lineas’ y ‘planos’

En mi opinién, un concepto puede ser establecido 16gi-
camente soélo en su relaciéon con otros conceptos. Estas
relaciones, formuladas en ciertas afirmaciones, las llamo
axiomas, y asi llegamos a la idea de que los axiomas
(quizds junto con otras proposiciones que asignan nom-
bres a los conceptos) son las definiciones de los concep-
tos. 49

Cabe senalar que Frege lleg6 a reconocer este caracter relacional
de las supuestas definiciones hilbertianas de los primitivos por me-
dio de los axiomas. En una de sus criticas lo advierte de la siguiente
manera:

No sé como puedo, con sus definiciones, responder la
pregunta acerca de si mi reloj pulsera es un punto o no.
Incluso su primer axioma se refiere a dos puntos. Asi, si
deseo saber si el axioma vale para mi reloj pulsera, debo
conocer en primer lugar si algiin otro objeto es un pun-
to. Sin embargo, incluso si hubiese sabido, por ejemplo,
que mi pluma es un punto, todavia no hubiese podido
determinar si mi reloj pulsera y mi pluma determinan

49 Hilbert a Frege, 22 de septiembre de 1900; en (Frege 1976, p. 79).
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conjuntamente una linea, puesto que no sé lo que es una
linea recta.?®

En suma, al afirmar que el conjunto de axiomas constituye una
“definicién” de los términos primitivos del sistema, Hilbert pretende
enfatizar que cada uno de los axiomas contribuye algo al conteni-
do de los objetos y relaciones bésicas de su teoria geométrica. En
otras palabras, Hilbert busca ilustrar de esta manera que resulta
erréneo pensar que, en un sistema axiomatico abstracto o formal,
los conceptos primitivos tienen un sentido substantivo ordinario o
intuitivo. Por el contrario, este modo de entender como la eleccion
de los axiomas afecta el significado de los primitivos resulta esencial
para las novedosas investigaciones (meta)geométricas que Hilbert
lleva a cabo en sus cursos y en su monografia de 1899.

4.6. Axiomas, definiciones y estructuras relacionales

Existe otra manera de interpretar la afirmacion de que los axio-
mas son “definiciones”, quizds menos ligada a las propias inten-
ciones de Hilbert pero mas cercana a lo que efectivamente se hace
en Fundamentos de la geometria. Esta lectura viene sugerida por
la naturaleza holistica de este tipo de definiciones. Si el sistema
axiomatico en su conjunto constituye una definicién, entonces lo
que resulta definido de este modo no son los conceptos primitivos
‘punto’, ‘linea’, ‘plano’, ‘estar en’, ‘entre’, ‘congruente’, sino una re-
lacion (de orden superior) que correlaciona a dichos conceptos. Los
axiomas definen ezplicitamente un concepto (complejo) de orden
superior, o mejor, una estructura relacional en términos modernos,
un concepto bajo el que caen dominios o estructuras; en este caso
en particular, los axiomas definen el concepto (de orden superior)
de espacio euclideo tridimensional. De acuerdo con esta interpre-
tacion, podemos decir que los conceptos primitivos ‘punto’, ‘linea’,
‘plano’, etc., resultan “definidos” sélo indirectamente, a través de
una proyeccion desde toda la estructura relacional, que establece
precisamente qué es una geometria. Esta proyeccion consiste en de-
terminar el lugar que los primitivos ocupan dentro de la estructura
relacional definida o caracterizada por medio de los axiomas.

50 Frege a Hilbert, 6 de enero de 1900; en (Frege 1976, p. 73).
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Bernays (1942) fue uno de los primeros en senalar que éste es el
modo correcto de interpretar la polémica afirmacién de Hilbert.?!
En su opinién, es preciso concederle a Frege que los axiomas no
definen los conceptos primitivos, puesto que en un sentido estricto
el sistema axiomatico en su conjunto proporciona una definicién
explicita de un concepto complejo o de orden superior:

Podemos concederle a Frege que el modo en que habi-
tualmente se habla de las definiciones implicitas no es
muy preciso y esta abierto a malentendidos. Sin embar-
go, estas posibles confusiones pueden ser evitadas si se
tiene en cuenta la manera de formular que es comun
en el dlgebra abstracta. Asi, por ejemplo, no decimos
que los axiomas de la teoria de grupos definen implici-
tamente los conceptos ‘elementos’ y ‘composicién’, sino
que [éstos] definen qué es un grupo — mas explicitamen-
te, bajo qué condiciones un dominio de individuos y
una funcién binaria aplicada a ellos constituyen los ele-
mentos y la composicion de un grupo. En consecuencia,
podemos decir que los axiomas de Hilbert definen, no
los conceptos ‘punto’, ‘linea’, ‘incidencia’, etc., sino el
concepto de espacio euclideo tridimensional, y los otros
conceptos meramente con respecto a éste; o, mas deta-
lladamente, los axiomas de Hilbert formulan las condi-
ciones en virtud de las cuales los dominios de individuos
y las tres funciones légicas referidas a ellos constituyen
el sistema de puntos, lineas y planos, junto con las rela-
ciones de incidencia, orden y congruencia de un espacio
tridimenional euclideo.

Este punto de vista concuerda integramente como la ex-
plicacién de Hilbert, mencionada arriba, de que los axio-
mas no son individualmente una definicién en si mismos,

sino que son partes de una definicion que comprende a
la totalidad de ellos.® (Bernays 1942, pp. 92-93).

Ahora bien, diversos autores han defendido que, en esta etapa
temprana, Hilbert dificilmente llegé a comprender que los sistemas

51 El primero en proponer esta interpretacién, con el objetivo de fondo de
rechazar la nocién misma de definicién implicita, fue Carnap (1927).
52 Véase ademds (Bernays 1967).
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axiométicos definen (de forma explicita) una clase de modelos, en el
lenguaje moderno de la teorfa de modelos.?® Por un lado, en ningtin
lugar Hilbert afirma que sus axiomas definen algo similar a lo que
hoy entendemos por estructuras relacionales. Por otro lado, si hu-
biese entendido de esta manera el resultado de su axiomatizacion,
entonces no hubiera afirmado que sus axiomas definen los primiti-
vos, puesto que esta formulacion mas bien contribuye a oscurecer
la cuestion.

Desde mi punto de vista, las limitaciones conceptuales antes men-
cionadas para comprender diversos conceptos centrales de lo que
mas tarde se convertira en la teoria de modelos, ciertamente le im-
pidieron ofrecer una caracterizaciéon adecuada de este aspecto par-
ticular de su axiomatizacion. Sin embargo, en las notas manuscri-
tas de clases que venimos analizando, es posible encontrar indicios
de que para Hilbert sus axiomas constituian una definicién de un
concepto de orden superior. En primer lugar, en las notas para el
curso Principios ldgicos del pensamiento matemdtico (1905), Hil-
bert senala lo siguiente en relacion a su construccion axiomatica de
los nimeros reales:

Llegamos de este modo a la construccion de la geo-
metria, en donde la axiomatica fue por primera vez lle-
vada a cabo de un modo completo. En la construccion
de la aritmética nos apartamos finalmente de los funda-
mentos intuitivos, del concepto de nimero que conforma
el punto de partida el método genético. Para nosotros
el sistema de ntmeros no era nada mas que un entra-
mado de conceptos, que resultaba definido por medio de
los dieciocho aziomas. (Hilbert 1905b, p. 36. El énfasis
es mio.)

Hilbert reconoce aqui explicitamente que los axiomas definen un
entramado de (relaciones légicas entre) conceptos, esto es, lo que
hoy llamamos una estructura relacional; mas ain, esta misma de-
claracion es formulada en relacién al sistema axiomatico para la
geometria:

Consideramos a la geometria como un sistema de cosas,
que designamos ‘punto’, ‘linea’, etc. y para las que se

53 Véase, por ejemplo, (Resnik 1974), (Hodges 1985/1986) y (Klev 2011).
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establecen ciertas relaciones, por medio de cuya gene-
ralidad el entramado conceptual de la geometria resulta
entonces definido. (Hilbert 1905b, p. 36. El énfasis es
mio.)

Estos pasajes sugieren que Hilbert llegd a percibir, en este periodo
inicial, que en un sentido estricto sus axiomas definen un entramado
de conceptos o estructura relacional, que propiamente es lo que
constituye el objeto de indagacién matematica. En consecuencia,
los axiomas definen a los primitivos de la teoria solo indirectamente,
a través de una proyeccion del lugar que ocupan y la funciéon que
desempefian en la estructura relacional.®

Para concluir, es preciso senalar que esta interpretacion enfrenta
ciertas dificultades que Hilbert no pudo haber previsto, en tanto
que se fundan en resultados metatedricos conocidos en un periodo
posterior. En primer lugar, es claro que si se afirma que un conjunto
de axiomas constituye una definicién de un concepto de orden supe-
rior — bajo el que caen dominios de objetos o estructuras —, entonces
se debe exigir que tal definicién describa a su objeto univocamente.
Ello solo puede lograrse si el sistema axiomatico es categorico, es de-
cir, si todos los posibles ‘modelos’ del sistema son isomorfos entre si.
Sin embargo, esta condicién no se cumple en la primera edicion de
Fundamentos de la geometria, puesto que dicho sistema axiomatico
tiene modelos no isomorfos entre si. Mas atin, en funcion de ciertos
objetivos especificos de sus investigaciones metageométricas, la ca-
tegoricidad del sistema axiomatico no es una propiedad que resulte
conveniente.?

En segundo lugar, y quizas mas importante ain, el famoso teo-
rema de Lowenheim—Skolem impone limitaciones considerables a la
pretension de que un sistema axiomatico pueda ser considerado una
definicion (explicita) de una estructura matematica. Este teorema
afirma que si una teoria de primer orden tiene un modelo, enton-
ces tiene un modelo numerable.’® Del mismo modo, en la versién

5 Cf. (Hallett 2012).

55 En el capitulo 7 nos ocuparemos de analizar este problema en detalle.

56 El teorema fue probado por primera vez en 1915 por Leopold Léwenheim
(1878-1957), y luego generalizado por Thoralf Skolem (1887-1963) en 1920
y 1922. Otra formulacién del teorema afirma que toda teoria consistente de
primer orden tiene un modelo en el dominio de los enteres positivos, o en
un subconjunto finito formado a partir del dominio de los enteros positivos.
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conocida como ascendente, el teorema sostiene que si una teoria de
primer orden tiene un modelo infinito, entonces tiene un modelo de
cualquier cardinalidad infinita. Una consecuencia inmediata es que
las teorias de primer orden no pueden ser categdricas, puesto que el
teorema asegura la existencia de modelos no isormofos entre si. En
tanto que para poder proporcionar una definicién de una estructura
relacional se exige que el sistema axiomatico la describa univoca-
mente, el teorema de Lowénheim—Skolem revela entonces que ello
s6lo puede ocurrir si la légica subyacente utilizada es (al menos) de
segundo orden; en otra palabras, no es posible afirmar simplemen-
te que el sistema axiomatico define una estructura matematica en
cuestién. Sin embargo, estos resultados no pudieron ser anticipados
por Hilbert, ya que en aquel periodo temprano nadie habia llegado
siquiera a diferenciar suficientemente entre légicas de primer orden
y légicas de orden superior.

4.7. Consistencia y existencia matematica

Antes de finalizar este capitulo, es oportuno mencionar otra idea
importante motivada por las criticas de Frege; me refiero aqui a la
famosa tesis de Hilbert segun la cual la “consistencia implica exis-
tencia”. Una de las consecuencias inmediatas de dejar de considerar
a los axiomas como proposiciones verdaderas autoevidentes consis-
te en que precisamente la evidencia (intuitiva) deja de ser adoptada
como el criterio de validez de un sistema de axiomas, y es en cam-
bio reemplazada por el requerimiento de la consistencia. Hilbert no
tuvo problemas en notar que muchas de las criticas de Frege se ori-
ginaban precisamente en su concepcion todavia clasica del método
axiomatico. Es por ello que intent6 ilustrarle esta diferencia de la
siguiente manera:

Si Ud. prefiere llamar a mis axiomas marcas caracteristi-
cas de un concepto, que son dadas y estan contenidas
en mis explicaciones, no tengo ninguin tipo de objecion,
salvo quizds que contradice la practica habitual de los
matematicos y fisicos; y por supuesto debo ademéds po-
der postular libremente como yo desee las marcas carac-
teristicas. Puesto que desde el momento en que he esta-
blecido un axioma, éste existe y es ‘verdadero’; ello me
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lleva a otro punto importante de su carta. “Ud. escribe:
‘Yo llamo axioma a las proposiciones ...de la verdad
del axioma se sigue que ellos no se contradicen entre
si’ .... Encontré por demas interesante esta afirmacion
en su carta, puesto que desde que he pensado, escrito
y ensanado sobre el tema, he sostenido exactamente lo
contrario: si los axiomas arbitrarios dados no se con-
tradicen unos con otros, con todas sus consecuencias,
entonces ellos son verdaderos y las cosas definidas por
los axiomas existen. Este es para mi el criterio de verdad
y existencia.?’

En virtud de su concepcion axiomatica formal, la afirmacién de
Hilbert segun la cual de la consistencia de un axioma se sigue que
es “verdadero” resulta claramente incorrecta. Un axioma es ver-
dadero en cierto “sistema de objetos” — o como dirifamos hoy, en
ciertas estructuras — y falso en otras. De la consistencia del siste-
ma axiomadtico se sigue entonces que es valido (mateméticamente),
no verdadero. Nuevamente, aunque en la préactica sus investiga-
ciones axiomaticas concuerdan completamente con una perspectiva
modelo—téorica in nuce, en ocasiones Hilbert parece haber com-
prendido sélo imperfectamente estos cambios conceptuales.

Por otra parte, la idea de que la “consistencia implica existencia”
se encuentra previamente en sus cursos sobre geometria.®® Hilbert
entiende que el primer paso (légico) en la construccién de un siste-
ma axiomatico abstracto consiste en suponer la existencia de tres
sistemas de ‘cosas’, acerca de las cuales los axiomas estableceran
ciertas relaciones.” Dicho de otro modo, en un sistema axiomatico

5T Hilbert a Frege, 29 de diciembre de 1899; en (Frege 1976, p. 66).

58 Mé4s ain, esta tesis posee una intima vinculacién con las novedades tedri-
cas introducidas por Hilbert, en una etapa pre—axiomaética, en el campo de
la teoria de invariantes; por ejemplo, con su prueba no constructiva de la
existencia de una base finita para un sistema de invariantes de cualquier
forma algebraica, i.e. el llamado “Teorema de la base de Hilbert” o “Teo-
rema fundamental de Hilbert” (Hilbert 1893). Para un estudio integral de
la nocién de existencia matemética en Hilbert, que va desde sus trabajos
sobre teoria de invariantes hasta el ‘programa de Hilbert’, véase Boniface
(2004). Desde una perspectiva més acotada, pero mds filoséfica, este tema
ha sido analizado por Hallett (1995b) y Ferreirds (2009).

Me refiero al primer paso ‘logico’, ya que Hilbert también reconoce que un
estudio axiomatico de una disciplina matemaética supone que su estado de

59
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abstracto, partimos de la suposicion de que las ‘cosas’ de las que
hablan los axiomas ezisten. En “Uber den Zahlbegriff” (Hilbert
1900c), Hilbert lo advierte precisamente en estos términos:

En el caso de la construccion de la geometria, el pro-
cedimiento es fundamentalmente distinto. Lo comtn en
ella es comenzar con la suposicién de la existencia de
una totalidad de elementos. Es decir, suponemos desde
un inicio la existencia de tres sistemas de objetos: los
puntos, las rectas y los planos. (Hilbert 1900c, p. 180)

Una prueba de la consistencia del sistema de axiomas constituye
asi, para Hilbert, la justificacién de esta suposicién inicial. Si po-
demos encontrar una prueba de que la aplicacion de los axiomas
no puede conducir a una contradiccion, entonces hemos probado
su consistencia, y el concepto descripto por los axiomas existe ma-
tematicamente. Hilbert lo senala de la siguiente manera en “Pro-
blemas matematicos”:

Si a un concepto se le asignan caracteristicas que se
contradicen entre si, entonces sostengo: el concepto no
existe matemdaticamente. Asi, por ejemplo, no existe
matematicamente el nimero real cuyo cuadrado es —1.
Pero si puede demostrarse, a través de la aplicacion de
un numero finito de inferencias logicas, que las carac-
teristicas asignadas al concepto nunca pueden conducir
a contradicciones, entonces afirmo que la existencia ma-
tematica de ese concepto ha sido de ese modo demos-
trada. (Hilbert 1900b, pp. 300-301)

Hilbert tomo esta definicién de existencia matematica de sus pro-
pias notas de clases para el curso de 1898/1899:

‘Existir’ significa que las caracteristicas (axiomas) que
definen a un concepto no se contradicen entre si; esto
es, por medio de deducciones puramente légicas no es
posible demostrar, a partir de todos los axiomas con la
excepciéon de uno, una proposicién que contradice a este
ultimo axioma. (Hilbert 1898/1899b, p. 282)

desarrollo sea avanzado; esto es, que exista un consenso importante respec-
to del conjunto de hechos fundamentales que componen a la disciplina en
cuestion, y que constituirad el punto de partida del andlisis axiomaético.
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La concepcién abstracta del método axiomatico acarrea como
novedad que la consistencia, antes considerada un mero corolario
de la verdad de los axiomas, es tomada ahora como una condicion
necesaria y suficiente de la existencia. Sin embargo, Hilbert insiste
constantemente en que aquello que implica la consistencia es la exis-
tencia matemdtica. Es decir, su abordaje axiomatico formal propicia
una distincién precisa entre la existencia dentro de la matematica o
existencia matematica y la existencia fisica o real. El sistema de ‘co-
sas’, cuya existencia es el presupuesto inicial en la construccién de
un sistema formal de axiomas, es un sistema de ‘objetos—pensados’.
Como senala Hilbert elocuentemente en un pasaje de sus “Diarios
cientificos” [Wissenschaftliche Tagebiicher] que ya hemos citado:
“Los puntos, lineas y planos de mi geometria no son sino ‘cosas del
pensamiento’ [Gedankendinge|, y en cuanto tales nada tienen que
ver con los puntos, lineas y planos reales”.®* La afirmacién de su
existencia esta de ese modo restringida a un nivel conceptual y por
lo tanto debe ser asegurada o legitimada dentro de este nivel. La
condicién requerida para que estas ‘cosas del pensamiento’ existan
matematicamente es que puedan ser perspicuamente caracteriza-
das y que su utilizaciéon no lleve a contradicciones. Para Hilbert,
ello se alcanza cuando el concepto es introducido axiomdaticamente
y se demuestra que el sistema axiomatico es consistente. En otras
palabras, la existencia de un concepto matemaético, justificada so-
bre la base de una descripcion axiomatica consistente del mismo,
no significa sino que el concepto matematico es valido y puede ser
utilizado legitimamente. Una consecuencia del método axiomatico
formal es entonces, para Hilbert, que el problema de la existencia
de los conceptos y objetos con los que trabaja la matematica, se
convierte en una cuestion intra-matemdtica.!

Por otra parte, esta nueva manera de concebir la nocién de exis-
tencia matematica estd intimamente ligada a la actitud de Hilbert
respecto de los elementos ideales. Hemos mencionado brevemente
esta cuestiéon en el capitulo anterior.®> Tomando como ejemplo el

60 Citado en (Hallett 1994, p. 167).

61 Las discusiones de Hilbert sobre la existencia mateméatica se dan en el con-
texto del “abordaje abstracto conceptual” a la matemaética, que comenzo a
ser dominante a partir de la segunda mitad del XIX, sobre todo en Ale-
mania. Sobre este contexto general puede consultarse (Ferreirés 2007, cap.
1).

62 Véase seccién 3.6.2.
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sistema de axiomas para la aritmética de los reales, Hilbert afirma
que un elemento, por ejemplo v/—1, tiene un estatus diferente, o
es un elemento “ideal”, cuando es anadido por primera vez a este
sistema axiomatico. Sin embargo, una vez que se han establecido
las leyes que permiten integrar o relacionar los nuevos elementos
con los elementos del sistema original, entonces puede decirse que
estos “elementos ideales” existen de la misma manera que los ele-
mentos del sistema dado en primer lugar. La tinica condicién para
ello sera demostrar la consistencia del nuevo sistema ampliado, que
comprende a los elementos ideales. Hilbert le explica a Frege este as-
pecto importante, inmediatamente a continuacién de su afirmacién
de que la consistencia implica existencia:

La proposicién ‘toda ecuacién tiene una raiz’ es verda-
dera o la existencia de la raiz esta demostrada, ni bien el
axioma ‘toda ecuacién tiene una raiz’ puede ser anadido
a los otros axiomas aritméticos, sin generar la posibili-
dad de una contradiccién, no importa cudles sean las
conclusiones que de ellos se sigan. Esta concepcién es la
clave para comprender no sélo mi Festschrift, sino tam-
bién mi reciente conferencia de Munich sobre los axio-
mas de la aritmética, donde he demostrado, o al menos
he indicado como probar, que el sistema usual de los
nimeros reales existe, mientras que el sistema de todos
los niimeros cardinales cantorianos o de todos los alefs
— como lo afirma Cantor en un sentido similar, aunque
utilizando otras palabras — no existe.%

La designacién de un elemento como ‘ideal’ sélo puede tener un
caracter relativo, o sea, en relacion al sistema original de axiomas del
que partamos y a los elementos contemplados por éste como reales.
En otras palabras, en un nuevo sistema de axiomas consistente,
que incluya tanto a los elementos del sistema original como a los
anteriormente llamados ‘elementos ideales’, tal distinciéon no tiene
mayor sentido. En el nuevo sistema, todos los elementos pueden
ser considerados como ‘reales’. Hilbert senala esta idea en un texto
bastante posterior, aunque todavia en relaciéon a la utilizacién del
método de los elementos ideales en geometria:

63 Hilbert a Frege, 29 de diciembre de 1899; en (Frege 1976, p. 66).
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La expresion “elementos ideales” solo tiene aqui senti-
do, hablando propiamente, desde el punto de vista del
sistema del que hemos partido. En el nuevo sistema no
distinguimos de ninguna manera entre elementos reales
e ideales. (Hilbert 1992, p. 91)

En suma, las opiniones divergentes de Frege y Hilbert en torno
a la cuestion de la consistencia y la existencia matematica expre-
san visiblemente las diferencias entre una concepcién clasica y una
concepcién moderna o abstracta del método axiomatico. Hilbert en-
tendié este origen de las criticas recibidas, y el objetivo central de
sus respuestas a Frege fue explicarle su nueva concepcion axiomati-
ca formal. En este sentido, es compresible que ciertos aspectos de
esta concepcion hayan sido alli obviados, mientras que otros hayan
sido enfatizados considerablemente; un claro ejemplo es su descrip-
ci6én de las teorfas mateméticas (axiomatizadas) como entramados
de conceptos. Sin embargo, en el capitulo siguiente intentaré exhi-
bir otros aspectos de la concepcion axiomatica temprana de Hilbert
que, en mi opinion, permiten llegar a una mirada mas completa y
mejor contextualiza de su posicion. Para ello me ocuparé de analizar
sus notas de clases para el curso “Principios légicos del pensamien-
to matemético” (Hilbert 1905b; 1905¢), quizds su exposicién més
completa del método axiomatico formal, en este periodo inicial de
sus trabajos sobre los fundamentos de la matematica.



CAPITULO 5

Método axiomatico,
formalismo e intuicidon

5.1. Introduccion

La presentacién de la geometria como un sistema axiomatico for-
mal, sumada a su posterior programa “finitista” para la fundamen-
tacion de la aritmética y el andlisis, han contribuido a formar una
imagen excesivamente formalista de la concepcion de la geometria
de Hilbert, que todavia sigue siendo reproducida en las exposicio-
nes de caracter general. De acuerdo con esta imagen, que pode-
mos llamar formalista radical o extrema, el objetivo central del
método axiomatico de Hilbert es defender una concepcién de toda
la matematica cldsica como una coleccién de sistemas deductivos
abstractos completamente formalizados, construidos a partir de un
conjunto de axiomas arbitrariamente escogidos y sin un significado
intrinseco. Mas aun, para los defensores de esta interpretacion, la
idea detras del método axiomatico hilbertiano es que la matematica
consiste béasicamente en el estudio de los formalismos, entendidos
como el esquema de signos o simbolos sin significado, sujeto a un
conjunto de reglas estipuladas, que componen el sistema axiomati-
co.! Hemos visto en los capitulos anteriores que la imagen de la

! Frege fue de hecho uno de los primeros en impulsar este tipo de lectura, no
sélo en su intercambio epistolar con Hilbert, sino sobre todo en sus articulos
de 1903 y 1906. Asimismo, declaraciones similares fueron repetidas por Weyl
en diversos trabajos, por ejemplo, en (Weyl 1925). Finalmente, la interpre-
tacién formalista radical se encuentra paradigmaticamente representada en
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geometria que presenta Hilbert en sus cursos poco tiene que ver con
estas posiciones formalistas extremas; sin embargo, sostendré nue-
vamente en este capitulo que la temprana concepcién axiomética
de la geometria se opone claramente a este tipo de lecturas.

Por otro lado, el término “formalismo” ha sido utilizado de un
modo diferente para caracterizar la posicion de Hilbert, en esta eta-
pa geométrica. El formalismo hilbertiano en este segundo sentido,
que podriamos llamar moderado?, afirma que toda teoria mateméti-
ca axiomatizada consiste en un entramado o esquema de relaciones
l6gicas entre conceptos, que no estd ligado a un determinado do-
minio fijo, sino que diversos dominios de objetos pueden tener en
comun. Un sistema de axiomas no constituye asi un conjunto de
proposiciones verdaderas acerca de un dominio particular de obje-
tos, sino que las proposiciones o teoremas de una teoria axiomatica
deben ser entendidos en un sentido hipotético, esto es, como siendo
verdaderas para cualquier “interpretacion” de los términos y rela-
ciones bésicas en las que los axiomas son satisfechos.?

Hemos visto que tanto en sus cursos sobre geometria desde 1894,
como en su polémica con Frege, Hilbert formula de este modo la
tesis fundamental de su nueva concepcién abstracta del método
axiomatico. Esta manera de caracterizar la empresa hilbertiana
describe entonces correctamente el “giro metodologico” que éste
le imprime a la idea de aziomdtica, en este periodo inicial. Sin em-
bargo, en este capitulo me centraré en otros aspectos de su abordaje
axiomatico a la geometria, que considero relevantes para alcanzar
una imagen mas equilibrada y mejor contextualizada de su concep-
cién del método axiomatico formal en esta etapa temprana. Pun-
tualmente, estos elementos estan vinculados tanto a su concepcion

el cldsico y difundido articulo de Dieudonné (1971), vocero del mitico grupo
de matemaéticos franceses Bourbaki.

2 Lassalle”Casanave (1996) propone distinguir entre interpretaciones forma-
listas extremas e interpretaciones formalistas moderadas del programa fini-
tista de Hilbert para la fundamentacion de la aritmética y el andlisis. Esta
distincién, sin embargo, no coincide exactamente con las interpretaciones
formalistas de Hilbert en la llamada “etapa geométrica”.

3 Bernays (1922a; 1922b) fue el primero en proponer esta interpretacién, en
una serie de articulos que pretendian exponer las recientes contribuciones
de Hilbert a los fundamentos de la matematica. En una época méas contem-
porénea esta lectura ha sido presentada por Detlefsen (1993a; 1993b; 1998),
Mancosu (1998), y en la literatura castellana por Torres (2009).
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de la geometria, como a su modo de entender el proceso de realizar
una axiomatizacién (formal) de una teoria matemaética.

Estos elementos de la concepcion axiomatica de Hilbert estan
particularmente presentes en las notas de clases para el curso Prin-
cipios 16gicos del pensamiento matemdtico (Hilbert1905b; 1905¢).*
Este curso constituye la exposicion mas acabada y completa de la
concepcién hilbertiana del método axiomatico, en esta etapa tem-
prana que se extiende hasta 1905. En efecto, por un lado Hilbert
vuelve a presentar en este manuscrito sus sistemas de axiomas pa-
ra la geometria elemental y para la aritmética de los reales, acom-
panados esta vez por reflexiones generales mas extensas respecto de
las consecuencias metodoldgicas que acarrea su nueva concepcion
del método axiomatico. Por otro lado, en este trabajo el matemati-
co aleman pone en préctica por primera vez su ‘programa’ para
axiomatizar diversas ramas de la fisica, siguiendo el modelo de la
geometria.

El objetivo de este capitulo sera analizar la descripcion del méto-
do axiomatico llevada a cabo por Hilbert en estas notas de clases.
Especialmente, veremos que un aspecto central de esta caracteri-
zacion consiste en otorgarle un papel muy relevante a la intuicion
y a la experiencia en el proceso de axiomatizaciéon de una teoria
matematica, en especial de la geometria.

En la seccién 5.2 examinaremos cémo Hilbert caracteriza, en es-
tas notas de clases de 1905, la tarea de llevar a cabo una axiomatiza-
cién formal de la geometria. Enseguida (5.3), veremos que Hilbert
justifica la utilizacién del lenguaje ordinario, para la formulacion
de sus sistemas axiomaéticos, en funciéon de este modo peculiar de
concebir la aplicacién del método axiomatico formal a la geometria.
Ello nos llevara (5.4) a contextualizar la polémica afirmacién de Hil-
bert — tanto en sus cursos como en la introduccion del Festschrift
—, segun la cual su andlisis axiomadtico (formal) de la geometria
euclidea constituye al mismo tiempo “un analisis 16gico de la intui-
ci6n”. Finalmente (5.5), realizaremos unas breves consideraciones
acerca de la nocién de “intuicién geométrica” con la que Hilbert
opera en esta etapa inicial.

4 Las notas de clases para este curso poseen dos versiones, una a cargo de Max
Born (Hilbert 1905¢) y otra redactada por Ernst Hellinger (Hilbert 1905b).
Los contenidos de ambas versiones son practicamente idénticos.
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5.2. Intuicion y método axiomatico

El objetivo principal de este nuevo curso es analizar los funda-
mentos légicos de la matematica, una tarea motivada por el reco-
nocimiento de que “la aplicacién correcta [en la matemétical de
la l6gica tradicional conduce a contradicciones” (Hilbert 1905b, p.
4). La temadtica estd directamente ligada al articulo “Sobre los fun-
damentos de la légica y la aritmética” (Hilbert 1905a), en donde
se propone esquematicamente una nueva estrategia para probar la
consistencia de la aritmética. En efecto, este problema habia to-
mado desde 1903 un lugar central para Hilbert, en virtud del des-
cubrimiento de Russell de las famosas paradojas que afectaban al
programa logicista de Frege. La idea basica de Hilbert consiste en
desarrollar simultdineamente las leyes de la logica y la aritmética,
en lugar de intentar reducir una a la otra o a la teoria de conjuntos.
El punto de partida era la nocién basica de “objeto—pensado”, que
podia ser designado por medio de un signo y ofrecia la posibilidad
de tratar a las pruebas matematicas como meras féormulas. Sin em-
bargo, Hilbert presenté estas ideas de un modo muy esquematico
e impreciso, limitandose sélo a esbozar esta nueva estrategia para
proporcionar una prueba directa o absoluta de la consistencia de la
aritmética.’

Hilbert aprovechd este nuevo curso para elaborar un poco mas
detalladamente sus ideas respecto del problema de la consistencia
de la aritmética. Especialmente, en la segunda parte, analiza el pro-
blema de las llamadas paradojas o antinomias — que tuvieron un
efecto devastador en el sistema de Frege. Asimismo, encontramos
por primera vez un calculo proposicional formalizado, que podia ser
utilizado en lugar de la “logica tradicional” como la logica subya-
cente de sus sistemas axiomdticos.®

La construccion de este calculo proposicional es precedida por
una extensa discusion respecto de las ideas fundamentales del méto-
do axiomatico, y de su aplicacion a diversas teorias matematicas e
incluso fisicas. Hilbert presenta alli sistemas axiomaticos para la
aritmética de los reales, la geometria euclidea, la mecénica, la ter-

5 Sobre este primer intento de Hilbert de propocionar una prueba directa de
la consistencia de la aritmética, véase (Sieg 2009) y (Mancosu 2010, cap.
2).

6 Véase infra, capitulo 7.
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modinamica, el cdlculo de probabilidades, la teoria cinética de gases
y la electrodinamica; estos ultimos obviamente son propuestos con
un cardcter provisorio y esquemético.”

En el comienzo de estas notas, Hilbert resume de la siguiente
manera la idea fundamental de su nuevo método axiomatico:

Los elementos generales de una concepcién axiomatica
han estado siempre, inadvertidamente, en la base de la
matematica, como asi también de otras ciencias. Si uno
tiene a su disposicion un acervo de hechos [Thatsachen-
material], que consiste en ciertas proposiciones, incluso
algunas dudosas, conjeturas, etc., entonces se seleccio-
na un conjunto de estas proposiciones, se las separa y
se las agrupa en un sistema particular [ein eigenes Sys-
tem], el sistema azxiomdtico. Este es concebido como el
fundamento, y se busca derivar de él todo el material
presentado por medio del combinaciones légicas, segiin
las leyes légicas conocidas. Asimismo, ahora nos intere-
san especialmente las siguientes tres preguntas: 1) json
los axiomas consistentes, ello es, es imposible deducir
por medio de puras operaciones légicas una proposicion
y su negacién?; 2) json ellos independientes entre si, o
sea, no se puede deducir alguno de los axiomas a partir
de los otros? (...); 3) jes el sistema axiomatico com-
pleto, i.e. contiene todos los hechos en cuestién como
consecuencias l6gicas? (Hilbert 1905b, pp. 11-12)

Esta explicacion de la idea general de la axiomética puede ser
considerada como la descripcién estandar del método axiomatico
formal, tal como lo concibe Hilbert en esta primera etapa. Un as-
pecto importante de esta caracterizacion se ve reflejado en el reco-
nocimiento de que la aplicacién del método axiomatico presupone
siempre que sea dado un conjunto de hechos y proposiciones basi-
cas. La manera en que aqui se entiende la naturaleza y funcién del
método axiomatico implica que se lo concibe fundamentalmente co-
mo una herramienta que debe ser aplicada a una teoria matematica,

7 Sobres las investigaciones axiomaticas de Hilbert en el campo de la fisica,
véase (Corry 2004).
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o cientifica, preexistente. Ello significa que en el proceso de axioma-
tizacion se debe prestar particular atencién al cardcter o naturaleza
de los hechos bdsicos de la disciplina en cuestion.

La seccién dedicada a exponer el sistema axiomatico para la geo-
metria euclidea elemental se inicia con la siguiente caracterizacion:

El objetivo de toda ciencia es, en primer lugar, estable-
cer un esquema de conceptos basado en axiomas, a cuya
misma concepcién somos naturalmente guiados por la
intuicion y la experiencia. Idealmente, todos los fenome-
nos de un dominio dado apareceran como una parte del
esquema y todos los teoremas que pueden ser deriva-
dos de los axiomas encontraran su expresion alli. Asi,
si queremos establecer un sistema de axiomas para la
geometria, el punto de partida debe sernos dado por los
hechos intuitivos de la geometria y éstos deben corres-
ponderse con el esquema que debe ser construido. Los
conceptos obtenidos de este modo, sin embargo, deben
ser considerados como separados completamente de la
experiencia y la intuicién. (Hilbert 1905b, pp. 36-37)

Hilbert indica que sus sistemas axiomaticos son formales, y en
cuanto tales deben ser considerados como “separados de la intui-
cion”, dado que los términos y relaciones basicas no estan ligados
a una interpretacién intuitiva fijada de antemano. Sin embargo,
al mismo tiempo aclara que ello no significa que la intuiciéon no
desempana mas un papel en la teoria geométrica axiomatica. Por
el contrario, la intuicion y la experiencia resultan esenciales para la
selecciéon de los principios basicos sobre los cuales se construira de-
ductivamente todo nuestro conocimiento geométrico. Asimismo, la
funcién de la intuicién no se circunscribe tinicamente a sugerir la
eleccién de los axiomas de la teoria, sino que ademas resulta fun-
damental para que el sistema axiomatico pueda ser aplicado a la
realidad. Hilbert senala a continuacion que en la construccion de
los sistemas axiomaticos (formales) debe buscarse que el esquema
conceptual resultante conforme una analogia con nuestras intuicio-
nes mas basicas y con los hechos de la experiencia. Este requisito
es formulado de la siguiente manera:

En la presentacion axiomatica de la aritmética nos he-
mos alejado totalmente del concepto original de niimero
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y con ello nos hemos separado de toda intuicién. Los
numeros se convirtieron para nosotros solamente en un
entramado de conceptos, a los que por supuesto sélo
somos guiados por la intuicién; sin embargo, podemos
operar con este entramado sin recurrir a la ayuda de la
intuicién. Ahora bien, para que este sistema conceptual
pueda ser aplicado a las cosas que nos rodean, es nece-
sario que sea construido de tal manera que forme una
completa analogia con nuestras intuiciones mas simples
y con los hechos de la experiencia. (Hilbert 1905b, p.
27. El énfasis es mio)

Estas afirmaciones resultan sumamente importantes para com-
prender como concebia Hilbert, en esta etapa temprana, la natu-
raleza del método axiomatico formal, y especialmente, cual era el
significado v la finalidad fundamentales que encontraba en su abor-
daje axiomatico formal a la geometria.

En primer lugar, es claro que para Hilbert su analisis axiomati-
co de la geometria de ningiin modo consistia en el estudio de las
consecuencias logicas que podian ser derivadas de un conjunto de
postulados dados, en principio elegidos con completa libertad y sin
un significado intrinseco. Por el contrario, una razén fundamental
para realizar un anélisis axiomatico formal era profundizar nues-
tro conocimiento, y perfeccionar la claridad légica, de una teoria
matematica en un estado avanzado de su desarrollo.

En segundo lugar, en esta etapa inicial Hilbert tampoco pensaba
que la tarea de llevar a cabo una axiomatizacién formal se limitaba
exclusivamente a reducir un dominio de conocimiento determinado
a un esquema de relaciones légicas entre conceptos, cuya validez
debia ser luego justificada por medio del estudio de las propiedades
metaldgicas del sistema de axiomas (consistencia, independencia,
completitud). Antes bien, junto con aquellos conocidos criterios de
adecuacion establecidos para todos los sistemas axiomaticos, Hil-
bert encontraba ademds importante que el sistema de axiomas pro-
puesto no pierda completamente su conexién con estas fuentes ori-
ginales del conocimiento geométrico. En gran parte, este requisito
se explica en virtud de que en este periodo inicial consideraba real-
mente a la geometria como una teoria matematica fundada en gran
medida en la intuicién y en la experiencia.
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En este preciso sentido, aunque el proceso mismo de axiomati-
zacion formal consistia en una proyeccién desde un plano intuitivo
inicial a un nivel puramente conceptual, para Hilbert era esencial
que su sistema de axiomas conserve de algin modo un cierto pa-
ralelismo con el contenido intuitivo—empirico de esta teoria. La su-
puesta arbitrariedad con la que en principio podian ser elegidos los
axiomas y términos primitivos de un sistema axiomatico, estaba li-
mitada de hecho por la exigencia de que éstos permanezcan lo méas
cerca posible de los hechos bdsicos de nuestra intuicion geométrica.

Es interesante observar que Hilbert reconoce la importancia de
conservar una conexion entre el sistema axiomatico y los hechos
geométricos (intuitivos) bésicos al dar cuenta de un aspecto con-
creto de su axiomatizacion, a saber: la utilizacién del lenguaje or-
dinario para la formulacion de los axiomas de la geometria.

5.3. Axiomatizacion y lenguaje ordinario

A diferencia de otros matematicos como Giuseppe Peano (1858—
1932) y Mario Pieri (1860-1913), quienes también en esta misma
época lograron presentar a la geometria euclidea elemental como
un sistema formal o “hipotético-deductivo”®, en su presentacién
axiomatica de la geometria Hilbert decide practicamente no utili-
zar ningin simbolismo o notacion légica especial, que contribuya a
facilitar la disociacion entre los objetos geométricos intuitivos y los
conceptos primitivos de la nueva teoria geométrica. Por el contra-
rio, prefirié utilizar el lenguaje ordinario para formular su sistema
axiomatico, enriquecido con algunos términos técnicos; los sistemas
hilbertianos son asi sistemas axiomdticos formales no formalizados.

Aunque en Fundamentos de la geometria no se encuentran ma-
yores indicios respecto de esta decision, Hilbert se refiere especifi-
camente a esta cuestién en su curso de 1905. En primer lugar, su
preferencia por el lenguaje ordinario no se explica exclusivamente
en virtud de la ausencia de un simbolismo logico adecuado para
ser utilizado en la formulacién de la teoria geométrica; antes bien,
esta decisiéon estaba intimamente ligada a su modo de entender la
naturaleza y la funcion de los sistemas axiomaticos formales, en par-
ticular en su aplicacion a la geometria. Hilbert reconoce que la utili-

8 Cf. (Peano 1889) y (Pieri 1899; 1900).
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zacion del lenguaje ordinario para formular un sistema axiomatico
puede generar graves confusiones y equivocaciones, si no se tiene
bien en claro desde un inicio que los conceptos primitivos no tienen
un significado intuitivo prefijado de antemano. Sin embargo, al mis-
mo tiempo, sostiene que si se tiene presente este hecho fundamental
de los sistemas axiomaticos abstractos, entonces el empleo del len-
guaje ordinario resulta muy 1til para facilitar la comprensién de la
teoria axiomatica y para conservar de alguna manera una referencia
al contenido intuitivo original de los axiomas:

En la ambigiiedad del lenguaje, a la que aqui nos en-
frentamos, reside una dificultad, que pronto en nuestras
investigaciones légicas se volvera inapropiada y genera-
dora de confusiones. Utilizaremos todas estas expresio-
nes como sinénimos”, y con ellas sélo pensaremos en las
relaciones establecidas por medio de los axiomas; estas
relaciones, que hemos postulado para cosas abstractas
del pensamiento, no tienen ningun significado intuitivo;
y si de hecho utilizamos las designaciones habituales ‘es-
tar sobre’, o luego ‘entre’, ‘congruente’, etc., ello sélo se
debe a que a través de ellas es mas facil comprender el
contenido de los axiomas, y de ese modo uno puede al
final — una vez que el edificio conceptual esté completo
— hacer més fécil su aplicacién a los fendmenos. (Hilbert
1905b, p. 40)

La eleccion de los nombres geométricos habituales ‘punto’, ‘linea’
y ‘plano’, para referirse a los conceptos bésicos del sistema de axio-
mas, no es de ningiin modo un requisito impuesto por la concepcién
abstracta del método axiomatico. Por el contrario, si no se advierte
desde un comienzo que estas nociones primitivas no poseen un sig-
nificado intuitivo concreto, dicha eleccion puede llegar a provocar
graves confusiones. Sin embargo, Hilbert afirma que, una vez que
este hecho fundamental es debidamente reconocido, el uso de los
nombres habituales para designar los conceptos geométricos primi-
tivos conlleva un beneficio de una importancia considerable para el

9 “Cuando esta relacién [de incidencia] tiene lugar decimos también que el
punto A ‘se encuentra sobre’ la recta a, o que a ‘pasa por’ el punto A, o
que a ‘une’ a los puntos A y B” (Hilbert 1905b, p. 38).
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sistema axiomatico propuesto, a saber: permite comprender mejor
el “contenido original” de los axiomas y, de ese modo, conserva, por
decirlo de alguna manera, un paralelismo entre el contenido intui-
tivo original de la geometria y el entramado conceptual. Més aun,
Hilbert afirma que la utilizacién de un lenguaje artificial, como por
ejemplo la creacion arbitraria de palabras, para hacer mas evidente
el caracter formal del sistema axiomatico, es un recurso legitimo
pero ciertamente inadecuado en funcién del objetivo final de un
presentacién axiomadtica (formal) de la geometria:

Cuando uno se pregunta por el lugar, dentro de todo el
sistema, de un teorema conocido desde antano como el
de la igualdad de los angulos de la base de un triangu-
lo, entonces naturalmente se debe apartar de las creen-
cias tradicionales y de la intuicién, y aplicar solamente
las consecuencias logicas de los axiomas presupuestos.
Para asegurarse de ello, a menudo se ha hecho la su-
gerencia de evitar los nombres usuales de las cosas, ya
que éstos pueden desviarnos, a través de las numerosas
asociaciones con los hechos de la intuicion, de la riguro-
sidad 16gica. Se ha sugerido asi introducir en el sistema
axiomatico nuevos nombres para ‘puntos’, ‘lineas’, ‘pla-
nos’, etc.; nombres que recuerden solamente lo que ha
sido establecido en los axiomas. Se ha propuesto incluso
que palabras como ‘igual’, ‘mayor’, ‘menor’, sean reem-
plazadas por formaciones arbitrarias de palabras, como
‘a—rig’, ‘b-rig’, ‘a—rung’, ‘be-rung’. Ello es de hecho un
buen medio pedagodgico para mostrar que un sistema
axiomatico sélo se ocupa de las propiedades estableci-
das en los axiomas y de nada md&s. Sin embargo, en
la practica este procedimiento no es ventajoso, e inclu-
so no esta realmente justificado. En efecto, uno siem-
pre debe guiarse por la intuicion al formular un sistema
axiomatico y uno siempre tiene a la intuicion como una
meta [Zielpunkt]. Por lo tanto, no es defecto alguno si
los nombres nos recuerdan siempre, e incluso hacen mas
facil recordar, el contenido de los axiomas, puesto que
se puede evitar facilmente la intromision de la intuicion
en las investigaciones légicas, al menos con un poco de
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cuidado y préctica. (Hilbert 1905a, pp. 87-88. El énfasis
es mio)

Esta advertencia de Hilbert puede ser utilizada para contrastar
su propia concepcion del método axiomatico con algunas de las in-
terpretaciones radicalmente formalistas que aparecieron poco des-
pués de la publicacién de la primera edicion de Fundamentos de
la geometria. En particular, este pasaje puede ser tomado como
una respuesta directa a las criticas formuladas de Frege en la se-
rie de articulos que siguieron al intercambio epistolar. Como hemos
analizado en el capitulo anterior, en tanto que en el sistema hilber-
tiano los términos primitivos “punto”, “linea”, etc., no poseen una
referencia (intuitiva) fija, Frege concluye que deben ser considera-
dos como meros simbolos vacios, sin significado, y los axiomas que
los contienen, como meras reglas para la manipulacion de signos.
Mas ain, dado que para Frege los axiomas hilbertianos son pseudo—
proposiciones, cualquier axioma de su sistema es equiparable con
una formacién arbitraria de palabras. Frege ridiculiza asi la posicion
Hilbert, al comparar su axioma “Toda recta contiene al menos dos
puntos” (I1.7), con la construccién arbitraria de palabras sin ningtin
sentido: “Toda anej bacea, por lo menos dos helas” (Frege 1906, p.
284).

Pasajes como el recién citado permiten apreciar con claridad la
firme oposicion de Hilbert respecto de este tipo de interpretacion,
formalista radical, de su método axiomatico. El hecho de que la
geometria sea presentada como un sistema axiomatico formal no
significaba para él, de ningin modo, que la naturaleza de esta teoria
matematica pueda ser comparada con un juego de simbolos o sig-
nos vacios, sin significado. De la misma manera, la propuesta de
formular los axiomas de la geometria a través de construcciones
arbitrarias de palabras, carentes de todo sentido, tampoco era una
opcién atendible. Aunque el resultado de una axiomatizacion for-
mal de la geometria era un entramado conceptual o estructura re-
lacional capaz de recibir distintas interpretaciones y aplicaciones,
Hilbert sostenia que uno de los objetivos centrales de su empresa
axiomatica era conservar de alguna manera la relacién con el con-
junto de hechos geométricos intuitivos, que se encuentran en la base
de esta disciplina. Mas aun, en esta etapa inicial, Hilbert estaba
ciertamente convencido de que su analisis axiomatico formal con-
tribufa en gran medida a proporcionar un fundamento conceptual
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para el acervo de hechos geométricos intuitivos. En este sentido, la
utilizacion del lenguaje ordinario en la formulacién de su sistema
axiomatico resultaba consecuente con esta concepcion axiomatica
de la geometria. En efecto, una vez que la naturaleza abstracta de
los sistemas axiomaticos era claramente comprendida, la utilizacion
del lenguaje ordinario constitufa una herramienta muy eficaz para
la compresion del “contenido” de los axiomas geométricos y para
su aplicacion a los diversos dominios de objetos.

La utilizacion del lenguaje ordinario en la formulacién de su sis-
tema axiomatico para la geometria no constituia un obstaculo para
la busqueda de absoluto rigor en las demostraciones. Por el con-
trario, Hilbert pensaba que una vez que la naturaleza formal de
su sistema axiomatico era debidamente reconocida, el empleo del
lenguaje geométrico tradicional: i.) facilitaba en gran medida la
compresién de su teorfa geométrica, ii.) permitia conservar cierto
paralelismo con los hechos geométricos fundados en la experiencia
y en la intuicion, contribuyendo de ese modo a su aplicacion a los
fenémenos; #.) hacia que el trabajo con el sistema axiomatico sea
mas simple e intuitivo, sirviendo de ese modo al propésito de que el
método axiomatico sea una herramienta fecunda de investigacién
matematica.

5.4. Un analisis 16gico de la intuicién

Las relaciones que hemos analizado entre la construccion de un
sistema axiomatico formal para la geometria elemental y la intui-
ciéon geométrica estan vinculadas ademés con otra idea que aparece
referida constantemente en estas notas de clases. Hilbert advierte
explicitamente en sus cursos que un anélisis axiomatico formal de
la geometria supone una emancipacion de un nivel intuitivo original
y una proyeccién a un nivel puramente conceptual; sin embargo, al
mismo tiempo sugiere que los resultados geométricos y especialmen-
te los metageométricos, alcanzados por medio de las investigaciones
axiomaticas formales, conservan todavia un significado o valor pa-
ra nuestra “intuicién geométrica”; més precisamente, contribuyen
a esclarecer el contenido de nuestro conocimiento geométrico in-
tuitivo. Esta idea parece estar detras de la caracterizacion de sus
investigaciones axiomaticas formales como un “analisis 16gico de la
intuicién”. En la introduccién del Festschrift, esta descripcion es
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formulada de la siguiente manera:

La geometria necesita para su construccion logica — del
mismo modo que la aritmética — sélo unos pocos y sim-
ples hechos fundamentales. A estos hechos fundamenta-
les se los denomina axiomas. El establecimiento de los
axiomas de la geometria y la investigacion de sus cone-
xiones es una tarea que, desde Euclides, ha sido discu-
tida en numerosos excelentes tratados de la literatura
matematica. Esta tarea consiste en el andlisis logico de
nuestra intuicion espacial. (Hilbert 1899, p. 3. El énfasis
es mio.)

Esta afirmacion ha sido considerada como inadecuada y confusa
en el contexto de su libro de cardcter puramente matematico, fun-
damentalmente en virtud de que los axiomas alli propuestos para
la geometria euclidea conforman un sistema formal. Sin embargo,
Hilbert la repite constantemente en sus cursos, indicando que se
trata de un elemento importante de su concepcién axioméatica de
la geometria.l® Una referencia interesante al respecto se encuentra
en el curso de 1898/1899, en donde explica las diferencias entre
su abordaje axiomatico a la geometria y los abordajes sintéticos y
analiticos o algebraicos de la siguiente manera:

A partir de lo dicho se esclarece la relacion de este curso
con aquellos sobre geometria analitica y geometria pro-
yectiva (sintética). En ambas disciplinas las preguntas
fundamentales no son tratadas. En la geometria analiti-
ca se comienza con la introduccion del ntimero; por el
contrario nosotros habremos de investigar con precision
la justificacion para ello, de modo que en nuestro ca-
so la introduccion del nimero se producira al final. En
la geometria proyectiva se apela desde el principio a
la intuicion, mientras que nosotros queremos analizar la
intuicion, para reconstruirla, por decirlo de algin modo,
en sus componentes particulares [einzelne Bestandteile].
(Hilbert 1899, p. 303. El énfasis es mio.)

10 Véase (Hilbert 1898/1899a, p. 303); (Hilbert 1902b, p. 541).
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En un sentido estricto, las investigaciones de Hilbert son un anali-
sis logico de los aziomas, no de la intuicion. Ellas nos proporcionan
un conocimiento de qué afirmaciones se siguen de ciertos axiomas
dados, y de qué afirmaciones (teoremas) no pueden ser probadas
a partir de un conjunto de axiomas en particular. Sin embargo, si
se toma en consideracién la temprana concepcién axiomatica de la
geometria exhibida en estas notas, es posible contextualizar de un
modo mas preciso su descripcion del estudio axiomatico formal de
la geometria como un “andlisis 16gico de la intuicién”.

Hilbert enfatiza constantemente que la intuicién geométrica y
la experiencia son las primeras fuentes de nuestro conocimiento
geométrico, en gran parte en virtud de que nos proporcionan el
conjunto de hechos basicos de la geometria, que sirve como punto
de partida y guia para la axiomatizacion. Estas fuentes primarias de
conocimiento resultan esenciales para conseguir una axiomatizacion
exitosa de la geometria euclidea. Un objetivo central de su analisis
axiomatico formal de la geometria consiste entonces en ofrecer una
descripcion matematicamente exacta y completa de la estructura
logica de esta teoria matematica, i.e. de cudles son las condiciones
o principios necesarios y suficientes que deben ser postulados para
construir esta teoria y de las relaciones logicas de los axiomas entre
si y también con los teoremas fundamentales. Empero, en tanto que
la geometria elemental se funda en gran parte en nuestra intuicion
espacial, este examen axiomatico proporciona al mismo tiempo un
conocimiento de las propiedades logicas de los hechos intuitivos
fundamentales que estan en la base de la geometria, y en ese sentido,
de la intuicion. En sus cursos Hilbert intenta ilustrar precisamente
esta tultima afirmacién por medio de un ejemplo concreto.

En la segunda seccién del curso de 1898/1899, Hilbert formula
el grupo de axiomas de ordenacién, que establece las relaciones de
orden en el plano. Este grupo de axiomas estaba compuesto ahora
por cuatro axiomas lineales y un quito axioma que establece que
toda recta divide al plano en dos regiones o semiplanos diferentes,
el cual permite probar facilmente el famoso “axioma de Pasch” co-
mo un teorema.'! Tal como lo repetird luego en Fundamentos de la
geometria, estos axiomas representan “hechos simples u originarios

1 En el Festschrift, Hilbert incluye al “axioma de Pasch” dentro del grupo
de axiomas de ordenacién y demuestra como un teorema al axioma I1.5 de

(Hilbert 1898a, 1898b).
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de nuestra intuicién geométrica” (Hilbert 1898/1899a, p. 380).2
Ahora bien, tras presentar los cinco axiomas y mencionar algunas
consecuencias inmediatas, Hilbert se propone indagar las propieda-
des metaldgicas de estos axiomas, en particular, la independencia.
Para ello utiliza el procedimiento, que luego se volvera habitual, de
construir un “modelo aritmético” de los axiomas geométricos, que
en este contexto equivale a “interpretar” los puntos de una linea
como numeros reales positivos y negativos. Hilbert demuestra de
ese modo que los cuatro primeros axiomas son independientes en-
tre si, es decir, que ningin axioma del grupo puede ser deducido de
los restantes. Sin embargo, una vez demostrada la independencia
y la consistencia de estos axiomas, extrae la siguiente conclusion
respecto de la relacién de ordenacién que resulta caracterizada por
medio de este grupo de axiomas:

‘Entre’ es antes que nada una relaciéon de un punto con
otros dos, y recibe un contenido a través de los axio-
mas. Si se quiere recién entonces se puede utilizar la
palabra ‘entre’. Pero no por ello debe pensarse que nues-
tras investigaciones son superfluas. Mas bien ellas son

un andalisis l6gico de nuestra facultad de la intuicion.
(Hilbert 1898/1899b, p. 230. El énfasis es mio).

Aunque las investigaciones metageométricas sobre la independen-
cia y la consistencia de los axiomas consisten basicamente en “rein-
terpretar” los términos y relaciones basicas de la teoria geométrica
de diversas maneras, y por lo tanto en no ligarlos de antemano a
los objetos geométricos intuitivos, es evidente que Hilbert conside-
raba todavia en este periodo inicial que su examen axiomatico de
la geometria euclidea era, al mismo tiempo, un andlisis de las fuen-
tes originales de conocimiento, i.e. de la experiencia y de nuestra
intuicién geométrica. Estas investigaciones contribuian a esclare-
cer qué principios y proposiciones son responsables de varias de las
partes centrales de nuestro conocimiento geométrico intuitivo. En
otras palabras, Hilbert concebia su analisis axioméatico formal de la
geometria como un suerte de reconstruccion racional o conceptual,

12 “T,0s axiomas de la geometria se dividen en cinco grupos; cada uno de estos

grupos expresan ciertos hechos basicos relacionados de nuestra intuicién”
(Hilbert 1898/1899a, p. 4).
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que suponia un abandono de toda interpretacién intuitiva fija y de
la intuicién geométrica en pos del procedimiento de construccion de
“modelos” (aritméticos), pero que a su vez conservaba un vinculo
con los hechos basicos de la intuicién, en tanto nos permitia distin-
guir alli “qué elementos pertenecen a la experiencia y qué hechos
son [sus| consecuencias légicas” (Hilbert 1898/1899b, p. 222).

Ahora bien, que el examen axiomatico constituya un analisis 16gi-
co de la intuicién, no significa para Hilbert que el sistema axiomati-
co propuesto debe ser considerado como una descripcién directa y
exacta de un determinado dominio intuitivo dado:

En cierto modo hemos dado en este curso una teoria
geométrica; deseamos ahora hacer una observaciéon acer-
ca de la aplicacién de esta teoria a la realidad. Las pro-
posiciones geométricas nunca son validas en la natura-
leza con completa exactitud, porque los axiomas nunca
son satisfechos [erfiillt] por los objetos. Esta carencia en
la correspondencia reside en la esencia de toda teoria,
pues una teoria, que se corresponda hasta en el mas
minimo detalle con la realidad, seria s6lo una descrip-
cién exacta del objeto. (Hilbert 1898/1899a, p. 391)

O del mismo modo, segtin observa Hilbert en la otra versién de
este curso de 1898/1899:

En la esencia de toda teoria reside [el hecho| de que ella
no se cumple con exactitud en la experiencia. Pues en
ese caso solo seriamos capaces de describir los hechos
empiricos singulares [einzelnen Erscheinungstatsache).
Se dice entonces a menudo que la teoria seria falsa. Pero
ello sélo ocurre cuando [sus afirmaciones] son contradic-
torias entre si. (Hilbert 1898/1899b, p. 283)

Hilbert reconoce que las distintas interpretaciones empiricas que
pueden proponerse del sistema axiomatico formal para la geometria
solo pueden tener un caracter aproximativo. Ello significa que el
“esquema o entramado de conceptos”, que es el resultado de la
axiomatizacion, no puede estar de ningin modo limitado por lo
que a primera vista parece estar empirica o intuitivamente justifi-
cado. En tanto que la teoria geométrica formal no se refiere de un
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modo directo a la realidad [ Wirklichkeit], no puede decirse enton-
ces que una interpretacién particular del sistema axioméatico debe
ser privilegiada por sobre otras. Por el contrario, la geometria pue-
de aprender de la intuicion, la observacién y de la investigacion
empirica, pero no debe ser su esclava, incluso cuando la intuicion
juegue un rol decisivo en el establecimiento del conjunto de hechos
que constituyen el dominio bésico de la geometria. Dicho con me-
jor precisiéon: aunque en las investigaciones geométricas nos vemos
guiados constantemente por la intuicion geométrica y nos plantea-
mos preguntas y problemas sugeridos por la intuicion, al final es
el andlisis axiomdtico formal el que instruye a la intuicion, no al
revés.' Y en definitiva, el hecho de que la intuicién geométrica re-
quiera de un andlisis axiomatico formal, se explica en razén de que
Hilbert no la considera una fuente segura o totalmente fiable de co-
nocimiento geométrico. Esta tltima afirmacién nos lleva a intentar
precisar qué es lo que entiende Hilbert por “intuiciéon geométrica”,
nocion invocada con insistencia a lo largo de sus cursos.

5.5. La nocion de “intuicion geométrica”

Hemos anticipado en el primer capitulo (seccién 1.4) que la cues-
tion de la naturaleza, el contenido y el estatus epistemolégico de
nuestra “intuicién geométrica” es un problema sobre el que Hilbert
no profundiza en ningiin momento en sus cursos sobre geometria,;
ello se explica en virtud de que él mismo advierte explicitamente
que se trata de un problema estrictamente filoséfico que excede sus
investigaciones de cardcter puramente matemético.'* Sin embargo,
aunque no encontramos en las fuentes que venimos analizando una
elucidacién filoséfica minima de esta nocién central, considero que
es posible realizar algunas observaciones al respecto.

En primer lugar, en virtud de su concepcién de la geometria
como una ciencia natural, resulta licito inferir que Hilbert entiende
la naturaleza de nuestra intuicion espacial en términos mas bien
empiristas; en efecto, si la intuicién espacial que estd detras de

13 A propésito de esta conclusién, véanse los ejemplos de las investigaciones
axiomédticas de Hilbert analizados por Hallett (2008).

14 Hilbert sefiala en diversas oportunidades a lo largo de sus cursos que “la
pregunta, acerca de si nuestra intuicién espacial tiene un origen a priori o
empirico, permanecerd aqui sin discutir” (Hilbert 1899, p. 303).
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nuestro conocimiento geométrico fuera pura o a priori, entonces la
geometria podria ser considerada una teoria matematica pura en lo
que respecta a sus bases o fuentes epistemoldgicas.

En diversas ocasiones, especialmente al referirse al origen de los
axiomas de la geometria, Hilbert parece concebir de esta manera
la intuicién espacial, equiparandola con la mera observacién o per-
cepcién de simples configuraciones de objetos en el espacio: “En
efecto la geometria de los antiguos surge también de la intuicion de
las cosas [Anschauung der Dinge] en el espacio, tal como se ofrece
en la vida cotidiana [tdgliches Leben]” (Hilbert 1891a, p. 23). O del
mismo modo: “El axioma corresponde a una observacién, como pue-
de verse facilmente en las esferas, reglas y superficies de cartulina
[Pappdeckeln])” (Hilbert 1893/1894b, p. 74). Asimismo, en cuanto a
la forma o estructura de esta intuicion espacial, en esta etapa tem-
prana previa al surgimiento de la teoria general de la relatividad,
Hilbert parece no tener dudas respecto de que la forma en la que
percibimos las relaciones espaciales se corresponde exactamente con
la geometria euclidea.!®

Ahora bien, es dable notar que en diversos pasajes de sus cursos
citados anteriormente, Hilbert distingue la ezperiencia y la intui-
cion geométrica como dos fuentes distintas, complementarias pero
independientes, de nuestro conocimiento geométrico.'® Ello permi-
tirfa pensar que concibe la intuiciéon geométrica al mismo tiempo
en un sentido més bien diferente al anterior.

En mi opinién, Hilbert también se refiere a la “intuicién geométri-
ca” en un sentido un poco mas sutil, ligado mas bien a la practi-
ca matematica. La intuiciéon geométrica en este sentido puede ser
concebida como una cierta habilidad o capacidad, que puede ser
instruida y desarrollada, para percibir o captar inmediatamente re-

15 Véase especialmente (Hilbert 1893/1894b, pp. 119-120) y (Hilbert 1905b, p.
67). Corry (2004; 2006) ha analizado cémo la teoria general de la relatividad,
en particular las novedosas relaciones entre la gravitacion y la geometria
establecidas por esta teoria, afectaron la imagen de la geometria defendida
por Hilbert.

16 Corry (2006) sostiene que, aunque el propio Hilbert aclara que no se pronun-
ciard sobre esta cuestién, esta diferenciacién entre experiencia e intuicién
permitiria pensar que ésta ltima reviste un cardcter a priori, en un sentido
kantiano. Por otro lado, Torres (2009) y Majer (2006) analizan la postura
de Hilbert en esta primera etapa geométrica, en comparacién con la filosofia
de la geometria de Kant.
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laciones geométricas fundamentales exhibidas generalmente en las
construcciones geométricas y diagramaticas. Este modo de enten-
der la intuicion geométrica tiene lugar en el contexto del estudio
y la practica de la geometria en un nivel “informal” o “intuitivo”,
cuando los objetos geométricos primitivos (‘puntos’, ‘lineas’, ‘pla-
nos’, etc.) y las relaciones bésicas son concebidas efectivamente a
partir de su significado geométrico intuitivo habitual. La “intuiciéon
geométrica”, en este segundo sentido, estd asi ligada al razonamien-
to geométrico fuertemente basado en diagramas que es propio de lo
que Hilbert y Bernays (1934) llaman maés tarde “axiomética mate-
rial” [inhaltliche Axiomatik]; especialmente al tipo de razonamien-
to diagramatico que sigue la tradicién iniciada por los Elementos
de Euclides. Mas atn, una caracteristica esencial de la “intuicion
geométrica”, de acuerdo con este segundo sentido, consiste en la
capacidad de visualizar diversas configuraciones de objetos y situa-
ciones geométricas fundamentalmente a partir de la utilizacién de
figuras y diagramas, por medio de los cuales es posible una compren-
sién m4s inmediata del contenido'” de las proposiciones (axiomas,
teoremas, etc.) geométricas.

Desde mi punto de vista, Hilbert tiene en mente esta nociéon mas
refinada cuando subraya una y otra vez la importancia capital de la
intuicién geométrica para una axiomatizacién (formal) exitosa de
la geometria elemental. Un claro ejemplo es el pasaje antes citado
correspondiente a las notas de clases para su curso de 1905:

Uno siempre debe guiarse por la intuicion al formular
un sistema axiomatico y uno siempre tiene a la intuicion
como una meta [Zielpunkt]. Por lo tanto, no es defecto
alguno si los nombres nos recuerdan siempre, e incluso
hacen mas facil recordar, el contenido de los axiomas,

17 Analizando las discusiones en torno a la exigencia de la “pureza del método”
en las investigaciones axioméaticas de Hilbert en el campo de la geometria,
Arana y Mancosu (2012) distinguen entre una nocién “informal” o “intuiti-
va” y otra “formal” del contenido de una proposicién geométrica (axioma,
teorema, etc.). El contenido de una proposicién geométrica que se vuelve
inmediatamente accesible a través de la intuicién geométrica se corresponde
asi con la primera nocién “informal” o “intuitiva”, con lo que se alude a lo
que “alguien con un entendimiento casual de la geometria seria capaz de
comprender” (Arana y Mancosu 2012, p. 327). En cambio, la nocién formal
del contenido de una afirmacién se identifica con “el rol inferencial de una
proposicién dentro de un sistema axioméatico” (Ibid.).
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puesto que se puede evitar facilmente la intromision de
la intuicién en las investigaciones logicas, al menos con
un poco de cuidado y practica. (Hilbert 1905a, p. 8. El
énfasis es mio)

La intuiciéon que sirve como guia y que debe ser tenida como
una meta [Zielpunkt] en el proceso de la construccién de un siste-
ma axiomédtico formal para la geometria (elemental) es la intuicién
geométrica que es ejercitada en el razonamiento geométrico basado
en diagramas'® que tiene lugar originalmente en el contexto de la
axiomdtica material, en donde los objetos y relaciones bésicas de la
geometria estan ligados a su significado ‘intuitivo’ habitual.'®

Esta relevancia epistemoldgica de la axiomatica material para la
axiomatica formal, determinada a través del papel significativo que
se le atribuye a la intuicién geométrica, no es un elemento que se
circunscribe a su temprana concepcién axiomatica de la geometria,
sino que es un aspecto que Hilbert resalta explicitamente en una
etapa posterior de sus trabajos sobre los fundamentos de la ma-
tematica:

La axiomatica formal requiere necesariamente de la axio-
mética material como su complemento [Ergdnzung|, pues
esta tltima proporciona en primer lugar la guia en la
eleccién del formalismo; més atin, también [la axiomati-
ca material] aporta la indicacién de cémo debe ser apli-
cada una teorfa formal dada a un dominio de lo real
[Gebiet der Tatsdchlichkeit]. (Hilbert y Bernays 1934,

p. 2)

Finalmente, el papel que Hilbert le asigna a la intuiciéon geométri-
ca en su temprana concepcion axiomatica de la geometria sin dudas
contribuye a que su naturaleza y estatus epistemoldgico no sean
debidamente especificados y minimamente esclarecidos. En efecto,

18 Sobre la posicién de Hilbert respecto del uso de diagramas en mateméti-
ca, particularmente en relacién al razonamiento basado en diagramas que
propone Minkowski en su obra Geometrie der Zahlen (1896), puede verse
(Smadja 2012).

19 Quizds esta misma nocién de intuicién geométrica es ilustrada posterior-
mente por Hilbert en su libro — en coautoria Cohn-Vossen — Anschauliche
Geometrie (1932).
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aunque la intuicion es esencial para el establecimiento del conjunto
de hechos geométricos fundamentales y sirve de guia en el proceso
de axiomatizacion, es el andlisis axiomatico formal lo que en tltima
instancia proporciona la justificacion epistemoldgica de nuestro co-
nocimiento geométrico. Por consiguiente, la concepcion axiomatica
formal defendida por Hilbert es compatible con distintas maneras
de concebir el contenido y el estatus epistemoldgico de nuestra in-
tuicién espacial.?’

5.6. Consideraciones finales

El objetivo de las dos primeras partes de este libro ha sido recons-
truir y analizar la temprana concepcion axioméatica de la geometria
de Hilbert, utilizando principalmente sus notas manuscritas de cla-
ses para cursos sobre geometria. Estas fuentes nos han permitido
reconocer una serie de consideraciones filoséficas y reflexiones meto-
dolégicas que subyacen a su axiomatizacion formal de la geometria
euclidea, pero que sin embargo no resultan facilmente reconocibles
en el contexto de la exposicién de caracter estrictamente matemati-
co en Fundamentos de la geometria. Es oportuno realizar un breve
repaso de los resultados que hemos alcanzado hasta el momento.

En primer lugar, esta concepcion experimenta una suerte de evo-
lucion desde el primer trabajo que Hilbert dedica a la geometria en
1891, hasta la discusiéon més detallada y completa sobre los fun-
damentos axiomaticos de la geometria que encontramos en este
periodo inicial, correspondiente a un curso dictado en 1905. En
sus primeros cursos, Hilbert todavia caracteriza la geometria de
un modo tradicional, al definirla como la ciencia que estudia las
propiedades o forma de las cosas en el espacio. Los cursos posterio-
res exhiben, en cambio, una concepcién axiomatica abstracta de la
geometria completamente desarrollada. Asimismo, esta concepcién
formal del método axiomatico estuvo acompanada por una posi-
cion empirista, segin la cual los hechos béasicos sobre los que se

20 El estatus de la “intuicién” es un problema que Hilbert tampoco resuelve
definitivamente en su posterior programa ‘finitista’ para la fundamentacion
de la aritmética y el andlisis (Cf. Mancosu 2010, cap. 2). Sin embargo, el
papel que esta nocién desempena alli es diferente al que hemos identificado
en la etapa geométrica, en tanto la intuicién resulta ahora fundamental en
la justificacion epistemoldgica del conocimiento metamatematico.
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construye la geometria provienen de la experiencia y de una suerte
de “intuicion geométrica”. Hilbert sostiene que la geometria es la
“ciencia natural mas completa”, cuya diferencia fundamental res-
pecto de otras teorias fisicas reside inicamente en su avanzado esta-
do de desarrollo. Empero esta posicion empirista no es radicalizada
exigiendo que todos los conceptos y leyes basicas de la geometria
tengan un correlato empirico observable, sino que més bien se cir-
cunscribe a afirmar que esta teoria es, sélo en cuanto a su origen,
una ciencia natural.

Podemos concluir que la imagen de la geometria y la concepcion
del método axiomatico formal que presenta aqui Hilbert se oponen
claramente a las posiciones radicalmente formalistas, con las que
ha sido habitual identificarlo en las exposiciones de caracter méas
general. Poco tiene que ver el modo en que Hilbert entiende la na-
turaleza y la funcién del método axiomatico formal, en particular
en su aplicacion a la geometria, con la concepcion segun la cual la
matematica consiste en un sentido estricto en una coleccién de sis-
temas deductivos completamente formalizados, construidos a partir
de un conjunto de principios o axiomas arbitrariamente escogidos
y sin un significado intrinseco. Por el contrario, un aspecto central
de la temprana concepcién axiomatica de la geometria consiste en
conceder un papel relevante a las fuentes primarias de conocimien-
to geométrico — i.e. la experiencia y la intuicion, en el proceso de
axiomatizacion formal de la geometria elemental. En este respec-
to, Hilbert conserva todavia una cierta actitud tradicional respecto
de la naturaleza del conocimiento geométrico, que lo diferencia de
otros partidarios de la concepcion axiomatica abstracta de la ma-
tematica surgida en las postrimerias del siglo XIX y en los inicios
del siglo XX, como por ejemplo, Peano y Hausdorff.

Por otra parte, la llamada interpretacion formalista moderada
describe correctamente el cambio conceptual introducido por Hil-
bert en la idea de axiomatica, en esta etapa temprana dedicada a los
fundamentos de la geometria. Para Hilbert las teorias matematicas
axiomatizadas no conforman un conjunto de proposiciones verda-
deras acerca de un determinado dominio (intuitivo) fijo de obje-
tos, sino que constituyen un entramado de relaciones logicas entre
conceptos, capaz de recibir diversas interpretaciones. En tanto que
el objeto propiamente dicho de investigacién matematica es el en-
tramado de conceptos, Hilbert reconoce que una parte central de
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nuestro conocimiento matematico se refiere a las “relaciones 16gi-
cas” entre las proposiciones de una teoria. El andlisis axiomatico
no se centra asi en la “verdad” de los enunciados de una teoria,
sino mas bien en sus relaciones o conexiones légicas. Estas tltimas
comprenden a) las relaciones l6gicas de varias partes de la teorfa,
b) el modo en que los axiomas se combinan para probar teoremas
y ¢) la relacién inversa (o de independencia) entre los teoremas y
los axiomas. Hilbert lo senala de la siguiente manera, en un texto
bien posterior:

De este modo llegamos a comprender que lo fundamen-
tal del método axiomatico no consiste en la adquisicion
de una certeza absoluta, que es transferida de los axio-
mas a los teoremas por medio de una via logica; por el
contrario, [lo esencial] reside en la investigacién de las
relaciones légicas, que es independiente de la pregunta
por la verdad objetiva. (Hilbert 1921/1922, p. 3)

Sin embargo, al mismo tiempo en sus cursos se destacan aspectos
importantes de su concepcién axiomatica, que esta lectura forma-
lista moderada no llega a capturar. Para Hilbert la funcién y la
utilidad del método axiomatico no se limitaban solamente a reducir
distintas teorias matemdticas a estructuras relacionales o esquemas
conceptuales. Por el contrario, y especialmente en el caso de la geo-
metria, el método axiomatico era concebido como una herramienta
o instrumento eficaz para echar luz sobre las fuentes originales del
conocimiento geométrico. En esta etapa temprana, Hilbert reitera
constantemente que el origen de la geometria elemental se encon-
traba en investigaciones intuitivas e incluso empiricas, y que una
funcion importante del método axiomatico formal es instruir a esta
intuicion, por medio de un estudio de las relaciones y propiedades
logicas de las proposiciones originalmente intuitivas, que la misma
intuicién es incapaz de llevar a cabo. Aunque esta conviccién ex-
cedia, por decirlo de algiin modo, la concepcién formal del método
axiomatico, Hilbert creia que la proyeccién de la esfera intuitiva
a la esfera conceptual, llevada a cabo gracias al analisis axiomati-
co formal, no significaba un abandono total de la primera; por el
contrario, estaba todavia convencido de que un andlisis axiomati-
co de la geometria era al mismo tiempo un analisis sistematico y
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completo de lo que, en el fondo, proporciona la fuente y guia fun-
damental de nuestro conocimiento geométrico, a saber, la intuicion
y la experiencia.

Por ltimo, aunque por lo general Hilbert se refiere a la “intui-
cién geométrica o espacial” sin explicitar demasiado su significado y
sin utilizar el término de un modo consistente, hemos identificado
al menos dos sentidos diferentes en los que se alude a dicha no-
cion. Por un lado, Hilbert concibe la intuicién espacial en términos
mas bien empiristas, equiparandola con la percepcién u observa-
cién de simples configuraciones de objetos en el espacio. Por otro
lado, la “intuicién geométrica” parece ser también entendida en un
sentido mas refinado, ligado a la practica matematica, en donde
es concebida como una cierta habilidad o capacidad, que puede ser
instruida y desarrollada, para percibir relaciones geométricas funda-
mentales exhibidas generalmente en las construcciones geométricas
o diagraméticas. La cuestion de la naturaleza y el estatus episte-
moldgico de nuestra “intuiciéon geométrica” es un problema sobre
el que Hilbert no se pronuncia en estos cursos sobre geometria, en
parte debido a que se trata de un problema filoséfico que excede los
limites de sus investigaciones axiomaticas de caracter puramente
matematico. Y este hecho quizas se explica en virtud de que, en
sus notas de clases, Hilbert presenta la concepciéon axiomatica de
la geometria que subyace a su trabajo de caracter matematico en
Fundamentos de la geometria, pero no elabora una filosofia de la
geometria de manera sistematica.
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CAPITULO 6

Aritmetizando la geometria
desde dentro

6.1. Introduccion

En los capitulos precedentes hemos visto que Hilbert sostiene, al
igual que muchos matemdticos hacia fines del siglo XIX, que las
diferentes bases epistemoldgicas de la aritmética y la geometria ha-
cen que el nimero y los procesos recursivos resulten algo extrano
o ajeno a la geometria. Desde un punto de vista epistemolégico,
resultaba deseable lograr que el nimero no desempenie un papel
central en la fundamentacion de la geometria. El problema del pa-
pel del niimero en geometria capté asi la atencién de Hilbert por
el problema de los fundamentos de la geometria desde una etapa
bien temprana. Sin embargo, este problema no sélo tenia una di-
mensién metodoldgica, asociada al requerimiento de la pureza del
método, sino ademds una clara dimension epistemolégica ligada al
caracter peculiar de la geometria como una teoria matematica mix-
ta, fundada en el experiencia y la intuicién. Asimismo, la pregunta
por el papel del nimero en la geometria se traducia en proble-
mas matematicos bien concretos: en primer lugar, en el estudio de
como se realizaba la introduccién del niimero en las distintas teorias
geométricas a partir de la construccion de un sistema adecuado de
coordenadas; en segundo lugar, en el anédlisis (axiomético) del lu-
gar que ocupan en la estructura deductiva de estas teorias aquellos
axiomas en donde los supuestos numéricos resultan mas evidentes,

192
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i.e. los axiomas de continuidad.

Estos problemas estan luego intimamente ligados a una de las
contribuciones técnicas mas importantes desarrolladas en Funda-
mentos de la geometria, a saber: el cdlculo de segmentos [Strecken-
rechnung|. Hilbert mostré cémo era posible definir las operaciones
de suma y multiplicacion de segmentos lineales de un modo pu-
ramente geométrico y al mismo tiempo probd, recurriendo a los
teoremas clasicos de Desargues y Pascal, que estas operaciones sa-
tisfacian todas las propiedades de un cuerpo ordenado. Esta cons-
truccion puramente geométrica de un conjunto que satisface la es-
tructura de un cuerpo ordenado le permitié reconstruir la clasica
teoria euclidea de las proporciones y de los triangulos semejantes,
la cual finalmente le sirvié para llevar a cabo una aritmetizacion
interna o “desde dentro” de la geometria.

La importancia del calculo de segmentos fue reconocida inmedia-
tamente y ha sido mencionada a menudo como una contribuciéon
importante a los fundamentos de la geometria.! Sin embargo, en
este capitulo veremos que éste no sélo fue un resultado matematico
destacado, sino que ademas Hilbert le confirié una gran relevan-
cia metodolédgica y epistemoldgica. En particular, argumentaré que
para Hilbert su cdlculo de segmentos ponia de manifiesto uno de
los rasgos o caracteristicas mas novedosas y atractivas de su nuevo
método axiomatico formal, desde un punto de vista matematico.
Este rasgo consistia en la capacidad del método axiomatico de des-
cubrir y exhibir conexiones internas o estructurales entre teorias
matemdticas de muy diversa indole y asi contribuir a la unidad del
conocimiento matemdtico. En este sentido, Hilbert enfatizé que el
método axiomatico no sélo debia ser concebido como un instru-
mento eficaz para presentar una teoria matematica de un modo
mas perspicuo y légicamente preciso, sino ademas — y aun no me-
nos importante — como una herramienta sumamente fecunda para
el descubrimiento de nuevos resultados matematicos.

! La importancia del célculo de segmentos de Hilbert es mencionada en los
articulos cldsicos de Blumenthal (1935) y Freudenthal (1957). En cuanto
a la recepcién inmediata, Hessenberg (1905) y Holder (1911) construyeron
nuevos calculos de puntos y segmentos basandose en las ideas originales
de Hilbert. Desde un punto de vista mas filoséfico, la relevancia de este
resultado ha sido destacada por Webb (1980) y Rowe (2000). Finalmente,
Hartshorne (2000) resalta la importancia de los resultados alcanzados por
Hilbert y los presenta de acuerdo con una forma mas contemporanea.
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El capitulo esta organizado de la siguiente manera: en la prime-
ra seccién (6.2) analizo brevemente los antecedentes del problema
de la “introduccién del nimero” en geometria, a propodsito de las
discusiones en torno a la definicion de un sistema de coordena-
das para la geometria proyectiva. Seguidamente (6.3), utilizo los
manuscritos de Hilbert para enfatizar el significado metodolégico
y epistemologico que este autor le confirié a este problema, y en
particular, la importancia del método axiomatico para encontrar
una respuesta a esta cuestion central para los fundamentos de la
geometria. Es decir, en este apartado, analizo una serie de conside-
raciones vertidas por Hilbert en sus notas de clases, en donde resalta
la importancia de que la introduccién de los nimeros en geometria
no sea llevada a cabo como una imposicion desde fuera, sino méas
bien desarrollando desde dentro una estructura equivalente a la de
los nimeros (reales), o sea, de un modo puramente geométrico. A
continuacién (6.4), presento el célculo de segmentos elaborado por
Hilbert en el capitulo III de la primera edicién Fundamentos de
la geometria (Hilbert 1899) — i.e., el calculo de segmentos basado
en el teorema de Pascal — y analizo cémo este resultado puede ser
utilizado para introducir un sistema de coordenadas dentro de la
geometria. Finalmente (6.5), senalo una serie de consecuencias, de
caracter epistemolégico y metodoldgico, que se siguen de esta con-
tribucion de Hilbert. En particular, argumento que, para Hilbert,
estas investigaciones axiomaticas no solo permitian descubrir nue-
vas conexiones entre la geometria y la aritmética, sino que ademas
constituian un claro ejemplo de la unidad esencial de la matemadtica.

6.2. Coordenadas y continuidad

El problema de determinar el papel que desempenan los prin-
cipios de continuidad en la estructura deductiva de la geometria
euclidea fue un tema central en las investigaciones axiomaticas de
Hilbert sobre los fundamentos de la geometria. Esta importancia
ha sido a menudo reconocida y permite identificar una serie de
problemas matematicos concretos que en gran medida motivaron
estas investigaciones. Un punto de partida de estos problemas se
encuentra en la presentacion de la geometria proyectiva llevada a
cabo por von Staudt, cuya importante obra Geometrie der Lage
(von Staudt 1847) determind una etapa fundamental en la histo-
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ria de esta teorfa geométrica. Segin lo visto anteriormente?, uno
de los méritos fundamentales de esta obra consistiéo en presentar
a la geometria proyectiva como una teoria autonoma, que no re-
quiere de ninguna consideracién métrica para su construccién. Uno
de los elementos claves del método de von Staudt consistié en re-
nunciar al invariante proyectivo fundamental de la razon cruzada
o anarmonica de cuatro puntos colineales® para definir la relacién
de proyectividad entre formas fundamentales?, tal como resultaba
habitual en los trabajos de Mobius, Chasles y Steiner. En cambio,
von Staudt proporcioné una definicién puramente grafica del conju-
gado arménico de un punto relativo a otros dos puntos, para lo cual
utiliz6 una propiedad exhibida en la construccién del cuadrilatero
(cuadréngulo) completo.

En su libro Von Staudt describe la construccion del cuadrilatero
completo de la siguiente manera: Sean A, B, C tres puntos dados
sobre un recta, y sea F/ un punto cualquiera no incidente con dicha
recta. Tracese la recta AF y tomese un punto G cualquiera sobre
dicha recta, distinto de A o E. Tracense las rectas CG y EB; llama-
mos F' al punto donde se encuentran las rectas CG y E'B. Tracense
las rectas AF y BG, y sea H el punto donde estas dos rectas se
intersecan. Finalmente, tracese la recta EFH. Luego, las rectas FH
y ABC se encontraran en un punto D.° Esta construccién del cua-
drilatero completo permite determinar el cuarto punto D de una
cuaterna armonica consistente en los puntos A, B, C'y D (figura
6.1).

Los cuatro puntos A, B, C', D sobre la linea a se denominan
usualmente cuaterna armonica, aunque von Staudt los designa sim-

2 Cf. capfitulo 1, seccién 1.3.1.

3 La razén cruzada o anarménica de cuatro puntos colineales A, B, C, D es la
cantidad g—g B—g, donde la linea en cuestion esta dotada de una ordena-

cién, de modo que esta cantidad sea positiva o negativa de acuerdo a dicha

orientacién. Desargues fue el primero en observar que la razén cruzada es

un invariante proyectivo. Sin embargo, definido de esta manera, este con-

cepto proyectivo bésico suponia la posibilidad de medir la distancia entre

dos puntos cualesquiera antes de calcular la razon cruzada, con lo cual un

concepto métrico se colocaba en la base de la geometria proyectiva.

Von Staudt llama formas fundamentales uniformes o de la primera especie

a la recta, considerada como un conjunto de puntos, al haz de rectas (en el

plano) y al haz de planos.

5 Cf. (von Staudt 1847, §13).

4
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Figura 6.1.: Construccién del cuadrilatero completo de Staudt.

plemente formas arménicas.® De la misma manera, los puntos A y
C separan armonicamente a los puntos B y D, de donde se si-
gue que estos dos tltimos puntos son los arménicos conjugados de
A y C. Asimismo, es importante mencionar que, una vez que los
tres puntos colineales A, B, C son dados, la posicién del cuarto
armonico D se determina de manera unica, es decir, independien-
temente de la eleccién de los puntos E y G. La unicidad de esta
construccién estaba garantizada por el teorema de Desargues, que
von Staudt demuestra facilmente en tanto se sittia en el espacio.”
Maés precisamente, von Staudt demuestra la unicidad del cuarto
armoénico utilizando el teorema de Desargues y su reciproco. Dada
la importancia de estos teoremas, los recordamos a continuacién:

Primer teorema de Desargues. Si los lados correspondientes de

6 Dos pares de lineas o dos pares de planos, separados arménicamente, también
constituyen formas arménicas. Es decir, una cuaterna arménica proyectada
a partir de un punto S forma un haz arménico de lineas, mientras que de una
seccién sobre un haz armoénico de lineas se obtiene una cuaterna armonica.
Y del mismo modo puede definirse un haz de planos.

Esta aclaracién es pertinente, dado que sobre la demostracién del teorema
de Desargues se centran muchas discusiones metodolégicas. Puntualmente,
la cuestion central es la siguiente: mientras que el teorema de Desargues
se refiere a propiedades de incidencia entre lineas en el plano, para su de-
mostracién sin embargo hay que recurrir a una construccioén en el espacio.
Respecto de las discusiones metodoldgicas en torno al teorema de Desargues,
véase (Hallett 2008) y (Arana y Mancosu 2012).

7
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dos tridngulos AABC' y /A A’B'C’ se intersecan en los puntos A”,
B" y C” pertenecientes a una misma recta, las rectas que unen los

vértices correspondientes se cortardn en un mismo punto. (Figura
6.2)

Figura 6.2.: Teorema de Desargues (en el plano).

Segundo teorema de Desargues. Si las rectas que unen los vérti-
ces de dos tridngulos AABC y A A’B’C’ se cortan en un mismo
punto, los lados correspondientes de estos triangulos se intersecaran
en puntos pertenecientes a una misma recta.

Von Staudt generaliza ademads la nocién de cuaterna armoénica
de modo que cubra a los elementos de un haz de rectas o un haz
de planos, consiguiendo de ese modo una definicion general de la
correspondencia proyectiva entre dos formas fundamentales de la
primera especie como una correspondencia (biunivoca) que conser-
va las cuaternas armonicas. A esta formulacién le sigue un teorema
que, dado el papel central que cumple en el desarrollo de su teoria,
fue designado poco después teorema fundamental de la geometria
proyectiva: “Si dos formas fundamentales uniformes proyectivas tie-
nen tres elementos en comun, entonces todos sus elementos corres-
pondientes son comunes” (von Staudt 1847, p. 50).
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Para demostrar el teorema fundamental von Staudt senalé que
solo se necesitaba probar el caso particular en el que las dos formas
uniformes sean rectas, es decir, que dadas dos rectas cualesquiera,
existe una y so6lo una aplicacién proyectiva que correlaciona a tres
puntos cualesquiera de la primera linea con tres puntos cualesquiera
de la segunda linea, en un orden dado. En tanto von Staudt carac-
terizo la correspondencia entre formas fundamentales sin utilizar la
nocién — definida apelando a consideraciones métricas — de razén
anarmoénica, su demostracion del teorema fundamental estaba ba-
sada estrictamente en propiedades de incidencia de puntos, rectas
y planos. Una consecuencia notable del método presentado por von
Staudt fue que por primera vez se conté con las herramientas con-
ceptuales necesarias como para definir coordenadas numéricas de
manera puramente proyectiva.®

A pesar de la importancia de estos resultados, la demostracion
del teorema fundamental propuesta por von Staudt fue considerada
posteriormente defectuosa, debido a que suponia implicitamente la
propiedad de continuidad lineal. Al recurrir a la construccién de
los armonicos conjugados por medio del cuadrilatero completo, la
demostracion original de von Staudt aseguraba la existencia de una
correspondencia proyectiva, sélo en el caso de que las rectas fueran
racionales. En cambio, para probar que, dados tres pares de elemen-
tos correspondientes, siempre existe una correspondencia proyecti-
va entre todos los elementos correspondientes, se necesitaba ademas
que la construccién del cuarto armoénico arroje como resultado una
sucesién de puntos que penetre cada segmento de la recta. La de-
mostracion llevada a cabo por von Staudt suponia asi un axioma
que asegure la continuidad lineal, una condicién que era asumida
de un modo implicito.? Esta critica fue formulada inicialmente por
Klein (1873), aunque ciertamente de un modo confuso, en un célebre
articulo que motivé un importante nimero de trabajos dedicados
a dilucidar este problema.'® El mérito de Klein fue haber notado

8 Sobre el método de von Staudt para definir coordenadas véase (Nabonnand
2008b).

9 Cf. (von Staudt 1847, pp. 50-52). Un analisis de la demostracién original de
von Staudt se encuentra en (Nabonnand 2008a, cap. 7) y (Voelke 2008, p.
251-252).

10 Cf. (Klein 1873, pp. 132-145). Poco después Klein (1874) ensay6 una solucién
utilizando el reciente “axioma de Cantor” que postula que a cada ntmero
real le corresponde un punto sobre la recta (Cf. Cantor 1872, p. 128). En
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que el problema en cuestion era de una naturaleza topoldgica, a
la vez que puso de manifiesto la existencia de supuestos implicitos
importantes no solo en la demostracion del teorema fundamental
de la geometria proyectiva, sino incluso en los teoremas clasicos de
Pappus (o Pascal) y Desargues.

La idea de que un axioma de continuidad lineal era imprescin-
dible para demostrar el teorema fundamental de la geometria pro-
yectiva, y por lo tanto para definir un sistema de coordenadas, fue
formulada con mas claridad por el matematico francés Gaston Dar-
boux (1842-1917), en una carta dirigida a Klein y publicada luego
en los Mathematische Annalen.'! Asimismo, a partir de las criticas
iniciales de Klein al método de Von Staudt, la gran mayoria de los
geéometras de la época siguieron al primero en este punto, defendien-
do la necesidad de postular un axioma de continuidad lineal. Sin
embargo, una excepcion a esta posicion fue presentada por Pasch
(1882).

El trabajo de Pasch constituye la primera exposicion general de la
geometria proyectiva en forma axiomatica, inaugurando una nueva
etapa en el desarrollo de esta teoria. Por razones mas bien ligadas a
su concepcion radicalmente empirista de la geometria que a moti-
vos puramente matematicos, Pasch busco evitar que los axiomas de
continuidad cumplan un papel importante en su construccién de la
geometria proyectiva.'? De ese modo, recién en la tltima seccién del
libro se recurre a una version proyectiva del axioma de continuidad
de Weierstrass sobre la existencia de un punto limite para mostrar
como es posible obtener una correspondencia biunivoca entre los
puntos de la linea proyectiva y los nimeros reales.!3 Por el contra-
rio, utilizando su nuevo sistema de axiomas, Pasch consiguié pro-

esta época la nocién de continuidad se volvié ademdas mucho més precisa
gracias a los trabajos de Weierstrass, Dedekind y Cantor sobre el conjunto
de los nimeros reales.

1 Cf. (Darboux 1880).

12 “F] axioma, por medio del cual Klein completé la laguna en la fundamenta-
cién de la proyectividad de Staudt, aparece en el teorema recién formulado
[i.e. el axioma de Weierstrass]. Pero aceptarlo como un axioma no se co-
rresponde sin embargo con las intuiciones a las que aqui nos sometemos.
En tanto que una observacién de ningin modo puede estar referida a un
nimero infinito de cosas, la aceptacién de aquel teorema no puede ser por
ello mismo permitida desde nuestro punto de vista” (Pasch 1882, p. 126).

13 Cf. (Pasch 1882, §23). El axioma de continuidad de Weierstrass sobre la
existencia de puntos limites es formulado en (Pasch 1882, p. 126).
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porcionar una prueba para el teorema fundamental en donde no se
utilizaba ningin axioma de continuidad lineal, basandose en cam-
bio en sus axiomas de congruencia, entre los cuales se encontraba
una versién proyectiva del axioma de Arquimedes.'*

Aunque Pasch logré mostrar que el teorema fundamental podia
ser demostrado de un modo riguroso sin la necesidad de postular
un axioma de continuidad lineal, su prueba resulté en cierta medi-
da insatisfactoria, en tanto suponia que la teoria de la congruencia
constituia la base en la fundamentacion de la geometria proyecti-
va. El propio Pasch reconocié que si esta ultima condicién queria
ser evitada, entonces se debia apelar al axioma de continuidad de
Weierstrass para poder probar el teorema fundamental.!®

La cuestion central del debate era asi determinar si efectivamente
un axioma de continuidad lineal era imprescindible para probar el
teorema fundamental de la geometria proyectiva, y del mismo mo-
do, para la introduccion de un sistema de coordenadas adecuado.
Entre los gedmetras que siguieron la propuesta de Pasch e inten-
taron desarrollar la geometria proyectiva reduciendo a un minimo
la utilizacion de principios de continuidad, se destacan las contri-
buciones de dos autores particularmente importantes para Hilbert:
Hermann Wiener y Friedrich Schur. En la conferencia de 1891 que
hemos analizado en el primer capitulo!®, Wiener sostuvo que seria
posible utilizar los axiomas de Desargues y Pascal — a los que bau-
tizé “teoremas de incidencia” [Schliessungssdtze] — para probar el
teorema fundamental de la geometria proyectiva.!” Dado que estos
teoremas de incidencia no requerian en principio de la aceptacion
de ningin axioma de continuidad, Wiener propuso que toda la geo-
metria proyectiva podia ser construida sin apelar a este tipo de con-
diciones. En la conferencia de 1891 no encontramos demostracién
alguna para estas dos afirmaciones, sin embargo dos anos después,
en una segunda conferencia en donde se analizan las implicaciones
de estas ideas para la geometria afin y euclidea, Wiener probd que
el teorema de Pascal podia ser demostrado utilizando sélo los axio-
mas de congruencia de Pasch y el axioma de las paralelas, y sin

14 (Pasch 1882, p. 105).

15 Cf. (Pasch 1882, p. 125). Sobre el procedimiento de Pasch pueden consultarse
(Contro 1976) y (Voelke 2008).

16 Capfitulo 1, seccién 1.5.

17 Cf. (Wiener 1891, p. 47).
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apelar por lo tanto a ningiin axioma de continuidad, en particular
al axioma de Arquimedes.'® En una nota sugirié ademés que de
esta misma manera podia ser demostrado el teorema fundamental
de la geometria proyectiva.'?

Esta tltima sugerencia fue investigada por Schur, quien en 1898
logré demostrar el teorema de Pascal en el plano exclusivamente
sobre la base de los teoremas de congruencia en el espacio, y utili-
zando luego este teorema, proporciond una nueva demostracion del
teorema fundamental.?’ Los resultados alcanzados por Schur im-
presionaron notablemente a Hilbert, quien inmediatamente hizo de
la tarea de determinar el papel que desempenan los principios de
continuidad — particularmente el de Arquimedes, uno de los temas
centrales de su nuevo abordaje axiomético formal a la geometria.?!
Mas precisamente, el hecho de que los teoremas de Desargues y Pas-
cal cumplian un papel central en el procedimiento de von Staudt
para introducir coordenadas en la geometria proyectiva era, como
hemos visto, una cuestion bien conocida en la ultima década del
siglo XIX. Sin embargo, lo que nadie antes de Hilbert fue capaz de
percibir fue la posibilidad de utilizar estos teoremas para introducir
coordenadas en la geometria euclidea desde dentro. Ello significaba
construir nuevos puentes, por medio del método axiomaético, en-
tre las geometrias sintéticas y las geometrias analiticas construidas
sobre diversos cuerpos de ntimeros.

18 Cf. (Wiener 1893).

19 Cf. (Wiener 1893, p. 72).

20 Cf. (Schur 1898).

21 Conocemos la relevancia que tuvieron para Hilbert estos resultados gracias
a sus propias declaraciones. Como lo ha mostrado Toepell (1985; 1986), en
una carta dirigida a su amigo Hurwitz, Hilbert reconoce estar al tanto del
descubrimiento de Schur:

Recientemente Schur ha probado, en una carta a Klein, que con
ayuda de los teoremas del congruencia en el espacio, el teorema
de Pascal en el plano para un par de lineas puede ser demostrado,
es decir, sin ayuda del axioma de Arquimedes. Esta carta, sobre
la cual Schonfiels ha hecho una presentacién en la sociedad de
matemadticos [de Gottingen], me ha motivado para que retome mis
anteriores reflexiones acerca de los fundamentos de la geometria.
(Hilbert a Hurwitz, 16 de marzo de 1898)

Esta carta es reproducida integramente en (Toepell 1985).
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6.3. Geometria y niimero: el programa de Hilbert

En el primer capitulo (seccién 1.3) hemos visto que las discusiones
metodoldgicas entre los gedmetras sintéticos puros y los gedmetras
analiticos constituyeron un trasfondo importante en el abordaje
axiomatico a la geometria llevado a cabo por Hilbert. Especial-
mente, nuestro matematico entendia que este debate, intensamente
mantenido en Alemania en la primera mitad del siglo XIX, plantea-
ba el problema de fondo de proporcionar una explicacion adecuada
respecto del papel del nimero en geometria. Dicho de otro modo,
esta controversia planteaba el problema de determinar en qué me-
dida era necesaria, y como se justificaba desde el punto de vista de
los fundamentos, la introduccion del niimero en geometria.

Esta pregunta estaba ademés unida a otra preocupacion de Hil-
bert a la hora de abordar el problema de los fundamentos de la geo-
metria. Con el objetivo fundamental de mostrar que la geometria
podia ser considerada justificadamente como una teoria matematica
auto—suficiente, resultaba esencial que su construccién axiomatica
proceda de manera auténoma o independiente, es decir, que en ella
no se utilicen conceptos y supuestos provenientes de otras teorias
matematicas, como la aritmética, el analisis, o incluso la mecéanica.
Este requerimiento puede ser percibido en diversos aspectos de su
abordaje axioméatico a la geometria, aunque en este capitulo me
centraré en uno en particular.??

La preocupacion por este problema se tradujo en el hecho de que,
en Fundamentos de la geometria, Hilbert impone ciertas condiciones
o cuidados especiales en la introduccién de un sistema de coorde-
nadas numéricas para su teoria geométrica. Mas precisamente, el
procedimiento propuesto alli para la construccién de un sistema de
coordenadas denota una preocupacion muy especial respecto de la
relacion entre la geometria euclidea elemental y la estructura (alge-
braica) de la geometria analitica. Sobre esta cuestion en particular,
sus cursos resultan sumamente esclarecedores, en tanto presentan
numerosas reflexiones respecto de la importancia metodolégica y

22 Este requerimiento metodolégico establecido por Hilbert también puede ser
percibido, por ejemplo, en su andlisis sobre los medios o herramientas uti-
lizadas en las demostraciones geométricas. Sobre esta cuestion, que Hilbert
llama el requisito de la ‘pureza del método’, véase Hallett (2008) y Arana
y Mancosu (2012).
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epistemoldgica de este problema, y especialmente, sobre cémo el
método axiomatico formal podia contribuir enormemente a su elu-
cidacion.

6.3.1. La introduccién del nimero en 1893 /4

Sera oportuno que iniciemos nuestro analisis examinando el pri-
mer abordaje axioméatico formal de la geometria realizado por Hil-
bert, esto es, su curso de 1893/4 “Los fundamentos de la geometria”
(Hilbert 1893/1894b). En lo que se refiere al problema de la intro-
duccién del nimero es posible realizar dos observaciones. En primer
lugar, en estas notas Hilbert reconoce por primera vez de un modo
explicito la importancia metodoldgica y epistemoldgica que reviste
este problema para la construccion sistematica de la geometria y
para un examen de sus fundamentos. En segundo lugar, la estruc-
tura y organizacion de este curso revela que, en este primer ensayo
axiomatico, Hilbert adopta la estrategia — posteriormente por él
criticada — de introducir el niimero en la geometria lo mds rdpido
posible. Su objetivo parece ser aqui mostrar cémo es posible intro-
ducir coordenadas en la geometria sin apelar a consideraciones de
congruencia, para después exhibir cémo la geometria hiperbdlica y
eliptica pueden ser desarrolladas sobre estos fundamentos minimos;
por esta razon el axioma euclideo de las paralelas es el ultimo en
ser introducido.?

Hilbert organiza su exposicion de la siguiente manera: en primer
lugar presenta el grupo de axiomas de incidencia o “existencia”,
como se los designa alli, que establecen las relaciones de incidencia
entre puntos, lineas y planos. En segundo lugar, formula el grupo
de axiomas de “posiciéon”, que resultan adecuados para describir
las relaciones de ordenacién en la geometria euclidea. En este gru-
po de axiomas se nota claramente la influencia del libro Lecciones
de geometria moderna (1882) de Moritz Pasch, en tanto cinco de
los seis axiomas alli formulados son tomados de aquel libro. Hilbert
hace entonces un breve paréntesis en su exposicion para introdu-
cir una serie de conceptos proyectivos basicos, entre ellos el con-
cepto de “separacion” de cuatro puntos colineales. Por otra parte,
otro concepto fundamental alli introducido es la nocién de “cuater-
na armoénica”, utilizado como dijimos por von Staudt para definir

23 Cf. (Hilbert 1893/1894b).
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la nocién misma de proyectividad. Hilbert analiza la construccion
clasica del cuarto elemento armonico, siguiendo el procedimiento
basado en las técnicas desarrolladas por von Staudt, i.e. la cons-
truccion del cuadrildtero completo.?* Ahora bien, esta construccién
armonica no sélo permite definir varios conceptos centrales de la
geometria proyectiva, sino que ademaés hace posible la correlacion
entre los puntos de una linea y los nimeros reales. Hilbert empren-
de inmediatamente esta tarea con el objetivo de exhibir como se
pueden introducir coordenadas sobre esta base minima de axiomas
de incidencia y orden, por lo tanto, antes de establecer los axiomas
de congruencia. Este procedimiento es estudiado en una seccion
titulada “La introduccién del nimero” .2’

En el comienzo de esta seccién, Hilbert destaca la importancia
epistemoldgica que recae sobre la introduccién del niimero en geo-
metria:

En todas las ciencias exactas recién se alcanzan resulta-
dos precisos cuando el nimero es introducido. Observar
c¢6émo ello ocurre tiene un gran significado epistemologi-

co [erkenntnisstheoretisch]. (Hilbert 1893/1894b, p. 85)

A continuacion utiliza las técnicas desarrolladas por von Staudt
para mostrar que esta construccion armoénica de cuatro puntos co-
lineales permite encontrar un unico punto sobre la recta para cada
nimero racional (positivo).?6 M4s atin, utilizando esta misma cons-
truccion, Hilbert muestra cémo es posible asignarle a cada punto
sobre la recta un (tinico) nimero real (positivo).?” Sin embargo,
reconoce inmediatamente que para que la afirmacion reciproca se
cumpla, es decir, para que a cada nimero real (positivo) le corres-
ponda un punto sobre la linea, es necesario agregar un nuevo axio-
ma que garantice la continuidad lineal. Hilbert formula entonces un
axioma de continuidad que establece la existencia de un punto limi-
te para una sucesion mondtona creciente y acotada superiormente
de puntos sobre la linea, lo cual garantiza la correspondencia uno—
a—uno entre los puntos de una linea y los niimeros reales. Del mismo

24 Cf. (Hilbert 1893/1894b, pp. 81-82).

25 Cf. (Hilbert 1893/1894b, pp. 85-93).

26 Cf. (Hilbert 1893/1894b, pp. 85-88).

27 Si ademds se define un sentido sobre la linea, entonces también se pueden
cubrir los nimeros negativos.
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modo, Hilbert limita su analisis de la introduccién del ntimero a es-
tablecer esta correspondencia uno—a—uno con los numeros reales,
mientras que en cambio no se preocupa por investigar las propie-
dades algebraicas de los “andlogos geométricos” a los ntimeros in-
troducidos, es decir, las propiedades de un cuerpo. En efecto, estas
propiedades son las que permiten aplicar los niimeros para medir
y describir las propiedades de los objetos geométricos (la linea, el
rectangulo, el circulo, etc.). Estos dos tltimos puntos revelan luego
un importante cambio de actitud en su siguiente curso de 1898/99,
respecto de cémo debia ser manejada la introduccion del nimero
en geometria.?®

Ahora bien, la introduccién de este axioma de continuidad es rea-
lizada muy rdpidamente y de ningiin modo es analizada en detalle.
Por ejemplo, Hilbert limita su analisis de la introduccién del niime-
ro a establecer esta correspondencia uno—a—uno con los nimeros
reales, mientras que en cambio no se preocupa por investigar las
propiedades algebraicas de los “analogos geométricos” a los nime-
ros introducidos, es decir, las propiedades de un cuerpo. Estas pro-
piedades son las que permiten aplicar los niimeros para medir y
describir las propiedades de los objetos geométricos (la linea, el
rectangulo, el circulo, etc.).

En este primer estudio axiomatico, Hilbert no se interesa en
ningiin momento por la cuestién de hasta donde puede ser desarro-
llada la geometria (euclidea) elemental, antes de utilizar algin pos-
tulado de continuidad, un tema que posteriormente se volvera uno
de los elementos claves en Fundamentos de la geometria (Hilbert
1899). Estos dos puntos revelan un importante cambio de actitud,

28 Azioma de continuidad: Sea Py, P, Ps, ...una sucesién infinita ordenada
de puntos sobre una recta. Si todos los puntos se encuentran de un mismo
lado respecto de un punto A, entonces siempre existe un y sélo un punto
P tal que todos los puntos de la sucesién se encuentran de un mismo lado
respecto de P, y al mismo tiempo no existe ningin punto entre P y todos
los puntos de la sucesién. P se llama el punto limite. (Hilbert 1893/1894b,
p. 92).

Hilbert reproduce nuevamente este axioma en una carta a Klein, fecha-
da del 14 de agosto de 1894, y publicada mé&s tarde en los Mathematische
Annalen (Hilbert 1895). Una versién similar de este axioma — conocido tam-
bién como principio de Bolzano—Weierstrass sobre la existencia de puntos
limites — se encuentra previamente en (Pasch 1882, pp. 125-126), de quien
Hilbert probablemente tomoé el axioma.
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en su siguiente curso de 1898/99, respecto de cémo podia ser desa-
rrollada la introduccion del ntimero en geometria. El cambio de
actitud de Hilbert quizas se explica en virtud de que, en este pri-
mer momento, no estaba completamente convencido de que fuera
posible realizar enteramente la introduccion de un sistema de coor-
denadas sin apelar a ningtin axioma de continuidad. Una alteracién
significativa hallada por M. Toepell en este mismo manuscrito de
1893/1894 sugiere esta hipdtesis; a saber, en un pasaje tachado Hil-
bert aclara: “[debo] probar si los resultados de Wiener son correctos,
lo cual me parece dudoso” (Toepell 1986, p. 78).%

6.3.2. Puentes axiomaticos: la introduccion del niimero en
1898/9

En su préximo curso de 1898/99 Hilbert se propone desde el ini-
cio, como un objetivo central de su andlisis axiomatico, investigar
como pueden y deben ser introducidos los numeros en la geometria;
mas aun, destaca ahora que el método axioméatico puede ser de
gran ayuda en este respecto, en tanto puede contribuir a profun-
dizar nuestra comprension de las conexiones conceptuales entre la
geometria sintética y la geometria analitica. Hilbert resalta ademés
que en la resolucion de este problema se puede apreciar con clari-
dad la fecundidad matemdtica del método axiomatico formal. Esta
cuestién aparece sugerentemente indicada en una version de este
curso elaborada por el propio Hilbert (1898/1899b), en donde en
cierta medida critica el modo en que en su curso anterior (Hilbert
1893/1894b) habia sido tratada la introduccién del nimero:

Con estas premisas la geometria se ha vuelto inmediata-
mente un calculo [Rechenkunst]. Es claro que utilizando
angulos rectos, paralelas, longitudes y distancias esta-
mos suponiendo todo lo que es fundamental en la geo-
metria elemental. Asi, hemos tomado la via en la que la
introduccién del nimero en la geometria es alcanzada
tan rapido como sea posible y a cualquier precio. Ahora,
en todas las ciencias la introduccién del ntimero es de
hecho el objetivo més noble. Es posible medir el progre-
so de las ciencias naturales, o de una rama de la ciencia

29 Hilbert se esta refiriendo a (Wiener 1891).
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natural, en funcién del grado en el que el nimero ha
sido introducido. Sin embargo, si la ciencia no quiere
caer presa de un formalismo estéril [unfruchtbarer For-
malismus|, entonces deberd reflexionar sobre si misma
en una fase posterior de su desarrollo y, por lo menos,
examinar como se ha logrado la introduccion del nume-
ro. (Hilbert 1898/1899b, p. 222. El énfasis es mio)

Hilbert reconoce de esta manera la importancia, no solo para
la matematica sino también para todas las ciencias en general, de
investigar cémo es llevada a cabo la introduccién del nimero. En
el caso particular de la geometria euclidea, la via que se propone
desarrollar es la siguiente:

Por lo tanto, en nuestro curso la introduccién del ntime-
ro en la geometria aparecerd directamente en la ultima
etapa como un objetivo final, que viene a coronar el
edificio de la geometria hasta alli construido. (Hilbert
1898/1899b, p. 223)

Al afirmar que la introduccién del nimero serd realizada en una
ultima etapa como un “objetivo final”, Hilbert expresa su interés
en que esta introduccién no sea realizada como una imposicién des-
de fuera, como ocurre en la geometria analitica, sino desarrollando
axiomaticamente una estructura equivalente a la de los nimeros
reales desde dentro, o sea, de manera puramente geométrica. Asi-
mismo, esta dilacion en la introduccion del nimero le permitiré in-
vestigar cuales son los recursos algebraicos disponibles dentro de
la estructura de la geometria sintética, independientes de la intro-
duccion de supuestos especificamente numéricos o de continuidad.
Por ejemplo, una tarea emprendida en este curso, y luego en el Fes-
tschrift, consistio en analizar qué axiomas son responsables de la
presencia de la estructura de un cuerpo ordenado sobre la linea. Al
mismo tiempo, Hilbert reconocié que un importante beneficio que
conlleva este tipo de abordaje es que permite descubrir nuevas e
importantes conexiones entre la geometria y la aritmética:

Pero investigar nuevamente los elementos de la geo-
metria euclidea no es sélo de una necesidad practica
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y epistemolodgica, sino que espero también que los re-
sultados que obtendremos valdran el considerable es-
fuerzo. Seremos conducidos a una serie de problemas
en apariencia simples, pero en verdad bien profundos
y dificiles. Llegaremos a reconocer preguntas completa-
mente nuevas y, en mi opinion muy fructiferas, acerca
de los elementos de la aritmética y los elementos de
la geometria, y de esa manera llegaremos a proporcio-
nar nuevamente un fundamento para la unidad de la
matemdtica. (Hilbert 1898/1899b, p. 223. El énfasis es
mio.)

Una parte esencial de la empresa hilbertiana de construir axio-
maticamente la geometria consistia en mostrar que esta disciplina
podia ser desarrollada de manera independiente a la aritmética y
el analisis. Esta tarea procedia en dos direcciones, ambas conecta-
das con su “calculo de segmentos” [Streckenrechnung]. En primer
lugar, Hilbert demuestra que muchos resultados importantes de la
geometria elemental pueden ser alcanzados sin apelar a postula-
dos de continuidad y, ademas, que estos principios de continuidad
pueden ser formulados de un modo puramente geométrico. En par-
te, Hilbert desarrolla por esta razén su calculo de segmentos, que
imita el comportamiento de los niimeros racionales de un modo pu-
ramente geométrico. Este calculo podia ser entonces utilizado para
elaborar una nueva teoria de las proporciones, a la cual se podia
acudir para formular el axioma de Arquimedes, el inico axioma de
continuidad utilizado en el Festschrift.

En segundo lugar, con su célculo de segmentos Hilbert revela
cémo es posible construir, de manera puramente geométrica, una
estructura algebraica equivalente a un cuerpo ordenado, y a partir
de alli como introducir coordenadas en la geometria “desde den-
tro”. Es decir, Hilbert consigue mostrar que los segmentos lineales,
junto con las operaciones definidas para ellos, pueden ser utilizados
como la base de cuerpos adecuados para llevar a cabo una coorde-
natizacién interna de la geometria, y de ese manera, exhibir que, en
cierto modo, la geometria analitica es posible sin tener que recurrir
a la imposicion de cuerpos numéricos “desde fuera”. Estas innova-
ciones técnicas le permitieron mostrar que en ningiin momento, en
la construccién de la geometria, estamos forzados a suponer que la
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geometria debe ser construida sobre una variedad de niimeros, una
suposiciéon muy comun en el siglo XIX.

De este modo, Hilbert logré mostrar por medio de su analisis
axiomatico como la geometria podia ser construida como una teoria
matemdtica pura, pero que no dependia esencialmente de ningin
tipo de numero. Este resultado constituia un claro contraejemplo
para la tesis clasica de Kronecker, rechazada siempre por Hilbert,
segin la cual s6lo podia considerarse como teorias matemaéaticas
puras a aquellas teorias que en tltima instancia podian ser inme-
diatamente reducidas a la teorfa de los ntimeros naturales.?’ Sin
embargo, es importante senalar que Hilbert no consideraba su re-
construccién axiomatica de la geometria sintética como una manera
de probar la pretendida superioridad de la geometria pura, sino méas
bien como un modo de unir o trazar un puente entre las geometrias
sintéticas axiomatizadas y la geometria analitica. Hilbert sugiere
precisamente este rasgo de su empresa axiomatica de la siguiente
manera:

A partir de lo dicho se esclarece la relacién de este curso
con aquellos sobre geometria analitica y geometria pro-
yectiva (sintética). En ambas disciplinas las preguntas
fundamentales no son tratadas. En la geometria analiti-
ca se comienza con la introducciéon del nimero; por el
contrario nosotros habremos de investigar con precision
la justificacion para ello, de modo que en nuestro caso
la introduccion del nimero se producira al final. En la
geometria proyectiva se apela desde el principio a la in-
tuicién, mientras que nosotros queremos analizar la in-
tuicion, para reconstruirla, por decirlo de algin modo,
en sus componentes particulares [einzelne Bestandteile].
(Hilbert 1899, p. 303. El énfasis es mio.)

Empero cabe aclarar que, el requerimiento de Hilbert segiin el
cual la geometria debe ser construida independientemente del anali-
sis y la aritmética, convive con la utilizaciéon de interpretaciones
aritméticas y analiticas para mostrar que los diversos axiomas em-
pleados son independientes entre si. La utilizacion de conceptos
y técnicas analiticas y algebraicas no es rechazada en absoluto

30 Cf. (Blumenthal 1922, p. 68).
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por Hilbert, sino que mas bien esta reservada para el nivel me-
tageométrico, en donde constituye una herramienta imprescindible:

La geometria no debe llevar a los ricos métodos del
analisis como una cadena, sino que los métodos del anéli-
sis deben ser investigados por si mismos y utilizados
conscientemente como una fuente de nuevos conocimien-
tos. (Hilbert 1899, p. 222. El énfasis es mio.)

6.4. Aritmetizando la geometria desde dentro

Hilbert pretende lograr una presentacién axiomatica de la geo-
metria en la que los niimeros no son introducidos “desde fuera”, co-
mo elementos externos o exégenos, sino que en cambio son introdu-
cidos “desde dentro”, es decir, de un modo puramente geométrico.
Para alcanzar este objetivo, elabora de manera puramente geomé-
trica una aritmética de segmentos lineales, cuyas operaciones coin-
ciden con las reglas usuales de los nimeros racionales. Exclusiva-
mente por medio de construcciones geométricas, Hilbert define las
operaciones de suma y multiplicacién de segmentos y muestra cémo
se puede construir de ese modo un conjunto con la estructura de
un cuerpo ordenado, cuando se toman como los elementos positivos
de este conjunto a las clases de equivalencia de segmentos lineales
(moédulo congruencia). La novedad de este procedimiento consiste
en que, en lugar de utilizar una nociéon “preexistente” de nimero,
como los nimeros racionales o los nimeros reales, Hilbert genera
de manera puramente geométrica un conjunto cuya estructura se
corresponde a la de un cuerpo numérico (abstracto), a la cual se
podia acudir luego para definir un sistema de coordenadas. En otras
palabras, Hilbert logra mostrar como es posible llevar a cabo una
aritmetizacion interna de la geometria.

Para poder apreciar el alcance el proyecto de Hilbert, resulta-
ra util comparar rapidamente la presentacién axiomatica de la geo-
metria de Hilbert en Fundamentos de la geometria (1899) con la
estructura de los Elementos de Euclides.
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6.4.1. Los Grundlagen de Hilbert y los Elementos de Eu-
clides

Un aspecto relevante a la hora de analizar Fundamentos de la
geometria descansa en el hecho de que, como lo ha observado David
E. Rowe (2000), desde el punto de vista de la estructura la geometria
euclidea era en 1898 mas parecida a los Elementos de Euclides que
a los Grundlagen de Hilbert.?! Estas diferencias estructurales estdn
intimamente ligadas a la aritmética de segmentos elaborada por
éste 1iltimo.>?

Como es bien sabido, en los primeros cuatro libros de FElemen-
tos, Fuclides desarrolla una teoria geométrica pura sin niumeros.
No encontramos en estos libros una nocién de longitud de un seg-
mento lineal, ni de amplitud de un dngulo, ni nimeros asignados a
las figuras planas en el estudio de las areas, sino que todas las fi-
guras geométricas son estudiadas apelando a la nocién no definida
de congruencia, que intenta expresar que dos figuras (segmentos,
dngulos, dreas) tienen el mismo “tamano”. La estrategia de Eu-
clides en los libros I-IV consiste en probar la mayor cantidad de
teoremas posibles apelando a los teoremas de congruencia. El li-
bro I trata de las figuras rectilineas congruentes y culmina con el
teorema de Pitagoras. El libro II introduce una suerte de algebra
geométrica de segmentos y rectangulos, cuyas propiedades estan
basadas en los teoremas de congruencia; y en los libros III-1V se
aplican los resultados de los libros previos a la teoria de los circu-
los y los poligonos regulares. Sin embargo, esta estrategia enfrenta
una dificultad cuando Euclides debe ocuparse de la teoria de los
triangulos semejantes, i.e. triangulos cuyos lados correspondientes
no son iguales, pero tienen una razén comun entre si. La teoria
de la congruencia de tridangulos puede ser utilizada sin problemas
para estudiar la semejanza de tridngulos, en el caso de que las ra-
zones de los lados correspondientes sean niimeros enteros, o incluso
racionales. En cambio, si las razones entre los lados correspondien-
tes de dos tridngulos son ntmeros irracionales, resulta claramente
problematico expresar que la razon entre la longitud de los lados

31 (Rowe 2000, p. 68).

32 Para una comparacién de la estructura de los Elementos de Euclides y
los Grundlagen de Hilbert, pueden verse (Hartshorne 2000, cap. 1-4) y
(Greenberg 1994, cap. 1-4).
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correspondientes de los triangulos es la misma, si dichas longitudes
no pueden ser expresadas numéricamente. Para superar esta difi-
cultad, Euclides interrumpe su exposicion “puramente geométrica”
y presenta en el libro V de los Elementos la célebre “teoria de las
proporciones”, atribuida por Proclo a Eudoxio de Cnidos.??

Un rasgo central de la teoria de las proporciones de Eudoxio
es que alli no se define qué es una razén o proporcion entre dos
magnitudes, sino en cambio cuando dos razones son iguales entre
si, o cuando una es mayor o menor que la otra. En efecto, esta
nocién es formulada en la definicién 5, considerada generalmente
como la definicién mas importante del libro V:

Dicese que la razon de una primera magnitud a una se-
gunda es igual a la de una tercera a una cuarta, cuando
las primeras y las terceras igualmente multiplicadas o
al mismo tiempo superan, o al mismo tiempo son igua-
les 0 al mismo tiempo son inferiores que las segundas y
cuartas igualmente multiplicadas.?*

Es usual explicar el contenido de esta definicién, utilizando una
notaciéon algebraica moderna, de la siguiente manera: dos magni-
tudes (segmentos lineales, dreas, volimenes, etc.) tienen la misma
razoén respecto de otras dos (en simbolos a : b = ¢ : d) si toman-
do m muiltiplos (enteros positivos) de a y ¢ y n multiplos (enteros
positivos) de by d, se tiene que:

ma ; nb si y sélo si mc ; nd.

De la definicion anterior se sigue también que si a : b > ¢ :
d, entonces existen dos multiplos (enteros positivos) m,n tal que
ma > nb, pero mc < nd. Sin embargo, estas ultimas desigualdades
plantean una dificultad. Si se quiere probar que para a < b se
cumple a : a > a : b, entonces es necesario buscar dos m, n (enteros
positivos) tales que ma > na, pero ma < nb. Luego, si m = n + 1,
entonces se tiene que

(n+1)a <nb

33 Sobre el origen de la teorfa de las proporciones del libro V véase (Heath
1956).
34 Elementos, V, def. 5.
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o bien,
a<(b—a)n.

Ello significa que para las magnitudes a y d = (b — a), se debe
encontrar un n (entero positivo) tal que

nd > a,

y éste es precisamente el axioma de Arquimedes, que en el quinto
libro de Elementos aparece sugerido en la definicién IV.3

Tras desarrollar integramente la teoria de las proporciones de
las magnitudes generales de un modo “abstracto” en el libro V de
Elementos, en el libro siguiente Euclides la aplica a la geometria
plana, desarrollando la teoria de los triangulos semejantes. Hilbert
advierte en sus notas de clases que el resultado méas importante
de esta teoria, utilizado practicamente en todas las demostraciones
subsiguientes, es presentado en la proposicion VI. 2, a veces también
referida como el teorema de Tales®S:

Si se traza una recta paralela a uno de los lados de
un tridngulo, cortard proporcionalmente los lados del
triangulo. Y si se cortan proporcionalmente los lados
de un triangulo, la recta que une los puntos de seccion
sera paralela al lado restante del tridngulo. (Figura 6.3)

La demostracion que propone Euclides es una de las més inge-
niosas de FElementos y utiliza la teoria del drea, desarrollada de
un modo rudimentario en el libro 1.3” Ahora bien, en sus notas
de clases, Hilbert formula la siguiente observacién en relacion a la
demostracion de Euclides:

En Euclides las demostraciones de estos teoremas son
completamente rigurosas, en el caso de que tanto AC
como BC se obtienen de substraer repetidamente uno
y el mismo segmento. Sin embargo, Euclides se refiere a

35 “Se dice que guardan razén entre si las magnitudes que, al multiplicarse,
pueden exceder una a otra” (Elementos V, def. 4).

36 Cf. (Hilbert 1898/1899b, pp. 274-275) y (Hilbert 1898/1899a, p. 363).

37 Sobre la teorfa euclidea del drea véase (Hartshorne 2000).
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A B
Figura 6.3.: Elementos, libro VI, prop. 2

relaciones generales de magnitudes, puesto que concibe
la proporciéon anterior como una ecuacion numérica y
concluye que el teorema es valido para cualquier posi-
cién de Ay A'. Contra esto se debe objetar que: 1- para
entender una proporcién entre segmentos siempre como
una relacién numeérica se requiere de un nuevo axioma
(al que nos referiremos aqui como V38); 2— Incluso si este
nuevo axioma ha sido asumido, se debe probar explici-
tamente que los nuevos nimeros introducidos obedecen
las mismas leyes de operaciones que las ya conocidas.
(Hilbert 1898/1899a, p. 363. Enfasis en el original)

Hemos mencionado que la definicion de Euclides de la igual-
dad/desigualdad de proporciones requiere para funcionar de la va-
lidez del axioma de Arquimedes; en este pasaje, Hilbert subraya
explicitamente esta dependencia. Mas precisamente, Hilbert senala
que en el caso donde los dos lados del triangulo son segmentos incon-
mensurables, la recta paralela a la base determinara univocamente
los puntos A y A’ s6lo si el azioma de Arquimedes es asumido. De
este modo, en su curso posterior, Hilbert concluye que un defecto
crucial en la teoria de Euclides fue que aquel axioma no fue for-
mulado explicitamente: “Existe una mancha en el sol de Euclides,
puesto que él omitié formular aquel axioma [de Arquimedes|” (Hil-
bert 1924/25, p. 693).

38 Hilbert se refiere aqui al axioma de Arquimedes. En este curso Hilbert
formula tres versiones diferentes de este axiomas, no todas equivalentes
entre si. Nos ocuparemos de analizar este problema en el capitulo 7.
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Independientemente de si Euclides incluye o no entre sus defini-
ciones (una versién de) el axioma de Arquimedes, es claro que su
teoria de las proporciones y los tridngulos semejantes se funda en
aquel principio. Pero en tanto que un objetivo central de sus investi-
gaciones axiomaticas consistia en estudiar cuidadosamente el papel
desempenado por los postulados de continuidad en la estructura de-
ductiva de la geometria elemental, con el fin de mostrar que estos
principios no eran necesarios para la construccién de gran parte de
la teoria, es claro que la teoria euclidea resultaba a sus ojos clara-
mente inapropiada.?® M4s atin, Hilbert alude también a la cuestién
de la pureza del método, en su requerimiento de que la construccion
de la teoria de las proporciones y los triangulos semejantes proceda
sin asumir la validez del axioma de Arquimedes:

Este teorema puede ser demostrado con la ayuda del se-
gundo teorema de congruencia, en el caso especial donde

39 Es oportuno sefialar que existe una evidente conexién entre las criticas que
formula Hilbert aqui a la teoria de las proporciones de Euclides y el andlisis
de Dedekind de los ntimeros irracionales y la nociéon de continuidad. Por
un lado, en su articulo “Continuidad y nimeros irracionales” (1872) Dede-
kind organiza su exposicién en funcién de la comparacién entre la propiedad
de continuidad de la recta y la idea del continuo de ntimeros tal como se
manifiesta en el conjunto ordenado de los niimeros reales. Méas precisamen-
te, siguiendo “aritméticamente todos los fenémenos de la recta”, Dedekind
arriba a su construcciéon puramente aritmética del sistema de los nimeros
reales como el conjunto que corresponde a todas las cortaduras de niimeros
racionales (Cf. Dedekind 1872). Y mds atin, Dedekind alcanza este objetivo
mostrando que los “nuevos” numeros irracionales — definidos en términos
de cortaduras — satisfacen todas las propiedades de los “viejos” nuimeros
racionales — con la excepcién de la propiedad de completitud o continuidad.

Por otro lado, Dedekind sostuvo explicitamente que la continuidad del
espacio no era una condiciéon que debia ser necesariamente supuesta en la
estructura légica de la geometria euclidea. Por ejemplo, en el prefacio de la
primera edicién de su libro s Qué son y para qué sirven los nimeros? (1888),
Dedekind sugirié que, en un sistema de coordenadas formado por niimeros
algebraicos, todas las construcciones de la geometria euclidea podian ser
llevadas a cabo y todos sus teoremas resultaban alli vélidos (Cf. Dedekind
1888, p. 783).

Sobre las reflexiones de Dedekind respecto de la nocién de continuidad
y la geometria euclidea, véanse (Ferreirés 2007, pp. 131-135), (Corry 2004,
pp. 37-40) y Sieg y Schlimm (2005). La influencia de Dedekind en las ideas
tempranas de Hilbert acerca de los fundamentos ha sido resaltada por Fe-
rreirds (2009), (Corry 2004) y (Sieg 2009).
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se sabe que las longitudes de los segmentos son conmen-
surables con una de las semirrectas; sin embargo, en el
caso general se requiere de la utilizacién de [un axio-
ma de| continuidad. Desde el punto de vista de nues-
tro abordaje previo, el recurso a la continuidad apare-
ce aqui como una inferencia completamente extrana, y
de hecho resulta particularmente insatisfactoria, pues-
to que aquel teorema de las proporciones es utilizado,
entre otras cosas, para probar algunos teoremas de inci-
dencia, cuyo contenido parece ser independiente de las
leyes de continuidad.(Hilbert 1917, p. 89)

Hilbert sugiere aqui que el contenido de este teorema central en
la teoria de las proporciones es independiente de consideraciones de
continuidad; en particular, esta independencia puede ser apreciada
en el hecho de que este teorema es utilizado para probar diversos
teoremas de incidencia, donde ninguna condicién de continuidad
parece estar involucrada. Hilbert concluye entonces que el reque-
rimiento de la “unidad de los métodos de prueba” |Einheitlichkeit
der Beweismethoden| (Hilbert 1917, p. 89), que exige que los medios
utilizados en la demostracién de un teorema deben corresponderse
con el contenido del mismo, constituye una razoén adicional para
evitar la introduccion de principios de continuidad en la fundamen-
tacion de la teoria de las proporciones. Mas atin, esta consideracion
sobre la pureza esta detrds de unas de las objeciones mas impor-
tantes de Hilbert a la teoria euclidiana de las proporciones, i.e. que
esta teoria no reviste el mismo caracter “puramente geométrico”
que los cuatro libros previos, sino que posee mas bien una natura-
leza aritmética. En efecto, Euclides no explica qué es una razon o
una proporcién geométricamente, sino que define ‘aritméticamente’
la identidad de dos razones, esto es, como una ‘ecuacién numérica’
[Zahlengleichnung].

Para Hilbert, la teoria de los triangulos semejantes desarrolla-
da en el libro VI de Elementos estaba basada en dos teorias con
una base epistemolégica mas bien diferente: una geométrica y otra
aritmética; y desde un punto de vista metodoldgico, ésta era una
situacién que preferia eludir. Remediar estas dificultades fue una
de las contribuciones mas notables de Hilbert a los fundamentos
de la geometria euclidea. Por un lado, el matematico aleman ela-
boré una nueva teoria de las proporciones exclusivamente sobre la
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base de su aritmética de segmentos, construida de manera pura-
mente geométrica y sin asumir ningin axioma de continuidad. Por
otro lado, aplicé esta nueva teoria de las proporciones para desarro-
llar la teoria de los triangulos semejantes y del area. Hilbert llevé a
cabo asi una unificacién de dos teorias que, anteriormente, esta-
ban basadas en fundamentos distintos, dando al mismo tiempo una
respuesta al problema de la introduccién del nimero en geometria.

6.4.2. La aritmética de segmentos [Streckenrechnung]

Los resultados geométricos mencionados en las secciones ante-
riores se encuentran en los capitulos III-V de Fundamentos de la
geometria (1899). En el capitulo I1I Hilbert construye una aritméti-
ca de segmentos basada en el teorema de Pascal, presenta su nueva
teoria de las proporciones y de los tridngulos semejantes, e indica
c6mo es posible definir un sistema de coordenadas (cartesianas) uti-
lizando esta aritmética de segmentos. El capitulo IV esta dedicado
a la teoria euclidea del area, que Hilbert reconstruye utilizando su
teoria de las proporciones y la aritmética de segmentos desarrollada
en el capitulo anterior, y por lo tanto, sin utilizar ningin azxioma
de continuitdad. Finalmente, el capitulo V se ocupa del teorema de
Desargues y de la aritmética de segmentos que se puede construir
basandose en este teorema. En dicho capitulo se demuestra que,
mientras que la aritmética de segmentos asociada al teorema de
Pascal satisface todas las propiedades de un cuerpo ordenado, la
aritmética de segmentos asociada al teorema de Desargues carece
de la propiedad conmutativa bajo la multiplicacién. En lo que si-
gue me concentraré en la aritmética de segmentos construida en el
capitulo III, que contiene los resultados mas interesantes para el
problema que venimos analizando.

Dado que Hilbert se plantea explicitamente el objetivo de mostrar
que las operaciones definidas para los segmentos lineales cumplen
con todas las propiedades usualmente asociadas con la aritmética de
los reales, es claro que para ello era necesario contar con una axio-
matizacion precisa de la estructura de un cuerpo ordenado, que
permita distinguir qué propiedades comparten y qué propiedades
no comparten ambos cuerpos. Este es el origen de su conjunto de
axiomas para un “conjunto de numeros complejos”, que constitu-
ye de hecho el primer sistema axiomatico para un cuerpo ordenado
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arquimediano.*® Hilbert presenta una primera versién de este sis-
tema de axiomas en su curso de 1898/1899, el cual es reproducido
en la seccién §13 del capitulo III del Festschrift.*! Poco después,
en su conferencia de Munich “Sobre el concepto de nimero” (Hil-
bert 1900a), el sistema de axiomas original es complementado con
su famoso “axioma de completitud” [Vollstindigkeitsaziom|, con lo
cual se obtiene la primera caracterizacion axiomatica de un cuerpo
ordenado completo.

Tras presentar esta caracterizacién axiomatica de la estructura
de un cuerpo ordenado (completo), el préximo paso consiste en
proporcionar una demostracién de un caso especial del teorema de
Pascal (méas conocido como teorema de Pappus) para las secciones
conicas, de notable importancia en la geometria proyectiva. Se trata
de una version afin del teorema, que Hilbert enuncia de la siguiente
manera;

Teorema de Pascal (versién afin). Dados dos conjuntos de pun-
tos A,B,C y A", B', (", situados respectivamente sobre dos rectas
que se intersecan, de tal manera que ninguno de ellos se encuentra
en la interseccién de estas lineas. Si C'B’ es paralelo a BC" y C A’
es también paralelo a AC", entonces BA’ es paralelo a AB’. (Figura
6.4)

La importancia de la demostracién del teorema de Pascal pro-
porcionada por Hilbert consistia en que apelaba a los axiomas de
congruencia (IV) y los axiomas de orden (II) e incidencia en el plano
(I, 1-2), lo cual era un argumento técnicamente dificil de llevar a
cabo. En consecuencia, dicha demostracién no hace uso de ningin
postulado de continuidad, en particular, del axioma de Arquime-
des.*? El teorema de Pascal proporciona asimismo lo necesario para

40 En sus notas de clases, Hilbert aclara que por un sistema de nimeros comple-
jos entiende a todo sistema de niimeros que, al igual que los niimeros com-
plejos, no satisface todos los axiomas para los nimeros reales. De acuerdo
con esta definicién, Q o el cuerpo 2 de ntimeros algebraicos son asi ejemplos
de sistemas de nimeros complejos (Cf. Hilbert 1902b, p. 564).

41 Cf. (Hilbert 1899, §13).

42 Muy poco tiempo antes, Schur (1898) habia proporcionado una prueba del
axioma de Pascal sin utilizar el axioma de Arquimedes, basdndose sin em-
bargo en todos los axiomas de incidencia, orden y congruencia (I-1I, IV).
Sobre la influencia de este resultado de Schur en Hilbert véase (Toepell
1985).
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Figura 6.4.: Versién afin del teorema de Pascal.

construir una aritmética de segmentos lineales, en donde son vélidas
todas las operaciones “de los ntimeros reales”.*® En primer lugar,
Hilbert aclara que, en el calculo de segmentos que se presentara a
continuacion, la palabra “igual” y el signo “=" seran utilizados en
lugar de la palabra “congruentes” y el signo “=".%* Ello significa
que las operaciones de suma y multiplicacién seran definidas para
clases de equivalencia de segmentos lineales (médulo congruencia).
La primera operacién en ser definida es la suma o adicién de seg-
mentos lineales. Hilbert define esta operacion de una manera muy
simple, de acuerdo a como era habitual caracterizar esta operacion

de un modo puramente geométrico:

Definiciéon. Si A, B,C' son tres puntos sobre una linea y B se en-
cuentra entre A y C', entonces decimos que ¢ = AC' es la suma de
los segmentos a = AB y b= BC, y establecemos que

c=a-+b.

Dada esta definiciéon de la suma de segmentos lineales, las pro-
piedades asociativa y conmutativa se siguen inmediatamente de los
axiomas de congruencia para segmentos (III 1-3). Por el contrario,

43 Cf. (Hilbert 1899, p. 32).
44 Cf. (Hilbert 1899, p. 33).
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la definicion de multiplicacion no es tan inmediata. Para ello Hil-
bert se sirve de la siguiente construccién geométrica.: sean a y b dos
segmentos lineales. Elegimos un segmento cualquiera que permane-
cerd fijo — la unidad lineal —, al cual denotamos 1. Luego, sobre uno
de los lados de un tridangulo rectangulo trazamos desde el vértice
O los segmentos 1 y b, mientras que sobre el otro lado trazamos el
segmento a. Seguidamente unimos el punto final del segmento 1 y
el punto final del segmento a y desde el punto final del segmento
b trazamos la paralela a la (figura 6.5). Esta linea determina un
segmento c sobre el otro lado, al cual llamamos el producto del seg-
mento a por el segmento b y designamos como ¢ = ab. La existencia
del segmento c esta garantizada por el axioma de las paralelas.

AB

Figura 6.5.: Producto de segmentos lineales.

Esta es la construccién geométrica habitual del cuarto proporcio-
nal (Elementos, VI, 12), que Descartes utilizé por primera vez para
definir el producto de dos segmentos lineales como un segmento li-
neal. Descartes y Hilbert interpretaron asi esta construcciéon como
un medio para definir el producto de dos segmentos lineales de un
modo similar, en el sentido de que ambos afirmaron que esta defi-
nicion no se referia a niimeros, sino a magnitudes geométricas, i.e.
segmentos lineales. En otras palabras, estos dos célebres matemati-
cos no identificaron los segmentos lineales con sus longitudes expre-
sadas numéricamente.*> En sus notas de clases, Hilbert repite casi
obsesivamente que su definiciéon del producto de segmentos lineales

45 Sobre la interpretacion de Descartes de las operaciones algebraicas de seg-
mentos lineales, véase (Mancosu 1996) y (Bos 2001).
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constituye una formacién de conceptos puramente geométrica [geo-
metrische Begriffbildung/, puesto que no se presupone en ningun
momento el concepto de nimero o la nocién de proporcién en-
tre nimeros: “Debemos enfatizar que esta definicién es puramente
geométrica; de ningiin modo ab es un producto entre dos niimeros”
(Hilbert 1898/1899a, p. 364). Sin embargo, existe una diferencia
esencial entre las dos interpretaciones de esta operacién aritmética
de segmentos lineales. Para Descartes su definicién estaba basada
esencialmente en la proposicion VI. 2 sobre la proporcionalidad de
triangulos semejantes; en consecuencia, no sélo asumié por com-
pleto la teoria de la proporciones del libro V de FElementos, sino
también implicitamente la validez del axioma de Arquimedes. Por
el contrario, el objetivo de Hilbert era mostrar que, partiendo de
su definicién de la multiplicacién de segmentos lineales, podiamos
obtener la nocién de proporcionalidad y tridngulos semejantes, evi-
tando de ese modo la introduccion de aquel axioma de continuidad.

Una vez definido el producto de segmentos lineales de esta ma-
nera, Hilbert prueba que cumple con todas las propiedades identi-
ficadas previamente para esta operacion; en particular, el teorema
de Pascal, anteriormente demostrado sin recurrir al axioma de Ar-
quimedes, resulta esencial para probar la propiedad conmutativa
del producto: ab = ba. La demostracién procede esquematicamente
como sigue: en primer término, construimos el segmento ab tal co-
mo se indicé recién. Luego trazamos el segmento a sobre el primer
lado del triangulo rectangulo y el segmento b sobre el segundo lado.
Ahora unimos el punto final de este segmento b con el segmento
del segmento 1, y trazamos la paralela a 1b que pasa por el punto
a. Esta linea paralela determina asi el segmento ba sobre el otro
lado del triangulo, el cual coincide con el segmento ab construido
inicialmente (figura 6.6).

El aspecto central de la prueba reside en que el segmento ab
coincide con el segmento ba gracias al teorema de Pascal, tal como
queda reflejado en el diagrama. Es decir, si unimos los puntos a y b
sobre cada uno de los lados del tridngulo recto respectivamente en-
tre si, obtenemos una configuracién de tres pares de puntos y lineas
cuyas relaciones de interseccién coinciden con las descriptas en el
teorema de Pascal, de acuerdo con la versiéon antes indicada. De
este modo, el mencionado teorema le permite a Hilbert demostrar
la propiedad conmutativa para el producto de segmentos lineales.
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AB=BA

Figura 6.6.: Conmutatividad del producto de segmentos lineales.

A continuacion, utiliza una estrategia similar para probar la ley
asociativa para el producto y la ley distributiva para el producto y
la suma. 6

Hasta aqui se ha definido una aritmética para segmentos linea-
les, en donde se cumplen las leyes asociativa y conmutativa para la
adicién, las leyes asociativa y conmutativa para el producto, y la
ley distributiva para la adicién y el producto. Con la ayuda de esta
aritmética de segmentos es posible reconstruir la teoria de las pro-
porciones y de los triangulos semejantes de Euclides, sin hacer uso
del axioma de Arquimedes. Hilbert no se detiene a desarrollar estas
teorias en detalle, sino que se limita a presentar una nueva defini-
cion de proporcionalidad y a demostrar, utilizando su aritmética de
segmentos, el teorema fundamental de la teoria de las proporciones,
i.e, la proposicién V1.2 de Elementos.*™ La definicién de proporcio-
nalidad, basada en su definicién previa de producto de segmentos
lineales, es la siguiente®®:

Definicion. Sia,b,d’, b son cuatro segmentos lineales, entonces la
proporcion

a:b=d:V

46 Cf. (Hilbert 1899, pp. 34-35).
47 Véase (Hilbert 1899, §16).
48 (Hilbert 1899, p. 36).
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no denota sino la igualdad de segmentos lineales
abl = a'b.

Con esta definicion, Hilbert logra mostrar qué significa geométri-
camente que dos segmentos son proporcionales, a saber: la igualdad
del producto de dos pares de segmentos lineales. De este modo, su
caracterizacion de la proporcionalidad evita la introduccién subrep-
ticia de supuestos numéricos, algo por lo cual critica a Fuclides. Por
otra parte, para definir la nociéon de semejanza entre dos triangulos,
Hilbert no apela a la proporcionalidad entre lados correspondientes,
sino que utiliza en cambio la congruencia de los angulos correspon-
dientes.

Definicién. Dos triangulos se llaman semejantes si sus dngulos
correspondientes son congruentes.t’

Asimismo, Hilbert prueba que si los segmentos a, b, a’, b’ son los
lados correspondientes de dos tridngulos (semejantes), entonces la
definicién anterior de proporcionalidad es valida.’® Su exposicién
concluye con la formulacion del teorema fundamental de la propor-
cionalidad, en una version adaptada a su propia teoria:

Teorema fundamental de la proporcionalidad. Si dos rectas
paralelas determinan respectivamente, en los lados de un angulo
cualquiera, los segmentos a,b y a’, I/, entonces se verifica la propor-
cion

a:b=d:V

Reciprocamente, si cuatro segmentos a, b, a’, b’ satisfacen esta pro-
porcioén, y a,a’ y b, b’ son construidos de a pares en los lados de un
angulo cualquiera, entonces las lineas que unen a los puntos finales
de a,a’ y b,b' son paralelas. (Hilbert 1899, p. 37)5

Una vez enunciados estos conceptos fundamentales de su nueva
teoria de las proporciones, Hilbert extiende esta aritmética de seg-
mentos para que incluya también relaciones de orden, de modo que
se cumplan todas las propiedades de un cuerpo ordenado. Hilbert

49 (Hilbert 1899, p. 35)
50 Teorema 41 en (Hilbert 1999).
51 Teorema 42 en (Hilbert 1999).
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procede de la siguiente manera: en primer lugar, a la aritmética
de segmentos antes definida le anadimos otro conjunto de tales seg-
mentos. Por medio de los axiomas de orden, es facil distinguir sobre
una linea una direcciéon “positiva” y una “negativa”. Un segmento
AB, denotado antes a, continuara llamandose a si B se encuentra
en direccién positiva respecto de a; en caso contrario, se lo desig-
nard —a. Asimismo, un punto A cualquiera se designara ahora como
0. El segmento AB es entonces positivo o mayor que 0 (en simbo-
los, a > 0, ); el segmento —a se designa negativo o menor que 0
(en sfmbolos, —a < 0).5% Introducidas de ese modo las relaciones
de orden en la aritmética para segmentos, es posible probar, utili-
zando los axiomas I-III, la existencia de un elemento neutro y de
un elemento inverso para la suma y para la multiplicacion. Hilbert
concluye entonces que su aritmética de segmentos lineales satisfice
todas las propiedades de un cuerpo ordenado.>

Por ultimo, para culminar con la “introduccion del nimero”, Hil-
bert muestra céomo es posible introducir coordenadas en la geo-
metria utilizando la aritmética de segmentos previamente desarro-
llada. Para ello procede esquematicamente de la siguiente manera:
en un plano « en donde se cumplen todos los axiomas I-IV (inci-
dencia, orden, paralelas, congruencia) trazamos dos rectas perpen-
diculares que se intersecan en un punto 0, las cuales nos serviran
como los ejes fijos de coordenadas X, Y. Sobre cada una de estas
rectas trazamos desde 0 los segmentos x,y, respectivamente. Se-
guidamente trazamos dos rectas perpendiculares a X,Y desde los
puntos finales de los segmentos x,y; la interseccién de ambas rec-
tas determinan el punto P. Los segmentos x,y se llaman asi las
coordenadas de P. Y todo punto en el plano «a estd univocamente
determinado por sus coordenadas x,y, que pueden ser segmentos
positivos, negativos o 0.

De este modo, los resultados de la teoria de las proporciones
anteriormente desarrollada nos proporcionan facilmente la ecuacion
de la recta. Sea [ una linea cualquiera sobre el plano a que pasa por
0 y por un punto C, cuyas coordenadas son el par ordenado (a, b).
Si x,y son las coordenadas de un punto cualquiera de [, entonces
por el teorema 23 se cumple que a : b = = : y. Dada la definiciéon de

52 Cf. (Hilbert 1899, pp. 37-38).
53 “En esta aritmética de segmentos todas las reglas de operaciones 1-16,
enumeradas en la seccién 13, son validas” (Hilbert 1899, p. 37).
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proporcionalidad enunciada por Hilbert, ello es lo mismo que decir
que bx —ay = 0, o sea, la ecuacién (general) de la recta (figura 6.7).

Figura 6.7.: Introduccion de coordenadas

Obtenida de este modo la ecuacién general de la recta, Hilbert
da por culminada su exposiciéon en torno a cémo es posible intro-
ducir un sistema de coordenadas en la geometria “desde dentro”,
es decir, de un modo puramente geométrico, que no recurre a un
cuerpo numérico en particular como una imposicion desde fuera.
La conclusién que extrae del procedimiento que hemos analizados
es la siguiente:

A partir de estos desarrollos concluimos, de un modo in-
dependiente al axioma de Arquimedes, que toda linea en
el plano puede ser representada por medio de ecuaciones
lineales a través de las coordenadas x, y, e inversamente,
que todas las ecuaciones lineales de tal clase, en la que
los coeficientes son segmentos en la geometria dada, re-
presentan una linea. (...) La construccién subsiguiente
de la geometria puede ser realizada por medio de los
métodos habituales que son utilizados en la geometria
analitica. (Hilbert 1899, p. 38. El énfasis es mio.)

En suma, las técnicas desarrolladas por Hilbert permiten probar
que, dados un plano « que satisface los axiomas -1V y un cuerpo
ordenado K asociado a la aritmética de segmentos en «, el plano
a es isomorfo a un plano cartesiano K2 sobre el cuerpo K. Asi-
mismo, si junto con los axiomas [-IV se asume ademaés el axioma
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de Arquimedes, entonces es posible asignar un (tinico) nimero real
a cada punto sobre la linea.?® Hilbert reconoce, sin embargo, que
con este paso renunciamos al caracter puramente geométrico de su
teoria axiomatica. En efecto, con el axioma arquimediano se intro-
duce inevitablemente una suposicion numérica, en tanto que para
su formulacién resulta esencial la cuantificacién existencial sobre los
nimeros naturales. En el contexto de una discusién sobre el sistema
axiomatico para los nimeros reales, Hilbert resalta el caracter no
elemental del axioma de Arquimedes: “Aqui [i.e. con la inclusién
del axioma de Arquimedes] se introduce el concepto de un nimero
finito arbitrario como un nuevo elemento logico, en tanto que se
lo requiere aqui para la conjunto necesario de procesos de adicion
[Additionsprozessen]” (Hilbert 1905b, pp. 16-17).

La correspondencia uno—a—uno entre los puntos de una linea y
los ntimeros reales se conseguira finalmente por medio del famo-
so axioma de completitud.?® Hilbert advierte nuevamente que este
axioma “no es de una naturaleza puramente geométrica” (Hilbert
1902b, p. 25). Sin embargo, con su inclusién el “puente axiomatico”
construido por Hilbert no sélo alcanza ahora la geometria analitica
ordinaria sobre los niimeros reales — que se convierte en el Uinico
modelo (salvo isomorfismo) de su sistema axiomédtico — sino que
al mismo tiempo se proporciona un fundamento para la geometria
analitica y el andlisis (real).

Finalmente, esta construccion de una aritmética para segmentos
lineales exhibe la conexién fundamental entre dos teoremas clasi-
cos de la geometria proyectiva, como los teoremas de Desargues y
Pappus (Pascal), y las propiedades algebraicas de las operaciones
definidas geométricamente para los segmentos lineales. Mas preci-
samente, Hilbert muestra que mientras que el primero asegura que
el plano puede ser coordenatizado por medio de un cuerpo no con-
mutativo (siendo esencial para probar la propiedad asociativa de
la multiplicacién), el segundo garantiza la propiedad conmutativa
para la misma operacién."

5 Cf. (Hilbert 1899, pp. 38-39).

55 E] axioma de completitud no estd presente en la primera edicién de Funda-
mentos de la geometria (1903), sino que es incluido en ediciones subsiguien-
tes. Este tema sera abordado en detalle en el capitulo 7.

56 Hilbert prueba estos resultados en el capitulo V de Fundamentos de la
geometria (Hilbert 1999). All{ demuestra, entre otras cosas, que en una
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6.5. El método axiomatico y unidad de la matematica

Quisiera concluir este capitulo con algunas observaciones respec-
to del significado general de la aritmética para segmentos lineales,
elaborada por Hilbert en Fundamentos de la geometria.

En primer lugar, las investigaciones de Hilbert contribuyeron no-
tablemente a esclarecer un problema de enorme importancia para
los fundamentos de la geometria, a saber: la determinacién del pa-
pel que el nimero desempena en la geometria, y en particular, la
funcion de los axiomas de continuidad en la introduccién de coor-
denadas numéricas. Como hemos visto, sus reflexiones se origina-
ron en gran medida en las dificultades planteadas por los métodos
geométricos puros introducidos von Staudt en la geometria proyec-
tiva en la mitad del siglo XIX, y estuvieron motivadas no sélo por
la busqueda de una solucion a estos problemas matematicos con-
cretos, sino también por preocupaciones de caracter epistemoldgico
y metodoldgico. El procedimiento pensado por Hilbert para intro-
ducir coordenadas en la geometria euclidea, basado en su novedoso
calculo de segmentos, revel6 que efectivamente era posible introdu-
cir un sistema de coordenadas de un modo puramente geométrico y
sin utilizar ningiin axioma de continuidad, en particular, el axioma
de Arquimedes. Mas aun, estos resultados exhibieron por primera
vez la potencialidad de los teoremas de Desargues y Pascal para
realizar una coordenatizacion interna de la geometria elemental.

Cabe aclarar, sin embargo, que de ningin modo estos resulta-
dos constituyeron la culminacion de estos problemas, sino que méas
bien fueron el punto de partida para nuevas investigaciones. Por
ejemplo, poco después Hessenberg (1905) mostré cémo era posible
construir un calculo de puntos geométricos similar a la aritmética de
segmentos hilbertiana, obteniendo de ese modo una simplificacién
de su aritmetizacion interna de la geometria. Asimismo, algunas
de las ideas originales de Hilbert fueron posteriormente mejoradas.
Especialmente, la teoria de las proporciones, que segin Freuden-
thal aparecia como “complicada y oscura” desde un punto de vista

geometria plana donde los axiomas I, 1-3, I, IV y el teorema de Desargues
son validos, es posible construir una aritmética de segmentos en donde se
cumplen todas las propiedades de un cuerpo ordenado, menos la propiedad
conmutativa de la multiplicacion.
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més contemporaneo’®”, fue simplificada notablemente por Bernays
(1999), en un trabajo que fue publicado como suplemento en la
décima edicién de Fundamentos de la geometria (Hilbert 1999). Los
resultados de Hilbert motivaron asi un gran nimero de fructiferas
investigaciones.

En segundo lugar, la aritmética para segmentos lineales permi-
ti6 “sortear el hiato” o “trazar un puente”, por asi decirlo, entre las
geometrias sintéticas y las geometrias analiticas. Segun lo advier-
te el propio Hilbert, sus investigaciones revelaron como “es posible
construir un calculo con segmentos o una geometria analitica, en
donde las letras representan de hecho segmentos, y no nimeros”
(Hilbert 1898/1899b, p. 261). Hilbert reconoce entonces que los
segmentos lineales pueden conformar, una vez que las operaciones
de adicién y producto han sido definidas adecuadamente, la base de
un cuerpo ordenado que puede ser a su vez utilizado para construir
un sistema de coordenadas. Empero ello equivale a afirmar que, en
gran medida, la geometria analitica es posible sin la imposicién de
cuerpos numéricos “desde afuera”. Precisamente aqui se aprecia la
importancia que para Hilbert tenia el hecho de que su aritmetiza-
cion de la geometria fue realizada con independencia del axioma de
Arquimedes, en tanto que éste era el inico axioma que podia consi-
derarse como no puramente geométrico, puesto que su formulacién
misma suponia el concepto de ntimero entero positivo.

Los resultados de Hilbert constituyen asi una explicacién de como
y por qué existe una completa correspondencia entre la geometria
sintética y la geometria analitica. Al probar que la teoria de las
magnitudes surge intrinsecamente en la geometria sintética, y por
lo tanto no debe ser impuesta desde fuera por medio de supuestos
(numéricos) adicionales, Hilbert consigue mostrar al mismo tiempo
que la suposicién general que guia a la geometria analitica, i.e. la
coordenatizacion de los puntos de una linea con los niimeros reales,
estd realmente justificada. Por medio de su cédlculo para segmentos
lineales Hilbert brinda un fundamento axiomatico para las conexio-
nes estructurales entre la geometria euclidea la geometria analitica,
una preocupacion que como vimos esta presente ya en sus primeros

57 Cf. (Freudenthal 1957, p. 127).

58 Un panorama muy completo de las investigaciones motivadas por Funda-
mentos de la geometria se encuentra en los trabajos de Karzel y Kroll (1988)
y Pambuccian (2013).
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trabajos consagrados a los fundamentos de la geometria.®

Finalmente, en virtud de nuestro examen, podemos comprender
ahora la afirmacion de Hilbert segin la cual, gracias a su anali-
sis axiomatico, llegamos a “proporcionar un nuevo fundamento pa-
ra la unidad de la matematica” (Hilbert 1898/1899b, p. 223). Su
nuevo método axiomatico formal le permitié mostrar como distin-
tas teorfas matemadticas como la geometria y la aritmética (y el
andlisis), que en esta etapa temprana él consideraba muy distantes
respecto de sus bases epistemoldgicas, estan conectadas estructu-
ralmente. La contribucién del método axiomatico (formal) en la
consecucién de esta tarea se manifesté asi al menos en dos pun-
tos principales. En primer lugar, para mostrar que los segmentos
lineales comparten con los niimeros reales la estructura de un cuer-
po ordenado, fue necesario contar con una axiomatizacién precisa
de esta estructura algebraica, a partir de la cual es posible mos-
trar qué propiedades son compartidas por el cuerpo formado por
segmentos y por el cuerpo formado por nimeros, y cuéles no. En
el Festschrift Hilbert presenta entonces el primer sistema de axio-
mas para un cuerpo ordenado (arquimediano). En segundo lugar,
la presentacién de cada una de estas estructuras como un sistema
de axiomas formales es lo que hace posible, por un lado, identificar
y descubrir las semejanzas estructurales; por otro lado, es lo que
permite determinar qué axiomas o teoremas son responsables de
cada una de las propiedades.

En resumen, ademas del interés y la relevancia que recaen en
estos resultados desde un punto de vista estrictamente matemati-
co, la aritmética de segmentos lineales constituye un claro ejemplo
de una creencia general de Hilbert respecto de la naturaleza de la
matematica y del valor del método axiomatico para el conocimien-
to matematico. Me refiero a su conocida tesis de la “unidad de
la matematica”, expresada en su conferencia de Paris “Problemas
matematicos” (Hilbert 1900b):

En mi opinion, la matematica es un todo indivisible, un
organismo cuya vitalidad estd condicionada por la co-
nexion entre sus partes. Puesto que a pesar de la varie-
dad del conocimiento matematico, todavia somos muy
conscientes de las ideas de la matematica como un todo

59 Cf. supra, capitulo 1, seccién 1.3.1.
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y de las numerosas analogias en sus distintos campos
de conocimiento [Wissensgebieten|. También llegamos
a percibir que, cuanto mas avanzada o desarrollada se
encuentra una teoria, mas armoniosa y uniformemente
procede su construccion, y relaciones insospechadas en-
tre ramas hasta el momento separadas de las ciencias
son reveladas. De este modo ocurre que a través de su
extensién, el caracter organico de la matemética no se
pierde sino que se manifiesta a si mismo mas claramente
(...) La unidad organica de la matematica es inherente
a la naturaleza de esta ciencia, porque la matematica
es el fundamento de todo conocimiento exacto de los
fenémenos naturales. (Hilbert 1900b, p. 329)

La aritmética de segmentos era asi para Hilbert un caso concre-
to en donde podia percibirse este tipo de “unidad organica” de la
matematica. Es decir, era un claro ejemplo de cémo dos discipli-
nas como la geometria y la aritmética y el algebra, en apariencia
muy distintas o separadas, estaban conectadas estructuralmente.
Y segin hemos podido observar en sus notas de clases, Hilbert re-
conocié que ésta era precisamente una de las caracteristicas més
atractivas y fructiferas de su nuevo método axiomatico, a saber:
la capacidad de descubrir y exhibir conexiones hasta el momento
desconocidas entre distintas teorias matematicas, y de esa manera
contribuir a la unidad del conocimiento matemaético.

60 En la misma conferencia de Parfs, Hilbert destaca ademds que otras
analogias entre el pensamiento geométrico y el pensamiento aritmético fue-
ron reveladas por Minkowski en su reciente trabajo sobre la Geometria de los
nimeros (1986). Cf. (Hilbert 1900b, p. 296). Un estudio de las observacio-
nes de Hilbert respecto del trabajo de Minkowski se encuentra en (Smadja
2012).



CAPITULO 7

La (temprana) metateoria de
los sistemas axiomaticos

7.1. Introduccién

En la medida en que los axiomas no deben ser mas considera-
dos como verdades autoevidentes, ciertos criterios o condiciones de
adecuacion deben ser impuestos a los sistemas axiomaticos, para
evitar que la libertad con la que los axiomas pueden ser postulados
colapse en arbitrariedad. Hilbert exige por este motivo desde un ini-
cio que todo sistema axiomatico sea 1) consistente, 2) completo, 3)
que el nimero de axiomas sea finito!, 4) que los axiomas sean inde-
pendientes unos de otros. Empero estas condiciones de adecuacién
no eran de ningiin modo nuevas. La exigencia por la independencia
de los axiomas habia sido postulada, al menos veinte anos antes
que Hilbert comenzara sus investigaciones, en los trabajos sobre
las geometrias no euclideas.? Del mismo modo, Dedekind y Can-
tor formularon explicitamente el requerimiento de consistencia en
el establecimiento de toda nueva teoria.® Finalmente, en su nueva
presentacion de la mecanica, Hertz insistié en la independencia y
en un tipo de completitud de los principios elegidos. Sin embargo,
es preciso reconocer que Hilbert fue sin dudas el primero en fijar
estas condiciones conjuntamente y en relacionarlas directamente al

1 Por lo general, Hilbert se refiere a esta condicién, aunque de un modo més
laxo, como “simplicidad”.

2 Cf. (Toepell 1986, p. 59).

3 Cf. (Hallett 1994).
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método axiomatico.

Ahora bien, la caracterizacion de las mencionadas propiedades
‘metaldgicas’ ofrecida por Hilbert en esta etapa inicial, sélo pu-
do haber tenido un caracter impreciso o informal. Para definir con
precision estos requerimientos era necesario contar al menos con las
nociones de deduccién formal, deducibilidad y consecuencia légica,;
y por supuesto ello era algo con lo que Hilbert no contaba todavia
en 1900. M&s atn, a pesar de que sus investigaciones metageométri-
cas sobre la independencia de los axiomas son de una naturaleza
proxima a lo que se llama hoy “teoria de modelos”, existen claros
indicios que nos llevan a pensar que, en esta etapa temprana, Hil-
bert no contaba con un clara distincién conceptual entre sintaxis y
seméntica.*

Dadas estas limitaciones conceptuales, en sus manuscritos Hilbert
tampoco ofrece una caracterizacién rigurosa de las propiedades ‘me-
talégicas’ de un sistema axiomatico. Sin embargo, en este capitulo
intentaré mostrar que estas fuentes aportan consideraciones y obser-
vaciones muy valiosas para evaluar cudl fue efectivamente el lugar
que estas propiedades ocuparon en sus investigaciones geométricas
correspondientes a este periodo inicial. El objetivo de este ultimo
capitulo serda utilizar este valioso material para reexaminar el trata-
miento que las nociones ‘metaldgicas’ de completitud, independen-
cia y consistencia recibieron en los primeros estudios axiomaticos
de Hilbert en el campo de la geometria. Argumentaré que esta cues-
tién puede ser fructiferamente abordada cuando se analizan, sobre
la base de estas nuevas fuentes, las vicisitudes que rodearon a la
inclusién del axioma de completitud [Vollstindigkeitsaxiom] en el
sistema de axiomas hilbertiano para la geometria euclidea.

El capitulo se estructura de la siguiente manera. En la seccion 7.2
analizo la nocién de consistencia. Por un lado, senalo que Hilbert
fluctia, en este etapa, entre una especie de definicién seméantica
de consistencia, esto es, como satisfacibilidad, y una especie de no-
cion sintactica, que concibe la consistencia como la imposibilidad
de deducir una contradicciéon por medio de un nimero finito de
inferencias légicas. Esta definicion, sin embargo, es presentada sin
hacer ninguna referencia a un sistema légico especifico. Por otro
lado, afirmo que la consistencia de la geometria euclidea, o més

4 Zach (1999) ha sefialado que la primera distincién explicita de Hilbert entre
sintaxis y seméntica se encuentra en un curso de 1917. Cf. (Hilbert 1917).
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precisamente, la cuestién de probar la consistencia de la geometria
mostrando que su sistema de axiomas podia ser reducido a los axio-
mas para los niimeros reales, no era en este momento una preocu-
pacién central para Hilbert. Seguidamente (7.3), me ocupo de la
nocion de independencia. En particular, en esta seccién argumen-
to que la independencia fue, en la prdctica, la nociéon metalogica
en la que Hilbert deposité un mayor interés, en el contexto de sus
investigaciones geométricas.

La seccién 7.4 estd dedicada a la nocién de completitud y, en
especial, al axioma de completitud. En primer lugar, menciono una
nocién ‘pre—formal’ de completitud aludida por Hilbert, que con-
siste en exigir que todos los hechos conocidos del dominio cientifico
que debe ser axiomatizado, puedan ser deducidos (l6gicamente) a
partir de los axiomas. En segundo lugar, analizo en detalle la in-
corporaciéon del axioma de completitud en el sistema de axiomas
para la geometria euclidea elemental, utilizando en gran medida la
informacion que aportan las notas de clase de Hilbert. En particu-
lar, primero intento mostrar que la ‘completitud’” de la que habla el
axioma de completitud, de ningiin modo se refiere a la propiedad de
completitud del sistema aziomdtico, en un sentido estricto. Segun-
do, senalo que este hecho es advertido explicitamente por Hilbert en
un periodo posterior. Tercero, argumento que las consideraciones y
discusiones evidenciadas en sus notas de clases, no sélo permiten
ganar mayor claridad respecto de como Hilbert juzgé la naturaleza
y la funcién del axioma de completitud en su sistema axiomatico
para la geometria elemental, sino que ademas hacen posible distin-
guir ciertas diferencias importantes entre el papel que este axioma
cumple en el sistema de axiomas para los ntimeros reales y en el
sistema para la geometria. Cuarto, sostengo que la indagacion sobre
las fuentes mencionas aporta evidencia muy convincente respecto
de la notable importancia que Hilbert deposité en sus investigacio-
nes sobre la independencia de los axiomas geométricos. Finalmente,
concluyo que esta elucidacion permite alcanzar una perspectiva me-
jor contextualizada del abordaje axiomatico a la geometria, desa-
rrollado por Hilbert hacia fines del siglo XIX y principios del siglo
XX.
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7.2. Consistencia

Una consecuencia central de la nueva concepcién formal del méto-
do axiomatico es que la propiedad de consistencia se convierte en el
requerimiento mas importante que debe garantizarse de un sistema
de axiomas. El hecho de que los axiomas dejan de ser considerados
como enunciados verdaderos autoevidentes, conlleva que la pregun-
ta por la consistencia del sistema de axiomas se vuelva central. Para
la concepcion clasica del método axiomético, la consistencia era una
consecuencia de la verdad de los axiomas, puesto que su caracter
de proposiciones verdaderas aseguraba que eran compatibles entre
si.> En la concepcién abstracta, en cambio, no es posible recurrir a
la verdad de los axiomas para garantizar la consistencia del sistema
axiomatico. La consistencia de un sistema formal de axiomas de-
be ser demostrada, para clausurar la posibilidad de que se trate de
un sistema trivial, desprovisto de todo interés. Es decir, una con-
secuencia de la inconsistencia, resaltada a menudo por Hilbert, es
que en un sistema inconsistente toda proposicion es deducible de, o
estd conectada con, cualquier otra:

Sea a una proposicién cualquiera, por ejemplo, un teore-
ma sumamente complejo y profundo de la matematica.
Luego, si de algiin modo emerge una contradiccion, de
modo que a es verdadera y falsa al mismo tiempo — i.e.,
ambos pueden ser demostrados légicamente —, entonces
podemos decir:

De 2 = 2 se sigue a
De 2 = 2 se sigue No—a

Ahora bien, de acuerdo con una ley légica conocida, de
las dos proposiciones anteriores se sigue que la premi-
sa 2 = 2 es falsa; e incluso, de cualquier contradiccion,
sin importar cuén dentro [de la teorfa] se encuentre, se
puede probar rigurosamente la falsedad de toda propo-
sicién correcta. Podemos decir entonces que, en la tota-
lidad de nuestro conocimiento, una contradiccién actia

5 Esta idea es expresada explicitamente, por ejemplo, por Frege: “De la verdad
de los axiomas se sigue que no se contradicen entre si” (Frege a Hilbert, 27
de diciembre de 1899, en Frege 1976, p. 63).
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como una chispa en un barril de pélvora [Pulverfass]
y destruye todo. Por lo tanto, todas las ciencias deben
preocuparse por evitar una contradiccién, incluso si ésta
se halla muy dentro en la teorfa. (Hilbert 1905b, p. 217)

La importancia fundamental de la consistencia fue reconocida y
enfatizada publicamente por Hilbert, principalmente en relacion al
sistema de axiomas para la aritmética. En primer lugar, esta cues-
tion es aludida en su conferencia “Sobre el concepto de ntimero”
(Hilbert 1900c), en donde la consistencia es senalada como la pri-
mera propiedad que se debe exigir de un sistema axiomatico. Sin
embargo, poco después, en sus “Problemas matematicos” de Paris
(Hilbert 1900b) Hilbert hace de la demostracion de la consistencia
el problema central de su nueva concepcién axiomatica:

Pero por sobre todo quisiera designar lo siguiente como
lo més importante, entre las numerosas preguntas que
pueden preguntarse en relacion a los axiomas: demostrar
que ellos mismos no se contradicen entre si, esto es,
que un numero finito de inferencias basadas en ellos
no puede conducir a resultados contradictorios. (Hilbert
1900b, p. 300)

La relevancia de la consistencia de los axiomas para la aritmética
queda reflejada en el hecho de que Hilbert la propone como el se-
gundo problema de su lista de problemas matematicos: “Hallar una
prueba directa de la consistencia de los axiomas para la aritmética”
(Hilbert 1900b, pp. 299-301). Luego, esta importancia atribuida al
problema de la consistencia de la aritmética ha fomentado la ima-
gen de que el objetivo fundamental de Hilbert en Fundamentos de la
geometria era probar la consistencia de la geometria euclidea, mos-
trando que su sistema de axiomas podia ser reducido a los axiomas
para los ntiimeros reales. Sin embargo, veremos a continuaciéon que
esta interpretacion no resulta del todo acertada.

En esta etapa temprana Hilbert se hallaba imposibilitado de ofre-
cer una caracterizacion rigurosa de nociones metaldgicas como la
consistencia, principalmente en funcién de dos limitaciones concep-
tuales fundamentales. En primer lugar, no contaba con una nocién
suficientemente precisa de deduccion formal; ello se explicaba en
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parte debido a que la “légica subyacente” de sus primeros siste-
mas de axiomas para la geometria y la aritmética consistia en una
teoria informal de conjuntos y funciones, y no en un sistema deduc-
tivo formal explicitamente formulado. En segundo lugar, Hilbert
tampoco parecia disponer de una distinciéon conceptual clara entre
sintaxis y semantica, a pesar de que esta distincion estaba implici-
tamente supuesta en sus demostraciones de la independencia de
algunos axiomas geométricos, basadas en la construccion de mode-
los aritméticos o analiticos.b

En cuanto a la primera de estas limitaciones, Hilbert empren-
de la tarea de elaborar un sistema logico, que pudiera servir como
la 16gica subyacente para sus sistemas axioméaticos, en 1904/1905.
La urgencia de esta empresa fue advertida por nuestro autor prin-
cipalmente a partir del reconocimiento de que las paradojas que
afectaban a la teoria de conjuntos no eran de una naturaleza pura-
mente matemaética, pues extendian su alcance también a la logica.
Esta opinion es expresada en una carta a Frege fechada el 7 de no-
viembre de 1903. En esta carta Hilbert se refiere a la descripcion
de la paradoja de Russell, presentada por Frege en el epilogo del
segundo volumen de Grundgesetze der Arithmetik (1903), y al con-
secuente reconocimiento de que el sistema légico alli empleado para
dar una fundamentacion a la aritmética era inconsistente:

Su ejemplo en el final del libro (p. 253) es conocido
aqui por nosotros; yo mismo he encontrado, hace ya
cuatro o cinco anos, otras contradicciones incluso mas
convincentes. Ellas me han llevado al convencimiento de
que la logica tradicional es inadecuada y que la teoria
de la formacién de conceptos debe ser agudizada y refi-
nada.” (Frege 1976, pp. 79-80).

Poco después, en la conferencia de Heidelberg de 1904 “Sobre los
fundamentos de la l6gica y la aritmética” (Hilbert 1905a), Hilbert
formulé la conocida exigencia de un “desarrollo parcialmente si-
multédneo de las leyes de la légica y la aritmética” (Hilbert 1905a,

6 Esta limitacién ha sido advertida, entre otros, por Zach (1999), Awodey y
Reck (2002) y Sieg (2009).

7 La afirmacién de Hilbert del descubrimiento, en 1898-1899, de otras para-
dojas incluso “mds convincentes” que la de Russell, ha sido analizada por
Peckhaus y Kahle (2002).
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p. 176). Hilbert presenté en este trabajo una descripcién muy rudi-
mentaria de cémo deberia proceder una prueba absoluta o sintactica
de la consistencia de los axiomas para la aritmética, como asi tam-
bién un esbozo muy general de un sistema légico.® Sin embargo,
este esbozo fue ampliado en la segunda seccion de su curso de 1905,
al que ya hemos aludido en capitulos anteriores. Hilbert presenta
alli un calculo para una logica proposicional axiomatizada basada
en la nocién de identidad. Este calculo proposicional fue elaborado
por Hilbert de manera algebraica, y en este sentido era muy similar
a un algebra de Boole.”

Ahora bien, aunque Hilbert sostuvo que este sistema para la 16gi-
ca proposicional podia ser utilizado como la légica subyacente de
sus sistemas axiomaticos, sin dudas se trataba de un calculo l6gico
construido sobre una base muy rudimentaria, lo que lo volvia cla-

8 Un anélisis del intento de Hilbert en este articulo por describir como deberfa
ser llevada a cabo una prueba puramente sintactica de la consistencia de la
aritmética, puede verse en (Sieg 2009).
El sistema de axiomas para la légica proposicional, elaborado por Hilbert
en 1905, es el siguiente:

i. Si X =Y entonces es posible reemplazar X por Y e Y por X.

ii. De dos proposiciones X,Y" resulta (por adicién) una nueva proposicién
Z=X+Y

iii. De dos proposiciones X,Y resulta de un modo diferente (por multi-
plicacién) otra proposicién Z = X - Y

w-viii. Reglas de célculo para estas operaciones

wX+Y=Y+X
LX4+Y+2)=X+Y)+2Z
v X Y=Y -X
vie. X - (Y- Z2)=(X-Y) - Z
viit. X - Y +2)=X - Y+X - Z

iz—zui. Existen dos proposiciones distintas 0,1, y para cada proposicién
X, otra proposicién X puede ser definida, tal que:

ir. X+X=1 2X-X=0
vi.1+1=1 vio. 1+ X = X.

En una nota marginal, Hilbert aclara: “escribir mas simplemente = ‘igual”
(Hilbert 1905b, pp. 224). Los simbolos X, Y, Z mientan proposiciones, + la
conjuncioén, - la disyuncién, 0 la verdad y 1 la falsedad (Cf. Hilbert 1905b,
pp. 225-228). Un andlisis detallado del sistema légico elaborado por Hilbert
en estas notas manuscritas se encuentra en Peckhaus (1990; 1994; 1995) y
Zach (1999).
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ramente inadecuado para cumplir tal fin.' Es por ello que cuando
mas tarde, en un curso de 1917, Hilbert retomé esta misma ta-
rea, lo hizo sobre una base sustancialmente diferente. En efecto,
Hilbert recibié con gran entusiasmo a los Principia Mathematica
(1910-1913) de Whitehead y Russell, y elabor6é un nuevo célculo
proposicional basado en el sistema de los Principia, que constituye
ademas el antecedente inmediato para el sistema logico de Hilbert
y Ackermann (1928).1

En cuanto a la segunda de las limitaciones advertidas, un ejem-
plo de la ausencia de una clara distincién conceptual entre sintaxis
y semantica, se observa en el hecho de que en este periodo inicial
Hilbert parece confundir, e incluso identificar, lo que actualmente
entendemos por las nociones de consecuencia sintactica o deducibi-
lidad vy consecuencia logica o semantica.

La idea de consecuencia logica esta presente implicitamente en las
pruebas de independencia de diversos axiomas de la geometria, lle-
vadas a cabo por Hilbert in extenso durante este periodo.'? Ello se
observa en el procedimiento empleado por Hilbert para demostrar
la independencia de un axioma A cualquiera, que consiste preci-
samente en mostrar que hay una interpretacion que hace a todos
los axiomas verdaderos, y a A falso. Por otro lado, es posible tam-
bién indicar una serie de referencias textuales en donde esta nocién
“informal” de consecuencia logica estaria presente.

En primer lugar, y tan tempranamente como en 1894, Hilbert pa-
rece aludir a ella en sus notas de clases para el curso “Fundamentos
de la geometria” (Hilbert 1893/1894b). Se trata de un pasaje que
ya hemos citado en un capitulo anterior:

Nuestra teoria proporciona sélo un esquema [Schemal
de conceptos, conectados entre si por las invariables

10 Por ejemplo, Hilbert no logra extender en 1905 este sistema de axiomas para
la l6gica proposicional, de manera que incluya cuantificadores.

1 F] sistema légico elaborado por Hilbert en su curso de 1917, “Principios
de la matemédtica” (Hilbert 1917), ha sido examinado por Moore (1997),
Sieg (1999) y Zach (1999). Sobre la recepcién de Principia Mathematica
por parte de Hilbert — y su escuela —, puede verse Mancosu (2003).

12 La presencia de una suerte de nocién de consecuencia légica en los trabajos
de Hilbert, correspondientes al periodo que estamos analizando, ha sido
sugerida por algunos autores. En especial, véase (Hallett 1995a, p. 149) y
(Shapiro 1997, p. 164).
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leyes de la légica. Se deja al entendimiento humano
[menschlicher Verstand] cémo aplicar este esquema a los
fenémenos, cémo llenarlo de material [Stoff]. Ello puede
ocurrir de diversas maneras: pero siempre que los axio-
mas sean satisfechos, entonces los teoremas son vdlidos.
(Hilbert 1894, p. 104. El énfasis es mio)

De acuerdo con esta nocion informal de consecuencia logica, una
proposicién es una “consecuencia légica” del sistema de axiomas,
en el caso de que sea una proposicién valida bajo cualquier in-
terpretacién que haga a los axiomas verdaderos. Hilbert menciona
nuevamente esta nocion en la primera de sus respuestas a Frege, en
el contexto de la conocida controversia epistolar:

Si cuando me refiero a mis ‘puntos’ pienso en un sistema
de objetos cualesquiera, por ejemplo, el sistema: amor,
ley, deshollinador (...), y luego aceptamos a todos mis
axiomas como [estableciendo] las relaciones entre estos
objetos, entonces mis teoremas, por ejemplo, el teorema
de Pitagoras, también son vélidos para estos objetos.!3

Por 1ltimo, esta misma nocién esta operando en una descripcion
del abordaje axioméatico a la geometria de Hilbert, realizada por
Bernays en uno de sus importantes articulos.!* Con el objetivo de
distinguir la concepcién clasica del método axiomatico de la nueva
concepciéon abstracta de Hilbert, Bernays senala:

De acuerdo con esta concepcién, los axiomas no son en
general proposiciones de las cuales pueda decirse que son
verdaderas o falsas; sélo en conexion con todo el sistema
axiomatico tienen ellas algtin sentido. Y tampoco el sis-
tema axiomatico constituye la expresion de una verdad,
sino que la estructura légica de la geometria axiomati-
ca, en el sentido de Hilbert, es puramente hipotética —
al igual que, por ejemplo, la teoria abstracta de grupos.
Si en cualquier lugar en la realidad existen tres siste-
mas de objetos y ciertas relaciones determinadas entre
estos objetos, de manera tal que para éstos los axiomas

13 Hilbert a Frege, 19 de diciembre de 1899; en (Frege 1976, p. 67).
14 Cf. (Hallett 1995, p. 137).
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se cumplen (esto es, que a partir de una corresponden-
cia apropiada entre nombres y objetos y relaciones, los
ariomas se convierten en proposiciones verdaderas), en-
tonces todos los teoremas de la geometria son wvdlidos
también para estos objetos y relaciones. (Bernays 1922a,
pp- 95-96. El énfasis es mio)

Ahora bien, en otros lugares y sin mayores aclaraciones, Hilbert
parece estar pensando al mismo tiempo en una nociéon de conse-
cuencia en un sentido diferente al recién mencionado, o sea, en un
sentido sintactico:

(...) Luego, en mi opinién, es posible mostrar que una
respuesta [a un problema] es correcta a través de un
nimero finito de inferencias 16gicas [endliche Anzahl von
Schliissen] basada a su vez en un numero finito de pre-
misas (...). Este requerimiento de la deduccién légica
por medio de un nimero finito de inferencias no es otro
sino el requerimiento del rigor en las demostraciones.
(Hilbert 1900b, p. 293)

Vemos aqui que Hilbert parece pensar también en la nocién de
consecuencia en un sentido sintactico como deducibilidad, o en pa-
labras del propio autor, como “ser deducible a través de una de-
rivacion finita”. M&as aun, esta idea aparece mas visiblemente en
(Hilbert 1905b; 1905¢). Hilbert habla alli de la consistencia como
la incapacidad de deducir al mismo tiempo a partir de los axio-
mas las formulas ¢ y —¢ por medio de “operaciones logicas”, y
senala también que una deduccién légica es efectuada por medio de
“combinaciones logicas de proposiciones”. Ello revela que, en 1905,
Hilbert entendia también la consistencia de manera sintactica, en
el sentido de deducibilidad. Es decir, un sistema es consistente si es
imposible deducir a partir de los axiomas una contradiccion, por
medio de un nimero finito de inferencias:

Sin embargo, lo mas importante aqui es la prueba de que
los 12 axiomas no se contradicen entre si, i.e. utilizando
los métodos arriba descriptos no es posible obtener una
proposicion que contradice a los axiomas, por ejemplo,

X + X = 0. (Hilbert 1905b, p. 230)
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Dado que Hilbert no especifica, en este periodo inicial, un conjun-
to de principios deductivos o reglas de inferencia, es posible llamar
consistencia “quasi-sintatica” a esta definicién.!® La nocién de con-
sistencia de un sistema de axiomas que surge de entender la idea
de consecuencia como deducibilidad, es asi una nocién sintdctica.
Sin embargo, en la medida en que todas las pruebas de consistencia
de Fundamentos de la geometria son pruebas relativas o indirectas,
o sea, pruebas en las que la consistencia es demostrada por medio
de la construccién de un “modelo”, Hilbert parece estar pensando
también en la consistencia en el sentido de satisfacibilidad, esto es,
en un sentido semantico que equipara la consistencia a la existencia
de un modelo.

En suma, aunque en la practica Hilbert distinguia entre los axio-
mas formales de su sistema y sus posibles interpretaciones, no dis-
ponia en cambio en este periodo inicial de una clara distincion con-
ceptual entre sintaxis y seméntica. Como lo advierte Hallett, “[En
esta etapa inicial], Hilbert pasaba rapidamente de la nocién sintécti-
ca de deduccion légica a la nocién semantica de consecuencia logica,
pensando presumiblimente que eran lo mismo” (Hallett 1995a, p.
150).16 Y ello tiene como resultado que Hilbert se refiere en estos
trabajos iniciales, sin mayores distinciones y aclaraciones, a la no-
cion metaldgica de consistencia tanto en un sentido sintdctico como
en un sentido semdntico, esto es, como satisfacibilidad.

Por otra parte, la relevancia de la consistencia como el requeri-
miento mas fundamental que deben satisfacer los sistemas axiomati-
cos es algo que Hilbert enfatiza continuamente. En relacion al sis-
tema de axiomas para la aritmética de los reales, Hilbert admite
que la busqueda de una prueba de consistencia es una tarea abso-
lutamente central. Ello se explica en virtud de diversos factores. En
primer lugar, en el caso de la aritmética, la prueba de consisten-
cia solo puede ser absoluta o directa; es decir, la consistencia de la

15 Cf. (Sieg 2009; 2013).

16 Zach (1999) ha mostrado que una distincién rigurosa entre sintaxis y
semantica se encuentra, por primera vez, en el curso de Hilbert de 1917
“Principios de la matemdtica” (Hilbert 1917). Entre otros resultados, en
este curso Hilbert presenta: ) una semdntica explicitamente definida para
el célculo proposicional usando valores de verdad; b) la nocién de decidibi-
lidad de un conjunto de férmulas proposicionales vélidas; ¢) la completitud
de un sistema de axiomas en relaciéon a una seméntica dada y la nocién de
completitud sintactica o de Post.
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aritmética no puede ser demostrada por medio de la construccién
de modelos, tal como ocurre en geometria.'” La importancia de lle-
var a cabo efectivamente una demostracion de la consistencia de la
aritmética se debia entonces a que requeria de la elaboraciéon de nue-
vas herramientas conceptuales, o como lo senala Hilbert, suponia
“la modificacion apropiada de los métodos de deduccién usuales”
(Hilbert 1900c, p. 184). Poco después, en su conferencia de Heidel-
berg “Sobre los fundamentos de la légica y la aritmética” de 1904,
Hilbert presentard un esbozo muy rudimentario de cémo esta prue-
ba directa de la consistencia de la aritmética puede ser llevada a
cabo. Sin embargo, éste sera posteriormente el problema central del
llamado “programa de Hilbert”.

En segundo lugar, la trascendencia de esta tarea residia también
en que, a través de la demostracion de la consistencia de su sistema
de axiomas para la aritmética, segin Hilbert era posible despejar
todas las dudas que rodeaban a las distintas teorias de los niimeros
reales, sobre todo aquellas que se basaban en nociones y construc-
ciones conjuntistas:

Todas las dudas y objeciones que se han planteado en re-
lacién a la existencia del conjunto de los niimeros reales
y, en general, en relaciéon a la existencia de conjuntos
infinitos aparecen como algo injustificado una vez que
hemos adoptado el enfoque que acabo de describir. De
acuerdo con lo dicho, por conjunto de los nimeros reales
no tenemos que entender la totalidad de las leyes posi-
bles segiin las cuales pueden avanzar los elementos de
una sucesiéon fundamental'®, sino més bien, como aca-
bamos de decir, un sistema de objetos cuyas relaciones
se encuentran determinadas por el sistema finito y ce-
rrado de los axiomas [-1V, y en relacién al cual ninguna
afirmacion sera valida si no puede deducirse a partir de

17 Cf. (Hilbert 1900b, p. 300).
18 Una sucesién de nimeros racionales a,, se llama fundamental o de Cauchy
si para todo nimero positivo e corresponde un nimero k() tal que

|an, — am| < € para todo n,m > k(e)

Hilbert se refiere aqui a la construccién de Cantor (1872) de los ntimeros
reales como limites de sucesiones fundamentales de nimeros racionales.
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estos axiomas por medio de un numero finito de infe-
rencia légicas. (Hilbert 1900c, p. 184)1

Ahora bien, aunque la importancia que Hilbert le confirié en 1900
a la demostracién de la consistencia del sistema axiomatico para la
aritmética es bien conocida y a menudo resaltada, es importante
advertir que en el caso de la geometria no resultaba, en la préacti-
ca, inmediatamente equiparable. Si se observa el tratamiento que
recibe este problema en Fundamentos de la geometria, es claro que
para Hilbert la consistencia de la geometria no era algo que resul-
taba problematico, en el sentido de que debia ofrecerse con urgen-
cia una prueba de la consistencia de su sistema de axiomas para
la geometria. Hilbert no ofrece alli una demostracion sistemadtica
y exhaustiva de la consistencia de su sistema azxiomdtico para la
geometria, sino que se limita a tratar la cuestion muy brevemente
a lo largo de dos paginas, senalando meramente que la geometria
analitica construida sobre los ntimeros reales podia ser utilizada
para demostrar la consistencia de sus axiomas para la geometria
sintética. Una rapida mirada sobre su libro muestra que el proble-
ma de la consistencia de la geometria euclidea, o mas precisamente,
la cuestién de probar la consistencia de la geometria mostrando
que su sistema de axiomas podia ser reducido a los axiomas de los
numeros reales, no era en este momento de ningiin modo una preo-
cupacién central.2’ Antes bien, otras nociones metalégicas jugaron
en la practica un papel mas relevante en los estudios geométricos
de Hilbert.

19 Ta misma opinién es expresada en “Problemas mateméticos”:

En el caso presente, en donde nos ocupamos de los axiomas de
los nimeros reales en la aritmética, la prueba de consistencia de
los axiomas es al mismo tiempo la demostracién de la existencia
matematica del sistema completo de los ntiimeros reales o del conti-
nuum. En efecto, cuando la prueba de la consistencia de los axiomas
sea lograda completamente, las dudas que han sido expresadas oca-
sionalmente respecto de la existencia del sistema completo de los
numeros reales, se volveran totalmente infundadas. (Hilbert 1900b,
p. 301)

20 Este hecho, a menudo pasado por alto, ha sido advertido por (Rowe 2000,
p. 69) y (Corry 2006, pp. 142-143).
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7.3. Independencia

Las limitaciones de Hilbert al momento de distinguir con cla-
ridad entre sintaxis y semantica, o mejor, entre deducibilidad y
consecuencia légica, impiden de la misma manera que podamos en-
contrar, en las fuentes que venimos analizando, una nocién rigurosa
de independencia. En la medida en que la nocion de deducibilidad
o derivabilidad es fundamental para caracterizar la nocién de inde-
pendencia de un axioma respecto de un conjunto de axiomas da-
dos, es claro que las confusiones recién aludidas no le permitieron
proporcionar una definicion rigurosa de la mentada propiedad me-
talégica. Ello es evidente en la primera ediciéon de Fundamentos de
la geometria (Hilbert 1899). Alli Hilbert parece utilizar en muchas
ocasiones su nocion informal de ‘consecuencia logica o semantica’,
para referirse a la independencia de varios axiomas de la geometria,
i.e. al afirmar que un axioma o un teorema en particular no es de-
ducible o derivable de un grupo de axiomas dados. Sin embargo,
la definicién de independencia presentada, sugiere mas bien que se
trata de una relacién puramente “sintéctica”’ entre férmulas?!:

Tras haber reconocido la consistencia de los axiomas,
resulta de interés ahora investigar si son en su conjun-
to independientes entre si. En efecto, es posible mos-
trar que ninguno de estos axiomas puede ser deducido
de los restantes a través de inferencias logicas [logische
Schliisse]. (Hilbert 1899, p. 21)

Una descripcion similar encontramos también en relacion a los
axiomas de congruencia:

Vamos a reconocer ahora la independencia de los axio-
mas de congruencia, por medio de la demostracién de
que el axioma IV 6, o la proposicién que de él se sigue,

2l Frege fue quizés el primero en advertir estas imprecisiones por parte de
Hilbert. Es decir, aunque Frege no compartia la concepciéon “modelo teodri-
ca” de la légica defendida por Hilbert, en sus articulos de 1903 y 1906
advierte claramente que Hilbert habla indistintamente, y sin dar mayores
precisiones, de la independencia como una relacién puramente sintdctica en-
tre féormulas o enunciados sin significado, pero también de la independencia
de proposiciones o axiomas ya interpretadas.
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el primer teorema de congruencia de los tridngulos — i.e,
el teorema 10 — no puede ser deducido a través de infe-
rencias logicas de los axiomas restantes I, II, IV 1-5, V.
(Hilbert 1899, p. 23)

Del mismo modo que en el caso de la nocién de consistencia, la au-
sencia de una clara distincion conceptual entre sintaxis y semantica,
entre deducibilidad y consecuencia logica, impiden encontrar una
definicién rigurosa o precisa de la nociéon de independencia, en los
trabajos de Hilbert correspondientes a este periodo temprano. Sin
embargo, resultard relevante para lo que sigue realizar un par de
observaciones y aclaraciones respecto del papel que esta propiedad
desempend en sus investigaciones geométricas.

A diferencia de la consistencia, la independencia desempené en
la prdctica un papel central en las investigaciones axiométicas de
Hilbert. Un claro indicio de esta afirmacién es que, a lo largo de
Fundamentos de la geometria, Hilbert se concentra mucho mas en
los problemas de la imposibilidad de demostrar un teorema — o un
axioma — a partir de un conjunto particular de axiomas, que en las
cuestiones de demostrabilidad. Dicho con mejor precisién: los resul-
tados mas novedosos y significativos alcanzados por Hilbert en su
monografia consistieron mayormente en mostrar la independencia
de diversos teoremas importantes de la geometria elemental respec-
to de ciertos axiomas o grupos de axiomas, o mejor, en las pruebas
de la imposibilidad de demostrar algunos teoremas de la geometria
elemental, sin asumir la validez de ciertos axiomas.

La importancia y la novedad de estos resultados no descansaba
solamente en la exhibiciéon de la independencia de diversos teore-
mas respecto de ciertos axiomas de la geometria, sino sobre todo en
el hecho de que para probar la independencia de diversas proposi-
ciones, Hilbert construy6 modelos para nuevos tipos de geometrias
— no—arquimedianas, no—desarguesianas, no—pitagorianas —, en mu-
chos casos completamente originales e interesantes por si mismas.
Podemos ilustrar esta afirmacién tomando como ejemplo sus inves-
tigaciones en torno al teorema de Desargues.

En el capitulo anterior he mencionado al teorema de Desargues,
que desempena un papel central en la construccion del cuadrilatero
completo de von Staudt, y por lo tanto, en su procedimiento para
definir coordenadas en la geometria proyectiva sin apelar a consi-
deraciones métricas. Ahora bien, la formulacién alli presentada se



246 Capitulo 7. Metateoria de los sistemas axiomaticos

corresponde con una version restringida del teorema, en la medi-
da en que exige que los triangulos homodlogos se encuentren en un
mismo plano; es por ello que se la conoce también como “teore-
ma de Desargues en el plano”. Por otra parte, si en la formulacién
del teorema se admite la posibilidad de que los tridangulos estén en
planos diferentes, entonces se obtiene una version mds general, re-
ferida usualmente como “teorema de Desargues en el espacio”. Esta
aclaracion es pertinente en funcién de lo siguiente: si partimos del
sistemas de axiomas de Hilbert (1899) para la geometria elemen-
tal, la versién general o espacial del teorema de Desargues puede
ser demostrada muy fdacilmente si se utilizan todos los axiomas de
incidencia (grupo I 1-7) y los axiomas de orden (grupo II 1-5), esto
es, si se usan los axiomas de incidencia tanto en el plano y como
en el espacio.?? Por el contrario, la prueba de la versién restringida
es mucho mas trabajosa, y ofrece una dificultad particular: para
demostrar la version del teorema de Desargues en el plano es nece-
sario recurrir a la versién general en el espacio; mas precisamente,
la estrategia basica de la prueba consiste en tomar un punto exte-
rior al plano en el que se encuentran los triangulos homélogos, para
reconstruir la configuracion tridimencional de Desargues y aplicar
entonces la version espacial del teorema. El siguiente diagrama (fi-
gura 7.1) ilustra cémo procede la prueba.?

Aunque en su versién restringida el teorema de Desargues se re-
fiere a primera vista inicamente a conceptos planos, i.e. conceptos
que sélo hablan de la intersecciéon de lineas en un mismo plano, para
su demostracién es necesario situarse en el espacio y utilizar todos
axiomas de incidencia y los axiomas orden. Hilbert se pregunta si
es posible llevar a cabo una prueba del teorema de Desargues en el
plano, en la que no se utilicen construcciones en el espacio. En sus
notas de clases, plantea la cuestion de la siguiente manera:

22 En la primera edicién de Fundamentos de la geometria (Hilbert 1899), el
grupo de axiomas de incidencia estaba conformado por siete axiomas; los I
1-2 eran planos, mientras que los restantes I 3-7 eran espaciales. A partir
de la segunda edicién (Hilbert 1903), el grupo de incidencia pasa a estar
conformado por 8 axiomas, mientras que el axioma de orden II 4, es presen-
tado como un teorema. Esta diferencia no afecta sin embargo a la cuestion
que estamos discutiendo aqui.

23 Cf. (Hilbert y Cohn-Vossen 1996, pp. 106-108). Una demostracién com-
pletamente elaborada puede encontrarse, por ejemplo, en (Effmov 1984, p.
213-215).
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Figura 7.1.: Diagrama de la prueba estandar del teorema de Desar-
gues en el plano. Adaptado de (Hilbert y Cohn-Vossen
1996, p. 108).

He afirmado que el contenido del teorema de Desar-
gues es importante. Pero por ahora lo mas importante
serd su prueba, puesto que queremos vincularla a una
consideracion muy importante, o mas bien, a una linea
de investigacion. El teorema corresponde a la geometria
plana; la prueba sin embargo hace uso del espacio. Se
plantea entonces la pregunta en cuanto a si existe una
prueba que solo utilice los axiomas lineales y planos I
1-2, II 1-5. Luego, por primera vez sometemos aqui a
un analisis critico a los medios para llevar a cabo una
demostracién.?* (Hilbert 1898/1899b, p. 236)

Hilbert se plantea entonces una pregunta de independencia, y
emprende de ese modo la tarea de mostrar que es imposible demos-

24 Hilbert se estd refiriendo aqui a la cuestién de la “pureza de los métodos
de demostracién”, a la que se alude muy superficialmente en los pérrafos
finales de Fundamentos de la geometria (Cf. Hilbert 1999, pp. 195-196).
Esta cuestién ha sido recientemente discutida por Hallett (2008) y Arana y
Mancosu (2012).
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trar el teorema de Desargues en el plano sin recurrir a los axiomas
espaciales de incidencia:

Vamos a mostrar mas bien que el teorema de Desargues
en el plano no puede ser demostrado por medio de los
axiomas [ 1-2 y II 1-5. De este manera nos ahorraremos
el problema de buscar una prueba en el plano. Para no-
sotros, éste es el primer y simple ejemplo de una prueba
de indemostrabilidad. Para safisfacernos, es necesario o
encontrar una prueba que solo opera en el plano, o mos-
trar que no existe tal demostracion. Probar entonces que
[es posible| especificar un sistemas de cosas = puntos y
cosas = planos para el que los axiomas I 1-2 y II 1-5
se cumplen, pero el teorema de Desargues no, i.e. que
una geometria plana con los axiomas I, II es posible
sin el teorema de Desargues. (Hilbert 1898/1899b, pp.
236-237)

En la primera edicion de Fundamentos de la geometria, Hilbert
logra proporcionar una respuesta definitiva a este problema de la
independencia del teorema de Desargues en el plano respecto de los
axiomas de incidencia (I 3-7) en el espacio y de orden. Hilbert con-
siguié mostrar que esta version del teorema de Desargues sélo podia
ser demostrada en su sistema usando los axiomas espaciales de in-
cidencia y orden, o alternativamente recurriendo a los teoremas de
congruencia. Ahora bien, como se observa en la cita anterior, para
probar que este teorema no podia ser demostrado en la geometria
plana (i.e. sobre la base de los axiomas I 1-2, II, III, IV 1-5, y
V), Hilbert construyé un modelo en el que todos estos axiomas se
cumplian pero el teorema de Desargues no.2> Este modelo consti-
tuy6 el primer ejemplo explicito?® de una geometria no-desarguiana

25 El modelo utilizado por Hilbert para probar este resultado es un plano
analitico de nimeros reales, en el que el intervalo cerrado [0, +0o0] es re-
movido. Una descripcién y un estudio técnico de este modelo de geometria
no—desarguiana se encuentra en Stroppel (1998; 2011).

26 Se trata del “ejemplo explicito” ya que, aunque en 1894 Peano habia presen-
tado un modelo de un plano en el que el teorema de Desargues no se cumplia,
la descripcién de Hilbert constituye la primera exposicién sistematica de tal
construccién. Sobre este tema puede verse (Arana y Mancosu 2012, pp. 317—
321).
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y, ademés de ser un resultado original, motivé nuevas y proliferas
investigaciones.?” En consecuencia, las investigaciones de indepen-
dencia no sé6lo permitian esclarecer las relaciones légicas entre teo-
remas particulares y algunos axioma del sistema, sino que ademaés
el método utilizado para probar la independencia — la construccion
de modelos — arrojaba resultados originales y conducia a nuevos
descubrimientos matematicos. Este ultimo aspecto “creativo”, es
reconocido por el propio Hilbert hacia el final de su libro:

En efecto, cuando en nuestras investigaciones matemati-
cas nos enfrentamos a un problema o sospechamos un
teorema, nuestro anhelo de conocimiento es recién sa-
tisfecho, o cuando alcanzamos una completa solucién de
aquel problema y una demostracién rigurosa de este teo-
rema, o cuando hemos reconocido con claridad la razon
de la imposibilidad de lo buscado, y con ello al mismo
tiempo la necesidad del fracaso.

De este modo, en la matematica moderna la cuestion
de la imposibilidad de ciertas soluciones o problemas
juegan pues un papel preponderante, y el esfuerzo por
responder preguntas de este tipo, a menudo ha moti-
vado nuevos descubrimientos y fructiferos campos de
investigacién. (Hilbert 1899, p. 89)

Para resumir, la notable importancia que tuvo para Hilbert la
cuestion de la independencia puede ser reconocida en virtud de
lo siguiente. En primer lugar, las investigaciones de independencia
constituyen el ambito en donde se manifiesta mas radicalmente las
virtudes, desde un punto de vista matematico, que Hilbert veia en
su nueva concepcion formal de método axiomatico. En efecto, la
independencia de un axioma o un teorema — i.e. la imposibilidad
de obtener una proposiciéon a partir de ciertos principios dados —
podia ser demostrada por primera vez de un modo sistemdtico y
matemdticamente preciso, gracias a las herramientas conceptuales
que aportaba el método axiomético formal.?® En segundo lugar, las

27 Sobre los investigaciones posteriores, motivadas por los nuevos tipos de
geometrias presentados por Hilbert en Fundamentos, véase Cerroni (2004;
2007; 2010).

28 Por ejemplo, Hilbert reconoce esta virtud del método axiomatico en (Hilbert
1905b, pp. 86-87).
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investigaciones en torno a la independencia ponen ademas de ma-
nifiesto un rasgo central que Hilbert asocia al método axiomatico, a
saber: este método no sélo debe ser entendido como un instrumento
eficaz para presentar una teoria matematica de un modo mas pers-
picuo y légicamente preciso, sino ademéas — y no menos importante
— como una herramienta sumamente fecunda para el descubrimien-
to de nuevos resultados matematicos. Esta ultima afirmacion se
volvera incluso mas evidente a continuacién, cuando analicemos el
tratamiento particular que reciben los principios de continuidad en
el abordaje axiomatico a la geometria de Hilbert.

7.4. Completitud

7.4.1. Una nocién ‘pre—formal’ de completitud

Las limitaciones conceptuales de Hilbert, senaladas en la seccion
anterior, para definir la nocién de consistencia — i.e. la ausencia de
un aparato deductivo formal y las “confusiones” entre sintaxis y
semantica — desde luego afectan a la nocién de completitud. Tal
como ocurre con la consistencia y la independencia, la caracteriza-
cion de esta propiedad de los sistemas axiomaticos, presentada por
Hilbert en este periodo inicial, sélo pudo haber tenido un caracter
informal o, si se quiere, pre-formal.

Una primera alusion a esta nocion informal de completitud se
encuentra en la introduccion de Fundamentos de la geometria, en
donde Hilbert describe sus objetivos como sigue:

La presente investigacion es un nuevo intento de estable-
cer para la geometria un conjunto de axiomas completo,
y lo mas simple posible, y de deducir de alli los teore-
mas mds importantes de la geometria. (Hilbert 1899, p.
3. El énfasis es mio.)

Asimismo, unas paginas mas tarde y al introducir los elementos
y las relaciones primitivas de su sistema, Hilbert afirma que “la
descripcion precisa y matematicamente completa de estas relaciones
se sigue de los axiomas de la geometria“ (Hilbert 1898/1899a, p. 4).
Y de un modo similar, senala lo siguiente respecto del criterio de
completitud, en relacion al sistema de axiomas para la aritmética
de los reales:
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En la construccion de la geometria se comienza supo-
niendo la existencia de una totalidad de elementos (. ..)
y luego (...) se los relaciona unos con otros por medio
de ciertos axiomas (...). Asi surge necesariamente la
tarea de mostrar la consistencia y la completitud de es-
tos axiomas, i.e. debe probarse que la aplicacién de los
axiomas dados nunca puede conducir a contradicciones,
vy que el sistema de azxiomas es adecuado para probar
todos los teoremas de la geometria. (Hilbert 1900a, p.
181. El énfasis es mio.)

Estas son practicamente todas las referencias explicitas acerca de
la completitud de un sistema axiomatico, que pueden encontrarse en
los trabajos publicados de Hilbert correspondientes a este periodo.
El caracter informal de la nocién de completitud se observa, por
ejemplo, en el hecho de que Hilbert habla indistintamente de la
capacidad de su sistema axiomatico para probar “todos los teoremas
de la geometria” o de s6lo “los més importantes”. Sin embargo, en
sus notas de clases encontramos mas referencias en este respecto.

En primer lugar, como hemos analizado en el capitulo 3, en sus
manuscritos Hilbert senala en numerosas oportunidades que su ob-
jetivo es presentar una “imagen completa de la realidad geométri-
ca“, en el sentido de que la construccion del sistema axiomatico debe
proceder de tal manera que todos los hechos (conocidos) o teoremas
de la geometria deben poder ser representados en la teoria, ya sea
como axiomas o como consectiencias “deductivas“ de los axiomas.?
Hilbert repite esta idea en su curso de 1905, aunque sin referirse esta
vez a Hertz:

Asimismo nos interesa la completitud del sistema axio-
matico. Exigiremos que todos los hechos restantes del
dominio de conocimiento [Wissensbereich] examinado
sean consecuencias de los axiomas.

La nocién pre—formal de completitud de un sistema axiomatico,
que propone Hilbert en esta etapa inicial, podria expresarse de la
siguiente manera: un sistema axiomatico §2 es completo, si todos de
los teoremas o “hechos” [Tatsachen] que componen a la teoria que

29 Cf. Seccién 3.4.
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es objeto de la axiomatizacion, pueden ser deducidos logicamente
a partir de los axiomas.

Ahora bien, es oportuno realizar todavia un par de observacio-
nes respecto de esta nocion pre—formal de completitud. En primer
lugar, como lo han senalado Awodey y Reck (2002), se trata de
una nocién (informal) de completitud relativa; la completitud de
un sistema de axiomas se establece en relacion o respecto de la
teoria que se pretende axiomatizar.®® Este caracter relativo es, a
su vez, una consecuencia de la manera en que Hilbert concibe al
método axiomatico, en tanto no lo entiende primordialmente como
una herramienta para crear o inventar nuevas teorias matematicas
ex nthilo. Mas bien, como una condiciéon previa, Hilbert establece
que el método axioméatico debe aplicarse a teorias matemaéticas pre—
existentes y en un avanzado estado de desarrollo. Segun lo advierte
en un trabajo correspondiente a un periodo posterior:

Si consideramos el conjunto de los hechos que confor-
man una cierta esfera del conocimiento mas o menos
comprensiva, nos percatamos de inmediato de que la
totalidad de los mismos es susceptible de un orden. La
ordenacién se lleva a cabo recurriendo a una cierta tra-
ma de conceptos relacionados entre si, de tal manera que
a cada objeto y a cada hecho del campo de conocimien-
to del que se trate le corresponda, respectivamente, un
concepto de esa trama y una relacion légica entre con-
ceptos del mismo. La trama de conceptos no es otra cosa
que la teoria de esa esfera del saber.

Esta es precisamente la manera en la que se ordenan en
la geometria los hechos geométricos (... )

Si observamos de cerca una teoria determinada, reco-
noceremos en ella un reducido niimero de proposiciones
del entramado de conceptos que hemos mencionado. A
partir de esas proposiciones y sobre la base de principios
l6gicos, podemos obtener en su totalidad el edificio con-
ceptual que subyace a la disciplina en cuestién. (Hilbert
1918, 405-406)

30 Awodey y Reck (2002) han resaltado la importancia histérica de esta nocién
informal de completitud relativa, en las primeras axiomatizaciones formales
de teorfas matemadtica, hacia fines del siglo XIX y principio del siglo XX.
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El método axiomatico es entendido asi como un modo de ofrecer
una nueva presentacion o una reconstruccion de una teoria ma-
tematica ya existente, en la que los conceptos bésicos, su ordena-
cion y sus relaciones logicas aparecen caracterizados con completa
rigurosidad y exactitud, y son estudiados de un modo sistematico.
En consecuencia, un objetivo central de la presentacion axiomatica
es que el sistema de axiomas consiga captar y abarcar completa o
integramente el dominio de la teoria que se pretende axiomatizar,
i.e. que la totalidad de los teoremas que componen a la teoria pue-
dan ser obtenidos, por medio puramente deductivos, a partir de los
axiomas.

En segundo lugar, es preciso reconocer que aquello que Hilbert
llama “un dominio o campo de conocimiento [ Wissensbereich|, tam-
bién posee un caracter impreciso, en tanto que en este contexto no
es delimitado ni clara ni mucho menos formalmente. Tomemos co-
mo ejemplo la geometria euclidea elemental. Uno podria proponer
que aquello que debe entenderse por el dominio o el corpus de esta
disciplina esté determinado estrictamente por el conjunto de teore-
mas que son demostrados en los Elementos de Euclides, con lo cual
este dominio estaria caracterizado con total precision, aunque arbi-
trariamente. Sin embargo, ello no parece ser lo que Hilbert entiende
aqui por esta expresion. Por el contrario, nuestro autor sugiere mas
bien que la “totalidad de hechos o teoremas que constituyen el do-
minio de la geometria elemental” esta formada por todos aquellos
teoremas que esperariamos encontrar entre los teoremas de la geo-
metria elemental (Hilbert 1899, p. 3). En este periodo temprano
Hilbert opera con una nociéon “pragmatica” y “quasi—empirica” de
completitud de un sistema axiomatico.3!

Hasta aqui esta la nociéon pre—formal de completitud de un sis-
tema axiomatico. En lo que sigue me ocuparé de analizar la in-
corporaciéon de Hilbert de su axioma de completitud en el sistema
axiomatico para la geometria euclidea elemental.

7.4.2. Completitud y continuidad

En su cldsica conferencia “Uber den Zahlbegriff” (Hilbert 1900c),
pronunciada el 19 de septiembre de 1899 en Munich ante la Deuts-
che Mathematiker Vereinigung (DMV), Hilbert presentd la primera

81 Cf. (Corry 2006, p. 142) y (Sieg 2009, 339).
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caracterizacion axiomatica del sistema de los niimeros reales como
un cuerpo ordenado arquimediano completo o maximal — segtn se lo
designa actualmente. Tal caracterizacion axiomatica de los niimeros
reales estaba basaba en los axiomas para un “conjunto de niimeros
complejos”, presentado por Hilbert pocos meses antes, en la prime-
ra edicién de Fundamentos de la geometria.3* En efecto, la tnica
diferencia entre ambos sistemas de axiomas residia en que, en su
conferencia de Munich, Hilbert propone por primera vez su original
axioma de completitud [ Vollstindigkeitsaxiom]. La funcién de este
axioma era asegurar la propiedad de completitud de los nimeros
reales de un modo “indirecto”, a saber: estableciendo una condicion
de maximalidad sobre el conjunto de elementos del sistema, cuya
consecuencia inmediata era que el cuerpo ordenado completo de los
nimeros reales se convertia en la tinica realizacién o ‘modelo’ capaz
de satisfacer la totalidad de los axiomas.

Poco tiempo después, Hilbert emuld la estrategia adoptada pa-
ra la aritmética de los reales, incorporando su novedoso axioma
de completitud al sistema de axiomas para la geometria euclidea
elemental, que en la version original contaba con el axioma de Ar-
quimedes como unico axioma de continuidad. En su versiéon geo-
métrica, el axioma de completitud aparecié por primera vez en la
traduccién al francés del Festschrift (Hilbert 1900a), publicada en
abril de 1900; mas tarde en la edicién inglesa de E. J. Townsend
(Hilbert 1902a), y posteriormente a partir de la segunda edicién
alemana (Hilbert 1903).

En cuanto a sus consecuencias, la incorporacién del axioma de
completitud tiene como resultado que la geometria analitica cons-
truida sobre los reales — i.e. la geometria ‘cartesiana’ — se convierte
en el inico ‘modelo’ numérico (salvo isomorfismo) de sus axiomas
para la geometria elemental. En este sentido, los efectos de la in-
clusién del axioma de completitud son notablemente importantes,
y quizas sea por ello que, la circunstancia de que este axioma no
figura en la primera ediciéon de Fundamentos de la geometria, y es
en cambio una modificacién introducida en ediciones posteriores,
ha sido constantemente mencionada en la literatura. Como ejemplo
pueden consultarse los trabajos de Rowe (2000) y Corry (2004),
quienes han ofrecido la reconstruccién quizas mas influyente y di-

32 (Cf. Hilbert 1899, §13).
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fundida al respecto.

La explicacion que ofrecen estos autores advierte lo siguiente. Es
necesario reconocer que, para presentar una caracterizacion de la
geometria analitica “cartesiana” como la realizacién de sus axiomas
para la geometria sintética, Hilbert debia ofrecer una descripcion
en detalle de la estructura del sistema de los niimeros reales. Sin
embargo, esta tarea suponia un esfuerzo considerable, puesto que al
momento de la publicacién del Festschrift, Hilbert no disponia to-
davia de una caracterizacion axiomatica de los nimeros reales. En
este sentido, el célebre matematico aleman percibié con inteligencia
que, si su sistema axiomatico incluia al axioma de Arquimedes co-
mo el tnico axioma de continuidad, entonces esta dificultad podia
ser evitada. Es decir, si el axioma de Arquimedes figuraba como
unico axioma de continuidad, era posible construir una realizacion
aritmética para el sistema axiomatico a partir de un cuerpo numeéri-
co mas pequeno, como por ejemplo, un cuerpo numerable formado
por numeros algebraicos. Luego, de acuerdo con esta interpreta-
cion, la negativa de Hilbert de trabajar en la primera edicién de
Fundamentos de la geometria con la geometria analitica cartesiana
como ‘modelo’ inico de sus axiomas, se explica en virtud de las
dificultades que conllevaba tener que dar cuenta de las propiedades
del sistema de los ntimeros reales.

Por otra parte, senalan estos autores, esta estrategia era a su vez
totalmente coherente con los intereses que se dejan traslucir en las
investigaciones axiométicas de Hilbert en el campo de la geometria.
Es decir, segiin hemos indicado en una seccién anterior, el problema
de la consistencia de la geometria euclidea, o mejor, la cuestién de
probar la consistencia de la geometria mostrando que su sistema
de axiomas podia ser reducido a los axiomas de los niimeros reales,
no era en este momento de ningiin modo una preocupacién cen-
tral. Luego, la caracterizacion axiomética de los reales presentada
en (Hilbert 1900c), donde el axioma de completitud era el encar-
gado de asegurar la propiedad de completitud del conjunto de los
numeros reales, fue el factor detonante para que Hilbert decidiera
casi inmediatamente trabajar con el continuo de los niimeros reales
como tnica realizacién aritmética de sus axiomas para la geometria.

Ahora bien, aunque en mi opinién esta explicaciéon es en gran
medida correcta, existen no obstante otros aspectos que pueden ser
ahora tenidos en cuenta. En particular, esta tarea puede ser em-
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prendida gracias al material que aportan las notas de Hilbert para
clases sobre geometria y aritmética, correspondientes al periodo que
se extiende entre 1894 y 1905. Mi objetivo en lo que resta de es-
te capitulo sera intentar arrojar luz sobre el contexto que rodea a
la decision de Hilbert de adaptar su axioma de completitud para
los ntimeros reales e incorporarlo en el sistema axiomatico para la
geometria. En particular, intentaré mostrar en primer lugar que la
‘completitud’ de la que este axioma habla, de ningiin modo se refie-
re a la completitud del sistema aziomdtico, en un sentido estricto.
Este hecho, advertido explicitamente por Hilbert en un periodo pos-
terior, en ocasiones no es expresado claramente en la literatura. En
segundo lugar, argumentaré que estas discusiones no solo permiten
ganar mayor claridad respecto de como Hilbert juzgé la naturaleza
y la funcién del axioma de completitud en su sistema axiomatico
para la geometria elemental, sino que ademas hacen posible distin-
guir ciertas diferencias importantes entre el papel que este axioma
cumple en el sistema de axiomas para los reales y en el sistema
para la geometria. En tercer lugar, defenderé que la indagacion que
llevaremos a cabo puede entregar resultados interesantes en torno
al modo en que Hilbert consider6 la importancia de la propiedad
‘metaldgica’ de completitud, en este periodo temprano de sus in-
vestigaciones axiomaticas en el campo de la geometria. Una eluci-
dacién de estos tres puntos, sostendré finalmente, aporta elementos
valiosos para alcanzar una perspectiva mejor contextualizada del
abordaje axiomatico a la geometria desarrollado por Hilbert hacia
fines del siglo XIX y principios del siglo XX.

7.4.2.1. El sistema original del Festschrift (1899)

El sistema de axiomas para la geometria euclidea, presentado
por Hilbert en la primera edicién de Fundamentos de la geometria
(Hilbert 1899), estaba conformado por veinte axiomas divididos en
cinco grupos: Grupo I: axiomas de incidencia (siete axiomas); Gru-
po II: axiomas de orden (cinco axiomas); Grupo III: axioma de las
paralelas; Grupo IV: axiomas de congruencia (seis axiomas); Grupo
V: axioma de continuidad.

En funcién de nuestro interés, se sigue de suyo que el grupo de
axiomas de continuidad merece especial atencién. En el Festschrift
este grupo estaba conformado tunicamente por el axioma de Ar-
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quimedes, de acuerdo con la siguiente version:

Axioma de Arquimedes: Sea A; un punto cualquiera
sobre una recta situado entre dos puntos cualesquiera
dados A y B. Témense luego los puntos Ay, Az, Ay ...,
de manera que A; se encuentra entre Ay A,, Ay entre
Ay y Az, Ag entre Ay v Ay, ete.; ademas dispdngase que
los segmentos

A Ala Al A27 AZ A37 A3 A47 s

son iguales entre si. Luego, en la serie de puntos A,,
Az, Ay, ..., siempre hay un punto A,, tal que B se
encuentra entre Ay A,.

A A1 A2 A3 A4 _An-1B _An

Figura 7.2.: Axioma de Arquimedes.

Un papel muy importante que desempena el axioma de Arquime-
des en la geometria elemental es que permite fundamentar el pro-
ceso de medicién — por ello también es conocido como axioma de
la medida —, dando lugar a la introducciéon de nimeros. Es decir,
si bien en base a los axiomas I-III (incidencia, orden y congruen-
cia), es posible comparar la longitud de segmentos, sélo a partir
del axioma de Arquimedes podemos definir para cada segmento de
manera Unica un numero (positivo), que se identifica con la longi-
tud de ese segmento. Dicho de otro modo, el axioma de Arquimedes
hace posible la introduccién de numeros en la geometria, en tanto
permite que, junto con el conjunto de todos los segmentos, quede
completamente determinado el conjunto de sus longitudes.

Ahora bien, por si solo el axioma de Arquimedes no alcanza para
que las longitudes de los segmentos cubran todos los niimeros reales;
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o0 sea, para garantizar reciprocamente que, cualquiera sea el niimero
real a > 0, existe un segmento cuya longitud se corresponde con él.
Por el contrario, para ello es necesario agregar un nuevo axioma de
continuidad. Como se sabe, algunas de las alternativas usuales son
el principio de continuidad de Dedekind??, algin principio equiva-
lente como el axioma del supremo, o el principio conocido como el
axioma de Cantor de intervalos encajados. Sélo apelando a alguno
de estos principios es posible asegurar que entre el conjunto orde-
nado de todos los puntos de una recta y el conjunto ordenado de los
nuameros reales puede establecerse una correspondencia uno—a—uno,
de modo tal que los elementos correspondientes se encuentran en
igual relacién de orden, i.e. la continuidad de la recta.

Por otro lado, el sistema de coordenadas para la recta, el plano y
el espacio que puede establecerse exclusivamente utilizando el axio-
ma de Arquimedes sélo puede corresponderse con un cuerpo numéri-
co arquimediano numerable, como por ejemplo el de los niimeros
racionales. Para obtener una correspondencia biunivoca con todos
los nimeros reales — i.e. con la geometria analitica “cartesiana” —
es necesario apelar a algin otro principio de continuidad, como por
ejemplo alguno de los recién mencionados. En consecuencia, en la
medida en que en el Festschrift el grupo de axiomas de continuidad
estaba formado tnicamente por el axioma de Arquimedes, Hilbert
utiliza como la realizacion aritmética mas simple de sus axiomas
a un sub-cuerpo pitagérico** (numerable) de los reales, a saber: el
cuerpo €2 de ntimeros algebraicos, definido del siguiente modo:

Sea () el cuerpo de todos los niimeros algebraicos que
surgen del niimero 1 y de aplicar, un nimero finito de
veces, las cuatro operaciones aritméticas de adicién, sus-
traccion, multiplicacién y division, y la quinta operacion
V1 + w?, donde w representa un numero que surge de
estas cinco operaciones.?® (Hilbert 1899, p. 454)

33 Por cierto, como se verd a continuacién, si a los axiomas I-III (incidencia,
orden y congruencia) se le agrega el principio de Dedekind — o algin axioma
equivalente — entonces el axioma de Arquimedes puede ser demostrado como
un teorema.

34 Un cuerpo K se llama pitagdrico si es ordenado y si, para cada elemento
a € K, la raiz cuadrada v/1 + a? existe en K.

35 En breve, lo que se exige es que el cuerpo € sea cerrado bajo las operaciones
de +, —, X, + y la quinta operacién de v/1 + w?.
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En lugar de apelar al sistema de los niimeros reales, Hilbert deci-
di6 entonces trabajar en 1899 con una realizacién aritmética “més
pequena’” como el cuerpo €2, para mostrar la independencia y la con-
sistencia de sus axiomas. Sin embargo, tanto en trabajos publicados
como en notas para clases anteriores al Festschrift, Hilbert mencio-
na e incluso hace uso de los principios de continuidad de Dedekind y
Cantor. Ello sugiere que, independientemente de la explicacion an-
tes aludida, existen otras razones detras de la resolucion de Hilbert
de esperar hasta que un axioma de las caracteristicas del axioma de
completitud esté disponible, para incorporarlo como segundo axio-
ma de continuidad. Més atn, considero que intentar exhibir estas
razones puede contribuir a ganar claridad respecto de como Hilbert
aprecié la naturaleza del axioma de completitud, a menudo leido
en una clave demasiado “modelo—tedrica”, y por ello, anacronica.

7.4.2.2. El axioma (geométrico) de completitud

El axioma de completitud, anadido en la primera edicién francesa
(Hilbert 1900a) y luego a partir de la segunda edicién alemana en
adelante (Hilbert 1903), es el siguiente:

Axioma de completitud: Los elementos (puntos, line-
as, planos) de la geometria forman un sistema de objetos
que, si se mantiene la totalidad de los axiomas antes
mencionados, no es capaz de ser extendido; esto es, no es
posible anadir al sistema de puntos, lineas y planos otro
sistema de objetos, de modo que en el sistema obtenido
por esta composicion los axiomas I-V.1 sean vélidos.

Aquello que ha llamado mas la atencion respecto de este axioma
es que el modo peculiar en el que esta formulado le da un caracter
mas bien diferente respecto del resto de los axiomas. En efecto,
mientras los axiomas I-V.1 hablan directamente de los elementos
basicos del sistema, y predican relaciones sobre ellos, el axioma de
completitud se refiere en cambio a los axiomas anteriores y a las
posibles realizaciones de los axiomas. En otras palabras, mientras
que los axiomas [-V.1 pueden ser formalizados en un lenguaje de
primer orden, el axioma de completitud requiere de un lenguaje de
segundo orden, en la medida en que implica la cuantificacién sobre
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‘modelos’ de los axiomas.?® Este rasgo ha provocado que en general
se enfatice el caracter “légicamente complejo” del axioma de com-
pletitud, en comparacién con el resto de los axiomas. Asimismo,
es también comin que en la literatura se lo identifique como un
axioma “metamatemadtico”, en la medida en que este axioma pre-
dica relaciones entre los axiomas y sus ‘modelos’. Sin embargo, esta
lectura puede desviar la atencion de su verdadero contenido y su
funcién dentro del sistema axiomatico, al menos como fue pensa-
da por Hilbert inicialmente. Analicemos entonces el contenido del
axioma de completitud.

En primer lugar, el axioma establece la completitud del sistema
de los elementos geométricos; o mas precisamente, fija una condi-
cion de maximalidad sobre el conjunto de los objetos gobernados
por los axiomas [-V.1. La condiciéon de maximalidad se expresa me-
diante la afirmacion de que no es posible extender el espacio por
medio de la introduccién de nuevos elementos (puntos, lineas, etc.)
y conservar al mismo tiempo la validez de los anteriores axiomas.
Hilbert aclara ademés como debe ser entendida la extension del sis-
tema y la “conservacién” de los axiomas: el axioma de completitud
exige que una vez que el sistema haya sido extendido por medio de
la introduccién de nuevos elementos u objetos (puntos, lineas, etc.),
las condiciones establecidas por los axiomas deben mantenerse; ello
es, las relaciones fijadas antes de la extension — orden, congruencia,
etc. — entre los distintos elementos no deben ser violadas cuando un
nuevo elemento es introducido en el sistema de los objetos geométri-
cos. Para ilustrar esta idea por medio de un ejemplo, un punto que
antes de la extension se encontraba entre dos puntos, continta es-
tando entre ellos después de la extension. El axioma de completitud
afirma que una extension del sistema de objetos caracterizado por
los axiomas, tal como ha sido recién descripta, no es posible.?”

La consecuencia que tiene la incorporacion de este axioma es que
la unica realizacién aritmética que podra satisfacer a los axiomas
[-V. 1 y al axioma de completitud es el cuerpo ordenado completo
o maximal de los niimeros reales, y por ende, la geometria analitica
construida sobre los ntimeros reales. Es claro que una geometria

36 Hablar del axioma de completitud como un axioma de segundo orden es
sin dudas anacronista, puesto que en este época no existia una distinciéon
conceptual clara entre logica de primer y segundo orden.

37 Cf. (Hilbert 1903, p. 17).
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analitica construida sobre Q u €2 contradice el axioma de completi-
tud: siempre es posible extender estas geometrias anadiendo nuevos
puntos sobre la linea (los puntos que representen ntimeros irracio-
nales o irracionales trascendentes respectivamente) y respetar al
mismo tiempo las relaciones de orden establecidas previamente por
los otros axiomas, lo cual contradice lo afirmado por el axioma de
completitud. Por ejemplo, si A, B, C, D son cuatro puntos sobre
la linea racional, y AB es congruente con C'D, entonces ambos seg-
mentos siguen siendo congruentes incluso cuando yo anado nuevos
puntos entre A y B.

El axioma de completitud postula asi de un modo indirecto la
continuidad de los objetos geométricos, o de acuerdo a su version
lineal, la continuidad de la linea.?® La continuidad lineal es pos-
tulada de un modo indirecto puesto que, a diferencia de los otros
principios de continuidad, no se afirma directamente la existencia
de nuevos puntos sobre la linea. Por el contrario, el axioma de com-
pletitud sélo afirma que el unico sistema numérico que puede servir
como una realizacién aritmética es el cuerpo ordenado completo de
los reales, y por ende, la geometria analitica basada en los niimeros
reales. A su vez, ésta es la funcién que Hilbert destaca constante-
mente del axioma de completitud. Por ejemplo, en la traducciéon
al francés senala que “este axioma hace posible la correspondencia
uno—a—uno entre los puntos de una linea y todos los niimeros reales”
(Hilbert 1900a, p. 26).39 Puede decirse entonces que la cuestién de
la “completitud” surge originalmente en el contexto de evitar la

38 En la séptima edicién de 1930, Hilbert presenta una nueva versién del axioma
de completitud:

Axioma de completitud lineal: una extensién del sistema de
puntos sobre una linea con sus relaciones de orden y congruen-
cia, que preservaria las relaciones existentes entre los elementos
originales asi como también las propiedades fundamentales del
orden y congruencia lineal que se siguen de los axiomas I-III, y
del axioma V.1, es imposible.

La nueva version del axioma de completitud sélo exige que no sea posible
anadir nuevos puntos sobre la linea y mantener la validez de los axiomas que
describen el orden y congruencia lineal. Que tampoco puedan ser anadidos,
sin generar contradicciones, nuevas lineas y planos, es una consecuencia de
la “completitud lineal”. La versién original del axioma de completitud se
demuestra entonces como un “teorema de completitud”.

39 Véase ademas (Hilbert 1903, p. 17).
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laguna entre la geometria cartesiana y el sistema de axiomas de
Hilbert para la geometria sintética. Por medio del axioma de com-
pletitud Hilbert pretende demostrar que no puede haber puntos en
aquella geometria cuya existencia no pueda ser probada a partir
de su sistema de axiomas. Empero el hecho de que esta “paridad
deductiva” entre el sistema de axiomas de Hilbert y la geometria
cartesiana es una consecuencia inmediata del axioma de completi-
tud, no debe hacernos perder de vista que lo que afirma el axioma de
completitud es la continuidad del sistema de los objetos geométri-
cos, y no la propiedad de completitud del sistema axiomatico. Si ese
fuera el caso, entonces se trataria de una propiedad metaldgica del
sistema axiomatico que deberia ser demostrada, y no simplemente
postulada.

7.4.3. Ventajas del axioma de completitud

En virtud de la relacién recién senalada entre el axioma de com-
pletitud y las condiciones de continuidad, una serie de interrogantes
se plantea naturalmente. La ausencia del axioma de completitud en
la primera edicion de Fundamentos de la geometria tiene como con-
secuencia que el sistema de axiomas para la geometria sintética es
incompleto respecto de la geometria analitica basada en los ntime-
ros reales, en tanto no es posible establecer una correspondencia
uno—a—uno entre los elementos de ambos sistemas. Pero entonces
cabe preguntarse: méas alld de la decision de Hilbert de no trabajar
con los ntiimeros reales como la nica realizacién aritmética de sus
axiomas para la geometria: ;Qué otras razones pudieron llevarlo a
dejar “incompleto” su sistema de axiomas en el Festschrift, al recha-
zar otras alternativas disponibles para el axioma de completitud?
O puesto de otro modo: ;Qué caracteristicas peculiares del axioma
de completitud motivaron a Hilbert a incorporarlo casi inmedia-
tamente al grupo de axiomas de continuidad, cuando hubiese sido
posible alcanzar antes los mismos resultados, apelando a alguno de
los otros postulados de continuidad?

En relacién a estos interrogantes, Hilbert realiza en la edicién
francesa (Hilbert 1900a) y en la segunda edicién alemana (Hilbert
1903), un par de observaciones muy interesantes, pero que en cierto
modo pasan inadvertidas en el contexto de su exposicion en Fun-
damentos de la geometria. Afortunadamente, sus cursos sobre geo-
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metria aportan reflexiones muy esclarecedoras.

La primera observaciéon apunta a la relacién entre el axioma de
Arquimedes y el axioma de completitud. En el texto de la segun-
da edicion, Hilbert senala que una caracteristica fundamental del
axioma de completitud es que permite presentar las condiciones
de continuidad a través de dos principios o axiomas esencialmente
distintos:

A través del abordaje precedente el requerimiento de
continuidad ha sido descompuesto en dos componentes
esencialmente diferentes, a saber: en el axioma de Ar-
quimedes, que cumple la funcion de preparar el requeri-
miento de continuidad, y en el axioma de completitud,
que forma la piedra angular [Schlufstein] de todo el sis-
tema de aziomas. (Hilbert 1903, p. 17)

Una ventaja crucial del axioma de completitud es, a los ojos
de Hilbert, que permite introducir el requerimiento de continuidad
— 0 mas precisamente, el principio de continuidad de Dedekind —
por medio de dos axiomas esencialmente diferentes, ello es, 16gi-
camente independientes. Que el axioma de completitud no es una
consecuencia del axioma de Arquimedes es claro inmediatamen-
te, puesto que existen realizaciones aritméticas (Q, €2), en las que
el axioma de Arquimedes vale pero el axioma de completitud no.
Asimismo, la afirmacién reciproca es también valida, aunque su
demostracion ofrece mayores dificultades. De hecho, este resultado
no fue probado por Hilbert, sino que las relaciones légicas entre la
propiedad de completitud establecida por su axioma homénimo y
el axioma de Arquimedes, fueron esclarecidas un poco mas tarde,
en el notable trabajo de H. Hahn sobre sistemas de magnitudes no—
arquimedianas.®® En resumen, en la medida en que del axioma de

40 Bé4sicamente, Hahn mostré cémo era posible generalizar la condicién de
completitud impuesta por el axioma de Hilbert, de manera que no se necesite
presuponer la validez del axioma de Arquimedes (Cf. Hahn 1907, §3). Para
un estudio introductorio del trabajo de Hahn y de sus consecuencias para las
investigaciones de Hilbert, véanse Ehrlich (1995; 1997). En (Ehrlich 1997)
puede encontrarse un andlisis del axioma (aritmético) de completitud y sus
relaciones légicas con otros principios de continuidad, a la luz de desarrollos
matematicos mas generales.
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completitud no puede deducirse el axioma de Arquimedes, es nece-
sario concluir que ambos axiomas son logicamente independientes,
tal como lo pretendia Hilbert.

Por otro lado, la segunda observacion de Hilbert estd conectada
con un rasgo que caracteriza su abordaje axiomatico a la geometria,
y que resulta muy visible en sus notas manuscritas para clases. Un
objetivo central del proyecto hilbertiano consistié en mostrar cémo
su nueva presentacién axiomatica de la geometria permitia ver con
claridad que esta disciplina podia ser construida o fundada de un
modo completamente auténomo o independiente, es decir, prescin-
diendo de cualquier consideracion o concepto tomado de la aritméti-
ca, el analisis e incluso de la mecanica. Especialmente, Hilbert es-
taba muy interesado en demostrar que no sélo muchos resultados
fundamentales de la geometria elemental podian ser alcanzados sin
tener que apelar a principios de continuidad, sino que ademés las
condiciones de continuidad mismas podian ser expresadas de un
modo “puramente geométrico”, o sea, con independencia de nocio-
nes provenientes de la aritmética y el analisis. En este sentido, el
siguiente pasaje de la edicion francesa resulta muy sugerente:

Este axioma no nos dice nada acerca de la existencia
de puntos limites, o acerca de la nociéon de convergen-
cia; sin embargo, nos permite demostrar el teorema de
Bolzano segun el cual, para todo conjunto [infinito] de
puntos en una linea situado entre dos puntos definidos
sobre la misma linea, existe necesariamente un punto de
acumulacién, esto es, un punto limite. Desde un punto
de vista tedrico, el valor de este axioma es que lleva indi-
rectamente a la introduccién de puntos limites y, por lo
tanto, permite establecer una correspondencia uno—a—
uno entre los puntos de un segmento y el sistema de los
nimeros reales. Sin embargo, en lo que sigue, no hare-
mos uso en ninguna otra parte de este axioma. (Hilbert
1900a, p. 25-26)*

Hilbert le atribuye asi un caracter “puramente geométrico” al

41 Hilbert repite esta observacién en la segunda edicién alemana (Cf. Hilbert
1903, p. 17), agregando ademds que el axioma de completitud permite tam-
bién demostrar que para cada cortadura de Dedekind existe un elemento
correspondiente en el sistema.
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axioma de completitud, ausente en los otros postulados de conti-
nuidad. Este rasgo puede entenderse como sigue: tal como ocurre
con todos los axiomas del sistema original del Festschrift, el axioma
de completitud no utiliza subrepticiamente conceptos del andlisis,
como las nociones de limite, sucesiéon, convergencia, punto de acu-
mulacién o punto limite, etc. Sin embargo, aunque dicho axioma no
emplea conceptos del analisis, a partir de él puede demostrarse la
existencia de puntos limite para toda sucesion acotada de puntos
sobre una linea. En suma, las virtudes del axioma de completitud
residen en que: i) permite descomponer las condiciones de conti-
nuidad en dos principios independientes; i) no introduce ninguna
nocion ajena a la geometria.

7.4.4. Alternativas para el axioma de completitud

7.4.4.1. El principio de continuidad de Dedekind y el teo-
rema de Bolzano—Welierstrass

Las dos observaciones anteriores indican palmariamente que una
cuestién crucial para comprender las caracteristicas peculiares que
Hilbert vislumbra en el axioma de completitud (en su versién geo-
métrica), consiste en identificar sus diferencias respecto de otros
principios alternativos para postular o garantizar la continuidad li-
neal. De particular interés resultaran el célebre teorema de Bolzano—
Weierstrass y el principio de continuidad de Dedekind, mencionados
por Hilbert en numerosas oportunidades. Este ultimo fue formula-
do por Dedekind en 1872, en su trabajo “Continuidad y ntmeros
irracionales” (Dedekind 1872):

Principio de continuidad de Dedekind: Si todos los
puntos de la recta se descomponen en dos clases tales
que todo punto de la primera clase esta a la izquierda
de cada punto de la segunda clase, entonces existe uno
y s6lo un punto que produce esta particion de todos los
puntos en dos clases, este corte de la recta en dos partes.
(Dedekind 1872, p. 85)

El principio de Dedekind, que postula directamente la continui-
dad de la recta, se explica en funcién de su construccion de los
nimeros irracionales en términos de cortaduras o particiones de
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ntimeros racionales. Este es ademds un principio de continuidad
muy fuerte, puesto que por si solo basta para garantizar la comple-
ta coordenatizacion de los puntos de la linea con los niimeros reales.
Por otro lado, dicho principio es equivalente al axioma del supre-
mo, a través del cual es habitual actualmente formular la propiedad
de completitud de los nimeros reales.*> Ahora bien, asumiendo el
principio de continuidad de Dedekind — o indistintamente, el axio-
ma del supremo — es posible probar facilmente el conocido teorema
de Bolzano—Weierstrass sobre la existencia de puntos limites. En
una formulacion actualizada, este teorema reza asi:

Teorema de Bolzano—Weierstrass: Todo conjunto
acotado S que contenga infinitos elementos (tales como
puntos o nimeros), tiene al menos un punto de acumu-
lacién o punto limite.*3

Es oportuno mencionar aqui estos dos principios, en tanto que
fueron la primera alternativa considerada por Hilbert como axio-
mas de continuidad. Como hemos visto, en el semestre de invierno
de 1893/1894, Hilbert dicté un curso titulado “Die Grundlagen der
Geometrie” (Hilbert 1893/1894b). Este curso constituyé su primer
abordaje axiomatico a la geometria. Como un problema central, Hil-
bert se propone indagar alli la cuestién muy discutida, en el dltimo
tercio del siglo XIX, de cual es el papel que juegan las condicio-
nes de continuidad en la geometria elemental. En efecto, Hilbert se
plantea en este curso dos objetivos que luego seran centrales para
sus trabajos posteriores: por un lado, investigar qué axiomas son
responsables de la estructura de un “cuerpo ordenado” sobre la
linea; en segundo lugar, y relacionado con lo anterior, determinar
qué axiomas son necesarios para conseguir una completa coorde-
natizacién de los puntos de una linea con los niimeros reales.** En
cuanto a este ultimo objetivo, el camino elegido por Hilbert fue utili-
zar un axioma de continuidad que postule la existencia de un punto
limite, o mas precisamente del supremo, para un conjunto infinito

y acotado de puntos de la linea?®; en otras palabras, un axioma

42 Axioma del supremo: Todo conjunto no vacio y acotado superiormente de
nimeros reales posee un supremo.

43 Para una discusién histérica sobre el teorema de Bolzano- Weierstrass véanse
Ferreirés (2007) y Moore (2000).

44 Cf. (Hilbert 1893/1894b).

45 Cf. (Hilbert 1893/1894b, p. 92).
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practicamente equivalente al teorema de Bolzano—Weierstrass so-
bre la existencia de puntos limites. Hilbert recurre nuevamente a
este axioma de continuidad en una carta a F. Klein%®, fechada el
14 de agosto de 1894 y publicada mas tarde en los Mathematische
Annalen (Hilbert 1895). El axioma es el siguiente:

Axioma de continuidad: Si A;, A, A3, es una su-
cesiéon infinita de puntos de una recta a y B es otro
punto de a, de tal clase que en general A; se encuentra
entre A, v B, siempre que el indice h sea menor que 1,
entonces existe un punto C' con la siguiente propiedad:
todos los puntos de la sucesién infinita As, As, Ay,...se
encuentran entre A; y C, y si C' es otro punto, para el
que ello también vale, entonces C' se encuentra entre A;
y C".

Este axioma afirma de modo directo la existencia de un punto
limite para una sucesién infinita y acotada de puntos sobre una
linea. Més precisamente, por medio de la tltima condicién (“Si C’
es otro punto, para el que ello también vale, entonces C' se encuentra
entre Ay y C'”), se identifica al punto limite C' con el supremo. Es
por ello que quizas podamos referirnos a él aqui como “axioma de
continuidad de Bolzano—Dedekind”. Asimismo, es importante re-
saltar que por medio de este axioma, Hilbert impone una condicion
muy fuerte de continuidad, a saber: el axioma de continuidad de
Bolzano—Dedekind no sélo garantiza por si mismo la continuidad
de la recta, sino que ademas de él se puede obtener el axioma de
Arquimedes como una consecuencia.

Hilbert no se limité a adoptar esta alternativa en sus primeros
abordajes axiomaticos, sino que incluso recurrié a este axioma de
continuidad en su curso del semestre de invierno de 1898-99, “Ele-
mente der Euklidischen Geometrie” (Hilbert 1898/1899a), texto en
el que se apoya ampliamente la primera edicién de Fundamentos de
la geometria.*” Hilbert reconoce ademas allf las coincidencias de su
axioma con el principio de continuidad

En el modo de hablar de la teoria de conjuntos, la propo-
sicién afirma la existencia de un punto limite en un con-
junto infinito de puntos. Es completamente innecesario

46 Cf. (Toepell 1986, p. 105).
47 Cf. (Hilbert 1898/1899a, p. 377).
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senalar aqui la analogia de esta proposicion con la teoria
de las cortaduras de Dedekind. (Hilbert 1898/1899a, p.
378).

En realidad, el axioma de Hilbert no sélo afirma la existencia de
un punto limite sino ademas la existencia del supremo; por lo tan-
to, es equivalente al postulado de continuidad de Dedekind. Como
consecuencia, si este ultimo axioma de continuidad es incluido en
el sistema de axiomas para la geometria elemental, se obtiene un
isomorfismo con el cuerpo de los ntimeros reales. Por el contrario, si
se asume unicamente el axioma de Arquimedes, la correspondencia
uno—a—uno sélo sera posible con un cuerpo ordenado arquimediano
(Q, Q, etc.).

Luego, como sabemos, en el Festschrift el axioma de Arquime-
des aparece como tnico axioma de continuidad. En las notas para
clases recién citadas, Hilbert no se explaya respecto de los moti-
vos que lo llevaron a no optar por el axioma de continuidad de
Bolzano-Dedekind, previamente utilizado por él. Sin embargo, no
es dificil hallar una explicacion: el axioma de continuidad empleado
por Hilbert en diversas oportunidades — (Hilbert 1893/1894b; 1895;
1898/1899a) — impone una condicién de continuidad muy fuerte, en
tanto que no sélo hace posible la completa coordenatizacion de los
puntos de una linea y los niimeros reales, sino que ademas de él pue-
de deducirse el axioma de Arquimedes. Es decir, si junto con aquel
axioma de continuidad se suponen los axiomas I-1II, es posible en-
tonces demostrar el axioma de Arquimedes como un teorema.*®

Esta consecuencia resulta sumamente indeseable si se tienen en
cuenta algunas de las investigaciones y resultados mas importantes
alcanzados por Hilbert en Fundamentos de la geometria, algunos
de los cuales ya han sido mencionados y analizados anteriormente.
Sélo por mencionar algunos de los ejemplos mas importantes: i.) la
prueba de independencia del axioma de Arquimedes, y la construc-
ciéon para tal propdsito, de geometrias no—arquimedianas que por
sf mismas resultan interesantes??; 4i.) las nuevas pruebas de los teo-
remas clasicos de Desargues y Pascal, en las que no se apela a nin-
guna condicién de continuidad, i.e. al axioma de Arquimedes; iii.)

48 Cf. (Enriques 1907, 37)

49 Véase (Hilbert 1899, §12). Sobre la importancia de Hilbert — y sus discipulos
— en el desarrollo de sistemas geométricos y aritméticos no—arquimedianos
véanse Cerroni (2007) y Ehrlich (2006).
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la elaboracion de distintos célculos de segmentos en base a aquellos
teoremas fundamentales, es decir, con independencia de los axio-
mas de continuidad; 7v.) la novedosa demostracion de los teoremas
de Legendre®; v.) la demostracién del teorema cldsico que afirma
que los angulos de la base de un tridangulo isdsceles son iguales, en
la que Hilbert utiliza solo una versiéon mas débil del axioma de con-
gruencia de tridngulos.®® Todos estos resultados, considerados por
Hilbert como contribuciones novedosas que exhibian el poder de su
método axiomatico para alcanzar nuevos y originales conocimien-
tos, requerian que el axioma de Arquimedes sea presentado como un
axioma separado e independiente. En consecuencia, un axioma de
continuidad como el de Bolzano—Dedekind resultaba enteramente
inadecuado en el contexto de las investigaciones axiomaticas lleva-
das a cabo por Hilbert.

De lo anterior se colige que el objetivo del axioma (geométrico) de
completitud era asegurar la completa coordenatizacion del sistema
de axiomas para la geometria elemental con el cuerpo de los reales,
sin apelar a un postulado de continuidad tan fuerte como el axioma
de continuidad de Bolzano—Dedekind. El axioma de completitud, en
tanto complemento del axioma de Arquimedes, permitia conseguir
los mismos efectos que aquel axioma de continuidad mas fuerte, sin
interferir en cambio en las investigaciones que Hilbert considerd méas
fundamentales en su libro. Pero antes de adelantar una conclusion,
hagamos una breve referencia a la otra alternativa disponible para
el axioma de completitud.

7.4.4.2. El axioma de Cantor de intervalos encajados

Las referencias de Hilbert al principio conocido como el axioma
de Cantor de intervalos encajados son mucho menos precisas, en
comparacion con las alusiones al mencionado postulado de conti-
nuidad de Bolzano-Dedekind. Mas ain, hasta donde alcanza mi
conocimiento, en este periodo temprano se restringe a la siguiente
observacion:

En virtud del axioma de Arquimedes se puede conseguir
ahora la introduccién del nimero en la geometria (... ).

50 Véase (Hilbert 1898/1899a, pp. 340-343) y (Hilbert 1902b, pp. 566-568).
51 Véase (Hilbert 1902b, pp. 551-556). Estos 1ltimos dos puntos son examina-
dos en (Hallett 2008).
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De este modo a cada punto P de la linea le corresponde
un numero real completamente determinado. Pero que
también en verdad a cada ntmero le correspondera un
punto de la linea, no se sigue de nuestros axiomas. Ello
puede conseguirse a través de la introduccion de puntos
irracionales — ideales — (axioma de Cantor). (Hilbert
1898/1899a, p. 390-91)

Hallett (2004, p. 428) ha senalado que en este pasaje, Hilbert se
refiere a un axioma formulado por Cantor en su célebre articulo de
1872 sobre series trigonométricas.?® Tal principio geométrico, lla-
mado ‘axioma’ por el mismo Cantor, afirma que a cada magnitud
numérica (i.e. a cada nimero real) le corresponde un punto deter-
minado de la recta.®® Por el contrario, el principio que actualmente
se conoce como el postulado geométrico de Cantor de intervalos
encajados, es un axioma diferente.’® Siguiendo la formulacién de
Enriques (1907), citada usualmente en los trabajos geométricos de
la época, este axioma reza asi:

Si en un segmento lineal OM se dan dos sucesiones infi-
nitas de segmentos OA, OB, OC,...,0A", OB', OC’,. . .,
de las cuales la primera crece y la segunda decrece de
manera que, los segmentos AA’, BB', CC’, ... decrecen
constantemente y finalmente son menores que cualquier
segmento dado [jede gegebene Strecke unterschreiten),
entonces en el segmento OM existe un punto X tal que,

52 Cf. (Cantor 1872).

3 Cf. (Cantor 1874, p. 128). En realidad, este ‘axioma’ era conocido en Ale-
mania como azioma de Cantor—Dedekind. Por ejemplo, es posible encontrar
ya esta designaciéon en un articulo de F. Klein (1874, p. 347), quien como
sabemos tuvo una estrecha relacion con Hilbert.

Cantor utiliz6 el principio de intervalos encajados, aunque implicitamen-
te, en un conocido articulo de 1874, donde prueba por primera vez que
el conjunto de los nimeros reales es no—numerable, sobre la base de un
argumento diferente a la diagonalizaciéon (Cf. Cantor 1874). Sin embargo,
Cantor reconoce también que este axioma no sélo fue utilizado previamente
por Bolzano y Weierstrass, sino que ademas su ‘esencia’ puede ser rastreada
hasta los trabajos sobre teoria de ntimeros de Lagrange, Legendre, Cauchy
y Dirichlet (Cf. Cantor 1879/84, p. 212). Es por ello que el axioma de inter-
valos encajados también es llamado principio de Bolzano—Weierstrass. Cf.
(Ferreirds 2007, p. 139-141).

54



7.4. Completitud 271

OX es mayor que todos los segmentos de la primera su-
cesion y menor que todos los segmentos de la segunda.

(Enriques 1907, p. 36)%°

Figura 7.3.: Axioma de Cantor de intervalos encajados.

En virtud del pasaje arriba citado, es imposible aseverar de ma-
nera conclusiva que Hilbert se refiere en sus notas al postulado
geométrico de Cantor de intervalos encajados. Sin embargo, dada
su importancia en las discusiones posteriores en torno al axioma de
completitud en su versiéon geométrica, considero que es importante
hacer aqui una breve mencién.

En primer término debe senalarse que, a diferencia del princi-
pio de continuidad de Bolzano—Dedekind, del axioma de intervalos
encajados no puede deducirse el axioma de Arquimedes como una
consecuencia.’® Sélo si asumimos conjuntamente el axioma de Can-
tor y el axioma de Arquimedes puede asegurarse la continuidad
de la linea. Este axioma no adolece entonces de la desventaja que
Hilbert encuentra en el principio de continuidad de Dedekind. Més
aun, el axioma de Cantor y el axioma de completitud son logica-
mente equivalentes®”, de modo que el primero cumple con la con-
dicion exigida por Hilbert, de que la continuidad sea presentada
a través de dos principios independientes. Ademads, el axioma de

55 En una versién més modernizada, el axioma de Cantor de intervalos enca-
jados puede ser formulado de la siguiente manera:

Axioma de Cantor de intervalos encajados: Supongamos que
en una recta arbitraria a se da una sucesién infinita de segmentos
A1By, A3Bs, ..., de los cuales cada uno estd en el interior del
precedente; supongamos, ademas, que cualquiera sea un segmento
prefijado, existe un indice n para el cual A, B,, es menor que este
segmento. Entonces existe sobre la recta a un punto X, que estd en
el interior de todos los segmentos A; B1,AsBs, etc.

56 Véanse Baldus (1928a; 1930).
57 Cf. (Effmov 1984, pp. 197-201).
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intervalos encajados posee la ventaja, como lo senala Bernays, de
que su estructura no es “légicamente compleja” como la de aquél,
y de expresar directamente — y no de un modo encubierto — una
condicién de continuidad.?® En cambio, a primera vista un incon-
veniente consistiria en que, a los ojos de Hilbert, este axioma no
podria ser considerado como ‘puramente geométrico’, puesto que
alli el concepto de sucesién es esencial.?”

Podemos ver claramente que para Hilbert el axioma de comple-
titud constituia la opcion mas adecuada para la formulacion de las
condiciones de continuidad, puesto que a su entender ninguna de
las alternativas disponibles satisfacia los criterios fijados por él para
este grupo de axiomas.

7.4.5. Categoricidad y el axioma de completitud

Una ultima cuestion que quisiera abordar es la relacion entre el
axioma de completitud — en su version geométrica — y la nocion
categoricidad. Como habra podido notarse, existe una fuerte cone-
xion entre el axioma de completitud y la categoricidad del sistema
axiomatico. En efecto, en el sistema de axiomas para los niimeros
reales, la funcién del axioma de completitud es garantizar que cual-
quier posible realizacion o ‘modelo’ de los axiomas sea isomorfa con

58 Cf. (Bernays 1935, pp. 197-198)

%9 Un interesante analisis del axioma de Cantor, en el contexto de la geometria
elemental, se encuentra en (Baldus 1928b; 1930) y (Schmidt 1931). Més
precisamente, estos autores analizan distintas formulaciones del axioma.
Brevemente, a la versién que hemos citado de Enriques (1907), que impone
la condicién de que la longitud de los segmentos AA’, BB, CC’, ... tienda
a cero, la denominan axioma de Cantor métrico. Por el contrario, si se
suprime este requerimiento, entonces se llega a una versién mas general del
axioma, que afirma que existe un punto en el interior de todos los encajes de
segmentos, no sélo en aquellos cuya longitud tiende a cero. A esta versién la
llaman axioma de Cantor topoldgico. Sin embargo, ambos autores prueban
que en toda geometria arquimediana es posible evitar la condicién presente
en el axioma métrico, puesto que ambas versiones del axioma de Cantor
son equivalentes si se asume previamente el axioma de Arquimedes. Hertz
(1934) demuestra, ademds, que del axioma de Cantor topoldgico tampoco
se sigue el axioma de Arquimedes como una consecuencia.

Finalmente, cabe argumentar que los supuestos senalados por Hilbert no
parecen ser suficientes para considerar el postulado de intervalos encajados
como ajeno a la geometria, dado que seria posible incluso formular este
axioma evitando la idea de sucesién.
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el sistema de los niimeros reales. Mientras que los primeros dieci-
siete axiomas de (Hilbert 1900c) definen un cuerpo arquimediano
ordenado (Q, €, R), cuando se introduce el axioma de completitud
el sistema axiomaético caracteriza en cambio un cuerpo arquime-
diano ordenado maximal o completo, i.e. el sistema de los niimeros
reales. Asi, Hilbert manifiesta explicitamente que la consecuencia de
la introduccion del axioma de completitud en el sistema de axiomas
para los nimeros reales es la ‘categoricidad’: “En primer lugar, qui-
siera ahora hacer plausible que el sistema de cosas definido a través
de los 18 axiomas es idéntico con el sistema de todos los niumeros
reales” (Hilbert 1905b, p. 18).

Del mismo modo, la categoricidad es también un resultado de
la introduccién del axioma de completitud en el sistema de axio-
mas para la geometria euclidea. Hilbert reconoce esta consecuencia
visiblemente, como resulta elocuente en el siguiente pasaje:

Como puede verse, existe un numero infinito de geo-
metrias que satisfacen los axiomas -1V, V 1. Sin em-
bargo, sélo hay una, a saber la geometria cartesiana, en
la que el axioma de completitud también es valido al
mismo tiempo. (Hilbert 1903, p. 20)

Es importante aclarar que, aunque el término “categoricidad” se
encuentra por primera vez en (Veblen 1904), en este periodo tem-
prano Hilbert contaba ya con una concepcion relativamente clara de
las nociones de categoricidad e isomorfismo. Evidencia al respecto

puede encontrarse en el siguiente pasaje de las notas para el curso
“Zahlbegriff und Quadratur des Kreises” (Hilbert 1897/1898):

Luego de que los axiomas hayan sido encontrados, to-
davia debe mostrarse:

1. Los axiomas no se contradicen entre si.

2. ;Cémo y qué axiomas son dependientes de otros?
3. (Qué axiomas son mutuamente independientes?
4

. Los axiomas definen univocamente [eindeutig] un
sistema de objetos, i.e. si se tiene otro sistema de
objetos que satisface todos los axiomas anteriores,
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entonces los objetos del primer sistema son corre-
lacionables uno—a—uno [umkehbar eindeutig abbild-
bar] con los objetos del segundo sistema. (Hilbert
1897/1898, p. 42)

Hilbert presenta ademas caracterizaciones incluso més precisas en
(Hilbert 1905b, p. 21) y (Hilbert 1905¢, pp. 17-18). Sin embargo,
una definicion formal de las nociones de categoricidad e isomor-
fismo sélo pudo ser alcanzada por Hilbert en un periodo bastante
posterior, dado que como hemos advertido una clara distincion con-
ceptual entre sintaxis y semdntica se encuentra recién en (Hilbert
1917).%0

Por otro lado, es dable mencionar que previamente la categorici-
dad del sistema axiomatico para los nimeros naturales fue un tema
central en (Dedekind 1888). En efecto, Dedekind prueba alli en de-
talle que dos modelos cualesquiera de sus ‘axiomas’ son isomorfos.!

Ahora bien, aunque la categoricidad es una consecuencia de la in-
clusion del axioma de completitud, tanto en el sistema de axiomas
para los reales como para la geometria, existen al respecto diferen-
cias importantes entre ambos sistemas que es oportuno destacar.
Una diferencia significativa fue advertida por Baldus (1928a), en
un articulo que influy6é en algunas modificaciones introducidas en
la séptima edicién de Fundamentos de la geometria (Hilbert 1930).
Basicamente la observacion es la siguiente. Si del sistema de axio-
mas de Hilbert se elimina el axioma de las paralelas, entonces se
obtiene un sistema axiomatico para la geometria absoluta, i.e, la
geometria sin paralelismo, que es la estructura comun que compar-
ten las geometrias euclideas y no—euclideas. Asimismo, a partir de
los axiomas que caracterizan ahora la geometria absoluta, es posible
introducir coordenadas sobre la linea del modo habitual. Luego, si
por otro lado el axioma de completitud es sustituido por el axioma
Cantor®, se puede lograr una correspondencia uno—a-uno entre los

60 Sobre esta cuestién véase (Zach 1999).

61 Cf. (Dedekind 1888, Teoremas 132, 133). Sobre Dedekind véase (Ferreirés
2007; 2009). Un andlisis histérico de las nociones de completitud y catego-
ricidad puede verse en (Awodey y Reck 2002).

62 Esta sustitucién es necesaria dado que, en su version original, el axioma de
completitud supone la validez del axioma de las paralelas. Si por el contrario
se utiliza el axioma de completitud lineal, entonces dicho requerimiento
puede ser obviado. Este fue precisamente uno de los principales aportes
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puntos de la linea y los nimeros reales. El sistema axiomatico que
define a la geometria absoluta es entonces completo en el sentido del
axioma de completitud, es decir, no puede ser extendido anadien-
do nuevos elementos (puntos) al sistema de objetos. Sin embargo,
este sistema de axiomas posee muiltiples realizaciones o ‘modelos’
(la geometria euclidea, la geometria hiperbdlica, etc.) no isomorfos
entre si. En conclusion, es posible tener un sistema de axiomas que
sea completo en el sentido del axioma de completitud, pero no ca-
tegoérico. Que un sistema axiomatico sea ‘completo” en el sentido
del axioma de completitud, no implica que sus realizaciones deban
ser necesariamente todas isomorfas entre si.

Del resultado anterior se sigue una serie de consecuencias impor-
tantes. En primer lugar, contrariamente a lo sugerido por el modo
de proceder de Hilbert en lo que respecta al axioma de completi-
tud, la estrategia seguida en el sistema axiomatico para los reales
no puede ser aplicada sin mas al sistema de axiomas para la geo-
metria. En este ultimo caso, el axioma de completitud no necesita
ser la “piedra angular” [Schlufstein] del sistema. En el contexto del
sistema de axiomas para los nimeros reales, los primeros diecisie-
te axiomas definen un cuerpo ordenado arquimediano. La funcién
del axioma de completitud es identificar univocamente al cuerpo
de los numeros reales, de entre las diversas realizaciones posibles
que pueden satisfacer estos primeros diecisiete axiomas. Y ello por
medio de una condicién de maximalidad que establece que la 1ini-
ca realizacién posible de todos los axiomas es un cuerpo ordenado
arquimediano completo o maximal.%® En otras palabras, sélo por
medio del axioma de completitud el sistema de axiomas se vuelve
categorico.

Por el contrario, en el caso del sistema de axiomas para la geo-

del trabajo de Baldus: mostrar que el axioma de completitud no mantiene
esencialmente ninguna relacién con el axioma de las paralelas. Cf. Baldus
(1928a).

Este modo de entender la funcién del axioma de completitud permite lograr
una simplificacién muy importante en su formulacién. Véase, por ejemplo,
(Bernays 1955). Por otro lado, en esta misma linea y enfatizando la influen-
cia de Dedekind sobre Hilbert en este periodo temprano, Ferreirds presenta
una interesante formalizacion del axioma de completitud en la que se re-
curre a un lenguaje 1égico que incluye la teoria de conjuntos, y que en ese
sentido es mds préximo al contexto histérico de Dedekind y Hilbert (Cf.
Ferreirds 2009, p. 48).

63
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metria elemental, éste es més bien el verdadero significado del axio-
ma de las paralelas. Mientras que los axiomas de los grupos [-1ITy V
(enlace, orden, congruencia, continuidad) caracterizan la geometria
absoluta — que posee como en el caso de los primeros diecisiete
axiomas para la aritmética de los reales diversas realizaciones no
isomorfas entre si —, el axioma de las paralelas permite caracterizar
categéricamente a la geometria euclidea. Aunque en el sistema de
axiomas de Hilbert la funcién atribuida al axioma de completitud
es asegurar la categoricidad del sistema, ella no es sin embargo la
funcién que este axioma debe desempefiar necesariamente.* M4s
bien, colocar al axioma de completitud como el ultimo axioma del
sistema axiomatico, encubre en cierto modo su verdadera funcion
en el sistema de axiomas.

En segundo lugar, la relacion entre el axioma geométrico de com-
pletitud y la categoricidad, pone de manifiesto una vez mas que la
completitud a la que dicho axioma alude, no es de ninguna manera
la completitud del sistema de axiomas. Hilbert disipa esta posible
confusién en un texto naturalmente posterior, en donde presenta
una definicién explicita de completitud (sintéctica) de un sistema
axiomatico, en el sentido de saturacion o completitud de Post:

La propiedad de completitud de un sistema axiomatico
consiste en que no es posible anadir una férmula inde-
pendiente de los axiomas como un nuevo axioma, sin
introducir una contradicciéon dentro del sistema.

Se observa aqui la diferencia entre este requerimiento
de la completitud de un sistema axiomético y aquel [re-
querimiento| que es enunciado en el axioma de com-

64 Quizas deba agregarse que, més alld de esta funcién determinante que desem-
pena el axioma de las paralelas para conseguir la categoricidad del sistema
axiomatico de Hilbert para la geometria euclidea, el axioma de completitud
cumple también un papel importante. En efecto, el axioma de completitud
es el inico axioma del sistema que requiere de un lenguaje de segundo orden
para ser formalizado. Luego, independientemente de cudl sea el lugar que
ocupe dentro del sistema axiomatico, el axioma de completitud hace posi-
ble la categoricidad, puesto que si el sistema de Hilbert fuera enteramente
formalizable en un lenguaje de primer orden, entonces por el teorema de
Lowenheim—Skolem (1915/1919) se sigue que no podria ser categérico. Ob-
viamente, Hilbert no podia conocer estos resultados en una etapa inicial,
aunque seria interesante indagar cudl fue, si es que existid, su reaccion en
un periodo posterior.
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pletitud. El axioma de completitud afirma: no es posi-
ble anadir sin contradicciéon nuevos objetos; el requeri-
miento de completitud de un sistema axiomatico esti-
pula sin embargo: no es posible anadir sin contradiccion
nuevas férmulas. (Hilbert 1921/1922, pp. 18-19)

Hilbert distingue de ese modo entre el tipo de completitud alu-
dida en su axioma homénimo y la propiedad de ‘completitud’ (sin-
tactica) de un sistema axiomatico, en el sentido de saturacién. Sin
embargo, en la medida en que el axioma de completitud expresa
una condicién de maximalidad, es evidente que existe una conexion
entre ambos. Si se considera que los elementos u objetos de un sis-
tema axiomatico para la légica proposicional son proposiciones —
como lo hace aqui Hilbert — entonces es posible decir que ambos
requerimientos expresan esencialmente lo mismo.%

7.5. Consideraciones finales

En el comienzo de este capitulo he senalado que un analisis del
contexto que rodea la inclusién del axioma de completitud en el
sistema de axiomas para la geometria, puede arrojar luz respecto
del papel que para Hilbert desempeno la propiedad metaldgica de
“completitud”, en esta etapa temprana y en el contexto de sus
investigaciones geométricas. Quisiera concluir entonces con algunas
observaciones al respecto.

Hilbert asevera en numerosas ocasiones, en las distintas ediciones
de Fundamentos de la geometria, que el objetivo fundamental del
axioma de completitud es hacer posible la correspondencia uno—
a—uno entre los puntos de la linea y los ntimeros reales. En este
sentido, el axioma de completitud fue especificamente incorporado
por Hilbert para garantizar que la geometria analitica “cartesia-
na” se convierta en la tnica realizacién (salvo isomorfismo) de sus
axiomas para la geometria sintética. Sin embargo, ésta no es la
unica funcién que dicho axioma cumple en el sistema axiomatico
hilbertiano. El axioma de completitud es imprescindible para que
el sistema de Hilbert logre capturar integramente el dominio de la
geometria euclidea; y éste es, en efecto, uno de los objetivos cen-

65 Cf. (Zach 1999).
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trales que Hilbert se plantea manifiestamente en la introduccion de
Fundamentos de la geometria.%®

El problema se reduce a lo siguiente: la propiedad de interseccion
de dos circunferencias®”, de donde puede probarse que circunfe-
rencias y lineas se intersecan cuando deben hacerlo, no puede ser
garantizada en base al sistema de axiomas original del Festschrift.
Empero esta propiedad es esencial para llevar a cabo muchas de las
construcciones de segmentos, angulos y figuras usando las técnicas
descriptas por Euclides en los Elementos. Por ejemplo, el teorema
que afirma que un tridngulo puede ser construido a partir de tres
segmentos dados, tales que la suma de cualquiera dos de sus lados
es siempre mayor que longitud del tercero. Este teorema es demos-
trado por Euclides en la proposicion I, 22; sin embargo, alli se
utiliza explicitamente la propiedad de intersecciéon de dos circun-
ferencias, con lo cual este problema no puede ser resuelto en el
sistema axiomético original de (Hilbert 1899).6%

El mismo problema puede ser ilustrado observando los equiva-
lentes algebraicos de las construcciones geométricas realizables en
base al sistema de axiomas, un tépico investigado en detalle por
Hilbert, y en donde ademas realizé contribuciones importantes. Ac-
tualmente es usual afirmar que para garantizar que la totalidad de
las construcciones de Euclides con regla y compds puedan ser rea-
lizadas, el cuerpo (numérico) abstracto construido directamente a
partir de los axiomas de la geometria debe satisfacer la propiedad
de un “cuerpo euclideo”%:

Definicién. Un cuerpo K se llama euclideo si es ordenado y si,
para todo elemento a € K, con a > 0, la raiz cuadrada /a existe
en K.

66 Cf. (Hilbert 1899, p. 1).

67 Dados dos circunferencias I', A, si A contiene al menos un punto dentro de
I', y A contiene al menos un punto fuera de I', entonces A y I' se encontran
(exactamente en dos puntos).

Hemos mencionado este teorema previamente. Véase capitulo 2, seccién
2.3.2. Por otro lado, una critica similar es que, si no se presupone la pro-
piedad de interseccién de dos circunferencias, y consecuentemente, de in-
terseccién de lineas y circunferencias, entonces no es posible probar que “el
circulo es una figura cerrada”. Hilbert reconoce este problema en (Hilbert
1898/1899a, p. 64).

69 Cf. (Hartshorne 2000, p. 146).

68
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Ahora bien, el cuerpo €2 de nimeros algebraicos, que Hilbert cons-
truye en 1899 para proporcionar una realizacién aritmética de sus
axiomas, no es un cuerpo euclideo sino un cuerpo “pitagérico”;
mas precisamente, un cuerpo pitagorico minimal. Luego, el cuer-
po abstracto € es un sub—cuerpo propio del cuerpo euclideo; y ello
significa que la totalidad de las construcciones con regla y compéas
que caracterizan a la geometria euclidea elemental no puede ser
realizada teniendo como base el sistema de axiomas original de Hil-
bert. El sistema de axiomas no es completo en relaciéon al dominio
de la geometria euclidea elemental. El sistema de axiomas original
no cumple asi con el criterio “pre—formal” de completitud definido
por Hilbert en este periodo temprano, en virtud del cual el sistema
axiomatico debe ser construido de tal manera que sea posible ob-
tener a partir de sus axiomas, deductivamente como consecuencias,
todas aquellas proposiciones que esperamos encontrar en el dominio
de la geometria euclidea.

Resulta significativo observar que Hilbert era plenamente cons-
ciente de estas dificultades al momento de la redaccién del Fests-
chrift, e incluso un poco antes. Prueba de ello es el capitulo VII
de la primera edicion de Fundamentos, en donde analiza qué cons-
trucciones geométricas son realizables en su sistema de axiomas.
Hilbert reconoce alli, aunque sélo implicitamente y en una forma
mas bien abstracta, que su sistema de axiomas no puede garanti-
zar la propiedad de interseccién de dos circunferencias; es decir, la
existencia de los puntos de interseccién entre dos circunferencias
que, como dijimos, es fundamental para poder realizar muchas de
las construcciones méas elementales de la geometria euclidea plana.

En este capitulo, y més detalladamente en sus notas (Hilbert
1898/1899b, pp. 64-68) y (Hilbert 1898/1899a, pp. 64-69), Hilbert
reconoce en primer lugar que todas las construcciones que pueden
ser realizadas sobre la base de los axiomas [-V de la primera ediciéon
de Fundamentos de la geometria, son construcciones que utilizan
sélo una regla y un “transportador de segmentos” [Streckeniibertra-
ger|. Este tltimo instrumento es utilizado para medir segmentos,
y segun Hilbert, corresponde a un “uso restringuido del compas”
(Hilbert 1899, p. 80). En segundo lugar, advierte que el equivalen-
te algebraico de las construcciones con regla y “transportador de
segmentos” es un cuerpo pitagorico. Es decir, Hilbert aclara que
las construcciones permitidas por su sistema de axiomas (original)



280 Capitulo 7. Metateoria de los sistemas axiomaticos

pueden ser llevadas a cabo en una geometria analitica cuyas coor-
denadas forman un cuerpo pitagérico (minimal). En tercer lugar,
en las notas de clases correspondientes al curso que antecede in-
mediatamente al Festschrift, Hilbert construye un cuerpo numérico
que le permite demostrar que no todo cuerpo pitagérico es necesa-
riamente un cuerpo euclideo — dicho en términos algebraicos mo-
dernos —; esto es, que el cuerpo pitagorico es un sub—cuerpo propio
del cuerpo euclideo (Hilbert 1898/1899b, pp. 64-65). Y finalmen-
te, Hilbert reconoce que la condicién algebraica que corresponde a
las construcciones con compés es que cada nimero (positivo) en el
cuerpo de coordenadas posea una raiz cuadrada, i.e. que el cuerpo
sea euclideo. En funcion de estos resultados, Hilbert concluye que
no todas las construcciones realizables con regla y compas estan
justificadas sobre la base de su sistema de axiomas. Y esta conclu-
sion es expresada explicitamente en el Teorema 41 del Festschrift
(Hilbert 1899, p. 81).

Ahora bien, un modo habitual de garantizar la existencia de los
puntos de interseccién entre dos circunferencias, y por lo tanto, en-
tre una recta y una circunferencia, es a través de un principio de
continuidad como el de Dedekind; y ésta fue, de hecho, una de las
primeras criticas que recibié el libro de Hilbert.”® En este senti-
do, el axioma de continuidad d la Bolzano—Dedekind, utilizado por
Hilbert hasta muy poco tiempo antes de la publicacion del Fest-
chrift, le hubiese permitido remediar esta dificultad. Sin embargo,
esta estrategia implicaba que el axioma de Arquimedes no pudie-
ra ser presentado como un principio separado e independiente, una
consecuencia absolutamente indeseada en el contexto de las inves-
tigaciones axiomaticas de Fundamentos.

Ante esta disyuntiva, fundamentalmente ocasionada por la ca-
rencia de una alternativa funcional como principio de continuidad,
la opcidn elegida por Hilbert fue entonces “sacrificar” la completi-
tud de su sistema de axiomas, antes de ver obstaculizadas aquellas

70 Véase (Sommer 1900, p. 291). Puesto que para garantizar la propiedad de in-
terseccion de dos circulos basta con que el cuerpo coordinado sea euclideo, la
continuidad completa del espacio no es indispensable, sino que es suficiente
con anadir al sistema axiomatico un axioma que postule precisamente di-
cha propiedad. Esta via es presentada, por ejemplo, por (Hartshorne 2000).
Hallett (2008, p. 247) senala sin embargo que anadir la propiedad de inter-
seccién de dos circunferencias como un axioma para asegurar la ‘propiedad
euclidea’ pareceria ser mas bien una solucién ad hoc.
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investigaciones que consideré sus contribuciones mas importantes a
esta disciplina matematica. Y, en mi opinién, esta actitud pone cla-
ramente de manifiesto un rasgo central de su concepcién del método
axiomatico, a saber: el método axiomatico no debe entenderse sélo
como una herramienta eficaz para conseguir una presentaciéon més
rigurosa y logicamente perspicua de una teoria matemaética — rasgo
que por lo deméas Hilbert nunca se cansé de enfatizar —, sino tam-
bién, y no menos importante, como un poderoso instrumento para
llegar a nuevos descubrimientos matematicos.

Finalmente, es necesario senalar que, precisamente en este rasgo
fundamental que segin Hilbert explicaba la inclusion del axioma
de completitud en su sistema de axiomas para la geometria —i.e. la
independencia del axioma de Arquimedes —, reside una dificultad
notable desde un punto de vista axiomadtico, a saber: en la me-
dida en que el axioma de completitud se refiere a otros axiomas
y presupone su validez, no es posible demostrar la independencia
de cualquiera de los axiomas explicitamente mencionados. La pe-
culiar forma “metalingiiistica” del axioma de completitud impide
demostrar que el axioma de Arquimedes no se sigue de él como una
consecuencia.’! Esta dificultad intrinseca al axioma de completitud
le fue asf senalada a Hilbert por Baldus (1928a).™

Ante estas criticas, Hilbert opté por no realizar comentario al-
guno y conservar el axioma de completitud dentro de su sistema
de axiomas para la geometria euclidea elemental. Quizéas ello sea
un claro indicio de que, al igual que como fuera posteriormente re-
cibido, Hilbert vislumbroé en el axioma de completitud una de sus
contribuciones mas originales a la axiomatica moderna.

"L El primero en observar esta dificultad fue (Hahn 1907, §3).

"2 Poco més tarde, Paul Bernays — activo colaborador de Hilbert a partir
de la sexta edicién (1923) de Fundamentos — llegd a sostener que, dada
esta “complejidad logica” del axioma de completitud, el axioma de Cantor
de intervalos encajados era preferible por sobre aquél (Cf. Bernays 1935,
p. 198). Presentaciones axiomdticas més contempordneas de la geometria
elemental, que pretenden seguir en espiritu al sistema de Hilbert, utilizan
el axioma de Cantor en lugar del axioma de completitud. Véanse (Effmov
1984) y (Guerrerro 2006).
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El objetivo central de este libro ha sido reconstruir la temprana
concepcion axiomdtica de la geometria de Hilbert, principalmente
utilizando sus notas manuscritas de clases para una serie de cur-
sos sobre geometria, correspondientes al periodo comprendido entre
1891 y 1905. Por concepcion de la geometria no se ha entendido
aqui una exposiciéon de caracter sistematico, en el sentido de una
filosofia de la geometria cuidadosamente elaborada y completamen-
te articulada. Por el contrario, con ello se ha aludido mas bien a
una serie de reflexiones y observaciones, de un tenor claramente
filosdfico, respecto de: a) la naturaleza de la geometria y del cono-
cimiento geométrico en general; b) el lugar que ocupa la geometria
en el contexto de la matematica en general y como se relaciona esta
disciplina con otras ramas de la matemaética; ¢) el papel que desem-
pena la intuicion en las teorias geométricas, particularmente en el
proceso de axiomatizacién; d) la naturaleza y funcién del método
axiomatico, en particular en su aplicacién a la geometria.

En primer lugar, hemos visto que esta concepcién experimenta
una suerte de evolucion desde el primer trabajo que Hilbert dedica
a la geometria en 1891, hasta la discusién mas detallada y completa
sobre los fundamentos axiomaticos de la geometria que encontra-
mos en este periodo inicial, correspondiente a un curso dictado en
1905. En efecto, en las notas de clases para el curso “Geometria pro-
yectiva” (Hilbert 1891a), Hilbert todavia caracteriza la geometria
de un modo tradicional, al definirla como la ciencia que estudia las
propiedades o forma de las cosas en el espacio. Mas aun, nuestro
autor senala que, a diferencia de teorias matematicas puras como
la aritmética y el andlisis, la geometria no se funda exclusivamente
en el pensamiento puro, sino que ademas requiere de la experien-
cia y la intuicion. Los cursos posteriores exhiben, en cambio, una
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concepcién axiomatica abstracta de la geometria completamente
desarrollada.

Hilbert adopta por primera vez en 1893/1894 una perspectiva
axiomatica formal para investigar el problema de los fundamentos
de la geometria. En dicho manuscrito afirma explicitamente que los
conceptos primitivos y proposiciones basicas de su teoria geométrica
no se refieren al espacio fisico, sino que conforman un “entramado
de conceptos” — o en términos modernos, una estructura relacio-
nal — que puede recibir distintas interpretaciones, ya sea dentro de
otras teorias matemadticas o fisicas, como asi también aplicaciones
empiricas. A esta concepcion formal del método axiomatico se le
sumé poco después, en el curso siguiente de 1898/1899, el com-
ponente quizas mas novedoso y matematicamente fructifero de su
andlisis axiomético (formal) de la geometria euclidea elemental: las
vestigaciones metageométricas. Hilbert presenta por primera vez
en este curso, y perfecciona en los cursos siguientes, su técnica de
la construccién de “modelos” analiticos de los axiomas geométri-
cos, para probar propiedades “metalogicas” como por ejemplo la
consistencia, y fundamentalmente, la independencia.

En este contexto temprano, el procedimiento de construccién de
modelos consistia en traducir uno o varios grupos de axiomas dentro
de otra teoria matematica, en particular, la teoria de los niimeros
reales. Este método coincidia esencialmente con el procedimiento
estandar de la geometria analitica, en donde se proporcionaban,
sobre la base de un sistema adecuado de coordenadas, nuevas defi-
niciones de los términos geométricos primitivos (punto, linea, plano,
etc.). Del mismo modo, para el estudio de estos modelos analiticos,
por ejemplo, para probar que un axioma en particular no se seguia
de un conjunto de axiomas dado, Hilbert hace un uso sistemati-
co de herramientas conceptuales tomadas del algebra y del andlisis
(real y complejo). En suma, el estudio de estas fuentes manuscritas
no sé6lo nos han permitido analizar el surgimiento de las investiga-
ciones metageométricas en Hilbert, sino que ademas hemos podido
identificar resultados geométricos interesantes que incluso no fueron
incluidos en Fundamentos de la geometria.

Esta nueva concepcion formal del método axiomatico estuvo acom-
panada por una posicion empirista, de acuerdo con la cual los
hechos basicos que constituyen la base de nuestro conocimiento
geométrico provienen de la experiencia y de una suerte de “intui-
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cion geométrica”. Hilbert sostiene que la geometria es “la ciencia
natural mas completa”, y afirma que su diferencia con otras teorias
fisicas, en especial con la mecénica, reside en el notable grado de
desarrollo que ha alcanzado desde los tiempos de Euclides, y no en
una caracteristica esencial asociada a su naturaleza. Sin embargo,
esta posicién empirista no es radicalizada en ningin momento, al
exigir por ejemplo que todos los conceptos primitivos y proposicio-
nes basicas de la geometria tengan como correlato un conjunto de
conceptos y proposiciones empiricas u observacionales. Mas bien, el
elemento empirista en la concepcién hilbertiana de la geometria se
circunscribe a afirmar que esta teoria es, sélo en cuanto a su origen,
una ciencia natural.

Esta ultima afirmacion ha sido justificada analizando las similitu-
des, que el propio Hilbert senala en sus cursos, entre su concepcion
axiomética de la geometria y la “teorfa pictérica” [Bildtheorie| de
Heinrich Hertz. La concepcién temprana de la geometria de Hilbert
se caracteriza entonces por: i.) una posicién axiomética formal y i.)
una posicion empirista respecto del origen de la geometria y de su
lugar dentro de las distintas teorias matematicas. A su vez, estos
dos componentes se vinculan en virtud de la funcion fundamental
que Hilbert le asigna al método axiomatico formal, a saber: a través
del proceso de axiomatizacion formal la geometria se convierte, con
su contenido empirico factual, en una teoria matemdtica pura.

Ahora bien, a diferencia de la impresion que suele provocar su
presentacion axiomatica en Fundamentos de la geometria, Hilbert
aclara, en numerosas oportunidades a lo largo de sus notas de clases,
que la adopcién de una posicion axiomatica formal no implica que
una teoria geométrica axioméatica no tiene més ningin significado
para la realidad y para la “intuicién geométrica”. Por el contrario,
Hilbert advierte que el interés en realizar un andlisis axiomatico
formal de la geometria, y en particular de la geometria euclidea, es
ofrecer una descripcion matematicamente exacta y completa de la
estructura logica de esta teoria matematica, i.e. de cudles son los
principios fundamentales que deben ser postulados para construir
esta teoria y de las relaciones légicas de los axiomas entre si, y
también con los teoremas fundamentales. Ello significa que, puesto
que en gran parte la geometria elemental se funda en nuestra intui-
cion espacial, el andlisis axiomatico proporciona un conocimiento
de las propiedades logicas de los hechos intuitivos fundamentales
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que estan en la base de la geometria, y en ese sentido, de la intui-
cion. Es decir, dado que la intuicion geométrica y la experiencia son
las primeras fuentes del conocimiento geométrico, Hilbert considera
en este periodo inicial que su examen axiomatico de la geometria
euclidea es, al mismo tiempo, un andlisis de estas fuentes originales
de conocimiento, pues revela, entre otras cosas, qué proposiciones
son las responsables de varias de las partes centrales de nuestro
conocimiento geométrico intuitivo.

Es interesante observar que muchas de las tesis centrales de esta
concepcion axiomatica de la geometria fueron mantenidas por Hil-
bert practicamente hasta el final de su produccion cientifica. Ello se
aprecia en el ultimo curso que Hilbert dedicé a los fundamentos de
la geometria, dictado en el semestre de verano de 1927. La redac-
cién [Ausarbeitung| de este curso — (Hilbert 1927) — fue encargada a
Arnold Schmidt, y posteriormente fue completada con anotaciones
de Hilbert. Estas notas revisten un gran interés, en tanto que en
ellas se basd claramente la séptima edicién de Fundamentos de la
geometria (Hilbert 1930), que no sélo fue la dltima edicién en vida
de Hilbert, sino que ademas fue la que introdujo los cambios méas
significativos respecto de la edicién original. En la introduccién de
estas notas, Hilbert se refiere al objetivo de un estudio axiomatico
de la geometria en términos muy similares a los que hemos visto:

Aplicaremos el método axiomdtico a la ciencia natural
mas completa, a la geometria, en donde éste también se
construyé en primer lugar de modo clésico. El problema
es: cuales son las condiciones necesarias e independien-
tes entre si, a las que debemos someter a un sistema
de cosas, para que a cada propiedad de estas cosas le
corresponda un hecho geométrico e inversamente. ;De
qué modo debemos disponerlas, para que estas cosas
sean una imagen completa de la realidad geométrica?
(Hilbert 1927, p. 1)

El problema central que se plantea el abordaje axiomatico a la
geometria es aqui exactamente igual que en 1894 y 1898. Asimis-
mo, en el reverso de la pagina Hilbert anade en lapiz la siguiente
observacion:

Ahora bien, lo que no puede ser obtenido a través del
Y
pensamiento sino que sélo proviene de la experiencia
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(experimento), son los axiomas de la geometria, i.e. los
hechos que la intuicién constituye, al igual también que
en la fisica. Esta investigacién y este conocimiento no
solo tienen un valor primordial, sino que también sirven
para asegurar la verdad. (Hilbert 1927, p. 1)

No es facil determinar qué es lo que Hilbert quiere significar con
“asegurar la verdad”. Sin embargo, podemos concluir que su idea
de que un analisis axioméatico de la geometria constituye — aunque
quizas deba aclararse, indirectamente — un examen del contenido
de un conjunto de axiomas fundados en la intuicién, todavia sigue
operando:

La geometria es una ciencia muy expandida y ramifica-
da y también sus fundamentos pueden ser tratados de
diversos modos. No quiero dedicarme aqui ni a la geo-
metria analitica ni a la sintética, sino que nuestro obje-
tivo es mas bien un andlisis l6gico de nuestra facultad
de la intuicién. (...) A partir del mencionado proble-
ma la relacion de este curso con la geometria analitica
y la sintética queda determinada. La geometria analiti-
ca parte de la introduccién del concepto de niimero en
la geometria, cuya justificaciéon habremos de demostrar
primero aqui. En la geometria sintética se apela a la in-
tuicién, es decir, se aceptan lo mas posible las figuras de
los fenémenos [Erscheinungsbilder|, tal como se ofrecen
y se busca a partir de alli deducir nuevos fenémenos.
Por el contrario nosotros evitaremos a la intuicién, por-
que aqui se trata de un andlisis de la intuicién. (Hilbert
1927, p. 3)

La imagen de la geometria que presenta Hilbert en sus notas de
clases nos han permitido ver asi su oposicién respecto de posiciones
formalistas extremas. El hecho de que la geometria elemental sea
presentada como un sistema axioméatico formal de ningiin modo sig-
nificaba para él que la naturaleza de esta teoria matematica podia
ser comparada con un juego de simbolos vacios, sin significado. Aun-
que el resultado de una axiomatizacién formal de la geometria es un
entramado de conceptos capaz de recibir diversas interpretaciones,
para Hilbert un objetivo importante de tal empresa es conservar
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de alguna manera la relacién de aquel “entramado de conceptos”
con los hechos geométricos intuitivos, que estan en la base de esta
teoria matematica. Es claro asi que una preocupacion de tal indole
se opone a una interpretacién formalista radical de su concepcién
axiomatica de la geometria. Dicho de otro modo, si bien la presen-
tacion de la geometria euclidea elemental por medio de un sistema
axiomatico formal era un logro matematico muy importante, que
incluso llegd a inaugurar nuevas areas de investigacion matemaética,
ello no significé de ningtin modo que el interés de Hilbert era pre-
sentar la geometria como un mero juego con féormulas, desprovistas
de todo significado. Mas bien, en esta etapa inicial, Hilbert estaba
convencido de que su analisis axiomatico formal contribuia en gran
medida a proporcionar un fundamento conceptual para el acervo
de hechos geométricos intuitivos, que en su opinién conformaba la
base de esta disciplina.

Por otra parte, el rechazo explicito de Hilbert respecto de las
posiciones formalistas extremas se evidencia en el reconocimiento
de que la aplicacién del método axiomatico presupone siempre la
existencia de un conjunto de hechos y proposiciones basicas. Hilbert
entiende que el método axiomatico es esencialmente, en virtud de
su naturaleza y funcion, una herramienta que debe ser aplicada a
una teoria matemadtica, o cientifica en general, preexistente. Esta
idea aparece formulada de un modo muy interesante en uno de sus
Cursos:

El edificio de la ciencia no se erige como una vivienda,
en donde primero se procura establecer firmemente los
cimientos y luego se procede a la construccion y amplia-
cion de las habitaciones. La ciencia pretende asegurarse,
lo més rapido posible, espacios para poder moverse, y
solo después, una vez que aparecen aqui y alli signos
de que los cimientos son demasiado débiles como para
soportar la expansion de las habitaciones, se dispone a
apuntarlos y fortificarlos. Ello no es una debilidad, sino

mas bien el camino correcto y saludable de su desarrollo.
(Hilbert 1905b, p. 102)™

El analisis axioméatico no debe ser concebido por lo tanto como
el punto de partida de la investigacién en cualquier campo de la

™ Citado también en (Corry 1997, p. 130).
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matematicas, y ciertamente no en la geometria; o sea, el andlisis
axiomatico formal no puede ser ejecutado en las primeras etapas
de una teoria matematica. Més bien, es de una enorme ayuda en
una etapa posterior, cuando la teoria ha alcanzado ya un grado de
madurez considerable.

Hilbert no sélo anticipd y rechazo las lecturas formalistas extre-
mas de su nueva concepcion del método axiomatico en la etapa
temprana que hemos analizado, sino que ademas volvié a explici-
tar su oposicion a este tipo de lecturas, en un periodo posterior.
El testimonio més contundente de este rechazo se encuentra en la
primera seccién de Naturaleza y conocimiento matemdtico [Natur
und mathematisches Erkennen] (Hilbert 1992), un curso dictado
por Hilbert en Gottingen en el semestre de invierno de 1919-1920.
En primer lugar, el matematico alemén realiza la siguiente observa-
cion respecto de aquellas interpretaciones que extraen de su nueva
idea de la axiomatica, una concepcion formalista de la matematica:

Si esta opinion fuera correcta, entonces la mateméati-
ca no seria sino un mero conglomerado [Anhdufung]
de inferencias légicas amontonadas unas sobre otras.
Tendriamos asi una sucesién arbitraria de consecuen-
cias, obtenidas gracias al poder de la deduccién logica.
Pero de ningin modo se trata aqui de una arbitrarie-
dad de tal clase; méas bien, la formacién de conceptos en
matematica es guiada constantemente por la intuicion
y la experiencia, de modo que en su totalidad la mate-
mética representa una estructura cerrada [geschlossenes
Gebilde], libre de toda arbitrariedad. (Hilbert 1992, p.
5)

Hilbert menciona a Poincaré como uno de los principales promo-
tores de este tipo de lecturas de su método axiomatico. También
rechaza en este texto que la idea fundamental detras de su abordaje
axiomatico consista en reducir a la matemética a un juego, en don-
de ciertas reglas formales — los axiomas — regulan la manipulacién
de una coleccién de signos sin significado:

Las distintas disciplinas matematicas mencionadas cons-
tituyen asi elementos necesarios en la construccion de un
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desarrollo conceptual sistematico; a partir de pregun-
tas simples, planteadas naturalmente, ellas avanzan por
medio de la cadena de razones internas [innere Grinde]
hacia un camino trazado ya en lo esencial. De ningin
modo se trata entonces aqui de arbitrariedad. La ma-
tematica no tiene nada de parecido a un juego, cuyas
tareas se determinan por medio de reglas arbitrariamen-
te estipuladas. Se trata més bien de un sistema concep-
tual dotado de una necesidad interna, que sélo puede
ser as{ y no de alguna otra manera. (Hilbert 1992, p.
14)

El analisis de los manuscritos de Hilbert nos ha permitido apre-
ciar un aspecto o faceta de su temprana concepcion del método
axiomatico, que se reconoce facilmente cuando se examina la ex-
posicién de cardcter estrictamente matematico en su libro de 1899.
Desde su primer abordaje axiomético a la geometria en 1894, Hil-
bert sostiene que las teorias matematicas axiomatizadas constitu-
yen en si mismas entramados de relaciones logicas entre conceptos,
que multiples dominios de objetos pueden tener en comun. Sin em-
bargo, al mismo tiempo aclara con insistencia que la tarea de llevar
a cabo una axiomatizacién no consiste meramente en reducir a una
teoria matematica dada a una estructura relacional. En el caso de
la geometria elemental, un objetivo reconocido explicitamente de
su axiomatizacién era conservar un cierto paralelismo entre el sis-
tema de axiomas formales y el contenido intuitivo—empirico de esta
teoria. La proyeccién de la esfera empirico-intuitiva original a una
esfera conceptual, conseguida gracias al andlisis axiomatico formal,
no significaba por lo tanto un abandono completo de la primera. En
este periodo inicial, Hilbert defiende que su analisis axiomatico for-
mal puede arrojar luz sobre las fuentes originales del conocimiento
geométrico; una funcion importante del método axiomatico formal
era por lo tanto instruir a la intuicion geométrica, que esta en la
base de nuestro conocimiento geométrico. La importancia que Hil-
bert le atribuye a la intuiciéon en el proceso axiomatizacién revela
que su posiciéon no era tan modernista o formalista como la de
otros partidarios de la concepcion axiomatica abstracta de la ma-
tematica, como por ejemplo los gedmetras italianos Pieri y Peano
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o Hausdorff.™

Finalmente, otro de los objetivos centrales de este libro ha si-
do utilizar la concepcion axiomatica de la geometria, presentada
en las dos primeras partes de la investigacién, para contextualizar
y destacar la importancia de algunas de las contribuciones técni-
cas y resultados mas novedosos de Fundamentos de la geometria.
Podemos concluir que la importancia epistemoldgica que Hilbert
deposita en su aritmetizacién interna de la geometria y en sus in-
vestigaciones de independencia permiten apreciar un rasgo funda-
mental de su temprana concepcion del método axiomatico formal.
Sin lugar a dudas, la bisqueda de mayor rigor y precisién en las
demostraciones matematicas es un aspecto muy importante de su
nueva concepciéon del método axiomatico. En efecto, Hilbert men-
ciona constantemente la vinculacion entre el método axiomatico y
la busqueda de rigor — particularmente en su conferencia “Poble-
mas matemadticos” (1900)—, destacando su construccién “puramente
logica” de la geometria elemental, en donde la ausencia de “lagu-
nas” en las demostraciones geométricas estaba garantizada por la
naturaleza formal — y las propiedades metaldgicas — del sistema
axiomatico. De esta manera, ésta ha sido una de las caracteristicas
mas valoradas a la hora de referirse a la nueva concepcién axiomati-
ca formal de la geometria de Hilbert, como se puede notar en la
siguiente descripcion de Feliz Klein:

La formulacién [axiomética] abstracta es absolutamen-
te apropiada para la elaboracion de las demostraciones,
pero claramente no es apropiada para el descubrimiento
de nuevas ideas y métodos, méas bien, constituye la cul-
minaciéon de un desarrollo previo. (Klein 1926, p. 434)

Sin embargo, contrariamente a la opinién de Klein, hemos podi-
do ver que desde un inicio Hilbert rechazé la idea de que su nuevo
método axiomatico formal consistia exclusivamente en un instru-
mento muy eficiente para alcanzar un grado de mayor abstraccion,
rigor y sistematizacion en la presentacion de teorias mateméaticas
preexistentes. Por el contrario, Hilbert se preocupd constantemente
por resaltar que el método axiomatico constituia una herramienta

™ Sobre la oposicién de Hilbert a estas posiciones modernistas puede verse
(Rowe 1995) y la introduccién de (Hilbert 1992).
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matematica sumamente fructifera o fecunda, que podia conducir
a nuevos resultados y descubrimientos. Mas atn, si bien la fecun-
didad matematica del método axiomatico podia reconocerse inme-
diatamente en Fundamentos de la geometria, ésta fue una de las
caracteristicas mas enfatizadas en sus notas manuscritas para cur-
sos sobre geometria; quizas ello fue en cierta medida necesario, en
tanto que en un primer momento no resulté completamente cla-
ro para todos que con su libro Hilbert habia inaugurado una nueva
area de investigacion en matemadticas: la matematica de los axiomas
o metamatemaética.
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