CONJUNTOS,
LOGICA vy
FUNCIONES

segunda edicidn

MANUEL LOPEZ MATEOS



MANUEL LOPEZ MATEOS



MATEMATICAS PARA TODO

MANUEL LOPEZ MATEOS

CONJUNTOS,
LOGICA Y
FUNCIONES

segunda edicion

MM
EDITOR
2019



MATEMATICAS PARA TODO

1. Conjuntos y logica
1b. Conjuntos, légica y funciones

2. Conjuntos, 16gica y funciones (segunda edicién)

Segunda edicién digital, 2019
(©2019 MANUEL LOPEZ MATEOS
Matamoros s/n
Primera Seccién
Sta. Ma. Xadani, Oaxaca
C.P. 70125
México

Informacién para catalogacién bibliografica:
Lépez Mateos, Manuel.
Conjuntos, l6gica y funciones / Manuel Lopez Mateos — 2a ed e-book.
Xiv—222 p. cm.

1. Matemdticas 2. Resolucién de problemas 3. Nivel basico 4. Anélisis
matematico 5. Conjuntos 6. Loégica. 7. Funciones. Lépez Mateos, Ma-
nuel, 1945- II. Titulo.

Todos los derechos reservados. Queda prohibido reproducir o transmitir
todo o parte de este libro, en cualquier forma o por cualquier medio, elec-
trénico o mecdnico, incluyendo fotocopia, grabado o cualquier sistema de
almacenamiento y recuperacién de informacién, sin permiso de MANUEL
LorEZ MATEOS.

Producido en México

https://clf.mi-libro.club

'i u ' aportacion voluntaria


https://clf.mi-libro.club
https://www.facebook.com/sharer/sharer.php?u=http%3A%2F%2Fclf.mi-libro.club%2F&amp;src=sdkpreparse
https://twitter.com/intent/tweet?source=sharethiscom&amp;text=Alguna%20considerados%20temas%20de%20alta%20especialidad,%20van%20ubic%C3%A1ndose%20en%20grados%20cada%20vez%20m%C3%A1s%20elementales%20de%20la%20formaci%C3%B3n%20escolar.&amp;url=https://clf.mi-libro.club/index.html
https://paypal.me/mlmateos

Indice general

Introduccion viii
Matematicas basicas . . . . ... .. ... ... ... viii
El seiior GEORGE POLYA . . . . . .. ... ... .... X
(Comoestalacosa? . . .. ............... xi
(Dequésetrata? . ... ... ... ... L. xii

1 El lenguaje de los conjuntos 1
1.1. Estaronoestar ... ... ... ......... 1
Descripciéon y listas . . . ... ..... ... .. 4
Complemento . . ................. 9

1.2. Contencién eigualdad . .. .. ... ...... 12
Propiedades de la contencién . . . . . ... .. 15
Propiedades de laigualdad . . .. ... .. .. 20

1.3. Interseccion y unién . ... ... ... ... .. 23
Propiedades de la interseccién . . . . ... .. 26
Propiedades delaunién . . . ... .. ... .. 29

Leyes distributivas . . . . ... ... ... ... 31

Leyes de absorcién . . . . ... ... L. 33

1.4. Leyesde DEMORGAN . . . . .. ... ... ... 33
1.5. Diferencia y diferencia simétrica . .. ... .. 35
1.6. Algebra de conjuntos . . . . ... ........ 38

2 Elementos de l6gica 44
2.1. Verdaderoofalso . ... ............. 44
22. Todoonada . ................... 47



INDICE GENERAL

vi

2.3. Conjuncién y disyuncién . . . . .. ... .. ..
2.4. Equivalencia . . . ... ... .. ... . ...,
Propiedades de la conjuncién . . . . ... ...
Propiedades de la disyuncién . . . . . ... ..
Leyes distributivas . . . . ... ... ... ...
Leyes de absorcién . . . . ... ...
2.5. Leyesde DEMORGAN . . . . . ... ... ....
2.6. Implicacién y bicondicional . . .. ... .. ..
2.7. Algebra de proposiciones . . .. ... ... ..

(C6émo razonar?
3.1. Tautologia y contradiccién . . . . .. ... ...
3.2. Reglas deinferencia. . ... ...........

Légica y conjuntos

4.1. Proposiciones abiertas . . ............

4.2. Paratoda(o) y Existe . . . .. .. ... ... ...

4.3. Diagramas de EULERyde VENN . . . . . . . ..
LEIBNIZ . . . . . ... ... .

VENN ... ...
EULERYy VENN . . .. ... ... . L
4.4. Logica, conjuntos y diagramas . . . ... ...

Relaciones

5.1. Producto cartesiano . . . . . ... ... ... ..
5.2. Relaciones . .. ... ... ... ... ... ...
5.3. Particiones . . ... ... .. ... .. .. ... .

Funciones

6.1. Definiciéon de funcién . . . . . . ... ...
6.2. Funciéninversa . ... ... ...........
6.3. Composicién de funciones . . . . . . ... ...
6.4. El conjunto vacio, ® . . .. ... ... ......
6.5. Propiedades . .. ... ... ...........

92
92
97

103

104

105

107

112

122

131
131
135



Indice general

Solucién a los problemas
Bibliografia
Indice alfabético

Simbolos y notacién

176
206
211

218

Vil



Introduccion

Matematicas basicas

La matematica, ademds de una muy compleja disciplina abs-
tracta con gran impacto en las ciencias y la tecnologia, es una
gran herramienta para resolver los problemas que se presen-
tan en nuestra vida cotidiana, ya sea en el &mbito profesional
o en el doméstico, ya sea en el &mbito personal o de alguna
comunidad, ya sea participando en la planificacion y optimi-
zacioén de recursos o participando en la toma de decisiones.

Conforme nos familiarizamos con los aspectos basicos de
las matemadticas mejoramos la educacién de nuestro sentido
comun, lo cual significa que cuando se nos ocurre algo sea algo
sensato. Asi, en lugar de actuar a lo loco o decir cualquier cosa
ante una situaciéon problemaética, en la toma de una decision,
al opinar sobre una accién o al estimar sobre un costo, nues-
tra opinién sea una opinion educada, una opinién autorizada
por el hecho de que sopesamos la situacion sobre la que opi-
namos. Es decir, nos vamos entrenando para visualizar una
situacién y emitir nuestra opinién tomando en cuenta sus
diversos aspectos.

Naturalmente, mientras mds complejas sean las situacio-
nes en que nos veamos involucrados, requeriremos de fami-
liarizarnos con aspectos mds avanzados de las matematicas.

Con las matematicas bésicas, las que forman parte de los
planes y programas de estudio de la escuela primaria, la se-
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Matemaéticas bédsicas

cundaria y el bachillerato, podemos atacar multitud de pro-
blemas de las més diversas dreas.

Si examinamos, por ejemplo, la CENEVAL, Guia del examen
nacional de ingreso al posgrado 2016 (EXANI-III) para el examen
utilizado en procesos de admision de aspirantes a cursar es-
tudios de especialidad, maestria o doctorado en la Republi-
ca Mexicana®, veremos que las matematicas requeridas son
practicamente las de la escuela primaria y secundaria, aun-
que usadas de diferente manera a como se ensefian.

Aunque las matematicas requeridas en el Exani-III son las
que cualquier profesionista deberia saber, es decir, las deberia
dominar cualquier egresado de una licenciatura, cualquiera
que ésta sea, sucede que no es asi. Multitud de personas van
eligiendo su camino académico esquivando las matematicas,
terminan su licenciatura y joh sorpresa! para entrar al pos-
grado se exige que dominen todo aquello que han tratado de
olvidar.

Capacitarse para hacer de las matematicas una herra-
mienta practica y usarla como si fuera un ldpiz no es
dificil, se requieren dos cosas, la primera es de carac-
ter técnico: hay que manejar las operaciones elemen-
tales, es decir la suma, resta, multiplicacién y divisiéon
de enteros, quebrados y decimales, y la segunda es de
actitud: abrir la mente, darse a entender y entender al
otro, escuchar la critica y saber opinar de manera criti-
ca. Con estas dos condiciones estaremos en capacidad
de iniciar el estudio de los aspectos de las matematicas
que usamos para resolver problemas. Ahora bien, hay
una tercera condicién, como en toda actividad, para do-
minarla hay que practicar.

1

Guia del examen nacional de ingreso al posgrado 2016 (EXANI-III). 13a
edicion. México. Ceneval, 2015. p. 5.
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INTRODUCCION

El sefior George Pdélya

(Qué significa resolver un problema? Segiin GEORGE POLYA,
“resolver un problema significa hallar una manera de superar
una dificultad, o rodear un obstédculo, para lograr un objetivo
que no podia obtenerse de inmediato” * .

¢(Coémo resolver problemas? En su popular obra How to
Solve It (Como resolverlo), GEORGE PoLya propone un méto-
do, llamado de los cuatro pasos, para resolver problemas:

1. Comprender el problema: ;Qué nos estdn preguntan-
do?, ;Cuadl es la incognita? ;A qué pregunta debemos
responder? ;Podemos expresar el problema con nues-
tras propias palabras?

2. Trazar un plan: Escoger una estrategia, hay multitud:
Buscar un patrén, resolver una ecuacion, trazar un dia-
grama, hacer una tabla o una lista, analizar un caso més
sencillo, hacer un modelo algebraico, proponer y recti-
ticar (ir atindndole), o alguna otra.

3. Llevar a cabo el plan: Una vez decidida la estrategia
hay que realizarla, que llevarla a cabo, es importante
actuar conforme lo hayamos planeado.

4. Revisar el resultado: ;Seguimos el plan, realizamos bien
las cuentas?, ;La respuesta es sensata, cumple todas las
condiciones solicitadas?, ;No hay otros resultados po-
sibles?, ;El método de solucién se aplica a otros casos
parecidos o mas generales?

Hay muchas recomendaciones a partir de los famosos
cuatro pasos. Una recopilacion importante la pueden encon-
trar en BILLSTEIN, LIBESKIND y LoOTT, MATEMATICAS: Un

2 Polya, G. Mathematical Discovery, Combined Edition. New York. John
Wiley & Sons, Inc., 1981. p. 1x


http://www.wiley.com/WileyCDA/WileyTitle/productCd-0471089753.html
http://www.wiley.com/WileyCDA/WileyTitle/productCd-0471089753.html

;Como esta la cosa?

enfoque de resolucion de problemas para maestros de educacion bd-
sica, p. 4.

La obra de Porya, How to Solve it! fue publicada en México
por la Editorial Trillas en 1989 con el titulo Cémo plantear y
resolver problemas.

GEORGE POLYA nacié en Budapest el 13
de diciembre de 1887, murié el 7 de sep- /"ﬁ\
fiemibre de 1985 en Palo Alto, California. ?
Su libro How fo Solve It estd traducido a )3:*.--' o)
multitud de idiomas. “Enseriar no es una ‘\
ciencia, es un arte”. Una estrategia: "Si -
no puedes resolver un problema, existe
uno mas facil que si puedes: hdllalo”.

#  Poélya Guessing, Vimeo.

;Coémo esta la cosa?

Quiza la primera interaccién que tengamos con una situa-
cién problematica sea realizar una estimacion: ;Cuédntos son?,
(Cuanto pesa?, ;Qué superficie tiene?, ;Hay suficiente ali-
mento para la multitud?

Es asombrosa la diferencia entre las respuestas a una es-
timacion.

Como habran comprendido, pueden ser graves las con-
secuencias de una mala estimacién, puede impactar en los
costos, en tiempos e incluso en pérdida de vidas humanas.

Bien, las personas que realizan una actividad, desarrollan
la capacidad de efectuar buenas estimaciones, que popular-
mente se llaman a ojo de buen cubero.

Realizar buenas estimaciones es una capacidad a desarro-
llar. Es muy dtil tener la capacidad de realizar buenas es-

X1
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Xii

timaciones, pues se trata de nuestro primer contacto con un
problema: Ver, a ojo de buen cubero, cémo estd la cosa. Emitimos,
asi, una opinién educada.

Naturalmente, después de la primera impresion, al ver las
cosas mds de cerca, al analizar, estamos en condicién de emitir,
no sélo una opinién, sino incluso un dictamen y estaremos en
capacidad de participar en una toma de decision.

(De qué se trata?

La presente obra forma parte de una coleccién que con el
pomposo titulo de Matemdticas para Todo pretende exponer
los elementos de varios temas usados en cada vez mas am-
plias y diversas disciplinas.

En este caso, los temas de Conjuntos y Légica, que algu-
na vez fueron considerados de alta especialidad, van ubican-
dose en grados cada vez mads elementales de la formacién
escolar, por lo pronto se exige familiaridad con esos temas
en casi cualquier posgrado y ni qué decir en las licenciatu-
ras de matematicas, fisica, ingenierias, computo, economia,
finanzas, administracién e incluso leyes y filosofia. El tema
de Funciones, que se presenta como obligada extension de las
Relaciones definidas en conjuntos, es fundamental para el es-
tudio del Cdlculo diferencial e integral y de temas avanzados
como el Andlisis matemdtico, la Topologia y otros.

Comenzamos la exposicion con las dificultades para defi-
nir el concepto de conjunto, desarrollamos el tema por medio
de algunas definiciones de conceptos y analizamos sus pro-
piedades y las verificamos por medio de una demostracion.
Aqui obtendremos nuestro primer logro, comprender qué es
una demostracion y saber cudndo una propiedad ha quedado
demostrada y por lo tanto establecida su veracidad o validez.

Y asi transcurre la presentaciéon, definimos un concepto,



¢De qué se trata?

vemos cudles son los objetos que cumplen esa definicién, ve-
mos cémo son los objetos que no cumplen con la definicién,
exhibimos ejemplos y contraejemplos de quienes cumplen y
de quienes no cumplen con la definicién y enunciamos pro-
piedades de esos objetos, generalmente como Afirmaciones,
Propiedades o Teoremas, cada una seguida de su Demostracion.
Sefialamos el final de un Ejemplo y de una Demostracién con
el simbolo ).

Complementamos los ejemplos con Ejercicios que son pa-
ra eso, para desarrollar el manejo del material recién pre-
sentado. Entre los temas mezclamos Problemas con los cuéles
se pretende impulsar a quienes estudien esta obra a realizar
su propio descubrimiento al resolverlos. Recomendamos que
traten de resolver los problemas, aunque al final del libro est4
la solucién de cada uno.

MANUEL LOPEZ MATEOS
manuel@cedmat.net
10 de febrero de 2019

n u ' aportacion voluntaria
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Capitulo 1

El lenguaje de los conjuntos

1.1. Estar o no estar

(Qué es un conjunto? Cada vez que lo intentamos definir em-
pleamos sinénimos como reunion, agregado, coleccién u otros.
No es posible definir el concepto de conjunto por medio del
lenguaje cotidiano.

GEORG CANTOR nacid en Saint Peters-
burg, Rusia, el 3 de marzo de 1845 y mu-
rié el 6 de enero de 1918 en Halle, Alema-
nia. Su trabajo se considera un “asom-
broso producto del pensamiento mate-
mdadtico y una de las mas bellas realiza-
ciones de la actividad humana”?.

7 Hilbert, D.. “Uber das Unendliche”. Mat-

hematische Annalen 95 (1926): 161-190.
euDML, p. 167.

El mismo GEORGE CANTOR (1845-1918), fundador de la
teoria de conjuntos y de los niimeros transfinitos, escribi¢*

T Cantor, G. “Beitrdge zur Begriindung der transfiniten Mengenleh-


http://eudml.org/doc/159124

1. EL LENGUAJE DE LOS CONJUNTOS

en 1895: Por un “agregado” se entenderd cualquier coleccion par-
te de un todo M formado de objetos definidos y separados m de
nuestra intuicion o nuestro pensamiento. Estos objetos se llaman
los “elementos” de M.

Es muy til la caracterizacion que di6 RicHARD DEDEKIND
(1831-1916), aunque usé la vaga descripcion de que “un con-
junto es un objeto de nuestro pensamiento, es como una co-
sa”?, advirti6 a continuacién que un conjunto C esta bien de-
finido si dado cualquier objeto, estd determinado si es un elemento
del conjunto C o no lo es3, lo cual permite trabajar con conjun-
tos sin tener que definirlos estrictamente, teniendo cuidado
de no colocarnos en situaciones paraddjicas, como en la lla-
mada paradoja del barbero*, donde se plantea la situacion de
un tnico barbero que afeita sélo a quien no puede hacerlo por si
mismo y se “define” a B como el “conjunto” de las personas
a quienes afeita el barbero.

JuLius WILHELM RICHARD DEDEKIND nacid
en Brunswick, Alemania, el 6 de octubre
de 1831 y murid ahi mismo el 12 de fe-
brero de 1916. Completd el proceso de
aritmetizacién del andlisis al caracterizar
los nUmeros naturales, y por lo tanto a los
numeros racionales, en tférminos de con-
juntos Katz, A History of Mathematics, p.
794,

Al usar el lenguaje de los conjuntos trataremos con ob-

re”. Mathematische Annalen, Vol. xrvi, 1895, pp. 481-512. Traducido
al inglés en CaNTOR, Contributions to the Founding of the Theory of
Transfinite Numbers), p.85.

2 Dedekind, R. Was sind und was sollen die Zahlen? Drud und Berlag
von Friedrich Biemeg und Sohn, p. 2, 1893. Traducido al inglés en
DEDEKIND, Essays on the Theory of Numbers, p. 21

3 DEDEKIND, Essays on the Theory of Numbers, p. 2.

Lorez Mateos, Cdlculo diferencial e integral, Borrador 1.


http://link.springer.com/article/10.1007/BF02124929
https://archive.org/details/wassindundwasso00dedegoog
https://archive.org/details/wassindundwasso00dedegoog

1.1. Estar o no estar

jetos pertenecientes a un universo, o total, denotado con Q
(omega maytuscula, la dultima letra del alfabeto griego) con los
cuales formaremos (siempre) conjuntos bien definidos, es
decir que

dado un conjunto C y un objeto x de Q, estd determi-
nado si x es un elemento de C o no lo es.

No siempre se menciona, de manera explicita, cudl es el
conjunto universo Q, supondremos que del contexto queda
claro cudles son los objetos considerados y que los conjuntos
estdn bien definidos.

EJEMPLO 1.1. PARADOJA DEL BARBERO. En un poblado hay
un tnico barbero® que afeita sélo a quien no puede hacerlo por
si mismo. Sea B el conjunto de personas a las que afeita el
barbero. B no esta bien definido como conjunto pues no esta
determinado si el barbero, a quien denotaremos con b, per-
tenece o no a B. Si b pertenece a B, entonces b es una de las
personas a quienes afeita el barbero jpero b es el barbero! Es
decir, b es afeitado por b, luego b se afeita a si mismo y, por
lo tanto, b no puede ser de las personas que afeita el barbero,
es decir, no es elemento de B. Suponer que b pertenece a B
implica que b no pertenece a B. Es facil obtener la conclusién
reciproca: suponer que b no pertenece a B y concluir que b
si pertenece a B.

B no esta bien definido como conjunto pues no
estd determinado si el objeto b es 0 no es un ele-
mento de B. ©

5  En la presentacién de La Paradoja de Russell en WIKIPEDIA hay un
resumen de un cuento que escribi hace tiempo imitando el estilo de
Las Mil y Una Noches, el original de mi cuento estd en LOPEZ MATEOS,
Los Conjuntos, pp. 4-9.


https://es.wikipedia.org/wiki/Paradoja_de_Russell

1. EL LENGUAJE DE LOS CONJUNTOS

DEFINICION 1.1. PERTENENCIA. Si C es un conjunto y x es un
objeto (de Q) que pertenece a C escribimos

x € C,

que se lee x es un elemento de C, x pertenece a C, o simplemente
x estd en C. El simbolo ‘€’ para denotar pertenencia viene
de la letra griega epsilon, €, se usa como abreviaciéon de la
palabra griega esti que significa estd.

En caso de que el objeto x no pertenezca al conjunto C,
es decir no sea un elemento de C, usamos el simbolo ‘¢" y

escribimos
x & C,

que se lee x no es un elemento de C, x no pertenece a C, o sim-
plemente x no estd en C.

Usaremos letras maytsculas, como A, B, ..., X, Y, Z, pa-
ra denotar conjuntos y letras mintsculas para denotar a los
elementos, como a, b, ¢, ..., x, y, z.

Descripcion y listas

Al referirnos a los elementos de un conjunto podemos des-
cribirlos:

El conjunto de los nombres de mis hermanos y hermanas,
o podemos listarlos:
Miguel Angel, Rocio y Amelia.

Consideramos los nombres de personas como el universo Q.
Usamos llaves { } alrededor de la descripcién y de la
lista.
La descripcion la escribimos ast:

H = {nombres | son los de mis hermano(a)s },



1.1. Estar o no estar

que se lee: H es el conjunto de nombres fales que (la raya
vertical “|” se lee tal, o tales, que) son los de mis hermano(a)s.
Colocamos la lista entre llaves:

H = {Miguel Angel, Rocio, Amelia}.
Usando los simbolos recién descritos vemos que

Amelia € H, mientras que Dora ¢ H.

EJEMPLO 1.2. Escribimos la descripcién del conjunto de los
continentes de nuestro planeta como:

C ={ continentes | son del planeta Tierra },
los listamos como:
C ={Africa, América, Asia, Europa, Oceania}.
Simbdlicamente,
Asia € C, mientras que Italia ¢ C.

Podemos considerar el conjunto universo (O como los nom-
bres de continentes, sin importar el planeta. )

EJEMPLO 1.3. El Mercado Comun del Sur (MERCOSUR) es un
proceso de integracién regional instituido inicialmente por
Argentina, Brasil, Paraguay y Uruguay al cual en fases pos-
teriores se han incorporado Venezuela y Bolivia, ésta dltima
en proceso de adhesion.

El MERCOSUR® es un proceso abierto y dindmico. Desde
su creacién tuvo como objetivo principal propiciar un espacio
comdn que generara oportunidades comerciales y de inver-
siones a través de la integracién competitiva de las economias
nacionales al mercado internacional.

6 Ver la pagina de Internet del MERCOSUR.


http://www.mercosur.int/innovaportal/v/3862/2/innova.front/en-pocas-palabras

1. EL LENGUAJE DE LOS CONJUNTOS

Describimos a los paises participantes en el MERCOSUR
como

P = {paises | participan en el MERCOSUR },
los listamos como
P = {Argentina, Brasil, Paraguay, Uruguay, Venezuela, Bolivia}
Podemos escribir que
Uruguay € P, y que, por ejemplo, Espafia ¢ P.
El contexto en el que ubicamos este conjunto P es de paises,

y ese serd el universo considerado. ©

ACTIVIDAD 1.1. BOLIVIAY EL MERCOSUR. ;Qué discusién pue-
de suscitarse acerca de Bolivia y el conjunto P del ejemplo
anterior? Documenta tus afirmaciones.

EJEMPLO 1.4. Segiin WIKIPEDIA?, las principales industrias
de Colombia son agricultura, alimenticia, bebidas, calzado,
equipos mecdnicos y de transporte, floricultura, ganaderia
mineria, petrolera, quimica y textiles. Lo describimos

I = {industrias | son principales en Colombia },
lo listamos como

I = {agricultura, alimenticia, bebidas, calzado,
equipos mecanicos y de transporte, floricultura,

ganaderia, mineria, petrolera, quimica, textiles}.

Usando el simbolo € de pertenencia a conjuntos, escribi-
mos que
quimica € I y electrénica ¢ I.

El universo se considera como los nombres de industrias. (©)

7 La Economia de Colombia en WIKIPEDIA.


https://es.wikipedia.org/wiki/Econom%C3%ADa_de_Colombia

1.1. Estar o no estar

FIGURA 1.1 En el universo Q) vemos conjuntos y puntos.

ACTIVIDAD 1.2. CONJUNTOS EN NOTICIAS. En algan articulo
periodistico escojan una noticia de actualidad y ubiquen va-
rios ejemplos de conjuntos, describanlos, listen sus compo-
nentes y digan en qué universo estan considerando los ob-
jetos. Escriban simbdlicamente la pertenencia de algunos de
sus elementos y ubiquen objetos del universo que no perte-
nezcan al conjunto en cuestion.

Recuerden que para usar conjuntos, deben estar bien de-
finidos, es decir que dado un objeto del universo esté deter-
minado si el objeto pertenece o né al conjunto en cuestion.

En el lenguaje de los conjuntos y en légica, se utilizan los
diagramas de Euler y los diagramas de Venn para ilustrar la
ubicacion de elementos de varios conjuntos y para represen-
tar proposiciones l6gicas. Los usamos para describir situa-
ciones no s6lo en matematicas, conjuntos y légica se usan en
los més diversos d&mbitos. En la Seccién 4.3 de la pagina 103
nos ocuparemos de ellos, mientras usaremos inocentes dia-
gramas intuitivos como en la figura siguiente, donde vemos
conjuntos y objetos o puntos —de hecho, a los elementos de
un conjunto les llamaremos puntos del conjunto.

En la Figura 1.1 son evidentes las siguientes relaciones de
pertenencia,

zeB, z¢A, y¢C, uceA, uebB, xeC

Hay un conjunto que no vemos, el conjunto vacio, que no
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tiene elementos y denotamos con (). Dado cualquier objeto x
del universo Q) tenemos que x ¢ (.

No debe asustarnos este conjunto sin elementos, lo pode-
mos pensar analogo al nimero cero: Si tengo 4 naranjas, doy
3 a Lupita y 1 a Juanito, jcon cudntas naranjas me quedo?
Pues con 0 naranjas. De manera andloga, si tengo una caja
con pelotas rojas, amarillas y verdes, ;cudl es el conjunto de
las pelotas azules en la caja? Pues el conjunto vacio.

DEFINICION 1.2. EL CONJUNTO VACIO. El conjunto vacio, que
denotamos con {), es el conjunto que no tiene elementos.

EJEMpPLO 1.5. Si Q ={1,3,5,7,9} encuentra el conjunto

P={xe€Q|xespar}.

SoLucion. Al examinar los elementos de Q, vemos que no
hay ahi nimeros pares, asi el conjunto de elementos de Q)
que son numeros pares es el conjunto vacio, es decir P = ().

©

No confundan el conjunto vacio, ), con el conjunto cuyo
tnico elemento es el conjunto vacio, A = {0}. El conjunto
vacio no tiene elementos, mientras que el conjunto A tiene
un elemento.

Describe, por medio de conjuntos,
1. Las temperaturas promedio de los 5 dias anteriores.
2. Los dias festivos del presente afio.
3. Los estados del agua.
4. La vegetacion de tu pais.
5. Tus fronteras.

6. El producto interno bruto de los dltimos diez afios.
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7. Los desastres naturales que incidieron en tu regién el
afio pasado.

8. Los planetas cercanos al Sol.

Complemento

Dado un conjunto A, los objetos del universo QO pueden cla-
sificarse en dos, los que son elementos de A y los que no, es
decir, los que pertenecen a A y los que no pertenecen a A.
DEFINICION 1.3. COMPLEMENTO. El conjunto de los objetos
de Q que no pertenecen a A es el complemento de A, lo deno-
tamos con A€, que se lee “A complemento”. Esto es,

AC={xeQ|x¢A},

que se lee: A complemento es igual al conjunto de los elemen-
tos x de Q tales que no pertenecen a A. También se escribe
EA (6] C_O_A.

Q

AC

FIGURA 1.2 A y el complemento de A.

EJEMPLO 1.6. Sea Q el conjunto de los meses del afio y M el
conjunto de meses que tienen 31 dias. ;Cudl es M?

SoLucion. El conjunto universo Q es el conjunto de los me-
ses del afio, y M el conjunto de los meses que tienen 31 dias,
nos piden que digamos cudl es el conjunto complemento de
M, es decir los meses que no tienen 31 dias. Para ello pode-
mos hacer una tabla con los nombres de los meses en una
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columna y el niimero de dias que tiene cada uno, en otra.
Asi podremos ver cudles son los nombres que nos piden. Es
decir, la respuesta serd el conjunto de meses del afio que no
tienen 31 dias.

Mes Dias Mes Dias Mes Dias
Enero 31 Mayo 31 Septiembre 30
Febrero 28/29 Junio 30 Octubre 31
Marzo 31 Julio 31 Noviembre 30
Abril 30 Agosto 31 Diciembre 31

En la tabla vemos que los meses que no tienen 31 dias son
febrero, abril, junio, septiembre y noviembre. Aunque en la
historia ha habido 30 de febrero®, no habra 31. Asi, la res-
puesta es

M€ = { febrero, abril, junio, septiembre, noviembre }. @

EJEMPLO 1.7. Segun el documento Perii: Estimaciones y Pro-
yecciones de poblacion total y por sexo de las ciudades principales,
2000—20157, la poblacién estimada para 2015 de las principa-
les ciudades del Perti es de:

Lima 9,886,647 Chiclayo 600,440
Arequipa 869,351 Iquitos 437,376
Trujillo 799,550 Piura 436,440

De las ciudades mencionadas, el conjunto X de las ciudades
que tienen menos de 700,000 habitantes es

X = {Chiclayo, Iquitos, Piura},

el complemento de X es X¢ = {Lima, Arequipa, Trujillo}, cu-
yos elementos son las ciudades del Perti que tienen 700,000 o
mas habitantes.

Véase 30 de febrero en WIKIPEDIA.
9 Fuente: Instituto Nacional de Estadistica e Informdtica del Pert.


https://es.wikipedia.org/wiki/30_de_febrero
https://www.inei.gob.pe/media/MenuRecursivo/publicaciones_digitales/Est/Lib1251/Libro.pdf
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SiY es el conjunto de esas ciudades cuyo nombre termina
con la letra “a”, entonces Y¢ = {Trujillo, Chiclayo, Iquitos}.
Del contexto se infiere cudl el conjunto universo considerado

Q = {Lima, Arequipa, Trujillo, Chiclayo, Iquitos, Piura}.
©

EJEMPLO 1.8. El grupo de pueblos indigenas mesoamerica-
nos perteneciente a la familia Maya tradicionalmente han
habitado en los estados mexicanos de Yucatan, Campeche,
Tabasco y Chiapas, en la mayor parte de Guatemala y en re-
giones de Belice y Honduras. Denotemos con M al conjunto
de paises americanos donde habitan pueblos mayas, asf,

M = {México, Guatemala, Belice, Honduras}.

Vemos que Ecuador ¢ M, es decir, Ecuador esta en el com-
plemento de M que es el conjunto de los paises americanos
que no estan en M. ©

Cuando se listan los elementos de un conjunto, basta
hacerlo una vez.

No hay distincién entre {3,3,3,2,2} y {2,3}, se trata del
mismo conjunto. En la lista de los elementos de un conjunto
aparecen ellos, no cudntas veces estan considerados.

EJEMPLO 1.9. Si P es el conjunto de las letras en la palabra
colorada, tenemos que P = {c,0,1,1,a,d}. No importa que en
la palabra aparezca dos veces la letra '0’, o la letra a’.  (©)

No importa el orden en que se coloquen los elementos de
un conjunto.

EJEMPLO 1.10. Acerca del conjunto P del ejemplo anterior,
P={co0rad ={acd]lonr} ©

11
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(Cuales son los departamentos de Costa Rica que no tienen
costa?

Con los datos del Ejemplo 1.8 de la péagina 11, describe el
conjunto S de los paises sudamericanos que pertenecen a la
zona Maya.

1.2. Contencion e igualdad

En la Figura1.1 de la pagina 7, vemos que hay objetos del
universo () que pertenecen a varios conjuntos, u € A pero
ademds u € B, de hecho en esa figura todos los puntos de A
pertenecen, a su vez, a B, es decir, A estd contenido en B, o
A es un subconjunto de B. Lo escribimos A C B. El simbolo
C se lee es subconjunto de.

DEFINICION 1.4. SUBCONJUNTO. Sean A y B dos conjuntos
en (), decimos que A es un subconjunto de B, o que A estd
contenido en B, y lo escribimos A C B, si cada elemento de A
es también un elemento de B.

Segun la definicién, A es un subconjunto de B si

xX€EA=x€B,

lo cual se lee si x es un elemento de A entonces x es un ele-
mento de B, o simplemente, x en A implica x en B.

EJEMPLO 1.11. Enla escuela primaria Justo SIERRA™ hay gru-
pos del 1° al 6° grados, sea Q el conjunto de estudiantes.

e El conjunto de estudiantes de sexto grado es un sub-
conjunto de Q.

19 Vean Justo Sierra en WIKIPEDIA


https://es.wikipedia.org/wiki/Justo_Sierra_M%C3%A9ndez
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e El conjunto de alumnas de sexto grado es un subcon-
junto del de estudiantes de sexto grado.

e El conjunto de las alumnas de sexto grado que cum-
plen afios en el mes de marzo es un subconjunto de las
alumnas de sexto grado.

©

Sea C un conjunto, y a un elemento de C. No es lo mismo
el elemento a de C que el subconjunto de C formado sélo
por el elemento a, es decir a # {a}. Las relaciones validas
son:a € C,ae{alo{a} CC.

Veamos algunos ejemplos de subconjuntos y como em-
plear el concepto de contencion.

EJEMPLO 1.12. Sea el conjunto universo
0={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}
y consideremos los conjuntos

A ={x € Q|xesmdltiplo de 4} = {4, 8}

B={xeQ|xesmultiplode 2} ={2,4,6,8}.

Claramente cada multiplo de 4 es un maultiplo de 2, es de-
cir, cada elemento de A es un elemento de B, luego A esta
contenido en B,

x € A=x € B, luego A C B.

Decimos también que B contiene a A, lo cual escribimos
B O A, mediante el simbolo O que también se lee es un supra-
conjunto de. )

13
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EJEMPLO 1.13. Inspirados en el ejemplo anterior, si nuestro
universo es IN, el conjunto de los ntimeros naturales, es decir
el conjunto de ntimeros que usamos para contar,

N=1{1,2,3...)

tenemos que todo mdltiplo de 4 es un multiplo de 2.™*

Si C es el conjunto de los multiplos de 4 y D es el conjunto
de multiplos de 2 en el pie de pdgina hemos demostrado que
C C D. Ahora bien, jes cierto que 32 es multiplo de 4? La
respuesta es si, pues 32 = 4 x 8. Entonces, por la contencién
C C D, 32 es maltiplo de 2:

Todo multiplo de 4 es un multiplo de 2, el namero 32 es
un mdltiplo de 4, luego el 32 es un mdltiplo de 2.

En el lenguaje de los conjuntos:
CCD,32¢cCluego32¢€D.

©

Apliquemos el razonamiento ilustrado en el ejemplo an-
terior al muy conocido silogismo.

EJEMPLO 1.14. Sea M el conjunto de los seres mortales y H
el conjunto de los hombres. Denotemos con s a Sécrates. Te-
nemos que H C M, es decir que si x € H entonces x € M, lo
cual significa que si x es hombre entonces x es mortal, 0 mas
claramente Todos los hombres son mortales. En particular s € H,
es decir Sdcrates es hombre, por la definicién de contencién
tenemos que x € M, es decir Sdcrates es mortal.

Todos los hombres son mortales, H C M, (esdecirx € H=x¢& M)
Sécrates es hombre, s € H,

Luego Socrates es mortal. Luego s € M. @

T jClaro! si un ndmero natural p es multiplo de 4 entonces debe ser de

la forma 4n para algin n € N, pero 4n = (2 x 2)n = 2(2n), es decir
que 4n es de la forma 2(2n) que es un mdultiplo de 2.
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FIGURA 1.3 Todos los hombres son mortales.

DEFINICION 1.5. SUBCONJUNTO PROPIO. Sean A y B dos con-
juntos tales que A C B. Si existe algtin elemento y € B tal
que y ¢ A decimos que A es un subconjunto propio de B y
lo expresamos con el simbolo C,

A C B.

Para que A sea un subconjunto propio de B se debe cumplir:
i) ACB,
ii) exista x € B tal que x ¢ A.

EJEMPLO 1.15. En el Ejemplo 1.12 de la pédgina 13, tenemos
que A C B y ademas, el nimero 6 € B (es un multiplo de 2)
pero 6 ¢ A (6 no es multiplo de 4), es decir, A es un subcon-
junto propio de B. ®)

Si A es un subconjunto propio de B, el conjunto A no
abarca todo B, luego hay elementos de B que no estdn en A.

Propiedades de la contencién

En la Figura 1.2, pdgina 9, vemos que A C Q.

En efecto, los conjuntos estan formados por
elementos de un universo Q, luego cada elemento del con-
junto A es un elemento de Q, tenemos entonces que A es

15
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subconjunto de Q, es decir, se cumple la propiedad A C Q
para cualquier conjunto A. ©

El conjunto vacio es un subconjunto de cual-
quier conjunto, es decir, si A es un subconjunto de Q,

hCA.

La definicién exige comprobar (para que un
conjunto esté contenido en otro) que cada elemento del pri-
mer conjunto sea un elemento del segundo, ;podemos verifi-
car que cada elemento del conjunto vacio es un elemento de
0?, ;c6mo, si el vacio no tiene elementos? Veamos,

(pueden exhibir algiin elemento del vacio que no esté
en O? No pueden pues el vacio no tiene elementos.
iAh, entonces como no hay elementos del vacio que no
estén en Q, todos estan! ©

Truculento jverdad?, en DiEUDONNE, Foundations of Modern
Analysis, p. 2, se define el conjunto vacio de un universo
Q como g = {x € Q| x # x}, es decir, los elementos del
conjunto vacio son los elementos de QO que son distintos a si
mismos: claramente nadie cumple con eso.

En el Capitulo 4 sobre Ldgica y conjuntos usaremos esa
definicion para otra demostracién’* de que ) C A para cual-
quier conjunto A.

EJEMPLO 1.16. Sea O = {a, b, c}. Halla todos los subconjuntos
de Q.

SoLucion. Los subconjuntos son ), {a}, {b}, {c}, {a, b}, {a,c},
{b,c} y el mismo Q ={a, b, c}. Son ocho subconjuntos.

12 Para una discusién informal ver LorEz MaTEOS, Cilculo diferencial e

integral, Borrador 1, p. 24;



1.2. Contencion e igualdad

DEFINICION 1.6. CONJUNTO POTENCIA. Al conjunto de todos
los subconjuntos de un conjunto dado A se le llama el con-
junto potencia de A y se denota con 22.

Los elementos de 2 son conjuntos. A un conjunto de con-
juntos se le llama familia.

EJEMPLO 1.17. En el Ejemplo 1.16 anterior, vimos que si () =
{a, b, c}, todos los subconjuntos de Q son ), {a}, {b}, {c}, {a, b},
{a,c}, {b,c} y el mismo QO = {a, b, c}. Asi, el conjunto potencia
de Q) es la familia de todos los subconjuntos de Q,

29 = {0,{a}, {b), {c},{a, b}, {a,c}, {b, ¢}, {a, b, c}}.

Asi, tenemos que {b, c} € 2 mientras que {{b},{c}} C 22.(0)

EJEMPLO 1.18. Como habrén visto en el ejemplo anterior, un
conjunto puede ser un elemento de otro conjunto. Si

0={1,2,3,4,5,6,7},
los siguientes son conjuntos bien definidos:

A=1{623, B={3{1,7}}, C={4,47}. ©O

Sean A y B dos conjuntos. Si A C B entonces
B¢ C A“.

La hipétesis es que A C B, es decir, que x €
A = x € B. Nos piden demostrar que B¢ C A€, es decir que
si x € B¢ entonces x € A°. Sea pues x € B, esto quiere decir
que x es un elemento de B¢, por definicién de complemento
tenemos entonces que x ¢ B, pero si x no es un elemento de
B tampoco puede ser elemento de A (pues como A C B, si
x € A entonces x € B), es decir x ¢ A, lo cual implica que
x € A% Hemos demostrado que si x € B entonces x € AS,
es decir, que B¢ C A€, lo cual se ilustra en la Figura. 1.4 a
continuacion.

17
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O,

FIGURA 1.4 A C B ;pueden ver que B¢ C A°?

1. Si Q es el conjunto de los elementos que aparecen en la

Tabla Periddica de los Elementos'3, halla los siguientes
subconjuntos de Q: el conjunto A de los metales alca-
linos, el conjunto B de los actinidos y el conjunto C de
los gases nobles.

. Denotemos con A el conjunto de paises del continente
americano. ;Cudl es el subconjunto S de A formado por
los paises del subcontinente llamado América del Sur?

. Del conjunto S del ejercicio anterior halla los siguientes
subconjuntos: D de los paises andinos E de los paises
donde el idioma predominante es el espafiol.

. ¢Es cierto que A C A, para cualquier conjunto A? Justi-
fica tu respuesta.

Las relaciones de contencion y contencion propia entre dos
conjuntos cumplen con una propiedad importante, son tran-
sitivas, es decir que si A esta contenido en B, y B estd conte-
nido en C, entonces A estd contenido en C. El simbolo “="
se lee entonces o implica. Asi, la expresion

ACByBCC=ACC

Vean la Tabla Periddica de los Elementos en WIKIPEDIA


https://es.wikipedia.org/wiki/Tabla_peri%C3%B3dica_de_los_elementos

1.2. Contencion e igualdad

también se lee A contenido en B y B contenido en C implica A
contenido en C.

Si A, B y C son conjuntos de un universo (), se
cumplen las siguientes propiedades de la contencion.

i) A C A, la contencion es reflexiva.

iil) Si A € By B C C entonces A C C, la contencion es
transitiva.

Esta propiedad nos servira para ilustrar lo
que significa una demostraciéon. Una vez definido un con-
cepto, en este caso la contencion de conjuntos, cada vez que
afirmemos algo acerca de la contencién, debemos demostrar-
lo.

El primer punto de la propiedad afirma que si A es un
conjunto entonces A C A, que cada conjunto es subconjunto
de si mismo. ;Cémo se demuestra? Hay que verificar que la
afirmacién A C A cumple la definicién. ;Qué pide la defini-
cioén? Pide verificar que cada elemento de A es también un
elemento de B, es decir quex € A = x € B.

La afirmacion es que A C A, asi, hay que verificar que si
x es un elemento de A entonces x es un elemento de A. ;Es
cierto? jClaro! si x estd en A entonces x estd en A, luego A C A.

O

FIGURA 1.5 A es subconjunto de B que a su vez es subconjunto de
C, luego A es subconjunto de C.

Q

En la segunda propiedad tenemos dos hipétesis, que A C
B y que B C C, hay que demostrar que A C C.

19
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A C B significa que cada elemento de A es un elemento
de B; B C C significa que cada elemento de B es un elemento
de C. Queremos ver si es cierto que cada elemento de A es un
elemento de C. Tomemos entonces x un elemento de A, pero
x €A = x € Besdecir xestden B, perox € B = x € C,
luego x € C. Hemos visto que si x € A entonces x € C, es
decir, hemos demostrado que si A C B y B C C entonces
A CC. ®

Propiedades de la igualdad

DEFINICION 1.7. |GUALDAD. Dos conjuntos A y B son igua-
les, 1o escribimos A = B, si se cumple que

ACB y BCA.

Podemos expresar la definicién de igualdad entre conjuntos
usando el simbolo “«” que representa la equivalencia l6gica
entre dos afirmaciones

A=B < ACB y BCA,

que se lee

A es igual a B si, y sélo si,
A estd contenido en B y B estd contenido en A.

Para demostrar que dos conjuntos son iguales hay que
demostrar que se cumple la doble contencion, es decir que
el primer conjunto estd contenido en el segundo y que el
segundo esta contenido en el primero.

EJEMPLO 1.19. El conjunto P de los nimeros primos menores
que 10 es igual al conjunto T ={2,3,5, 7} pues cada elemento
de P es un elemento de T y cada elemento de T estd en P. (©)
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Dado un conjunto A, el complemento del com-
plemento del conjunto es el conjunto, es decir (A°)° = A.

Como se trata de una igualdad de conjun-
tos, hay que demostrar que se cumple la doble contencién, es
decir, que (A°)° C Ay que A C (A°)“.

Para demostrar que se cumple cada una de las conten-
ciones de conjuntos, hay que verificar que cada elemento del
primer conjunto es un elemento del segundo conjunto, asf,
sea x € (A®)S, por definiciéon de complemento x ¢ A€, nue-
vamente por definicién de complemento tenemos que x € A,
luego (A€) C A.

De manera reciproca, si x € A entonces no puede estar en
su complemento, es decir x ¢ A€, pero si x no estd en ese con-
junto entonces estd en su complemento, es decir x € (A°)S,
concluimos que A C (A€)¢ y con ello la igualdad deseada.

©

El complemento del conjunto vacio es el total,
fc=Q.

Para verificar que dos conjuntos, digamos
Ay B, son iguales debemos corroborar que cada elemento
del primer conjunto es un elemento del segundo y viceversa,
que cada elemento del segundo conjunto es un elemento del
primero.

En este caso los conjuntos son (€ y ), debemos hacer ver
que (¢ C Q y que Q C (.

Por la Propiedad 1.1 de la pagina 15, sabemos que cual-
quier conjunto es subconjunto del total, asi que ) C Q. Aho-
ra bien, si x estd en () no puede estar en el vacio (nadie estd),
luego esta en su complemento, es decir x € (€. ®©

El complemento del total es el vacio, Q¢ = ().
¢La intentan? ©

La relacion de igualdad entre conjuntos es

21
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1. Reflexiva, es decir A = A,
2. Simétrica, es decir si A = B entonces B=Ay

3. Transitiva, es decir, si A = B y B = C entonces A = C.

Queda como Problema. ©

Al afirmar que se cumple una propiedad es necesario verifi-
car que se cumple su definicién. También es importante di-
rimir cudndo no se cumple una propiedad, es decir, cudndo
no se cumple la definicién. Sean A y B dos conjuntos, ;qué
significa que A no sea un subconjunto de B?

Analiza los conjuntos X y Y definidos en el Ejemplo 1.7 de la
pagina 10, ;jes cierto que X C Y?

En la escuela del Ejemplo 1.11 de la pagina 12, sea A el con-
junto de las alumnas de sexto grado y B el conjunto de las
alumnas de sexto grado que cumplen afios en el mes de mar-
zo. ;Es cierto que A C B? ;Es cierto que A C B?

Demuestra la Propiedad 1.7 de la pagina 21: El complemento
del total es el vacio, es decir Q¢ = ().

Demuestra que la relaciéon de igualdad entre conjuntos es
reflexiva, simétrica y transitiva, segtin se afirma en la Propie-
dad 1.8 de la pagina 21.
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1.3. Interseccion y union

Las dos operaciones principales entre conjuntos son la inter-
seccién y la unién. La primera describe a los objetos comu-
nes a los dos conjuntos, la segunda describe a los objetos de
los dos conjuntos.

DEFINICION 1.8. INTERSECCION. El conjunto interseccion de
los conjuntos A y B estd formado por los objetos que perte-
necen a A y que pertenecen a B. Lo denotamos con ANB y
escribimos

ANB={xeQ|xeA y xeB}

que se lee A interseccion B es igual al conjunto de los puntos x en
Q tales que x pertenece a A y x pertenece a B.

DEFINICION 1.9. UNION. El conjunto unién de los conjuntos
Ay B esta formado por los objetos que pertenecen a A o que
pertenecen a B, o pertenecen a ambos. Lo denotamos con
A UB y escribimos

AUB={xeQ|xe€A o xeB},

que se lee A unién B es igual al conjunto de los puntos x en Q)
tales que x pertenece a A o x pertenece a B, o pertenece a ambos.

Para que un objeto x pertenezcaa ANB
debe estar en A y en B, debe estar en los dos conjuntos.

Para que un objeto x pertenezcaa A UB
basta con que pertenezca a alguno de los dos,
basta con que esté en uno de ellos.

EJEMPLO 1.20. Sea Q = {1,2,3,4,5,6} y los conjuntos A =
{2,3,5,6}, B={1,2,4,5}y C={1,3,5}.

Tenemos que ANB ={2,5}, ANC ={3,5}, y que AUC =
{1,2,3,5,6} yAUB = Q.
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ANB AUB

FIGURA 1.6 Las partes sombreadas representan la interseccién y la
unién de dos conjuntos, respectivamente.

EJEMPLO 1.21. La interseccién de los conjuntos X y Y de las
ciudades del Ejemplo 1.7 de la pagina 10 es:

XNY = {Piura},

formado por las ciudades que tienen menos de 700,000 habi-
tantes y su nombre termina con la letra “a”. Mientras que la
union es

XUY = {Lima, Arequipa, Chiclayo, Iquitos, Piura},

formado por las ciudades que tienen menos de 700,000 habi-
tantes 0 su nombre termina con la letra “a”. ®)

EJEMPLO 1.22. Cualquier aleacién de cobre y estafio se lla-
ma bronce. Hay muchas aleaciones que contienen pequefias
cantidades de otros materiales. Al afiadir foésforo se obtiene
resistencia al uso, el bronce con plomo sirve para hacer par-
tes moéviles, con niquel se obtiene dureza y sirve para hacer
engranes, con silicon se hace més fuerte para rodamientos y
es resistente a la corrosion, se usa para hacer partes de bar-
cos. Hay otras aleaciones de cobre sin estafio que también se
llaman bronce, como el cobre con aluminio llamado bronce
de aluminio, el cobre con zinc llamado latén y el cobre con
zinc y manganeso llamado bronce de manganeso.
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Expresamos como conjuntos a las aleaciones anteriores:

B = {cobre, estafio}, S ={cobre, estaio, silicon},
F = {cobre, estafio, f6sforo}, A = {cobre, aluminio},

P = {cobre, estafio, plomo}, L ={cobre, zinc},

N = {cobre, estafio, niquel}, = M = {cobre, manganeso}.

Claramente

FNAN =B,
M N A = {cobre},
S UP ={cobre, estafio, silicon, plomo} y

L UB = {cobre, estafio, zinc}.

©

ACTIVIDAD 1.3. PAISES Y ORGANISMOS. Considera el conjun-
to de paises del continente americano. Averigiia qué organis-
mos o asociaciones de paises representan las siguientes siglas
y establece relaciones de contencién entre ellas, analiza las
intersecciones y ve si la unién de varios organismos consti-
tuyen otro. Determina a qué organismos pertenece tu pais y
a cuales no: ALBA, ALCA, CAN, G3, BID, MCCA, TLCAN,
CEPAL, FAO, OEA, OLADE, OLAS, ONU, OPANAL, OPEP,
OSPAAL, OTAN, UNESCO.

DEFINICION 1.10. AJENOS. Dos conjuntos A y B son ajenos
si su interseccién es el conjunto vacio, es decir

Ay B son ajenos < ANB = .

EJEMPLO 1.23. El mejor ejemplo de conjuntos ajenos es A y
su complemento. Son ajenos porque A NA® = (). Dado x € A
tenemos que x ¢ A y viceversa, si x € A® por definicién
x ¢ A, asi A y A° no tienen elementos en comun. )
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EJEMPLO 1.24. Si X es el conjunto de paises que limitan con
el Océano Indico y Y es el conjunto de paises que limitan con
el Mar Caribe, claramente los conjuntos X y Y son ajenos. (©)

Para las preguntas de la 1 a la 5 considera que A es el con-
junto de paises del continente americano, y define:

T ={x € A | x limita con el Océano Atlantico },

P ={x € A | x limita con el Océano Pacifico }.
1. Obtén TN P.
2. (Es cierto que T¢ = P? ;Por qué?
3. Halla (TUP)c.

4. Define dos conjuntos, Q y R, de elementos de A que
sean ajenos y que QUR C T.

5. Encuentra un conjunto S tal que S C TN P.

Si E es el conjunto de los paises que tienen frontera con Pe-
ra y N es el conjunto de los paises que tienen frontera con
Venezuela, ;Cudl es ENN y cudl EUN?

Propiedades de la interseccién
La operacion de interseccion de conjuntos es:
i) Idempotente, es decir ANA = A,

ii) Conmutativa, es decir ANB =BNA,

iii) Asociativa, es decir ( ANB)NC=AN(BNC).
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i) Si x € AN A entonces, por definicion de interseccién
tenemos que x € Ay x € A, concluyendo que x € A, es
decir AN A C A. Reciprocamente, si x € A entonces es
cierto que x € Ay que x € A, luego x € AN A, es decir
A C AN A. Hemos mostrado la doble contencién y por
lo tanto que ANA = A.

ii) Si x € AN B, por definicién de interseccién tenemos que
x € Ay x € B, lo cual es equivalente a decir que x € B
y x € A, es decir, que x € BN A, tenemos entonces que
ANB C BNA. El reciproco se obtiene de manera similar
BNA C ANB. Concluimos, por la doble contencién, que
ANB=BNA.

iii) Si x € (ANB)NC, por definicién de interseccién tene-
mos que x € ANB y que x € C, aplicando de nuevo la
definicién obtenemos x € Ay x € By x € C, de donde
x € Ayx € BNC, concluyendo que x € AN (BNC), es
decir obtenemos que (ANB)NC C AN(BNC) queesla
primera parte de la doble contencién. De manera analo-
ga se obtiene la segunda parte AN(BNC) C (ANB)NC.
Por lo tanto (ANB)NC =AN(BNC).

Si A y B son conjuntos tales que A C B entonces
ANB=A.

El teorema afirma que si se cumple la hip6-
tesis A C B, entonces AN B = A, es decir que se cumple una
igualdad entre conjuntos. Debemos demostrar que se cumple
la doble contencién. Para ello sea x € A N B, por la definicién
de intersecciéon tenemos que x € A y x € B, es decir x € A,
luego AN B C A. Para la segunda contencion, sea x € A, por
la hipétesis como x € A tenemos x € B, luego x € Ay x € B,
por lo tanto x € A N B. Tenemos entonces que ANB = A. ()

El anterior Teorema 1.1 tiene un reciproco en donde se in-
tercambian la hipétesis y la conclusién,
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Si A y B son conjuntos tales que ANB = A en-
tonces A C B.

Aqui la hipétesis es que ANB = A, quere-
mos demostrar que si se cumple, entonces A C B, para ello,
sea x € A. Como A = AN B entonces si x € A tenemos que
a € AN B; por definicién de interseccién, lo anterior implica
que x € Ay x € B, es decir, x € B, luego A C B. ®)

Los dos teoremas anteriores, el Teorema 1.1 y el Teore-
ma 1.2 se pueden enunciar como uno solo:

Si Ay B son conjuntos, A C B si, y sélo si, AN
B=A.
Mismo que ya demostramos. @

1. Completa la demostraciéon del inciso (ii) de la Propie-
dad 1.9, que BNA C ANB.

2. Completa la demostracién del inciso (iii) de la Propie-
dad 1.9, que AN(BNC) C (ANB)NC.

3. Demuestra que (AN B) C A para cualquier conjunto B.

Demuestra que se cumplen las siguientes propiedades de la
interseccion.

i) AN0 = 0. La interseccién de un conjunto con el vacio es
el vacio.

ii) ANQ = A. La interseccién de un conjunto con el total
es el conjunto.

iii) AN A€ = (. La interseccién de un conjunto con su com-
plemento es el vacio.
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Propiedades de la unién
La operacién de union de conjuntos es:
i) Idempotente, es decir AUA = A,
ii) Conmutativa, es decir AUB =BUA,

iii) Asociativa, es decir ( AUB)UC =AU (BU C).

i) Si x € AU A entonces, por definicion de unién tenemos
que x € A ox € A, concluyendo que x € A, es decir
A UA C A. Reciprocamente, si x € A es cierto que x € A
oquex € A, luegox € AUA, es decir A C AUA. Por la
doble contencién tenemos que A UA = A.

ii) Si x € AUB, por definicién de unién tenemos que x €
A o0 x € B, lo cual es equivalente a decir que x € B o
x € A, es decir, que x € BUA, tenemos entonces que
A UB C BUA. El reciproco se obtiene de manera similar
BUA C AUB. Concluimos, por la doble contencién, que
AUB=BUA.

iii) Six € (AUB)UC, por definicién de unién tenemos que
x € AUB o x € C, aplicando de nuevo la definicién de
unién obtenemos x € A o x € B o x € C, de donde
x € Aox € BUC, concluyendo que x € AU (BU C),
es decir obtenemos que (AUB)UC C AU (BUC) que
es la primera parte de la doble contencién. De manera
andloga se obtiene la segunda parte AU(BUC) C (AU
B)U C. Por lo tanto (AUB)UC =AU (BUC). ©

Para la unién tenemos una propiedad analoga al Teore-
ma 1.3,
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Para dos conjuntos A y B, tenemos que A C B si,

y solosi, AUB = B.

i)

ii)

El teorema consta de dos afirmaciones:
Si A C B entonces A UB = B.

Si AUB = B entonces A C B.

Vamos por partes,

i)

En la primera, el teorema afirma que si se cumple la
hipétesis A C B, entonces A UB = B, es decir que se
cumple una igualdad entre conjuntos. Debemos demos-
trar que se cumple la doble contencion. Para ello sea
x € AUB, por la definicién de unién tenemos que x € A
0 x € B, pero x € A, por hipétesis, implica x € B, luego
A UB C B. Para la segunda contencién, sea x € B, luego
x € Aox € B, porlo tanto x € AUB, es decir B C AUB.
Tenemos entonces que A UB = B.

La hipotesis de la segunda parte es que AUB = By
debemos demostrar que A C B. Para ello, sea x € A,
entonces se tiene que x € A o x € B para cualquier
conjunto B, luego x € AUB, y por hipétesis AUB = B,
luego x € B, es decir A C B. )

1. Si en el Ejemplo 1.11 de la pagina 12 definimos S como

30

el conjunto de las alumnas de sexto grado y M como el
conjunto de las alumnas de sexto grado que cumplen
afios en el mes de marzo, halla S U M.

Demuestra que AU = A.

. Completa la demostracion del inciso (ii) de la Propie-

dad 1.10, que BUA C AUB.
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4. Completa la demostraciéon del inciso (iii) de la Propie-
dad 1.10, que AU (BUC) C (AUB)UC.

5. Demuestra que A C (A U B) para cualquier conjunto B.

EJEMPLO 1.25. Si Ay B son dos conjuntos entonces (A UB) N
A=A, pues A C (AUB). ©

Demuestra que se cumplen las siguientes propiedades de la
union.
i) AU = A. La unién de un conjunto con el vacio es el

conjunto.

ii) AUQ = Q. La unién de un conjunto con el total es el
total.

iii) AUA® = Q. La unién de un conjunto con su comple-
mento es el total.

Leyes distributivas

Las operaciones de intersecciéon y unién se relacionan me-
diante las leyes distributivas que enunciamos a continuacion.

Si A, B y C son conjuntos formados con elementos
de Q, se cumple que

i) AN(BUC) = (ANB)U(ANC), la unién distribuye a la
interseccion.

iil) AU(BNC) = (AUB)N(AUC), la interseccion distribuye
a la union.
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i) Debemos mostrar que se cumple la doble contencién

AN(BUC)C (ANB)U(ANC)
y  (ANBJU(ANC)CAN(BUC).

Para la primera contencién debemos mostrar que cada
elemento x en AN (BUC) es, a su vez, un elemento de
(ANB)U(ANC),

sea puesx € AN(BUC),
esto implicaquex € A y x € BUC,
perox c BUC = x€B o xe C.

Tenemos entonces que x estd en A, eso es seguro, y, ade-
mads, que x estd en B o x estd en C, es decir que x esta
enAyenB,oxestien AyenC,luegox € (ANB) o
x € (ANC), esdecirx € (ANB)U(ANC) lo cual implica
que AN(BUC) C (ANB)U(ANC).

Para la segunda contencién regresamos por los pasos
que dimos para demostrar la primera. Sea x € (ANB) U
(ANC), por lo tanto, x € (ANB) ox € (ANC), es decir
x estien A yen B, o x estd en Ay en C lo cual significa
que x necesariamente estd en A y puede estar en B o en
C,dedondex e Ayx e (BUC),esdecirx e AN(BUC)
obteniendo que (ANB)U(ANC) CAN(BUC).

Hemos demostrado la doble contencién y con ello la pro-
piedad (i).

ii) Se demuestra de manera anéloga. )

Reduce la expresion

(AUBUCUD)N(AUBUC)N(AUB)NC.



1.4. Leyes de DE MORGAN

Demuestra el inciso (ii) del Teorema 1.5 de la
pagina 31.

Demuestra que para cualesquiera dos conjuntos A y B, se
cumple que

(AUB)N(AUB®) =A.

Leyes de absorcién

Usaremos los resultados enunciados en los teoremas 1.3y 1.4
de las paginas 28 y 30, respectivamente.

LEYES DE ABSORCION. Si A y B son dos conjuntos,
tenemos que

i) (ANB)UB = B.

ii) (AUB)NB =B.

Por el altimo de los Ejercicios 1.3 de la pagi-
na 28 tenemos que AN B C B, y por el Teorema 1.3 tenemos
que (ANB)UB =B.

©

Demuestra el inciso (ii) del Teorema 1.6.

1.4. Leyes de De Morgan

Dos importantes propiedades relacionan las operaciones de
interseccién y unién con el concepto de complemento.
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Aucustus DE MORGAN Nacid el 27 de ju-
nio de 1806 en Madurai, India, y murid
el 18 de marzo de 1871 en Londres. Ma-
temdtico y l6gico, sostenia que es posi-
ble crear un sistema algebraico a par-
tir de simbolos arbitrarios y leyes bajo las
cuales se operaran estos simbolos, y que
posteriormente se podian dar interpre-
taciones de esas leyes Katz, A History of
Mathematics, p. 732.

LEYES DE DE MORGAN. Sean A y B dos conjuntos,
se tiene que

1. (ANB)°=A“UBS,
2. (AUB)*=A°“NB".
La primera se lee: el complemento de la interseccion es la union

de los complementos y la segunda, el complemento de la unién es
la interseccion de los complementos.

Para cada ley es necesario mostrar la doble
contencion. Veamos la (1).
i) (ANB)°C A°UBS,
y ii) AUB®C (ANB)S.
Ataquemos la contencion (i),

sea x € (ANB)S,
luego x ¢ AN B.
Si x no esta en la intersecciéon de A y B entonces x no pertene-
ce a A o no pertenece a B (pues si estuviera en los dos estaria

en la interseccién), luego x ¢ A o x ¢ B, es decir x € A o
x € B¢, de donde x € AU B¢, mostrando asf (i).
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Reciprocamente, para mostrar la veracidad de la conten-
cién (ii) suponemos que x € A°UB€, luego x € A® o x € B,
es decir x no estd en A 0 x no esta en B, luego no puede estar
en la interseccién de A y B, es decir x ¢ AN B, de donde
x € (ANB)S, con lo cual mostramos la contencion (ii). Estas
dos contenciones implican que se cumple la propiedad (1).

La propiedad (2) se demuestra de manera anéloga.

1. Sea el universo Q = {1,2,3,4,5,6,7}, y los conjuntos
A=1{3,57},B={1367y C={273,64,6}. Verifica que
se cumplen las leyes distributivas.

2. Verifica que se cumplen las leyes de De Morgan para
los conjuntos del problema anterior.

Demuestra la segunda ley de DE MoRrRGaN: (A UB) = A°N
B¢. Propiedad (2) del Teorema 1.7 (pagina 34).

1.5. Diferencia y diferencia simétrica

DEFINICION 1.11. DIFERENCIA. La diferencia de A y B, que
se denota con A \ B y se lee “A diferencia B”, es el conjunto
de puntos de A que no estdn en B, es decir,

A\B={xeQ|xeA y x¢B}L

En la Figura 1.7, presentamos un diagrama en donde la
parte sombreada ilustra la diferencia A \ B.

Al conjunto A \ B también se le llama el complemento de B
respecto de A, que se escribe (B.

La diferencia A\ B se puede expresar como AN

B€, es decir
A\B=AnNB".
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FIGURA 1.7 Los puntos de A que no estan en B.

De la definicién de diferencia vemos que

xeEA\B&xeAy x¢B
&SxeAy xeB©
& x e ANBS. ©

Contrario a lo que sucede con las operaciones de inter-
secciéon y unién de conjuntos, la diferencia de dos conjuntos
no es una operacion conmutativa, es decir, no se cumple que
A\B =B\A.

EJEMPLO 1.26. Si en un salén de clase llamamos A al conjun-
to de las alumnas y B al conjunto de quienes usan pantalén,
no es lo mismo A \ B, el conjunto de alumnas que no usan
pantalén, que B \ A, el conjunto de quienes usan pantalén
que no son alumnas. El primero es el conjunto de las alum-
nas que usan falda y el segundo es el de los alumnos. El
universo () es el conjunto de personas inscritas en la clase.

©

En una playa, Sea L el conjunto de las perso-
nas que usan lentes obscuros y M el conjunto de las personas
que traen reloj. Describe A\ By B\ A.

Si Ay B C Q), demuestra que los conjuntos A\ By B\ A son
ajenos.



1.5. Diferencia y diferencia simétrica

Si A, By C son conjuntos que no son ajenos dos a dos, ilustra
con diagramas el conjunto (A \ B) \ C. ;De qué otra manera
se puede expresar ese conjunto?

DEFINICION 1.12. DIFERENCIA SIMETRICA. La diferencia simé-
trica de A 'y B, que se denota con A A B y se lee “A diferencia
simétrica B”, es el conjunto de puntos que estdn en A o0 estdn
en B pero no estan en ambos, se define como

AAB=(A\B)U(B\A).

La diferencia simétrica de dos conjuntos se puede expre-
sar de varias maneras como combinacién de uniones e inter-
secciones de conjuntos, asi como de sus complementos. Esas
expresiones serdn utiles cuando estudiemos légica en el Ca-
pitulo 2. Las presentamos después de la figura, una como
Propiedad y la otra como Problema.

Q

FIGURA 1.8 Los puntos que estdn en A o en B pero no en ambos.
La diferencia simétrica A /A B se puede expresar
AAB=(AUB)N(ANB)".

Por la definicién de diferencia simétrica te-
nemos
AAB=(A\B)U(B\A),
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pero por la Propiedad 1.11, A\ B = AN B, substituimos,
AAB=(ANBY)U(BNAS,

distribuimos la unién con la interseccién de la derecha y ob-
tenemos

AAB=((ANB)UB)N((ANBYUAS)

distribuyendo ahora las dos uniones,
= ((AUB)N(B°UB)) N ((AUAS)N(BSUAY))

pero la unién de un conjunto y su complemento es el total,
= ((AUB)NQ) N (QN(BTUAY))

y la interseccién de un conjunto con el total es el conjunto,
= (AUB)N (B UAS),

aplicamos la ley conmutativa a la unién de la derecha,
= (AUB)N(A“UBS)

y, finalmente, por las leyes de DE MORGAN,
=(AUB)N(ANB)C. ©

Demuestra que la diferencia simétrica es una
operacion conmutativa.

(Qué puedes decir de dos conjuntos E y F
talesEAF=EUF?

Demuestra que la diferencia simétrica A A B se puede expre-
sar como
AAB=(AUB)\(ANB).

1.6. Algebra de conjuntos

Para conjuntos arbitrarios A, B y C, se cumple:



1.6. Algebra de conjuntos

1. A\(A\B)=AnNB.
2. AN(B\C)=(ANB)\(ANC).
3. (A\BJU(A\C)=A\(BNnC).

1. Enla Propiedad 1.11 de la pagina 35 sobre la diferencia,
demostramos que A \ B = A N B, entonces

AN (ANB) =AN(A\B),

aplicando la misma propiedad dentro del paréntesis del
lado derecho de la igualdad

A\ (A\B)=AN(ANB9S,
ahora aplicamos las leyes de DE MORGAN
A\ (A\B)=AnN(A°U(B))

pero (B€)¢ = B, segin demostramos en la Propiedad 1.5
de la pagina 21, entonces

A\ (A\B)=AN(A“UB);

ahora aplicamos la primera ley distributiva demostrada
en el Teorema 1.5 de la pagina 31 y obtenemos

A\ (A\B)=(ANAS) U (ANB),
pero AN AS =), asi
A\ (A\B)=0U(ANB);

finalmente, segtin demostramos en el Problema 1.11,
como la unién del vacio con cualquier conjunto es ese
conjunto, tenemos

A\ (A\B) = ANB.
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2. Comenzamos con la expresion del lado derecho de la
igualdad a demostrar, (A N B) \ (AN C), aplicamos la
definicién de diferencia y obtenemos

(ANB)\(ANC)=(ANB)N(ANC)S,

aplicamos las leyes de DE MORGAN al segundo parén-
tesis del lado derecho

(ANB)\(ANC)=(ANB)N(A“UC),
por la distribucién de la unién
(ANB)\(ANC) = ((ANB)NA°)U((ANB)NCe).
Por la asociatividad de la interseccion
(ANB)\(ANC)=(ANBNA Y U(ANBNC,
como AN A€ = () tenemos
(ANB)\(ANC)=0U(ANBNCY,

pero la unién del vacio con cualquier conjunto es el
conjunto

(ANB)\(ANC)=(ANBNC,
por la asociatividad de la interseccién

(ANB)\(ANC)=AN(BNC,
y, finalmente, por la definicién de diferencia

(ANB)\N(ANC)=AN(B\C).

3. Comenzamos con el lado izquierdo de la igualdad, (A \
B) U (A \ C), aplicamos la definicién de diferencia y ob-
tenemos

(A\BJU(A\C)=(ANBYU(ANCY);
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+

como la unién distribuye a la intersecciéon, podemos
“factorizar” A en el lado derecho y obtener

(A\B)U(A\C)=AnN(B“UC).
Aplicamos las leyes de DE MORGAN,

(A\BJU(A\C)=AN((BNC)S,
y, finalmente, por la definicién de diferencia,

(A\B)U(A\C)=A\(BNC). ®

. Verifica que (A\C)U(B\C)=(AUB)\C.
. Verifica que (A\B)U(B\A) =(AUB)\ (ANB).

. Demuestra que AU (B\ A) = AUB.

. Demuestra que AN (B\ A) = 0.

Reduce las siguientes expresiones:

(BUB)N(ANB))N(AN(BNA)).

ANB)N(A\B).

((

. [(An(BUC))N(A\B)]N(BUCE).
(
- (

(ACUB)NA)U (B°N(AUB)).
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Resumen de Propiedades

(A°)¢ =A. El complemento del complemento de un
conjunto, es el conjunto.

0°=Q y Q°=0. El complemento del vacio es el total
y viceversa.

0 C A C Q. El conjunto vacio es subconjunto de cual-
quier conjunto y cualquier conjunto es subconjun-
to del universo Q.

A C A. La contencion es reflexiva.

A CB,BCA = A=B. Lacontencién es anti-simé-
trica.

ACB,BCC = ACC. La contencién es transiti-
va.

A CB = B°C A€ Si A estd contenido en B, enton-
ces B complemento estd contenido en A comple-
mento.

ANA=Ay AUA=A. La interseccién y la unién
son operaciones idempotentes.

ANB=BNA y AUB=BUA. La interseccién y la
unién de conjuntos son operaciones conmutati-
vas.

(ANB)NC=AN(BNC)y (AUB)UC=AU (BUCQC).
Tanto la interseccién como la unién son operacio-
nes asociativas.

AN(BUC)=(AUB)U(ANC). Secumplen dos pro-
piedades distributivas, en ésta la union distribuye
a la interseccion.

AU(BNC)=(AUB)N(AUC). Secumplen dos pro-
piedades distributivas, en ésta la interseccion dis-
tribuye a la unién.

42



1.6. Algebra de conjuntos

Leyes de De Morgan
(ANB)¢=A°UB°. El complemento de la interseccion
es la unién de los complementos.
(AUB)® = AN B°. El complemento de la unién es la
interseccién de los complementos.
Diferencia
A\ B =ANB° La diferencia A menos B es igual a la
interseccién de A y B

AAB=(AUB)\ (ANB). Ladiferencia simétrica de
A y B es la unién menos la interseccién.
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Capitulo 2

Elementos de 16gica

2.1. Verdadero o falso

Sucede, cuando avanzamos en el empleo del lenguaje, que no
siempre logramos comunicar de manera precisa lo que pen-
samos y nos involucramos en discusiones donde cada quien
entiende lo que quiere entender y cada uno de nuestros in-
terlocutores perciben cosas distintas. El lenguaje de la légica
ayuda para expresarnos con claridad de manera que perso-
nas distintas perciban la misma idea.

ARISTOTELES, Aptototéhne, NACIO en Estagi-
ra, Macedonia, en el ano 384 a. c., murid
en Calcis en el 322 a. c. Desarrollé un so-
fisticado sistema de silogismos que has-
ta hoy dia es una herramienta efectiva
para el razonamiento. Se dice que fue
probablemente la difima persona que
supo todo lo que se sabia en su época’.

a

Cor1, CoHEN y McMAHON, Introduction to
Logic, p. 4.
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ARISTOTELES escribi6 en la antigua Grecia, siglo 1v a.c,,
sus instrumentos de andlisis y exposicion, agrupados bajos
el titulo de ORGANON —palabra griega para instrumento—
donde expuso, en particular en Analiticos Primeros (conside-
rada la obra cumbre de la légica aristotélica), ARISTOTELES,
Tratados de Légica, p. 93, la manera de razonar por medio de
silogismos, quizds el mds famoso es:

Todos los humanos son mortales,
Sécrates es humano,

luego Sécrates es mortal.

Maés de dos mil afios después, en 1847, el inglés GEORGE
BoOLE bas6 la 16gica matemadtica en el cdlculo proposicional, es-
to es, la manipulacién de proposiciones las cuales son afirma-
ciones que —a semejanza de los conjuntos bien definidos—
tienen dos posibles valores de verdad, V o F.

DEFINICION 2.1. VALOR DE VERDAD. Dada una proposicion
es verdadera, V, o es falsa, F. Si una proposicién p es verda-
dera, su negacién, que se escribe —p y se lee “no p”, es falsa.
Los valores de verdad de una proposicién p son V o F.

Dada una proposiciéon p sucede que p es verdadera o que
—p es verdadera. Resumimos lo anterior en la siguiente tabla
de verdad donde se ilustran los valores de verdad de —p
dados los valores de p.

—p

P
\Y% F
F \Y%

En la columna p vemos los posibles valores de verdad de p,
que son verdadero V, o falso F. En la columna —p vemos los
correspondientes valores de —p. Cuando p tiene valor V, —p
tiene valor F. Cuando p tiene valor F, —p tiene valor V.
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GEORGE BooLE nacid en Lincolnshire, In-
glaterra, el 2 de noviembre de 1815, mu-
rié en Ballintemple, County Cork, Irlan-
da, el 8 de diciembre de 1864. En sus dos
monografias sobre 16gica da forma al
dlgebra booleana, base de la electro-
nica digital, los lenguajes de programa-
cién y cimiento de la era informdatica.

EJEMPLO 2.1. La proposicién
p: Todos los hombres son mortales,
es verdadera. Luego su negaciéon

—p: No todos los hombres son mortales,

es falsa. ©

EJEMPLO 2.2. La proposicion
q: 10 es multiplo de 3,
es falsa, luego su negacion
—q: 10 no es multiplo de 3,

es verdadera. ©

Di cudles de las siguientes expresiones son



2.2. Todo o nada

proposiciones, da su valor de verdad y enuncia su negacion.

p: Ayer llovio,

q: Las aventuras de Sherlock Holmes,
T: 7 es mayor que 15,

s: Los paises de América,

t: Los caballos jadean,

w3 x2=6,

v: Perenifolia significa siempre con follaje,

w: Ni td ni yo.

2.2. Todo o nada

En el lenguaje cotidiano, lo contrario de todo es nada. La frase
jtodo o nada! expresa esa disyuntiva. Pero la negacién de todo
es no todo. Es decir, si no sucede que todo, lo que sucede es
que no todo. Y no todo no es lo mismo que nada.

Asi, hay quien piensa que la contradiccién, en tanto que
alternativa, de “todas las pelotas son azules” es que “nin-
guna pelota es azul”, por lo que debemos aclarar el uso de
la expresion “contradiccién”, asimismo debemos cultivar la
capacidad de percibir las consecuencias ldgicas de una afir-
macion.

La contradiccion de una afirmacién es su negacion, asi, la
contradicciéon de “todas las pelotas son azules” es “no todas
las pelotas son azules”, ahora bien, dado un cierto conjunto
P de pelotas, si la proposiciéon

p: todas las pelotas de P son azules

es verdadera, ello significa que tenemos la certeza de que
dado cualquier elemento de P, que es una pelota, es azul.
Pero si la proposicién p anterior no es verdadera, es decir es
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falsa, la proposiciéon que serd verdadera es —p, es decir, lo
cierto serd que “no todas las pelotas de P son azules”. ;Esto
significa que ninguna pelota de P es azul? La respuesta es no.
Sucederd que en P habré pelotas de otros colores, no importa
de cudl otro color, pero no todas las pelotas de P son azules.
Si la proposicién

—p: no todas las pelotas de P son azules

es verdadera, significa que al menos una pelota en P no es
azul, es decir, que existe alguna pelota en P que no es azul.

Cuando es falsa una afirmacién sobre todos los elemen-
tos de un conjunto, sucede que al menos un elemento
del conjunto no cumple con la afirmacion.

Presentamos una tabla con algunas afirmaciones y su ne-
gacion.

Afirmacién Negacién
Todos los x son p Algtin x no es p
Ningtn x es p Algian x es p
Algin x es p Ningtin x es p
Algtn x no es p Todos los x son p

Enuncia la negacién de las siguientes afirma-
ciones y di cuédl es verdadera.

1. Todos los gatos son pardos,
2. Nadie es profeta en su tierra,

. Algunas aves emigran,

(S8]

. Algunas serpientes no son venenosas,

o



2.2. Todo o nada

5. Ninguna méquina funciona,
6. Hay ejercicios anaerdbicos,
7. Todas las flores tienen pistilo,

8. Algun planeta no tiene agua.

DEFINICION 2.2. CONJETURA. Cuando se afirma que una pro-
posicién es verdadera se establece una conjetura, es decir,
una presuncion de que la afirmacioén es verdadera.
Las conjeturas, es decir las presunciones, han de confirmarse.
Si afirmamos que todos los elementos de un conjunto C
cumplen con determinada propiedad p, debemos mostrar
que dado cualquier elemento x € C se tiene que x cumple la
propiedad p.
Si, por lo contrario, afirmamos que no es cierto que todos
los elementos de C cumplen la propiedad p, lo cierto es que
existe al menos un elemento x € C tal que x no cumple con

la propiedad p.

Si logramos verificar que se cumple la afirmacién rea-
lizada, habremos demostrado que la conjetura resulté
cierta.

Si logramos exhibir un caso en el que no se cumple la
afirmacion realizada, es decir, si logramos exhibir un
contraejemplo, habremos demostrado que la conjetura
resulto falsa .

EJEMPLO 2.3. ;Es cierto que todos los nombres de los dias
de la semana, en espafiol, comienzan con la letra “M”? La
respuesta es no, ya que puedo exhibir al menos un nombre de
dia de la semana, a saber “Lunes”, que no empieza con la
letra “M”. Hemos exhibido un contraejemplo. )
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EJEMPLO 2.4.
ConjeTurA: Ninguna naranja estd podrida.
CoMrrOBACION: Comemos las naranjas, ;todas estuvie-
ron bien? Si la respuesta es afirmativa la conjetura fue cierta.
Si alguna naranja sali6 podrida, la conjetura result6 falsa. (©)

ACTIVIDAD 2.1. Construyan proposiciones acerca de un gru-
po de personas. Establezcan conjeturas, traten de demostrar
que son ciertas o de exhibir contraejemplos si piensan que
son falsas.

Dadas las conjeturas siguientes, explica como
demostrar que es cierta, o como se probaria que es falsa.

1. Todos asistirdn a la Cumbre,
2. Ningtn huracédn tocaré tierra,

. Algun rio se desbordara,

(S8}

. Algunos paises no firmaran el acuerdo,

N

Analiza la siguiente conjetura: Para cualquier namero natural
n, el nimero 8n — 1 o0 el 8n + 1 es un ndmero primo.

2.3. Conjuncidén y disyuncién

Dadas dos proposiciones p y q es posible construir otras nue-
vas proposiciones por medio de las operaciones de conjun-
cién y disyuncién. La conjuncién de p y q es verdadera si el
valor de verdad de ambas, p y q, es verdadero. Para que la
disyuncién de p y q sea verdadera basta que alguna de las
dos sea verdadera.

DEFINICION 2.3. CONJUNCION. Sean p y q dos proposicio-
nes, la conjuncion de p y q, que se escribe p /A q (se lee “p y



2.3. Conjuncién y disyuncién

q”), es otra proposicion; es verdadera si p es verdadera y q
es verdadera.
La tabla de verdad de p /\ q es:

oo < | >

Ha < <
m< <l a

En la primera y segunda columna aparecen las posibles com-
binaciones de los valores de verdad de p y de g, y en la ter-
cera columna el valor correspondiente a la proposicion p /A q
segun la definicién de conjunciéon. Por ejemplo, en el tercer
renglén vemos que p es Falsa y q es Verdadera, luego, segtin
la definicién de conjuncién, p /\ q es Falsa.

EJEMPLO 2.5. Consideremos las siguientes afirmaciones:

p: 7 es par,
q: Santiago es la capital de Chile.

La conjuncién de las proposiciones p y g, a saber,
7 es par y Santiago es la capital de Chile,

es falsa pues p es falsa (el 7 no es un nimero par). No impor-
ta que q sea verdadera (sabemos que es verdad que Santiago
es la capital de Chile). Para que la conjuncién de dos proposi-
ciones sea verdadera es necesario que las dos proposiciones
sean verdaderas.

EJEMPLO 2.6. Averigiiemos el valor de la conjuncién de p /A q
en el caso de las proposiciones:
p: Soy millonario,

q: Nadie me quiere.
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jUf! Las proposiciones parecen demasiado subjetivas co-
mo para someterlas a andlisis, pero veamos las cosas con cal-
ma.

Para que la conjuncién de p y g, que se denota con p /\ q,
sea verdadera es necesario que tanto p como q lo sean. En
este caso la conjuncién de p y g se lee:

Soy millonario y nadie me quiere.

Como podran imaginar, la veracidad de la conjuncién de-
pende de quién realice la afirmacién. El ejemplo consiste en
que cada lector se coloque como el emisor de las proposicio-
nes p y q. Les pregunto, de manera individual: ;Eres millo-
nario? si me respondes que no lo eres, tendremos que p es
falsa. Ahora es el turno de q: ;Nadie te quiere? Si hay alguna
persona que te quiera entonces q es falsa y, por lo tanto, la
conjuncién p /\ q es falsa. ©

Para que la conjuncién p /\ q de dos proposiciones sea
verdadera es necesario que las dos lo sean.

DEFINICION 2.4. DIsYUNCION. Sean p y ¢ dos proposiciones,
la disyunciéon de p y q, que se escribe p \V q (se lee “p 0 q”),
es otra proposicién; es verdadera si p es verdadera o q es
verdadera, o ambas lo son.

La tabla de verdad de p V q es:

m< < < <

o< < | S
m< <l a




2.3. Conjuncién y disyuncién

Asimismo, en la primera y segunda columna aparecen las
posibles combinaciones de los valores de verdad de p y de q,
y en la tercera columna el valor correspondiente a la propo-
siciéon p V q segun la definicion de disyuncion. Por ejemplo,
en el tercer renglén vemos que p es Falsa y q es Verdadera,
luego, segtn la definiciéon de disyuncion, p vV q es Verdadera.
Es decir, p V q es verdadera si p y/o q es verdadera.

EJEMPLO 2.7. Consideremos las mismas afirmaciones del Ejem-
plo 2.5 de la pégina 51,

p: 7 es par,
q: Santiago es la capital de Chile.

La disyuncién de las proposiciones p y q, a saber,
PV q: 7 es par o Santiago es la capital de Chile,

es verdadera pues aunque p es falsa (el 7 no es par) suce-
de que q si es verdadera pues sabemos que es verdad que
Santiago es la capital de Chile. )

EJEMPLO 2.8. Sean las proposiciones p y q las siguientes:

p: 6 es par,
q: 6 es multiplo de 3.

La disyuncién p V q es verdadera —para que sea verdadera
basta que una de las proposiciones lo sea— pues sucede que,
en este caso, las dos proposiciones son verdaderas. )

Para que sea verdadera la disyuncién p \ q de dos pro-
posiciones basta que una de las dos, sea p o sea g, sea
verdadera.
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La disyuncién l6gica descrita choca con el uso cotidiano

de la frase “p o q”, empleada para expresar la eleccién entre
dos alternativas, consideradas excluyentes: “;subes o bajas?”.
Para expresar esa disyuncién excluyente —en donde se pide
que, una de dos, p sea verdadera o que q sea verdadera, pero
que no ambas lo sean (el término excluyente se usa en el
sentido de que la veracidad de una proposicién excluye la
veracidad de la otra)—, se pueden usar las operaciones de
conjunciéon y disyuncién definidas anteriormente, junto con
la negacion.
DEFINICION 2.5. DISYUNCION EXCLUYENTE. Sean p'y q dos pro-
posiciones, la disyuncién excluyente de p y q, que se denota
conp Y qy selee “una de dos, p o q”, es otra proposicion; es
verdadera cuando p es verdadera o q es verdadera, pero no
ambas.

Si pYq es verdadera tenemos que p es verdadera o
q es verdadera, y es falso que p es verdadera y q es
verdadera.

Es decir, p ¥ q tiene el mismo valor de verdad que

(PVa)A(=(pAd)).
Vamos a construir la tabla de verdad de la disyuncién ex-
cluyente, es decir, la tabla de verdad de (pV q) A (—(p/A\q)),
en base a las operaciones bésicas de negacién, conjuncién y

disyuncién; procedamos por partes, primero veamos cudl es
la tabla de verdad de —(p A q):

qa | pAq

J
]
<< <m|3
e}

< < |-
m< o<
oo <
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En las dos primeras columnas colocamos las posibles com-
binaciones de los valores de verdad de p y q. En la tercera
columna colocamos los valores correspondientes de p /\ q.
Por ejemplo, vemos en el tercer renglén que el valor de p es
F y el valor de q es V, luego el valor de p /\ q es F. Ahora
bien, segtin el valor de verdad de p /A q que aparezca en la
tercer columna, serd el valor de —(p /\ q) en la cuarta. En el
caso del tercer renglén, tenemos que el valor de verdad de
p/\q es F, luego el valor de su negacién, o sea —(p/\q) enla
cuarta columna, es V.
Ahora afiladimos la conjuncién con p V' q y obtenemos

P | a| pVa | ~(pAq) | PVAOA(~(pPAQ)
V|V \ F F
V | F v \% \%
F | V v \ \%
F F F A\ F

Es decir, la tabla de verdad de la disyuncién excluyente es:

P | a | p¥q
V|V F
V | F \Y%
F | V \Y
F | F F

Vemos que el valor de verdad de p ¥ q es V, en el segundo
y tercer renglén, sélo cuando p verdadera y q falsa o cuan-
do p es falsa y q verdadera. El valor de verdad de p Y q es
F, en el primer y cuarto renglén, cuando ambas, p y q son
verdaderas, o ambas son falsas.

EJEMPLO 2.9. Sip y q son las siguientes proposiciones,

p: 20 es multiplo de 5,
q: 20 es par,
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enuncia las proposiciones —p, p/Aq, pV ¢, pY qy di cudl es
su valor de verdad.
SoLuclioN. Tenemos que p es verdadera pues, en efecto, el

namero 20 es multiplo de 5 porque 20 = 5 x 4. Asimismo q
es verdadera pues 20 = 2 x 10. Entonces

—p: 20 no es multiplo de 5, es falsa.
P /\q: 20 es maltiplo de 5 y es par, es verdadera.
p V q: 20 es multiplo de 5 o es par, es verdadera.
p Y q: 20 es, una de dos, multiplo de 5 o es par, es falsa.

©

Para cada par de proposiciones p y ¢, enuncia
las proposiciones —p, p/Aq, pV q, p¥ q y da su valor de
verdad.

a. p: El helio es un gas inerte, b. p: El hielo es agua s6lida,

q: Madrid es la capital de Esparia. q: Las ostras son mamiferos.
c. p: Alhaja proviene del rabe, d. p: Acabé la pobreza,

q: 9 es par. q: El aro es cuadrado.

De manera analoga a como construimos la tabla de ver-
dad de la disyuncién excluyente, podemos obtener la tabla
de verdad de otras proposiciones obtenidas por medio de
operaciones con conectivos 16gicos.

Construye la tabla de verdad de —(—p), —p V
qy (=pVa)A (=g Vp).

Para las proposiciones p y q,

P: 2016 es afio bisiesto,

q: Nunca llueve en Lima,

enuncia las proposiciones —p, =q, p/A—q, pV q, p¥qy di
cudl es su valor de verdad.
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2.4. Equivalencia

DEFINICION 2.6. EQUIVALENCIA. Dos proposiciones p y q son
equivalentes (=) si sus tablas de verdad son iguales. Lo es-
cribimos p = q.

EJEMPLO 2.10. LA DOBLE NEGACION. Sip es una proposicién,
la doble negacion de p es equivalente a p. Es decir

p=—(—p).

SOLUCION. Para verificar la equivalencia entre p y la doble
negacién, comparamos sus tablas de verdad.

p | —p | —(—p)
Y F Y
F v F

Vemos que, en efecto, coinciden los valores de verdad en las
columnas de p y —(—p), sus tablas de verdad son iguales y
por lo tanto las dos proposiciones son equivalentes.

Noten el parecido del ejemplo anterior con la Propiedad 1.5
de la péagina 21 sobre el complemento del complemento de
un conjunto, que es igual al conjunto. Segiin avancemos vere-
mos similitudes entre operaciones de conjuntos y conectivos
16gicos. En este caso vemos la analogia entre el complemento
de un conjunto y la negacién de una proposicion.

EJEMPLO 2.11. En la Definicién 2.5 de la pagina 54 definimos
la disyuncion excluyente, que denotamos con p Y q como la
proposiciéon que tiene el mismo valor de verdad que (p V
Q) A (—(p/Aq)), es decir dijimos que por definicién p ¥ q =
PV A (=(pA).

También podemos usar el simbolo g, y de hecho asi lo
haremos de ahora en adelante. Asi, en la Definicién 2.5 de la
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disyuncion excluyente decimos que se denota con pY¥ q y se
define como

PYq= (pV A (-(pAq). ©)

Propiedades de la conjuncién

La conjuncién en proposiciones es:
i) Idempotente, es decir p \p = p,
ii) Conmutativa, es decir p/\q = q/\p,
iii) Asociativa, es decir (p/\Nq) N\t =p A (q/Ar).

Segun la Definicién 2.6, dos proposiciones
son equivalentes si sus tablas de verdad son iguales. Asi,
procedemos a comparar las tablas de verdad de ambos la-
dos del simbolo de equivalencia. Al verificar que son iguales
demostramos la propiedad respectiva.

i) Para demostrar la idempotencia de la conjuncién debe-
mos comparar las tablas de verdad de p /A p con la de p.
Hagédmoslo aunque sea trivial:

P | PAP
\Y \%
F F

ii) Para demostrar la conmutatividad de la conjuncién te-
nemos que

ma< <
m<m<|la
oo < | >
Mmoo < >
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iii) Para la asociatividad de la conjuncién construimos pri-
mero la tabla de verdad de (p A\ q) A,

Pl a | r | pAg | (PAQAT
Vv \Y Vv \Y \Y
Vv \Y F Vv F
A% F Vv F F
\% F F F F
F Vv Vv F F
F \Y F F F
F F \Y F F
F F F F F
después la tabla de verdad de p A\ (q A1),
plalr | anr | pAGAT)
\Y \Y \% \Y \Y
\Y V F F F
\Y F \% F F
Vv F F F F
F \Y Vv Vv F
F \Y% F F F
F F \Y F F
F F F F F

y vemos que la tltima columna es igual en ambas tablas.

©

Propiedades de la disyuncién
La disyuncion en proposiciones es:

i) Idempotente, es decir p\V p =p,
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ii) Conmutativa, es decir p\V q=qV p,

iii) Asociativa, es decir (pV q)Vr=pV (qVr).
La propiedad (i) y la (ii) quedan como ejer-
cicio, la (iii) como problema. ®)

Demuestra los incisos (i) y (ii) de la Propie-
dad 2.2.

Demuestra el inciso (iii) de la Propiedad 2.2.

Leyes distributivas

Los conectivos de conjuncién y disyuncion se relacionan me-
diante las leyes distributivas que enunciamos a continuacion.

Sip, q y v son proposiciones, se cumple que

i) pA(qVr)=(p/Aq)V (p/Ar), la disyuncion distribuye a
la conjuncion.

ii) pV(qAT) = (pV q)A(p V), la conjuncion distribuye a
la disyuncion.

Construimos la tabla de verdad de cada ex-
presion a los lados del signo de equivalencia, para el inciso (i)
construimos primero la tabla del lado izquierdo p /A (q V' 1),
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—g

pA(qQVT)

Hmmm<d<< <<
mHOo< <HHmH<<|a
m<m<H<m<|=
m<<<m< << <
mamHm<d <<

y la tabla del lado derecho (p /A q) V (p A1),

Pl a| r | pAqg | pAT | (PAQ)V(pAT)
V|V |V \Y% \Y% \Y%
V|V |F \Y F \Y%
V|F |V F \Y% \Y%
V|F | F F F F
F \Y A% F F F
F |V | F F F F
F | F |V F F F
F | F | F F F F

Los valores de la tltima columna de cada tabla son iguales.

©

Demuestra el inciso (ii) del Teorema 2.1.

Leyes de absorcién

LEYES DE ABSORCION. Si p y q son dos proposi-
ciones, tenemos que

i) (pAg)Vq=q.
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i) (pV4q)Aq=q.

La tabla de verdad de (p/Aq)V q es

P | a4 | pANgd | (PANQV(q
V|V \Y \%
A% F F F
F | V F \%
F | F F F

Los valores de verdad de la cuarta columna, los de (p A q) V
q, son iguales a los de la segunda columna, que corresponden
a q, por lo cual las proposiciones son equivalentes. )

Demuestra el inciso (ii) del Teorema 2.2.

2.5. Leyes de De Morgan

Dos importantes propiedades relacionan los conectivos de
conjuncién y disyuncién con la negacién. Noten la similitud
con el caso de los conjuntos, aqui la conjuncién, la disyun-
cién y la negacion juegan un papel similar a la interseccion,
la unién y el complemento en el caso de las Leyes de Dk
MORGAN para conjuntos.

LEYES DE DE MIORGAN. Sean dos proposiciones p
Y q, se tiene que

1. ~(pAq)=—pV—q,
2. 2(pVq)=—pA—q.

La primera se lee la negacion de una disyuncion es equivalente a
la conjuncion de las negaciones y la segunda, la negacion de una
disyuncion es equivalente a la conjuncion de las negaciones.
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Construimos la tabla de verdad para ambos
lados de la equivalencia del inciso 1, =(p/\q) = —pV —q,
primero el lado izquierdo,

P/\(q

< >
EY
<<<=3
=2

mam< <
m<m<|la

después el lado derecho,

P | 79 | "PVq

o< <o
m<m<|la
<<™Tmd
< M <
<< <™

Los valores de verdad de la tltima columna de cada tabla
son iguales y por lo tanto queda demostrada la primera Ley
de DE MORGAN, la segunda queda como problema. ©

Hemos demostrado un conjunto de propiedades basicas
por medio de tablas de verdad. Podemos usarlas ahora para
operar como si fueran operaciones algebraicas.

EJEMPLO 2.12. Demuestra que p/Aq =—(—pV —q).

SoLucion. Comencemos del lado derecho, por la segunda
Ley de DE MORGAN tenemos que

~(=pV=q) ==(=p) A=(=q),
y por el Ejemplo 2.10 de la doble negacién,

=p/\g.
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Demuestra la segunda Ley de DE MORGAN para proposicio-
nes, enunciada en el segundo inciso del Teorema 2.3: la nega-
cion de una disyuncion es equivalente a la conjuncion de las nega-
ciones.

Utiliza las propiedades de las equivalencias para demostrar
que:
pVqg=—(-pA—q).

2.6. Implicacién y bicondicional

A las operaciones de disyuncién y conjunciéon de la seccién
anterior se les llama conectivos 1égicos. Los podemos com-
binar, junto con la negacién, y obtener los importantes conec-
tivos de implicacién y bicondicional.
DEFINICION 2.7. IMPLICACION. Sean py q dos proposiciones,
la implicacion “si p entonces q”, que se escribe p — q y tam-
bién se lee p implica q, es una proposicion; tiene el mismo
valor de verdad que —p V q. Es decir,
P—q g -pVq.

Que la proposicién p — ¢ tenga el mismo valor de ver-
dad que —p V q significa que la tabla de verdad de ambas
proposiciones es idéntica.

Como la tabla de verdad de —p V q es:

Pl a4 | P | pPVd
V|V F %
V | F F F
F |V | V \Y
F | F \Y \Y
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la tabla de verdad de la implicacién es

P q P—dq
\Y \Y \Y
\Y F F
F \Y \Y
F F \Y

Es muy importante notar que para que la implicacién
sea verdadera no es necesario que haya una relacién
de causa-efecto entre las proposiciones.

EJEMPLO 2.13. Sean p y q las proposiciones

p: Ecuador tiene frontera con Perd,

q: El 8 es par.

La implicaciéon p — g, que se enuncia “si Ecuador tiene fron-
tera con Pert, entonces el 8 es par”, es verdadera pues segtn
la tabla anterior, como p es verdadera y q es verdadera suce-
de que la implicacién es verdadera. )

A la proposicién p en la implicacién p — ( se le llama la
hipétesis de la implicacién, y a la proposicion q se le llama la
conclusion. Segun se nota en la tabla de verdad de p — ¢, la
implicacién sélo es falsa cuando la hipétesis p es verdadera y
la conclusién q es falsa.

Esto significa que no admitiremos como implicacién ver-
dadera que, de una hipétesis verdadera se siga una conclu-
sién falsa. Sin embargo,

es una implicaciéon verdadera que una hipotesis falsa
implique una conclusién falsa,
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y también

es una implicacién verdadera que una hipétesis falsa
implique una conclusién verdadera.

[lustremos con un ejemplo el significado de las afirmacio-
nes anteriores y veamos que no van fan en contra de nuestro
sentido comun.

EJEMPLO 2.14. Consideremos la proposicién “si llueve enton-
ces voy al cine”. Claramente es la implicaciéon p — q de

p: Llueve,
q: Voy al cine.

La implicacién puede ser verdadera o falsa.
Veamos por casos:

Caso 1. Resulta que si llovié y, en efecto, fui al cine. Hice lo
que dije, sin duda la implicacién es verdadera.

Caso 2. Si llovié y decidi no ir al cine. No cumpli con lo
pactado, la implicacién es falsa.

Caso 3. No llovi6 y, atn asi, decidi ir al cine. ;Dejé de cum-
plir lo pactado? No, no deje de cumplir (de hecho
no llovio), luego la implicacién es verdadera.

Cas0 4. No llovié y no fui al cine. ;jAlguien puede acusarme
de no cumplir mi promesa? No, luego la implicaciéon
es verdadera.

Hemos verificado, en este ejemplo, que la implicacion es
falsa solamente cuando la hipétesis es verdadera y la conclu-
sion es falsa. ®)
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En la implicaciéon p — ¢, a la proposicién p se le llama
una condicion suficiente para ¢. También se dice que q es una
condicion necesaria para p.

Podemos interpretar lo anterior de la siguiente manera, si
la implicaciéon p — q es verdadera,

SUFICIENCIA: Para que ¢ sea verdadera basta que p sea
verdadera.

NECESIDAD: Si p es verdadera, necesariamente q es ver-
dadera.

EJEMPLO 2.15. Del ejemplo anterior, en los casos en que la
implicacién es verdadera, la suficiencia significa que para que
sea cierto que fui al cine basta que haya llovido, y la misma
implicacién verdadera expresada en términos de necesidad es
que si es cierto que llovié necesariamente fui al cine. Insisto,
cuando la implicacién es verdadera. ®©

DEFINICION 2.8. PROPOSICIONES RELACIONADAS CON UNA IM-
PLICACION.,

Hay tres, la reciproca, la inversa y la contrapositiva, que se de-
finen de la manera siguiente:

Implicacién P—q p implica q

Reciproca q—7p q implica p
Inversa —Pp — —q no p implica no q
Contrapositiva -q—p no q implica no p

EJEMPLO 2.16. Segiin vimos en el ejemplo de la pagina an-
terior, la proposiciéon “si llueve entonces voy al cine” es la
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implicaciéon p — q de

p: Llueve,

q: Voy al cine.
Las proposiciones relacionadas son:

Implicacién: Si llueve entonces voy al cine.
Reciproca: Si voy al cine entonces llueve.
Inversa: Sino llueve entonces no voy al cine.

Contrapositiva: Si no voy al cine entonces no llueve.

Supongamos que, en efecto, la implicacién es una proposi-
cién verdadera. ;Qué sucede con la reciproca, es cierto que
si voy al cine entonces llueve? La respuesta es No, bien pude
ir al cine aunque no lloviera.

Veamos la inversa, jes cierto que si no llueve no voy al
cine?, de nuevo la respuesta es No, que no llueva no me im-
pide ir al cine, la implicaciéon que supusimos verdadera es
que si llueve voy al cine, pero no dice nada acerca de lo que
haré si no llueve.

Finalmente la contrapositiva, jes cierto que si no voy al
cine no llueve? La respuesta es Si, tengo la certeza de que si
no voy al cine no esté lloviendo, pues si estuviera lloviendo,
por hipétesis, irfa al cine.

Lo anterior nos indica que si una implicacion es verdade-
ra, su reciproca y su inversa no necesariamente lo son, pero si
es verdadera su contrapositiva, de hecho vamos a demostrar
que son equivalentes. ®

Si p y q son proposiciones, la implicacion p — q
es equivalente a su contrapositiva, es decir

P—>q=—q— p.
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Por definicién sabemos que

def
p—>q=-pVyq,
aplicando la definicién a la contrapositiva obtenemos
—~q = —p=—(7q)V (7p),

al aplicar la doble negacién

=qV(-p),
ahora, por la conmutatividad de la disyuncién (Propiedad 2.2)

="pVgq
y, por la definicién de implicacién, obtenemos

=p—Jq. @

Analiza la implicacién p — ¢, su reciproca, inversa y contra-
positiva, si
p: Estéds en Bolivia,

q: Estas en América (el continente americano).

DEFINICION 2.9. BICONDICIONAL. Sean p y q dos proposi-
ciones, la bicondicional “p si, y sdlo si, q”, que se escribe
p <> q y también se lee p es condicién necesaria y suficiente
para q, es una proposicién; tiene el mismo valor de verdad
que (p — q) /A (q — p). Es decir,

def
peg=(p—qAlg—p)
De la tabla de verdad dep -+ qydeq —p

p q P—q q—p
\Y \Y \Y% \Y
\Y F F \Y
F \Y% \Y% F
F F \Y% \Y%
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obtenemos la tabla de verdad de p <+ q

p | q| peg
\Y% \Y% \Y%
A% F F
F A% F
F F A%

Vemos que la bicondicional p <> q es verdadera sé6lo en los
casos en que tanto p como q tienen, ambas, el mismo valor
de verdad.

La expresion “si, y sélo si,” se interpreta, en caso de que la

bicondicional sea verdadera, como que p ocurre si q ocurre,
pero, ademds, que q ocurre sélo si p ocurre. En términos de
suficiencia, para que se cumpla q basta que p sea verdadera y,
de manera reciproca, para que p se cumpla basta que ¢ sea
verdadera. En términos de necesidad, para que q se cumpla
debe cumplirse p y, de manera reciproca, para que se cumpla
p debe cumplirse q. Las consideraciones anteriores acerca de
la bicondicional p «+ q explican por qué, en caso de que
la bicondicional sea verdadera, p es condicién necesaria y
suficiente para q.
EJEMPLO 2.17. Analicemos esta version ampliada del Ejem-
plo 2.14 de la pédgina 66, “si llueve es condicién necesaria
y suficiente para que vaya al cine”. Dicho de otra manera,
“Ilueve si, y s6lo si, voy al cine”. Se trata de la bicondicional
de las proposiciones

p: Llueve,
q: Voy al cine.

Caso 1. Resulta que si llovié y, en efecto, fui al cine. Hice lo
que dije, sin duda la bicondicional es verdadera.

Caso 2. Si llovié y decidi no ir al cine. No cumpli con lo
pactado, la bicondicional es falsa.
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Caso 3. No llovié y, atn asi, decidi ir al cine. No cumpli lo
pactado. Dije que iria sdlo si lloviera, luego la bicon-
dicional es falsa.

Cas0 4. No llovié y no fui al cine. No falté a lo pactado (no
hubo condiciones), luego la bicondicional es verda-

dera. ®)

Hemos verificado, en este ejemplo, que la bicondicional es
verdadera s6lo cuando las dos proposiciones tienen el mismo
valor de verdad (ambas son verdaderas o ambas son falsas).
Y hemos ilustrado cémo la bicondicional p < q, cuando es
verdadera, obliga a que si se cumple p también se cumple q
y, viceversa, si se cumple q debe cumplirse p.

Disponemos ahora de los conectivos 16gicos, a saber, con-
juncién, disyuncién, disyuncién excluyente, implicacién y bi-
condicional, ademads de la negacién, con los cuales podemos
construir nuevas proposiciones cuyo valor de verdad depen-
de de los valores de verdad de las proposiciones constituyen-
tes y se obtienen de la tabla de verdad de los conectivos.

EJEMPLO 2.18. A partir de las afirmaciones

p: Voy a la playa,
q: Hace calor,

r: Llueve,
construimos nuevas proposiciones y las enunciamos,

(q A=) — p: Si hace calor y no llueve, voy a la playa.
q — (—r — p): Si hace calor entonces, si no llueve voy a la playa.
P <> q: Voy a la playa si, y s6lo si, hace calor.

(r/A—q) = —p: Llueve y no hace calor, entonces no voy a la playa.

©
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AcTivIDAD 2.2. CLIMA Y DIVERSION. Quienes no vivan cerca
de la playa podrdn construir afirmaciones similares y ade-
cuadas a sus condiciones climdticas y de posibilidades de
diversion.

2.7. Algebra de proposiciones

Si vemos los conectivos como operaciones y la equivalencia
como una igualdad, podemos efectuar cdlculos algebraicos
con las proposiciones.

EJEMPLO 2.19. Transformar por medio de algebra de propo-
siciones la proposiciéon (q /A=) — p.

SOLUCION. Se trata de una implicacién, que se define en la
L. def . e e ey
péagina 64 como p — q = —p V q, aplicamos esta definicién

y obtenemos

(@A=T) = p=—(q/A—T)Vp,
por la primera ley de DE MORGAN de la pagina 62

= (—qV TV,

por la doble negacién
=(~qVr)Vp,

reordenamos usando la conmutatividad y la asociatividad
=(pV—q) Vr,

aplicando la doble negacién y las leyes de De Morgan
=—(pAq)Vr,

y, por definicién de implicacion
=(pAq) =

Por medio de esta manipulacién algebraica efectuada en
las proposiciones hemos demostrado que

(@A=T)=>p=("p/Aq)—
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El lado izquierdo de la equivalencia es la primera impli-
caciéon que vimos en el Ejemplo 2.18 de la pagina 71 donde
usamos las afirmaciones

p: Voy a la playa,
q: Hace calor,

1: Llueve.
La primera implicacién de ese ejemplo es:
(g /A—r) — p: Si hace calor y no llueve, voy a la playa.

Pero esta implicacién es equivalente a (—p /\ q) — 1 la cual,
en términos del Ejemplo 2.18 es:

(—p A q) — r: Sino voy a la playa y hace calor, llueve.
Lo cual finalmente nos dice que las expresiones

Si hace calor y no llueve, voy a la playa.

Sino voy a la playa y hace calor, llueve.

son equivalentes. ©

Demuestra que las siguientes proposiciones son equivalentes
1. Si hace calor entonces, si no llueve voy a la playa.

2. Sino voy a la playa, entonces si hace calor, llueve.

Los resultados de las operaciones algebraicas con proposi-
ciones son independientes de su significado literal. Que la
proposicion sea “p: Voy a la playa” o “p: El libro estd abierto”,
da lo mismo en lo que se refiere a las operaciones efectuadas.
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EJEMPLO 2.20. Demuestra que la proposicién
(rA=q) ——p

es equivalente a (p /A1) — q.

SoLucion. Por la definicion de implicacion

(rA=q) = —p=—(rA=q)V—p,

aplicando las leyes de DE MORGAN
=(rVq)V-p,

y las propiedades de conmutatividad y asociatividad
=(pV-T)VyQ,

de nuevo con las leyes de DE MORGAN
=—(p A1)V,

y, finalmente la definicién de implicacion
=(pAr)—q.

Hemos demostrado la equivalencia
(rA=q) = —p=(pAT) =g

que es independiente del significado de las proposiciones p,

qyr.
Si tomamos las proposiciones p q y r del Ejemplo 2.18 de

la pagina 71:

p: Voy a la playa,
q: Hace calor,

T: Llueve,
la equivalencia demostrada significa que las proposiciones

Llueve y no hace calor, entonces no voy a la playa,

Voy a la playa y llueve, entonces hace calor
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son equivalentes.
Pero la equivalencia funciona para cualesquiera que sean
las proposiciones, digamos

p: El libro esta abierto,
q: Llegaron las golondrinas,

1: Hoy comi sopa,
la equivalencia significa que las proposiciones

1. Hoy comi sopa y no llegaron las golondrinas, entonces
el libro no esta abierto,

2. El libro esta abierto y hoy comi sopa, entonces llegaron
las golondrinas,

son equivalentes. ©

EJEMPLO 2.21. Simplifica la expresiéon —[(p V q) — 1]
SOLUCION. Aplicamos, dentro de los paréntesis cuadrados,
la definicién de implicacion
—“llpVag)=rl=-(pVq V],
después, dentro de los paréntesis cuadrados, las leyes de
DE MORGAN
=~l(=pA—=q) V1],

ahora las leyes de DE MORGAN a los paréntesis cuadrados

=—(—pA—q) AT,
y aplicamos las leyes de DE MORGAN a la primera negacion
=({pVq) AT
Obtenemos asi que
—l(pVa) == (pVaA-T ©
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EJEMPLO 2.22. Simplifica la expresion — [~ ((p V q) A1) V —q].

SoLucIoN. Aplicamos las leyes de DE MORGAN al paréntesis
cuadrado

(VAT Vgl = ((pV g AT)Aq,
reordenamos el lado derecho
=((pVqAq)Ar,
por la ley de absorcién
=qAT.

Tenemos asi que

—[~((pV @ AT)V—q] =qAr. ®

Simplifica la expresion —(p — (—q AT)).

Resumen de Propiedades
V o F. Verdadero o Falso, posibles valores de verdad.

—p. No p, la negacién de p. Si p es verdadera —p es
talsa, y viceversa.

P /\ q. La conjuncién p y q es verdadera cuando ambas
lo son.

PV q. La disyuncién p o q es verdadera cuando algu-
na lo es.

p Y q. La disyuncién excluyente es verdadera cuando
solamente una de ellas es verdadera.

P = . Dos proposiciones son equivalentes si sus ta-
blas de verdad son iguales.

—(—p) = p. La doble negacién de p es equivalente a
Pp.
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pPYq L PV OA(—(pAQ)). Usamos el simbolo =

para definir una proposicién.
PAP=pP Yy pVPp=p. La conjuncién y la disyun-
cién son operaciones idempotentes.
PAq=qApy pVq=qVp. La conjuncién y la
disyuncién de proposiciones son operaciones con-
mutativas.

(PADAT=pA(qAT) y (pVQIVTr=pVI(qVr).
Tanto la conjuncién como la disyuncién son ope-
raciones asociativas.

PA(qVT)=(pAq)V(p/AT). Se cumplen dos pro-
piedades distributivas, en ésta la disyuncion distri-
buye a la conjuncion.

PV ((gAT)=(pVq)A(pVr). Secumplen dos pro-
piedades distributivas, en ésta la conjuncién distri-
buye a la disyuncién.

Leyes de De Morgan
—(p/Aq) =—pV —(q. Lanegacién de una disyuncién
es equivalente a la conjuncién de las negaciones.
—(pV q) = —p/\—(q. Lanegacién de una disyuncién
es equivalente a la conjuncién de las negaciones.
Implicacién
def
P—q = —p V (. Sip entonces q se define como no
pogq.
q — p. Reciprocadep — q.
—p — —(. Inversa de p — q.

—q — —p. Contrapositiva de p — q.
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def
P<q = (p = q) AN (q — p). Bicondicional, p si, y
sOlo si, q; p es condicion necesaria y suficiente para
q.
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Capitulo 3

;Como razonar?

3.1. Tautologia y contradiccién

Un tipo de proposicién que nos interesa de manera particu-
lar, es la que siempre es verdadera, independientemente de los
valores de verdad de sus proposiciones constituyentes, quiza
el ejemplo més sencillo sea p \V —p.

Otro tipo de proposicién que nos interesa es la que siempre
es falsa para cualquier valor de verdad de sus proposiciones
constituyentes, el ejemplo més sencillo es p /A —p.

P| P | PVTP | PATP
\Y% F \Y% F
F \Y% \Y% F

DEFINICION 3.1. TAUTOLOGIA Y CONTRADICCION. Una tauto-
logia es una proposicién que siempre es verdadera, una con-
tradiccién es una proposicion que siempre es falsa, indepen-
dientemente de los valores de verdad de sus proposiciones
constituyentes.

EJEMPLO 3.1. Demuestra que p — (p V q) es una tautologia.

79



3. ;COMO RAZONAR?

8o

SoLucion. Construimos la tabla de verdad de p — (p V q)

pvVag | p—(pVa)

mm < <|3
m<m<|la
H < <<
<< <<

y vemos que la proposiciéon p — (p V q) siempre es verdade-
ra, independientemente de los valores de las proposiciones
constituyentes, luego se trata de una tautologia.

EJEMPLO 3.2. La implicacién
(gA=T) = p

no es una tautologia.

SoLuclioN. Construimos su tabla de verdad.

plalr][—r]arnr ] (@rr—p
Vv \Y \Y F F \Y
V \Y F \Y \Y Vv
V F \Y F F V
Vv F F \Y F V
F \Y \Y F F \Y
F \Y F \Y \Y F
F F \Y F F Vv
F F F \Y F V

Vemos que en el sexto renglén la implicacion tiene valor F,
es decir, no sucede que para todos los valores posibles de p,
q y 7 la implicacién es verdadera, por lo tanto la implicacion
no es una tautologfa. ®)
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EJEMPLO 3.3. Demuestra que

(pA—q) A\ q

es una contradiccion.

SoLucion. Construimos la tabla de verdad de (p A—q) /A q

P | g9 | pA™q | (PA—Q)AQ
V|V F F
V | F \Y% F
F | V F F
F | F F F

vemos que la proposicion (p /A—q) /\ q siempre es falsa, in-
dependientemente de los valores de sus proposiciones cons-
tituyentes, luego se trata de una contradiccion. )

EJEMPLO 3.4. Demuestra que (p /A—q)V —p no es una con-
tradiccién.

SoLucion. Construimos su tabla de verdad,

pA—q | (PA—qQ)V P

o< < | S
m< <l a
o <
<< <

Vemos que el valor de verdad de (p/A—q) V —p en los tltimos
tres renglones de su tabla es V, luego no sucede que todos
los valores de verdad son F. Por lo tanto no se trata de una
contradiccion. ©
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Para demostrar que una proposicién es una tautogia
debemos verificar que siempre es verdadera, indepen-
dientemente de los valores de verdad de sus proposi-
ciones constituyentes.

Para demostrar que una proposicién es una contradic-
cién debemos verificar que siempre es falsa, indepen-
dientemente de los valores de verdad de sus proposi-
ciones constituyentes.

Sip y q son proposiciones, demuestra que —(p vV —q) — —p
es una tautologfa.

Demuestra que (p /A—q) — —Pp no es una tautologia

Analiza la proposicion (—p A—q) — (p V q). ¢Es una tauto-
logia o una contradiccién?

¢Qué puedes decir de la proposicién (—p A q) — —(p/Aq)?

Denotemos con T a una tautologia y con € a una contradic-
cion, en el sentido de que pV —p =Ty que p/\—p = C. Asj,
tenemos que se cumplen las siguientes propiedades.

Si T denota tautologia y € denota contradic-
cioén, entonces para cualquier proposicion p se cumple que:

i) La conjuncién de una tautologia con cualquier proposicion es
una tautologia: TV p = 7.



3.1. Tautologia y contradiccién

ii) La disyuncion de una contradiccion con cualquier proposicion
en una contradiccion: C \p = C.

Para el primer inciso, sea p cualquier pro-
posicion, sus valores de verdad pueden ser V o F, mientras
que el valor de verdad de T siempre es V. La tabla de la
conjuncion serd entonces

P J TVp
\% \% \%
F \% \%

Los valores de la tltima columna son todos V luego la con-
juncién es una tautologia.

Para el segundo inciso, los valores de verdad de p pueden
ser V o F mientras que el valor de verdad de € siempre es F.
La tabla de la disyuncién es

p |l e] enp

\Y% F F
F F F

Los valores de la dltima columna son todos F luego la dis-
yuncién es una contradiccion. )
EJEMPLO 3.5. Simplifica la expresion —[(p A—q) — —q] y di
si se trata de una tautologia o una contradiccién.
SoLUCION. Aplicamos la definicién de implicacién dentro de
la negacion
~lpA=g) = —dl=—[(pA=q) V4l
=(p/A—q)/\q
=p/A(g/A—q)
=p/AC
=C
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La expresion — [(p /A —q) — —q] es una contradiccién @

3.2. Reglas de inferencia

Hay varias tautologias que constituyen maneras bésicas de
razonar, llamadas también reglas de inferencia.

DEFINICION 3.2. IMPLICACION LOGICA. Si p y ¢ son propo-
siciones tales que p — ¢ es una tautologia, decimos que p
implica I6gicamente a q y lo escribimos , usando el simbolo
“=", es decir p = q.

DEFINICION 3.3. EQUIVALENCIA LOGICA. Sip y ¢ son propo-
siciones tales que p <+ q es una tautologia, decimos que p es
légicamente equivalente a q y lo escribimos usando el sim-
bolo “«<”, es decir p & q.

Tanto la implicacién légica como la equivalencia 16gica
son maneras correctas de razonar, en particular, si en una
implicacion légica la hip6tesis es verdadera, la conclusion ne-
cesariamente lo es.

Las siguientes implicaciones légicas, llamadas reglas de
inferencia, son ejemplo de maneras correctas de razonar.

CRISIPO DE SOLOS, Xplotnnoc 6 Yohelc, NO-
cid por el 279 a. c. en Solos, Asia Menor y
murié en Atenas por el 206 a.c. Analizd
y clasificd varias formas de razonamien-
to: “Si es de dia hay luz. Es de dia, luego
hay luz”?.

#  Citado por SExto Empirico, Contra los Pro-

fesores, VIII, 224, en SoLros, Testimonios y
fragmentos I, p. 386.

DEFINICION 3.4. MoDUs PONENS.  Se llama modus ponens o
razonamiento directo, al razonamiento usado mediante la
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implicacion l6gica
[(p = a)Apl = q.

La proposicion (p — q) /\p es la hipétesis y q es la conclu-
sion.

Para que la definicién anterior sea consistente, debemos
verificar que la proposicién [(p — q) Ap] — q es una tauto-
logia y asi, una implicacién légica.

La proposicion [(p — q) A\ p] — q es una tau-

tologia.
Una tautologfa, segtin la Definicién 3.1 de
la pagina 79, es una proposiciéon que siempre es verdadera,
independientemente de los valores de verdad de sus propo-

siciones constituyentes. Verifiquemos construyendo su tabla
de verdad.

P qa | pP—dg P—=qAp | [(P—=ad)Apl—(q
V |V % \Y% \Y%
Vv F F F Vv
F | V \Y% F \%
F | F \Y% F \Y%

En las dos primeras columnas colocamos las posibles com-
binaciones de los valores de verdad de p y q. En la tercera
columna los valores de verdad de p — q correspondientes,
s6lo es F en el segundo renglén, donde p es verdadera y q
falsa (ver Def. 2.7, p. 64). En la cuarta columna tenemos la
conjuncion de la tercera y la primera, sélo en el primer ren-
gléon ambas son verdaderas. Finalmente en la quinta columna
estd la implicacién de la cuarta y la segunda; todos los valo-
res son V (;Por qué?). ©

Hemos verificado que la proposicién [(p — q) Ap] — ¢
es una tautologia, se puede leer como si p implica q y sucede
p, entonces sucede q, y se escribe

[((p = g)Apl=gq.
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EJEMPLO 3.6. Usemos de nuevo las proposiciones del Ejem-
plo 2.14 de la pagina 66,

p: Llueve,

q: Voy al cine.
Modus ponens: Si llueve entonces voy al cine, llueve, entonces
voy al cine.

HirotEsis: Si llueve entonces voy al cine.
Llueve.
CoNcLusION: Voy al cine. ©)

DEFINICION 3.5. MoDUs TOLLENS. Se llama modus tollens o
razonamiento indirecto, al razonamiento usado mediante la
implicacién l6gica
[((p — q) A—ql = —p.
La proposiciéon (p — q) /A —p es la hipétesis y —p es la con-
clusioén.
Como en el caso anterior de la Definicién 3.4 de la pagi-

na 84, debemos demostrar que la implicacién légica es una
tautologia.

La proposicion [(p — q) /A—ql — —Pp es una

tautologia.
Construimos su tabla de verdad.
P q —q P—q (p—>d)N—q [(p—=>qg)A—ql——p
v | v F v F %
vV | F \% F F \%
F | vV F v F \
F | F v v v %

©

Asi, el modus tollens o razonamiento indirecto se escribe

[(p = q) A—ql = —p.
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EJEMPLO 3.7. Usemos una vez maés las proposiciones del Ejem-
plo 2.14 de la pagina 66,

p: Llueve,
q: Voy al cine.

Modus tollens: Si llueve entonces voy al cine, no voy al cine,
entonces no llueve.

HiroOtEsis: Si llueve entonces voy al cine,
No voy al cine.
ConcLusION: No llueve. ©

DEFINICION 3.6. MODUS TOLLENDO PONENS. Se llama modus
tollendo ponens o silogismo disyuntivo, al razonamiento usa-
do mediante la implicacién l6gica

[(pVa)A—pl = q.
La proposicién (p V q) /A —p es la hipétesis y q es la conclu-
sion.
Como en las definiciones anteriores, debemos demostrar
que la implicacién légica es una tautologia.
La proposicion [(p V q) /\—p] — q es una tau-

tologia.
Construimos su tabla de verdad.
pla|pVa | —p | (PVAA—P | (PVAA—PI—=(
v | v % F F %
v | F \% F F v
F |V v v v v
F | F F \% F \%

©

El modus tollendo ponens o silogismo disyuntivo se escribe

[(pVa)A—pl=q.
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EJEMPLO 3.8. Usemos de nuevo las proposiciones del Ejem-
plo 2.14 de la pagina 66,

p: Llueve,

q: Voy al cine.

Modus tollendo ponens: Si llueve o voy al cine, y no llueve,
entonces voy al cine.

HirOtESIs: Llueve o voy al cine,
No llueve.
CoNcLUSION: Voy al cine. ©)

DEFINICION 3.7. MODUS PONENDO TOLLENS. Se llama modus
ponendo tollens al razonamiento usado mediante la implica-
cién logica
=P Aq)Apl = —q.

La proposiciéon —(p /A q) /Ap es la hip6tesis y —q es la conclu-
sion.

Nuevamente, debemos demostrar que la implicacién 16-
gica es una tautologia.

La proposicién [—(p /A q) Ap] — —q es una
tautologia.
Construimos su tabla de verdad.

Pl a| pAg | —PAq) | =(PAQAP | [(PANG)API——¢q
v |V \Y% F F \Y
vV | F F \% \Y \Y
F |V F \% F \Y
F | F F \Y% F \Y

El modus ponendo tollens se escribe

~(pAq)Apl = —q.
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EJEMPLO 3.9. Usando de nuevo las proposiciones del Ejem-
plo 2.14 de la pagina 66,

p: Llueve,

q: Voy al cine.

Modus ponendo tollens: Si no: llueve y voy al cine, y llueve,
entonces no voy al cine.

HirotEsis: No: llueve y voy al cine,
Llueve.
Concrusion: No voy al cine. ©

El modus ponendo tollens parte de la negacién de una con-
juncién, es decir —(p /\ q). Después se agrega que se cumple
la primera parte de la conjuncién y se concluye que no se
cumple la segunda. Una buena analogia es decir que si dos
eventos p y g no suceden simultdneamente y sucede p en-
tonces no sucede q.

EJEMPLO 3.10. La primera parte de la hipé6tesis es la negacion
de una conjuncion.

p: Como,

q: Nado.

Modus ponendo tollens: Si no: como y nado, y como, entonces
no nado.
HrroTESIs: No: como y nado,
Como.
ConcLusiON: No nado. ©

DEFINICION 3.8. REGLA DE LA CADENA. Se llama regla de la
cadena o silogismo hipotético, al razonamiento usado me-
diante la implicacién l6gica

(p—= A (q—=7)]—=(p—1).
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La proposiciéon (p — q) /A (q — 1) es la hipdtesis y p — 1 es
la conclusion.

Como sucedi6 en la Definicién 3.4 de la pagina 84 y sub-
secuentes, debemos demostrar que la implicacién légica es
una tautologia.

La proposicion [(p — q) AN (q = 1) — (p —
1) es una tautologia.
Construimos su tabla de verdad para verifi-
carlo. Veamos primero las implicaciones:

P q r P—q q—r | poT
\Y \Y V V \Y \Y
\Y A% F V F F
\Y F Vv F \Y Vv
\Y F F F \Y F
F \Y \Y \Y \Y \Y
F V F V F \Y
F F V V \Y A%
F F F Vv \Y Vv

Después la conjuncién y completamos:

P q T (p—=g)N(q—>r1) [(p—=g)N(q—=>1)]—> (p—T1)
A% \% A% A% \%
\% \ F F \
\% F \% F \%
\% F F F \
F A\ \% Vv \
F A% F F A%
F F \% A\ \
F F F A% A%

La regla de la cadena se escribe

(p—=> )N (q—="7)]=(p—rT).
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EJEMPLO 3.11. En este caso tenemos tres proposiciones,

p: Llueve,
q: Voy al cine.

T: Volveré tarde.

Regla de la cadena: Si llueve entonces voy al cine, si voy al cine
entonces volveré tarde, luego si llueve volveré tarde.

HiroteEsis: Si llueve entonces voy al cine,
Si voy al cine entonces volveré tarde.

CoNcLUSION: Si llueve entonces volveré tarde. ©

Demuestra que el llamado Principio de demostracion indirecta,
[(=p = =q) Adl =P,

es una implicacién légica.

91



Capitulo 4

Logica y conjuntos

4.1. Proposiciones abiertas

Un tipo de proposiciones son abiertas, se trata de afirmacio-
nes cuyo valor de verdad, es decir, que la proposicion sea ver-
dadera, o que sea falsa, depende del objeto acerca del cual se
realice la afirmacion. Como el valor de verdad de la proposi-
cion depende de a quién se refiera la proposicién, la denota-
remos con p(x), que se lee “p de x”.

EJEMPLO 4.1. Sea la proposicion abierta
p(x): x tiene frontera con Perd,

donde x es un elemento de A, el conjunto de paises del con-
tinente americano. Depende del valor de x el valor de verdad
que tenga p, por ejemplo, si x = Ecuador, entonces la pro-
posicién p es verdadera mientras que si x = Paraguay, la
proposicién p es falsa. Escrito de otra manera, p(Ecuador)
es una proposiciéon verdadera, mientras que p(Paraguay) es
una proposicion falsa. Podemos definir el conjunto E como el
conjunto de los paises x para los cuales la proposiciéon p(x)

92



4.1. Proposiciones abiertas

es verdadera,

E ={x € A | es verdad que x tiene frontera con Perd },
o bien,
E={x € A|p(x) es verdadera }. ®)

En general, sea QO un conjunto universo y p(x) una pro-
posicioén abierta acerca de los objetos de Q.

DEFINICION 4.1. CONJUNTO DE VERDAD. El conjunto A de
objetos de () para los cuales p(x) es una proposicién ver-
dadera se llama el conjunto de verdad de p y se describe
como

A ={x € Q|p(x) es verdadera },
o, simplemente,
A={xeQfp)},

que se lee “A es el conjunto de las x en Q tales que p de x”.

Si Q) es el conjunto formado por las palabras
en espafiol, halla el conjunto de verdad de las siguientes pro-
posiciones abiertas,

p(x): x es dia de la semana,

q(y): y es el nombre de un digito,

Si A ={xeQ|p(x)}es el conjunto de verdad
de p, entonces el conjunto de verdad de —p es A

Por definicién, el conjunto de verdad B de
—Pp es
B={xecQl|=px)},

Hemos de mostrar que B = A€. Para ello, como B es el con-
junto de verdad de —p, tenemos

x € B < —p(x) es verdadera,
por la Definicién 2.1 de la pagina 45 y la tabla que le sigue,
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< p(x) es falsa,
Sx A,
< x e A ®)

Si A es el conjunto de verdad de p y B es el
conjunto de verdad de q, entonces

1. El conjunto de verdad de p /\q es ANB,

2. El conjunto de verdad de p\V/ q es A UB.

Son dos afirmaciones, se requieren dos de-
mostraciones.

1. El conjunto de verdad R de p /\ q es, por definicién,
R={xe€ Q| (p/Aq)(x) es verdadera}.

Tenemos que si x € R, entonces (p /\ q)(x) es verdade-
ra, pero esto sucede solo si p(x) es verdadera y q(x) es
verdadera, lo cual implica que x € A y x € B, luego
x € ANB. Hemos demostrado que R € AN B. Ahora, si
x € AN B entonces x € Ay x € B, es decir p(x) es verda-
dera y q(x) es verdadera —A y B son los conjuntos de
verdad de p y de q, respectivamente—, luego (p /\ q)(x)
es verdadera, por la definicién de conjuncién, y tenemos
que x € R. Hemos demostrado la doble contencién, por
lo tanto R = AN B.

2. El conjunto de verdad S de p \V q es, por definicién,
S={xeQ]|(pVq)lx) es verdadera}.
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Queremos demostrar que S = A U B. Para ello conside-
remos x € S,

x €S < (pVq)(x) es verdadera,
< p(x) es verdadera o q(x) es verdadera,
SxeAoxeB,
& x e AUB. ©

En la demostraciéon de la Propiedad anterior ilustramos
dos maneras de argumentar para verificar la doble conten-
cién y demostrar la igualdad de dos conjuntos.

EJEMPLO 4.2. Sean las proposiciones abiertas

p(x): x tiene frontera con Perd,

q(x): x colinda con el oceano Pacifico.

Halla el conjunto de verdad de p A q.

SOLUCION. Segtn el inciso 1 de la Propiedad 4.2 anterior, el
conjunto de verdad de p /A q es AN B donde A es el conjunto
de verdad de p y B es el conjunto de verdad de q. El conjunto
A es

A = {Ecuador, Colombia, Brasil, Bolivia, Chile },
el conjunto B, considerando sélo a los paises sudamericanos
(¢por que?),
B = {Colombia, Ecuador, Pert, Chile }.

Asi, AN B = {Ecuador, Colombia, Chile} es el conjunto de
verdad de p /\ q, los paises que tienen frontera con Pert y
colindan con el Pacifico. ®

Si p(x) y q(x) son proposiciones abiertas, A es el
conjunto de verdad de p y B es el conjunto de verdad de q, el
conjunto de verdad de p ¥ q es

AAB
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Por la Definicién 2.5 de la pédgina 54, sabe-
mos que

p V¥ q tiene el mismo valor de verdad que (pV q) A (=(pAq)).

Por lo tanto, el conjunto de verdad de p ¥ q es el mismo con-
junto de verdad de (p V' q) A (—(p /A q)). Usando las Propie-
dades 4.2 y 4.1 de la pagina 94, tenemos que el conjunto de
verdad de (pV q) A (—=(p/\q)) es (AUB)N(ANB)C.Y final-
mente, por la Propiedad 1.12 de la pagina 37 tenemos que

(AUB)N(ANB)=AAB. ©

EJEMPLO 4.3. Sea QO = {1,2,3,4,5,6,7,8,9} un conjunto uni-
verso y las proposiciones abiertas

p(x): x es par,

q(x): x es maltiplo de 3.

Halla los conjuntos de verdad de —p, —q, p/Aq, pVqypY¥q.
SoLuciON. Los conjuntos de verdad de p y q son

A={xeQlpx)}
={xeQ|xespar}
=1{2,4,6,8)},

B={xeQ]qx)}
={x € O |x es multiplo de 3}
={3,6,9}.

El conjunto de verdad de —p es A ={1,3,5,7,9} y el de
—q es B¢ =1{1,2,4,5,7,8}, tenemos, ademds, que el conjunto
de verdad de p /A q —los pares de () que son mdultiplos de
3—es

ANB =16},
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el conjunto de verdad de p V q es
AUB =1{2,3,4,6,8,9},

y el conjunto de verdad de p Y g —una de dos, es par o es
multiplo de 3—es

AAB=(AUB)N(ANB)C
:{21314/61819}0{112/31415/718/9}
=1{2,3,4,8,9}. ©

Sea el conjunto universo
Q = {lunes, martes, miércoles, jueves, viernes, sdbado, domingo}
y las proposiciones abiertas

p(x): x comienza con m,

q(x): x tiene tres vocales distintas,
(x):
(x):

r(x): x tiene una g,

s(x): x comienza con e.

Halla los conjuntos de verdad de —p, =1, p A1, qVsyp¥q.

4.2. Para toda(o) y Existe

Sea A un conjunto y p(x) la proposicién abierta “x pertenece
a A”. Claramente, el conjunto de verdad de p es A.

Si A C Bypy qson proposiciones cuyos conjuntos de
verdad son A y B, respectivamente, por la definicién de con-
tencion sabemos que si x € A entonces x € B, perosi x € A
entonces p(x) es verdadera, al tener que x € B tendremos que
q(x) es verdadera. es decir,
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Si A es el conjunto de verdad de p y B es el conjunto de
verdad de q y A C B, tenemos que si p(x) es verdadera
entonces ((x) es verdadera.

Y viceversa, si tenemos que cada vez que p(x) es verdadera
sucede que q(x) es verdadera, y A es el conjunto de verdad
de p y B es el conjunto de verdad de ¢, entonces A C B.

El simbolo V es el cuantificador universal, se lee para toda
(o para todo), lo usamos para referirnos a quienes cumplen
cierta propiedad. Por ejemplo, en la Definicién 1.4 de subcon-
junto, en la pagina 12, decimos que A C B si cada elemento
de A es a su vez un elemento de B. Usando el cuantificador
universal decimos que

ACB siysolosi, Vx€eA, x€B,
que se lee:

A es un subconjunto de B si, y s6lo si, para to-
do elemento x que pertenece a A, sucede que x
pertenece a B.

Se puede leer de varias maneras, en la definiciéon de subcon-
junto podemos usar cualquiera de las expresiones siguientes:

ACB & x€e A = xeB,

A CB & xelemento de A implica x elemento de B,
ACB & Vxec A, xeB,

A CB & DParatodaxen A, x estd en B,

A CB « DParacada xen A, x estd en B.

A C B & Para todo elemento x de A, x esti en B.

Reformulemos el Ejemplo 1.14 de la pagina 14.
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FIGURA 4.1 SOcrates es hombre.

EJEMPLO 4.4. Sean las proposiciones

q(x): x es un ser mortal.

p(x): x es hombre.

Sea M el conjunto de verdad de q y H el conjunto de verdad
de p. Representamos la frase todos los hombres son mortales
como

Vx tal que p(x), se cumple q(x),

0, segin vimos al principio de esta seccién,
HC M.

Denotemos con s a Sécrates. Tenemos que p(s) es verdadera,
luego q(s) es verdadera. Es decir, como es verdad que Sécra-
tes es hombre, entonces es verdad que Sécrates es mortal.

©

EJEMPLO 4.5. Sea Q el conjunto de los nombres de los dias
de la semana, es decir

Q = {lunes, martes, miércoles, jueves, viernes, sibado, domingo }.
Consideremos las proposiciones

p(x): x comienza con la letra m.

q(x): x termina con la letra s.
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Es cierto que Vx € Q tal que p(x), se cumple q(x). Es decir,
cada nombre que comienza con m termina con s.

Si A es el conjunto de verdad de p y B es el de ¢, lo
anterior significa que Vx € A, x € B, o simplemente: A C B.

©

Describe por medio del cuantificador universal a los elemen-
tosde A, ANBy B\A.

El simbolo 3 es el cuantificador existencial, se lee existe, lo
usamos para indicar que hay al menos un elemento de un
conjunto que cumple con determinada propiedad.

En la pagina 15, en la Definicién 1.5 de subconjunto propio
se pide la existencia de algiin elemento de B que no perte-
nezca a A. Usando los cuantificadores la podemos escribir
como

ACB & VxeA,xeB y dJyeBtalquey ¢ A,
lo cual se lee

A es subconjunto propio de B si, y sélo si, para
toda x en A, x estd en B y existe al menos una y
en B tal que y no estd en A.

Usamos varias expresiones: decimos existe una x ..., refi-
riéndonos a la letra x como el objeto del cual afirmamos su
existencia. Quiza sea mejor decir existe un x ..., refiriéndonos
a que existe algtin elemento x.

Si existe alguna camisa que no es azul entonces es
falso que todas las camisas son azules.

EJEMPLO 4.6. Usemos de nuevo el conjunto Q) del Ejemplo 4.5
de la pagina 99 de los nombres de los dias de la semana. Sean
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las proposiciones

s(x): x es esdrtjula.

t(x): x comienza con la letra m.

¢Es cierto que el conjunto de verdad de s estd contenido en
el conjunto de verdad de t?

SoLUCION. Sea C el conjunto de verdad de s y D el de t. Para
responder ’si’, hay que verificar que Vx € C, x € D. Veamos:

C = {miércoles, sdbado },
D = {martes, miércoles }.

Vemos que 3x € C tal que x ¢ D, a saber x = sabado, que es
esdrtjula pero no comienza con m. Es decir,

C ¢ D pues Isabado € C | sédbado ¢ D. ©)

Reescribimos la definicién de subconjunto propio usando
los cuantificadores universal y existencial.

DEFINICION 4.2. SUBCONJUNTO PROPIO. Sean A y B dos con-

juntos, A es un subconjunto propio de B, y lo denotamos con
A CBsi

1. VX €A, x € B,
2. dJyeBtalquey ¢ A.

Para negar que A C B, sabiendo que A C B, es necesario
exhibir algtin elemento de B que no pertenezca a A.

DEFINICION 4.3. NEGACION DE LOS CUANTIFICADORES.

Afirmacién Negacion
Vx, p(x) dx tal que —p(x)
dx tal que p(x) Vx, —p(x)
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EJEMPLO 4.7. ;Cémo definimos al cuantificador ninguno o
para ningiin y cudl es su negaciéon?

SOLUCION. Para ningiin x se cumple que p(x) significa que el
conjunto de verdad de p es el conjunto vacio (), es decir que
para cualquier x se tiene —p(x), simbélicamente Vx, —p(x):

Para ningtn x, p(x) = Vx, —=p(x).
La negacion la obtenemos de la definicion anterior,

—[Para ningan x, p(x)] = ~[Vx, —p(x)]

=dx | —~—px)
=3Jx[p(x)
Asi,
Afirmacién Negacién
Para ningtin x se cumple que p(x) Existe algtin x tal que p(x)

©

EJEMPLO 4.8. Escribe simbolicamente la frase Hay matrimo-
nios felices.

SoLucion. Consideremos la proposiciones abiertas

m(x): x es un matrimonio.

f(x): x es feliz.
Asi, la frase se escribe
Ix | m(x) Af(x).

El universo Q es el conjunto de parejas. Si M es el conjunto
de verdad de m y F es el conjunto de verdad de f, lo anterior
se puede escribir como

dx|xeMnF. ©
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EJEMPLO 4.9. Simboélicamente la proposicion Todos los tigres
son felinos se escribe

Vx, t(x) = f(x).

SiT es el conjunto de verdad de t y F es el conjunto de verdad
de f, donde

t(x): x es un tigre,

f(x): x es un felino,

la proposicion se escribe simplemente T C F. )

Escribe por medio de cuantificadores las siguientes afirma-
ciones y su negacion:

1. Para toda x se cumple que no es cierto que p(x).

2. No existe x que cumpla p(x).

Escribe simbodlicamente la proposicion Ningiin huracin tocé
tierra.

4.3. Diagramas de Euler y de Venn

A los inocentes diagramas intuitivos que usamos desde la Fi-
gura 1.1 de la pagina 7, en la mayoria de los libros de texto se
les llama Diagramas de Venn o Diagramas de Euler o, lo que es
mas, Diagramas de Venn-Euler. Y usan los nombres de manera
indistinta.

Sucede que acompafiando a las explicaciones de los ra-
zonamientos 16gicos, los pensadores han usado diagramas
como ayuda didéctica, incluso se dice que, por la manera en
que esta redactada su obra, el mismo ARISTOTELES ha de haber
empleado algo parecido a los inocentes diagramas intuitivos.
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Leibniz

Entre los asi clasificados escritos filosdficos de LeiBNiz halla-
mos «de Formae Logicae comprobatione per linearum ductus, PHIL.,
VII, B, 1v, 1-2» en donde combina dos tipos de explicaciones
gréaficas. Una mediante segmentos paralelos cuyas longitu-
des relativas sugieren la contencién o pertenencia de los re-
feridos en el segmento corto al segmento largo. Y la otra con
circulos, uno contenido en el otro, para dar la misma idea de
contencién, segtin podemos apreciar en la Figura 4.2.

Propositio universalis affirmativa :

Omne B est C B
Omnis homo est animal { c i ] y
designatio

quz ostendit omnes homines in omnibus animalibus esse comprehensos *.
FIGURA 4.2 Diagrama empleado por LEiBN1z: Todo B es C.

GOTTFRIED WILHELM (VON) LEIBNIZ nQCio el
1 de julio de 1646 en Hannover y murié
el 14 de noviembre de 1716. Construyd
el Cdlculo Infinitesimal de manera inde-
pendiente a NEwToN y la notacion em-
pleada actualmente. Inventd el sistema
binario.?

7 GOTTFRIED WILHELM (VON) LEIBNIZ en WI-

KIPEDIA.

Unas pédginas mds adelante vemos, junto con otros dia-
gramas que nos resultarian familiares, uno (Figura 4.3) que
ilustra claramente el uso de dichos diagramas como auxiliar
para explicar razonamientos 16gicos. En este caso la inferen-
cia légica conocida como el silogismo de la forma Celarent,
que en términos de conjuntos se expresa


https://es.wikipedia.org/wiki/Gottfried_Leibniz
https://es.wikipedia.org/wiki/Gottfried_Leibniz
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SiCNB=0yDCC,entonces DNB = 0.

Celarent
E Nullom CestB | B —
A| Omne DestC|C __l__
E |[E-NulluomDestB | D et

< nempe omne D quod est C >

FIGURA 4.3 Diagrama empleado por LEIBNIZ para ilustrar el silo-
gismo Celarent: Ningtn C es B, todo D es C, luego nin-
gun D es B.

Euler

El caso de EULER estd mejor documenta-
do pues us6 los diagramas ampliamen-

te en el famoso curso que imparti6é por LETTRES
. . A UNE PRINCESSE
correspondencia a la princesa FRIEDE- DALLEMAGNE
RIKE CHARLOTTE de la rama Branden- < S A
. . PHYSIQUE & de PHILOSOPHIE.
burg-Schwedt de la familia real prusia- e,

TOME PREMIER.

na, quien més tarde serfa la dltima prin-
cesa abadesa de Herford Abbey en el du-
cado de Sajonia.

La correspondencia se public6 con el rmmiiiae—
titulo Cartas a una princesa alemana sobre i ; 1
diversos temas de fisica y filosofia. En el to- .~ |
mo II, antes de explicar los silogismos,
en las cartas cvI a cviil, vemos las cartas de la c11 a cv envia-
das del 14 al 24 de febrero de 1761 donde emplea diagramas
para explicar, primero afirmaciones como Todo A es B, Nin-
gun A es B, Algiin A es B y Algiin A no es B y para ilustrar
razonamientos por medio de silogismos, como se ve en las

Figuras 4.4 y 4.5 de las paginas 106 y 107.
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Emblémes des quatre elpeces de Propofitions.

Afficmauve-Univerfelle | Négative- Univerfelle

RN . A
(a) ) A) (8)
L A &

Tout A et B Nul 4 n'eftpas B

Affirmative - Particulitre 'Nc'saxive- Particulitre

(OB 1da8)

%cl\]uc Aclt B Quelque A n'eft pas B

FIGURA 4.4 Diagramas empleados por EULER.

LEONHARD EULER nacid el 15 de abril de
1707 en Basilea, Suiza y murié el 18 de
septiembre de 1783 en San Petersburgo,
Imperio ruso. Matemdatico vy fisico suizo.
Se frata del principal matemdtico del si-
glo XVIlIl'y uno de los mds grandes y pro-
lificos de todos los tiempos.”

a LEONHARD EULER en WIKIPEDIA.

En su explicacién, EULER llama a A y B nociones abstractas,
refiriéndose a una proposicién como nociones generales forma-
das por abstraccion mientras que sefiala varios tipos de pro-
posiciones con ayuda de relaciones entre conjuntos, segin
vemos en la Figura 4.4.

EuLER ilustra proposiciones con diagramas pero no inten-
ta operar con ellos. Cuando mucho usa la posicién del nombre
de la proposicién (o del conjunto, dirfamos nosotros) para ha-
cer énfasis en cierta afirmacién, segtin vemos en la Figura 4.4
en los diagramas correspondientes a Algiin A es B y Algiin A
no es B, los dos del renglén inferior, donde se trata del mismo
diagrama pero con diferente colocacion de la letra A.
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El diagrama consta de dos circulos que se intersecan, en
el caso de Algiin A es B coloca la letra A en la interseccion
de los dos circulos para indicar que hay elementos de A que
estan en B. Mientras que en el caso de Algiin A no es B, coloca
la letra A fuera del circulo correspondiente a B, para indicar
que hay elementos de A que no estan en B.

Al representar, con nuestros inocentes diagramas intuiti-
vos, los espacios (como también les llama) A y B con circulos
que se intersecan, nos indica que hay elementos de A que
estdn en B y hay otros que estan fuera de B.

En la Figura 4.5 se percibe la similitud del diagrama que
usa EULER para ilustrar el silogismo Celarent, con el de Le1s-
N1z en la Figura 4.3.

Venn

Los diagramas, llamados en la época Circulos Eulerianos, em-
pleados por EULER y otros autores, gozaron de general acep-
tacion hasta que en julio de 1880, J. VENN publicé su trabajo

II. Si la notion C el tout entiere dans la
notion A, eclle fera aufli tont entiere hors de la
notion B,

ce qui donne cette forme de fyllogifime:

Nul Anelt pas B3
Or ToutCelt 4:
Donc Nul C n'eft pas B.

FIGURA 4.5 Diagrama para el silogismo Celarent de Euler: Ningin
A es B; Todo C es A; Luego Ningtn C es B.
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On the diagrammatic and mechanical representation of propositions
and reasonings, donde sefialaba que todos esos diagramas es-
taban basados en el mismo principio y tenian las mismas
limitaciones y defectos.

JOHN VENN nacid el 4 de agosto de 1834
en Kingston upon Hull en el Reino Unido
y murié el 4 de abril de 1923 en Cambrid-
ge. Logico Yy filésofo, infrodujo los diagra-
mas que actualmente se usan en teoria
de conjuntos, probabilidad, I6gica, es-
tadistica y ciencias de la computacion.

En su trabajo VENN sefialaba que los diagramas emplea-
dos por EULER no describian con suficiente amplitud los ca-
sos posibles para una proposicién, por ejemplo, al represen-
tar Todo A es B por medio de un circulo contenido en otro, no
describia la posibilidad de que A fuera todo B, exigiendo asi
dos diagramas para esa proposicion. En la Figura 4.6 vemos
un extracto del trabajo de VENN donde lo reclama.

Cuando se trata de ilustrar Algiin X no es Z la cuestién
se complica pues se requieren tres diagramas del tipo de los
Circulos Eulerianos, uno para ilustrar que aunque algtn X no
sea Z, algunos quizd si lo sean, otro para que si algtin X no
es Z, quiza todos los Z sean X, y finalmente para ilustrar que
si algin X no es Z puede ser que ningiin X sea Z.

Y cuando tenemos una proposicién disjuntiva como Todo

For instance, the proposition “ All X is Y * needs both the

diagrams, @ @ ; for we cannot tell, from the mere

verbal statement, whether there are any Y’s which are not X,

FIGURA 4.6 Para ver Todo X es Y se requieren dos diagramas.
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Similarly the proposition “ Some X is not Z” needs three
other diagrams,

@ ) 0

FIGURA 4.7 Para describir Algiin X no es Z se requieren tres diagra-
mas.

XesYoZ,segin VENN debemos trazar un esquema completo
con todas las posibilidades de la relacién entre Yy Z.

Para superar estas dificultades VENN, p. 4 construye lo
que llama “un nuevo esquema de representaciéon diagramati-
ca” que podria pensarse, afirma, basado en el método de Boo-
LE e incluso considerarse como su representacién diagrama-
tica adecuada, aunque BooLE no haya empleado diagramas
ni los haya sugerido.

Asi, al estilo de la famosa obra de GEORGE BooLE The Mat-
hematical Analysis of Logic, Being an Essay Towards a Calculus of
Deductive Reasoning (Andlisis Matemdtico de la Légica, un ensayo
en pos de un Cdlculo del Razonamiento Deductivo), VENN propo-
ne considerar las clases generadas por términos.

Dados los términos X y Y, debemos considerar las cuatro
subclases: X que es Y, X queno es Y, Y que no es X, y lo que no
es X ni Y. Para simplificar escribe X en lugar de no-X (es decir
X¢, el complemento de X) y obtiene, empleando la operacion
booleana de producto como la interseccion de conjuntos, las
cuatro clases: XY, XY, XY, XY.

Asf, a diferencia del plan euleriano de representar directa-
mente proposiciones o relaciones entre clases, VENN se propo-
ne usar solo clases y modificarlas de manera que indiquen lo
que dicen las proposiciones.
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Subclases Venn Hoy dia

X queesY XY XNy
XquenoesY XY Xnye
Y que no es X XY Xeny
Noes Xni Y XY Xenye

Ahora bien, para representar las subclases
generadas por dos o mds clases de términos,
VENN propone trazar figuras sucesivas, diga-
mos circulos, de manera que intersequen una
sola vez a las subdivisiones existentes, forman-
do asi un marco general que indique cada combinacién pro-
ducible por las clases de los términos dados. Las ilustraciones
en esta seccion son las del trabajo citado de VENN.
Para los dos términos X y Y, obtuvimos las
x subclases mencionadas en la tabla anterior. Su-
pongamos que ahora aparece un tercer término
Y Z Z. Entonces tenemos que subdividir cada una
de las cuatro subclases en sus partes corres-
pondientes a Z y Z. Asf, la subclase XY se dividird en XYZ y
XYZ. Al dividir las cuatro subclases obtendremos ocho sub-
divisiones. No olvidar que el exterior a todas las figuras es
una subdivisién. Las subdivisiones producidas corresponden
a una combinacién de las letras X, Y, Z y sus complementos X,
Y y Z. Es decir, si damos una combinacién de tres de estas
letras les corresponde una subregién en la figura y viceversa,
si seflalamos una subregion en la figura le corresponde una
precisa combinacién de las letras.

Estos esquemas, sdlo representan términos o clases, son
el marco para representar proposiciones. VENN asegura que
cualquier proposicién universal se puede presentar como una
o mds negaciones. Aceptemos, para comprender la construc-
cion de sus diagramas.
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FIGURA 4.8 Diagrama correspondiente a cuatro términos, la region
marcada con X representa la combinacién “X que esta
en Yy Z pero no en W”, es decir XYZW, hoy dia XN
YNZNWe.

El método para construir un diagrama que represente una
proposicioén es ubicar lo que la proposicién niega y marcar
la particién correspondiente en la figura, la mejor manera
sera sombrearla, excluyéndola. La parte clara representa la
proposicion.

Por ejemplo, la proposicion “Toda X es Y”
se interpreta como que no existen la clase de
cosas “X que no es Y”, entonces ubicamos la
porcién correspondiente a XY en la figura y la
sombreamos considerdndola omitida.

Notese que la proposicién “Toda X es Y” significa que
X es un subconjunto de Y, es decir, que X C Y. Eso indica
el diagrama, a diferencia del inocente diagrama intuitivo de
la Figura 1.3 en la pédgina 15 donde colocamos el conjunto H
dentro del conjunto M. Las cosas no son asi en los verdaderos
diagramas de VENN.
Para representar “Todo X es todo Y” afia-
X y dimos a la figura anterior otra negacion, esto
s es XY y la sombreamos, obteniendo la figura
del lado izquierdo. La parte clara representa la
proposicion, que en el lenguaje de conjuntos
significa X =Y.
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Vemos que la disyuncién “Toda X es Y o X
Z” es la negacion de “X que no es Y ni Z”,
que corresponde a la porcién XY Z, misma que v z
sombreamos para omitirla. La parte clara del
diagrama muestra las X que son Y o Z, es decir, la parte de X
que estd contenida en YU Z.
Si restringimos la proposiciéon y queremos
“s6lo las X que estén en Y o Z”, tenemos que
omitir las porciones XY y XZ, es decir las “Y
z que no son X” y las “Z que no son X”. Asi, de
la unién YU Z, que contiene a “X quees Y o Z”,
excluimos Y\ Xy Z\ X obteniendo XN (YU Z).
Si ahora de la figura omitiéramos la porcién correspon-

diente a XYZ, tendriamos las “X que sélo son Y o Z”, es decir,
XN(yuz)\ (XNnYn2z).

Euler y Venn

En la subseccién anterior vimos las razones de VENN para
diferenciar su trabajo de EULER. Aqui comparamos los dia-
gramas de EULER y los de VENN al representar proposiciones
y reglas de inferencia.

Para construir un diagrama de VENN vemos que al con-
siderar tres conjuntos, digamos A, B y C, se generan ocho
regiones o subclases que forman un marco general donde ca-
da region esta asociada a una combinacion de las letras A, B,
C y sus complementos A, By C.

Dentro las subregiones formadas por los tres conjuntos
estd la region exterior a todos, en la parte derecha de la Fi-
gura 4.9 estd marcada con R8 y en la parte izquierda vemos
la combinacién asociada A B, C que corresponde a la regién
que no estd en A ni en B nien C.

El orden en que estdn numeradas las figuras es arbitrario,
lo importante es la combinacién que representan.
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A A o
RT RS ABC  XBT
R5 R4 ABC ABC
R7 ABC
B R2 R6 R3 C B ABC agc ABC C

FIGURA 4.9 A la izquierda las 8 subclases generadas por tres con-
juntos, A, B'y C. A la derecha las combinaciones co-
rrespondientes a cada subclase.

Una de las principales caracteristica que diferencian a los
diagramas de VENN de los de EULER es la manera de colocar
la representacion de acuerdo a los elementos que pertenecen
a cada conjunto. La manera de EULER es mds parecida a los
inocentes diagramas intuitivos que usamos: Si dos conjuntos
son ajenos se representan con circulos que no se intersecan. Se-
gin VENN la situacion se indica como se ilustra en la parte
derecha de la Figura 4.10,

Sean A, B y C los conjuntos

A={2,638}, B={1,25, C={39.

FIGURA 4.10 A la izquierda los conjuntos, A, B y C representados
en un diagrama de EULER. A la derecha en un diagra-
ma de VENN.

Vemos del lado derecho de la figura los tres conjuntos que
se intersecan entre si, definiendo todas las regiones posibles.
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Se colocan los elementos de los conjuntos en la subclase que les
corresponde, dejando las otras vacias. Ahi estd el detalle!

En los diagramas de VENN se sombrean las regiones vacias.

Tomemos, por ejemplo la interseccién A N B, segtin nues-
tros inocentes diagramas intuitivos (DiagInt), de la Figura 1.6
de la pagina 24. Si la interpretamos como diagramas de VENN
tendremos otro resultado.

En la siguiente figura vemos la representacion segiin nues-
tros inocentes diagramas intuitivos (DiagInt) de la interseccion
A N B y de la diferencia simétrica A A B; la parte sombreada
representa a la interseccién y a la diferencia simétrica, respec-
tivamente. En la interpretacién como diagramas de VENN, la
parte sombreada esta vacia.

A N B en Diaglnt A A B en DiaglInt
A B AB BA
ANB =0 en VENN A = B en VENN

FIGURA 4.11 Como diagramas de VENN, las partes sombreadas re-
presentan regiones vacias.

iSorpresa! En la figura de la izquierda estd sombreada la
regién AB. Los inocentes diagramas intuitivos nos dicen que
esa region AB es la region que tienen en comin los conjuntos
Ay B, es decir su interseccién. Pero los diagramas de VENN
nos dicen que esa regién AB esta vacia, es decir que no hay
elementos ahi, que no hay elementos que pertenezcan a A y
a B, lo cual significa que ANB = 0.

Del lado derecho tenemos dos conjuntos con las regiones
AB y AB sombreadas. Segtin los inocentes diagramas intui-
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tivos, esas regiones sombreadas representan a los elementos
del conjunto, que en este caso son “los elementos de A que
no estan en B” unién “los elementos de B que no estdn en
A”, que llamamos la diferencia simétrica de A y B. Pero segtin
los diagramas de VENN esas regiones sombreadas estan va-
cias, es decir, no existen elementos de A que no estén en B ni
existen elementos de B que no estén en A, luego A = B.

Veamos ahora las versiones de EULER y de VENN de cuatro
tipos de proposiciones: A: Afirmativa universal, E: Negativa
universal, |: Afirmativa particular y O: Negativa particular.
A. AFIRMATIVA UNIVERSAL. Todo A es B. Significa que todo ele-
mento de A es un elemento de B, es decir, que para cada
X € A se tiene que x € B. Simbdlicamente, x € A = x € B.
Lo anterior asegura que A cumple con la definicién de ser
subconjunto de B, es decir A C B. En la Figura 4.12 vemos
del lado izquierdo al circulo que representa A formando par-
te del circulo que representa B, mientras que del lado derecho
vemos los circulos que representan a A y a B intersecdndose,
la regi6n correspondiente a AB estd sombreada lo cual sig-
nifica que no hay elementos de A que no pertenezcan a B,
luego todos pertenecen y ese diagrama representa la conten-
cion A C B.

EULER VENN

FIGURA 4.12 Todo A es B. Para toda x € A, x € B. No hay elementos
de A que no estén en B.

E. NEGATIVA UNIVERSAL. Ningiin A es B. Significa que cual-
quiera que sea el elemento de A, ese elemento no estard en
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B. Es decir, para toda (o para cada) x € A se tiene que x ¢ B.
Simbdlicamente x € A = x ¢ B. Lo anterior implica que no
hay elementos o puntos que estdn simultdneamente en A y
en B, es decir ANB = (). En el lado izquierdo de la Figura 4.13
se representa al estilo de EULER, con los circulos que repre-
sentan a los conjuntos apartados, ajenos, sin intersecciéon. Al
lado derecho, al estilo de VENN, los circulos que representan
a los conjuntos si se intersecan pero la parte que correspon-
de a la regién AB estd sombreada, lo cual indica que no hay
elementos de A que pertenezcan a B.

A B
EULER VENN

FIGURA 4.13 Ningiin A es B. Para toda x € A, x ¢ B. No hay ele-
mentos de A que estén en B, luego ANB = 0.

|. AFIRMATIVA PARTICULAR. Algiin A es B. Significa que al me-
nos un elemento de A es también elemento de B, es decir que
existe x € A tal que x € B, o lo que es equivalente, que A y
B tienen puntos en comun, lo cual se expresa diciendo que
ANB # (. Segun vimos en la Figura 4.4 de la pdgina 106,
en la reproducciéon de los diagramas empleados por EULER,
y vemos en el lado izquierdo de la Figura 4.14, se represen-
tan los dos circulos intersecados y se coloca la letra A en la
interseccion, indicando que ahi hay elementos. Algo similar
ocurre con VENN, como suele hacerlo se trazan intersecando-
se los circulos que representan a A y a B, ahora se coloca una
marca + en la regiéon AB para indicar que esa regioén no estd
vacia, es decir, que hay elementos de A que estan en B.

O. NEGATIVA PARTICULAR. Algiin A no estd en B. Significa que
hay al menos un elemento de A que no estd en B, es decir
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A | B +

FEULER VENN

FIGURA 4.14 Algiin A es B. Existe x € A tal que x € B. ANB # (.

existe x € A tal que x ¢ B, lo cual implica que x € B€; escri-
bimos simboélicamente Ix € A | x € B, que equivale a decir
que A N B # (). Del lado izquierdo de la Figura 4.15 Vemos
los circulos intersecados que representan a los conjuntos A
y B, en la parte de A que no estd en B se coloca una letra
A para indicar que hay elementos de A fuera de B. De ma-
nera similar, del lado derecho estan los circulos intersecados
y una marca * en la region AB indica que no estd vacia, es
decir hay elementos de A que no estan en B.

A B
FuLER VENN

FIGURA 4.15 Algiin A no estd en B. Existe x € A tal que x ¢ B.
ANBS £ 0.

Sean A y B dos conjuntos. Ilustra con un diagrama de VENN
que A C B.

Continuamos la comparacién entre los diagramas de Eu-
LER y de VENN, veamos ahora cémo ilustran algunas inferen-
cias légicas. Veamos algunos silogismos,

AAA. BARBARA o la regla de la cadena. Todo S es P, todo M es
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S; luego todo M es P. En el lenguaje de conjuntos, si S C Py
M C S, entonces M C P; se refiere a la transitividad de la con-
tencién de conjuntos que enunciamos en el inciso (ii) de la
Propiedad 1.4 e ilustramos con nuestros inocentes diagramas
intuitivos en la Figura 1.5 de la pagina 19, el diagrama de
EULER es similar; de hecho nuestros inocentes diagramas in-
tuitivos se parecen a los de EULER. Para el diagrama de VENN
correspondiente al silogismo AAA trazamos tres circulos que
se intersecan, correspondientes a los términos —el conjunto
S del sujeto o término menor, el conjunto P del predicado o
término mayor y el conjunto M del término medio— y nos
tijamos en las regiones o subclases generadas. La primera
premisa: Todo S es P indica que la region SP estd vacia, misma
que esta formada por las subregiones SM P y SMP que irdn
sombreadas. La segunda premisa: Todo M es S indica que la
regién SM esté vacia, estd formada por las subregiones SMP
y SMP que también irdn sombreadas. En el diagrama pode-
mos ubicar las relaciéon entre M y P, a saber Todo M es P.

M

EULER VENN

FIGURA 4.16 Todo S es P, todo M es S; luego todo M es P.

EAE. CELARENT. Ningiin S es P, todo M es S; luego ningiin M
es P. En lenguaje de conjuntos, Si SNP =0y M C S, en-
tonces MNP = (). Como los diagramas de EULER y nuestros
inocentes diagramas intuitivos son muy parecidos, vemos la
interpretacion en el lenguaje de conjuntos, S y P son ajenos,
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M

FULER VENN

FIGURA 4.17 Ningtn S es P, todo M es S; luego ningtin M es P.

se representan con circulos que no se intersecan, el circulo
que representa a M estd dentro de S. En el diagrama de la
Figura 4.17 se aprecia que M y P son ajenos y en la nota a
pie de pagina' estd la demostracion. Para construir el dia-
grama de VENN de la forma EAE trazamos los tres circulos
con las regiones generadas. La primera premisa Ningiin S es
P nos indica que S y P no tienen elementos en comiin luego
la region SP, formada por las subregiones SMP y SMP, va
sombreada. La segunda premisa: Todo M es S indica que la
region SM, formada por las subregiones SMP y SMP, tam-
bién va sombreada, pues no hay M fuera de S. Al examinar,
en la Figura 4.17 de la pagina 119, el diagrama de VENN cons-
truido vemos la relacion entre M y P; la tinica regién de M
sin sombrear en el diagrama es SMP, ningtin M es P.
All. DARIL. Todo S es P, algiin M es S; luego algiin M es P. En
lenguaje de conjuntos, siS € Py MNS # (), entonces MNP #
0.

Es facil desprender el diagrama de EULER de la version
en el lenguaje de conjuntos, el circulo que representa S va

1 Si MNP # ) entonces 3x € MNP es decir, existe x € Myx e P.
Como M C S entoncesx € M = x € S;esdecirx € Syx € P

contradiciendo que SNP = . Luego MNP = (). @
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dentro del que representa a P. El circulo que representa a M
debe intersecar al que representa a S y, en consecuencia, al
de P, que es la conclusion.

[92) av]

FULER VENN

FIGURA 4.18 Todo S es P, algtiin M es S; luego algin M es P.

Para construir el diagrama de VENN de la forma All tra-
zamos los tres circulos, se intersecan generando subregiones.
La primera premisa Todo S es P indica que la region SP, for-
mada por las subregiones SMP y SMP, va sombreada. La
segunda premisa Algiin M es S indica que la regién SM no
estd vacia, hay ahi algtn elemento. Pero la regién SM consta
de las subregiones SMP y SMP, la primera subregion ya esta
sombreada por la primera premisa, queda la segunda; para
indicar que esa regién no es vacia, que hay algin elemento,
se coloca una marca + .

En el diagrama construido vemos la relacion entre M y P,
en la regiéon SMP hay una marca, luego algin M es P.

EIO. FERIO. Ningiin S es P, algiin M es S; luego algiin M no es P.
En lenguaje de conjuntos, si SNP =0 y M NS # (), entonces
M N Pe £ ().

De la interpretacion en el lenguaje de conjuntos es fécil
obtener el diagrama de EULER, los circulos correspondientes
a Sy a P se colocan separados pues su interseccién es vacia.
El circulo de M ha de intersecar a S pues su interseccion es
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M

M

FULER VENN

FIGURA 4.19 Ningtn S es P, algtin M es S; luego algiin M no es P.

no-vacia. En la figura se aprecia, y en la nota a pie de pagina?
se demuestra, que hay puntos de M que no estdn en P.

Para construir el diagrama de VENN trazamos tres circulos
que se intersecan y consideramos todas las subregiones. La
primera premisa Ningin S es P indica que S y P no tienen
elementos comunes, es decir, la regiéon SP, formada por las
subregiones SMP y SMP, va sombreada. La segunda premisa
Algiin M es S indica que hay elementos en la regiéon SM,
pero ésta consta de las subregiones SMP y SMP; la primera
qued6 sombreada por la primera premisa, queda SMP, ahi
debe haber elementos, para indicarlo se coloca una marca +

En el diagrama construido vemos la relacién entre M y P,
la marca + en la subregiéon SMP indica que algunos M no
son P.

Traduce al lenguaje de conjuntos y construye los diagramas
de EULER y de VENN de la forma EAE-2. CESARE. Ningiin P es
M, todo S es M; luego ningiin S es P.

2 SiSNP=0yMnNS #0,seax € MNS, como x € S entonces x ¢ P,
asix € My x € PS, es decir M N P< # (). @
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Traduce al lenguaje de conjuntos y construye los diagramas
de EuLER y de VENN de la forma AEE. CAMESTRE. Todo P es
M, ningiin S es M; luego ningiin S es P.

Traduce al lenguaje de conjuntos y construye los diagramas
de EULER y de VENN de la forma EIO-2. FESTINO. Ningiin P es
M, algiin S es M; luego algiin S no es P.

4.4. Légica, conjuntos y diagramas

Segtn vimos en las secciones anteriores, nuestros inocentes
diagramas intuitivos son muy parecidos a los de EULER en
el sentido de que sombreamos en el diagrama la parte que
corresponde a la descripcion de un conjunto y son los que se
usan en el &mbito de los conjuntos.

= En el &mbito de los conjuntos se usan los diagramas de
EULER.

= En el dmbito de la 16gica se usan los diagramas de
VENN.

Usaremos ambos tipos de diagramas para analizar la vali-
dez de argumentaciones logicas. Dada una argumentacién en
lenguaje cotidiano la expresaremos en lenguaje de conjuntos
y proposiciones y analizaremos su diagrama para orientar-
nos acerca de su validez.

EJEMPLO 4.10. Analiza el argumento Todos los tacos son sabro-
sos, las frutas no son tacos; luego las frutas no son sabrosas.



4.4. Loégica, conjuntos y diagramas

SoLucioN. Hacemos

P = Conjunto de las cosas sabrosas,
M = Conjunto de los tacos,

S = Conjunto de las frutas.
El argumento tiene la forma:
Todo M es P, ningiin S es M; luego ningiin S es P.
En lenguaje de conjuntos:
SiM CPySNM =0, entonces SNP = .

Sospechamos que el argumento no es valido, debemos
exhibir un contraejemplo o exhibirlo en un diagrama.

El contraejemplo puede ser en el mismo contexto que el
argumento: una pifia madura es una fruta y es sabrosa. O en
la afirmacién en el lenguaje de conjuntos, es decir, presen-
tar conjuntos P, M y S que cumplan la hipétesis pero no la
conclusion. Digamos los conjuntos

P == {CI dl e/ f}l
M ={c,e,f},
S ={a,b,d}.

cumplen la hipétesis pues M C Py SN M = (), sin embargo
no se cumple la conclusién pues SNP = {d} # (.

En el caso del diagrama de EULER tenemos al circulo que
representa a M dentro del que representa a P; para completar
la hipétesis hay que trazar un circulo que no interseque a M,
como en la figura. Pero ese circulo no estd obligado a ser
ajeno a P

En el caso del diagrama de VENN resultante no queda
sombreada la regién SP que nos indicaria que ningiin S es
P.

Concluimos que el razonamiento no es valido. ®©
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:

No es cierto que SNP = ()
M

S P

No est4d sombreada SP
FIGURA 4.20 Todo M es P, ningtin S es M; ;luego ningtn S es P?
EJEMPLO 4.11. Analiza el siguiente razonamiento: Hay depor-
tistas que no son amables, algunas maestras de matemdticas son

deportistas; luego algunas maestras de matemdticas no son ama-
bles.

SoLucioN. Hacemos

P = Conjunto de las personas amables,
M = Conjunto de deportistas,

S = Conjunto de maestras de matematicas.
El argumento tiene la forma
Algiin M no es P, algunas S son M; luego algunas S no son P.
En lenguaje de conjuntos se expresa como

SiMNPC#0QySNM # (), entonces S NP £ ().
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Cuando empleamos el lenguaje de los conjuntos nos pa-
rece natural usar los diagramas de EULER. Tratamos de cons-
truir un diagrama con las hipétesis y ver si la conclusién se
manifiesta o si es posible que el diagrama cumpla las hipéte-
sis y no se cumpla la conclusién.

Silogramos construir un diagrama de EULER que satisfaga
la hipétesis y la conclusién no significa que el razonamiento
sea valido pues no sabemos si el diagrama construido es la
tinica variante posible (en general no lo es).

Si logramos construir un diagrama de EULER que satisfa-
ga las hipotesis y no cumpla la conclusion, significa que el
razonamiento no es valido pues ese diagrama constituye un
contraejemplo.

No sucede que SN P =)
M

S P
¢Hay alguien en SMP?

FIGURA 4.21 Algin M no es P, algunas S son M; ;luego algunas S
no son P?

En este caso la hipoétesis pide que MNP # 0y SNM # ),
en la figura hemos construido un diagrama que cumple las
hipétesis pero no es cierto que S N P< # ().
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En el diagrama de VENN vemos que la regiéon MP no esta
vacia y tampoco esta vacia la regiéon SM, formada por SMP
y SMP, pero nada nos indica que haya alguien en SMP.

Concluimos que el razonamiento rno es valido. )

EJEMPLO 4.12. Analiza el siguiente razonamiento: Hay fines
de primavera en que llueve, cuando llueve hay que cubrirse; luego
algunas veces que hay que cubrirse es fin de primavera.

SoLucioN. Hacemos

P = Los fines de primavera,
M = Ocasiones en que llueve,

S = Ocasiones en que hay que cubrirse.
El argumento tiene la forma
Algunos P son M, todo M es S; luego algunos S son P.
En lenguaje de conjuntos se expresa como
PAM#D, MCS=SNP#J,

que puede demostrarse. Sea x € PN M, entonces x € Py
x € M, perox € §,luegox € Pyx € §, es decir x € PN,
con lo cual queda demostrado.

En la figura vemos que si M es subconjunto de S y P
interseca a M, necesariamente interseca a S.

En el diagrama de VENN, como todo M es S, se restringe
a la region SMP la existencia de P que son M y entonces la
region SP no estd vacia, es decir, algunos S son P.

Concluimos que el razonamiento es vélido. ®©

EJEMPLO 4.13. Analiza el siguiente razonamiento: Las perso-
nas a bordo fueron revisados, hay pasajeros que no fueron revisados;
luego hay pasajeros que no estdn a bordo.
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M

S P

SNP#D SP no esta vacia

FIGURA 4.22 Algunos P son M, todo M es S; luego algunos S son
P

SoLucioN. Hacemos

P = Personas a bordo,
M = Personas revisadas,

S = Pasajeros.
El argumento tiene la forma
Todo P es M, algiin S no es M; luego algiin S no es P.
En lenguaje de conjuntos se expresa como
PCMy SNM #0 = SNP#(.

Para demostrarlo, sea x € SN M€ entonces x € Sy x € M€, es
decir x ¢ M, como P C M se tiene que x ¢ P, luego x € P<; es
decir x € Sy x € P, por lo tanto S N P€ # () con lo cual queda
demostrado. Esto basta para concluir que el razonamiento es
valido.
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S P

SNPC#0 SP no estd vacia

FIGURA 4.23 Todo P es M, algin S no es M; luego algtn S no es P

Para el diagrama de EULER trazamos el circulo P dentro
del M y trazamos S de manera que interseque al comple-
mento de M, al estar P contenido en M, el circulo S deberéa
intersecar al complemento de P.

En el diagrama de VENN observamos que las S que no son
M estén en la regién SP confirmando que algiin S no es P.

Concluimos que el razonamiento es vélido. )

EJEMPLO 4.14. Analiza el siguiente razonamiento: Algunos asis-
tentes a la feria subieron a la Montafia Rusa, todos los alumnos de
primero de secundaria fueron a la feria; luego algunos alumnos de
primero de secundaria subieron a la Montafia Rusa.

SoLuclioN. Hacemos

P = Personas que subieron a la Montafia Rusa,
M = Asistentes a la feria,

S = Alumnos de primero de secundaria.
El argumento tiene la forma
Algunos M son P, todos S son M; luego algunos S son P.
En lenguaje de conjuntos se expresa como

MNP #0,SCM = SNP#0.
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Nota que si M interseca a P y S es un subconjunto de
M\ P, se cumplen las hipétesis pero no la conclusién, como
puedes apreciar en el lado izquierdo de la Figura 4.24. Hemos
exhibido un contraejemplo y demostrado que el argumento
no es valido.

M

S P
No sucede que SNP # () SMP puede estar vacia

FIGURA 4.24 Algunos M son P, todos S son M; ;luego algunos S
son P?

En el diagrama de VENN del lado derecho se aprecian que
todo S es M, se divide entre lo que estd en P y lo que no. Puede
suceder, y asi lo construimos en el diagrama de la izquierda,
que todo S no esté en P.

Bast6 exhibir un contraejemplo con el lenguaje de los con-
juntos para concluir que este razonamiento 70 es valido. (©)

ACTIVIDAD 4.1. LAS CARTAS DE LA PRINCESA. Forma un gru-
po de personas y que cada una escoja un Modo de alguna
de las cinco Figuras de la Carta cvi, en las paginas 136-138
del segundo tomo de Lettres a une princesse d’Allemagne sur
divers sujets de physique et de philosophie de LEONHARD EULER3,
construya el diagrama de EULER y el de VENN y los explique
al grupo. Construye un razonamiento con ese Modo.

3 Disponible en http://www.e-rara.ch/doi/10.3931/e-rara-8642
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4. LOGICA Y CONJUNTOS

Obtén la conclusion valida. Ningiin P es M, todo S es M.

Algiin P es M, todo M es S Obtén la conclusién vélida.
Algiin P es M, todo M es S.
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Capitulo 5
Relaciones

En este capitulo estudiaremos cémo establecer relaciones en-
tre elementos de conjuntos por medio del producto cartesiano.
Veremos las relaciones de equivalencia y cobmo generan particio-
nes en un conjunto.

5.1. Producto cartesiano

En la moderna definicién de funcién es fundamental el pro-
ducto cartesiano, llamado asi en honor de RENE DESCARTES.

DEFINICION 5.1. PAREJA ORDENADA (a,b). Es el conjunto

(a,b) = {{a},{a,b}}.

Vemos que los conjuntos (a,b) = {{a},{a,b}} y (b,a) =
{{b},{a, b}} son diferentes. Noten que {a} € (a,b) pero {a} ¢
(b, a), asimismo que {b} € (b,a) pero {b} ¢ (a,b), hemos
verificado que (a,b) # (b, a).

En una pareja ordenada cuenta, a diferencia de un conjun-
to con dos elementos, quién es el primer elemento y quién es
el segundo.
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DEFINICION 5.2. PRODUCTO CARTESIANO. Sean A'y B dos con-
juntos, el producto cartesiano A x B es el conjunto de parejas
ordenadas (a, b) tales que a € A y b € B, es decir:

AxB={(a,b)lacA y beB}

EJEMPLO 5.1. Si A ={1,3,5} y B = {r, s}, entonces
AxB={(1,r),(1,s),(3,7),(3,s),(5,1),(5,s)}.

Las parejas estan ordenadas, hay un primer elemento y un
segundo elemento; son diferentes las parejas (1,7) y (r,1), lo
cual implica que no es lo mismo, en general, A x B que B x A.
En este caso,

BxA={(1),(r3),(,5),(s,1),(s,3),(s,5)} @

RENE DESCARTES nacid el 31 de marzo
de 1596 en La Haya, (hoy La Haya-
Descartes) y murié el 11 de febrero de
1650. Verdaderas solo ideas tan claras y
precisas que no causen dudas, con el
modelo matemdatico de razonamiento,
por medio de pasos 16gicos y sencillos,
descubrir nuevas verdades Katz, A His-
tory of Mathematics, p. 478. “Cogito er-
go sum”, "Pienso, luego existo”.

ACTIVIDAD 5.1. Considera dos conjuntos, uno de cuatro fe-
chas y otro de seis sucesos; describe el producto cartesiano
de esos dos conjuntos. Después considera el subconjunto del
producto cartesiano formado por las parejas (fecha, suceso)
tales que el suceso haya ocurrido en la fecha.
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El producto cartesiano de dos conjuntos A y B
es vacio si, y sélo si, A es vacio o B es vacio, es decir,

AxB=0 < A=0 o B=1.

Vamos a demostrar la proposicién equiva-
lente:

AxB#£D & A#£0y B+

i) Supongamos que A x B # (), entonces existe (a,b) €
A x B con la propiedad deque a € Ay b € B, luego Ay
B no son vacios.

ii) Si A y B no son vacios, entonces existen elementos a € A
y b € B, por lo tanto la pareja (a,b) estdi en A x B y

A x B #£0. ©

SiACXyBCY,entonces AxBCXxY
Sea (a,b) € AxB,luegoa € Ayb € B;
comoACXyBCY,aeXybeY,esdecir (a,b) e XXY.

©

El producto cartesiano distribuye a las operaciones
de interseccién, unién y diferencia. Es decir

1. AX(BNC)=(AxB)N(AxC),
2. Ax (BUC)=(AxB)U(A xC),
3. AX (B\C)=(AxB)\ (A xC).
Para demostrar la primera propiedad sea

(x,y) e Ax (BNC)
& xeAyye(BnC)
& x€A, yyeByyeC
& (x,y €eAxBy (x,y e AxC
< (x,y) € (AxB)N(AxC).
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Las otras dos propiedades se demuestran de manera analoga.

El producto cartesiano combinado con las operaciones en-
tre conjuntos cumple con varias propiedades, enunciamos al-
gunas.

SiACX CCX,BCYyD CY, entonces

1. (AxB)N(CxD)=(ANC)x (BND),

2. (AxB)U(CxD)C(AUC)x (BUD).

3. (XX Y)\(AxB)=((X\A)xY)U (Xx (Y\B)).
Para la primera propiedad, sea

(x,y) € (AxB)N(Cx D)
< (xy)€eAxBy (x,y eCxD
& xecAyyeB yxeCyuyebD
& xeAyxelC yyeByyeD
& xeANCyyeBnND
< (x,y) e (ANC)x (BND).

Las otras se demuestran de manera analoga. ®

1. Di qué parejas de conjuntos son iguales:
i) {{a}{a,b}}y {{b, a},{a}}.
i) {{b},{a,b}} y {{a, b} {a}}.
iii) {{a},{a,b}} y {{a,b},{a}}.

2. Sean A = {1,2,3,4} y B el conjunto de vocales en la
palabra ‘apache’, encuentra el conjunto A x B.

3. (Es cierto, en general, que A x B = B x A? Da varios
ejemplos.
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4. Sean X =1{2,3,5,8}y Y ={a,e¢,f,p}

i) Halla X x Yy Y x X.

ii) Exhibe un subconjunto de X x Y tal que no se re-
pitan los primeros elementos de las parejas, y uno
de Y x X tal que los primeros elementos sean los
segundos elementos del anterior.

Demuestra que si A x B # () entonces

AxBCCxD & ACCy BCD.

Demuestra las propiedades 2 y 3 del Teorema 5.1.

Demuestra el inciso 2 de la Propiedad 5.3 y exhibe un con-
traejemplo para la igualdad.

Demuestra el inciso 3 de la Propiedad 5.3.

5.2. Relaciones

DEFINICION 5.3. RELACION. Sea A un conjunto. Una relacién
R entre elementos de A es un subconjunto del producto car-
tesiano A x A. Si la pareja (a,b) € R, decimos que a estd
relacionado con b, 0 a esté en relacién con b, y escribimos

aRb.

En el caso de que la pareja (c,d) ¢ R, decimos que ¢ no esta
relacionado con d usamos el simbolo R y escribimos ¢ K d.
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Se puede definir una relacién entre elementos de diferen-
tes conjuntos.

DEFINICION 5.4. RELACION (DOS CONJUNTOS). Sean A y B
conjuntos diferentes del vacio, una relaciéon R de elementos
de A con elementos de B es un subconjunto del producto
cartesiano A x B.

Una manera de ilustrar una relacién es con un arreglo,
asignando columnas y renglones a cada elemento del con-
junto y colocando 1 en los cruces donde los elementos estan
relacionados.

EJEMPLO 5.2. Formemos el conjunto E con las letras de la pa-
labra arco. La letra x esté relacionada con la letra y si x apare-
ce antes que y en la palabra. Hagamos un arreglo, colocamos
en los renglones la primera letra de la pareja y en las colum-
nas la segunda.

C A = o

o O O O
O O O — -
O O — —Nn
O — — =0

Vemos que la pareja (a, r) estd en la relaciéon, mientras que la
pareja (1, a) no lo esta. Las parejas son (renglén, columna), si
una pareja estd en la relacién, en su lugar se coloca 1, de no
ser asi se coloca 0. Las parejas (1, a), (c,0), (0,7) no estdn en
la relacion. ©

EJEMPLO 5.3. Sea el conjunto L de las letras de la palabra
atajo. Definimos la relacién € entre los elementos de L como
x estd en relacién con y si x es una letra contigua a y en la
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palabra. Hagamos un arreglo

atgjo
a0 1 10
t|{1 000
j|1 0 0 1
o0 010

Aqui cada vez que una pareja (x,y) estd en la relacién, su-
cede que también estd (y, x). Este tipo de relaciones se llama
simétrica. ©

EJEMPLO 5.4. Si A es un conjunto, la relaciéon de igualdad,
también llamada la diagonal de A x A, la denotamos con la
letra delta maytscula A,

A={(a,a) | aec A}l

Sea A = {p, q,1,s}, hagamos un arreglo para la relacién de
igualdad,

CIJH,_Q'-U

o o o =g
© o = ol
© = O Ol
— o Cc olw

Las parejas de la forma (x, x) estan relacionadas y tienen 1 en
su lugar, eso sucede sélo en la diagonal del arreglo. Cuando
cada elemento estd en relacién consigo mismo, la relacién se

llama reflexiva. ©

EJEMPLO 5.5. Sea D ={r, s, t,u}, el conjunto

R={(ru),(s,7),(s1)tt)}
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es una relacién entre elementos de D. En efecto, pues R C
D x D. VemosquerRu,sR1,s RtytRt.

r s t u
r{0 0 0 1
s|(1 010
t|0 010
ul/0 0 00

Hay parejas que no estadn relacionadas, como (v, 1), (1,s), (1, 1)
y otras que no pertenecen a R. Aunque r R u no sucede que

uRr. @

EJEMPLO 5.6. Sea el conjunto P de paises del continente ame-
ricano, la relacién F entre elementos de P es (a,b) € Fsi a
comparte frontera con b, como (Costa Rica, Nicaragua) € J.

©

DEFINICION 5.5. Sea R una relacién en el conjunto A. La re-
lacién R es

1. Reflexiva. Si a R a, para toda a € A.
2. Simétrica. Si a R'b entonces b R a.
3. Antisimétrica. Sia Rby b R a entonces a =b.

4. Transitiva. Sia Rby b R ¢, entonces a R c.

AcCTIVIDAD 5.2. Considera las personas de tu grupo escolar,
llama C al conjunto. Define la relacién A entre los elementos
de C como (a,b) € A si a es amiga(o) de b. ;Qué propiedades
cumple de la definicién anterior?

Usamos el concepto de relacién para definir estructuras de
orden en un conjunto, en primer lugar un orden parcial.
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DEFINICION 5.6. ORDEN PARCIAL. Un orden parcial en un
conjunto A es una relacion reflexiva, antisimétrica y transiti-
va. Denotamos con < a la relacién, se escribe a < b y se dice
que a precede a b.

EJEMPLO 5.7. La contencién C entre conjuntos de la Defini-
cién 1.4 de la pagina 12 es un orden parcial en la familia de los
subconjuntos de un conjunto determinado. Sea X un conjun-
to diferente del vacio y 2X la familia de los subconjuntos de
X. Es decir A € 2X significa que A C X.

» La contencién entre conjuntos es reflexiva pues A C A,
para toda A € 2X (inciso (i) de la Propiedad 1.4, pagi-
na 19).

= La contencion es antisimétrica pues
ACByBCA = A=B,
segtn la Definicién 1.7 de la pagina 20.
= La contencion es transitiva pues
ACByBCC = ACC,
segun el inciso (ii) de la Propiedad 1.4, pagina 19.
Asi, la contencién C definida en 2X por medio de
ACB si xe A = x€B,

para A y B subconjuntos de X, es un orden parcial. @)

DEFINICION 5.7. CONJUNTO PARCIALMENTE ORDENADO. Un con-
junto C en donde estd definido un orden parcial < se llama
un conjunto parcialmente ordenado, se abrevia COPO y se
denota con {C, <}.

EJEMPLO 5.8. La familia de subconjuntos de X junto con la
contencién es el conjunto parcialmente ordenado {2%, C}.(©)
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En una relaciéon de orden parcial suele haber parejas de
elementos no comparables; en el caso de 2%, cualquier par de
conjuntos ajenos no estan relacionados mediante la conten-
cion.

EJEMPLO 5.9. Sea C = {a,b,c}, la pareja {2€,C} es un con-
junto parcialmente ordenado (coro). Ilustramos con un dia-
grama de HASssE,

e

{a, b} {a,c} (b, c}

FIGURA 5.1 La direccién de las flechas indican el orden de prece-
dencia, por ejemplo {c} C {a, c}. @

HeLmut HAsSSE nacid el 25 de agosto de
1898 en Kassel, Prusia y murid el 26 de
diciembre de 1979 en Ahrensburg, Ale-
mania Oriental. Usé de manera efecti-
va los diagramas que hoy llevan su nom-
bre para ilustrar graficamente conjuntos
parcialmente ordenados.

DEFINICION 5.8. ORDEN TOTAL. Un orden total en un con-
junto A es una relacion reflexiva, antisimétrica y transitiva en
donde cualesquiera dos elementos son comparables. Se denota
con <, se escribe a < b y se lee a precede a b.

En la definiciéon de orden total se pide, ademds de las con-
diciones para orden parcial, que cualesquiera par de elemen-
tos se pueda comparar, es decir, si x, y € A, entonces x <y o
Yy <X
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EJEMPLO 5.10. Sea N el conjunto de nimeros naturales del
Ejemplo 1.13, pdgina 14, si a y b son dos ntimeros naturales,
definimos la relaciéon a < b si a es menor o igual que b.

» La relacién menor o iqual que es reflexiva pues para cual-
quier nimero natural n, n < n.

» La relacion menor o igual que es antisimétrica pues

a<byb<a= a=hb.

» La relacion menor o igual que es transitiva pues

as<byb<c= a<c

» Finalmente, dados dos ntimeros naturales cualesquiera
ay b, se tiene que a es menor o igual que b o que b es
menor o igual que a.

Asi, la relacion < definida en IN por medio de
a <b siaesmenoroigual queb,

para ndmeros naturales a y b, es un orden total. ©

DEFINICION 5.9. CONJUNTO TOTALMENTE ORDENADO. Un con-
junto C en donde estd definido un orden total < se llama un
conjunto totalmente ordenado, se abrevia COTO y se denota
con {C, <}.

EJEMPLO 5.11. El conjunto IN de los niimeros naturales junto
con la relacion menor o igual que <, es un conjunto totalmente
ordenado (coro), {N, <J. ©

En un conjunto totalmente ordenado (coto), todos los ele-
mentos son comparables, asi, se pueden ver como una fila.
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1—2-—3—4—5

FIGURA 5.2 El orden total también se llama orden lineal, jtodos for-
mados!

EJEMPLO 5.12. Sea C ={1,2,3,4,5} con la relacién de orden
total <, tenemos que

©

ACTIVIDAD 5.3. LOS ANCESTROS. Define la relacién es ancestro
de en el conjunto de tus parientes (los mas que puedas: her-
mana(o)s, prima(o)s, tia(o)s, abuela(o)s, etc.). ;Es un orden
parcial? Ilustra con un diagrama.

DEFINICION 5.10. RELACION DE EQUIVALENCIA. Sea C un con-
junto, una relacién de equivalencia en C es una relacion re-
flexiva, simétrica y transitiva. Se denota con ~, se escribe a ~ b
y se lee a es equivalente a b.

EJEMPLO 5.13. La relacién de equivalencia mds familiar es la
de igualdad (Ejemplo 5.4, pagina 137) en los elementos de un
conjunto C.

» Laigualdad es reflexiva. Sia € C, a = a.
» La igualdad es simétrica. Si a = b entonces b = a.

» La igualdad es transitiva. Si a = b y b = ¢, entonces
a = ¢, para elementos a, b y ¢ del conjunto C.

Asi, la igualdad es una relacién de equivalencia en C. ©

Es posible definir muchas mads relaciones de equivalencia
ademads de la igualdad, en donde distintos elementos de un
conjunto sean equivalentes, a diferencia de la igualdad en
que cada elemento sélo es equivalente consigo mismo.
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EJEMPLO 5.14. Considera el conjunto C de las personas que
forman tu grupo escolar y la relacién entre elementos de C
definida como “a estd relacionada con b si a lleva blusa o camisa
del mismo color que b”. ;Es una relacién de equivalencia?

SoLuclIOn. Verifiquemos que la relacion es reflexiva, simétri-
ca y transitiva.

» Claramente a estd relacionada con a pues “a lleva blusa
o camisa del mismo color que a”. La relacién es reflexi-
va.

= Asimismo es claro que si a estd relacionada con b en-
tonces b estd relacionada con a pues si “a lleva blusa
o camisa del mismo color que b”, sucede que “b lleva
blusa o camisa del mismo color que a”. La relacién es
simétrica.

= Finalmente, si “a lleva blusa o camisa del mismo color
que b” y si “b lleva blusa o camisa del mismo color que
c”, entonces es cierto que “a lleva blusa o camisa del
mismo color que c”. La relacién es transitiva.

Asi, la relaciéon “a lleva blusa o camisa del mismo color que
b” es una relacion de equivalencia. ®

EJEMPLO 5.15. En un conjunto de personas considera la rela-
cion “x estd relacionada con y si x nacié el mismo afio que y”.

» Claramente “x naci6 el mismo afio que x”, luego es re-
flexiva.

= Asimismo, si “x naci6 el mismo afio que y entonces es
cierto que “y naci6 el mismo afio que x”. Es simétrica.

» Finalmente, si “x nacié el mismo afio que y” y “y nacié
el mismo afio que z”, entonces “x nacié el mismo afio
que z”. Es transitiva.
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Luego es una relacion de equivalencia. ©

Si tenemos un conjunto C con una clase de equivalencia
~, es decir la pareja {C, ~}, podemos separar los elementos de
C en subconjuntos de elementos equivalentes entre si.

DEFINICION 5.11. CLASES DE EQUIVALENCIA. Sea {C,~}un con-
junto con una relacién de equivalencia. Para cada elemento
a € C definimos

a={xeClx~al

El conjunto a es la clase de equivalencia de a y a es un re-
presentante de la clase a@. De hecho, cualquier x € @ es un
representante de a.

De la definicién se desprende que a ~b < b €@, y por
lo tanto, si b € @ entonces b = @. Las clases de equivalencia
de elementos equivalentes son iguales.

Asimismo a € @, pues la relacién de equivalencia es re-
flexiva.

El simbolo ~ denota que no hay relacién, asi a ~ b signi-
fica que a no estd en relaciéon con b.

Las clases de equivalencia de un conjunto C son los sub-
conjuntos generados por la relacién de equivalencia ~, estdn
formadas por elementos equivalentes entre si.

Las clases de equivalencia de dos elementos de C son
iguales o son ajenas.

Enunciamos estas propiedades a continuacion.

Sea {C,~} un conjunto con una relacién de equiva-
lencia. Denotamos con @ la clase de equivalencia de a € C generada
por la relacién ~. Entonces

1. Sea X una clase de equivalencia de C; a, b € X si, y sdlo si,
a~b.

2. Sia~Db, entonces @ =b.

3. Sia b, entoncesand = 0.
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1. Sean ay b € X, entonces a ~x y b ~ x, pero b ~ x implica
x ~ b, luego a ~ x y x ~ b implica a ~ b. Reciprocamente,
sia~byaécx, entonces a~x,luegob~xybex.

2.Seaa~b,xecasi,ysélosi, x~a,siysolsix~b,siy
sOlosi, x € b.

3. Sea a ~ b, supongamos que existe algiin elemento x de C
que pertenece a a N b. Tendriamos

Jx eanb,
& x€Eayxeb,
& x~ay x~b,
& a~xy x~b,
& a~b.

Luego aNb # 0 < a ~ b, pero a = b por lo tanto
anb=0. ®

EJEMPLO 5.16. Las clases de equivalencia del conjunto del
Ejemplo 5.14 de la pagina 143, son las personas que llevan
blusa o camisa del mismo color. ®

EJEMPLO 5.17. Las clases de equivalencia del conjunto del
Ejemplo 5.15 de la pagina 143, son las personas que nacie-
ron el mismo ano. ©

ACTIVIDAD 5.4. LOS ANCESTROS (CONTINUACON). Analiza la
relacién definida en la ACTIVIDAD anterior para ver si es una
relacion de equivalencia.

145



5. RELACIONES

146

5.3. Particiones

El concepto de particion de un conjunto C es claro, se trata de
una coleccién de subconjuntos de C cuya unién es igual a C
y cuya interseccién dos a dos es vacia.

EJEMPLO 5.18. Si C = {a,b,c, d, e}, una particiéon de C es la
familia p = {{c},{a, d},{b, e}} de subconjuntos de C.

La unién de los miembros de la familia es {c} U{a, d}U
{b,e}. Como la operacién de unién es asociativa, es decir
(AUB)UC = AU (BUC), la operacion de unioén entre tres
conjuntos significa que

AUBUC = (AUB)UC.
Asi,

{c}U{a, d}U{b, e} = ({c}U{a,d}) U{b, e}
={c,a,d}uU{b, e}
={c,a,d,b,e}
= C.

Si tomamos dos conjuntos cualesquiera de p vemos que
su interseccién es vacia,

{c}n{a,d} =0,
{c}n{b, e} =0,
{a,d}N{b, e} = 0.

Hemos verificado que p es una particiéon de C. )

Antes de presentar una definicién formal del concepto de
particién veamos la unién de los miembros de la particion y
su intersecciéon dos a dos.
DEFINICION 5.12. FAMILIA INDEXADA. Sea J un conjunto, que
llamaremos de indices, la familia de conjuntos A indiciada, o
indexada, por J es

A ={Ailigy-
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EJEMPLO 5.19. Supongamos que en la clase de quimica se di-
vide al grupo para asistir a las précticas de laboratorio. Se
asigna un grupo de personas por cada dia hdabil de la sema-
na.

Consideremos al conjunto de indices § formado por los
dias de la semana en que estd disponible el laboratorio, es
decir

§ = {lunes, martes, miércoles, jueves, viernes }.

Asi, cada persona del grupo estara asignada a un conjunto
Lg deSs.

La manera en que las personas del grupo asistirdn al la-
boratorio de quimica estd dada por la familia £,

L == {L d}dES .
De manera explicita, la familia £ consta de los conjuntos
L= {]— lunes- L martes, L miércoles’ Ljuevesr LViernes} . ©

DEFINICION 5.13. UNION DE UNA FAMILIA. Sea A una familia
indexada con el conjunto de indices J. La unién de la familia
es el conjunto formado por los elementos que pertenecen al
menos a un elemento de la familia,

UA = UAi ={x|x € A, paraalgini e J}.
ieJ

En el Ejemplo 5.19 anterior, la unién de la familia £ serd
el conjunto de personas que asistieron al menos un dia al
laboratorio. Si se apuntaron todas las personas del grupo G,
la unién de la familia £ serd G.
DEFINICION 5.14. INTERSECCION DOS A DOS. Sea A un familia
indexada con J. La intersecciéon dos a dos de elementos de la
familia es considerar todas las posibles intersecciones A; N A;
para i # j, de los conjuntos A;, Aj en A.
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Cuando pedimos que la interseccién dos a dos de elemen-
tos de una familia sea vacia, estamos pidiendo que

AiﬂA]' =0, 1,jel, 1#),

también se dice que los conjuntos son ajenos dos a dos.

Si en el Ejemplo 5.19 anterior, resulta que cada persona
se apunto sélo en un dia para asistir al laboratorio, entonces
la interseccién de los conjuntos de las asistentes en dos dias
diferentes serd vacia.

Nuevamente en el Ejemplo 5.19 anterior del grupo G de
personas de la clase de quimica. Si todas las personas del gru-
po se apuntaron para asistir al laboratorio y si cada persona

se anotd solo en un dia, entonces la familia de subconjuntos
de G

L={L d}des

es una particion de G pues la unién de los elementos de la
familia es G y la interseccién dos a dos de los elementos de
la familia es vacia.

DEFINICION 5.15. PARTICION. Sea C un conjunto, una parti-
cion de C es una familia p de subconjuntos P; de C, i € J, tal
que la unién de la familia es C y la interseccién dos a dos de
los elementos de la familia es vacia,

p= {Pi}iej ’ Pi C C/
c=ry
ied

PP =0, i,jed, i#j.

Sea {C,~} un conjunto con una relacion de equi-
valencia. Las clases de equivalencia de la relacién forman una
particion de C. Se llama la particion generada por la relacién
de equivalencia.
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Como se trata de una relaciéon de equivalen-
cia, tenemos x ~ x, para toda x € C, es decir que cada elemen-
to x € C pertenece al menos a su propia clase de equivalencia,
X € X, y por lo tanto a la unién de las clases de equivalencia,
es decir que la unién de las clases de equivalencia contiene a
C, pero solo a C pues la relacién es entre elementos de C. La
unién de las clases de equivalencia es igual a C.

Dadas dos clases de equivalencia, segtin el Teorema 5.2
de la pagina 144, o son iguales o son ajenas. Las clases de
equivalencia son ajenas dos a dos.

Las clases de equivalencia forman una particién de C. ()

Sea C un conjunto y p una particion de C. La re-
lacion a ~ b si a y b pertenecen al mismo conjunto de la
particion, es una relacién de equivalencia. Se llama la relacion de
equivalencia generada por la particién.

» Sea x € C, luego x estéd en algtin conjunto P; de la parti-
cién p y por lo tanto x estd en el mismo P; que x, luego
x ~ . La relacion es reflexiva.

» Sean x, y € C tales que x ~ y. Eso significa que x y y
estdn en el mismo conjunto P; de la particién, luego y
y x estdn en el mismo conjunto P;, es decir y ~ x. La
relacién es simétrica.

» Seanx, yy z € C tales que x ~y y y ~ z. Eso significa
que x y y estan en el mismo conjunto de la particién y
que y y z estdn en el mismo conjunto de la particion,
luego x y z estan en el mismo conjunto de la particion,
es decir x ~ z. La relacién es transitiva.

Luego la relaciéon generada por la particién p es de equiva-
lencia.
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Combinando los resultados de los dos teoremas anterio-
res, el siguiente dice que es lo mismo hablar de relaciones de
equivalencia y de particiones pues sucede que:

» Partimos de una relacién de equivalencia en un con-
junto, esa relacién genera una particion del conjunto.
Ahora, esa particién genera una relacién de equivalen-
cia. Bien, la relacion de equivalencia generada por la
particion es igual a la relacién de equivalencia original.

» O Comenzamos con una particién de un conjunto, esa
particién genera una relacion de equivalencia en el con-
junto. Ahora, esa relacién de equivalencia genera una
particién. Bien, la particién generada por la relacion de
equivalencia es igual a la particién original.

Sea {C,~} un conjunto con una relacién de equiva-
lencia. Sea p la particion generada. Sea ahora Ry la relacion gene-
rada por la paticién p, entonces la relacion ~ y la relacion Ry son
iguales.

Aqui se plantea el asunto de la igualdad de
dos relaciones de equivalencia. Digamos que dos relaciones
de equivalencia son iguales si tienen las mismas clases de
equivalencia. Siendo asi, es claro que ambas relaciones de
equivalencia ~ y R, tienen las mismas clases de equivalencia.

©

La otra version del teorema es
Sea C un conjunto y p una particion de C. Sea
Ry la relacién de equivalencia generada por la particién p y sea q
la particion generada por la relacion de equivalencia Ry,. Entonces
q=7»p.



Capitulo 6

Funciones

El concepto de funcién expresa la relacion que hay entre dos
objetos, pueden ser cantidades que expresen tiempo, distan-
cia, temperatura, salario, o pueden ser elementos de conjun-
tos de personas, colores, vegetacion, o ubicacién en un mapa,
en fin, por medio del concepto de funcién expresamos la re-
lacién que existe entre dos objetos. Evoluciona del concepto
de curva donde se pasa del estudio de la forma de las curvas
al cambio de las coordenadas de los puntos situados sobre la
curva.

En este capitulo formalizamos el concepto general de fun-
ciéon expresado de manera intuitiva en el parrafo anterior,
ilustramos con tablas y por medio del lenguaje de los conjun-
tos, y analizamos sus propiedades fundamentales.

6.1. Definicion de funcion

DEFINICION 6.1. FUNCION. Una funcién consta de tres obje-
tos: un conjunto llamado el dominio de la funcién, que de-
notamos con Dy, otro conjunto llamado el contradominio de
la funcién y una regla de correspondencia que asocia a cada
elemento del dominio de la funcién, uno y sélo un elemento
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del contradominio. Lo escribimos
f: Df — C,

y la regla de correspondencia que nos indica que al elemento
x € D¢ le corresponde el elemento y € C, se escribe y = f(x).
Asi,

fIDf—>C
x — y=f(x).

Al elemento f(x) del contradominio se le llama la imagen de
x bajo f.

La notacién f: X — Y tal que y = f(x), representa la
funcién f con dominio X, contradominio Y y regla de
correspondencia f(x), que a x le asigna y = f(x), lo cual
se denota con x — y.

FIGURA 6.1 El dominio de f es X, el contradominio Y, la imagen de
x bajo fes y.

EJEMPLO 6.1. Sea A = {1,3,5} el dominio de la funcién f,
B = {r, s} el contradominio y la regla de correspondencia la
podemos expresar como una tabla que indique el elemen-
to del contradominio que corresponde a cada elemento del
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dominio:

= »n w2

Q1 W — | X

Vemos que f(1) =s, f(3) = sy f(5) =, es decir que s es la
imagen del 1y del 3, y que r es la imagen de 5 bajo f.

FIGURA 6.2 Dos puntos del dominio pueden ir a la misma imagen.

©

DEFINICION 6.2. IMAGEN DE LA FUNCION. Sea f: X — Y una
funcién con dominio X, contradominio Y y regla de corres-
pondencia y = f(x). Al subconjunto de Y de los puntos ima-
gen de todos los puntos x € X bajo f, se le llama la imagen
de la funcién y se denota con Imy, asi,

Im¢={y eY|y=~f(x),xeX}L

A la imagen de la funcién también se le llama el rango, es el
subconjunto de puntos del contradominio que barre f.
EJEMPLO 6.2. Sea A ={1,3,5}eldominiode fy B = {r,s, t,u, v}
el contradominio. La regla de correspondencia esta dada por
la tabla:

U1 W = | ¥
= »n »n [
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FIGURA 6.3 f(X) es la imagen de la funcion.

El subconjunto de B formado por los puntos imagen de f es
Im¢ = {r,s}.

Asi, s es un punto imagen, o estd en la imagen de la funcién,
mientras que u no es punto imagen, no esta en la imagen de

la funcién. ©

DEFINICION 6.3. IMAGEN DE UN CONJUNTO. Sea f: X — Y una
funcién con dominio X, contradominio Y y regla de corres-
pondencia y = f(x), y sea A un subconjunto de X. Al subcon-
junto de Y formado por los puntos imagen de los elementos
de A se le llama la imagen de A bajo f y se le denota con f(A)
o por Im¢A, es decir,

FIGURA 6.4 f(A) es la imagen de A C X.

f(A) =ImfA ={y € Y|y =f(x), para algin x € A }.

De hecho, la imagen de la funcién es f(X).
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A flA: X — Y se le lama la funcion f restringida a A 'y
también se escribe como f: A — Y, o de manera expli-
cita, f: ACX =Y.

EJEMPLO 6.3. Sea X = {1,2,3,4} el dominio de f, el conjunto
Y ={a,b,c,d, e, f} el contradominio y la regla de correspon-
dencia dada por la tabla

f(x)

x

Bw N =R
o0 ae 0

Sea A ={1,2,4} un subconjunto de X. Los puntos imagen de
los elementos de A son f(A) = {c, a, e}. Es decir, la imagen de
A bajo f es f(A), que también es, en este caso, f(X). ©
Hay dos funciones particulares. La funcién idéntica y la
funciéon constante.
DEFINICION 6.4. FUNCION IDENTICA. Sea una funcién f: A —
A, con regla de correspondenciay = f(x). La funcion idéntica
de A, o funcién identidad, que se denota con I, tiene como
regla de correspondencia f(x) = x, para toda x € A,

In:A—= A, Ialx)=x, Vx€A.

EJEMPLO 6.4. Sea A ={1,3,5}, la funcién I, tiene la regla de
correspondencia expresada en la tabla siguiente:

Ul W — | xR
G w = e
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DEFINICION 6.5. FUNCION CONSTANTE. La f: A — B es una
funcion constante si existe ¢ € B tal que f(x) = c, para toda
X € A.

EJEMPLO 6.5. Sea A = {1,3,5} el dominio de f y el conjunto
B ={r,s,t,u,v} el contradominio. La regla de corresponden-
cia de una funcién constante estd dada por la tabla:

+ + ~+ |2

g1 W — | X

A la funcién constante expresada le podriamos llamar la fun-
cioén t, es decir la funcién tal que f(x) = t, para toda x € A.

©

FIGURA 6.5 c = f(x), Vx € X.

DEFINICION 6.6. INYECTIVA, SUPRAYECTIVA Y BIYECTIVA. Sea f
una funcién f: X — Y con dominio X, contradominio Y y
regla de correspondencia y = f(x). La funcién f es:

1. Inyectiva si a puntos diferentes en el dominio corres-
ponden, bajo la funcién, puntos diferentes en el contra-
dominio, es decir,

si x#vy entonces f(x)#f(y),

0, de manera equivalente, si f(x) = f(y) entonces x = y.
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2. Suprayectiva si todos los puntos del contradominio son
imagen de los elementos del dominio, es decir, que para
toda y € Y existe x € X tal que f(x) =y, o dicho en
términos de la imagen, que f(X) =Y.

3. Biyectiva si es inyectiva y suprayectiva. A las funciones
biyectivas se les suele llamar correspondencia biunivo-
ca.

EJEMPLO 6.6. Sean A = {1,3,5} y B = {s,t,u,v}. La funcién
que asocia 1 — f(1) =1t,3 = f(3) =vy5— f(5) =5
es inyectiva pues a puntos distintos les corresponden puntos
distintos. Es posible que la imagen de la funcién no sea todo
el contradominio. ®)

FIGURA 6.6 Puntos distintos van a dar a puntos distintos.

EJEMPLO 6.7. Sean A = {1,3,5,7} y B = {s,t,u}. La funcién
que asocia 1 — g(1) =t,3—g(3) =u,5—¢g(5) =sy7+—
g(7) =t es suprayectiva pues cada punto del contradominio
es imagen de al menos uno en el dominio. La imagen de la
funcién es todo el contradominio. ©

EJEMPLO 6.8. Sean A ={1,3,5} y B = {s,t,u}. La funcién que
asocia 1 — h(1) =t,3 — h(3) =uy 5+~ h(5) = s es biyecti-
va pues es inyectiva (puntos distintos van a puntos distintos)
y suprayectiva (todos los puntos del contradominio son ima-
gen), es decir, se trata de una correspondencia biunivoca. ()
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@
FIGURA 6.7 Vy € Y, Ix € X tal que f(x) =y, es decir f(X

eoNCH

FIGURA 6.8 Biyectiva es una funcién inyectiva y suprayectiva.

DEFINICION 6.7. GRAFICA DE UNA FUNCION. Sea f: X — Y
una funcién con dominio X, contradominio Y y regla de co-
rrespondencia y = f(x). La grdfica de f, que se denota con
Gt es el subconjunto del producto cartesiano X x Y tal que el
segundo elemento de cada pareja ordenada es la imagen del
primer elemento bajo f, es decir,

Gr={(xy)eXxY|y="f(x),xeX}.

Asi, la grafica de una funcién es un conjunto de parejas
ordenadas donde el primer elemento de cada pareja es un
punto del dominio de la funcién y el segundo elemento es la
imagen del primero bajo la funcién, es decir, la grafica de una
funcion es el conjunto de parejas (x, f(x)), que es, claramente,
un subconjunto del producto cartesiano X x Y.

EJEMPLO 6.9. Si A = {1, 3,5}, la gréfica de la funcién idéntica
de Aes G, = {(1,1),(3,3),(55)}. ©

EJEMPLO 6.10. Si A = {1,2,3,4} es el dominio de f, B =
{a,b,c,d, e, f} el contradominio y la regla de corresponden-
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cia esta dada por la tabla

=
®
N—r

A w N = R
o000

La gréfica de la funcién es el conjunto de parejas de la forma
(x, f(x)), subconjunto del producto cartesiano A x B,

Ge={(1,¢),(2,a),(3,e),(4,¢)}. ©)

Algunos autores mezclan el concepto de funcién y el de gra-
fica de una funcién y definen una funcién con dominio A
y contradominio B, como un subconjunto del producto car-
tesiano A x B de manera que las parejas tienen la forma
(x,f(x)), donde x € A y f(x) € B es la imagen de x.

1. Sean A = {a,b,c} y B = {7,5,4} dos conjuntos. ;Cué-
les de los conjuntos a continuacién es la grafica de una
funcién con dominio A y contradominio B?

a. {(a,4),(b,7),(a,5)}, b. {(b,2),(a,7),(c,4)},
¢ {(c4),(0,4),(b,4), d{(7c)@a),5a)})
e. {(b,7),(c,7), (@8},  £{1,7),(1,2),(a07)}
g {(a,7),(v,5),(c,4)}, h. {(a,a),(b,b),(c,c)}

2. SiA=1{2,5,7,8yB = {p,q,r}, define una funcién in-
yectiva de A a B y otra de B a A, escribe su gréfica como
conjunto de parejas ordenadas. ;Cuadl es la gréfica de la
funcién idéntica de B?
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ACTIVIDAD 6.1. Junta dos grupos de personas y define fun-
ciones entre ellos, verifica que lo sean, analiza cudles son, o
no, inyectivas y/o suprayectivas.

6.2. Funcion inversa

Si f: X — Y es una funcién inyectiva, es decir, que a puntos
diferentes los envia a puntos diferentes, entonces podemos
definir una funcién que tenga como dominio a f(X) y como
contradominio a X y su regla de correspondencia sea regresar
ay € f(X) ala x € X de la que provino bajo f. Le llamaremos
la funcién inversa de la funcién f.

DEFINICION 6.8. FUNCION INVERSA. Sea f: X — Y una fun-
cién inyectiva. La funcion inversa de la funcion f, que deno-
tamos con f~!, tiene como dominio la imagen de f, es decir
f(X), como contradominio X y como regla de corresponden-
cia f~'(y) = x, donde f(x) =y, para toda y € f(X). Asi,

1 f(X) = X
y = x=1f(y), tal que y = f(x).

El elemento x € X es la imagen de y bajo f~' y también se le
llama la imagen inversa de y bajo f.

y f
—
«—
£

FIGURA 6.9 La funcién inversa de f regresa a cada elemento del
contradominio de f al elemento del dominio del cual
provino.
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EJEMPLO 6.11. Sean A = {1,3,5}, B = {r,s,t,u,v} y f la fun-
cién con regla de correspondencia definida por la tabla si-
guiente:

X f(x)
1 u
3 S
5 v

La imagen de la funcién es f(A) = {s, u, v}, luego es ahi donde
esta definida la funcién inversa de f, la tabla de ' es

y | f(y)
S 3
u 1
v 5
Es decir,
x | y=~f(x) y | x=f"(y)
1 u S 3
3 S u 1
5 v v 5 @

El propésito de que la funcién f sea inyectiva es que cada
punto imagen en el contradominio lo sea de sélo un elemento
del dominio y asi poder definir a ese punto como la imagen
bajo f~'. Insistimos, se puede definir la funcién inversa sélo
en donde la funcién f sea inyectiva.

Sin embargo, dada una funcién cualquiera f: X — Y, y un
punto y € Y, podemos definir el conjunto imagen inversa de
yey.

DEFINICION 6.9. IMAGEN INVERSA. Sea f: X — Y una funcién
y Yy € Y un elemento del contradominio. La imagen inversa
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de y, que denotamos con f1(y), es el conjunto de los ele-
mentos del dominio de la funcién f cuya imagen es y,

fy) ={xeX|fx)=yhL

1 (y) f(X)
£ .

FIGURA 6.10 La imagen inversa de y es el subconjunto de X que la
funcién envia a y; como z no estd en la imagen de la
funcién, ' (z) = 0.

En la figura anterior, z es un elemento del contradomi-
nio que no es imagen bajo f, entonces su imagen inversa serd
el conjunto vacio. Si la funcién f no es inyectiva entonces la
imagen inversa de algunos puntos serd un conjunto con dos o
mads elementos, y si la funcién es inyectiva, entonces la ima-
gen inversa de cada punto en el contradominio sera vacia o
constard de un solo punto (en cuyo caso podemos definir la
funcién inversa en la imagen de la funcién).

EJEMPLO 6.12. Sean A = {1,3,5,8} y B = {r,s,t,u,v}y fla
funcién con regla de correspondencia definida por la tabla
siguiente:

o Ul W — | K
»w < »n g

¢Cudl es la imagen inversa de cada punto de B.

SoLucion. De la tabla vemos que r no es imagen, es decir,
no existe x € A tal que f(x) =1, luego f~1(r) = 0. Lo mismo
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sucede con t, f~'(t) = (. Veamos ahora s, segun la tabla s es
la imagen de 3 y de 8 bajo f, luego f=1(s) ={3, 8}. De la tabla
obtenemos que 1w ={1} y que f~1(v) = {5

©

De lo anterior obtenemos como criterio que,

si f: X — Y es una funcién, la funcién inversa esta-
ré definida s6lo en los puntos del contradominio cuya
imagen inversa conste de uno y sélo un punto.

Sea f la funcién que asocia a cada namero en-
tero entre —10 y 10, su cuadrado. ;Cual es la imagen inversa
de 64?

DEFINICION 6.10. IMAGEN INVERSA DE UN CONJUNTO. Sif: X —
Yy B CY, la imagen inversa del conjunto B es el conjunto
de puntos de X cuya imagen bajo f estd en B,

f1(B) ={x € X| f(x) € B).

6.3. Composicion de funciones

Sean dos funciones f y g de manera que la imagen de la
primera esté contenida en el dominio de la segunda. Si x esté
en el dominio de f, y f(x) estd en el dominio de g, es posible
aplicar g al punto f(x) y obtener g(f(x)). Esta operacion es
la aplicacién sucesiva de las funciones f y g, se llama la com-
posicién de las funciones f y g. Noten que primero se aplica
f y después se aplica g, por eso al resultado se le nombra f
seguida de g, y considerando que g se aplica a la imagen de
f, se acostumbra escribir g o f lo cual se lee f seguida de g,
de hecho primero escribimos f (y decimos efe), después, a la
izquierda de la f escribimos la bolita o (y decimos seguida de)
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y, finalmente, a la izquierda de la bolita escribimos g (y deci-
mos ge). Si x € X es un punto del dominio de f, aplicamos f'y
obtenemos f(x) en el dominio de g —el contradominio de f,
por hipétesis, esta contenido en el dominio de g—, y por ello,
a f(x) le podemos aplicar g, obteniendo g(f(x)). Tenemos co-
mo resultado una funcién cuyo dominio es el dominio de f
y cuyo contradominio es el contradominio de g, le llamamos
efe sequida de ge y denotamos con g o f, también se lee ge com-
puesta con efe (pero entonces primero se escribe g, después la
bolita y después f).

DEFINICION 6.11. COMPOSICION. Sean f y g dos funciones
tales que la imagen de f estd contenida en el dominio de g,
f: X = Yyg:Y — Z La composicién de las funciones f y
g, que se escribe go f y se lee efe seguida de ge o ge com-
puesta con efe, es una funcién cuyo dominio es el dominio
de f, su contradominio es el contradominio de g y su regla
de correspondencia es

[gof](x) = g[f(x)], para toda x € X.

Se ilustra con el siguiente diagrama:

x € X

FIGURA 6.11 f seguida de g envia x € X a g[f(x)] € Z.

EJEMPLO 6.13. Sean los conjuntos A = {1,3,5}, B = {s, t,u, v}
y C ={i,j,k 1} y las funciones f: A — By g: B =+ C dadas
por las tablas:



6.3. Composicién de funciones

y | z=9(y)
X y = f(x) s i
1 u t l
3 S u j
5 Y Y k

Entonces la tabla de g o f es,

z=g[f(x)]

Q1 W — | X

)
i
K ©
ACTIVIDAD 6.2. Junta tres grupos de personas y define fun-
ciones entre ellos, verifica que lo sean, analiza cudles son,
0 no, inyectivas y/o suprayectivas. Realiza la operacion de

composicién y describe la imagen inversa de varios subcon-
juntos.

La operacién de composicién de funciones no es, en ge-
neral, conmutativa, mientras que si es asociativa.

Sean las funciones f: X — Y, g: Y = Zy
h: Z — W, entonces (hog)of =ho(gof).

Partiendo de la definicién de composicién
de funciones, tenemos que

Sif:X—=Y,g:Y—=ZyA CX, tenemos que

[gofl(A) = g[f(A)].

165



6. FUNCIONES

166

Queda como Problema. ©

Demuestra la Afirmacién 6.2.

6.4. El conjunto vacio, ()

Es posible hallar situaciones en donde el dominio de una
funcién, o la interseccién de dos conjuntos en el dominio sea
el conjunto vacio, ;qué sucede en ese caso con su imagen?
¢Qué pasa con la imagen inversa de la intersecciéon de dos
conjuntos ajenos'? Por ello es importante analizar los casos
donde se involucra el conjunto vacio y ver si los conceptos
de funcién, imagen y otros, estdn bien definidos.
Pero antes, unas precisiones sobre el conjunto vacio.

DEFINICION 6.12. SUBCONJUNTO VACIO. Sea X un conjunto,
el subconjunto vacio de X, se denota con (x y se define como

Ox ={xeX|x#x}h

Sean Xy 'Y dos conjuntos y sus respectivos sub-
conjuntos vacios Ox y Dy, entonces

Dx = Oy.

Es una igualdad de conjuntos, hay que de-
mostrar la doble contencién. La implicacién x € fx = x €
Oy es equivalente* a x ¢ 0x o x € (y; pero esta conjuncién
es verdadera pues la primera proposiciéon que la forma es
verdadera, es cierto que x ¢ (x (nadie estd en (x), luego la
implicacion es verdadera y tenemos que (x C (y. El argu-
mento para la segunda contencién es andlogo.

' Dos conjuntos son gjenos cuando su interseccién es el conjunto vacio.

Ver Definicién 1.10, pagina 25.

2 Ver Definicién 2.7, pagina 64.
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En vista de la Afirmacién anterior, no tiene caso referirnos
al subconjunto vacio de un conjunto determinado sino que
podemos hablar de el conjunto vacio, referidos, claro estd, a
un universo Q.

DEFINICION 6.13. CONJUNTO VACIO. Sea Q el universo, el con-
junto vacio se denota con ) y se define como

D={xecQ|x#x}
Sea Q) un universo.

0 C A, para cualquier A C Q.

Para demostrar la contencién hay que veri-
ficar que la implicaciéon x € ) = x € A es verdadera. Pero
esa implicacién es equivalente a la conjuncién: x ¢ f o x € A,
la cual es verdadera independientemente de quién sea el con-
junto A, pues es verdad que x ¢ 0.

©

En algin momento necesitaremos responder a las siguien-
tes preguntas, asi que hagdmoslo de una vez.
Si A # 0, ;es posible definir una funcién con
dominio A y contradominio ()?

f: A — 0.

Ademds de dominio y contradominio, una fun-
ciéon tiene una regla de correspondencia que segtn la Defi-
nicién 6.1 de la pégina 151, asocia a cada elemento del dominio
uno y sélo un elemento del contradominio. En este caso, como el
contradominio no tiene elementos, dado un elemento cual-
quiera x € A, no hay manera de asignarle un elemento de 0,
es decir, no es posible definir una regla de correspondencia
que cumpla con la definicién de funcién para el caso en que
el dominio sea diferente del vacio y el contradominio sea el
conjunto vacio. ®)
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Si B # 0, ses posible definir una funcién con
dominio () y contradominio B?

f: ) — B.

Como B # (), habrd algiin elemento ¢ € B. De-
finimos la regla de correspondencia f(x) = c. jListo! A ca-
da x € D¢ le corresponde ¢, un elemento del contradominio.
¢No hay elementos en D¢? Eso no importa, la regla de corres-
pondencia esta bien definida. Podemos imaginar, a manera
de ilustracion, que el contradominio es un conjunto de sillas,
sea s una de ellas. Hay un acomodador quien tiene la instruc-
cién de sentar en s a las personas que lleguen. Nadie llega.
No hay problema, el acomodador sabe lo que tiene que hacer.
Todo esta bien definido. Es posible tener una funcién. ()

¢ Es posible una funcion con dominio () y contra-
dominio (?
f: 0 — 0.

La regla de correspondencia f(x) = y para y ¢
A, para cualquier conjunto A, sirve para definir esa funcién.
La regla dice: a cada x que se presente se asigna y (que no
existe); como nadie se presenta pues el dominio es (), no hay

problema con asignarle algo que no existe (ja cada Elfo su
Unicornio!)3. ®)

3 Explicaba este tema alrededor del afio 1972 en un curso de Célcu-
lo, en el Auditorio de la Facultad de Ciencias de la UNAM, con un
publico de 400 personas. A los lados del presidium habia accesos al
Auditorio que comunicaban directamente desde los salones de la Fa-
cultad. Para ilustrar una funcién del () en el §) explicaba: «El dominio
de la funcién es el conjunto de enanitos verdes que entren al Audito-
rio, el contradominio es el saco de manzanas que tengo aqui. La regla
de correspondencia es: a cada enanito que entre le doy una manza-
na». «Pero no tienes manzanas», argumentaba el ptblico. «Ahf esta
el asunto» insistia «asi queda establecida la funcién del conjunto va-
cfo en el conjunto vacio». En eso que entra por el acceso de mi lado
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Para finalizar con las preguntas sobre el conjunto vacio
y las funciones, queda por averiguar cudl es la imagen y la
imagen inversa del conjunto vacio bajo una funcién cualquie-
ra.

Sif: X — Y es una funcioén, sabemos que () C X,
cquién es (0)?

La imagen del conjunto vacio bajo cualquier fun-
cién es el conjunto vacio, es decir

f(0) = 0.

Para demostrarlo supongamos que no es cierto, es decir que
() # 0. Esto implica que existe algtin elemento y € f((), es
decir y es la imagen de algtn punto x € (; lo cual equivale
a decir que existe x € () tal que f(x) = y. Pero eso es imposi-
ble pues () no tiene elementos, luego es imposible que exista
dicha y € f(0), por lo tanto () = 0. ®)

Sif: X — Y es una funcién, sabemos que ) CY,
squién es £71(0)?

La imagen inversa del conjunto vacio bajo cual-
quier funcién es el conjunto vacio, es decir

=1(0) = 0.

Para demostrarlo supongamos que no es cierto, es decir que
f~1(() # (. Esto implica que existe algtin elemento x € () tal
que f(x) = y, pero eso es imposible pues el vacio no tiene
elementos, por lo tanto no existe dicha y € £=1(0) y entonces

=1(0) = 0.

izquierdo un nifio como de 7 afios, vestido de verde, con una caja de
chicles, alzando distraido su mirada al ptblico. «jDale su manzana!,
jdale su manzana!» bramé el auditorio.
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Describe la gréfica de las funciones correspondientes a las
Preguntas 6.2y 6.3.

6.5. Propiedades

Sea f: X — Y una funcion y y = f(x) su regla
de correspondencia,

1. SiA C Xyx € A, entonces = [f(x)] no necesariamente es
un subconjunto de A.

2. SiBC Yyy € B, entonces f[f ' (y)] =y.
3. SiB C Yy f(a) & B, entonces 7' [f(a)] N f~1(B) = 0.

Para el primer inciso tenemos el contraejem-
plo de la funcién constante f(x) = c. Si A es un subconjunto
propiot de Xy x € A,

ff(x)] =f'(c) =X

que no es un subconjunto de A.

El segundo inciso es trivial, la imagen inversa de y, es
decir f'(y) es el conjunto de elementos del dominio cuya
imagen es y, es decir f[f’1 y)] =v.

Para el inciso nimero 3, si la intersecciéon no fuera vacia
tendriamos que existe algiin elemento x € X tal que x €
1 [f(a)] N 1(B) = 0.

xef (@] nf'(B)=0 = xef'[f(a)] y xef(B)
= f(x)="f(a) y f(x) € B

lo cual contradice la hipétesis de que f(a) ¢ B. ©

+  ACXsiACXydye Xtalquey ¢ A. Ver Definicién 1.5, pagina 15.
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Sea f: X — Y una funcién, A un subconjunto
de X y B un subconjunto de Y, entonces

1. f(A°) C [f(A)]5,
2. f71(B%) = [f(B)]".
Para el inciso 1, sea y € f(A®).

yef(A®) = Ix e A°|f(x) =y
= Xx¢A
= f(x) ¢ f(A)
= y € [f(A)]°

Para el inciso 2, primero sea x € f~!(B¢).

f(x) € B®
f(x) ¢ B
1 [f(x)] € f'(B)
x ¢ f'(B)

x e [f1(B)]".

x € f71(B)

A

C

Ahora, sea x € [f~1(B)

—

C

x ¢ f1(B)
f(x) ¢ f[f ' (B)]
f(x) ¢ B

f(x) € B®

1 [f(x)] € (B
X

e f1(B°). ®

Sea f: X — Y una funcién y A y B subconjuntos

x € [f(B)]

R

de X.
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1. f(AUB) = f(A) Uf(B),
2. f(ANB) C f(A)Nf(B),
3. f(A\B) C f(A)\ f(B).

El primer inciso es una igualdad de conjun-
tos y los dos siguientes son una contencién. Para el primero,
seay € f(AUB).

y € f(AUB) & y =f(x), para alguna x € AUB,
& xEAO0XEDB,
& f(x) € f(A) o f(x) € f(B),
& f(x) € f(A) Uf(B),
& y e f(A)Uf(B).
Lo cual muestra el primer inciso.
Para el segundo, sea y € f(AN B).

y e f(ANB) = y =f(x) para algunax € ANB,
= x€A y x€B,
= f(x) € f(A) y f(X) € B,
= f(x) € f(A)Nf(B),
= y € f(A)Nf(B).

Lo cual demuestra la contencién del segundo inciso.
Para el tercer inciso, sea y € f(A \ B).

y € f(A\B) = y = f(x) para alguna x € A\ B,
= XxX€Ayx¢gB,
= f(x) e f(A) y f(x) ¢ f(B),
= f(x) € f(A)\ f(B).
En el siguiente Problema pedimos exhibir contraejemplos

que ilustren que no se cumple la igualdad en los dos dltimos
incisos. ©
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Exhibe un contraejemplo para la igualdad en los incisos 2 y
3 de la Propiedad 6.3.

Demuestra que f(ANB) = f(A) N f(B) para cualesquiera A y
B si, y s6lo si, f es inyectiva.

Demuestra que f(A \ B) = f(A) \ f(B) para cualesquiera A y
B si, y sélo si, f es inyectiva.

Sea f: X — Y una funcién y C y D subconjun-
tos de'Y.

1. 1 (CND)=f1C)nf (D),
2. f 1 (CuD) =f1C)uf (D),
3. fH(C\D) =f1(C)\ f (D).
Para el primer inciso, sea
xef'(CND) & f(x) e CND,
& f(x) e Cy f(x) €D,
& xef Q) y xef (D),
s xef '(C)nxef (D).

Para el segundo inciso, sea

xef(CUD) & f(x) e CUD,
< f(x) e C o f(x) €D,
& xef 1(C) o xef (D),
o xef (C)uxe (D).
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Finalmente, para el inciso niimero 3, sea

x e f'(C\D) & f(x) e C\D,
& f(x) e Cy f(x)¢D,
& xef Q) y x¢f (D),
s xef (C)\xef (D). ®)

Sea la funcién f: X — Y, y sean C y D subconjuntos de Y.
Demuestra que si C C D entonces f~1(C) C (D).

Sea f: X — Y, y los subconjuntos A C Xy

1. A Cf[f(A)].
2. f[f71(B)] C B.
Para el primer inciso, vemos que
ff(A)] = {x € X| f(x) € f(A) }.

Claramente, si x € A entonces f(x) € f(A), por lo tanto x €
£ [f(A)].
Para el segundo inciso, sea

y e f[f'(B)] = IxeXtalquef(x)=y y x€f '(B),
= f(x) € B,
= y € B. ®)

Exhibe un contraejemplo para la igualdad en los incisos 1y
2 de la Propiedad 6.5.
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Sif:X—=Yyg:Y— Z, secumple que
lgofIT(C)=f"[g7'(C)],

para cada C C Z.

Se trata de una igualdad entre conjuntos,
sea

x €lgofl™1(C) & [gofl(x) €C,
& g[f(x)] € C,
& fx) e g '(0),
s xef[g7(Q)]. ®)

Sif:X—=Yyg:Y = Z, secumple que
1. Si g of es suprayectiva, entonces g es suprayectiva.

2. Si gof es inyectiva, entonces f es inyectiva.

Para el inciso 1, sea g o f suprayectiva. Eso
significa que para toda z € Z existe x € X tal que [go f] (x) =
z. Pero [gof] (x) = g[f(x)], donde f(x) € Y. Es decir, pa-
ra cada z € Z exhibimos y € Y, a saber y = f(x) tal que
g[f(x)] =z, tal que g(y) = z. Por lo tanto g es suprayectiva.

Para el inciso 2, sea g o f inyectiva. Sean x y y € X tales que
x #y. Si f(x) = f(y) entonces g[f(x)] = g[f(y)] y [gof] (x) =
[g o f] (y), en contradiccién con la hipétesis; luego f(x) # f(y)
y f en inyectiva.
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El conjunto de los departamentos de Costa Rica es

CR = {Guanacastle, Alajuela, Heredia, Limén,

Punta Arenas, San José, Cartago}.
El conjunto X de los que tienen costa es
X = {Guanacastle, Punta Arenas, Limo6n},

luego los departamentos que no tienen costa seran los ele-
mentos del conjunto X¢, es decir, Alajuela, Heredia y San Jo-
sé.

Nos piden que digamos cudl es el conjunto de los paises sud-
americanos en donde tradicionalmente habitan los Mayas. En
primer lugar debemos ver cuéles son los paises sudamerica-
nos, podemos ver un mapa y formar una lista:

S ={Argentina, Bolivia, Brasil, Chile, Colombia, Ecuador,

Guyana, Paraguay, Pert, Surinam, Uruguay, Venezuela}.

Ahora vemos cudl de estos paises estd en la lista que confor-
ma el conjunto M del Ejemplo 1.8, que describe al 4rea Maya.
Vemos que ningdn elemento de S estd en la lista de la zona

176



Solucién a los problemas

Maya, luego el conjunto T de paises sudamericanos que estan
en la zona Maya es el conjunto vacio, T = 0.

A no es subconjunto de B si existe algiin elemento de A que
no pertenece a B, lo escribimos A ¢ B. Es decir, que si logra-
mos exhibir algiin elemento de A que no esté en B, habremos
demostrado que A no es subconjunto de B.

Segun el Ejemplo 1.7 de la péagina 10, el universo es
Q = {Lima, Arequipa, Trujillo, Chiclayo, Iquitos, Piura}.

y los conjuntos en cuestion son X = {Chiclayo, Iquitos, Piura}
y Y es el conjunto de esas ciudades cuyo nombre termina con
la letra “a”, es decir

Y ={Lima, Arequipa, Piura}.

Nos preguntan si X C Y. ;Se cumple la definicién de subcon-
junto? ;Es cierto que cada elemento de X es elemento de Y?
Veamos, Chiclayo € X pero Chiclayo ¢ Y, es decir, hay al me-
nos un elemento de X, a saber Chiclayo, que no es elemento
de Y, por lo tanto X no es subconjunto de Y, lo escribimos
XZY.

Para que A C B, se tendria que cumplir que cada alumna
de sexto grado cumpliera afios en el mes de marzo, lo cual
no es probable que suceda. Supongamos que hay alumnas
de sexto que no cumplen afios en el mes de marzo, asi, no
es cierto que A C B. Para la contencién del complemento,
¢Es cierto que cada elemento de A® estd en B? El conjunto
A esta formado por las alumnas de sexto grado, luego A€ es
el conjunto de estudiantes de esa escuela que no que no son
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alumnas de sexto grado, luego un elemento de A° no es una
alumna de sexto que cumple afios en marzo, por lo tanto sera
un elemento de B¢, es decir, si es cierto que A® C B€.

Para demostrar una igualdad de conjuntos hay que demos-
trar la doble contencién, es decir, hay que demostrar que
Q° C 0y que 0 C QF Para la primera, sea x € Q€, por
definicién de complemento tenemos que x ¢ Q (si un punto
estd en el complemento de un conjunto entonces no esta en
el conjunto), pero Q) es el universo, entonces si x no estd en
Q estd en el conjunto vacio (si tengo una caja de naranjas,
dada una manzana de la caja pues esta en el conjunto vacio
pues jla caja es de naranjas!). Para la segunda, si x € ), como
ahi no hay nadie, x no puede ser un elemento de Q, luego
x € Q°.

Hay que demostrar que la igualdad entre conjuntos es refle-
xiva, simétrica y transitiva. En cada caso hay que demostrar
una igualdad, es decir hay que exhibir que se cumple la doble
contencion.

En el caso de la propiedad reflexiva, hay que demostrar
que A = A para cualquier conjunto A. La doble contencién
se reduce a una, A C A, misma que demostramos en la Pro-
piedad 1.4 de la pagina 19.

Para la simetria, suponemos que A = B, por demostrar
que B = A. Hay que verificar que se cumple la doble con-
tencién, que B C A 'y que A C B, pero eso es lo que dice la
hipétesis, aunque en diferente orden.

Y, finalmente, para la transitividad suponemos que A = B
y que B = C, hay que exhibir que se cumple la doble conten-
cion A € Cy C C A. Veamos la primera, sea x € A, como
A = B se tiene que x € B pero como B = C tenemos x € C,
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luego A C C. La segunda, sea x € C, como B = C entonces
x € B, y como B = A, se tiene que x € A, luego C C A. La
doble contencién implica que A = C.

Aqui conviene hacer una tabla con tres columnas, una con el
nombre del pais, la segunda que diga si limita con el Pacifico
y la tercera que diga si limita con el Atlantico. Por ejemplo,

Pais Pacifico Atlantico
Peru Si No
Uruguay No Si

Completa la tabla con todos los paises del conjunto A y obtén
los elementos de los conjuntos T y P. Asi podras efectuar las
operaciones requeridas.

Actia de manera similar al problema anterior.

Cada una de las propiedades es una igualdad de conjuntos,
asi, para demostrarla tenemos que ver que se cumple la do-
ble contencién: Para demostrar que dos conjuntos son igua-
les hay que demostrar que el primero es un subconjunto del
segundo y que el segundo es un subconjunto del primero.

i) La primera propiedad dice que )N A =(.Seax € ) NA,
por la definicién de interseccion, debemos tener enton-
ces que x € ) y x € A, jépale! pero el conjunto vacio no
tiene elementos, es decir que no existe un elemento de
A que al mismo tiempo sea un elemento del vacio, lue-
go 0N A = (. Noten que en este caso no fue necesario
demostrar la doble contencién pues usamos un razona-
miento directo.
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i)

iii)

iii)

La segunda propiedad es que QO N A = A. Tenemos que
x € QNAsi ysélosi, x € Qyx € A, locual sucede
si, y s6lo si x € A (noten que por la Propiedad 1.1 de la
pégina 15, si x € A entonces x € Q).

La tercera propiedad es que AN A€ = (). La descripcion
de AN A dice que es el conjunto de objetos que estdn
en A y estdn en su complemento. Pero los elementos del
complemento de A son los que no estdn en A. Entonces
los elementos de A N A® son los objetos que estdn en A
y no estdn en A, lo cual no se permite, luego no hay
objetos que cumplan con la esa propiedad y por lo tanto
ANAS=0.

La primera propiedad dice que ) UA = A. Tenemos que
x € DUA si, y sélosi, x € ) ox € A, y lo anterior
sucede si, y solo si, x € A (como el conjunto vacio no
tiene elementos, al objeto x que esta en la unién no le
queda mas que estar en A.

La segunda propiedad afirma que Q UA = Q. Sea x €
QUA, por la definicién de unién, x € Q o x € A, pero
por la Propiedad 1.1 de la pédgina 15, x € Q, es decir
QUA C Q. De manera reciproca, si x € (), entonces
x € Qox € A(alfinyalcabox € Q), luegox € QUA, es
decir O € QO UA. Hemos mostrado la doble contencién
y por lo tanto la igualdad.

La tercera propiedad es que AUA® = Q. S5ix € AUASC
entonces x € A 0 x € A, de cualquier manera tenemos
que x € Q, es decir AU A® C Q. De manera reciproca, si
x € ), entonces dado cualquier conjunto A de O, x € A
ox € AS, luego x € AUAS, es decir O C AUAC. Hemos
mostrado la doble contencién y por lo tanto la igualdad.
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Empleamos la ley distributiva enunciada en el segundo inci-
so del Teorema 1.5 de la pagina 31 y factorizamos A, obtene-
mos

(AUB)N(AUB®) =AU (BNBY)
pero BN B¢ =0, luego
=AU0
=A.

(Es cierto que (ANB)U(ANB®) =A?

Por el dltimo de los Ejercicios 1.4 de la pagina 30 tenemos que
B € AUB, y por el Teorema 1.4 tenemos que (AUB)NB = B.

Para demostrar la igualdad (AUB)® = A°N B¢, veremos que x
pertenece al conjunto del lado derecho si, y sélo si, pertenece
al conjunto del lado izquierdo de la igualdad.

Tenemos que, por la definicién de complemento, x € (AU
B)¢ si y sélo si x ¢ A UB; esto sucede, por la definicién de
union, si, y sélo si, x no estd en A ni en B, es decir, si y s6lo si
x ¢ Ay x ¢ B; por la definicién de complemento, se tendra
lo anterior si y sélo si x € A®y x € BS, y por la definicién
de interseccion, esto sucede si y s6lo si x € A°N B¢, lo cual
completa la demostracion.

Simbolicamente podemos escribir esta demostracion co-
mo sigue:

x € (AUB)C x ¢ AUB,
X¢A Yy x¢B,
x € A y x € BS,

x € AN BC.

S
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Para demostrar que los conjuntos A\ B y B\ A son ajenos
tenemos que demostrar que su interseccion es el conjunto
vacio.

Por la Propiedad 1.11 de la pagina 35 tenemos que

(A\B)N(B\A)=(ANB)N(BNAS),
como la interseccién es una operacion asociativa,
=AN(B°N(BNAS)),
asociando de nuevo,
=AN((BSNB)NA°),
pero B¢ N B = (), entonces
=AN(MNA°,
=AN0
— 0.

Es decir, los conjuntos A\ B y B\ A son ajenos.

Que los conjuntos A, B y C no sean ajenos dos a dos significa
que la interseccién entre cualesquiera dos de ellos es distinta
del vacio, es decir que los tres conjuntos se intersecan entre
si. En la figura vemos sombreada en dos colores la parte A\ B
y de ella quitamos el sombreado mds claro que corresponde a
los puntos en C.

Q
A

C

El sombreado obscuro representa los puntos de A \ B que no estdn
en C.
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Ahora bien, si aplicamos las Propiedad 1.11 de la pagi-
na 35 al conjunto (A \ B) \ C, obtenemos
(A\B)\C=(A\B)NC5
aplicando de nuevo la propiedad mencionada,
= (ANB°)NCS,
como la interseccién es una operacion asociativa,
=AN(B*NCY,
aplicamos las leyes de DE MORGAN y obtenemos una
primera expresion
(A\B)\C=AN(BUC)-.
Y, por la definicién de diferencia, el lado derecho se

transforma en
(A\B)\C=A\ (BUC).

¢Puedes ubicar estas dos expresiones en el diagrama?

En la Propiedad 1.12 de la pagina 37 demostramos que
AAB=(AUB)Nn(ANB)".

Analizando el lado derecho de la igualdad vemos que, por la
definicién de interseccién,

xe€ (AUB)N(ANB) e xe(AUB) y xe (ANB)S,

por la definicién de complemento tenemos que lo anterior
sucede
&xeAUB y x¢ANB

y finalmente, por la definicién de diferencia,

s xe (AUB)\ (ANB),
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es decir
(AUB)N(ANB)*=(AUB)\ (ANB),
concluimos que

AAB=(AUB)\(ANB).

Para la primera parte
(AN\C)U(B\C)=(ANCYU(BNCY
=(AUB)NC*
= (AUB)\C.

Para la segunda parte aplicamos la definicién de diferen-
cia en el lado izquierdo y obtenemos

(ANC)U(B\C)=(ANB)U(BNAS),
distribuimos el primer paréntesis en el segundo
= [(ANBY)UB]N[(ANB)UAS],
realizamos las operaciones en los paréntesis cuadrados
= [(AUB)N(B°UB)|N
[(AUA®)N(A°UB9)],
sabemos que BUB* =AUA®=Q,
= [(AUB)NQ] N [QN(A°UBT)],
yque ONX =X,
= (AUB)N (A°UB°),
aplicamos las leyes de DE MORGAN y obtenemos
= (AUB)N(ANB).
Por la definicion de diferencia, finalmente,
— (AUB)\ (ANB).
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La primera, por la definicién de diferencia

AU(B\A)=AU(BNAS,
= (AUB)N(AUAS),
pero AUAC = (),
=(AUB)NQ
= (A UB).

Para la segunda tenemos que

AN(B\A)=AN(BNAS
=ANA“NB
=(0NB
— 0.

Los nimeros naturales son los que usamos para contar, el
conjunto de los nimeros naturales lo denotamos con N y lo
listamos como

N ={1,2,3,4,...}.

Los nameros primos son nimeros naturales que sélo son
divisibles entre si mismos y la unidad, como 2, 3, 5, 7, etc.

La conjetura dice que para cualquier n € N, Sn—1 u
8n + 1 es primo. Veamos qué sucede paran =1,8x 1 =38,
veamos ahora 8 —1 =7y 8+ 1 = 9, ;alguno es primo? Si,
el 7 lo es. Bien, ahora para n = 2, 8 x 2 = 16, analicemos
16 —1=15y 16+ 1 =17, jalguno es primo? Si, el 17 lo es.

Hagamos una tabla para ver si detectamos un patrén o si

185



SOLUCION A LOS PROBLEMAS

186

aparece un contraejemplo.

n 8n 8n—1 8n+1
1 8 7 9

2 16 15 17

3 24 23 25

4 32 31 33

5 40 39 41

6 48 47 49

7 56 55 59

Todo iba muy bien hasta n = 6, pero paran =7,8 x7 =
56, yniel 55 =5 x 11 ni 57 = 3 x 19 son primos.

Luego n = 7 es un contraejemplo para la conjetura pro-
puesta, misma que es falsa.

Primero veamos el valor de verdad de las proposiciones p y
q.

p: 2016 es afio bisiesto. Es verdadera, en 2016 se afiadi6 el 29
de febrero.

q: Nunca llueve en Lima. Es falsa, si bien es cierto que en
Lima hay mas humedad y las lluvias son escasas, cuando
se presenta el fendmeno de EL NINo03, hay precipitacién
pluvial en Lima.

Ahora procedamos con las descripciones pedidas,
—p: 2016 no es afio bisiesto. Es falsa pues p es verdadera.

—q: A veces llueve en Lima. Es verdadera pues q es falsa.
Nota que la negacién de nunca es a veces o al menos una
vez. Es equivocada la creencia que la negacion de nunca
es siempre.

5 Ver EL N1No en WIKIPEDIA.


https://es.wikipedia.org/wiki/El_Ni%C3%B1o_%28fen%C3%B3meno%29
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p/\—q: 2016 es afio bisiesto y a veces llueve en Lima. Es ver-
dadera pues p es verdadera y —q es verdadera.

p V q: 2016 es afio bisiesto o nunca llueve en Lima. Es verda-
dera pues al menos p es verdadera.

p Y q: Una de dos, 2016 es ano bisiesto o nunca llueve en Li-
ma. Segtn la Tabla anterior al Ejemplo 2.9 de la pagi-
na 55, como p es verdadera y q es falsa, la proposiciéon
P ¥ q es verdadera.

Para demostrar que la disyuncién en proposiciones es aso-
ciativa, es decir que (pV q)Vr = pV (qV 1), tenemos que
verificar que sus tablas de verdad son iguales, de acuerdo
con la Definicién 2.6. Asi, construyamos primero la tabla de
verdad de (pV q) V',

Pl a | r | pVqg | (pVqQVr
V|V |V \Y% \Y%
V|V |F \Y \Y%
V| F |V \Y% \Y%
V| F | F \Y% \Y
F | V|V \Y% Y
F | V| F \Y% \Y%
F | F |V F \Y%
F | F | F F F

187



SOLUCION A LOS PROBLEMAS

188

y a continuacién la tabla de verdad de p V (q V' 1)

-g

pVI(

<
2

mmmm <<l
mm<<mm< <|a
m<m<m<m<| =
m<<<m< < <| <L
mHd<< < << <|a

la Gltima columna es igual en ambas tablas.

Para demostrar que pV (q /A1) = (pV q) /A (p V 1), construi-
mos la tabla de verdad de cada expresion a los lados del
signo de equivalencia, construimos primero la tabla del lado
izquierdo p V (q /\ 1),

plalr | anr | pVigAarn
\Y \Y \Y% A% \Y
A\ \Y F F \Y
\Y F \Y% F \Y4
A\ F F F \Y
F A/ Vv \Y% A\
EF \Y F F F
F F \Y% F F
F F F F F
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y la tabla del lado derecho (p VvV q) A (p V1),

—g

PV A(pVr)

o
=

m<m< << << <

mmmTm<< << < <3
mm<<<mHm<<<|a
m<m<m<m<|=
mm<<<< < << <
HMmm<<< << >

Los valores de la tltima columna de cada tabla son iguales.

La tabla de verdad de (pV q) /\q es

P | a4 | pvVg | (PVqA(q
vV |V \Y% \Y%
V | F \Y F
F |V \Y \Y
F | F F F

Los valores de verdad de la cuarta columna, que correspon-
den a (p V q) /\ q son iguales a los valores de verdad de la
segunda columna, que corresponden a q por lo cual las pro-
posiciones son equivalentes.

Construimos la tabla de verdad para ambos lados de la equi-
valencia del inciso 2 del Teorema 2.3, ~(pV q) = “p/A—q,
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primero el lado izquierdo,

p | a | pVvqg | —(pVdq)
vV |V \Y F
V | F \Y F
F | V \Y% F
F | F F \Y%

después el lado derecho,

Pl 49| P | —q | “pAq
V|V F F F
V | F F \Y F
F | V| V F F
F | F \Y \Y \Y%

Los valores de verdad de la tltima columna de cada tabla
son iguales y por lo tanto queda demostrada la segunda Ley
de DE MORGAN para proposiciones.

Comenzamos por el lado derecho de la equivalencia, apli-
camos la Ley de DE MORGAN (¢cudl?) y la doble negacion,
obtenemos

—(—pA—q)=—(—p)V—(—q)
=pVq(q

Las proposiciones son

p: Estés en Bolivia,

q: Estds en América (el continente americano).
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Implicacién p — q: “Si estds en Bolivia entonces estds en
América”; es una proposicién verdadera.

Reciproca q — p: “Si estds en América entonces estds en
Bolivia”; es falsa, en América hay otros paises ademads de
Bolivia.

Inversa —p — —q: “No estds en Bolivia, entonces no estés
en América”; es falsa, podria estar en cualquier otro pais de
América.

Contrapositiva —q — —p: “No estds en América, luego no
estds en Bolivia”; es verdadera, no estar en el continente ame-
ricano impide estar en Bolivia.

Expresamos simboélicamente las proposiciones
1. Si hace calor entonces, si no llueve voy a la playa,
2. Sino voy a la playa, entonces si hace calor, llueve,
como en el Ejemplo 2.18 de la pédgina 71:

p: Voy a la playa,
q: Hace calor,

T: Llueve.

La segunda parte de la primera proposicion si no llueve voy
a la playa la representamos como —r — p, y toda la primera
proposiciéon queda como

Si hace calor entonces, si no llueve voy a la playa: q — (—r — p).
De manera andloga representamos la segunda proposicion

Sino voy a la playa, entonces si hace calor, llueve: —p — (q — 7).
Hay que demostrar que

q—=>(r—=p=-p—(q—r).
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Comenzamos con el lado izquierdo, por la definicién de im-
plicaciéon
q—(r—=p)=—qV (T —=7p),

aplicando de nuevo la definicién de implicacién dentro del

paréntesis
=—qV(~rVyp),

por las leyes de DE MORGAN
=—qV(rVyp),

reordenamos por medio de la asociatividad y conmutatividad
=pV—qVr.

por la definicién de implicacion
=pViqg—r),

y de nuevo por la definicién de implicacion
=-1p—(q—71).

Aplicamos la definicién de implicacion

=(p = (mqAT) == (-pV (=g A7),
por las leyes de DE MORGAN

=pA—(—qAT),
aplicando de nuevo DE MORGAN

=pA(qV ),
por conmutatividad

=pA(-rVyq),

y por la definicién de implicacién
=pA(r—q).
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Para demostrar que —(p V. —q) — —p es una tautologia, ha-
gamoslo en varios pasos, en una primera tabla colocamos los
valoresde p, q, 7p, "qypV —q,

P| 9| P | 9| pPvV—q
V|V F F %
V | F F \Y \Y%
F | V| V F F
F | F \Y \Y \Y%

A continuacién construimos la tabla para p, q, —(p V —q), —p
y, finalmente, —~(p V —q) — —p.

p|l q | ~(pV—a) | —p | ~(pV—q)—>—p
V|V F F \Y
V | F F F \Y%
F | V \Y \Y \Y%
F | F F \Y \Y%

Vemos que todos los valores de verdad de —(pV —q) — —p
son verdaderos, independientemente de los valores de p y q,
luego la proposicién es una tautologia.

Para verificar que (p /A—q) — —Pp no es una tautologia cons-
truimos su tabla de verdad,

pA—=q | (pA—q)——p

o< < | S
m< <l a
o <
< <m<L
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Vemos en el segundo renglén, que el valor de (p A—q) — —p
es F, luego no es una tautologia.

Construimos la tabla de verdad de (—p A—q) — (pV q),

Pl a | PA~q | pPVq | (pPA—=q) = (pV Q)
vV |V F \% \Y%
V | F F \% \Y%
F | V F % \Y%
F | F % F F

Vemos que no es una tautologia pues no todos los valores en
la tiltima columna son V. Tampoco es una contradiccién pues
no todos los valores de la dltima columna son F.

Construimos la tabla de verdad de (—p A q) — —(p/\q)

p | qa | pAq | ~(pAq) | (mPAQ)—=>—(pAQ)
vV |V F F \Y%
V | F F \Y \Y
F | V \Y% \Y% \Y%
F | F F \Y% \Y%

Todos los valores de la dltima columna son V, luego la pro-
posicién es una tautologia.

Para demostrar que [(—p — —q) /\ q] — p es una implicacién
l6gica hay que demostrar que es una tautologia. Construimos
su tabla de verdad.
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p q -p—>—q (—p ——d)\q [(—p = —d)A\ql—=p
vV |V \Y4 \Y4 \Y
V | F \Y F \Y
F |V F F \Y
F F \Y4 F \Y4

Vemos que todos los valores de la tiltima columna son V por
lo tanto se trata de una tautologia, la implicacion légica se
escribe

[(=p = —q)Adl =p

donde (—p — —q) /A q es la hipétesis y p es la conclusion.

El universo es
Q = {lunes, martes, miércoles, jueves, viernes, sdbado, domingo}

Primero veamos cudles son los conjuntos de verdad de las
proposiciones p, 4, Ty s.

A ={x € Q| p(x)} = {martes, miércoles },
B ={x € Q] q(x)} ={miércoles },
C={x € Q|r(x)} ={martes,sdbado },

)
D={xeQ]s(x)}=0.
El conjunto de verdad de —p, por la Propiedad 4.1 de la pa-

gina 93, es A = {lunes, jueves, viernes, sdbado, domingo }.
De manera andloga, el conjunto de verdad de —r es

C® = {lunes, miércoles, jueves, domingo }.

El conjunto de verdad de p A, por la Propiedad 4.2 de la
pagina 94, es AN C = {martes }.

De manera andloga, el conjunto de verdad de q Vs es
BUD =BU} =B.
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Finalmente, el conjunto de verdad de p ¥ q es, por defini-
cion AAB =(AUB)\ (ANB) ={martes }.

Usamos el cuantificador universal V,

AS: Vxe ASx ¢ A.
ANB: VxeANB,xc€A y xecB.
B\A: VxeB\AxeB y x¢&A.

1. La afirmacién “Para toda x se cumple que no es cierto
que p(x)” se escribe simbdlicamente

Vx, —p(x).

La negacién de para todo si es existe alguno que no. Luego
la negacién de la afirmacion es

Existe x tal que no es cierto que —p(x).
Lo cual es equivalente a
Existe x tal que p(x).

Es decir, la negacién de “Para toda x se cumple que no
es cierto que p(x)” es “Existe x tal que p(x)”, que se
escribe

Ix [ p(x).
2. La afirmacién “No existe x que cumpla p(x)” se escribe
—E3x | px)].
La negacién de la afirmacién anterior es
——Bx[px)] = ~Vx, ~p(x]]
=3x[~7p(x)
=dx | p(x).

(Pues claro, la negacion de no existe es si existe.)
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Para escribir simbdlicamente la proposiciéon Ningiin huracin
toco tierra, sean las proposiciones

h(x): x es un huracan,

t(x): x toco tierra.

Simbdlicamente
Vx, =lp(x) Aq(x)],

—[3x | h(x) At(x)].

Si H es el conjunto de verdad de h y T es el de t, escribi-
mos
—[Gx|x e HNTI.

La expresiéon A C B significa que A es un subconjunto propio
de B. Segtn la Definicién 1.5 de la pagina 15, para que A sea
subconjunto propio de B se debe cumplir primero que A C B
y ademds debe existir x € B tal que x ¢ A. Para construir
el diagrama de VENN hemos de identificar las regiones vacias
para sombrearlas.

Como A C B, la region AB estara vacia pues no hay A que
no sean B.

Como existe x € B tal que x ¢ A hay que poner una marca
+ en la regi6n AB.

+

A B
A C B en VENN
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EAE-2. CESARE. Ningiin P es M, todo S es M; luego ningiin S es
P.

SiPNM=0ySCM,entonces SNP = 0.

50 &

CESARE-EULER CESARE-VENN

AEE. CAMESTRE. Todo P es M, ningiin S es M; luego ningiin S es
P.

SiPCMySNM =, entonces SNP = 0.

M
@ :
S P
CAMESTRE-EULER CAMESTRE-VENN

EIO-2. FESTINO. Ningiin P es M, algiin S es M; luego algiin S no
es P.

SiPNM =0y SNM # (), entonces S NP # .
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()

FESTINO-EULER FESTINO-VENN

En lenguaje de conjuntos la expresién Ningiin P es M, todo S
es M se escribe

PAPM=0y SCM.

Las hipétesis son que P y M son ajenos y que S estd contenido
en M. Si x € S entonces x € M y por lo tanto x ¢ P, luego la
conclusién es que SNP = (.

0 &

SNP=1 Ningtin S es P
Ningtin P es M, todo S es M; luego ningtdn S es P.

Al expresar las hipétesis en un diagrama de VENN, ubica-
mos la region SMP que nos indica que todo S no es P, o, en el
marco de las hipétesis planteadas, ningiin S es P.

En lenguaje de conjuntos la expresion Algiin P es M, todo M
es S se escribe

POM#0 y MCS.
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Las hipétesis son que P y M no son ajenos y que M es un
subconjunto de S. Sea x € PN M, entonces x € Py x € M, es
decir x € S, luego PN S # vacio.

M
S
P M *
S P
SNP#D SMP no estd vacia

Algian P es M, todo M es S; luego algtin S es P.

El diagrama de VENN nos indica que la regiéon SMP no
estd vacia, entonces la conclusién es algiin S es P.

Se trata de dos afirmaciones, si A x B # (),
1. AXBCCxD = ACCy BCD,
2. ACCyBCD = AxBCCxD.

Como A x B # () entonces A # 0 'y B # 0.

Para demostrar el inciso 1 supongamos que A x B C C x
D.Sean x € Ayy € B, luego (x,y) € A x B, es decir (x,y) €
CxD,luegoxe CyyeD;esdecir ACDyBCD.

Para demostrar el inciso 2 suponemos que A C Dy B C
D, ysea (x,y) € A x B. Por definicién de producto cartesiano,
x € Ayy € B, como A estd contenido en C, x € C y como
B estd contenido en D, y € D, asi (x,y) € C x D; es decir
AxBCCxD.

La propiedades 2 y 3 del Teorema 5.1 de la pagina 133 son,
2. Ax (BUC)=(AxB)U(A x C),

200



Solucién a los problemas

3. AX (B\C)=(AxB)\(AxC).
Para la propiedad 2,

(x,y) € Ax (BUC)
& xe€eAyyeBuC
& xeAyyeBoyeC
& xeAyyeBoxeAyyeC
< (x,y) €eAxB o (x,y e AxC
< (x,y) € (AxB)U(A xC).

Para la propiedad 3,

(x,y) € Ax(B\C)
& xeAyyeB\C
& xeAyyeByygcC
& xeAyyeB yxeAyyégcC
& (x,y €eAxBy (x,y ¢AxC
< (x,y) € (AxB)\ (A xC).

Demostremos primero el inciso 2 de la Propiedad 5.3.

(x,y) € (AxB)U(C x D)
= (x,y) € AxB o (x,y €eCxD
= x€AyyeB oxeCyyeD
= xc€Aoxe(C yyeBoyeD
= x€AUCy yeBUD
= x€ (AUC)x (BUD).

Ahora un contraejemplo para la igualdad. Sean A = {a, b},

C={c,d}; B={r,s}, D ={t,ul
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(AxB)U(CxD)={(ar),(as),(br),(bs)uilct),(c,u)ldt)(du)}
={(a,7),(a,s),(b,7),(b,s), (c,t), (c,u), (d, 1), (d,u)}

(AUC)x (BUD) ={a,b,c,d} x{r,s,t,u}
={(a,7),(q,s),(a,t),(a,u),(b,7),(b,s),(b,t),(b,u),...}

Para establecer la igualdad,

(x,y) € (XxY)\ (A xB)
& (xy) e (XxY)y (x,y) ¢ (AxB)
S xeXyyeY, yx¢gAoy¢gB
S xeXyxgAyyeYoxeXyyeYyyéB
S xeX\AyyeYoxeXyycY\B
< (x,y) € ( X\NA)xY o (x,y) € Xx(Y\B)
& (xy) € (X\A)xY)U (X x (Y\B)).

Se trata de una igualdad de conjuntos, para demostrarla sea
z € [gof](A);

€ [gof](A) = z=[gof](x), paraalguna x € A,
= f(x) € f(A),

g[f(x)] € g[f(A)],

[
pero z = [g o f](x) [f(x)], es decir z € g[f(A)]. Hemos
demostrado que [g o f] (A) g[f(A)].

Ahora sea z € g[f(A)];

z€e g[f(A)} = z=((y), paraalgunay € f(A),
= y = f(x), para alguna x € A,
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es decir, z = g[f(x)] para alguna x € A; pero z = g[f(x)] =
[g o f](x) para alguna x € A, es decir z € [go f](A). Luego
g[f(A)] C [gofl(A).

Respecto a la Pregunta 6.2 de la pagina 168, se trata de una
funcién con dominio () y contradominio B # (). Por definicién
la gréfica de la funcién es un subconjunto del producto car-
tesiano () x B, que, por la Propiedad 5.1 de la pédgina 133, es
igual al (). Por lo tanto la grafica de la funcién es el conjunto
vacio.

Por un razonamiento anélogo, la gréfica de la funcién co-
rrespondiente a la Pregunta 6.3 también es el conjunto vacio.

Si A ={ab,c}yB={d, e}, seala funcién f dada por la tabla

X f(x)
a T
b S
C t
d S
e u

Tenemos que f(A) = {r,s,t} y f(B) = {s,u}, luego f(A)N
f(B) = {s}. Pero ANB =0 y f(0) = 0, luego no se cumple la
igualdad.

Supongamos que f(ANB) = f(A)Nf(B) y sean x y y dos
elementos en el dominio de f tales que f(x) = f(y) = z. Si
x # vy, tendriamos que f({x} N{y}) = f(0) = 0, pero f({x}) N
f ({y}) = {z}, entonces no es posible que x # y; por lo tanto
x =y y f es inyectiva.
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Supongamos ahora que f es inyectiva. Sabemos que f(A N
B) C f(A)Nf(B), queda por demostrar que f(A) Nf(B) C
f(ANB). Para ello, sea y € f(A)Nf(B), esto implica que y €
f(A) y y € f(B) es decir, existe x; € A tal que f(x1) =yvy
existe x; € B tal que f(x2) =y. Como f es inyectiva tenemos
que x1 = x2, llamémosle x; asi, x € A y x € B por lo tanto x €
ANB y en consecuencia f(x) € f(ANB), es deciry € f(AN
B), lo cual demuestra la contencién y con ello la igualdad
deseada.

Supongamos que f(A \ B) = f(A)\ f(B) y sean x, y € X tales
que f(x) = f(y) = z. Si x # y, entonces {x}\ {y} = {x} y
f({x}) = z, pero por hipétesis
f((x\ {y}) = f({x}) \ f({y})
={z}\{z}
— 0.

Luego es imposible que x # y, es decir f es inyectiva.

Supongamos ahora que f es inyectiva. Por el inciso 3 de
la Propiedad 6.3 ya sabemos que f(A \ B) C f(A)\ f(B), para
mostrar la otra contencién sea

y € f(A)\f(B) = yef(A) y y¢f(B)
= Jx € X tnica, tal que f(x) =y, x € A y x¢ B
= x€ A\B
= f(x) € f(A\B)
= y € f(A\B).
Queda demostrado que f(A)\ f(B) C f(A\ B) y con ello la
igualdad.
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La hipétesis es que f: X — Y es una funcién y C y D son
subconjuntos de Y tales que C C D. Para demostrar que
f~1(C) C (D), sea

xef1(C) = f(x) eC,
como C C D,
= f(x) € D,
= x e f (D).

Para el primer inciso puedes adaptar la demostracion del pri-
mer inciso de la Propiedad 6.5

Para el segundo inciso, sea B C X tal que B no esté conte-
nido completamente en la imagen de la funcién, es decir que
B\ f(X) # 0. Asi, f[f~1(B)] serd la parte de B contenida en la
imagen de f, no sera todo B y no se daréd la igualdad.
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Simbolos y notacion

M

{7}

=

AC

CA
CaA

U

Omega, conjunto universo o total

es un elemento de, x € C, x es un elemento
de C

no es un elemento de, x ¢ C, x no es un
elemento de C

las llaves abren y cierran la descripcion o
la lista de los elementos de un conjunto
tal que o tales que

conjunto vacio, ) ={x € Q| x # x}

complemento del conjunto A, A® = {x €
Qlx¢gA}

complemento del conjunto A
complemento del conjunto A respecto a Q
subconjunto, A C B, A es subconjunto de
B

supraconjunto, B O A, B es supraconjunto
de A

el conjunto de los nimeros naturales, IN =
{1,2,...}

subconjunto propio, A C B

la familia de todos los subconjuntos de A
implicacion logica. Si la proposicion p — ¢
es una tautologfa, entonces p = q.
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13
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Simbolos y notacién

ANB
AUB
A\B

AAB

VoF

—p
P/AQ

o I
&

)
¥

<

El conjunto A es igual al conjunto B si A C
ByB CA.

Si, y sélo si. Equivalencia l6gica entre dos
proposiciones o afirmaciones. Si la propo-
sicibn p <+ ( es una tautologia, entonces
P& q.

A interseccién B es el conjunto {x € Q |
XxX€EA y xeBL

A unién B es el conjunto {x € Q | x €
A oxeBl

A diferencia B es el conjunto {x € Q | x €
Ay x ¢ B}

A diferencia simétrica B es el conjunto de
puntos que estdn en A o en B pero no en
ambos: (A\B)U (B\ A).

Verdadero o Falso. Posibles valores de ver-
dad de una proposicion.

no p. Negacién de la proposicion p.

P vy q es la conjuncion, es otra proposicion;
es verdadera si p es verdadera y q es ver-
dadera.

P o0 g es la disyuncion, es otra proposicion;
es verdadera si p es verdadera o q es ver-
dadera, o ambas lo son.

una de dos, p o q es la disyuncién ex-
cluyente, es otra proposicion; es verdadera
cuando p es verdadera o q es verdadera,
pero no ambas.

equivalencia, simbolo de

definicién por medio de equivalencia, sim-
bolo de

“p de x”, proposicién abierta; su valor de
verdad depende de a quién se refiera.
para toda(o), cuantificador universal.

20
20,
84
23
23
35

37

45
45
50

52

54

57
57,
77
92
98
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SIMBOLOS Y NOTACION

N

{C/ %}

N

{C/ <}

220

existe, cuantificador existencial.

marca para indicar existencia de algtn ele-
mento en una regiéon de un diagrama de
VENN.

pareja  ordenada, es el conjunto
{{a),{a,b}}.

A cruz B, producto cartesiano de A y B
relacion, a R b, a relacién b, a esta relacio-
nado con b.

no relacién, a R b, a no estd relacionado
con b.

relacion diagonal o de igualdad en A, A =
{(a,a) | a € A}

precede, relacién de orden parcial, a < b,
a precede a b.

conjunto parcialmente ordenado (coro),
conjunto C dotado del orden parcial <.
precede, menor o igual, relaciéon de orden
total, a < b, a precedea b.

conjunto totalmente ordenado (coto), con-
junto C dotado del orden total <.
equivalente a, relacién de equivalencia, a
es equivalentea b, a ~ b.

conjunto con una relacién de equivalencia.
clase de equivalencia de a, @ = {x € C |
X ~al

no es equivalente a, no hay relacion de
equivalencia, a no es equivalente a b, a » b.
conjunto de indices

dominio de la funcién f

f de X en Y, la funcién f con dominio X,
contradominio Y y regla de corresponden-
cia f(x).

100
116
131

132
135

135
137
139
139
140
141
142

144
144

144

146
151
152



Simbolos y notacién

gof

yigual a f de x; y es la imagen de x bajo la
funcién f.

X va a su imagen Yy bajo la funcién f.
imagen de f, el conjunto {y € Y | y =
f(x),x € X} de los puntos imagen.

imagen de A bajo f, el conjunto formado
por los puntos imagen de los elementos de
A.

imagen de A bajo f, otra notacién.
funcién restringida al subconjunto A de X.
funcién idéntica, o identidad, en A, tiene
como regla de correspondencia I5(x) = x,
para toda x € A.

grafica de f: X — Y, es un conjunto de X x
Y; Gr={(x,y) eXxY|y="~f(x), x€X}.
fala —1 o f inversa, tiene como dominio
la imagen de f, es decir f(X), como contra-
dominio X y como regla de corresponden-
cia f~'(y) = x, donde f(x) =y, para toda
y € f(X).

fala—1dey o laimagen inversa de y bajo
f, es el conjunto {x € X | f(x) = y} de
los elementos del dominio de la funcién f
cuya imagen es y.

se lee efe seguida de ge o ge compuesta con
efe, es una funcién cuyo dominio es el do-
minio de f, su contradominio es el contra-
dominio de g y su regla de corresponden-
cia es (gof)(x) = g(f(x)), para toda x € X.
subconjunto vacio de X, 0x = {x € X | x #

x}
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152
153
154

154
155
155

158

160

162

164

166

221



MANUEL LOPEZ MATEOS inicid

74 ; su actividad docente en 1967

\ - en la Facultad de Ciencias de

l 4 ' la unam. Ha impartido cursos

: & ~de Célculo diferencial e integral,

Anélisis mateméatico y Algebra

< lineal, entre otros. En particular,

en el afio de 1972, impartio, en el

entonces Centro de Didactica de la uNAM, cursos

de capacitacion para la primera generacion de

profesores de matematicas del Colegio de Cien-

cias y Humanidades (ccH) de la unam. Ha tra-

ducido més de 15 importantes libros de texto de

matematicas. En 2003 fue el director fundador de
la Facultad de Ciencias de la uaBjo.

Los temas de Conjuntos y Légica, que alguna vez
fueron considerados de alta especialidad, van
ubicdndose en grados cada vez mds elementa-
les de la formacién escolar, por lo pronto se exi-
ge familiaridad con esos temas en casi cualquier
posgrado y ni qué decir en las licenciaturas de
matematicas, fisica, ingenierias, computo, econo-
mia, finanzas, administracién e incluso leyes y
tilosofia. El tema de Funciones, que se presenta
como obligada extension de las Relaciones defini-
das en conjuntos, es fundamental para el estudio
del Cdlculo diferencial e integral y de temas avan-
zados como el Andlisis matemdtico, la Topologia y
otros.

https://clf.mi-libro.club


https://clf.mi-libro.club
https://www.facebook.com/sharer/sharer.php?u=http%3A%2F%2Fclf.mi-libro.club%2F&amp;src=sdkpreparse
https://twitter.com/intent/tweet?source=sharethiscom&amp;text=Alguna%20considerados%20temas%20de%20alta%20especialidad,%20van%20ubic%C3%A1ndose%20en%20grados%20cada%20vez%20m%C3%A1s%20elementales%20de%20la%20formaci%C3%B3n%20escolar.&amp;url=https://clf.mi-libro.club/index.html
https://paypal.me/mlmateos

	Introducción
	Matemáticas básicas
	El señor George Pólya
	¿Cómo está la cosa?
	¿De qué se trata?

	El lenguaje de los conjuntos
	Estar o no estar
	Descripción y listas
	Complemento

	Contención e igualdad
	Propiedades de la contención
	Propiedades de la igualdad

	Intersección y unión
	Propiedades de la intersección
	Propiedades de la unión
	Leyes distributivas
	Leyes de absorción

	Leyes de De Morgan
	Diferencia y diferencia simétrica
	Álgebra de conjuntos

	Elementos de lógica
	Verdadero o falso
	Todo o nada
	Conjunción y disyunción
	Equivalencia
	Propiedades de la conjunción
	Propiedades de la disyunción
	Leyes distributivas
	Leyes de absorción

	Leyes de De Morgan
	Implicación y bicondicional
	Álgebra de proposiciones

	¿Cómo razonar?
	Tautología y contradicción
	Reglas de inferencia

	Lógica y conjuntos
	Proposiciones abiertas
	Para toda(o) y Existe
	Diagramas de Euler y de Venn
	Leibniz
	Euler
	Venn
	Euler y Venn

	Lógica, conjuntos y diagramas

	Relaciones
	Producto cartesiano
	Relaciones
	Particiones

	Funciones
	Definición de función
	Función inversa
	Composición de funciones
	El conjunto vacío, 
	Propiedades

	Solución a los problemas
	Bibliografía
	Índice alfabético
	Símbolos y notación

