Introduccion a los
sistemas de control

// ~ - N ,

292473399

v
\‘_ "\‘);’Qii b 3 )

Conceptos, aplicacion y simulacion con
\V VAN § WA\ =/

PEARSON Ricardo Hernandez Gavino

eee——







Introduccion a los
sistemas de control:

Conceptos, aplicaciones y
simulacion con MATLAB

Ing. Ricardo Hernandez Gaviiio

Instituto Tecnologico de Aguascalientes

REVISION TECNICA

Ricardo Hurtado Rangel
Ricardo Yaiiez Mendoza
Academia de Control y Automatizacion
Escuela Superior de Ingenieria Mecanica y Eléctrica
Instituto Politécnico Nacional, Campus Zacatenco

Prentice Hall

México ¢ Argentina * Brasil * Colombia ¢ Costa Rica ¢ Chile ¢ Ecuador
Espafa ¢ Guatemala ® Panama © Peru * Puerto Rico * Uruguay * Venezuela



/ Datos de catalogacién bibliogréfica

HERNANDEZ GAVINO, RICARDO

Introduccidn a los sistemas de control: Conceptos,
aplicaciones y simulacién con MATLAB
Primera edicién
PEARSON EDUCACION, México, 2010
ISBN: 978-607-442-842-1

Area: Ingenieria

Formato: 20 X 25.5 cm Paginas: 528

Edicién en espaiol

Editor: Luis Miguel Cruz Castillo
e-mail: luis.cruz@pearsoned.com
Editor de desarrollo: Felipe Hernindez Carrasco

Supervisor de produccién: Rodrigo Romero Villalobos

PRIMERA EDICION, 2010

D.R.© 2010 por Pearson Educacién de México, S.A.de C.V.
Atlacomulco 500-50. piso
Col. Industrial Atoto
53519, Naucalpan de Juarez, Estado de México

Camara Nacional de la Industria Editorial Mexicana. Reg. nim. 1031.
Prentice Hall es una marca registrada de Pearson Educacién de México, S.A. de C.V.

Reservados todos los derechos. Ni la totalidad ni parte de esta publicacién pueden reproducirse, registrarse o transmitirse, por
un sistema de recuperacién de informacién, en ninguna forma ni por ningin medio, sea electrénico, mecanico, fotoquimico,
magnético o electrodptico, por fotocopia, grabacién o cualquier otro, sin permiso previo por escrito del editor.

El préstamo, alquiler o cualquier otra forma de cesién de uso de este ejemplar requerird también la autorizacién del editor o
de sus representantes.

ISBN VERSION IMPRESA: 978-607-442-842-1
ISBN E-BOOK: 978-607-442-843-8
ISBN E-CHAPTER: 978-607-442-844-5

PRIMERA IMPRESION
Impreso en México. Printed in Mexico.
1234567890-13121110

Prentice Hall
es una marca de

PEARSON

— o www.pearsoneducacion.net ISBN: 978-607-442-842-1



IN MEMORIAM
RICARDO HERNANDEZ GAVINO



Con profundo agradecimiento para:

M. en C. PEDRO PABLO MARTINEZ PALACIOS
por su invaluable apoyo al realizar las gestiones

para la edicion de esta obra.

DR.JORGE OROZCO MORA

por su exhaustivo trabajo de revisién
de contenidos de la presente obra.



AGRADECIMIENTOS

A mi esposa Rocio y a mis hijas Paulina y Tania. Quisiera hacer un reconocimiento a
todos aquellos estudiantes que durante muchas generaciones han hecho posible que
tanto ellos como yo nos hayamos ido adentrando en el fascinante mundo del control
automatico. También quiero manifestar mi profundo agradecimiento a todas las personas
que de alguna manera me alentaron a realizar y concluir este trabajo, ya sea tanto por sus
valiosos consejos y aportaciones, como por sus conocimientos profundos en diferentes
campos, no sdlo de la ciencia, sino de la vida en general. Les agradezco también su pro-
funda sencillez como seres humanos. Entre todas aquellas personas que me han ayudado,
quiero agradecer a Rubén Medina Barrera, Gastén Lefranc Hernindez, Estela Guerreiro
S. Bicho, Chiharu Ishii, Laura Garcia Arroyo, German Ortega Chavez, Carlos Couto,
Abelardo del Pozo Quintero, Luis Miguel Fernandez, Yolanda Gonzilez Adame, Carlos
Alberto Soto Becerra, Cutberto Noé Njjera Cisneros, Esther Alvarez, Maria Teresa Sala-
zar Razo, Maria Teresa Orvananos Guerrero, Gerardo Romo Luévano, Francisco Miguel
Garcia Guevara, Jesis Castafiuela Fuentes, Marco Antonio Rodriguez Guzman, José Luis
Enriquez Estrada, Juan Manuel Jaime Diaz, J. Jests Trujillo Ibarra, Eduardo Garcia Le-
dezma, Leonel Hugo Favila Herrera, Javier Hugo Patifio Patifio, Mario Avila Parra, Jorge
Medina Valtierra, Juna Ma. Lomeli Soto, Alfonso Recio Lozano (in memoriam), Gilber-
to Rodriguez Dominguez, Francisco Javier Villalobos Pifia, Gustavo Sosa Serna, Héctor
Ulises Rodriguez Marmolejo, Roberto Ramirez Jiménez, Octavio Valdés Valadez, Jests
Mario Flores Verduzco, J. Fernando Medina Pérez, Juan Manuel Sanchez Isaias, Javier
Gerson Zapiain Salinas, J. Jestis Bernal de la Rosa y Armando Capetillo Zamora.

Muchas gracias a todos ustedes.
Sinceramente,

Ricardo Hernandez Gavino



PROLOGO

Las asignaturas relacionadas con el campo de la automatizacioén constituyen revisiones,
reformas periddicas y actualizaciones de los programas de estudio del Instituto Tecnold-
gico de Aguascalientes y del sistema de Institutos Tecnoldgicos a nivel nacional.

Con respecto a las materias que componen la carrera de Ingenieria Electrénica del
Instituto Tecnoldgico de Aguascalientes, el plan de estudios incluye cinco materias rela-
cionadas con los sistemas de control. A nivel licenciatura, estas materias comprenden
Control I (Fundamentos, analisis y disefio en régimen transitorio), Control II (analisis y
disefio de respuesta en frecuencia y de espacio de estado), Disefo de sistemas de control
(analisis y disefio de sistemas continuos y discretos) y PLC’s (controles 16gicos programa-
bles); a nivel de posgrado, se imparte la materia de Teoria de control (analisis de sistemas
lineales escalares y multivariables).

La bibliografia relacionada con el tema es muy amplia y, en la gran mayoria de casos,
estd compuesta por libros que tratan el tema casi siempre desde un punto de vista emi-
nentemente tedrico, dejando a un lado el aspecto practico, aun cuando éste es de gran
importancia. Por lo anterior, el objetivo del autor fue elaborar un libro de texto cuyo
enfoque fuera mucho mas practico, ademis de cubrir a fondo el aspecto tedrico. Para
tal efecto se incluyeron diversos modulos para implementar prototipos con los cuales
fuera posible construir y ajustar los diferentes tipos de controladores: P (Proporcional), P1
(Proporcional-Integral), PD (Proporcional-Derivativo) y PID (Proporcional-Integral-
Derivativo), asi como controles si-no.

Ademas, el enfoque del texto pretende analizar los sistemas de control utilizando algtin
software relacionado, por lo que el trabajo elaborado incluye el manejo de MATLAB
en sus distintas opciones, MATLAB como herramienta de programacién (workspace), asi
como Simulink.

Un objetivo adicional del libro radica en que esta dirigido a diferentes tipos de licen-
ciaturas que incluyen la materia de Teoria de control en su plan de estudios; por ejemplo,
Ingenieria Electrénica, Ingenieria Eléctrica, Ingenieria en Mecatrdnica e Ingenieria en
Sistemas Computacionales. Asimismo, el libro se dirige a licenciaturas que ofrecen sali-
das laterales con especializacién en automatizacioén y control. Ademas, puede utilizarse
como texto complementario en Ingenieria Mecanica, Ingenieria Quimica, Ingenieria
en Materiales y algunas otras.

Este libro busca ser una introduccién a la apasionante area del control automitico,
tratando de explicar los diversos conceptos de una manera simple y directa. Aunque las
ecuaciones y los conceptos son respaldados por su fundamento matematico, también se
da gran importancia a la interpretacidn fisica del concepto analitico implicado.

Como comentario final con respecto a la forma en que el presente texto fue organi-
zado y elaborado, cabe aclarar que todos los problemas planteados incluyen su solucién,
la cual, en la gran mayoria de los casos, se presenta y desarrolla paso a paso, de tal manera
que sea una guia Gtil para que el alumno adquiera la confianza y destreza suficientes
para profundizar en los diversos temas, y a la vez adquiera la motivacidén necesaria para
adentrarse en el area del control automatico.

Ricardo Hernandez Gavino



INTRODUCCION

Este libro pretende, ante todo, ser un curso introductorio y multidisciplinario enfocado
hacia el control de procesos y la automatizacion de sistemas.

La obra fue escrita y disenada especialmente para cubrir la materia de Control I,
basindose estrictamente en el programa de estudios que rige a nivel nacional al sistema
de Institutos Tecnoldgicos, el cual es periddicamente revisado y actualizado, asi como a
las restantes materias que conforman los diversos planes y programas de estudio. De esta
forma, dicha disciplina, por su importancia, permanece vigente y acorde con los grandes
avances tecnoldgicos propios de la época.

Como se menciond, el libro es un curso introductorio al apasionante area del control
automatico. La primera parte del texto se enfoca directamente en introducir los concep-
tos esenciales propios del area sin dejar a un lado el aspecto prictico, ya que, mediante
dos prototipos que se presentan desde el capitulo inicial, el estudiante encontrard gran
satisfaccién en construir sus primeros sistemas autorregulables; con esta motivacion, el
alumno proseguird hacia temas mas complejos propios de la materia. Los diversos capi-
tulos tratados estin avalados por un sélido respaldo matematico, el cual se expone desde
una perspectiva diferente a la convencional, esto es, la herramienta matematica se explica
desde un punto de vista fisico. Este enfoque implica un paso trascendental en la interpre-
tacién de las ecuaciones vy, sobre todo, de los resultados obtenidos. De esta forma, el es-
tudiante podra desarrollar la habilidad de relacionar la aparente frialdad de la abstraccién
matematica con una logica en la interpretacidn fisica correspondiente; esto supone una
transicién de gran relevancia para comprender la aplicacién de las matematicas desde el
punto de vista de la ingenieria.

Un factor adicional de esta obra radica en la inclusidn, casi en la totalidad de los
capitulos que la conforman, de la importante herramienta de la simulacién, no sélo en
el caso de los conceptos primarios, sino también para procesos y sistemas automaticos.
Para ello se utiliza el software de MATLAB y una de sus principales utilerias, Simulink,
cubriendo con ello la representacién en bloques de las diversas configuraciones, tanto en
lazo abierto como en lazo cerrado.

Antes de entrar en materia, y a manera de comentario final, al término de cada ca-
pitulo se presenta la solucién de cada problema propuesto; en la mayoria de los casos, la
solucidn se expone paso a paso.

Los temas cubiertos en los capitulos que conforman esta obra se indican a continua-
cién.

1. Introduccion a los sistemas de control

A manera de inicio, este capitulo basicamente presenta la notacién y el vocabulario pro-
pios de la materia, asi como los conceptos generales. Intencionalmente, en este capitulo se
evitan tanto el lenguaje matematico como la introduccién de ecuaciones; sin embargo,
se da gran relevancia a la aplicacién prictica mediante amplificadores operacionales con la
finalidad de llevar a cabo la construccién de dos diferentes tipos de controles: si-no (para
obtener un sistema automatico de iluminacién, o bien, un dispositivo autorregulable de
temperatura) y un sistema de control automatico de velocidad de un motor de CD ajus-
table segin las necesidades del usuario, mediante variaciones de ganancia.

2. Transformada de Laplace

La herramienta indispensable utilizada en el analisis de los sistemas de control desde el
punto de vista clasico es la transformada de Laplace; por tal motivo se expone el tema
correspondiente dando gran importancia a la interpretacion fisica de dicha herramienta
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matematica. Ademis, al término del capitulo se incluyen diversos comandos de MAT-
LAB relacionados con el dominio “s”. Una vez que el estudiante haya adquirido el con-
cepto de la transformacién asi como su correspondiente significado fisico, la simulacién
con MATLAB e resultard altamente motivante.

3. Modelos matematicos de sistemas fisicos

Este capitulo fue escrito pensando en darle una gran importancia y aplicacion al control
en los muy diversos campos de la ingenieria. Ademas, contiene la esencia del trascenden-
tal paso de representar un modelo fisico hacia su correspondiente equivalente matema-
tico; para entonces, el estudiante habra adquirido la habilidad suficiente para sortear con
éxito la representacién de la abstraccién matematica de su equivalente fisico. El capitulo
contiene una amplia diversidad de modelos, asi como atrasos de tiempo y no linealida-
des. En este seccidn se introduce Simulink, una herramienta de MATLAB mediante la
cual es posible representar a manera de bloques un conjunto de ecuaciones diferenciales
interactuantes (en el dominio tiempo), o bien, funciones de transferencia a manera de
bloques (propias del dominio “s”). De esta forma, serd posible enviar el modelo desde
Simulink hacia MATLAB, el cual llevard a cabo la extraccidn del sistema respectivo para
obtener la funcién de transferencia resultante a manera de sistemas SISO (una entrada
— una salida), o bien, en forma de sistemas MIMO (multientradas — multisalidas).

4. Reduccién de sistemas

En este capitulo se analiza el importante concepto de obtener la funcién de transferencia
de lazo cerrado 1(s) mediante el método de Mason aplicado a los diagramas de flujo de
sefiales, o bien, a los diagramas de bloques. Ademas, se trata el tema del 4lgebra de blo-
ques, la cual tiene como finalidad reducir a un solo bloque un conjunto de funciones de
transferencia individuales. El capitulo termina con la sintaxis propia de MATLAB para
llevar a cabo la simplificacién de modelos, asi como de la herramienta Simulink donde
se procede a extraer el sistema desde Simulink hacia MATLAB.

5. Caracteristicas de respuesta de los sistemas

Los sistemas pueden catalogarse desde muy diversos puntos de vista; en este capitulo
dicha clasificacion se llevard a cabo con respecto al orden de la ecuaciéon diferencial
que define al sistema (independientemente del principio fisico implicado); asi, existi-
ran modelos de primer orden, segundo orden, etcétera. Dependiendo del orden de la
ecuacién diferencial, la respuesta del sistema tendra caracteristicas propias, por lo que en
cada caso se incluiran los pardmetros propios de cada configuracion. La teoria de control
clasica establece que todo sistema de orden superior, en algunos casos, puede aproximar-
se a comportamientos propios de sistemas de segundo orden, por lo cual se trataran los
modelos que pueden o no ser representados como sistemas de orden dos. El capitulo
continta con una herramienta de modelado de sistemas, con la cual, partiendo de que se
tiene acceso a la respuesta en tiempo de un determinado sistema (mediante una tarjeta
de adquisicién de datos), se procede a presentar diversas técnicas para llegar a obtener
una aproximacién matemitica de la funcién de transferencia de lazo cerrado T{(s) del
modelo real, independientemente de su grado.

6. Criterio de estabilidad de Routh—-Hurwitz y lugar geométrico de raices

Este capitulo se inicia con la presentacién del método propuesto por Routh y Hurwitz,
el cual se caracteriza por ser una herramienta de muy facil aplicacién para determinar
la estabilidad absoluta de polinomios caracteristicos de grado n relacionados con los
denominadores de funciones de transferencia de lazo cerrado T(s), incluso para sistemas
en los cuales la ganancia se hace variar en un intervalo especifico de valores. El capitulo
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continda con la presentacién del importante concepto de lugar geométrico de raices (LGR),
procedimiento de gran relevancia para el disefio de sistemas de control en régimen
transitorio. A continuacién y a manera de homenaje, se presenta el método de W. R.
Evans, el cual es un procedimiento sumamente ingenioso para llevar a cabo el objetivo
mencionado. Para finalizar el capitulo se mencionan los diversos comandos que MAT-
LAB emplea para el analisis y disefio de los sistemas de control mediante el LGR.

7. Analisis de error y sensibilidad

Una caracteristica propia de las configuraciones de control es la relacionada con el error
de estado estable que presentan los sistemas para diversas clases de entradas y de acuerdo
con el tipo de sistema empleado. Asi, se procederd a cuantificar dicho error, tanto para
sisternas sin retroalimentacién como con retroalimentacion unitaria. Ademas la seccién
correspondiente introduce el concepto de constantes de error: de posicion, de velocidad
y de aceleracion.

La retroalimentacion conlleva diversas caracteristicas especificas; una de ellas es la baja
sensibilidad del sistema para variaciones de parametros especificos de la propia configu-
racion. De esta forma, en esta seccion se introduce y desarrolla el concepto de la sensibi-
lidad del sistema para variaciones de sus parimetros, para asi proceder a cuantificar dicha

sensibilidad.

8. Modos de control y disefio de controladores

Una vez que se ha disefiado un sistema de control, puede suceder que el comportamien-
to de la configuracion presente caracteristicas no deseadas en su régimen transitorio y/o
en su error de estado estable. Por esa razdn, es necesario adicionar al sistema un elemento
que trate de corregir dichas desviaciones. Se procede a definir los diferentes modos de
control, como son las acciones proporcional, integral y derivativa, asi como combinacio-
nes entre éstos para formar los controladores: Proporcional-Integral (PI), Proporcional-
Derivativo (PD) y Proporcional-Integral-Derivativo (PID).

Una vez que se han establecido las caracteristicas individuales de los diversos contro-
ladores y sus posibles combinaciones, se procede a considerar los diversos criterios cla-
sicos empiricos existentes para sintonizar los diferentes tipos de controladores aplicando
los métodos de Ziegler-Nichols y el de Cohen-Coon; ademis, se toma como ejemplo
el disefio de un sistema de control con base en especificaciones particulares de disefio.

9. Curva de margenes de ganancia y margenes de fase

Este capitulo inicia con una innovadora herramienta, o bien, con un punto de vista di-
ferente asociado a la optimizacién en anilisis y diseflo de los sistemas de control: curvas
de margenes de ganancia y margenes de fase (GMPMC). La caracteristica principal de
esta nueva herramienta, introducida en términos de margenes de ganancia y margenes
de fase, es que presenta diversas particularidades y aplicaciones, tales como analisis de
sistemas en rangos infinitos de variaciones de ganancias, sintonizacién individualizada
de ganancia para cada configuracién especifica en vez de utilizar métodos generalizados.
La calibracién de cada sistema se lleva a cabo comparando las caracteristicas de compor-
tamiento introducidas por el usuario con respecto a las particularidades y limitaciones
propias de cada configuracion. Una aplicacién adicional del método presentado consiste
en aproximar polinomios de grados superiores a polinomios de segundo grado, teniendo
implicito el compromiso de que tal aproximacién tenga exactamente el mismo margen
de fase del sistema original. Puesto que la aproximacién a segundo grado se lleva a cabo
en rangos infinitos de ganancia K, la eleccion de la ganancia dependera de la frecuencia
de operacién deseada. Una Gltima caracteristica del método presentado de aproximaciéon
polinémica es que tal reduccién se lleva a cabo tanto en la salida final como en las variables
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de salida intermedias; su principal aplicacion es en el analisis de espacio de estado. El capi-
tulo finaliza con dos archivos .m para optimizar y reducir polinomios de grado n.

Para terminar esta introduccidn, se anexa la siguiente direccién de correo electrénico,
en la cual seran bienvenidos todos sus comentarios:

electronica@ita.mx
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Introduccion a
los sistemas
de control

INTRODUCCION

En este capitulo se hace una introduccién al estudio de los sistemas de control. Ademas,
se definen y analizan ejemplos de sistemas de control de lazo abierto y lazo cerrado,
asi como los elementos a considerar para que el control automitico pueda llevarse a la
practica.

Contenido

* Conceptos generales.

* Representacidon en diagramas de bloques de los sistemas de control.
* Clasificacién de los sistemas de control.

* Implementacién practica de un control automatico.

* Problemas.

* Referencias del capitulo 1.

* Soluciones a los problemas del capitulo 1.

Objetivos

e Introducir los conceptos asociados con los sistemas de control.

* Identificar sistemas de control de lazo abierto y de lazo cerrado.

* Identificar los diferentes elementos que forman parte de un sistema de control.

* Representacién en bloques de una ecuacién diferencial de orden #.

* Definicion de sistemas lineales.

* Implementacién de un sistema de control para regular la velocidad de un motor de
CD.
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1.1 CONCEPTOS GENERALES

Figura 1.1

La salida del sistema se debe
a la interaccion de la entrada
con el proceso.

Figura 1.2

Distintos tipos de entradas
aplicadas a los sistemas
de control.

Figura 1.3
Control automatico
de nivel en un tanque.

Un sistema de control automatico es una interconexién de elementos que forman una
configuraciéon denominada sistema, de tal manera que el arreglo resultante es capaz de con-
trolarse por si mismo.

Un sistema o componente del sistema susceptible de ser controlado, al cual se le aplica
una sefial 7(f) a manera de entrada para obtener una respuesta o salida y(t), puede repre-
sentarse mediante bloques (figura 1.1).

g(t)

r(t) S y(0) r((t)) = entrada
; istema ; g(t) = sistema
O proceso y(t) = salida

El vinculo entrada-salida es una relacion de causa y efecto con el sistema, por lo que el
proceso por controlar (también denominado planta) relaciona la salida con la entrada.

Las entradas tipicas aplicadas a los sistemas de control son: escalén, rampa e impulso,
seglin se muestra en la figura 1.2.

r(t) r(t) r(t)

Escalon Rampa Impulso

La entrada escalén indica un comportamiento o una referencia constantes introducidos
al sistema, mientras que la entrada rampa supone una referencia con variacidén continua
en el tiempo, y la entrada impulso se caracteriza por ser una sefial de prueba con magnitud
muy grande y duracién muy corta. La funcidn respuesta impulso o funcion de transferencia
es la representacién matematica del sistema.

Basicamente, el problema de control consiste en seleccionar y ajustar un conjunto
especifico de elementos tal que, al interconectarse, el sistema resultante deberad compor-
tarse de una manera especifica.

<& EJEMPLO 1.1

Para el control de nivel mostrado de la figura 1.3, identifique la entrada, la salida y
el problema de control.

Punto de apoyo

9in | | Palanca
Tand
> i apon 7% Varilla
Nivel de
referencia . Flotador
h
qn %

q;, = caudal de entrada y g, = caudal de salida.



Figura 1.4
Control automatico
de temperatura
con termostato.

1.2
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Solucion:
El problema de control consiste en seleccionar tres elementos —flotador, palanca y
tapén—, asi como en ajustar el punto de apoyo de la palanca para que la altura del
liquido en el tanque se mantenga constante a pesar de las variaciones en el nivel h.
El proceso por controlar es el nivel del tanque, mientras la entrada al sistema
es el nivel de referencia deseado (el cual se ajusta con base en las necesidades del
usuario), que esta indicado por la longitud de la varilla en cuyo extremo se en-
cuentra el flotador; la salida del sistema es el nivel real del recipiente.

L
<& EJEMPLO 1.2

Para un sistema de control cuya finalidad es mantener constante la temperatura
T de una habitacién, segin se muestra en la figura 1.4, determine la entrada y la
salida del sistema. Los elementos de que consta el sistema son un calentador y un
termostato.

Tornillo de ajuste |:‘\—/':| Habitacién
Termostato a temperatura
_— g
CA Elemento
calefactor
Solucion:

La entrada es la temperatura de referencia, que se indica mediante la separacién
de los metales que conforman el termostato y que con el tornillo de ajuste puede
calibrarse de acuerdo con las necesidades del usuario. La salida es la temperatura
real de la habitacion.

REPRESENTACION EN DIAGRAMAS DE BLOQUES

La representacién de los sistemas por medio de diagramas de bloques se utiliza para
describir, graficamente, las partes de las que consta un sistema, asi como sus interco-
nexiones.

El bloque en si contiene la descripcidn, el nombre del elemento o el simbolo de la
operacién matematica que se ejecuta sobre la entrada r(¢) para producir la salida y(t)
(figura 1.5a). El punto de suma se utiliza cuando a un bloque se le aplican dos o mas
entradas, en tanto que el bloque se sustituye por un circulo, cuya salida representa la suma
algebraica de las entradas (figura 1.5b). El punto de reparto, representado por un punto,
se usa cuando una sefal se bifurca para aplicarse a mas de un bloque (figura 1.5¢).
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Figura 1.5
Elementos de los
diagramas de bloques.

Figura 1.6

Suma algebraica de los
elementos que forman la
ecuacion (1.1).

A+

—

y d dy B+ A+B-C ¥ —— ¥
N
0o

—| = U

o o

<& EJEMPLO 1.3

Represente la ecuacién diferencial en bloques:

d*y | dy
Y Y = f(s
moa Yotk @)

Solucion:

Para obtener la representacion en bloques de la ecuacion diferencial considerada,
serd necesario reordenar la ecuacién original para que en el miembro izquierdo
resultante quede Gnicamente la derivada de mayor orden:

4> d
—Y=i[—bd—’:—ky+f(t)] (1.1)

2 m

El miembro derecho de la ecuacion (1.1) estd constituido por la suma algebraica
(que se realiza mediante un punto de suma) de los elementos —b(dy/dt), —ky vy f(¢),
de tal manera que el resultado de la adicién de todos los elementos multiplicados
por (1/m) debe ser igual a d?y/dt?, segin se muestra en la figura 1.6.

La solucién de una ecuacidn diferencial (correspondiente a la salida del sistema)
supone obtener una expresion de la variable dependiente y libre de derivadas, por
lo que se procederé a integrar dos veces el término d?y/dt?, de donde se obtiene
dy/dt después de la primera integracién. Al término de la segunda integracion
se tendra una expresion de la variable dependiente y libre de toda derivada, lo que
constituye la solucién de la ecuacidn diferencial.

Si retroalimentamos dy/dt, junto con la variable y y multiplicamos ambos, res-
pectivamente, por by k, se completara el diagrama de bloques que se muestra en la
figura 1.7.



Figura 1.7
Representacién
en bloques de la
ecuacion (1.1).

1.3

Figura 1.8

Sistema de lazo abierto
para controlar el tueste
de un pan, el proceso
a controlar.

Introduccién a los sistemas de control

CLASIFICACION DE LOS SISTEMAS DE CONTROL

Los sistemas de control se clasifican en sistemas de lazo abierto (o no automaticos) y
sistemas de lazo cerrado (retroalimentados o automaticos). Para llevar a cabo dicha clasi-
ficacion, se hace la siguiente definicion:

Accién de control: Es la cantidad dosificada de energia que afecta al sistema para pro-
ducir la salida o la respuesta deseada.

a) Sistema de control de lazo abierto.

Es aquel sistema en el cual la accién de control es, en cierto modo, independiente de la
salida. Este tipo de sistemas por lo general utiliza un regulador o actuador con la finali-
dad de obtener la respuesta deseada (figura 1.8).

Tornillo de ajuste

§ ; Interruptor
T

Elemento
calefactor

La capacidad que tales sistemas tienen para ejecutar una accioén con exactitud depende
de su calibraciéon. En general, los sistemas de lazo abierto estan regulados por base de tiem-
po. Como ejemplo de dichos sistemas se citan los tostadores de pan, las lavadoras (;auto-
miticas?), los hornos de microondas y los semaforos convencionales.

CA

b) Sistema de control de lazo cerrado.

Es aquel sistema en el cual la acciéon de control depende de la salida. Dicho sistema uti-
liza un sensor que detecta la respuesta real para compararla, entonces, con una referencia
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Figura 1.9
Diagrama de bloques
de un sistema
retroalimentado.

a manera de entrada. Por esta razdn, los sistemas de lazo cerrado se denominan sistemas
retroalimentados. El término retroalimentar significa comparar; en este caso, la salida real
se compara con respecto al comportamiento deseado, de tal forma que si el sistema lo
requiere se aplica una accién correctora sobre el proceso por controlar. La figura 1.9
muestra la configuracién de un sistema retroalimentado.

Elemento final P
Comparador  Controlador de control _ Proceso
e v m
r—> O — —> —> —> -T>7
+ +
b
Sensor

Definamos las siguientes variables:

r(t) = Entrada de referencia.
e(t) = Sefial de error.
v(f) = Variable regulada.

m(t) = Variable manipulada.

p(t) = Senal de perturbacion.
y(t) = Variable controlada.
b(t) = Variable de retroalimentacién como resultado de haber detectado la variable con-

trolada por medio del sensor.

Con respecto a la figura anterior, la entrada de referencia r se compara con la variable
de retroalimentacion b. El comparador lleva a cabo la suma algebraica de r — b, con lo
cual genera la senal de error e, variable que ejerce su efecto sobre el controlador. Esto
da lugar a la variable regulada v, que se aplica al elemento final de control y produce la
variable manipulada m; la funcién de dicha variable es suministrar la cantidad de energia
necesaria al proceso por controlar. La variable controlada y resulta de ajustar el compor-
tamiento del proceso.

Los bloques comparador y controlador forman parte de una misma unidad, la cual
recibe el nombre genérico de controlador.

Como ejemplos de sistemas de lazo cerrado se citan: el refrigerador, el calentador de
agua casero, el llenado de un tinaco por medio de una bomba y el control de temperatura
de una habitacion por medio de termostato.

Para convertir al tostador de pan (figura 1.8) de lazo abierto a lazo cerrado, es necesa-
rio agregar un sensor que detecte las variaciones en el color del pan durante el proceso
de tostado, asi como un comparador para evaluar el grado de tueste real del pan con res-
pecto al grado de tueste deseado (referencia introducida por el usuario). De esta manera,
si hay una diferencia entre las dos cantidades, se efectuard la accién de dosificacién de
energia requerida hasta que la salida real sea igual a la referencia. Por esta razén se dice
que la accion de control aplicada al proceso por controlar es dependiente de la salida.



Figura 1.10
Sistema de control
del grado de tueste
de un pan.

Introduccion a los sistemas de control

La figura 1.10 muestra al tostador que ahora es en realidad automatico, ya que se han
agregado un sensor (celda fotoeléctrica) y un comparador.

Controladory  Proceso por
elemento final controlar

-—
Entrada de % — Salida
referencia

Sensor de color

En teoria, todo sistema de lazo abierto puede convertirse a lazo cerrado; sin embargo,
la limitante es el sensor, ya que no siempre es posible detectar la salida del proceso.
Las caracteristicas de los sistemas de lazo cerrado son:

e Aumento de exactitud en el control del proceso.

¢ Sensibilidad reducida en las variaciones de las caracteristicas del sistema.
* Efectos reducidos de la no linealidad y la distorsion.

¢ Aumento de ancho de banda del sistema.

¢ Tendencia a la inestabilidad.

La interpretacién de lo anterior se da a continuacidén:

Aumento de exactitud en el control del proceso.
La retroalimentacién atentia el error para lograr el objetivo de control.

Sensibilidad reducida en las variaciones de las caracteristicas del sistema.

Se refiere a que, dentro de ciertos limites, uno o varios componentes del sistema pueden
sustituirse por elementos semejantes al componente original, sin que se aprecien resul-
tados significativos en el desempefio del sistema resultante (en el capitulo 7 se trata a fondo
el tema).

Efectos reducidos de la no linealidad y la distorsién.

Los efectos de la no linealidad y de la distorsién, dentro de ciertos rangos, pueden ser
no significativos debido a la retroalimentacidn, ya que ésta tiende a ajustar la respuesta
del sistema.

Aumento de ancho de banda del sistema.
Con la retroalimentacion, el rango de operacidn del sistema en el dominio de la frecuen-
cia w se incrementa.

Tendencia a la inestabilidad.
Salvo las anteriores caracteristicas, el inico problema, pero grave, que causa la retroali-
mentacion es la tendencia del sistema a la inestabilidad.
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<& EJEMPLO 1.4

Para el sistema de control de nivel que utiliza un solenoide, habra que obtener la
representaciéon en bloques del sistema, segtin se muestra en la figura 1.11.

Figura 1.11 Solenoide
) . Contacto
Control de nivel mediante 4li
| 'de [ metalico
solenoide. Vilvala | Gt

—
9in

Flotador

1 4

q,—>

Solucion:

El nivel de referencia se establece por medio de la varilla que sujeta al flotador
en un extremo Yy, por el otro, a un contacto metalico que act@ia como interrup-
tor eléctrico. De esta manera, cuando el nivel es lo suficientemente bajo, el inte-
rruptor cierra el circuito, lo que ocasiona que el solenoide se active; entonces, la
valvula se abre y permite el paso del flujo de entrada para restablecer el nivel de-
seado. El diagrama de bloques resultante se muestra en la figura 1.12.

Figura 1.12 Nivel d.e Interruptor ~ Solenoide Vilvula Tanque Nivel
Diagrama de referencia 1‘;16
blogues del sistema —>) —>) —>) e
de la figura 1.11. + _
Flotador

<& EJEMPLO 1.5

Analice el comportamiento del sistema de la figura 1.13, para identificar el proceso
por controlar, asi como las variables que intervienen en el sistema.

Figura 1.13 Comparador
Vef

T

Control de posicién
angular 6 de una carga. v

error | v Friccién
| K

Amplificador

Motor
CD

retro
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Solucion:

El proceso por controlar es la posicion angular 0 de la carga; las distintas variables
que intervienen en el funcionamiento del sistema se muestran en el diagrama de
bloques de la figura 1.14.

Figura 1.14 Posicion  Voltaje de e= .
Diagrama angular  referencia Vo=Vt Posicion
. desead angular de
de bloques del sistema Sacaus Vot v, Torque
de la figura 1.13 la carga
Oref E E E 00
+
— Amplificador Motor CD Carga
Potenciémetro Vv
. retro
de referencia - »
(conversion de VoltaJ.e de Conve'rs.lon de
retroalimen-  potenciémetro de posiciéon

posicion » )
Anglariaoltae) tacién retroalimentacién  angular a voltaje

<& EJEMPLO 1.6

El sistema mostrado en la figura 1.15 es semejante al del ejemplo anterior, pero
habra que analizar el comportamiento de la configuracién, lo cual permite identi-
ficar el proceso por controlar.

Figura 1.15 Plataforma de masa m a posicionar en x(f)
Sistema de
i ; Compa- Torque ©. 0
pOS|CIonamlento de una >
) rador  Controlador  del motor )
plataforma mediante la Vi P 2
conversién de movimiento r:_ K

de rotacion a traslacion.

cc

- Unidén mecanica

v entre vastago del

potenciémetro
P..o y plataforma

Solucion:

El proceso por controlar es la posicién de traslacion x(¢) de la plataforma de masa
m, donde el engrane movido por el motor hace contacto mecanico con la plata-
forma, de manera que se lleva cabo una conversién de movimiento de rotacién a
traslacion. El error e se amplifica K veces produciendo el voltaje v.

9
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1.4 IMPLEMENTACION DE UN CONTROL DE GANANCIA

Figura 1.16

Diagrama esquematico

de un sistema de control de
velocidad de un motor

de CD.

Figura 1.17

Diagrama de bloques del
sistema de control de
velocidad de un motor
de CD.

AJUSTABLE PARA REGULAR LA VELOCIDAD
DE UN MOTOR DE CD

La figura 1.16 representa el diagrama esquematico de un sistema de control en lazo
cerrado de velocidad de un motor de CD. El correspondiente diagrama de bloques se
muestra en la figura 1.17.

Control Torque
de ganancia Proceso: generado
Comparador  ajustable Motor CD T, Carga
Entradade + N L—— N4/ 7 ([T oeeeemeemeeeanid
referencia - = T, Banda
{ A i ( }5 y poleas
Tacémetro = Torque
(conversién torque-voltaje) detectado
Controlador Proceso Carga
Comparador
Ganancia = Motor
Wil o < ajustable ¢
referencia —
Tacémetro

Sensor

Para poner en marcha el sistema de la figura 1.16, se consideraran las siguientes con-
figuraciones:

Entrada de referencia (o comportamiento deseado)
e Comparador
Amplificador de ganancia ajustable

1. Entrada de referencia (o comportamiento deseado)

En los sistemas de control de lazo cerrado se espera que el proceso por controlar alcance
un cierto valor de estado estable, una vez que se haya extinguido el régimen transito-
rio. Puesto que las formas de onda de estado estable y de entrada son iguales (aunque
no necesariamente de la misma magnitud), es necesario que el usuario introduzca una
entrada que indique una referencia; en este caso sera una sefial tipo escalon. Lo anterior
se obtiene con un potenciémetro de 10 K} al aplicar un voltaje de IV, = +5v, como se
indica en la figura 1.18. El voltaje de salida 1/ es el voltaje de referencia ajustable r(t),
que se aplicara al sistema de control de velocidad.
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Figura 1.18 r(f) r(t)

Generacion de una +5v A [ _%

entrada de referencia

constante. é ” — > — A —

5 Referencia Referencia
—5v —

= constante constante
positiva negativa

2. Comparador

En todas las configuraciones en donde se muestren amplificadores operacionales se usard
el amplificador operacional MC1741 (o LM741), mientras que la identificacién de sus
terminales se observa en la figura 1.19.

Figura 1.19 Nulo + 17 Out offset

|dentificacion de termi- lzl

nales del amplificador
operacional MC1741. )

L1]l2][s][4]

offset —In +In — IV

Todo sistema susceptible de ser automatizado requiere de un sumador algebraico,

el cual compara la entrada de referencia r(t) con la salida del sistema y(t), para que, en el

caso de que haya alguna diferencia entre dichas sefiales (sefial de error distinta de cero),

el controlador dosifique la energia suministrada al proceso por medio del elemento final

de control.
La puesta en marcha del comparador se logra mediante un amplificador operacional
en configuracién de sumador algebraico, donde las resistencias R son de 100 K(2, segin
se indica en la figura 1.20.

Figura 1.20
Amplificador operacional
como sumador algebraico
(comparador).

11
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3. Amplificador de ganancia ajustable

Uno de los resultados mas importantes de los sistemas retroalimentados es el hecho de
llevar a cabo variaciones de ganancia, con lo que se logrard modificar las caracteristicas
de respuesta de los sistemas de control. En principio se muestra un amplificador cuya
ganancia estd dada por la funcién de transferencia G(s) = — impedancia de retroalimen-
tacién R, /impedancia de entrada R;: G(s) = —R,/R,;.

El circuito mostrado en la figura 1.21 es un amplificador operacional conectado
como amplificador inversor. Se aprecia que el voltaje de salida en el terminal 6, dado
por V= (=R,/R,)V,, corresponde al voltaje de entrada V; amplificado (R,/R;) veces,
pero con polaridad invertida; esto es, como el amplificador operacional estd conectado
en configuracidn de entrada inversora, la terminal nimero 3 de entrada no inversora esta
referida a tierra.

Figura 1.21
Operacional en
configuracion de
amplificador inversor.

Para corregir el signo negativo de la configuracién anterior (figura 1.21), se debe
emplear otro amplificador inversor en cascada (figura 1.22), con ganancia unitaria, con-
siderando que R; = 10 K.

Para la etapa del amplificador en si (figura 1.22), R, se elige de 1 K€}, y R; es una
resistencia variable (potencidémetro lineal) de 100 K{), con lo que es posible variar la
ganancia del amplificador en un rango de 0 < K < 100 unidades. Lo anterior es preci-
samente un control proporcional K, cuya funcién de transferencia es:

Figura 1.22

Control proporcional con
ganancia ajustable,

R, =10KQ, R, =1 KQ
y Ry = 100 KQ.

L

La variacién de ganancia de voltaje no tendri la potencia necesaria para mover al
motor de CD, por lo que se hace necesario colocar un amplificador de potencia. Esto se



Figura 1.23
Identificacion de
terminales de los
transistores de
potencia.

Figura 1.24

Control proporcional K, de
ganancia ajustable, donde
Vo = (-Rs/Ry)V,

Figura 1.25
Proceso por controlar
y Sensor.

Introduccién a los sistemas de control

logra al agregar dos transistores de potencia: PNP y NPN (TIP32 y TIP31, respectiva-
mente). La identificacién de terminales se observa en la figura 1.23.

() Identificacion de
terminales para

TIP31 y TIP32:

1 = base
I | | 2 = colector

= emisor

La figura 1.24 contiene el circuito amplificador de potencia conectado a la salida del
conjunto de amplificadores operacionales.

El proceso por controlar es propiamente la velocidad del motor, por lo que se con-
sidera un motor de CD de iman permanente, con caracteristicas de 6 a 12 voltios y
maximo de 1 ampere.

Para lograr una regulacién automatica de velocidad se debera agregar un sensor cuya
funcién sera detectar el torque producido por el motor y generar un voltaje proporcio-
nal a dicho torque. Tal comportamiento corresponde a un tacometro, y puede ponerse
en marcha por medio de un motor de CD adicional, conectado al revés; este segundo
motor debe tener caracteristicas analogas al primero de ellos. La configuracidn resultante
se observa en la figura 1.25.

Proceso por controlar Torque
(velocidad del motor de CD) ng generado Carga

de la etapa
de potencia '\

Poleas
a la entrada /
negativa del —
comparador
— T, Torque
Tacs detectado
acoémetro

(conversion torque-velocidad)

13
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Figura 1.26

Sistema retroalimentado
de control de velocidad;
las etapas | a V son,
respectivamente: la
referencia, el comparador,
la ganancia ajustable, el
proceso por controlar

y el sensor.

Una vez que se han definido y puesto en marcha individualmente todos y cada uno
de los elementos a considerar para formar una configuracién de lazo cerrado, se pro-
cedera a llevar a cabo la conexidn entre componentes con el propdsito de obtener la
configuracidn final.

Habra que conectar la entrada de referencia (figura 1.18) con alimentacién de +5 y
—5 voltios (para dar mayor resolucién a la entrada), de tal forma que el usuario logre
ajustar la velocidad y la direccién de giro resultante del sistema segtn sus necesidades,
el comparador (figura 1.20), el amplificador de ganancia ajustable y etapa de potencia
(figura 1.24), el proceso por controlar (motor de CD) y el tacometro a manera de sen-
sor (figura 1.25). De esta manera, al retroalimentar la salida del tacometro al terminal 2
del comparador se obtiene la configuracidén completa que se observa en la figura 1.26.

ETAPA 111

ETAPA I ETAPA 11 R

. 3 i
................ ;| _ﬁi i ETAPA IV
R 1E E

12 e . Torque

1k i generado
i :Motor CD

= Torque

TIP32 —12

. 4 detectado

Tacometro

R etroalimentacion ETAPAV
t—



1.5 PROBLEMAS

1.1 Indique tres ejemplos de sistemas de control de lazo
abierto y lleve a cabo la representacion en sus respectivos
diagramas esquematicos.

1.2 Indique tres ejemplos de sistemas de control de lazo
cerrado y represéntelos en sus respectivos diagramas es-
quematicos y de bloques.

1.3 Para los siguientes sistemas de control, identifique
la entrada, la salida y el proceso por controlar:

a) Un tostador de pan convencional.
b) Una plancha.

¢ Un refrigerador.

d) Una lavadora de ropa.

1.4 Con respecto al problema 1.3, indique si los siste-
mas respectivos son de lazo abierto o de lazo cerrado.

1.5 Con respecto a los sistemas de lazo abierto, ;cual
seria la finalidad de agregarles sensores?

1.6 Represente en bloques la ecuacién diferencial:

que corresponde a un circuito RLC (véase capitulo 3,
seccion 3.2.1).

1.7 El sistema mostrado en la figura 1.27 tiene como
finalidad controlar la temperatura de un horno. Describa
su funcionamiento e indique si corresponde a un lazo
abierto o a un lazo cerrado. El principio fisico del funcio-
namiento del sistema es que el mercurio (contenido en el
tubo capilar) es conductor de la electricidad.

HORNO

Tubo

Calefactor t
capilar

eléctrico

Tornillo

\de ajuste

Tubo con
mercurio

Figura 1.27 Control de temperatura de un horno.

1.8 Investigue la puesta en marcha de un compa-
rador utilizando amplificadores operacionales.

Introduccién a los sistemas de control

1.9 Investigue en qué consiste un control SI-NO (ON-
OFF) y cite un ejemplo de este tipo de control.

1.10 En cuanto a las caracteristicas de los sistemas de
lazo cerrado mencionados en la seccién 1.3, explique los
conceptos de:

e Sensibilidad reducida a las variaciones en las caracte-
risticas del sistema.

» Efectos reducidos de la no linealidad y la distorsion.

¢ Aumento de ancho de banda del sistema.

¢ Tendencia a la inestabilidad.

1.11 La figura 1.3 muestra un control de nivel donde
el problema de control consiste en seleccionar el punto
de apoyo de la palanca. Analice el sistema y presente otra
opciodn para el problema de control.

1.12 Con respecto a la figura 1.28, ponga en marcha
un sistema de lazo cerrado para que las persianas se abran
cuando salga el Sol. Dibuje el diagrama de bloques res-

pectivo.
Banda Poleas
Ventana
=0
Engrane
Motor — //E
de CD
Persiana

Figura 1.28 Sistema: motor, poleas,
engrane y persianas.

1.13 El solenoide estd compuesto por varios subsiste-
mas, con la funcién de convertir voltaje a desplazamiento
de traslacion (figura 1.29).

i(r) x(f)

.z »)
v(t) (@ S
L, R \
b

Figura 1.29 Solenoide compuesto por elementos
eléctricos, transductor y elementos mecanicos.

15



16

Introduccion a los sistemas de control: conceptos, aplicaciones y simulacion con MATLAB

El primer subsistema es la parte eléctrica, lo cual se
representa asi:

L% + Ri=(t) (a)

La salida de este subsistema es la entrada del siguiente,
un transductor (o convertidor de energia), en donde K,
es la constante del solenoide:

J() =K i(r) (b)

La salida de este subsistema es la entrada de la parte
mecanica:

d%x dx
——+b—+kx= f(t
b = 10 ©

Obtenga el diagrama de bloques que muestre la inte-
raccion entre las ecuaciones (a), (b) y (c).

1.14 Defina las caracteristicas de los elementos que
forman la configuracién de un sistema de lazo cerrado,
segun lo indica la figura 1.9.

1.15 Con respecto al sistema de la figura 1.13, defi-
na: entrada de referencia, sefial de error, variable regula-
da, variable manipulada, variable controlada y variable de
retroalimentacion.

1.16 El control de temperatura de lazo cerrado de un
intercambiador de calor se muestra en la figura 1.30. Ob-
tenga el diagrama de bloques correspondiente.

9o

9

Drenaje  Termopar (sensor
de temperatura y

conversion a voltaje)

Figura 1.30 Control de temperatura de lazo
cerrado de un intercambiador de calor.
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1.7 SOLUCIONES A LOS PROBLEMAS DEL CAPITULO 1

1.1 Como ejemplo de un sistema de lazo abierto, se
citard un solo caso, el que corresponde a la lavadora “au-
tomatica”, que en realidad no lo es, puesto que el usuario
programa el ciclo de lavado con base en tiempo (figura
L1).

Interruptor

@_A._

Base de tiempo
ajustada por el
usuario

Al

Proceso
de lavado

Figura I.1 Representacion esquematica
del proceso de lavado.

La accién de control (en si, la ejecucién u operacién
de lavado) no estd en funcién de la salida real del proce-
so (grado de limpieza obtenido), sino de la entrada del
sistema expresado como tiempo de lavado, por lo que la
accién de control es independiente de la salida.

1.2 En este caso se citard un solo ejemplo de sistemas
de lazo cerrado, que corresponde a un sistema de control de
la temperatura en un acuario (figura I.2).

Tornillo
de calibraciéon

. . O
Resistencia % o
eléctrica como ©
elemento @
calefactor
\\l \/’
Pecera a

temperatura T’

Figura I.2 Control de temperatura
por medio de un termostato.

La accidén de control (aplicacién de energia calorifica
al tanque) depende de la temperatura real del agua, detec-
tada (sensada) en todo momento por el termostato (que
realiza dos funciones: la de comparador y la de sensor),
de manera tal que, si el sistema lo requiere, la accién de
control se ejecutara sobre el proceso (figura 1.3).

lad Temperatura
Termostato Controlador real de la
— pecera
+
—> —> Pecera
Entrada de /\_ Interruptor  Calefactor ()
referencia Proceso

Figura I.3 Diagrama de bloques de un control
de temperatura de una pecera.

1.3(c) Laentrada,lasaliday el proceso por controlar en
el refrigerador corresponde a:

Entrada: temperatura de referencia indicada por el usua-
rio.

Salida: temperatura real del refrigerador.

Proceso por controlar: ajustar la perilla de referencia del refri-
gerador para lograr y mantener la temperatura requerida.

1.4 Los sistemas de lazo abierto son:

a) El tostador de pan (sin retroalimentacion).
d) La lavadora de ropa.

Los sistemas de lazo cerrado son:

b) La plancha con termostato.
¢) El refrigerador.

1.5 El objetivo de agregar un sensor a los sistemas de
lazo abierto es detectar la salida real del proceso para, pos-
teriormente, compararla con una referencia. Te6ricamente,
todo lazo abierto puede convertirse en lazo cerrado; sin
embargo, la limitante es el sensor, ya que no siempre es
posible detectar cierto tipo de variables.

1.6 La representacion en bloques de la ecuacidén dife-
rencial indicada se presenta a continuacién en la figura

[.4.

d d
q+R—q g=v(t)
dr? dt C
& dg
e dt
_t i I !
L
R fa
dt
A 1
C

Figura I.4 Representacién en bloques
del circuito RLC.



1.7 El incremento de temperatura en el horno de la
figura 1.27 ocasiona que la columna de mercurio se des-
place por el tubo capilar, con lo que se interrumpe el
contacto eléctrico entre los terminales de la resistencia.
Esto se debe a que el mercurio es conductor de elec-
tricidad, lo que hace que cese el suministro de calor. El
sistema es de lazo cerrado.

1.8 Para poner en marcha un sistema retroalimentado
es necesario disponer de un comparador que haga las ve-
ces de punto de suma algebraico.

Un comparador es un circuito que monitorea dos
voltajes de entrada: uno de ellos es el voltaje de referencia,
V. el otro se conoce como voltaje de retroalimenta-
cién, V.- Este tipo de comparador se utiliza, entre otras
cosas, para poner en marcha sistemas de control SI-NO
(véase el problema 1.9).

Cuando el voltaje V...
del voltaje V., la salida del comparador 7/, cambia de
estado. Por lo anterior, es posible obtener un comparador
en configuracién no inversora o inversora; en ambos ca-
sos se utiliza el amplificador operacional de uso general
MC1741. La aplicacidén de este tipo de sistema se consi-
dera en el problema 1.9.

sobrepasa o cae por debajo

a) Comparador en configuracién no inversora.

Cuando el voltaje de retroalimentacion V., sobrepasa
el valor del voltaje de referencia V¢ (considerado fijo y
ajustado por el usuario), el voltaje de salida del compara-
dor V, cambiara de un estado bajo a un estado alto,lo que

se muestra en la figura I.5a.

Vref
8 =
I
2
—_++HH+——> Ve

Figura I.5a Comparador en configuracién
no inversora.

b) Comparador en configuracién inversora.

Cuando el voltaje de referencia, V¢, excede al valor del
voltaje de retroalimentacién, V., el voltaje de salida
del comparador V, cambiara de un estado alto a un estado

bajo (figura I.5b).

—HHHH—> Ve

Figura I.5b Comparador en configuracion inversora.

Introduccién a los sistemas de control

1.9 Un sistema SI-NO (ON-OFF) es aquel en el que
el elemento final de control sélo tiene dos posiciones:
ENCENDIDO-APAGADO, a diferencia de otro tipo de
control cuya accién es proporcional con respecto al error.
La figura 1.6 representa un control de nivel regulado por
un control SI-NO, mientras que la figura 1.3 muestra un
control proporcional; en ambos casos, la variable contro-
lada es la misma.

Solenoide
Alimentacion
Vilvula Interruptor
9
Gin

Flotador

| 4

9, >

Figura 1.6 Control de nivel SI-NO.

El comportamiento del sistema de nivel considerado
puede expresarse por medio de una ecuacién diferencial.
Si el nivel del liquido h(t) en el tanque es inferior al re-
querido, se introduce un flujo ¢,, distinto de cero, con lo
cual la ecuacién diferencial serd no homogénea. Cuando
el nivel en el tanque es el requerido, no se aplica flujo de
entrada, por lo que en este caso se considera una ecua-
cibén diferencial homogénea. La respuesta h(t) del sistema
de nivel se observa en la figura 7.

La ecuacion diferencial se define para dos entradas di-
ferentes:

Figura .7 Comportamiento del control de nivel SI-NO.
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Como ejemplo adicional, se analizardn cada una de las
etapas que componen el diagrama eléctrico de un con-
trol SI-NO de iluminacién, como el que se observa en la
figura 1.8. La lista de componentes es:

Celda fotoeléctrica.

CI=MC1741.

Relevador = 1 polo 2 tiros del tipo normalmente abier-
to.

T =Transistor 2N222A (NPN).

Foco.

R, =100 KQ.

R,=1KQ.

R, =47 Q.

Potencidmetro (lineal) = 1 M.

La funcién que lleva a cabo cada una de las secciones
del circuito se describe a continuacién:

ETAPA I

La celda fotoeléctrica es el sensor del sistema, que se
comporta como detector de luz y como transductor, ya
que convierte las variaciones de luz incidente en varia-
ciones de resistencia eléctrica.

El divisor de voltaje formado por la celda fotoeléctrica
y la resistencia R, tiene como objetivo convertir a voltaje
la variacién de luz que es suministrada por el sensor. De
esta forma, el voltaje de salida del divisor se retroalimenta
hacia el comparador.

El valor de R se elige de tal manera que su resistencia
sea menor que la mayor resistencia de la fotocelda a inci-
dencia maxima de luz, a la vez que R; sea mayor que la
menor resistencia de la fotocelda a incidencia minima de
luz.

| ,
| fotoeléc-

ETAPA II
En este paso se procesa la informacioén de dos sefiales
Vef y v

I retro *

La primera de ellas proviene de un potencidémetro,
cuya salida V¢ es la entrada de referencia del sistema en
donde el usuario elige la sensibilidad deseada.

La segunda sefial V. estd dada por la salida del di-
visor de voltaje, que corresponde al comportamiento real
del sistema; dicha sefal es la procesada en la ETAPA 1.

ETAPA III
Esta seccion corresponde a la comparacion entre dos se-
nales de entrada: la senial de referencia r(f): V¢ y la sefal
de retroalimentacioén y(t): V., proveniente del divi-
sor de voltaje.

La salida del comparador se denomina senal de error,
que se representa por e(t) e indica la diferencia entre la
senal de referencia r(t) y la de retroalimentacién y(t).

ETAPA IV
Segtin la salida del comparador, ya sea alta o baja, el tran-
sistor se comporta como un interruptor. En estado de no
conduccién del transistor, el relevador no se activa, por
lo que sus contactos permanecen normalmente abiertos
y viceversa.

ETAPAV

Cuando el relevador se activa por la conduccién del tran-
sistor, su contacto, normalmente abierto, se conmuta hacia
la posicién de cerrado; asi, el circuito se cierra y el foco
se enciende.

NOTA: Al intercambiar las entradas del comparador, el
circuito resultante serd un detector de luz.

trica

ETAPA 1

ETAPA II ETAPA III ETAPA IV

ETAPAV

Figura 1.8 Control SI-NO de iluminacién automatica.



NOTA: Como alternativa del sistema de control de la
figura 1.8, al cambiar la celda fotoeléctrica por un termis-
tor, la configuracién resultante sera un circuito de control
SI-NO de temperatura, mientras el foco debera sustituir-
se por un elemento calefactor.

1.10 Lainterpretacion de las caracteristicas de los siste-
mas de lazo cerrado son:

Sensibilidad reducida en las variaciones de las caracteristicas del
sistema.

Esto se refiere a que, dentro de ciertos limites, uno o
varios componentes del sistema pueden sustituirse por
elementos semejantes al componente original sin que se
aprecien resultados significativos en el desemperio del sis-
tema equivalente resultante.

Efectos reducidos de la no linealidad y la distorsién.

Los efectos de la no linealidad y de la distorsién, dentro
de ciertos limites, pueden no ser significativos por la re-
troalimentacion.

Aumento de ancho de banda del sistema.
Con la retroalimentacidn, el rango de operacion del siste-
ma en el dominio de la frecuencia se ve incrementado.

Tendencia a la inestabilidad.

El tnico efecto negativo de los sistemas de lazo cerrado
es que, con la retroalimentacion, un sistema que en lazo
abierto es estable puede convertirse en inestable.

1.11 Una alternativa para ajustar el sistema de nivel
correspondiente consiste en modificar la longitud de la
varilla entre flotador y palanca de apoyo.

1.12  Elsistema a poner en marcha es muy semejante al
circuito de la figura 1.26, salvo que en la etapa IV (de esa
misma figura) el proceso por controlar debe sustituirse
por las persianas, en tanto el sensor habra de ser una celda
fotoeléctrica para formar un divisor de voltaje.

Introduccién a los sistemas de control

1.13 La interaccién entre las ecuaciones (a), (b) y () se
presenta en la figura 1.9.

1.14 Las caracteristicas de los elementos que integran
la configuraciéon de los sistemas de lazo cerrado son:

Comparador: Lleva a cabo, mediante una suma algebraica,
la diferencia entre la entrada de referencia r(f) y la varia-
ble de retroalimentacién b(t), con lo que genera una sefal
de error e(t).

Controlador: Este elemento genera una variable regulada
v(t) como consecuencia de la senal de error e(t) reci-

bida.

Elemento final de control: Dosifica y suministra la cantidad
de energia necesaria m(t) al proceso por controlar para
obtener una determinada variable controlada y(f).

Sensor: Detecta (y en su caso acondiciona) la variable
controlada y(t),luego produce la variable de retroalimen-
tacion b(t).

Proceso: En si, representa al elemento o la variable a
controlar, para que su comportamiento se apegue a de-
terminadas especificaciones de funcionamiento. Los pro-
cesos susceptibles de ser controlados son de muy diversa
indole; por ejemplo, temperatura, nivel, presién, fuerza,
caudal, velocidad y desplazamiento (de rotacién o trasla-
cién), concentracién, humedad, distancia e iluminacién.

Perturbacion: Senales externas p(t) indeseables (y en mu-
chos casos inevitables) que afectan el proceso.

1.15 En cuanto al sistema de la figura 1.13, con éste se
asocian las siguientes variables:

Entrada de referencia: Ajusta el potencidmetro de entrada
para fijar el comportamiento deseado del sistema a ma-
nera de voltaje V..

v(f) i(f) S x(1)
Circuito Acopla- Circuito
—> R-L miento mecanico —>
di dx
dt it i
() 1 I P e
+ L
- 9
R 3
& b
<

Circuito R-L

Circuito mecanico

Figura 1.9 Diagrama de bloques del sistema solenoide.
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Variable controlada: Comportamiento real del sistema re-
presentado por el desplazamiento angular 6, de la carga.

Senal de error: Voltaje e, como resultado de la suma
Vref' - Vretro‘
Variable regulada: Senal resultante de amplificar el error e

por medio del controlador K.

Variable manipulada: Sefial a manera de torque aplicada a
la carga.

Variable controlada: Posicion angular real 6, de la carga.

Variable de retroalimentacién: La posicién real de la carga
es detectada y convertida a voltaje por medio del poten-
ciémetro (sensor) para producir el voltaje V..., que se
enviara al comparador.

1.16 La figura .10 muestra el diagrama de bloques de
un intercambiador de calor cuya temperatura se regula en
forma automatica.

Temperatura
real

Valvula Depdsito

Temperatura
de referencia
Controlador  Solenoide
+

—>

Termopar

Figura I.10 Diagrama de bloques de un intercambiador de calor
en configuracién de lazo cerrado.
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INTRODUCCION

En este capitulo se hace una relacidn entre ecuaciones diferenciales lineales de orden n

y sus transformaciones al dominio s mediante el operador de Laplace, asi como de sus

diversas propiedades, con particular atencidn en las interpretaciones fisicas respectivas. El
capitulo termina con aplicaciones de Matlab relacionadas con la transformada de Laplace.

Contenido

Interpretacién del nimero s.

Concepto intuitivo de estabilidad.
Interpretacién del diagrama de polos y ceros.
Propiedades de la transformada de Laplace y sus interpretaciones.
Transformada inversa de Laplace.

Relacion entre entrada, sistema y salida.
Teoremas de valores inicial y final.
Transformada de Laplace con Matlab.
Problemas.

Referencias del capitulo 2.

Soluciones a los problemas del capitulo 2.

Objetivos

Relacionar la transformada de Laplace con las ecuaciones diferenciales lineales de
orden n.

Interpretar el significado fisico de la transformada de Laplace y sus propiedades.
Representar funciones racionales en el plano s.

Introducir el concepto de estabilidad.

Utilizar Matlab y Simulink para el anilisis de sistemas en el dominio s.
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2.1 INTERPRETACION DEL NUMERO S

Las ecuaciones diferenciales ordinarias y parciales se utilizan en la descripcién matema-
tica de los sistemas fisicos en el dominio tiempo.

Una ecuacidn diferencial ordinaria (EDO) es aquella que contiene una sola variable
independiente, mientras que una ecuacion diferencial parcial (EDP) tendrd dos o mas
variables independientes. Ejemplos de EDO:

a) Ecuacidén de un sistema hidraulico donde A, C,»ay g son constantes:

A%z—an\IZgh (a)

b) Ecuacién de un circuito R-L-C, donde L, R y C son constantes.

d?q dg 1
dr? dt Cq () ()

Como ejemplo de EDP se considera:

¢) Ecuacién de onda donde a es constante:
, %u 9%
ox>  9r?

Para clasificar las ecuaciones diferenciales, se definen los siguientes términos:

(©

El orden de una ecuacién diferencial es el orden de la mayor derivada contenida en la
ecuacion.

El grado de una ecuacién diferencial es el exponente de la mayor derivada contenida
en la ecuacién.

Una ecuacién diferencial lineal estd formada por la suma de términos lineales. Un
término lineal es aquel que es de primer grado para las variables dependientes y sus de-
rivadas; no hay productos y funciones trascendentales de las variables dependientes. Esto
se puede comprobar aplicando el teorema de superposicion.

Una ecuacién diferencial es homogénea si la variable dependiente y sus derivadas estan
en todos y cada uno de los términos de la ecuacidén; en caso contrario, se dice que la
ecuacion diferencial es no homogénea.

<& EJEMPLO 2.1

Clasifique las ecuaciones (a), (b) v (c) segun su orden, grado, linealidad y homo-
geneidad.

Solucion de a):
Para clasificar una ecuacién diferencial es necesario que el exponente de la variable
dependiente sea un nimero entero, por lo que la ecuacién (a) se rescribe como:

2

dh =C2a*(2gh)

A_
dt q

Orden 1: Orden de la mayor derivada contenida en la ecuacidn.



Figura 2.1
Interpretacion de la
relacién entrada-sistema-
salida.

Transformada de Laplace

Grado 2: Exponente de la mayor derivada contenida en la ecuacién.

Lineal no: Una ecuacién diferencial es lineal si el exponente de la variable depen-
diente y de todas sus derivadas es de primer grado, condiciéon que no cumple el
exponente de Adh/dt, cuyo grado es 2.

Homogénea si: La variable dependiente h esta en todos y cada uno de los términos
de la ecuacién diferencial.

Solucion de b):

2
Lu+Rd—+lq=V(t)
dt? dt C

Es una ecuacién de orden 2, grado 1, lineal y no homogénea.
Solucion de c):
, 9%u 9%
dx2 ot?

Es una ecuacién de orden 2, grado 1, lineal y homogénea.

|
Una ecuacidn diferencial lineal de orden #n es de la forma:

d”y dn—ly
a (t +a t)——-
"<)dt” "_1()dt"_1

en la cual los coeficientes son sus variables.

d
+---+a1(t)d—):+ao(t)y=bor(t) (2.1)

Silos coeficientes a,(t), a, ; (t),...,a, (t) y a,(t) son constantes, la expresién resultan-

te serd una ecuacidn diferencial lineal de orden n con coeficientes constantes:

dﬂy dﬂ—ly d)/
+a +eta, ——+ay=b r(t (2.2)
mgem gt A =010

Ldt
El término que hace no homogénea a una ecuacién diferencial es de suma importan-
cia en los sistemas de control, ya que b, r(t) se interpreta como la entrada que se le aplica
al sistema y la interaccién entrada-sistema produce la salida y(f), segiin se muestra en la
figura 2.1.

<& EJEMPLO 2.2

Interprete el significado fisico de los términos de la ecuacién diferencial (2.2), que
es lineal de orden # y tiene coeficientes constantes.

Solucion:

La ecuaci6n (2.2) consta de una entrada de forma b, r(t), que se aplica a un siste-
ma definido por g(t) para producir la respuesta y(f). Lo anterior se muestra en la
figura 2.1.

a—n+a £+ +a i+a = b,r(t)
ndtn n—ldtn—l 1dt 0 Y 0
- - I UL

sistema salida entrada
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Figura 2.2

Plano s compuesto
por un eje real oy
un eje imaginario j w.

El término g(¢) representa al sistema, y corresponde a la descripciéon matematica
de las caracteristicas fisicas de un determinado proceso fisico.

Resolver una ecuacién diferencial supone determinar una expresién para la
variable dependiente y(f) libre de derivadas.

La transformada de Laplace convierte una funcién g(¢) del dominio tiempo, definida
para tiempos mayores o iguales a cero, en una funcién G(s) propia del dominio s me-
diante la integral impropia:

L{g(t)}=J.:Qg(t)e_”dt=G(s) 2.3)

De esta forma, si la integral existe, se dice que G(s) es la transformada de Laplace de
la funcién g(r). El factor s es un nimero complejo: s = s + jw, por lo cual toda funcion
G(s) puede representarse en el plano cartesiano s seglin se muestra en la figura 2.2.

79 Plano s

Si un sistema g(f) es lineal, su correspondiente funcién racional polinomial G(s), de-
nominada funcién de transferencia, tendra la forma:

(b, s"+ lay,kls””l +bs+b )
G(s)=K e” (2.4)

as'+a "l4as+a
n n—1 1 0

donde:

K = constante del sistema.

B,s"+b,_,s+...+bs+b =polinomio del numerador de grado .

As"+a, _ s+ .. +a;s+a,=polinomio del denominador de grado n.

T = atraso de tiempo (se presenta cuando el sistema no reacciona instantineamente a
una entrada); en este caso, se considerara que T'= 0, luego se analizara el caso para atrasos
de tiempo T # 0.

La transformada de Laplace convierte una ecuacién diferencial de orden » en una
ecuacion algebraica de grado equivalente al orden de la ecuacidn diferencial, por lo que
los polinomios del numerador y el denominador de G(s), ecuacién (2.4), pueden repre-
sentarse por medio de sus respectivas raices:

(s+z)(s+z)

G(s)= .
O = K p et pp 22)

A las raices del polinomio del numerador se les llama ceros, los cuales se representan
por circulos en el plano s. A las raices del polinomio del denominador se les denomina
polos y se representan por un simbolo a manera de cruz en el plano s.
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2.2 CONCEPTO INTUITIVO DE ESTABILIDAD

En el dominio tiempo, se dice que un sistema g(t) es estable si su limite existe cuando
[—>o0:
lim g () # oe.

t—>o0

Tabla 2.1 Diagrama de polos y ceros de funciones G(s).

jo
A
1. A =
R . @
jo
A
2. At 5—2 —X=
o
jo
3. Ae™ 2 4 —X—T—=
s+ta o
| —a
jo
4.A€at / A
] s—a 4 &
w
5. Asenwt s A———
52+a)2
s
6. Acoswt s A———
2+ w?

Considerando sistemas representados genéricamente por g(t), con coeficientes de
magnitud A y definidos para tiempos mayores o iguales que cero (como los sistemas
representados en la tabla 2.1), se tienen los siguientes casos:

Sistemas estables:

Puesto que los limites de los sistemas g(t) = A y g(t) = A exp(— at) existen y son, respec-
tivamente, A y 0, los sistemas asociados son estables (figura 1 y figura 3 de la tabla 2.1),
lo que corresponde a sistemas cuyo comportamiento es predecible.



28 Introduccion a los sistemas de control: conceptos, aplicaciones y simulacion con MATLAB

Figura 2.3

Diagrama de polos y ceros
de los sistemas G, (s) y
G, (s).

Sistemas inestables:

Para el caso de g(t) = Aty g(t) = Ae™, cuyos limites tienden a infinito, sus respectivos
sistemas seran inestables (figura 2 y figura 4 de la tabla 2.1). Lo anterior significa que no
es posible predecir su comportamiento.

Sistemas marginalmente estables:

Los limites de g(t) = A sen (wt) y g(t) = A cos (wt) no tienden a infinito, por lo que no
son inestables, pero como no se puede saber en qué parte dentro del intervalo (A4, —A)
esta su valor final, los sistemas tampoco seran estables (figura 5 y figura 6 de la tabla 2.1).
Con estas dos condiciones, los sistemas asociados se denominaran marginalmente estables.

El concepto de estabilidad se puede visualizar mas facilmente en el dominio s, ya que
un sistema siempre sera estable si todos sus polos estan a la izquierda del eje jw, o bien,
si existe un polo simple en el origen; cualquier otra combinacién de polos hard que el
sistema se considere inestable.

Un sistema es inestable si tiene cuando menos un polo a la derecha del eje jw, polos
complejos repetidos dos o mas veces en el eje jw, o dos o mas polos en el origen.

Un sistema es marginalmente estable si tiene polos complejos conjugados simples en el
eje jw, es decir, polos imaginarios conjugados o con parte real igual a cero [véase tabla
2.1 en A sen (wt) y A cos (wt)].

La figura 2.3 muestra el diagrama de polos y ceros de los sistemas:

s+4 s+4
Gy ()= = . @
s2+657+17s+13  (s+1.1312)(s” + 4.8688 s+ 11.4926)
G,(9) : ®)
S)=
2 P +1552 +885+224
El cero del sistema G,(s) es: 2; = —4, mientras que sus polos son: p;, = —1.1312 y

Py 3= —2.4344 £2.3593 j, lo que hace estable al sistema.

El cero de Gy(s) es: z; = 0, en tanto que los polos son: p; = =7y p, 3 =—4 £ 4,
lo que hace estable al sistema.

Cabe mencionar que son los polos los que determinan la estabilidad de los sistemas,
es decir, si hay ceros en jw o a la derecha del plano s, el sistema seguird estable. El valor
de la constante K del sistema se puede indicar dentro de un rectingulo colocado a la
derecha del plano s;si dicho cuadro no se encuentra, se supone que K= 1.

ém ém
. X
IIIII|.||X: IIIXIIIIIl;
— “ Re — ~ Re
10 X - 10 -
: X =

Por lo anterior, todo sistema G(s) puede representarse en su respectivo diagrama
de polos y ceros. De manera analoga, a partir de cualquier diagrama de polos y ceros
es posible obtener su correspondiente sistema G(s), de la forma:

K(s+z)(s+z )

T s+ p) s+ p )
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<& EJEMPLO 2.3

Para el diagrama de polos y ceros representado en la figura 2.4, obtenga una ex-
presion analitica del sistema G(s) correspondiente P

Figura 2.4

Im
Diagrama de polos y -5
ceros de un determinado X:
sistema G(s). -
rttr111X1e@11@1
—10 "~ Re
X_

Solucion:
Los ceros del sistema son:

Z, =0, por lo que le corresponde un factor en s de la forma:s.
Z, ==3, por lo que le corresponde un factor en s de la forma: s + 3.

El numerador es: s(s + 3) = s> + 35 = 0.
Los polos del sistema son:

py = =5, por lo que le corresponde un factor en s de la forma: s + 5.
Py 3 =—1 % 3j, correspondiente a un par de polos complejos conjugados; se pro-
cedera entonces a encontrar el polinomio en s que contenga dichos polos:

Si rescribimos una de las raices complejas en términos de s,
— : —_ 2 2 2 —
s==1+3},s +1 =34, s+ 1)"=(3))",s"+2s+1=-9

donde el polinomio cuadratico es: s* + 25 + 10 = 0.
El denominador completo es de la forma: (s + 5) (2 + 25+ 10) = 0.
La funcién de transferencia G(s) del sistema corresponde a la funcién racional:

s(s+3) s2+3s
S)= =
(s+5)(s> +25+10) 3 +75%+205+50

2.3 INTERPRETACION DEL DIAGRAMA
DE POLOS Y CEROS

Al polo mas cercano al eje jo se le denomina polo dominante, ya que es el elemento que
ejerce mayor efecto sobre el sistema.

Parte real

Los sistemas: g, (t) = 0ty H(t) = ¢ 2 estin representados en las figuras 2.5a (graficados
en el dominio tiempo) y en las figuras 2.5b (representados en el plano s).
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Figura 2.5a
Grafica en tiempo de
g,(t) =e %y g,(t) =

Figura 2.5b

Grafica en el dominio
sde G,(s) =1/(s + 0.5)
y Gy(s) = 1/(s + 2).

Figura 2.6a
Gréfica en tiempo
de g, (t) = sen(t)
y 9,(t) = sen(2t).

Figura 2.6b

Gréfica en el dominio
sde G,(s) = 1/(s* + 1)
y G,(s) = 2/(s® + 4).

() ()
1.00 1.00
t t
| 5.00 | 5.00
Im Im
LI D I I B D D BN B ) : 1 | I I I B I B | IXI : 1
-10 “Re | | =102 “Re

En el dominio tiempo ambas funciones, g,(t) y g,(t), tienen valor final nulo, pero g,(t)
alcanza mas ripidamente dicho valor final.

Al relacionar este comportamiento con respecto al dominio s, se establece que la
posicién del polo dominante es un indicativo de la velocidad de respuesta del sistema;
esto es, cuanto mas cerca esté el polo dominante del eje jw, mas lento sera el sistema, y
cuanto mas alejado hacia la izquierda del eje jw se encuentre el polo dominante, mas
rapido sera el sistema. Posteriormente se establecerd en forma cuantitativa la velocidad
de respuesta del sistema.

Parte imaginaria

Sean las funciones en tiempo: g, (t) = sen(t) y g,(t) = sen(2t), representadas graficamente
en la figura 2.6a,y sus respectivas transformadas: G, (s) = 1/(+1) y Gy(s) = 2/(s + 4),
cuyas representaciones en el plano s se muestran en la figura 2.6b.

y(f) y(f)

AT

ﬁ

=
(e
S

TE
TE

—10

—10

i
3

P aX+EX1 0100
traXr+ X1

Las frecuencias angulares de oscilacion de los sistemas g, (f) y ¢,(t) son @ = 1 radian/
seg y @ = 2 radianes/seg respectivamente; al relacionar este comportamiento con res-
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pecto al dominio s, se establece que la parte imaginaria del polo dominante corresponde
a la frecuencia angular de oscilacién w del sistema.

PROPIEDADES DE LA TRANSFORMADA DE LAPLACE
E INTERPRETACION

Corrimiento en frecuencia (o primer teorema
de traslacion)

Propiedad
L{g(t)ei“}zG(s,u,a) 2.6)

Tal propiedad supone un producto de dos funciones, donde uno de los términos de-
bera ser una funcién exponencial (creciente o decreciente) y el otro término podra ser
cualquier otra funcidén que no sea exponencial, por ejemplo, potencias de t o funciones
de la forma sen (w t) o cos ( t).

Demostracién

PO N R

como L{g(t)}=f: g()e1dt=G(s)
L{g(t>e‘(f+“”} =G(s+a)

Para transformar funciones de la forma de un producto g(t) por exponenciales, cre-
cientes o decrecientes, se obtiene la transformada de Laplace G(s) de la funcién g(t),
como si estuviera aislada, y a continuacidn se sustituye s por (s + a) o (s — a), lo que
depende de que la exponencial sea e o ¢l?), respectivamente.

<& EJEMPLO 2.4

Obtenga la transformada de Laplace de L{ e~*1cos(2 t)}

Solucion:
La transformada de Laplace de la funcion aislada g(t) = cos(2¢) corresponde a:

s
s2+4

G(s)=L{cos(2t)}=

Para determinar la transformada de Laplace de la funcién original
g(ty=e"*cos(21)

se sustituye s por s + 4 en la expresion:
s

S)=
) s2+4

31
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Figura 2.7a
Gréfica en tiempo y en el
plano s de cos (2t).

Figura 2.7b
Grafica en tiempo y en el
plano s de e 05t cos (2t).

+
con lo que se obtiene: (5—4)
(s+4)>+4

(s+4)  s+4
(s+4)2+4 2485420

L{e_4tcos(2t)}=

Interpretacion

Con respecto al dominio tiempo, el hecho de multiplicar una funcién no exponencial
por una funcién exponencial, en el dominio s, equivale a recorrer los polos y ceros del
sistema un namero a veces hacia la izquierda o la derecha (seguin corresponda al signo de
la exponencial asociada ¢ ") 0 ¢l *"), respectivamente, sobre el eje real del plano s.

La figura 2.7a, que corresponde a cos(2f), muestra un sistema libre oscilatorio, cuyo
equivalente en el dominio s presenta un par de polos conjugados sobre el eje jw.

En relacién con la funcién ¢ Deos (21), cuya grafica en tiempo es la de un sistema
amortiguado, se representa en la figura 2.7b junto con su equivalente en el dominio s.
Esta tltima grafica muestra un corrimiento a la izquierda en sus respectivos polos y ceros
con respecto a la funcién de la grafica 2.7a.

(0 o
1.00 -
X
/\ /\ /\ LI U I O I I B B | ; 1
1000 | | -10 x Re
y(0) o
1.00 -
X_
_ ¢ L I O I I I I N | I.: 1
& / 10.00 | | =10 x- Re

2.4.2 Corrimiento en tiempo (o segundo teorema

de traslacion)

La funcidn escalén unitario U(t) define como:

0 para <0
U=

1 para >0
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La funcidn escalén unitario recorrido en el tiempo T unidades hacia la derecha, repre-
sentada de forma U(t — T), se define como:

0 para t<T
U-T)=
1 para ¢>T

donde T es el corrimiento en tiempo, lo que significa simplemente una funcién re-
corrida T unidades a la derecha del e¢je t. La figura 2.8 muestra una funcién arbitraria
recorrida T unidades en el eje del tiempo.

Figura 2.8
Gréfica de una funcién 7o)
g(t) recorrida T unidades 2.00
a la derecha: g(t—T)
uie-rT).
t
I 10.00

Propiedad

La transformada de Laplace de una funcién recorrida en tiempo:
g(t=T) para t>T

0 para ¢<T

corresponde a:

L{f(}=eTG() (2.7)
Demostracion
j F(f)estdt = j (0 )e—“dwj: g(t—=T)e " dr
Al hacer que t— T'=u y dt = du, y sustituyendo en la ecuacién anterior:
L{f(t)} = J: g(u)ye s W)y =¢=s TJ‘: gwe "du
por definicion: L{g(t)}= J.: gye " du=G(s)

_ =T —su _ ,—st
L{f(t)}—e jo gw)e ™ Mdu=e'G(s)
Para transformar funciones de la forma:

g(t=T) para t>T
fo=
0 para t<T

o su equivalente g(t — T)U(t — T), se obtiene la transformada de Laplace G(s) de la fun-
cién g(t), como si estuviera aislada, y a continuacién G(s) se multiplica por ¢1, donde
T es el corrimiento en tiempo.

33



34 Introduccion a los sistemas de control: conceptos, aplicaciones y simulacion con MATLAB

<& EJEMPLO 2.5

Obtenga la transformada de Laplace de la funcién recorrida en tiempo 277 unida-
des y definida como: g(t) = sen (t — 2m) U(t — 2).

Solucion:
La transformada de Laplace de la funcidn aislada g(t) = sen (t) es:

L{sent}=

Ademas, si se considera que el corrimiento en tiempo T = 27, en el dominio s,

equivale a multiplicar G(s) por ¢ 2™, el resultado es:

s2+1

1

5 e—27rs
s“+1

L{sen(t—m)U(r—2m)} =

Interpretaciéon
El hecho de recorrer en tiempo una funcién g(t), en el dominio s, equivale a multiplicar
la funcién transformada G(s) por la exponencial ¢*T.

Esta propiedad tiene importancia especial por el efecto que presenta el atraso en
tiempo de hacer menos estable o incluso inestable a un sistema, tema que se tratara pos-
teriormente (aproximaciéon de Padé, capitulo 3, seccién 3.10).

2.4.3 Transformada de derivadas

Propiedad
L{g (1)} = sG(s) - g(0) (2.8)

L{g"(0}=52G(s)-sg(0)- ¢ (0)
En general,
L{ g0} =5"G(s) = 5" g(0)= 5" 2g(0) == 5 "2 (0)= g7 (0)
donde g(0), ¢'(0), ¢"(0),... son condiciones iniciales.
Demostracién
L{gw}=]" gwe"d

Al establecer



Figura 2.9
Sistema masa-resorte-
amortiguador.

Figura 2.10
Diagrama de bloques
con salida X(s).

Transformada de Laplace

para resolver por partes la integral anterior, se tiene:

L{gw}=["dwetdi=g( e

oo « —st
o +5J0 g(t)e *tdt

L{g®n}=5G(s)- g0).

Interpretacion

Si las condiciones iniciales g(0), ¢'(0),...

se hacen cero, derivar en el dominio tiempo

equivale a multiplicar por s en el dominio s.Tal propiedad es sumamente importante, ya
que se utiliza para transformar ecuaciones diferenciales al dominio s.

<& EJEMPLO 2.6

Para el sistema masa-resorte-amortiguador de la figura 2.9, obtenga la funcién de
transferencia G(s) (nombre dado a la funcién racional que representa a un siste-
ma compuesto por polos y ceros y es el cociente de la salida sobre la entrada en
el dominio de Laplace), donde se supone cero en todas las condiciones iniciales.
Ademis, obtenga una expresion del desplazamiento X(s) de la masa m, cuando se
le aplica una entrada a manera de fuerza f(t).

S
amortiguador

El sistema masa-resorte-amortiguador, representado por la ecuacién (2.9) y su

Solucion:

transformacion, corresponde a:

d2x

dx
mdt—z-i-BE-l—kx:f(t)

(2.9)

m LSZX(S) — s %(0) - x’(O)J + Bls X(s) = x(0)] + k X(s) = F(s)

Pero si hacemos cero las condiciones iniciales y reordenamos la ecuacidn, la
salida X(s) es igual al producto de la entrada F(s) por el sistema G(s):

X(9) = Fy ———
______ met Btk
E(s) 1 X(s) :' 1: V(s)
—_—— ﬁ 8 H
P+ Bs+k o
w ~~
G(s) de la G(s) de la

ecuacion (2.9)

ecuacién (2.11)

35
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2.4.4 Transformada de integrales

Figura 2.11
Diagrama de bloques con
salida V(s).

Propiedad

L {J;g(u)du}= S(0) (2.10)

S

Demostracion

t
Sea: f ()= Jo g(u)du,

tal que si derivamos la expresion anterior f'(f) = g(¢), consideramos que f(0) = 0 y apli-
camos la propiedad de transformacién de derivadas:

L{fo}=sL{fo} - F0)=G(s)

wfrop=SY

S

& EJEMPLO 2.7

Para el sistema masa-resorte-amortiguador de la figura 2.9 definido por la ecua-
cién 2.11, obtenga la funcién de transferencia G(s), donde suponemos cero para
todas las condiciones iniciales; ademas, determine una expresion de la velocidad
I/(s) cuando se le aplica una fuerza F(s).

dv t
mZ+Bv+kJ.OV(u)du=f(t) @.11)

Solucion:
Si transformamos la ecuacién (2.11),

k
ml sV(s)-v(0) ]+ B V©+V()=F()

y reordenamos la expresién considerando cero las condiciones iniciales:

V(s)= [ms + B+ E:|F(s)
s

1 s s
V(s)=F() %= F(s)—
|:ms+[3+§:|s ms=+ Bs+k
S
F(s) ; O ©)
— —
2+ Bs+k i_---f-_-_.i

G(s) de la G(s) de la

ecuacion (2.11) ecuacion (2.9)
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Interpretacion
El efecto de integrar en el tiempo equivale a dividir entre s en el dominio s. Esta pro-
piedad se utiliza para transformar ecuaciones integrodiferenciales al dominio s, segtin se

demostrd con la ecuacién (2.11).
La relacién entre la ecuacion (2.9), cuya salida es el desplazamiento X(s),y la ecuacién

(2.11), cuya salida es la velocidad 1/1(s), es la siguiente:

La relacién entre desplazamiento x y velocidad v estd dada por:

_dx

=— 2.12
v= (2.12)
Si despejamos dx, se tiene: dx = v d t de tal manera que al integrar:
'
x=J v (u)du (2.13)
o

Para el diagrama de la figura 2.10, la salida es el desplazamiento X(s). Si se deriva el
desplazamiento, segin la ecuacién (2.12), en el dominio s equivale a multiplicar por s,
por lo que se obtiene I/(s) como salida final.

La salida de la figura 2.11 es 1/(s); si se integrara, la salida final seria el desplazamiento
X(s); en el dominio s, integrar equivale a dividir.

La tabla 2.2 muestra la relacién entre funciones g(t) y sus transformadas G(s), asi como
algunas de sus propiedades.

Tabla 2.2 Pares de transformadas de Laplace.

AU(t) A1
s
1
At A—
52
A n!
Sn+1
A —at AL
s+a
1
Aef! A
s—a
[0}
A sen wt A
s2+w?
A t A—2
Ccos W —_—
2+ w?
eiut 1
spa
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gt=T)U(t-T) G(s)e =T
140 sG(s) = g(0)
40 s2G(s) = 5g(0) = ¢'(0)
t 1
[ e G(s) -

2.5 TRANSFORMADA INVERSA DE LAPLACE

Si L{ g(t)} =G(s) se dice que g(t) es la transformada inversa de la funcién G(s); esto
es,

L{GW}=g0
El simbolo L™! representa la transformada inversa de Laplace definida por:
6w = [T Gt ds= oo .14
2 jo-jm

La tabla 2.2 de transformaciones directas se modifica levemente para obtener la res-
pectiva tabla 2.3 de transformaciones inversas.

Tabla 2.3 Pares de transformadas inversas de Laplace.

I

al AU
s
A— At
s
1 "
A—
Sﬂ+1 f’l'
A ! Ae !
s+a
AL Ae+at
s—a
1 A
A —sen wt
s2+w? (O]
A S A cos wt
24+ w2
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Para obtener las correspondientes transformadas inversas de Laplace de funciones
G(s) se utiliza la tabla 2.3.

<& EJEMPLO 2.8

Obtenga las transtormadas inversas g(f) de las siguientes funciones G(s):

4 2
G(s) = b) G(s)=—
) Go=—~ ) Gl =7

2s 3
¢) G(s)= G(s) =
) Gl 243 9 GO s2+16

2s+4 3s—14 8 6s—10
e) G(s)= + G2 ——F —————
) Gle) 5 249 f) Gl 25—=3 165249
Solucion:

Si se utiliza la tabla 2.3 de transformaciones inversas:

2 1
— 4,0 — =23 __3
a) g(t)=4e™*" b) gO=5 =31
3
¢) g(t)=2cos\3 ¢t d) g(t)=Zsen4t

2 4 3 14
e G(s)=—+—+ . con lo cual:
22 249 249

14
" g(t)=2t+2t> +3cos 3t — ?sen.’it

1,6 (s=10/6)
s=3/2 16 (s>+9/16)

4 3 s 5/3
G(s)= {h= -
s=3/2 8| s249/16 s2+9/16
3 5 1
2()=4e321 42| cos\[(9/16) t—2———sen+/ (9/16) ¢
8 3./(9/16)

3 5
g(t>=4e<3/2>f+§cos(3/4)t—g sen(3/4)t

2.5.1 Propiedad de corrimiento en frecuencia

Entre las diversas propiedades de la transformada inversa de Laplace se encuentra el
corrimiento en_frecuencia (o primer teorema de traslacién), que es la tnica propiedad que se
considerard en virtud de su importancia en el analisis de los sistemas de control.

Si L_l{G(s)}z g() entonces:

L‘l{G(sl_La)}=g(t)ei“ (2.15)
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<& EJEMPLO 2.9

Obtenga las transformadas inversas g(t) de las siguientes funciones G(s):

1 6s+4
a G@§)=——— b) G(s)=——
) G0 s2+25+10 ) GE) s2+45+20
45420 s+1
o) G(s)=——— d G(s)=——
) © s2+8s+16 s245+1
Solucion:

Sea un polinomio en s de grado 2 con coeficiente unitario en el término en mayor
grado: P 4+bs+c=0, cuyas raices son:

. =—bi\/b2—4c

1,2 %)
a) Si b? > 4c, el radical \/ b2 —4¢ >0, cuyas raices reales son:

s _—b+\1b2—4c —b—+/b?%—4c¢
! 2

= y 52= 5

b) Si b2 = 4¢, el radical +/ b2 —4¢ =0, con raices reales repetidas:

¢) Sib? < 4 el radical \| b2 —4c <0, por lo que las raices serin complejas conju-

gadas:
b+ jy/ 4c—b? —b—j\| 4c—b?
§ =— - - v
1

b
2 7 g 2

El procedimiento de solucidn se establece para el inciso a):

1
G(s)=—:
s24+25+10

1. Determine el tipo de polos de G(s); si éstos son reales, repetidos o complejos, el
corrimiento en frecuencia estard siempre implicito:

Como 4/ 22 —4(10) <0, sus raices serin complejas:
—2+j,/40-4 2%j,/36 ey
= =] =—1x35;
2

1,2 2

$

2. Como ya se ha determinado que las raices del polinomio del denominador de
G(s) son complejas, se procede a completar un binomio de forma (s + a)> +
0> =00 (> + 2as + a° + 0> = 0), donde a es el coeficiente del término en s
del polinomio considerado dividido entre dos, y > es un namero que hay que
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proponer, tal que a> + w” sea igual al término independiente del denominador
considerado:

s2425+10=(s+ 1)2+9=0

1 1
or lo cual: G(s)= =
P &) s2+25+10  (s+1)2+32

3. La transformada inversa de:

g(t)=L_1{ L }=%sen3t

s2+32

Sin embargo, se requiere evaluar la transformada inversa de:

1 1
L {Q+D2+9}

La propiedad de traslacion: L_]{G(S +a)} = f(t) e ™ (en este caso, a = 1),
indica que G(s + a), del dominio s, equivale en el dominio tiempo a multiplicar

g(t) por ¢ para obtener g(t) ¢
1 1
g(t)=L71{———— t=—¢""sen 3¢
(s+1)%2+9| 3
6s+4
b G(s)=—F———
s2+45+20

Es conveniente, en tal caso, expresar en forma unitaria los coeficientes de los
términos de mayor grado de los polinomios del numerador y el denominador

de G(s).

o= 6s5+4 —¢ (s+2/3)
2445420 s2+45+20

1. Identifique el tipo de raiz de s> + 4s + 20 = 0:

Ya que y 42 —4(20) <0 las raices son complejas:
—4+j,/16-80 -4+ —64 Ty
= = =-2x4j

2= 2 2

K

2. Rescriba el denominador en la forma (s + a)> + > = 0, lo que corresponde
a (s + 2% + 16 = 0. Ademas, el nimero s del numerador deberi sustituirse
por (s + 2), que queda expresado como (s + 2) —4/3, lo cual corresponde al
numerador original (s + 2/3). De esta forma,

+2 +2)—
Gly=6| == /3 ol G6+2-4/3
s2+45+20 (s+2)2+16

41
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_ (s+2)  4/3
G(S)_6[(s+2)2+16 (s+2)2+16]

3. Para obtener la transformada inversa de G(s), hay que recordar que el nimero

G(s + a) del dominio s equivale, en el dominio tiempo, a multiplicar g(t) por
¢~ para obtener g(t) ¢

o (s+2)  4/3 _
£O=L {6[(5+2)2+16 (s+2)2+16]}

g(t)=6e"2"cos 4t—2e7 2 sen 4t

45+20 _4 (s+5)
s2+8s+16  s2+8s5+16
1. Determine el tipo de raiz de L +8+16=0.

) G(s)=

Debido a que el /8% — 16(4) =0, las raices son reales repetidas: s, = s, = —4.

2. Rescriba el denominador:
Como s + 8s + 16 = (s = 4)> = 0, el binomio al cuadrado corresponde al
denominador de G(s).

3. Si reordenamos términos y sustituimos s por (s + 4) en el numerador, para no
alterar el factor (s +5) = (s +4) + 1:

_ (s+5) _ (s+4)+1 _ (s+4) 1
G<S)_4|:(s+4)2:| 4[ (s+4)2:| 4|:(s+4)2+(5+4)2:|

y asi se obtiene la transformada:

_7-1 1 1 _
=L {4[(s+4)+(5+4)2:|}_

g(t)=4(e_4t+te'4t)

s+1
G(s)=——
) G s24s+1

Se factoriza el denominador (s + 1/2)% + 3/4 =0, se sustituye s por (s + 1/2)
en el numerador y se completa, de manera que (s + 1) = (s + 1/2) + 1/2,y se

tiene:
Cl)= (s+1/2)+1/2
(s+1/2)2+3/4
o)=L (+1/2) 1 1 _
(s+1/2)2+3/4 2(s+1/2)2+3/4

t+—sen—t

e[ B )
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2.5.2 Descomposicion en fracciones parciales

En ocasiones ocurre que G(s) es de tal forma que la transformada inversa no puede
determinarse directamente; sin embargo, puede descomponerse en expresiones mas sen-
cillas si aplicamos el método denominado descomposicion en fracciones parciales.

Sea G(s) una funcién racional y estrictamente propia, lo cual corresponde a que el
grado del polinomio del numerador P(s) sea menor al grado del polinomio del denomi-

nador Q(s).

Caso I. G(s) tiene polos reales distintos:

PO 0
Q(s) (5+P1)(5+P2)'“(3+Pn)

La descomposicién en fracciones parciales es de la forma:

G(s)= 4 , 8 L. N (2.16)
(s+p)) (s+p,) (s+p,)

donde A, B, ..., N coeficientes por determinar.

<& EJEMPLO 2.10

2524
(s+1)(s—2)(s=3)"

Obtenga la transformada inversa de G(s) =

Solucion:

Como los polos de Gf(s) son reales y distintos, definidos como p;, =—1,p, =2y
p3 =3 (el orden en el subindice es intrascendente vy arbitrario), es posible aplicar
la descomposicién en fracciones parciales, segiin lo indica la ecuacién (2.16):

252 -4 A B  C
= + +
(s+D(s=2)(s=3) s+1 s=2 s=3

F(s)=
252 —4=A(s—2)(s—=3)+ B(s + 1)(s—=3)+ C(s +1)(s — 2)

Si sustituimos en la expresion anterior el namero s por los valores de los polos
p1 =—1,p, =2y p; = 3, respectivamente:

para p, = —1:
2(-1)2-4=A(-1-2)(-1-3); 2=(3)(-4A
q=_1
6
para p, = 2:
2(2)2-4=B(2+1)(2-3); 4=(3)(-1)B
4
B=——
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para p; = 3:
2(3)2-4=C(3+1)(3-2); 14=4)1)C
c=_
2

Al obtener los valores de 4, By C, la transformada inversa L™ {G(s)} puede
evaluarse directamente:

g(t):L_l{—1/6_ 4/3  7/2 }z
(s+1) (s=2) (s=3)

1 4 7
g(t)z—ge_ t—g ezt+5 e’

I
Caso II. G(s) tiene n polos reales repetidos:

_Pl) __PE)
Q(s) (s+p)"

La descomposicion en fracciones parciales es de la forma:

A B N
G(s)= + St (2.17)
(stp) (s+p) (s+p)"
donde A4, B, ..., N son los coeficientes por determinar.

< EJEMPLO 2.11

Por descomposicion en fracciones parciales, obtenga la transformada inversa de:

_ 25246545

G (s+2)(s+1)2

Solucion:
Para tal expresion se combinan los dos primeros casos, uno de los polos de G(s)
es real distinto: p; = —2, mientras los dos polos restantes son reales repetidos: p, =

p3 =—1, por lo que la descomposicién en fracciones parciales se hard segtin las
ecuaciones (2.16) y (2.17):

252 +6s5+5 4 B C
S= =
G+2)(s+D2 (+2) (s+1)  (s+1)2

252+65+5=A(s+1)% +B(s +1)(s+2)+ C(s +2) (a)
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Si sustituimos el ntimero s en la ecuacién (a) por los valores de los polos p, =
=2y p, = —1, respectivamente:

para p; = —2:
2(=2)2+6(-2)+5=A(-2+1)%; 8—12+5=4
A=1
para p, = —1:
2(-1)2+6(-1)+5=C(-1+2); 2-6+5=C
Cc=1

Por el método de sustituciéon del ndmero s por el valor correspondiente de los
polos, no es posible evaluar todos los coeficientes cuando se presentan repeticiones
de los polos. Asi que se procederd a desarrollar la ecuacién (a) para generar un
conjunto de tres ecuaciones con tres incognitas, dos de las cuales ya se conocen:

252465+5=As2 +2As+ A+ Bs2 4+ 3Bs+ 2B+ Cs+2C

Si agrupamos los términos independientes en s y en % y los igualamos con los
coeficientes respectivos del miembro derecho:

términos en s%: A+B=2 (b)
términos en s: 2A+3B+C=6 ()
términos independientes: A+2B+2C=5 (d)

Conocidas A y C, se obtiene el coeficiente B, ya que no es necesario resolver
el sistema de ecuaciones (b), (c) y (d):

A+B=2 B=2-A=1

1 1 1
+ +
(s+2) (s+1) (s+2)?

G(s)=
A partir de la ecuacién anterior, se evalta L™1{ G(s)}:

g)y=e 2+ e +te”

45
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Caso III. G(s) tiene polos complejos distintos:

=P _ P()

Q(s) (52+b15+c1)(52+b25+cz)~-(52+bns+cn)

mientras la descomposicién en fracciones parciales de la forma:

As+B Cs+D Ms+ N
Gl)=—— e +—— (2.18)
(s7+bys+c,) (sZ4bys+c,) (s=+b, s+¢c)

y A, B, ..., N son los coeficientes por determinar.

<& EJEMPLO 2.12

2
Obtenga L_l{G(s)z CA2sHI }

(s2+25s+2)(s2+25+5)

Solucion:
La expresion G(s) tiene dos pares de polos complejos distintos, por lo que la ecua-
ci6én original se descompondra de acuerdo con (2.18):

s2+25+3 _ As+B _ GCs+D

(s2+25+2)(s2+25+5) (s2+2s+2) (s2+25+5)

Para determinar los coeficientes A, B, Cy D de la expresion anterior, se genera
un conjunto de cuatro ecuaciones con cuatro incognitas:

s2425+3= A3 +2As% +5As+ Bs2 +2Bs+ 5B+

+Cs3+2Cs2+2Cs+Ds>+2Ds+2D

Si agrupamos términos independientes en s, en § y en s°, ademas de agruparlos
con los coeficientes respectivos del miembro derecho:

términos en s°: A+C=0

términos en s> 2A+B+2C+D=1
términos en s: 5A+2B+2C+2D=2
términos independientes: 5B+2D=3

se obtiene el sistema de ecuaciones representado en la matriz (a), la cual llevamos a
la forma escalonada o escalonada reducida, matriz (b), por medio de la aplicacién
de sucesiones de operaciones elementales entre matrices.

1010 0 1000 0
212 1 1 0100 1/3
5 2 2 2 2 (2) 0010 0 (b)
0502 3 000 1 2/3
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Figura 2.12
Relacion entrada-
sistema-salida.
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De la matriz escalonada reducida se obtienen los coeficientes: A = 0, B= 1/3,
C=0y D=2/3,por lo que G(s) queda expresada como:

1/3 2/3
+

G(s)=

©) (s2+2s+2) (s2+2s5+5)
1

=—=e" ' t+sen 2t

g() 36 <sen sen )

Caso IV. G(s) tiene polos complejos repetidos:

La descomposicién en fracciones parciales es de la forma:

As+B Cs+D Ms+ N
+ +eeet

G(s)=
(52+bs+c) (52+bs+c)2 (32+bs+c)"

(2.19)

donde A4, B, ..., N son los coeficientes por determinar.

Cabe aclarar que generalmente en el caso de polos complejos repetidos, para obtener
la transformada inversa de G(s), es conveniente utilizar un método diferente, por ejem-
plo, el desarrollo de Heaveside.

RELACION ENTRE ENTRADA, SISTEMA Y SALIDA

Todo sistema g(f) lineal de orden n, invariante en el tiempo, al que se aplica una entrada
r(t), queda representado por una ecuacioén diferencial lineal de orden n con coeficientes
constantes y no homogénea. El término que hace no homogénea a la ecuacién diferen-
cial corresponde a la entrada r(t) que se aplica al sistema. La relacidon entrada-sistema-
salida se indica en la figura 2.12.

Con respecto a los sistemas de control, la entrada (o comportamiento deseado) puede
ser:

a) Una referencia constante, representada matematicamente como una funcién escalén:
r(t) = AU(t), cuya transformada de Laplace es R(s) = A/s.

b) Una referencia variable (utilizada en sistemas de velocidad constante, por ejem-
plo sistemas de rastreo) representada matematicamente como una funcidén rampa
r(t) = AtU(t), cuya transformada de Laplace es R(s) = A/ 2.

R(s) G(s) Y0
— —
Entrada Salida

Sistema

r(t) g(6) y(t)

47
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¢) Una referencia variable, por ejemplo un sistema de aceleracidon constante, cuyo equi-
valente matematico es la funcidn parabdlica r(t) = APU®), cuya transformada de La-
place es R(s) = A2/,

d) Una entrada especial, denominada funcién impulso, representada matematicamente
como r(t) = A8(t), con transformada de Laplace R(s) = A.

Con respecto al sistema en si, corresponde al niimero ¢(t) en el dominio tiempo, o por
su equivalente G(s) en el dominio s.

La interaccién de la entrada con el sistema produce la respuesta o salida Y(s), la cual
puede expresarse en el dominio fiempo o en el dominio s. En este libro la salida Y(s) se
obtendra en el dominio s, como resultado del producto de la entrada R(s) por el sistema
G(s): Y(s) = R(s) G(s).

La salida y(f) en el dominio tiempo puede determinarse al aplicar la transformada
inversa al producto Y(s) = R(s) G(s):

y(0) = LR G(s)}

o bien, al aplicar el teorema de convolucidn, si se utilizan funciones definidas en el do-
minio tiempo.
Sea la entrada r(t) aplicada al sistema ¢(¢), siendo la salida y(¢):

Y=L {R*G()}= [ "r(m)glt-7)dr (2.20)

0

Obtenga la respuesta de un sistema en el dominio s con transformada de Laplace o en
el dominio tiempo por medio del teorema de convolucién. Al final, ambos procedimien-
tos presentan el mismo resultado; sin embargo, este libro se enfoca en la interpretacion y
el analisis de sistemas en el plano s, por lo que se dara prioridad al analisis con transfor-
mada de Laplace.

<& EJEMPLO 2.13

Obtenga la respuesta y(t) por medio del teorema de convolucién para un sistema
definido por:
dx

E=—2x+4r(t)

con condicidn inicial x(0) = 5, donde la entrada es un escalon r(f) =5 U(t), cuya
salida es y(t) = 6 x(t).

Solucion:
Al transformar al dominio s la ecuacidn diferencial,

i—fz—ax+br(t)

sX(s)—x(0)=—aX(s)+bR(s)

*O) 4R () ——
s+a s+a

y al reagrupar, X(s)=
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St se aplica la transformada inversa:

x(t)=L-1{ﬂ+b R(s)*L}
S

+a S+a

el producto de dos funciones en s (indicado por el simbolo *) es la convolucion
en el dominio t:

x()=x(0) e~ +conv01uci6n|:e_”t , br (1) ]

x(f)=x —a'+j =) br(t) dr @2.21)

Esta ecuacion es la expresion de x(f) después de aplicar la convolucidn. Si se
sustituyen los valores especificos del problema:

-2 +J' 2(=7).(20) dr

x(f)=5e 2! +20€_2t.[0 e?7 dr

x(f) =5e 2! +1Oe_2t(e 2"—1)

por lo que x(t) estd dada por: x(t)=10—5¢ 2!
Como la salida es y(t) = 6 x(t), la respuesta del sistema es:
y(£) =60 — 30e =2
I —
Ya se comentd que la salida de un sistema corresponde a:
Y (s)=R(5)G(s) (2.22)
lo que lleva a varias conclusiones.
1. Funcién respuesta impulso.

Sean una entrada r(f) = 6(¢), cuya transformada de Laplace es R(s) = 1,y G(s) un sistema
desconocido, por lo que la salida Y(s) sera:

Y (s)= R(s)G(s) = G(s) / (2.23)

es decir, que si es posible graficar la salida, ésta sera igual al sistema g(f), lo que supone
que ahora se conocera g(t). La respuesta de un sistema a una entrada impulso se denomi-
na funcién respuesta impulso (o funcién de transferencia), como se indica a continuacion.
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Figura 2.13
Componentes de respuesta
de un sistema estable

a entrada escalén.

2. Funcion de transferencia.

La funcién de transferencia es una expresiéon matematica que es el cociente de la salida
sobre la entrada en el dominio s considerando cero a las condiciones iniciales; para sis-
temas lineales e invariantes en el tiempo, contiene informacion sobre las caracteristicas
fisicas de un sistema G(s), expresado como una funcién racional que vincula un nume-
rador (el cual contiene los ceros del sistema) y un denominador (el cual incluye los polos
del sistema). La funcién de transferencia o funcién respuesta impulso se obtiene a partir de
la ecuacién (2.23).

3. Salida’Y(s) como resultado del producto entrada por sistema.
Cuando se aplica una entrada R(s) a un sistema G(s), como resultado se obtiene una
expresion en el dominio s de la salida Y(s) o respuesta del sistema; sin embargo, es nece-
sario saber determinadas caracteristicas de la respuesta en el dominio tiempo y(t), para
lo cual habra que aplicar la transformada inversa a Y(s) con la finalidad de obtener tal
informacién.

Para un sistema estable, la respuesta y(f) del sistema a una entrada r(t) consta de dos
componentes: régimen transitorio (0 natural) y régimen de estado estable (o forzado); lo ante-
rior se muestra en la figura 2.13.

y(t)
1.00+

NG )\ )
Y Y

Régimen Régimen de

transitorio estado estable

La respuesta total del sistema esta formada por:

Y (t) = Yansitoria (t) Ty estado estable (t)

tal que si el sistema es estable, el régimen transitorio se extinguira cuando t — oo por lo
cual:

Y(oo) = lim y(t) = Y estadoestable (t)

f—>o0

en donde la forma de onda de y(e) es de la misma forma que la entrada r(t), pero no
necesariamente de la misma amplitud.

En este punto resulta importante poner énfasis en que de cualquier expresién racio-
nal Y(s) es posible proponer la estructura de la respuesta y(tf) con base en las raices del
denominador de Y(s), el cual estd compuesto por los polos de G(s) y el denominador
de la transformada de Laplace de la entrada: escaldon (R(s) = A/s), rampa (R(s) = A/ 2,
pardbola (R(s) = 214/, ..., etcétera.
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<& EJEMPLO 2.14

Proponga la estructura de y(t) a partir de las siguientes expresiones de respuesta
Y(s).

10 50
a) Y(s)=2— by Y(s)= v
s(s*+7s+10) s(s+4)°(s°+2s5+5)
10
0 Y(9)=— >
sT(s+3)(s7+2s+17)
Solucion:

En los dos primeros incisos se supondrd que las raices de Y(s) estin constituidas
por una raiz en el origen (debido a una entrada escalon) y las restantes raices
corresponderan a los polos del sistema. En el altimo inciso, la entrada serd una
funcién rampa, que genera dos polos en el origen, mientras las raices restantes
corresponderan a los polos del sistema.

10 10 A B C
a) Y(s)= = =—+ TP
s(s2+7s+10)  s(s+2)(s+5) s (s+2) (st+5)

Después de haber descompuesto en fracciones parciales la expresiéon original,
la estructura de la respuesta es:

Jo..a_ B _«C
r@=L {Y(S)_ s (5+2)  (s+5)

}=A+Be_2t+Ce_5t

como el sistema es estable, G(s) = numerador/[(s + 2)(s + 5)], sus componentes
Be 2+ ¢ se extinguirdn cuando ¢t — oo, prevaleciendo el valor de estado estable:
A, el cual existe, es finito y tiene la misma forma de la entrada. La funcién del
numerador es dar valores a los coeficientes A, By C. Lo importante fue haber
propuesto la respuesta, lo cual serd de utilidad cuando se aplique el teorema de
valor final para cuantificar el coeficiente A.

50

b Y= s(s+4)2(s2+2s5+5)

Si descomponemos en fracciones parciales la expresiéon anterior

A B C Ds+E
Y(s)=—+ + +
S (s+4)  (s+4)? (s?+2s5+5)

se propone la solucidn:

y)=A+Be ' +Cte ' +e” ’(Dc052t+Esen 2t)

10 .
0 Y(s)= para este caso, se propondra directamente y(t):

s2(s+3)(s2+25+17)

y(t)=A+Bt+Ce_3t+e_ t(Dcos4t+Esen 4t)
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2.7 TEOREMAS DE VALOR INICIAL Y FINAL

2.7.1

Con respecto a la respuesta en tiempo, su informacién til radica en que nos permite
conocer los valores inicial y(0) y final y(e0) de la salida y(¢). Sin embargo, tales valores se
pueden determinar directamente de la expresiéon Y(s), donde se omite tanto la obten-
cién de y(t) como la aplicacidon de lim y(¢) y de lim y(¢).
t—0 t—>o0
Lo anterior es posible por medio de la aplicacidon de los teoremas de valor inicial y

valor final. De esta forma, tales teoremas permiten cuantificar directamente la respuesta
inicial y(0) y la respuesta final y(e0) de un sistema desde el dominio s sin necesidad de
recurrir al dominio tiempo.

Teorema de valor inicial (TVI)

Si consideramos que y(t) es la respuesta del sistema a una cierta entrada, entonces el TVI
establece que:

y(0)=lim y(¢) = lim sY(s) (2.24)

t—0 §—>o0

Demostracién
Sea y(t) una funcién analitica, esto es, una funcién que posee n derivada, por lo que
puede representarse como una serie de Taylor:

a2t2
=a +a,t+—+
R TRRET

3
a3t

Foe (2.25)

donde el valor inicial y(0) = a, se obtiene al aplicar el limite a y(t) cuando t— o, cuyo
valor es el que se debe obtener a partir de Y(s).

Para lograr el resultado anterior desde el dominio s, se procede de la siguiente manera,
transformando la ecuacién (2.25):

a 4 as
Y(s)=—2+—+2I—+--- (2.26)
s g2 $3

Al multiplicar esta ecuacién por s, salvo el primer término, los restantes quedaran
divididos entre s, o entre potencias de s:

4 a3
sY(S)=a +—+2!1—+--- (2.27)
o $2

Si se aplica el limite a “s Y(s)” cuando s— 0, se obtiene el valor inicial a :
0

lim sY(s)=a, =y(0),
s—>00

cuyo resultado concuerda con el valor inicial obtenido desde el dominio tiempo.
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Obtenga el valor inicial de Y(s) aplicando el TVI:

453 4+55+18
s)=
354 +1253 41552 +245+10

Solucion:
El valor inicial se obtiene al aplicar la ecuacién (2.24) a Y(s):

3
y(0) = lim sY(s)= lim s 45°+55+18 _
s—>00 s—>00 3544125341552 +245+10
4544552 +185

lim
oo 35t +1253 +1552 + 245410

Al aplicar directamente el limite a la expresion anterior cuando s— oo, se ob-
tiene una indeterminacién, por lo se procede a multiplicar numerador y denomi-
nador por el reciproco del término en s de mayor grado, esto es, 1/s*. A partir de
esto es posible cuantificar el valor inicial y(0):

4 5 18

+—2'|'—3 4

y(0) = lim L8 =—

5—>“3+£+£+%+£ 5

§ 32 33 54
2.7.2 Teorema de valor final (TVF)
EITVF establece:
y(eo)= lim y(f) = lim s Y (s) (2.28)

f—>o0 s—0

siempre y cuando lim y(f) exista.
t—>eo

Demostracion
Sea una funcidn f(¢), tal que:

lim j:f’(u)du= 1imf(u)|;= lim [ f()-£(0)]=

tim [ f"(w)du=Tim £ ()~ £(0) (2.29)
(o ? f—>o0
Por otro lado,

tim [ £ )= im [ 7 £ (uye=" du
t—oo” ¢ s—0"°
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Al considerar la ecuacién (2.8), se obtiene la transformada de Laplace de una derivada:

lim J:f’(u)duz lim [ sF(s)= £(0) |=lim sF(s)— £ (0) (2.30)

s—0 s—0

Al igualar (2.29) y (2.30), lim f(f)— f(0)=lim sF(s)— f (0)

t—>o0 s—0

lim f(f)=lim sF(s) = f (o)

t—>oo s—0

<& EJEMPLO 2.16

1252412545

Obtenga el valor final de Y(s)= .
c ) sY 4653+ 1152 +65

Solucion:
Se aplica el TVE ecuacién (2.28),a Y(s):

125 +125+
y(e0) = lim y (1) = lim s Y(s) = lim s : >
f—3o0 =0 50 S(s3+65%+115+6)

’ 1252 +125+5 5
y(e0) = lim =—
080 +652+115+6) 6

Para comprobar la validez del resultado anterior, hay que determinar si el limite
de y(t) existe cuando t— oo, por lo que se propondra y(t):

1252412545 A B C D

s)= = + +
st 4653 +11s246s s s+l s+2 s+3
y()=A+Be ' +Ce 2"+ DCe™3!

y si se aplica el limite de y(f) si t—> oo, se obtiene el valor final y(e0), el cual existe y
es igual a A, que correspondera al valor obtenido de 5/6 al aplicar el TVE

L
<& EJEMPLO 2.17

15

Obtenga el valor final de Y(s) = ————
8 ) stV 46524205

Solucion:
Al aplicar el TVF a Y(s):

15 3
y(eo) = lim sY(s) = lim s ———=—
550 >0 S(s2+6s5+20) 4

La validez del resultado anterior se obtiene si y(f) existe cuando f—> oo, por lo
que se propondra, por inspeccidn, a y(t) y se evaluard dicho limite. Las raices del
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polinomio s* + 65% + 20s = s(s> + 65 + 20) = 0 se obtienen por divisién sin-

tética:
1 0 6 20
-2 4 -20(-2
1 -2 10 0

cuyas raices del denominador de Y(s) sonry =0, 7,=-2,r,=1+3jyr,=1-3j,
por lo que su respuesta en tiempo se obtiene de
15 A B Cs+D
+

Y2
( sY+652+20s s s+2 s2=25+10

y()= A+Be %" +¢'(C cos3t+ D sen3t)

El término ¢'[C cos (3f) + D sen (3t)] corresponde a una senoide con envol-
vente exponencial creciente, lo que hace que y(e0) sea una indeterminacién. Por
lo tanto, resultado del TVF no es valido.

2.8 TRANSFORMADA DE LAPLACE CON MATLAB

En esta seccion se presentara la sintaxis de diversos comandos de Matlab para aplicarlos
en diferentes campos de la transformada de Laplace.

2.8.1 Evaluacion de raices

El comando roots determina las raices de polinomios de grado # (tabla 2.4).

Tabla 2.4 Sintaxis del comando roots.

I R

Si p es un vector fila
con los coeficientes

del polinomio p(s), Polinomio: p=1[110 15 20]
roots(p) es un vector 3 2 r = roots(p)
7+ 1057+ 155
roots(p) columna con las +20 r=-8.5141
raices del polinomio —0.7429 + 1.3406j
p(s). —0.7429 — 1.3406j

< EJEMPLO 2.18

Obtenga los polos y los ceros del sistema:

s+4
G(s)= 3 >
s°+6s°+17s+13
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Solucion:
>> 9% Obtencién de los ceros y polos de G(s)
>> 9% Definicién del numerador como vector fila:
>> num = [1 4];
>> % Definiciéon del denominador como vector fila
>>den=[16 17 13];
>> % Obtencidn de la raiz del numerador o “cero”
>> z = roots(num)
z=—4
>> % Obtencién de las raices del denominador o “polos”
>> p = roots(den)
p=-1.1312

—2.434442.3593 j

—2.4344-2.3593 j

2.8.2 Obtencion de polinomios a partir de sus raices
El comando poly obtiene el polinomio de las raices dadas (tabla 2.5).

Tabla 2.5 Sintaxis del comando poly.

Si r es un vector
columna que con-
tiene las raices de un

polinomio, poly(r) es raices: r=[-1;-2;-3]
poly(p) un vector fila con p = poly(r)
los coeficientes del -1,-2,-3 [16116]
polinomio.

< EJEMPLO 2.19

Obtenga el polinomio asociado a las siguientes raices: r; =—=0.5, r, =2, r;, =—1.5
+3jyr,=-15-3j.

Solucion:

>> % Obtencion del polinomio asociado a las raices rl, 12,13 y r4.
>> % Definicién de las raices como vector columna

>>r = [-0.5;-2; -1.5+3j; —1.5-3j];

p = poly(n

1.0000 5.5000 19.7500 31.1250 11.2500

lo que equivale al polinomio de grado 4:
s*4+555%4+19.7552 +31.1255+11.25
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2.8.3 Convolucion

El comando conv lleva a cabo el producto de funciones representadas en el dominio s

(tabla 2.6).

Tabla 2.6 Sintaxis del comando conv.

Comando Funcion Ejemplo Ejecucion

Producto de P i [1 2 .2];
( funciones en n(s) = q - [13];
conv(p.q) el dominio s. (P +8s+2)(s+3) EB Clc’;“;(g,é]])

L
<& EJEMPLO 2.20

Represente el denominador de:

s2+65+15
(s+4)(s2+25+5)

como un polinomio de grado 3, multiplicando (convolucién) los polinomios del
denominador.

Solucion:

>> % El producto de (s+4)(s"2+2s+5) corresponde a
>> % la convolucion:

>> den = conv([1 4],[1 2 5])

den=16 1320

<& EJEMPLO 2.21

Obtenga el producto resultante de (s + 2)(3s + 5)(s® + 25 + 10).
Solucion:
>> % La convolucién de (s + 2)(3s + 5)(s*2 + 2s + 10) se lleva a cabo:
>> p = conv(conv([1 2],[3 5]),[1 2 10])

p=317 62 130 100

Lo que corresponde a:

35 +1753+6252 +130s+100
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2.8.4 Representacion de polinomios como funcién racional

El comando printsys representa como funcién racional en s a la relacién de polinomios
numerador/denominador (tabla 2.7).

Tabla 2.7 Sintaxis del comando printsys.

I N o
num = [1 3 2];

Presentacion
de numerador
/ denominador
printsys(n,d) en forma de
cocientes en s.

den = [1 34 12]

n(s) = s>+ 3s + 2 printsys(num,den)
d(s) = M2 +3s+2

S+ 357+ 45+ 12

SN3+35MN2+4s+12

& EJEMPLO 2.22

2
s+6s5+15 ., . .
Represente H (s)= como una relacién de polinomios en s.

(s+4)(s2+25+5)

Solucion:
>> % H(s) = (s" 2+65+15)/[ (s+4)(s A2+ 25+5) |
>> num = [1 6 15];
>> den = conv([1 4],[1 2 5])
den=16 1320
>> printsys(num,den)
num/den =
24+ 6s+ 15

N34+ 6s"2+ 135+ 20

2.8.5 Representacion de polos y ceros en el plano s

El comando pzmap efectta la representacién grafica de polos y ceros en el plano s de una
funcién racional previamente definida.

Tabla 2.8 Sintaxis del comando pzmap.

I N T

num =s* — 4s+ 20 | num = [1 —4 20];
den = den = conV([l 2 10],
(2 + 25 + 10)(s [15]);
+5) pzmap(num,den)

Grafica de polos y
ceros en el plano s

pzmap(n,d) de n(s)/p(s).
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<& EJEMPLO 2.23

Obtenga la representacién grifica en el plano s de los polos y ceros de:

s2—45+20
(s+5)(s%+25+10)

G(9=

Solucion:

>> num = [1 —4 20]; den = conv([1 2 10],[1 5]);
>> printsys(num,den)

num/den =

"2 —4 s+ 20

"3+ 72+ 20s+ 50
>> pnumraices=roots(num)
numraices =
2.0000 + 4.00001
2.0000 — 4.00001
>> denraices=roots(den)
denraices =
—5.0000
—1.0000 + 3.00001
—1.0000 — 3.00001
>> pzmap(num,den),
>> % Personalizacién de coordenadas
>> axis([—6 3 =5 5]) % ([Xmin Xmax YminYmax])

)

La figura 2.14 muestra la representacion grafica de los polos y ceros de G(s).

Figura 2.14 Pole-zero Map
Diagrama de polos y 5 T T T T
ceros del ejemplo 2.23. 4t : o
3t X
2t i
1
1
& 0r Xommmmmmmm e 4: ---------
S :
1
—9l !
1
—3} X i
—4t 5 o
_5 1 1 1
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2.8.6 Descomposicion en fracciones parciales

2.8.6a Expansion en fracciones parciales de una funcién de transferencia

La funcidn de transferencia G(s) se descompone en fracciones parciales con el comando
residue: [, p, k] = residue(num, den), tabla 2.9:

b, s" +bm_1sm_1+~-+bo
G(s)=

a s"+a _ s"T4eta
n n—1 0

con lo cual G(s) puede expresarse como:

PO __r® 1@ ) 2.31)

G(s)= =
Q) s=p(M) s=p(2) s=p(n)
donde:

r(n) = coeficientes de los numeradores.

p(n)= polos del sistema: (s — p;), (s = p,), ...
k = residuo.

Tabla 2.9 Sintaxis del comando residue.

I =

num = [5];
den=[120];
[rp.k] =
Sea G(s) una residue(num,den)
funcién r=-2.5000
P(s)/ Q(s),el _ 2.5000
comando Gl = p=-2
[r,p.k] = residue _ 0
residue(num,den) descompone P9/ QL) = k=]
enpf::CciZil(;?es 5/(2 + 29). lo que equivale a:
P = 2.
a G(S) ﬁ = _5 + _5
Q(s) s+2 s
residuo = 0.

L
<& EJEMPLO 2.24

Descomponga en fracciones parciales:

P(s) 5s2-15s—11

G(s) = =
©) Q(s) s*—553+652+45—8
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Solucion:
>> num = [5 =15 —11];den = [1 = 5 6 4 — 8]; [r,p,k] = residue(num,den)
r=
0.3333
4.0000
—7.0000
—0.333
p =
2.0000
2.0000
2.0000
—1.0000
k=
>> % que corresponde a:
>> % G(s) = 0.3333/(s—2) + 4/(s—2)> — 7/(s=2)> — 0.3333/(s+1)

2.8.6b Conversion de fracciones parciales a funcién racional

El comando [num,den] = residue(r, p, k) convierte las fracciones parciales en funciones
racionales G(s) = P(s)/ Q(s) (tabla 2.10).

Tabla 2.10 Sintaxis adicional del comando residue.

I

Para una funcién que
ha sido representada r=[-11];
en fracciones parciales: p=1[-100];
r (1) k = [0];
3_—(1) + [num,den] =
p residue(r,p,k)
P
r Q) © _
[num,den] = + Q(s) eI =
residue(r,p,k) s=p 2 0 10
+oo4 k() _10+1 den =
el comando residue se st S 1 10 0
usa para obtener
una funcion racional 10
P 2410
Q(s)

L
& EJEMPLO 2.25

Obtenga la funcién racional P(s)/ Q(s) que dio origen a la funcién representada en
forma de fracciones parciales:

_ —2.3750 + 3 0.6250

G(s) -
s+10 s+5 s+2



Solucion:
>>r=[-2.3750 3 -0.6250];

>>p=[-10 =5 -=2];
>> k= [0];
>> [num,den]| = residue(r,p,k)
num =
0 10 5
den =

1 17 80 100
>> printsys(num,den)
num/den =

10s+5

s"3 + 17 "2 + 80 s + 100
>> raicesden = roots(den)
raicesden =

—10.0000

—5.0000

—2.0000

por lo que la funcién racional es:

G(s)= P(s)

Introduccion a los sistemas de control: conceptos, aplicaciones y simulacion con MATLAB

10s+5

Q) (5+2)(s+5)(s +10)

2.8.7 Teoremas de valor inicial y final

Una leve modificacién del comando poly (seccién 2.8.2) produce una instruccién adi-

cional, polyval, cuya funcién es la de cuantificar un polinomio para valores especificos

de s.Tal instruccién se aplicard para obtener el valor inicial y(0), asi como el valor final

y(e2) de Y(9).

Tabla 2.11 Sintaxis del comando polyval.

Sea un polinomio:

P(s) =

n
a,s r a, S
oo tastoag

n—1 +

polyval (p,s)
que puede

cuantificarse
para cualquier
valor asignado al
namero s.

Sea el polinomio:
P(s) =
P+ 25+ 4

tal que se desea
evaluarlo para
s=2.

>>p=1[124]
>> 9= 2;
>> polyval(p,s)

ans = 12
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2.8.7a Teorema de valor inicial

2.8.7b

Para obtener el valor inicial de una funcién dada, por ejemplo, cuando y(t) t—0, segiin se
indicé mediante la ecuacion (2.24), la salida Y(s) multiplicada por s se cuantifica para un
valor tendiente a infinito, de manera que se define una variable inf como un valor grande.

<& EJEMPLO 2.26

453 +55+18
35t +1253+1552+245+10

Obtenga el valor inicial Y(s)=

Solucion:
Al multiplicar Y(s) por s:

45*+552+185
35t +1253+1552+245+10

evaluando la expresiéon cuando s— oo (véase el ejemplo 2.15):

>>num=[405 18 0];

>> den = [3 12 15 24 10];

>> inf = 1000000;

>> valorinicial = polyval(num,inf)/polyval(den,inf)
valorinicial =

1.3333

sY(s)=

|
Teorema de valor final

El valor final de una funcién determinada, por ejemplo, cuando y(t) t— oo, representa-
do por la ecuacidén (2.28), se obtiene al multiplicar la respuesta del sistema Y(s) por sy
evaluar el resultado cuando s— 0 utilizando nuevamente la funcién polyval. Lo anterior
se llevara a cabo con Matlab.

<& EJEMPLO 2.27

1052 +55+8

Obtenga el valor final y(e0) de Y(s)=
& & 5 sY+453+162 +45

Solucion:
Al multiplicar el numerador de Y(s) por s:
s(10s2+55+8)

sY(s)=
5 s(s3+452+16s5+4)

y evaluar los polinomios cuando s—0:

>> num = [10 5 8];

>>den =14 16 4];

>> valorfinal = polyval(num,0)/polyval(den,0)
valorfinal = 2

el valor final es: y(e0) = lim y(f) = lim s Y (s) =2

t—>o0 s—0

63
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Para comprobar la validez del resultado anterior, esto es que el limite de y(t)
exista cuando f—> oo, se considera que las raices del denominador de Y(s) se com-
ponen de la interaccién de la entrada s (denominador de la transformada de una
entrada escalon) con la transformada del sistema, lo cual origina los polos de G(s).
Si dichos polos estan a la izquierda del plano s, el sistema sera estable y la condicion
de que lim y(f) exista sera satisfecha.

f—>o0
>> densistema = [1 4 16 4];
>> polos=roots(densistema)
polos =
—1.8667 + 3.3941i
—1.8667 — 3.3941i
—0.2666

Los polos del sistema estan a la izquierda del plano s, por lo que sus componen-
tes en tiempo se extinguirin cuando f—> oo y la respuesta del sistema tendera a un
valor final finito de dos unidades.

L]
<& EJEMPLO 2.28

Obtenga el valor final y(eo) del ejemplo 2.17 en la aplicacién de Matlab:

15
H=—
st +6524+20s
Solucion:
El producto sY(s) es:
15
sY(s)= S —
s(s3+65+20)

y al evaluar la expresion anterior cuando s—0:

>> num = [15];den = [1 0 6 20];
>> valorfinal = polyval(num,0)/polyval(den,0)
valorfinal =  0.7500

La posicién de los polos asociados al sistema: s> + 65 + 20 = 0, corresponde a:

>> densistema=[1 0 6 20];
>> polos=roots(densistema)
polos =
1.0000 + 3.00001
1.0000 — 3.00001
—2.0000

Ante la existencia de polos a la derecha del plano s, en este caso,p; =1+ 3y p,
=1 — 3j, se sabe que el sistema es inestable, por lo que el valor final de la respuesta
tendera a infinito y el resultado que arroja el teorema de valor final es incorrecto.
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2.8.8 Transformada de Laplace

Con Matlab es posible determinar las transformadas de Laplace directa e inversa, respec-
tivamente, con la utilizacién de los comandos: laplace e ilaplace, junto con la instruccién
syms, que genera variables simbdlicas; por ejemplo, t y s (para transformar del dominio ¢
al dominio s) y sy ¢ (para transformar del dominio s al dominio t).

2.8.8a Transformada directa de Laplace

< EJEMPLO 2.29

Transforme al dominio s: y(f) = 8sen(4t)—5cos(41).

Solucion:

>> % Para obtener la transformada de Laplace Y (s), el comando syms
>> % generan las variables f y s para pasar del dominio f al dominio s
>>syms ts

>> % La notacién con minascula supone una funcién definida en ¢
>> y=8*sen(4*t)—5%cos(4*t);

>> 9%y la notacién con mayuscula indica una funcién transformada
>>Y = laplace(y)

Y =32/(s"2 + 16)-5%s/(s"2 + 16)

32 5s

Por lo tanto, L{8 sen(4t)—5cos(4 t)} =
2 2
s+16  s°+16

2.8.8b Transformada inversa de Laplace

<& EJEMPLO 2.30

6s—4

Obtenga la transformada inversa Y (s) = ————
s2+45+20

Solucion:

>> % La transformada inversa de Laplace se obtiene con el comando
>> % syms que genera variables s y f para pasar del dominio s al ¢
>>syms § t

>> % La notacién con mayuscula supone funciones en s
>>Y=(6%s—4)/(s"2+4*s+20); y=ilaplace(Y)

y = 6%exp(—2*t)*cos(4*t)—4*exp(—2*t) *sen(4*t)

65— 4
L_l{ﬁ}=6e_2tcos4t—4e_2tsen4t
s“t+4s+

65
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2.8.9 Solucion de ecuaciones diferenciales

Con el comando dsolve se resuelven las ecuaciones diferenciales.

< EJEMPLO 2.31

Resuelva la ecuacion diferencial dy /dt+2y =5 con y(0)=2.

Solucion:
>> y = dsolve(‘Dy+2*y = 5y(0) = 2")
y = 5/2=1/2%exp(—2%t)



2.9 PROBLEMAS

2.1 Indique cull es la interpretacion fisica de una fun-
cién de transferencia G(s), donde dicho nimero esti ex-
presado como una funcién racional.

2.2 Indique el significado de la variable compleja s.

2.3 ;Cudl es el significado fisico de los ejes real e ima-
ginario del plano s?

2.4 Represente en el plano s las siguientes funciones
de transferencia e indique si los sistemas asociados son
estables o inestables:

(s%2—16)
G(s)=25
9 Gls (s+15)(s+3)%(s>+25+5)
b G(s)=-2.5 (2 +4)

$(s=0.5)(s+2.5)%(s2 + 25+ 10)?

2.5 ;Qué es un polo dominante?

2.6 Indique la relacién entre una ecuacion diferencial
lineal, una no homogénea y una de orden n con respecto
a una funcién de transferencia G(s) en forma de funcién
racional.

2.7 Para el diagrama de polos y ceros de la figura 2.15,
obtenga su funcidn de transferencia G(s).

2.8 ;Cuil es la interpretacion fisica del término que
hace no homogénea una ecuacién diferencial?

|

Figura 2.15 Diagrama de polos y ceros
correspondientes a cierta funciéon G(s) por determinar.

2.9  Paralos siguientes sistemas descritos por sus corres-
pondientes ecuaciones diferenciales lineales y no homo-
géneas, obtenga sus funciones de transferencia G(s) como
una relacién de salida Y(s) entre entrada R(s).

d?y . dy
a) ” 2+9d +20y=r(f)

d3 d? d d
b —+15—+71—+105 —+2 | r(t
)| SIS T }y() [dt ]()
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2.10 Con respecto al problema 2.9, inciso b), scual es la
interpretacion fisica del miembro derecho de la ecuacién?

2.11 Obtenga los polos y ceros del problema 2.9, inciso
b).

2.12  Para las siguientes funciones de transferencia, ob-
tenga las correspondientes ecuaciones diferenciales:

2 G(S):Y(x): 10
R(s)  (s+D(s+3)(s>+2s5+5)
(s2+65+8)
b G(s)=
) Gl (s+3)(s+5)(s2+5+5)

2.13 Obtenga la transformada de Laplace de las si-
guientes funciones:

@) g(1)
) g(ty= cos( 2nm

=472 b g(y=2t>+e>"

t) donde n, 7y T son constantes.

d) ¢(t)= cos(w t+ 0) donde 6 es constante.
Sugerencia: cos(w t+ 0) =coswt cos@—senwt senf

e) g(t)=(t+2)ze’

2.14 Obtenga las transformadas inversas de Laplace de:

2 5s+4 2s—18
a) G(s)=— by G(s)= +
) GO st ) GO $3 s24+16
3s+2
) G@§)=—/——mm
) Gl 452 +125+9

2.15 Por descomposicién en fracciones parciales, ob-
tenga g(t):

2_ . _ 2
Q) G(s)= sT—5-3 b Gs)= 65°+265+8
s(s=1)(s+3) s3+452+145+20
2
0 G(S)=105 +51s+56
(s+4)(s+2)?
2.16 Resuelva las siguientes ecuaciones diferenciales

por medio de la transformada de Laplace:

d
a) s y=4U(t), considere y(0) = 0 y posteriormente

dt
y(0) =-2.
b) ‘;’lyz +9j—+20y 8 (1), con y(0) = y'(0) = 0.
dy? dy dr? dr? dr
o ygy =S58 1105 415 .
9 dt2 TR PER PP dt (), su

ponga una entrada r(t) = 6(t) y considere todas las
condiciones iniciales cero.
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2.17 Para el siguiente sistema, escriba un codigo en
Matlab para que los polos y ceros de G(s) sean graficados
en el plano s:

652 +265+8
G(s)= 3 5
s24+4s54+145s+20

2.18 Para el siguiente sistema, grafique con Matlab su
respuesta, considerando una entrada escalén y una entra-
da impulso:

10
(s+1)(s+3)(s>+2s5+5)

Go)=

2.19 Resuelva la siguiente ecuacién diferencial; para
ello, utilice Matlab:
dy? dy

W+2;+1Oy :ZU(I)

para condiciones iniciales: a) y(0) = y'(0) = 0y b) y(0) =
—2,y'(0) = 0.



Transformada de Laplace 69

2.10 REFERENCIAS

Transformada de Laplace:

Ayres, E, Teoria y problemas de ecuaciones diferenciales, serie Schaum, McGraw-Hill, 1969.
Betz, H.; Burcham, P. B. y Ewing, G. M., Ecuaciones diferenciales con aplicaciones, Harla, 1977.

Edwards, C. D. y Penney, D. E., Ecuaciones diferenciales elementales con aplicaciones, Prentice Hall,
1986.

Haykin, S. y Van Veen, B., Seiiales y sistemas, Limusa Wiley, 2001.

Spiegel, M. R., Tiansformadas de Laplace, serie Schaum, McGraw-Hill, 1991.

Zill, D., Ecuaciones diferenciales con aplicaciones de modelado, Thompson, 2002.

Zoher, Z., Karu, Signals and Systems Made Ridiculously Simple, ZiZi Press, Cambridge, MA, 2002.

Transformada de Laplace con Matlab:
Biran, A. y Breiner, M., Matlab for engineers, Addison-Wesley, 1995.

Etter, D. M., Solucién de problemas de ingenieria con Matlab, Pearson Educacion, 1998.
Hanselman, D., Mastering Matlab 6, a comprehensive tutorial and reference, Prentice Hall, 2001.

Leonard, N. E. y Levine, W. S., Using Matlab to analyze and design control systems, Addison-Wesley,
1995.

Stonick, V. y Bradley, K., Labs for Signals and Systems Using Matlab, PWS Publishing Company,
1996.



70 ‘ Introduccion a los sistemas de control: conceptos, aplicaciones y simulacion con MATLAB

2.11 SOLUCIONES A LOS PROBLEMAS DEL CAPITULO 2

2.1 La funcién de transferencia es una representaciéon
matematica (proveniente de transformar una ecuacién
diferencial lineal de orden n al dominio de la frecuencia, en
condiciones iniciales cero) de las caracteristicas fisicas de un
sistema y se expresa como el cociente de la salida sobre
la entrada.

2.2 La variable compleja s es igual a un término real o
y a un ndmero imaginario w; por lo tanto, s = o + jw.

2.3 El eje real se asocia con la velocidad de respuesta
de un sistema con respecto a la posicién de su(s) polo(s)
dominante(s), mientras la parte imaginaria se relaciona
con la frecuencia angular de oscilacién del sistema.

2.4 Los parametros del sistema del inciso a) s
constante del sistema, K = 25; los ceros, z; = 4y 2z, =
—4; los polos, py = =1.5, p, = 3y pys=-1 ZJ.
El diagrama de polos y ceros se muestra enla ﬁgura 1.1
(donde el polo ubicado en s = =3 es un polo doble).

H 3

Pole -zero Map

2.5 T T T
2r X

Imag Axis
IS
o

—25 . . . . . . . .
-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

18]

Figura Il.1 Diagrama en el plano “s” (problema 2.4a).

La funcién de transferencia equivale a:

(s2-16)
249554 +385s3 4875241174675

G(s)=25

por lo que el sistema es estable.
Los pardmetros del sistema del inciso b) son:

K'=-2.5;los ceros son z , = £2j; los polos se localizan

enp;=0,p, =05, py = P4=_25YP56— prg=-14%
3j, por lo que el sistema es inestable.

2.5 Un polo dominante es aquel que ejerce el mayor
efecto en la respuesta transitoria del sistema, que es a la
vez el polo mas cercano al origen del plano s.

2.6 La transformada de Laplace convierte una ecuaciéon
diferencial lineal de orden n en una ecuacidén algebraica
(relacién de polinomios denominada funcién racional)
del mismo grado que el orden de la ecuacién diferencial
original:

dn dﬂ—1

d
a e g T =

m m—1
d—+b | d —— -+ +b, i+b r(t)
dem " g dt

con lo que al transformar al dominio s, se obtiene una
funcién racional:

Y(s) $"Hb, " b st
R(s)  s"+a, _,

n—=1_4 ...
s + +als+a0

Si el grado del polinomio del denominador es mayor o
igual que el grado del polinomio del numerador, se dice
que la funcién racional es propia. Si el grado del nume-
rador es mayor al grado del denominador, se trata de una
funcién racional impropia.

2.7 La constante del sistema es K = 6, hay un cero z =
—8 y su factor en s es (s + 8). Con respecto a los polos,
dos de ellos son reales distintos de forma p; = —4 y p,
= —6, y sus factores en s son (s + 4) y (s + 6), respecti-
vamente. Los polos restantes son complejos conjugados,
P34 =—4% 3j. Para determinar un polinomio cuadritico
especifico que contenga este par de raices se procede de
la siguiente forma: s = —4 + 3j, donde hay que eliminar
el nimero j, por lo cual se rescribe la ecuacién como
s+ 4 = 3j. Al elevar al cuadrado esta expresion, se tiene:
(s+4)°= (Sj)Z.Al igualar a cero el resultado, se obtiene la
expresion final: s + 8s + 25 = 0.

(s+38)

G()=6
(s+4)(s+6) (s? +85+25)

B 6s+48
s* 41853 +12952 4+ 44254 600

2.8 El término que hace no homogénea a una ecua-
cién diferencial es el miembro derecho de la ecuacién

diferencial:
d”y dnfly d
nﬁ+an_1 = t+eeta, == P +ay=>b )

y b,r(t) se interpreta como la entrada que se le aplica al
sistema.



2.9 Las funciones de transferencia son:

Y (s) 1
G = =
9 G R(s) 2495420
Y (s) s+2
by G(s)= =
) o0 R(s) s34+1552+715+105

2.10 La interpretacion del miembro derecho de:

d3 d? d d
— 15—+ 71— +105 |y()=| —+2 | r(¢
FTERTERRT! }y() |:dt }'()

es que al sistema se le aplica una entrada de 2r(t) unidades
mis la derivada de la entrada dr(t)/d t.

2.11 Una opcidn es utilizar division sintética, método

que es adecuado cuando las raices son enteras y reales.

Una alternativa es escribir el siguiente cddigo en Ma-
tlab:

>> num=[1 2]
>> den=[1 15 71 105];
>> printsys(num,den)
num/den =

s+ 2

N34+ 152+ 71 s+ 105

>> z=roots(num)

Z =
—2
>> p=roots(den)
P =
—7.0000
—5.0000
—-3.0000

siendo el cero, z; = =2, y los polos: p; = =3, p, =5y
p3=—7.

2.12 Las ecuaciones diferenciales asociadas a las funcio-
nes de transferencia son:

a)

>> num=[10];

>> den=conv(conv([1 1],[1 3]),[1 2 5]);
>> printsys(num,den)

num/den =

10

M+6"3+16s"2+26s5+ 15

siendo la ecuacion diferencial:

d* d3 d? d
—+6——+16 +26—+15 [y(1)=10r(¢)
|:dt4 de? dt? dt ]y

2

de* de3 dt dt

4 3 2
b) [d—+9d—+28d—2+551+75}y(t)=|:d—+6i+8

de?  dt

Transformada de Laplace

2.13 Las correspondientes funciones G(s) transforma-
das son:

1 4 1
G(s)=4e3 b G(s)=—+
) GE=4 =5 h) G=
0 Gs)= s . P G(S)zscosg—w;ene
52+ 2nr s“tw
T
e) G(s)= 2 + 4 + 4
(=13 =12 -1

2.14 Las correspondientes funciones transformadas g(t)
somn:

b) g(t)=5t+2>+2cos (4t)—(%)sen (41)

5 =3t/2

(t)zée_“/z——te

0 g 4

2.15 La descomposicién en fracciones parciales y la
respectiva transformacion inversa son:

1 3/4  3/4 3,3

a) G(s)=§—(5_1> R g(t)=1—zet+ze_ f

El c6digo en Matlab para obtener la descomposicién
en fracciones parciales es:

>> num=[1 -1 -3J;
>> den=conv([1 -1 0],[1 3])
den =
1 2 =3 0
>> [r,p,k]=residue(num,den)
r=
0.7500
—-0.7500
1.0000
p -
—3.0000
1.0000
0
k= ]

6524+265+8 -2 8s+14
b) G(s)=— > = +—
SP+452+145+20  s+2 0 (62 4+25+10)

g(ty==2¢721+8¢ "cos (3t)+2¢”  sen (31)

1052 +515+56 3 7 3
) G(s)= > = + —
2 +8524205+16  st+4 s+2 (s+2)?
}r(!)

g)=3e 4 +7e 21312
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2.16 Las soluciones de las ecuaciones diferenciales por
el método de la transformada de Laplace son:

a) Transformando la ecuacién diferencial

dy
L 43y=4U(t
PR (0

sY(5)+y(0)+3Y (s)=4/s para y(0) = 0. Al reagrupar,

4
© s(s+3)

()

Al descomponer en fracciones parciales y transformar
al dominio tiempo, se obtiene:

3

—2s5+4 4 10
P 0)=-2: Y(5)= H=———e!
ara y(0) () 6+ 3) y y)=3-75e¢

b) Al transformar la ecuacion diferencial

dy? dy
19 L 420y =8 (),
FIERRT y=01()

con y(0) =y'(0) = 0, reagrupando y descomponiendo en
fracciones parciales:

1 1

Y =
) s+4  s+5

y(t)=€74t—€75t

que es la respuesta del sistema a una entrada impulso

o(t).
¢) Al transformar la ecuacién diferencial,
dy? dy _dr 3 dr? dr

ﬁ+25+8y—ﬁ+3ﬁ+105+151’ (If)

y reordenarla, se obtiene una funcién racional impropia,
ya que el grado del polinomio del numerador es mayor al
grado del polinomio del denominador:

_ s94352+105+15
s2+25+8

Y (s)

por lo que se procede a efectuar el cociente, de donde
se obtiene:

Y(s)=s+1+ s+1+

242548 (s+1)2+7

7
y(t):%+3(t)+7f Pseny/ 7t

6s24+265+8

2.17 DPara el sistema: G(s)=
s2 4452 +145+20

el c6digo en Matlab para graficar sus polos y ceros se in-
dica a continuacion. El diagrama en el plano s se muestra
en la figura I1.2.

>> num=[6 26 8]; den=[1 4 14 20];
>> z=roots(num)

z=
—4.0000
—0.3333

>> p=roots(den)

p =

—1.0000 + 3.00001
—1.0000 —=3.00001
—2.0000
>> pzmap(num,den)
>> axis([—4.5 0.5 —4 4])

Pole Zero Map

+ i

3t X :

1

2t |

1

1t 1

E |

_______________ J

% 0 o X -] |

Eq} |

1

_2 | |

1

=3t X l

1

—4 . . s . s . . . H
—45—-4 35 -3 25 -2 -15 -1 =05 0 0.5

Real Axis

Figura 1l.2 Diagrama en el plano s (problema 2.17).

10

2.18 Para el sistema G(s)= >
(s+1D(s+3)(s”+25+5)

a) La respuesta al escalon se muestra en la figura I1.3.

>> num=[10];
>> den=conv(conv([1 1],[1 3]),[1 2 5])
den =
1 6 16 26 15
>> step(num,den)

b) La respuesta al impulso se muestra en la figura I1.4.
>> impulse(num,den)

Al integrar la respuesta al impulso, se obtiene la res-
puesta al escalon. Si se deriva la respuesta al escalén, se
obtiene la respuesta al impulso.
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Figura 1.3 Respuesta al escalén del sistema G(s).

Impulse Response

Amplitude

Time (sec)

Figura Il.4 Respuesta al impulso del sistema G(s).

2.19 Para resolver ecuaciones diferenciales con Matlab
se utiliza el comando dsolve, donde el simbolo D indica
la primera diferenciacion de la variable dependiente, D2 la
segunda diferenciacion de la variable dependiente, etcé-
tera. La combinacién de dsolve con el simbolo Dn (segin
el orden y la estructura de cada ecuacidn diferencial) per-
mite determinar su solucién con Matlab.

dy

4® 547 10,20 U(t) la sintaxis
dy - «
de? dt Y

para resolver la ecuacidn es:

Con respecto a:

y = dsolve(‘D2y+2*Dy+10y=2")

En caso de que existan condiciones iniciales, se escribe:
y = dsolve(‘D2y + 2*Dy + 10%y=2"Dy(0) = y,’)y(0) =
Yo)

Si no se declaran condiciones iniciales, el resultado se
muestra como una solucién general.

Transformada de Laplace

Para resolver la ecuacién correspondiente, se conside-
raran dos casos:

a) Condiciones iniciales iguales a cero: y(0) =0y y’(0) =
0.

>>% Condiciones iniciales y(0) = y’(0) = 0
>> y=dsolve(‘D2y+2*Dy+10*y=2",Dy(0)=0",y(0)=0")

y =

1/5=1/15%exp(—t) *sin(3*t)—1/5%exp(—t) *cos(3*¥t)

>> simple(y) % que es un comando que simplifica la
expresion resultante,

>> % en este caso, no es necesario utilizar tal comando.
1/5=1/15%exp(—t)*sin(3*t)—1/5%exp(—t)*cos(3*t)

ans =

>> % Comando grafico para presentar la variable depen-
diente y en un

>> % rango de valores en términos de la variable inde-
pendiente ¢

>> ezplot(y,[0 6])

>> % Comando para personalizar los ejes de la grafica.
>> axis([0 6 0 0.3])

La figura I1.5 muestra la grafica de la respuesta y(t)—t.

1/5—1/15 exp(—t) sin(3t)—1/5 exp(—t) cos(3t)

0 1 1 1

0 1 2 3 4 5 6
t
Figura 1.5 Representacion grafica de la solucion de la
ecuacién diferencial: dy?/dt® + 2dy/dt + 10y = 2U(t),
con todas sus condiciones iniciales iguales a cero.

b) Condiciones iniciales: y(0) = -2y y’(0) = 0.

>> %Condiciones iniciales y(0)= =2, y’(0)=0.

>> y=dsolve(‘D2y+2*Dy+10%*y=2","Dy(0)=0","y(0)=
)

y =

1/5=11/15%exp(—t)*sin(3*t)—11/5%exp(—t) *cos(3*t)

>> ezplot(y,[0 6])
>> axis([0 6 —2.2 1.2])
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La figura I1.6 muestra la grafica de la respuesta y(t)—t.

1/5—11/15 exp(—t) sin(3t) —11/15 exp(—t) cos(3t)

1 1 1

0 1 2 3 4 5 6
t

Figura 11.6 Representacién grafica de la solucion de la
ecuacion diferencial: dy?/dt? + 2dy/dt + 10y = 2U(t),
con condiciones iniciales: y(0) = -2y y'(0) = O.

En este punto, cabe hacer la siguiente aclaracion: la
entrada que se aplica al sistema que se somete a consi-
deracidn es del tipo escalén con magnitud de dos unida-
des; la razén de escribir r(t) = 2U(t), y no simplemente
r(t) = 2, es que, en forma analitica, el nimero 2 indica

una magnitud definida en el rango (—eo,e), y la transfor-
macién de Laplace que se utiliza para resolver ecuaciones
diferenciales (transformada unilateral de Laplace) se de-
fine para t 2 0.

Para asegurar que al sistema se le aplique una entrada
de tales caracteristicas, independientemente del tipo de
senal (escalon, rampa o parabdlica), la entrada por aplicar
se multiplicard por la funcién U(t), que de acuerdo con
las propiedades de la funcién escalén unitario:

0 para <0
U=

1 para t>0

La sefial definida para tiempos negativos se multipli-

card por cero, lo que hace nula la entrada en la region
negativa, mientras que para tiempos positivos, la entrada
se multiplicard por la unidad, por lo que en ¢ = 0 la mag-
nitud de la entrada permaneceri sin cambios:

0 para t<O0
2U(t) =
2 para >0
Por lo anterior, las siguientes entradas son validas:
by U(t), b, tU(t), by tZU(t),. etcétera, en tanto que los pro-
ductos anteriores no se interpretan en forma conven-
cional.



Modelos
matematicos de
sistemas fisicos

INTRODUCCION

Este capitulo presenta los principios para obtener modelos matematicos (en forma de
ecuaciones diferenciales lineales) que describan el comportamiento de diversos sistemas
fisicos. Se considera también el concepto de linealizacién de sistemas no lineales.

Contenido

¢ Introduccién al modelado de sistemas fisicos.

* Sistemas descritos por ecuaciones diferenciales de segundo orden.
e Sistemas mixtos.

¢ Sistemas interactuantes.

¢ Sistemas diversos.

¢ Sistemas lineales.

¢ Sistemas no lineales.

¢ Linealizacién.

e Matlab y Simulink en el modelado de sistemas fisicos.
¢ Problemas.

* Referencias del capitulo 3.

* Soluciones a los problemas del capitulo 3.

Objetivos

* Representar sistemas fisicos mediante ecuaciones diferenciales lineales de orden n.

* Introducir al estudiante a los sistemas no lineales y a la linealizacién.

* Analizar la aproximacién de Padé.

* Estudiar la aproximacién de funciones de transferencia a partir de las respuestas reales
de los sistemas.

+ Utilizar Matlab como herramienta de modelado de sistemas fisicos.
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3.1 INTRODUCCION AL MODELADO DE SISTEMAS FiSICOS

Uno de los aspectos mas importantes de la ingenieria es poder representar un fenémeno
fisico en forma matematica, ya que asi es posible llevar a cabo un anilisis cuantitativo del
sistema y determinar sus caracteristicas, su comportamiento y sus limitaciones; ademas,
en dado caso, también serd posible buscar alternativas para mejorar el funcionamiento
del sistema. Para dar este paso primero es necesario identificar la variable o las variables
que ocasionan el cambio en el sistema y después establecer una hipdtesis empirica o
basada en alguna ley fisica que permita representar al sistema en forma matematica.

Como punto de partida, se considera la ecuacién empirica propuesta por Newton
con referencia a la ley de variacién de temperatura de un objeto (ya sea calentamiento
o enfriamiento). Dicha ley establece que la variacién de temperatura de un cuerpo es
proporcional a la diferencia de su temperatura y la del medio que lo rodea (esto es, la
temperatura ambiente T, se considera como constante):

d—TocT—T
dt a
o bien:
dT
—=k(T-T 3.1
o =k(T-T,) 1)

donde k es una constante de proporcionalidad, la cual, por un lado, permite igualar las
magnitudes de ambos miembros de la ecuacién, pero también hace que coincidan di-
mensionalmente los respectivos miembros de la ecuacién; ademas, el namero k contiene
las caracteristicas propias de cada sistema.

<& EJEMPLO 3.1

Un liquido dentro de un recipiente esta a una temperatura inicial de 300 °F luego,
en el tiempo t = 0 el recipiente es llevado a una habitacién donde la tempera-
tura ambiente es de 70 °F y tres minutos después, la temperatura del liquido es de
200 °E A partir de esto habrd que obtener:

a) Una ecuacidn diferencial que indique el comportamiento del sistema.
b) La representacién grafica de la variacién de la temperatura del liquido con res-
pecto al tiempo.

Solucion:
a) La ecuacion diferencial que define al sistema es:

dT
= k(T — 70), para T(t=0) =300 y T(t = 3) = 200

La solucidn de la ecuacién (3.1) es: T(t) = Cek= )
La constante C = 230 se obtiene de la primera de las condiciones iniciales,
mientras que el namero k=-0.19018 (constante del sistema) se evaltia utilizan-

do la segunda condicién inicial.

T(t) = 230118 1+ 70



Figura 3.1
Representacién grafica
de la variacién de
temperatura de un
liquido que se enfria.

3.2

3.2.1

Figura 3.2
Circuito RLC.

Modelos matematicos de sistemas fisicos

b) La representacion grafica de la variacidn de la temperatura del liquido con res-
pecto al tiempo se muestra en la figura 3.1.

Variacién de temperatura de un objeto que se enfria

300

250+

[\®]
(=)
S

T (en °Fahrenheit)
X
=

100f

1 1

0 5 10 15 20 25 30

t (en minutos)

50 , :

SISTEMAS FiSICOS DEFINIDOS POR MEDIO DE
ECUACIONES DIFERENCIALES DE SEGUNDO ORDEN

En esta seccidn se presentaran tres modelos matematicos que tienen gran relevancia en
el analisis y el disefio de los sistemas de control: el sistema eléctrico, el sistema mecanico
de traslacién y el sistema mecanico de rotacion.

Las ecuaciones que se obtendran se basan en principios fisicos que permitirin desa-
rrollar un modelo matematico para cada uno de los sistemas en particular.

Sistema eléctrico RLC (resistencia-inductancia-
capacitancia)

La ecuacién de equilibrio del sistema eléctrico queda definida por la ley de Kirchhoff, la
cual establece que la suma algebraica de voltajes es igual a cero; pensemos en esto con

respecto al circuito RLC de la figura 3.2, al cual se le aplica un voltaje V(t),y se consi-
dera como la salida la corriente i(t).

Vi) i(r) Ve 40
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Los voltajes en la resistencia, la inductancia y el capacitor son:

. di 1 ¢t
Ve=Ri, VL—LE y VC—Ejot(u)du.

De acuerdo con la ley de Kirchhoff, la suma de los voltajes 1/, + 1/, + V- es igual a

vt):

L%+Ri+éj;i(u)du=vi(t) (3.2)

cuya funcién de transferencia es:

I(s) 1 1/s _ s

V. 1 1/s 1
i) Ls+R+— % L2+Rs+—
sC C

(3.3)

La ecuacién integro-diferencial (ecuacién 3.2) puede expresarse como ecuacién di-
ferencial al relacionar la corriente i con la carga ¢

y al sustituir la corriente i(t) por su equivalente, en términos de carga ¢(f), la ecuacién
(3.2) queda expresada como una ecuacidn diferencial de segundo orden en términos de
la carga q(t):

2
gl 1oy (3.4)

L
dit? dt C !

y al transformar al dominio s, la funcién de transferencia es:

Gloy=26) _ ! (3.5)

5 1
L+ R s+—
C

Las ecuaciones (3.2) y (3.4) no son iguales, aunque si equivalentes, ya que al resolver
la ecuacion (3.2) se obtiene una expresion para i(f) v, si se integra dicha variable, el resul-
tado se expresa en funcion de la carga q(t). De manera analoga, la solucién de la ecuacién
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(3.4) esta en funcién de la carga q(t), por lo que al derivar tal expresion, el resultado
queda expresado en términos de la corriente i(f).

La tabla 3.1 muestra las variables, los coeficientes, los simbolos y las unidades del sis-
tema eléctrico RLC.

Tabla 3.1 Sistema eléctrico.

Variables y
coeficientes Unidades
v Voltaje volts
i Corriente amperes
R Resistencia ohms
L Inductancia henrys
C Capacitancia farads

3.2.2 Sistema mecanico de traslacion (sistema masa-
resorte-amortiguador)

En esta seccidn se consideraran tanto el sistema libre oscilatorio (formado por un resorte
y una masa) como los sistemas amortiguados (compuestos de resorte, masa y amortigua-
dor); ambos comportamientos se relacionan con los sistemas mecanicos de traslacion.

3.2.2a Sistema masa-resorte (sistema libre oscilatorio)

Sea un sistema masa-resorte como el mostrado en la figura 3.3, del cual se obtendra su
modelo matematico.

Figura 3.3
Sistema masa-resorte
al que se le aplica una
fuerza f(t).

m % x(t)

El resorte, que tiene una longitud ! y una constante k, estd inicialmente en reposo,
seglin se muestra en la figura 3.4q).
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Figura 3.4
Comportamiento del
sistema masa-resorte
cuando se le aplica un
desplazamiento x(0) a
manera de condicion
inicial.

k
d ! I+
Punto de
a) Resorte en g equilibrio

reposo 206d|  gg  |joecmossceotbsocoogHocooos
/V[\ x(t)

b) Masa-resorte = ks a2

en equilibrio /T\

¢) Desplazamiento
de la masa x unidades

(diagrama de m
\1/ W= mg abajo del equilibrio

cuerpo libre)

Al resorte se le sujeta una masa m cuyo peso es W= mg. Puesto que existen dos fuer-
zas iguales, pero de sentido contrario, el sistema alcanza el equilibrio segiin se indica en
la figura 3.4b).

Se considerard que el desplazamiento de la masa hacia abajo del equilibrio es positivo
y que el desplazamiento de la masa hacia arriba del reposo es negativo. A partir de la
segunda ley de Newton: ma = f . donde f, . es la suma algebraica de f= ks (ley de
Hook) y de W= mg:

d>x
ma=f .., mﬁ=mg—ks=0

como las fuerzas W= mgy f= ks son iguales, pero de sentido contrario, se anulan entre
si, por lo que el sistema alcanza el reposo (figura 3.4b).

Para romper el equilibrio del sistema, hay dos posibilidades: la primera de ellas seria
aplicar una fuerza externa f(t), o bien, la segunda posibilidad es que, sin ejercer ninguna
fuerza, al sistema se le pueden aplicar condiciones iniciales; esto es, en el tiempo ¢ = 0 se
desplaza la masa hacia abajo (x(0) > 0) o hacia arriba (x(0) < 0) del punto de equilibrio
y/0 a la masa se le aplica una velocidad inicial hacia abajo (x'(0) > 0) o hacia arriba
(x"(0) < 0) del punto de equilibrio. Como la funcién de transferencia supone hacer cero
todas las condiciones iniciales, en esta Gnica ocasién no se despreciarin tales condiciones
iniciales para observar su efecto sobre el sistema.

Al desplazar la masa hacia abajo del equilibrio una distancia x(0) > 0, el sistema deja
de estar en reposo, seglin se muestra en la figura 3.4¢ lo anterior queda expresado en la
siguiente ecuacion:

ol t0lx=0 (3.6)

donde
W= (3.7)
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El nimero w (en radianes/segundo) es de gran importancia en el analisis, ya que in-
dica la frecuencia angular de oscilacion del sistema.

<& EJEMPLO 3.2

Para cierto sistema masa-resorte definido por:
d2x

—— +36x=0

dt

obtenga y grafique el desplazamiento x(t) de la masa para las siguientes condicio-
nes iniciales:

b) x(0) =07y x'(0) =3 cm/seg.
¢) x(0) =4 cm y x'(0) = —20 cm/seg.

Solucion:
a) Al transformar la ecuacidn diferencial y reordenando:

2 X(s) = s x(0) = x"(0) + 36 X(s) =0 conx(0)=5 y x'(0)=0

5s
x()(2+36)=5s,  X(s)=
© ©= 2 3%

x(t) =5 cos (6¢)

La figura 3.5a representa el desplazamiento x(t) de la masa m, la cual nos in-
dica que la masa en el tiempo ¢ = 0 se suelta desde un punto que estd cinco
unidades abajo del punto de equilibrio.

Figura 3.5a Grifica de x(t)=5 cos(6¢)
Gréfica de 6 T T
|

x(t) =5 cos (6t).

1 1
I I I
. :
I I I 4\
L ‘ :
)| M LI B R
| | |
< o\ 1
£ W A i v [
_2 I I
I I I I
: A
—4 N I §
2NN <A R A
=6 Il Il Il Il Il Il Il Il |
0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5

b) En este caso, después de transformar la ecuacién diferencial y sustituir la condi-
ci6n inicial respectiva, se obtiene:
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Figura 3.5b
Grafica de
x(t) =-0.5 sen (6t).

La figura 3.5b representa el desplazamiento x(t) de la masa, mientras la gra-

fica indica que en t = 0, ésta se encuentra en el reposo, pero se le aplica una
velocidad inicial hacia arriba.

Grifica de x(t)=—0.5 sen(6¢)

T
i

T
i

¢) La figura 3.5¢ muestra el movimiento de la masa m, el cual consta de compo-

nentes iniciales de desplazamiento y velocidad diferentes de cero, de ahi que
x(t) esta dado como:

x(t) = 4 cos (6t) — 3.333 sen (6¢)

La expresién anterior puede representarse de forma mas simple, tanto para
interpretarse como para graficarse; sea la expresion general:

A cos (wt) + Bsen (wt) = C cos (wt — ) (3.8)
donde
C=vA2+B? (3.9)
Yy ¢=tan"! (%) (3.10)
x(t) = 5.206 cos (6t — 219.80°)

La ecuacién (3.8) indica una amplitud resultante C, obtenida por medio de
la ecuacidn (3.9), asi como un desfasamiento de la senoide, dado como ¢ y que
se evalta utilizando la ecuacién (3.10).



Figura 3.5¢
Gréfica de x(t) = 5.206
cos (6t —219.80°).

3.2.2b

Figura 3.6

Sistema amortiguado
formado por: masa-
resorte-amortiguador.

Modelos matematicos de sistemas fisicos

Grifica de x(t)=4 cos(6t)—3.333 sen(5¢)
¥
i

Como conclusién de la seccidn, diremos que las graficas de las figuras 3.5a, b y ¢
muestran un comportamiento libre oscilatorio, lo cual no ocurre en la realidad, ya que
el movimiento de la masa tiende a decrecer y a hacerse cero cuanto t—>oo; esto es, la
ecuacion (3.6) habra de modificarse agregandole un componente adicional, es decir, un
factor de amortiguamiento.

Sistema masa-resorte-amortiguador (sistema amortiguado)

Para obtener un modelo matematico més proximo a la realidad, se introduce una fuerza
de amortiguamiento f g, la cual es proporcional a la velocidad instantinea:

dx
fB: E

En este caso, se supone una friccién denominada viscosa, la cual presenta una fuerza
que frena el movimiento en forma proporcional a la velocidad instantinea. De esta ma-
nera, al agregar f g a la ecuacion (3.6), se obtiene:

(3.11)

que es la ecuacién diferencial que define un sistema masa-resorte-amortiguador (o sis-
tema amortiguado), al cual se le aplica una fuerza externa f(¢);lo anterior se muestra en
la figura 3.6.

—
amortiguador
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La ecuacién (3.11) puede expresarse en términos de velocidad v(f) en lugar del des-
plazamiento x(t); ambas variables pueden relacionarse mediante la expresion:

dx
v=—
dt

de modo que al integrar la ecuacién anterior:
t
x= JO v(u) du

y al sustituir v(f) en la ecuacién (3.11) se obtiene una ecuacidn integro-diferencial en
términos de la nueva variable dependiente v(f). Esto queda expresado por la ecuacién
(3.12).

dv t
mE?+Bv+KkVWMu=f@ (3.12)

Las funciones de transferencia de las ecuaciones (3.11) y (3.12) son:

_ X(s)= 1
Ge= F(s) ms>+Bs+k G.13)
Goy=28) - S (3.14)

Como se recordara de las secciones 2.4.3 y 2.4.4, la funcién de transferencia de la
ecuacién (3.13) se puede relacionar con la ecuacién (3.14) al multiplicar (3.13) por s, ya
que en el dominio tiempo corresponde a derivar el desplazamiento x(t), que es precisa-
mente la velocidad v(t).

De manera aniloga, si se integra la velocidad, esto es, la ecuacién (3.14), y se divide
entre s, se obtiene el desplazamiento x(t) dado por la ecuacién (3.13).

La tabla 3.2 muestra las variables, los coeficientes, los simbolos y las unidades del sis-
tema mecanico de traslacion, esto es, un sistema masa-resorte-amortiguador.

Tabla 3.2 Sistema mecanico de traslacion.

Unidades
Variables y Unidades Sistema
coeficientes Sistema inglés internacional
5% Distancia pies m
v Velocidad pies/seg m/seg
a Aceleracién pies/ seg2 m/ seg2
f Fuerza Lb Nw
m Masa slug Kg
B an(igret?;zr:seiio b/ (ft/seg) Nw/(m/seg)
L Constante del Tofies Nw/m

resorte




3.2.3 Sistema mecanico de rotacidn
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Los sistemas mecanicos de traslacién y rotacién (figura 3.7) son muy semejantes, salvo
que se consideran variables de rotacion. Las siguientes ecuaciones se expresan en térmi-
nos de desplazamiento angular, ecuacién (3.15) y de velocidad angular, ecuacién (3.16).

Figura 3.7
Sistema mecanico
de rotacion.

29 do

]27+b—+k0=7(t)

dt

]Cil—{;)+bw+KJ.(;w(u)du=T(t)

(3.15)

(3.16)

La tabla 3.3 indica las variables, los coeficientes, los simbolos y las unidades del sistema

mecanico de rotacidn.

Tabla 3.3 Sistema mecanico de rotacion.

Variables y

coeficientes

Unidades
Sistema inglés

Unidades
Sistema
internacional

Desplazamiento

0 rad rad
angular

® Velocidad angular rad/seg rad/seg

o' Aceleracién angular rad/seg’ rad/seg’

T Torque Ib-pie Nw-m

J Momento de inercia slug-pie? Kg-m?

b Coefjlment? de Ib-ft/ (rad/seg) Nw-m/(rad/seg)
amortiguamiento

K STl Ib-pies/rad Nw-m/rad

torsion

Las funciones de transferencia de las ecuaciones (3.15) y (3.16) son:

1

(3.17)

(3.18)
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3.3 SISTEMAS INTERACTUANTES

Sea el sistema mostrado en la figura 3.8, el cual consta de varias masas interconecta-
das con elementos (resortes y/o amortiguadores) propios y/o compartidos con otra(s)

masa(s).
Figura 3.8 ) il ) 43
Sistema mecanico | < I > < I éle
interactuante de traslacion. ky k, ks
T \AAAS ] T \AAAS ]
fity fity) iy

L

Se pretende obtener el conjunto de ecuaciones diferenciales que definen al sistema.

<& EJEMPLO 3.3

Para el sistema que se muestra en la figura 3.8, obtenga el conjunto de ecuacio-
nes diferenciales del sistema considerando cero todas las condiciones iniciales. Tal
modelo supone interaccidon entre elementos: flujo bidireccional entre variables o
acoplamiento finito entre cargas.

Solucion:
El sistema de la figura 3.8 consta de tres masas: m,, m, y mis, las cuales tienen ele-
mentos interconectados, ya sean propios y/o compartidos. Partiremos de este hecho
para obtener el conjunto de ecuaciones diferenciales que definen al sistema.

Con respecto a la masa m, su diagrama de cuerpo libre se muestra en la figura

3.9.
Figura 3.9 %
Diagrama de cuerpo libre L H L
para la masa m 1% 1(x1=%)
1
m d’x)
A L Sl
<— >
B, dx ‘&& B> di (3,-x,)
dt t

La masa m, tiene como elementos propios al resorte k, y al amortiguador 3,
descritos, respectivamente, como:

fk1=k1x1 y fﬁ1 =317

Con respecto a los elementos compartidos entre las masas m, y m,, estan el
resorte k, y el amortiguador B,:
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d
sz =k2(x1—x2) Yy fﬁz =Bzz(x1_x2)

Puesto que la variable dependiente asociada a la masa m, es el desplazamiento
x,(t), cuando algtin elemento esta compartido con otra masa, se considera una
diferencia neta de desplazamientos (x, — x,) dando prioridad a la variable depen-
diente asociada a la masa bajo consideracion. Finalmente, a la masa m, se le aplica
una fuerza externa f(t).

De las consideraciones anteriores, para la masa my, se tiene:

dle dx,
m17+,817+k1x1+
d —_—
+B2%(x1_x2)+k2(x1_x2)_f(t) (a)

Para la masa m, se establece la siguiente ecuacion:

d’x, d
mz—dt2 +Bza(x2 —x1)+l€2(x2 —x1)+
d —_—
B3E(x2—x3)+k3(x2—x3)—0 (b)
y para la masa m;;:
d2xy d
m —+B3E(x3—x2)+k3(x3—x2)=0 (c)

3 42

Al transformar al dominio s las ecuaciones (a), (b) y (c), y reordenindolas, se
obtienf? una expresién para las salidas X (s), X,(s) y X;5(s), que representan los des-
plazamientos respectivos de cada una de las masas:

1
X, (s)=F(s) +
! mys2+(B+By)s+(k, +ky)
X, (9 kbl @
2 m 24 (BB, s+ (k)
P B25+k2
S)= K
2 2 (B, +By) stk k)
+ X, (s Bysths (e)
2By +By)s+(ky k)
B.s+k
X 4(5)= X (s) —o——— ()

2
mys“+Bys+ky
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3.4 SISTEMAS HiBRIDOS

3.4.1

Figura 3.10

Solenoide formado por un
circuito eléctrico y un siste-
ma mecanico de traslacion.

Los sistemas denominados hibridos son aquellos compuestos por elementos eléctricos
y mecanicos (ya sean de traslacioén o rotacidén), lo que da como resultado el solenoide y
el motor de CD.

Solenoide

Un solenoide esta formado por un circuito eléctrico, un acoplamiento electromecanico
(transductor) y un sistema mecanico de traslacidn, segin se muestra en la figura 3.10.

Para obtener el modelo matematico del solenoide, se consideraran tres etapas: un
circuito R-L, la transduccién (conversion de energia eléctrica a mecanica) y la parte
mecanica de traslacion.

1. Parte eléctrica:
Consta de una bobina de inductancia Ly una resistencia R:

di
L—+Ri=v(t 3.19
TARi=0() 319
O
o—
> D)
V(t)T i d C
L, R
N
b
k
cuya representacion en el dominio s es:
19 =V(9)—, (3.20)
)=V(s)—— .
Ls+R

2. Acoplamiento electromecanico:

Un solenoide polarizado produce una fuerza electromotriz proporcional a la corriente
en la bobina; la siguiente ecuacién indica la conversién de energia eléctrica a energia
mecanica:

f=Ki (3.21)

donde el nimero K, (Nw/amp) es la constante del solenoide. Si se transforma la ecua-
cion (3.21):

F (s)=K I(s) (3.22)
3. Parte mecanica de traslacion:

Consta de una masa m, la cual tiene rozamiento b con el envolvente de la bobina, y un
resorte (con constante k), el cual restablece la posicidon original de la masa una vez que
cesa la excitacion v(t):



Figura 3.11

Diagrama de bloques
de los componentes del
solenoide.

Figura 3.12
Diagrama de bloques
simplificado del solenoide.

Figura 3.13
Masa M sujeta a un
solenoide.
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mdi+b—+kx=f(t) (3.23)

a la que le corresponde la siguiente expresion en el dominio s:

1
= S — 3.24
X F(S>m52+bs+k 029

La representacién en bloques de las ecuaciones (3.20), (3.22) y (3.24) se muestra en
la figura (3.11).

V(s) I(s) E(s) X(s)
1 K 1 ~
Li+ R g ms2 + bs + k
lfart-e Transductor Pa’rtf?
eléctrica mecanica

Cuando el flujo de informacién entre elementos es unidireccional, se dice que entre
bloques existe una impedancia infinita (que impide la bidireccionalidad de informacién
o interaccién entre componentes). Esto permite simplificar la configuracién de los blo-
ques de la figura 3.11 (bloques en serie, capitulo 4, seccién 4), de donde se obtiene la
representacion equivalente mostrada en la figura 3.12. La desventaja de dicha simplifica-
cién es que las variables intermedias I(s) y F(s) se pierden.

V(s) K X(s)
— —

(Ls+R) (ms% + bs + k)

La ecuacion diferencial equivalente asociada a la figura 3.12 es:

3 2
dt3 \m L )d¢2 \m mL )dt Lm :

<& EJEMPLO 3.4

Simule el comportamiento del solenoide al cual se le acopla una masa M, segin
se muestra en la figura 3.13. Considere que la fuerza contraelectromotriz que se
genera en la bobina es proporcional a la velocidad instantinea. Los datos se dan a
continuacién:

, v(t)

el

HlCaty’

J
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Figura 3.14
Representacion de la parte
eléctrica del solenoide.

aplicaciones y simulacion con MATLAB

Caracteristicas:
L=0.1hy R=0.250 K,=0.45 v/(m/seg)
m=0.15 Kg M=5Kg K}=O.45 Nw/amp
k=0.8 Nw/m v=>5v
Solucion:
1. Parte eléctrica:
Ldi+R'+ () (3.26)
— i+v, =v .
dt v
donde
dx
v, =K, o (3.27)

es el voltaje de la fuerza contraelectromotriz proporcional a la velocidad instan-
tanea. Al sustituir la ecuacién (3.27) en la ecuacién (3.26) y reordenando:

d_ 1 _piok By (3.28)
dt L v df

El circuito eléctrico asociado a la ecuacidn (3.26) se muestra en la figura

3.14.

R L v,

() ——— it)

. Acoplamiento electromecanico:

6 = Kfi(e) (3.29)
. Parte mecanica:
(m+M)dz—x+bd—x+kfx=f(t) (3.30)
a2 dt '

Al considerar que el amortiguamiento b = 0, sustituimos la ecuacion (3.29)
en la ecuacion (3.30) y reordenamos:
d%x 1

S ) (3.31)

Las ecuaciones (3.28) y (3.31) se representan en Simulink, segin muestra la
figura 3.15, con la finalidad de llevar a cabo una simulacién del sistema acopla-
do a una masa M.

Nota:
Aunque es posible introducir el valor de los coeficientes del sistema en Simu-
link, éstos se escribiran desde Matlab;se llevaran a cabo extracciones del modelo
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en forma de funcién de transferencia, o bien, se cambiarian los coeficientes

desde Matlab.

Figura 3.15
Representacion en

Simulink de las
ecuaciones (3.28) y
(3.31).

v = 5 volts

L

Ejemplo 3.4

v(t) =5v

R = 0.25 ohms
L=0.1hy

Kv = 0.45 v/(m/seg)
m=0.15 Kg
M=5Kg

k=0.8 Nw/m

Kf = 0.45 Nw/amp

x(t)

N~

1/(m + M) Integrador 2

Integrador 3|  Scope

El cddigo escrito previamente en Matlab, para que pueda ejecutarse el archivo

de Simulink (véase el apéndice A2), es:

>> y=5; [=0.1; R=0.25; m=0.15; M=5; k=0.8;

>> K =0.45;

La figura 3.16 muestra graficamente el comportamiento del sistema.

Figura 3.16
Simulacion del comporta- 20
miento del solenoide.

15

10

S [ | |

50
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3.4.2

3.4.2a

Figura 3.17
Motor de CD controlado por
corriente de campo.

Motor de CD

Un motor de CD es un dispositivo formado por un circuito eléctrico y un sistema
mecanico de rotacién. Su finalidad es la de proporcionar torque a una carga. En esta sec-
ci6n se consideraran dos versiones del motor de CD: aquél controlado por corriente de
campo vy el correspondiente controlado por corriente de armadura. Ademas, se incluira
una entrada adicional a la entrada de referencia, esto es, una entrada de perturbacién,
que equivale a una entrada no deseada, pero inevitable, y se analizara su efecto sobre el
sistemna.

Motor de CD controlado por corriente de campo

En este caso se supondra un motor de CD controlado por corriente de campo. La figura
3.17 muestra el diagrama respectivo.

w,0

vt)

friccion

El motor de CD es un dispositivo que proporciona energia, a manera de torque, a una
carga. La funcidén de transferencia del motor se establece como una aproximacion lineal
de un motor real.

Para obtener el modelo matematico del motor de CD se considerarin tres etapas: la
primera consta de un circuito R-L, a continuacién viene la etapa de transduccion y pos-
teriormente un sistema mecanico de rotacidén con carga acoplada. El voltaje de entrada
v (t) se aplica a las terminales de campo.

1. Parte eléctrica:
Consta de una bobina de inductancia Ly una resistencia R :

di

c

Cdt

L.—+R_i =v_(0)

cuya representaciéon en el dominio s es:

IC(S)II/((S)m (332)
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La representacidn en bloques se muestra en la figura 3.18a.

Figura 3.18a V(s) I(s)
Representacién en L >
bloques de la ecuacién sL, + R,
(3.32).

2. Acoplamiento electromecanico:
El flujo ® en el entrehierro del motor es proporcional a la corriente de campo i, de
manera que:

=K i

cc

El par o torque T, desarrollado por el motor se relaciona en forma lineal con el flujo
® y con la corriente de armadura i :

T, =K, i()K,i(l)

m

Haciendo constante a la corriente de armadura i, la corriente de campo i_se consi-
dera como entrada, con lo que se obtendrd gran amplificacién de potencia:

T (9)=(K, K 1) (s)=K, I(s) (3.33)

m m ¢

donde K, es la constante del motor.
El torque T, (s) del motor se aplica como torque T (s) a la carga; sin embargo, ésta
también recibe un torque de perturbacién Tp(s) (como entrada indeseable, pero inevita-

ble):
T (s)=T.(s)+ Tp(s) o T()=T,(s)— Tp(s) (3.34)
La representacion en bloques de las ecuaciones (3.33) y (3.34) se muestra en la figura
3.18b.
Figura 3.18b T,(s)
Representacion en
bloques de las ecuaciones 1) T (6) — T

(3.33) y (3.34).

+

3. Parte mecanica de rotacién (carga):
El torque T (s) aplicado a la carga, que es basicamente un sistema de rotacion, produce
un desplazamiento angular © (s):

O()=T L

C(S)m (335)
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Figura 3.18c

Bloque correspondiente al
componente de rotacion
(carga).

Figura 3.19

Diagrama de bloques del
motor de CD controlado por
corriente de campo.

3.4.2b

y la figura 3.18c representa en bloques las ecuaciones (3.34) y (3.35).

T

T, W/ T 1 e
+ Js2 + bs

La conexién entre los bloques de las figuras 3.18a, 3.18b y 3.18¢ se muestra en la
figura 3.19. La funcién de transferencia resultante de la combinacién motor-carga, al
hacer cero la entrada de perturbacion, es:

K
) (3.36)
V() (sL_+R)(Js?+bs)

La funcién de transferencia que asocia la entrada de perturbacién con el sistema, ha-
ciendo cero el voltaje de campo V(s), es:

T
Z0) 1 16 T, \/ T 1 )
sL.+ R, K o Js2 + bs
0w ____ 1 (3.37)
Tp(S) (Js>+bs) '

De las ecuaciones (3.36) y (3.37), se concluye que la respuesta total del sistema @ (s)
esta dada por:

K 1
O@)=V 1 -T (5)——
(G)=Vele) (SLC+RC)(]52+bs) p(S) (Js2+bs)

(3.38)

Motor de CD controlado por corriente de armadura
El motor de CD controlado por corriente de armadura i, supone una corriente de cam-

po i constante, por lo que el torque del motor esta expresado por:

T, (5)=(K,K I)I (=K, I (s) (3.39)

La corriente de armadura i_ se relaciona con el voltaje de entrada aplicado a la arma-
dura por:

V. (s)=(sL,+R )1 (s)+V,(s) (3.40)

donde V/,(s) es el voltaje de la fuerza contraelectromotriz, que es proporcional a la velo-
cidad w(s) del motor:
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V,(5)=K, o (s) (3.41)
De acuerdo con las ecuaciones (3.40) y (3.41), la corriente de armadura sera:

V()= K, w(s)

I(s)= L +R. (3.42)
Utilizando las ecuaciones (3.34) y (3.35):
T(s)=T,(s)— Tp(s) (3.34)
1
O6)=T (5)——— .
O=T.0 575 (3.35)

La figura 3.20 muestra las relaciones del motor de CD controlado por corriente de

armadura: ecuaciones (3.42), (3.34), (3.35) y (3.39).

Figura 3.20 T (s)

Diagrama de bloques del
motor de CD controlado
por corriente de Va9 K, T(s) 1 @@ | 4
armadura. | SL, + R, s+ b s

<© EJEMPLO 3.5

Represente en Simulink el comportamiento de un motor de CD controlado por
corriente de armadura considerando el torque de perturbacién nulo, cuyos datos
se dan a continuacion:

L,=0.5hy R, =10

J=0.08 Kg-m? b= 0.2 Nw-m/(rad/seg)
K, =0.01 Nw-m/amp K, =0.01 v/(rad/seg)
v,=5v Tp=0Nw—m
Solucion:

Las ecuaciones a utilizar son:

di
Lad—:+Ra i +V,(O=v ()
donde
V()= K, (1
di. 1 ,
—= L_[_ R i —K,o()+v, (t)] (3.43)

a
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El torque del motor relacionado con la corriente de armadura es:

T (=K, I/(t),

m

por lo que la carga expresada en términos de la velocidad angular, ecuacién (3.35),
da por resultado:

d—“’=l[—bw+1< i] (3.44)
dt J m a

Las ecuaciones (3.43) y (3.44) son las que se representan en Simulink, segtin se
muestra en la figura 3.21.

El c6digo escrito previamente en Matlab para que logre ejecutarse el archivo de
Simulink es:

>> va=5; La=0.5; Ra=1;J=0.08; b=0.2;
>> Km=0.01; Kb=0.01;

Figura 3.21 Ra
Representacién en Simulink Ra L
de las ecuaciones (3.43) y |
(3.44). d ia/ dt ia?)
L |— .w 1 Ejemplo 3.5
+ : va(t)=5v
> (— 1/La  Integrador Ra = 1 ohms
La= 0.6 hy
Kb = 0.01 v/(rad/se
va = 5 volts K J=0.08 Kg '(m/\Z .
R b= 0.2 Nw/m
Km = 0.01 Nw - m/amp
dw/dt &
S S, S g B =
>| - 1/] Integrador 2 Scope
b
—@4—
Kb

La figura 3.22 muestra grificamente el comportamiento del sistema.
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3.5 TRANSMISORES DE ENERGIA

Los dispositivos denominados transmisores de energia, como transformadores eléctricos,
palancas (sistemas mecanicos de traslacién) y engranes (sistemas mecanicos de rotacion),
pueden verse como elementos de acoplamiento para lograr la maxima transferencia de

energia.
Figura 3.22
Simulacion del comporta- w(t) . . . .
miento del motor de CD | i i 1
| | | |
controlado por corriente 025} ------- Ao Lo——oooaa L ;
de armadura. i i i i
L B e
| | | |
) 1 ! |
R et EEEEEEE
l l l l
01—/ _ S . I Ao ]
| | | |
0.05 --/---- e Fommm s e R
| | | |
0 i i i i
0 10 20 30 40 50

3.5.1 Transformador

Primero se considerara el transtormador eléctrico (figura 3.23), ya que la forma en la
que se obtienen sus ecuaciones se relaciona con los engranes, de suma importancia en
los sistemas de control.

Figura 3.23
Transformador eléctrico.

iy (f)

Circuito primario Circuito secundario

Las relaciones entre los voltajes v, y v,, las corrientes i, e i, y los nimeros de vueltas
N, y N, en el primario y secundario del transformador son:

v, N2
v, N,
(3.45)
i, N,
i N,

97
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Asi, las ecuaciones del primario y del secundario son, respectivamente:

di
1 ,
L1Z+R111+V1:V(t) (3.40)
y
di2 ,
L2w+R212+1}2=0 (347)

De las ecuaciones (3.45), v, se escribe en términos de v, e i, en funcion de i;:

N, N,y
v, =V T e i, =—i,— (3.48)
N, N,
Ast, al sustituir (3.48) en (3.47):
2 2
Ny diy Ny
ol | TR — | 1=y (3.49)
N, dt N,

De esta forma, las variables del secundario (i, y v,) quedan expresadas en términos
de las variables del primario (i; y v,), de manera que sustituir la ecuacién (3.49) en la
ecuacién (3.46) equivale a reflejar el secundario hacia el primario:

2 ) 2
L, + N L,|——+|R+ N R, i, =v(l) (3.50)

Los términos de la ecuacién (3.50), que contienen al coeficiente (]\]1/]\]2)2 corres—
ponden a elementos que pasaron del secundario al primario; la figura 3.24 muestra el
circuito equivalente.

Figura 3.24 R, L,
Circuito equivalente del
transformador. - 2
—> %
iy(1) L,
b L N, i
v(t) C) B 5
N,
N,

Circuito equivalente

3.5.2 Engranes

Los engranes y las bandas que estin sobre una polea son dispositivos mecanicos que
transmiten energia desde una parte del sistema a otra, en una forma tal que se alteran la
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fuerza, el par, la velocidad y el desplazamiento angular. La figura 3.25 ilustra dos engranes
acoplados; la inercia y la friccidn de los engranes se despreciarin momentineamente en
el caso ideal considerado.

Para obtener el circuito equivalente de la figura 3.25, se procederd de manera aniloga
al transformador analizado en la seccién 3.5.1.

Figura 3.25

Sistema mecénico de
rotacion acoplado con
engranes.

Las relaciopes entre los torques 7, y 7,, los desplazamientos angulares 6, y 6, y los
ntmeros de dientes N; y N, de los engranes son:

T2 _ N2
TN
(3.51)
Ne_ O
N1 02
Asi, las ecuaciones del primario y secundario son, respectivamente:
d20 i do ,
J17+317+71=’T (352)
d20 5 e,
J27+327+72:O (353)
De acuerdo con las ecuaciones (3.51), 7, se escribe en términos de 7,y 6, en funciéon
de 0,:
N2 N1
T, =T, y 0,=-60,— (3.54)
Nl N2
Al sustituir (3.54) en (3.53) y al reordenar:
2 2
N, d%, N, | d6,
| —4 — | —=7 3.55
B e o et (3.55)

2 2

. N, %0, N, g,

At N 15 e H B+ — | By| =7 (3.56)
2
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Figura 3.26
Sistema equivalente con la
carga reflejada al primario.

Figura 3.27

Sistema de engranes

en donde se reflejara el
secundario hacia el primario.

Los términos de la ecuacién (3.56) que contienen el coeficiente (N,/ N2)2 son ele-
mentos que pasaron del secundario hacia el primario; en la figura 3.26 se aprecia el
circuito equivalente de la figura 3.25.

T

I 2 2

< EJEMPLO 3.6

Obtenga el circuito equivalente y la funcién de transferencia resultante para el
sistema mostrado en la figura 3.27, para lo que hay que considerar:

a) Masa despreciable de los engranes.

Solucion:

El circuito equivalente se obtiene de la ecuacion (3.56), que anula los términos
inexistentes en la figura 3.27, por lo que a los términos que provienen del secun-
dario se les afiadira el coeficiente (IN,/ NZ)Z:

N, ? %9, N
= —+| B, +
N, J2 dt? Ay

1

Jit

a) Masa despreciable de los engranes:
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b) Masa no despreciable de los engranes:
A los engranes se les asociard su correspondiente momento de inercia, J; ¥ Jxps

respectivamente, lo que da por resultado:

2 2
N, a*0, (N, 6,
+ — - ) —— | — | B—=7
U N, (J Iz dt2 N, dt
2
Sih B | < | 8
i hacemos: = — y
equiv N2
2
Nl
Jequv =] In1 ¥ INR (J+JN2)’
2
la funcidén de transferencia correspondera a:
O 1

Como opcidn de transmision de energia, la rotacidn se convierte en traslaciéon me-
diante el sistema mostrado en la figura 3.28, donde r es el radio del engrane, 6 el movi-

miento angular, y x el desplazamiento de traslacioén resultante:

x=r0 (3.57)

Figura 3.28

Conversion de

movimiento de rotacién

a movimiento de traslacion.

3.5.3 Palanca

La palanca mostrada en la figura 3.29 transmite las fuerzas y el movimiento mecanico de
traslacion. Las relaciones entre las fuerzas f y f,, los desplazamientos x, y x,, asi como

las distancias d; y d, se indican en las ecuaciones (3.58):

=Ly -t (3.58)
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Figura 3.29 a1 )
La palanca como transmisor
de movimiento de traslacion. G : 3
h b

<& EJEMPLO 3.7

Para el sistema mostrado en la figura (3.30), obtenga una representacién en Simu-
link de la ecuacidn diferencial que define al sistema.

Figura 3.30
Sistema masa-resorte-
amortiguador acoplado

a una palanca. : :

3

Caracteristicas:

f1=5Nw m=7Kg
d=07m b =3 Nw/(m/seg)
d,=13m k=4 Nw/m
Solucion:

De la ecuacién (3.58), se escribe la respectiva representacion del sistema (véase el
apéndice A2 para representar ecuaciones diferenciales en Simulink):

1
e R
m xz

La figura 3.31 muestra el resultado de representar (a) en Simulink.



Figura 3.31
Representacién en
Simulink de la ecuacion:

d2x2 _
dt?
1 ax, 0.7
—|322-4x, - ZZ(5)|.
7173 e 13 )]

Figura 3.32
Simulacion del comporta-
miento de una palanca.
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mux
d"2x/dt dx/dt
L ]
J_ >" - % 1
dy/d - . : Scope
: o 1/m Integrador 1|Integrador 2 P
Ejemplo 3.7 b
f1=5 Nw
m=7 Kg -
b=3 Nw(m/seg)
k=4 Nw/m L
d1=0.7 m |
2=13m A <

El cédigo escrito previamente en Matlab para que pueda ejecutarse el archivo
de Simulink es:

>> f1=5;
>> m=7;
>> b=3;
>> k=4;
>> d1=0.7,
>> d2=1.3;

La figura 3.32 muestra graficamente el comportamiento del sistema; con un
multiplexor (“mux”, que permite representar simultineamente dos o mas sefales)
se grafica tanto la entrada constante de 5 N'w como el desplazamiento x,(t), cuyo
valor de estado estable es de —0.7015 m.

6 T T T T T
I I I I I
I I I I I
i i i i i
| TN
| | | | |
I I I I I
I I I I I
I
(/) S . J PR A [ S e 4
i i i i i
I I I I I
D
e R S et e e St
I I
I I I ]
I ] I I
I I I I I
I I I I I
_2 i i i i i
0 2 4 6 8 10 t
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3.6 POTENCIOMETRO

Figura 3.33a
Simbolo del potenciémetro.

Figura 3.33b
Potenciémetro de rotacion.

Figura 3.33c
Potenciémetro de traslacion.

El potencidémetro, cuyo simbolo se muestra en la figura 3.33a, es un elemento que queda
descrito por una ecuacién diferencial de orden cero, esto es, por medio de una relacién
algebraica, en donde el voltaje de salida 17 es proporcional al desplazamiento del cursor
del potenciémetro, el cual puede ser de rotacién (figura 3.33b) o de traslacion (figura

3.330).

cursor

banda
metalica
1 3 2
<>
———————————— > cursor
L 1T—7 "| ~banda
V -7 i metalica
N\ \AAN—
—e
1173 + Vo 2
— °
+ [vs

V=—"-owy (3.59)

donde

0 = Desplazamiento angular del cursor.
inix = Valor maximo que puede desplazarse el cursor.
I’ = Voltaje de salida medido entre la posicion del cursor (terminal 3) y la referencia
(terminal 2).

0



Figura 3.34
Caracteristicas de com-
portamiento lineal y loga-
ritmico del potenciémetro
de rotacion.

3.7

3.7.1

Modelos matematicos de sistemas fisicos

El potenciémetro de rotacién puede ser lineal o logaritmico. En el primer caso, la
resistencia varia en forma proporcional a la posicion del cursor; en el segundo caso, la va-
riacidén de resistencia es de forma logaritmica. Lo anterior se muestra en la figura 3.34.

Comportamiento del potenciémetro: lineal y logaritmico

T T T T T T T T T

0.9F

0.7f

0.6} Variacién lineal

0.4F

Variacién del cursor

0.3F

Variacién logaritmica

1 1

0O 01 02 03 04 05 06 0.7 08 09 1
Variacion de resistencia

El comportamiento del potencidmetro de traslacién se define por:

V= 1 (3.60)

donde

I’ = Voltaje de salida medido entre la posicién del cursor (terminal 3) y la referencia
(terminal 2).
x = Desplazamiento de traslacién del cursor.

x_. = Valor maximo al que puede desplazarse el cursor.
max

SISTEMAS DIVERSOS

Los procesos a controlar implican una gran diversidad de 4reas multidisciplinarias, por lo
que en esta seccidn se tratarin algunos modelos matematicos que seran de utilidad en
diferentes campos.

Sistema de mezcla

Al mezclar dos soluciones de distintas concentraciones, se da origen a la mezcla descrita
por una ecuacidn diferencial de primer orden que define la concentracion ¢(t) resultan-
te, segin muestra la figura 3.35.

105



106 Introduccion a los sistemas de control: conceptos, aplicaciones y simulacion con MATLAB

Figura 3.35
Mezcla de dos sustancias de
concentraciones diferentes.

Concentraciéon
y velocidad )
de entrada de Agitador

cierta sustancia 6

s - o Sa
s ) Solucién a c_ierta
Ssaod_--7 concentracion
5- > — inicial
// \\‘
[- . Concentracion
y velocidad
— de salida de
la mezcla

Sea ¢(f) la concentracién de cierta sustancia en cualquier momento, por lo que la
velocidad de cambio de concentracidn ¢(t) corresponde a:

dq raz6n de entrada razén de salida
—= - =R,-R, (3.61)
dt de la sustancia de la sustancia

donde la razén de entrada R, es el producto de la concentracién y la velocidad de entra-
da de la solucion, mientras que la razén de salida R, es el producto de la concentracion
y la velocidad con la que sale la solucién mezclada.

< EJEMPLO 3.8

Sea un tanque lleno con ocho litros de agua salada en el cual estin disueltos dos kg
de sal. Una solucién de salmuera (agua salada) con tres kg de sal por litro entra al
tanque a una velocidad de 4 I/min, mientras la mezcla bien agitada sale a la misma
velocidad con la que entra. Obtenga una expresion para la variacién de concen-
tracién con respecto al tiempo.

Solucion:
De acuerdo con la ecuacién (3.61) se tiene:

R, = (Concentracion de entrada) X (Velocidad de entrada):

R, =

min min

L

R, = (Concentracién de salida) X (Velocidad de salida):

K. 1 K
R,=4-Ex4 186
1 min 2 min

0 |
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q dq  ¢q
R ) 0)=2
2 > it 2 con q(0)

Si transformamos y reagrupamos la ecuacién anterior:

2s+12
Q)= s(s+0.5)

y aplicamos transformada inversa:
q(t)=24—-22¢793" Kg

Como alternativa, se evaluara la concentracion resultante ¢(f) con Matlab y la
utilizacién de los comandos dsolve y syms.

a) Comando dsolve.

>> % dsolve, comando para resolver ecuaciones diferenciales
>> g=dsolve(‘'Dq=—0.5%q+12’,q(0)=2")
q=
24-22%exp(—1/2%t)
>> % El siguiente comando simplifica la expresién en caso necesario:
>> g=simple(q)
q=
24-22%exp(—1/2%t)
>> Matlab trata de dar mejor aspecto a la expresion con pretty.
>> pretty(q)
24 — 22 exp(— 1/2¢)
>> % ezplot grafica la variable dependiente en rango a<t<b
>> % definido por el usuario.
>> ezplot(q,[0 15])
>> axis([0 15 0 25])
>> orid

b) Comando syms:

>>syms st

>>Y=2%s+12)/(s*2+0.5%s); y=ilaplace(Y)

y = 24-22%exp(—1/2%t)

>> t=[0:0.01:15]; g=24-22.*%exp(—0.5%t);

>> plot(t,q), grid

>> title(‘variacion de concentracion q(t)’)

>> xlabel(‘t, tiempo (minutos)’), ylabel(‘q, concentracién en Kg’)

La grafica de ¢(f) se muestra en la figura 3.36.
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Figura 3.36
Variaciéon de concentracion
q(t) del ejemplo 3.8.

3.7.2

q(t) q(t) = 24 — 22 exp(—1/2)
25 . .

-

/1 A A

/-

|
[
|
|
|
!
|
-
|
!
|
|
|
!
|
-
|
!
|
|
|
!
|
-
|
!
|
|
|
!
|
-
|
!
|
|
|
!
|

|
!
|
|
0 5 10 15

Servomecanismo hidraulico

La figura 3.37 muestra un servomecanismo hidraulico. En principio, el eje que contiene
las valvulas bloquea todo flujo. Si se desplaza el eje una distancia x a la derecha, habra
un flujo de aceite hacia el cilindro y hara que el piston de area A se mueva a la derecha,
mientras que el exceso de aceite fluira a través de la vilvula de retorno (no mostrada en
la figura).

Considerando positivo el desplazamiento x del eje de valvulas hacia la derecha, se
procederd a obtener el modelo matematico del sistema. Sea la ecuacién de gasto g
que relaciona la velocidad v con la que un fluido pasa a través de una tuberia de cierta
area A:

g=Av=C_ Av (3.62)

tedrica
donde

q = Gasto a través de la vilvula (m>/seg).
A = Area de la seccién transversal por donde pasa el fluido (m?).
v = Velocidad real con la que un fluido pasa a través de un orificio (m/seg).
Cq = Coeficiente de descarga (0.6 a 0.8), v = Cq v, .., = velocidad real.
El producto de v, ;.. por el coeficiente de descarga C ; proporciona la velocidad v
real del fluido.
El principio de Torricelli establece que la velocidad v de un fluido a través de un ori-
ficio de area a (con bordes agudos en el fondo de un tanque lleno con un liquido hasta

una altura h) es igual a:
v=4/2gh (3.63)
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Figura 3.37 Eje de Presion p valvula

Servovalvula hidraulica. valvulas \ ¢
] |
L]

desplazamiento _Iﬂ

N > —
L
Orificio ﬁ'
de Area a desplazamiento

. ’ Y
Piston de

° ——— [ ] ——=>

area A

La ecuacién (3.62) se particularizar, primero, para el paso del fluido a través del ori-
ficio de 4rea a vy, después, para el paso del fluido que moveri al piston de area A.

Primera parte

Se emplean las ecuaciones (3.62) y (3.63), considerando que en el eje de valvulas el area
a del orificio (figura 3.38) es el producto de su anchura w (constante) por el desplaza-
miento x (variable) del eje de valvulas:

q=an Vteérica=quxd2gh (3.64)

Si se relaciona la altura i con la presién p y el peso especifico y con la densidad p
(donde g es la gravedad), se tiene:

Figura 3.38
Paso del fluido a través de
un orificio de area a.

orificio
de area a

y de la ecuacidn (3.63),
v=J2gh= |22 _ 2P (3.65)
P g p
Al sustituir la ecuacién (3.65) en la ecuacion (3.64):
2
4=C wx |22 (3.66)
1 p

Si la caida de presion es constante, entonces se define la constante de valvula K ;:
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2
K,=Cw, |- (3.67)
q
p
g=K, x (3.68)

Segunda parte
Considerando nuevamente la ecuacién (3.62), particularizada cuando el fluido pasa ha-
cia la cdmara donde se encuentra el piston de area A:

quvaC;—); (3.69)

Al igualar las ecuaciones (3.68) y (3.69):

K x=Ad—Y,

v dt

iy K
LTy (3.70)

dt A

Al transformar tal expresion, se encuentra que el sistema se comporta como un inte-
grador, seglin se muestra en la figura 3.39.

K /A
Y(s)= X(s) —
s
Figura 3.39 x(f) y(t)
Comportamiento de la G(s)
servovélvula hidraulica. t !
-_— K, /A
— —
X(5) : Y(s)

3.7.3 Sistema térmico

Sea el sistema térmico mostrado en la figura 3.40 y definido por:

4 =45, T4, (Kcal) (3.71)

Considerando la resistencia térmica R (°C /Kcal):



Figura 3.40
Sistema térmico.
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Suministro
9in de calor

Horno T,

Elemento T,
calefactor

Serpentin

o bien,al hacer T=T, — T:

R=— (3.73)

donde

q;, = Flujo de entrada de energia calorifica (Kcal).

q, = Energia calorifica empleada para calentar al horno (Kcal).
q,= Energia calorifica perdida (Kcal).

T), = Temperatura del horno (°C).

T, = Temperatura del medio ambiente (°C).

Sea C la capacidad térmica del horno (Kcal/°C), que corresponde a la propiedad de
almacenar calor en su interior, de manera que el suministro de energia g, ocasionara un
incremento en la temperatura T del horno:

dT
C—= 3.74
it q ( )

Asi, al sustituir las ecuaciones (3.73) y (3.74) en la ecuacién (3.71) y al reordenar los
términos:

dT 1
S (3.75)

por lo que su funcién de transferencia es:

T() _ 1/C
Cl= Q,, " s+1/RC (3.76)

La expresion dada por la ecuacidén (3.75) puede expresarse de manera alterna sustitu-

yendo (3.72) v (3.74) en (3.71):

daT 1 1
CW-FETA Zqi”-i'ETh

lo que indica la variacién de temperatura del horno, por lo cual T=T,.

AT,

1
dt +ET=qin+ETh (377)
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3.7.4 Sistema hidraulico

Sea un tanque de drea A, con un orificio de seccién transversal a en el fondo del reci-
piente, seglin se muestra en la figura 3.41. Se pretende obtener una expresion para la
variacion del nivel /i con respecto al tiempo.

En relacién con la ecuacidn (3.62), la cual indica el gasto que tiene que ver con la
velocidad con la cual un fluido pasa a través de un orificio de area a:

g=Av=1Vt[m’/seg] (3.78)

donde

t = Tiempo (seg).

q = Gasto a través de la valvula (m>/seg).
A = Area de la seccion transversal por donde pasa el fluido (m?).
v = Velocidad de un fluido a través de un orificio (m?/ seg).
I’ = Volumen del recipiente (m?).

Figura 3.41
. - Tanque de
Sistema que indica la 2
area A
variacion de nivel h en un
recipiente. A /
Nivel
h .
Flujo de
o salida ¢,
Orificio
de area a =

Para establecer la ecuacién que define al sistema, se considera que la cantidad acumu-
lada d17/dt es igual a la diferencia entre el flujo de entrada ¢, y el flujo de salida ¢

dd_lt/ = (flujo de entrada)-(flujo de salida)

Pero al decrecer el nivel, el area permanece constante, por lo cual:

dh
A—=q -
dt qﬂ’l qo

Para el flujo de salida, se rescribe la ecuacién (3.62) como:

dh
A —

E—qi—C av (3.79)

donde

h = Nivel del fluido almacenado (m).

A = Seccidn transversal del tanque (m?).

a = Area del orificio de salida del fluido (m?).
Cuv = Velocidad real = v (m/segz).

q “tedrica
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y tomando en cuenta la ley de Torricelli (ecuacién 3.63):

A%=qi—va\/2gh (3.80)

Para obtener la funcién de transferencia de un sistema, el primer requisito que hay
que satisfacer es que la ecuacién sea lineal. La ecuacién (3.80) es una ecuacién diferencial
no lineal, por lo que en principio no es posible llevar a cabo la transformacién. Para ob-
tener su correspondiente funcién de transferencia, habra que linealizar dicha expresion.

LINEALIZACION DE SISTEMAS NO LINEALES

Desde un punto de vista general, muy pocos sistemas reales son estrictamente lineales;
sin embargo, en el modelado de sistemas se sacrifica la descripcién de la ecuacidén dife-
rencial, que define un determinado proceso fisico, para representarlo a manera de una
ecuacion diferencial ordinaria.

Antecedentes (serie de Taylor)

La serie de Taylor establece que cualquier funcidén analitica puede representarse como
una serie infinita de la forma:

(x=0)*

FO=FO+ f@=a+ 0T o

n!

oo

Flx)= Z a'f (x=9" (3.81)

n |
n=0 dx n:

donde ¢ es una constante alrededor de la cual se lleva a cabo la aproximacidn, (x-c)
representa un intervalo, y la exactitud de la aproximacién estard en funcion de qué tan
pequertlo sea el intervalo elegido.

<& EJEMPLO 3.9

Represente la serie de Taylor para f(x) = ()!/? en el intervalo (x-c) con ¢ = 4, y
con la aproximacién obtenida evalte (4.0625)1/ 2,
Solucion:
Al evaluar f(0), f'(0), ...
fx)=x"2 fA)=2
1
O =174
1
S ()= —=x"%2 Frd)y=-1/32

4
" 3 —5/2 "
fr=gx F"(4)=3/256
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para sustituirlos en la ecuacion (3.81):

1 1 (x=4)> 3 (x-4)°
f(x):\/;:2+z(x—4)—§ ol +g6 30 9F oo (a)

1/2

Una vez que la funcién f(x) = (x) '~ se ha desarrollado en serie de Taylor, se

procedera a evaluar (4.0625)12:

1 1 (0.0625)> 3 (0.0625)°
\ 4.0625 = 2+ —(0.0625)— —~——— 4~ 4
40625 4(006 2 32 2l 256 3!

{40625 =2+ 0.015625 - .1035156 X 10 >+ 4.768371 x 107+ ...

£ 4.0625 = 2.015564442

Es importante hacer notar la rapida convergencia de la serie, ya que aunque ésta
es infinita, se puede considerar que s6lo los primeros términos de la serie son los
que en realidad ejercen influencia sobre el resultado de la aproximacién. Lo ante-
rior se debe precisamente a que en el intervalo (x-c), a la variable x se le asignan
valores cercanos a la constante ¢. El concepto de intervalo serd fundamental en el
proceso de linealizacién, como se vera en la seccion siguiente.

3.8.2 Linealizacién

El objetivo de esta seccidn es linealizar una ecuacién no lineal, por ejemplo, la ecuacién
(3.80), alrededor de un punto especifico denominado punto de operacion.

Sea un sistema no lineal, como el mostrado en la figura 3.42, donde y(t) es la respuesta
de un sistema g(¢) a una entrada x(t):

Representacion de un ‘
d
sistema no lineal. T~ 8
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Se demgga un punto de operacion x, con un intervalo pequenio (x-x,), en un seg-
mento casi lineal de la curva no lineal, pero como esa curva es continua puede represen-
tarse como serie de Taylor mediante la ecuacién (3.81):

d d2 (x—xo)2
L O e TR
X

+...
» 5 (3.82)

donde la pendiente de la curva en el punto de operacion es x (figura 3.42):

dg

dx|
.’X'—.'X?o

Una aproximacién razonable de la ecuacién (3.82) es:
dg

yzg(xo)+ﬂ(x—xo) (3.83)

siempre y cuando el intervalo (x—x,) sea lo suficientemente pequefio.
La justificacién analitica de la aproximacién de la serie de Taylor, que lleva a la ecua-

cién (3.83) se da a continuacién.
Al hacer g(x ) = y_ vy sustituir en la ecuacién (3.83) se tiene:
[ o

y=y,tmx—x) (3.84)

donde m es la pendiente de la tangente en el punto de operacién x :

que es precisamente la definicion analitica de la diferenciacion.

<& EJEMPLO 3.10

Linealice la ecuacién y(x) = 3x° — 2x” + 2 en el punto de operacién x,=2.

Solucion:
Primeramente se evalia y(x) = 3x° — 2x* + 2 en x,=2.

yr=2)=3x-2x*+2=18=y, (a)

Si se deriva la expresion original para evaluarse en x = 2 para obtener la pen-
diente de la tangente m en dicho punto:

Y (x) =9x* — 4x porlo tanto, m =y (x=2) =28 (b)

Al sustituir (a) y (b) en la ecuacion (3.84) para x, = 2, la aproximacién lineali-
zada es y(x) = 28x — 38 que se muestra en la figura 3.43.
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Figura 3.43 -
Aproximacion linealizada Linealizacién de y = 3x3 — 242 + 2 en x, = 2
y(x) = 28x—-38dey(x) = 80
3x° -2 + 2enx, = 2.
60

—20

—40

eje x

<& EJEMPLO 3.11

Obtenga una expresion linealizada, asi como la funcién de transferencia para el
sistema de nivel definido por la ecuacion (3.80) y representado en la figura 3.44:

A%zqi—vaJZgh (3.80)

Solucion:
El término que hace no lineal a la ecuacién (3.80) es el factor:

q0=va\/2gh o bien, q0=Kﬁ (3.85)

Figura 3.44 —_——

Sistema de nivel represen-

- Flujo de
tado por la ecuaciéon (3.80). entrada g;, Tanque de
area A
V \S ’I
Nivel eemme .

s ST “~.| Fluyjo de
- salida ¢,

Orificio ;

de area a

por lo que se linealizara alrededor del punto de operacién k.
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Al rescribir la ecuacion (3.83) en términos de las variables propias del sistema
hidraulico:

q,=qh)+— (h=h,) (3.86)

h=h,

La derivada de g, ecuacion (3.85), evaluada en h = h es:

dq, 1 K 1
--K h‘m‘ = = (3.87)
dh 2 h:ho 2 ’h Rh

donde R, = Resistencia hidraulica, por lo que (3.86) se convierte en

1
qozq(ho)+R—h(h—ho) (3.88)

Si se sustituye (3.88) en (3.80):

dh 1
A;—qi—[q(hoﬂi(h—ho)}

y se reagrupan términos:

A%+%(h—ho):q{—q(h0) (3.89)
La siguiente definicién se utilizard para obtener la representacién final lineali-
zada del sistema considerado.
Variables de desviacion: La variable de desviacion se define como la diferencia
entre el valor de la variable y su valor en estado estable.
Al introducir las variables de desviacién Qy H:

qui_q(ho) y H=h_ho

y considerar que Ad(h—h)/dt = AdH/dt, ya que h es constante, la ecuacion (3.89)
se convierte en:

dH 1
A—+—H-= 3.90
= = Q (3.90)
donde
h
=— 3.91
,=% (3.91)

La ecuacién (3.90) es una expresion linealizada, razén por la cual puede trans-
formarse al dominio s:

SH(+——H()=5Q()
G=26__1/4 (3.92)
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3.9

Figura 3.45
Comportamiento de un
resorte:

1. Resorte lineal.

2. Resorte ablandado.
3. Resorte endurecido.

3.9.1

3.9.1a

SISTEMAS NO LINEALES

Como se menciond, en realidad los sistemas fisicos se comportan en forma no lineal; por
ejemplo, el caso del resorte, cuya relacién fuerza-compresion se ilustra en la figura 3.45.
En el mejor de los casos puede considerarse que la conducta del resorte es lineal s6lo en
una region de su curva.

X

Relacion fuerza-compresion
para un determinado resorte.

El comportamiento ideal del resorte, dado por la relacién fuerza-compresién, supone
una recta de pendiente k, segiin se muestra en la figura 3.45(1), por lo que la derivada
de la fuerza con respecto a la compresion es una constante k. Para un resorte ablandado,
figura 3.45(2), la rigidez disminuye con el desplazamiento x, por lo que k sera funcion
de x: k = k(x), es decir, la misma dependencia de k se produce en un resorte endurecido,
figura 3.45(3), donde la rigidez aumenta en funcién de x.

Para determinar la linealidad de un sistema, se deben satisfacer las siguientes condi-
ciones:

1. Principio de superposicion: Si una entrada x; produce una salida y,, y una entrada x,
ocasiona una salida y,, las salidas y, + y, serdn consecuencia de la suma de las entradas
X+ x,.

2. Propiedad de homogeneidad (o escalamiento): Si una entrada x produce una salida y, el
multiplo B de la entrada debera producir una salida 3 y.

Si ambas propiedades se cumplen, se dice que el sistema es lineal.
Para analizar los sistemas no lineales hay diversas opciones:

1. Linealizacidén (seccion 3.8.1).

2. Funcidn descriptiva.
3. Plano de fase.

Diferentes tipos de no linealidades

Los distintos tipos de no linealidades se pueden clasificar desde los puntos de vista me-
canico, eléctrico, hidraulico, neumatico, etcétera.

No linealidades de sistemas mecanicos

Al inicio de la seccion 3.9 se indicé el comportamiento no lineal del resorte; sin embar-
go, existen conductas adicionales en k = k(x).



Figura 3.46
Efecto de zona muerta en
un sistema masa-resorte.

Figura 3.47

Efecto de los topes
elasticos en un sistema
masa-resorte.
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1. Zona muerta. Para un sistema masa-resorte, se dice que se presenta una zona muerta
cuando la masa no establece contacto con los resortes para distancias menores de % d,
segln se indica en la figura 3.46.1. La figura 3.46.2 ilustra el comportamiento de un
sistema con zona muerta.

X

<> f pendiente k
SHd [ /

%@ /|

2. Comportamiento de

1. Zona muerta en un sistema un sistema con zona muerta.
masa-resorte.

Cabe mencionar que el efecto de zona muerta se presenta con frecuencia en los en-
granes.

2. Topes elasticos. Este efecto se presenta cuando hay dos conjuntos de resortes (figura
3.47.1); el primero de ellos estd en contacto con la masa y el conjunto restante pone de
manifiesto su efecto para desplazamientos de la masa mayores que * d. La figura 3.47.2
ilustra el comportamiento grfico.

X

<> f
k%ﬁtiké > d K%k

8””8 Vi
k, ky

2. Comportamiento

1. Topes elasticos de un sistema de un sistema con

masa-resorte. topes elasticos.

<& EJEMPLO 3.12

Por medio de Simulink, determine la respuesta al escalén unitario de un sistema
masa-resorte: G (s). Considere dicho sistema con efecto de topes elasticos y sin tal
efecto; los topes elasticos se definen en el rango de —0.5 < d < 0.5.

9.5
S)=——
PP 408
Solucion:
La representacion en Simulink del sistema se muestra en la figura 4.48.1,y el com-

portamiento del sistema se presenta en la figura 4.48.2, donde la grafica inferior
corresponde al efecto de los topes elasticos.
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Figura 3.48

9.5
Anadlisis del comportamien- -
o 2 +08 ]
to de un sistema con no

Escalén Func. Transfer 1
linealidad del tipo de topes ane e Scope
elasticos. / 9.5
| 2
/ 2+ 08

Zona muerta  Func. Transfer

1. Diagrama en Simulink de un sistema masa-resorte con topes elasticos y sin
éstos.

25 T T T T
i ] i i
| | | |
1 R -
I ] i i
10t/ N\ A - A
i i 1
st/ -\l N N
| | | \|
VARV EEAV N
0 5 10 15 20 25

2. Representacion grafica del comportamiento de un sistema masa-resorte: sin
topes elasticos (grafica superior) y con topes elasticos (grafica inferior).

|
3.9.1b No linealidades de sistemas eléctricos

En el caso eléctrico se mencionaran los efectos de histéresis (no necesariamente exclu-
sivo de los sistemas eléctricos) y saturacion.

1. Histéresis. Retraso que experimenta un fenémeno con respecto a la causa que lo ge-
nera, lo cual provoca que la magnitud resultante dependa de los estados anteriores del
sistema. El drea contenida por la curva de histéresis es un indicativo de la disipacion de
energia en cada ciclo.

Este fenémeno ocurre en los amplificadores magnéticos, donde el flujo magnético
queda limitado para incrementos de corriente; lo anterior se ilustra en la figura 3.49.

Figura 3.49 Flujo
Ciclo de histéresis de un
elemento magnético.

Y/ d

Corriente
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2. Saturacién. Comportamiento alineal descrito por tres regiones: zona de operacidn,
donde la relacion salida-entrada es proporcional; regién de corte, donde la salida es nula
o muy pequefla para variaciones de entrada;y zona de saturacidn, que limita la magnitud
de la salida.Véase la figura 3.50.

Figura 3.50 Salida
Curva de saturacion
que muestra la relacion —d pendiente k
salida-entrada de un ' }
sistema. 4 Entrada

En amplificadores electronicos, dependiendo de su aplicacidn, el dispositivo puede
disefiarse para operar en la regién proporcional, o bien, en las zonas de saturacién o
corte.

3.10 ATRASO DE TIEMPO (APROXIMACION DE PADE)

Hasta ahora se ha supuesto que la respuesta de los sistemas a una entrada es instantanea,
lo cual en algunos casos no es del todo cierto, ya que se presenta el efecto de atraso de
tiempo T. Considere el sistema mostrado en la figura 3.51, compuesto por una banda
que transporta un determinado material suministrado por una tolva colocada a una dis-
tancia d del extremo de la banda, la cual se desplaza a una cierta velocidad v.

Figura 3.51
Sistema con atraso de
tiempo T debido a la rela- i Banda
cién distancia/velocidad. v transportadora

d © 5
Motor CD H

El atraso de tiempo T se debe a la relacidén distancia-velocidad:

Tzi, [Lzseg} (3.93)

v | m/seg

Desde el punto de vista matematico (véase el capitulo 2, seccién 2.4.2), la respuesta
y(t) a un atraso de tiempo T se representa por:

y(O)=x(=T)

por lo que la funcién de transferencia G(s), que relaciona el gasto de salida g, con el
gasto de entrada ¢, , es:

G(s)=eT (3.94)
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La ecuacidn anterior es una funcioén irracional, por lo que se procedera a obtener un
equivalente a forma racional, considerando la representacion en serie de Mc Laurin de
una exponencial e*:

i 2 3 n
e¥= Y xt=ldat it o
21 3! n!
n=0
Al sustituir x por —sT:
1 1
et = = (3.95)
sT T2 T3
S PG CLU M G
2! 3!

Esto nos lleva a obtener diferentes aproximaciones con respecto a la forma de truncar
la serie infinita:
Aproximacién de primer grado:

=sT 1
1+sT
Aproximacién de segundo grado:
e—5T = 1
2
1457+ D)

2!
<& EJEMPLO 3.13

Al utilizar la ecuacidén (3.95), obtenga y grafique las aproximaciones de grado 1, 2
y 3, para lo cual habra de considerarse un atraso de tiempo T = 2 segundos.

Solucion:
El cédigo en Matlab para generar la respuesta (figura 3.52) de las aproximaciones
para un atraso de tiempo de dos segundos es:

>> % Aprox gradol: G1=1/(2s+1)

>> % Aprox grado2: G2=1/(2s"2+2s+1)

>> % Aprox grado3: G3=1/((4/3)s"3+2s"2+2s+1)
>> num=[1];

>> denl1=[2 1]; den2=[2 2 1]; den3=[(4/3) 2 2 1];
>> Gl=tf(num,denl)

Transfer function: 1

2s+1
>> G2=tf(num,den2)
Transfer function: 1

22 +2s+1
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>> G3=tf(num,den3)

Transfer function: 1

13333 +2s™"2+2s+ 1
>> step(G3)

>> hold on
>> step(G2), step(G1)
>> hold off
o Figura 3_'52 Step Response
Aproximaciones de diver- 1.4
sos grados para e72°.
1.2+ Aprox. grado 3

Aprox. grado 2

Amplitude

0 5 10 15
Time (sec)

Para obtener una aproximacién mas cercana al comportamiento real del atraso de
tiempo, el nimero e” se representa por:

e X2
=X = pN/2 /2

ex/Z

e

Al sustituir x por sT, se obtiene la siguiente expresion:

(sT /272 (sT/2) .

T 1—(sT /2)+ 5 3
et = = - - (3.96)
esT/2 (sT /2% (sT/2)3
14+(sT /2)+ 20 + 30 +

Esto da lugar a la aproximacion de Padé de grado 1, grado 2, etcétera. Con Matlab
es posible obtener directamente la aproximacion de Padé del grado requerido n para un
atraso de tiempo T con la instruccion:

pade(T,n) (3.97)
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Figura 3.53a
Aproximacion de Padé de
tercer grado para e2°.

<& EJEMPLO 3.14

Con Matlab obtenga la aproximacién de Padé para n = 3, el diagrama de polos y
ceros de la funcién racional correspondiente, asi como la respuesta al escaléon uni-
tario, considerando que el atraso de tiempo es de T'= 2 segundos.

Solucion:

El c6digo en Matlab para obtener las aproximaciones de Padé de grado 3, corres-
pondiente a ¢, se indica a continuacién; la grafica de polos y ceros de muestra en
la figura 3.53a y la respuesta al escaldn se presenta en la grifica 3.53b.

>> 9% Definicién del atraso T

>>T=2;

>> % Definicién del grado de la aproximacion de Padé
>> n=3;

>> [numpade3,denpade3]=pade(T,n);

>> Gpade3=tf(numpade3,denpade3)

Transfer function:

—"3+6s"2—-15s+15

"3 +6s"2+ 155+ 15
>> z=roots(numpade3)
7=
1.8389 + 1.7544i
1.8389 — 1.7544i
2.3222
>> p=roots(denpade3)
p=
—1.8389 + 1.7544i
—1.8389 — 1.7544i
—2.3222
>> pzmap(Gpade3)
>> step(Gpade3,5)

Pole-Zero Map
2 T T T T T T

1.5+

0.5+

Imag Axis

—0.5¢}
_1 -

—1.5¢ :
X 5 o

1 1 1 1 1 1 1 1 1
—-25 -2 —15 —1 =05 0 05 1 1.5 2 2.5
Real Axis
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Figura 3.53b
Respuesta al escalon de 15
la funcién irracional e™2°.

Amplitude

—0.5

—1 1 1 1 1 1 1 1 1

0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5

Time (sec)

3.11 FUNCIONES DE TRANSFERENCIA PARA
CONFIGURACIONES CON AMPLIFICADORES
OPERACIONALES

En la seccién 1.4 se consideraron diferentes configuraciones para poner en accién un con-
trol retroalimentado de velocidad. En esta seccién se analizarin configuraciones adicio-
nales con el amplificador operacional MC1741 para obtener funciones de transferencia
(tabla 3.4). Para eliminar el signo negativo de cada funcién de transferencia, debera tomarse
en cuenta la adicién de un amplificador con ganancia unitaria.

El punto de partida para todas y cada una de las configuraciones por obtener se basa
en utilizar al amplificador operacional en configuracién de entrada inversora. Segln se
muestra en la figura 3.54, la diversidad de funciones de transferencia resultantes radica
en considerar impedancias de retroalimentaciéon Z e impedancias de entrada Z,
compuestas, segiin cada caso, de componentes diversos.

Figura 3.54
Amplificador operacional
en configuracién de entra-
da inversora con funciéon
de transferencia:

V4

G - _ retro.
©=-7

n
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Tabla 3.4 Diversas funciones de transferencia a partir del amplificador operacional MC1741.
Configuracion del amplificador operacional
1. Amplificador de ganancia ajustable

2. Integrador

/R, C
—o s)=—
v, s
3. Diferenciador
R,
C
—
v; v,
4. Polo de primer grado

G(s)

-R,Cs




3.12 PROBLEMAS

3.1 Obtenga las ecuaciones diferenciales del sistema de
la figura 3.55 asi como su representacién en transformada
de Laplace.

S \I/

1
my § Iez

1y
L B,

Figura 3.55 Sistema mecanico de traslacion
con elementos interactuantes.

3.2 Desde un punto de vista matematico, los conjuntos

de ecuaciones diferenciales e integro-diferenciales tienen,

respectivamente, la misma solucién matematica; la dife-
rencia estriba en la interpretacién fisica, que obviamente
es distinta en cada caso:

2
Lu+Rﬁ+iq=v(t)

d dt C !
Z;‘FR +—J ydu=v (1)
d%x dx

—+B—+k t
oS B ks = 1)

LBt kf vt du=r()

]ﬁ+ﬁ—+k0 T (f)
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_]—+,Bw+1<J' wydu="r ()

La semejanza entre ecuaciones permite establecer ana-
logias, las cuales se muestran en la tabla 3.5. Con respecto
a lo anterior, se habra de obtener el equivalente eléctrico
del sistema de la figura 3.55.

Tabla 3.5 Analogias electromecanicas
de traslacion y rotacion.

Sistema | Sistema mecanico | Sistema mecanico
eléctrico de traslacion de rotacion
Voltaje Fuerza Torque
1% F T
Corriente Velocidad Velocidad
I |4 angular @
Carga Desplazamiento Desplazamiento
Q X angular 6
Resistencia | Amortiguamiento | Amortiguamiento
R B B
. M
Inductancia Masa o.ment'o
de inercia
L M
J
. . Constant, .,
Capacitancia onstante Torsion
del resorte
C I% K

3.3 Con respecto al ¢jemplo 3.4, haga una extraccidon
del sistema utilizando Simulink para determinar su fun-
cién de transferencia.

3.4 Obtenga las ecuaciones diferenciales del sistema
de la figura 3.56 y su representacién en transformada de
Laplace.

Figura 3.56 Sistema mecanico de rotacion interactuante.
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agua pura,
4 litros/min

mezcla,
2 litros/min

mezcla,
6 litros/min
Tanque

mezcla,
1 litro/min

Tanque
A B

mezcla,

5 litros/min

C mezcla,
4 litros/min

Figura 3.57 Sistema de tres tanques interconectados.

3.5 Obtenga las ecuaciones diferenciales del sistema de
la figura 3.57, en términos de las concentraciones q,(t),
4,(t) y q5(t). Las concentraciones y las velocidades se ex-
presan, respectivamente, en Kg/1'y en 1/min.

3.6 Realice el diagrama de bloques del sistema mostra-
do en la figura 3.58, ante lo cual hay que suponer que las
masas de los engranes son despreciables.

Potenciémetro

Figura 3.58 Sistema de rotaciéon con engranes y potenciémetro.

3.7 Sea el sistema térmico mostrado en la figura 3.59,
consistente en una camara de calentamiento con capaci-
tancia térmica C (Kcal/°C) y resistencia térmica R (°C
seg/Kcal), en la cual entra un cierto fluido a temperatura
6. (°C) y abandona el recipiente con temperatura 6, (°C);
la cdmara es calentada por una resistencia eléctrica que
provee energia calorifica T (Kcal/seg); de ahi, obtenga la
ecuacion diferencial que gobierna al sistema y sus valores

finales si T}, = 25 Kcal/seg.

in
—> _
T, Horno Th
Elemento
calefactor
A
[ qmtt
’11014!

Figura 3.59 Parametros del sistema: g;,, = 10 °C,
R =3 °C/Kcal, C = 15 Kcal/°C, T, = 25 Kcal/seg.

3.8 Represente en Simulink el comportamiento del
sistema del problema 3.7; ademas, considere la energia
calorifica que aporta la resistencia T) =0y T, = 25 Kcal/
seg; este Ultimo valor tiene un retardo de 10 segundos.

3.9 Sea un termistor con caracteristicas como las mos-
tradas en la tabla 3.6; obtenga su modelo linealizado para
una temperatura 1T'= 10 °C, asi como la resistencia del
termistor para pequefias variaciones de temperatura; por
ejemplo, T=5 °C. Considere ademis, que el termistor se
rige por la ecuacién:

donde

k = constante del termistor
R = resistencia del termistor a una temperatura T (°C)
R, = resistencia del termistor a una temperatura de refe-
rencia (ohms).



Tabla 3.6 Caracteristicas del termistor:
R(T = 25 °C) = 10,000 ().

Temperatura Resistencia
Q) Q
-50 329,200
—45 247,500
—40 188,400
-35 144,000
=30 111,300
—25 86,390
-20 67,740
-15 53,390
-10 42,450

-5 33,890

27,280

22,050

10 17,960

15 15,680

20 12,090

25 10,000
30 8,313
35 6,941
40 5,828
45 4,912
50 4,161
55 3,537
60 3,021
65 2,589
70 2,229
75 1,924
80 1,669
85 1,451
90 1,366
95 1,108
100 973.5
105 857.5
110 757.9

3.10 Obtenga el conjunto de ecuaciones diferenciales
que definen al sistema hidriulico no interactuante mos-
trado en la figura 3.60, asi como una expresion en el
dominio s para cada salida H,(s) y H,(s).
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—E—
R
4, hy ! 91
% UZ

Tanque 1 & &

b ‘;z,_
Tanque 2 e
92

Figura 3.60 Sistema de dos tanques no interactuantes.

3.11 Con respecto al problema 3.10, obtenga median-
te Simulink las funciones de transferencia respectivas, asi
como las graficas de los niveles f(t) y hy(t), ademis de
cuantificar los valores finales /(o) y /i,(=0).

Para ello, considere los siguientes datos:

A, =50m? A, =65m?
R, = 0.4m? / seg R, = 0.6m? / seg

0 m?3 /seg
U,=50m?/seg U,()=

65 m? / seg

3.12 Deduzca la funcién de transferencia G(s) de las
configuraciones mostradas en la figura 3.61.

R,
— VWV —
Ry — |C—o
— A —
—o
v; v

Figura 3.61a Arreglo correspondiente a un polo
recorrido hacia la izquierda del origen.

R G
Cl
—i
v; v,
. —l— o

Figura 3.61b Arreglo correspondiente a un cero
recorrido hacia la izquierda del origen.
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3.13 Disefie un amplificador operacional en la confi-
guracién mostrada en la figura 3.62.

1w fd 47KQ 0.1 u fd

¢ J:_ * . _L_ o

Figura 3.62a Figura 3.62b



Modelos matematicos de sistemas fisicos 131

3.13 REFERENCIAS

Ashish, T., Modern control design with Matlab & Simulink, John Wiley & Sons Ltd., 2002.

Barrientos, A., Sanz, R., Matia, E y Gambao, E., Control de sistemas continuos, problemas resueltos,
McGraw-Hill, 1996.

Canales R, R.y Barrera R., R., Andlisis de sistemas dindmicos y control automdtico, Limusa, 1980.
Coughanowr R., D., Process systems analysis and control, McGraw-Hill, 1991.

D’Azzo,].]. y Houpis, C. H., Feedback control systems, analysis and synthesis, McGraw-Hill, 1985.
Gourishankar, B., Conversién de energia electromecanica, Alfaomega, 1998.

Lewis, P. H. y Chang, Y., Sistemas de control en ingenieria, Prentice Hall, 1999.

Mabhalanabis, A. K., Introduccion a la ingenieria de sistemas, Limusa, 1987.

Roca, C. A., Control de procesos, Alfaomega, 1999.

Rodriguez R., EJ., Dindmica de sistemas, Trillas, 1989.

Smith, A. C.y Corripio B., A., Control automatico de procesos, teoria y practica, Limusa, 1997.

Umez-Eronini, Eronini, Dindmica de sistemas y control, Thomson Learning, 2001.



132 ‘ Introduccioén a los sistemas de control: conceptos, aplicaciones y simulacion con MATLAB

3.14 SOLUCIONES A LOS PROBLEMAS DEL CAPITULO 3

3.1 Las ecuaciones diferenciales asociadas a la figura

3.55 son:
d2x1 d
m1?+ﬁlz(x1—x2)+/elx1=f(t) (3)
d2x2 dx2 d
mzdt—2+B27+B1;(X2—X1)+k2x2=O (b)
Si se reordenan sus transformadas, las salidas del sistema
son:
X,(9 Lt
$)=F()—————— §——
! m152+315+k1 2 mlsz+ﬁ1s+k1
Bys
X, () =X, (s) (d

m252+(B1+,82)5+k2

3.2 Si se utilizan las analogias electromecanicas de la
tabla 3.5, el circuito eléctrico equivalente resultante se
muestra en la figura I11.1.

Figura Ill.1 Analogia eléctrica del sistema
de la figura 3.55.

3.3 El solenoide mostrado en la figura I1I.2 queda re-
presentado en Simulink, segiin se muestra en la figura
II1.3.

k

J U

Figura lll.2 Diagrama esquematico del solenoide.

Solenoide definido por: j_z _ % |:—R1—KV—+ v(t):|,
—K i d?x  dx
f(t)_ fl(t) Yy (m+M)F+bz+kx:f(t).

Kv

4‘:

\I
di/dt i(f)
- 1

m_» + w - v(©=5v
1/L  Integrador R=0.25 ohms
v=5 volts - L=0.1 hy
R Kv=0.45 w(m/seg)
m=0.15 Kg
M=5 Kg
Kf k=0.8 Nw/m
Kf=0.45 Nw/amp

A2 x/di"2 dx/dt x(t)
Lo |+ b—» 1 1 |-

N s

—> L= 1/(m + M) Integrador 2 Integrador 3 Scope

k
//el<
\I
Figura Ill.3 Representacién en Simulink del solenoide.

Con respecto a la figura II1.3, grabada con el nombre
de cap3prob3a, se procede a sustituir el bloque step por el
elemento in y el bloque scope por el elemento out (tanto
in como out se ubican en el ment Signals & Systems); el
archivo resultante se renombra como cap3prob3b, segtin se
muestra en la figura I11.4.

Kv
%:
di/dt i(f)
- @_' R —
Inl _ 1/L  Integrador
R
Kf
A2 x/dt"2 dx/dt x(t)
> 1 ..
i < O ’ 1
- t
> 1/(m + M) Integrador 2 Integrador 3 b

<
<

Figura l1l.4 Para llevar a cabo la extraccion del sistema,
la entrada escalén se sustituye por in y la salida scope
por out, por lo que se renombra el archivo como
cap3prob3b.

Una vez que el sistema se ha guardado en disco como
cap3prob3b, antes de ejecutarlo, deben declararse todos los



pardmetros del sistema en la ventana principal de Ma-
tlab:

>> % definicion de los parametros del sistema

>> y=5; R=0.25; L=0.1; Kv=0.45;

>> m=0.15; M=5; k=0.8; Kf=0.45;

>> % El comando “linmod” lleva a cabo una conversién
del diagrama

>> % en Simulink (denominado en este caso ‘cap3prob3b’)
>> % a una representacion en espacio de estado
[A,B,C,D]

>> [A,B,C,D]=linmod(‘cap3prob3b’);

>> % La instrucciéon [num,den]=ss2tf(A,B,C,D) con-
vierte la

>> % representacién de espacio de estado a funcion ra-
cional

>> [num,den|=ss2tf(A,B,C,D);

>> printsys(num,den)

num/den =

6.6613 e—016 s + 0.87379

$"3 +2.5 "2 +0.54854 s + 0.38835

por lo tanto, la funcién de transferencia del solenoide es:

3 0.87379
$342.55240.54854 s+ 0.38835

G(s)

En este momento resulta adecuado mencionar las di-
ferentes alternativas para representar a los sistemas linea-
les; por ejemplo, un sistema masa-resorte-amortiguador
puede representarse:

1. En forma de ecuacién diferencial de orden n:

d2x dx
+B—+kx=f(t
B k=10

m

2. En forma de funcién de transferencia:

X(s) 1

3. En forma de n ecuaciones diferenciales de primer or-
den:

dxl dx2
AR
dt

e B,k Lk
2 Y dt mx2 mxl+mf(t)

4. En forma de matriz de estado:
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3.4 El conjunto de ecuaciones diferenciales que defi-
nen al sistema de la figura 3.56 es:

d291 d
J1?+B1;(91—02)+K1(61—02)=T(t) (9-)

d292 d
J27+B1E(02—01)+K1(62—91)+
d
4B, (0,-0,)+ K, (0,-0,)=0 (b)
d293 d
Js_dtz +BZZ(03_02)+K2(03_02)+K363:0 (c)

Si se transforman las ecuaciones (a), (b) y (), se consi-
dera cero a todas las condiciones iniciales y se reagrupan
términos, se tiene:

1 ,815+K1
0,()=T()—5————+0 () —————
Jys +ﬁ15+K1 Jis +,315+K1
d
B.s+K
0,()=0,()— (N +
Jys*+ (B, +B,)s+(K,+K,)
s+ K
NP TG
Jrso+ (B, +B,)s+(K,+K,)
+ K
0,(5)=0,(s) Part ks (f)

J3s2+B,s+H(K,+K3)

3.5 El conjunto de ecuaciones diferenciales que defi-
nen al sistema de la figura 3.57 es:

I @
dr 50117 5012
dq, 7 3 1
—t—q,=—q,+— b
dr 1007275011 T g0 13 ®
dq; 1 1 o

- -
dr 201372012

3.6 El diagrama de bloques correspondiente al sistema
de rotacién con engranes y potencidémetro se muestra en
la figura IIL.5.

Sistema de rotacion Potencidémetro
reflejando el (conversidén rotacién
secundario al primario a voltaje)
T(s 0,(s V(s
oy | % 9
K %
P
s(Jos + By)

Figura Ill.5 Diagrama de bloques del sistema
de la figura 3.58.
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3.7 Sea la ecuacién (3.77) Cd—T+iT:q, +iT ,
dt R in R h
la cual se rescribe como:
dT 1 1 1
b —T=—q, +——T,
dt  RC c'm™ RC "

Al transformar y reordenar (g, y T}, son entradas esca-
16n):

_10 _1/15
T s s+1/45

é 1/45
s s+1/45

H_/

Factor proveniente de la
resistencia eléctrica.

T(s

(2)

y al aplicar TVE las contribuciones son:

T (e0) = 30°C +25°C = 55°C.
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3.8 La ecuacidn a representar es:

ar 1
AT parg,en,]
dt RC mn g
Para T} = 0 Kcal/seg, el sistema se muestra en la figura
III.6a y su comportamiento en la figura II1.6b.

35

30

25

20

15 pommaaflenn

fescapecanjencaqennenedeas!

w1
S
-
(=) .
(=]

Figura Ill.6b Respuesta del sistema para T, = O.

o
— 3 () Problema 3.8.
‘L % — ] Parimetros:
9in = 10 () g, = 10°C
m
R= + 1 _|__> Scope T, = 0 Kcal/seg
ol [ B ' R =3°C/Kaal
1/RC Integrador Multiplexor C =15 Kcal/°C
r - ()
T,=0 _ 7988
Switch

Figura lll.6a Simulacion del sistema para T, = O.

Para T) = 25 Kcal/seg, el sistema se muestra en la figura II1.6¢ y su comportamiento en la figura I11.6d.

T, =
| B 0 -
g, = 10 i N () Scope
=N e
o =
|+ s .
1/RC Integrador Multiplexor
>~ T()
T, = 25 — | 54.76
(atraso de | Switch -

10 seg.)

Figura lll.6¢c Simulacion del sistema para T, = 25 °C.
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Figura lll.6d Respuesta del sistema para T, = 25 °C.

3.9 Los termistores son dispositivos semiconductores
altamente no lineales, con un elevado coeficiente de tem-
peratura, por lo que experimentan cambios muy grandes
de resistencia aun para variaciones pequenas de tempera-
tura R(T).

Los termistores, segun su aplicacioén, pueden clasificar-
se de la siguiente manera:

1. NTC: coeficiente negativo de temperatura (utilizados
como sensores de temperatura).
2. PTC: coeficiente positivo de temperatura (usados co-
mo dispositivos de proteccion).

Para termistores del tipo NTC, la relacion entre su re-
sistencia y la temperatura estd dada por la ecuacion:

R(T)=R e kT (@)

Para obtener un modelo linealizado del termistor,
considerando por ejemplo una temperatura T = 10 °C
(en este caso se eligid la regién menos lineal del sistema),
primero se procede a determinar la constante k del dis-
positivo con respecto a la ecuacién (a):

Donde:
R, = Resistencia del termistor a temperatura de referen-
cia; en este caso:

R,(T=0°C) = 27280 (.

R(T) = Resistencia a temperatura T: R(T = 10 °C) =
17960 ().

—In(R(T)/R)) _1n(1 272
o . o _ n(7961(())/ 780)20.0418(1))

La figura III.7 muestra el comportamiento tedrico,
ecuacion (a), y el comportamiento real (tabla 3.6), del
termistor bajo consideracion.
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X 10* Caracteristicas del termistor (10K ohms a 25 °C)

25}

Resistencia en ohms

Curva real
05F Curva teérica
R(T) = 27,280 exp(—0.0418*T)

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Temperatura en °C
Figura lll.7 Comportamiento del termistor
(para T = 10 °C), valores tedrico y real (tabla 3.6).

El c6digo en Matlab, escrito para mostrar las grificas
anteriores, es:

>> % Valores de temperaturas desde 0 a 100 °C en in-
tervalos de 5° C:

>>T=[05 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75
80 85 90 95 100];

>> % Valores de resistencia en el intervalo considerado
de temperaturas:

>> Rreal=[27280 22050 17960 15680 12090 10000
8313 6941 5828 4912 4161 3537 3021 2589 2229 1924
1669 1451 1366 1108 973.5];

>> % Grafica de temperatura — resistencia real

>> plot(T,Rreal)

>> % Instruccién para retener una imagen y poder em-
palmar

>> % grificas posteriores sin que se borre la primera
grafica.

>> hold on

>> % Etiquetas para los ejes T y R.

>> xlabel(‘temperatura en °C’); ylabel(‘resistencia en
ohms’);

>> % Titulo de la grafica.

>> title(‘Caracteristicas del termistor (10K ohms a 25
°C))

>> % Colocacién de texto sobre la grafica del
comportamiento real.

>> text(50,6000, Curva real’)

>> % Serie de instrucciones para graficar la ecuacién (a)
conociendo k.

>> 9% Rango e intervalo de valores para el eje t.

>> t=[0:5:100];

>> % Asignacion del valor correspondiente de la cons-
tante del termistor.

>> k=0.0418;

>> %Ecuacidn (tedrica) por graficar.

>> =27280%exp(—k*t);
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>> % Grafica de temperatura — resistencia tedrica

>> plot(t,r)

>> % Colocacién de texto sobre la grafica del compor-
tamiento tedrico.

>> text(10,6000, Curva teorica’),

>> text(2,4000, ‘R(T)=27,280 exp(—0.0418*T)’)
>> % Desactivacién de la instruccién hold on

>> hold off

A continuacién se procederad a linealizar la ecuacién
(a) en T'=10° C, tomando en cuenta:

R,(T=0° C) =27280 Q.
R(T) = Roe_sz 27280 00418 T
R'(T) = 27280 (~0.0418) 0418 T,

Si se particulariza la ecuacién (3.83):

—1140.304¢ 00418 T
T=10 T=10

R(T) =17960.12159 — 750.733 (T —10) (c)

R(T)=27280¢~0-0418 T

(T —10)

A partir de la ecuacion (c), se obtiene una aproxima-
cién de la resistencia del termistor a una temperatura de
T=5°C:

T =5°C)=17960.12159 —

tedrica (
—750.733 (5—10) = 21713.787Q)
donde el valor real es R(T'=5 °C) =22050 ) (la discre-

pancia de valores se debe a que se eligié precisamente la
regidén menos lineal del termistor).

3.10 Para obtener las ecuaciones diferenciales que de-
finen al sistema de dos tanques no interactuantes, se parte

de las ecuaciones (3.90) y (3.91):

dh 1 dh 1 1
- +—h, =UvA —2+—h2 =U,+—n,

P 24 'R R
t 1 t 2 1

Las salidas H,(s) y H,(s) son:

1/4,
H,(5)=U () ————
=TT R,
1/A,

+
s+1/A,R,

1/ A, R,
s+1/A,R,

H,(s)=U,(s) H (s)
3.11 Como en este problema se pretende hacer una
extracciéon del modelo (en forma de funciones de trans-
ferencia) desde Simulink hacia Matlab, es necesario definir

previamente los pardmetros del sistema desde el espacio
de trabajo de Matlab:

>> U1=50; U2=0;
>> A1=50; A2=65;
>> R1=0.4; R2=0.6;

A continuacién se procede a representar en Simulink
las siguientes ecuaciones diferenciales (figura II1.8a).

dhy 1
—=— Up=o=hy | Y
dt A, R,
dh 1 1
2 = Uyt —h,——h,
dt A, R, R,
dhl/dt 1 Multiplexor

—_’+% =

| —

Ul =50 Al =50 Integrador|
Scope
R1 =04
dh2/dt
| R I
s
U2 = 65
Switch
1/R2[

R2 =0.6
Figura lll.8a Representacién en Simulink de las
ecuaciones diferenciales que definen al sistema de dos
tanques no interactuantes, la entrada U, = O. Archivo
grabado como cap3prob11a.

El comportamiento en la variacién de los niveles /(t)
y hy(t) se presenta en la figura II1.8b.

35 ; . . .
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Figura lll.8b Comportamiento de los niveles h, (t)
y h,(t), asi como los valores finales: h, (=) = 20 m
(gréfica inferior) y h,(e) = 30 m (grafica superior) del
sistema de dos tanques no interactuantes.

Si se considera el modelo en Simulink, guardado con
el nombre de cap3prob11a,se procede a sustituir las entra-
das escalon U, y U, por los elementos In1 e In2, respecti-



vamente, asi como las salidas /; y h,, por los componentes
Outly Out2 (los elementos In'y Out se encuentran en la
libreria de Signals and Systems).

El diagrama resultante de las sustituciones indicadas es
almacenado en memoria con el nombre de cap3prob11b,
segln se muestra en la figura II1.8c.

Para obtener una extraccion del modelo en Simulink
en forma de funciones de transferencia, se escribe el si-
guiente conjunto de instrucciones en la ventana de traba-
jo de Matlab, con lo cual, ademis, serd posible cuantificar
analiticamente los respectivos valores finales: los niveles
fy(e0) = 20 m y hy(e0) = 30 m.

din/dt »

+ % »C1)

Al =50 Integrador

RI = 0.4 D

Out2
dh2/dt

1
) -> T | //12
In2

—| A2 = 65 Integrador 2

<o|—

R2 =10.6

Y

+

switch

Figura lll.8c Configuracién resultante de
sustituir las entradas U, y U, por In1 e In2 y las salidas
hyy h, por Out1y Out2, por lo que el diagrama resultan-
te almacenado en disco se guarda como cap3prob11b.

>> 9% Con la instruccidn linmod (acompanada del nom-
bre del archivo)

>> % es posible obtener con Matlab una representacién
en forma de

>> % funcibén de transferencia siempre y cuando tanto
las entradas como las

>> % salidas hayan sido sustituidas, respectivamente, por
los bloques Iny

>> % Out de la libreria Signals and Systems

>> % [A,B,C,D]=linmod(cap3prob11b) da por resultado
la conversion del

>> % diagrama en Simulink a notacion de espacio de
estado.

>> [A,B,C,D]=linmod (cap3prob11b);

>> % El siguiente comando convierte la notacién de
espacio de estado a

>> % notacién de funcién de transferencia: ss2tf (A, B,
C, D, opcional)

>> % El término opcional se utiliza cuando al sistema
se le aplican
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>> % dos o mas entradas, siendo éste nuestro caso:
>> [numl,denl]=ss2tf(A,B,C,D,1);
>> printsys(num1,denl)
num(1)/den =
0.02 s +0.00051282

s"2 +0.075641 s + 0.0012821

Con respecto al tanque 1y para la entrada U, se tie-
ne:

B 0.00051282
((8) $240.0756415+0.0012821

c

el nivel H, (s) corresponde a:

0.00051282
S
s240.0756415+0.0012821

50
Al sustituir U (s)=— vy aplicar el teorema de valor
final: s

hy(e0)=lims — =20 m(c)

Con respecto al segundo resultado que arroja Matlab
(tanque 2 y entrada U,), ya que se cuenta con dos entra-
das, se tiene:

num(2)/den =
—1.3878e-017 s + 0.00076923

s"2 +0.075641 s + 0.0012821

lo que se asocia con la funcién de transferencia G,(s) =
H,(s)/ U, (5):

3 0.00076923
U,(s)  52+0.075641s5+0.0012821

El nivel H,(s) corresponde a:

0.00076923
$2 +0.0756415+0.0012821

H,(s)=U (s

0.00076923
U,(9)— (©)
s 4+0.0756415+0.0012821

50
Si se sustituye U (s)=—y U,(s)=0 para aplicar el
s

teorema de valor final:

0.00076923
oy (o0) = lim s 20 — =30m (f)
o s $240.0756415+0.0012821
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Como se tienen dos entradas: U, (s) y U,(s), el segundo
resultado que proporciona Matlab debido a U,(s) es:

>> [num?2,den2]|=ss2tf(A,B,C,D,2); % Instruccién para la
segunda entrada:

>> printsys(num?2,den2)

num(1)/den =

0

$"2 4+ 0.075641 s + 0.0012821
num(2)/den =
0

s"2 +0.075641 s + 0.0012821

Al tomar en cuenta que el sistema bajo anilisis presen-
ta dos entradas: U, (s) y U,(s), y dos salidas, H,(s) y H,(s),
las respuestas del sistema’ seran de la forma:

H (5)=U ()G (9)+U, (G, (5)

Hz(S) =U ()G, () U, ()G 1 (5)

0.02 5+ 0.00051282
H (5)=U (s) >
s2 +0.075641s +0.0012821
0.00076923
H,(s5)=U,(s
s240.0756415+0.0012821

Para completar el problema, se considerard a continua-
cién el cambio de posicién en el interruptor para una
entrada U, # 0 aplicada al tanque 2, con lo cual U, =
65 m®/seg. El procedimiento de anilisis y simulacién es
semejante al caso anterior; la figura I11.9a indica la modi-
ficacidn a realizar en el interruptor.

dhl/dt 1 Multiplexor
[ =" >
> -
—|— _ 1
Ul =50 Al =50 Integrador >
Scope
R1 =0.4

dh2/ dt

h2

R2 = 0.6

Figura lll.9a Representacion en Simulink del sistema no
interactuante para U, # O.

La figura III.9b presenta la variacién en los niveles
hy(t) y hy(t), donde se puede observar que los valo-
res finales de los niveles son, respectivamente: /1, (o) = 20
my hy(e0) =70 m.

ol ------ - Fommmes i S —— Pocoooooe
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1 1 1 1
20 b--/---= ! L 1 1
i i i i
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0 } } I I

0 50 100 150 200 250

t

Figura lll.9b Niveles h, (o) = 20 m (grafica inferior)
y h,(e0) = 70 m (gréfica superior) del sistema de dos
tanques no interactuantes.

Con respecto al diagrama de la figura II1.9a, se proce-
de a sustituir las entradas y las salidas, respectivamente, por
In1,In2y Outl, Out2. El diagrama resultante (no mostra-
do) se graba como cap3prob11c. El c6digo en Matlab para
llevar a cabo la extraccién del modelo es:

>> U1=50; U2=65;A1=50; A2=65;R 1=0.4; R2=0.6;

>> [A,B,C,D]=linmod (cap3prob11c’;

>> [numl,denl]=ss2tf(A,B,C,D,1); % Para la entrada
uUl.

>> printsys(num1,denl)

num(1)/den =

0.02 s +0.00051282

s"2 +0.075641 s + 0.0012821
num(2)/den =
—1.3878e-017 s + 0.00076923

s"2 +0.075641 s + 0.0012821
>> Para la entrada U2:
>> [num?2,den2|=ss2tf(A,B,C,D,2); % Para la entrada
U2.
>> printsys(num?2,den?2)
num(1)/den =

0

s"2 +0.075641 s + 0.0012821
num(2)/den =
0.015385 s + 0.00076923

s"2 +0.075641 s + 0.0012821

! Para la representacién de sistemas multientrada-multisalida (MIMO), consulte el capitulo 4, seccién 4.2.



0.02 5+ 0.00051282
H (s)=U (s 5
s2 +0.0756415+0.0012821
0.00076923
H,(s)=U,(s 5
$2+0.075641s +0.0012821
0.015385 5 + 0.00076923
+U2 s
$240.0756415+0.0012821

3.12 Las funciones de transferencia de los arreglos
mostrados en la figura 3.61 corresponden a:

1/R,C

Gl =———
9 CO="TTR e

b) G(s)z—RC1(s+1/RC2)
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3.13 El resultado de los disefios asociados a la figura
3.62, en cada caso son:

_212.76
s

a) G(s)=

b) G(s)=—0.047 (s +212.76)






Reduccion de
sistemas

INTRODUCCION

En este capitulo se presentan dos procedimientos para simplificar sistemas: el método de
Mason vy el algebra de bloques, tanto para sistemas de una entrada y una salida (SISO:
single input single output) como para sistemas multientradas y multisalidas (MIMO: multi
input multi output). La parte final introduce la herramienta de Matlab Simulink, la cual
permitira representar sistemas en forma de bloques, ya sea como funciones de transferen-
cla o directamente por medio de ecuaciones diferenciales. Esto servird para interactuar
con Matlab con la finalidad de obtener descripciones de sistemas en forma de funciones
de transferencia, o bien, como modelado en espacio de estado (a manera de n conjuntos de
ecuaciones diferenciales de primer orden).

Contenido

e Diagramas de flujo de sefales (reduccién por el método de Mason).

* Diagramas de bloques (reduccién por ilgebra de bloques).

» Sistemas SISO y MIMO.

¢ Uso de Matlab y Simulink en la obtencién de funciones de transferencia de lazos
abiertos y cerrados.

* Problemas.

* Referencias del capitulo 4.

* Soluciones a los problemas del capitulo 4.

Objetivos

* Representar sistemas mediante diagramas de flujo de senales y diagramas de bloques,
asi como mediante simplificacidon de sistemas.

+ Utilizar Matlab y Simulink como herramientas en el modelado y la simplificacién de
sistemas fisicos.
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4.1 INTRODUCCION A LA REPRESENTACION DE SISTEMAS

Figura 4.1a

Relacion entre bloque y rama;
en el DFS, los nodos indican
las variables de entrada

y salida.

Figura 4.1b

Relacién entre punto de
suma y punto de reparto
del diagrama de bloques
con el nodo del DFS.

Un sistema de control estd compuesto por varios subsistemas, representados en el domi-
nio s por un conjunto interconectado de funciones de transferencia individuales G(s). Al
sistema equivalente se le dard el nombre de funcidn de transferencia resultante o bien,
por su importancia, el de funcién de transferencia de lazo cerrado T(s).

Para determinar la relacién entre entrada(s), sistema(s) y salida(s), es conveniente re-
presentar todo el conjunto en forma de diagrama,lo cual puede ser a manera de diagramas
de flujo de senales (DES) o de diagrama de bloques (DB).

En principio, tanto el DB como el DES proporcionan exactamente la misma infor-
macién sobre un determinado sistema; la ventaja del DB radica en que provee de manera
grafica la relacidn entre variables, subsistemas y salidas; mientras que el DFS permite, por
un lado, dibujar més ficilmente un conjunto de ecuaciones transformadas al dominio s,
ademas de hacer posible determinar la funcién de transferencia resultante de lazo cerra-
do T{(s) “en un solo paso” mediante la aplicacién del método de Mason.

Los elementos que conforman todo diagrama de bloques son las variables de entrada
y salida que interactian con el punto de suma, los bloques y los puntos de reparto. Con
respecto al DES, s6lo existen las ramas, que corresponden propiamente a los bloques,
y los nodos que actllan como variables de entrada y de salida, como puntos de suma y
como puntos de reparto. Las figuras 4.1a y 4.1b muestran las equivalencias entre ambos
diagramas.

G(s)
ay | > —>—
Bloque Rama
R(s) Y(s) G
—> Gl o, O
R(s) Y(s)

La figura 4.1a muestra la equivalencia entre bloque y ramas, asi como la definicién de
variables de entrada R(s) y salida Y(s) por medio de nodos.

La figura 4.1b indica la correspondencia entre punto de suma y punto de reparto del
DB, con respecto a los nodos del DFS. En esta representacion es necesario afadir a cada
rama su correspondiente funcién de transferencia individual G(s); ademas, se observa
que los nodos efectan diversas funciones como nodos de entrada y salida, como nodo
a manera de sumador algebraico y como nodo como punto de reparto.

o R(9)
o
Ry(s) + 1
1
o
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4.2 SISTEMAS SISO Y MIMO

Una de varias alternativas para clasificar los sistemas de control es con respecto a su ni-
mero de entradas y salidas. Cuando un sistema tiene una sola entrada y una sola salida se
denomina sistema SISO (single input single output); cuando posee varias entradas y varias
salidas se llama sistema MIMO (multi input multi output).

Para sistemas SISO, la funcién de transferencia G(s) corresponde a la relaciéon salida-
entrada escrita directamente como:

Y(s)
R(s)

G(s)= 4.1)

condics. iniciales=0

Sin embargo, para sistemas MIMO se requiere introducir subindices para identificar
tanto al nimero de salida i como al ntimero de entrada j con respecto a la posicion de
la funcidén de transferencia individual EHON asociada a una salida y a una entrada espe-
cificas:

G, (9= ‘ (4.2)

donde el subindice i corresponde a la salida bajo consideracidén y el subindice j designa
la entrada respectiva. Con base en lo anterior, un sistema MIMO tiene la siguiente es-
tructura en la que se consideran n salidas y m entradas:

Yi(9)=Ry()G () + R,y ()Gp(s)+ - +R ()G, (5)

Y,(5)= R, (G, () + R, ()G oy (s)+ - +R ()G, (5) (4.3)

1 22

Y (s)= R1(5)Gn1(5) + Rz(s)G”Z(s)wL +Rm(s)Gnm(s)

n

Con esta notacidn se identifica con claridad la ubicacion y la relacién de cada funcién
de transferencia individual G, (s) con la salida y la entrada respectivas.

Como ejemplo, G,,(s) es la funcion de transferencia que relaciona la salida 1 con la en-
trada 2; G, (s) relaciona la salida 2 con la entrada 1, etcétera.

Para sistemas con una sola entrada y n salidas, las ecuaciones son:

mientras que para un sistema con m entradas y una sola salida son:

Y, (5)=R (G (5)+ R, ()G () + - +R (5)G,, (5)
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<& EJEMPLO 4.1

Para el siguiente conjunto de ecuaciones en el dominio s, obtenga su correspon-
diente DES y DB.

1 1

+R -
s+2 S
1

s2+10

Xz(s) = X1(5)
Y(s5)=X,(s)

donde:

R, (5) y R,(s) son entradas iniciales.
X, (5) y X5(s) son salidas y/o entradas intermedias.
Y(s) es la salida final.

Solucion:

Los DFS pueden representarse de multiples formas; sin embargo, es conveniente
uniformizar tal representacion: el flujo de informacién siempre se considerara de
izquierda a derecha, pero habra que comenzar por la(s) entrada(s) inicial(es); a con-
tinuacion se indicaran las variables intermedias y finalmente la(s) salida(s) final(es).
El DES del conjunto de ecuaciones (1) se muestra en la figura 4.2a.

Figura 4.2a R,(5)
DFS del conjunto de i
ecuaciones (1). 1 1
Y(5)
R,(5) 2 s+2 2 +10 1
@ O L
X,(9) Y(s)
X)) =
=X =
2 +4 g

Para graficar ecuaciones en su respectivo diagrama de flujo de sefiales, por
ejemplo:

1
s2+4

X (9=2R ()= X, ()

hay que tomar en cuenta varias consideraciones: el miembro izquierdo de cada
ecuacion representa una salida y cada término del miembro derecho es una suma
de elementos, compuesto cada uno de ellos por una combinacién de entrada-
funcién de transferencia. La representacion del miembro derecho se lleva a cabo
por etapas: una entrada especifica R (s) se considera diferente de cero, y las entradas
restantes, en este caso X,(s), se igualan a cero, de manera que la entrada R, (s), por la
funcién de transferencia individual G, (s) = 2, produce parte de la salida X (s).Una
vez representado el primer término, se procede a graficar el siguiente factor,



Figura 4.2b
Representacién grafica
de la ecuacion
X,(s) =2R(s) -

1

X,5(s .
()52+4

2

Figura 4.2c

Diagrama de bloques
resultante de graficar el
conjunto de ecuaciones (1).

Reduccién de sistemas

para lo que habra que considerar ahora a la entrada X,(s) como diferente de cero,
mientras que la entrada R (s) se hace igual a cero, con lo cual el producto de la
entrada X, (s) por la correspondiente funcién de transterencia individual G ,(s) =
1/(s> + 4) produce la parte restante de la salida X, (). Lo anterior se ilustra en la
figura 4.2b.

Ry(s) 2
Xi(s)
X5(5)

2 +4

Al proceder de manera anloga con las ecuaciones restantes, se completa el res-
pectivo DES. Para enfatizar al nodo de salida Y(s), se suele agregar otro nodo Y(s)
unido por medio de una funcién de transferencia unitaria, que no altera en nada
el valor de la variable Y(s).

La representacién en diagrama de bloques del conjunto de ecuaciones (1) se presenta
en la figura 4.2c.

X6

2+4

4.3 REDUCCION DE DIAGRAMAS DE FLUJO

DE SENALES (METODO DE MASON)

La finalidad de representar un sistema de control en DFES o DB no sdlo es proveer una
representacioén grafica de las relaciones entre variables y subsistemas procedentes de un
conjunto de ecuaciones; también debe hacer posible obtener una funcion de transteren-
cia equivalente (en forma de funcién racional formada por un Gnico numerador y un
unico denominador, ya sea en forma de bloque o de rama) a la que por su importancia
se le llamard funcion de transferencia de lazo cerrado y que esta representada por 1(s).

Para obtener la funcién de transferencia de lazo cerrado T(s) de un sistema, se em-
pleard el método de Mason y posteriormente la simplificacién de bloques por medio del
algebra correspondiente (seccion 4.4).

El método de Mason es un procedimiento mediante el cual es posible determinar
funciones de transferencia de lazo cerrado T(s) de sistemas SISO, pero también puede
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Figura 4.3

DFS del que se definiran
los conceptos asociados al
método de Mason.

aplicarse a sistemas MIMO para obtener las correspondientes funciones de transferencia
de lazo cerrado T; j(s). El procedimiento de Mason se define con la ecuacién (4.4).

~ P/A +P, A, ++ DA,

T(s)= 4.4
(5 K (4.4
donde:

P, = ganancia de la trayectoria i considerada

A = determinante

A, = cofactor asociado a la trayectoria i

T(s) = funcidn de transferencia de lazo cerrado

Para lograr utilizar la ecuacion (4.4) a un determinado DFS, o bien, a un DB (sin ser
convertido a DES), a continuacién se definen los siguientes términos, que se aplicaran
simultaneamente al DFS mostrado en la figura 4.3.

Trayectoria

Una trayectoria es cualquier recorrido unidireccional que va desde la entrada hasta la
salida; al recorrerla, no es posible pasar por un mismo nodo mas de una vez (esto es para
evitar recorridos cerrados que se definiran luego como ciclos). El niimero y el orden
asignados a cada trayectoria son arbitrarios. Para el ejemplo considerado, la figura 4.4
muestra las tres trayectorias existentes en el DES de la figura 4.3.

Ganancia de trayectoria P,
Es el producto de las funciones de transferencia individuales que forman cada trayecto-
ria. Para el caso considerado se tienen tres ganancias de trayectoria:

La ganancia P, de la trayectoria 1 es:

G B b el

2s
(s+5)(s2+8)(s+7)(s+9)

b, =
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Figura 4.4
Trayectorias del DFS
correspondiente.

” \\\ > \\
R() o L Y(9)
1 s+6 e N 1
3 A
s+2 O 5
\ A )
N PN ’

Trayectoria 3

La ganancia P, de la trayectoria 2 corresponde a:
1 1 25
P,=(1 25) - |(1)=
s e 0=
Para la tercera trayectoria, su ganancia P; es:

il (e En Bl

0.5
s(s+2)(s+6)(s2 +5)

p,=
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Figura 4.5
Ciclos del DFS considerado.

Ciclo

Un ciclo es todo recorrido unidireccional cerrado que empieza y termina en el mismo
nodo, de manera tal que al recorrerse no es posible pasar por un mismo nodo mas de
una vez. El niimero dado a cada ciclo es arbitrario. La figura 4.5 muestra los ciclos del
DFS correspondiente.

Ganancia de ciclo L;
Es el producto de las funciones de transferencia individuales que componen cada ciclo;
para el caso considerado, la ganancia L, del primer ciclo es:

1 -10
L1=(_10) s2+8 =s2+8

Ganancia de —10 Ganancia de
ciclo L, (@ ciclo L,

1 ,' \\ 2+ ‘ N
O-->-&_ JRRERES > p-->-0
R(s) @5 L Y(s)
A\ s+6 245 N\ ,”
Y ~ 4
Ganancia de Ganancia de
ciclo Ly ciclo L,
—12 —4

Con respecto a la ganancia L, del segundo ciclo:

L,=-3
Para la ganancia L del tercer ciclo:
0.5 —6
= _12)=
3 s+6 ( ) s+6
La ganancia L, del cuarto ciclo corresponde a:
1 —4
L,= (_ 4) -

Determinante A

Para evaluar el determinante A del DFS respectivo es necesario el siguiente concepto:
dos ciclos se tocan entre si cuando éstos tienen en comin un mismo nodo; en caso
contrario, se dice que los ciclos no se tocan entre si. De acuerdo con lo anterior, el de-
terminante A de un DFS se define como:
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A =1 — (suma de las ganancias de todos los ciclos) + (suma de los productos de las
ganancias de todas las combinaciones de dos ciclos que no se toquen entre si) — (suma de
los productos de las ganancias de todas las combinaciones de tres ciclos que no se toquen
entre si) + ...

El determinante A del DFS bajo estudio es:

A=1—(L1+L2 +L,+L )+(L L, +L,L,+L L, +L,L,+L,L,)—
-(L,L,Ly+L,L,L,)

y si se sustituyen valores:

-1
P = N N S
2+8 s+H6 24
30 60 40 18 12
+ + + + + -

P+8 (2+8)(s+6) (2+8)(P+s) (516) (s2+5)

-180 120
(s> +8)(s+6) (s> +8)(s>+5)

Cofactor A,

Se considera que un ciclo y una trayectoria se tocan entre si cuando ambos tienen en
comln un mismo nodo. Este concepto se utiliza para definir el cofactor asociado a cada
trayectoria (habra tantos cofactores como trayectorias). El cofactor de una trayectoria es
el determinante del DFS formado por la supresion de todos los ciclos que toquen a la
trayectoria bajo consideracion. La figura 4.6 muestra los ciclos que no tocan a la trayec-
toria respectiva.

Por lo anterior, el cofactor A, asociado a la trayectoria i es:

A, =1 — (suma de las ganancias de todos los ciclos que no tocan la trayectoria conside-
rada) + (suma de los productos de las ganancias de todas las combinaciones de dos ciclos
que no toquen a la trayectoria considerada y que no se toquen entre si) — (suma de los pro-
ductos de las ganancias de todas las combinaciones de tres ciclos que no toquen a la trayec-
toria considerada y que no se toquen entre si) + ...

Figura 4.6a
Ciclos que no tocan
a la trayectoria P;.

Ganancia de Ganancia de
ciclo L ciclo L,

—12 —4
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Figura 4.6b 3
Ciclos que no tocan /,a<\\ S
a la trayectoria P,. viclo L,
1
Y(s)
Ganancia de ‘\ !
ciclo Ly <’
—12
Figura 4.6¢ . —10 3
Ciclos que no tocan Ganancia de
ala t?ayectoria P ciclo Ly Gagailcii de
¥ P — ciclo L,
/' \‘ 1 > \\
1 ,,’ \\\ 24 8 A\ 1
R(s) 0.5 1 s, Ye)
1 s+6 52+ S \‘ L
O S
P2
s \\ ,\,( Il

Veamos cuiles son los cofactores de cada una de las tres trayectorias.
De la figura 4.6a, el cofactor A, para la primera trayectoria es:

6 4
A =1-(L,+L,)=1-| ———-
! (s 2 ( s+6 SZ+SJ

El cofactor A, para la trayectoria 2, segtin la figura 4.6b es:

6 6
A, =1—(L,+L,)+(L,L,)= 1—(—3—S+6J+ ((—3)[—5%])

De la figura 4.6¢, para la trayectoria 3, su cofactor A es:

-10 —
A3 =1-(Ly+L,)+(LL,)= l_(52+8_3J+ ([521-:)8](_3))

Una vez que se han cuantificado todos y cada uno de los elementos que conforman
la ecuacién (4.4), se procede a evaluar T(s):

P1A1+P2A2+P3A3
T(s)= I




Figura 4.7
DFS del conjunto
de ecuaciones (1).
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<& EJEMPLO 4.2

Para el siguiente conjunto de ecuaciones transformadas, obtenga su respectivo
DES y posteriormente su funcién de transferencia de lazo cerrado T{(s) utilizando
el método de Mason.

X (=R (5)—4X,(s)=5X ()

X2(5)=X1(s)ﬁ

X,(5)=10X 5(5) =12 Y, (5) (1)
V(9= X (0 <

donde:

R, (s) es una entrada inicial.
X, (5), X,(s) y X;5(s) son salidas y/o entradas intermedias.
Y, (s) es la salida final.

Solucion:
La figura 4.7 muestra el DFS del conjunto de ecuaciones bajo consideracién.

1/(s+5) ) Y1 ()

Para obtener la funcién de transferencia de lazo cerrado T{(s), al aplicar el mé-
todo de Mason se definen la ganancia de trayectoria, P,, la ganancia de ciclos
(L, L, y L), el determinante A y el cofactor A,.

Ganancia de trayectorias P;:

b 10
U7 (s+2)(s+5)

Ganancias de ciclos:

—4 —50 —
L 12
s+5

Determinante A:

s2+735+ 352

A=1_(L1+L2 +L3>+(L1L3>= (s+2)(s+5)
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Figura 4.8

Respuesta al escalén unitario

del sistema de lazo cerrado
10

§S)=——"-—".

s?+73s+352

El cofactor A asociado a la trayectoria P, es:
A =1

Al conocer todos los términos de la ecuacidon:
. P, Al
A

T(s)

se procede a obtener la funcion de transferencia de lazo cerrado T(s):

10

)= 2
s2+735+352
Es importante enfatizar que los polos de lazo cerrado no son los polos de lazo
abierto; si se conoce la funcién de transferencia de lazo cerrado T{(s) expresada por
la ecuacidn (2), es posible determinar la respuesta al escalon con Matlab. La figura
4.8 muestra dicha grafica.

>> % Respuesta al escalon unitario del sistema
>> 9% de lazo cerrado T(s) = 10/(s"2 + 73s + 352)
>> numlc=[10]; % Definicién del numerador de T(s)
>> denlc=[1 73 352]; % Definicién del denominador de T (s)
>> printsys(numlc,denlc)
10

s"2 4+ 73 s+ 352
>> 9% Respuesta al escalon de T(s):Y (s)=R (s)*T'(s)
>> step(numlc,denlc)

Step Response
0.03 T T i 'p

0.025+

0.02

a0.015¢

Amplitude

0.01

0.005¢

0 ) ) ) ) )
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2

Time (sec)




Reduccién de sistemas

Como alternativa, para determinar una expresion analitica de la respuesta y(t)
al escaldn unitario r(f) = U(t):

10
=LY (s)=R$)T () =————
Ay {() S 5(52+73s+352)}

se hace uso del comando ilaplace (véase el capitulo 2, seccién 2.8.8b):

>> 9% Para obtener la transformada inversa de Laplace deY (s),

>> % con el comando syms se generan las variables s y t

>> % para pasar del dominio s al dominio ¢

>>syms st

>> % la notacién con mayuscula supone una funcién definida en s
>>Y=10/(s"3+73%s"2+352%s);

>> 9% la notacién con mintscula indica una

>> 9% funcidn transformada al dominio ¢

>> y=ilaplace(Y)

y = 0.028 + 0.00235%exp(—67.8089%t)-0.0307*exp(—5.1911*¢)

Como conclusién, el conjunto de ecuaciones (1) fue reducido a una expre-
sidn equivalente T(s) dada por la ecuacién (2). De no existir tal herramienta, para
determinar la respuesta y(t) se tendria que resolver el conjunto (1) de ecuaciones
simultineas: ya sea por el método de Laplace, o bien expresar las ecuaciones en el
dominio tiempo:

x () =71,(6)—4x,(6) = Sx5(F)

(

L(0)=10x, ()= 12y (1

d
(E—i— 5))/1 =x3(t)

==~

+2)x2 =x(f)

X

4.4 ALGEBRA DE BLOQUES

Figura 4.9
Cambio de puntos
de suma.

Para llevar a cabo la reduccion a un solo bloque de un determinado diagrama de bloques,
es necesario aplicar lo que se conoce como algebra de bloques, esto es, hay que reducir
paso a paso el diagrama original hasta llegar a un Gnico bloque equivalente denominado
funcidn de transferencia de lazo cerrado T{(s).

A continuacidn se listan algunas de las reglas del algebra de bloques.

1. Cambio de puntos de suma (figura 4.9).

A—B A—B+C A+C A—B+C
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Figura 4.10
Movimiento de puntos
de suma.

Figura 4.11

Movimiento de punto

de reparto y generacién de
doble punto de suma.

Figura 4.12
Bloques en paralelo.

Figura 4.13
Blogues en serie.

Figura 4.14

Extraccion de un bloque
hacia fuera del punto
de suma.

2. Movimiento del punto de suma (figura 4.10).

4. Bloques en paralelo (figura 4.12).

AG(s)

+

AG/(s) + AG,(s)

A
. :> 251G + G l>

AGy(s)

5. Bloques en serie (figura 4.13).

AG,(s)

AG,()G,() A

A
9

G > G0 > > —>

AG,(s) Gy(s)

GO Gols) >

6. Movimiento del bloque fuera del punto de suma (figura 4.14).

A G(s) (A+ B)G(s)

+

+

A+ B)G(s)
A+B A
e > ) 7|9
B
—> ¢

B G(s)




Figura 4.15
Insercion del bloque
hacia la derecha del

punto de suma.

Figura 4.16
Insercion del bloque
hacia la derecha de un
punto de reparto.

Figura 4.17
Extracciéon de bloque
desde un punto

de reparto.

Figura 4.18
Extracciéon de bloque
en configuracion

en paralelo.
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7. Movimiento del bloque a la derecha del punto de suma (figura 4.15).

A
—

AG(s)—B

A—B/G(s)
+

G(s)

—

8. Insercion del bloque hacia el punto de reparto (figura 4.16).

A
— G(s)

AG()

—

AG()

G(s)

G(s)

9. Extraccion del bloque fuera de un punto de reparto (figura 4.17).

AG(s)

-

A

y AG(s)
G(s)
A
AG() DW/GH >

10. Extraccion de bloque de configuracién en paralelo (figura 4.18).

AG, (9
A +
G ()
+
G
) 2 (9) 4G,

11. Configuracién tipica de un sistema con retroalimentacién negativa y su funcién de

©)

AG, (5)

AG,(s) A Y(s)
A 1 *
> G0 560
AG,(s) e

Y() = A[G )+ G (9)]

transferencia de lazo cerrado T(s) (figura 4.19).

Probablemente la configuracién de un sistema retroalimentado sea la mis importante,
por su aplicacién a los sistemas de control de lazo cerrado. Salvo la simplificacién de la
configuracién en turno, las anteriores reducciones, por si solas, son obvias para obtener

la representacién equivalente en bloques.
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Con respecto a la figura 4.19, se definiran las siguientes variables y funciones de trans-
ferencia individuales G(s) y H(s).

Figura 4.19

E
Configuracion R() © e T(s)
de un sistema con G() R(s) G Y(s)
retroalimentacion negativa + _ j —_
y su funcion de H 1+ G(s) H(s)
transferencia equivalente B(s) )

de lazo cerrado T(s).

La interpretacién de la figura 4.19 es la siguiente. El punto de suma compara la va-
riable detectada B(s) con la entrada de referencia R(s), de lo que se obtiene una senal de
error E(s) [idealmente tal sefial debe ser cero, lo que indica que la salida Y(s) o el com-
portamiento real del sistema es igual a la referencia R(s) o comportamiento deseado].
El error E(s) actta sobre la funcion de transferencia de trayectoria directa G(s), lo que
produce la respuesta Y(s) del sistema. La salida Y(s) es detectada por un sensor, denomi-
nado funcién de transferencia de retroalimentacioén H(s), cuya respuesta B(s) es enviada
al comparador.

Y (s) = E(5)G(s) (a)
E(s)=R(s)— B(s) (b)
B(s)=Y () H (s) (©)
Al sustituir (b) en (a):
Y(9)=G(s) [R(s)-B(s) | (d)
(c) en (d):
Y (9= ROGE =G [Y(OH()] (©)

y al reordenar la ecuacién (e):
Y($)+Y(s) G(s)H(s)=R(s)G(s)
Y ([ 1+ G H(s) [= R($)G(s)
Toda funcidn de transferencia representa la relacidn salida/entrada:

Y _ G
R(s) 1+G(s)H(s)

T(s)= (4.5)

La ecuacién anterior supone una simplificacion de la configuracién original. Por su
importancia, al nimero T{(s) se le da el nombre especial de funcién de transferencia de lazo
cerrado, la cual estd representada por 1(s).

En el caso de que la salida Y(s) se retroalimentara directamente hacia el comparador,
segln se observa en la figura 4.20, se trataria de un sistema con retroalimentacién uni-



Figura 4.20
Sistema de control
con retroalimentacion
unitaria.

Figura 4.21

Conversion de un sistema
con retroalimentacién no
unitaria a forma unitaria.

Figura 4.22

Reduccién de sistemas

taria, esto es, H(s) = 1, cuya correspondiente funcién de transferencia de lazo cerrado es

T(s):
T(s)= Y(s) _ G(s) (4.6)
R(s) 1+G(s) ’
R(s) E(s) Y(s) T09)
) R( ¥
+ : GG
B 1+ G(s) —

12. Conversién de un sistema con retroalimentacién no unitaria a un sistema con retro-

alimentacidén unitaria, figura 4.21.

En muchas ocasiones resulta muy conveniente representar un sistema expresado ori-

ginalmente con retroalimentacién no unitaria en forma de sistema retroalimentado

unitariamente, como se muestra a continuacién (figura 4.21).

R(s) Y(s)

o= S

<& EJEMPLO 4.3

Y(s)
H(s) 2] G)

Utilice algebra de bloques para reducir a un solo bloque [funcién de transferencia
de lazo cerrado T(s)] los diagramas de las siguientes figuras.

a) Para este caso, ademas, obtenga los polos de lazo abierto G(s), asi como los polos

de lazo cerrado T(s).
R(s)

+

9

2+9

Y(s)

Solucion:

gar il

El diagrama de la figura 4.22 corresponde a la configuracién tipica de un sistema
retroalimentado, por lo que se procederd a definir la funcién de transferencia de
trayectoria directa G(s), asi como la funciéon de transferencia de trayectoria de re-
troalimentacidén H(s); luego se aplicard directamente la ecuacion (4.5) para obtener
la reduccién del diagrama vy, por ende, T(s).

G(s)

=(s+4)(52+9)

H(s)=s+1
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Al aplicar la ecuacién (4.5) se obtiene la funcién de transferencia de lazo cerra-

do T(s):
2
()= G(s)  __ (s+H(s2+9)
HGEOH(E) |, 2(+1)
(s+4)(s2+9)
T(s)= 2

s¥+4s2+115+38
Los polos de lazo abierto Pla (trayectoria directa) son:

>> numg = [2];
>> deng =[1 49 36];
>> Pla = roots(deng)

Pla =
—4.0000
0.0000 + 3.0000i
0.0000 — 3.00001

Los polos de lazo cerrado Plc son:

>> numlc= [2];
>> denle= [1 4 11 38];
>> Plc= roots(denlc)

Plc =

-3.7614
—0.1193 + 3.17621
—0.1193 — 3.17621

b) Reduzca el diagrama de bloques de la figura 4.23a.

Figura 4.23a

12

s 249

s+4| 4 s >

10

s+6

Solucion:
El punto de suma asociado a la funcién de transferencia individual G, (s) = 12, se
reposiciona entre los dos primeros puntos de suma (figura 4.23b).



Figura 4.23b

Figura 4.23c

Figura 4.23d
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Los bloques enmarcados (figura 4.23b) pueden reducirse a una funcién de
transferencia parcial T)(s) mediante la ecuacion (4.5):

G(s)

1

T, (s)

C1+GE)H() 52445410

La figura 4.23¢ muestra el resultado de sustituir la funcién de transferencia par-
cial T|(s), con lo que nuevamente se puede simplificar la configuracion si se utiliza

una vez mas la ecuacién (4.5):

249

T, (s)

4 143 41952 +485+138

La configuracién resultante se muestra en la figura 4.23d.

R(s) 1 Y(s)
+ s+ 453+ 1952+ 485+ 138
s+6

Finalmente, la funcién de transferencia de lazo cerrado T{(s) es:

1

S =
st 463 41952 + 495+ 144

159
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4.5

Figura 4.24

Relacién entre diagrama de
bloques y diagrama de flujo
de sefales para un sistema
retroalimentado.

4.6

Para concluir el tema relacionado con la reducciéon de sistemas, es posible decir que
el método de Mason permite obtener la funcién de transferencia de lazo cerrado T(s)
en “un solo paso”; ademas, para aplicar dicho procedimiento no necesariamente debe
partirse de un DFS, también es posible proceder desde un diagrama de bloques sin te-
ner que convertirlo a DFS. Por otro lado, la reduccién de sistemas mediante algebra de
bloques supone una aplicacion sucesiva de reglas del algebra de bloques, con el incon-
veniente de que hay que redibujar el diagrama resultante cada vez que se haya aplicado
una operacidn particular.

RELACION ENTRE FUNCIONES DE TRANSFERENCIA
INDIVIDUALES Y DE LAZO CERRADO

La relacién entre configuraciones de sistemas retroalimentados, ya sea en DB o mediante
DFS, se muestra en la figura 4.24.

Y(s)
G(s) R(s) G(s) Y(s)
+ N —> 0>0>0>0
1 v 1

H(s)

R(s)

Con respecto a la ecuacidén (4.5):

se definiran los siguientes términos:

T(s) = Funcidn de transferencia de lazo cerrado.

G(s) = Funcidn de transferencia de trayectoria directa.

H(s) = Funcidn de transferencia de trayectoria de retroalimentacion.

1+ G(s)H(s) = 0, ecuacidn caracteristica (contiene los polos de lazo cerrado).

G(s)H(s) = Funcidn de transferencia de lazo abierto.

El ntimero G(s)H(s) merece los siguientes comentarios. Fisicamente, este produc-
to no tiene ninguna interpretacion; sin embargo, matematicamente, tal expresion llega
a ser muy importante en virtud de su gran similitud con la ecuacién caracteristica

1+ G(s)H(s) = 0.

USO DE MATLAB Y SIMULINK EN LA SIMPLIFICACION
DE SISTEMAS

En esta seccion se manipularan bloques con Matlab y Simulink para obtener funciones
de transferencia de sistemas SISO y MIMO.
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4.6.1 Uso de Matlab para simplificar diagramas de bloques

Los comandos a utilizar en esta seccidn seran: series, parallel, cloop y feedback; sus aplicacio-
nes se tratarn a continuacion.

1. Bloques en serie (series).
Sea un sistema formado por dos bloques en serie (figura 4.25).

Figura 4.25 AG(s)
Blogues en serie.

A
—> G(9 Gy(s) AG(5) Gy(s)

Considerando:

_ numl 10 _num2  s+12

G, (s)= = G,(s
1) denl  §2 4554100 ©

22 den2  85+25

Para obtener la funcién racional resultante num/den con Matlab, se escribe el siguien-
te codigo:

>> % Comando “series” para obtener la funcién de transferencia
>> % resultante de dos bloques en serie: num/den

>> 9% Definicién de G1(s):

>> num1=[10]; den1=[1 5 100];

>> 9% Definicidén de G2(s):

>> num?2=[1 12]; den2=[8 25];

>> 9% Funcién de transferencia resultante: num/den:

>> [num,den]=series(num1,den1,num?2,den2);

>> printsys(num,den)

num/den =

10 s+ 120

8 $"3 4 65 "2 + 925 s + 2500

2. Bloques en paralelo (parallel).
Sea un sistema formado por dos bloques en paralelo (figura 4.26).

Figura 4.26 AG(s)
A
Bloques en paralelo. G,(5) AG,(s) + AG,(s)
+
+
Gy(s)
AG;(s)
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Considerando

_numl 25 _num2 105

G = = G = =
1) denl  §2 425410 2(9) den2 2425

Para obtener la funcién de transferencia resultante num/den con Matlab, se escribe el
siguiente codigo:

>> % Comando “parallel” para obtener la funcién de transferencia
>> % resultante de dos bloques en paralelo: num/den

>> 9% Definicién de G1(s):

>> num1=[25]; denl=[1 2 10];

>> 9% Definicidén de G2(s):

>> num2=[10 0]; den2=[1 0 25];

>> 9% Funcién de transferencia resultante: num/den:

>> [num,den]|=parallel(num1,den1,num?2,den2);

>> printsys(num,den)

num/den =

10 $"3 + 45 "2 + 100 s + 625

s™ + 2§73 4+ 35 s"2 + 50 s + 250

3. Sistema retroalimentado unitariamente (cloop).
Sea un sistema con retroalimentacién unitaria (figura 4.27).

Figura 4.27 Controlador Proceso
Sistema con R(s) Y(s)
retroalimentacion Gds) Gy(9)
unitaria. s

Con respecto a:

numec  2.5(s+0.5)
= = y G0

_nump 3
denc s P

Bl denp  (s+2)(s+3)

Para determinar la funcién de transferencia resultante num/den con Matlab, se escribe
el codigo:

N
c

>> % Comando cloop para obtener la funcién de transferencia resultante
>> 9% de un sistema con retroalimentacién unitaria: num/den

>> 9% Definicidén de Ge(s):

>> numc=2.5*[1 0.5]; denc=[1 0];

>> 9% Definicidén de Gp(s):

>> nump=[3]; denp=conv([1 2],[1 3]);

>> % Funcioén de transferencia resultante de dos bloques en serie:

>> [nums,dens|=series(numc,denc,nump,denp);

>> printsys(nums,dens)

num/den =

7.5s+3.75

NB+55"24+65s



Figura 4.28
Sistema de control
con retroalimentacion
no unitaria.

>> % Funcidn de transferencia con retroalimentacion unitaria: num/den,
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>> % el signo negativo indica que se usa retroalimentacioén negativa.

>> [num,den]=cloop(nums,dens,—1);
>> printsys(num,den)
num/den =

7.5s+3.75

N3 +5824+1355+3.75

4. Sistema con retroalimentacién no unitaria ( feedback).

Sea un sistema con retroalimentacién no unitaria (figura 4.28).

Controlador Proceso

R(s) Y(s)
G(s) =G,
+
H(s)
Sensor
Considerando:
numec  s+2.5 num 3
G,(s)= - , G (=" =
denc s r denp 245420
numh 10
H = = —
Y 9 denh  s+1

Para obtener la funcidn de transferencia resultante num/den, se escribe el siguiente

codigo:

>> % Comando feedback para obtener la funcién de transferencia
>> resultante de un sistema con retroalimentacidon no unitaria: num/den

>> % Definicion de Ge(s):
>> numc=[1 2.5]; denc=[1 0];
>> % Definicién de Gp(s):
>> nump=[3]; denp=[1 1 20];
>> % Definicién de H(s):

>> numh=[10]; denh=[1 1];

>> % Funcion de transferencia resultante de dos bloques en serie:

>> [nums,dens|=series(numc,denc,nump,denp);
>> printsys(nums,dens)
num/den =

3s+7.5

N34+ "2+ 20s

>> % Funcidn de transferencia con retroalimentacion no unitaria: num/den,
>> % el signo negativo indica retroalimentacién negativa.

>> [num,den]=feedback(nums,dens,numh,denh,-1);
>> printsys(num,den)
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num/den =

3s"2+105s+7.5

M+2"34+21"2+50s+ 75

4.6.2 Uso de Simulink para extraer la funcién de transferencia
resultante para sistemas SISO y MIMO

<& EJEMPLO 4.4

Para el sistema de dos tanques interactuantes que se ilustra en la figura 4.29, donde
se particularizardn las siguientes ecuaciones:

dh h

A—=g. — = —
ar 9:=4, y 9 R

obtenga las funciones de transferencia del sistema de dos entradas y dos salidas, asi
como los niveles () y h,(t). Considere también los siguientes datos:

A, =25m’ A, =55m’
R, =0.5 m*/seg R, =0.666 m*/seg
U, =35 m3/seg U, =45 rns/seg
Figura 4.29 U, U
Sistema de nivel _BZW . WEE—
interactuante.

Tanque 1 — Tanque 2 —

91 9D
Solucion:
Con respecto al tanque 1:
dh h,—h
1 17"
A —=U, -
Udt ! [ R, J @
Para el tanque 2:
dh h,—h h
A,—2=U,+| —2 -2 (b)
dt R, R,

por lo que las ecuaciones a ser representadas en Simulink (archivo grabado como
‘cap4Ej4a’) y mostradas en la figura 4.30.1 son:

dh

1(=h h
_12__1_|__2_|_[J1 y
d A | R, R



Figura 4.30.1
Representacion en
Simulink del sistema
interactuante.

Figura 4.30.2
Variacién en los niveles
h, (t) (grafica superior) y
h,(t) (gréfica inferior).
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70.77

" h1(t)
+
Ul N Si Lyl ]

L Gain Integrator Scope
‘ Archivo
i ‘cap4Ej4a’
1
Scopel

53.27

n2(f)

Antes de ejecutar el programa “cap4Ej4a” en Simulink, se deberd escribir el
siguiente codigo desde la ventana de trabajo de Matlab:

>> A1=25; A2=55;
>> R 1=0.5; R2=0.666;
>> U1=35; U2=45;

La figura 4.30.2 muestra las variaciones de los niveles en los tanques 1y 2: i, (¢)
Yy hz(t)~

80 _ r ; .
1 1 1 1
1 1 1 1
1 T T
1 1 1 1

0 R E E— LT R
1 1 1 1
: . ' '
; i iR () i

40 |---f--4= R qmmmmm-- [ EECIEEE e
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1

B (/- - ---- SRR C R SR S—
H H H H
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 !

O L Il Il 1

0 100 200 ;300 400 500

Con respecto al archivo en Simulink guardado con el nombre de “cap4Ej4a”,
se procede a sustituir las entradas: U, y U,, por los elementos In1, In2 de la libreria
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Signals & Systems; ademas, se sustituyen las salidas: /i, y h,, por los elementos Out1y
Out2, que de igual forma proceden de la libreria Signals & Systems. Una vez que se
han realizado los cambios indicados, se renombra y guarda en memoria el modelo
resultante como “cap4Ej4b”, seglin se muestra en la figura 4.30.3.

Figura 4.30.3
Modelo de Simulink grabado
como cap4Ej4b para obtener

las funciones de transferencia n

1
5

Outl

desde Matlab con la instruc-

cion linmod.

Integrator

h2

1
.
Out2

Gain2 Integratorl

Debido a que se tiene un sistema con dos entradas y dos salidas, los correspon-
dientes niveles H, (s) y H,(s) quedaran descritos por:

H,(s) = U, (s) T}, ) + U, (s) T 5(5)

(©)
Hy(s) = U, (5) Ty (5) + Uy(s) Th(s)

Para obtener una extraccién del modelo de la figura 4.30.3., en forma de fun-
ciones de transferencia, se utiliza la instruccidn linmod y posteriormente el co-
mando ss2tf (que convierte representaciones en espacio de estado a funciones de
transferencia). El siguiente cddigo escrito en la ventana de trabajo de Matlab lleva
a cabo la extraccion desde Simulink hacia Matlab:

>> [A,B,C,D]=linmod(‘cap4Ej4b’);

>> % El siguiente comando convierte notacién de espacio de estado a
>> 9% notacién de funcién de transferencia: ss2tf(A, B, C, D, opcional).
>> % El término opcional se utiliza cuando al sistema se le aplican
>> % dos o mas entradas:

>> % Para la primera entrada, opcional=1

>> [numl,denl]=ss2tf(A, B, C, D, 1);

>> printsys(numl,denl)
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>> printsys(num1,den1)
num(1)/den =
0.04 s + 0.0025465

s"2 +0.14366 s + 0.002184
num(2)/den =
—2.7756e-017 s + 0.0014545

s™2 + 0.14366 s + 0.002184
>>
>> % Para la segunda entrada, opcional = 2
>> [num?2,den2]=ss2tf(A,B,C,D,2);
>> printsys(num?2,den2)
num(1)/den =

—2.7756e-017 s + 0.0014545

$"2 +0.14366 s + 0.002184
num(2)/den =
0.018182 s + 0.0014545

s"2 +0.14366 s + 0.002184

La interpretacién de los resultados se da a continuacién. Para la entrada opcio-
nal = 1, Matlab proporciona las funciones de transterencia T, (s) y T5;(s):

0.04 s+ 0.0025465
T“(s =
s2 +0.14366 s + 0.002184
0.0014545
T21(s

2 4+0.14366 5+ 0.002184

Y con la entrada opcional = 2, Matlab entrega las funciones de transferencia

le(s) y Tzz(s):

0.0014545
T)y(s)=
s2+0.14366 s +0.002184
0.018182 s+ 0.0014545
T, (s

210143665 +0.002184

Una vez que se han obtenido las funciones de transferencia T, (s), T},(s), T5,(5)
y T,,(s), y ya conocidas las entradas U, (s) y U,(s), de acuerdo con las ecuaciones
(c), se puede verificar facilmente que los niveles de estado estable son /(o) =
70.77 my hy(e°) = 53.27 m.



4.7 PROBLEMAS

4.1 Indique la diferencia entre funcién de transferencia
de trayectoria directa G(s) y funcién de transferencia de
lazo cerrado T(s).

4.2 Explique la diferencia entre polos de lazo abierto y
polos de cerrado.

4.3 Enumere las ventajas de obtener la funcion de trans-
ferencia de lazo cerrado T(s) por el método de Mason,
en comparacién con el método de reduccion de bloques
aplicando el dlgebra respectiva. Utilice un sistema repre-
sentado en forma de diagrama de bloques o en forma de
diagrama de flujo de senales.

4.4 Obtenga G(s) y T(s), asi como sus respectivos po-
los y ceros para la configuracién mostrada en la figura
4.31.
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G(s)
—
Ganancia G(s)
ajustable p
R( — V()
K 51 L >
+ ¢+ 25 + 2

10

—~~
H(s)

Figura 4.31 Sistema retroalimentado
con ganancia ajustable K.

1,9
T (s
V() [ K, 0 Mo [ | @9 ] 9
+ SLa + Rﬂ + JS + b S
K,
Figura 4.32 Motor de CD controlado por corriente de armadura;
Tp es una entrada de perturbacion.
12
A s 249

s+ 6

Figura 4.33 Diagrama de bloques de un determinado sistema.

4.5 Para un motor controlado por corriente de armadura
(seccidn 3.4.2b) y segin se muestra en la figura 4.32, obten-
ga sus respectivas funciones de transferencia T},(s) y T},(s),
de manera que el desplazamiento angular corresponda a:

O@) = V() Ty () + T, () T15(9)

4.6 Aplique el método de Mason al sistema de la figura
4.33.

4.7  Obtenga las funciones de transferencia T, (s), T},(),
T,,(5) y Tyy(s) correspondientes al DFS de la figura
4.34.



Figura 4.34 Diagrama de flujo de sefiales
de un sistema de dos entradas y dos salidas.

4.8 Sea un sistema hidraulico formado por dos tanques
interactuantes de areas A, y A, respectivamente, segin se
muestra en la figura 4.35; obtenga su representacién en
diagrama bloques o en diagrama de flujo de senales.

oy
A by R A, hy R,
Tanque 1 e Tanque 2 e
91 D

Figura 4.35 Sistema interactuante formado

Reduccién de sistemas

4.9 Con respecto al problema 4.8, obtenga la funcién
de transferencia de lazo cerrado T(s) = H,(s)/ U, (s), ya sea
por algebra de bloques o por el método de Mason.

4.10 Obtenga la representacién en diagrama de bloques
o en diagrama de flujo de sefiales del siguiente conjunto
de ecuaciones diferenciales, que definen un determinado
sistema retroalimentado.

dx(t) 2.0
T
dx ,(t)
S0
dx 4(f)
P =-20x (N —2x,() = 4x,5(6)+r()
y y()=0.8x,(t)+2x4(f)

4.11 Represente el diagrama de bloques de la figura
4.36 en su equivalente diagrama de flujo de sefiales.

4.12  Para la configuracién de la figura 4.37, obtenga la
funcion de transferencia de lazo cerrado T{(s) utilizando
Matlab.

4.13 La figura 4.38 muestra un sistema de lazo cerrado
cuyo objetivo es posicionar una plataforma de masa m
por conversion de movimiento de rotacién a traslacion;
las ecuaciones que definen el sistema son:

por dos tanques. €)=V, (0 =V o = Vier (D~ Kp x(t) (a)
12
T
+ s + 40 s+ 1 + s+2 +
10

Figura 4.36 Diagrama de bloques a ser representado como DFS.

L =>10.05

30/s
] Y(s)
> — Pxro.es >
+ _ S

Figura 4.37 Diagrama de bloques a ser sintetizado con Matlab.
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Plataforma de masa m a posicionar en x(f)

Compa- Torque o
w7
rador Controlador  del motor (\ o0
ref e v " ,
K
+
- Motor
de CD P o Friccidn
vy V

cc

Unidén mecanica

K, = Cte. del potencidmetro

de retroalimentacién P

entre vastago del

v potencidémetro

retro t
pretro Yy Plataforma

Figura 4.38 Sistema en configuraciéon de lazo cerrado para controlar la
posicion de traslaciéon x(t) de la plataforma de masa m, donde el motor
produce un voltaje V,, = K w(t).

donde e(t) es el error como suma algebraica de la referen-
cia y la posicion real de la plataforma de masa m, y K, es
la constante del potencidémetro.

(t) = Ke(f) ()

siendo K la ganancia del controlador que, como inicio, se
supondra unitaria.

LK, +K K, \di
- ¢ J
(ecuacién de un motor de CD controlado por corriente

de armadura)
2| do brllrw=K .i d
(J+M7)I+ r w—Kflm (d)

(ecuacidén que relaciona la velocidad angular con la
carga)

do
W= P (e)
(relacion velocidad angular-posicién angular)
x=r6 (f)

(ecuacién de conversion de rotacidn a traslacion), don-

de:!

v(t),.s = voltaje de referencia

V() ero™= voNItaJe de retroahmentacmp

e(t)y = sen.al de error:suma .algebralca de v(t) er= V() rerro
R = resistencia del circuito de armadura del motor

L  =inductancia del circuito de armadura del motor
i,,(t) = corriente de armadura del motor

K, = constante de proporcionalidad debido a la fuerza
contraelectromotriz

I/ =voltaje de la fuerza contraelectromotriz: K, w(t)

K, = constante que relaciona el torque del motor con

la corriente i (f)

0(t) = desplazamiento angular del cilindro de radio r

o(t) = velocidad angular suministrada por el motor al ci-
lindro de radio r

r = radio del cilindro

J  =momento de inercia del cilindro

b =friccidn entre cilindro y plataforma

= masa de la plataforma

desplazamiento real de la plataforma

2 =
=
=
[

Kp = constante del potencidémetro de retroalimenta-
cién
K = control proporcional de ganancia ajustable, en

este caso unitaria

Obtenga la representacion en bloques del sistema de la
figura 4.38.

4.14 Con respecto al problema 4.13, usando Matlab
y Simulink, obtenga la funcién de transferencia de lazo
cerrado y la respuesta al escaléon unitario de acuerdo con
los siguientes datos:

v (t) =1 volt R =1Q

=0.1 hy J =3Kgm?
b =5 Nw/(m/seg) m =2Kg
r =05m K, =1 Nw-m/rad
K, =0.6v-seg/rad K= 0.6 Nw-m/amp
K

, = 0.5 volt/m K =1 unidad

! La deduccién de las ecuaciones (a) a (f) se presenta en el apéndice A2.



4.15 Por medio de Simulink, encapsule en un subsis-
tema a los elementos que se muestran en la figura 4.39
empleando el elemento subsystem de la libreria Signals and
Systems; luego, con el subsistema resultante, complete la
configuracién que se muestra en la figura 4.38.

Torque

del motor

AAD

Friccion

Figura 4.39 Componentes de un sistema
a ser encapsulados en un subsistema.

Reduccién de sistemas

4.16 Obtenga la funcién de transferencia de lazo ce-
rrado del sistema mostrado en la figura 4.40. Utilice la
aproximacién de Padé de tercer grado, donde hay que
considerar un atraso de tiempo de 0.5 segundos.

Controladory  Atraso de

proceso tiempo
0.16 _
R(s) el e R S
+ s .
0.04
s+ 0.04
Sensor

Figura 4.40 Sistema con atraso de tiempo.
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4.9 SOLUCIONES A LOS PROBLEMAS DEL CAPITULO 4

4.1 El término “funcién de transferencia de trayectoria
directa”, representado por G(s), se refiere a los elementos
que componen dicha trayectoria; ademas, G(s) puede re-
presentar también alglin subsistema. El término funcién de
transferencia de lazo cerrado T(s) indica la funcién resul-
tante de haber simplificado un sistema en un solo bloque
0 rama.

4.2 Los polos de lazo abierto indican las raices del po-
linomio resultante de multiplicar los denominadores de
todas las funciones de transferencia individuales G;(s),
G,(5), etcétera, que componen la trayectoria directa G(s)

(figura TV.1).

G(s)
Funcidn de transferencia
de trayectoria directa

—

R(s) Y(s)
G () Gy(s)
+ —
H(s)
—
H(s)

Funcién de
transferencia de
retroalimentacién

Figura IV.1 Funciones de transferencias de trayectoria
directa G(s) y de trayectoria de retroalimentacion H(s).

Los polos de lazo cerrado representan a las raices del
denominador de
Y()__ GE)
R(s) 14+G(s)H(s)

T(s)=

donde interviene la funcién de transferencia de la trayec-
toria de retroalimentaciéon H(s).

4.3 La ventaja del método de Mason, con respecto a la
manipulacién de bloques por medio de su ilgebra respec-
tiva, radica en que mediante la obtencién de ganancias
de trayectorias P;, ganancias de ciclos L;, determinante A
y cofactores A, es posible obtener “en un solo paso” la
funcién de transferencia de lazo cerrado T(s). Esto se
lleva a cabo ya sea a partir de un diagrama de bloques
(sin redibujar el sistema a DFS), o bien a través de un
diagrama de flujo de senales, pero en ambos casos hay
que aplicar la ecuacién:

P1A]+P2A2+P3A3+---
T(s)= N

4.4 La funcién de transferencia de trayectoria directa
es:

K
)= ———
242542

cuyos polos de lazo abierto son p, , = =1 j, en los que
las variaciones de ganancia no afectan la posicién de di-
chos polos.

Para obtener la funcién de transferencia de lazo cerra-
do, se aplica la ecuacién (4.5):

Kk
T(s) = s24+25+2 _ K
14 10K s2+25s+(2+10K)
242542

La ecuacién caracteristica s, + 25+ (2 + 10K) =0 contie-
ne los polos de lazo cerrado. Se observa que dichos polos
dependen del valor asignado a la ganancia ajustable K, por
lo que el nimero de polos serd infinito; por ejemplo,

Si K=0.1, se tendran polos complejos conjugados:
P, =—111.4142;)
Si K= 1, se tendran polos complejos conjugados:

pro=—1%£3.3166;.

Si K =2, se tendran polos complejos conjugados:

pro=—1+4.5826].

El hecho de que la posicion de los polos de lazo cerra-
do dependa de una ganancia ajustable K permitird gran
versatilidad en el disefio de sistemas de control (como se
verd en el capitulo correspondiente a lugar geométrico
de raices).

Por otra parte, como el numerador de las ecuaciones es
de orden 0 (constante o polinomio de grado 0), no hay
ceros, por eso no se calculan.

4.5 Las funciones de transferencia asociadas a la si-
gulente ecuacion:

O(@s)=V (5) T},(s)+T p(s) T ,(5)

corresponden a:

0(s) K,
T (s)= =
o) s[jLasz+(Lab+Raj)s+(Rab+Kme)]
o) —(L,s+R)
Ta0= 1 5=

p s[]Lasz+(Lab+Ra])s+(Rab+Kme):|
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12

Y(9)

s 249

s+ 6

Figura IV.2 Al diagrama de bloques se le asocia una trayectoria y tres ciclos.

4.6 Al diagrama de bloques de la figura IV.2 se le de-
signa una tnica trayectoria, donde se define como P su
ganancia de trayectoria respectiva; ademas, se definen tres
ciclos cuyas ganancias de ciclo correspondientes son L,,
LyyL,.

Ganancia de trayectoria P,:

1
Pl=——
s(s+4)(s2+9)
Ganancias de ciclos:
-10 —(s+6) -12
1 = —,L 5 = 3 =
s(s+4) s(s+4)(s2+9) $(s2+9)

A partir de lo anterior es posible evaluar el determi-
nante A, aunque hay que considerar que todos los ciclos
se tocan entre si:

st 4453419524495+ 144
s(s+4)(s2+9)

A=1+ (L +L,+L)=

Como la Gnica trayectoria toca a los tres ciclos, su co-
factor respectivo es A, = 1.
Al aplicar la ecuacidn (4.4), se obtiene

1
st 445341952 4495 + 144

T(s)

4.7 Las salidas del sistema son de la forma:
Y, (5)= R, (T () + R, ()T, (s)
Y,(5)= R ()T (5)+ R, ()T 5, ()

Para evaluar T, (s) se hard referencia a las figuras IV.3a
y IV.3b, que muestran respectivamente los diferentes ci-
clos y las diversas trayectorias.

Las ganancias de las trayectorias P, y P, son:

1 6
y P,=

P = =
2 s(s+4)

17541

Las ganancias de los ciclos Ly, L, y L son:

-2 _ -3 I = -12
2751 Y 3 s(s+4)

T+
El determinante A corresponde a:

3 2
+10s2+335+12
A=1—(L, +L,+L)+(L L,)="—" "
s(s+1D(s+4)

El cofactor A, asociado a la trayectoria P, es:

s+7

A =1-(L,)=
1 (2) s+4

mientras que para la trayectoria P,, su cofactor corres-
pondiente es:

A =1

De acuerdo con la ecuacién (4.4), la funcién de trans-
ferencia Ty, (s) es:

s2+135+6
$s3+10s2+335+12

Ty (9=

y las funciones de transferencia restantes al modificar los
DFS son:

s+1
T, ,(s)= )
2 3410524335412
6s(s+1)
Tyl)=— 2
s7410s°+33s+12
s(s+3)
Ty(s)=

$34+10s2 4335412

Como solucién alternativa, se utilizan Matlab y Simu-
link para obtener las cuatro funciones de transferencia re-
sultantes: T7,(s), T5,(5), T5(5) ¥ T,,(5). La representacion
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—2 Ciclo L,

-2

4
I “‘ 1

IS NOPNI. -
1) 0 OO0

1

s

Y ()

.......<......
in
S

+
~

Figura IV.3a Diferentes ciclos del DFS del problema considerado.

1 1
Rl o>6—>—0>0 M0

Trayectoria P, E Ll i
s+ 1 41
oY A
b -2
&> e,
\ /,' 1 :/ “‘. 1
e’ RO OS> ek Y9
=3 P
s+l a1
6 V 1 A s

Figura IV.3b Diferentes trayectorias del DFS del problema considerado.
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Gain 1

5 <

|‘

1

s+ 1

CO—|+

>+

N

Outl
Inl Transfer Fon | +

Gain N
~ |Integrador
A
+
+ st i Our2
In2 - Transfer Fon2
Gain 2 Problema 4.7.
3 |<e— Diagrama grabado

como ‘cap4pr7’

Figura IV.4a Representacion en Simulink del DFS del problema 4.7.

en Simulink de la figura 4.34 se muestra en la figura IV.4a
y el cédigo escrito en MATLAB es:

>> [A,B,C,D]=linmod(‘cap4Pr7’);
>> [num1,den1]=ss2tf{A,B,C,D,1); % Para la entrada R1(s)
>> printsys(numl,denl)
num(1)/den =
"2+ 13s+6

"3+ 102433 s+ 12
num(2)/den =
6s"24+6s+7.816e—014

"3+ 10s"2+33s+12

Esto equivale a las funciones de transferencia T),(s) y
T, (s), relacionadas con las salidas Y/ (s) y Y,(s) y la entra-
da R,(s):

2
s°+13s+6
Tll(): 3 2
s74+10s”+335+12
6s(s+1)
y Tyl)=— >
s2+10s+335+12

>> [num2,den2]=ss2tf(A,B,C,D,2); % Para la entrada R2(s)
>> printsys(num?2,den?2)
num(1)/den =

7.1054e-015 "2+ 1 s+ 1

"3+ 102 +33s+12

num(2)/den =
1s"2+35s+5.3291e—015

N3+ 10s"2+33s+12

Esto corresponde a las funciones de transferencia
T,(s) ¥y T5,(s) asociadas a las salidas Y, (s) y Y,(s) con la
entrada R,(s):

s+1
T =
1209 s34+10524335+12
s(s+3)
vy Th(s)=

s34+1052+33s+12

El sistema de la figura IV.4a puede encapsularse en
un solo bloque, que se denomina subsistema, por medio
del elemento subsystem de la libreria Signals and Systems
(figura IV.4Db). El procedimiento de encapsulamiento se
describird en la solucién del problema 4.15.

SubSystem

Figura IV.4b Encapsulamiento del sistema de la figura
I[V.4a en un solo subsistema con dos entradas
y dos salidas.



4.8 Con respecto al sistema interactuante bajo estudio,
las ecuaciones que lo definen se particularizarin para
cada uno de los tanques a partir de

dh h
A;=qi—qv (O
Para el tanque 1 las ecuaciones anteriores quedan ex-
presadas como:

dh, (hy=h,)
L

1

por lo que al transformar y reagrupar las ecuaciones an-
teriores se obtiene:

Q)= H,-H,0] o)

1

Para el segundo tanque, sus ecuaciones particularizadas
son:

LS hy
2T T 9 Y 9, =7
dt R,
Después de transformar y reagrupar las ecuaciones an-
teriores:

Hy0=7 Q-0 ©

H;(s)

U, (s) 1
%?_} Ays >
Q

)
a)

o

Reduccién de sistemas

Q9= H, () @
2

La representacion en bloques de las ecuaciones (a), (b),
(c) y (d) se muestra en la figura IV.5a.

La figura IV.5b muestra el diagrama de bloques resul-
tante.

4.9 La funcién de transferencia T(s) se obtiene por:

a) Algebra de bloques.

La figura IV.6 muestra uno de los resultados interme-
dios tras haber aplicado alguna de las reglas del algebra
de bloques.

b) Método de Mason.

La ganancia de la Gnica trayectoria es:

1

1= 2
A AR, R,s
Las ganancias de los ciclos L, L, y L, son:

Lo=——! L o=t L 1
1= ’ 2T 1T R 7 =
A1R15 Aszs

Por cualquiera de los dos métodos presentados, la fun-
cién de transferencia de lazo cerrado T{(s) resultante es:

H,(s) Q)
LR >
Hz(f)
b)
HZ(S) 1 QQ(S)
> & =
d)

Qy(9)

H,(s)

Figura IV.5b Diagrama de bloques resultante de dos tanques interactuantes.
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U, (s)

Figura IV.6 Diagrama de bloques simplificado.

La ecuacién anterior tiene como salida a Q,(s), el cual
se relaciona con el nivel H,(s) por medio de la ecuacién:

=

H (s

2 N
A A R R,s® +(A, R+ A,R,+A R,)s+1

4.10 EIDEFS correspondiente del conjunto de ecuacio-
nes consideradas se muestra en la figura IV.7.

—20

Figura IV.7 Diagrama de flujo de sefiales resultante.
4.11 El respectivo DFS se presenta en la figura IV.8.

—12

Figura IV.8 Diagrama de flujo de sefiales equivalente.

4.12 El cbdigo en Matlab para obtener la funcién de
transferencia resultante de lazo cerrado T(s) es:

>> % Definiciéon de los elementos que forman la pri-
mera funcién

>> % de transferencia con retroalimentacién unitaria:
>> numg1=[0.05]; deng1=[1 0];

>> % tf(g) convierte un sistema lineal invariante

>> % en tiempo (LTI) a funcién racional
>> ol=tf(numgl,dengl)

Transfer function:

0.05

s
>> % Definicién de los elementos que forman la segun-
da funcién

>> 9% de transferencia con retroalimentacién unitaria:
>> numg2=[0.66]; deng2=[1 0];

>> og2=tf(numg2,deng?)

Transfer function:
0.66

s

>> % Evaluacidén de la primera funcién de transferencia
>> % con retroalimentacién unitaria: T1

>> [numT1,denT1]=cloop(numgl,dengl,—1);

>> % representacién como funcién racional de T'1

>> printsys(numT1,denT1)

num/den =

0.05

s+ 0.05

>> % Evaluacién de la segunda funcién de transferencia
>> % con retroalimentacion unitaria T2

>> [numT2,denT2]=cloop(numg2,deng2,—1);

>> % representacién como funcién racional de T2

>> printsys(numT2,denT2)

num/den =

0.66
s+ 0.66
>> % Representacién en serie de T1 y T2
>> [nums,dens]=series(numT1,denT1,numT2,denT2);

>> printsys(nums,dens)

num/den =
0.033

s"2+0.71 s + 0.033



>> % Definicidon del elemento H(s) que forma la fun-
cién

>> % de transferencia con retroalimentacioén no unitaria
>> numh=[30]; denh=[1 0];

>> h=tf(numh,denh)

Transfer function:

30

S

>> % Evaluacién de los bloques en serie T1 y T2 junto
con el

>> % elemento con retroalimentacién no unitaria

>> [numT,denT]=feedback(nums,dens,numh,denh,-1);
>> printsys(numT,denT)

num/den =

0.033 s

$"3 +0.71 "2 + 0.033 s + 0.99

4.13 Las siguientes ecuaciones representan las trans-
formaciones de las ecuaciones (a), (b), (c), (d) y (e) del
problema original:

Reduccién de sistemas

Ky
o) =1,(9) ———L—— @
(j+mr2) s+br?
0= 0() ®)
X(9)=r6() ©)

La representacion en diagrama de bloques de las ecua-
ciones anteriores en el dominio s se muestra en la figura

IV.9, donde:

K

T
G,(9)=
(LKT+KaKf) SHRK,
K
G,(9)= £

(j+mr2) s+br?

4.14 La funcién de transferencia de lazo cerrado T(s)
del sistema retroalimentado de la figura 4.38 puede obte-
nerse con Matlab a partir de la representacién del sistema
en Simulink, la cual puede llevarse a cabo de dos formas:

E(s)=V,, (S)—KPX(S) 1) a) Cog respecto a la representacion en bloques d,e un
conjunto de ecuaciones en el dominio s, segin se
V(s)=KE(s) ) muestra en la figura IV.9.
KT
I (s)= KE(s)—K w(s E(s)=V_-(s)—K_ X(s 1
(9 (LKT+KaKf)s+RKT[ ()= K, 00 ] (9= Vg (9= K, X(9) (1)
3) V(s)=KE(s) )
Nombre: cap4Prob13.mdl
Ganancia
yustable ) omega (s)  teta (s)  X()
+ —_— —’ —_—
- g K3s+R*Kt K2s+K4 q $ ' ' >
Vref Integrado Potencio- Scope
- Gl G20 e radio metro de ’
— Ka retroalimen-
tacidon
<
Vref=1 volt. J =3 Kgm?2. Kt =1 Nw-m/rad.
L =0.1hy b =5 Nw (m/seg). Ka =0.6 v-seg/rad.
R =1ohm. m =2Kg. Kf=0.6 Nw-m/amp.
K =1 r =0.5m. Kp =0.5 volt/m.

K2 = J+m*2 K3 =L*Kt+Ka*Kf

K4 =b*1"2

Figura IV.9 Diagrama de bloques del sistema de posicionamiento de la plataforma de masa m.
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1,6)= (LK, +K,K)s+RK, [KEW-K,06]6)
K
w(©)=1,() ——L—— 4)
(]+mr2) s+br?
()=o) 5)
X(s)=r0(s) (6)

b) Con respecto a la representacién en bloques del con-
junto de ecuaciones diferenciales, mostrado en la fi-
gura IV.10, donde la entrada step y la salida scope se
sustituiran por In1y Out1, respectivamente, para llevar
a cabo la extracciéon del modelo desde Matlab.

e(t) = Vref(t) " Vreto Vref(t) - Kp x(t) (1)

v(t) = K e(f) 2)
LKT+KaKf dim

K, dr )

(]+n1r2)j—w+br2w=Kfim 4)

de
w=— (5)
x=r6 (6)

Para llevar a cabo la extraccién del modelo en Simu-
link a través de Matlab, en su espacio de trabajo se proce-
de primeramente a declarar las constantes del sistema:

Ganancia
ajustale
K=1

dim/ dt

Ganancia
Kt/K3

Resistencia

Introduccion a los sistemas de control: conceptos, aplicaciones y simulacion con MATLAB

>> 1=0.1; R=1;Vref=1; J=3; b=5; m=2; r=0.5;
>> Kt=1; Kf=0.6; Ka=0.6; Kp=0.5; K=1;
>> K2=]+m*1"2; K3=L*Kt+Ka*Kf; K4=b*r"2;

Para obtener la funcién de transferencia T(s) del siste-
ma, se escribe el siguiente conjunto de instrucciones, lue-
go de sustituir la entrada step y la salida scope del sistema
por In1y Out1 (de la libreria Signals and Systems), respec-
tivamente, y guardado en memoria el archivo resultante
con el nombre cap4Prob14c (figura IV.10).

>> % Instruccién usada cuando se ha representado en
Simulink un conjunto >> % de ecuaciones diferenciales:
>> [A,B,C,D]=linmod(‘cap4Prob14c’);

>> % Conversion de notaciéon de espacio de estado a
funcién de

>> % transferencia

>> [num,den]=ss2tf(A,B,C,D);

>> printsys(num,den)

(Cuando la representacién en Simulink proviene de un
conjunto de ecuaciones transformadas al dominio s, se
utiliza directamente la instruccién “[num,den]=linmod
(‘cap4Prob14b’)”.

num/den =
—8.8818e-016 s"2 — 4.4409e-016 s + 0.093168

s"3 +2.5311 "2 4+ 1 s + 0.093168
Lo que equivale a:
0.093168

$"3 +2.5311 "2 + 1 s+ 0.093168

Nombre: cap4Prob14b
Tref =1 volt
L=0.1 hy
R=1 ohm
J=3 Kg-m"2
b=5 Nw/(m/seg)
m=2 Kg r=0.5m
Kt=1 Nw-m/rad
Ka=0.6 v-seg/rad

Integrador 1

Ganancia 5

R " Kf=0.6 Nw-m/amp
Kp=0.5 K=1

RK2=J+m*r"2

K3=L*UKa*Kf

domega/ dt

K4=b*r"2

teta x(t) Vretro

omega

1

N

1

N

1]

>—>[>

Ganancia

1/K2
Ganancia K4

Ganancia Kf

K4

Integrador 2

Integrador  radio r  Potencié-

3

Scope
metro de
retroalimen-

tacidon

Figura IV.10 Diagrama en Simulink a partir de

un conjunto de ecuaciones diferenciales del sistema

de posicionamiento de la plataforma de masa m.



La respuesta

figura IV.11.

al escalon: V= 1 volt, se indica en la

x(t)
2 T T T T
1 1 1 1
________ B e e Sty hetdt
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
i i i i
15f=mmmm-- 1T i ;T T 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
i i i i
£ S (SR S
1 1 ! H
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1] S— o— LI S LN ;
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
0 1 1 1 1
0 10 20 30 40 t 50

Figura IV.11 Respuesta al escalén del sistema de la
figura 4.38.

4.15 El procedimiento para encapsular la configura-
cién seleccionada en un subsistema es el siguiente:

1. Con respecto a los elementos por incluir dentro de un
subsistema (en donde en forma previa se han sustituido
tanto la entrada Step como la salida Scope por los elemen-
tos In1 y Outl, respectivamente), se procede a seleccio-
narlos y copiarlos con la opcién Edit — Select all y Edit
— Copy, como se muestra en la figura IV.12a.

2. Luego, se procede a abrir un nuevo documento en
Simulink, donde se coloca al elemento Subsystem locali-
zado en la libreria de Signals and Systems, segin se muestra
en la figura IV.12b.

Reduccién de sistemas

3. A continuacién se procede a hacer doble clic con el
ratén en el elemento subsystem, con lo que se genera una
nueva ventana: untitled/SubSystem, Esta ventana es pre-
cisamente el lugar en el que se pegaran los elementos
seleccionados de el primer paso (Edit — Paste). Véase la
figura IV.12¢. Una vez que se ha llevado a cabo este paso,
la ventana untitled/SubSystem se cierra, por lo que de esta
manera queda incrustada en el subsistema la configura-
cibén elegida.

File Edt “ew Simulation Format Tools
Help

D SRS 2l o)

Sub System

Hacer doble
clic.

o

Figura IV.12b Nuevo documento en donde se coloca
al elemento Subsystem.

P[00 | |

4. Una vez que el subsistema contiene los elementos se-
leccionados (figura IV.12c), se procede a adicionarle los
componentes exteriores de la configuracién de la figura
4.38, como se observa en la figura IV.12d.

dim/dt im
1]
s
Ganancia  Integradorl
Kt/K3
Reesistencia
Ganancia K3
R 1«
omega teta x(t)
1 1
L > 1 >
. . Outl
. Ganancia Integrador2 Integrador radio r
Ganancia 1/K2 3
Kf Ganancia K4

@

Figura IV.12a Elementos seleccionados para

ser pegados dentro del elemento Subsystem.
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¥ untitled/SubSystem *
File® Edit View

DzE&E & B

Simulation Format Tools Help

D RES® > s

Ganancia

Kt/K3

im

Inl

- Integradorl

T

]
Ganancia K3

Resistencia
[

1 1

=
N s =
.m .m Outl
Ganancia  Integrador2 Integrador3 radio r

1/K2

Ganancia K4
L]

s L
Ganancia

Kf

K4

Figura IV.12c Los elementos seleccionados en el primer
paso se pegan en la ventana untitled/SubSystem, con lo
que el subsistema queda definido.

ORI 0

1, 0 -
- + Out 1 >
Vref —_ Controlador SubSystem Scope
Vretro
Pot.
Retro

Figura IV.12d Sistema equivalente a la configuraciéon
retroalimentada de la figura 4.38.

4.16 El sistema de la figura 4.40 puede simularse en
Matlab de dos formas.

1. Escribiendo el siguiente cddigo en el espacio de traba-
jo de Matlab:

>> % Definicién de Gproc(s)=0.16/(s+0.24)

>> numproc=[0.16]; denproc=[1 0.24];

>> % Aproximacién racional de Padé de tercer grado
para T=0.5.

>> [nump,denp|=pade(0.5,3);

>> printsys(nump,denp)

num/den =
—1 "3 + 24 s"2 - 240 s + 960

$"3 + 24 $"2 + 240 s + 960

>> % Equivalente en serie de Gproc(s) junto con la
aproximacion de Padé

>> [numg,deng]=series(numproc,denproc,nump,denp);
>> printsys(numg,deng)

num/den =

—0.16 s"3 4+ 3.84 s"2 — 38.4 s + 153.6

s™4 +24.24 73 + 245.76 "2 + 1017.6 s + 230.4

>> % Definicion de H(s)=0.04/(s+0.04)
>> numh=[0.04]; denh=[1 0.04];
>> % Obtencién de la funcidén de transferencia de lazo

cerrado
>> [numT,denT]|=feedback(numg,deng,numh,denh,—1);
>> printsys(numT,denT)

num/den =

—0.16 s™4 + 3.8336 s"3 — 38.2464 "2 + 152.064
s+ 6.144

sh5 4+ 24.28 sM4 + 246.7232 "3 + 1027.584 "2 +
269.568 s + 15.36
>> step(numT,denT)

La respuesta al escalon del sistema resultante se mues-
tra en la figura IV.13a.

Step Response

Amplitude

—0.1 L L ' '
10 20 30 40 50 60

Time (sec)

Figura IV.13a Respuesta al escalén del sistema de lazo
cerrado.

2. Al representar en Simulink al sistema con el uso del
elemento Transport Delay de la libreria Continuous, segin
se muestra en la figura IV.13b.

0.16 % ,
+
s+0.24
Step - Transfer Fon Transport Scope
Delay
Transfer Fonl
0.04 €
s1+0.04

Figura IV.13b Representacion en Simulink del sistema
de la figura 4.40.



Caracteristicas
de respuesta de
los sistemas

INTRODUCCION

En este capitulo se clasifican y presentan las caracteristicas de respuesta de los diferentes
tipos de sistemas, definidos por sus correspondientes ecuaciones diferenciales de orden
n; ademas, se analizan los comportamientos en lazo abierto y lazo cerrado de los sistemas
de primero y segundo érdenes y en general de orden n. Se concluye con el analisis de la
respuesta de los sistemas al escalon para obtener una aproximacion analitica de la funcién
de transferencia correspondiente.

Contenido

* Clasificacion de los sistemas.

» Caracteristicas de respuesta de los sistemas de primer orden.

* Caracteristicas de respuesta de los sistemas de segundo orden.

» Caracteristicas de respuesta de los sistemas de orden n.

* Comportamiento en lazo abierto y lazo cerrado de los sistemas.
* Aproximacién analitica de la respuesta real de un sistema.

* Diseno de sistemas de control.

* Problemas.

* Referencias del capitulo 5.

* Soluciones a los problemas del capitulo 5.

Objetivos

¢ Clasificar los sistemas de control con respecto a la ecuacién diferencial de orden n que
los define.

e Determinar las caracteristicas de la respuesta de los sistemas, tanto en lazo abierto
como en lazo cerrado.

+ Estudiar la aproximacién de la funcién de transferencia de un sistema a partir de su
respuesta real al escalon.

* Analizar el disefio de sistemas retroalimentados.

* Usar Matlab como herramienta de analisis de sistemas.
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5.1 INTRODUCCION

Una posible clasificacién de los sistemas de control puede darse con respecto al principio
fisico que los define. Asi, se tendrian sistemas mecanicos, eléctricos, hidraulicos, neuma-
ticos, térmicos, bioldgicos, etcétera. Otra probable clasificacidn es con respecto al orden
de la ecuacién diferencial que define a cada sistema, siendo esta tltima opcidén nuestro
punto de partida.

Se dice que una ecuacién diferencial de orden cero corresponde a una relacién pro-
porcional entre variables de salida y entrada, por lo que se tendrd un sistema de orden
cero; por ejemplo, el caso del potencidometro:

v (=K, 0()

donde K es la constante del potenciémetro.

Los sistemas de primer orden son aquellos que quedan definidos por medio de ecua-
ciones diferenciales de primer orden; por ejemplo, un sistema térmico, un sistema hi-
draulico, uno eléctrico, etcétera:

ar 1 dh 1
C—+—-T=gq,, A—+—h=¢q

- Lﬂ+Ri=v(t).
dt R dt R " dt

De manera aniloga, los sistemas de segundo orden son aquellos que se definen por
medio de ecuaciones diferenciales de segundo orden, por ejemplo, el caso de los sistemas
mecanicos, tanto de rotacidén como de traslacidn, o bien, la combinacién de dos sistemas de
primer orden, por ejemplo, el caso de dos tanques (sean o no interactuantes).

2
]i—f+ﬁ%+k0=7(t) e B =0,

Los sistemas de orden superior (de tercer orden en adelante) se generan cuando varios
subsistemas interactian entre si; por ejemplo, el caso del solenoide, considerado como un
sistema hibrido, cuyo diagrama de bloques se muestra en la figura 5.1, donde el sistema
resultante queda definido por medio de una ecuacién diferencial de tercer orden:

d3+bR£ E bR \d Rk

— 4 —+— —F—|[—+—|x=K_V(s)
d®> \m L Jg?> \m mL Jdt Lm s
Figura 5.1 (s) ] 1(s) F(s) : X(s)
Diagrama de bloques de K — —>
s 2
un sistema hibrido (solenoide) Ls+ R me+bstk
correspondiente a una Part¢ Transductor Part_e
ecuacion diferencial de tercer eléctrica RIS CERTIEE)

orden.
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5.2 SISTEMAS DE PRIMER ORDEN

Un sistema de primer orden es aquel que queda definido por una ecuacién diferencial
de primer orden:

a%-%by:cr(t) (5.1)

Al considerar constantes a los coeficientes a, by ¢, se determinara la funcidn de trans-
ferencia G(s) del sistema que transforma al dominio s la ecuacidén (5.1) , suponiendo cero
ala condicidn inicial y(0). Para obtener G(s) en términos de los polos del sistema, se hace
unitario el coeficiente de la mayor derivada contenida en la ecuacién diferencial:

sY(s)+(b/a)Y(s) =(c/a)R(s)

y
vey=re—)
$)=R(s)—F——
s+(b/a)
Y c/a
G(s)= (s) = ( ) = (c/a) (5.2)
R(s) 5+(b/a) s+a,
donde el polo de la funcién de transferencia G(s) es p = —a, = —(b/a).
La ecuacidn (5.2) se rescribe como:
K
Gls)= c/a a/b: c/b _ (5.3)
s+b/aa/b (a/b)s+1 Ts+1
donde

K = Ganancia del sistema (factor de amplificacién entre salida y entrada).
7 = Constante de tiempo del sistema (segundos).

La ecuacién (5.3) queda expresada en términos de la constante de tiempo 7 del
sistema (el nimero T se tratard mas a fondo dentro de poco; al conocer 7 sera posible
determinar la velocidad de respuesta del sistema).

Una vez establecida la funciéon de transferencia G(s) del sistema, se procedera a deter-
minar su respuesta o salida y(t) cuando se aplica una entrada escalén r(t) = A U(r).

La respuesta del sistema se obtiene al reordenar la ecuacion (5.2):

V() = R _A(c/a)
(s)=R(s) (S)—S(S+—M

Al aplicar descomposicion en fracciones parciales:

Alcsa) Cp Cy A/b) A(/b)

_s(s+b/a)_ s s+b/a s s+b/a

c{ye}=yn=4 (c/b)[ 1—e—<b/“>f] (5.4)

o su equivalente en términos de la ganancia del sistema K = ¢/b y de su constante de
tiempo T =a/b:

Y= AK [ 1—e-f/f] (5.5)
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Si el sistema es estable, su valor final sera:

y(ee) = lim y()=AK

t—>00

De las ecuaciones (5.4) o (5.5), es posible determinar directamente la respuesta al
escalon de un sistema de primer orden si se conoce A, Ky 7.

<& EJEMPLO 5.1

Considerando un sistema de primer orden definido por:

2.92
G(s) = 9276
s+0.2336

obtenga la respuesta del sistema cuando se le aplica una entrada escalén r(t) = 9
U(t), asi como su valor final y(eo).

Solucion:
La funcién de transferencia se representa en términos de Ky 7:

O = 2.9276 1/0.2336  12.5325
s+0.2336 1/0.2336 428 s+1

K = Ganancia del sistema =12.5325
7 = Constante de tiempo del sistema = 4.28

y para una entrada r(t) = 9 U(t), se tiene que A = 9.
La respuesta del sistema se obtiene al sustituir los valores de K, Ty A en la
ecuacion (5.5):

y(t) =9%12.5325 (1 - e—t/4-28) = 112_7925(1 _e—0.2336t)

por lo que su valor final es: y (e0) = 112.7925.

Para determinar las caracteristicas generales de la respuesta al escalon de un sistema de
primer orden, se normalizard la ecuacidén (5.5) haciendo AK = 1; ademas, se considerard
que a, = 1/7, con lo cual se obtiene:

y(t>=[1—e‘“0t] (5.6)

donde la respuesta y(t) del sistema consta de dos términos: un factor exponencial de-
creciente e~ [el cual queda definido por las caracteristicas particulares del sistema G(s),
denominado componente transitorio] y un valor constante igual a la unidad [que
corresponde a la forma de onda de la entrada r(t) y recibe el nombre de régimen de
estado estable]. La grafica de y(¢) se observa en la figura 5.2.
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Figura 5.2

Elementos que forman la
respuesta normalizada al
escaléon de un sistema de
primer orden.

y=1—exp(—1)

Y=Y igmen O+ gmen @) 5.7)
transitorio de estado
estable

La figura 5.3 muestra los regimenes transitorio (o respuesta natural) y de estado esta-
ble (o respuesta forzada) de y(t) =1 —¢™".

Figura 5.3
Componentes de la
respuesta de un sistema
al escalon.

— N _/

~ ~
Régimen transitorio Régimen de estado estable
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5.2.1 Constante de tiempo 7

Habra que considerar nuevamente la ecuacién (5.6), la cual serd cuantificada para diver-
sos valores de a .

Para alcanzar el régimen de estado estable, tedricamente se requiere que t—>oo; sin
embargo, resulta importante determinar un valor prictico de tiempo en el que el sistema
alcance su valor final, por lo que se evaluard la ecuacién (5.6) para distintos valores de
tiempo: t = 1/a, t =2/ay, t = 3/a,y t = 4/a. Lo anterior se muestra en la grifica de la

figura 5.4:
y(t=1/a)=[ 17 |=63212% y(c0)
y(t=2/a )=[ 1—e—2]= 86.646 % y (co)
y(t=3/a )=[ 1—e—3]=95 502% y (o)
y(t=4/a )=[ 1—e—4]= 98.168 % y (o)

i Figura 5.4 Velocidad de respuesta de un sistema de ler orden en términos de tao
Porcentaje de respuesta T T T T T T T T r
alcanzado para diversos

valores de tiempo: t = 1/a,, (%)
t=2/ay t=3/ayy L =
t=4/a,
0.8 1
o
i}
= 0.6F 4
£
<
0.4 1
0.2H 1
O 1 1 1 1 1
0 1 2 4 5 6 7 8 9 10

tiempo (segundos)

Con respecto a la ecuacién (5.3), se define al nimero Ty se le denomina constante
de tiempo del sistema (segundos):

(5.8)
Para fines practicos, se dice que el tiempo de asentamiento ta es el tiempo que requie-
re el sistema para alcanzar su valor final, y corresponde a cuatro constantes de tiempo:

t =41 (5.9)

a
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La figura 5.5 muestra la respuesta al escaldon de tres sistemas de primer orden para
diferentes constantes de tiempo:

Figura 5.5

Respuesta al escaléon

de tres diferentes sistemas
de primer orden.

Respuestas al escalon de tres sistemas de primer orden

T T T T T T T T T

y(£) = 1 —exp(—2%)

0 1 1 1 1 1 1

~ -
[e'e]
O
—_
S

0 1 2 3 4 5 6
tiempo (segundos)

1
G, ()= donde 7=1/05=2seg y t =47=38seg

s+0.5
G, (s) ! donde 7=1 t =47=4
5)= onde 7=1se =41 =4 seg.
2 s+1 &V la 8
G3(3)=S+2d0nde7'=1/2=0.5 seg y f,=47=2seg.

<& EJEMPLO 5.2

Sea un circuito L, R al cual se le aplican 10 voltios de entrada:

Lﬂ+Ri=u(t)
dt

Obtenga:

a) El tiempo en el que el sistema alcanza su valor final practico.
b) El valor final i(eo),

considerando que L =50 hy y R = 1000 ().
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Solucion:
a) Se sustituyen valores en la ecuacion original y reordenan términos:

ﬁ+20i=0.2 (1)
dt

T7=1/a =1/20=0.05 seg.
[

Para que el sistema alcance su valor final practico se requiere un tiempo t =
41 =0.2 seg.

b) Al aplicar el teorema de valor final a la ecuacién (1) después de haber transfor-
mado al dominio s:

0.2 1
i(e0) = lim i(f) = lim sI(s) = lim s — ———=0.01amp.
{—>o0 550 e S (s+20)

5.2.2 Aproximacidn tedrica de una curva de respuesta real

Si se conoce la respuesta real de un sistema al escalon (por ejemplo, con una tarjeta de
adquisicién de datos), es posible obtener la representacion analitica del sistema en forma
de funcién de transferencia G(s). A continuacién se definiran dos métodos para lograr

tal propdsito.

Figura 5.6
Obtencién de t a partir de la
respuesta real al escalon de
un sistema de primer orden. (o)

Aproximacién tedrica de la curva de respuesta real

0.2

1 1 1 1
4 6 8 10 12

tiempo (segundos)

DO e ————



5.2.3

Figura 5.7
Sistema de lazo abierto
con ganancia ajustable K.
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1. Método de la constante de tiempo T.

St se considera el hecho de que cuando transcurre una constante de tiempo el sistema ha
alcanzado el 63.212% de su valor final (como se muestra en la figura 5.6), se procede a trazar
una recta paralela a la abscisa f que corresponda al 63.212% del valor final y(e0) hasta que
corte la curva de respuesta; en ese punto se proyecta una recta paralela a la ordenada hasta
que corte el eje de tiempo ¢, que es el punto del valor de la constante de tiempo 7.

2. Método de la pendiente maxima.

En este caso se traza una recta con pendiente maxima, desde el origen sobre la curva
de respuesta hasta cortar la recta de valor final y(e0), y en el punto de cruce se traza una
recta perpendicular a la abscisa ¢, hasta cortar el ¢je del tiempo, cuyo punto es el valor de
la constante de tiempo T.

Sistema de primer orden en lazo abierto y en lazo cerrado

En esta seccién se estudiard el comportamiento de un sistema de primer orden Gp(s),
tanto en lazo abierto como en lazo cerrado, cuando al sistema se le aplica una ganancia
ajustable G (s) (segln se muestra en la figura 5.7); dicha ganancia ajustable, a la postre, se
definird como un control proporcional Ky desempenara un papel relevante en el disefio
de los sistemas de control.

Ganancia Proceso por
ajustable controlar

R(s) Y(s)

—>f 6o Gl —>

Andlisis en lazo abierto

Se pretende establecer el comportamiento del sistema de lazo abierto representado en la

figura 5.7 cuando la ganancia ajustable K varia en un determinado rango de valores.
Tanto la ganancia ajustable G (s) = K (no confundir la ganancia ajustable con la ganancia

del sistema) como el proceso por controlar Gp(s) (ecuacidn 5.2), quedan definidos como:

b

c/a 0
) Y ”(S) s+(b/a) s+a,

Por lo que la funcién de transferencia de lazo abierto resultante es:

Kb
Gs)=G.(5)G (9) = S+a" (5.10)

Para llevar a cabo el analisis del comportamiento del sistema, se considerarin los si-
guientes pardmetros:

K= Ganancia ajustable: 0 < K<5, b, =0.25 y =2.

o
La figura 5.8 muestra la respuesta del sistema al escalon unitario. Se observa que las varia-

ciones de ganancia no afectan la velocidad de respuesta del sistema, ya que su polo perma-

nece en la misma posicion;lo que si varia es la magnitud de la respuesta de estado estable.
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Figura 5.8

Respuesta al escalén de un
sistema de primer orden para
diversos valores de ganancia.

Figura 5.9
Sistema de lazo cerrado
con ganancia ajustable K.

Step Response

0.5 [ ---s--nnnnmesmemnemeemenemsemeeseseseesseseosessesssssssesss

=
=

=
(S

Amplitude

2
o

0.1

]
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
Time (sec)

Analisis en lazo cerrado

Para el sistema con retroalimentacién unitaria de la figura 5.9, se consideran los mismos
parametros que en el caso anterior:

Kb
Gls) = K(c/a) _ ; =0.25K

= = H(s)=1
st(b/a) s+a, = s+2

por lo que al aplicar la ecuacion

N
= CmHEE

la funcién de transferencia de lazo cerrado resultante es:

0.25K

= (5.11)
s+(2+0.25K)

T'(s)

Del resultado anterior, se observa que el polo del sistema de lazo cerrado es p =—(2 +

0.25 K), el cual, ademas de estar en funcion de los coeficientes 4, y b, depende también
de la ganancia ajustable K dentro del rango elegido: 0 < K < 5.

Ganancia Proceso por
ajustable controlar
R(s) Y(s)
G G,0) >
+
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La figura 5.10 ilustra la respuesta al escalén del sistema de lazo cerrado para diversos
valores de K.

Figura 5.10
Comportamiento del
sistema en lazo cerrado

cuando se varia
la ganancia dentro
del rango O < K < 5.

El polo de lazo cerrado, denominador de la ecuaciéon (5.11), se desplazard hacia la
izquierda del eje real, como consecuencia del incremento de la ganancia K, por lo que
la velocidad del sistema se hace cada vez menos lenta (figura 5.10). La figura 5.11 mues-
tra el diagrama de los polos de lazo cerrado del sistema considerado.

Figura 5.11
Variacion en la ubicacion
del polo de lazo cerrado
como consecuencia .
. Desplazamiento del polo de
del incremento de .
. lazo cerrado hacia la
anancia. . . . .
9 izquierda del eje real debido
a incrementos de ganancia K

N

N

\ Polo de

lazo
abierto
p=-2
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Figura 5.12
Gréfica del polo de
lazo cerrado:
p=—(2+0.25K).

Una aplicacién inmediata de dicha grafica es que brinda informacidn sobre el com-
portamiento total del sistema (caracteristicas y limitaciones propias), por lo que es posi-
ble ajustar la ganancia K para que el sistema responda a una determinada velocidad de
respuesta. Lo anterior se logra al seleccionar un polo especifico de lazo cerrado; su reci-
proco dara informacién de la constante de tiempo T asociada, con lo cual se conocera 4T,
que representa el tiempo que requiere el sistema para alcanzar su valor final practico.

A la representacion de los polos de lazo cerrado en el plano s se le denomina lugar
geométrico de raices (root locus) y constituye una herramienta de suma importancia en el
disefio de sistemas de control, ya que la grafica resultante indica el comportamiento total
de un determinado sistema para variaciones, en principio, de ganancia K. En este punto
cabe enfatizar que la grafica de lugar geométrico es continua.

<& EJEMPLO 5.3

Para la grafica de la figura 5.11, que representa los polos de lazo cerrado de T(s) =
0.25 K/[s + (2 + 0.25 K)], por medio de Matlab, determine la ganancia requerida
para que el sistema tenga una velocidad de respuesta de:

a) 47 =1.1560 segundos.
b) 471 =2.666 segundos.

Solucion:

Para T(s) =0.25 K/[s + (2 + 0.25 K)], la grafica de la figura 5.12 indica la variacién
de posiciéon del polo de lazo cerrado cuando varia K, ya que la ubicacién del polo
es p=—(2 + 0.25 K); esto hace posible elegir cualquier punto en el ¢je real ubicado
a la izquierda del polo de lazo abierto p = —2.

Root Locus

025/ T

-
. N N NN SN S O N
| | | | System: sys ;
0l [ b L] Gain:5.83 | H
ol | 3 3 Pole: —3.46 |
- ! ! ! ! Damping: 1 !
2 0.05---omoee e o ~|Overshoot (%):0 [ H
g | | | | Frequency (rad/sec): 3.46 ;
< H i H H H T . H
E i i i i i ! ! !
S0.05| T I e R
| S S S N N S
" SN S T S B —
SRR N N S S——
| S — — _——
=7 —6 =5 —4 =3 =2 =1l 0

Real Axis

a) Para que el sistema en lazo cerrado alcance el 98.16% de y(e°) en 47 = 1.1560
segundos, es necesario determinar la constante de tiempo T correspondiente:
7=1.1560/4 = 0.289 segundos. El namero 1/7 es 3.46 y corresponde a colocar
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el polo en p = —3.46. La figura 5.12 muestra que la ganancia requerida en el
punto seleccionado es de K = 5.83 unidades, si se ubica el puntero del ratén
sobre la grafica de Matlab.

b) Es imposible colocar al polo de lazo cerrado p = 1/(2.666/4) = —1.5, ya que no
existe lugar geométrico en ese punto.

5.3 SISTEMAS DE SEGUNDO ORDEN

Un sistema de segundo orden es aquel que queda definido por medio de una ecuacién
diferencial de segundo orden:
d’y  dy

ﬁ+a1z+aoy=bor(t) (5.12)

Al transformar la ecuacién anterior al dominio s, considerando condiciones iniciales
cero y aplicando una entrada r(t), se tiene:

b
Y(S) = R(S)G(S) = R(S)ﬁ (513)
K al S ao

Asi, la funcién de transferencia correspondiente es:

Y(s) b,
G(s)= = 5.14
(S) R(S) 2+ a; s + a, ( )

donde las raices del polinomio caracteristico S+ a;s+ a, =0 (polos de G(s)) se evaltian
segin:

Los posibles polos resultantes pueden ser:

a) Polos reales distintos si alz > 4 a,, sistema sobreamortiguado:

_ 2 _ . 2 _
a1+1la1 4ao a .[al 4ao

e Y Rt

El polinomio caracteristico es s> + a;s + ay = (s + p)(s + p,) =0, de manera que al

aplicar al sistema una entrada escaldn unitario, su respuesta sera:
1 1
- (5.15)
s (s+p)(s+p,)

y en el dominio tiempo, la salida y(f) es de la forma:

y()=A+Be P+ Ce P! (5.16)

195
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<& EJEMPLO 5.4

Para el sistema definido por G(s) = 1/(s> + 35 + 2), obtenga su diagrama de polos
y ceros, asi como la respuesta al escalon unitario.

Solucion:
El sistema G(s) tiene un par de polos reales distintos:

1 1
G = =
g (s24+3s+2) (s+1)(s+2)

Su diagrama de polos y ceros se presenta en la figura 5.13a.
La respuesta al escaldn se obtiene segiin:

1 1

1
Y(s)—R(S)G(S)—;<32 +35+2) s(s+1)(s+2)

Y al aplicar descomposicién en fracciones parciales:

_ 1 _1/2 1 +1/2
s(s+1D)(s+2) s s+1 s+2

Y (s)

Por lo tanto, la respuesta al escalén unitario del sistema de segundo grado, segiin
se muestra en la figura 5.13b, es:

1 1
f)=——e f+—e72
=3
Figura 5.13 ,
- , \ Jo
Caracteristicas del sistema
G(s)=1/(s®>+3s+2) ysu ()
respuesta al escalén. 1.00
——k—T—=
-2 -1
—t t
10.00
Figura 5.13a Figura 5.13b
Diagrama en el plano s Respuesta al escalon de G(s).

del sistema G(s).
. ______________________________________________________________________________________________________________________|

b) Polos reales repetidos si a12 = 4a,, sistema criticamente amortiguado:

—a,
P1=P2=7,
Por lo que el polinomio caracteristico s> + a;s+a,=(s+ p)? =0,y al aplicar al sistema
una entrada escalén unitario, tendrd una respuesta de la forma:

Y (s)= R(s)G(s) = 1 ;2 (5.17)
S (s+p)
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y en el dominio tiempo la salida y(t) es:
yO)=A+Be P 4Cre P! (5.18)

<& EJEMPLO 5.5

Para el sistema definido por G(s) = 6/(s> + 4s + 4), obtenga su diagrama de polos
y ceros, asi como su respuesta al escalén unitario.

Solucion:
Los polos de G(s) son reales repetidos:

(5= 6 __ 6
(s> +4s+4) (s+2)?

Su diagrama en el plano s se aprecia en la figura 5.14a.
La respuesta al escalon unitario se evaltia a partir de:

6 3/2 3/2 3 }

-1 = G =] -
L {Y(S) R(S) (S) S(S + 2)2 s s+2 (S i 2)2

La respuesta criticamente amortiguada se muestra en la figura 5.14b.

Figura 5.14 \jw

Representacion en el ¥)
plano s del sistema G(s), Polo 2.00
asi como su respuesta al doble e

escalén unitario. %_9 o
-2 —1
t
10.00
a) Diagrama de polos b) Respuesta del sistema G(s).
y ceros de G(s). al escalén unitario.

¢) Polos complejos si a% < 4a,, sistema subamortiguado:

. 2 | 2
—a,+j4a,—a; —a,+j,[4a,—a;

P = 5 Yy Pr= 5

El polinomio caracteristico &+ a;s + a, = 0 corresponde a [s + (a,/2) —j(4a, —
a12)1/2/2] [s + (a,/2) + j(4a, — a12)1/2/2] = 0, de manera que al aplicar al sistema una
entrada escalén unitario, su respuesta Y(s) es de la forma:

Y(s)=R(s5)G(s) =— ——— (5.19)

197
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Al descomponer en fracciones parciales se tiene:

a a
st+— [+ —
1/a (1/a0)[s+al] 1/a 1 2 2
Y(s)= - — = < —
s s+as+a, s a 2 2
a a,
st— | +la —| —
2 ¢ 2
Al hacer a? = a,—(a,/ 2)2,la salida y(f) corresponde a:
1 _ a,/?2
y(t)y=—1 1—e @20 cosa t+———senat (5.20)
a e

<& EJEMPLO 5.6

Para el sistema definido a continuacidn, obtenga su diagrama de polos y ceros, asi
como su respuesta al escalén unitario.

10
==
s +25+5
Solucion:
El sistema G(s) tiene un par de polos complejos: p, , = =1 £ 2j; su diagrama de

polos y ceros se presenta en la figura 5.15a.
La respuesta al escalon se obtiene segiin:

1 10
Y(s) = R(s)G(s) = S(s2+25+45)

Y al aplicar descomposicion en fracciones parciales:

10 A Bs+C
Y(s)= > =—+—
s(s*+2s+5) §  s°+2s+5

2 2s+4 2 +1)+1
yi=2o| 2t |2 5| DA
s Ls242s+45] s (s+1)% +4
Por lo tanto, la respuesta al escalon unitario del sistema de segundo grado, segin
se observa en la figura 5.15b, es:

y() =2 [l—e_t(6052t+%sen2tﬂ
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5.3.1 Amortiguamiento y frecuencia natural no amortiguada

Sea un sistema de segundo orden, por ejemplo, el sistema mecanico de traslacién masa-
resorte-amortiguador, representado por:

d? x d

x
m——+B—+kx= f(t 5.21
B 10 (5.21)
Figura 5.15 Jjo
Caracteristicas del sistema ' )
G(s) = 10/(s® + 25 + 5), X % g
i 1 2.00
asi como su respuesta al |
escalén unitario. I o
_1 ——
X 2
t
10.00
Figura 5.15a Figura 5.15b
Diagrama en el plano s Respuesta al escalén de G(s).

del sistema G(s).

La figura correspondiente es la 5.16.

Figura 5.16
Sistema de segundo
orden masa-resorte-

amortiguador.

B amortiguador

Si se transforma al dominio s, el desplazamiento de la masa estd dado por:

1
X(s)=F(s)—— (5.22)
ms>+ B s+k
y la funcién de transferencia del sistema es:
X 1
Gls) =) _ (5.23)

Todo polinomio caracteristico puede expresarse en términos del amortiguamiento A
y de la frecuencia natural no amortiguada  :

ms>+ 5+k=52+ﬁs+£=0
m  m
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Para el término independiente, se define la frecuencia natural no amortiguada @,
como:

k k
w = \/: , (radianes/seg) o bien, w’f =— (5.24)
m m
Con respecto al término en s, se define el amortiguamiento A:
Bk Bk _ JE B__. _B
n
" Te Amdnde V" Jom e
A= % _B_ (5.25)
A km
Por lo que el polinomio caracteristico original queda expresado como:
2 B k 2 2
S —st—=5"+2 o stw “=0 (5.26)

m m

Todo polinomio cuadritico que implique polos complejos (sistema subamortiguado)
puede escribirse segin se indica a continuacion:

52+als+ao=(s+a)2+w2=0 (5.27)

donde a representa al amortiguamiento real del sistema y w corresponde a su frecuencia
angular de oscilacion.

& EJEMPLO 5.7

Factorice el polinomio caracteristico G(s) = 25/ (s2 + 4s + 25) segtn la ecuacién
5.27; determine tanto a como ® y grafique g(f).

Solucion:
Al rescribir G(s) segtn la ecuacién (5.27) y transformar:

25 25 25
g=L" = =2 ¢ sen (V21 1),
S2+45+25  (s+2)2+21] 21

el amortiguamiento real es a = 2 asociado a la exponencial decreciente ¢, mien-
tras la frecuencia angular de oscilaciéon corresponde a w = 4.5825 rad/seg. La

figura 5.17 es su representacién grafica.



Caracteristicas de respuesta de los sistemas

) Flgura.l 217 Grifica de g(t) = 5.45%exp(—2t)*sen(4.57*t)
Sistema subamortiguado 6 - - - - -
con envolvente \
exponencial decreciente \‘\
e~?!y frecuencia 41- .

angular de oscilacion
a w = 4.5825 rad/seg.

—6 1 1 1 1 1

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
tiempo (segundos)

Sea un polinomio caracteristico:
2+ a;s+a =0
tal que si sus polos son complejos, el polinomio puede representarse como:
(s+a)>+w?=s2+2as+@>+w?)=0 (5.28)
Si se igualan las ecuaciones (5.26) y (5.28):
s2+2a5+(a>+w?) = §? +2/\a)ns+w”2

Al agrupar respectivamente los términos independientes y los términos en s de ambas
ecuaciones:

Términos independientes:
Prw’=w > (5.29)
Términos en s:
a=Aw, (5.30)
De acuerdo con las ecuaciones (5.29) y (5.30):

0= | 1-A72 (5.31)
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La interpretacidn de la ecuacidn (5.29) corresponde a la representacién en el plano
s de un circulo con centro en el origen y radio w , seglin se muestra en la figura 5.18;

sin embargo, el semicirculo a la derecha del plano respectivo no es de interés, ya que
representa sistemas inestables.

Las ecuaciones (5.30) y (5.31) corresponden a la abscisa y la ordenada (partes real e

imaginaria, respectivamente) de las raices complejas conjugadas consideradas, segin lo
muestra también la figura 5.18.

Figura 5.18

jw
A cada punto sobre el
semicirculo le corresponden

valores de A, w,, w y a.

= H
f
e

o
—a /
a=A\w
0= 0,/1 — A2 -
B = cos™IA

La importancia del nimero A radica en que se le pueden asignar diferentes valores,
con lo cual el comportamiento resultante del sistema serd totalmente distinto. Por lo
anterior, se consideraran todas las posibles variaciones del amortiguamiento A.

Los polos de la ecuacion caracteristica s> + 20w, s + wn2 =0 son:

__ 2 _
S0 = /\wniwH A 1

(5.32)

donde las raices resultantes serin funcién del factor de amortiguamiento A:

a) Respuesta libre oscilatoria para A = 0, ya que los polos resultantes son complejos con
parte real nula:

(5.33)
b) Respuesta criticamente amortiguada cuando A = 1, cuyos polos son reales repetidos:

31,2 z_wn

(5.34)
¢) Respuesta sobreamortiguada si A > 1, siendo sus polos reales distintos:

_ 2 _
S0 = /\wniwn A 1

(5.35)

d) Respuesta subamortiguada si 0 <A < 1,sus polos resultantes seran complejos conjugados
con parte real distinta de cero:

S

=0 o \[1-A7 (5.36)



Figura 5.19

Ubicacién de los polos

con caracteristicas para
diferentes valores de A.

Figura 5.20

Curvas de respuesta al
escalon de un sistema
normalizado de segundo
orden para diferentes
valores de A. Los poli-
nomios caracteristicos
considerados son:

1. Sistema libre
oscilatorio: s% + 1 = 0.
2. Sistema subamorti-
guado: s> +0.2s+1=0
y s>+s+1=0.

3. Sistema criticamente
amortiguado:
s2+25+1=0

4. Sistema sobreamorti-
guado: s> +2.2s+1=0
y s> +3s+1=0.
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La figura 5.19 sefiala la ubicacion de los polos resultantes para variaciones de A de
acuerdo con las ecuaciones (5.33) a (5.36).Vale la pena enfatizar que para el caso en el
que el amortiguamiento sea 0 <A <1y A > 1, en ambas situaciones, se tienen nimeros
infinitos de posibilidades.

jow
4.-7 1
/x 1.A=0
_____ oy 20 =1
SRS N
32 3 40<A<1
X
4 1

De acuerdo con la figura 5.19, para 0 <A < 1, los polos caracteristicos estan en cual-
quier punto dentro de un semicirculo de radio w, con centro en el origen del plano s.
Para A =0, las raices se ubican en el eje imaginario; para A = 1, hay un par de polos reales
repetidos localizados en el eje real negativo, y para A > 1, dos polos reales distintos a lo
largo del eje real negativo.

Un conjunto de curvas de respuestas normalizadas al escalon para sistemas de segun-
do orden se muestra en la figura 5.20. Para A = 0, se presenta una oscilacién continua
que corresponde a un comportamiento marginalmente estable, donde es la Gnica curva.
Cuando A =1, se dice que el sistema es amortiguado en forma critica, y la curva de
respuesta resultante también es nica. Para el caso en que A > 1, se obtiene un compor-
tamiento sobreamortiguado, y sus graficas de respuesta son infinitas. Por tltimo, cuando
0 <A <1 se considera que el sistema se comporta de manera subamortiguada, también
con infinitas posibilidades de respuesta.

Step Response

Amplitude

Time (sec)
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5.3.2

<& EJEMPLO 5.8

Para los siguientes sistemas G(s), determine si corresponden a comportamientos:
sobreamortiguados, criticamente amortiguados, subamortiguados o marginalmen-
te estables (con raices imaginarias y parte real igual a cero).

10 25
a G(s)=—5———— b) G(s)=——
2 +0.55+10 2 +25
0.25 0.0512
0 G)=——"—" d) G(s)=
2 +1.55+0.5 2 +0.325+0.0256
Solucion:

Para determinar el comportamiento de los sistemas, se utilizara la ecuacidn:

_ 2
ali aj 4a

_ 0
Pip= 5

donde el radical es el elemento que determinari el tipo de sistema resultante.

a) Como 0.5 < 4(10), el sistema es subamortiguado y sus polos son complejos:
p1,=-0.25+3.1524 .

b) En este caso, como el polinomio caracteristico carece de término en s, el sistema
resultante tendri un par de polos conjugados con parte real nula: (0)% < 4(25).
Por lo tanto, el sistema marginalmente estable y sus polos son: p, , =% 5 j.

¢) Puesto que 1.5% > 4(0.5), el sistema es sobreamortiguado y sus polos reales dis-
tintos son: p; =—=0.5y p, =—1.

d) En este caso, 0.32% = 4(0.0256), por lo que el sistema es criticamente amorti-
guado teniendo sus polos repetidos en p, = p, =—0.16.

Parametros de disefio para los sistemas
de segundo orden

Para disenar sistemas de control, es necesario identificar determinados parimetros de
comportamiento en régimen transitorio, asi como especificar ciertas condiciones que el
sistema debe satisfacer. Una de las sefiales de prueba mas comunes para este tipo de ana-
lisis es la entrada escaldn unitario. La respuesta al escalén de un sistema subamortiguado
de segundo orden se tomard como referencia, cuyo comportamiento se representa en la
figura 5.21. Con respecto a dicha grifica, se definen los siguientes términos:

Maximo pico de sobreimpulso MP
Es la maxima sobredesviacién de la respuesta del sistema con respecto a su valor final

y(eo).

Tiempo pico Tp
Es el tiempo que requiere el sistema para alcanzar su maximo pico de sobreimpulso.



Figura 5.21

Respuesta subamorti-
guada de un sistema de
segundo orden para una
entrada escaldn unitario,
donde se indica el maximo
pico de sobreimpulso

MP, el tiempo pico Tp, el
tiempo de elevacion Te y
el tiempo de asentamiento
Ta. Se considera que la
respuesta y(e) es igual

a la unidad.

Caracteristicas de respuesta de los sistemas

1.4

1.2

()

Te

4 6

Tp

Tiempo de asentamiento Ta
Tiempo que necesita el sistema para que alcance su valor final prictico; esto es, el tiempo
para que transcurran cuatro constantes de tiempo.

Tiempo de elevacién Te
Tiempo requerido por el sistema para que su respuesta pase del 10 al 90% de su valor

final

10 12

14

20

La tabla 5.1 incluye los diferentes parimetros asociados a los distintos tipos de sistemas
amortiguados; los resultados presentados se asocian directamente con la figura 5.20.

Tabla 5.1 Caracteristicas de respuesta al escalén de sistemas amortiguados.

Maximo
Tipo de Tiempo de pico de Tiempo de
sistema elevacion sobreimpulso asentamiento
Libre . . . .
. . No existe No existe No existe No existe
oscilatorio
Sobreamortiguado Existe No existe No existe Existe
Criticamente . . . .
. Existe No existe No existe Existe
amortiguado
Subamortiguado Existe Existe Existe Existe
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A continuacién se determinaran expresiones analiticas para poder cuantificar los pa-
rametros definidos previamente.

Sea un sistema subamortiguado de segundo grado al que se le aplica retroalimenta-
ci6n unitaria, de manera que su funcién de transferencia de lazo cerrado resultante esta
dada por la ecuacién (5.37).

w 2
n

§)= (5.37)
2+ 2/\wn s+ wlf

Para obtener la respuesta al escalén unitario, se considera que:

w2
n

Y(s)=R(s)T(s)= (5.38)
3(52 +2/\wns+w3)

Si se lleva a cabo la descomposicidn en fracciones parciales:

2
® A Bs+C
Y(s)= " =24 :

2 2
s +2Aw s+w
5(52+2)twﬂs+w3) s n’ n

1 (stlow )+t Ao,

(s+)\wﬂ)2 +w3(1—/\2)

De manera que la respuesta en tiempo esta dada por:

- A
yy=1-e ro, t cosw \J1—=A2 t+———senw /1-A%¢

1-A2

La expresién anterior puede representarse de una manera mas comoda al aplicar la
siguiente identidad trigonométrica:

Acoswt+ Bsenwt =+ A%+ B? sen(wt £ ¢) (a)

A
donde ¢ = tg_l(iEJ

Asi que si se escribe y(f) y, segiin la ecuacidn (a), se obtiene:

y(t)=1—;e_)\w”tsen(wﬂ\[1—/\2 t+¢)) (5.39)

donde ¢=tg~!

Para obtener el valor maximo de y(t), se calcula el valor de tiempo en donde la am-
plitud tiene un maximo (véase la figura 5.21), lo cual equivale a determinar el tiempo ¢
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en el cual la velocidad es cero, y'(f) = 0. La derivada de la ecuacién (5.39) se obtiene
facilmente si se aplica la transformada de Laplace de derivadas a la ecuacién (5.38) (véase
el capitulo 2, seccion 2.4.3):

L{y'®}=sv(]

y(0)=0

Por lo tanto, la derivada de la ecuacién (5.39) es:

w
()= ———e " senw |/ 1-1 21 (5.40)
J1-A2

La expresién anterior corresponde a la respuesta del sistema para una entrada impulso.

Las graficas de la figura 5.22 presentan las respuestas para entradas escalén e impul-
s0, respectivamente.
El valor de tiempo para el cual la respuesta tiene un maximo esta dado por:

senw 4/ 1—-A 2t=0
o \J1-A 2t=m

Por lo tanto, el tiempo en el que se presenta la mixima amplitud corresponde al tiem-

po pico Tp dado por:

lo cual se satisface si:

n:——l———% (5.41)

wnsll—/\z -

Figura 5.22 Respuesta al escalon

Respuesta de un 1.5 T T T T T T T T T

sistema subamortiguado
de segundo orden ——
para entrada escalén E

(gréfica superior) y para § .l |

entrada impulso <

(grafica inferior).

O 1 1 1 1 1 1 1 1

1
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
tiempo

Respuesta al impulso
1 T T T T T T T T T

Amplitud

=

=) U
T T
1

1 1 1 1 1 1 1
2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
tiempo

|
=
0
=
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El maximo pico de sobreimpulso MP, expresado en porcentaje, se consigue a partir
de la siguiente condicién:

(=)
Mp="2" " %) (5.42)

donde el valor maximo de la respuesta y_. (f) se obtiene al sustituir el valor de Tp dado

por la ecuacién (5.41) en la ecuacién (5.39).

1 :
Yoy () =1 ————¢ AT (5.43)

Si se sustituye la ecuacion (5.43) en la ecuacidn (5.42) y se considera que el valor final
de la respuesta es y(o0) = 1:

Yimgx () = ¥(>2) L ANISE
()

MP = (%) (5.44)

La ecuacidn anterior indica que el maximo pico de sobreimpulso MP esta en funcion
del amortiguamiento A: MP(A). Lo anterior hace suponer que es posible obtener una
expresion en la que A se encuentre en funcidén de MP: A(MP).

Al aplicar logaritmos naturales a la ecuacién (5.44),

In(MP)=—Am/1-A2 ; [ln(MP)]z(l—/\ 2) = (-Ar)>
[np) ] = A2[In@up) ] = (-am)?

[n(vp)]*= A 2{772 +[1n(MP)]2}

2
A= [nap)] : (5.45)
72+ [ In(MP) ]

Como norma de disefo, se considera que el miximo pico de sobreimpulso MP no
debe exceder del 10%, ya que incrementos en este porcentaje suponen sistemas con es-
caso amortiguamiento que producen oscilaciones excesivas en la respuesta del sistema.

Para cuantificar el tiempo de asentamiento Ta —esto es, el tiempo que le lleva a un
sistema subamortiguado alcanzar su valor final prictico—, se considera que a dicho siste-
ma le toma cuatro constantes de tiempo. Con respecto a la figura 5.18, se observa que la
parte real de los polos complejos es a = Aw,, cuyo reciproco es precisamente la constante
de tiempo 7. Por lo tanto,

T =4r=—=—— (5.46)

Finalmente, en lo que respecta al tiempo de elevacién Te, en principio no hay una
forma analitica para poder cuantificar tal informacidén, pero existen varias alternativas
para determinar dicho parimetro.
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Para polinomios cuadraticos, el término w, se considerard unitario, por lo que la ecua-
ci6n (5.37) quedard normalizada:

2
wﬂ 1

s)= =
32+2)\wns+w3 2 +2A5+1

donde la respuesta al escalén unitario (ecuacién 5.39) es:

y(t)=l—;e_)"sen 1-A2 t+¢
¥ )

1—-A2

Ahora se procedera a evaluar por software el tiempo requerido por el sistema para alcan-
zar el 10% y el 90% del valor su final y(ee); para ello, hay que considerar diversos valores
de amortiguamiento A dentro del rango 0 <A < 1, segin se indica en el archivo m.5.1.

Archivo m.5.1.

% Nombre: Televacién.m
% Obtencion del tiempo de elevacion Te.
cle
‘Obtencién de 10%Yfinal y 90%Y final’
Wn=1; % Frecuencia normalizada
lamda=input(‘Indicar lamda: ’);
num=[Wn"2];
den=[1 2*lamda*Wn Wn"2];
% Conversién a funcién racional
g=tf(num,den);
printsys(num,den)
‘Presionar ENTER para continuar’
pause
‘Calculo de 10% Y final’
ValorFinal=polyval(num,0)/polyval(den,0)
[v:x,t]=step(num,den);
% Cilculo de 10%Y final
n=1;

while y(n)<0.1*ValorFinal,

n=n+1;

end
% Calculo de 90%Y final
m=1;

while y(m)<0.9*Valorfinal,

m=m-+1;

end
t10=t(n)
y10=y(n)
t90=t(m)
y90=y(m)
Televacion=t(m)-t(n)
Yprom=y(m)-y(n)
‘Fin’

209
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La tabla 5.2 presenta los resultados obtenidos.

Tabla 5.2 Resultados de la respuesta 10% y(e0) y 90% y(eo) para diversos valores
de A, tiempo de elevaciéon Te en segundos.

0.1910 0.6283 1.5708 0.9425
0.1 0.1833 0.6283 0.9074 1.5708 0.9425
0.2 0.1760 0.6283 1.0523 1.8850 1.2566
0.3 0.1692 0.6283 0.9540 1.8850 1.2566
0.4 0.1197 0.5298 0.9813 2.1193 1.5895
0.5 0.1601 0.6358 0.9729 2.3313 1.6955
0.6 0.1123 0.5298 0.9336 2.4725 1.9427
0.7 0.1369 0.6055 0.9190 2.7248 2.1193
0.8 0.1050 0.5298 0.9095 3.0465 2.5167
0.9 0.1221 0.5887 0.9010 3.4145 2.8258
1.0 0.1338 0.6358 0.9024 3.9208 3.2850

Como segunda opcidn, el tiempo de elevacién Te puede evaluarse directamente a
partir de la curva de respuesta al escaldn, segin muestra la correspondiente figura 5.20.
Una alternativa adicional' es obtener una aproximacién polinomial, ya sea de primero o
segundo grados:

Tw =25A+08 (5.47a)

Tew,=2.917 A= 0.4167 A + 1 (5.47b)

La figura 5.23 es la grifica de amortiguamiento A vs T¢ , del comportamiento real
y de las aproximaciones de primero y segundo grados.

1 Kuo, Benjamin C., Sistemas de Control Automatico, Prentice Hall, 1996.
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Figura 5.23

o ) Aproximacién de Té para un sistema de segundo grado
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<© EJEMPLO 5.9

Para los siguientes sistemas descritos por sus respectivas funciones de transferencia
de lazo cerrado, obtenga el tiempo de elevacion Te, el tiempo pico Tp, el maximo
pico de sobreimpulso MPy el tiempo de asentamiento Ta.

81 64
Q) T()=5——— b T()=——
s“+2s+81 35 +18s+192
25
0 T()=5——
s“+10s+ 25
Solucion:

a) Para cuantificar los pardmetros Te, Tp, MP y Ta, antes es necesario determinar
los valores de A, w, y w, por lo que se considerara el polinomio caracteristico
de segundo grado descrito por la ecuacidn (5.26) para ser igualado, coeficiente
a coeficiente, con el polinomio caracteristico bajo consideracion.

Los correspondientes coeficientes entre los polinomios son:

P+2 o stw =0 y $2+25+81=0:
n n

Términos independientes: wnz =81,porlocual w, =9.
Términos en s: 2Aw, =2 ;porlo tanto A=0.1111.

Para determinar w se utiliza la ecuacién (5.31):

0=, \J1=A 2 de donde se obtiene w=8.9442.
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Figura 5.24

Respuesta al escalén

del sistema de lazo
cerrado definido por

T(s) = 81/(s® + 2s + 81).

_251+0.8

w
n

Tiempo elevacién, ecuacidén (5.47a): Te =0.1197 seg.

Tiempo pico (ecuacién 5.41): Tp = T -03512 seg.
)

Miximo pico de sobreimpulso (ecuacidn 5.44):

MP = AT = 70.389%,
- - 4 4
Tiempo asentamiento Ta (ecuacion 5.46): T, = o =4 seg.
®
n

La figura 5.24 muestra el comportamiento del sistema analizado cuando se le
aplica una entrada escalon unitario.

Step Response
0.18 T T P ,p

0.14- .

0.12}- -

o
9

o2 TS SRy NEVEPEN NN SR, U AN W i W - -

Amplitude
o
o
53
T
L

=

=

X
T
L

0.04 1

0.02 -

O 1 1 1
0 1 2 3 4 5 6

Time (sec)

Mediante el siguiente archivo m es posible cuantificar los parametros Te, Tp, MP
y Ta de un polinomio de segundo grado; por ejemplo, del caso inmediato anterior
seglin se muestra a continuacion.

Archivo m.5.2.

% Nombre:PardmetrosGrado2.m

cle

‘Pardmetros de un sistema subamortiguado’
‘Definicion de T(s), introducir datos entre corchetes’
numT=input(‘Indicar polinomio numerador:’);
denT=input(‘Indicar polinomio denominador:’);
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% Calculo del valor final
ValorFinal=polyval(numT,0)/polyval(denT,0);
0, 0
% Calculo y almacenamiento de valores
[v:x,t]=step(numT,denT);
% Calculo del tiempo de elevacion Te, seg.
p=1;
while y(p)<0.1*ValorFinal,
p=p+1;
end
=1
while y(q)<0.9*ValorFinal,
9=qt1;
end
Te=t()-¢(p)
0, 0
% Calculo del tiempo pico Tp, seg.
[Yk|=max(y):
Tp=t(k)
0, 0
% Calculo del maximo pico de sobreimpulso MP en %
MP=100%*(Y-ValorFinal)/ValorFinal
% Calculo del tiempo de asentamiento Ta, seg.
a=length(t);
while (y(2)>0.9816*ValorFinal)&(y(a)<1.01831*ValorFinal)
a=a-1;
end
Ta=t(a)
‘Resultados:’
Te=0.1396
Tp=0.3491
MP=70.3679
Ta=3.9185
‘Presionar Enter para finalizar’

64 , .
b) Con respecto a T(s) = —————————, es conveniente hacer unitario el coe-

35241854192

ficiente asociado al término de mayor grado en el denominador para igualar
coeficientes con la ecuacion (5.26):

O 21.333
2 +65+64

y para determinar A, @, y w, se utiliza la ecuacién (5.26):

52+2/\w”s+a)”2 =0y s>+65+64=0
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donde w, =8,A =0.375 y @ = 7.4161, a partir de lo cual es posible cuantificar
Te, Tp, MPy Ta:

2.917A2 —0.4167A+1
= =0.1567 seg, Tp=-L = 0.4236 seg,
w w
n

Te

Jix 4
MP=¢ AN =2805% vy T, = o= 1333
w
n
25 25

s2+105+25 (s+5)°
ma con raices reales iguales, el cual carece de maximo pico de sobreimpulso y
de tiempo pico, por lo que sdlo se evaluaran Tey Ta.

Determinando @, =5 y A = 1, se cuantifican T¢ = 0.66 seg'y Ta = 0.8 seg.

¢) El sistema definido por T'(s) = corresponde a un siste-

5.3.3 Sistema de segundo grado en lazo abierto
y en lazo cerrado

Para alterar el comportamiento de un sistema de segundo grado T{(s) sin modificar sus

caracteristicas fisicas propias, se le agregard un amplificador de ganancia ajustable K, tanto
en lazo abierto como en lazo cerrado, para observar la diferencia entre configuraciones.

Analisis en lazo abierto

Se pretende determinar el comportamiento en lazo abierto de un sistema de segundo
grado, cuando se le agrega una ganancia ajustable K, segtin se indica en la figura 5.25.

Figura 5.25 Sistema de
Sistema de segundo grado Ganancia segundo
ajustable grado

con ganancia ajustable en
configuracion de lazo abierto.

R(s) Y(s)

—>t & 6o >

La ganancia ajustable Ky el proceso por controlar quedan definidos respectivamente

como:
@,
G (s)=K G (s)=
) y () G20
Su funcién de transferencia equivalente es:
K wi
G(s)=———— (5.48)
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Para llevar a cabo el analisis del comportamiento del sistema, se consideraran los si-
guientes parametros:
K= Ganancia ajustable: 0 < K< 10, A =05 y o, =2.
La figura 5.26 muestra la respuesta del sistema al escal6n unitario; en la grifica respec-

tiva se observa que, independientemente de la ganancia K asignada, el sistema es incapaz
por completo de seguir la referencia de entrada.

Figura 5.26
Respuesta al escalén Step Response
unitario de un sistema 10 ! ! ! ! ! ! ! !
de segundo grado para 9l
variaciones de ganancia.
8k .
7 -
Y o .
B . K=10
2 ofF K=25 -
9
g
< 4 -
3+ K=1 .
21 .
r(t) =
| Y A ., O i
0 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 05 1 1.5 2 25 3 35 4 45 5

Time (sec)

Andlisis en lazo cerrado

Para el sistema con retroalimentacién unitaria mostrado en la figura 5.27, se considera que:

2
n

w
GC(S):K, Gp(s)zm

Por lo que la funcidén de transferencia de lazo cerrado T(s) es:

Kw?
"
s(s+2dw ) Kwi
T(s)= = (5.49)
Ka)i 52+2/\wns+1’<w’21
1+ ——-
s(s+2hw )
n

donde se debera observar que los polos de lazo cerrado, ademis de estar en funcién de
los coeficientes de la ecuacién caracteristica, dependen del valor asignado a la ganancia
ajustable K.
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Figura 5.27

Sistema de segundo grado
con ganancia ajustable

en configuracién de lazo
cerrado.

Figura 5.28
Desplazamiento de los polos
de lazo cerrado como
consecuencia de variaciones
en la ganancia K, por lo que
es posible seleccionar la
ganancia adecuada para
obtener un comportamiento
especifico.

Sistema de
Ganancia segundo
ajustable grado
R(s) Y(s)
K G,(s) >
+ _

<& EJEMPLO 5.10

Analice el comportamiento del sistema definido por la ecuacién 5.49, donde
A = 1.3416, o, = 1.118 rad/seg, para considerar variaciones de ganancia en el
intervalo 0 < K < 10.

Solucion:
Para los parimetros considerados, las funciones de transferencia de lazo abierto y
lazo cerrado son, respectivamente:

125K
2 435

1.25K

S =
2 +3s+1.25K

G(s)

Los polos de lazo cerrado dependen de la ganancia K. La figura 5.28 muestra los
desplazamientos de los polos de lazo cerrado para incrementos de ganancia. En esa
figura se observa que es posible elegir el comportamiento del sistema, ya sea como
sobreamortiguado (I), con amortiguamiento critico (I) o subamortiguado (III).

Root Locus
4— T T N T T
3 Region 111 .
5 Region I Comporta.miento
i Comportamiento subamortlgu?do T
sobreamortiguado Comportamiento con
Ay amortiguamiento critico|
E A / (1)
> ! >
E
—1F Regién 1 -
Region 111
—2 " polo de lazo < polo de lazo 7
abierto:p = —3 abierto:p =0
—4 1 1 1 \ | |
=3 =25 =2 =i1.5 —1 —0.5 0

Rl s
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La grafica de la figura 5.29 muestra las diversas respuestas de un sistema de segundo
orden, en configuracién de lazo cerrado 1(s), para distintos valores de ganancia K. Cuan-
do se aplica al sistema una entrada escalén unitario, la funcién de transferencia de lazo

cerrado es:
1.25K
T()=—""—— (5.50)
s2+35+1.25K
Figura 5.29
Respuestas de Step Response
un sistema de segundo ! ! ! ! ! ! !
orden (ecuacién 5.50) 1.2
al escalon unitario: so-
breamortiguadas 1
(0 <K< 1.8), criticamente
amortiguadas (K = 1.8)
y subamortiguadas 5 0
(K>1.8). £
206
<
0.4
0.2
0

Time (sec)

<& EJEMPLO 5.11

Para el sistema de lazo cerrado definido por la ecuacién (5.50), determine la ga-
nancia K para que el comportamiento sea:

a) Criticamente amortiguado.
b) Subamortiguado con frecuencia angular de oscilacién w = 1.5 rad/seg.

Solucion:
a) Para que el sistema en lazo cerrado se comporte como criticamente amor-
tiguado, se requiere que sus polos sean reales repetidos y que se ubiquen en

s=-—1.5,segln se observa en la figura 5.28, por lo que la ecuacién caracteristica
correspondiente es:

(+1.5%=2+35+225=0 (a)

Al igualar términos independientes del polinomio caracteristico bajo consi-
deracion de la ecuacidn (5.50) y el respectivo de la ecuacidn (a):

C+3s+125K=0 y £+35+225=0
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se obtiene el valor requerido de la ganancia igualando los términos indepen-
dientes donde (1.25K = 2.25), por lo que K = 1.8. La figura 5.30 muestra el
comportamiento deseado.

b) La figura 5.28 y el resultado del inciso anterior indican que en lazo cerrado
el sistema se comportard como subamortiguado para el rango de ganancias:
1.8 < K< oo, por lo que es posible asignar al sistema polos complejos conjuga-
dos y, por ende, una frecuencia angular de oscilacidon w, que especificamente en
este caso sera de 1.5 rad/seg.

La ganancia por determinar es la correspondiente al polo de lazo cerrado
ubicado en p = —1.5 * 1.5;. El polinomio relacionado con dichos polos se ob-
tiene a partir de (s + 1.5)> = (1.5/)% por lo que el polinomio resultante es:

L +35+45=0 (b)

Al igualar coeficientes de los términos independientes y en s de las ecuacio-
nes (5.26) y (b), se obtienen los parimetros @, y A:

P42 o s+tw =0 y $?+35+45=0
n n

Términos independientes: wnz =45 . o,=2.1213 rad/seg.

Términos en s: 2lw,=3 . A=0.7071.

Como comprobacién de los resultados obtenidos, si se conocen A y w , se de-
termina w segtn indica la ecuacién (5.31):

o= \V1-A% =15 rad/seg.
n

Por dltimo, se calcula la ganancia requerida K igualando los términos indepen-
dientes de la ecuacidn (5.26) y del polinomio caracteristico

@ +35+1.25K:1.25K=w,? .. K=23.6unidades

La figura 5.30a muestra el diagrama en Simulink multiplexando las salidas,
mientras la figura 5.30b presenta las respuestas al escalén unitario.

Figura 5.30a 225
Diagrama en Simulink de los = 2+ 35.+ 205 e
incisos a) y b). , .
Escalon E Transf. 1 -
45 Scope
s | 7
24+ 35+ 45
Multi-
E Transf. 2

plexor
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Figura 5.30b

Respuestas al escalén 1.4 T T T T
o Subamortiguado | |
ara los incisos a) y b). g 1 1
P )y b) 1.2 - K=3¢  — S I -
| ——
08 VA— - R H— .
06— /. 3‘ 77777777777 iAmortiguamientomi 77777777777 |
' § § critico K = 1.8 §
0.4 f-foey o prmmmeennnees pommnenneees frommeenee -
028/ /- R e R ——— .
. a a a a
0 1 2 3 4 5

Como alternativa de disefio, se utiliza Matlab. Para obtener el desplazamiento
de los polos de lazo cerrado, como consecuencia de incrementos en la ganancia
(lugar geométrico de raices), se escribe el siguiente cddigo:

>> num=[1.25]; den=[1 3 0]; % Datos de G(s)=1.25/(s"2+3s)

>> o=tf(num,den); % Representacion a funcidn de transferencia
>> K=(0:0.1:10); % Rango de variacién de K en intervalos de 0.1
>> rlocus(g,K) % Comportamiento de polos de lazo cerrado
>> axis([-3.1 0.1 -1.6 1.6]) % Ajuste de ejes

La figura 5.31 muestra el lugar geométrico de raices del sistema analizado. Matlab
no sélo presenta la grafica de la posicién de los polos de lazo cerrado cuando varia la
ganancia, sino que ademas, posicionando el puntero del ratoén en cualquier segmen-
to del lugar geométrico, Matlab exhibe informacién referente al punto elegido.

Root Locus

1 1 1 1 1 )
1.5+ e

System: g |

Gain: 3.6 1

0 Pole: —1.5 + 1.51 |
; B Damping: 0.707 -

Flgu,ra. 531 Overshoot (%): 4.33 1

Lugar geométrico de Frequency (rad/sec): 2.12 |
raices del sistema definido 0.5 7

por la ecuacién (5.50). @ X
= 0 -m00000000000000008000000KX X X - e

op / !

E X i
"~ |l System: b

U= G};in: 1.§ |

Pole: —1.5 i

Damping: 1 |
—1H Overshoot (%): 0 P

Frequency (rad/sec): 1.5 !
—1.5F .

1 1 ] ] ] ]

-3 —25 -2 —1.5 -1 —0.5 0

R eal Axis
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5.3.4 Aproximacion tedrica de una curva de respuesta real
de un sistema subamortiguado

Una forma de determinar una aproximacién analitica de un sistema desconocido, en este
caso de segundo orden, es a partir del anilisis de su curva de respuesta, siempre y cuando
esté disponible, por ejemplo, mediante una tarjeta de adquisicién de datos.

<& EJEMPLO 5.12

Determine la funcién de transferencia de lazo cerrado T(s) del sistema que se
ilustra en la figura 5.32.

Figura 5.32
Respuesta al escalén de un Step Response
sistema desconocido. L T T T T

09+ —

0.8+ —
0.7+ —
0.6 - —

0.5+ —

Amplitude

0.4} .
0.3} .
02} ]

0.1+ -

Solucion:
La respuesta de estado estable es y(e0) = 0.75 unidades, el maximo pico de sobre-
impulso MP es del 25% y el tiempo pico Tp corresponde a 0.5684 seg.

Si se toma en consideracién que el amortiguamiento A es funcién de MP:
A(MDP), es posible cuantificar el amortiguamiento A, en tanto que a partir de w(7p),
se puede determinar :

De las ecuaciones 5.45 y 5.41, respectivamente:

2 2
e [n@up) " | [(075)] -

w2 +[mp)]’ 72 +[In0.75)]

Tp= T ,por lo cual: w= T 5527 rad/seg.
0] Tp
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Figura 5.33
Representacion en el
plano s de un sistema de
grado cinco. Su compor-
tamiento se aproxima a un
sistema de segundo grado
debido a la presencia

de los polos dominantes
complejos.

Caracteristicas de respuesta de los sistemas

Una vez que se han cuantificado A y  , se procede a evaluar ,, para lo cual se
utiliza la ecuacidn (5.31):

o= 4 1-A 2, por lo que o = — 2 o041 rad/seg.
1-A2
y(eo) @, 27.37

T(s)=

24200 stw2 2 +4.8775+36.49

SISTEMAS DE GRADO SUPERIOR

Como sistemas de grado superior se entenderd como todo polinomio caracteristico de
grado mayor a 2, el cual podra estar compuesto tnicamente por polos y/o polos y ceros;
esto dltimo siempre y cuando permita que la funcién de transferencia resultante sea
propia, esto es, que prevalezca una mayoria de polos con respecto a ceros.

A los sistemas de grado superior también es posible asociarles pardmetros como tiem-
po pico, maximo pico de sobreimpulso, tiempo de elevacién y tiempo de asentamiento.
Sin embargo, en vez de desarrollar ecuaciones para determinar tales caracteristicas, se
prefiere aproximar polinomios de segundo grado que se comporten de manera aproxi-
mada a los polinomios de grado superior mediante el concepto de polos dominantes.

El polo o los polos dominantes de un sistema (capitulo 2, seccién 2.3) son los ele-
mentos que, por su cercania con el origen del plano s, ejercen mayor efecto sobre el
comportamiento transitorio del sistema, de tal manera que mientras los polos restantes
de la configuracidn respectiva estén cada vez mas alejados hacia la izquierda de los polos
dominantes, su efecto tendri cada vez menor influencia sobre el comportamiento tran-
sitorio del sistema. Por lo anterior, se supondra que si los polos restantes que componen
un sistema de grado superior estin cuando menos seis veces alejados de los polos domi-
nantes del sistema, su efecto sera insignificante. Lo anterior se muestra en la figura 5.33.

jo

X
: X
-6 unidades
j—

<& EJEMPLO 5.13

Para los siguientes sistemas de grado superior, si es posible, determine la validez de
una aproximacién analitica de segundo grado.

221
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a) T(s)= 2616 , y(e0) =0.3332.
(s> +95+84.25)(s> +5+2)

b) T(s)= 4 (0) =0.5714
(s+2.8)(s2 +35+25) ! o

Solucion:
a) Los polos de los polinomios caracteristicos son:

para LH+s+2=0: p1,=-0.5000 £ 1.3229;
para 2+ 95+ 84.25 = 0: P34 =—4.5000 £ 8.0000;

A partir de lo anterior, se observa que la parte real del primer polinomio se
localiza en el eje real del plano s en —0.5, mientras que la parte real del polo aso-
ciado al segundo polinomio se ubica en —4.5, por lo que existe una separacion
entre polos mayor a la sugerida. En consecuencia, T(s) puede aproximarse como
una funcién de transferencia de segundo grado:

56.16 B 56.16
(s> +9s+84.25)(s> +5+2) 84.25(s2 +5+2)

T'(s)=

(a)

La figura 5.34a muestra la respuesta al escalon unitario de la funcién original
y de la aproximaciéon obtenida definida por la ecuacion a), mientras que la figura
5.34b representa la respuesta al escalon de las funciones de transferencia indivi-
duales:

0.66640 28.0721

T (s)= R
24542 2 s2+95+84.25

1

El siguiente archivo m indica el cddigo en Matlab empleado para obtener la
figura 5.34.

Archivo m.5.3.

% Nombre: cap5Ejem13
num1=[56.16]; denl=conv([1 9 84.25],[1 1 2]);
T1=tf(num1,den1);
num?2=[56.16/84.25]; den2=[1 1 2];
T2=tf(num?2,den2);

subplot(211)

step(T1,T2)

axis([0 8 0 0.5])

num3=[28.0721]; den3=[1 9 84.25];
T3=tf(num3,den3);

num4=[0.6664]; den4=[1 1 2];
T4=tf(num4,den4);

subplot(212)

step(T3,T4)

axis([0 8 0 0.5])



Figura 5.34
Respuesta al escaléon
del sistema original y

aproximado del ejemplo
5.13a.

5.4.1

Caracteristicas de respuesta de los sistemas

Step Response
05 T T 1
0.4 |- .
TR | B A—— e
E 03+~ .
‘&
S 0.2 - Funcién original i
01k Funcién aproximada _
0 ] ] ]
0 2 4 6 8
5.34.a. Time (sec)
Step Response
0.5 T T T
o /\ i
. X
T 03 \ ;
= Polinomio dominante de 20 grado
g 02 -
<
0.1 Polinomio no dominante de 20 grado —
0 ] ] ]
0 2 4 6 8
5.34.b. Time (sec)

b) Los polos dominantes de la ecuacion caracteristica correspondiente son p, , =
—1.5 £ 0.5/, cuya parte real es muy cercana (mucho menor al limite propuesto)
al tercer polo p; = —2.8. Por lo tanto, la aproximacién a segundo grado no es

posible.

Efecto de los ceros en funciones de transferencia

La consecuencia en la adicidén de ceros en un sistema se manifiesta inicamente como
una alteracidn en los coeficientes de la respuesta transitoria, sin ejercer efecto alguno en
la respuesta del sistema en el régimen de estado estable. Como ejemplo, se determinara la
respuesta al escalon unitario de los sistemas T'(s) y T,(s):

2 s+2

Yl(s):5(5+5) Y Y2(S)zs(s+5)

En el primer caso, la descomposicion en fracciones parciales arroja el siguiente resul-
tado:
2 2/5 2/5

Yl(s):5(5+5)_ s s+5

cuya respuesta en tiempo es y,=04(1- e 31 (a)

223



224 Introduccién a los sistemas de control: conceptos, aplicaciones y simulacion con MATLAB

Figura 5.35

La adicién de ceros en el
sistema Unicamente

modifica el régimen
transitorio, mientras el estado
estable permanece
inalterable.

y para la segunda expresion,

s+2  2/5 3/5
,(8)= = +
s(s+5) s s+5

Su respuesta en tiempo corresponde a: Y, =04+0.6¢ -5t (b)

La representacién de (a) y (b) se muestra en la figura 5.35, donde se observa que el

efecto de la adicién del cero se manifiesta s6lo en el régimen transitorio.

Efecto de ceros en Y(s)
T T T T T

0.8

'-c —
R Y2 = 0.4 + 0.6%exp(—5t)
A
g
<

s ——

ozl yy = 0.4(1—exp(—51)) |

0 1 1 1 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2

tiempo (segundos)

Una vez establecido que el efecto de los ceros es modificar los coeficientes del transi-
torio del sistema, se procedera a obtener una metodologia de analisis para contrarrestar,
si es posible, el efecto del cero mediante su eliminacién con un polo especifico. Esto
ultimo serd posible siempre y cuando el coeficiente asociado al término exponencial,
que tuvo su origen en el polo susceptible de eliminarse con el cero bajo consideracion,
sea de una magnitud despreciable.

<© EJEMPLO 5.14

Para los siguientes sistemas 7(s), determine si es posible la aproximacién a una
respuesta escalon de un sistema de segundo grado libre de ceros:

e 8.75(s+2)
(s+1.75)(s + 2.5)(s + 4)
) T = 9.925(s+2)

(s+1.985)(s + 2.5)(s + 4)
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Solucion:

a) Al considerar que al sistema 1(s) se le aplica una entrada escalén unitario y se
lleva a cabo la descomposicion en fracciones parciales, la respuesta Y(s) queda
expresada como:

Y(s)= 8.75(s+2) _1 07407  1.5555 N 1.2962 @)
s(s+1.75)(s+2.5)(s+4) s s+1.75 s+25 s+4
Al aplicar transformada inversa, se obtiene la respuesta en tiempo:
y(£)=1-0.7407 ¢ =173 — 155557251 +1.2062¢ ~** (b)

Al pretender eliminar el factor (s + 2) que contiene al cero z=—-2, con el térmi-
no (s + 1.75) que contiene al polo p =—1.75, el objetivo es conseguir un resultado
semejante al obtenido en (b):

8.75%2 1 2.6666 + 1.6666 ©
= = C
1.755(s +2.5) (s + 4)

Y, ()

s_s+2.5 s+4

cuya respuesta en tiempo es:
Y () =1-2.6666¢%>" +1.6666¢ (d)

Se concluye que la magnitud del coeficiente de la exponencial asociada al polo
ubicado en s = —1.75 de la ecuacion (b) no puede despreciarse, ya que no es in-
significante con respecto a los coeficientes de los transitorios restantes. Por con-
siguiente, en este caso, la cancelacion entre el cero z = -2y el polo p =—1.75 no
puede llevarse a cabo.

8.75%2 L o
Por lo tanto, T',(s) = es una aproximaciéon no valida.
1.75(s+2.5)(s +4)

b) Alllevar a cabo un analisis semejante al del inciso anterior:

Y(s) = 9.925(s+2) _1 007223  2.5695 N 1.6418
s(s+1.985)(s+25)(s+4) s s+1.985 s+25 s+4

su correspondiente expresion en tiempo es:
y(£)=1-0.07223¢ =198 — 25695 723" +1.6418 ¢ ~* (a)

El objetivo es eliminar el cero del factor (s + 2) con el polo asociado a (s +

1.985):

9.925%2 _ 1 2.6666 + 1.6666

Y = =
)= e 25) 6 d) s s+25  s+4

y la transformacién al dominio tiempo:

Y () =1=2.6666¢~>>" +1.6666¢ * (b)
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5.4.2

Figura 5.36

Respuestas normalizadas
criticamente amortiguadas
para entradas escalén
unitario de sistemas de grado
2 agrado 7.

Al comparar los resultados entre las ecuaciones (a) y (b), se observa que la
magnitud del coeficiente de la exponencial relacionada con el polo ubica-
do en s = —1.985 es insignificante con respecto a los coeficientes de los tran-
sitorios restantes, por lo que la cancelacion entre el cero z = =2 y el polo
p=—1.985 es valida.

Aproximacion teérica de curvas de respuesta real
de sistemas de grado superior

Una forma de determinar una aproximacién analitica de la respuesta al escalén de siste-
mas de grados mayores o iguales a 2 a partir de una curva de respuesta real es considerar
que el sistema de grado n estd formado por n subsistemas de primer grado interconec-
tados en serie. La grafica de la figura 5.36 muestra respuestas criticamente amortiguadas
de sistemas de grado 2 hasta grado 7.

Step Response

0.2

Amplitude
= =
ES o
T T T
N
)
~
9]
o
~
1 1 1

1 1

Time (sec)

En la figura anterior se observa la semejanza entre la respuesta del sistema de segundo
grado con respecto a las respuestas de sistemas de grados superiores, salvo que conforme
se incrementa el grado del sistema, la respuesta tiende a retrasarse cada vez mas (tiempo
de atraso) en su despegue para empezar a alcanzar su valor final (tiempo de crecimiento
exponencial).

Definiendo los parametros:

Ta = tiempo de atraso y
Tce = tiempo de crecimiento exponencial.

Asociado a cada respuesta (figura 5.37), es posible obtener un modelo matematico
aproximado a la funcidén de transferencia que dio origen a tal comportamiento.



Figura 5.37

Tiempo de atraso Ta 'y
tiempo de crecimiento
exponencial Tce para

un sistema criticamente
amortiguado de grado n.

Caracteristicas de respuesta de los sistemas
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0.2 § .
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Ta Tee

A la curva de respuesta de la figura anterior se le asigna su pendiente maxima. El
tiempo de atraso Ta es el intervalo de tiempo que transcurre desde que el sistema em-
pieza su respuesta al escalén hasta que alcanza el punto en el que la pendiente maxi-
ma cruza al eje t. El tiempo de crecimiento exponencial Tce es el intervalo de tiempo
que transcurre desde el cruce de la pendiente maxima, con el eje f, hasta el punto en que
dicha pendiente maxima alcanza el valor final y(eo).

Una vez cuantificados los nimeros Ta'y Tce, mediante la tabla 5.3, es posible obtener
la constante de tiempo T de un sistema criticamente amortiguado de grado n = 2 defi-
nido como:

T(s) =[L°°)] . (.51)

(T s+1)

Tabla 5.3 Aproximacién de la constante de tiempo 7 de un sistema criticamente
amortiguado de grado mayor o igual a 2, a partir de los parametros Ta y Tce.

Grado n
Tce/Ta Tce/7 del polinomio
9.91 2.72 2
4.448 3.69 3
3.13 4.46 4
2.44 5.12 5
2.03 5.70 6
1.75 6.23 7
1.56 6.71 8
1.41 7.16 9
1.29 7.59 10
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Figura 5.38
Representacién grafica
de la tabla 5.3.

Figura 5.39

Curva de respuesta

al escaléon de un sistema
desconocido.

Introduccioén a los sistemas de control: conceptos, aplicaciones y simulacion con MATLAB

Para facilitar la ubicacién de la relacién Tee/Tay el grado del polinomio asociado, se

Tee/ Ta
12

incluye la figura 5.38, que es la representacion grafica de la tabla 5.3.

101
8

Grado del polinomio

<& EJEMPLO 5.15

Determine una aproximacion teérica de la funcidn de transferencia 1(s) de un sis-
tema desconocido cuya curva de respuesta al escalon se presenta en la figura 5.39.

0.035 T T

Step Response

0.03

T

0.025

Amplitude

0.01f

T

0.005

f y () = 0.03125

1 1

Ta Tce

Solucion:
Para obtener una aproximacién

3 4 5 6 7
Time (sec)

tedrica de la funcidén de transferencia de lazo ce-

rrado T(s) que dio origen a la respuesta al escalon de la figura 5.39, se procedera
a determinar los parimetros Ta y Tce, considerando que la respuesta de estado
estable es y(e0) = 0.03125 unidades.
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Obtencidn de Ta:

7 unidades—8.38 cm
x unidades—0.4 cm oo Ta=0.3341 seg

Obtencidn de Tee:

Ta + Ttce corresponde a:
7 unidades—8.38 cm
x unidades—2.76 cm Ta + Tee = 2.305 seg

oo Tee =2.305 — 0.3341 = 1.9709 seg

Al evaluar el cociente Tce/Ia=5.899 es posible saber primero que al polinomio
por determinar le corresponde un grado n = 3 por medio de la tercera columna de
la tabla 5.3 (y/o con el auxilio de la figura 5.38). A partir de la segunda columna de la
misma tabla, se obtiene que el cociente Tce/T = 3.69, por lo que 7 = 0.534 seg.

De la ecuacion (5.51) se obtiene la funcidn de transferencia T{(s):

0.031253 0.058523

(0.534s+1)°>  (s+1.8726)3




5.5 PROBLEMAS

5.1 :Es posible modificar las caracteristicas de respuesta
de un sistema sin hacerle modificaciones fisicas?

5.2 ;Coémo se relacionan las respuestas de los sistemas
para entradas: impulso, escalon y rampa?

5.3 Para un sistema G(s) = 0.75/(s + 3), obtenga sus
respuestas y(t) para entradas:

a) r(t) = 1.3333 6(t), entrada impulso.
b) r(t) = 3.5 U(t), entrada escalon.
¢) r(t) = 2tU(t), entrada rampa.

5.4 Resuelva el problema anterior con Matlab con la
finalidad de obtener expresiones analiticas para las diver-
sas entradas consideradas y sus correspondientes repre-
sentaciones graficas.

5.5 Obtenga la funcién de transferencia T(s) de la cur-
va de respuesta al escalon de la figura 5.40.

Respuesta al escalon de un sistema desconocido
18 T T T T T T T T T

1.6 —

1.2 .

0 1 1 1
0 005 0.1 0.15

1 1 1 1 1 1
02 025 03 035 04 045 05

tiempo (segundos)

Figura 5.40 Respuesta al escalén
de un sistema desconocido.

5.6 La configuracion mostrada en la figura 5.41 presen-
ta las siguientes caracteristicas: la servovalvula entrega un
flujo de 0.0165 m>/seg por cada volt que le es suminis-
trado, con respecto al tanque, que tiene un area A = 24 m?
y presenta una resistencia hidraulica R = 0.75 seg/m>. El
sensor utilizado en el arreglo es un potencidmetro lineal de
traslacion; ademas, mediante un divisor de voltaje, el nivel
se convierte en el voltaje de salida v, = 0.565 voltios/m.

Estudie el comportamiento del sistema en lazo abier-
to y en lazo cerrado: analiticamente y en Simulink. Para
lazo abierto, aplique una entrada v,, = 12 voltios; en lazo
cerrado, anada un controlador de ganancia ajustable K,
asi como un sumador algebraico para comparar la sefal
de retroalimentaciéon I/ =~ con un voltaje de entrada a
manera de referencia I, = 5 voltios. El requisito que
deberd satisfacer el sistema resultante es que su velocidad
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Sensor y divisor

de voltaje
E I/in 5 \'4
Vilvula
= > Vout
9in — _1_
nivel drea Flotador
h A
9

Figura 5.41 Sistema de control de nivel.

de respuesta practica habra de estar dentro del rango de
20 < Ta < 30 segundos.

5.7 Clasifique los siguientes sistemas con respecto a su
comportamiento: sobreamortiguado, criticamente amor-
tiguado o subamortiguado.

1.2 )
O T()=——2 ) =780
$240.7s+2.14 s24+554+3.01
1.275
¢) T(s

0352405135+ 0.2167

5.8 Parasistemas de segundo grado, en lazo cerrado y al
que se le varia la ganancia K, lo cual permite seleccionar
algunos de los siguientes comportamientos: criticamente
amortiguado, sobreamortiguado y subamortiguado. ; Cual
comportamiento elegiria usted y por qué?

5.9 Para los sistemas que se indican a continuacién, ob-
tenga los parimetros: A, w,, @ y a.

1.24 3s5+1.5
a) T(s)=————— b) T(s =72
$24+0.75+2.14 452465+125
5.10 Para los siguientes sistemas, determine el valor del
coeficiente k, de manera que la configuracién resultante
tenga la caracteristica de respuesta indicada:

a) T(s L para A=0.56.
s24+12s5+k
s+8k
b) T(s)=—————— para w=23 rad/seg.
) 16 262 4 4ks421 | &

5.11 Para los siguientes sistemas, obtenga los parime-
tros: maximo pico de sobreimpulso, tiempo pico, tiempo
de elevacion y tiempo de asentamiento.

1.24 4
h T()=—M—
35242554100

a) T(s)= ———F——

s24+0.75+2.14
5.12 Para el sistema de la figura 5.42, ajuste la ganancia
K con la finalidad de que la configuracion resultante ten-
ga un amortiguamiento de A = 0.6.



Controlador
de ganancia Proceso
ajustable
R(s) T Y(s)
K
g 2+ 65+6.75

Figura 5.42 Sistema por ajustar para lograr
un determinado comportamiento.

5.13 Para el sistema mostrado en la figura 5.43:

a) Ajuste las ganancias K'y K, de tal manera que el sis-
tema resultante presente una respuesta al escaléon del
10% de maximo pico de sobreimpulso MP, asi como
un tiempo pico Tp de 1.5 seg.

b) Interprete el significado del bloque que se encuentra
en la trayectoria de retroalimentacion definido por:
H(s) = Ki(s + 1/K)).

Controlador Proceso

K, (s + 1/K,

Figura 5.43 Sistema de lazo cerrado con
retroalimentacion no unitaria.

5.14 Repita el problema 5.13, pero en vez de colocar
el bloque que se encuentra en la trayectoria de retroali-
mentacion, ubiquelo en la trayectoria directa; asimismo,
lleve a cabo el disenio del sistema con las mismas consi-
deraciones que el problema 5.13. Por tltimo, compare
los resultados de las respuestas al escalén unitario de los
problemas 5.13 y 5.14.

5.15 Utilizando amplificadores operacionales (véase el
problema 3.12 del capitulo 3), obtenga una configuracién
que se comporte como funcién de transferencia G(s) =
KK (s + 1/K,) y calcule los valores de sus componentes
considerando que K= 6.7392y K, = 0.4552.

5.16 Para la configuracién de la figura 5.44, llamada
sistema de control en cascada (o tacométrica, si el tor-
que de un motor se aplica a un tacdémetro), ajuste las
ganancias Ky K, de tal manera que el sistema tenga un
tiempo de asentamiento Ta < 6 seg. a) Considere que
la retroalimentacion intermedia no existe. b) Considere la
configuracién completa.
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Y(s)
N

[EN
[EN

L
+
—_
)

0.85 K,

Figura 5.44 Sistema de control en cascada para
ajustes de ganancias que permitan satisfacer
las especificaciones de funcionamiento.

5.17 Obtenga la funcién de transferencia T(s) cuya cur-
va de respuesta al escalén se muestra en la figura 5.45.

Step Response
50 T T T T T T T T

40 i

10 /\ —
30

Amplitude
IS}
ol
T
1

O 1 1 1 1 1 1 1 1
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45
Time (sec)

Figura 5.45 Respuesta al escalén
de un sistema desconocido.

5.18 Toda funcién de transferencia de primer grado
puede expresarse tanto en notacién de polos, G(s) = (c/a)/
(s + a,), segin muestra la ecuacién (5.2), como en su nota-
cién equivalente de constante de tiempo, G(s) = K/(1s + 1),
de acuerdo con la ecuacién (5.3). A partir de una fun-
cién de transferencia de segundo grado (ecuacién 5.37):

w2
n

="
24200 s+w?
n n

obtenga una expresion que permita visualizar la cons-
tante de tiempo T y el amortiguamiento A respectivos.
Aplique al sistema el resultado obtenido:

1
=5
s+ 35+2
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5.19 Para las siguientes expresiones T(s), determine si
es posible aproximar las funciones de transferencia origi-
nales de grado n a grado 2; en caso afirmativo, grafique la
funcién original y su aproximacion.

16.25
T =
9 T (s+6.5)(s> +45+10)
33
by T(s)=
) 1) (s +16.5)(s> +45+10)

5.20 Para las siguientes expresiones T(s), determine si
es posible la cancelacion del cero con alguno de los polos
del sistema respectivo:

100(s +2.4)

ST B

32(s+3.98)
(s+2)(s+4)>

5.21 Con respecto a una configuracion cuya descrip-
cién matematica se desconoce y que presenta una res-
puesta al escalén, segtn lo indica la figura 5.46, obtenga
una aproximacion analitica de la funcién de transferencia
T(s) del sistema.

D A MM 1

0\

Figura 5.46 Obtencion de la respuesta de un sistema
desconocido mediante una tarjeta de adquisicion de datos.

5.22 Obtenga una expresion de la funcién de transfe-
rencia T(s) del sistema, cuya respuesta al escalon aparece
en la figura 5.47.

Step Response

0.25

Amplitude
IS
- o
o o
T T

o
=
T

0.05

0 L L L L L L

Time (sec)

Figura 5.47 Respuesta al escal6n
de un sistema desconocido.
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5.7 SOLUCIONES A LOS PROBLEMAS DEL CAPITULO 5

5.1 Las caracteristicas fisicas de todo sistema estan im-
plicitas en G(s) dependen de la ecuacidén caracteristica:

Kb,
"4t s+a
0

G(s)= -
stta, s
Sus coeficientes son los que condicionan el compor-

tamiento del sistema, por lo que aparentemente la con-

testacién a la pregunta seria: no es posible cambiar las
caracteristicas de respuesta de un sistema sin llevar a cabo
transformaciones fisicas en éste. Sin embargo, tal respues-

ta no es cierta, ya que al retroalimentar a un sistema, y

considerar un elemento de ganancia ajustable K, el efecto

inmediato es que las raices de la ecuacién caracteristica
del polinomio resultante, ademis de estar en funcién de
sus coeficientes, dependen del valor asignado a la ganan-
cia K. Esto se traduce en que es factible modificar las
caracteristicas de respuesta del sistema sin efectuar alte-
raciones fisicas en la configuracion. Lo anterior se puede
corroborar mediante el anilisis de los sistemas de primero

y segundo grados en lazo cerrado que se realizd en las

secciones 5.2.3 y 5.3.3.

Por lo anterior, la ecuacidn caracteristica de un sistema
retroalimentado es de la forma:

-1 -
s"+a, "+ tags+(a,+ K)=0

5.2 Laintegral de la funcién impulso Ad(t) correspon-
de al escalén AU(t), en tanto que la integral del escaléon
da como resultado la funcién rampa AtU(t). Al integrar la
rampa, se obtiene la funcién parabélica At2U(t), etcéte-
ra. Las relaciones anteriores pueden aplicarse en sentido
contrario, esto es, en vez de integrar una determinada
expresion, ésta se deriva, lo que da como resultado que la
derivada de At>U(t) produzca la funcién rampa; la deri-
vada de la rampa da como resultado la funcidén escalén, y
la derivada de AU(t) genera la funcién impulso.

De lo anterior se concluye que al conocer la respuesta
de un sistema al escaldn, si esta expresion se deriva, se ob-
tiene la respuesta al impulso (véanse las ecuaciones 5.39
y 5.40); o bien, si se integra la expresién de la respuesta al
escalon, se obtendri la respuesta a entrada rampa.

5.3 Las transformadas de Laplace de las diversas entra-
das consideradas son, respectivamente:

L{1.333368(t)} =1.3333, L{3.5 U(t)} =3.5/s y L{2tU(¢)}
=2/, por lo que las distintas respuestas y(t) = L_1{Y(s)
= R(s)*G(s)} para cada una de las entradas anteriores co-
rresponden a:

a) Para la entrada impulso r(r) = 1.3333 6(¢):

o ~ B 075 1 | _ _5
Y=L {Y(S)—R(S)G(S)—1~333S+3 = 5+3}“’

b) Para la entrada escalon r(t) = 3.5 U(t):

y(Hy=L"" {Y(S) =R(s)G(s)= Siizi) }: 0.875(1— e‘3l)

¢) Para la entrada rampa r(t) =2 t U(t):

1.5

— = t=-0.166+0.5¢+0.166¢ 3
s2(s+3)

y(H)=L"" {Y@ =

5.4 El siguiente archivo m muestra el c6digo para de-
terminar tanto las respuestas analiticas como la represen-
tacioén grafica de éstas.

% Nombre:Vprob4

cle, clf

% Respuesta del sistema G(s)=0.75/(s+3) para diversas
entradas’

syms s t

G=0.75/(s+3);

‘Respuesta impulso’
yimpulso=ilaplace(1.3333*G)
ezplot(yimpulso,[0 2])

% ‘Presionar ENTER para continuar’
pause

% ‘Respuesta escalon: r1(t)=3.5
R1=3.5/s;

Y1=G*R1;

yescalon=ilaplace(Y1)

hold on

ezplot(yescalon,[0 2])

% ‘Presionar ENTER para continuar’
pause

%‘Respuesta rampa: r2(t)=2t"
R2=2/5"2;

Y2=G*R2;

yrampa=ilaplace(Y?2)
ezplot(yrampa,[0 2])

axis([0 2 0 1])

% Presionar ENTER para finalizar’

La ejecucidn del archivo m y su representacién grifica
(figuraV.1) se muestran a continuacién:

Ejecucién del archivo Vprob4:
Respuesta al impulso:
yimpulso =

exp(—3*t)

Respuesta escalon: r1(t)=3.5
yescalon =
7/8-7/8%exp(—3*t)

Respuesta rampa: r2(t)=2t
yrampa =
1/2%t=1/6+1/6%exp(—3*t)



5.5 Para obtener una aproximacién analitica que des-
criba el comportamiento del sistema desconocido mos-
trado en la figura 5.40, la grafica se ajustard a centimetros
por medio de las proporciones que a continuacién se
indican:

Respuesta del sistema G(s) = 0.75/(s + 2) para diversas entradas
1 T T T T T T T T T

09k Respuesta a entrada escaléon
0.8

0.7

0.6

03 Respuesta

04F a entrada

impulso

0.3 Respuesta a entrada rampa
0.2

0.1

Figura V.1 Respuestas del sistema G(s) = 0.75/(s + 3)
para las diversas entradas consideradas.

1. Calculo del valor final y (eo).
1.8 unidades — 6.74 cm

x unidades — 6.24 cm

2. Cilculo del 63.212% de y (c0).

1.6664 unidades — 100%

x unidades — 63.212% 63.212% y(e0) = 1.0534
unidades, donde 1.049 unidades corresponde a 3.96 cm.

y () = 1.6664.

3. Calculo de 7.

Una vez determinado el 63.212% del valor final de la
respuesta, se traza una recta paralela a la abscisa t hasta
cortar la curva de respuesta, y en ese punto se traza una
recta perpendicular a la ordenada, que correspondera al
valor de la constante de tiempo 7 :

0.5 unidades — 8.6 cm

7 unidades — 1.1 cm 7T = 0.06395 segundos

Por lo tanto, la funcién de transferencia buscada es:

7o) 16664 26.0564

T rs+1 0.063955+1  s+15.6363

5.6 Primeramente se describirin las funciones de trans-
ferencia individuales que componen al sistema de la figu-
ra 5.41, de acuerdo con el diagrama de bloques mostrado
en la figuraV.2.

Funci6n de transferencia de la servovilvula G (s):

Q,,()
V. (s)

mn

=0.016

(9=
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I/{”(S) Qin(‘y) H(S)
G, Gy(s) >
IOR S G

Figura V.2 Diagrama de bloques del sistema
de la figura 5.41.

Funci6n de transferencia del depdsito G (s), ecuacion
(3.92):
H 1/ A 0.041666
G, (9= =

Q, () s+1/AR  s+0.05555

o en términos de constante de tiempo:

H(s) 075
Q,(s) 18s+1

G, =

Funci6n de transferencia del sensor G (s):

Vout(s)
H(s)

G (9= =0.565

Para la salida V (s),la funcién de transferencia de lazo
abierto es:

s 0.000388 0.007
G(s) = o) =G, (5G,(5)G (9= =
V. (s) v s s+0.0555 18s+1
@
Si se considera la entrada constante v, = 12 voltios,
segtin la ecuacién (5.5), la salida v (f) es:
v (£)=0.084(1— ¢ 03551) ()

Si se considera como salida el nivel A, su funcién de
transferencia de lazo abierto corresponde a:

G075

_ 0.012375

G,0G, (=" ©

de manera que la respuesta a la entrada v;, = 12 voltios
es de la forma:

h(r) = 0.1485 (1 — ¢~ 05555 1) B

La constante de tiempo del sistema, segtn las ecua-
ciones (a) o (c), corresponde a T = 18 seg, por lo que la
configuraciéon en lazo abierto demorard 4 7 =72 seg en
alcanzar su valor final practico. En consecuencia, el com-
portamiento obtenido esta fuera del rango requerido de
respuesta del sistema.
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El diagrama en Simulink del comportamiento del sis-
tema en lazo abierto, asi como las curvas de respuesta
v,.(t) ¥ h(t) se presentan, respectivamente, en las figuras
V.3 yV4.

ol 0.1479]

nivel h

r 0.75 oo
J 18 +1 |

Vie=12v G\ Gy(9) Gi(s)

Scope

I:

I/Ol(t
Figura V.3 Representacion en Simulink del sistema de
lazo abierto.
0.2 ;
Nivel h(r)
0.15
— |
0.1
/
005 _ 20
0
0 20 40 60 80 100

tiempo en segundos

Figura V.4 Curvas de respuesta del sistema:
nivel h(t) y v, (t).

Para satisfacer las especificaciones de diseno se procede
a retroalimentar al sistema original, con lo cual se obtiene
la configuracién mostrada en la figura V.5 (se afadieron
el comparador y la ganancia ajustable K).

174 f-(S) Virr (S) Q,'”(S)

e H()
K G, G f—>

\

+

Gy(s)

Figura V.5 Sistema de control de nivel con ganancia
ajustable K.

La funcién de transferencia de lazo cerrado T(s) se
evalGa de acuerdo con la ecuacién (4.5), considerando
que la funcién de transferencia de trayectoria directa G(s)
queda expresada por medio de:

_ 0.0006875K

G()=KG (9G () 54 0.05555

y la funcién de transferencia de la trayectoria de retroali-
mentacion H(s) es:

H (s)=0.565
Por lo tanto,

0.0006875 K
T =26 _ s +0.05555
(0.0006875K)0.565
§+0.05555
_ 0.0006875 K
~ 5+(0.05555 +0.0003884 K)

Para predecir el comportamiento del sistema en lazo
cerrado y determinar si es posible que éste sea capaz de
satisfacer el requisito de velocidad de respuesta, se obtie-
ne su correspondiente lugar geométrico de raices (LGR),
segin muestra la figuraV.6 (en el capitulo correspondien-
te, se tratard a fondo el tema del LGR).

x10~3 Root Locus
T T T T T T T T T

Desplazamiento hacia la

na izquierda del eje real del polo de

lazo cerrado como consecuencia
de incrementar la ganancia K

21 i
®
< -
¥ 0
E
_2 - -
Polo de lazo cerrado
—4l ubicado en s = —0.18. |
_6 - —

1 1 1 1 1 1 1 1 1
—0.18—0.16—0.14—0.12 —0.1—0.08—0.06—0.04—0.02 0
Real Axis

Figura V.6 Lugar geométrico de raices del sistema
de la figura V.5.

La figura anterior indica que, con incrementos de ga-
nancia, el polo de lazo cerrado puede ubicarse, por ejem-
plo, en s =—0.18. El reciproco de tal valor corresponde a
la constante de tiempo del sistema, esto es, 7= 1/0.18 =
5.5555 seg, por lo que el tiempo de respuesta que requie-
re el sistema para alcanzar el 98.16% del valor final es de
4 7=22.246 seg, un valor que estd dentro del rango esta-



blecido. La ganancia requerida para que el sistema opere
exactamente en s = —0.18, aunque puede cuantificarse
analiticamente, en este problema se evaluard con Matlab
utilizando la instruccién rlocfind, lo que permite posicio-
nar el punto exacto sobre el LGR, mientras Matlab en-
tregara la ganancia requerida en el punto seleccionado.

En el capitulo concerniente, se mostrard con detalle
el procedimiento y aplicacién del LGR, ya que es de
suma importancia en el analisis y el disefio de sistemas
de control. Para el caso que nos compete, la ganancia en
el punto s =—0.18 corresponde a K = 320.4171.

Una vez evaluada la ganancia ajustable K requerida, se
procede a sustituir tal valor en la funcién de transferencia
de lazo cerrado:
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0.0006875

T ~ ~0.22028
K=3204171 " 5+ (0.05555 +0.0003884 K)

s+0.18

1.2237
T(S)| K=3204171" 55555541

La respuesta del sistema h(t) para una entrada de refe-
rencia v, = 5 voltios corresponde a:

h(f)= 6.1188(1— (—018 t)

El anilisis en Simulink en lazo cerrado, asi como sus
curvas de respuesta h(t) y v, (t) se muestran, respectiva-
mente, en las figuras V.7 y V.8.

> 6.114
Nivel h(t)
[ | 0.75
—> |+ 320.4 8+ 1 > S
- s
Vig=5v |- Ganancia G,(s) G (s) D
: d —
ajustable Scope
G(s)
0.565 }47
> 3.454
v

out

Figura V.7 Representacion en Simulink del sistema resultante de lazo cerrado.

Nivel:h(t)

-
/ / Voltaje! 1V, (f)

2 /

1

0 10

30 40

tiempo (segundos)

Figura V.8 Curvas de respuesta del sistema
retroalimentado con ganancia K = 320.4241:
nivel h(t) y v, (t).

5.7 Los polos que definen al tipo de sistema con res-
pecto a su comportamiento dependen de la relacion
entre los coeficientes a, y a;, asociados al radical de la
ecuacion:

a) Puesto que (0.7)2<4(2.14), el sistema es subamorti-
guado.

b) Para este caso, (5)2>4(3.01), es un sistema sobreamor-
tiguado.

¢) Antes de clasificar al sistema, se procederd a hacer
unitario el coeficiente del término de mayor grado:
0.3 + 0.51s + 0.21675 = * + 1.7s + 0.7225 = 0.
Como consecuencia de lo anterior, (1.7)% = 4(0.7225),
y el sistema es criticamente amortiguado.
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5.8 De acuerdo con la figura 5.28, un sistema retroali-
mentado de segundo grado puede tener polos reales dis-
tintos, polos reales repetidos o polos complejos (con parte
real igual o distinta de cero).

Para contestar la pregunta respectiva, se asociar a cada
posible comportamiento el concepto de polo dominante
y, por ende, su reciproco 7, es decir, la constante de tiem-
po del sistema, asi como el hecho de que a cada valor de
K, dentro de todas las posibles variaciones de ganancia,
afectara individualmente al polinomio caracteristico S+
a;s+ (a,+ K)=0.

El sistema sobreamortiguado tiene dos polos reales
distintos, por lo cual necesariamente uno de ellos, el do-
minante, estard mas cercano del origen del plano s que el
restante. Al incrementar la ganancia K, los polos tienden
a encontrarse; sin embargo, en todo su recorrido en el
eje T, hasta casi encontrarse, el polo dominante hace que
el sistema sea el mas lento dentro de todos los posibles
comportamientos en la regidn s (véase la figura 5.28).

Un sistema subamortiguado se caracteriza por tener
un par de polos complejos conjugados, de tal manera que
los incrementos de ganancia modifican sélo la parte ima-
ginaria de los polos, con lo que aumentan su frecuencia
angular de oscilacidon w (véase la figura 5.28). Al perma-
necer constante la parte real de los polos conjugados, se
asegura la misma velocidad de respuesta® que un sistema
criticamente amortiguado.

Un sistema con amortiguamiento critico tiene sus dos
polos reales en el mismo punto del e¢je real del plano
s, presentando la maxima velocidad de respuesta de la
configuracién y esta eleccién seria Optima, pero como
la conducta criticamente amortiguada se presenta s6lo
para un valor tnico de K, (511)2 = 4(a, + K), es posible
que al tratar de obtener un comportamiento criticamente
amortiguado con base en un cilculo analitico, por im-
precisiones en el modelado del sistema, se corra el riesgo
del que el sistema opere en la regidon sobreamortiguada.
Por lo tanto, se prefiere asignar un valor de ganancia le-
vemente mayor al calculado para trabajar en la regién
subamortiguada.

5.9 Para determinar los pardmetros A, w , @ y 4, cada
ecuacioén caracteristica considerada [denominador de G(s)]
siempre se comparara con la expresiéon general de segundo
grado definida por la ecuacion (5.26).

a) Con respecto al polinomio generalizado de segundo
grado y el polinomio caracteristico sometido a consi-
deracioén:

P +2 0 s+tw >=0 (a)
n n

s24+0.7s+2.14 (b)

se compararan los términos en s, asi como los términos
independientes de las ecuaciones (a) y (b):

Términos independientes: w”2 = 2.14; por lo tanto, w,,
1.4628 rad/seg.
Términos en s: 2Aw, = 0.7; por lo tanto, A = 0.2392

A partir de las ecuaciones (5.30) y (5.31), se evaltan a
y w, respectivamente:

a=Aw,=0.3499 seg
y  o=o0,1=2)"?=1.4203 rad/seg

b) Para este caso, los resultados son: A = 0.4242, w,
1.7677 rad/seg, w = 1.6 rad/seg y a = 0.7499 seg.

5.10 Los polinomios caracteristicos de cada funcién de
transferencia T(s) se igualaran con la expresion s> + 2Aw,s
+ wnz =0, considerando en cada problema su requisito de
funcionamiento especifico.

a) En este caso se requiere que el polinomio caracteris-
tico s> + 12 s + k = 0 tenga un amortiguamiento A =
0.56.

Al agrupar términos en s, 2Aw, = 12, se obtiene w, =
10.7142 rad/seg.

Con respecto al término independiente: a)ﬂ2 =k, .
k=114.8,1a funcidén de transferencia resultante es:

8.124
()=
s°+125+114.8

Al introducir el siguiente c6digo, Matlab genera el res-
pectivo diagrama de polos y ceros, de tal manera que al
hacer clic en cualquiera de los polos, se genera un cuadro
que presenta las caracteristicas del sistema: ubicacion del
polo, amortiguamiento A, frecuencia natural no amor-
tiguada @, y maximo pico de sobreimpulso (asociado a
una respuesta subamortiguada al escalon). Lo anterior se
muestra en la figuraV.9.

b) En este caso, se requiere que el polinomio caracteris-
tico s> + 125 + k = 0 tenga una frecuencia angular de
oscilacion de w = 3 rad/seg.

Con respecto a la ecuacion caracteristica bajo consi-
deracién, una vez que se ha hecho unitario el coeficiente
del término de mayor grado, se procede de manera ani-
loga al inciso anterior, por lo que se obtiene el siguiente

resultado: k = 1.2247.

5.11 A todo polinomio caracteristico cuadratico, cuyos
polos sean complejos, se le puede relacionar amortigua-
miento, frecuencia natural no amortiguada y frecuencia
angular de oscilacion.

a) Para este caso, sus pardmetros se evaluaron en la solu-

cibén del problema 5.9 y corresponden a:

A =0.2392, 0, = 1.4628 rad/seg,
o =1.4203 rad/seg y a = 0.3499 seg,

2 Se cumple siempre y cuando el sistema esté retroalimentado vy se trate exclusivamente de un sistema de segundo grado.



Cobdigo en Matlab para obtener las caracteris-
ticas de un sistema de segundo grado:
>> num=38.124; den=[1 12 114.79];
>> T=tf(num,den)
Transfer function:
8.124

"2+ 125+ 114.8
>> pzmap(T)

Diagrama de polos y ceros del T(s) = 8.12/(s"2+12s+114.79)

10
x
8 System: sys
Pole: —6 '+ 8.881
6 Damping: 0.56
Overshoot (%): 12
4 Frequency (rad/sec): 10.7
w 2
.g
s 0
g2
—4
—6
-8
x
—10 L L L R N L
-7 =6 -5 —4 =3 =2 =il 0 1
Real Axis

Figura V.9 Obtencién de los pardmetros de un sistema
de segundo grado representado en el plano s con Matlab.

por lo que al aplicar las ecuaciones (5.41), (5.44), (5.46)
y (5.47a) se obtienen las caracteristicas del sistema para
entrada escalon.

Tp=— 2 =T 221195eg MP=¢*VIA =
o, 1-A2 @
46.119%
4 4
T =4r="=—""=114318seg Te=(2.5A + 0.8)/
a a Aw

n

w, = 0.9557 seg

b) Los resultados son:

Tp="=07860 seg MP=c¢ 2 "NI"A =3 789
w

T = iz 0.96 seg
“ Ao,
Te= (2.5 +0.8)/w,=0.45106 seg

5.12 Para la configuraciéon de la figura 5.42, la funcién
de transferencia de lazo cerrado resultante es:

K
T(9=—
s+ 6s+(6.75+K)

Caracteristicas de respuesta de los sistemas

Con respecto a las ecuaciones,
P42 o, s+ w2 =0 y sT+6s+(6.75+K)=0

donde se considera que A = 0.6. Se compararan los tér-
minos en s y los términos independientes entre ambas
ecuaciones:

Términos en s: 2Aw,, = 0.6; por lo tanto, w, = 5 rad/seg.
Términos independientes: wnz =25=675+K, ... K=
18.25 unidades.

Una vez determinada la ganancia K, T(s) queda expre-
sada como:

8.25
T(s)=—5———
$2465+25

5.13 La funcién de transferencia de lazo cerrado T(s)
en relacion con la configuracién de la figura 5.43 es:

K
T()=—"——""—"— a
v s2+KK, s+K @

a) De acuerdo con las especificaciones de funcionamien-
to, MP=10%y Tp = 1.5 seg, es posible obtener A y w,
respectivamente, de las ecuaciones (5.45) y (5.41).

2

72+ In(MP) |

T =Z= 1.5, con lo cual w = T = 2094 rad/seg.
P w T
P
al conocer A y w, de la ecuacién (5.31), se determina

w
n

0= 1- A2, por lo cual wﬂ=L

rad/seg.

El polinomio caracteristico resultante contendra las es-
pecificaciones particulares de funcionamiento y quedari
expresado como:

24200, s+ 02 =52 +3.0685+67392=0  (b)

Al igualar coeficientes entre el denominador de la
ecuacion (a) y la ecuacién (b), se obtienen los valores de
Ky K;:

K=6.7392 'y K, =0.4552

b) El significado del bloque de retroalimentacién H(s) =
K, (s + 1/K,) corresponde a un cero de primer grado
ubicado en s =—1/K,, con una ganancia de K, unida-
des, lo que se conoce como un control proporcional
derivativo (el tema relacionado con controladores se
tratard en el capitulo 8, Modos de control y disefio de
controladores).

239
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5.14 La funcidn de transferencia de lazo cerrado es:
K(K,s+1)
=—
s2+KK s+K

Si se procede de manera analoga al problema anterior,
se obtienen los siguientes valores para Ky K;:

K=6.7392 'y K, =0.4552

La comparacién de las respuestas al escaldon para las
funciones de transferencia de lazo cerrado, tanto del pro-
blema anterior como del presente, se muestran en la figu-

raV.10.

Step Response

1.2+ System: T2
Time (sec): 0.886
Amplitude: 1.25
1

System:T1
Time (sec): 1.5

Respuesta al escalon del
sistema del problema 5.14.

—ig 0.8 Amplitude: 0.742 E
£ a
g 0.6} Res iy )
espuesta al escaldn del sistema
del problema 5.13.
0.4 -
0.2 E

0 0.5 1 15 2 2.5 3 3.5 4
Real Axis

Figura V.10 Respuestas de un sistema con adicion
de un cero de primer grado en trayectoria directa
(gréfica superior) y en trayectoria de retroalimentacion
(gréfica inferior).

Al comparar los comportamientos de ambos sistemas:

K ., .
§) = ————— funcidn de transferencia sin ceros
s2+ KK, s+K (@)
K(K s+1)
T (s) = ————  funcidn de transferencia con ceros
s2+KK,s+K ®)

Los comportamientos de los sistemas tipicos de segun-
do grado, a los que se hace mencién en las secciones
5.3.1 y 5.3.2, se refieren exclusivamente a funciones de
transferencia de segundo grado sin ceros, de ahi que el
criterio aplicado en la solucion del problema 5.14 no
concuerde con los parimetros de disefio (MP, Tp, etcéte-
ra) ya expuestos.

5.15 La configuracién que genera un cero de primer
grado (denominada control proporcional-derivativo) se
muestra en la figuraV.11.

. T .

Figura V.11 Configuraciéon del control proporcional-
derivativo: G(s) = -0.306(s + 2.1968) = —k(s + a),
donde k = RC, y a = 1/RC,,.

La funcién de transferencia es G(s) = —RC, (s + 1/
RC,), la cual debe corresponder3 con G(s) = —KK,(s +
1/K,) = =3.06(s + 2.1968).

Los valores por determinar corresponden a los ele-
mentos R, C, y C,, de tal manera que se propondrd que
C,=25u fd.

1

= R =18.208K Q.
2.1968 X 25u

a=1/RC,; R

Al determinar R, se procede a evaluar C;:

k=RC;;0.306 = C, (18,208); por lo tanto,
C,=16.8u fd.

5.16 a) La maixima velocidad de respuesta que puede
obtenerse para el sistema, donde se omite el ciclo inter-
medio, es de Ta = 8 seg, ya que

012K 025 025
T2, nirE 2 - 2
s“+s+0.125K Koo S +s5+0.25 (s+0.5)

T,()

donde la ganancia K se ha ajustado para que el sistema
presente su maxima velocidad de respuesta, lo cual ocurre
para K = 2 unidades. Si K = 2, el sistema es criticamente
amortiguado con sus polos reales repetidos en s = —0.5,
por lo que 7= 2 seg y la velocidad de respuesta es de 47
= 8 seg. Con tal configuracion no se satisface la especifi-
cacién de funcionamiento.

b) Al considerar la configuracién completa, la funcién de
transferencia de lazo cerrado es:

0.125K
T,(5)=—
s +(1+0.10625KK1)3+O.125K

Como los coeficientes del polinomio caracteristico es-
tan en funcién de Ky K,, el comportamiento del sistema
se puede ajustar a voluntad; por ejemplo, si se requiere
un comportamiento criticamente amortiguado, con una

3 El signo negativo de G(s) se debe a que el operacional estd en configuracién inversora.



velocidad de respuesta de 47 = 5 seg, la constante de
tiempo asociada es 7 = 1.25 seg. El polinomio con tales
caracteristicas es:

2 2
(s+1/7) =(s+08) =2 +1.65+064=0  (a)
y el polinomio por ajustar corresponde a:
2+ (14010625 K K )s +0.125 K (b)

Por lo tanto, de las ecuaciones (a) y (b) se obtiene K=
512y K, =1.10241.

5.17 La funcién de transferencia T{(s), cuya respuesta al

escaldn se representa en la figura 5.45 es:

15
= 03105
s +0.3+0.5
5.18 Para representar un sistema de segundo grado

T(s), en términos de la constante de tiempo 7, se rescribe
la expresion original de la siguiente forma:

ws 1/w3
T(s)= (@)
P42 0 s+wil/w?
n n n
T( ! ©)
H=—
1, 2A
— s +— s+1
wf o,

1
Al hacer que 7= — vy al sustituir en (b):
®

n

T()=—— ©

B T2+ 2ATs+1

Para obtener la constante de tiempo de la funcién de
transferencia

1
)=
sS4+ 3s5+2
se procede de manera analoga hasta obtener una expre-

sién de la forma que presenta la ecuacién (c):

B 1 1/2 0.5
24+3s+21/2  05s2+155+1

T(s)

7%=0.5,por lo tanto, 7= 0.7071 'y 2\t=15
con lo cual A = 1.06.

5.19 Para aproximar el grado n de un polinomio carac-
teristico a su correspondiente polinomio de grado me-
nor, los polos dominantes deberin estar alejados cuando
menos seis veces de los polos restantes.

a) Los polos de la ecuacion caracteristica (s + 6.5)(s> +
4s + 10) = 0 corresponden a p; = 6.5y p,5 = =2
+ 2.449j; las partes reales estan muy cercanas entre si

Caracteristicas de respuesta de los sistemas

(una distancia menor al limite propuesto). Por lo tanto,
la aproximacioén a segundo grado no es posible.

b) La funcién de transferencia original puede aproximar-

s€ a:

33 2

T(S): =
(s+165)(s> +45+10) 2 +4s+10

La figura V.12 muestra las respuestas al escalon de la
funcioén original, asi como las de su aproximacion a grado
menor.

Step Response

0.25
0.2 T —
5 0.15
]
g
E‘ I. Respuesta al escalon del polinomio
< 0.1 original.

II. Respuesta al escalén de la
aproximaci6n a grado menor.

0.05

15 5 25 3
Time (sec)
Figura V.12 Comparacién de respuestas al escalén

entre funciones de transferencia original y aproximada
a grado menor.

5.20 Para determinar si es valida la cancelacién entre
cero y polo, se determinard el coeficiente asignado al
transitorio respectivo; si su magnitud es despreciable, serd
indicativo de que la simplificacién es correcta.

a) Las respuestas al escalon de las funciones de transferen-
cia original y aproximada, donde se pretende cancelar
los elementos (s + 2.4)/(s + 2):

O 100(s+2.4) ~
TO= ey ¥ 1=

se muestran a continuacion:

100(2.4)
2(s+3)(s+5)

y()=8—6.666¢72"—10e 3" +0.866¢ >
P ()=8-20e73"+12¢75"

Puesto que la magnitud del coeficiente del transitorio
¢? no es despreciable, la cancelacién entre polo y cero
no puede llevarse a cabo.

b) Las respuestas al escalon de las funciones de transferen-
cia original y aproximada, donde se pretende cancelar
los elementos (s+3.98)/(s+4):

241
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()= 32(5/%./95?) T ‘31.84
(s+2)(s+D (s +4) 4(s+2)(s+4)

corresponden, respectivarnente, a:

y()=3.98-7.92¢72  +394¢741 —0.08re !

Y ()=3.98-7.96¢72"+3.58¢ 4!

En este caso, la cancelacién propuesta es valida, ya que
con respecto a y(t), el coeficiente del transitorio ¢* es
despreciable y no se manifiesta en la respuesta y, (). La fi-
guraV.13 muestra el diagrama en Simulink de los sistemas

T(s) y T,(s), asi como sus respuestas al escalon.

I: 3.977

y(t)

32%[13.98]
S 4102+ 325+ 32

Step Func. Transf. 1 I:I
31.84 S
2+65+8 cope

Func. Transf. 2
N (E——

Figura V.13a Diagrama en Simulink de los sistemas
T(s) y T,(s); este ultimo, como consecuencia de la
cancelacion entre el cero z = —3.98 y el polo p = —4.

Efecto de cancelacién cero-polo

o ' I

3t J
2}

1.//

’0 T PR 4

Figura V.13b Respuestas al escalén muy semejantes
de los sistemas T(s) (original) y T, (s) (reducido).

5.21 Para obtener la aproximacién analitica de la curva
de respuesta del sistema desconocido de la figura 5.46
(la cual se repite en la figuraV.14), se procede de manera
semejante al ejemplo 5.15.

Step Response

Lo/ _

Amplitude

0 5 10 15 20 25 30 35
Time (sec)

Figura V.14 Respuesta al escalén de un sistema
desconocido obtenida mediante una tarjeta
de adquisicion de datos.

El miximo pico de sobreimpulso corresponde a MP
= 21.896%. Por otro lado, como A(MP), segin se indica
mediante la ecuacion (5.45), se obtiene A = 0.4352.

Si se conoce Tp = 8.4 seg, se cuantifica w = 0.3726
rad/seg, de acuerdo con la ecuacion (5.41). Finalmente,
si se aplica la ecuacion (5.31) se obtiene el valor de w, =
0.4136 rad/seg.

La expresion analitica de la funcién de transferencia
T(s), hasta hace algunos momentos desconocida, ahora ya

ha sido identificada:
= y(=)o 0.3421

S 24200 st 02 $2+035995+0.17106

5.22 La aproximacién obtenida de la funciéon de trans-
ferencia T(s) de la figura 5.47 corresponde a:




Criterio de estabilidad
de Routh-Hurwitz

y lugar geométrico
de raices

INTRODUCCION

En este capitulo se estudia el tema de la estabilidad absoluta de los sistemas de control
con el método de Routh-Hurwitz y el lugar geométrico de raices (LGR), método que
es una poderosa herramienta para el disefio de sistemas de control. El LGR tiene una
multitud de variantes, que van desde el ajuste de ganancia para satisfacer especificaciones
de disefio, estabilidad relativa, etcétera, hasta lo que se denomina “contorno de raices”.

Contenido

* Arreglo de Routh-Hurwitz y estabilidad absoluta.

* Casos especiales y calculo de rangos de ganancias para los cuales los sistemas en lazo
cerrado son estables.

* Concepto de LGR y método de Evans.

* Aplicaciones: disefio de sistemas mediante LGR, sistemas con retroalimentacién uni-
taria y no unitaria, asi como respuesta en tiempo para lazo cerrado.

» Estabilidad relativa (margenes de ganancia y fase).

* Variacién de parimetros distintos a la ganancia K.

* Problemas.

* Referencias del capitulo 6.

* Soluciones a los problemas del capitulo 6.

Objetivos

¢ Definir el criterio de estabilidad absoluta de R outh-Hurwitz.

* Determinar el rango de valores de ganancias para los cuales los sistemas son estables.
* Definir el concepto de LGR y enfatizar en el método de Evans.

o Aplicar el concepto de LGR en sus muy diversas modalidades.
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6.1

6.2

INTRODUCCION

Para sistemas retroalimentados, que se representan por sus respectivas funciones de trans-
ferencia de lazo cerrado T{(s), el hecho mas importante se relaciona con las ecuaciones
caracteristicas asociadas a T(s) y consiste en determinar si el sistema bajo consideracién
es estable, esto es, si sus polos de lazo cerrado estin localizados en el semiplano izquierdo
del plano s.

En cuanto a los polinomios caracteristicos, se puede establecer que los sistemas de prime-
ro y segundo grados siempre seran estables en lazo cerrado; sin embargo, a partir de ecua-
ciones caracteristicas de tercer grado, los sistemas pueden ser o no estables, lo cual depende
de la ubicacién en el plano s de los respectivos polos de lazo cerrado de cada configuracion
en particular.

Una primera alternativa para establecer la estabilidad de un sistema consiste en aplicar
el método de Newton-Raphson' al polinomio caracteristico bajo consideracién, con lo
que se determinaria la posicién de los polos de lazo cerrado.

Como segunda opcidn, con Matlab es posible obtener las raices de cualquier poli-
nomio de grado n (véase capitulo 2, seccion 2.8.1. Evaluacién de raices con el comando
roots).

Existe una tercera opcién, la cual, aunque no sefiala la posicidén de los polos de la
ecuacién caracteristica bajo consideracion, indica el nimero de raices caracteristicas que
se localizan a la derecha del plano s. Esto se conoce como método de Routh-Hurwitz.

METODO DE ROUTH-HURWITZ

En la década de 1890, A. Hurwitz y E. J. Routh publicaron, en forma separada, un pro-
cedimiento numeérico para determinar la estabilidad de un sistema a partir de su ecua-
ci6n caracteristica 1 + G(s)H(s) = 0.

Este método es un arreglo numérico que tiene como objetivo determinar el nimero
de raices de un polinomio caracteristico que estén en el semiplano derecho del plano s.
Por eso, al procedimiento de Routh-Hurwitz se le denomina método de estabilidad
absoluta, ya que el resultado no indica la posicién especifica de los polos, como en el
caso de los distintos métodos de evaluacion de raices de polinomios; sin embargo, atin
en la actualidad es una herramienta de suma importancia, pues es posible establecer el
rango de valores de ganancia ajustable K para los cuales los sistemas de lazo cerrado son
estables.

El primer paso para determinar la estabilidad absoluta de un polinomio caracteristico
1+ G(s)H(s) = O es representarlo en su respectivo arreglo de Routh-Hurwitz.

Sea el polinomio caracteristico de grado n:

n—1
1 s

a s'+a +ota s+a,=0 6.1)
n n— [
Para comenzar el arreglo, se procede a escribir una columna de términos en s, ini-
ciando con la potencia de mayor grado 5" y de ahi en orden descendente hasta llegar al
término independiente s”;a continuacién se distribuyen en el arreglo los coeficientes a,

a, ... a;ya,en pares de dos en dos, segin se muestra en la figura 6.1.

! Nakamura S., Andlisis numérico y visualizacién gréfica con MATLAB, Pearson Educacién, 1997.
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Figura 6.1 n
o 4 Y Yy
Estructura del arreglo
. n—1
de Routh-Hurwitz. § 41 Y3 s
n—2

Después se procede a completar el arreglo, agregando los elementos b,, b,, ... ¢;,¢5, ...,
que corresponden a las filas de los elementos b,, ¢;, etcétera y se calculan de la siguiente
manera:

— an—l(an—4) — an (an—S)

a

(6.2a)
n—1

by(a,_3)—a, (b)) _by(a,_5)=a,_(bs)
1 b » O = b

(6.2b)
1

La tabla contintia verticalmente hasta terminar el arreglo, pero una vez que éste ha
sido completado se aplica el criterio de Routh-Hurwitz, el cual establece que el nimero
de cambios de signos en la columna principal corresponde al nimero de raices que se
encuentren a la derecha del eje jw (semiplano derecho SPD). Lo anterior se muestra en

la figura 6.2.

/\ Columna principal
a 0oo

Figura 6.2 n B

, . n—2
El nimero de cambios de

n—1
signo en los coeficientes s 4 a3 s
de los elementos de la s"2 b, b,
columna principal del
o G

arreglo indica la cantidad
de polos a la derecha del
eje jo.

<& EJEMPLO 6.1

Para los siguientes polinomios caracteristicos, aplique el criterio de Routh-Hurwitz
con la finalidad de determinar el nimero de polos que se encuentren en el semi-
plano derecho del plano s.

a) st 4105 + 358 + 505+ 24 =0

b S +52+10=0

) s +5°2-40s-96=0
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Solucion:
a) La representacion en el arreglo de Routh-Hurwitz del polinomio caracteristico:

st 105° + 352 + 505 +24 =0

junto con los coeficientes b,, b,, ¢, y d; se muestra a continuacion:

st 1 35 24
S 10 50
< 30 24
! 42 0
L2400

Los coeficientes b, y b, fueron evaluados, seglin indica la ecuaciéon (6.2a),
empleando las dos primeras filas del arreglo:
35(10)—50(1 24(10)—0
p =200-00 _5, , 2000 _,,

10 10
Una vez que se conocen los elementos que forman la fila b;, para determinar
los coeficientes que dardn lugar a la fila ¢, se utiliza la segunda fila del arreglo,

junto con la ahora conocida fila b;; luego se procede segtin lo muestra la ecua-
cién (6.2b):

—24(1
- 30(50)30 410) _

Para finalizar el arreglo con los elementos d,, se manejan las dos filas inme-
diatas superiores a la fila por evaluar:

P1C2)

=24,
I 42

Una vez que se completa el arreglo, se observa que en la columna principal
no hay cambios de signo; por lo tanto, el sistema es estable, ya que tiene todos
sus polos en el semiplano izquierdo (SPI).

b) El arreglo de Routh-Hurwitz correspondiente es:

$ 1 0
§2 5 10
G —2 0
0 10
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donde hay dos cambios de signo en la columna principal (de 5a -2y de =2 a
10), que hace inestable el sistema con dos polos en el SPD.

¢) Para s* + 55° — 405 — 96 = 0, se obtiene arreglo:

st 1 0 —96
$ 5 —40

§2 8 —96

s 120

O 96

por lo que es inestable el sistema, pues un cambio de signo en la columna prin-
cipal indica un polo en el SPD. Con Matlab puede comprobarse lo anterior de
una manera muy simple:

>>p=[150-40-96];
>> roots(p)
ans =
3.0000
—4.0000
—2.0000 + 2.00001
—2.0000 — 2.00001

6.2.1 Casos especiales en el analisis de Routh-Hurwitz

a) Ceros en la columna principal
Sea el polinomio caracteristico:

T+ +32435+10=0

el cual es representado en su correspondiente arreglo de Routh-Hurwitz:

st 1 3 10
s 1 3
$ 0 10
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Se observa que la combinacion de coeficientes para cuantificar el elemento b, da por
resultado un cero:

Aunque b, es distinto de cero, los elementos de las siguientes filas no pueden evaluar-
se, ya que todos ellos quedarian divididos entre cero, lo que darfa lugar a indetermina-
ciones.

Si los coeficientes que componen el numerador de b, fueran levemente diferentes, el
resultado seria distinto de cero, con lo que el arreglo podria ser completado; para con-
cluir éste, se define el nimero 8, que es casi cero, pero positivo, el cual se sustituye por el
cero de la columna principal, con lo que el coeficiente b, puede ser evaluado:

b, =8, donde & = 0, pero positivo.

De esta manera, el arreglo resultante es:

st 1 3 10 st 1 3 10
$ 1 3 $ 1 3

$ 5 10 2 5 10

s (36 -10)/8 s' ] 36 -10

& 10 & 10

Cuando todos los elementos de una determinada fila han sido evaluados, para facilitar
los calculos, el rengloén bajo consideracion puede multiplicarse por cualquier nimero
diferente de cero (en este caso, la cuarta fila se multiplicd por 8) sin alterar el resultado
del arreglo.

Con respecto a la columna principal, ésta presenta dos cambios de signo, pues & es casi
cero, pero positivo, 36 — 10 < 0; por lo tanto, el sistema es inestable con dos polos en el
SPD.

A manera de comprobacién, la ubicaciéon de los polos obtenida con Matlab corres-
ponden a:

—1.1954 + 1.33291
—1.1954 — 1.33291
0.6954 + 1.62361
0.6954 — 1.62361

b) Terminacion anticipada del arreglo

En ocasiones, ocurre que para ciertos polinomios caracteristicos su arreglo correspon-
diente finaliza en forma anticipada; esto es, antes de terminar el arreglo éste contiene
una fila formada exclusivamente por ceros en alguno de sus renglones intermedios; por
ejemplo, el caso del polinomio caracteristico:

T+ + 72+ 45+10=0
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el cual es representado en su respectivo arreglo de Routh-Hurwitz:

st 1 7 10
s 2 4

2 5 10

st 0 0

SO

La explicacidén de la terminacion prematura del arreglo (alguna fila intermedia com-
puesta totalmente por ceros) indica que existe un polinomio divisor cuyas raices son
imaginarias, 0 & jb, ademas de dividir exactamente al polinomio caracteristico original.

Para completar el arreglo, se procede a sustituir la fila de ceros por la derivada en s
del polinomio divisor, el cual se identifica a partir del renglén inmediato anterior no
nulo del arreglo; en este caso, 55° + 10 (raices complejas conjugadas en el eje imaginario:
+ 1.4142j):

i<5s2+10)=105

ds

st 1 7 10
$° 2 4

2 5 10

st 10 0
110

Una vez terminado el arreglo, se observa que el sistema es estable, ya que la columna
principal no presenta cambios de signo.

<& EJEMPLO 6.2

Para las siguientes funciones de transferencia T(s), aplique el criterio de Routh-
Hurwitz a los respectivos polinomios caracteristicos y determine la estabilidad de
cada sistema, segin el nimero de polos existentes en el semiplano derecho del
plano s.

5
q) T(s)= 4,3 2
stT+s2+55+55+10

40
b) T(S)= 5 4 3 2
S H+sT+T7s7 =52 +125=20
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3 30
P82 4172 4+165+30

c) T(s)

Solucion:
a) El denominador de T(s) es:

S+ 2 +524+55+ 10

representado en su correspondiente arreglo de Routh-Hurwitz:

s 56—10 0
& 10

Como hay dos cambios de signo en la columna principal del arreglo (56 —
10 < 0), el sistema tiene dos polos en el SPD vy, por ende, es inestable (caso co-
rrespondiente a ceros en la columna principal).
b) La ecuacidn caracteristica 1 + G(s)H(s) = O relacionada con T(s) es:

C+st+79 -2 +12s-20=0

por lo que el arreglo de Routh-Hurwitz es el que se muestra a continuacion:

& 17 12
st 1 -1 =20
s 8 32

£ -5 —20

sl =10 0

Q| =20

Es un sistema inestable por tener un polo en el SPD. El caso es una termina-
cién prematura con polinomio divisor —5s> — 20.

30
s+ 857 +1752 4165+ 30

¢) Para T(s)=



Figura 6.3a

Figura 6.3b
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corresponde el siguiente arreglo de Routh-Hurwitz:

s 1
$ 8
2| 15
s 30
S 30

El sistema es estable por no haber cambios de signo en la columna principal (el
caso corresponde a terminacion anticipada del arreglo, donde el polinomio divisor

es igual a 1552 + 30).

<© EJEMPLO 6.3

Para los sistemas mostrados en la figura 6.3, obtenga una expresion para la funcioén
de transferencia de lazo cerrado y aplique el criterio de Routh-Hurwitz a los po-

linomios caracteristicos resultantes.

a)

+

Y(s)

g 2+9

10

s+ 6

b)

Solucion:

a) La funcién de transferencia de lazo cerrado T(s) del diagrama de bloques de la

figura 6.3a corresponde a:

T(s)=

1

s 445341952449+ 144

251
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Al aplicar el método de Routh-Hurwitz se determina que el sistema es ines-
table por tener dos polos en el SPD.

b) La funcién de transferencia de lazo cerrado T(s) del diagrama de flujo de senales
de la figura 6.3b corresponde a:

252408
S =
34452425420

El resultado de aplicar el método de Routh-Hurwitz es que el sistema es
inestable por tener dos polos en el SPD.

6.2.2 Aplicacién del método de Routh-Hurwitz
(ajuste de ganancia)

Para sistemas retroalimentados (como el de la figura 6.4), los polos del polinomio carac-
teristico dependeran tanto de los coeficientes del polinomio original como del valor de
la ganancia K, de tal manera que si la ganancia es ajustable para cada valor de K, los polos

de lazo cerrado tendran ubicaciones diferentes en el plano s.

Figura 6.4 Controlador
La ecuacién caracteristica de ganancia Proceso
del sistema de lazo cerrado ajustable
iy R(s) Y(s)
depende de los coeficientes K 1
ay b, asi como de la + (s + a)(s + b

ganancia ajustable K: -
1+ G(s)H(s) =s® + (a + b)
s+ (a*b + K) = 0.

En la introduccidn a este capitulo se comentd que los sistemas de primero y segundo
grados siempre seran estables en lazo cerrado para toda ganancia K 2 0;sin embargo, para

polinomios caracteristicos de grado superior, los sistemas pueden serlo o no.

El hecho de que los signos de los coeficientes de polinomios caracteristicos de gra-
do uno y dos sean iguales (todos positivos o todos negativos) garantiza que el sistema
respectivo sea estable; sin embargo, por desgracia, dicha regla no es aplicable para po-
linomios de grado tres en adelante. Es aqui precisamente donde el método de Routh-
Hurwitz adquiere gran importancia, ya que de una manera sencilla es posible determinar

todos los valores de ganancia K para los que los sistemas seran estables.

<& EJEMPLO 6.4

Determine el rango de valores de ganancia K para los cuales los siguientes sistemas
sean estables.
K K

a TS:— b Tsz
) TC) 2+55+K ) TE) s> +(5+K)s+0.5
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) 2K
C S)=
P +5534+10s2+205+ K
T K(s+2.5)
S =
343524+ Ks+10
) T () K (s+0.5)
e S)=
st +263+1052+55+(2+K)
£ TE) K
S =
Y1053 +352+Ks+3
Solucion:

a) Para la ecuacidn caracteristica perteneciente a 1(s):
2+55+K=0

es condicidn suficiente que no haya cambios de signo en el polinomio, por lo
que el sistema serd estable para K> 0.

b) Con respecto al polinomio caracteristico correspondiente:
2 +(5+K)s+05=0

st K> =5, los signos del polinomio seran todos iguales (en este caso positivos),
razén suficiente para asegurar la estabilidad del sistema.

¢) La representacidén en el arreglo de Routh-Hurwitz de la ecuacidn caracteristica:

st 4553410524205+ K =0

se presenta a continuacidon. En este caso, la regla de los signos no es aplicable
por el grado del polinomio.

st 1 10 K
$ 5 20

$ 6 K

st 1120 - 5K

&0 K

Para que el sistema sea estable, todos los elementos de la columna principal
deberan ser positivos, incluidos:

K>0 y 120-5K>0
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De las desigualdades anteriores, se obtiene que el sistema serd estable si:
0 < K < 24. En caso de que K= 0 o K = 24, el sistema se comporta como
marginalmente estable.

d) Para la ecuacion caracteristica s° + 35> + Ks + 10 = 0, después de completar el
arreglo de Routh-Hurwitz respectivo, se obtiene que el sistema es estable para
K> 3.3333.

e) La representacion del arreglo del polinomio en turno corresponde a:

s 1 10 2+ K
$ 2 5

s 15 442K

st | —4K + 67

S| 442K

De las desigualdades 4 + 2K > 0 y —4K + 67 > 0, se obtiene que el rango de
ganancias para que el sistema sea estable es de:

-2 < K<16.75.

f) El arreglo del polinomio s* + 105> + 35> + Ks + 3 = 0 es:

st 1 3 3
$ 10 K
2 30— K 30

s K% = 30K+300

&0 30

De la primer desigualdad 30 — K > 0, se obtiene que K < 30.
La segunda desigualdad supone resolver la ecuacién cuadritica K> — 30K + 300
=0, lo que hace complejas las raices encontradas:

30+17.305
k=272

S K =15£8.6603

Como no existe ningun valor real de K que satisfaga la desigualdad, el siste-
ma es inestable para cualquier valor de ganancia.
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6.3 LUGAR GEOMETRICO DE RAICES (LGR)

6.3.1

Figura 6.5
Representacion

en bloques de un sistema
de control de lazo
cerrado.

En el capitulo 5 (secciones 5.2.3 y 5.3.3) se introdujo el concepto de lugar geométrico
de raices (LGR) para sistemas de primero y segundo grados, respectivamente; en esta
seccidn se complementara y justificard dicho concepto, pero se pondra énfasis en la
condicién de fase (requisito por satisfacer para generar los LGR de las diversas configu-
raciones), asi como en la condicién de magnitud (para asignar una escala a cada LGR
resultante). Ademas, se hard una breve descripcién del método de Evans (en su tiempo
uno de los procedimientos mas ingeniosos para desarrollar aproximaciones graficas de
comportamientos analiticos). Asimismo, se indicarin los diversos comandos en Matlab,
tanto para generar los correspondientes LGR como para llevar a cabo disefios de siste-
mas de control para satisfacer distintas especificaciones de funcionamiento. El capitulo
finaliza con aplicaciones adicionales del LGR.

Introduccion al LGR: concepto y justificacidon

El método del lugar geométrico de raices (en inglés, root locus) es una herramienta que sirve
para determinar todas las posibles raices de una ecuacién caracteristica de 1+ G(s)H(s) =0
cuando varia algiin parametro (en principio, la ganancia K de un sistema) y se utiliza para
conocer el comportamiento total del sistema de lazo cerrado en régimen transitorio.
Con respecto a la representacion analitica de un sistema en configuracién de lazo

cerrado T(s) (figura 6.5):

TO=17 Cii;)H(s) (6.)
cuya ecuacidn caracteristica es:
1+G(s)H(s)=0 (6.4)
en tanto que su funcién de transferencia de lazo abierto corresponde a:
G(s)H(s) (6.5)

Las dltimas ecuaciones seran la base para presentar el concepto del LGR.
Dada la similitud entre las ecuaciones (6.4) y (6.5), que corresponden respectivamen-
te a la ecuacidn caracteristica 1 + G(s)H(s) = 0 y a la funcién de transferencia de lazo

G(s)
/—/\ﬁ
R(s) Y(s)
K —= Gp(f)
+
- Ganancia
) Proceso
ajustable
H(s)

Sensor
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abierto G(s)H(s), serd posible analizar el comportamiento de sistemas de lazo cerrado
a partir de la funcién de transferencia de lazo abierto, donde la ganancia K se supone
implicita en la funcién de transferencia de trayectoria directa G(s).

Rescribiendo la ecuacion (6.4):

G(s)H(s) = —1 (6.6)

que representa un nimero complejo en notacién bindémica: a + jb = —1 + 0O, cuya par-
te imaginaria es igual a cero. Es bien sabido que todo niimero complejo admite varias
representaciones: polar, exponencial y trigonométrica, por lo que se procedera a repre-
sentar a la ecuacidén (6.6) en forma polar, cuya interpretacién serd la de un vector con
magnitud ry direccién 6, segin se muestra en la figura 6.6.

Figura 6.6 Im

La representacién polar del
numero complejo —1 + jO
corresponde a un vector de
magnitud r y direccién 6.

Por lo anterior, la representacién polar? de la ecuacién (6.6) es:
GE)H(s)=1£180°n para n=%1,%3,... ,£2n+1) (6.7)

La ecuacidén anterior es de gran relevancia, pues relaciona la ecuacion caracteristica
1+ G(s)H(s) con G(s)H(s). En la ecuacion (6.7) se observan una expresiéon de fase y una
expresion de magnitud.

Condicién de fase: £ 180° n

La clave para determinar todos los posibles lugares geométricos (o polos de lazo cerrado
del polinomio caracteristico) estd contenida en la condicién de fase, ya que cualquier
valor de s que satisfaga dicha relacién angular serd una raiz de la ecuacidon caracteristica
considerada.

Condicién de magnitud: 1

Una vez que se han determinado todos los puntos que satisfacen la condicién de fase,
es posible construir el LGR. La condicién de magnitud se utiliza para asignar una escala
al lugar geométrico resultante, cuya aplicacién directa sera la de cuantificar las ganancias
requeridas para operar en puntos especificos del LGR con la finalidad de satisfacer las
especificaciones de funcionamiento en régimen transitorio.

La relaciéon entre G(s)H(s) v 1 + G(s)H(s) es fundamental en el anilisis de los siste-
mas de control. La conclusion de la ecuacidn (6.7) es que todo valor de s que satisface
la multiplicidad angular dada por la funcién de transferencia de lazo abierto G(s)H(s),
ecuacién (6.5), es una raiz del polinomio caracteristico 1 + G(s) H(s), ecuacidén (6.4), que
contiene a los polos de lazo cerrado. Por lo tanto, para obtener la representacién grafica
de todos los polos de lazo cerrado (o LGR) se parte de la representacidén en el plano s de
los polos y ceros contenidos en G(s) H(s).

2 Para convertir un ntimero complejo de la forma binémica a + jb a la forma polar r £ 6, se considera que la mag-
nitud ry fase 6 resultantes se evaltian mediante las ecuaciones: r= @+ )12 yo= tg_](b/a).



Figura 6.7a

Gréfica en el plano s

del Unico polo contenido
en G(s)H(s).

Figura 6.7b

Puntos de prueba S;
colocados en diversas
posiciones en el plano s.
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<& EJEMPLO 6.5

Para las siguientes funciones de transferencia de lazo abierto G(s)H(s):

1. Obtenga los correspondientes LGR, esto es, grafique en el plano s todos los
posibles polos de lazo cerrado.
2. Calcule la ganancia K para que el sistema opere en el punto indicado del LGR.
K K

= <105 5 S =-1.25 b) G(S)H(S) = m ) ==3.

a) G(s)H(s)

Solucion:

a) El primer paso para obtener el LGR es graficar en el plano s a los polos y ceros
de la funcion de transferencia de lazo abierto G(s)H(s). Lo anterior se muestra
en la figura 6.7a.

Plano s

—0.5

Para encontrar los lugares geométricos se debe satisfacer:

K
s+0.5

G(s)H(s) = =1./180°n,

por lo que G(s)H(s) habra de expresarse en notacién polar para que la ecuacién
considerada sea congruente:

K K

COR =108 26 [evos] -

0

En relacidén con la expresion anterior, cabe enfatizar que el efecto resultante
de la fase que tiene que ver con G(s)H(s) es negativa, ya que en general hay
mayoria de polos con respecto a ceros, por lo que la fase resultante sera la suma
algebraica de las contribuciones angulares de los ceros menos las contribuciones
angulares de los polos.

Con respecto a la figura 6.7a, en el plano s se ubican distintos puntos de
prueba §; para determinar cuiles de ellos satisfacen el requisito de la condicion
de fase; esto es, que 6 = —180°; lo anterior se muestra en la figura 6.7b.

Plano s

En la figura se observa que los puntos de prueba ubicados en S;, S, y S; no
satisfacen el requisito de fase, ya que las contribuciones angulares en cada caso
son distintas de —180°. Los angulos del polo hacia los diversos puntos de prue-
ba son: con respecto a S, se tiene un angulo de cero grados; para el caso de S,,
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Figura 6.7¢

Gréfica en el plano s

de polos y ceros para
GOH(s) = 51—
(s+2)(s+4)
y diversos puntos de prueba.

el angulo resultante es de —90°,y para S;, la contribucién angular corresponde
a —270°. El tnico punto que cumple con el requisito angular de —=180° es S,;
de hecho, cualquier lugar que se elija en el eje real a la izquierda del polo p =
—0.5 (segtin se muestra en la figura 6.7b) sera un lugar geométrico; esto es, una
raiz de la ecuacidn caracteristica 1 + G(s)H(s) = 0, lo que equivale a un polo
de lazo cerrado.

Una vez que se ha determinado el LG correspondiente, se procede a esta-
blecer una escala para determinar la ganancia K necesaria para operar en algiin
punto especifico del LG (en este caso, en s = —1.25), para lo cual se emplea la
condicién de magnitud, ecuacidén (6.7):

G(s)H(s) = 1, particularizando: |G(S)H(s)| =
. K=|s+05] =075
s=-1.25

De acuerdo con lo anterior, la ganancia que requiere el sistema para operar
exactamente en s = —1.25 es de 0.75 unidades.

¢Qué parametro de referencia puede utilizarse para elegir un punto especifi-
co sobre un determinado LGR? En este caso, la contestacién a la pregunta seria
obtener una determinada velocidad de respuesta por parte del sistema.

Se supone que se requiere que el sistema bajo consideracion alcance su valor
final practico (47) en 3.2 seg, por lo cual 7 debera ser igual a 3.2/4 = 0.8, cuyo
reciproco es 1.25; por lo que si se ajusta la ganancia a 0.75 unidades se forzara al
sistema para que en lazo cerrado opere en el punto s = —1.25 sobre el LGR.

La representacién de polos y ceros de la funcién de transferencia de lazo abierto
G(s)H(s), junto con diversos puntos de prueba S, se muestran en la figura 6.7c.

S4 °
Sl
® g

S, —4 Sy —2

Para satisfacer la condicion de fase, hay que considerar las contribuciones
angulares de cada uno de los dos polos contenidos en G(s)H(s) con respecto a
los distintos puntos de prueba.

Para S, la contribucién angular total es de 0°,y para S, la suma de los dngu-
los polares es de —360°. Por lo tanto, ninguno de los puntos considerados son
lugares geométricos.

Con respecto a S3, la contribucién angular del polo ubicado en s = —4 es de
0°, mientras la contribuciéon angular del polo que estd en s = =2 es de —180°;
por lo tanto, la suma total de las fases polares es de —180°, con lo que se satisface
el requisito de fase. De hecho, cualquier punto de prueba ubicado en el eje real
entre —4 < s < =2 corresponde a un lugar geométrico del sistema.

Los lugares geométricos también pueden tener componentes complejos,
como es el caso del punto de prueba S,; el polo ubicado en s = —4 aporta
una contribucién angular de —45°, mientras que el polo restante contribuye
con —135°. De esta manera se adquiere la contribucién angular total de —180°,
la cual satisface el requisito de la condicion de fase.



Figura 6.7d
Lugar geométrico
de raices de
K
G(s)H(S) = ————.
(SH() (s+2)(s+4)
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El LG correspondiente se muestra en la figura 6.7d.

Jjw

AL
1]

A todo LGR se le pueden asignar flechas, las cuales indican el sentido que
toman los polos de lazo cerrado cuando se incrementa la ganancia K; ademas,
el LGR es una grafica continua de valores.

Aligual que en el inciso anterior, es valido formular la pregunta de cual pue-
de ser la referencia para elegir algin punto especifico en el LGR. Las respuestas
en este caso suelen ser varias; por ejemplo, seleccionar un punto que satisfaga

una velocidad de respuesta o un determinado amortiguamiento A u operar bajo
cierta frecuencia angular de oscilaciéon w, etcétera.

A manera de ejemplo, se calculard la ganancia para que la configuracién en
lazo cerrado se comporte como un sistema criticamente amortiguado; esto es,
que el sistema opere en s = —3, 1o que supone un par de polos reales repetidos.
De la condicién de magnitud:

K
|G(S)H(S)|— m‘— 1,
K =|(s+2)(s+4) =t

De esta manera, se establece que la ganancia requerida para que el sistema se
comporte como criticamente amortiguado es de K= 1.

Como comprobacion, si se considera que G(s) = 1/(s+2)(s+4),H(s) =1y
K =1, la funcidn de transferencia de lazo cerrado es:

_ Kk
SN < O Mt L
U +GOHE K (s+3)

+
(s+2)(s+4)

Como complemento del ejercicio, se anaden diversos valores de ganancias
requeridas para operar en diferentes puntos del LGR de la figura 6.7d:

1<=|(5+2)(5+4)|5:_2 =0

K=|(s+2)(s+4)| _ =1

s=-3

K=|(s+2)(s+4)|$ ,=0

K= |(5+2)(5+4)|5:_2‘5 =0.75
K =|(s+2)(s+4) e =2
K =|(s+2)(s+4) ey =0
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6.3.2

Hasta ahora se ha justificado la generacién del LGR a partir de satisfacer la condicién
de fase asociada a toda funciéon de transferencia de lazo abierto G(s)H(s). Un método
alternativo para obtener el LGR es determinar y graficar las n raices del polinomio ca-
racteristico de grado n:

n n—1 —

s'ta, ST+ +as+ @+ K)=0
considerando que la ganancia K varia en un rango infinito de valores (de hecho éste es
el método que utiliza Matlab para generar los correspondientes LGR).

Método de Evans

En la seccion anterior se comentd que una de las alternativas para obtener el LGR de un
sistema descrito mediante su funcién de transferencia de lazo cerrado era simplemente
determinar las n raices del polinomio caracteristico asociado de grado n: 1 + G(s)H(s).
Esto tiene el inconveniente de que dicho calculo debe realizarse para cada ganancia K,
ante lo que hay que considerar que tal ganancia varia en un rango infinito de valores.

A finales de la década de 1940, Walter R.. Evans® public varios trabajos relacionados
con el comportamiento en lazo cerrado de los sistemas de control, a partir de funciones
de transferencia de lazo abierto G(s)H(s). Para ello hay que considerar variaciones infini-
tas de algin parametro, en principio el de la ganancia K. El método propuesto por Evans
es un procedimiento grafico sumamente ingenioso, ya que, de manera paraddjica, en
vez de determinar las raices de polinomios de grado # (que implican una gran cantidad
de calculos), mediante aproximaciones graficas y practicamente sin llevar a cabo ningtn
procedimiento analitico, logrd sintetizar el concepto de lugar geométrico de raices en
un conjunto de reglas que se describen a continuacion.

Para aplicar el método de Evans y obtener el LGR correspondiente a cada sistema en
particular, se tomard como punto de partida la representacion en el plano s de los polos
y ceros de la funcién de transferencia de lazo abierto G(s)H(s).

1. Namero de ramas del LGR.

En general, un sistema de control tiene mayoria de polos con respecto a ceros. El nime-
ro de ramas de un LGR sera igual al nimero de polos contenidos en la funcién de trans-
ferencia de lazo cerrado; dichos polos corresponden a la cantidad de polos existentes en
la funcién de transferencia de lazo abierto G(s)H(s). Por lo tanto, un LG tendra tantas
ramas como polos contenidos en G(s)H(s). Por rama, se entiende toda trayecto-
ria que sigue un determinado polo de lazo cerrado como consecuencia de la variacién
de ganancia, de manera que habra tantas ramas como corresponda al grado de la funcién de
transferencia de lazo abierto.

2. Principio y fin del LGR.

Los LG inician en los polos y terminan en los ceros; en ausencia de ceros, los
lugares geométricos terminaran en el infinito. La funcién de los ceros es atraer los lugares
geométricos que provienen de los polos.

Cabe mencionar que con estas dos primeras reglas atin no es posible dibujar ningin
lugar geométrico. Uno de los principales problemas para bosquejar el LGR es saber para
qué configuracidn se aplica una determinada regla. Por ello, se tratard de especificar con
claridad el porqué y el cuindo de la aplicacién de cada una de las siguientes reglas. Hasta

3 Evans, Walter R.., Graphical analysis of control systems, Control system synthesis by Roots Locus method.



G(s)H(s) =

Figura 6.8a
LGR de

K(s+2)

(s+0.5)(s+4)
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ahora es posible decir que las dos primeras reglas siempre son aplicables a cualquier con-

figuracion G(s)H(s).

3. Lugares geométricos en el eje real.

Los lugares geométricos que existen en el eje real se ubican a la izquierda de

elementos impares, pero empiezan por el elemento mas alejado a la derecha.

Cuando se aplica esta regla

Esta regla es aplicable siempre y cuando exista(n) polo(s) y/o cero(s) en el eje real.

<& EJEMPLO 6.6

Bosqueje el LGR a partir de las siguientes funciones de transferencia de lazo

abierto G(s)H(s):

_ K(s+2)
9 COHE = o5 6+
K(s+2)
b G S G
) GlOH() 2 +2545

Solucion:

a) El sistema tiene dos polos y un cero, por lo que el LG contard con dos ramas

(tantas ramas como polos de lazo abierto); ademas, como los lugares geométricos
parten de los polos y terminan en los ceros (o en el infinito, en ausencia de ceros),
una rama finalizard en el cero z = —2, mientras que la otra acabara en el infinito.

Como existen elementos de G(s)H(s) en el eje real, dos polos (p; =—0.5y
P, =—4) y un cero (z = —2), se aplicara la regla para ubicar los lugares geomé-
tricos a la izquierda de elementos impares comenzando por el elemento mas
alejado a la derecha; una de las ramas se dirigira del polo p; =—0.5 hacia el cero
z=-2, en tanto que la otra ird del polo p, = —4 hacia el infinito. Lo anterior se
muestra en la figura 6.8a.

Root Locus

0.4
0.3f
Polos de lazo abierto:
0.2} p,= —4ypl=—5.
0.1}
i 0 PR
>}
z 0.1
—0nok Desplazamiento de los polos de lazo cerrado
: como consecuencia de variar la ganancia
—0.3
_0.4 1 1 1 1 1 1 1
-8 -7 -6 -5 —4 -3 -2 -1 0

Real Axis

b) La funcidén de transferencia de lazo abierto G(s)H(s) tiene dos polos complejos

(p;=—1+2iyp,=—1-2i)yun cero (zx =—-2) en el ¢je real, por lo que en este
eje existird el LG desde el cero z = —2 hasta —oo.
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Figura 6.8b

El LGR de G(s)H(s) =

K(s + 2)/(s®> + 2s + 5)
existe en el eje real desde
= -2 hasta —o debido a la
presencia del cero z = 2.
Los LG complejos aln no
pueden ser representados
con las reglas vistas

hasta ahora.

Figura 6.9

LG imposible de ser valido,
ya que la rama inferior debe
ser reflejo de la rama superior
con respecto a la horizontal.
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La figura 6.8b muestra el lugar geométrico respectivo. Con las reglas aplica-
das hasta ahora, no es posible bosquejar el lugar geométrico completo ocasio-
nado por las ramas complejas.

Root Locus

LG en el ¢je real,
1} ubicado desde —2 .
hasta —o°.

_2'5 1 1 1 1 1 1 1 1 1
-10 -9 -8 -7 -6 -5 —4 -3 -2 -1 0
Real Axis

4. Simetria de los lugares geométricos complejos.

De hecho tal propiedad, mis que ser una regla, es una consecuencia logica del conoci-
miento del comportamiento de los nimeros imaginarios, por lo que es una caracteristica
de los LG complejos, donde la parte real es la misma y el componente imaginario siem-
pre sera el complejo conjugado de la rama asociada. La figura 6.9 muestra un LG cuya
existencia es, mientras la contraparte correcta corresponde a la figura 6.8b.

Cuéando se aplica esta regla

Esta regla es aplicable siempre que haya lugares geométricos complejos; ademis, no es
necesario determinar la parte imaginaria negativa, ya que con reflejar la rama imaginaria
positiva, con respecto al eje real, se obtiene la rama complementaria.

Root Locus
2.5 T T T T T T T T T

e e

Real Axis
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Reglas que se aplican cuando los lugares geométricos tienden al infinito:

asintotas y centroide

Uno de los principales problemas que se presentan al bosquejar los lugares geométricos
corresponde a determinar hacia donde se dirigen las ramas cuando éstas tienden a infini-
to (debido a la ausencia de ceros que atraigan hacia si los LG). El par de reglas siguientes
aclarara tal disyuntiva.

5. Asintotas.

Para ganancias elevadas, y en ausencia de ceros, las ramas del lugar geométrico
tienden a comportarse como lineas rectas a manera de asintotas, las cuales
abandonan el eje real con un angulo 6, dado por:

180 +
0= 80+ 360k

n—m

(6.8)

donde:

n = namero de polos de G(s)H(s).
m = namero de ceros de G(s)H(s).
k=0,£1,£2,+3,

Cuéando se aplica esta regla

Esta regla es aplicable cuando haya uno o mas polos que no tengan ceros hacia donde
llegar, por lo cual dichos polos tenderan al infinito. Las asintotas se aplican junto con el
centroide.

6. Centroide.
El centroide es el punto en el eje real del cual divergen las asintotas y se deter-
mina mediante:

zﬂ“ valor de los polos i valor de los ceros
oo =t de G(s)H(s) i=1  deG(s)H(s) 6.9)

n—m

Cuéando se aplica esta regla
Esta regla es aplicable cuando haya uno o mas polos que no tengan ceros a donde llegar,
por lo cual dichos polos tenderan al infinito. El centroide se aplica junto a las asintotas.

<© EJEMPLO 6.7

Para las siguientes funciones de transferencia de lazo abierto, obtenga los respec-
tivos lugares geométricos. Para ello, considere que la ganancia varfa de cero a
infinito:

K Ks
= b =
4 GEHL) (s+1)(s> +5+1.5) ) GLH() (s+ 1) (s> +5+1.5)
K (s+0.5)

JE S (s+2)2(s+1)
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Solucion:
Para cada uno de los incisos, se indicara por qué se aplica o no cada una de las
reglas vistas hasta este punto.

Como se recordara, todo LG inicia representando en el plano s los polos y ceros

de G(s)H(s).

a) La funcién de transferencia de lazo abierto tiene tres polos y carece de ceros:
py=-1,ypy;=-0.5%1.118j. Las reglas a aplicar son:

1. Namero de ramas del LGR. El lugar geométrico tendra tres ramas, ya que
éstas son determinadas por el nimero de polos de G(s)H(s).
2

Principio y fin del LGR. Los lugares geométricos inician en los polos, mien-
tras que con incrementos de ganancia y en ausencia de ceros, las tres ramas
procedentes de los polos terminaran en el infinito.

3. Lugares geométricos en el eje real. Como hay un elemento en el eje real,
en este caso un polo p; = —1, habrd un LG en dicho eje situado a la izquierda
de dicho polo, que se prolonga hasta —co.

Simetria de los lugares geométricos complejos. La existencia de polos
complejos es razoén suficiente para concluir que el LG respectivo tendrd com-

7

ponentes complejos; por lo tanto, las partes conjugadas presentaran simetria con
el eje real.
y 6. Asintotas y centroide. El hecho de que los lugares geométricos tiendan
al infinito (regla 2), es motivo suficiente para asegurar la presencia de asintotas,
las cuales abandonaran el eje real en el punto denominado centroide.

El calculo de las asintotas se lleva a cabo al aplicar la ecuacién (6.8), donde
hay que considerar que el sistema tiene tres polos y ningan cero:

5

180+ 360k

n—m

0 ak=0,t1,£2,£3

5 5 see

La primera pregunta con respecto a las asintotas 0 consiste en determinar cuin-
tos valores de k se toman en cuenta. La respuesta es que la ecuacién se cuantifica
tantas veces como ramas tiendan al infinito, por lo cual, para este caso, la ecuacion
se evalta para k=0, k=—1y k=+1. (Es conveniente seguir el orden indicado;si se
requirieran mas valores de k, el siguiente namero seria —2, luego +2, etcétera).

Por lo anterior, las tres asintotas corresponden a:

180° 180° - 360°
Olei=35=8" O =
180°+360°
Yo Olem =180

Rigurosamente se cuantifico tres veces la ecuacion (6.8); sin embargo, con ha-
ber aplicado una sola vez dicha ecuacion hubiera sido suficiente, ya que si se sabe
que a la izquierda de elementos impares en el eje real existe lugar geométrico, ya
se tiene una de las tres asintotas. Al aplicar la ecuacién (6.8) para k = 0 se obtiene
la segunda asintota con inclinacién de 60°; ademas, en virtud de la simetria de
los lugares geométricos complejos con respecto al eje real, la tercera asintota serd
simplemente igual a —60°.
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Figura 6.10a
LGR de
K

(s+N(s2+s+1.5)
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¢Qué ocurriria si se siguiera evaluando la ecuaciéon (6.8) para distintos valores
de k? La respuesta es que simplemente se obtendrian valores multiplos a los ya
encontrados.

Ahora que se conocen las tres asintotas requeridas, se procedera a calcular el cen-
troide o es el punto en el eje real del cual divergen las asintotas) de acuerdo con la
ecuacion (6.9):

o= —-1-05+1.118;-0.5-1.118-0
3-0

—0.6666

La figura 6.10a muestra el lugar geométrico resultante, que representa el com-
portamiento del sistema en lazo cerrado cuando la ganancia varia en rangos infi-
nitos para K > 0. Se observa que a partir de cierto valor de ganancia, el sistema se
hace inestable.

b) La funcidén de transferencia de lazo abierto a considerar difiere del inciso ante-
rior sblo por la adicién de un cero en el origen; la inclusion de este elemento
ocasionara que el LG cambie radicalmente, como se verd a continuacién.

Root Locus
2.5 T T T T

=i g Asintotas: = 60°,180°.
Centroide: o = —0.6666.

—1.5}F
_2 -
_2.5 1 1 1 1
-3 —2.5 -2 —1.5 —1
Real Axis
Ks .
Con respecto a G(s)H(s) = se obtiene:

(s+1)(s® +s5+1.5)

1. Numero de ramas del LGR. El LGR tendra tres ramas.

2. Principio y fin del LGR. Los LG inician en los polos, una de las ramas ten-
dera hacia el cero y las dos restantes tenderan a infinito.

3. Lugares geométricos en el eje real. Debido a la existencia de dos elemen-
tos en el eje real, habrd un LG entre el cero en el origen y el polo ubicado en s
=—1.

4. Simetria de los lugares geométricos complejos. La existencia de po-
los complejos es motivo suficiente para concluir que el LG respectivo tendra
ramas complejas.
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Figura 6.10b
LGR de
Ks

GO = @ rer1m)

5.y 6. Asintotas y centroide. Dos de los tres lugares geométricos tenderan a infi-
nito, por lo que hay que calcular la inclinacién de dos asintotas, asi como
la ubicacién del centroide:

04_o_; =+90°

~ —1-05+1.118j-05-1.118 -0 _
3-1

=il

o

El LGR respectivo se muestra en la figura 6.10b. Hay que recordar que las asin-
totas son las direcciones que tienden a tomar los LG para ganancias elevadas. Hasta
ahora no hay manera de calcular las trayectorias de los LG para ganancias pequenas
(posteriormente se vera la regla correspondiente: angulos de salida de los LG.).

Root Locus
o | o
4t i .
2t § § |
&0 : ‘
5] ' !
ks i 1
_2 - i i -
4t Asintotas: = 90°. ]
H Centroide: o = —1. i
-6} i | .
. i . . . . i .
—1.5 -1 —-15 —-15 —-15 —15 0 0.2
Real Axis

La simple inclusion del cero en el inciso b) modificé radicalmente la confi-
guracién del inciso a), haciendo que el sistema sea totalmente estable para toda
ganancia. Esto hace suponer que la adiciéon de ciertos elementos especiales (deno-
minados controladores) dara flexibilidad al sistema para lograr satisfacer especifica-
ciones particulares de disefio.

¢) Con respecto a la funcién de transferencia de lazo abierto:

K (s+0.5)

GOH()= (s+2)%(s+1)

El sistema tiene tres polos (dos de ellos repetidos) y un cero.

1. Numero de ramas del LGR. El LGR tendra tres ramas.

2. Principio y fin del LGR. Los LG inician en los polos, una de las ramas ten-
dera hacia el cero y las dos restantes tenderan a infinito.

3. Lugares geométricos en el eje real. En el ¢je real existen tres polos y un
cero. A la izquierda de los elementos impares habra lugar geométrico, el cual se
presentara entre el polo p =—1y el cero z =-0.5.



G(s)H

(s)=

Figura 6.10c
LGR de
K(s+0.5)

(s+272(s+1)

Criterio de estabilidad de Routh-Hurwitz y lugar geométrico de raices

4. Simetria de los lugares geométricos complejos. La existencia de polos
repetidos (p, ; =—2), denominados polos adyacentes, ocasionard que, con incre-
mentos de ganancia, los LG respectivos tengan ramas complejas.

5.y 6. Asintotas y centroide. Dos de los tres lugares geométricos tenderan al
infinito, por lo que hay que calcular la inclinacién de dos asintotas, asi como la
ubicacién del centroide:

—1-2-2-(=0.5
p0.—1 = +90° o= ( ) =-225
= 3-1

0

El LGR resultante se muestra en la figura 6.10c, el cual es estable en lazo cerra-
do para toda ganancia K.

Root Locus
4 : T T T T }
st | 2
ot .
%o Of----- ****** Koo R R ©- - - - -~ r-
ol H i
’g—l L E § ]
i Asintotas: = 90°. %
—2F E Centroide: o = —2.25. § 1
=3t i .
_4 i 1 1 1 1 i
=2.5 =2 —1.5 —1 —0.5 0
Real Axis

Hasta ahora se han definido y aplicado seis reglas de un total de diez, por lo que a
continuacién se definiran las cuatro restantes.

7. Cruce del LG con el eje imaginario.

Los puntos en los cuales los lugares geométricos cruzan el eje imaginario jw, asi como el valor
de la ganancia K en dicho punto, se obtienen sustituyendo s por jw en la ecuacidn ca-
racteristica. Esta regla es de gran importancia, ya que los valores de ganancia en el cruce
del eje jw, asi como la frecuencia en dicho punto, seran fundamentales en el disefio de
controladores.

Cuéando se aplica esta regla

Esta regla se aplica cuando los lugares geométricos cruzan el eje imaginario, lo que su-
pone que los incrementos adicionales de ganancia haran inestable al sistema. Es obvio
resaltar que para sistemas siempre estables (figuras 6.10b y 6.10c) esta regla no se aplica.
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<& EJEMPLO 6.8

Para el sistema de la figura 6.11, obtenga la ganancia con la cual el LG cruza el eje
Jjw, asi como la frecuencia de cruce en dicho punto.

Figura 6.11 R(s) T Y(s)
Sistema de control del cual —> >
) K (s + 1)(s? + s+ 1.5)
se pretende determinar su +

comportamiento en lazo
cerrado para variaciones de
ganancia.

Solucion:
La funcién de transferencia de lazo abierto es:

K
(s+1) (s> +5+1.5)

G(s)H(s) =

Puesto que el bosquejo del LG se desarrolld en el ejemplo 6.7a, se procederd a
determinar la ganancia en el punto de cruce con el eje jw, asi como la frecuencia
en ese punto. La funcién de transferencia de lazo cerrado es:

3 K
9 +252+255+(1.5+K)

T(s)

Para determinar el punto de cruce del LG con el eje jw, se procede a sustituir s
por jw en la ecuacidn caracteristica:

(jw)® +2(jw)> +2.5jw + (1.5+ K)=0

La ecuacién anterior puede agruparse en parte real e imaginaria:

Parte real Parte imaginaria

(jw)[(jw)z+2.5]+[2(jw)2+(1.5+1<)]=0

La parte imaginaria de la ecuacién anterior se utiliza para obtener el valor de
frecuencia en el cruce del LG con el eje jo:

jo=*+j\25=%15811].

Si se conoce w, se procede a determinar la ganancia en w = 1.5811, pero tam-
bién habra que considerar la parte real de la ecuacidén anterior:

1.5+ K=2w% por lo tanto, K = 3.5 unidades.

Las figuras 6.12a y 6.12b muestran la configuraciéon en lazo cerrado del sistema
y su respuesta cuando K= 3.5 unidades, lo que corresponde a un comportamiento
marginalmente estable.



Figura 6.12a

Sistema de lazo cerrado
con ganancia K = 3.5
unidades.

Figura 6.12b
Respuesta libre oscilatoria
del sistema para K = 3.5.
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\

1
ot :1
S +224+25+15
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8. Angulos de salida ¢ y 4ngulos de llegada ¢’

Con respecto a los dngulos de salida ¢:

El angulo de salida de una rama asociada con un polo complejo (tomado como polo
bajo consideracién) corresponde a la suma de las contribuciones angulares de
todos los polos restantes de G(s)H(s) al polo bajo consideracién — la suma
de todas las contribuciones angulares de los ceros de G(s)H(s) al polo bajo
consideracién + ¢ = 180°.

Cuéando se aplica esta regla

La presencia de polos complejos origina la existencia del angulo de salida y corresponde al
angulo con el cual la rama asociada abandona al polo complejo con incrementos de ganan-
cia. Por lo tanto, dicha regla se aplica cuando hay polos complejos.

Con respecto al dngulos de llegada ¢':

El angulo de llegada asociado a un cero complejo (tomado como cero bajo considera-
cién) corresponde a la suma de las contribuciones angulares de todos los polos
de G(s)H(s) al cero bajo consideracidon — la suma de todas las contribuciones
angulares de los ceros restantes de G(s)H(s) al cero bajo consideracion — ¢’
= 180°.

Cuéando se aplica esta regla

La presencia de ceros complejos origina la existencia de dngulos de llegada y correspon-
de al Angulo con el cual la rama asociada, procedente de algtin polo, llega al cero comple-
jo bajo consideracién. Por lo tanto, dicha regla se aplica cuando hay ceros complejos.
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<& EJEMPLO 6.9

Para las siguientes funciones de transferencia de lazo abierto G(s)H(s), si procede,
obtenga los dngulos de salida y los angulos de llegada:

s+2 s2+85+17
a G)H(s)=——— b) G(s)H(s)=——
) GLHE) 3(52+2$+5) ) GLHE) 242545

Solucion:
Todo LGR empieza con la representacion en el plano s de los polos y ceros de
G(s)H(s).

a) Para tal inciso se tiene un cero, ubicado en 2z =2,y tres polos, uno en ori-
gen, p; = 0, y los restantes complejos p, 3 = —1 + 2j. El hecho de contar con
polos complejos asegura la existencia de ramas, las cuales abandonarin al polo
complejo con un determinado angulo de salida (cualquier polo complejo pue-
de ser elegido como polo bajo consideracidn; en este caso, dicho polo sera
Py =—1+2)).

La figura 6.13 muestra las contribuciones angulares de los angulos de los
polos restantes, asi como el angulo del cero hacia el polo bajo consideracidn; el
dngulo de salida asociado a p, = =1 + 2j es:

Z£116.56° + £90° — £63.43° + ¢ = 180°

Por lo tanto, el angulo de salida de la rama correspondiente con el polo p,
=—1+2jes ¢ =36.87°, pero, debido a la simetria de los lugares geométricos
complejos, el dngulo de salida de la rama que le corresponde al polo p; = —1
—2jes de ¢ =—-36.87°.

Figura 6.13 lo bai Jjw
o polo bajo
Contribuciones angulares de conddamatn 02X =5 2
los polos restantes y del cero ,"'l‘ 3
hacia el polo considerado. !zl /1/\ LA
&
A4 H o
!P3 )'(\ £

Como comentario, el LG de la funcién de transferencia G(s)H(s) conside-
rada presenta las asintotas 01 , =190°, ubicadas en el centroide o = 0. E1 LG
resultante se muestra en la figura 6.14.

b) En este caso, G(s)H(s) presenta ceros y polos complejos, respectivamente:
i, =—4%jyp,=—1%2j Los polos complejos aseguran la existencia de
ramas, cuyos angulos de salida abandonaran al polo bajo consideracion con un
angulo ¢, mientras los ceros complejos confirman la presencia de ramas que
llegarén al cero bajo consideracién con un dngulo ¢'. Las figuras 6.15a y 6.15b
muestran las contribuciones angulares para los angulos de salida y los respecti-
vos de llegada.
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Figura 6.14
Lo e S T |
2 i
Gs)H(s) = —T5 |
s(s%+2s+5) 4l |
al |
< O e——meoo&«
g i
£ 1
—2l %
—4
—6 1 1 1 1 1 1 1 1 1 i
-5 —45 —4 =35 =3 =25 -2 —-15 -1 =05 O
Real Axis
La figura 6.15a muestra la contribucién angular del polo restante, asi como los
angulos de los ceros hacia el polo bajo consideracion. Entonces, el angulo de salida
relacionado con p; =—1+ 2jes:
Lp,—Lz =Lz, +d=2L90°— L45°— £18.43° + p =180°,
<. ¢ =153.43°y el angulo ¢ del polo p, = —1-2j es de —153.43°.
Figura 6.15a pOlAO bajg/ i
Contribuciones angulares consideracién x 4+ 5
del polo restante y de los 7’ /
angulos de los ceros hacia 2 ot- d N T J
el polo considerado. e+ -
ol. 271 |
[ oy
! Py X+ L

La figura 6.15b muestra las contribuciones angulares de los polos, asi como el
angulo del cero complejo restante hacia el cero bajo consideracion z, = —4 + j,
donde el angulo de llegada se relaciona con el cero z, = —4 +j:

Lp+Lp,—Lz —¢ =180
£ 198.43° + £ 135° — £ 90° — ¢' = 180°.

Por lo tanto, el dngulo de llegada es ¢’ = 63.43°. Al cero complejo restante le
corresponde un angulo de llegada de ¢’ = —63.43°.
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Figura 6.15b
Contribuciones angulares
de los polos y del angulo

del cero hacia el cero bajo
consideracion.

Figura 6.16a
Sistema con tres polos
repetidos.

Figura 6.16b
LGR correspondiente.

Figura 6.17
Polos adyacentes y
no adyacentes.

cero bajo
consideraciéon &

>
}
~

[

1
o o =l
iR ]

9. Puntos de salida y puntos de llegada.

Concepto de polos adyacentes. Con respecto a la configuracién mostrada en la figura 6.16a,
que consta de tres polos reales repetidos, se podria decir simplemente que el LGR co-
rrespondiente es el mostrado en la figura 6.16b; sin embargo, es conveniente hacer la
siguiente consideracién.

Jjw

polos
triples

Con respecto a la figura 6.16a, supongamos que inicialmente los polos no estan en el
mismo lugar, sino que se encuentran separados, pero todos ellos atin sobre el eje real, se-
gln se muestra en la figura 6.17.Ya a estas alturas, contamos con argumentos suficientes
para establecer que los lugares geométricos se ubican a la izquierda de elementos impares
situados en el eje real, razén por la cual observamos que entre los polos p; =—1y p, =6,
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asi como desde p = —8 hasta —eo habra lugares geométricos. De lo anterior, se concluye
que cuando se presenta lugar geométrico entre polos (p; y p,), éstos se denominan polos
adyacentes, pero al no haber lugar geométrico entre los polos p, —6 y p; = =8, no seran
polos adyacentes.

En cuanto a la figura anterior, es posible afiadir que siempre que existan polos ad-
yacentes, los inicios de sus correspondientes lugares geométricos tenderin a encontrar-
se, con lo que provocarin un punto de salida, de tal manera que con incrementos de
ganancia los lugares geométricos abandonarin el eje real, lo que dard lugar a ramas
complejas.

Punto de salida (de separacion o de ruptura). Los lugares geométricos que salen del
eje real (como consecuencia de adyacencia entre polos) lo haran con la ganancia
maxima posible que puede presentarse entre la regidon real acotada por los
polos adyacentes.

Cuéando se aplica esta regla
La presencia de polos adyacentes asegura la existencia de puntos de salida.
Para determinar el punto de salida hay dos alternativas:

La primera de ellas consiste en evaluar la condicién de magnitud, expresada por la ecua-
cién (6.7), para determinar el punto s, donde se presenta la ganancia maxima para la regién
acotada por los polos adyacentes:

G(s)H(s)=1£180°n 6.7)
Al rescribir la ecuacidén anterior, obtenemos:
|G(s)H() =1 (6.10)

En el caso de la segunda opcidn para determinar el punto de salida, simplemente hay
que aplicar el concepto de maximos y minimos a la ecuacién (6.10).

<& EJEMPLO 6.10

Obtenga el punto de separacién para un determinado sistema cuya funcién de
transferencia de lazo abierto es:

K
(s+1)(s+6)(s+38)

G(s)H(s) =

Solucion:

El LG correspondiente es precisamente el mostrado en la figura 6.17, por lo que
se procedera a cuantificar el punto de salida, pero hay que aplicar los dos métodos
mencionados.

a) Obtencién de la ganancia maxima entre una region real acotada.
La region a considerar esta entre los polos adyacentes p; =—1y p, =—6, por lo que
se procedera a determinar el valor de s, en el que la ganancia sea maxima.

K
(s+1)(s+6)(s+8) |

=1
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La tabla 6.1 muestra las diversas ganancias obtenidas para diferentes valores de
—6<s<-—1.

Tabla 6.1 Célculo de la ganancia maxima en el intervalo -6 <s < —1
al utilizar la ecuacién (6.10): K= | (s +1)(s + 6) (s + 8) |.

R R

—2.89 30.0361
-2.90 30.0390
291 30.0407
-2.92 30.0411
-2.93 30.0403
—2.94 30.0382

En la tabla anterior, se observa que el punto de separacion se ubica en el eje real
cuando s = —2.92, cuya ganancia es igual a 30.0411 unidades, que corresponde a
la ganancia méxima entre la region real acotada por los polos adyacentes p; =—1'y

py =—6.

b) Obtencion analitica de la ganancia maxima.
Sea el polinomio caracteristico de una funcién de transferencia de lazo cerrado:

1+G(s)H(s) =0 ()

donde la ganancia K estd implicita en el factor G(s) (funciéon de transferencia de
trayectoria directa). Para el caso por analizar:

1+ K =0 (b)
(s+1)(s+6)(s+8)

de tal manera que si reordenamos la ecuacidn anterior, obtenemos:

K=—(s+1)(s+6)(s+8)=—(s> +155> + 62 s+ 48) (c)
El maximo valor de ganancia K se obtiene al derivar la ecuacién (c). Con res-
pecto a s
dK
—=0 d
T (d)

En tanto que a partir del polinomio resultante se obtienen las raices, las cuales
indicaran el maximo o los maximos de la funcién:

‘%:-[352”03%2]:0

Las raices son r, ==7.0817 y r, = —=2.9183, por lo que el punto de salida corres-
ponde a s = —2.9183.
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Comentario sobre el punto de salida

Cuando existen dos tinicos polos reales distintos sobre el eje real, el punto de salida se
ubica exactamente en la media geométrica de ambos polos. La presencia de elementos
adicionales, ya sean ceros o polos, modifica la posicidon del punto de salida, por lo cual
habra que calcularlo mediante alguno de los métodos mencionados.

Punto de llegada. Las ramas de los lugares geomeétricos (provenientes de polos) lle-
gan al eje real con una ganancia que corresponde al valor minimo posible,
dentro de un rango acotado sobre el eje real.

Cuando se aplica esta regla
La presencia de cuando menos un cero en el eje real asegura la aplicacién de dicha regla.

<& EJEMPLO 6.11

Para la siguiente configuracidén, expresada en forma de funcién de transferencia de
lazo abierto, obtenga e interprete el LGR:

K(s+3)(s+6)
G(9)H(s) =~ T
sc+25+10
Solucion:
La existencia de ceros reales: z; = =3 y z, = —6, asegura la presencia de un punto

de llegada, el cual se evaluari ya sea a partir de la condicién de magnitud, dada por
la ecuacidn (6.10), o bien, de manera analitica.

a) Obtencién de la ganancia minima entre los polos: z = =3y z = —6.
K(s+3)(s+6)

s2+25+10

se evalta la siguiente ecuacién para —6 < s < =3:

A partir de la condicién de magnitud: =1l

(s +25+10)
(s+3)(s+6)

S

Los resultados obtenidos se muestran en la tabla 6.2.

Tabla 6.2 Célculo de la ganancia minima en el intervalo -6 <s < —3
al sustituir diversos valores s en la ecuacién (a).

R R

—4.00 9

—4.05 8.9389
—4.10 8.9043
—4.15 8.8942
—4.20 8.9074
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Figura 6.18
LGR de

K(s+3)(s+6)

$2+2s+10

Por los resultados mostrados, se observa que el punto de llegada estd en s =

—4.15,a la que le corresponde una ganancia de 8.8942 unidades.

b) Obtencién analitica de la ganancia minima.
K(s+3)(s+6)

=0, se obtiene:
2 +25+10

Al reordenar la ecuacién 1+

dK _—7s*—165+54
:l de tal manera que — = : :

Koo 2425410 _ '
ds (32+9s+18)
2

2+95+18

Las raices del polinomio —7s%> — 165 + 54 = 0 son r =—4.1463 y r, = 1.8605
(este altimo resultado carece de interés), por lo que el punto de llegada correspon-
de a s =—4.1463 y la ganancia en dicho punto es K= 8.8942. El LGR se muestra
en la figura 6.18.

Root Locus

T T

REGION I

REGION II

(valor tinico)

REGION III % REGION III

_1 L -
_2 L -
REGION I
_3 B Il Il
-6 -5 -4 -3 -2 -1
Real Axis

La interpretacién del LGR radica en que en lazo cerrado el sistema se compor-
tard en forma subamortiguada para K < 8.8942 (REGION I), mientras que cuan-
do K es exactamente igual a 8.8942, el sistema se comportard como criticamente
amortiguado (REGION II) y si K > 8.8942, la respuesta del sistema sera de forma
sobreamortiguada (REGION 11I). La importancia del LGR radica en que indica
el comportamiento total del sistema en lazo cerrado cuando se varia la ganancia
K, por lo que es posible elegir una region de funcionamiento que satisfaga, si es
posible, los requisitos de funcionamiento. En caso de que no se cumplan las especi-
ficaciones de operacidn, queda el recurso de anadir controladores (elementos que
modifican el comportamiento del sistema (véase capitulo 8, seccidon 8.4).
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10. Asignacioén de escala al LGR.
Cualquier grafica de lugares geométricos sin escalas carece de utilidad; por lo tanto, a
todo LGR se le debe asignar su respectiva escala.

Cuéando se aplica esta regla
Esta regla siempre se aplica, ya que con dicho procedimiento es posible cuantificar la
ganancia en cualquier punto requerido del LGR.

Los polinomios presentan diversas caracteristicas especiales, una de ellas, la que a
nosotros nos resulta de particular interés, es la siguiente: Sea un polinomio de grado n,
donde el coeficiente correspondiente al término de mayor grado es unitario:

n—1

n —

s"ta,_ "+ tas+a,=0 (6.11)
Las n raices del polinomio (6.11) son r,r,, ..., 7,.
La suma de las n raices r,, 1,, ..., 7, es igual a:

n

Rk, =D = (6.12)

n—1

Para designar una escala todo LGR, primeramente se considera que la ecuacién
(6.11) representara los coeficientes de la ecuacidén caracteristica 1 + G(s) H(s) = 0, de ma-
nera que la suma de todas las raices de dicho polinomio caracteristico, ecuaciéon (6.12),
siempre correspondera al coeficiente a,—1 multiplicado por (—1). El segundo factor a
considerar, para asignar la escala relacionada con todo LGR, es la condicién de magnitud
definida por la ecuacién (6.10), esto es:

|G(s)H(s) | =1 (6.10)

en donde la ganancia ajustable K estd implicita en la funcién de transferencia de trayec-
toria directa G(s).

La asignacién de escala puede llevarse a cabo mediante forma analitica o por medio
grafico (en sus origenes, el método grifico era primordial; en la actualidad, con Matlab
resulta obsoleto).

<© EJEMPLO 6.12

Con respecto a la siguiente funciéon de transferencia de lazo abierto, justifique por
qué se aplica o no cada una de las reglas para obtener el LGR respectivo; ademas,
asigne la escala respectiva para diversos puntos de la configuraciéon, por lo que

G(s)H(s) es:

K o —
G(s)H(s)= CTDG+6)(18) , sl se supone que H(s) = 1.

Solucion:

Para obtener el LGR respectivo se justificara cada regla que tenga aplicacion. Todo
LG empieza con el diagrama de polos y ceros de G(s)H(s), que consta de tres polos
reales:p, =—1,p, =—6y p; =—8.

1. Namero de ramas del LGR. El LGR contara con tres ramas, porque G(s) H(s)
tiene tres polos.
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2. Principio y fin del LGR. Los tres lugares geométricos terminaran en el infi-
nito (ya que no existen ceros en la configuracion).

3. Lugares geométricos en el eje real. Habra dos LG en el ¢je real ubicados
en —6<s<-1y-o<s<-8.

4. Simetria de los LG complejos. La presencia de polos adyacentes asegura
que, con incrementos de ganancia, dos de las ramas tendrin comportamiento
complejo, por lo cual habra simetria de tales elementos con respecto al eje real.

5.y 6. Asintotas y centroide. Como los tres lugares geométricos tienden al infi-
nito, se requieren tres asintotas, las cuales se obtienen por medio de la ecuacién
(6.8), asi como un centroide para ubicar el punto de divergencia de las asintotas
sobre el eje real; el centroide se obtiene por medio de la ecuacién (6.9).

Asintotas: 6, , =£60° 'y 6;=180°y el centroide estd en: 0 = -5

7. Cruce del LG con el eje imaginario. Debido a que dos de las asintotas se
ubican a £60°, se supone que con incrementos de ganancia los lugares geomé-
tricos cruzaran el eje jw.

La funcién de transferencia de lazo cerrado T{(s) asociada a G(s)H(s), donde se
supone que H(s) = 1 corresponde a:

K

=73 2
s7+155° +62s+ (48 + K)

De esta manera, al sustituir s por jw, en la ecuacion caracteristica, se obtienen
tanto la ganancia K, en el punto de cruce con el eje imaginario jw, como la fre-
cuencia w en dicho punto de cruce:

2 +1552 + 625+ (48 + K) (a)

s=jo
Si la ganancia K = 882, el cruce del lugar geométrico con el eje jw es de:
7.8740j.

8. Angulos de salida y de llegada. Puesto que G(s)H(s) no presenta polos ni
ceros complejos, no existirdn angulos de salida ni de llegada.

9. Puntos de salida y llegada. La presencia de los polos adyacentes p, =1y
p, = —6 confirman la existencia de un punto de salida, el cual se ubica en s =
—2.9183 (véase el ejemplo 6.10). Como no existen ceros en el eje real, no se
presentaran puntos de llegada.

El LGR resultante se muestra en la figura 6.19.

10. Asignacion de escala al LGR. Una vez que se tiene el LGR, se procedera a

establecer una escala a dicha representacion en diversos puntos del LG. Para ello,
hay que utilizar tanto el procedimiento analitico como el respectivo grafico.

Como ya se conoce el polinomio caracteristico descrito mediante la ecuacién
(a), se empleard la ecuacién (6.12), por lo cual la suma de todas las raices de la
ecuacién (a) serd igual a:

Z’jzl r=-15



G(s)H(s) =

Figura 6.19
LGR correspondiente a

K

(s+1(s+6)(s+8)
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Root Locus
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Ya que nuestro polinomio caracteristico es de tercer grado, para cada ganancia
K siempre habra tres polos de lazo cerrado. Sabemos hasta ahora que la ganan-
cla maxima que se le pueda asignar al sistema, antes de que se comporte en forma
inestable, es de K = 882 unidades; para tal valor de K conocemos la ubicacién de
dos de los tres polos, p; , = 0 £7.8740, por lo que queda pendiente la ubicacion
del tercer polo (obviamente también para K= 882). Como r| + r, + 1r; = —15:

0+ 7.8740j + 0 — 7.8740 + r; = —15; por lo tanto, r; = —15.

Lo anterior se interpreta de la siguiente forma. Con respecto a la rama que va
desde s = —8 hasta s = —oo, el punto mas alejado a elegir en dicha zona del eje real
es de s = —15, ya que cualquier punto seleccionado que sea menor que s = —15
hara inestable al sistema.

El rango de ganancias ttiles es de 0 < K < 882, por lo que se procedera a deter-
minar la ganancia para que el sistema opere en diversos puntos del LGR. ;sDe qué
depende la eleccidn de tales puntos?

La respuesta a tal pregunta es en si la razén de ser del LGR, ya que, si conoce-
mos el comportamiento total del sistema en lazo cerrado (significado de las ramas
del lugar geométrico), sabremos si el sistema es capaz de comportarse con un de-
terminado amortiguamiento A o, a una particular frecuencia angular de oscilacién
w, relacionar la velocidad de respuesta practica de un sistema (ya que el reciproco
del polo cerrado correspondiente a una determinada rama equivale a la constante
de tiempo de un sistema), determinar en qué momento un cierto(s) polo(s) pasa(n)
a ser dominante(s), etcétera.

Otro punto de interés reside en ubicar las raices restantes de lazo cerrado cuan-
do s = =2.9183 (que corresponde al punto de salida por la adyacencia entre los
polos p, = =1y p, = —6). Dicho punto de salida supone que p; = p, = =2.9183,
por lo que queda pendiente determinar la posicion del polo p,. Como r, + 1, + 15
=-15:

—2.9183 — 2.9183 + = —15; por lo tanto, r = —9.1634.
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Figura 6.20
Célculo de la ganancia K en
s=-2+3.746.

Aunque ya sabemos que la ganancia en el punto de separacién es K= 30.0411
unidades (véase el ejemplo 6.10), mediante la condicién de magnitud expresada
por la ecuacién (6.10) es posible verificar dicho valor de ganancia:

K
[GH|=1 (s+1)(s+6)(s+8)‘_1 ®)
K =|(s+1)(s+6)(s +8)| oy = 30:0411

Por lo tanto, podemos observar que para cualquier punto seleccionado en el
LGR es posible ubicar la posicién de los polos de lazo cerrado restantes, segtin lo
indica la ecuacién (6.12), asi como la ganancia que les corresponde, mediante la
ecuacion (6.10).

Antes de la aparicidn de software para resolver este tipo de problemas, se uti-
lizaba el método grafico. Se seleccionaba un punto especifico de una rama y se
procedia a cuantificar la ganancia en dicho punto para, de esta manera, sintonizar
al controlador proporcional correspondiente (segtn se indicard en el capitulo 8).
Aunque el método grafico es obsoleto frente al uso de Matlab, por su importan-
cia se aplicard a continuacidn, una vez que se ha elegido un punto especifico del
LGR, s = =2 + 3.746j, segin se muestra en la figura 6.20. La ganancia en dicho
punto se evalta a partir de la condicién de magnitud, ecuacién (b), al multiplicar
las magnitudes individuales de las contribuciones vectoriales Ir;l, I, y Ir;1 de los
polos de lazo abierto hacia el punto seleccionado del LGR:

K =|(s+1)(s+6)(s+8)

§s==2+3.746

=3.8771 X 5.4801 x 7.0733 = 150.2856 unidades.

r i’3

Root Locus

3.746i

Imag Axis
%
§
)

%

8 1 1 1
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6.4 LUGAR GEOMETRICO DE RAICES CON MATLAB

Es conveniente enfatizar que con la simple instruccién rlocus, Matlab genera el corres-
pondiente LGR de la funcién de transferencia de lazo abierto G(s)H(s) por analizar.
Sin embargo, es de suma importancia que antes de utilizar dicha instruccién se tenga
el concepto del LGR; de ahi la importancia del método de Evans y lo expuesto en la
seccidn 6.3.

Uso de los comandos: rlocus(num,den), tlocus(g), rlocus(g,k) y axis

<& EJEMPLO 6.13

Obtenga con Matlab el LGR de:

(s> +65+10)

COH)= K S 6126 +4)

Solucion:

Para obtener el lugar geométrico de G(s)H(s) por medio de Matlab, primero se
definen, mediante matrices fila, el numerador y el denominador de la funcién de
transferencia de lazo abierto:

>> 9% Definicion de G(s)H(s)
>> num=[1 6 10]; den=conv(conv([1 0.5],[1 2]),[1 4]);
>> 9% El comando rlocus(num,den) genera el LGR de G(s)H(s)
rlocus(num,den)
% Para aplicaciones posteriores, G(s)H(s) se expresa como funcién
% racional:
>> o=tf(num,den)
Transfer function:
"2+ 6s+ 10

" 3+65"2+11s+4

% rlocus(num,den) y rlocus(g) generan la misma grafica.

% Si se desea que el LGR se muestre mediante una serie de referencias
% espaciadas, se define el rango de ganancias Ky el intervalo deseado:
% k=(0:intervalo:ganancia maxima);

>> k=0:0.1:50;

>> rlocus(g,k) % LG a manera de sucesiones de polos espaciados.

>> axis([—5 0.2 —2.5 2.5]), % Comando para personalizar los ejes.

La figura 6.21. muestra el LGR resultante.
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Figura 6.21
LGR de G(s)H(s) =

(s +65+10)
(s+0.5)(s+2)(s+4)

6.5

6.5.1

Root Locus

Ifnag Axis

_2.5 1 1 1 1 1 1 1 1 1
—5—45 —4-35 —-3-25 —-2-15 —-1-05 0
Real Axis

DISENO DE SISTEMAS DE CONTROL MEDIANTE
EL LGR

El LGR indica, de manera grafica, la evolucién de un sistema en lazo cerrado para va-
riaciones de ganancia, mientras la informacién suministrada en dicha grafica muestra las
caracteristicas y las limitaciones propias de cada sistema, de aqui que con el conocimien-
to de su comportamiento es posible seleccionar un punto especifico del LGR, segtn los
requisitos a satisfacer por parte del disefiador.

Disefio de sistemas de control para satisfacer
especificaciones de funcionamiento

Como parametros de disefio, se consideran aquellos referentes al régimen transitorio:
amortiguamiento A, frecuencia angular de oscilacién w, frecuencia natural no amorti-
guada w, y constante de tiempo 7.

Para la etapa de disefio, Matlab toma gran relevancia, ya que con los siguientes co-
mandos es posible ajustar la ganancia K para satisfacer las especificaciones de funcio-
namiento; las instrucciones que se utilizaran son:

[k,poles|=rlocfind(num,den) y [k,poles]=rlocfind(num,den,polo especifico), sgrid y sgrid(A,® ).

[k,poles]=rlocfind(num,den). En el LGR que se genera, Matlab muestra un cursor
para que el usuario elija una ubicacion especifica sobre el LGR. Para ello, hay que hacer
clic en el punto seleccionado, después de lo cual Matlab presenta la ganancia y la ubica-
cién de los polos de lazo cerrado correspondientes.

[k,poles]=rlocfind(num,den,polo especifico). Comando semejante a la instruccioén ante-
rior, s6lo que en vez de que se muestre el cursor en la pantalla, Matlab indica la ganancia
y los polos restantes relacionados con el polo especifico escrito por el usuario.
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<& EJEMPLO 6.14

Para la configuracién que se muestra en la figura 6.22, ajuste la ganancia K del
sistema para que la respuesta al escaléon de lazo cerrado tenga un maximo pico
de sobreimpulso MP = 5%; ademas, determine el tiempo pico Tp y el tiempo de
asentamiento 7a.

Figura 6.22 G(s) G,(s)
Sistema con R(s) 1 Y(s)
retroalimentacion unitaria K %(S +0.5) (s + 3.5)

para ser disefiado +
empleando el LGR.

Solucion:
Todo LGR empieza con la representacion de los polos y ceros de la funcién de
transferencia de lazo abierto G(s)H(s) en el plano s:

K

G(H($) = 7
(s+0.5)(s+3.5)

El amortiguamiento asociado a MP = 5% es A = 0.6901, segtin se demostrd me-
diante la ecuacidén (5.45). El amortiguamiento puede expresarse como un vector
que parte del origen, cuyo 4ngulo esti dado por B = cos (1), de acuerdo con la
figura 5.18.

El siguiente cédigo en Matlab muestra el uso de los comandos [k,poles]=rlocfind
(num,den) y [k,poles|=rlocfind(num,den,polo especifico), por lo que el amortiguamiento
A se escribira como b:

>> num=[1]; den=conv([1 0.5],[1 3.5]); % Definicién de G(s)H(s)

>> rlocus(num,den) % Muestra la grafica del LGR

>> hold on % Este comando retiene la grafica; si se desea, es posible
>> % empalmar graficas adicionales: semicirculos asociados con wn 'y
>> % rectas a ciertos angulos relacionadas con amortiguamientos

>> o=tf(num,den); % Conversién de (num,den ) a funcién racional

>> k=0:0.1:40; % Rango e intervalo de variaciones de ganancia K

>> rlocus(g,k)

>> axis([—4 0.1 —3 3]) % Personalizacion de ejes

>> b=0.6901; % Definicién del amortiguamiento lambda

>> % Traza sobre el LG una recta con angulo beta asociada a lambda=b
>> plot([0 —3.5%b],[0 3.5%*sqrt(1—-b"2)],[0 —3.5%b],[0 —3.5%*sqrt(1—-b"2)])
>> % Posicionamiento del cursor sobre un punto especifico del LGR
>> [k,poles|=rlocfind(num,den)

La interseccion de la recta con angulo By el LGR indica la ganancia requerida,
asi como la ubicacién de los polos de lazo cerrado, por lo que el resultado que
presenta Matlab es:

k=6.6444  poles = —2.0000 + 2.0963i;  —2.0000 — 2.09631
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El LGR que muestra Matlab se presenta en la figura 6.23a y la figura 6.23b es
la respuesta al escalon en lazo cerrado para la ganancia elegida; el codigo corres-
pondiente es:

>> [numLC,denL C]=cloop(6.6444*num,den,—1);
>> printsys(numLC,denLC)
6.6444

"2 + 4 s+ 8.3944

>> hold off % Desactiva hold on, ya que se mostrard una grafica en
>> % referencia distinta al plano s, es decir, el dominio tiempo

>> step(numLC,denLC) % respuesta al escalén

Figura 6.23a
LGR de la configuracion bajo
andlisis.
cursor /
ajustable
Figura 6.23b

Respuesta al escalén una vez
que el sistema se ha ajustado
a las especificaciones de
disefio.




Figura 6.24a
Caracteristicas del
comando sgrid.

Criterio de estabilidad de Routh-Hurwitz y lugar geométrico de raices

El polinomio caracteristico es: s"2 + 4s + 8.3944, por lo que le corresponde una
frecuencia natural no amortiguada @, = 2.8973 rad/seg, y de acuerdo con la ecua-
cibén (5.31), w = 2.096 rad/seg. El tiempo pico, definido por la ecuacién (5.46), y
el tiempo de asentamiento, por ecuaciéon (5.45), corresponden a Tp = 1.4982 seg
y Ta=2.0 seg.

El comando [k,poles|=rlocfind(num,den,polo especifico) se diferencia del anterior
debido a que en lugar de colocar el cursor en un punto determinado del LGR, el
usuario escribe la ubicacién de algin polo especifico; por ejemplo, s = —2, que co-
rresponde al punto de separacion del LGR. Matlab responde para dar la posicién
de los polos restantes y de la ganancia en dicho punto:

>> [k,poles|=rlocfind(num,den, —2)
.|
El comando sgrid muestra rectas con diversos angulos  relacionados con el amor-

tiguamiento y semicirculos asociados con la frecuencia natural no amortiguada, ambos
sobrepuestos al LGR, segtin se muestra en la figura 6.24a.

Root Locus

Imag Axis

. R - /
PR . N % P /
;

/

L0727 067046 ]
-8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1
Real Axis

Con respecto al comando sgrid(A, @), sus argumentos pueden personalizarse para un
amortiguamiento especifico y variaciones espaciadas de frecuencia natural no amorti-
guada o viceversa, segiin se indica a continuacién. La figura 6.24b exhibe un amortigua-
miento A = 0.517 (B = 58.868°) y variaciones espaciadas de w, que van desde uno hasta
tres rad/seg con incrementos de 0.5 unidades.

a) Argumentos para amortiguamiento A = 0.517 y o = 1:0.5:3.rad/seg
b) Argumentos para amortiguamiento A = 0:0.2:1 y o, = 2 rad/seg

285
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Figura 6.24b

Reticula en el plano s con
una recta de angulo 3 que
indica un amortiguamiento
de 0.517 unidades:

B =cos(0.517),y
semicirculos espaciados
relacionados con w,.

Figura 6.25
Sistema que se ajustara
segun especificaciones.

3 T T T LA B
0.517 o 2.5
il [ 2
//// //"/ /,_—“'\*:_:: ______1_'_5“
| ST e d

<& EJEMPLO 6.15

Para el sistema de la figura 6.25, obtenga el valor de ganancia K, de forma que el
sistema presente un amortiguamiento minimo de 0.5 unidades (8 = 60°) y una
constante de tiempo maxima de 1.25 seg.

Ademas, determine si la aproximacién a un sistema de segundo grado es valida.

R(s)

= 5 Y(s)

_9— >,

il s (s2 + 45 + 10)

Solucion:
La funcién de transferencia de lazo abierto G(s)H(s), pero hay que considerar que
H(s) = 1 corresponde a:

5

GEH()=—F——
s(s2 +45+10)
mientras su LGR se presenta en la figura 6.26.

La figura muestra dos rectas; la primera de ellas lleva implicito el amortigua-
miento A = 0.5 (B = 60°). De acuerdo con el requisito de amortiguamiento mi-
nimo, se supone que el idngulo relacionado con A puede disminuirse, si asi fuera
necesario, para satisfacer las especificaciones. La segunda recta muestra la posicién
relacionada con la constante de tiempo requerida: 7= 1.25, debido a que 1/7=0.8,
lo cual nos indica que la ubicacién del polo dominante en el plano s habra de estar
en s =—0.8.

En la figura 6.26 se observa que aunque el LGR cruza tanto la linea de amorti-
guamiento como la correspondiente linea relacionada con el requisito de constante



Figura 6.26
LGR del sistema
considerado.
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Root Locus

seleccionado.

4 T T T T T T T T T -
Amortiguamiento 3
3l asociado con la <
—_— ]
recta de 60 !
2l grados. '
1r Punto / \-

0 R }

Imag Axis
I

| £
a3l Cte. de tiempo asociada %
con la recta de 90 grados. g

/ —_— ;

—4 L L L L L L L L L H
-5 —45 —4 -35 -3 -25 -2 -15 -1 —-05 0

Real Axis

de tiempo, ambos puntos de cruce no coinciden; sin embargo, la especificacion de
T se refiere a una condicidén maxima. Por lo tanto, es valido disminuir la constante
de tiempo, lo que supone desplazar el polo dominante de lazo cerrado hacia la
izquierda para que de esta manera ambas condiciones logren ser satisfechas.

Con el uso de la instruccidn [k,poles|=rlocfind(num,den) y la posiciéon del cursor
en el punto seleccionado (figura 6.26.), Matlab proporciona los siguientes resulta-
dos para ganancia y posicidn de los tres polos correspondientes de lazo cerrado:

k= 1.8542

poles = —1.2610 + 2.1639i
-1.2610 — 2.16391
—1.4780

En consecuencia, para una ganancia K = 1.8542, la funcién de transferencia de
lazo cerrado corresponde a:

B 9.271
P +42 410549271

T(s) (a)

Sin embargo, la aproximacién a polinomio de segundo grado hecha segin las
especificaciones de funcionamiento no es vilida, ya que el polo p, = —1.4780 no
esta lo suficientemente alejado de la parte real relacionada con los polos dominan-
tes p; , =—1.2610 (véase seccion 5.4).

Para lograr que el sistema se comporte como un polinomio de segundo grado,
se selecciona un punto en el LGR, de manera que los polos dominantes estén
cuando menos seis veces alejados del polo restante. Lo anterior se logra si, por
ejemplo:

k= 4.1997

poles = —3.0000
—-0.5001 + 2.59801
—-0.5001 — 2.59801
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Figura 6.27

Respuesta al escaléon de los
sistemas de lazo cerrado
definidos por las ecuaciones

@y (b).

6.5.2

Introduccion a los sistemas de control: conceptos, aplicaciones y simulacion con MATLAB

La funcidn de transferencia de lazo cerrado es:

9= 20.998 B 20.9985 )
(s> +s+7)(s+3) s> +452+10s+20.9985

Aunque dicho comportamiento, si es de segundo grado, no cumple con las es-
pecificaciones de funcionamiento, ya que A = 0.1889 y 7 = 2 seg. Las respuestas al
escalén unitario de las funciones de transferencia de lazo cerrado de las ecuaciones
(a) y (b) se muestran en la figura 6.27.

15 ! 1 T ;

| i Comportamiento como

i / polinomio de 2° grado.

1 N W NS S
C(;mportamiénto como §

Sy polinomio de 3er grado. T T
0 i i i i
0 2 4 6 8 10

Funcién de transferencia de lazo cerrado a partir
del LGR

Como ya se comentd, el LGR muestra el comportamiento en lazo cerrado de un sistema
a partir de la funcién de transferencia de lazo abierto G(s)H(s). En la seccion anterior se
utilizé el LGR para elegir un comportamiento especifico que opera en un punto parti-
cular de una determinada rama. En esta seccion se obtendran expresiones analiticas para
las funciones de transferencia de lazo cerrado T{(s) relacionadas con puntos particulares
del lugar geométrico de raices, tanto en forma convencional como con Matlab.

a) Configuracién con retroalimentacion unitaria.
Para un sistema donde H(s) = 1, T(s) es:

(a)
donde la funcién de transferencia de trayectoria directa G(s) contiene un elemento de

ganancia ajustable K, asi como los polos y ceros de lazo abierto:

B K(s+zy)(s+z)
(s pe)stp)

(b)



Figura 6.28
LGR de

K (s+1)

s2(s+4)(s+6)
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Al obtener la correspondiente funcién de transferencia de lazo cerrado, se observara
que en la expresion resultante los ceros de lazo abierto seran los mismos que los ceros de
lazo cerrado; sin embargo, los polos de lazo cerrado, obtenidos a partir de la ecuacién ca-
racteristica 1 + G(s) = 0, seran diferentes a los polos de lazo abierto. Al sustituir (b) en (a):

K(s+zy)(s+z)
()= (s+py)s+py) _ K(s+zy)(s+z)
K(s+z))(s+z) (s+py)s+p)+K(Gs+z))(s+z)
(5+P0)(5+P1)“'

de manera que el denominador de la expresidn anterior dara lugar a los polos de lazo
cerrado; esto es, la ecuacion caracteristica 1 + G(s) = 0:

K(s+20)(s+zl)---

§)= (©

(5+ao)(s+a1)+---+(s+an)

<& EJEMPLO 6.16

Obtener una expresion analitica de la funcién de transferencia de lazo cerrado T(s)
para s = —0.4513+2j, aunque hay que considerar que G(s) es:

K(s+1)
s2(s+4)(s+6)

cuyo LGR se muestra en la figura 6.28.

Root Locus

s = —04513 + 2f

\S] [N} B [$2]
T

28 =7 —6 -5 —4 -3 -2 -1
Real Axis

ob----
—_
[\

Solucion:
Por lo expuesto en la seccidon 6.3.2, en lo concerniente a la asignacion de escala al LGR,
es posible determinar la ganancia en un punto especifico del LGR, ecuacién (6.10.),

289
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como también se puede obtener la ubicacion de los polos de lazo cerrado restantes,
segtn se indicd por medio de la ecuacién (6.12). Como alternativa, al aplicar la instruc-
cion [k,poles|=rocfind(num,den,—0.4513+2), Matlab brinda la ganancia y la ubicaciéon de
los polos restantes de lazo cerrado de acuerdo con:

>> numLA=[1 1]; denLA=conv(conv([1 0 0],[1 4]),[1 6]);
>> rlocus(numLA,denLA)
>> [k,poles|=rlocfind(numLA,denLA,—0.4513+2))
k =48.6992
poles = =7.5663
—0.4513 + 2.00001
—0.4513 — 2.00001
—1.5311

Al conocer la ganancia y los polos de lazo cerrado en el punto elegido, las si-
guientes instrucciones se escriben para obtener una expresion analitica para 1(s):

>> numLC= 48.6992*[1 1];

>> polosLC=[-1.5311;-7.5663;—0.4513+2j;—0.4513—2j];
>> denLC=poly(polosLC);

>> printsys(numLC,denLC)

num/den =

48.6992 s + 48.6992

(d)
M+ 10 573 + 23.9997 572 + 48.6992 s + 48.6992

Como opcidn adicional, con el conocimiento de la ganancia K, puede escribir-
se el codigo:

>> [numLC,denLC]=cloop(48.6992*numLA,denL A, —1);

el cual proporciona la expresién analitica de la funcién de transferencia de lazo

cerrado T{(s).

b) Configuracién con retroalimentacion no unitaria.
Para un sistema donde H(s) # 1, T(s) se obtiene mediante:

G(s)

M= 6w HE

()

Para este caso, los polos y ceros de lazo abierto seran distintos a los polos y ceros de
lazo cerrado. Para obtener la correspondiente expresion de funcién de transferencia
de lazo cerrado, se procede sustituyendo G(s) y H(s) en la ecuacidn (e), segin se muestra
en el siguiente ejemplo.
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<& EJEMPLO 6.17

Obtenga una expresién analitica de la funcidén de transferencia de lazo cerrado
para s = —0.4513 + 27, para lo cual hay que considerar K = 48.6992 y ademas:

Solucion:

EL LGR presenta el mismo comportamiento del ejemplo anterior (figura 6.28);la
diferencia estriba en la configuracién resultante de la funcién de transferencia de
lazo cerrado, la cual se obtiene al sustituir G(s) y H(s) en la ecuacién (e):

48,6992 D
()= s2(s+4) 48.6992 (s +7 s+ 6)
e 48.6992(s+1)  §* +107 +24 5% +48.6992 5 + 48.6992
s2 (s+4)(s+6)

Como alternativa, al utilizar el comando feedback (como se indicd en el capitulo
4), es posible obtener la expresiéon de T(s) con Matlab:

>> numG=48.6992*[1 1];

>> denG=conv([1 0 0],[1 4]);

>> numH=[1];

>> denH=[1 6];

>> [numT,denT]=feedback(numG,denG,numH,denH,—1);

6.5.3 Respuesta de lazo cerrado al escalén a partir del LGR

Una vez obtenida la funcién de transferencia de lazo cerrado a partir de la seleccion de
un punto especifico en el LGR, es posible evaluar la respuesta del sistema al escalén,
tanto en forma analitica como en forma grafica.

<& EJEMPLO 6.18

Para los siguientes sistemas, obtenga la representacién grifica de la respuesta al es-
calén para una ganancia de K= 48.6992 en el punto s = —0.4513 + 2, donde:

_ K(s+1) _
) G(S)_52(5+4)(s+6) v Hig=tL.
K(s+1) 1
by G(s)=—— vy H(s)= .
) CO=3 Y HO= g
Solucion:

Los lugares geométricos de los incisos a) y b) son exactamente los mismos, la di-
ferencia estriba en la obtencién de las funciones de transferencia de lazo cerrado
para H(s) =1y H(s) # 1.La funcién de transferencia de lazo cerrado del inciso a) se
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6.6

Figura 6.29

Respuesta al escaléon de las
funciones de transferencia
de lazo cerrado del ejemplo
6.18.

Figura 6.30

Region de estabilidad

en el plano s. a) Definicién
formal de estabilidad.

b) Acotamiento a la
izquierda del eje jw.

obtuvo en la solucién del ejemplo 6.16 y la correspondiente del inciso b) se desa-
rrollé en el ejemplo 6.17. La siguiente instruccidn, particularizada para cada nu-
merador y denominador de lazo cerrado, genera la respuesta al escalon y se muestra
en la figura 6.29.

>> step(numLC,denLC), step(numT,denT)

ESTABILIDAD RELATIVA, MARGENES DE GANANCIA
Y FASE

Es bien sabido que un sistema es estable si todos sus polos estan a la izquierda del eje jw,
segln se muestra en la figura 6.30a. Sin embargo, la regién ttil del plano s puede aco-
tarse atin mas, como lo indica la figura 6.30b, ya que polos reales situados a la izquierda
del origen, pero cercanos a éste, presentan una respuesta lenta; si ademas los polos son
complejos, la respuesta presentard un comportamiento muy oscilatorio.

12

10} /\-

Jo Plano s Jjo

Z

Con el objetivo de cuantificar la regién atil del semiplano izquierdo, se introduce el
concepto de estabilidad relativa, la cual en principio establece qué tanto se puede reco-
rrer el eje jw hacia la izquierda hasta llegar al polo o los polos dominantes (si se supone
que éstos son complejos). La figura 6.31 ilustra este concepto en forma grafica.

Regién de
estabilidad

a)




Figura 6.31
Concepto de estabilidad
relativa.
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El criterio de Routh-Hurwitz es un procedimiento que indica simplemente si un
sistema es estable o no, de ahi que a dicho método se le catalogue como de estabilidad
absoluta.

polo A

dominante

3 > s
polo
dominante

Segtin se menciond en el capitulo 2, el polo dominante es el elemento que ejerce
mayor influencia sobre el sistema; si dicho polo presenta parte real e imaginaria, p; , =
a + jb, la parte real serd indicativa de la velocidad de respuesta (ya que el reciproco en
valor absoluto del polo define a la constante de tiempo 7) y la parte imaginaria sera la
responsable de la frecuencia angular de oscilacién w del sistema.

Por lo tanto, la estabilidad relativa sera un indicador de cuan estable es un sistema con
respecto a los componentes real e imaginario.

Si se considera que la ganancia de disefio K es el factor por el que hay que multi-
plicar a G(s)H(s) para que el sistema opere en un punto especifico del LGR (el cual se
elige segtn las especificaciones particulares que deba satisfacer cada sistema), el margen
de ganancia MG se define como el factor positivo por el que se multiplica la ganancia de
disefio K para que el sistema se torne marginalmente estable. Hay que recordar la regla
que hace referencia al punto de cruce del LGR con el ¢je jo (llamada frecuencia w_);
a la ganancia en dicho punto de cruce se le denomina ganancia maxima K, por lo que
sera de gran importancia en la sintonizacién de los diferentes tipos de controladores, lo
cual se expondra en el capitulo 8.

El margen de ganancia se obtiene a partir del LGR al aplicar la siguiente ecuacion:

Ganancia maxima K u

MG = = (6.13)

Ganancia de diseno K J

Si MG < 1, el sistema es inestable, ya que K, excederia el valor de la ganancia maxi-
ma K. Para configuraciones en los que el LGR nunca cruza el eje jo, se dice que el
sistema tiene un margen de ganancia infinito, lo cual indica que los sistemas son estables
para toda ganancia, por ejemplo, los sistemas de primero y segundo grados. El rango de
margenes de ganancia recomendable estd comprendido en el intervalo: 2 < MG < 10
unidades.

<& EJEMPLO 6.19

Para el sistema definido por G(s)H(s) = 40K/[s(s + 4)(s + 10)], cuyo LGR se
muestra en la figura 6.32, obtenga el margen de ganancia MG en donde se ha
elegido una ganancia de disefio K; = 6 unidades (los polos de lazo cerrado para
tal ganancia son p; , = —0.825 £ 4.35) y p; = —12.34). Considere que la ganan-
cia maxima del sistema es K, = 14 unidades y que el punto de cruce con el eje jw
es w_ = 6.3245 rad/seg.
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Figura 6.32
LGR de

40K
G(S)H(S) = m .

Figura 6.33

Respuesta al escalén

unitario del sistema T(s) =
40K

s3+145% +40s+40K

para K = 6 unidades.

Root Locus
10 T T T r r

Imag Axis

Solucion:
Al aplicar la ecuacién (6.13), se obtiene el margen de ganancia:

Ganancia mixima K w14

= Z = 2.333 unidades.

MG= - :
Ganancia de disefio K d

¢Coémo se interpreta el resultado anterior?

La estabilidad relativa relacionada con MG = 2.333 unidades estd muy cercana al
limite inferior recomendado, razén por la cual la respuesta del sistema de lazo ce-
rrado al escalon serd oscilatoria, segin se muestra en la figura 6.33. La estabilidad
relativa del sistema en cuanto a margen de ganancia mejoraria si se disminuyera la
ganancia de disefio K. El significado del escaso margen de ganancia se relaciona
con la parte real de los polos dominantes del sistema, —0.825 £ 4.35j,y la constante
de tiempo correspondiente es: 7= 1/]-0.825| = 1.212 seg, por lo que el sistema
alcanzara su valor final practico en 4.848 seg. La aproximacion polinémica a se-
gundo grado es valida por la lejania del tercer polo de lazo cerrado (p; = —12.34)
con respecto a los polos cuadriticos dominantes.

1.5 \

V

0.5
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Para definir y cuantificar el margen de fase MF hay que hacer ciertas consideraciones
previas. Como se menciond en la seccién 6.3.1,1a ecuacién (6.7) lleva implicito un fac-
tor de magnitud y un factor de fase:

G(s)H(s) =1 £ 180° (6.7)
por lo que toda funcién de transferencia G(s)H(s) es de la forma:
(stz)(s+zq)

G(s)H(s)=K
(H) (5+Po)(5+P1)"'

que puede ser representada en forma polar:

‘s+20‘4¢0 ‘s+z1 ‘chl-'-‘s+zj‘4goj

G(s)H(s)=K
‘s+p0 ‘490 ‘s+p1 ‘491---

s+pi‘49i

Cada factor | stz | 4 d)j y | s+p; | £ 0, representa vectores dirigidos desde los ceros
Zy los polols,pi a puntos especificos situados en e} eje jw. .

La ecuacién anterior queda expresada en términos de magnitudes y fases.

El factor de magnitud corresponde a:

‘5+20H5+21‘---‘5+2j‘

|G(9)H(s)|= K
‘s+p()‘ ‘s+p1 ‘-~‘s+pi‘
magnitudes de los vectores

n

0 '
7= delos ceros al punto jw

|G)H(5)|= K (6.14)

,, magnitudesde los vectores

=0 delos polos al punto jw

y el factor de fase queda representado por:
LGOH() = Lo+ L+ = L0+ 20, ++ |

, angulosde los vectores

ZG(HH(s)= Y,

=0 .
=" delos ceros al punto jw

. angulos de los vectores
~2 o (6.15)
77" delos polosal punto jw

La ecuacidén (6.14) indica que la magnitud del vector resultante es igual a la ganancia
K multiplicada por el cociente de las magnitudes de los ceros y dividida entre las mag-
nitudes de los polos. La ecuacidn (6.15) representa la fase del vector resultante debido a
la suma algebraica de las contribuciones angulares de los ceros menos las contribuciones
angulares de los polos.

El margen de fase MF de un sistema definido por G(s)H(s) se obtiene a partir del
LGR al sustituir s por jw para determinar el punto jw,, donde se satisfaga:
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para el valor seleccionado de ganancia de disefio K:

<5+P0)(5+P1)“'
(s+zo)(5+z1)---

=K, (6.16)

s=jo,

Para cuantificar el valor de w, que satisfaga la ecuacién anterior, en general hay que
emplear algin método recurrente. Una vez que w, es conocido, el margen de fase MF
se obtiene a partir de la ecuacién:

MF =180°+ £G (jo,) H (jo,) (6.17)

Si MF < 0 el sistema es inestable, ya que £ G(jw,)H(jw,) (que en general es ne-
gativo por la mayoria de polos con respecto a ceros), excederia al dngulo positivo de

180°. El rango de margenes de fase recomendable estd comprendido en el intervalo
30° < MF < 60°.

<& EJEMPLO 6.20

Para el sistema definido por G(s)H(s) = 40K/[s(s + 4)(s + 10)], cuyo LGR se
mostrd en la figura 6.32, obtenga el margen de fase MF, donde se ha elegido una
ganancia de disefio K; = 6 unidades.

Solucion:
La figura 6.34 contiene los vectores de los polos p, =0, p, = —4 y p; = =10 dirigi-
dos al punto 3.963; en el eje jw.

Figura 6.34 jw
Contribuciones de
magnitudes polares
al punto 3.963 .

3.963

Si se particulariza la ecuacidén (6.7) con respecto a la condicién de magnitud
y se considera que K= K, = 6 unidades:

40K _
s(s+4)(s+10)|

por lo que:

240 = producto de las magnitudes de los vectores
de los polos dirigidos al punto 3.963].

240 = 3.963 X 5.63 X 10.7566
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Habiendo determinado que el punto w; = 3.963 satisface el requisito im-
puesto por la ecuacidon (6.16), se procede a obtener la fase de £ G(jw,)H(jw,)
empleando la ecuacidn (6.15):

w w
b(w, =3.963)=-90°—tg~! | — |- tg~!| — | =—156.352°
! 4 10

Finalmente, el margen de fase se calcula como lo indica la ecuacion (6.17):
MF =180°+ £G (jw,) H(jw,) =180°—156.352° = 23.647°
________________________________________________________________________________________________________________|

Los margenes de ganancia y fase pueden definirse de una manera alternativa al llevar
a cabo un anilisis en frecuencia (tema no cubierto en el texto). El margen de ganancia
y el margen de fase se determinan con Matlab al aplicar la instruccidn:

[Gm,Pm,Wcg, Wcp] = margin(num,den)

donde:

Gm = margen de ganancia.

Pm = margen de fase.

Weg = frecuencia w_, en la que el LGR cruza el gje jo.
Wep = frecuencia w,, donde se cumple la condicion:

=1

s=jo,

<& EJEMPLO 6.21

Con Matlab, obtenga los margenes de ganancia y fase para el sistema G(s) H(s),
considerando que K = 6 unidades:

|G(s)H(s)

40K
ClOH() = s(s+4)(s+10)

Solucion:
El siguiente co6digo permite cuantificar directamente los margenes de ganancia y
fase con Matlab:

>> num=[240];
>> den=conv(conv([1 O],[1 4]),[1 10]);
>> [Gm,Pm,Wcg, Wcp|=margin(num,den)

Gm= 2.3333
Pm= 23.6516
Weg= 6.3246
Wep = 3.9627

297



298 Introduccion a los sistemas de control: conceptos, aplicaciones y simulacion con MATLAB

6.7 GENERALIZACION DEL LGR (VARIACION DE

Figura 6.35a

Configuracién donde se
analizaran las variaciones del
parametro ajustable a.

Figura 6.35b

Configuracién donde se
analizaran las variaciones del
amortiguamiento A.

PARAMETROS DISTINTOS A LA GANANCIA K)

En la seccidén 6.3 se comentd que, en principio, el método del lugar geométrico de rai-
ces servia para determinar todas las posibles raices de una ecuacidén caracteristica de 1 +
G(s)H(s) = 0 cuando se variaba la ganancia K de un sistema, y de esta forma era posible
conocer el comportamiento total de la configuracién en lazo cerrado para el régimen
transitorio. Sin embargo, el método de LGR puede utilizarse para hacer variar cualquier
otro parametro del sistema, por ejemplo, ubicar un determinado polo p, ajustar el amor-
tiguamiento A de un polinomio caracteristico, etcétera.

<& EJEMPLO 6.22

Obtenga el LGR de las configuraciones mostradas en la figura 6.35 para el inter-
valo indicado del parametro ajustable respectivo.

a) Considere en principio a =—10y K= 32.4854, por lo que los polos de lazo cerra-
do se ubicaran en p, = p, =—1.7607 y p; =—10.4785; por lo tanto, el sistema resul-
tante logra aproximarse a un polinomio cuadratico. Si se mantiene fija la ganancia
K, analice el comportamiento del parimetro a para el intervalo 0 < a < oo,

R(s) i Y(s)

i< Gt e+a) [T

+

b) Analice las variaciones de amortiguamiento para 0 < A < o,

R(s) 1 Y(s)
> 2+ 2\s+5 >
+

Solucion:
a) Al considerar una ganancia fija K = 32.4854 y un factor (s + a) ajustable, la
funcidén de transferencia de lazo abierto resultante es:

T(s)= _ 324854 (a)

s(s+4)(s+a)

Para graficar el lugar geométrico de raices en funcién del parimetro ajusta-
ble a4, la ecuacidén (a) debe escribirse de cierta forma para obtener una expre-
si6n adecuada para la nueva funcién de transferencia de lazo abierto G(s)H(s)'
resultante:

32.4854

+4)(s+
T(s)= s(s+4)(s+a) _

32.4854

s(s+4)(s+a)
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() = 32.4854 )
s> +46%2+32.4854 +a(s> +45)

El denominador de la ecuacion (b) debe llevarse a la forma 1 + G(s) H(s) para
obtener la nueva expresién G(s)H(s)". Asi, la ecuacién (b) se multiplica y divide
por el factor:

1
5+ 452 +32.4854

de donde se obtiene la nueva representacién de la funcién de transterencia de
lazo cerrado T'(s):

32.4854
$3 +4 5% +32.4854
(s +45)
$3 +4 5% +32.4854

T'(s)=

1+a

La expresion resultante para G(s)H(s)" es:

s(s+4)

(c)
3+ 452 +32.4854

G(s)H(s) =a

El LGR respectivo, que indica las variaciones del factor (s + a), se muestra en la
figura 6.36; el sistema es estable si a > 1.4815.

Figura 6.36

LGR de G(s)H(s)' = Root Locus
a s(s+4) 3 ' ! ! '

s3+4s2+32.4854

Imag Axis
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La tabla 6.3 muestra los polos de lazo cerrado para a=5,10 y 15 unidades, pero
hay que considerar que la ganancia K= 32.4854 es constante.

b) Para este inciso, se obtendra el LGR, para lo cual hay que tomar en cuenta que
el amortiguamiento varia en el rango 0 < A < o,

Tabla 6.3 Ubicacién de los polos de lazo cerrado para el parametro a = 5, 10
y 15; la ganancia K en todos los casos es de 32.4854 unidades.

Polo p, —6.749 —1.7607 —0.682
Polo p, —1.125 + 1.881j —1.7607 -3.1274
Polo p, —1.125 - 1.881j —10.4785 —15.1906

La funcioén de transferencia de lazo cerrado de la figura 6.35b es:

5
2
s“+2A s+5 5
O 5 T 2+245+10 @
14— > + s+
s> +2A s+5

La ecuacidén anterior debe modificarse para encontrar una nueva represen-
taciéon de G(s)H(s)', en términos del parimetro ajustable A, para proceder a
representar su respectivo LGR:

1 5
2 2
Ths) = > s2 410 s2+10 )
s24+104A 25 1 2s
s2+10 s2+10
La nueva expresion G(s)H(s)' es:
2s

G()H(s) = A G
OHE =2 5~ ©

El LGR de G(s)H(s)", que indica las variaciones de A, se muestra en la figura
6.37.El sistema es estable para A > 0. La tabla 6.4 presenta los polos de lazo cerrado
paraA =0,3.1623 y 5.

Tabla 6.4 Ubicacién de los polos de lazo cerrado para el parametro A = O,
3.16y 5.

Polo p,

3.1623]

-3.1623

-1.127

Polo p,

3.1623]

-3.1623

—8.8729



Figura 6.37
LGR de
2s

GEH(E) =1 5.

6.8 CONTORNO DE RAICES

Figura 6.38

Sistema donde se
consideran dos
parametros ajustables,
Ky a. A la configuraciéon
resultante se le denomina
contorno de raices.

Criterio de estabilidad de Routh-Hurwitz y lugar geométrico de raices

Root Locu

S

Imag Axis

—4 =35

En la seccidn anterior se usd el método del LGR para determinar el comportamiento de
un sistema variando un parimetro diferente a la ganancia. En esta seccién, se variaran dos
parametros, de tal forma que al lugar geométrico resultante se le denominara contorno

de raices.

© EJEMPLO 6.23

-3

—25

2 —15 -1 =05 0

Real Axis

Para el sistema mostrado en la figura 6.38, obtenga el contorno de raices, conside-
rando que tanto la ganancia K como la posicién del polo relacionado con el factor
(s + a) son parametros ajustables.

R(s)

=+

Solucion:

1

S(s+4) (s+a

Y(s)

Primero se obtendra el LGR, pero habra que suponer variaciones de ganancia en
el rango 0 < K < ooy considerar que a = 0, por lo que la primera funcién de trans-
ferencia de lazo abierto que sera representada como lugar geométrico es:

G(s)H

(5)=

Cs(sH4)(sHa)| 2 (s+4)

K

K

(2)
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El LGR de G(s)H(s) que se muestra en la figura 6.39a indica que el sistema
resultante en lazo cerrado siempre sera inestable. La tabla 6.5 presenta la ubicacién
de los polos de lazo cerrado para determinadas ganancias.

Tabla 6.5 Ubicacién de los polos de lazo cerrado para K= 21, 118.36 y

365.77.
_ K =21 K=118.36 K = 365.77
Polo p, —4.8813 —6.6646 —8.7631
Polo p, 0.4407 + 2.026j 1.332 + 3.998 2.3816 + 6j
Polo p, 0.4407 — 2.026 1.332 - 3.998; 2.3816 — 6j
Figura 6.39a
LGR de Root Locus
G(s)H(s) = —— ’
SH(S) = ———.
s%(s+4) .
4|
2 —
&0 R e
E
—2|
_4 -
_6 _
-8
—-10 -8 -6 —4 =2

Real Axis

La funcidén de transferencia de lazo cerrado considerando al parimetro a # 0
corresponde a:

K
s(s+4)(s+a) K
+ K _s3+432+K+a(32+4s)
s(s+4)(s+a)

T (s)=

donde la nueva expresién de la funcién de transferencia es de lazo abierto:

s(s+4)

G()H(s) =a —————
S +42+K
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A continuacién se procederd a obtener el LGR de la ecuacion (b), el cual se
muestra en la figura 6.39b, considerando una ganancia K constante de 21 unidades
(las variaciones en las posiciones de las ramas indican ajustes del pardmetro a den-
tro del rango 0 < a < ).

Figura 6.39b
LGR de G(s)H(s)' = Root Locus

s(s+4) 2!
S+as?+K|

21

1.5¢ P =—0.9677 + 1.6451j
. donde a = 3.70.
0.5 1

Imag Axis
=)

El punto seleccionado en la figura anterior es a = 3.70, con lo que la funcién
de transferencia de lazo cerrado corresponde a:

K
T/(s) = s(s+4)(s+a) _ 21
1+ K SS+7.75>+14.85+21
s(s+4)(s+a) k=21

a=3.70

Por lo tanto, si K=21y a=3.70, las posiciones de los polos de lazo cerrado son
py =—5.7645,p, 3 =—0.9677 + 1.6451 .

A la representacion simultinea de dos o mas parametros ajustables se le deno-
mina contorno de raices; para el caso analizado, se graficaran a la par los LGR de
las ecuaciones (a) y (b), que estan representados en la figura 6.39c¢.

G(s)H(s) = ﬁ (a)

s(s+4)

G(s)H(s) =a ———————
P +452+K
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Figura 6.39c¢
Contorno de raices
de L
% (s+4)
s(s+4)
S+42 4K

Introduccion a los sistemas de control: conceptos, aplicaciones y simulacion con MATLAB

Root Locus

a3

-2 0

K = 118.36

= 365.77

-6 —4

Real Axis

Los puntos a,, a, y as, referidos en la figura 6.39¢, se eligieron para diversos
valores de K'y 4, que estan indicados en la tabla 6.6 junto con los polos resultantes
de lazo cerrado, en cada caso.

Tabla 6.6 Ubicacién de los polos de lazo cerrado para K= 21, 118.36 y

365.77.

I T D
a1K==32.;0 —5.7645 ~0.967 +1.645] | —0.967 — 1.645
Kﬂ;: 153 -9.827 ~0.966 +333j | —0.966 - 3.33;
5 = 3122712 ~15.3239 —0.946 + 4.793j | —0.946 — 4.793]
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6.9 PROBLEMAS

6.1 Para los siguientes polinomios caracteristicos, apli-
que el criterio de Routh-Hurwitz con la finalidad de
determinar el nimero de polos que se encuentran en el
semiplano derecho del plano s.

a) S +4552+45+175=0
by > +42+18s+75=0

) s*+17.56 +98.75% +295.6255 + 32025 =0
d) 0.55* +753 +3456% +675+39=0

6.2 Para las configuraciones mostradas en la figura 6.40,
determine la estabilidad o inestabilidad de los sistemas,
aplicando el criterio de Routh-Hurwitz al polinomio
caracteristico resultante de la funcidén de transferencia de
lazo cerrado T(s).

30/s &<
R ; - o
'T 9'0.05 N 'T >‘0.66
Figura 6.40a Diagrama de bloques por analizar.
R() — Y9
10 AP e
+ 2+ 25+ 2
s+ 1
24254+ 9
Figura 6.40b Diagrama de bloques por analizar.
Y(s
I 2 1 1 ()\
s+ 4 2+ 55+ 6 2+3

10

Figura 6.40c Diagrama de bloques por analizar.

6.3 Por el método de Routh-Hurwitz, analice la esta-
bilidad de los siguientes polinomios caracteristicos:

a) L+ +25=0
b s*+3+32+35+10=0

0) LH+2+353 462 +55+6=0

6.4 Para los siguientes polinomios caracteristicos, de-
termine el rango de ganancias para los cuales los sistemas
sean estables.

a) s*+103 +32+Ks+2=0
b) s*+33+8s2+10s+K=0

o) st+1283 +32 + Ks+15=0
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6.5 Para las configuraciones mostradas en la figura 6.41,
determine el rango de ganancias para el cual los sistemas
son estables.

RE) - Ye)
L K | N
T > 2+ 25+ 10
4
2465+ 8

Figura 6.41a Diagrama de bloques por analizar.

R(s) ’ Y(s)
K g
+ + s(s+ 1)
2
s+ 2

Figura 6.41b Diagrama de bloques por analizar.

6.6 Seca el sistema mostrado en la figura 6.42, que re-
presenta un motor de CD controlado por corriente de
armadura y el cual queda definido por:

T
b
JL, "
Gls) = ‘
s (b R\, |k R K7 kR,
S+ =+ o+ =+ + s+
J L J JL, JL, JL,
donde:

J =0.01 kg-m?

b =0.01 N-m/(rad/seg)

k =0.016 N-m/rad

L, =0.01 hy

R, =0.050Q

K= 0.0232379 v/(rad/seg)

b, =8.606 6% 107 v.

La adicién a la configuracién original de un compara-
dor, asi como un amplificador de ganancia ajustable Ky
de un tacémetro hacen posible la configuracién de lazo
cerrado mostrada en la figura 6.42b. El acoplamiento de
un tacémetro (a manera de sensor) al eje del motor per-
mite generar un voltaje que es proporcional a la veloci-
dad del motor (K, 4 cro = 0-25 v/1ad/seg). Determine
el rango de valores de ganancia para los cuales el sistema
es estable.

vo(t)

w,0

friccién b

Figura 6.42a Motor de CD controlado por corriente
de armadura.

2
+ S+ 652+ 125+ 8

0.25

Figura 6.42b Sistema retroalimentado.

6.7 ;Cuil es el significado del lugar geométrico de rai-
ces?

6.8 Para las siguientes funciones de transferencia de
lazo abierto, indique cuiles de las reglas propuestas por
Evans se aplican para obtener el LGR correspondiente.

K(s+0.5)
@) GoH()=—F———"—
) G9HH(s) S2(s+1)(s+3)
by G(s)H(s) = S
S(s+2)(s” +85+20)
_KGHDs+d
o) G(s)H(s) = s(s+2)(s+3)

6.9 Un sistema de control de la temperatura en un tan-
que se ilustra en la figura 6.43.

La temperatura T en el tanque cambia a razén de 0.28
°C por cada 5 mv aplicados a la servovalvula. La variacién
de la temperatura en el tanque es de 3.5 °C/seg por cada
volt aplicado. Como sensor de temperatura se utiliza un
termopar tipo J, que genera 6.36 mv/°C, el cual se colo-
ca a una cierta distancia del flujo de salida, por lo que se
produce un atraso de tiempo T, = 1.2 seg. Obtenga:

a) La aproximacion de Padé de tercer grado para el atraso
de tiempo dado.
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Vef

Controlador "

q.
‘nW Vretro
Vapor

L

.

Drenaje Sensor de
temperatura

Figura 6.43 Sistema de control de temperatura
en un tanque.

b) E1 LGR de la funcién de transferencia de lazo abierto
resultante, suponiendo que la ganancia K del controla-
dor es unitaria.

6.10 Con respecto al problema 6.9, ajuste la ganancia
K del controlador, de tal manera que el sistema tenga un
comportamiento criticamente amortiguado. Para el re-
sultado obtenido, indique si la aproximacién a polinomio
cuadratico es valida.

6.11 Escriba un archivo m en Matlab que lleve a cabo
la solucién del problema 6.10.

6.12 Con respecto al problema 6.9, empleando Matlab,
obtenga una expresién analitica para la funcion de trans-
ferencia de lazo cerrado T{(s), considerando que la ganan-
cia del controlador K es de 12.7767 unidades. Verifique
que los polos de lazo cerrado estén ubicados en p, = p, =
—0.8958 y p; , =—3.9933 + 3.7522. Ademds, obtenga la
representacién grafica de la respuesta del sistema cuando
se le aplica una entrada escalén unitario.

6.13 Para un sistema con funcién de transferencia de
lazo abierto:

K
s(s+3)(s> +4s5+5)

G(s)H(s) =

ajuste la ganancia K con la finalidad de que la respuesta
del sistema en lazo cerrado al escaldon unitario tenga un
maximo pico de sobreimpulso de 13.324%. Para el valor
calculado de K, obtenga la frecuencia natural no amor-
tiguada, asi como la velocidad de respuesta practica del
sistema; ademas, indique si es valida la aproximacién a
polinomio cuadritico para la ganancia K seleccionada.

6.14 ;Cual es la interpretacién fisica del margen de fase
MF 'y del margen de ganancia MG? ;Qué parametros del
régimen transitorio pueden asociarse con los margenes
de fase y ganancia?

6.15 Para las siguientes funciones de transferencia de
lazo abierto, obtenga los respectivos margenes de ganan-
cia 'y fase para las ganancias de disefio K indicadas:

a) G(s)H(s) = _KG+05) ,para K,; = 2 unidades.
S (s+1)(s+3)
K .
b) G(s)H(s)= , para K; = 32 uni-

s(s+2)(s® + 85+ 20)
dades.

6.16 ;Cual es el significado de la estabilidad relativa?

6.17 Obtenga el lugar geométrico de raices de las con-
figuraciones ilustradas en la figura 6.44.

RE s+K 10 Y

+ s 52"1‘25"1‘10

0.5

Figura 6.44a Diagrama de bloques para determinar

su LGR.

R Y(s
© 1 - ©
T s+2 + 2+2s+5

K
s+ K

Figura 6.44b Diagrama de bloques para determinar
su LGR.

6.18 Obtenga el LGR de las configuraciones repre-
sentadas en la figura 6.45 para el intervalo indicado del
pardmetro respectivo.

RG) 10 1

2+ 2\s+ 10

+

Figura 6.45a Configuracién donde se analizaran
las variaciones del amortiguamiento A para el rango
0 <A <o,
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R(s) Y(s)

K > (s + a)

+ s(s2 + 25 + 5)

Figura 6.45b Configuracién donde se analizaran las
variaciones del parametro a para el rango O < a < oo,

6.19 Para el sistema de la figura 6.45b, obtenga el con-
torno de raices correspondiente, considerando que tanto
la ganancia K como la posicion del cero (s + a) son para-
metros ajustables.

6.20 Con respecto al problema 6.6, cuyo diagrama de
bloques se presenta en la figura 6.46, se determind que
el rango de valores de ganancia para que el sistema fuera
estable debe estar dentro del rango —16 < K< 128.

a) Ajuste la ganancia para que el sistema se comporte
como un sistema de segundo grado.

b) Para el valor seleccionado de ganancia, obtenga el
maximo pico de sobreimpulso, el tiempo pico, el tiem-
po de asentamiento y el tiempo de elevacion.

¢) Determine los margenes de fase y de ganancia para el
valor elegido de ganancia.

d) Encuentre una expresion analitica de la respuesta del
sistema al escalon unitario.

6.21 Escriba un archivo m que lleve a cabo los diferen-
tes incisos del problema 6.20.

Comprador  Controlador
Vref e
K
+

R(s)

2
+ S+ 6524+ 125+ 8

0.25

Figura 6.46 Diagrama de bloques del sistema
por analizar.

6.22 Con respecto al sistema de control de posicién
de una plataforma de masa m, cuyo diagrama se muestra
en la figura 6.47, a partir del lugar geométrico de raices,
ajuste la ganancia del controlador de tal manera que el
sistema tenga una estabilidad relativa de cuando menos
0.15 unidades (véanse los problemas 4.13 y 4.14).

Como referencia de las variables, consulte la solucién
del problema 4.13. Para obtener la funcién de transferencia
de lazo abierto G(s)H(s), considere los siguientes datos:

v (t) =1 volt

=0.1 hy

=5 Nw/(m/seg)
=05m

= 0.6 v-seg/rad
= 0.5 volt/m
=1Q

=3 Kg—n12
=2Kg

=1 Nw-m/rad
= 0.6 Nw-m/amp

AARTTRART SO

P o Friccién

Ve b
V.

cc

retro

Figura 6.47 Sistema de lazo cerrado para el control de posicién
de una plataforma de masa m.
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6.11 SOLUCIONES A LOS PROBLEMAS DEL CAPIiTULO 6

6.1a) El arreglo de Routh-Hurwitz asociado al poli-
nomio caracteristico s° + 4.5s> + 4s + 1.75 = 0 corres-
ponde a:

S 4 S04
2145 1.75 2| 45 1.75
st ]16.25/45 st 116.25

s9 11.75 91 1.75

Una vez que se han obtenido todos los componen-
tes de una determinada fila, ésta puede multiplicarse por
cualquier nimero diferente de cero (en este caso, la terce-
ra fila se multiplicé por 4.5) para simplificar clculos, lo
cual no altera el resultado del arreglo. El sistema es estable
por no existir cambios de signo en la columna principal.

b) El polinomio caracteristico s° + 45> + 185 + 75 = 0 es
inestable por tener dos polos en el semiplano derecho.

¢) El arreglo de Routh-Hurwitz asociado al polino-
mio caracteristico s* + 17.55° + 98.755% + 295.6255 +
320.25 = 0 es estable, ya que todos sus polos estin en
el semiplano izquierdo.

d) El arreglo de Routh-Hurwitz aplicado al polinomio
caracteristico 0.55% + 75° + 34.59 + 675 + 39 = 0
indica que el sistema es estable.

6.2a) La funcién de transferencia de lazo cerrado de la
figura 6.40a corresponde a:

) 0.0335s
S)=
2 +0.7152 4 0.0335+ 0.99

Al aplicar el criterio de Routh-Hurwitz al denomi-
nador de T{(s), se sabe que el sistema es inestable por tener
dos polos en el SPD.

6.2b) La funcidn de transferencia de lazo cerrado de la
figura 6.40a corresponde a:

B 1052 + 205+ 90
st +4° 41552 +325+28

T(s)

El criterio de Routh-Hurwitz indica que el sistema es
estable.

6.2c) Elarreglo de Routh-Hurwitz aplicado a la ecua-
cién caracteristica:

>
549 1298 1712 + 785+ 134

T(s)

corresponde a:

$ 1 29 78
st 19 71 134
S 190 568
s2| 8378 25,460

st [=78,696

O | 25,460

lo que indica que el sistema es inestable por tener dos
polos en el SPD, ya que en la columna principal del arre-
glo hay dos cambios de signo.

6.3a) El polinomio caracteristico s° + s> + 25 = 0 re-
presentado en el arreglo de Routh-Hurwitz revela que
la segunda fila estd compuesta por elementos nulos, lo
que indica una terminacién prematura del arreglo. Para
completar la configuracidn es necesario sustituir la fila de
ceros por la derivada en s de los componentes de la fila
inmediata anterior:

d
— (P +7+25) =55 +32+2
s

$° 1 1 2 $° 1 1 2
s 10 0 0 st1 5 30 2
$3 $ 2 8
$2 2 =17 2
st st 140

0 $0 2

El anilisis de la columna principal indica que el sistema
tiene un par de polos en el SPD, por lo que es inestable.

6.3b) El arreglo de Routh-Hurwitz de s* + s° + 35> +
35+ 10 = 0 incluye un cero en la columna principal, por
lo que dicho elemento nulo se sustituird por un nimero
0 casi cero, pero positivo para poder concluir el arreglo:

st 1 3 10 s* 1 310
$ 1 3 $ 1 3

52 0 10 52 8 10

! ! 36-10

0 0 10
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Puesto que el término 386 — 10 < 0, el sistema tendra
dos polos en el SPD.

6.3c) El sistema relacionado con s + 2s* + 35° + 657 +
55+ 6 =0 es inestable por tener dos polos en el semiplano
derecho.

6.4a) El rango de valores de ganancia K para que el
sistema sea estable es 10 < K < 20.

6.4b) El rango de valores de ganancia K para que el
sistema sea estable es 0 < K < 15.555.

6.4c) El sistema es inestable para cualquier valor de K.

6.5a) La funcién de transferencia de lazo cerrado co-
rrespondiente a la figura 6.41a es:

K(s®> +65+8)
st 483 +3052 +765+ (80 +4K)

T(s)=

El arreglo de Routh-Hurwitz de la ecuacidn caracte-
ristica es:

st 1 30 80+ 4K
$ 8 76
2 164 640 + 32K

st 7344 — 256 K

$0 640+ 32K

y el analisis de la columna principal establece el rango de
ganancia buscado:

—-20< K <28.6875.

6.5b) La funcion de transferencia de lazo cerrado aso-
ciada a la figura 6.41b corresponde a:

K(s+2)
P +32+Q2+K)s+(2+2K)

El anilisis del arreglo de Routh-Hurwitz da como re-
sultado que el sistema en lazo cerrado es estable para:

K>-1.

6.6 La funcidn de transferencia de lazo cerrado asocia-

da a la figura 6.42b es:

2K
2 +652+125+(8+0.5K)

T()=

Al aplicar el criterio de Routh-Hurwitz se encuentra
que el rango dentro del cual el sistema es estable corres-
ponde a:

-16<K <128

6.7 El significado del LGR indica el comportamiento
total del sistema en lazo cerrado en lo que respecta a la
posicion de los polos de lazo cerrado, los cuales cambia-
ran de ubicacién con variaciones de ganancia. De esta
manera, es posible visualizar las ventajas y desventajas de
cada configuracion para, en dado caso, corregir las fallas
o carencias mediante la adicion de controladores.

6.8a) Para la funcidn de transferencia de lazo abierto:

K(s+0.5)

G [l St
(H) 2 (s+1)(s+3)

Todo LG empieza con el diagrama de polos y ceros de
G(s)H(s), que en este caso consta de cuatro polos reales,
p1=p,=0,py=—1yp,=-3,yun cero real 2, =-0.5.
Las reglas a aplicar son:

1. Niimero de ramas del LGR. El LGR contari con
cuatro ramas debido a que G(s)H(s) tiene cuatro polos
en lazo abierto.

2. Principio y fin del LGR. Los cuatro lugares geomé-
tricos inician en los polos de lazo abierto; tres lugares
geométricos terminarin en el infinito, mientras el cuarto
de ellos finalizar en el cero z = —0.5.

3. Lugares geométricos en el eje real. Existirin dos
lugares geométricos en el eje real, los cuales se ubicaran
a la izquierda de elementos impares localizados en dicho
gjereal: =1 < s <—0.5y —0 <5< =3,

4. Simetria de los LG complejos. La presencia de
polos reales repetidos (p, = p, =0, que es el caso extremo
de polos adyacentes) asegura que, con incrementos de ga-
nancia, dos de las ramas del LG tendran comportamiento
complejo, por lo que existird simetria de estas ramas con
respecto al eje real.

5.y 6. Asintotas y centroide. Como tres de los cuatro
lugares geométricos tienden al infinito se requieren tres
asintotas, las cuales se obtienen por medio de la ecuacién
(6.8), asi como un centroide para ubicar el punto de di-
vergencia de las asintotas sobre el ¢je real; el centroide se
obtiene por medio de la ecuacién (6.9.):

Asintotas: 0, , = +60°y 6; = —180°;

el centroide es o0 =—1.166.

7. Cruce del LG con el eje imaginario. Como dos
de las asintotas se ubican a £60°, ello supone que con
incrementos de ganancia los lugares geométricos cruza-
ran el eje jw. La funcion de transferencia de lazo cerrado
relacionada con G(s)H(s), considerando que H(s) = 1, es:

K(s+0.5)
P42 +3:2 + Ks+05K

T()=
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Al sustituir s por jo en la ecuacidn caracteristica, se
obtiene tanto la ganancia K en el punto de cruce con el
eje jw, como la frecuencia w en dicho punto de cruce:

st 4493 +32+Ks+05K ) (a)
=] w

El lugar geométrico cruza el eje jw en w = %j con una
ganancia de K = 4 unidades. Para tal valor de K, los dos
polos restantes de lazo cerrado se ubican en s = =3.4142
y s =—0.5858.
8. Angulos de salida y de llegada.Ya que G(s)H(s) no
presenta ni polos ni ceros complejos, no habra angulos de
salida ni de llegada.
9. Puntos de salida y llegada. La presencia de polos
adyacentes p; = p, = 0 asegura la existencia de un punto
de salida, el cual se ubica en s =0 (véase el ejemplo 6.10).
Como no existen ceros en el eje real, no se presentaran
puntos de llegada.
10. Asignacién de escala al LGR. Una vez graficado
el LGR, que se muestra en la figura VI.1a, se procede
a establecer una escala en diversos puntos del LG, utili-
zando ya sea el procedimiento analitico o grafico o con
Matlab, pero hay que aplicar la instruccion [k,poles]=rlocfi
nd(num,den,punto seleccionado en el LGR).

Root Locus

=35 =3 =25 =2 =13 e 015
Real Axis

K (s+0.5)

Figura VI.1a LGR de G(s)H(s) = ————.
J (S)AS) s2(s+1)(s+3)

6.8b) La funcidén de transferencia de lazo abierto:

K
s(s+2)(s% + 85+ 20)

G(s)H(s) =

consta de cuatro polos, p; = 0, p, = =2, p; , = —4£2j y
ningun cero. Se aplicarin las siguientes reglas para obte-
ner el respectivo LGR.

1. Namero de ramas del LGR. EI LGR tendra cuatro
ramas porque G(s)H(s) cuenta con cuatro polos de lazo
abierto.

2. Principio y fin del LGR. Los cuatro lugares geomé-
tricos terminaran en el infinito (en ausencia de ceros en
la configuracién).

3. Lugares geométricos en el eje real. Habra dos LG
en el eje real ubicados en -2 < s < 0.

4. Simetria de los LG complejos. La presencia de
polos adyacentes y la existencia de polos complejos son
sinébnimos de la existencia de lugares geométricos com-
plejos, por lo cual habra cuatro ramas complejas y simé-
tricas con respecto al eje real.

5.y 6. Asintotas y centroide. Como los cuatro lugares
geométricos tienden al infinito, se requieren cuatro asin-
totas y un centroide.

i . —_ o —_ O.
Asintotas: 6, , = +45°y 0, , = < 45%
y el centroide estd en 0 = =2.5.
7. Cruce del LG con el eje imaginario. Si se consi-
dera que la funcién de transferencia de lazo cerrado es:

K
S =
Y102 +3652 +40s+ K

Al sustituir s por jw en la ecuacidn caracteristica, se
obtiene la ganancia K en el punto de cruce con el eje jo,
asi como la frecuencia w en dicho punto. Para K = 128
unidades, el cruce del lugar geométrico estd en jw =12,
mientras los polos restantes de lazo cerrado se encuentran
en s =—=5.0 £ 2.6458;.

8. Angulos de salida y de llegada. Los polos comple-
jos de lazo abierto p, , = —4 * 2 presentan dngulos de
salida ¢ = F 198.4349°. Al no haber ceros complejos, no
se presentaran angulos de llegada.

9. Puntos de salida. Los polos adyacentes p; =0y p, =
—2 indican la existencia de un punto de salida ubicado en
s =-0.786.Al no haber ceros en el eje real, no se presen-
tan puntos de llegada.

El LGR generado se muestra en la figuraVI.1b.

Root Locus

Imag Axis
=

=5 —4 =3 =2 =il 0 1
Real Axis

K

Figura VI.1b LGR de G(s)H(s) = .
d (E)(s) s(s+2)(s® +8s+20)
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K(s+1)(s+4)

6.8c) EILGR de G(s)H(s) = 213

ne al aplicar:

se obtie-

1. E1 LGR tendra tres ramas puesto que G(s)H(s) cuenta
con tres polos.

2. Dos lugares geométricos terminardn en los ceros
z, =—1y z, =—4; el tercer lugar geométrico tendera a
infinito.

3. Los lugares geométricos en el eje real se ubican en —1
<s<0,-3<s<-2y—0o<s<—4.

4. Los polos adyacentes aseguran que las ramas tendrin
comportamiento complejo, porque hay simetria de tales
elementos con respecto al eje real.

5. y 6. Las sintotas y el centroide no se aplican en este
caso.

7. Como el sistema siempre es estable, el LG nunca cru-
zara el eje jw.

8. Los angulos de salida y de llegada no se presentan en
dicha configuracion.

9. Los polos adyacentes p, = =2 y p, = =2 producen un
punto de salida en s = —2.5543 y el cero z, = —4 produce
un punto de llegada en s = —5.6079.

El lugar geométrico de raices resultante se muestra en

la figuraVI.1c.

Root Locus
2 .
15F
1F
05F
5’
& 0 0B -CHRO¢
g
~—05}
4t
—-15¢
5 , , , , , , .
=7 —6 -5 —4 -3 —2 —1 0
Real Axis
. K(s+10)(s+4)
Figura Vl.1¢c LGR de G(s)H(s) = ————.
9 ©HE) = S 325 43)

6.9 Primero se describira al sistema en bloques (figura
VI1.2).

a) Para obtener la aproximacién de Padé de tercer grado,
si se considera que T,;=1.2 seg, se emplea la ecuacion
(3.97), que corresponde a:

—s% +10s2 — 41.6667 + 69.4444
$2 +1052 + 41.6667 + 69.4444

125

e Gy(s) @

Vilvula Atraso de
y Controlador y tanque tiempo
ref V. T T,
K Gp(s) —1.2s >

+

G

Vrctro
Sensor

Figura VI.2 Diagrama de bloques del sistema de
control de temperatura de la figura 6.43.

b) La trayectoria directa G(s) estd formada por el com-
parador, el controlador, la servovalvula, el proceso por
controlar y el factor de atraso de tiempo T,.

Segtin se mencioné en el capitulo 1, el comparador
junto con el controlador se denominan genéricamente
controlador; en este caso, se supondrd que al inicio la ga-
nancia K del controlador es unitaria.

Funcién de transferencia Cp(s) de la servovalvula y del
proceso por controlar.

Si se considera que el proceso de variacion de tem-
peratura puede aproximarse al comportamiento de un
sistema de primer grado:

K
5)= P

s+l

p

segun se indicé por medio de la ecuacién (5.3), donde K,
es la ganancia del sistema y 7 la constante de tiempo de
Gp(s), por lo cual:

0.28°C °C
= =56

K (s)=
© 0.005v v

P

Al aplicar la ecuacidon (5.5), la respuesta al escalén
de magnitud A de un sistema de primer orden es de la
forma:

y(t)=AKp(l—ef’/T)

por lo que es posible determinar el valor de 7 si se con-
sidera:

dyw| _AK

Ay —r
dt T
=0 A=1

El proceso Gp(s) quedari expresado como:

K
G 9o p _ 56 _ 35 )
P rs41 16s+1 s+0.0625

= 3.5 °C/seg,conlo cual T=16seg.
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por lo que la funcién de transferencia de trayectoria di-
recta G(s) es:

p
35 =2 +105% —41.6667 + 69.4444
$+0.0625  $3 +105% +41.6667 + 69.4444

—3.553 + 3552 —145.8333 s + 243.0556
C
st 410.0625 53 4 42.2917 52 4 72.0486 s + 4.3403

La funcién de transferencia H(s) del sensor es:

H(s) = 0.00636v / °C @)

y el producto de las ecuaciones (c) y (d) dara la expresion
de la funcién de transferencia de lazo abierto G(s)H(s), a
partir de la cual se obtiene el LGR que se muestra en la
figuraV1.3.

—0.02226 53 4+ 0.2226 52 — 0.9275 5 + 1.5458

G(s)H(s)

()

Root Locus

Ji\

=10 =5 0 5 10 15 20 25
Real Axis

Figura V1.3 LGR de la funcién de transferencia de lazo
abierto descrita por la ecuacién (e).

6.10 Con respecto a la figura VI.3 se observa que el
LGR tiene cuatro ramas. Para que el sistema se comporte
como criticamente amortiguado, se elige una ganancia
K de 12.7767 unidades para que el sistema opere en el
punto de separacién con p, = p, = —0.8958, mientras
que la ubicacion de los dos polos restantes de lazo ce-
rrado corresponde a p; , =—3.9933 £ 3.7522. Como la
posicion de los polos reales repetidos es menor que seis
veces la distancia de las partes reales de los polos restan-

s 10,0625 +42.2917 52 + 72.0486 5 + 4.3403

tes, la aproximacién a polinomio cuadritico no es valida
(st la parte real de los polos complejos fuera mayor o igual
a 5.3748 la aproximacién seria valida).

6.11 El archivo m escrito para resolver el problema
6.10 con Matlab se presenta a continuacion:

% Nombre:VIProb9

T=input(‘Definir atraso de tiempo T:);

n=input(‘Indicar grado de aprox de Padé:®);

[numpade,denpade]=pade(T,n);

‘Funcién de transferencia racional como aproximacién
de Padé”’

printsys(numpade,denpade)

nump=input(‘Definir numerador del proceso Gp :’);

denp=input(‘Definir denominador del proceso Gp :’);

‘Funcién de transferencia del proceso Gp(s):’

printsys(nump,denp)

[numG,denGl=series(nump,denp,numpade,denpade);

‘Funcién de transferencia de trayectoria directa G(s):’

printsys(numG,denG)

numH=input(‘Definir numerador Sensor H:*);

denH=input(‘Definir denominador Sensor H:*);

[numGH,denGH]=series(numG,denG,numH,denH);

‘Funcién de transferencia de lazo abierto G(s)H(s):’

printsys(numGH,denGH)

‘Presionar ENTER para ver LGR’

pause

rlocus(numGH,denGH)

axis([-10 25 -20 20])

‘Raices asociadas al punto seleccionado y ganancia en

dicho punto’

[k,poles]=rlocfind(numGH,denGH,-0.8957)

Al ¢jecutar el archivo anterior desde la ventana principal
de Matlab, se obtiene el siguiente resultado:

Definir atraso de tiempo: 1.2
Indicar grado de aprox de Padé: 3
¢ Funcién de transferencia racional como aproximacién

de Padé:*

num/den =

=173+ 10 s"2 — 41.6667 s + 69.4444

$"3 + 10 s"2 + 41.6667 s + 69.4444

Definir numerador del proceso Gp :[3.5]
Definir denominador del proceso Gp :[1 0.0625]

‘Funcién de transferencia del proceso Gp(s)

num/den =
3.5

s +0.0625
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>

‘Funcién de transferencia de trayectoria directa G(s)

num/den =

—3.5"3 + 352 — 145.8333 s + 243.0556

s™4 +10.0625 s"3 + 42.2917 s"2 + 72.0486 s + 4.3403

Definir numerador del Sensor H: [0.00636]
Definir denominador del Sensor H: [1]

Funcidn de transferencia de lazo abierto G(s)H(s)

num/den =

—0.02226 s"3 + 0.2226 s"2 — 0.9275 s + 1.5458

s™ + 10.0625 73 + 42.2917 s"2 + 72.0486 s + 4.3403
Presionar ENTER para ver LGR

‘Raices asociadas al punto seleccionado y ganancia en
dicho punto’

k =12.7767
poles =

—3.9933 + 3.75221
—3.9933 — 3.75221
—0.8958
—0.8957

6.12 Elsiguiente c6digo en Matlab muestra la manipu-
lacion de bloques para obtener la representacion analitica
de T(s), asi como su respuesta al escalon unitario:

>> % Aproximacion de Padé de exp(—1.2s)
>> [numpade,denpade]=pade(1.2,3); printsys(numpade,
denpade)

num/den =
—1 "3+ 10 s"2 - 41.6667 s + 69.4444

$"3 + 10 s"2 + 41.6667 s + 69.4444

>> % Controlador y proceso, donde K=12.7767
>> nump=[3.5*12.7767]; denp=[1 0.0625]; printsys
(nump,denp)

num/den =

44.7184
s +0.0625
>> % Funcidén de transferencia de trayectoria directa

>>[numG,denG]=series(nump,denp,numpade,denpade);
>> printsys(numG,denG)

num/den =

—44.7184 $"3 + 447.1845 "2 — 1863.2688 s + 3105.4479

s™4 +10.0625 $"3 + 42.2917 s"2 + 72.0486 s + 4.3403

>> % Funcidn de transferencia de retroalimentacién

>> numh=[0.00636]; denh=[1]; printsys(numh,denh)

num/den =

0.00636

1
>> % Funcidn de transferencia de lazo cerrado T(s)
>> [numT,denT]=feedback(numG,denG,numh,denh);
>> printsys(numT,denT)

num/den =

—44.7184 "3 + 447.1845 "2 — 1863.2688 s + 3105.4479

s™4 +9.7781 s"3 + 45.1358 s"2 + 60.1982 s + 24.0909

>> % Polos de lazo cerrado
>> polosLC=roots(denT)

polosLC =
—3.9933 + 3.7522i
—3.9933 — 3.7522i
—0.8974
—0.8941

La respuesta al escaldén se muestra en la figuraVI.4a.

150
100
50
0 v/
=50
0 2 4t 6 8 10

Figura Vl.4a Respuesta al escalén unitario del sistema
en configuracién de lazo cerrado.

Como alternativa de solucion, el sistema puede repre-
sentarse en Simulink (anilogo al diagrama de bloques
mostrado en la figura VI.2), una vez que se han cuantifi-
cado todos los pardmetros.Ya en este punto, se procede a
extraer el modelo hacia Matlab (instruccidn: linmod). Lo
anterior se ilustra en la figura VI.4b.
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35 =3+ 1052 —41.6667s + 69.4444
s + 0.0625 =3+ 1052 +41.6667s + 69.4444

K=12.7767 _ Gp(s)

Aprox. de Padé

Figura VI.4b Representacion en Simulink del diagrama de bloques de la figura VI.2.

6.13 La figuraVIL.5 muestra el LGR de:

K
s(s+3)(s> +4s5+5)

G(s)H(s) =

El amortiguamiento relacionado con el maximo pico de
sobreimpulso MP = 13.324 % corresponde a A = 0.54.

El siguiente cédigo en Matlab permitird obtener la
ganancia K del sistema que satisfaga la especificacién de
disefio:

>> num=[1]; den=conv([1 3 0],[1 4 5]);
>> rlocus(num,den)

>> o=tf(num,den);

>> k=0:0.2:32;

>> rlocus(g,k)

>> zgrid

>> [k,poles]=rlocfind(num,den)

Para el punto seleccionado con el cursor, se obtienen
los siguientes datos:

k=18.5353
poles = —0.4850 + 0.7691j y =3.0150 % 1.1108;.

Root Locus

Imag Axis

—0.5}

—15f

Figura VI.5 LGR de G(s)H(s) =

s(s+3)(s2+45+5)
es decir, el comando sgrid permite superponer radiales
(indicativo de A) y semicirculos (sinénimo de w,)).

Los polos dominantes corresponden a p; , = —=0.4850
+ 0.7691j, mientras que la aproximacién a polinomio
cuadritico es valida, ya que los polos restantes p; , =
—3.0150 + 1.1108 cubren el requisito de posicion en el
eje real con respecto a los polos dominantes p, ,. La figu-
raVL5 presenta el LGR obtenido.

La frecuencia natural no amortiguada y el tiempo de
asentamiento corresponden a:

®,=0.9092ad/seg y t =8.1467 seg

6.14 El margen de fase puede relacionarse con el
amortiguamiento A del sistema bajo consideracién. Con
respecto a la funcidn de transferencia de lazo abierto de
un sistema de segundo grado:

wZ
n

GEH(s)=—————

s(s+2Aw )

lo que hace unitaria la frecuencia natural no amortiguada
y varia el amortiguamiento en el rango 0 < A < 1, por
lo que se obtienen los margenes de fase graficados en la
figuraVI.6 y mostrados en la tablaVI.1.

La figura V1.6 indica una cierta relacién lineal entre
MF y A, siempre y cuando el amortiguamiento sea menor
o igual a 0.7071; por lo tanto, el margen de fase sera un
indicativo de la cantidad de amortiguamiento del siste-
ma. Margenes de fase menores de 30° suponen sistemas
estables, pero con escaso amortiguamiento (por lo que la
respuesta en lazo cerrado serd muy oscilatoria); margenes
de fase mayores a 60° supondran sistemas con amortigua-
mientos elevados, de ahi que los margenes de fase reco-
mendados estarin dentro del rango 30° < MF < 60°.

Para interpretar el concepto de margen de ganancia
MG, el punto de partida sera la ecuacién (6.13):

Ganancia maxima K,
MG = - — =
Ganancia de disefio K i

(6.13)

donde K, es la ganancia maxima requerida por el sistema
para que su comportamiento sea marginalmente estable,
y K, es la ganancia de disefio, susceptible a ser ajustada
segun especificaciones de funcionamiento.
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Relacion MF-Lambda
80 T T T T

70F

60F

50 F

401

30F

20F

Margen de fase: 0 < MF < 76.342

10F

0

0 01 01 01 01 01 01 01 01 01 1
Amortiguamiento: 0 < Lambda < 1

Figura VI.6 Representacion grafica de los margenes
de fase obtenidos al variar el amortiguamiento

en el rango O < A < 1 de la funcién de transferencia
de lazo abierto haciendo unitario el valor de w,;

2
w
G(s)H(s) = ——————para A <0.7071, A = 0.01 MF.
s(s+2Aw,)
Tabla VI.1 Relacion entre margenes de fase y

amortiguamiento en el rango O < A < 1.

0 0
0.1 11.419
0.2 22.599
0.3 33.269
0.4 43.113
0.5 51.822
0.6 59.180
0.7 65.152
0.8 69.856
0.9 73.508
1.0 76.342

Sia K, se le asigna un valor igual a K, el margen de
ganancia serd igual a la unidad, por lo que el sistema se
comportard en forma libre oscilatoria: K,; X (1) = K,,.

Si K; > K, el cociente K /K, serd menor que la uni-
dad y el sistema resultante serd inestable. Por lo tanto, la
estabilidad del sistema supondrd que K /K, habra de ser
mayor que la unidad.

Valores de MG levemente mayores a la unidad per-
mitiran inferir que el sistema es estable, pero con una
respuesta muy lenta. Incrementos de MG suponen que
el sistema se comportara cada vez en forma menos lenta.

Valores elevados de MG indicaran que el sistema serd
cada vez mas rapido en su respuesta. Por lo anterior, en
general el rango de margenes de ganancia recomendables
es de 2 < MG < 10 unidades.

Como conclusién a lo anterior, el margen de fase se-
nala la cantidad de amortiguamiento del sistema cuadri-
tico correspondiente. El margen de ganancia es indicativo
de la velocidad de respuesta del sistema de segundo grado
asociado; de ahi la importancia de asegurar que el com-
portamiento de un polinomio de grado superior llegue a
ser semejante a un comportamiento cuadratico.

6.15a) Tanto el LGR (figura VI.1a) como la ganancia
méxima K, = 4 unidades en el punto de cruce con el eje
jow = %£j del plano s, para la funcién de transferencia de
lazo cerrado considerada, fueron calculados en la solu-
ci6én del problema 6.8a4).

El margen de ganancia se determina segtin la ecuacién

(6.13):

MG = = % = 2 unidades.

El margen de fase de un sistema G(s)H(s) se obtiene
del LGR al sustituir s por jw para determinar el punto
Jo, que satisfaga:

K(s+0.5)

2 (s+1)(s+3) =K

s=jo,

coHO|_, = y

para el valor seleccionado de ganancia de disefio K, = 2
unidades:
De acuerdo con la ecuaciéon (6.14):

magnitudes de los vectores

IT;
J=0

m

deloscerosal punto jw

|Ges)H(s)| = K :
magnitudes de los vectores

i=0 )

=" delos polos al punto jw
Kd=2

El valor de w; que satisface la ecuacién anterior se

determina mediante el método recurrente. En este caso,
w; = 0.673 rad/seg:

0.67320.673% +130.6732 +3%
V06732 +0.52

0.673% X 1.2053 X 3.0745 _ )
0.8384

como w, es conocido, el margen de fase se calcula con la
ecuacién (6.17):

MF =180°+ £G(jw )H(jw )
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donde la fase de ZG(jw,) H(jw,) para w, = 0.673 rad/seg es:

w
qb(wl=0.673)=—180°—tg—1(w1)—cg—1 Tl +ig! 0—51 = —173.1942°

El margen de fase es:

MF = 180° + ZG(jw ,)H(jo ) = 180° — 173.1942° = 6.8057°

6.15b) La ganancia maxima K, = 128 unidades en el
punto de cruce + 2 del LGR con el eje jw del plano s
se obtuvo en la solucién del problema 6.8b), mientras el
LGR respectivo se presentd en la figura VI.1b.

Como alternativa, la ganancia maxima y el punto de
cruce del LGR con el eje jw pueden determinarse me-
diante el método de Routh-Hurwitz.

La representacién del polinomio caracteristico 1 +

G(s)H(s) = 0 es:
P 1082 +3652 +405+ K =0

en tanto que en el arreglo de Routh-Hurwitz es:

st 1 36 K
3 10 40
2 32 K

st 1280 -10K

s0 K

El rango de ganancias para que el sistema sea estable es
0 < K< 128, por lo que la ganancia maxima K|, corres-
ponde a 128 unidades.

El polinomio asociado a la fila del elemento s> del
arreglo de Routh-Hurwitz es 325> + K; si se considera
que K, = 128 unidades, se encuentra que las raices del
polinomio son s = £2, que corresponden precisamente
al punto de cruce del LGR con el ¢je jw.

El margen de ganancia relacionado con MG = 4 uni-
dades y el margen de fase es de 52.852°, tomando en
cuenta que la frecuencia que satisface la ecuacién (6.16)
para la ganancia K, = 32 unidades es w; = 0.7383 rad/

seg.

6.16 La estabilidad relativa es un indicativo del com-
portamiento del sistema en lazo cerrado en términos de
los mérgenes de fase y ganancia, y significan, respectiva-
mente, todos los posibles grados de amortiguamiento y
las velocidades de respuesta del sistema. Como ejemplo,
se considera la funcién de transferencia de lazo abierto:

K
s(s+2)(s% + 85+ 20)

G(9H(s) =

y su comportamiento a entrada escalén para diferentes
valores de ganancia.

La figura VI.7 muestra la respuesta en lazo cerrado al
escalon unitario del sistema bajo analisis, para diferentes
ganancias.

6.17a) La funcién de transferencia de lazo cerrado T(s),
relacionada con el diagrama de bloques de la figura 6.44a,
corresponde a:

Step Response

18k K=100 ]

1.4

il KSA/,[\T//\ A '

\/

Amplitude

K =13.67

0 L L L L L L L L L
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Time (sec)

Figura VI.7 Respuesta al escalén del sistema de lazo

cerrado asociado a: G(s)H(s) = K ,
s(s+2)(s? +8s+20)

para diversos valores de ganancia K.

10 (s+ K)
T()=——— 8
s 4+2s4+155+5K

La expresion anterior se multiplica y se divide por y
entre el factor:

1
s3 4252 +155
para determinar la funcién de transferencia de lazo abier-
to G'(s)H(s):
10(s + K)

s(s> +25+15)
-5
s(s? +25+15)

T'(s)=
1+ K
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Tabla VI.2

Interpretacion fisica de la estabilidad relativa expresada en términos de margenes

de ganancia y fase,* si se consideran los rangos recomendables: 2 < MG < 10 unidades
y 30° < MF < 60°.

Margen de Margen de
Ganancia K ganancia MG fase MF Comentarios
13.67 9.364 72 77220 MG elevado.supone. sistema rapido. .
MEF elevado indica sistema muy amortiguado.
MG cercano al limite inferior; se espera un sis-
o tema lento.

>0 2.6 37.6262 MEF cercano a la media del rango recomendado;
amortiguamiento A = 0.01 MF.
MG muy cercano al limite minimo supone sis-
tema muy lento.

100 1.28 10.1302° MF indica sistema muy poco amortiguado vy,
por lo tanto, muy oscilatorio; amortiguamiento
A =0.01 MF.

Por lo tanto, la nueva funcién de transferencia de lazo
abierto susceptible a ser representada por medio del LGR,
que se muestra en la figura VL8, es:

, ~ 5
ClaH(s) =K s(s2 +25+15) ©

Root Locus
T

\

D )
T

—4l -\
5 —4 -3 —2 —1 0 1 2
Real Axis

Figura VI.8 Lugar geométrico de raices
de la ecuacion (c).

6.17b) La funcién de transferencia de lazo cerrado
T(s), correspondiente al diagrama de bloques de la figura
6.44b, es:

5(s+ K)
4P 142 + 205+ K (2 + 452 +145+25

(

T(s)= )\a)

Para determinar una expresién de la funcién de trans-
ferencia de lazo abierto en funcién del pardmetro K, la
ecuacidn (a) se rescribe como:

5(s+ K)
3 2
, s(s7 +4s7+145+20
T/( = A T 20 ®
(87 + 45 +145+25)

s(s? +45% +145+20)

por lo que la nueva funcidén de transferencia de lazo
abierto es:

(¥ +452 +145+25)

G'(s)H(s)= K
s(s3 + 452 + 145+ 20)

(©

EI LGR respectivo (no mostrado) se obtiene, si se uti-
liza Matlab, por medio del siguiente cédigo:

>> num=[1 4 14 25];
>> den=[1 4 14 20 0];

>> g=tf(num,den);
>> k=0:0.1:10;

>> rlocus(g,k)

>> axis([—4 0.5 —4 4])

* La interpretacién del margen de ganancia y margen de fase empieza a partir de un comportamiento criticamente amortiguado, mediante el

conocimiento previo del LGR respectivo (solucion del problema 6.8b)
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6.18a) La funcidon de transferencia de lazo cerrado co-
rrespondiente a la figura 6.45a es:

9= 10 @)

P 42424105410

de tal manera que al reordenar la ecuacién (a), se obtiene
una expresion para la nueva funcién de transferencia de

lazo abierto G'(s)H(s):

GH () = A2 )
HH(s) = A0
S +10s+10

El LGR de la ecuacién (b), que indica el comporta-
miento del sistema para variaciones de amortiguamiento
A, se muestra en la figuraVI.9a.

Root Locus
3l OO0 |
2F LGR
indicando
1k variaciones
" de A
‘?D 0 |- Xe === K== K= X~ KX X000 R
E CEeros
= dobles
_1 - -
_2 -
_3 - -
1 1 1 1 1 WI
—25 -2 —1.5 —1 —0.5 0 0.5
Real Axis
. , 252
Figura VI.9a LGR de G'(s)H(s) = /\3—.
s°+10s+10

La funcidn de transferencia de lazo cerrado de la nueva
representacion corresponde a:

, 10
T'(s)= 3 5
s +2A s +10s+10

(©

Por medio de la nueva ecuacidn caracteristica T'(s), se
obtiene el valor del amortiguamiento A en el punto de
cruce del LGR con el ¢je jw.

S 4+2As2+10s+10=0{
s=jw
El amortiguamiento en el punto de cruce esA =0.5y
el cruce ocurre cuando jw = £3.1622;.
La tablaV1.3 sefiala la ubicacion de algunos de los polos
de lazo cerrado para variaciones de amortiguamiento A.

6.18b) En referencia al diagrama de bloques mostrado
en la figura 6.45b, se presentan dos parimetros ajustables:
la ganancia Ky la posicién del cero (s + a). Como ini-
cio, se asignard una ganancia de dos unidades y el cero
se ubicard en s = =5, ya que para tales valores el sistema
resultante en lazo cerrado, aunque de grado tres, puede
aproximarse a un polinomio de segundo grado porque
los polos dominantes se encuentran localizados en s, ,
= —0.2105 £ 2.508, mientras que la posicién del tercer
polo se localiza en s, = —1.579.

Al mantener fijo el valor de ganancia K = 2 unida-
des, se procede a obtener una expresion de la funcién de
transferencia de lazo cerrado G'(s)H(s) en términos del
pardmetro ajustable a:

2
G = qg—
WH(5)=a 5(52 +25+7) @

El LGR de la ecuacién (a) se muestra en la figura
VI.9b.

La funcién de transferencia de lazo cerrado T'(s) co-
rresponde a:

T/(s) = 2(s+a) b)
3 2
s> +2s°+7s+a

Mediante la ecuacidn caracteristica asociada se obtie-
nen los rangos de valores del parimetro a, para los cuales
el sistema es estable:

P +22+7s5+a=0 ‘ (c)

s=jo

Tabla VI.3 Ubicacion de los polos de lazo cerrado para variaciones

de amortiguamiento.

Polos de lazo

cerrado

Polo p, 0+ 3.1622j —0.445 + 2.968; | —1.185 + 2.175j
Polo p, 0-3.1622j —0.445 - 2.968j | —1.185 — 2.175j
Polo p, —1.000 —1.1096 —1.6294
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Root Locus
T T

Imag Axis

—12 —-10 -8

Figura VI.9b LGR en términos del parametro ajustable
2

a correspondiente a G'(s)H(s)=a————.
P ()(s) s(s>+2s5+7)

Al sustituir s por jw, en la ecuacién (c), se obtiene el
punto de cruce del LGR con el ¢je jw, que corresponde
a jw = 12.6456 para a = 7; por lo tanto, para K= 2 uni-
dades, mientras si a < 7, el sistema sera estable.

6.19 En principio se obtiene el LGR (figura VI.10a)
para variaciones de K, haciendo el pardimetro a = 0, por
lo que G(s)H(s) es:

K(s+a) _ K

$(s2 +25+5) =0 242545

G(s)H(s) = (@)

La tabla V1.4 presenta la ubicacién de los polos de lazo
cerrado para ganancias K= 2,5y 10 unidades, los cuales se
obtienen de la representacién del LGR de la figuraVI.10a.

Luego de fijar la ganancia K = 2 unidades, se procede a
determinar una expresion para la funcion de transferencia
de lazo abierto en términos del parimetro ajustable g; el
correspondiente LGR de la siguiente ecuacién es la misma
configuracion del LGR, que se ilustra en la figuraVI.9b.

K
P +22+5+K)s

2

G'(s)H(s)=a

K=2

am (b) G(s)H(s) =

Root Locus
ST T T T T T T T
6
4}
2L
Z 0
=
£
_2 I
—4}
—6l
—8E, \ \ \ \ \ \ \ 1
—-18 —-16 —14 —-12 -1 —-08 —-0.6 —04 —0.2 0
Real Axis
. K
Figura VI.10a LGR de G(s)H(s) = ———.
2 +2s5+5

El contorno de raices mostrado en la figura VI.10b se
obtiene al empalmar los lugares geométricos de raices
obtenidos mediante la ecuacién (a) (figura VI.10a), asi
como el lugar geométrico de la ecuacion (b); esta tltima,
para ganancias fijas K= 2,5y 10 unidades.

Root Locus
5
4r K
GOHE) = 5——
s2+2s+5
3t
sl f::::: ]
' K
G'(9H(s) = a =
. 1F s3+2sz+(5+1<')£§:;0-
5 K=2
Y () 1 OO RR0ER.
£l
ot
K=2
-3t K
GOH(E) = ———— B
4t ?+2s+5 K=5
; \ K=10
= =5 =2 =i 0 1 2 3 4
Real Axis

Figura VI.10b Contorno de raices LGR de
K(s+a)

———— para K= 2, 5y 10 unidades.
5(s>+2s5+5) P Y

Tabla VI.4 Ubicacion de los polos de lazo cerrado para variaciones

de ganancia.
Polos de lazo
cerrado K=5.0
Polo p, | —1 4 2.4495; | -1+3j | -1+ 3.7417j
Polo p, ‘ —1 —2.4495j ‘ -1-3j ‘ -1 -3.7417j
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6.20 La solucién de este problema no es Gnica, ya que
se pueden elegir diversos valores de ganancias, de tal ma-
nera que el sistema resultante se comporte como un po-
linomio de segundo grado.

Para construir el LGR, el punto de partida es la fun-
cién de transferencia de lazo abierto G(s)H(s), la cual
consta de tres polos reales repetidos ubicados en s = —2:

05K

G(9H($) =—————
s7+6s7+125+8

a) Una de tantas posibles alternativas para que el sistema
resultante en lazo cerrado tenga un comportamien-
to semejante al de un polinomio de segundo grado,
es considerar una ganancia de 32.8422 unidades; para
este caso, el LGR (no mostrado) presenta los siguientes
polos dominantes de lazo cerrado: p; , = -0.7291
2.2012jy p, = —4.5418. De esta forma, se satisface el
requisito de que en el sistema obtenido haya un com-
portamiento como el del polinomio cuadratico:

5, + 14582 +5.376 =0

b) Para K = 32.8422 unidades, pero el sistema tiene im-
plicitos los siguientes parametros: A = 0.3144, 0, =
2.3186 rad/seg y w = 2.20098 rad/seg.

A partir de los datos anteriores, se obtienen los si-
guientes resultados: MP = 35.32%, Tp = 1.4273 seg,
T =5.4862segy T, =0.6840 seg.

¢) MG = 3.898 unidades en w = 3.4643 rad/seg, por lo
que el margen de fase es de 65.6821°, que se presenta
en la frecuencia w; = 1.5685 rad/seg.

d) La respuesta al escalon unitario corresponde a:

y(f) = 2.689 — 0.746¢ 3411 — 19407072 (co5 2.2 +
1.124 sen 2.2¢)

La respuesta al escalon unitario se muestra en la figura
VI.10c.

\/
—

0 2 4 6 8 10

Figura VI.10c Respuesta al escalén del sistema en
lazo cerrado, una vez que se ha ajustado la ganancia
por medio del andlisis del LGR, para satisfacer las
especificaciones de disefio.

6.21 Basicamente, el conjunto de instrucciones que
debe contener el archivo m para resolver los diversos
incisos del problema 6.20 consta de las siguientes ins-
trucciones, una vez que se han definido las funciones de
transferencia de las trayectorias: directa G(s) y de retroali-
mentaciéon H(s). De esta forma, se obtiene una expresiéon
analitica de la funcidén de transferencia de lazo abierto.

>> numGH=[ 0.5 X 32.8422 ]; denGH=[ 1 6 12 8 |[;
GH=tf(numGH,denGH)

>> k=0:0.5:128; % Rango e intervalo de ganancias:

>> rlocus(GH,k);

>> % Obtencién de ganancia y ubicacién deseada de
polos de lazo cerrado

>> % en algin punto especifico del LGR:

>> [k,poles|=rlocfind(GH,k,ubicacion deseada de algiin
polo)

>> % Obtencidn de los margenes de fase y ganancia, una
vez que la

>> % ganancia ha sido seleccionada.

>> [Gm,Pm,Wcg, Wepl=margin(numGH,denGH)

6.22 Primero se procederi a extraer una expresion para
los elementos que forman la funcién de transferencia de
trayectoria directa G(s), lo cual se logrard a partir del
diagrama mostrado en la figuraVI.11a (véase la solucién

del problema 4.13).
Al definir desde Matlab a los elementos:

>>1=0.1; R=1; Vref=1; J=3; b=5; m=2; =0.5; Kt=1;
Ka=0.6; Kf=0.6; K=1;
>> K2=J+m*r"2; K3=L*Kt+Ka*Kf, K4=b*r"2;

se utilizard Simulink para representar al sistema G(s), se-
gun se indica en la figura VI.11b; este archivo se guar-
da con el nombre de cap6Prob22b. De esta manera, se
procede a efectuar la extraccion del sistema hacia Ma-
tlab. El controlador K serd cuantificado una vez que se
haya obtenido el anilisis del lugar geométrico de raices
respectivo de G(s), de acuerdo con las especificaciones
requeridas.

>> [A,B,C,D]=linmod(‘cap6Prob22b’);
>> [numG,denG|=ss2tf(A,B,C,D);

>> printsys(numG,denG)

>> [A,B,C,D]=linmod(‘gigicth22’);

>> [numG,denG|=ss2tf(A,B,C,D);

>> printsys(numG,denG)

num/den =
4.4409e-016 s"2 + 2.2204e-016 s + 0.089286

$"3 +2.8571 "2 + 1.1071 s

Por lo que la funcidn de transferencia de lazo abierto es:

0.089286
3 2
s2 +2.8571s< +1.1071s H(s)=1

G(s)H(s) =
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dim/ dt im
+ 1
_ >@ ™ 5
Ganancia
ajustable Kt/K3  Integrador 1
k=1 Resistencia
o ——<—]
Ka
Kf
Kf |«
> teta  x(t) Vretro
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1 | 1
>+ S s
> 1/K2  Integrador 2| Integrador radio r Potenci6-
. 3 metro de
Ganancia K4 retroalimen-
K4|<— tacion

Scope

Figura VI.11a Sistema retroalimentado del que se obtendra una expresion
para la funcién de transferencia de trayectoria directa G(s).

Una estabilidad relativa de cuando menos 0.15 uni-
dades supone, por un lado, que los polos dominantes de
lazo cerrado deben ubicarse a la izquierda del eje real en
s = —0.15 vy, por otro, que la estabilidad relativa reque-

Ganancia
ajustable

rida supone que T = 1/0.15 = 6.666 seg, lo que indica
una velocidad de respuesta por parte del sistema de 47 =

26.666 segundos.

dim/ dt im

> -

Kt/K3 Integrador 1

Vretro

Resistencia
Ka
Kf
-
omega teta  x(1)
1

1/K2  Integrador 2

Ganancia K4

&

Integrador radio r Potenci6-
3 metro de
retroalimen-
tacidn

» 1
Out 1

Figura VI.11b Representacién en Simulink del sistema de la figura VI.11a,
guardado en memoria como cap6Prob22a.
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El siguiente c6digo de instrucciones en Matlab permi-
te obtener la ganancia requerida para que el sistema en
lazo cerrado tenga sus polos dominantes en las inmedia-
ciones s = —0.15:

>> numGH=[0.089286]; denGH=[1 2.8571 1.1071 0];
>> rlocus(numGH,denGH)

>> gh=tf(numGH,denGH);

>> k=0:0.2:30;

>> hold on

>> rlocus(gh,k), [k,poles|=rlocfind(numGH,denGH,—1
.5+0.562j)

>> axis([—2.5 0 —1 1]), hold off

k =9.6930

poles = —2.556
—0.1503 + 0.56211
—0.1503 = 0.5621i1

La figuraVI.11c muestra el LG respectivo.

Root Locus
1 System:gh
Gain:9.69
0.8} Pole:—0.15 + 0.562i
Damping: 0.258
061 Opvershoot (%): 43.1
0.4} Frequency (rad/sec): 0.582
0.2}
5 [ 3 R X- § HORBOL
£02
g0
—0.4
—0.6
—0.8
—1 L L L L
—25 =2 —15 -1 —0.5

Real Axis

Figura VI.11c Lugar geométrico de raices de

_ 0.089286
5342857152 +1.1071s u

G(s)H(s) .
(s)=1

Los resultados obtenidos son: para una ganancia de
K =9.6930 unidades, mientras los polos de lazo cerrado
se ubican en Py =—0.1503 £0.5621y p; = —2.556. Por
lo tanto, la aproximacién a comportamiento de segundo
grado es valida. La funcién de transferencia de lazo cerra-
do corresponde a:

>> [numT,denT]|=cloop(9.693*numGH,denGH,—1);
>> printsys(numT,denT)

) 0.86558
s)=
3 +2.85715% +1.1071s + 0.86558

La respuesta al escalén unitario se presenta en la figura
VI.11d.

Step Response

Amplitude

0.5F k

0 1 1 1 1 1 1 1
0 5 10 15 20 25 30 35 40

Time (sec)

Figura VI.11d Respuesta del sistema a una entrada
escalén unitario.

Con respecto a los resultados obtenidos, es posible lle-
gar a las siguientes conclusiones:

1. La entrada de referencia r (f) = 1 unidad indica la
ubicacion deseada de la plataforma por parte del usua-
rio, mientras la posiciéon de estado estable de dicha
plataforma es de una unidad; por lo tanto, no existe
un error de estado estable con respecto al compor-
tamiento deseado. El siguiente capitulo tratara el tema
relacionado con los diferentes tipos de error y como
eliminarlos o reducirlos.

2. La respuesta del sistema es sumamente lenta, por lo
que varia la ganancia del controlador proporcional K;
no es suficiente para que el sistema responda de una
manera mucho menos lenta, de aqui se desprende el
concepto de agregar elementos adicionales a la confi-
guraciéon original para hacer que el sistema cuente con
mayor velocidad de respuesta o, en su caso, para reducir
el error de la respuesta de estado estable con respecto
a una entrada de referencia. Lo anterior se logra me-
diante la adicién de diferentes tipos de controladores,
tema que se tratara en el capitulo 8.
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INTRODUCCION

En este capitulo se define el concepto de error de estado estable para sistemas retroali-
mentados considerando diferentes tipos de entradas: escalon, rampa y parabdlica. Ade-
mas, se clasifican las distintas constantes de error: posicidn, velocidad y aceleracién. Se
prosigue con la introduccién del concepto de sensibilidad de los sistemas debido a varia-
clones en sus parametros, asi como con la forma de cuantificarla. Para finalizar tomamos
en cuenta los efectos de la retroalimentacién en la estabilidad de los sistemas.

Contenido

* Concepto de error de estado estable.

* Clasificacién de los tipos de sistemas y constantes de error.

* Error de estado estable para sistemas con retroalimentacién unitaria y no unitaria.
* Definicién de la sensibilidad de los sistemas.

» Efectos en la variacién de parametros en los sistemas.

* Sensibilidad asociada al lugar geométrico de raices.

* Problemas.

* Referencias del capitulo 7.

* Soluciones a los problemas del capitulo 7.

Objetivos

* Definir el concepto de error de estado estable para diferentes tipos de entradas: esca-
160, rampa y parabdlica.

¢ Clasificar los sistemas con respecto al nimero de integradores.

* Definir el concepto de constantes de error.

* Estudiar los efectos en la variacién de parimetros en los sistemas.

* Introducir el concepto de sensibilidad.
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7.1 INTRODUCCION

Figura 7.1

Regimenes transitorio y
de estado estable para un
sistema estable.

Figura 7.2
Tipos de entradas aplicadas
a los sistemas de control.

Hasta ahora se ha analizado el concepto de estabilidad en los sistemas, de tal forma que
si el sistema es estable, su comportamiento se describe en el régimen transitorio, esto
es, antes de que alcance su valor final. En la figura 7.1 se muestran los regimenes de un
sistema estable: transitorio (natural) y de estado estable (forzado).

(t)
1 r(t)

error de
1 estado estable

g )\ )
Y Y
Régimen Régimen de
transitorio estado estable

Independientemente de las caracteristicas del comportamiento transitorio de un sis-
tema (maximo pico de sobreimpulso, tiempo de asentamiento, etcétera), hay un segundo
parametro de analisis, lo cual nos lleva a definir el error que presenta la respuesta de un
sistema para diferentes tipos de entradas de referencia. Esto Gltimo indica el grado de
desviacidn en la respuesta del sistema para diversas clases de entradas.

La figura 7.2 contiene las entradas tipicas que se le pueden aplicar a los sistemas de
control. Obviamente, se espera que, sin importar el tipo de entrada aplicada, el sistema
presente un error de estado estable, ya sea nulo o finito, pero cercano a la referencia
introducida. Por lo anterior, se procedera a desarrollar una expresion analitica que nos
permita cuantificar dicho error en estado estable.

r(e) 4 r(f) r(f)

t t t

I

Escalén Rampa Parabdlica

El significado fisico de los diversos tipos de entradas aplicadas a los sistemas de con-
trol se interpreta asi. La entrada escalon le indica al sistema una referencia o un com-
portamiento constantes; por ejemplo, nivel, temperatura, posicion, etcétera. La entrada
rampa supone una referencia que modifica su posicién con respecto al tiempo, lo que
equivale a una velocidad constante; por ejemplo, el cambio de posicion de la Tierra
con respecto al Sol. La entrada parabdlica sugiere una referencia que varia su velocidad,
esto es, imprime una aceleracién constante; por ejemplo, la aceleracién constante de un
vehiculo.
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7.2 ERROR DE ESTADO ESTABLE EN FUNCION DE T(S)

Figura 7.3

Obtencion de la funcién
de transferencia de lazo
cerrado T(s) a partir

de un sistema con
retroalimentacién unitaria.

Figura 7.4a

Diagrama de bloque
con ganancia ajustable,
sistema estable en
lazo cerrado para toda
ganancia.

Figura 7.4b

Diagrama de bloques
con ganancia ajustable,
sistema estable en lazo
cerrado en el rango
O<K<e6.

Con respecto a la figura 7.3, el error E(s) se define como la diferencia de la entrada R(s)
menos la salida Y(s):

E(s)= R(s)=Y(s) (a)
R(s) E(s) Y(s)
o . R() o
+ Y —> | 1y >

Al sustituir (b) en (a):

E(s)=R(s)=Y()=R(s) [1-T() ] (©)

se obtiene una expresién del error E(s). En la figura 7.1 se ven los regimenes transitorio
y de estado estable. Si cuantificamos el error en régimen transitorio, para pequeflas va-
riaciones de tiempo f, la respuesta y(f) cambia considerablemente. Por eso, nos interesa
evaluar el error, pero ya que el sistema haya alcanzado el estado estable, por lo que se
aplica el teorema de valor final (véase el capitulo 2) a la ecuacidén (c) para obtener una
expresion analitica del error de estado estable ess:

e ()= 1lim s E(s)= lim s R (5)[ 1= T(s) ]

s—0 s—0

(7.1)

<& EJEMPLO 7.1

Para los sistemas mostrados en la figura 7.4, obtenga los errores de estado esta-
ble para las entradas: escalon b U(t), rampa b tU(t) y parabolica botzU(t).

R(s) : Y(s)
+ K Proc+ T
R() < ; Y(5)
+ S Y N
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Solucion:

a) Para aplicar la ecuacion 7.1, es necesario conocer 1(s), por lo cual la funcién de
transferencia de lazo cerrado asociada al diagrama de bloques de la figura 7.4a
corresponde a:

s) = — (2)

2 +35+2+K
Al sustituir la ecuacidn (a) en la ecuacion 7.1:

2435+2
e (f)=lim sR()[ 1-T(s) | = lim sR ()| ————
5 50 =50 2 43s42+K

Si r(t) es un escalon de magnitud b, el error de estado estable es:

1 24+35+2 2b
i o | =0

1 . =
eclon 0 5| s24+3s+2+K | 24K

&

Al considerar una entrada rampa de magnitud b :

1 2435+2
eSS(t)| =b lims— I ERTE e (c)
Laupa o0 2| 243s+2+K

y para una entrada parabdlica también de magnitud b :

1 2 43542
o =b lims—| = )
parabdlica o0 S| 2+3s+2+K

e, (t)

La ecuacién (b) indica que para una entrada de referencia constante hay un
error finito. Los resultados (c) y (d) muestran que el sistema es incapaz de seguir
las entradas de referencia asociadas.

Antes de proseguir, habra que analizar el resultado del inciso (b), que es el
error de estado estable para una entrada de referencia constante. Habra que
hacer la siguiente pregunta: ;Cual es el valor mas adecuado de ganancia K para
que opere el sistema? Para contestar la pregunta, hasta el momento contamos
con dos herramientas: el LGR vy el error de estado estable. Se considerard que
b, =1 en todos los casos.

El respectivo LGR (no mostrado en este analisis) indica que para una ganan-
cia de 0.25 unidades, el sistema se comporta en forma criticamente amortigua-
da (s , = =1.5); por lo tanto, este valor o alguno otro ligeramente mayor seria
una eleccién adecuada desde el punto de vista del comportamiento transitorio;
sin embargo, el otro parametro de anilisis, el error de estado estable, indica que
para K= 0.25 el error de estado estable corresponde al 88.88%, resultado inad-
misible por la enorme magnitud del error de estado estable.

La ecuacién (b) indica que un error de estado estable pequefio se obtiene al
incrementar la ganancia; por ejemplo, con K= 50 unidades, resulta un error de
estado estable del 3.846%; no obstante, ;como afecta tal incremento de ganancia
al régimen transitorio? El LGR de la configuracién (dos tinicos polos reales y
distintos) exhibe un comportamiento muy especial, ya que sélo en este tnico
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caso tanto el comportamiento criticamente amortiguado como el subamorti-
guado presentan la misma velocidad de respuesta. Los incrementos de ganancias
modifican el transitorio con respecto a A, @ y @, . La tabla 7.1 y la figura 7.5
presentan las caracteristicas de respuesta del sistema para diferentes ganancias,
para lo que se considera una entrada escalon unitario b U(t) = U(t).

Tabla 7.1 Caracteristicas de respuesta del sistema T(s) = ;
s2+3s+2+K

N I N R T BN
1.0

0.25 0.111 88.88% 2.666 1.5
10 0.833 16.66% 2.666 3.4641 0.433
25 0.9259 7.40% 2.666 5.1961 0.2886
50 0.9615 3.846% 2.666 7.2111 0.208
Figura 7.5
Respuesta al escaléon Step Response
unitario del sistema 1.5
K
§)=—""——.
s +3s+2+K
1
L
ks
B
2
g
<
0.5
0

Time (sec)

b) La funcién de transferencia de lazo cerrado correspondiente al sistema de la
figura 7.4b es:

K

T()=—/——7——"—
S +3s2+25+ K

por lo que la expresién a evaluar, en términos del error de estado estable para
diferentes entradas, es:

S +3s2+25+ K

eﬁ<t>=limsR<s>[1—T<s>]=nmsR(s)[ S(s% 435 42) ]

—0 s—0
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Para entradas escalon, rampa y parabodlica, todas ellas de magnitud b, los
errores de estado estable son:

b 243542
e ()  =lims—= _sLTH3542) =0
escalén S s | 34352425+ K
b 243542 2b
ess(t)| =b lim s— (s D) L
1ampa 0 2| 4352425+ K K
b, 2! 243542
e (] =b lims=2 IS R
parabolica 0 2 | 24324254 K

Con la adicién de un integrador a la configuracién de la figura 7.4a, se lo-
gra que el sistema presente un error de estado estable: nulo a entrada escaldn,
finito a entrada rampa e infinito a entrada parabdlica. El error de estado estable
a entrada rampa tedricamente puede hacerse pequefio si se incrementa K; sin
embargo, hay que tomar en cuenta que el respectivo LGR (no mostrado) indica
que la ganancia maxima del sistema, antes de que éste se torne inestable, es de
seis unidades. La tabla 7.2 y la figura 7.6 muestran las caracteristicas de respuesta
en lazo cerrado del sistema de la figura 7.4b a entrada rampa unitaria.

Tabla 7.2 Caracteristicas de respuesta a entrada rampa unitaria
del sistema de la figura 7.4b.

Aproximacion valida a
Polos de lazo cerrado polinomio cuadratico

0.3849 Py =p,=—0.4226 No valida 5.1961
py=—2.1547
1.0 Py, =-0.336£0.56/ Vilida 2.0
Py =—2.3269
2.0 P, =-0.239£0.85j Vilida 1.0
Py =—2.5218
o
Figura 7.6
Respuesta en lazo cerrado 20 T T T
a entrada rampa unitaria del
sistema
_ K i i :
(s> +3s+2+K) | referencia | i
10 f------nnmeemmeeee frmeemmnennnenass F ey e
0 H i
0 5 10 15 20
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7.2.1 Clasificacién de sistema y error en funcion de G(s)

Los sistemas de control pueden catalogarse desde muchos puntos de vista, segin el enfo-
que que se quiera dar a cada configuracién. Algunas veces la clasificacidén se lleva a cabo
de acuerdo con el principio fisico que rige al sistema; en otras circunstancias, se hace se-
gtn el orden de la ecuacidn diferencial respectiva. En esta ocasion, la clasificacion se hara
de acuerdo con el namero de integradores contenidos en la funcién de transferencia de
trayectoria directa G(s), lo cual facilitard la evaluacién del error:

G(S):K(5+ZO)(5+21)-~- 7.2)

(st p) st py-

Con respecto al factor s" de la ecuacidn anterior, el entero n representa el niimero de
integradores contenidos en G(s), a partir de lo cual se llevara a cabo la siguiente definicion;
si n =0, se dice que el sistema es de tipo 0;si n =1, el sistema se denomina de tipo 1y asi
sucesivamente.

Con respecto al diagrama de bloques de la figura 7.3, que representa un sistema con
retroalimentacion unitaria, el error se define como:

E(s)=R(s)=Y(s) (a)

donde la salida Y(s) corresponde a:

Al sustituir (b) en (a): E(s)=R(s)— E(s)G(s)
por lo que el error E(s) queda expresado como:

1
1+ G(s)

E(s)=R()

mientras el error de estado estable expresado en funcién de G(s) se obtiene a partir de
la aplicacién del teorema de valor final:

R
e ()=lmsE(s)=lims RO (7.3)
s—0 s—0 +G (S)
a) Error de estado estable para entrada escalon.
Al aplicar una entrada escalon: R(s) = b /s, el error de estado es:
4 0 1 bo
e () o =lims—* = - (7.4)
S5 escalon o0 s 1+ G(s) 1+ Hm G(s)
s—0
Para que el error de estado estable sea cero, se requiere que:
lim G(s) =0 (7.5)

s—0

Con respecto al tipo de sistema, si n = 1, se satisface la ecuacién (7.5), con lo que
el error de estado estable al escalén sera nulo.
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En caso de que el sistema sea de tipo 0, esto es, n = 0:

B Kz, zz,
lim G(s)= —2—1—2— (7.6)
s=0 P, P1Po
por lo que el error de estado estable al escalon serd finito.
b) Error de estado estable para entrada rampa.
Al aplicar una entrada rampa: R(s) = b / s%, el error de estado es:
b 1 1
e (t)| =lims4%+ ———=b lim———
S mmpa 00 2 14+ G(s) 0 st sG(s)
e (0] = b (7.7)
¥ ampa Jim s G(s) '
s—0
Para que el error de estado estable sea de cero, debe satisfacerse que:
lim sG(s) = oo (7.8)
s—0
lo cual se consigue si el tipo de sistema es n = 2.
Si el tipo de sistema es n = 1:
] Kz,21z5
lim §(G)s = —>———=— (7.9)
s—0 Py P1Por

Por lo que el error de estado estable a entrada rampa sera finito.
En caso de que el sistema sea de tipo 0, habra un error de estado estable infinito,

ya que:

lim sG(s)=0

s—0

¢) Error de estado estable para entrada parabdlica.
Al aplicar una entrada parabolica: R(s) = 2! b /s,, el error de estado se obtiene asi:

20 1 1
€3c<t)  =lims O—ZZ!bO lim
S “lparabdlica 50 3 1+G(s) 0 2 452 G(s)
2, 7.10
e“(t) parabdlica N lim SZ G(S) ( . )
s—0
Para que el error de estado estable sea nulo, se requiere que:

lim s2 G (s) = oo (7.11)

s—0

lo cual se obtiene siempre y cuando el tipo de sistema sea n = 3.



Andlisis de error y sensibilidad 333

En el caso de que el sistema tenga dos integradores, esto es, que sea tipo 2:

lim s> G(s) = —e 152"
=0 P, PPy

(7.12)

se tendra un error de estado estable finito a entrada parabolica.
Para sistemas de tipos 0 y 1, el error de estado estable sera infinito, ya que:

lim s> G(s)=0

s—0

<& EJEMPLO 7.2

Con respecto a las siguientes configuraciones mostradas en sus respectivos diagra-
mas de bloques de la figura 7.7, obtenga los errores de estado estable para entradas
escalon, rampa y parabolica; en todos los casos, b, = 2; las ganancias se indican en
cada configuracién.

Figura 7.7a R(s) c+2) Y(s)
Configuracién por analizar K M +3) 2+ 45 +5) >
. +
para K = 4 unidades. _
Figura 7.7b R(s) T 26+ 4 Y(s)
Configuracién por analizar % K (2 + 105 T 41) >

para K = 5 unidades.

Solucion:

a) E1 LGR de la configuracidén de la figura 7.7a (no mostrado) indica que el siste-
ma es estable para el intervalo 0 < K < eo. Como el sistema bajo consideraciéon
es de tipo 0, se espera un error de estado estable finito para una entrada escalon,
para las entradas rampa y parabdlica;los errores de estado estable deberan tender

a infinito.
Para cuantificar el error de estado estable al escalon se utiliza la ecuacién
(7.6):
K(s+2 42
lim G(s) = lim G (s) (+2) 3@ _ 5333
0 0 (s+3)(s% +25+5) s 3(5)

De acuerdo con la ecuacién (7.4), el error de estado estable para entrada
escalon es:

. 1 2
e (t) o =lims—* = —
escalén o0 s 1+G(s) 1+ lim G(s)
s—0
e (t) . =——=1.3043.
escalon 14 (0.5333
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Figura 7.8a

Representacion en Simulink
del sistema de la figura 7.73;
el error de estado estable
para una entrada escalén de
magnitud 2 corresponde a:
e(t) =r(t) —y(t) =

2 —-1.3043 = 0.6957.

Figura 7.8b

Representacion grafica de la
entrada de referencia r(t),

la salida y(t) y el error e(t)
del sistema de la figura 7.7a.

La figura 7.8a contiene la representacién en Simulink del sistema analizado,
que considera que y(e) = 0.6939.

R(s)

A

\
a5

p s+ 2 N ]
. £+ 52+ 115 + 15 -

R(s) = 2/s Ganancia ) Scope

— E(s)

\

] L, 0.6939
R(s) 1306 Y(s) respuesta de

estado estable
E(s)

Y
.4

Y

Y(s) error de

Y

- estado estable

La figura 7.8b muestra graficamente la entrada de referencia r(t), la salida y(¢)
y el error e(t).

Para evaluar el error de estado estable debido a entradas rampa y parabdlica
(que sera infinito en ambos casos), las ecuaciones (7.8) y (7.11) indican, respec-
tivamente:

limsG(s)=0 vy lim s> G(s) = 0.

s—0 s—0

o\ o
N _
ool e — —

—_
DN femmea-
o
9]

b) La configuracién relacionada con la figura 7.7b es estable para el intervalo de
ganancias 0 < K < oo, El sistema bajo consideracién es de tipo 2, por lo que se
esperan errores de estado estable nulos para entradas escalén y rampa, asi como
finito para la entrada parabolica. De la ecuacién (7.5):
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K(s+2)(s+4
lim G(S) = lim % =
=50 =0 $7(s7 +10s+41) =
e”(t) escalon -
y con respecto a la ecuacién (7.8):
+2)(s+
lim sG(s) = lim ~SF¥2DEFH _
0 =50 (s> +10s+41)
eSS(t> | rampa = O

Para cuantificar el error de estado estable a entrada parabdlica, se aplica la
ecuacion (7.12), aunque hay que considerar que K= 5:

5(s+2)(s+4
Jim 52 G(s) = lim ~CFDEFD _ o756
=0 =0 52 +10s+ 41
Mediante la ecuacién (7.10) se obtiene el error de estado estable para entra-

da parabdlica. La figura 7.8c muestra el comportamiento de r(t), y(e0) y e(eo).

21h 21(2
e (f) = = = ) =4.10
3571 parabdlica lim s2 G(s) 0.9756
s—0
Figura 7.8c
Representacion gréfica de 10 : :
la entrada de referencia ) :
r(t), la salida y(t) y el error ) R N S S
e(t) del sistema de la y(t) :
figura 7.7b. 3| N Y . i
e(t) i
715 N | S NS
D f--ffofrmmeeennnaen frmmmmmeeenn s prmmreemm e
0 !
0 5 10 15

7.2.2 Constantes de error: posicion, velocidad y aceleracion

Una vez que el error de estado estable queda expresado en funcién de G(s), es posible
definir el siguiente conjunto de parimetros, a manera de constantes de error estatico, que

se usaran como especificaciones de disefio.
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Con referencia a la ecuacidén (7.4), que indica el error de estado estable para entrada

escalon:
b
e (| | =—2—o (7.4)
#5 Mescalon 14 1im G(s)
s—0
Se define la constante de posicién K, como:
Kp = lim G(s) (7.13)

s—0

por lo que el error de estado estable al escalén queda expresado en términos de la cons-
tante de posicion Kp:

b
_ 0
eﬁ(t) escalén 1+ Kp (714)

La ecuacién (7.7) permite cuantificar el error de estado estable para entrada rampa:

b
= (7.7)
nmpa  [im s G(s)
s—0

e t|
ss

A partir de ello se define la constante de velocidad K, como:

K, = lim sG(s) (7.15)

s—0

De acuerdo con la expresién anterior, el error de estado estable a entrada rampa en
funcién de la constante de velocidad K es:

b
t =L 7.16
e ( >|mpa e (7.16)

v

El error de estado estable para entrada parabdlica queda definido mediante la ecua-
ci6n (7.10):

(1) 2, (7.10)
e (t = .
57 Iparabdlica i 2 G(s)
s—0
donde la constante de aceleraciéon K, se define por medio de:
K, =lim 52 G(s) (7.17)

s—0

De acuerdo con la expresion anterior, el error de estado estable a entrada parabolica
se expresa en funcién de la constante de aceleracion K :

21b, 718
parabdlica B Ka ( ’ )

¢ ()



Figura 7.9a
Sistema con ganancia
K= 25.

Figura 7.9b
Sistema con ganancia
K= 8.0.
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La tabla 7.3 relaciona los tipos de sistema, los errores de estado estable y las constantes
de error estitico para entradas escaldon, rampa y parabdlica.

Tabla 7.3 Relacion de los diferentes tipos de sistema con respecto a errores de estado
estable y constantes de error estético para entradas escalén, rampa y parabdlica.

T T

Error de estado

Constante de

Constante de

Constante de

Entrada estable error estatico error estatico error estatico
K = 1lim G(s) K =oo K =oo
P P P
s—0
, b,
Escalén e (f) = e (t) e (t) =0 e (t) =0
S N escalon 14+ K S$% T escalon S T escalon 35 7 lescalon
P
finito
K =0 K = lim sG(s) K =
v 14 v
s—0
R b“ 0
ampa e (t | =] | = oo e (t | t | =]
p 55( ) mpa K 55( ) rampa 55( ) rampa 55( ) rampa
14
finito
K =0 K = K = lim s> G(s)
a a a
s—0
- Z!bo
Parabdlica | e (t)| = e (t)  =oo|e (t)| =0 e (t)| '
S 7 parabélica Ka S 71 parabolica S5 71 parabolica S 71 parabolica
finito

<& EJEMPLO 7.3

Para los sistemas mostrados en la figura 7.9, cuantifique las constantes de error es-
tatico Kp, K,y K, asi como sus respectivos errores de estado estable considerando,
en cada caso, que las entradas aplicadas escalon, rampa y parabdlica son unitarias.

Solucion:

R(s) 6+ 2) .
K K e+ ome+9 :
R(s) |G+ 0.75)( + 1.5) o
K e 2

+ s

a) Elsistema de la figura 7.9a es de tipo 1, que es estable para K> 0. En este caso
se elige una ganancia de 25 unidades. De acuerdo con las ecuaciones (7.13),
(7.15) y (7.17), se evaltian, respectivamente, los coeficientes Kp, K,y K;
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K = lim G(s) = lim —=8+2) ___
P 0 S(s+0.75) (s +4)
25(s+2
K, = lim sG(s) = lim _ D6+ 66666
s—0 s—0 <S+O'75)(S+4)
K, =lim 2 G(s) = limM=0
=50 0 (s +0.75) (s +4)

Los errores de estado estable se obtienen al aplicar las ecuaciones (7.14),
(7.16) y (7.18):

b
s (t) escalon - 1 ] N
+ K
p
b
e (] =—2=006
rampa KV
21h,
eSS (t) = = o0

parabdlica K
a

La tabla 7.4 muestra las caracteristicas del sistema con respecto a los errores
de estado estable para las diferentes entradas unitarias, escalon, rampa y parabo-
lica, asi como los valores de los diferentes tipos de constantes estaticas.

b) El sistema de la figura 7.9b es de tipo 2 y estable para K > 0; en este caso se
asigna una ganancia de 8.0 unidades.

Tabla 7.4 Errores de estado estable y constantes de error

estatico para el sistema G(s) = E 52(7554;(25)4_ g
N
error estatico estable
Escalén Kp = 0
Rampa K,=16.66 0.06
Parabdlica K,=0 o

La tabla 7.5 muestra las caracteristicas del sistema que viene en la figura 7.9b,
en relacién con los errores de estado estable para las entradas unitarias: escalon,
rampa y parabdlica; ademas, se presentan los valores de los diversos tipos de
constantes estaticas.

Las constantes estaticas se evaltian de acuerdo con las ecuaciones (7.13),
(7.15) y (7.17), mientras los errores de estado estable lo hacen por medio de las
ecuaciones (7.14), (7.16) y (7.18).
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Tabla 7.5 Errores de estado estable y constantes de error

estatico para el sistema G(s) = e C.0B)5+1-5) .

<2
NS
error estatico estable
Escalén Kp = oo 0
Rampa K, =00 0
Parabolica K, =9 0.2222

7.2.3 Errores de estado estable para sistemas
con retroalimentacion no unitaria

Sea un sistema con retroalimentacién no unitaria como el que se ve en la figura 7.10a,
donde el error E(s) no corresponde a la suma algebraica E(s) = R(s) — Y(s). Por lo an-
terior, se reconfigurard el diagrama de bloques de la figura 7.10a, de tal manera que el
error resultante pueda expresarse de nuevo como la suma algebraica de la entrada R(s)
menos la salida Y(s), que dara lugar a la configuracién de la figura 7.10d.

Figura 7.10a R(s) Y(s)
Sistema con " G(s) >
retroalimentacién no
unitaria. -
H(s) |-=
Figura 7.10b Y(s)

A\

La adicién de trayectorias
(=1) y (1) no modifican
al sistema original.

A

A

Con respecto a la figura 7.10c, si se considera la trayectoria directa G(s) y la trayec-
toria H(s)—1, se obtiene la funcién de transferencia de trayectoria directa equivalente

Geq(s):
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Figura 7.10c
Reduccién del sistema
de la figura 7.10b.

Figura 7.10d

Sistema equivalente de una
configuracién con retroalimen-
tacioén no unitaria expresado
en forma retroalimentada
unitariamente, tal que

E(s) = R(s) — Y(s).

Figura 7.11a
Sistema retroalimentado
por analizar.

Introduccion a los sistemas de control: conceptos, aplicaciones y simulacion con MATLAB

G(s)

G(s)

G oy(5)=

R(s)

+

B 14 G H-1] 1+ G(s)H(s)— G(s)

(7.19)

Y(s)

G(s)

A

H(s) —1

o=

Asi, en la configuracién de la figura 7.10d se cumple que E(s) = R(s) — Y(s), ya que el
sistema resultante ha sido expresado en forma de una configuracién con retroalimenta-

ci6én unitaria.

<& EJEMPLO 7.4

Gy

GG

1+ GEH() — G()

Para el sistema que se observa en la figura 7.11a, si considera una ganancia K= 16
unidades, obtenga e identifique el tipo de sistema equivalente y cuantifique el error
de estado estable para las entradas unitarias escalon, rampa y parabdlica.

R(s)

+

Solucion:

Y(s)

1

K s(s2 4+ 25 + 5) .
1 <l
(s+ 4|

Una vez que se determina el rango de valores de ganancia para los cuales el sistema
es estable 0 < K < 32.222 (mediante alguno de los métodos vistos en el capitulo
anterior), se procede a aplicar la ecuacidén (7.19) para obtener una expresién equi-
valente a un sistema con retroalimentacién unitaria:

K

(s> +25+5)

K

K

s(s+4) (s> +25+5)

s(s2+25+5)

K=16
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16(s+4)
s)=
e P63 +1352+45—48

(2)

La ecuacién (a) indica que el sistema equivalente representa un sistema tipo 0,
por lo que la constante de posicidn es:

K, =limG, (5)=lim 16G+4) = 1.333

50 50 ST+ 652 +1352 +45—48

donde es finito el error de estado estable al escaldn:

b 1

0

cilon 1+ K T 1-1333

e ()

Las constantes de velocidad y aceleracion seran iguales a cero:

—_ 11 — —_ 1 2 —
KV—hmsGeq(s)—O y K, =lims Geq(s)—O

s—0 s—0

por lo que los respectivos errores de estado estable tenderan a infinito:

- 2!b0 -

parabolica K
a

rampa - K - eSS(t)

e
s

La figura 7.11b es la representacién en Simulink del sistema (a) con retroali-
mentacion unitaria y la figura 7.11c muestra las salidas y(e0) y e (), asi como la
entrada de referencia escalon unitaria r(t).

Figura 7.11b Y
Simulacion del sistema 4.03
resultante. 165 + 64
J_ = s+ 653 + 1352 + 45 —48 y (infinito)

R - G(s) equivalente

Scope

[ T

Y(s) escalén unitario

S [_—303]

e (infinito)
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Figura 7.11c
Resultados
de la simulacién.

7.3

7.3.1

EFECTOS DE LA RETROALIMENTACION
EN LA ESTABILIDAD

Dentro de los efectos producidos por la retroalimentacion aplicada a los sistemas de
control, en el capitulo 1, seccidén 1.3, se menciond que una de sus ventajas era que en
lazo cerrado se presentaba una sensibilidad reducida de la variacioén en los parimetros
del sistema. En la presente seccidn se explicara la forma de cuantificar la sensibilidad del
sistema para diferentes variaciones en los parimetros de la configuracién en lazo cerrado.
En el proceso de disefio de los sistemas de control hay que tomar en cuenta la magni-
tud en la que las variaciones de los pardmetros del sistema afectan el comportamiento
del mismo. Desde un punto de vista ideal, los cambios en los parametros del sistema,
o las inexactitudes en el modelado de éste, no deben ejercer efectos apreciables sobre el
propio sistema.

Sensibilidad a la variacion en los parametros del sistema

La sensibilidad S de la funcién de transferencia de lazo cerrado T(s) de un sistema SISO
a los cambios de un determinado parametro p esta definida como el cociente del cambio
fraccionario de 1{(s), con respecto al cambio fraccionario del parametro p bajo considera-
cidén, cuando éste tiende a cero. Asi, la sensibilidad es funcién de la variable compleja s:

cambio fraccionario de T'(s)

St(9:p9 =l ‘o fraccionan '
Ap—o cambio fraccionario del parimetro p
AT AT
Sy ip=  lim W/T_ g 2D ATE)
P07 T AP ammo TO Ap©)
(s) 9T (s)
S, =2 (7.20)




Figura 7.12

Sistema retroalimentado
para cuantificar la
sensibilidad en las
variaciones de G(s)

y de H(s).
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<& EJEMPLO 7.5

Para el sistema retroalimentado de la figura 7.12, determine la sensibilidad del
sistema para variaciones en G(s) y en H(s), considerando que nominalmente

G(s) =20y H(s) = 0.5.

R(s) Y(s)

+

H(s)

Solucion:
La sensibilidad del sistema 7T(s) para variaciones en G(s) es:

_ G(s) 9T (s)
Srce) = T(s) 9G(s) (a)

por lo cual, al sustituir los valores respectivos en (a):

S =
T(s): G(s) 1+ G(S) H(S) G(5)=20 11

H(s)=0.5

La sensibilidad del sistema T(s) para variaciones en H(s) corresponde a:

H(s) 9T(s)
St HE) = T(s) 0H(5) (c)

Al sustituir valores en la ecuacion (c), se tiene:

¢ _ H() 0 G(s) -
T(s):H(s) G(s) OH (s)| 1+ G(s)H(s) |
1+G (9 H(s)
HO[1+GOHE) ]  —G)p?
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o _ ~GH() =710 69090 (@
TOHG " 1+G(s)HE)|a=0 11

H(s)=0.5

De los resultados anteriores se concluye lo siguiente: con respecto a las varia-
ciones en G(s), la funcién de transferencia T(s) es relativamente insensible en un
factor de 0.09 unidades, mientras que las variaciones en H(s) afectan en mayor
medida a T{(s), en este caso, en un factor de —0.9090 unidades; el signo negativo
indica que T(s) decrece con incrementos de H(s).

& EJEMPLO 7.6

Con respecto al sistema mostrado en la figura 7.13, determine la sensibilidad del
sistema para cambios en el parametro a.

Figura 7.13 R(s) Y(s)
Sistema de lazo cerrado e
) + s(s + a)
para determinar la
sensibilidad en las

variaciones de a.

Solucion:
Para obtener la sensibilidad del sistema bajo consideracién, se utiliza la ecuacién
(7.20), donde la funcién de transferencia de lazo cerrado T{(s) corresponde a:

_ Gl K
)= 1+G()H(s) 2+as+K &
con lo cual:
dT(s) _ —Ks )

da (s> +as+K)?

Al sustituir (a) y (b) en (7.20), se obtiene la expresién para la sensibilidad Stia’

a —Ks —as
ST(s):a: K 2: 2+ +K
—(52+as+K) AR
2+as+K

Asi, al aumentar la ganancia K, se reduce la sensibilidad de la funcién de trans-
ferencia T(s) para cambios en el parimetro a.



Andlisis de error y sensibilidad 345

7.3.2 Sensibilidad del error de estado estable

Figura 7.14

Sistema de control para
cuantificar la sensibilidad
del error para variaciones
de ganancia K.

La ecuacién (7.20) puede modificarse con la finalidad de llevar a cabo la cuantificacién
de la sensibilidad del error de estado estable, para considerar tanto diferentes tipos de
entradas como diversos pardmetros p:

S, = (7.21)

& EJEMPLO 7.7

Para el sistema mostrado en la figura 7.14, determine la sensibilidad del error del
estado estable al escalon unitario con respecto a variaciones de ganancia K, consi-
derando que los parimetros a =1y b = 2 son valores fijos.

R(s) e Y(s)

+ (s + a)(s + b)

\

Solucion:
La sensibilidad del error con respecto a las variaciones de K esta dada por:

K de
S = sS
K "¢ 9K @)

Como se trata de un sistema de tipo 0, el error de estado estable al escalon es
finito estd expresado como:

1 1 ab

N I — ®)
Ss escalon 14+ K K ab+ K
P 14—
ab
aeﬁ_ —ab (C)
dK  (ab+K)>?

Al sustituir las ecuaciones (b) y (c) en la ecuacidn (a), se obtiene la expresion de
la sensibilidad del error para cambios en el parimetro K:

K —ab  -K @
KT (ab+K)2_ab+K
ab+ K

La ecuacién (d) indica que la sensibilidad del error de estado estable al escalon
para variaciones de ganancia es menor que la unidad si @ > 0 y b > 0, mientras el
error de estado estable decrece con aumentos de K. La figura 7.15 muestra varia-
ciones de sensibilidad al incrementar K.
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Figura 7.15
Representacion gréfica de la
variaciéon de la sensibilidad

Variacién de K - Valor absoluto de S'y error de estado estable

con respecto a incrementos 455
de ganancia K.

©
w

[S3)

Ganancia K
o
ul

[\

—_
Ul

0 0.1 02 03 04 05
Sensibilidad

< EJEMPLO 7.8

Para el sistema mostrado en la figura 7.16, determine la sensibilidad del error del
estado estable con respecto a variaciones del pardmetro K, considerando que al
sistema se le aplica una entrada rampa; suponga que los parimetros a y b son fijos,
pero mayores que cero.

Figura 7.16 R(s) % Y(s)
Sistema de control para >
+a)(s+ b
cuantificar la sensibilidad del N 6+ a6+ b
error para variaciones de K. -

Solucion:
El sistema bajo consideracién es del tipo 1, por lo que el error de estado estable a
entrada rampa es finito y esta expresado por:

1 ab
55( |ramPa_K_V_E (a)
Por lo tanto,
de —ab
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La sensibilidad del error con respecto a las variaciones de ganancia K esta dada por:

K de
S = SS
eSS:K eSS BK

(©

Si se sustituye (a) y (b) en (c), se obtiene la expresiéon para la sensibilidad del
error del estado:

K —ab
== d
e K ab K2 ( )

K

S

La ecuacidén (d) indica que los cambios en K no modifican la sensibilidad del
sistema; ademas, la ecuacién (a) indica que los incrementos de ganancia ocasionan
disminucién en e(eo).

Sensibilidad con respecto al lugar geométrico de raices

En el capitulo anterior se tratd el tema de lugar geométrico de raices, en especial el
contorno de raices, el cual abarca el tema de variacién de parimetros en el LGR, por
ejemplo, la ganancia y la ubicacién de alguno de los polos de G(s) H(s). Como los lugares
geométricos se traducen como las posiciones de los polos de lazo cerrado al variar K,
ahora se tratara el tema sobre la sensibilidad del LGR al variar dicha ganancia.

A partir de una ganancia nominal K, la variacion de ésta serd en pequefios incremen-
tos AK, con lo que la posicién de los polos de lazo cerrado p(s) correspondientes al res-
pectivo LGR cambiaran de ubicacidén. La sensibilidad a dichas variaciones de ganancia
se define como:

_9p(s) _ Ap()
Kips)  9K/K AK/K

<& EJEMPLO 7.9

Obtenga la sensibilidad del sistema definido por:

K
s(s+2) (s> +85+20)

S

(7.22)

G(s) =

Considere una ganancia nominal de K= 13.6699, cuyos polos dominantes son
reales repetidos: p, , = —0.8022; los polos restantes se localizan en p, , = —4.214 +
2.0918. Considere variaciones de ganancia en 2%, 4%, ..., 10%.

Solucion:

El LGR no es otra cosa que la representacion en el plano s de los polos de la ecua-
cidén caracteristica 1 + G(s)H(s) = 0, por lo que se generan conjuntos de polos de
lazo cerrado para cada ganancia K en particular:

1+G()H(s) = s* +105% +36 52 +40s+ K =0 (a)

347
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Para un incremento de ganancia del 10%, AK = 1.3669, los polos de lazo ce-
rrado para K+ AK se ubican en p'l,z =-0.7683 £ 0.2887 (polos de interés) y en
p'3’ 4 = —4.2317 £ 2.1010;. La diferencia entre el polo dominante original y el
polo dominante resultante al incrementar 10% la ganancia es: Ap = p, — p'| =
—0.034 — 0.2887 . Por lo tanto:

S __Ap _—0.034-02887; _ 34— 28871,
K:p() " AK /K 1.3669/13.6693 ' '

La tabla 7.6 resume los resultados para los incrementos AK.

Tabla 7.6 Sensibilidad para variaciones de ganancia del sistema definido

por G(s) = K

, donde la ganancia nominal es K = 13.6693

s(s+2)(s? +8s+20)
y los polos dominantes se localizan en p, , = -0.8022.

Porcentaje Polos
de dominantes
variacion resultantes Sensibilidad
de de variar la (forma binémica
ganancia ganancia y forma polar)
2% p’1’2 =-0.7824 = | 0.2734 | —=0.0198 — 0.1290; | —0.9912 — 6.4504 =
0.1290; 6.5261 £ 261.264
4% P ,=-0.7789 % | 0.5468 | —0.0234 —0.1829; | —0.5849 — 4.5728 =
0.1826 4.6101 £ 262.711
6% p'y,=-07753% | 0.8202 | —0.0269 — 0.2240; | —0.4491 - 3.7334; =
0.2240 3.7603 £ 263.1407
8% P’1,2 =-0.7718 = | 1.0935 | —-0.0305 — 0.2585; | —0.3810 — 3.2309; =
0.2585; 3.2533 £ 263.2745
10% P ,=-0.7683+% | 1.3669 | —0.034 — 0.2887; —0.3399 —2.8871) =
0.2887; 2.9070 £ 263.2854




7.4 PROBLEMAS

7.1 Para las siguientes funciones de transferencia de
lazo cerrado, obtenga los errores de estado estable para
entradas unitarias: escalon, rampa y parabdlica.

a) T(S):L
(s+1D)(s+2)(s+3)
42+ 2546

b T(s)=——"-——

)16 P +65% +115+6

&) T(s)= 10(s+4)
(s+1)(s+4)(s>+25+10)

7.2 Paralos sistemas mostrados en la figura 7.17 repre-
sentados por sus respectivos diagramas de bloques, ob-
tenga los errores de estado estable para entradas unitarias:
escalon, rampa y parabolica.

R(s)

1
+' (T> g R g FER AT

Figura 7.17a Diagrama de bloques por analizar.

\/

RE 10 1

s (2 + 25 + 5)

+

5
s+ 10

Figura 7.17b Diagrama de bloques por analizar.

R() - Y0
—> P — >
4 + (52 + 55+ 4)

2 <l
s+ 3

Figura 7.17c Diagrama de bloques por analizar.

7.3 Para los sistemas mostrados en la figura 7.18 ajuste
el valor de la ganancia para que el error de estado estable
a entrada rampa sea del 5%.

Y(s)

‘ 1
—>Q—> K | >
+ s(s2 + 25 + 10)

Figura 7.18a Sistema de control por analizar.
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Y(s)

(s +2)
—>< }—P K P — >
+ s(s2 + 25 + 10)

Figura 7.18b Sistema de control por analizar.

Figura 7.18 Sistema de control donde se ajustara
la ganancia para satisfacer el requisito de error
de estado estable.

7.4  Para los sistemas de la figura 7.19 descritos en tér-
minos de la funcién de transferencia de trayectoria direc-
ta G(s), ajuste K para obtener el error de estado estable
indicado para la entrada requerida r(t).

R(s) Y(s)
K > (s+2)(s +5) >
+ s(s + 1.5)(s + 4.75)

Figura 7.19a Ajuste de ganancia para obtener un error
de estado estable de 10% a entrada rampa unitaria.

RO TR

+ (s + 4)

»
-

Figura 7.19b Ajuste de ganancia para obtener un error
de estado estable de 6% a entrada parabdlica unitaria.

7.5 Para los sistemas de control mostrados en la figura
7.20 y descritos por medio de su funcién de transferencia
de trayectoria directa G(s), determine el rango de valores
para los cuales el sistema es estable e identifique el tipo de
sistema; ademas, cuantifique las constantes de error estatico
Kp, K,y K, asi como sus respectivos errores de estado
estable, considerando que las entradas aplicadas escalon,
rampa y parabodlica son unitarias.

R(s) Y(s)

(s +38)
(s+ 7N +9

+

Figura 7.20a Sistema con ganancia K = 25.
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7.7 Con respecto al diagrama de la figura 7.22 que re-
presenta un sistema simplificado de control de velocidad
de un motor de CD, controlado por corriente de campo
y con retroalimentacién tacométrica,! obtenga el error
de estado estable para diferentes ganancias y las corres-
pondientes respuestas del sistema, considerando un volta-
je de referencia de 2.5 volts.

R cT o6 35 | W
—> >
+ T s(s + 0.5)(s + 4)(s + 5)
Figura 7.20b Sistema con ganancia K = 18.5.
R_(‘L PN SIS .
+ 2(s + 4) g

Figura 7.20c Sistema con ganancia K = 4.

7.6  Para los sistemas mostrados en la figura 7.21, si éstos
son estables, obtenga el error de estado estable para entra-
das unitarias escalon y rampa; las ganancias respectivas se
indican en cada caso.

Ganancia ~ Motor Carga
V() w(s)
1 1
K >
+ (s + 1) (s + 2)
T 0.5 |-
Tacémetro

Figura 7.22 Diagrama simplificado de un sistema
de control de velocidad que utiliza retroalimentacion

R) 50
— K = — >
+ (s + 4)
_ —
s+10)|

Figura 7.21a Sistema de control con K = 100.

R() crocts 1V
K >
+ s(s + 1.5)
_ —
Ct a5

Figura 7.21b Sistema de control con K= 10.

Comprador Controlador
I/ref e
K
+

con tacémetro.

7.8 Con respecto al sistema de control de posicién de
una plataforma de masa m, mostrado en la figura 7.23,
ajuste la ganancia K para que el sistema se comporte en
forma criticamente amortiguada. Para el valor seleccio-
nado de K, cuantifique el error de estado estable al esca-
16n de magnitud 1.5 volts (véase la solucién del problema
6.22).

Considere que las funciones de transferencia de tra-
yectoria directa y de retroalimentacién quedan definidas,
respectivamente, como:

B 0.089286
3 4+2.8571s2 +1.1071s

G(s)H(s

H(s)=1

>
m
Prctm Friccidon
AAAN-0
\AAA b
V

cc

L

Figura 7.23 Sistema retroalimentado para controlar la posicion de la plataforma de masa m.

! Tacémetro es un dispositivo que genera un voltaje proporcional a la velocidad angular.



7.9 Para el sistema que se observa en la figura 7.24,
determine la sensibilidad del sistema para pequefias va-
riaciones en los coeficientes K, K, y p.

R(9) e Y(9)
+ s+p
KZ

Figura 7.24 Sistema retroalimentado, donde los valores
nominales de los parametros son: K; = 1,
Ky=4yp=2

7.10 Para el sistema mostrado en la figura 7.25, deter-
mine la sensibilidad tanto del sistema como del error de
estado estable a entrada rampa, considerando en ambos
casos variaciones de la ganancia K.
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R(s) % Y(s)

+ s(s +2)

»
>

Figura 7.25 Configuracion a la que se le determinara
la sensibilidad del sistema y del error de estado estable
al variar K.

7.11 Para el sistema de la figura 7.26, obtenga la sensibi-
lidad del error de estado estable para variaciones en Ky
a, suponiendo entrada rampa.

R(s) Y(s)

K
+ (s + 1)(s + a)

»
!

Figura 7.26 Sistema retroalimentado, donde los valores
nominales de los parametros son: K= 10y a = 5.
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7.6 SOLUCIONES A LOS PROBLEMAS DEL CAPITULO 7

7.1a) En principio, se determina una expresion para el
error E(s):

25+5
=R 1

P +6524+95+1
S +62+115+6

El error de estado estable para las diferentes entradas se
aplica a continuacion:

1| $P+62+9s+1 | 1
e (0] =lims—| TS T = 2 = 0.16666 (a)
escalon s S +652+11s+6| 6

Esto equivale a 16.66% de diferencia entre la referencia
y la respuesta, lo cual es precisamente el error de estado
estable para una entrada escalén unitaria.
1] $2+652+9s+1
- |= ()

e () =1lims—
= | S0 s3] SPH+6s2+11s+6

i 211 $3+652+95+1
eﬁ(t)| o~ =hms—% = 2 . |7 (©
parabdlica —0 S| s + 652 +11s+6

De los resultados (b) y (c), se concluye que el sistema
es incapaz de seguir las entradas rampa y parabdlica.

7.1b)  El error E(s) corresponde a:

2
+25+9
E()=R(s)| =L F2%9
S +652+115+6
Los errores de estado estable a las diversas entradas
son:
1 242549
e 0 =limst SEEEED 1
s escaléon 0 S 53+652+115+6
1 24+25+9
e (t) =lims— M =15
nmpa o 2| P+ 652 +115+6
i 21 5(s2+2x+9)
T T e B e ol B
S parabélica 0 S| SP+652+11s+6

7.1c) Para el sistema considerado, los errores de estado
estable son:

escalon s

s—0

L1 s 4752+ 245+ 48)
e (H =lims—
s*+75% +245% + 585+ 40

=12

rampa

sS

= o0
parabdlica

ess(t)

7.2a) La funcién de transferencia de lazo cerrado T(s),
relacionada con el diagrama de bloques de la figura 7.17a,
corresponde a:

10
=55
2 +252+10s+10

El error E(s) es:

s(s2+25+10)
P +252 4105+ 10

E()=R()[1-T(9)]= R(s)[

Los errores de estado estable para las diferentes entra-
das son:

e
s

1{ s(s2+25+10) }

=lims—
P +22 4105+ 10

1%
escalén s

= oo

parabdlica

e 0] =1ye

rampa
7.2b) La funcién de transferencia de lazo cerrado T{(s),
correspondiente al diagrama de bloques de la figura
7.17b), y los errores de estado estable a las diferentes en-
tradas consideradas son:

B 10(s+10)
st +1253 + 2552 + 505450

=-1, ¢ (1)

5% Tlescalon rampa

= o0 y gﬂ_(t) = o0

parabdlica

La figura VII.1 muestra la respuesta y(t) del sistema al
escalon y el comportamiento del error e(t).

(%)
2 / ,\ N !

0
» NN ‘.
N

0 2 4 6 8 10

Figura VII.1 Comportamiento del sistema de la figura
7.17b, asi como el error en tiempo a entrada escalén.



7.2¢) Los errores de estado estable asociados al sistema
de la figura 7.17¢ corresponden a:

:1’ ew(t) = oo y es,\'(t) = oo

e
R parabdlica

escalon rampa

7.3a) La expresion del error de estado estable en re-
lacién con el sistema de control de la figura 7.18a, para
satisfacer el requisito de que el error de estado estable a
entrada rampa sea del 5%, corresponde a:
2
e 0] =lim s%[w] o0
ampa -y 57| 7+ 257 +10s+ K K

por lo que el valor de la ganancia debera ser

K= 10 200
0.05

Sin embargo, el rango de variaciones de ganancia para
que el sistema sea estable es de 0 < K < 20, por lo cual
no serd posible ajustar la ganancia a 200 unidades. Un
valor adecuado de ganancia seria de, por ejemplo, K =
15 unidades, porque con este valor el sistema tendrd un
comportamiento subamortiguado de segundo grado (ya
que los polos dominantes se ubican en p; , =—0.1973 £
3.0541j,y el tercer polo se encuentra en p, = —1.6055).

Para el valor seleccionado de K = 15, el resultado es:

10

=—=1(0.6666
ampa 15

S

lo que equivale a un error del 66.66%. En este caso, los
simples ajustes de ganancia no satisfacen la especificaciéon
de funcionamiento, por lo que serd necesario introducir
elementos adicionales a la configuracién original para
cubrir el requisito de operacion. Lo anterior corresponde
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al tema de controladores, que se tratard en el siguiente
capitulo.

7.3b) La configuracién de la figura 7.18b se modifica
ligeramente con respecto al sistema de la figura 7.18a. E1
hecho de haber anadido el factor (s + 2) en la trayectoria
directa del sistema (con respecto al inciso anterior), oca-
siona que éste sea estable para cualquier valor de K. El
error de estado estable a entrada rampa es:

2
0 1{ (2 +25+10) } 10

= lim s— =—
P +22+(10+K)s+2K | 2K

2
TP 0 S

Para satisfacer el requisito de 5% de error de estado
estable:

1 1
e (1) 0 _ 0.05, por lo tanto, K = 0
N 2(0.05)

rampa - 2K -
7.4a) Con respecto al sistema de la figura 7.19a, para

entrada rampa el error de estado estable en funcion de
G(s), de acuerdo con la ecuacién (7.9), corresponde a:

K(s+2)(s+5) K@)

= =1.4035K
s(s+15)(s+4.75)  (1.5)(4.75)

lim sG(s) = lim s
s—0 s—0

Al aplicar la ecuacién (7.7), se calcula el valor de K
para obtener un error de estado de 10%:

b 1
e (1) =— o = =0.1
38 rampa lim SG(S) 1.4035 K
s—0
K=7.125

La figuraVII.2a es una representacion en Simulink del
sistema de la figura 7.19a, mientras la figura VIL.2b co-
rresponde al resultado de la simulacién.

> 0.8925

R() r(0)
] 71257 10)
/ 1T 5+ 6.252 + 7.1256
Ramp > G(s)
>t > 0.1075
> e(t)

Figura Vll.2a Diagrama en Simulink para el sistema analizado.



7.4b) Para el sistema de la figura 7.19b, al que se le
aplica una entrada parabolica, el error de estado estable en
términos de G(s), segin la ecuacién (7.12), se tiene que:

—(31(3'5) =2.625K

K
lim s% G(s) =

s—0

/
1)
0.6 : /

0.4 Pty

0.2 e 0
L

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura VII.2b Representacién de entrada r(t), respuesta
y(t) y error e(t).

Al aplicar la ecuacién (7.10), se obtiene el valor de K
para producir un error de estado de 6%:

2!b 2
e = o = =0.06
% panabolica iy 2 G(S) 2.625K
s—0
K =12.6984

7.5a) Elsistema representado en la figura 7.20a es esta-
ble si la ganancia K> —=7.875 y es de tipo 0.

Para K = 25, las constantes de error estatico Kp, K,y
K, de acuerdo con las ecuaciones (7.13), (7.15) y (7.17),
son, respectivamente:

K =limG()=lim—SF8 | _ 34746
P o o GF+9)|
K(s+
K, =lmsG(s)= limsﬁ =0
=0 =0 (s+7)(s+9) Keos
K, = lim 2 G(s) = lim s2 ESCh.) I
s—0 s—0 (5+7)(S+9) K=25

Los errores de estado estable se obtienen al aplicar las
ecuaciones (7.14), (7.16) y (7.18) son:

b

e(0) =—
s escalon 1+ Kp

=0.2395

T 1131746

bo=1
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bO
e (t)| = = oo
S rampa K
v Tho=1
21b,
e (t) = = oo
$° "parabdlica K
a lbo

7.5b) El sistema representado en la figura 7.20b es es-
table si la ganancia K> 0 y es de tipo 1. Las constantes
de error estatico son:

K =limG(s) =00
P
s—0
K, =1limsG(s)=9.7125
s—0
K =lims*G(s)=0
a
s—0
tal que si K= 18.5, para b, = 1, los errores de estado esta-
ble corresponden a:

escalon

e )
e (0] =0.1029
. rampa

=00
parabdlica

e ()

7.5¢) Elsistema representado en la figura 7.20c¢ es esta-
ble si la ganancia K> 0;ademas, es de tipo 2. Las constantes
de error estatico y los errores de estado estable se indican
en la tablaVII.1, considerando que b, =1y K= 4.

Tabla VII.1 Errores de estado estable

y constantes de error estatico para el sistema
4(s+3)(s+3.5)

Gle)= s2 (s+4) '
ENEEEEN
error estatico | estado estable
Escalon Kp =oo 0
Rampa K, =00 0
Parabdlica K, =10.5 0.1904

7.6a) Con respecto al sistema de control mostrado en
la figura 7.21a, primero se determina el rango de valores
de ganancia para los cuales el sistema es estable, esto es,
0 < K< 364,lo cual se lleva a cabo al aplicar el método de
Routh-Hurwitz (o por el método aplicado en la solucién
del problema 6.15b). Antes de proceder a obtener el tipo
de sistema y las constantes de error estatico, se determina
la funcién de transferencia de trayectoria directa equiva-
lente Geq(s) por medio de la ecuacién (7.19), ya que se
tiene un sistema con retroalimentacién no unitaria.

355



356

G oGO _
<™’ " 14 G(s) H(s)— G(s)

K(s+1)
52(5+4)
K(s+1)

1+ -
s2(s+4)(s+10)

K(s+1)
s2(s+4)

K=100

G 100(s% +11s+10)
s)=
eq st +146% - 6052 —1000s— 900

por lo que el sistema resultante es de tipo 0.
Las constantes de error estatico Kp, KV son, respectiva-

mente:

K =1limG_(s)=-1.1111, K =0 y K =0.
eq v a

s—0

mientras los errores de estado estable corresponden a:

b 1
t = Q = = —9
655() escalon 1+ K 1-1.1111 (3)
p b,=1
T (b)
S0 rampa K
v
210,
esx(t) paribola - Kd = (C)

El signo negativo de la ecuacién (a) indica que, en
estado estable, la magnitud de la respuesta es mayor que
la magnitud de la entrada de referencia; lo anterior se

muestra en la figura VII.3.

20
/ y(es) =10
10 — e ————
\//
) =1

0

—-10

\ e(e0) =1—9
—20
0 1 2 3 4 5 6

Figura VII.3 Respuesta al escaléon y comportamiento
del error del sistema de la figura 7.21a.

7.6b) Elsistema de la figura 7.21b es estable para K> 0
(la figura VIL.4 muestra el LGR correspondiente). La
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funcién de transferencia de trayectoria directa equivalen-

te Geq(s) es:

K(s+2)(s+5)

G (9= s(s+1.5)
eq K(s+2)(s+5)  K(s+2)(s+5)
s(s+1.5)(s+4.5) s(s+1.5) K10
G —(1.1111% +12.7778 s> + 46.11115 + 50)
s)=
e s+ 1162 4+ 37.5833 5 + 38.8889
Root Locus
2
2 //\‘ﬁ\
1 g% xx%
05 . XX
é x
—0.5 T M
-1 )%& medlg@f
—1.5 u
=2
-2 =i 0

S0 9 8 7 o 5 4 3
Real Axis
Figura VII.4 Lugar geométrico de raices
de la funciéon de transferencia de lazo abierto
K(s+2)(s+5)
G(s)H(S) = —————.
s(s+1.5)(s+4.5)

por lo que el sistema es de tipo 0. Las constantes de error
estatico KP y K, son, respectivamente:

KOS _ 12857 (a)

K =limG_(s)=
P c -35K

s=0
y K,= limSZGeq(s) =0

s—0

K =1limsG_(s)=0
v eq

s—0

Los errores de estado estable corresponden a:

1
. = —_35 b
655( ) escalén 1-1.2857 ( )
e (0 =y e () paribola -

rampa

El presente sistema tiene ciertas caracteristicas especia-
les, la primera de ellas es con respecto al error de estado
estable.

La ecuacién (a) indica que la constante de error esti-
tica es independiente de la ganancia K; por lo tanto, para
cualquier ganancia seleccionada siempre habrd un error
de estado estable constante de —3.5 unidades.



La segunda caracteristica especial se relaciona con el
comportamiento del sistema en estado estable. Conside-
rando que la funcién de transferencia de lazo cerrado del
sistema de la figura 7.21b esti dada por:

K(s+2)(s+4)(s+5)

=73 2
S HO+K)s2+(6.75+7K)s+10K

(©

la respuesta de estado estable al escalon sera:

K(2)450)

1
o) =i —T(s)=
y(eo)=1lim s=TY(s) 10K

=0 S

=45 )

la cual también es independiente de K; por lo tanto, la
variacién de ganancia no afecta ni la magnitud del error
de estado estable (que siempre serd constante) ni la mag-
nitud de la respuesta de estado estable (que también per-
manecerd constante).

La eleccion de la ganancia dependera sdlo del com-
portamiento en régimen transitorio del sistema. La tabla
VII.2 muestra los polos de lazo cerrado relacionados con
el LGR de la figura VIL.4.

Tabla VII.2 Polos de lazo cerrado para
determinadas ganancias de acuerdo con el LGR
de la figura VIi.4.

Ubicacion de los polos de lazo cerrado
K(s+2)(s+5)

s(s+1.5)(s+4.5)

para G(s)H(s) =

5 py=-2.3022,p, , =—4.3384 £ 1.675]
10 py=—2.1055,p, = =6.072 y p, = —7.82
y p3 =—18.9157

7.7 Con respecto al sistema de control de velocidad

de la figura 7.22, el error de estado estable llega a deter-

minarse a partir de la funcién de transferencia de lazo

cerrado T(s) o mediante la obtencién de la funcién de

transferencia de trayectoria directa equivalente Geq(s).
En el primer caso, T(s) queda definida por:

zw(s)z K
V(s)  $2+35+(2+0.5K)

T(s) ()

con lo que la respuesta de estado estable debida a una
entrada escalon de magnitud 2.5 (al aplicar el teorema de
valor final) corresponde a:

y(o=) = Him sR(T(5) = lim s Z2T(5) = ——n— (h)
=0 =0 F 2+05K
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Para evaluar el error de estado estable, se obtiene una
expresion para E(s):

s2+3s+(2—0.51<)]

E(9)=R()[1-T(9)]= R(S){ 2435+ (2+05K)

con lo que el error de estado estable al escalén corres-
ponde a:

e(e)

=lim s E(s) = lim s—
s2+35+(2+0.5K)

s—0 >0 S

25| s> +35+(2-0.5K)
escalon

_25(2-05K)
24+05K

e(o°) (0)

escalon

Para evaluar el error de estado estable en funcién de
K, primero se obtiene una expresion para Geq(s):

G, (5)= E
“ 2 +35+(2-0.5K)
con lo cual:
K =1imG (s):L
p « 2-05K

s—0

por lo que el error de estado estable es:

b _25(2-05K)

e () o=
escalon 1+Kp 2+05K

d

by=25

Obviamente, el resultado de la ecuacidén (c) es el mis-
mo que el de la ecuacién (d).

La tablaVIL.3 presenta los valores finales de la respuesta
y sus respectivos errores de estado estable para diferentes
ganancias.

Tabla VII.3 Resultados del comportamiento del
sistema y errores, ambos en estado estable para
diferentes ganancias.

N

0.5 0.5555 1.9444
1 1 1.5
2 1.6666 0.8333
4 2.5 0
8 3.3333 —0.8333
10 3.5714 -1.0714
20 4.1666 —1.6667
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7.8 Para el sistema de la figura 7.23, 1a funcién de trans-
ferencia de lazo cerrado es:

0.18634 K
=5 s
s7+2.53115% +5+0.09317 K

Al considerar una entrada escaldon de 1.5 volts, la res-
puesta de estado estable y el error de estado estable al
escalon corresponden a:

y(e0) = lim s ET(s) =3

s—0 S

1.5
y e(e0) = lim s — E(s) = —1.5 unidades

s—0 s

Para ajustar la ganancia K del sistema a un comporta-
miento con amortiguamiento critico se utiliza el LGR de
G(s)H(s), junto con la instruccidén [k,poles| = (num,den,—
0.2285], de donde se obtiene: K= 1.1621.

Hay que hacer notar que tanto y(e©) como e(ee) son
independientes de la ganancia; la figura VIL.5 presenta el
comportamiento de r(t), y(t) y de e(t).

. / s

0
N ‘
» N 0

R

0 10 20 30 40

Figura VII.5 Comportamiento de la respuesta y(t) y del
error e(t) para una referencia r(t) con respecto
al sistema de la figura 7.23.

7.9 En principio, se consideran pequefias variaciones
en el parametro K, por lo que a K, y a p se les asignan
sus respectivos valores nominales.

A continuacién se procederd a particularizar la ecua-
cién (7.20) para determinar la sensibilidad de T(s) con
respecto a K, por lo que se evalta tanto T(s) como

9T(s) .
oK,
K
T(s) __s+2 _ K @)
Ky, K =4, p=2 1+4K1 s+(2+4K))
s+2

oT(s) _ s+2 )
K,  (s+25+4K,)>

En consecuencia, de la ecuacién (7.20) se obtiene la
expresion para la sensibilidad para variaciones del para-
metro Kj:

K

T(s):K 2
! Ky s+2+4K, )

5+2+4K1

1 s+2 _ s+2
Cs+2+4K,

Para expresar la sensibilidad del sistema con respecto a
variaciones del parimetro p, a los nimeros K, y K, se les
asignan sus valores nominales, mientras que para rescribir
la ecuacién (7.20) se considera que:

K
s+p 1
T(s = =
()p»K1=1,K2=4 KK, st(+p) @
1+——-
s+p
dT(s) -1
= d
y Ip(s)  (s+4+p)> @

por lo que la sensibilidad para variaciones de p corres-
ponde a:

(s3]

S _p) 9T(s) __ —p
TGP T(s) dp(s)  s+4+p

Para cuantificar la sensibilidad del sistema para varia-
ciones de la ganancia K,, a los parimetros p y K se les
asigna su valor nominal.

Kl
T(s) ——s+p 1 ©
KZ,pZZ,K1:1 1+K1K2 S+(2+K2)
$+p
T (s -1
y L) _ (f)

0K, (s+2+K,)?

De acuerdo con la ecuacidén (7.20), la sensibilidad para
variaciones de K, corresponde a:

Ky o9t K,
TEKS T (s) JK, s+2+K,
aT
7.10 Los factores T(s) y 87(5) para particularizar la
1

ecuacion (7.20) y obtener la sensibilidad del sistema para
variaciones en K son:

(5)= K aT(s) _ s2+25
2 +25+K Y JK (s> +2s5+K)?
K 0T(s) s(s+2)

9]
Il
|

2 +25+K



En general, la sensibilidad queda representada en tér-
minos de la variable s. Para interpretar tal resultado se
sustituye el nimero s por jw, lo que origina un nimero
complejo y, como tal, tendrd magnitud M(w) y una fase
¢(w), ambas en funcién de w. Por lo anterior, se procede-
ra a reemplazar s por jw en la ecuacién (a) y se graficardn
las variaciones de magnitud con respecto a la frecuencia
o para diferentes valores del parametro K.

s(s+2) _ (jw)(jw+2)
2+2s+K o (jw)? +2(jw)+ K

S T(s):K™

La magnitud de (b) corresponde a:

w\lw2+22

M(w)=
J @) +(K-w?)?

(©

La ecuacién (c), representada en la figuraVIL.6 en gra-
fica semilogaritmica para el eje de frecuencias w, indica
que la sensibilidad del sistema se manifiesta en la frecuen-
cia natural no amortiguada w,,.

Comportamiento de la sensibilidad en funcién de la frecuencia

1%
2
g K =110
£18
5
= 1.6
g K=5
314
2 A

1.
: K=2 / / NN
g1
o
£ /
= /
=
g 06
: /
o 0.4
o
° A
2 0. 4

LT T
% 0 Eﬁﬁ///
= 107! 100 10! 10%
log w

Figura VII.6 Magnitud de la sensibilidad
en términos de .

Andlisis de error y sensibilidad

Al considerar el comportamiento del sistema en ré-
gimen transitorio, las variaciones de ganancia se reflejan
en el polinomio caracteristico de la funcién de transfe-
rencia de lazo cerrado T(s), donde el amortiguamiento
A tiende a disminuir al aumentar la ganancia, con lo que
el sistema tiende a ser cada vez mis oscilatorio. La tabla
VII.4 muestra las caracteristicas del régimen transitorio
de T(s) como respuesta al escaldn, y la figura VIL.7 pre-
senta el comportamiento del sistema para variaciones de
ganancia.

La fase relacionada con la ecuacién (b) queda expresa-

da como:
2w
d
K_wzJ @

La interpretacion de la fase se relaciona con la di-
reccién que tomaran las raices, a medida que varie el
pardmetro K. La tabla 7.6 del ejemplo 7.9 presenta las
diversas fases de la sensibilidad del sistema a cambios en
K.

d(w)= 90°+cg—1(w/2)—tg-1(

y(t)

0.5

Figura VII.7 Comportamiento al escalén del sistema

§) = ——— para diversos valores de K.
2 +2s5+K

Tabla VII.4 Parametros del régimen transitorio de T(s) a entrada escalén.

Frecuencia natural

Maximo pico

[CEVET T no amortiguada Amortiguamiento | de sobreimpulso

K ®, A o MP
2 1.41142 0.7071 4.32%

2.2361 0.4472 20.78%
10 3.1622 0.3162 35.09%
15 3.8730 0.2582 43.19%
20 4.4721 0.2236 48.64%
50 7.0711 0.1414 63.84%
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Con respecto a la sensibilidad del sistema al error de
estado estable para variaciones de K, de acuerdo con la
ecuacidn (7.21):

K e
SeSS:Kze_
ss

ss

oK

-1 (e)

El sistema no es sensible a variaciones de ganancia. El
signo negativo de la ecuacién (e) indica que el error de
estado estable a entrada rampa disminuye a medida que
aumenta K.

7.11 Debido a que el sistema es de tipo 1, se evalta
K .

"

K 1
K, =limsG(s)=— y et - -
=50 a K=10,4=5 rampa KV K

Las sensibilidades del error de estado estable a varia-
ciones de Ky a son, respectivamente:

K o
==y S, =

de
S == 2y
Ko e 9K a da

|



Modos de control
y diseho de
controladores

INTRODUCCION

En este capitulo se estudian los diversos tipos de controladores, elementos que se adicio-
nan a la configuracidn original con la finalidad de mejorar las caracteristicas de respuesta
de los sistemas y asi satisfacer las especificaciones de funcionamiento. También se anali-
zan los efectos que los controladores ejercen sobre el sistema. Después de definir los dis-
tintos tipos de controladores, se estudiaran los métodos para su sintonizacién empleando
los criterios de Ziegler-Nichols y Cohen-Coon.

Contenido

* Acciones basicas de control.

* Clasificacidén y caracteristicas de los distintos tipos de controladores.
e Controladores P, PI, PD y PID.

* Criterios para la sintonizacién de los controladores.

* Implementacién de los diversos tipos de controladores.

* Problemas.

* Referencias del capitulo 8.

* Soluciones a los problemas del capitulo 8.

Objetivos

* Detfinir las acciones basicas de los modos de control.

e Determinar las caracteristicas de los diferentes tipos de controladores.

e Analizar la sintonizacién de los diversos tipos de controladores.

* Implementar los diferentes controladores utilizando amplificadores operacionales.
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8.1 INTRODUCCION

8.1.1

Figura 8.1a

Tendencia a la reduccién
de la estabilidad relativa del
sistema como consecuencia
de la adicion de polos.

Los controladores son elementos que se le agregan al sistema original para mejorar sus
caracteristicas de funcionamiento, con el objetivo de satisfacer las especificaciones de
disefio tanto en régimen transitorio como en estado estable.

La primera forma para modificar las caracteristicas de respuesta de los sistemas es el
ajuste de ganancia (lo que posteriormente se definird como control proporcional). Sin
embargo, aunque por lo general el incremento en ganancia mejora el funcionamiento
en estado estable, se produce una pobre respuesta en régimen transitorio y viceversa. Por
tal motivo, es necesario agregar elementos a la simple variacidén de ganancia, lo cual da
lugar a los diversos tipos de controladores:

* Control proporcional (P).
* Control integral (I).
¢ Control derivativo (D).

Ademas, los controladores pueden interactuar entre si, lo que da por resultado la for-
macién de las siguientes configuraciones:

* Control proporcional-integral (PI).
* Control proporcional-derivativo (PD).
* Control proporcional-integral-derivativo (PID).

Puesto que los controladores incorporan elementos adicionales al sistema a manera
de polo(s) y/o cero(s), es importante establecer cuil es el efecto sobre el sistema a con-
secuencia de la adicién de tales elementos.

Efecto en la adicion de polos

El incremento en el nimero de polos en un sistema ocasiona que el lugar geométrico
de raices se desplace hacia la derecha del eje jw, lo que reduce la estabilidad relativa del
sistema o, en algunos casos, lo hace inestable. Lo anterior se muestra en la figura 8.1a.

1 T T 1 4 T T T :
0.5 1 polo 2 ! 2 polos
(I x—x—xxx—xx—x—xxx—x—x—x————;l OO K- - - K- - - X DK== == === m o m e
4 — | :
—0.5 -2 i
—15 10 -5 Y S S e By
2 T T T T 1 T T T
it 3polos 05+ g 4 polos
O --M—------- FRROORIK-------~ 0 JomHOommm - -~ -~~~ Imee.
B Y 0
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8.1.2 Efecto en la adicién de ceros

8.2

Figura 8.1b

Tendencia a incrementar
la estabilidad relativa
del sistema debido a la
adicién de ceros.

Figura 8.2

Sistema de lazo cerrado
al que se le agrega un
controlador G_(s) en la
trayectoria directa.

Incorporar ceros en un sistema produce que el lugar geométrico de raices se desplace
hacia el semiplano izquierdo, lo que hace estable o mas estable al sistema. Lo anterior se
muestra en la figura 8.1b.

En términos generales, el disefio de los controladores se enfoca en la adicién de ceros para
mejorar la respuesta transitoria, asi como la colocaciéon de un polo en el origen para corregir
el comportamiento de estado estable del sistema, segtin se tratard en la seccién 8.3.

ACCIONES DE CONTROL

Sea un sistema de lazo cerrado como el mostrado en la figura 8.2, donde el error E(s) es
igual a la suma algebraica de R(s) — B(s).

El diseno del controlador consiste en modificar las caracteristicas de respuesta de los
elementos que se encuentran en la trayectoria directa o en la de retroalimentacién, de
manera tal que la respuesta de la configuracién en lazo cerrado satisfaga los requisitos
de funcionamiento.

2 T T T 4 T T T T

1 3 polos § 5 3 polos y §
1 cero

O [ -- M—---------- SBEOO00HK 0% X-% == XK - - XK--=-=-=- ©- =

=) R

=6 —4 -2 0o -4 -3 -2 -1

4 T T T T 4 T T T T
5 3 polos y 5 3 polos
1 cero y 2 ceros f%&
(0 RORGCOSIEE: ©- - XHKX- X~ X - X-XXK 0 meeeeeemmxix
- { = W
— 4 1 1 1 1 - 4 1 2 2 2
—4 -3 =2 =1l 0 -20 —-15 —-10 -5 0

G,

A

Controlador
RO EY o R Y(9)
G(s)
+

Elemento final

Proceso
de control

B(s)

Sensor
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8.2.1

Figura 8.3
Configuracién

del control proporcional:
G.(s) = —R,/R,.

8.2.2

Control proporcional: P

Se dice que un control es de tipo proporcional cuando la salida del controlador v(t) es
proporcional al error e(t):

(=K, e() (8.1)

que es su equivalente en el dominio s:
V()=K,E(s) =~ G()=53=K (8.2)

Puesto que la ganancia K del controlador es proporcional, ésta puede ajustarse segiin
se muestra en la figura 8.3 (véase la seccién 1.4 del capitulo 1). En general, para pequenas
variaciones de ganancia, aunque se logra un comportamiento aceptable en régimen
transitorio, la respuesta de estado estable lleva implicita una magnitud elevada de error.
Al tratar de corregir este problema, los incrementos de ganancia mejoraran las caracte-
risticas de respuesta de estado estable en detrimento de la respuesta transitoria. Por lo
anterior, aunque el control P es facil de ajustar e implementar, no suele incorporarse a un
sistema de control en forma aislada, sino mas bien se acompana de algiin otro elemento,
como se vera en la siguiente seccion.

Control integral

Se dice que un control es de tipo integral cuando la salida del controlador v(t) es propor-
cional a la integral del error e(f):

v() =K, [ e(dt (8.3)

donde K es la ganancia del control integral. En cualquier tipo de controlador, la acciéon
proporcional es la mas importante, por lo que la constante K; puede escribirse en tér-
minos de K,

K =—-£ (8.4)

donde T; es un factor de proporcionalidad ajustable que indica el tiempo de integra-
cién.



Figura 8.4
Configuracién

del control integral:
G.(s) = —1/R,C,s.

8.2.3

Modos de control y disefio de controladores

El equivalente en el dominio s de la ecuacién (8.3) es:

v=Ripy - ge=20-K_ % (8.5)
s s i s
El control integral tiende a reducir o hacer nulo el error de estado estable, ya que
agrega un polo en el origen aumentando el tipo del sistema; sin embargo, dicho com-
portamiento muestra una tendencia del controlador a sobrecorregir el error. Asi, la res-
puesta del sistema es de forma muy oscilatoria o incluso inestable, debido a la reduccidén
de estabilidad relativa del sistema ocasionada por la adicién del polo en el origen por
parte del controlador (véase la seccién 8.1). La configuracién del control integral imple-
mentado con amplificador operacional se muestra en la figura 8.4.

Control derivativo
Se dice que un control es de tipo derivativo cuando la salida del controlador v(t) es pro-
porcional a la derivada del error e(f):

o de()
v(f)= Kd TH (8.6)

donde K es la ganancia del control derivativo. La constante K, puede escribirse en
términos de Kp:

donde T es un factor de proporcionalidad ajustable que indica el tiempo de deriva-
cion.
El equivalente de la ecuacién (8.6) en el dominio s es:

V(s)=K;sE(s) .. Gc(s)z—sdeszKpTds (8.8)

El significado de la derivada se relaciona con la velocidad de cambio de la variable
dependiente, que en el caso del control derivativo indica que éste responde a la rapidez
de cambio del error, lo que produce una correccién importante antes de que el error
sea elevado. Ademas, la accion derivativa es anticipativa, esto es, la accidon del controla-
dor se adelanta frente a una tendencia de error (expresado en forma de derivada). Para
que el control derivativo llegue a ser de utilidad debe actuar junto con otro tipo de
accién de control, ya que, aislado, el control derivativo no responde a errores de estado
estable.
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Figura 8.5
Configuracién del control
derivativo: G(s) = —R,C,s.

Introduccion a los sistemas de control: conceptos, aplicaciones y simulacion con MATLAB

La configuracién del control derivativo implementado con amplificador operacional
se muestra en la figura 8.5.

8.3 COMBINACION DE LAS ACCIONES DE CONTROL

8.3.1

Las acciones proporcional, integral y derivativa suelen combinarse entre si para produ-
cir los siguientes tipos de controladores.

Control proporcional-integral: Pl

Se dice que un control es de tipo proporcional-integral cuando la salida del controlador

v(t) es proporcional al error e(f), sumado a una cantidad proporcional a la integral del
error e(t):

KP
v ()= K, e(t) +TI e(t)dt (8.9)
de manera que al expresar la ecuacién anterior en el dominio s, se tiene:
KP
I (s)= K, E(s)+ ﬁE(S)
V@ _ L .
Gl =g = P[1+Tis:|_KP+Tis (8.10)
V() s+1/T; ] s+(K;/ K,)
Gl =5 = p[ =K, . 8.11)

La ecuacién (8.10) corresponde a un factor proporcional K que actia junto con un
cero ubicado en z = —1/7Ti (cuya posicion es ajustable sobre el eje real a la izquierda
del origen) y un polo en el origen. La representaciéon en bloques de la ecuacion (8.10)
se muestra en la figura 8.6a, mientras la figura 8.6b es la representacién en el plano s

de los elementos que forman el control PI, y la figura 8.6¢ es la implementacion del
control PI.
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Figura 8.6a
Representacion en bloques Comparador b
del control Pl formado P Kp
por K_+ K:/s (donde
i R(9) +
T.= Kp/Ki), de acuerdo
con la ecuacion (8.10). + % + 1(s)
Esta configuracién es E() - ; g
— i ntegrador

valida para el uso de
Simulink (apéndice A2).

B(s)
Control Proporcional-Integral
Figura 8.6b jo Plano s
Representacion en el
plano s del controlador PI, =
donde la posicion del cero 7
-

es ajustable.

Figura 8.6¢
Configuracién basica del
control P = I: G_(s) =
—K(s + z)/s, donde

K= (R,/R,) yz=1/R,C..
La figura 8.8c es una
alternativa mediante
Jjumpers para accionar

las partes proporcional e
integral.

8.3.2 Control proporcional-derivativo: PD

Se dice que un control es de tipo proporcional-derivativo cuando la salida del controlador
v(t) es proporcional al error e(t), sumado a una cantidad proporcional a la derivada del
error e(t):

de(t)
v(0)= K, e(0)+K, T;—* (8.12)

Al expresar la ecuacién anterior en el dominio s, se obtiene:

V(s)=KpE(s)+KpTds E(s)

V6

G.(5) = e =Kp[1+Tds] (8.13)
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V(s)
E(s)

G.(s)= =KpTd[s+l/Td:|:KpTd[s+(Kp/Kd):| (8.14)

La ecuacién (8.14) indica un factor proporcional K T, que actlia junto con un cero
z=-1/T,, cuya posicion es ajustable en el eje real. El diagrama de la ecuacién (8.14) se
muestra en la figura 8.7a, en tanto que la figura 8.7b es el diagrama de polos y ceros de
los elementos que constituyen al control PD, y la figura 8.7¢ es la implementacién del
controlador PD.

Figura 8.7a
Representacion en bloques
del control PD: Kp + K, s
(donde T, = Kd/Kp), segln
la ecuacion (8.14). Esta
configuracién no es valida + du/ dt

para su uso en Simulink: E(s) |
- Kd Derivative

Comparador

du/dt no es un cero
en el origen.

Control Proporcional-Derivativo

Figura 8.7b jo
Representacion en el plano s

Plano s

del controlador PD; la
posicién del cero
es ajustable.

Figura 8.7c R, G,
Configuracién basica
del control proporcional- C
derivativo: G_(s) = —=K(s + 2), o—
donde K=R, C,y
z=1/R,C,. La figura 8.8¢c ' Yo
muestra una alternativa @ @

adicional mediante jumpers, p—
los cuales activan las partes
proporcional y derivativa.

8.3.3 Control proporcional-integral-derivativo: PID

Se dice que un control es de tipo proporcional-integral-derivativo cuando la salida del con-
trolador v(t) es proporcional al error e(t), sumado a una cantidad proporcional a la inte-
gral del error e(f) mis una cantidad proporcional a la derivada del error e(f):

v()=K, e(t)+%‘[ e(di+K, Td$ (8.15)

1



Figura 8.8a
Representacion en
bloques del control PID.
Dicha configuracién no
es valida para su uso en
Simulink, ya que du/dt no
representa un cero (véase
el apéndice A2).

Figura 8.8b
Representacion en el
plano s del control PID;
hay un polo en el origen.
Los ceros pueden ser
reales distintos (1),
reales repetidos (2) o
complejos (3).

Modos de control y disefio de controladores

por lo que en el dominio s le corresponde la expresion:

V(s)= K, E(s)+ %E(s) +K, Ty s E(s)
Gc(s)z%:Kp[l+%+Tds] (8.16)

9= L < [
GC(S):%:KpTd[sz+(l/Td)ss+l/Tde] 817
Gc(s)zKp+%+de (8.18)

La ecuacién (8.17) indica un factor proporcional KpTd que actda junto con un par de
ceros (distintos, repetidos o complejos, cuya posicion es ajustable en el plano s) y un polo
en el origen. La representacién en bloque de la ecuacidn (8.16) se muestra en la figura
8.84a; 1a figura 8.8b es la representacidén en el plano s del control PID, y la figura 8.8c¢ es
la implementacién del control PID segtin la ecuacién (8.18).

>

Kp
+ Vs)
Comparador % R

R() Ki Integrador_L’ +

+ )»—}Ib du/ dt|——pp1+

E(s)
_ Kd Diferenciador
B(s)

Control Proporcional-Integral-Derivativo

30 Plano s
o
T 5 1
30
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Figura 8.8c

Control proporcional-integral-
derivativo, el jumper 1 activa
la parte proporcional,

el jumper 2 activa la parte
integral, y el jumper 3 activa
la parte derivativa.

Jumper 3

Como conclusidn, se enumeran las principales caracteristicas de los diferentes tipos
de controladores: P! PI, PD y PID.

Control proporcional

* El tiempo de elevacidn experimenta una pequefla reduccion.

* El maximo pico de sobreimpulso se incrementa.

* El amortiguamiento se reduce.

* El tiempo de asentamiento cambia en pequefla proporcion.

* El error de estado estable disminuye con incrementos de ganancia.
* El tipo de sistema permanece igual.

Control proporcional-integral

* El amortiguamiento se reduce.

* El maximo pico de sobreimpulso se incrementa.

e Decrece el tiempo de elevacidn.

* Se mejoran los margenes de ganancia y fase.

* Eltipo de sistema se incrementa en una unidad.

* El error de estado estable mejora por el incremento del tipo de sistema.

Control proporcional-derivativo

* El amortiguamiento se incrementa.

* El maximo pico de sobreimpulso se reduce.

* El tiempo de elevacidon experimenta pequefios cambios.
* Se mejoran el margen de ganancia y el margen de fase.
e El error de estado estable presenta pequenos cambios.

* El tipo de sistema permanece igual.

! En muchas ocasiones la palabra ganancia es sustituida por el término banda proporcional.
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Control proporcional-integral-derivativo
» Este tipo de controlador contiene las mejores caracteristicas del control proporcional-
derivativo y del control proporcional-integral.

La tabla 8.1 es una referencia con respecto al tipo de controlador a utilizar en los
diversos procesos industriales.

Tabla 8.1 Controladores a utilizar en los procesos industriales.

Tipo de
controlador Proceso por controlar
P Control de nivel
PID Control de temperatura
PI Control de flujo
PI Control de presiéon de liquidos

8.4 CRITERIOS DE SINTONIZACION
DE CONTROLADORES

Una vez que se han definido las acciones de control y sus posibles combinaciones para
producir los distintos tipos de controladores, se procederd a considerar algunos de los
diferentes criterios para sintonizar, esto es, para asignar valores especificos a los compo-
nentes que conforman cada controlador en particular.

8.4.1 Criterio de Ziegler-Nichols
(método de la ganancia maxima)

Este criterio de ajuste se denomina método de sintonizacién en lazo cerrado, ya que el
controlador permanece en la trayectoria directa como elemento activo, segiin se muestra
en la figura 8.9.

Figura 8.9 G,(9)
La ganancia del A\
controlador proporcional sl o ( )
7 V) M(s
Kc se incrementa hasta ) = 7 i)
llevar al sistema a un Gs)
. . + L
comportamiento libre
oscilatorio - Flemento final Proceso
' de control
B(s)
H(s)
Sensor

Primero se incrementa la ganancia del control proporcional Kp hasta que la salida
del sistema se comporte como una oscilacion sostenida, lo que equivale a un compor-
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tamiento marginalmente estable. La forma de onda libre oscilatoria es de interés tanto
en la ganancia con la que el sistema presenta dicha oscilacién, denominada ganancia
méxima K|, como con el periodo de la oscilacién, denominado periodo maximo P,. En
el caso de que el sistema original contenga un controlador con accién integral y deriva-
tiva, se procede a cancelar ambas acciones haciendo T,= ey T,;= 0. Una vez que se ha
calculado T;y T, el controlador queda sintonizado.

Si el sistema es incapaz de alcanzar el estado de libre oscilacién con incrementos de
ganancia, el método de Ziegler-Nichols no se puede aplicar.

Al sustituir s por jw, en la ecuacién caracteristica de la funcién de transferencia de
lazo cerrado {(s), es posible determinar K y la frecuencia w, en la cual el LGR cruza
con el eje jw; el periodo P, se obtiene mediante P, = 27/w,. Una vez que se han de-
terminado la ganancia maxima K|, y el periodo maximo P, los valores de K, T,y T,
pueden cuantificarse al aplicar la referencia que se muestra en la tabla 8.2 para sintoni-
zar los diferentes tipos de controladores. En este punto, cabe mencionar que con el
método de Ziegler-Nichols de la ganancia maxima no es posible ajustar al control pro-
porcional-derivativo.

Tabla 8.2 Sintonizacion de controladores mediante el método de Ziegler-Nichols
(método de la ganancia maxima).

Tipo de
controlador G (s)

P p K,
& l1et i
K1+ L L
PID ) +ﬁ+ ds 06Ku 2 S

< EJEMPLO 8.1

Aplique el método de Ziegler-Nichols al sistema representado en la figura 8.10
para determinar los valores de los parimetros respectivos para un control:

a) Proporcional.
b) Proporcional-integral.
¢) Proporcional-integral-derivativo.

Figura 8.10 G.(s) eX0)
Diagrama de bloques R(s) T Y(s)
del ejemplo 8.1. K(s) D12 613)
+ S S
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Solucion:

Primero se procederd a obtener la ganancia maxima K|, y la frecuencia , corres-
pondiente al punto en el que el lugar geométrico cruza el eje jw, para lo cual se
considera el denominador de la funcién de transferencia de lazo cerrado (o poli-
nomio caracteristico):

_ K
TP 462 +11s+(6+K)

T(s)
donde se sustituye s por jw:
(jo)> +6(jo)> +11(jw)+(6+K)=0
La expresion anterior puede separarse en las partes imaginaria y real:
(jo)[ o)? +11]+[ 6(jw)? + 6+ K)| =0

De la parte imaginaria se obtiene la frecuencia @, con la que el sistema cruza el
gje jw: w, = ij(ll)l/2 =13.31667, con lo cual:
2
P, =T 189445 (@)
)

u
u

De la parte real sale el valor de la ganancia maxima K, lo que corresponde a la
ganancia que requiere el sistema para que éste se comporte en forma libre oscila-
toria:

6(jw)>+(6+K)=0 s K=K, =60 (b)

A partir de (a) y (b), es posible cuantificar los pardmetros de cada uno de los
controladores, segtin se muestra en la tabla 8.3.

Tabla 8.3 Criterio de Ziegler-Nichols para sintonizar los controladores P, Pl y PID
1

para aplicarse al sistema Gp(s) =

(s+N(s+2)(s+3)
EEEEnnnnane
controlador K, T, K; T, K,
P 30
PI 27 1.5787 17.1024
PID 36 0.9472 38.0054 0.2368 8.5261

Control proporcional:
Para el control P, la ganancia Kp se ajusta a 30 unidades.
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Control proporcional-integral:
El control PI, de acuerdo con la ecuacién (8.10), se forma mediante la suma de una
accion proporcional mas una accién integral:

— KP_ Ki_
GC(S)— Kp+ﬂ_ KP+T_ 27

1

17.1024
t—

La figura 8.11a es una representacion en Simulink de los diferentes controlado-
res, que activa los interruptores y ajusta la(s) ganancia(s) en cada caso.

Figura 8.11a
Sistema retroalimentado
donde es posible implementar

Control proporcional

con Simulink los controladores
P (proporcional) y Kp =27
Pl (proporcional-integral)
al hacer clic en el interruptor Control integral +
lecci + 1
para seleccionar entre > 1
el control P o el control Pl gc 21e 1 $+652+115+6
Para este caso, se muestra el ynitario _ S Gp(s) Scope

control Pl después de haber
aplicado el método de
Ziegler-Nichols de la
ganancia maxima, segun los
resultados correspondientes
en la tabla 8.3: Kp = 27

y Ki = 17.1024.

Figura 8.11b

Respuesta del sistema bajo
consideracion que utiliza un
controlador proporcional.

Interruptor Ki = 17.1024 Integrador
Ki = Kp/Ti

Tierra

Control proporcional-integral-derivativo:
El control PID, segtin indica la ecuacidén (8.18), se forma mediante las sumas de
acciones proporcional, integral y derivativa:

B4 4 oo,

KP
Gl =K+ i+ K, Ty s =30+

Las respuestas del sistema al escalén unitario para los diferentes tipos de contro-
ladores se muestran en las figuras 8.11b, ¢ y d.

1.4

T T
' '

_Control Proporcional

1.2} ----f-\-

mmmm—————

0 ) A A
0.6 | -fpmmeenav

71 I

bmmmmabamamaba -
bemmmabememabema—aka———
FAPSRRR-SSRRR SRR -SP V-
bmmmmabem ek —————)

0.2 | fomeennee

10

S

N b oeeen
G
o T
oo} M
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Figura 8.11c
Respuesta del sistema

1 1 1
bajo consideracion que Control proporcional-Integral

utiliza un controlador Kp =27, Ki =17.1024 y Ti =1.5787

[0\
U

proporcional-integral.

Figura 8.11d
Respuesta del sistema

bajo consideracion Control proporcional-Integral-Derivativo
sintonizado como un Kp =36, Ki =38 y Kd =8.5251

controlador proporcional-

integral-derivativo. \/

8.4.2 Criterio de Cohen-Coon

Este criterio de ajuste se denomina método de sintonizacién en lazo abierto. En él se
aplica una entrada escalén R’(s) directamente hacia los elementos que forman la trayec-
toria directa sin incluir al controlador, como se observa en la figura 8.12.

Figura 8.12 Controlador ~ R'(s)
Proce(.:limiento para R(s) E(s) M(s) Y(s)
registrar la curva Gl | G,(s) G, (s) >
de reaccion de un + ’ !
determinado sistema en —
lazo abierto. B(s)
< Hs)
Registro de

la salida Sensor
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Figura 8.13

Curva de reaccién para
determinar la constante de
tiempo 7 del sistema Gp(s) y
el atraso de tiempo T,

La respuesta obtenida a la salida del sensor, denominada curva de reaccién del sistema,
es el punto de partida para la sintonizacién de los diversos tipos de controladores. Una
caracteristica tipica de la curva de reaccién es que presenta una forma de S, debido a
la contribucién en tiempo compuesta por la suma del atraso de tiempo propio de un
sistema de primer grado con constante de tiempo T junto con un atraso de tiempo puro
T, segin se muestra en la figura 8.13.

=T s
Ke "4
G (s)=— 8.19
P( ) Ts+1 (8.19)
donde:
K = ganancia del proceso
T = constante de tiempo del sistema
1, = atraso de tiempo
maxima

0 (8.20)

maxima

HS——

. A

. S —

Ta Ta+ 7 tiempo ¢

A partir de la curva de reaccidn, se dibuja una recta tangente en el punto de inflexién
de la curva, de tal manera que la interseccidn de la recta tangente con el eje de tiempo
representa el atraso de tiempo Ta. La constante de tiempo T en relacidén con un sistema
de primer grado se obtiene de:

= maxima 321
= (8.21)

Conociendo los valores de ganancia K del proceso, atraso de tiempo T y constante
de tiempo 7 (a partir de la pendiente de la tangente m en el punto de inflexién), la sin-
tonizacioén de los diversos controladores se lleva a cabo a partir de los valores mostrados
en la tabla 8.4.
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Tabla 8.4 Sintonizacion de controladores mediante el método de Cohen-Coon.

Tipo de
controlador Parametros por sintonizar
T
p K =—|1+-2
P KT, 37

T T
K, = 0.9+
P KT, 127
30+3T, /7
=7 ———— a4
i e9420T /7

T T
K =——125+—=<
P KT, 67
6-2T /7

=T ——a

4 e243T /7

T T
K = |:1.3333+—“:|

PI

PD

PTKT 47
PID “
_p RH6T /7 4T,
PTa348T /70 4 1142T /7
I

<& EJEMPLO 8.2

Para el sistema de control de la figura 8.14a, cuya curva de reaccidn se ilustra en la
figura 8.14b, determine los parametros de los controladores P, PI, PD y PID me-
diante el método de Cohen-Coon considerando que ' (¢) = U(t).

Figura 8.14a Gs) Gp(s)
Diagrama de bloques del R(s) i Y(s)
sistema por sintonizar. n (2+4s+4)
- Controlador Proceso

Figura 8.14b

Curva de reaccién del : : :
sistema G, (s) = 1/(s + 2)2 0.25 | cemmemmee b i
para una entrada escalon ; : :
unitario r'(t) = U(t). 0.2 | ----mmmmemdeme e jmmmmmmmnee- fmmmmmmmaee- grmmmmmmanee
(U5 1) IS 7 A —  E— L — L E—
1)1 A —— fremenaenes fremmeemenes T
1) A/ S—— — — L E—
0 H H H

©
=
N8}
&
~
ul
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Solucion:
Primero se obtendri el valor de la constante de tiempo 7, asi como el atraso del
tiempo 1’ en relacion con la curva de reaccién de la figura 8.14b.

La respuesta del sistema de lazo abierto Gp(s) al escalon unitario esta dada como:

1 1 1 1
(=LY (s)=———t=———e"2f ——fe2¢ a
() { © S(S”)z} e @
que es la primera y segunda derivadas de (a):
Y ()=te”?! (b)
Y () =e 2! =2t 2! (c)

Para determinar el punto de inflexion se iguala a cero la segunda derivada:
L 1)

Y()=e 2 =2te721=0

por lo que el punto de inflexion se localiza en t = 1/2. Para obtener la pendiente
de la tangente m en el punto de inflexién, se sustituye = 1/2 en la primera deri-
vada de (a), lo cual corresponde a la ecuacién (b):

m=y (t=1/2)=(1/2)e 212 =0.1839
A partir del resultado anterior, es posible cuantificar el tiempo de atraso 7. El
valor de y'(f) en el punto de inflexién = 0.5 es:
’ -1 1 -1
Y(t=1/2)=——=—e"" ——=(0.5)e™" =0.066
4 2
El valor de ¢, que corresponde a 1), donde la pendiente de la tangente corta al
eje de tiempo, se obtiene a partir de la pendiente de la tangente m:

_Y7Yo 0.066-0
"= x—x, 05-Ta

T, =0.14 (d)

=0.1839

La constante de tiempo T se determina a partir de la ecuacion (8.21), donde

bpixima = 0-25, de acuerdo con la figura 8.14b:
b, . 2
g omixima 025 o0, ©
m 0.1839

Por tltimo, se establece la ganancia K del proceso, por lo cual se considera la
ecuacion (8.20).

_ bméxima _ 0.25

= 0 1 =0.25 ()

Una vez determinados los valores de 7, T' y K, utilizando la tabla 8.4, es posible
cuantificar los diversos parimetros para sintonizar los diferentes tipos de controla-
dores: P, PI, PD y PID. Los resultados se presentan en la tabla 8.5.



Figura 8.15a
Respuesta del sistema
regulado por un control
tipo P.

Figura 8.15b
Respuesta del sistema
regulado por un control
tipo PI.

Figura 8.15¢
Respuesta del sistema
regulado por un control
tipo PD.

Figura 8.15d
Respuesta del sistema
regulado por un control
tipo PID.

Modos de control y disefio de controladores

Tabla 8.5 Sintonizacion de controladores empleando el criterio de Cohen-Coon.

Tipo de
controlador

40.1733
PI 35.2893 0.3837 91.9791
PD 49.2167 0.0364 1.7895
PID 52.7854 0.3303 159.793 0.049 2.6379

La figura 8.15 muestra la respuesta al escalén unitario cuando cada controlador
ya sintonizado se aplica al proceso Gp(s).

1.4

1.2F

0.8+
0.6
0.4+

0.2

1.5

0.5

1.4

05 1 15 2

25 3 35

1.2

0.8+
0.6
0.4+

0.2

15

0.5

05 1 15 2

25 3 35
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8.4.3 Criterio de Ziegler-Nichols (curva de reaccion)

Como se vio en la seccidn anterior, el método de sintonizaciéon de Cohen-Coon se basa en
la curva de reaccidn, la cual puede utilizarse como punto de partida para definir un segun-
do procedimiento propuesto por Ziegler-Nichols, denominado también de sintonizacién
en lazo abierto. Este procedimiento se aplica al registro grifico de la respuesta del proceso
para entrada escalén, donde es necesario determinar tanto el atraso de tiempo 1, como la
pendiente m de la tangente en el punto de inflexion. Una vez cuantificados los parimetros
mencionados, los coeficientes de los controladores se obtienen a partir de la tabla 8.6.

Tabla 8.6 Sintonizacién de controladores mediante
el método de Ziegler-Nichols (curva de reaccién)

Tipo de
controlador

1 Ta m
0.9 T
PI Ta p 3.3
1.2
PID 2T 05T
T, m a

<& EJEMPLO 8.3

Para el sistema del ejemplo 8.2, emplee el método de sintonizacién de Ziegler-
Nichols con base en la curva de reaccién y obtenga los parametros respectivos
para sintonizar los controladores P, PI y PID, considerando que T, = 0.14 seg y
m = 0.1839. El proceso es:

1
2+45+4

G,(5) =
Solucion:
Considerando que los parimetros T, = 0.14 seg y m = 0.1839 se justificaron en el
ejemplo 8.2, con tales datos es posible completar la siguiente tabla de valores que
contiene los pardmetros de los controladores correspondientes.

Tabla 8.7 Sintonizacién de controladores empleando el criterio de
Ziegler-Nichols (por el método de la curva de reaccion).

Tipo de
controlador Kp T, K; T, K,

p 38.841
PI 34.9569 0.462 75.6643
PID 46.6092 0.2800 166.461 0.07 3.2626




Figura 8.16

Respuesta en lazo
cerrado del sistema Gp(s)
al escalén, una vez que
se han sintonizado los
controladores P, Pl'y PID.
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La figura 8.16 muestra las respuestas al escalon unitario de los controladores P,
PI y PID.

- S
PID |
| WV WS R SN A :
i
(IS S E— S— S——
Q 5 : 5
0 1 2 3 4

Como conclusién a los modos de control, asi como a los diferentes tipos de sintoni-
zacidn, se puede decir que:

* El modo integral ofrece una correccidn que es proporcional a la integral del error, se-
gln se indico por medio de la ecuacidn 8.3. Dicha accidn tiene la ventaja de asegurar
que para un sistema de tipo 0 se aplicard una accidén de control suficiente para reducir
a cero el error de estado estable; por otro lado, tal accién de control presentard un
efecto desestabilizador como consecuencia de la adicién de un polo en el origen.

* Con respecto al modo derivativo, se puede decir que ofrece una cierta caracteris-
tica predictiva o anticipativa, como lo muestra la ecuacién 8.6, con lo que se genera
una accidén de control que es proporcional a la velocidad de cambio del error. Si bien
la accidn derivativa tiende a mejorar el comportamiento transitorio y le da més estabi-
lidad al sistema, tiene la desventaja de producir elevados valores en la sefial de control.

* La caracteristica principal del control PID es que le da al sistema las mejores caracte-
risticas, tanto del modo integral como del modo derivativo, segiin se indicdé mediante
la ecuacién 8.15, sin presentar las desventajas de los modos individuales. En sintesis,
el control PID es simplemente un controlador de segundo grado al que se agrega un
integrador.

» Existen diversos criterios empiricos para determinar todos los parimetros de los di-
ferentes tipos de controladores, entre los cuales se analizaron y aplicaron los métodos
Ziegler-Nichols, tanto para lazo abierto (curva de reaccién) como para lazo cerrado
(llevar al sistema a presentar una oscilacion libre) y el método de Cohen-Coon, tam-
bién para lazo abierto analizando la curva de reaccién.

Cabe destacar que existen diversos procedimientos adicionales a los presentados, en-
tre los cuales sobresale el método de Chien-Hrones-Reswick.? Independientemente del
método elegido para la sintonizacion de los controladores, los pardmetros obtenidos en
primera instancia deben tomarse como un primer ajuste en el proceso del disefio.

2 Stefani, T. T., Shahian, B., Savant, C. J. y Hostetter, G. H., Design of feedback control systems, Oxford, 2002.



8.5 PROBLEMAS

8.1 Para llevar a cabo la sintonizacién de los diversos
controladores utilizando la curva de reaccidn, ya sea por
el método de Ziegler-Nichols o por el criterio de Co-
hen-Coon, es necesario disponer de un registro grafico
de la respuesta de lazo abierto al escalon del sistema Gs),
como se ilustra en la figura 8.17. Supongamos que en
este caso la entrada aplicada al sistema es r(f) = 1, de tal
manera que el proceso pueda representarse mediante un
modelo de primer orden 7y con un atraso de tiempo 1,
de acuerdo con la ecuacién (8.19):

Ke™Ta
T o+l

G, ()

0.5F

0.4} /
0.3} /
0.2F /

0.1F /

Figura 8.17 Respuesta en lazo abierto de un sistema
G(s) del sistema.

a) Obtenga una aproximacién analitica de la funcién de
transferencia G(s) del sistema.

b) A partir de la curva de la figura 8.17, aplique los mé-
todos de Cohen-Coon y Ziegler-Nichols para ajustar
los diferentes tipos de controladores.
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8.2 Repita el problema anterior con la aplicacion del
método de Ziegler-Nichols para lo cual hay que llevar el
sistema a un comportamiento libre oscilatorio.

8.3 Con respecto al problema 8.2, escriba un archivo
.m que lleve a cabo los calculos para aplicar el método de
Ziegler-Nichols por el método de la ganancia maxima

K

iy
8.4 Disene las respectivas configuraciones con ampli-
ficadores operacionales para obtener las funciones de

transferencia respectivas, cuyos valores se indican en la
tabla 8.8.

17.1024

a) G.(s)=27+ S

b) G.(s)=49.2167 +1.7895

159.
0 G,(s)=52.7854 +2.6379 s + 59.793

8.5 Considere el sistema mostrado en la figura 8.18a,
que representa un motor de CD controlado por corrien-
te de armadura y que queda definido por:

Kr

b
L 0
Gls) = JL, -
3+(b+Ra)2+ k+Rab+KT kR,
N T35 |S - N
J L JoJL, JL, JL,
donde:
J=001kgm?> b=001Nms, k=0016 Nm
b, = 8.6066 x 107 L =0.01 hy R, = 0.05 Q.

K[=0.0232379V s.

Por los métodos de Ziegler-Nichols, obtenga los pa-
rametros de los controladores P, PI y PID; la curva de
reaccion se indica en la figura 8.18b.

8.6 Con respecto al problema 8.5, obtenga los pardame-
tros de los controladores P, PI, PD y PID, para lo cual hay
que utilizar el método de Cohen-Coon.

Tabla 8.8 Parametros para sintonizar controladores P, Pl, PD Y PID.

Tipo de
controlador K, T, K; T, Ky
PI 27

1.5787

17.1024

PD 49.2167

0.0364 1.7895

PID 52.7854

0.3303

159.793 0.049 2.6379




friccién b

Figura 8.18a Diagrama de un motor de CD controlado
por corriente de armadura.
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Desplazamiento angular 6 (f)

2 3 4 6
tiempo ¢

Figura 8.18b Curva de reaccion del sistema bajo
estudio.

8.7 DPara el sistema mostrado en la figura 8.19, mediante
el método de Ziegler-Nichols de la ganancia maxima,
obtenga los pardmetros del controlador proporcional.
Para resolver dicho problema, considere el concepto de
LGR para cuantificar la ganancia maxima y hacer un ar-
chivo .m que lleve a cabo el disefio considerando que:

a) Atraso de tiempo T = 0.
b) Atraso de tiempo T = 1.8 seg; para ello, utilice la
aproximacion de Padé de segundo grado.

R() . ¥(9)
SR =N IR EN
+ 5s+1
= Controlador Atraso de Proceso
tiempo T'

Figura 8.19 Sistema con atraso de tiempo.

Modos de control y disefio de controladores

8.8 Es posible sintonizar los diferentes tipos de con-
troladores sin utilizar los criterios preestablecidos de Zie-
gler-Nichols y Cohen-Coon?

8.9 Con respecto al sistema mostrado en la figura 8.20,
el controlador debe elegirse y ajustarse de tal manera que
satisfaga las especificaciones de funcionamiento que se
dan a continuacién.

R(s) 7 Y(s)
G
N Ol e GF15)(+6)
- Controlador Proceso

Figura 8.20 Sistema de control donde el controlador
debe elegirse y calcularse para satisfacer las
especificaciones de funcionamiento.

El sistema debera satisfacer los siguientes requisitos:

1. Un miximo pico de sobreimpulso MP < 8%.

2. Un tiempo de asentamiento T, < 3 seg (considerando
que T =4/ w,).

3. Un error de estado estable nulo para entrada escalén.

4. Un error de estado estable < 25% a entrada rampa.

8.10 Con respecto al problema 8.9, aplique el criterio
de Ziegler-Nichols, basado en la curva de reaccién que
se muestra en la figura 8.21,y calcule los parimetros para
sintonizar un controlador proporcional-integral. Por l-
timo, compare los resultados obtenidos con los del pro-

blema 8.9.

0.12 T T

0.1}

0.06 |

0.04

0.02 /

Figura 8.21 Curva de reaccion para el sistema

1
)= 5715 (57 0)

un escalén unitario.

como consecuencia de aplicar

8.11 Obtenga las funciones de transferencia G (s) de las
diversas configuraciones con amplificadores operaciona-
les que se muestran en la figura 8.22.
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Figura 8.22a Considere R, = 1 K, R, = 1 KQ y R; = 25 K(L.

R, G R, G
A AW
C Ry
Vi v, Vi v,
Figura 8.22b Considere R, = 10 K(}, C, = 10p fd Figura 8.22¢ Considere R, = 1 K(), R, = 4 K()
yC,=4.7 pfd yC, =47 ufd
R,
R;
— WA R
R
—s —
G
v Rt LI}
i \_/\N\/_:D— R 1/0
W =

Figura 8.22d Considere los valores R =R, = 1 K, R, =2 KQ, Ri=5KQy C;= 10 u fd.

8.12 Considere el sistema de control de la figura 8.23, Los parametros del sistema son:
cuyo objetivo es que la salida 6 siga la referencia angular 6.

Se pretende que el sistema tenga un error de estado Control p ropc).rc1or?al Ke =1 5
estable nulo a entrada escalén y que, ademds, sea capaz ~Momento de inercia J = 0.085 Kg-m
de presentar un error de estado estable a entrada rampa Amortiguamiento b =0.125 Nw-m(rad/seg)
menor o igual al 2%. El proceso Gp(s) es: Potencidmetro de referencia = 0.8 volts
Potenciémetro de
1 retroalimentacién = 0.8 volts

G ()=——
i ) Js>+bs Constante del motor Km = 0.94 N-m/volt



Modos de control y disefio de controladores

Controlador Posicion
V. error v Friccién angular
K " de la carga
v c
cc
r Al 9,
Angulo de é v
cc
referencia Motor T
6 CD Carga
retro ?
Figura 8.23a Sistema retroalimentado de control de posiciéon angular.
Posicion
angular Posiciéon
deseada Controlador Motor CD  Carga  angular de
0 la carga
% Iﬂaot Kc e Km GP (S) 00
-, I/ﬂl T
Potencidémetro v
de referencia reto K,
O
(conversion de b

posicion
angular a voltaje)

Potenciémetro de retroalimentacion
(conversién de posicion angular a

voltaje)

Figura 8.23b Diagrama de bloques del sistema de control de posicién angular.

Calcule K¢ de manera que se satisfagan las especifica-
ciones indicadas. El diagrama de bloques del sistema se
presenta en la figura 8.23b.

8.13 En la actualidad es de gran importancia buscar
fuentes opcionales de energia; una alternativa es aprove-
char la energia solar para convertirla en energia eléctrica
por medio de celdas fotovoltaicas. Lo anterior se ilustra
en la figura 8.24a.

Figura 8.24a Energia solar que incide sobre la Tierra.

Para obtener la mayor eficiencia en la conversiéon de
energia solar a eléctrica se requiere que las celdas foto-
voltaicas estén siempre perpendiculares a los rayos solares.
Por lo anterior, se necesita un sistema de control que siga
la variacién de posicién de la Tierra con respecto al Sol,
lo cual se manifiesta como una velocidad constante, esto

es, una entrada de referencia rampa. El sistema de rastreo
de la figura 8.24b muestra el arreglo que se utilizard para
lograr que las celdas fotovoltaicas estén siempre perpen-
diculares a los rayos solares a pesar del cambio de posi-
cién de la Tierra.

Figura 8.24b Configuracién para implementar un
sistema de rastreo.

La notacién de la figura 8.24b y el diagrama de bloques
correspondiente se indican en la solucién del problema

385
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respectivo. Como el sistema es tipo 1, calcule Ke, de ma- 8.14 Para el sistema de la figura 8.25, ajuste los diver-
nera tal que el error de estado estable a entrada rampa sea sos controladores por el criterio de Ziegler-Nichols de la
menor o igual a 15%. ganancia maxima.

Comparador Controlador

ref e

K

L,
retro Friccion

WW—e b

L

Figura 8.25 Sistema de control al que se le afiadiran los diversos controladores
(véase el problema 6.22).
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8.7 SOLUCIONES A LOS PROBLEMAS DEL CAPITULO 8

8.1a Segin los métodos de aproximacion analitica ob-
tenidos a partir de curvas de respuesta al escalon vistas en
el capitulo 5, 1a funcién de transferencia de lazo abierto
G(s) queda descrita por:

4 4

G = =
= T 67412548 (12

8.1b Para aplicar la sintonizacién de controladores, a
partir de los métodos que utilizan como punto de partida
a la curva de reaccidn, es necesario determinar primera-
mente Ty 1.

La respuesta del sistema de lazo abierto G (s) al esca-
16n unitario es:

=11 :—4 =
yn=_L {Y(S) S(S+2)3}

-2t _ 2,2t (a)

donde la primera y segunda derivadas de (a) son:

y (=212 (b)

y()=4te 2 —41272" (©)
El punto de inflexién se obtiene al igualar a cero la
segunda derivada:

y()y=dte 2 —42e721 =0

por lo que el punto de inflexidén se localiza en ¢ = 1. Para
determinar la pendiente de la tangente m en el punto de
inflexidn, se sustituye =1 en la ecuacién (b):

A vpartir del resultado anterior es posible cuantificar
el tiempo de atraso 1. El valor de y(t) en el punto de
inflexién t=1es y(t=1) = 0.1616.

El valor de ¢, que le corresponde a T, donde la pen-
diente de la tangente corta al eje de tiempo, se obtiene a
partir de la pendiente de la tangente m:

0.1616 -0
m= W =0.2706 .. Ta =0.4028 (d)

La constante de tiempo T se determina a partir de
la ecuacién (8.21), donde b = 0.5, segln indica la
figura 8.17:

maxima

maxima 0.5
T = ——

—2_—1.8477 (©)
m 0.2706

A partir de la ecuacibén (8.20), la ganancia K del pro-
ceso corresponde a:

=05 (f)

Una vez que se han determinado los valores de 7, T
y K utilizando la tabla 8.4 (criterio de Cohen-Coon) y
la tabla 8.6 (criterio de Ziegler-Nichols), se obtienen los
pardmetros para sintonizar los diferentes tipos de contro-
ladores: P, PI, PD y PID. Los resultados se presentan en las

tablas VIII.1a y VIII.1b.

8.2 Para aplicar el método de Ziegler-Nichols de la
ganancia maxima, es necesario considerar una configura-
cién de lazo cerrado, de manera tal que con incrementos
de ganancia se lleva al sistema a presentar un comporta-
miento marginalmente estable, segtin lo muestra la figura

m=y (t=1)=0.2706

VIII.1.

Tabla Vlil.1a Sintonizaciéon de controladores P, Pl, PD y PID (criterio de Cohen-Coon).

Tipo de
controlador

9.8409
PI 8.4235 0.9242 9.1143
PD 11.8012 0.0989 1.1675
PID 12.7321 0.9100 13.9919 0.1409 1.7938
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Tabla VIil.1b  Sintonizacion de controladores P, PI'y PID (criterio de Ziegler-Nichols).

Tipo de
controlador

9.1745
PI 8.2571 1.3292 6.2119
PID 11.0094 0.8056 13.6661 0.2014 2.2173
R(5) ] ()| o) +12]+[ 6(jw)* + 8+ K)]=0
K +2°3 [ T2
+
A Controlador Proceso De la parte imaginaria se obtiene la frecuencla ,,en
la que el sistema cruza el eje jw: @ = % j(12)”* =+ 3. 4641_],

Figura VIIl.1 Configuracién en lazo cerrado para llevar
al sistema a un comportamiento libre oscilatorio con el
ajuste de la ganancia K.

La funcién de transferencia de lazo cerrado:

P62 4125+ (8 +4K)
K
P +62+125+(8+K)

donde K’ = 4K, por lo que al sustituir s por jow en la ecua-
cién caracteristica se obtienen tanto la ganancia maxima
K, como la frecuencia w, asociada al comportamiento
libre oscilatorio:

(jw)® +6(jw)> +12(jw)+(8+K')=0

La expresién anterior puede separarse en dos partes,

una imaginaria y otra real:

por lo tanto, w, = 3.4641, a partir de lo cual, conociendo
el valor de w,, se procede a determinar el periodo P,

T —1.8138 (@)

u

De la parte real, se obtiene el valor de la ganancia
mixima K, lo que corresponde a la ganancia que requie-
re el sistema para comportarse en forma marginalmente
estable:

6(jw)?+(B+K')=0
K 64
K' =64 K=—=—=16
Yy KT (b)

A partir de (a) y (b), asi como de la tabla 8.2, es posible
cuantificar los parametros de cada uno de los controlado-
res, los cuales se muestran en la tabla VIII.2.

8.3 Elarchivo .m que lleva a cabo los calculos para apli-
car el criterio de Ziegler-Nichols, por el método de la
ganancia mixima K|, se muestra a continuacién (en este

Tabla VIII.2  Sintonizacién de controladores P, Pl y PID por medio del criterio

de Ziegler-Nichols.

Tipo de
controlador K, T, K; T, Ky
P

8
PI 7.2 1.5115 4.7635
PID 9.6 0.9069 10.5855 0.2267 2.1766
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caso, los cilculos se realizan partir de la obtencién del
margen de ganancia MG, que equivale a K, y del hecho
de que la frecuencia en que se presenta dicho margen
corresponde a @, ).

‘Definir datos de G(s)H(s) entre corchetes’
num=input(‘Definir numerador de G(s)H(s): ’);
den=input(‘Definir denominador de G(s)H(s):’);
‘Obtencién de Ku, , Wu y Pu’; [Gm,Pm,Wcg, Wepl=ma
rgin(num,den);

Ku=Gm; Wu=Wcg; Pu=2*pi/Wu;

‘La ganancia maxima Ku es:” Ku

‘La frecuencia de oscilacion es:"Wu

‘El periodo maximo Pu es:’ Pu

‘Presionar ENTER para continuar’

pause

‘Control P’

Kp=0.5*Ku

‘Presionar ENTER para continuar’

pause

‘Control PT’

Kp=0.45*Ku

Ti=Pu/1.2

Ki=Kp/Ti

‘Presionar ENTER para continuar’

pause

‘Control PID’

Kp=0.6¥Ku

Ti=Pu/2

Ki=Kp/Ti
Td=Pu/8
Kd=Kp*Td

La ejecucidn del programa corresponde a:
Definir datos de G(s)H(s) entre corchetes

Definir numerador de G(s)H(s): [4]
Definir denominador de G(s)H(s): [1 6 12 8]

La ganancia mixima Ku es: Ku = 16.00
La frecuencia de oscilacién es:Wu = 3.4641
El periodo maximo Pu es: Pu = 1.8138

Presionar ENTER para continuar

Control P
Kp= 8.00
Control PI
Kp= 7.20
Ti= 1.5115
Ki= 4.7635
Control PID
Kp= 9.60
Ti= 0.9069
Ki= 10.5855
Td= 0.2267
Kd= 2.1766

8.4a Para poner en marcha las funciones de transferencia
correspondientes, es necesario identificar el tipo de con-
figuracién. La tabla VIIL.3 muestra un resumen de las di-
versas configuraciones con amplificadores operacionales.

Tabla VIII.3  Funciones de transferencia de los diversos tipos de controladores.

Proporcional figura 8.3 —R, /Ry
Integral figura 8.4 —1/R,Cys
Derivativo figura 8.5 —R,Cys
K;
_K(S+Z) Kp+T
PI figura 8.6¢ s K,=R,/R,
K=R,/R,z=1/R,C, P
K,=1/R;C;
K +K;s
—K(s+z2) P
K, =R,/R
PD figura 8.7¢ K=R,C,2=1/R,C, p 27 Rq
R, 1 Ki
PID figura 8.8¢ - R—1+W+R2C1s KP+T+KdS




a) La funcién de transferencia corresponde a un control
PI. Como primera alternativa se considera la configura-
cién mostrada en la figura VIII.2a, mientras la adicion del
tercer operacional tiene la finalidad de invertir la polari-
dad negativa de la suma de la parte proporcional mas la
parte integral.

Amp Op 2

L

Figura VlIl.2a Configuraciéon de un control P, las
resistencias R son iguales a 1 K().

De acuerdo con la tabla VIII.3, la ecuacién a conside-
rar es:

K, 17.1024
G[(S): Kp +T: 27+—(
donde K,= 27=R,/R,y K;=17.1024 =1/R,C..
Como existen cuatro incognitas y dos ecuaciones,
se supondrd que Ry =1 KQ y C,=10 u fd, por lo que
queda por determinar R, y R;; en consecuencia:

R,=27KQ y R,=5847KQ.

Como segunda opcidn, el controlador PI se imple-
menta como indica la figura VIIL.2b.

= e

Figura VIII.2b Configuracién opcional del controlador
Pl; las resistencias R son iguales a 1 K().

Si se aplican las ecuaciones respectivas de la tabla
VIII.3, la ecuacidn a considerar es:

K(s+2) 27s+17.1024

G, ()= -

donde K=R,/R; y z=1/R,C,.

Modos de control y disefio de controladores

En este caso, hay tres incognitas y dos ecuaciones, por
lo que se asigna a R, el valor de 1 K(2,lo que hace que
s6lo quede por determinar los valores de R, y C,, con lo
cual se obtienen los siguientes valores:

R,=27KQ y C,=2.1656 p fd

8.4b La ecuacién relacionada con este inciso corres-
ponde a un controlador del tipo PD. Para este caso, el
controlador se implementard mediante la suma de un
elemento proporcional mas un elemento derivativo.

G5) = K, + K, s=49.2167 + 1.7895 5

donde K,=49.2167 = R,/R;y K;=1.7895 = R,C,.

Como hay cuatro incdgnitas y dos ecuaciones, se
asignan los siguientes valores: R, = 1 KQ y C,= 10 u fd,
a partir de lo cual se calculan los valores de los elementos
restantes, que corresponden a:

R,=49216 K} y R,=178.95K().

8.4c La ecuacién asociada a este inciso corresponde a
un controlador del tipo PID, que se implementard me-
diante la suma de tres elementos: proporcional, integral
y derivativo.

159.793
——+2.6379 s

G(5)=K, +%+de= 52.7854 +
donde K,=R,/R,K;=1/RC,y K;=R,C,

Como soélo se tienen tres ecuaciones y seis incognitas,
se proponen los siguientes valores: R, = 1 K(), C, = 4.7
pnfdy C,=10 u fd. A partir de ello se obtienen los si-
guientes resultados:

R, =52.7854 KO, R;=1.331 KQ y R, =263.79 KQ

8.5 Elsistema bajo consideracidén queda descrito por la
funcién de transferencia:

2

= T e T 12548

Para aplicar el método de Ziegler-Nichols, en relacion
con la curva de reaccidén (figura 8.18b), se consideran los
siguientes factores:

La respuesta del sistema al escalén unitario que da lu-
gar a la grifica de la figura 8.18b procede de la transfor-

mada inversa de:

2
fn=L"
r () {s(s3+632+125+8)}

1 1 -2t 1 -2t 1 2 =2t
_Et e

391
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A partir de ello se obtienen los siguientes parametros:

Punto de inflexion: t=1
Pendiente de la tangente: m = 0.1353

Tiempo de atraso: T, = 0.4025
Constante de tiempo: T=1.8477
Ganancia del proceso: K= 0.25

Con los datos anteriores, y por medio de la tabla 8.6,
se determinan los pardmetros de los controladores P, PI y
PID, cuyos resultados se muestran en la tabla VIII.4a.

Para aplicar el método de Ziegler-Nichols, basado
en el cilculo de la ganancia maxima, se consideran los

siguientes factores (evaluados por el método de Routh-
Hurwitz o mediante la sustitucion de s por jw en la ecua-
cién caracteristica de la funcidn de transferencia de lazo
cerrado):

Ganancia maxima K, =32
Frecuencia maxima w,= 3.4641
Periodo miximo P, =1.8138

A partir de tales resultados, y mediante los datos que
se incluyen en la tabla 8.2, es posible obtener los para-
metros para sintonizar los controladores P, PI y PID. Los
resultados se muestran en la tabla VIII.4b.

Tabla Vlil.4a Sintonizacion de controladores B, Pl y PID
(criterio de Ziegler-Nichols de la curva de reaccién).

Tipo de

controlador K

p i
P 18.3627
PI 16.5264 1.3282 12.4423

PID 22.0352 0.8050 27.373 0.2013 4.4346

Tabla VIIl.4b  Sintonizacién de controladores P, Pl'y PID
(criterio de Ziegler-Nichols de la ganancia maxima).

Tipo de
controlador

PI 14.40

1.5115

9.5270

PID 19.20

0.9069

21.1710 0.2267 4.3531

8.6 Los parametros para aplicar el método de Cohen-
Coon se obtienen del problema anterior; sélo resta cuan-
tificar los valores respectivos de cada controlador, para lo
cual se emplea la tabla 8.4. Los resultados se indican en
la tabla VIIL.5.

8.7 Con respecto al inciso a), donde el atraso de tiempo
es nulo, y puesto que el sistema es de grado uno, no es
posible aplicar el método de la ganancia maxima, ya que
el sistema es estable para cualquier valor de K.

En relaciéon con el inciso b), el hecho de adicionarle
un atraso de tiempo al sistema ocasiona que éste se haga
inestable, ya que se generan elementos en el semiplano
derecho del plano s, como lo corroborard mas adelante el
respectivo LGR de la figura VIII.3a.

El atraso de tiempo (funcidn irracional) serd represen-
tado como una funcién racional mediante la aproxima-
cion de Padé (que en este caso serd de grado dos).

El archivo .m para resolver el problema se presenta a
continuacion; ademas, en forma simultinea se presenta-
ran los resultados intermedios.

‘Disefio de un sistema de control con atraso de tiempo’
‘Aproximacién de Padé de 20. grado para Ta=1.8 seg’
Ta=input(‘Indicar atraso de tiempo (en segundos: ’);
GradoAprox=input(‘Indicar el grado de la aproximacién
de Padé:®);

[numPade,denPade|=pade(Ta,GradoAprox);
printsys(numPade,denPade)

numPade/denPade =
72 - 3.3333 s+ 3.7037

s"2 +3.3333 s + 3.7037
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Tabla VIII.5  Sintonizacion de controladores P, Pl, PD y PID (criterio de Cohen-Coon).

Tipo de
controlador

19.6956
PI 16.8593 0.9237 18.2514
PD 23.6195 0.0989 2.3351
PID 25.4824 0.9093 28.0230 0.1408 3.5876
‘Definicidn del proceso Gp(s)’ _—
numProc=input(‘Definir numerador del proceso Gp(s): ’); oot roaw ;
denProc=input(‘Definir denominador del proceso Gp(s):’); 1k 1 /\)
‘Definiciéon de la trayectoria directa G(s), sin controlador’ "
[numG,denGl=series(numPade,denPade,numProc,denProc); =T
printsys(numG,denG) E
& 0
numG/denG = E
5$"2 - 16.6667 s + 18.5185 05k
573 4+ 17.6667 s"2 4+ 21.8519 s + 3.7037 . J \_/
‘Presionar ENTER para continuar’ Py E— I — 0 T
pause Real Axis

‘Obtencién del LGR, considerando H(s)=1’
rlocus(numG,denG)

% La siguiente instruccién permite evaluar la ganancia en
cualquier punto

% seleccionado del LGR; se elegir el punto mas cercano
al cruce del LGR

% con el eje jw (el punto considerado se muestra en la
figura VIII.3a)

[k,poles|=tloctind(numG,denG)
Select a point in the graphics window

selected_point = 0.0000 + 0.97191
k= 1.0028
poles =

—4.5265

—0.0048 + 0.99201

—0.0048 — 0.99201

% La ganancia maxima Ku se asocia con la ganancia k
Ku=k

% Del vector columna que contiene los tres polos, se
extrae del arreglo el

% elemento imaginario de la segunda fila y primera co-
lumna,

% que corresponde a la frecuencia Wu:

Figura VIIl.3a Seleccién del punto aproximado de
cruce del LGR con el eje jo.

poloCrucejw=poles(2:2,1:1)
Wu=imag(poloCrucejw)
Pu=2%pi/Wu

‘Presionar ENTER para continuar’
pause

‘Control P’

Kprop=0.5¥Ku

‘Funcioén de transferencia de lazo cerrado T(s)’
[numLCProp,denLCProp|=cloop (Kprop*numG,denG,

—1);

printsys(numLCProp,denLCProp)

numT(s)/denT(s) =
2.2391 "3 — 7.04 s"2 + 6.8811 s + 1.5686

55" +17.6667 s"3 + 21.8519 s"2 + 3.7037 s

‘Respuesta de lazo cerrado al escalén’
step(numLCProp,denLCProp)

La respuesta al escalon del sistema de lazo cerrado con
control proporcional se muestra en la figura VIIL.3b.

‘ 393
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Step Response
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Figura VIII.3b Respuesta al escaléon del sistema de lazo
cerrado con control P,

8.8 Los métodos de Ziegler-Nichols y el criterio de
Cohen-Coon son procedimientos que pueden aplicar-
se a cualquier sistema en general; sin embargo, también
es posible llevar a cabo la sintonizacién de sistemas en
forma particular, para lo cual hay que apegarse a especi-
ficaciones propias de funcionamiento, como se vera en el
siguiente problema.

8.9 Elsistema resultante debera satisfacer las especifica-
ciones de funcionamiento que se dan a continuacion:

[==Y

. Un maximo pico de sobreimpulso MP < 8%.

. Un tiempo de asentamiento T, < 3 seg (considerando
que T, =4/Aw ).

. Un error de estado estable nulo para entrada escalon.

. Un error de estado estable < 25% a entrada rampa.

[ 38

= W

a) Eleccidn del tipo de controlador.
1

El proceso considerado es: Gp(s) = GF15)(+6)

el cual se cataloga como sistema tipo 0, por lo que presen-
tard un error de estado estable finito (y distinto de cero)
a entrada escaldn, asi como un error de estado estable in-
finito para entrada rampa. Por lo anterior, serd necesario
agregar un controlador PI (o un PID) para incrementar
en una unidad al tipo de sistema (debido a la adicién de un
polo en el origen), con lo cual se tendrd un error de es-
tado estable nulo a entrada escalén y un error finito para
entrada rampa. El controlador serd PI:

+£= K,s+K, _ K,(s+K;/K,)

P s S S

G(s)=K (@)
b) Calculo de parametros de acuerdo con las especifica-
ciones.

El primer requisito de funcionamiento que hay que sa-
tisfacer es que el sistema resultante presente un maximo

pico de sobreimpulso menor o igual a 8%; con este dato es
posible calcular el amortiguamiento A, que esta dado por:

(In(MP))?

— Y >0.6265
2 + (In(MP))?

El segundo requisito a satisfacer corresponde al tiem-
po de asentamiento T, [como consecuencia de estimar el
valor final prictico cuando éste alcanza el 98% de y(e0)]:

Ta=

Yo < 3seg; por lo tanto, Aw, 21.3333  (b)

n
El tercer requisito se satisface al considerar la incorpo-
racién de un controlador PI al sistema, segin se explico.
Con respecto a la tltima condicién, donde se especi-
fica que el sistema presenta un error de estado estable a
entrada rampa < 25%, la constante de velocidad K|, co-
rresponde a:

1
K,=1lim sG.(G,(s) 2 —===4

Una vez cuantificadas las particularizaciones reque-
ridas, se procedera a determinar los valores que debera
tener el control PI de acuerdo con:

K (s+K,/K
Go= 2R

donde el cero debe ubicarse en 2 = —K./K . Por lo an-
terior, y con base en el criterio de Routh-Hurwitz, se
obtendran los valores de K;y K para que el sistema sea
estable, considerando el denominador de T(s), esto es, la
ecuacidn caracteristica 1 + G(s)H(s) = 0:

KpS+K1
9= GG, s(s+15)(s+6)
1+G[(5)Gp(s) . Kps+Ki
s(s+1.5)(s+6)

K s+ K.
p 1

2 +7.552 +(K, +9)s+K,
1+ GEH(s) = +7.58 + (K, +9) s+ K;=0

Y de acuerdo con el método de Routh-Hurwitz:

Kp+9

52 7.5 K.

1

s 750K, + 9 - K

i




Para que el sistema sea estable se debe satisfacer que:

K, . -y
K;>0yK,>==-9,y considerando la ecuaci6n (c):

75"

L KKK K,
K, = lim s 50T = 5

K, >36 ()

Para el funcionamiento del sistema en lazo cerrado,
los polos dominantes deben ubicarse, segun la ecuacion
(b), a la izquierda del eje real:

s=-Aw,=-1.3333 (e)
Con el anterior y considerando el concepto de cen-

troide (asociado al LGR), es posible obtener informacién
con respecto a Kp:

2 polos 2 ceros
_ deG(s)H(s) de G(s)H (s)
n—m
-15-6-(-K,/K,) K.
_ [y LA S
o= 5 =5K 3.75
P
con lo cual, segin indica la ecuacién (b):
K.
o <-1.3333 - —375<-1.3333
2K,
Ri < 48334 f
Ko<t (f)

Las ecuaciones (d) y (f) contienen las condiciones que
se deben cumplir, asi como una pauta para cuantificar K;
K.
y p . -
Para satisfacer la ecuacién (f), se propone que

con la ayuda del respectivo LGR (y empleando Matlab)
es posible evaluar la ganancia K requerida para que el
. . P

sistema opere con un amortiguamiento de 0.6265. Hay
que recordar que para graficar el LGR se debera consi-
derar a G(s)H(s), lo que corresponde al segundo térmi-
no de:

(s+2) B
AR BT D

Modos de control y disefio de controladores

La figura VIII.4a muestra el LGR respectivo y la ga-
nancia para que el sistema opere con amortiguamiento de
A = 0.6265. Se observa que dicha ganancia es K,=198.

De la ecuacién (e) y considerando que K/K,=2:

K; <4.8334
K, "

K, =19.8(2)=39.6

lo cual satisface el requisito expresado por la ecuacién (d),
donde la ganancia debe ser K; > 36.
El controlador y el proceso quedan representados:

K, (+K,/K,)
GG = F 15 6+0) ~

19.8(s+2)
s(s+1.5)(s+6)

mientras que la funcién de transferencia de lazo cerrado
T(s) corresponde a:

19.85439.6
S +75524+28.85+39.6

T(s)=

Root Locus

System: sys

or Gain: 19.8

Pole: —2.55 + 3.171
4F Damping: 0.626
Overshoot (%): 8.02
Frecuency(rad/sec):4.07

0 o

Imag Axis

& =35 =3 —25 —2 =15 =1 =05 0 05
Real Axis

(s+2.6)

Figura Vill.4a LGR de G(S)H(S) = Kp m
s(s . S

La figuraVIII.4b muestra el diagrama en Simulink del
proceso al que se le ha incorporado el controlador PI. La
figura VIII.4c representa la respuesta al escaléon unitario
del sistema.

8.10 Los resultados de los parimetros obtenidos por el
método de Ziegler-Nichols (curva de reaccién) aplicados
al sistema:

1
G = T+ 0)
se indican en la tabla VIIL.6. La figura VIII.4d compara
resultados.
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Escalén
unitario

Ki=39.6 Integrador

1 —
s24+7.554+9
Proceso Gp(s)

Scope

Figura VIIl.4b Diagrama en Simulink del controlador Pl sintonizado que actla sobre el proceso Gp(s).

1.4

1.2 i

Figura VIll.4c Respuesta al escalén del sistema
resultante.

Tabla VIII.6  Criterio de Ziegler-Nichols para
sintonizar el controlador PI.

Controlador KP T K;
PI | 103.3687 | 0.2739 | 377.3957

Los métodos de Ziegler-Nichols y Cohen-Coon se
aplican a cualquier sistema, por lo que se usaran como
punto de partida; los mejores resultados se obtienen al
sintonizar un controlador en forma particular.

Como referencia a los resultados presentados en la ta-
bla VIIL.6, se indican los siguientes datos:

Respuesta al escalon unitario del sistema en lazo
abierto:

1 1 4
Y(t):§+ﬁe_6t_ﬁ e—l.5t

Punto de inflexion: t=0.3080
Pendiente de la tangente: m = 0.1049

Tiempo de atraso: T, =0.0830
Constante de tiempo: 7=1.0591
Ganancia del proceso:  K=10.1111

Los datos de constante de atraso 7, constante de
tiempo Ty ganancia del proceso K se requeririan si fuera
a usarse el ajuste de Cohen-Coon.

y(t)

1.5 F -/

&

0 ; ; ; . t
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

Figura VIIl.4d Comparacion de las respuestas del
sistema Gp(s) = 1/(s® + 7.5s + 9) para diversos
criterios de sintonizacion del controlador PI: curva (1),
resultado obtenido mediante el criterio de Ziegler-
Nichols; curva (ll), respuesta obtenida mediante
sintonizacién analitica particularizada (problema 8.9).

8.11 Las funciones de transferencia G (s) de las confi-
guraciones mostradas en la figura 8.22 corresponden a:

a) La figura 8.22a pertenece a un controlador P,al cual se
le agrega un amplificador con ganancia unitaria para
invertir la polaridad negativa del primer operacional.
La funcién de transferencia G (s) es:

25K _
G.(5)=(-1) Tk 25 unidades.

b) La configuracién que se aprecia en la figura 8.22b
corresponde a un controlador PD:

G(s)=K(s+2)

c



donde K =
tabla VIIL.3:

R,C, y 2 =1/R,C,. De acuerdo con la

G(9) :Kp+de=Kp+Kp Tds:Kp T,(s+1/T)
por lo que al sustituir valores del circuito se obtiene:

G (s) =-0.1(s + 21.276)

C

El signo negativo significa que no se ha agregado
la etapa de inversion de polaridad.

¢) La figura 8.22¢ es la configuracién que describe el
comportamiento de un control PI:

donde K=R,/R; y z=1/R,C,.

G (5)2_4(5+53.191)

¢ S

d) La figura 8.22d representa un control PI al que se le
agrega un inversor de polaridad;la funcién de transfe-
rencia resultante es:

G (9= 2(s+10)

¢ s

8.12 El diagrama de bloques de la figura 8.23b pue-
de simplificarse mediante algebra de bloques al desplazar
ambos potencidmetros (el de referencia y el de retroali-
mentacion) hacia la derecha del punto de suma. Lo ante-
rior se ilustra en la figura VIIL.5.
La funcién de transferencia de lazo cerrado es:
Kpot Km K[

S):
Js?+bs+K__ K K
pot™ "m = ¢

B 0.752K
0.0855% +0.1255+0.752 K _
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El error E(s) corresponde a:

$(0.085 5 +0.125) }

E(s)=R
=R [ 0.0855% +0.1255+0.752 K,

por lo que el error de estado estable a entrada rampa es:

= lim SLE(S) _ 0125
0.752K,

s—0 52

Y para que el error de estado estable a entrada rampa
sea del 2%:

0.125

=2 =002, K, =8311
0.752K '

El error de estado estable expresado en grados corres-

ponde a:

_0.02x180
rampa 11

=1.1459°

e
ss

8.13 Notacién correspondiente a la figura 8.24b.

1. Senal de referencia, detector que sigue una referencia
de velocidad constante (variacién de la posicién de
la Tierra con respecto al Sol). El detector puede ser
cualquier elemento fotosensible (celda fotoeléctrica,
fototransistor o fotodiodo).

2. Sensor que detecta la posicion real de la plataforma,
elemento usado en la trayectoria de retroalimentacién
en la configuracién de un sistema de control retroa-
limentado. El sensor puede ser cualquier elemento
fotosensible (celda fotoeléctrica, fototransistor o foto-
diodo).

. Motor de CD controlado por corriente de campo.

. Tornillo sinfin acoplado al eje del motor de CD.

5. Juego de engranes que hacen girar el eje en donde se

monta la plataforma de celdas fotovoltaicas.

= W

=)

. Eje transversal movido por los engranes.
7. Panel de celdas fotovoltaicas.

El circuito eléctrico utilizado para implementar el dis-
positivo de rastreo de una sefial rampa y el sensor de posi-
cién real del panel (ambos utilizan celdas fotoeléctricas),’
se indican en la figura VIIL.6.

% K/’/’l 9 Gp (S)

Figura VIII.5 Simplificacién del sistema original.

3 También es posible emplear fototransistores o fotodiodos.
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+V,
Celda
fotoeléctrica Celda
(entrada.de fotoeléctrica
referencia) (posicién real
del panel)

C.I. LM741

Figura VIII.6 Arreglo de celdas fotoeléctricas para generar las sefales
de referencia (rampa) y posicion real del panel de celdas fotovoltaicas,
que sirven para aplicarse al comparador, R, = 100 KQ y R, = 270 K().

Una vez implementada la configuracién de la figura
VIIL.6a, se procede a modificar el arreglo utilizando el
circuito de la figura 1.26 del capitulo 1 y sustituyendo
el arreglo de celdas fotoeléctricas por la etapa I (ya que el
potenciémetro se utilizo para generar una entrada de refe-
rencia constante); la etapa II permanece de la misma forma.
Por Gltimo, la salida de la etapa III se utiliza para alimentar
al motor de la figura 8.24b, con lo cual queda concluido el
aspecto practico del sistema de rastreo.

Mediante una tarjeta de adquisicion de datos es fac-
tible obtener el comportamiento real del sistema de la
figura 8.24b. En este caso se aplic6 una entrada escaldn,
para lo que se calibrd la ganancia ajustable del circuito
con la finalidad de obtener la aproximacién de un siste-
ma de segundo orden criticamente amortiguado, segiin
se muestra en la figura VIIL.7. La aproximacion analitica,
de acuerdo con las técnicas respectivas que vimos en el
capitulo 5, corresponde a una funcién de transferencia:

0.4}

0 1 1 1 1
10 15 20
tiempo

25

Figura VIII.7 Comportamiento criticamente
amortiguado de un sistema de segundo grado
para una entrada escalon.

La figuraVIIL.8a es el diagrama de bloques del sistema

_ 0275K de rastreo que representa las diversas funciones de trans-
(5)= s(s+3.25) @) ferencia que lo componen.
Motor, engrane Proceso
¢ y cremallera  (panel) Integrador
R(s) Y(s)
> > BN SN AN
Fotocelda
(posicién de
referencia)

Fotocelda
(posicibn real)

Figura VlIl.8a Diagrama de bloques del sistema de rastreo a partir
del diagrama de la figura 8.24b.



La figura VIIL.8b es la simplificacién del sistema, que
lleva implicito el modelo matematico a manera de G(s),
segun lo indica la ecuacién (a).

K, G0
R() 0.275 Yo
I s (s+3.25) -

Figura VIII.8b Aproximacién analitica del sistema
de rastreo de la figura 8.24b.

A partir del conocimiento de G(s), representado por
la ecuacién (a), se procede a obtener la funcién de trans-
ferencia de lazo cerrado T(s):

0.275K
2 4+3255+0.275K

T()= (b)

El error de estado estable a entrada rampa correspon-

de a:

. 325
= rampa 0.275K

(©

por lo que la ganancia K debe ajustarse a un valor de
78.78 unidades para lograr un error de estado estable a
entrada rampa de 15%. La figura VIIL.9 muestra el com-
portamiento del sistema. El error en estado estable a en-
trada rampa puede hacerse cero si se agrega un control
PI o PID.

8.14 Con respecto a la figura 8.25, se consideran los
siguientes parimetros:

v (t)=1volt

Modos de control y disefio de controladores

r =05m
K, =0.6v-seg/rad
K}j = 0.5 volt/m
R =1Q
J =3Kg- m?
m =2Kg
K, =1Nw-m/rad
Kf = 0.6 Nw — m/amp
(t)
6 T T T T T

4 e E
entrada de /

5 referencia /
/movimiento
2 // del panel ~ §==mmmmm b
1 // i
0 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5  tiempo

Figura VII.9 Comportamiento del sistema
de rastreo solar con un error de estado estable
de 15% a entrada rampa.

La funcioén de transferencia de lazo abierto G(s)H(s) se
obtuvo en la solucién del problema 6.22, por lo cual:

0.089286
s 42857152 +1.1071s .

G(s)H(s) =

Para la sintonizacién de los diversos controladores por
el método de Ziegler-Nichols de ganancia maxima, se
obtiene K, = 27.0725 y se sabe que el LGR cruza el
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L =0.1 hy
b =5 Nw/(m/seg)

eje jo en w_ = 0.9985. La siguiente tabla indica los re-
sultados.

Tabla VIII.7  Sintonizaciéon de controladores mediante el criterio de Ziegler-Nichols
(por el método de la ganancia méaximay).

Tipo de
controlador

17.3989
PI 15.6591 5.0158 3.1219
PID 20.8787 3.0095 6.9377 0.7524 15.7085







Curva de margenes
de ganancia
y de fase

INTRODUCCION

En este capitulo se presenta el concepto de curva de margenes de ganancia y margenes de
fase (CMGMPF), su origen y su obtencion, asi como sus diversas aplicaciones en el analisis
y disefio de los sistemas de control, en lo que respecta a la optimizacién en la eleccién de
la ganancia y la reduccién de polinomios de grado # a polinomios de segundo grado.

Contenido

* Introduccidn a la curva de margenes de ganancia y fase.

* Representacion de la respuesta en frecuencia de un sistema de control en términos
de magnitud y fase.

* Obtencidn de la curva de margenes de ganancia y fase.

* Seleccion de la ganancia 6ptima en términos de la curva de margenes de ganancia y fase.

* Reduccidén polindmica a grados menores con el mismo margen de fase que el poli-
nomio caracteristico original.

e Archivos .m para obtener el comportamiento total de un sistema en funcién de la
CMGMEF y para aplicar reduccién polinémica.

* Problemas.

* Referencias del capitulo 9.

* Soluciones a los problemas del capitulo 9.

Obijetivos

* Introducir y justificar matematicamente el concepto de CMGME

* Obtener un conjunto de ecuaciones que permitan predecir el comportamiento de
los sistemas para variaciones infinitas de ganancia, asi como la eleccién de una ganan-
cia Optima con base en las caracteristicas y limitaciones propias de cada configuracién
en términos de especificaciones particulares introducidas por el usuario.

o Llevar a cabo la reduccion de grado de polinomios caracteristicos.

» Utilizar Matlab en la optimizacién del disefio de sistemas y en la reduccidén a grados
menores de polinomios caracteristicos.
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9.1

9.2

INTRODUCCION A LA CMGMF

El analisis clasico de los sistemas de control supone necesariamente aproximaciones gra-
ficas, aunque en algunos casos su sintonizacion lleva implicita la aplicacién de métodos
empiricos y generalizados, en vez de soluciones individuales y analiticas. Sin embargo, el
uso cada vez mas frecuente de las computadoras tiende a ignorar el anélisis convencional
(denominado control cualitativo) para sustituirlo por algoritmos que, por medio de soft-
ware, permitan optimizar el anilisis y disefio de los sistemas de control. La finalidad del
capitulo es la de introducir, demostrar y presentar una alternativa innovadora y diferente a
la convencional en lo concerniente al estudio de los sistemas de control, lo cual se lograra
al sintetizar el comportamiento total de éstos con respecto a sus margenes de ganancia y
fase cuando se presentan variaciones de ganancia en rangos infinitos. El resultado inme-
diato de la informacién recabada es el comportamiento general del sistema representado
en una sola grafica denominada curva de margenes de ganancia y de fase (CMGMF).

La caracteristica principal de la curva presentada es que su obtencién es inmediata
para cualquier sistema lineal (con o sin atrasos de tiempo), mientras los resultados, para
diversas aplicaciones, son todos analiticos y especificos para cada sistema en particular,
con lo que se logra gran precisién en el disefio de dichos sistemas. Esta meta no se con-
sigue con los métodos graficos o empiricos tradicionales. La filosofia de tal herramienta
es obtener siempre soluciones analiticas, pero sobre todo presentar soluciones en rangos
infinitos de ganancias.

Laaplicacién inmediata de esta curva se hara para seleccionar la ganancia 6ptima del sis-

. . ., L. . L. K
tema G(s) bajo consideracién en términos del coeficiente de relacion PM , «—— GM ;

sin embargo, si se sigue el mismo principio de diseno presentado a continuacion, sera
posible la reduccién a grados menores de polinomios caracteristicos de grado n.Todo lo
anterior se lograra si se toman en cuenta rangos infinitos de ganancias.

CONCEPTO DE CMGMF

A manera de introduccidn, se estableceran los principios del anilisis de sistemas retroali-
mentados con el concepto de la CMGME

Si se considera ajustable la ganancia K, serd posible predecir el comportamiento total
del sistema (incluso sus caracteristicas propias y sus limitaciones), determinar los posibles
miérgenes de ganancia y margenes de fase! para el intervalo completo de variaciones de
ganancia, y representarlos en una grifica denominada curva de margenes de ganancia y
de fase: CMGME?

Con respecto a la funcién de transferencia de lazo abierto:

_ 40K - T
COHE= T ner10) ¢ ©.1)

con un atraso de tiempo T =1 segundo.

! El concepto de mérgenes de ganancia y mérgenes de fase fue introducido y desarrollado para lugar geométrico de
raices en el capitulo 6, seccién 6; sin embargo, es mas comodo e ilustrativo utilizar diagramas de Bode (herramienta
ad hoc para el andlisis de sistemas en el dominio de la frecuencia) para mostrar dichos parimetros de estabilidad relativa.
2 Aungue el método de la curva de mérgenes de ganancia y fase fue desarrollado en forma original en el dominio de
la frecuencia, en esta seccidn se presenta la justificacion matematica para tal efecto, basado en la grafica de Bode; sin
embargo, es importante enfatizar que para fines de diseflo, la consecuencia importante consistira s6lo en el resultado
arrojado y en la interpretacién, y no necesariamente en la sustentacion tedrica.
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Si se sustituye s por jw en la ecuacidén anterior, serd posible llevar a cabo un anilisis en
frecuencia para determinar sus espectros de magnitud M(w) y fase ¢(w), segin se indica
a continuacion.

La funcién normalizada de la ecuacion (9.1) es

e i
G(w)H(w),, = 40— , , (9.2)
Jjo (0.25 jw+1) (0.1 jo+1)

donde las ecuaciones de magnitud M(w) y fase ¢p(w) estin relacionadas con la ecuacién
(9.2), respectivamente:

1
M(w )= 9.3)
0 \ (0102 +1y (0.250)% +1
d(w)=-90" — tan™1(0.25w) — tan "1 (0.10) - 57.3 T @ (9.4)

tal que si se evaltian la magnitud M(w)® y la fase ¢(w)* para distintas frecuencias W, se
obtendra una lista de valores, como se indica en la tabla 9.1.

Tabla 9.1 Valores significativos de M(w) y ¢ (w), donde el margen de ganancia es
MG = 1.227 unidades = 1.779 db en la frecuencia w = 1.170 rad/seg y el margen
de fase es MF = 15.43, en la frecuencia w, = 0.968 rad/seg.

m(w)
M(w) (db) b(w)

9.9964 19.9969 —97.7346
0.2 4.9928 13.9668 —105.467
0.3 3.3225 10.4293 -113.196
0.4 2.4856 7.9086 -120.919
0.5 1.9821 5.9424 —128.635
0.6 1.6453 4.3247 —136.341
0.7 1.4038 2.9458 —144.037
0.8 1.2218 1.7402 —151.720

Conjunto de ecuaciones para predecir
el comportamiento de un sistema

Sean los siguientes parametros para cada valor de frecuencia w;:
Margen de fase de diseiio: PMp, (w,).

PM (@ )=180" +¢ (@) (9.5)

3 La magnitud M(w) puede expresarse en decibeles m(w) = 20 log M(w), para que tal valor sea graficado en su respec-
tivo diagrama de Bode (propio para el anilisis en frecuencia). Con Matlab, la grifica de Bode, asi como los margenes
de ganancia y de fase se evaldan de acuerdo con: >> [mag,phase,w]|=bode(numg,deng); margin(mag,phase,w).

* El ntimero —57.3 Tw es el equivalente en frecuencia del atraso de tiempo T.
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Ganancia de disefio: Ky (w;)

1
K )= 9.6
r(@) M(w) (9.6)
Margen de ganancia de disefio: GMj (w,).
GM
GM ()= — 9.7)
Ky(w))

donde GM); (el margen de ganancia normalizado) = 1.227 unidades = K,,.
Macximo atraso de tiempo permitido: T),,.

_ 180" + p(w )

9.8
M 573 o, -5

Los parametros definidos PM, K, GM,y T), (Kopt se agregard posteriormente) se
incluyen en la tabla 9.1, 1o que da por resultado la tabla 9.2. La figura 9.1 es la represen-
tacién grifica de PMy vs GM, (es decir,la CMGMEF del sistema definido por 9.1) que

muestra el comportamiento total del sistema para variaciones infinitas de ganancia.

Tabla 9.2 Valores significativos de M(w), ¢ (w), PMp, Kp, GMg, Ty, y K

opt

I N R 7 R 2 I
0.1 9.9964 —-97.734 82.26 0.1000 21.776 14.357
0.2 4.9928 —105.46 74.53 0.2003 15.746 6.504
0.3 3.3225 -113.19 66.80 0.3010 12.209 3.886
0.4 2.4856 —-120.91 59.08 0.4023 9.688 2.578 0.310
0.5 1.9821 —128.63 51.36 0.5045 7.722 1.793 0.246
0.6 1.6453 —-136.34 43.65 0.6078 6.104 1.270 0.759
0.7 1.4038 —144.03 35.96 0.7124 4.725 0.897

La interpretacién de la figura 9.1 (o su equivalente, la tabla 9.2) es tal que para cada
frecuencia w, al producto

Ky X G()H(s) (9.9)

le corresponde el par margen de fase PM, y el margen de ganancia GM, que se presen-
tan en la frecuencia w;: Esto se logra al ajustar la ganancia K; de la fila correspondiente,
segtn se indica en la tabla 9.2.
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Figura 9.1 GM
Curva de margenes

de ganancia y de fase %\
del sistema: G(s)H(s) = \;E;
#e— s s
s(s+4)(s+10) =
20
6 O

PM

—60 30 90 180 270

Phase Margin (degrees)

K<l —
K>1

Conjunto de ecuaciones para optimizar
el comportamiento del sistema

Como cada sistema tiene diferentes funciones de transferencias y aplicaciones diversas
para conseguir la ganancia 6ptima en cada caso, se consideraran, a manera de referen-
cia,” los siguientes rangos de valores: para mirgenes de ganancia 2 < GM < 10 unidades
(0 6 < GM < 20 db) y para margenes de fase, el rango 30° < PM < 60°.

En la actualidad existen diversos criterios para evaluar la ganancia 6ptima; en esta sec-
cién se propondrid un nuevo procedimiento, que se caracteriza por la individualizacién
de cada optimizacién para cada sistema particular.

La elecci6n final de la ganancia de disefio Ky(w,) serd funciéon de la mejor relacion
entre PMy, — GM, y de la magnitud de la propia ganancia, razon por la cual se introduce
el término coeficiente de relacién:

PMr X5 GMr (9.10)

donde el par PM, — GM,, es un compromiso entre los valores propuestos por el usuario
(con base en especificaciones particulares: por ejemplo, 45° y 13 db, como referen-
cia) y las caracteristicas propias de cada configuracién en particular. La mejor relacién

K . . P s
entre PM r «<—— GM r ser4 cuantificada estadisticamente para obtener la relacién ép-
tima Kop[ entre PMp — GM,,.

Una vez que las variables se escriben en términos de nuestra terminologia: margen de
fase de disefio PM, margen de ganancia de diseio GM,, y ganancia de disefio K, asi
como las condiciones deseadas de comportamiento que son introducidas en forma de
margen de fase PM,, y margen de ganancia GM,,, requeridos, obtenemos:

O pri—cy= (PMr— PMreq) * (GMr — GMreq) (9.11)

5 Véase el significado de los margenes de ganancia y los mérgenes de fase en el capitulo 6, seccion 6, proble-
ma 6.14.
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d ppt—cm = \/(PMr = PMireq)? + (GMr = GMieq)? (9.12)
oy

Kopt = | ———=- (9.13)
9 pv-cm

donde K, es un coeficiente que indica el punto mds cercano a los margenes requeridos

de fase PM y de ganancia GM .
req req

La dltima columna de la tabla 9.2 muestra el nimero K_ , el cual nos indica la fre-

cuencia w, donde K, es maxima, esto es, donde se satisfacen los requisitos PM, .y

GMm], introducidos por el usuario; por lo tanto, cuando se presenta el maximo valor de

Kopt, seleccionamos el correspondiente ntimero de ganancia K (w,) de la fila respectiva.
El significado de la tabla 9.2 es tal que para cada frecuencia w,, al producto de ga-
nancia de disefio K, multiplicado por la funcioén de transterencia normalizada de lazo

abierto G(s)H(s) \;

K, X G()H(s), 9.14)

le corresponderé el margen de fase PM, y el margen de ganancia GM),, predichos por la
tabla 9.2 para la frecuencia particular ,.

<& EJEMPLO 9.1

Para el siguiente sistema, expresado en términos de su funcién de transferencia de
lazo abierto:

40K
¢~ con atraso de tiempo T'= 0.5 seg.

D)

optimice la evaluacién de la ganancia K del controlador proporcional de acuerdo
con:

a) El criterio de la curva de mirgenes de ganancia y de fase (se pretende que
GM,,, =10 dby PM,,, = 45°).

b) El criterio de Ziegler-Nichols (método de la ganancia maxima).

Solucion:

En este caso se requiere que el sistema opere con un margen de fase de 45° y un
margen de ganancia de 10 db. La tabla 9.3 nos indica que para satisfacer las exi-
gencias del usuario, es necesario proponer que K, =0.7124 (que se presenta en la
frecuencia @ = 0.7) unidades con respecto al criterio del coeficiente de relacién

PMr X GM .

Por otro lado, el método de Ziegler-Nichols sugiere una ganancia K = 1.062
unidades. La respuesta al escalén unitario de ambos resultados se muestra en la
figura 9.2.
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Tabla 9.3 Valores significativos de M(w w), PMp, K, GMR, TwyK e
e T v e
3.322 —-104.6 | 75.39 0.301 16.970 4.386
0.4 | 2.485 -109.4 | 70.54 0.402 14.449 3.078
0.5 1.982 —-114.3 | 65.68 0.504 12.483 2.293
0.6 1.645 —-119.1 60.84 0.607 10.865 1.770
0.7 | 1.403 -123.9 | 56.016 0.7124 9.486 1.397 1.949
0.8 1.221 -128.8 | 51.19 0.818 8.281 1.117 0.604
0.9 1.079 —133.6 | 46.39 0.926 7.206 0.900 0.802
1.0 | 0.965 -138.3 | 41.60 1.035 6.234 0.726 0.397
2.0 | 0.438 -185.1 | =5.17 2.280 -0.619 —0.045
Figura 9.2 Step Response
Respuesta al escalén 1.4 -

unitario del sistema
1.2+
analizado: b)/m
a) Método de CMGMF. 1

b) Criterio de Ziegler-
Nichols.

Amplitude
=
> o

S
o
T

S

0 2 4 6 8 10 12
Time (sec)

—0.5

El siguiente archivo .m fue utilizado para generar las graficas de la figura 9.2.

% Nombre: Cap9Ej1

% Aprox. de Padé de segundo grado paraT = 0.5
[numpade,denpade|=pade(0.5,2);

% G(s)H(s) original

numgh=40; dengh=[1 14 40 0];

% Bloques en serie

% Ganancia Kr para MG=10 db y MF=45
Kr=0.7124;
[numgh1,dengh1]=series(numpade,denpade, Kr*numgh,dengh);
% Funcién de transferencia de lazo cerrado
[numT1,denT1]=cloop(numghl,denghl,-1);

% Respuesta al escalon unitario
step(numT1,denT1)

hold on
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Figura 9.3

Sistema libre oscilatorio
debido a la adicion de
1.3987 seg. y al atraso
de tiempo original de

0.5 segundos. Lo anterior
concuerda con lo predicho
en la tabla 9.3.

‘Presionar ENTER para continuar’

pause

%

% Ganancia Kr segin criterio Ziegler-Nichols
Kr=1.062;
[numgh?2,dengh2]|=series(numpade,denpade, Kr¥*numgh,dengh);
[numT2,denT2]=cloop(numgh?2,dengh2,—1);
step(numT?2,denT2)

%

‘Presionar ENTER para finalizar’

pause

hold off

]
<& EJEMPLO 9.2

Para el sistema del ejemplo anterior, verifique que para una ganancia K, = 0.7124
unidades, el maximo atraso de tiempo permitido T, es de 1.3987 segundos, de
acuerdo con los datos que proporciona la columna correspondiente de la tabla 9.3.
El resultado que se espera es un comportamiento libre oscilatorio del sistema.

Solucion:

De acuerdo con la informacién presentada en la tabla 9.3, se observa que si el
sistema presenta un atraso de tiempo de 0.5 seg, y se disefia para que la confi-
guraci6n resultante opere con GM,, =10 db'y PM, = 45°, por las limitaciones
propias del sistema, se obtienen los resultados: PM = 56.016° y GM = 9.486 db,
comportamientos que se logran con una ganancia K, = 0.7124 en la frecuencia
o = 0.7 rad/seg. Si al atraso de tiempo original T'= 0.5 seg se le suma un tiempo
de 1.3987 segundos, el sistema, desde luego, se comportard como marginalmente
estable. Lo anterior se ilustra en la figura 9.3.

Step Response

Amplitude

Miximo atraso de tiempo
—05F Ty = 0.5+1.3987 seg.

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Time (sec)
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El archivo .m que lleva a cabo la grafica anterior se muestra a continuacién:

% Nombre: Cap9E;j2

% Aprox. de Padé de grado dos
[numpade,denpade|=pade(0.5+1.3987,2);
% G(s)H(s) original

num=40; den=[1 14 40 0];

% Bloques en serie

%Ganancia Kr para MG=10 db y MF=45
Kr=0.712;
[numgh,dengh|=series(numpade,denpade,Kr*num,den);
% Funcién de transferencia de lazo cerrado
[numT,denT|=cloop(numgh,dengh,—1);

% respuesta al escalon unitario
step(numT,denT)

axis([0 50 —1 2.5])

‘Presionar ENTER para finalizar’

pause, hold off

9.3 COMPORTAMIENTO DE SISTEMAS EN FUNCION
DE CMGMF

El comportamiento de algunas configuraciones tipicas en funcién de sus respectivos
mirgenes de fase se muestra en la tabla 9.4. Cuando los sistemas presentan margenes de
ganancia infinitos, el eje de GM, se considera inexistente.

Tabla 9.4 Comportamiento de algunos sistemas tipicos en funcion
de sus margenes de fase resultantes PM,.

o ey | s e |t
1 ~190 | 90 1
1| 1.000 90 | 90 1 1
2 | 0.500 90 | 90 2 Gnil)=7
3 [0.333 —90 | 90 3
4 [0.250 —90 | 90 4
S e | by | P
1 10894 | 2656 | 153.4 | 1.118
2 (0707 | —45.00 | 135.0 | 1.414
3 o554 | 511 | 1236 | 1.801 Cna()=7175
4 0447 | —698 | 1165 | 2.237
5 (0371 | 860 | 111.8 | 2.692
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nm--

0995 | -5.710 | 1742 | 1.005
0980 | —-11.30 | 168.7 | 1.020 10
0.957 | —16.69 | 163.3 | 1.044 CnsO=TT10
0.928 | —21.80 | 1582 | 1.077

0.894 | —2656 | 153.4 | 1.118

[S20 BN EV I I \S)

Para las contribuciones individuales de cada sistema, es posible obtener su funcién
respectiva, la cual es cuantificada en la totalidad de su espectro con sus caracteristicas
especificas y particulares de margenes de fase PM y margenes de ganancia GM.

Sea la ecuacién que contiene la descripcidén de los correspondientes margenes de fase

PM:
_ PM =180(n—1)+ PM,,, (9.15)

donde:
n= . PM ; = margenes de fase de los polos y ceros de G(s)H(s).

PM = margen de fase obtenido.

n = ntmero de polos y ceros de G(s)H(s).

La ecuacién que contiene los margenes de ganancia GM:

GM
GM = ——— (9.16)
H i=1 KR i
donde:
H :; | Ky ; = ganancia de los polos y ceros de G(s)H(s).
y GM,,; = margen de ganancia normalizado.
La ecuacién de la ganancia resultante Kj, es:
1
K=—r—— 9.17)
M(w;)

i=1

Las ecuaciones (9.15), (9.16) y (9.17) son evaluadas para frecuencias especificas ..

<& EJEMPLO 9.3

Determine el comportamiento del sistema definido por G(s) para variaciones
infinitas de ganancia por medio del conocimiento individual de las contribucio-
20

nes de sus n componentes, donde G 5 (s) = G+ (+10)

H(s)=1
Solucion:
Las caracteristicas individuales del sistema se muestran en la tabla 9.5.



Tabla 9.5 Caracteristicas individuales de GN(s)

en funcién de PMp — K.

Curva de margenes de ganancia y de fase

PM, K

Si se aplican las ecuaciones (9.15), (9.16) y (9.17), es posible describir el com-
portamiento total del sistema en funcién de sus margenes de fase y margenes de
ganancia para variaciones en la ganancia K. Esta informacién se muestra en la tabla

9.6.

Tabla 9.6 PMpy PM,,, para G /(s)=

20
T s(s+2)(s+10)°

@ PMp, Kp, PMp, Kpy R3 R3
1 90 1 153.4  1.118 174.2  1.005
2 90 2 135.0 1.414 168.7 1.020
3 90 3 123.6  1.801 163.3  1.044
4 90 4 116.5 2.237 158.2  1.077
5 90 5 111.8  2.692 153.4  1.118

El margen de ganancia del sistema descrito por Gy(s) corresponde a GM = 12

unidades.

El conocimiento individual del comportamiento de un sistema para variaciones
de ganancia y la ecuacién (9.15) se empleara en la siguiente seccién para reducir
el grado de polinomios caracteristicos aplicando el concepto de la CMGME

9.4 REDUCCION DE POLINOMIOS CARACTERISTICOS
DE GRADO N A GRADOS MENORES CON LA
APLICACION DE LA CURVA DE MARGENES DE
GANANCIA Y DE FASE PARA RANGOS INFINITOS

DE GANANCIA

La finalidad de la seccién es introducir un procedimiento analitico innovador para re-
ducir el grado de cualquier polinomio caracteristico a grados menores con la aplicacién
del criterio de la curva de margenes de ganancia y de fase. La filosofia del método es la

BN
PM,,, Kq MGp (db)
1 57.6 1.124 10.676 20.568
2 33.7 2.886 4.158 12.377
3 16.9 5.664 2.118 6.521
4 4.7 9.642 1.244 1.900
5 —4.8 15.075 0.796 ~1.981

411
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9.4.1

de presentar siempre resultados analiticos en vez de aproximaciones graficas, asi como
la de considerar variaciones en rangos infinitos de ganancia. Ademas, las aproximaciones
analiticas a grados menores tendran la caracteristica de presentar el mismo margen de
fase que el sistema original. De esta manera, serd posible relacionar el margen de fase
MF (parametro del régimen de frecuencia) con el amortiguamiento A (parametro del
régimen tiempo), considerando que A = 0.01 MF, siempre y cuando A < 0.7071 (véase
la solucidén del problema 6.14 y la grifica presentada en la figura V1.6, la cual relaciona
A con MF).

Método convencional para llevar a cabo aproximaciones
de sistemas de grado elevado a segundo grado

La teoria de control clasica establece como referencia de disefio a los polinomios de se-
gundo grado; sin embargo, cuando se trabaja con polinomios de grado elevado, mediante
el respectivo lugar geométrico de raices, se pretende lograr que los polos dominantes
(de preferencia levemente amortiguados) estén alejados cuando menos seis veces de los
polos restantes, aunque no siempre es posible llevarlo a cabo. Una alternativa para resol-
ver el problema anterior es tratar de reducir el grado n de una funcién de transferencia
a segundo grado.
Sea un sistema de grado n descrito por la funcién de transferencia:

m m—1
a,,s +ta, s +rtagsta,

=K ] ,paran =m (9.18)
" b,s"+b,_4s" ++bys+b,

tal que la aproximacién® a la funcién de transferencia de segundo grado serd de la for-
ma:

cpsp+cp_1sp_1 +odoy s+,
T(is)| =K ,parap<q<n (9.19)
-1
q dyst+d, _sT +-+dys+d,

Por un lado, se requiere que las respuestas de estado estable tengan la misma mag-
nitud tanto de la funcién de transferencia original como de la aproximada, ademas de
que T(5)| deberd presentar una respuesta en frecuencia lo mais parecida a la fun-

q

cién original T(s)| . Los coeficientes ¢y d que le corresponden a T'(s) | se determinan
n q

con la aplicacién las siguientes ecuaciones:

k d*

M®) () = ﬁM(s) (9.20)
k d*

AR () = o A(s) (9.21)

® Hsia, T. C., On the Simplification of Linear Systems, IEEE Transactions on Automatic Control, junio de 1972,
pp. 372-374.
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M(s) y A(s) representan los polinomios del numerador y del denominador de T'(s) | /
T(s) | .También se consideran las ecuaciones: !

q
L d eyt B e 922
2™ kI (2q—k)! ¢=0,1,2,... (9.22)
k=0
2q9 ;4\ k+ (k) (24-k)
S )T AY @ AL
AZ!Z_ k1(2q—k)! ,4=0,1,2,... (9.23)

k=0
mientras los coeficientes ¢ y d de la ecuacién (9.19) se determinan al igualar:

quzAquaraqz 1,2,...

<& EJEMPLO 9.4

Para el sistema definido por la siguiente funcién de transferencia de tercer grado,
obtenga una aproximacidén a segundo grado:

- | _ 15 _ 15
QP (s+D(E+3)(s+5) " 3 19:24235415

con la aplicaciéon de las ecuaciones (9.20), (9.21), (9.22) y (9.23).

Solucion:
La funcién de transferencia original se rescribe como:

1

T(s)|, = a
()|3 1+(23/15)s+(9/15)s2 +(1/15)s° @
y considerando que la aproximacién a segundo grado corresponderi a:
1
()], (b)

- 1+d,s+d,s>

Los polinomios de la funcién de transferencia original, ecuacidn (a),y el respec-
tivo de la aproximacioén, ecuacién (b), son:

A(s)=1+(23/15)s+(9/15)s2 +(1/15)s> y M(s)= 1+d,;s+d,s>

Los coeficientes M O(O) , M 1(0) , ..., etcétera, se obtendran a partir de la ecua-
d k
cién (9.20): MK (5) = d—kM(s) .
s

Célculo de M °(0), M '(0), M2(0) y M*(0):

Mo(s)=1+d1s+d252; porlotanto,M0(0)=l
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M1(5)= iM(s)= d,+2d, s ;por lo tanto, Ml(O)zd1
M2(5)=—M(s)= 2d,; por lo tanto,M2(0)=2d2

M3(s)=—M(s)=O; por lo tanto, M3(O)=O

Célculo de A%(0), AY0), A2(0), A3(0) y A*(0):

A% =1+(23/15)s+(9/15)s2 +(1/15)s° y A%0)= 1
Al(s)=%A(s)z(23/15)+(18/15)s+(3/15)32 y AY0)=23/15
d2
A2(s)= y 5 A(s) = (18 /15)+(6 / 15) s y A%(0)=18/15
s
d3
A3(s)=d—3A(s)=6/15 y A%0)=6/15
N
d4
A*(s)= y A5 =0 y AY0)=0
s

La tabla 9.7 presenta los resultados de los diversos coeficientes M *(0), M '(0),

..., etcétera,y A%(0), A(0), etcétera.

Tabla 9.7 Resultados de M°(0), M'(0), ..., etcétera, y A°(0), A (0), etcétera.

M°0) =1 A%0) =1
MY 0) =4, A'0) =23/15
M>0) = 2d A%(0) = 18/15
M30)=0 A%0)=6/15
M4©0)=0 AY0) =0

Con respecto a las ecuaciones (9.22) y (9.23), se igualaran los resultados
M2q=A2d,paraq=1y2:
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Para g = 1, si se sustituyen MO(O) , M1(O) , ..., etcétera, y AO(O) , A1(O) ).
etcétera, las ecuaciones (9.22) y (9.23) corresponden a:

ooy

(=1) M°(0) M>(0) N M'(0)M'(0) N (=1) M>(0) M°(0)

My,| =
20] 21 1l 2!
2
qu‘q=1=M2=—2d2+d1
(-1)A°(0)A%(0)  A'O)AI(0) (-1)A%(0)A(0)
A = + o
2q‘q:1 21 i 2!
18 529 18 259
%Jﬁ=Af*§#ZE‘%=zg

Con lo cual,de M,y A,

259

2
—2d2+d1=2—25 (C)

Para g = 2, las ecuaciones (9.22) y (9.23), al sustituir M 0(O) , M 1(0) y ..., €tCE-
tera, y AO(O) A 1(0) , etcétera, se tiene:

MOO)M*(0)  M'(0)MP(0)  MP©O)M(0)

qu‘ =M, =

=2 41 A YR
MPO)M'©0)  M*O)M°(0) >
T3l MY =d;

A"(0)A*(0) A'(0)A%(0) ~ A%(0)A%(0)
Azq‘qzzzA“: 7] T TE TR
A30)AY0)  A*O)AY0) 7
T3 L T T

De tal manera que de M,y A4, se obtiene:

2 7
a5 = (d

Por tltimo, a partir de las ecuaciones () y (d) se encuentra que:
d;=13928 y d,=0.3944

con lo cual la aproximacién a funcién de transferencia de segundo grado, ecuacion

(b), es de la forma:

1

T(s =
()|2 1+1.3928 s +0.3944 5>

o bien:

)| _ 2.53549 _ 2.53549
2 $®+3.531445+2.53549  (s+1.0026)(s+2.5288)

T(s

415
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Figura 9.4

Respuesta al escalén unitario:
a) Sistema original de tercer
grado:

T(s)|, = SN —
(s+N0)(s+3)(s+5)

b) Sistema aproximado de
segundo grado:

T(s)|, =

2.53549
(s+1.0026)(s +2.5288)

9.4.2
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La figura 9.4 muestra la respuesta al escalon unitario de las funciones de trans-
ferencia original y aproximada a segundo grado.

y(t)

1.2
1

0.8
0.6
0.4
0.2}--

Reduccion de polinomios caracteristicos de grado
elevado a polinomios de grados menores

luego de considerar variaciones en rangos infinitos
de ganancia y aplicar el concepto de la curva de
margenes de ganancia y de fase

Sea un sistema de grado elevado descrito por su correspondiente funcidn de transferen-
cia de lazo cerrado:

m m—1
a,s" ta, s tertagstag

T(s) = (9.24)
) b, s"+b,_ " tb s+,
donde n > m.
Por ejemplo, el siguiente sistema de cuarto grado:
K
T _4(s)= 9.25
=) 54+1053+3552+505+K‘ .25)
K=50
cuya funcién de transferencia normalizada de trayectoria directa es:
K
Gy (s) = > (9.26)
s(s+5)(s* +55+10) K50

cuyo margen de ganancia normalizado GM,; = 3 unidades = 9.543 db a la frecuencia
®_=2.236 rad/seg. De manera similar a como se obtuvo la tabla 9.3,1a tabla 9.8 muestra
los valores normalizados de la ecuacién (9.26), donde la ganancia normalizada K, = 50
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y Ki X K, nos indica el camino para obtener un margen de fase especifico para cada
frecuencia w,, la razén por la que se ha afiadido la Gltima columna a la tabla 9.8.

Tabla 9.8 Todos los posibles comportamientos en funcién de PM — GM para
variaciones de ganancia definidos para la ecuacion (9.26)

GM,
M(w) & () PM,, K, (db) K.*Kn

0.3 3.320 —102.041 77.959 0.3012 19.965 15.061
0.4 2.482 —106.063 73.937 0.4029 17.439 20.146
0.5 1.977 —110.092 69.908 0.5058 15.464 25.289
0.6 1.639 -114.129 65.870 0.6101 13.835 30.505
0.7 1.396 -118.175 61.825 0.7163 12.442 35.813
0.8 1.213 —122.230 57.770 0.8247 11.218 41.233
0.9 1.069 -126.293 53.706 0.9357 10.120 46.786
1.0 0.952 —130.365 49.635 1.0500 9.1200 52.497
2.0 0.398 —170.838 9.1623 2.5121 1.5430 125.60

3.0 0.190 —207.150 -27.14 5.2595 —4.876 262.97

A continuacién se procedera a obtener un ntimero infinito de aproximaciones a grados
menores; cada una de ellas tendrd exactamente el mismo margen de fase que el sistema
original. Cada aproximacién de grado menor puede llevarse a cabo si se elige cualquier
fila de la tabla 9.8. Un indicio o una sugerencia para seleccionar alguna fila especifica
puede ser la relacién entre PMy, — GM), (por ejemplo, a la frecuencia @ = 0.9 rad/seg se
tiene una buena relaciéon: PM, = 53.706° y GMj, = 10.120 db) o una frecuencia @ de
operacién del sistema.

Por medio de la tabla anterior, tenemos un conocimiento total del comportamiento
del sistema con tan s6lo dar un vistazo a la tabla respectiva. Si se considera que K=K, =
50 (éste es el valor de la ganancia normalizada) y K X K, es la ganancia para conseguir
una respuesta especifica de lazo cerrado. Una vez que se han seleccionado las caracteris-
ticas del sistema: K, = 0.9357, PM = 53.706 y GM = 10.120 db, se procedera a obtener
un polinomio de tercer grado que tiene que ver con:

Kn KR
G =4 (9) = B
K,=09357  s(s+5)(s*+5s5+10)

K=50

46.786
s(s+5) (s> +55+10)

Gy ()= (9.27)

Los polos del sistema original son: p, , =—2.5+1.9365j, p; =0y p, = —5. Para con-
seguir una aproximacion a tercer grado se proponen como polos principales a p; =0y
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P, =—2.5 (parte real de los polos complejos). Como estos elementos tienen el efecto mas
significativo sobre el sistema, el tercer polo p atin es desconocido y su posicion debera
calcularse:

2.5 |p)|

Gh=s(9)= T2 (D) (9.28)

La ecuacion (9.15) puede rescribirse en términos del margen de fase requerido

PM,, "

_PM; =180(n=1)+ PM,,, (9.29)
donde:
n = grado del polinomio disminuido en una unidad con respecto

al polinomio original.
PM,,, = margen de fase requerido.

Los valores de PM; y PM, (todos ellos en @ = 0.9) son conocidos y se presentan en

la tabla 9.9, donde PM; es un parametro atin por obtenerse.

Tabla 9.9 Sintesis del comportamiento de GN, (s) y GN,(s)

en funcién de sus margenes de fase en w = 0.9: G, ,(s) =

0.9 90 160.2011

De la ecuacion (9.29): PM, + PM, + PM, = 180°(3 — 1) + PM,eq.
90° +160.2011° + PMy = 180°(2) + PM,,,
donde PMmq = 53.706 (véase la tabla 9.8, donde w = 0.9 rad/seg).
PM, =163.505, de tal manera que el angulo de fase ¢(w) es:
$(w) =163.505 — 180 = —16.495.

tg| ¢ ()|

Para determinar el tercer polo p: a = —a =0.329

w=0.9

1
por lo que el polo buscado es: p = = —-3.03944
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Por tltimo, para que las magnitudes de estado estable del sistema original y sus suce-
sivas aproximaciones a grados menores sean iguales, se consideran las siguientes ecuacio-
nes, ahora que se conoce el polo p =—-3.0395.

py*p
M,_,(w=0.9)= (9.30)
a)4[w2+p§ \Ia)2+p2
K,_3=1/M,_s(@=0.9) (9.31)
Kh=3 * P2 >k|p|
G,_3(5)=————F—— (9.32)
= s(s+p,)(s+p)

La funcién de transferencia de trayectoria directa G(s) de tercer grado se obtiene a
partir de las ecuaciones (9.30), (9.31) y (9.32):

M,_;(@=0.9)=1.0023
Koy =1/ M,_3(@=0.9) = 0.9976

o 3 7.58034
n=3(s) = s(s+2.5)(s+3.03944)

Las funciones de transferencia de lazo cerrado de cuarto grado y la aproximacion de
tercer grado corresponden a:

46.785
e 9.33
h=4(5) 4 +1053 +3562 4505+ 46.785 ( )
7.5803
T ()= (9.34)

"~ $2+45.539552 +7.5987 5 + 7.5803

Para aproximar la funcién de transferencia original, ecuacién (9.33.), en una funcién
de transferencia de lazo cerrado de segundo grado con margen de fase PM,, = 53.706°,
se aplica un procedimiento similar al anterior.

Al aplicar una vez mas la ecuacién (9.29), donde n = 2:

PM, + PM,, = 180°2=1)+ PM,,,
90°+ PM, =180°(2—1)+53.706 .. PM , =143.706
La contribucién en fase ¢p(w) relacionada con PM, = 143.706 es
¢ (w=0.9)=-36.294°

Para determinar el polo desconocido p se considera:

azw =0.8160

w=0.9

1
por lo cual el polo buscado es p = —a " —1.2254 .

419
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Al particularizar las ecuaciones (9.30), (9.31) y (9.32) para que las magnitudes de los
estados estables del sistema original y de su aproximacién a segundo grado sean iguales

se tiene que:

M,_,(@=0.9)=——=L — =0.8955
w \/wz +p2

Ky =1/ M(w)=1.1166

S)_K,,=2*|P|_ 1.3684
h=2 s(s+p)  s(s+1.2254)

G

La funcién de transferencia de lazo cerrado de la aproximacién a segundo grado co-

rresponde a:

1.3684
s2+1.2254 s+ 1.3684

T)ea(s) = (9.35)

La figura 9.5 es la representacion de las funciones de transferencia de lazo cerrado:
original de grado cuarto y de las aproximaciones a grados menores, ecuaciones (9.33),
(9.34) y (9.35).

Figura 9.5 Step Response
Representacion de las 1.4 T T T T T T T T :
) — 4o grado
respuestas al escal6n -=3er grado
unitario de las funciones 1.2 - - 20 grado
de transferencia de lazo /«" X3
cerrado definidas por las L iy GLUELLCELL L <= =
ecuaciones (9.33), (9.34)
y (9.35): cuarto grado '5; 0.8
(-), aproximacion a tercer =)
grado (-.-) y aproximacion ;:5 0.6+ j
a segundo grado (-.), todas o)
ellas exactamente con el 0.4} ",'
mismo margen de fase de ,‘/'
53.706°. 02f
I'II
(1] / 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Time (sec)

La tabla 9.10 es un resumen de las aproximaciones a grados menores a partir del
sistema original G, = 4(s), ecuaciéon (9.26); en este caso, se consideraron variaciones
de margenes de fase 9.1623 < PMj, < 65.870 (véase tabla 9.8), mientras que para cada
margen de fase seleccionado, las aproximaciones tienen el mismo margen de fase que el
sistema original.

La figura 9.6 es una representacion grafica de la respuesta al escalon de la funcién de
transferencia de lazo cerrado original y de sus aproximaciones a tercer y segundo grados
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para diferentes margenes de fase; se consideraron cuatro margenes de fase: PM = 69.9°
en @ = 0.5 rad/seg, PM = 61.825° en w = 0.7 rad/seg, PM = 53.706° en w = 0.9 rad/seg
y PM =9.1623° en w = 2 rad/seg.

Tabla 9.10 Aproximaciones a tercer y segundo grados para variaciones de ganancia;
los margenes de fase se obtuvieron de la tabla 9.8.

“ G(s) de tercer grado G(s) de segundo grado

5.06299 0.88408
06 || BOIEL | €80 (s + 2.5)(s + 3.22682) S(s + 1.34578)
5.86236 1.03777
Gy | U7l | GiLEs s(s+2.5)(s + 3.14899) s(s + 1.30686)
6.71625 1.20004
U | G8or | 30070 (s 2.5)(s + 3.09669) s(s + 1.26891)
7.58034 1.36843
U || USRSy || 8ei00 (s + 2.5)(s + 3.03944) s(s +1.2255)
8.45793 1.54404
10| 40600 ) 4D SG+25)(s+2.9777) G+ 1.17647)
19.07294 4.05169
2 U R R e S(s+ 2.5)(s + 2.2074) s(s +0.32257)
Figura 9.6 Step Response Step Response
. 1.5 1.5
Respuesta al escaléon
Q Q
en lazo cerrado del = | EEERERES B qf------
sistema original y de sus = =
aproximaciones a grados EO'S g() 5
menores. 0 0
2 4 6 8 0 2 4 6 8
Time (sec) Time (sec)
15 Step Response . Step Response
|
o = A
=
go.s Eos|
0 0
0 5 10 0 10 20 30 40 50
Time (sec) Time (sec)

Segtin se comentd en el capitulo 6 (véase la solucién del problema 6.14), el margen
de fase MF se relaciona con el amortiguamiento A de un sistema de segundo grado. Lo
anterior se lleva a cabo al hacer unitaria la frecuencia natural no amortiguada y variar el
amortiguamiento en el rango 0 < A < 0.7071, de donde se obtiene la grafica mostrada
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Figura 9.7

Relacion casi lineal

entre margen de fase y
amortiguamiento

A = 0.01MF, siempre que
A <0.7071.

9.5

en la figura 9.7. En la representacion se observa que hay una relacion casi lineal entre
margen de fase MF y amortiguamiento A = 0.01 MF, siempre y cuando A < 0.7071.

Relacion MF-lambda
80 T T T T T T T T T

701

60

501

Margen de Fase: 0 < MF < 76.342
o~
S

00 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
Amortiguamiento: 0 < lambda < 1

Como conclusidén a lo expuesto, se puede establecer que al mantener el mismo mar-
gen de fase (parimetro de dominio de la frecuencia) en las aproximaciones a grados me-
nores con respecto al sistema original, el margen de fase MF se relaciona directamente
con el amortiguamiento A (parimetro del dominio tiempo en lo que respecta al régimen
transitorio) A = 0.01ME siempre y cuando se respete la relaciéon A < 0.7071.

Dentro del namero infinito de aproximaciones a grados menores del polinomio ca-
racteristico original, es posible obtener un gran ntimero de polinomios caracteristicos de
grados menores, de manera tal que los polos cuadraticos dominantes de lazo cerrado de las
diversas reducciones presenten sus polos alejados cuando menos seis veces con respecto a
los polos restantes, con lo cual se aseguran aproximaciones validas al polinomio caracteris-
tico original en lo referente a sus polos dominantes.

DISENO DE CONTROLADORES LUEGO

DE CONSIDERAR VARIACIONES INFINITAS DE
GANANCIA Y APLICAR EL CONCEPTO DE LA CURVA
DE MARGENES DE GANANCIA Y MARGENES DE FASE

Primero se considerara la funcién de transferencia de lazo abierto G(s)H(s) de un siste-
ma electromecanico simple; por ejemplo, un motor de CD controlado por corriente de
armadura, y luego el objetivo sera anadirle los diferentes tipos de controladores mediante
una técnica analitica (y no empirica) basada en el concepto de la CMGME El diagrama
del motor de CD se muestra en la figura 9.8, el cual se rige mediante la siguiente ecua-
cidén diferencial:



Curva de margenes de ganancia y de fase 423

Figura 9.8
Motor de CD controlado
por corriente de

armadura.
R, w,0
Vc(f)T i) L ng C
°
friccién
Py, dy dy
W+a2p+alﬁ+aoy=boVa(t) (9.36)
donde:
b R, Ie+Rab+Kt2 kR, , = K
a _—— _’ a -_—— , ao = —
277 TTTJL gL YT gL Y L
Los parametros del motor de CD son:
J=0.01kgm>, b=0.01Nms, k=0.01Nm
L =0.01hy, R =0.04Q, K,=001732Vs y V,=1v
a a
donde la funcidn de transferencia de lazo abierto G(s)H(s) es:
GOH( = — o ©0.37)
VT T 2 '
De acuerdo con lo expuesto en la seccion 9.2, es posible obtener el comportamiento
del sistema para variaciones de ganancia en términos de todos sus posibles margenes de
ganancia y margenes de fase. La CMGMEF se muestra en la figura 9.9 con base en los
valores de la tabla 9.11.
Figura 9.9 GM

CMGMF del sistema
definido mediante la

o

ecuacion (9.37). ic)
E

‘B

s

p

— 20 g

L1 6 &

PM

—60 30 90 180 270

Phase Margin (degrees)
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Tabla 9.11

Todos los posibles comportamientos del sistema para variaciones de
ganancia de la funcion de transferencia de lazo abierto definida por la ecuaciéon (9.37)

N [T I T I T

97.737 0.034 15.6475 2.132 0.3781
0.9 89.557 0.0374 14.9066 1.7366 0.5247
1 81.869 0.0408 14.136 1.4288 0.8795
1.6 44.68 0.0715 9.2747 0.4874 3.1936
2 26.566 0.1033 6.0748 0.2318 0.1543
3 —4.184 0.2374 —1.1526 0.0735
4 —22.833 0.4761 —7.1988 0.0517
5 —35.087 0.8538 -12.271 0.0415
6 —43.667 1.404 —16.596 0.0356
7 —49.979 2.163 —20.348 0.0961

La tabla anterior conlleva al disefio del controlador proporcional y nos permite elegir
la ganancia mis adecuada en términos de una seleccién de margen de fase y margen
de ganancia satisfactoria para una ganancia especifica; en este caso, para Kr=0.0715. La

figura 9.10 es la respuesta de lazo cerrado al escalon para la ganancia indicada antes.

Figura 9.10

Respuesta en lazo cerrado
al escalon con PM = 44.68°
y GM = 2.27 db para una
ganancia Kr = 0.0715
unidades.

1.4

Step Response

1.2

Amplitude
= =2 2 2
o = o

(=)

ook

.6
Time (sec)

10

9.5.1 Metodologia en el disefio de controladores
con la CMGMF

Para obtener tanto un disefo analitico de los diversos tipos de controladores: P, PD, Pl y
PID, como para cada configuracidn particular de un sistema de control especifico e in-
dividual, consideraremos de nuevo la ecuacién de margenes de fase (9.15), aunque ahora
con una interpretacién diferente:

=1PM1. =180(n—1)+ PMreq

(9.38)
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donde:

Z :,1=1PMi = margenes de fase de todos los polos y ceros de G(s)H(s) junto con el cero
o los ceros y el polo en el origen de cada configuracion del controlador
Gc(s) en turno.

PM,,, = margen de fase requerido.

n = namero de polos y ceros de G(s)H(s) y del controlador Ge(s) considerado.

La ecuacién (9.38) nos indica que tenemos dos parametros desconocidos.

a) El primero de ellos es el margen de fase del cero (s + ) para los controladores PD y

PI; el margen de fase de los ceros cuadraticos (s"2 + b1ls + bo) para el controlador PID,

y el margen de fase debido al polo en el origen para los controlador PI y PID.

b) El segundo factor desconocido es el margen de fase requerido PM, .
Metodologia

En un principio se propone un bosquejo tentativo del LGR a la funcién de transferencia
original G(s)H(s), con la adicién en cada caso de los elementos propios de cada con-
trolador Ge(s) en particular. Es importante enfatizar que la ubicacion final del cero (o
los ceros) de los diversos controladores serd evaluada analiticamente luego de aplicar el
criterio de la CMGMEF para conocer su influencia en el resultado final.

Una vez que se conoce la ubicacidn tentativa del cero (o los ceros), se tomari en
cuenta la tabla de CMGME la cual indica todos los posibles margenes de fase PMr
para variaciones de ganancia Kr. A la tabla 9.11 se le adadirdn dos nuevas columnas.
La primera de ellas nos dird el margen de fase requerido PMreq cuando se afada un
elemento (o elementos) del controlador; por ejemplo, un cero debido al controlador
PD. El resultado de esta nueva columna es que nos proveera de informacioén sobre to-
das las nuevas posibilidades de los margenes de fase, de manera tal que simplemente se
seleccionara el margen de fase mas adecuado entre el rango 30° < PM < 60°, ya que se han

cuantificado todas las alternativas de los posibles margenes de fase. Considerando la ecua-
ci6on (9.38):

Z’;l PM ; =180 (n— 1)+ PMreq
es posible obtener el margen de fase del cero (s + z): PMcero.

PM, = 180%(n — 1) + PM,, — PM

zero de elementos

restantes

Ya que se ha determinado uno de los parametros desconocidos (margen de fase re-
querido PMreq),la segunda columna por afiadir tendrd como objetivo indicar la posicioén
del cero (s + z) aplicando el siguiente conjunto de ecuaciones.

¢(w) = PMzero —180 (9.39)
alfa = tg[d(w)]/w (9.40)

y cero = —1/alfa (9.41)

425
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9.5.2a

En las siguientes secciones se aplicard el criterio de ]a CMGMEF para la obtencién
analitica de los diferentes parametros de cada uno de los diversos tipos de controladores
para el sistema definido por la funcién de transferencia de lazo abierto G(s)H(s):

173.2K

Diseno del controlador PD

1. Un bosquejo del lugar geométrico de raices sugiere primero que el cero del contro-
lador PD podria colocarse tentativamente en s = —1.75.

2. A la tabla 9.11 se le anadirin dos nuevas columnas. La primera de ellas es el margen
de fase requerido PMreq, segtin lo indica la ecuacién (9.38), porque se conoce el valor
tentativo del cero del controlador PD (s + 1.75), cero que se ha agregado a la funcién
de transferencia de lazo abierto original. En este caso, se elegira el valor de margen de
fase requerido PMreq = 43.5376, seglin se muestra en la tercera columna de la tabla
9.12 para la frecuencia w = 4 rad/seg.

3. La segunda columna afiadida indicara la forma de obtener todas las posibles ubicacio-
nes del cero del controlador PD aplicando las ecuaciones (9.39), (9.40) y (9.41); esto
dara origen a la cuarta columna de la tabla 9.12.

Es importante sefialar que para cada cero de fase minima de la cuarta columna de
la tabla 9.12, la funcién de transferencia de lazo abierto resultante tendrid exactamente
el mismo margen de fase seleccionado; en este caso, de 43.5376. La tabla 9.13 es una
sinopsis de G(s)H(s) incluyendo Ge(s) que representa la funcién de transferencia del
controlador PD.

Tabla 9.12 Latabla 9.11 se modifica al agregar dos nuevas columnas. La primera
es resultado de agregar PMr al margen de fase del cero del controlador, hecho que
proporciona el margen de fase requerido PMreq(w = 4) = 43.5735°. La segunda
columna afiadida indica las diferentes posiciones del cero del controlador; en este caso,
s=-1.75 para w = 4 rad/seg.

PMreq una vez que el cero del controlador Cero del
PMr s = —1.75 se ha agregado a G(s)H(s) controlador PD
0.8

97.737 122.3041 0.5770
0.9 89.557 116.7731 0.8685
1 81.869 111.6138 1.2647
2 26.566 75.3800 —6.5534
3 —4.184 55.5595 —2.7277
4 —22.833 43.5376 -1.7500
5 —35.087 35.6229 —1.0060
6 —43.667 30.0727 —0.2930
7 —49.979 25.9847 0.4301
8 —54.802 22.8589 1.9358
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Tabla 9.13 Todos los posibles comportamientos del sistema definido
por la funcién de transferencia de lazo abierto de la ecuacién (9.37)
G(s)H(s), cuando se le ha afiadido un controlador PD: Gc(s) = (s + 1.75);
el margen de fase es de PMr = 43.5370 cuando Kr = 0.1908 unidades
173.2

G(s)H(s) X G(s) = 112 Kr (5+1'275) _18.8837(s+1 -275)
(s+0(s+2) (s+N(s+2)
Kr=0.1908
n———
122.3045 0.0312 2.6681
0.9 116.7734 0.0332 2.2644
1 111.6148 0.0354 1.9479
2 75.3791 0.0680 0.6578
3 55.5586 0.1196 0.3232
4 43.5370 0.1908 0.1900
5 35.6227 0.2820 0.1243
6 30.0720 0.3933 0.0875
7 25.9847 0.5248 0.0648

De acuerdo con la definicién del controlador PD dado por la ecuacién (8.14):
G(s)=K,T;[ s+1/T, ] (8.14)

se puede corroborar que para todos los ceros de fase minima, independientemente
de su valor, se presentard un margen de fase PMr= 43.5365 siempre y cuando se calcule la
ganancia Kr resultante.

(173.2/ 6.5534) Kr (s + 6.5534)
(s+1)(s+2)>

Para w = 2 rad/seg: G(s)Ge(s) =

tal que con Kr= 0.0988 y PMr = 43.5365.
(173.2/2.7277) Kr (s + 2.7277)

Para w = 3 rad/seg: G(s)Ge(s) =
g:ClGls) (s+1)(s+2)2

tal que con Kr= 0.1597 y PMr = 43.5365.
(173.2 /1.7500) Kr (s +1.7500)
(s+1)(s+2)>

Para w = 4 rad/seg: G(s)Ge(s) =

tal que con Kr= 0.1908 y PMr = 43.5370.

(173.2 /1.006) Kr (s + 1.006)
(s+1)(s+2)>

tal que con Kr= 0.1685 y PMr = 43.5367.

Para w =5 rad/seg: G(s)Ge(s) =

Un aspecto importante del procedimiento descrito es que puede desarrollarse en Ma-
tlab como archivo .m segtn se indica en el siguiente archivo .m denominado GMPM1.
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% Nombre del archivo m: GMPMC1

% Disefio de un controlador PD

disp(‘Funcién de transferencia G(s)=173.2/(s"3+5s"2+8s+4)’)
numG=input(‘Definir numerador de G(s):‘); = 173.2
denG=input(‘Definir denominador de G(s):);=[1 5 8 4]
disp(‘G(5))

printsys(numG,denG)

disp(‘Presionar ENTER para continuar’)

pause

0, 0

disp(‘Evaluacién de margen de fase y margen de ganancia’)
[Gm,Pm,Wcg, Wep|=margin(numG,denG);

disp(‘El margen de ganancia en unidades y en decibeles es: )

GM = 0.2079 unidades
GMdb=20*log10(Gm) = —13.6447 db

disp(La frecuencia de cruce de fase Weg es: ")

Weg = 2.8285

disp('El margen de fase en grados es:")

PM = —37.9788

disp('La frecuencia de cruce de magnitud Wcp es: ")
Wep =5.3014

disp('Presionar ENTER para continuar')

pause

% Las siguientes instrucciones generan la tabla 9.12.
disp('Calculo del cero (s+z) del controlador PD")
PMreg=input('Indicar el margen de fase requerido PMreq:"); = 43.5370
n=input('Indicar el nimero de polos y ceros n:'); n= 4
%
for j=0:1

w=[0.1%¥107}:0.1%10:0.9%10%]’;

[M,F]=bode(numG,denG,w);

PMr=180+F;

PMcero=180*(n—1)+PMreq—PMr;

fi=PMcero—180; alfa=tan(fi*pi/180)./w; zero=—1./alfa;

disp(*  w M F PMr cero’)
[w M F PMr cero]
end
w M F PMr cero

0.1000 429777 —11.4354 168.5646 —0.0701
0.2000 42.0388  —-22.7311 157.2689 —0.0879
0.3000 40.5613  —=33.7608 146.2392 —0.0676
0.4000 38.6568  —44.4213 135.5787 —0.0143
0.5000 36.4505  —54.6375 125.3625 0.0718
0.6000 34.0637 —64.3622 115.6378 0.1938
0.7000 31.6016  —73.5721 106.4279 0.3583
0.8000 29.1479  —82.2626 97.7374 0.5770
0.9000 26.7648  —90.4427 89.5573 0.8685
1.0000 24.4942  -98.1301 81.8699 1.2647



W
2.0000
3.0000
4.0000
5.0000
6.0000
7.0000
8.0000
9.0000

disp(‘Presionar ENTER para continuar

pause

M
9.6822
4.2131
2.1004
1.1713
0.7118
0.4622
0.3159
0.2250

F
—153.4349
—184.1849
—202.8337
—215.0872
—223.6678
—229.9791
—234.8025
—238.6022

PMr
26.5651
—4.1849

—22.8337
—35.0872
—43.6678
—49.9791
—54.8025
—58.6022

)
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cero
—6.5532
=2.7277
—1.7500
—1.0060
—-0.2929
0.4301
1.1727
1.9359

% Las siguientes instrucciones generan la tabla 9.13.
disp(‘Funcién de transferencia con el controlador PD’)

G(5)Ge(s)=(173.2/1.75) (s+1.75)Kr/[(s+1) (s+2)"2")]

numGGce=input(‘Definir numerador de G(s)Gc(s):); =(173.2/1.75)*[1 1.75]

denGGce=input(‘Definir denominador de G(s)Gc(s):);=[1 5 8 4]

for j=0:1

w=[0.1*%1074:0.1*10%:0.9%10%]’;
[M,F]=bode(numGGc,denGGe,w);

PMr=180+F;

disp(*  w

M

[w M F PMr Kr Tm]

end

w
0.1000
0.2000
0.3000
0.4000
0.5000
0.6000
0.7000
0.8000
0.9000
1.0000
2.0000
3.0000
4.0000
5.0000
6.0000
7.0000
8.0000
9.0000

()0

M
43.0478
42.3124
41.1529
39.6537
37.9091
36.0102
34.0359
32.0492
30.0969
28.2112
14.7033

8.3615
5.2402
3.5456
2.5423
1.9055
1.4784
1.1789

Kr=1./M;

F PMr

F

—8.1649
-16.2113
—24.0332
—31.5463
—38.6921
—45.4376
=51.7707
—57.6955
—63.2266
—68.3852
—104.6209
—124.4414
—136.4630
—144.3773
—149.9280
—154.0153
—157.1416
—159.6057

disp(‘Presionar ENTER para finalizar’)

pause

Otra caracteristica importante del método de la CMGMEF para la sintonizacién
de controladores es que, como se ha comentado, el cero del controlador PD puede
colocarse en cualquier posicion, segun indica la tabla 9.12, para obtener en cada uno

Kr

PMr
171.8351
163.7887
155.9668
148.4537
141.3079
134.5624
128.2293
122.3045
116.7734
111.6148

75.3791
55.5586
43.5370
35.6227
30.0720
25.9847
22.8584
20.3943

Tm=(180+F)./(57.3%w);

Tm’)

Kr
0.0232
0.0236
0.0243
0.0252
0.0264
0.0278
0.0294
0.0312
0.0332
0.0354
0.0680
0.1196
0.1908
0.2820
0.3933
0.5248
0.6764
0.8482

Tm
29.9887
14.2922

9.0731
6.4770
4.9322
3.9140
3.1969
2.6681
2.2644
1.9479
0.6578
0.3232
0.1900
0.1243
0.0875
0.0648
0.0499
0.0395
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de los casos el margen de fase requerido PMreq = 43.5370, siempre y cuando el cero
elegido sea de fase minima. Para ello, hay que tomar como referencia los ceros de fase
minima de la tabla 9.12. Por ejemplo, al considerar al cero en z = —6.5534 para la fre-
cuencia de @ = 2 rad/seg, se procedera a calcular la ganancia Kr necesaria para obtener
un margen de fase resultante de 43.5370. El siguiente archivo .m GMPM2 presenta el
codigo correspondiente.

% Nombre del archivo m: GMPMC2
% Ajuste de la ganancia Kr para obtener un margen de fase especifico de:
% PMreq=43.5370° para cualquier cero de fase minima.
disp(‘Sistema con controlador PD con el cero en z=—6.5534:°)
disp(‘G(s)Ge(s)=")
disp(*(173.2/6.5534)*(s+6.5534)|Kr/ (s+1) (s+2)"2")
numGGce=input(‘Definir numerador de G(s)Gc(s):‘); 26.429%[1 6.5534]
denGGce=input(‘Definir denominador de G(s)Ge(s):); [1 5 8 4]
disp(‘G(s)Gce(s))
printsys(numGGe,denGGe)
disp(‘Presionar ENTER para continuar’)
pause
%
disp(‘Calculo de la ganancia Kr para obtener un margen de fase especifico’)
PMreq=input(‘Indicar el margen de fase requerido PMreq:*); = 43.5365
for j=0:1

w=[0.1%107:0.1*%10%:0.9%10Y]’;

[M,F]=bode(numGGc,denGGe,w);

PMr=180+F;, Kr=1./M; Tm=(180+F)./(57.3%w);

disp(* w M F1 PMr Kr Tm’)
[w M F PMr KrTm]
end
disp(‘Presionar ENTER para finalizar’)
pause
W M F PMr Kr Tm

0.1000 429827  -10.5612 169.4388 0.0233 29.5705
0.2000 42.0583  —20.9831 159.0169 0.0238 13.8758
0.3000 40.6037  —=31.1397 148.8603 0.0246  8.6597
0.4000 38.7287  —40.9284 139.0716 0.0258  6.0677
0.5000 36.5565  —=50.2745 129.7255 0.0274  4.5279
0.6000 34.2062  —59.1311 120.8689 0.0292  3.5157
0.7000 31.7813  —67.4752 1125248 0.0315  2.8054
0.8000 29.3643  —75.3027 104.6973 0.0341  2.2840
0.9000 27.0160  —=82.6230  97.3770 0.0370  1.8882a
1.0000 24.7777  —89.4539  90.5461 0.0404  1.5802
2.0000 10.1231 -136.4631  43.5369 0.0988 0.3799
3.0000  4.6336 —-159.5870  20.4130 0.2158  0.1187
4.0000  2.4607 —171.4342 8.5658 0.4064  0.0374
5.0000  1.4733 —177.7441 2.2559 0.6788  0.0079
6.0000 09651 -181.1911 -1.1911 1.0361 -0.0035
7.0000  0.6762 -—183.0910 -3.0910 1.4788 -0.0077
8.0000  0.4985 -—184.1251 —4.1251 2.0058 -0.0090
9.0000  0.3823 -184.6618 —4.6618 2.6159 -0.0090



Figura. 9.11
Respuesta al escalon

en lazo cerrado incluido
un controlador PD para
diferentes posiciones
del cero (s + 2).

Para especificaciones
transitorias, los valores
mas adecuados del cero
son: z=-1.7500
(Kr=0.1908) y
z=-1.006
(Kr=10.1684).

Curva de margenes de ganancia y de fase

Los resultados, luego de ejecutar el archivo .m: GMPM2, corroboran que para el
cero del controlador PD, colocado en z = —6.5532, con ganancia Kr = 0.0988, PMr es
de 43.5369. La tabla 9.14 muestra las diferentes ubicaciones de los diversos ceros de fase
minima y sus respectivas ganancias para conseguir, en cada caso, un margen de fase prac-
ticamente de 43.5376.

La figura 9.11 es la respuesta al escalén de la funcidén de transferencia de lazo cerrado
T(s) para diversas posiciones del cero del controlador PD. En la grafica se aprecia que
los mejores resultados se obtienen cuando z =—1.75 (Kr=0.1908) y 2 = —0.1684 (Kr=
0.1684).

Tabla 9.14 El producto G(s)*Kr*Gc(s) permite seleccionar la ganancia y la posicién
del cero del controlador PD, siempre con margen de fase de 43.5365.

Posicion del G(s)*Gc(s) una vez
cero del seleccionadas las posiciones
PMr Kr controlador de los ceros
(26.429)Kr (s + 6.553)
2 43.53 0.0988 —6.5532 (s+1)(s +2)2
(63.4967)Kr (s + 2.727)
3 43.53 0.1597 —2.7277 (s+1)(s +2)?

(98.9714)Kr (s + 1.75)
4 43.53 0.1908 -1.75 (S+ 1)(5 + 2)2

(172.167)Kr (s +1.006)
5 4353 0.1684 -1.006 5+ D(s+2)

Step Response
1.8 1 1 1 1 1
""" Kr=0.0988
1.6~ — Kr=0.1597 a
: === Kr=0.1908
-+ Kr=0.1684
1.4
1.2
o
S [ N W 0 W
2
5 0.8

0 1 2 3 4 5 6
Time (sec)
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9.5.2b Diseno del controlador PI

La metodologia utilizada para disefiar un controlador PI, como en el caso del contro-
lador PD, es considerar la ecuacién (9.38), pero adaptindola para agregarle un polo en
el origen y un cero en (s + z). Un bosquejo preliminar del lugar geométrico de raices
respectivo sugiere que el cero del controlador podria colocarse en s =—1.5. En relacién
con la tabla de la CMGMEF respectiva, se le afiadiran dos columnas. La primera de ellas
es para evaluar el margen de fase requerido PMreq y seleccionar el mas adecuado; en este
caso, se considera PMreq = 41.4228.
Si se desarrolla la ecuacién (9.38), se obtiene:

PM,, +PM, +PM_. +PM_.,  =180(n—1)+ PMreq (9.42)

+ PM
cero olo polo polo polo
(s+2) p1=0 p2=-1 p3=—2 p4=-2

Si se hace n =5, el Ginico pardmetro por determinar es PM_
(s+2)

La segunda columna por agregar consiste en aplicar las ecuaciones (9.42), (9.39),
(9.40) y (9.41) con lo que se determinaran todas las posibles posiciones del cero (s + 2).

La tabla 9.15 muestra dicha informacién.
¢(w) = PMcero — 180 (9.39) alfa = tg[d(w)]/w (9.40)

y cero = —1/alfa (9.41)

Tabla 9.15 Latabla 9.11 se modifica, lo que incluye dos nuevas columnas. La primera
de ellas es el resultado de agregar a PMr del sistema original, el margen de fase del polo
en el origen y del cero (s + z); esta informacion proporciona el margen de fase requerido
PMreq. La segunda columna indica las diferentes posiciones del cero del controlador PI.
Lo anterior permite elegir un margen de fase requerido PMreq(w = 0.7) = 41.4228 y la
posicion del cero en s = —1.5015, pero también para w = 0.7 rad/seg.

PMreq una vez que el polo, en el origen

y el cero en (s + z), se ha agregado

PMr a G(s)H(s)
0.4 135.57 60.4959 5.5049
0.5 125.36 53.7802 —4.7095
0.6 115.63 47.4194 —2.1225
0.7 106.42 41.4228 -1.5015
0.8 97.737 35.7861 —1.2002
0.9 89.557 30.4958 —1.0043
1 81.869 25.5335 —0.8525
2 26.565 -10.3323 0.5306

La tabla 9.16 presenta un resumen del sistema cuando se incorporan el polo en el ori-
gen y los diversos ceros de fase minima. Ambos elementos conforman al controlador PI.
La mas significativa ubicacidn del cero (s + z) corresponde a 2 = —1.0043 con ganancia
Kr=0.0249, 1o cual ocasiona un margen de fase de 41.42 en w = 0.9 rad/seg.



Figura 9.12

Respuesta al escaléon de
la funcién de transferencia
de lazo cerrado T(s) para
diferentes posiciones del
cero del controlador PI.
Para especificaciones
transitorias del dominio
tiempo, la ubicacion mas
adecuada del cero es
z=-1.0043

(Kr = 0.0249), cuyo
margen de fase es

de 41.42 y el margen de
ganancia, de 11.339 db.
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Curva de margenes de ganancia y de fase

Tabla 9.16 El producto G(s)*Kr*Gc(s) permite seleccionar diversas ganancias Kry
posiciones especificas del cero (s + z), asi como un polo en el origen (parametros del
controlador Pl) siempre con un mismo margen de fase de 41.42.

Posicion del G(s)*Gc(s) una vez
cero del que se ha seleccionado
PMr Kr controlador Pl la posicion del cero
1.3856 (s +2.1225)
0.6 41.42 0.0088 —2.1225 s(s+1)(s+2)2
2.3208 (s +1.500)
0.7 41.42 0.0134 —-1.5015 s(s+1)(s+2)?
3.2908 (s +1.2002)
0.8 41.42 0.019 —1.2002 s(s+1)(s+2)2
4.3126 (s +1.0043)
0.9 41.42 0.0249 -1.0043 s(s+l)(s+2)2

La figura 9.12 muestra las diversas repuestas al escalon de la funcién de transferencia
de lazo cerrado T(s) para diferentes posiciones de los ceros (s + z) para un controlador
PI con sus respectivas ganancias Kr.

En relacién con la definicion del controlador PI, ecuacién (8.11):

+1/7T;
#:I (8.11)

Gc(s)=Kp[ .

se puede corroborar que para todos los ceros de fase minima siempre se presentard un
margen de fase PMr = 41.4228° siempre y cuando se calcule la ganancia Kr resultante
para cada caso:

Step Response

- - Kr=0.0134

1
7
1)

Il
o
S
=
el
n

Amplitude

8 10 12 14 16 18 20
Time (sec)
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9.5.2c

173.2 Kr (s +2.1225)
s(s+1)(s+2)2

tal que con Kr=0.008, PMr = 41.422°, GMr = 11.88 db.

173.2 Kr(s+1.5015)
s(s+ 1D (s+2)2

tal que con Kr= 0.0134, PMr= 41.422° y GMr=12.30 db.

173.2 Kr (s +1.2002)
s(s+1)(s+2)2

tal que con Kr=0.0190, PMr = 41.422°, GMr = 11.94 db.

173.2 Kr(s+1.0043)
s(s+ 1D (s+2)2

tal que con Kr= 0.0249, PMr= 41.422° y GMr=11.33 db.

Para w = 0.6 rad/seg: G(s)Ge(s) =

Para w = 0.7 rad/seg: G(s)Ge(s) =

Para w = 0.8 rad/seg: G(s)Ge(s) =

Para w = 0.9 rad/seg: G(s)Ge(s) =

Diseno del controlador PID

La metodologia del disefio del controlador PID, como en los casos anteriores, comienza
con un bosquejo del respectivo lugar geométrico de raices, donde, ademas de los ele-
mentos propios de G(s), se incluyen los parimetros propios del controlador PID corres-
pondientes a un polo en el origen y un par de ceros asociados al polinomio cuadratico
(s*2 + bls + bo). Estos tltimos se consideraran como un par de ceros reales repetidos; en
este caso, z1 = 22 =—1.5, con lo que se da origen al polinomio (s*2 + 3s + 2.25).

A partir de las consideraciones anteriores se procede a evaluar el margen de fase
requerido PMreq, que se muestra en la tabla 9.17. El archivo .m respectivo es muy seme-
jante al que estd en GMPM1.m; la Gnica diferencia estriba en la fila para generar al par
de ceros reales repetidos.

% Instrucciones para generar la tabla 9.17.

disp(‘Calculo de los ceros del controlador PID’)

PMreg=input(‘Indicar el margen de fase requerido PMreq:); 42.825

n=input(‘Indicar el namero de polos y ceros n:*); 6

for j=0:1
w=[0.1%1074:0.1%¥10%:0.9%10%]’; [M,F]=bode(numGH,denGH,w);
PMr=180+F-90PMcero=180*(n—1)+PMreq—PMr;
fi=PMcero—180; fi=fi/2;

% Al dividir entre dos el numero fi se producen dos ceros reales repetidos
alfa=tan(fi*pi/180)./w;

cero=—1./alfa; % Par de ceros reales repetidos
disp(*  w M F1 PMr ceros’)
[w M F PMr ceros]

end

La tabla 9.18 contiene una sinopsis de Ge(s) G(s) para diferentes posiciones de ceros
de fase minima (s + 2)"2, en donde, independientemente de la posicién de los ce-
ros reales repetidos seleccionados, siempre se mantendra el mismo margen de fase ele-
gido correspondiente a 42.825.



Curva de margenes de ganancia y de fase

Tabla 9.17 Cuando se agrega al margen de fase resultante PMr el margen de fase
requerido PMreq, debido a un polo en el origen y un par de ceros reales repetidos
(s + 1.5)"2, es posible seleccionar un margen de fase especifico, que en este caso
correspondera a PMreq = 42.825.

PMreq una vez que un polo en el origen Par de ceros
y un par de ceros reales repetidos (s + 2)? reales
PMr se han agregado a G(s) repetidos
0.9 89.557 61.485 —2.2692
1 81.869 59.250 —2.0987
2 26.566 42.825 -1.5000
3 —4.185 32.685 —-1.1814

Tabla 9.18 El producto de G(s)*Kr*Gc(s) para variaciones infinitas de ganancia
permite seleccionar ganancias especificas y la ubicacién de ceros reales repetidos
para un margen de fase de 42.825. La curva de respuesta al escalén de T(s) con
controlador PID se presenta para (s + 1.5) "2 (para Kr = 0.0558) y (s + 1.1814)"2
(para Kr = 0.0565).

Posicion de ceros G(s)*Gc(s) una vez
reales repetidos para | que se ha seleccionado
el controlador PID la posicion de los ceros
1.307 (s + 2.098)2
1.0 42.82 0.0349 —2.098 SGH)(s+2)?
5.726(s+1.500)°
2.0 42.82 0.0558 -1.500 s+ (s+2)?
11.868 (s +1.1814)>
3.0 42.82 0.0565 -1.1814 SGHD(s+2)2

La figura 9.13 presenta las diversas repuestas al escalon de la funcién de transferencia
de lazo cerrado T(s) para diferentes ubicaciones de los ceros (s + 2)"2 del controlador
PID, con sus respectivas ganancias Kr.

De acuerdo con la definicién del controlador PID, dado por la ecuacién (8.17):

24/ T)s+1/T. T
S ( d)S i +d <817)

S

G.(s)=K, T, [
la configuracién del controlador PID Ge(s) es particularizada a nuestros parimetros,’ lo
que, aunado al sistema G(s), corresponde a:

- 1732(|27 2/ |27 2] Ty K, (s+ 2)?
()G9 = S+ (+2)2

(9.43)

7 El término |2 ” 2| de la ecuacién (9.43) corresponde al valor absoluto del par de polos reales repetidos prove-
nientes del factor (s + 2)"2.
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Figura 9.13

Respuesta al escalon de

la funcién de transferencia
de lazo cerrado T(s) para
diferentes posiciones de los
ceros (s+z) "2 del controlador
PID. Los mejores resultados
transitorios ocurren

cuando z1 = z2 =-1.5
(Kr=0.0558)yz1 =z2 =
-1.1814 (Kr = 0.0558); en
ambos casos, el margen de
fase es de 42.825.

Es posible corroborar que para todos los ceros de fase minima, independientemente
de su valor, se presentara un margen de fase PMr= 43.5365, siempre y cuando se calcule

la ganancia Kr resultante para cada caso:
para w = 0.9 rad/seg, Kr = 0.0313, PMr = 42.82° y GMr = oo,

CNCals) = 173.2(4 / 2.26922)(0.2203) Kr (s + 2.2692)?
()G9 = St D)(s+2)2

para w = 1.0 rad/seg, Kr = 0.0316, PMr = 42.82° y GMr = oo,

CNCals) = 173.2(4 / 2.09872)(0.2382) Kr (s + 2.0987)>
s)Gels) = S+ (s+2)2

para w = 2.0 rad/seg, Kr = 0.0558, PMr = 42.82° y GMr = oo,

173.2(4 /1.5%)(0.3333) Kr (s +1.5)?
s(s+1)(s+2)2

G(5)Ge(s) =

para w = 3.0 rad/seg, Kr = 0.0565, PMr = 42.82° y GMr = oo,

_173.2(4 /1.18142)(0.4232) Kr (s +1.1814)>

G(5)Ge(s)

s(s+1)(s+2)?
w Step Response
' — Kr=0.0349
==+ Kr=0.0558
1.4+ - = Kr=0.0565[]
12+ /W .
A \
! \\ \
1 '_“"'“,““T N ST et Ty DR 4 e m i = = = = = = = e WETTTTTSSS TS

Amplitude
=
0

0.6 !;
I
I

0.4+, -
I

021" i

Time (sec)

Como conclusidén a lo expuesto, tanto en este apartado como en lo presentado en
este capitulo, se concluye que la herramienta de disefio basada en el principio de la
curva de margenes de ganancia y margenes de fase CMGME ademas de proveer un
principio de disefio analitico y adaptado a cada configuracion particular, hace posible
obtener una muy diversa cantidad de aplicaciones.



9.3 Para la configuracién que se observa en la figu-
ra 9.14, determine el comportamiento total del sistema GM =13 db.
(asi como sus limitaciones), aplicando el criterio de la

Curva de margenes de ganancia y de fase

9.6 PROBLEMAS

9.1 Escriba un archivo .m para variaciones de frecuen- 40K

cia w; en décadas que determine las ganancias Kj re- G()H(s) TGN G+10)¢

queridas para obtener todos los posibles margenes de

ganancia y fase, los maximos atrasos de tiempo permi-

tidos T), y el indice K 6ptimo; calcule la ganancia para 9.2 Interprete los resultados mostrados en la tabla 9.19
que el siguiente sistema opere en las cercanias de PM,, = correspondientes al sistema del problema 9.1.

45°y GM,, =13 db:

Tabla 9.19 Resultados de la GMPMC del sistema del problema 9.1.
0} PMy Ky GMg(db) Tm K 6ptimo
0.1000 82.2654 0.1000 21.7711 14.3570 0.1171
0.2000 74.5327 0.2003 15.7411 6.5037 0.3664
0.3000 66.8038 0.3010 12.2036  3.8862 1.2564
0.4000 59.0805 0.4023  9.6829 25777 0.3097
0.5000 51.3647 0.5045 7.7167 1.7928  0.2460
0.6000 43.6582 0.6078  6.0990 1.2699  0.7592
0.7000 35.9626 0.7124  4.7201 0.8966 0.1638
0.8000 28.2796 0.8184  3.5144  0.6169 0.1212
0.9000 20.6107 0.9262  2.4399  0.3997 0.1032
1.0000 12.9575 1.0359 1.4677  0.2261 0.0922
2.0000 —-62.4664 2.2804 —5.3858 -0.5451 0.0552
3.0000—-135.4562 3.9151 —10.0806 —0.7880 0.0437
4.0000—205.9842  6.0926 —13.9218 -0.8987 0.0374
5.0000-274.3837 8.9486 —17.2609 —0.9577 0.0332
6.0000—341.0479 12.6143 —20.2430 —0.9920 0.0302
7.0000—406.3170 17.2222 —-22.9475 -1.0130 0.0279
8.0000—470.4604 22.9085 —25.4257 -1.0263 0.0261
9.0000-533.6860 29.8131 —27.7139 —1.0349 0.0246

Controlador Posicién
v error V, Friccién angular
de la carga
Vee K, : :
0
Angulo de é ;
referencia Motor 'I' .
‘ €D Carga

retro

Figura 9.14 Sistema descrito por la funcién de transferencia de lazo abierto:

GloH(s) = BE4TK

=—————— (véase el problema 8.12).
5(s+1.47058)

=T donde T=1 seg

a) La mejor alternativa suponiendo que PMyeq =40°y

b) El criterio de Ziegler-Nichols (empleando el método
CMGME Asimismo, sintonice el controlador propor- de la ganancia mixima).
cional con base en:
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9.4 Para el sistema de control de concentracién mos-
trado en la figura 9.15 y considerando un atraso de tiem-
po de T'=0.55 seg, calcule la ganancia K del controlador
para que el sistema satisfaga los requisitos de pPM, = 40°
y GM,,, =6 db. Compare las respuestas con el escalon
unitario utilizando el criterio de la CMGMF y el de Zie-
gler-Nichols. ;Qué conclusiones pueden obtenerse en
cuanto a las caracteristicas de respuesta del sistema?

Los elementos de la funcién de transferencia de lazo
abierto son:

oo 2K
= 505 7

(s5)= 0355

Motor CD

Figura 9.15 Sistema de control de concentracién
donde se ajustara la ganancia del controlador.

9.5 Con respecto al problema 9.4, encuentre una ex-
plicacién fisica a la columna relacionada con el miximo
atraso de tiempo permitido T, de la tabla IX.4. (Véase la
solucién del problema 9.4).

9.6 Escriba un archivo .m que obtenga la reduccién de
grado de la funcién de transferencia original y grafique
la respuesta al escalon para la ganancia seleccionada Kj =
0.9357. El requisito es que tanto el sistema original como
la reduccién a un grado menor tengan exactamente el
mismo margen de fase: MF = 53.706. El sistema consi-
derado es:

K
T 1023 4+352 4505+ K

Tj=4(s)

K=50
mientras la funcién de transferencia de lazo abierto co-

rresponde a:

K
s(s+5) (s> +55+10)

Goy(9)= y H(s) = 1.

K=50

9.7 Con respecto al problema anterior, escriba un ar-
chivo .m tal que sea posible obtener una aproximacién a
2 para K = 0.9357 manteniendo el margen de fase de
53.706 del sistema original (véase la tabla IX.5).

9.8 Con respecto al problema 9.6, obtenga un conjunto
de aproximaciones a tercero y segundo grados, conside-
rando que deben mantenerse, con respecto al sistema ori-
ginal, los siguientes margenes de fase: 69.9080°,61.8251°,
53.7068° y 9.1623°.

9.9 Aproxime a segundo grado el sistema definido por:

20%Kr |
(S+1)(5+2)(5+10)|K

Gh=3(5) =
r=9.9298

cuyo margen de fase debera ser semejante a 20° y el error
de estado estable al escalon menor al 10%, ya que se trata
de un sistema de tipo 0.

9.10 Con respecto a las columnas de la tabla de valores
relacionados con la CMGME ;de qué depende la elec-
cién de una fila en particular?

9.11 Sea un sistema de cuarto grado definido por me-

dio de:

16K
s(s+2)(s>+35+4)

Gls)=

donde no es posible llevar a cabo la reduccién de grado

mediante los métodos vistos en el capitulo 5, seccién 5.4,

ya que los polos dominantes estin demasiado cercanos a

los polos restantes. En este caso, emplee el método de la

CMGMF para:

a) Ajustar la ganancia K de tal manera que se obtenga un
margen de fase cercano a los 45° y a los 8 db.

b) Obtener aproximaciones polinémicas de tercer y se-
gundo grados mediante el método de la CMGME

9.12 Con respecto al problema anterior, ajuste la ga-

nancia K del controlador para que el sistema en lazo

cerrado aproximado a segundo grado presente un amor-

tiguamiento de A = 0.46988 unidades.

a) Sintonice la ganancia empleando el LGR.

b) Efectie la reduccion polindmica por medio de la
CMGMF vy ajuste la ganancia para que el sistema re-
sultante sea de segundo grado.

9.13 ;Es posible llevar a cabo la reduccién polindmi-
ca de sistemas de grado n para aplicarse a espacio de es-
tado?
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9.8 SOLUCIONES A LOS PROBLEMAS DEL CAPITULO 9

9.1 Elarchivo .m que presenta el comportamiento total
del sistema, en términos de margenes de ganancia y fase
para variaciones de ganancia, se muestra a continuacion.
Los resultados intermedios se intercalan en cuadros de
texto. Un archivo .m puede llamar a otros archivos .m,
como se vera con los archivos: Calculos.m y Rectangulo.
m. En este caso se empleard la aproximacién de Padé de
tercer grado para Td =1 seg.

Archivo m: Cap9Prob1l.m

disp(‘Definir entre corchetes numerador y denominador
de G(s)H(s): )

nump=input(‘Definir numerador G(s)H(s) :") % [40]
denp=input(‘Definir denominador G(s)H(s): ); % [1 14
40 0]

Td=input(‘Definir atraso de tiempo Td:*); % 1
disp(‘Aproximacién de Padé de tercer grado’)
[numpade,denpade]=pade(Td,3);

disp(‘Funcién de transferencia de lazo abierto G(s)H(s)’)
[numgh,dengh]=series(numpade,denpade,nump,denp);
printsys(numgh,dengh)

Funcién de transferencia de lazo abierto G(s)H(s)

—40 "3 + 480 s"2 — 2400 s + 4800

sh6 + 26 75 + 268 574 + 1440 s73 + 4080 572 + 4800 s

disp(‘Cilculo del margen de ganancia y fase’)
[Gm,Pm,Wecg, Wep|=margin(numgh,dengh);

Tabla IX.1

disp(‘El margen de ganancia, en unidades y decibeles co-
rresponde a:’)
Gm =1.2266

Gmdb=20*log10(Gm) =1.7742
disp(‘La frecuencia Weg es: )

Weg =1.1694
disp(‘El margen de fase es:*)

Pm =15.4466
disp(‘La frecuencia Wep es: )

Wep =0.9675
disp(‘Presionar ENTER para continuar’)
pause

disp(‘Evaluacion de PMr, Kr, GMr(db) y Tm’)
% Notacion:
% w=frecuencia, M=Magnitud, f=fase(radianes), fase (grados)
% PMr=margen de fase de diseno, Kr=ganancia de di-
seflo
%, GMr=margen de ganancia de disefio
% GMrdb=margen de ganancia de disefio (db)
% Td¥=atraso de tiempo, Tm=miximo atraso de tiempo
permitido
disp(‘tabla de valores: w, M, EPMr, Kr GMr(db) y Tm’)
disp( w M F PMr Kr GMr(db) Tm’)
for j=0:1 % Para obtener tres décadas: j=0:2
w=[0.1*%107}:0.1*%10%j:0.9%10%]’;
Calculos % archivo m: Célculos
Tm=(180+F)./(57.3%w);
[w M F PMr Kr GMrdb Tm)|
end
disp(‘Presionar ENTER para continuar’)
pause

Comportamiento del sistema en términos de PM, — GM,

(se muestran sélo los comportamientos para una sola década).

w M F PMr Kr GMr(db) Tm
0.1000 9.9964  —97.7346 82.2654 0.1000 21.7711 14.3570
0.2000 4.9928 —105.4673 74.5327 0.2003 15.7411 6.5037
0.3000 3.3225 -—113.1962 66.8038 0.3010 12.2036 3.8862
0.4000 2.4856 —120.9195 59.0805 0.4023  9.6829 2.5777
0.5000 1.9821 —128.6353 51.3647 0.5045 7.7167 1.7928
0.6000 1.6453 —136.3418 43.6582 0.6078  6.0990 1.2699
0.7000 1.4038 —144.0374 35.9626 0.7124  4.7201 0.8966
0.8000 1.2218 —151.7204 28.2796 0.8184 3.5144 0.6169
0.9000 1.0796 —159.3893 20.6107 0.9262  2.4399 0.3997

8 En vez de aplicar la aproximacién de Padé, es mis conveniente usar: G(s)

=e T =¢77T (en el dominio de la frecuencia), de
s=jw

manera tal que al emplear la identidad de Euler, ¢ ~/@T=coseT=jsenoT 1y magnitud de G(jw) es |G(]w)| =4/ cos? T +sen’wT =1y la fase

) —1[ —s T
queda representada como: ZG(jw) = Le Jjol tan 1(&
coswT

) = —wT (rad) = —57.3wT".



disp(‘Curva de margenes de ganancia y de fase’)
for j=0:1

w=[0.1*%1074:0.1*%107j:0.9%10%]’;
Caidlculos % archivo m: Calculos
plot(PMr,GMrdb)

axis([—10 90 =5 25])

hold on

title(‘Curva de margenes de ganancia y de fase (GM-
PMCY’)

xlabel(‘margenes de fase (grados)’); ylabel(‘margenes
de ganancia (db)’)

Rectangulo % archivo m: Rectingulo
end

. Curva de mirgenes de ganancia y fase (GMPMC)
T T T T

[ ]
=3
T
1

Regién acotada
entre N
6 < GM (db) < 20

y
30° < PM < 60° )

1
T

Mirgenes de ganancia (db)
» S
T T

—10 0 10 20 30 40 50 60 70 80 90
Margenes de fase (grados)

Figura IX.1 Curva de margenes de ganancia y de fase

de G(s)H(s) = 40K

—————e~°7 donde T = 1 seg.
s(s+4)(s+10)° ende °<9

disp(‘Presionar ENTER para continuar’)

pause

% Notacién:

% cov=cpvarianza, Dist=Distribucion, DistMF, DistGM,
Koéptimo

% PMreq= margen de fase requerido,

Curva de margenes de ganancia y de fase

% GMrq=margen de ganancia requerido
disp(‘Calculo del nimero Kopt’)
disp(‘la elecciéon de Kopt debera ser su valor maximo’)

PMreg=input(‘Indicar Margen Fase requerido (grados):

s

GMreg=input(‘Indicar Margen Ganancia(db):);

disp( w PMr Kr GMr(db) Tm Koptimo’)
for j=0:1

w=[0.1%107}:0.1*%10%j:0.9%10%]’;
Calculos % archivo m: Calculos
Tm=(180+F)./(57.3*w); cov=(PMr-PMreq).*
(GMrdb-GMreq);
dist=sqrt((PMr-PMreq).”2+(GMrdb-GMreq)."2);
Koptimo=abs(dist./cov);
[w PMr Kr GMrdb Tm Koptimo]
end
disp(‘Presionar ENTER para finalizar’)
pause

Los archivos .m llamados por el archivo .m principal:

Cap9Probl.m corresponden a:

% Nombre: Calculos

M=1./(w.*sqrt((0.25%w). 2+1).*sqrt((0.1%w). 2+1));
f=-pi/2-atan(0.25%w)-atan(0.1%*w);
F=f*180/pi-57.2957*w*Td;

PMr=180+F; Kr=1./M;

GMr=Gm*M,;

GMrdb=20*log10(GMr);

% Nombre: Rectangulo
p1=[30 60]; p2=[6 6];
plot(p1,p2.r’)

p3=[30 60]; p4=[20 20];
plot(p3,p4,r’)

q1=[30 30]; q2=[6 20];
plot(q1,q2,r’)

q3=[60 60]; q4=[6 20];
plot(q3,q4.r’)

Indicar Margen de Fase requerido (grados): 45
Indicar Margen de Ganancia requerido (db): 13

Tabla IX.2 Eleccién de la ganancia 6ptima: K, = 0.6078 unidades en
funcion de las especificaciones de disefio: PM,,, = 45° y GM,,, = 13 db.

w PMr Kr
0.1000 82.2654  0.1000
0.2000 74.5327  0.2003
0.3000 66.8038  0.3010
0.4000 59.0805  0.4023
0.5000 51.3647  0.5045
0.6000 43.6582 0.6078
0.7000 35.9626  0.7124

GMr(db) Tm Koéptimo
21.7711  14.3570 0.1171
15.7411  6.5037 0.3664
12.2036  3.8862 1.2564

9.6829  2.5777 0.3097
7.7167 1.7928 0.2460
6.0990 1.2699  0.7592
4.7201  0.8966 0.1638

441
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0.8000 28.2796  0.8184
0.9000 20.6107  0.9262
1.0000 12.9575  1.0359
2.0000  —-62.4664  2.2804
3.0000 —135.4562 13.9151
4.0000 -205.9842  6.0926
5.0000 —274.3837  8.9486
6.0000 —341.0479 12.6143
7.0000 —406.3170 17.2222
8.0000 —470.4604 22.9085
9.0000 —533.6860 29.8131

Cabe enfatizar que los valores representados en las res-
pectivas tablas de GMPMC estan expresados en variacio-
nes de décadas; por lo tanto, es posible que entre 0.5 < @
< 0.7 exista algin valor mayor a Ko > 0.7592.

9.2 En principio, la tabla 9.11 (que es la misma que la
tabla IX.2) muestra todos los posibles mirgenes de fase y
ganancia del sistema considerado; de esta manera es po-
sible elegir la mejor combinacién entre margenes segin
las necesidades del usuario para seleccionar una Kr espe-
cifica. Ademas se lleva a cabo la predicciéon del maximo
atraso de tiempo T, segin se indic6 en la solucién del
ejemplo 9.2.

9.3a) La curva de mirgenes de ganancia y fase respec-
tiva se muestra en la figura IX.2, la cual se caracteriza
por tener Gnicamente margenes de fase, ya que el sistema
siempre es estable, con lo cual el ¢je jw nunca serd cru-
zado. Esto implica que el margen de ganancia del sistema
es infinito.

PM

—60 30 9 180 270

Phase Margin (degrees)

K<1
K>1

Figura IX.2 Curva de margenes de fase del sistema

8.847K
H(s)= —o24 7K
GO = 555747088

La tabla IX.3 muestra el comportamiento del sistema
en funcidn de todos los posibles margenes de fase, la elec-

35144  0.6169 0.1212
2.4399  0.3997 0.1032
1.4677  0.2261 0.0922
—5.3858 —0.5451 0.0552
—10.0806 —0.7880 0.0437
—13.9218 —0.8987 0.0374
-17.2609 —0.9577 0.0332
—20.2430  —0.9920 0.0302
—22.9475 -1.0130 0.0279
—25.4257 —1.0263 0.0261
—27.7139 —-1.0349 0.0246

cién de K se lleva a cabo en las inmediaciones donde se
cumple el requisito elegido: PM,, = 40°.

Tabla IX.3 Comportamiento del sistema

GlIH(s) = si?‘zg%
ﬂmm--
14.512 | -105.216 | 74.784 | 0.069 | 3.263
0.5 | 11391 | 108778 | 71.222 | 0.088 | 2.486
0.6 |9.2837 | —112.195 | 67.804 | 0.108 | 1.972
0.7 | 7.7600 | —115.454 | 64545 | 0.129 | 1.609
0.8 | 6.6058 | —118.546 | 61.454 | 0.151 | 1.341
0.9 |5.7041 | —121.466 | 58.533 | 0.175 | 1.135
1.0 | 49748 | —124.215 | 55.784 | 0201 | 0.978
1.75 | 2.2116 | —139.958 | 40.04 | 0.4521 | 0.3993
2.0 | 1.7819 | -143.673 | 36327 | 0561 | 0.317

Una vez que se ha seleccionado la ganancia K =
0.4521 unidades, la respuesta al escalén de la funcion de
transferencia de lazo cerrado T(s) resultante:

3.9988
$2 4+1.4706 s+ 3.9988

T(s)=

se muestra en la figura IX.3.

b) El método de Ziegler-Nichols de la ganancia maxima
no puede aplicarse, ya que el sistema nunca se vuelve
marginalmente estable; como alternativas quedarian
los métodos adicionales vistos en el capitulo 8.
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Figura IX.3 Respuesta al escalén unitario del sistema
de lazo cerrado, una vez que se ha calculado la ganancia
Kr = 0.452 unidades.

9.4 La tabla IX.4 presenta los resultados de aplicar el
criterio de GMPMC, asi como la eleccion de la ganan-
cia que satisface las especificaciones de funcionamiento:
PM,, = 40°y GM, o= 0 db. La figura IX.4 muestra los

Tabla IX.4 Comportamiento del sistema G(s =

Curva de margenes de ganancia y de fase

criterios de CMGMF y Ziegler-Nichols (K_= 0.7875),
donde se consider6 que MG = K, = 1.575 unidades =
3.943 db) en la frecuencia w_ = w, = 3.117 rad/seg,
siendo la ganancia del controlador K, = 1.025 (método
CMGME).

1.4 T

Criterio de  ========== ]
la GMPMC

AT

Vo=
0.4 \/ Criterio de

\ Ziegler-Nichols |
0.2 H H -

0 2 4 6  tiempo (seg) 10

Figura IX.4 Ajuste del sistema considerado aplicando los
criterios de sintonizacién mencionados donde K, =1.025.

2K ,-055s
T 5+0.45

llmm-m-

2.1789 —85.852 94.148 0.4589 10.708 2.054
0.9 1.9876 —91.966 88.204 | 0.5031 9.910 1.710
1.0 1.8238 —97.284 82.715 0.5483 9.163 1.444
2.0 0.9756 | —140.345 39.66 1.025 3.729 0.346
3.0 0.6593 | —-176.007 | 3.9930 1.5168 0.3250 0.023

sQué conclusiones pueden obtenerse en cuanto a las
caracteristicas de las respuestas del sistema?

El método de la CMGMEF permite ajustar la ganancia
6ptima del controlador K dentro de todo su compor-
tamiento posible. En este caso se esperaba una respuesta
lenta (debido a la restriccién de un margen de ganancia
GM,, bajo), un comportamiento que se puede corrobo-
rar al observar la grafica respectiva de la respuesta.

9.5 En relacién con la columna T, de la tabla IX.4,
la CMGMEF predice que para el valor seleccionado de
ganancia T, = 0.346 seg, al atraso original de 0.55 seg,
se le puede afladir un tiempo menor a 0.346 segundos
antes de que el sistema se haga inestable. ;Coémo afectard
la inclusién de atrasos de tiempo adicionales? La res-
puesta es que con ello, aunque el sistema se hace menos
estable, es posible disminuir la distancia del sensor de

concentracién o incrementar la velocidad de la banda
transportadora.

9.6 El archivo .m correspondiente se muestra a conti-
nuacién, en tanto que la ganancia de disefio que se elige
corresponde a K, = 0.9357, de tal manera que, para di-
cho valor de ganancia, el sistema se comportara con un
margen de fase: MF = 53.706° (segin se veri en la tabla
IX.5); ademas, la ganancia normalizada corresponde a
K, =50. Los resultados intermedios se intercalan en cua-
dros de texto.

Archivo m: Cap9Prob6.m

cle
disp(‘Funcién por reducir: G(s)
[s(s+5) (s"2+5s+10)")

H(s)=50/
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‘Definir entre corchetes a G(s)H(s):
num=input(‘Definir numerador:®);
den=input(‘Definir denominador: );
printsys(num4,den4)

disp(‘Presionar ENTER para continuar’); pause

Definir entre corchetes a G(s)H(s)

Definir numerador G(s)H(s): 50

Definir denominador G(s)H(s): conv(conv([1 0],[1 5]),[1
510))

num/den =

50 50

B

s 4+ 10 "3+ 35 "2+ 50 s s (s+5) (s"2+5 s+10)
disp(‘Calculo del margen de ganancia y fase’)
[Gm,Pm,Wcg,Wep]=margin(numGH,denGH);

disp(‘El margen de ganancia, en unidades y decibeles co-
rresponde a:’)

Gm 2.9984
Gmdb=20*log10(Gm) 9.5377
disp(‘La frecuencia Wcg es:’)

Weg 2.2353
disp(‘El margen de fase es:*)

Pm 51.4027
disp(‘La frecuencia Wep es:’)

Wep

disp(‘Presionar ENTER para continuar’)
pause

0.9566

disp(“Tabla para reduccién polindémica’)
disp(”)
Kr=input(‘Indicar ganancia Kr:*); 0.9357
Kn=input(‘Indicar ganancia normalizada: °); 50
for j=0:1
w=[0.1%¥107j:0.1%¥10%j:0.9%10%]’;
[M,F]=bode(numGH,denGH,w);
PMr=180+F; Kr=1./M; GMr=Gm.*M; GMrdb=20.*
log10(GMr);
Kr*Kn;
disp w M F PMr Kr
[w M F PMr Kr GMrdb Kr*Kn]
end
disp(‘Presionar ENTER para continuar’)
pause

GMrdb Kr*Kn’)

Tabla IX.5 Comportamiento del sistema en términos de PM,.
Tabla de valores: w, M, E PMr, Kr y Kr¥Kn

w M F PMr Kr GMrdb Kr*Kn
0.1000  9.9955 —-94.0110 85.9890 0.1000 29.5338 5.0023
0.2000 4.9910 —98.0240 81.9760 0.2004 23.5014 10.0181
0.3000 3.3198 —102.0407 77.9593 0.3012 19.9598 15.0614
0.4000 2.4818 —106.0629 73.9371 0.4029 17.4331 20.1466
0.5000 1.9771 -=110.0920 69.9080 0.5058 15.4584 25.2890
0.6000 1.6391 -114.1291 65.8709 0.6101 13.8296 30.5054
0.7000 1.3961 -—118.1749 61.8251 0.7163 12.4361 35.8135
0.8000 1.2126 —122.2297 57.7703 0.8247 11.2121 41.2334
0.9000 1.0687 —126.2932 53.7068 0.9357 10.1146 46.7867

disp(‘Reduccion a tercer grado’)

disp(‘Con respecto a la tabla anterior:’)
w=input(‘Indicar frecuencia elegida w:*);
PMreg=input(‘Indicar margen de fase requerido PMreq:°);
g=input(‘Indicar grado del polinomio requerido g:°);
disp(‘Polo dominante elegido: parte real de la raiz de
(s"245s+107)

PoloDom=input(‘Indicar polo dominante P2:°)

% PoloDom=abs(PoloDom);

disp(‘Margenes de fase conocidos PM1 yPM2:’)
PM1=90

PM2=180—atan(w/abs(PoloDom))*180/pi

disp(‘Margen de fase por determinar:’)
PM3=180%(g—1)+PMreq—PM1-PM2

disp(‘Presionar ENTER para continuar’)

pause

Reduccion a tercer grado

Con respecto a la tabla anterior:

Indicar frecuencia elegida w: 0.9

Indicar margen de fase requerido PMreq: 53.7068
Indicar grado del polinomio requerido g: 3
Polo dominante elegido: parte real de la raiz de
(s"2+5s+10

Indicar polo dominante P2: —2.5

PoloDom = —2.5000

Margenes de fase conocidos PM1 yPM2:

PM1 =90

PM2 = 160.2011

Margen de fase por determinar:

PM3 = 163.5057



angulofase3=PM3—180
angulofase3=abs(angulofase3)
alfa3=tan(angulofase3*pi/180)/w;

disp('El polo que buscamos es:')

polo3=—1/alfa3

disp('Ajuste de magnitud de G(s)3")

Magnitude3=

abs(PoloDom)*abs(polo3)/
(w¥sqrt(w”2+PoloDom”2)*sqrt(w”2+polo3/2));
K3=1/Magnitude3;
numG3=K3*abs(PoloDom)*abs(polo3);
denG3=conv([1 abs(PoloDom) 0],[1 abs(polo3)]);
disp(‘Aproximaciéon a funcidén de transferencia de lazo
abierto de tercer grado:’)
printsys(numG3,denG3)

disp(‘Presionar ENTER para continuar’);

pause

angulofase3 = 16.4943
El polo que buscamos es:
polo3 = —3.0395
Aproximacién a funcién de transferencia de lazo
abierto de tercer grado:
num/den =
7.5804

$"3 +5.5395 "2 + 7.5986 s

disp(‘La funcién de transferencia T(s) de cuarto grado
es:’)

Kr=input(‘Indicar ganancia Kr:°);
numG4=Kn*Kr;

denG4=conv([1 5 0],[1 5 10]);
[num4T,den4T]=cloop(numG4,denG4,-1);
T4=tf(num4T,den4T);

disp(‘Funcidn original T(s) de cuarto grado:’)
printsys(num4T,den4T)

%

disp(‘Aproximacién de T(s) a tercer grado’)
[num3T,den3T]=cloop(numG3,denG3,-1);
T3=tf(num3T,den3T);

%

printsys(num3T,den3T)

disp(‘Respuesta al escalon unitario del sistema original
y de 12°)

disp(‘aproximacion a tercer grado’)
step(T4,-",T3,--",T2,-))

legend(*-’,4th degree’)--";3rd degree’)

0.9357

La figura IX.5 muestra la respuesta al escalén unitario
del sistema original de cuarto grado y la aproximacién
resultante a tercer grado. Ambos sistemas tienen el mismo

margen de fase de 53.7068°.

Curva de margenes de ganancia y de fase

Funcién original T(s) de cuarto grado:

num/den =

46.785

s™ + 10 s"3 + 35 s"2 + 50 s + 46.785
Aproximacién de T(s) a tercer grado:

num/den =
7.5804

$"3 +5.5395 "2 + 7.5986 s + 7.5804

ambos sistemas presentan el mismo margen de fase

de 53.7068°.

Step Response
1.4 T T T T T

— Grado 4°
-- Grado 3°
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Figura IX.5 Respuestas al escalén unitario del
sistema original de grado cuarto y del sistema de
grado menor (tercer grado), ambas exactamente con
el mismo margen de fase MF = 53.706°.

9.7 Para obtener las aproximaciones a grados menores
del sistema original de cuarto grado:

(9= 46.786 (a)
h=437" 4 1103 + 3552 + 505+ 46.786
donde:
46.786
G()H(s) j=4(s) = b
(YH(5) j=4(5) s(s+5)(s2+55+10) ®

se tomaran en cuenta los mismos pardmetros con respec-
to a las condiciones aplicadas en la solucién del proble-
ma 9.6: @ = 0.9 rad/seg, K = 0.9357 unidades y PM,,
= 53.706°. El archivo .m mostrado a continuacién es ei
complemento del problema anterior. Se supondra que ya
se han definido los datos iniciales del archivo .m bajo
consideracién.

445
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Definir entre corchetes a G(s)H(s)
Definir numerador G(s)H(s): 50
Definir denominador G(s)H(s): conv(conv([1 0],[1 5]),
[1510])
Definir ganancia normalizada Kn: 50
num/den =
50 50

M +10s"3 4+ 3552 +50s

s (s+5) (s"2+5 s+10)

disp(‘Reduccidén a segundo grado’)

disp(‘Con respecto a la tabla anterior:’)

disp(‘La frecuencia elegida w:*)

w 0.9
disp(‘El margen de fase requerido PMreq:°)

PMreq 53.706
g=input(‘Indicar grado del polinomio requerido g:°); 2
disp(‘Polo dominante elegido: parte real de la raiz de
(s"2+5s+10°)

PoloDom=input(‘Indicar polo dominante P2:°)
disp(‘El margen de fase conocido es PM1")
PM1=90

disp(‘Margen de fase por determinar:’)
PM2=180*(g—1)+PMreq—PM1
angulofase2=PM2-180
angulofase2=abs(angulofase2)
alfa2=tan(dngulofase2*pi/180)/w;

disp(‘El polo que buscamos es: )
polo2=—1/alfa2

disp('Ajuste de magnitud de G(s)2")
Magnitude2=abs(polo2)/( w*sqrt(w”2+polo2"2))

pause

K2=1/Magnitude2

numG2=K2*abs(polo2); denG2=conv([1 0],[1 abs(polo2)]);
printsys(numG2,denG2)

disp(‘Presionar ENTER para continuar’);

pause

2.5

143.7086

36.2932

—1.2255

angulofase3 = 36.2932
El polo que buscamos es: polo3 = —1.2255

Aproximacién a funcién de transferencia de lazo abierto
de segundo grado:
num/den =

1.3684

$"2 +1.2255 s

disp(‘La funcién de transferencia T(s) de cuarto grado es:’)
Kr=input(‘Indicar ganancia Kr:°); 0.9357
numG4=Kn*Kr; denG4=conv([1 5 0],[1 5 10]);
[num4T,den4T]=cloop(numG4,denG4,-1);
T4=tf(num4T,den4T);

disp(‘Funcién original T(s) de cuarto grado:’)
printsys(num4T,den4T)

disp(‘Aproximacién de T(s) a segundo grado:’)
numG3=K3*abs(PoloDom)*abs(polo3);
denG3=conv([1 abs(PoloDom) 0],[1 abs(polo3)]);
printsys(numG3,denG3)
[num2T,den2T]=cloop(numG2,denG2,-1);
T2=tf(num2T,den2T);

disp(")

printsys(num2T,den2T)
step(T4,-",T3,--",T2,-))

legend(‘-’;4th degree’,--",3rd degree’)

Funcién original T(s) de cuarto grado:
num/den =

46.785

s™4 +10 5”3 + 35 s"2 + 50 s + 46.785
Aproximacién a funcién de transferencia de lazo
abierto de segundo grado:

num/den =
1.3684
- (©
s"2 +1.2255 s
Aproximacién de T(s) a segundo grado:
num/den =
1.3684
(d)

s"2 +1.2255 s + 1.3684
La figura IX.6 presenta la respuesta al escalén unitario
del sistema original y su aproximacién a segundo grado.
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Figura IX.6 Aproximacion a segundo grado con margen
de fase de 53.7068°.

9.8 Para obtener las aproximaciones a grados menores
del sistema original de cuarto grado:

K

T _ =
=40 = T 0973527505+ K .

=50

M)



donde la funcidén de transferencia de lazo abierto corres-
ponde a:

_ K
- s(s+5) (s> +55+10)

G=4(9) e

K=50 y H(s)=1

se tomard en cuenta el mismo procedimiento aplicado
en la solucién del problema 9.6 considerando el listado
mostrado en la tabla IX.6.

Curva de margenes de ganancia y de fase 447

La funcion original y las aproximaciones a grados me-
nores de las funciones de transferencia de lazo cerrado y
lazo abierto son:

a) Para K =0.5058 y PM, = 69.9080:
50K,

s 4105 +3552 +505+ 50 Kr
K ,=0.5058

They(s)= 3)

Tabla IX.6 Comportamiento del sistema en términos de PMp.

w M F PMr Kr GMrdb Kr*Kn
0.1000  9.9955  —94.0110 85.9890 0.1000 29.5338 5.0023
0.2000 4.9910  —98.0240 81.9760 0.2004 23.5014 10.0181
0.3000 3.3198 —102.0407 77.9593 0.3012 19.9598 15.0614
0.4000 2.4818 —106.0629 73.9371 0.4029 17.4331 20.1466
0.5000 1.9771 —110.0920 69.9080 0.5058 15.4584 25.2890
0.6000 1.6391 —114.1291 65.8709 0.6101 13.8296  30.5054
0.7000 1.3961 —118.1749 61.8251 0.7163 12.4361 35.8135
0.8000 1.2126 —122.2297 57.7703 0.8247 11.2121 41.2334
0.9000 1.0687 —126.2932 53.7068 0.9357 10.1146 46.7867
1.0000 0.9520 -—130.3600 49.6350 1.0500  9.1200  52.4970
2.0000 0.3980 —170.8300 9.1623 2.5121 1.5430 125.6000
50K, b) Para K =0.7163 y PM = 61.8251:
G(8) =4 (8) = 3 )
s(s+5)(s*+55+10)
K,=0.5058 50K,
T=4(8) = — ©)
Aproximacién a tercer grado: h=4 sY 41057 +3552+50 5+ 50 Kr N
K ,=0.7163
4.1747
T)=3(5)=73 g ®) 50K,
$7 +5.73655% +8.0913 s +4.1747 G _ d 10
() =4 ()= 3 (10)
s(s+5)(s*+5s+10)
4.1747 K, =0.7163
(9 s ()= . = -
$7+5.73655“ +8.09135 Aproximacion a tercer grado:
4.1747
+2.5)(s+3.2364 © T),25(s) 58624 (11)
()=
s(s+2.5)(s+3.2364) =3\ T 3 1564952 +7.8725 5+ 5.8624
Aproximacién a segundo grado:
P & & Gl () 5.8624
S),_L8)= =
T, _(s)= 0.72774 o I 34564952 +7.87255
BT 2 4136695 +0.72774
5.8624 (12)
0.72774 s(s+2.5)(s + 3.1490)
G1=20) = 55 7.3669) ®)
Aproximacién a segundo grado:
Los resultados de los lugares geométricos de raices (no
mostrados) para la ganancia K = 0.5058 aplicada a cada T j=o(s)=— 1.0378 (13)
una de las ecuaciones (4), (6) y (8), es decir, polos de lazo s7+1.30695+1.0378
cerrado para la ganancia bajo consideracion, maximo pico
de sobreimpulso MP vy amortiguamiento A, se indican en 1.0378
reimpu b gu G(5) jon () = (14)

la tabla IX.7a.

s(s+1.3069)
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Tabla IX.7a Comportamiento transitorio del sistema original y de sus aproximaciones a grados
menores. En todos los casos los margenes de fase son 69.9080°.

Ganancia en puntos Polos dominantes
G(s)H(s) especificos del LGR de lazo cerrado MP (%) A

G()H(5) s (5) k= 0.5058 P, ,=-3.6381 £0.0.2129; 0% 0.988
Py, =-13619 £0.2129;

ecuacion (4)

G()H(s) 3 () k=4.1747 P, ,=-0.8889 £ 0.5135 0.438% 0.866
p; =—3.9588

ecuacion (6)

G(s)H(s) 2o (s) k=0.727 Py, =-0.683£0.51] 1.48% 0.802

ecuacion (8)

Los resultados de los lugares geométricos de raices (no Aproximacién a tercer grado:
mostrados) para la ganancia K, = 0.7163 aplicada a las
ecuaciones (10), (12) y (14), es decir, polos de lazo ce- _ 7.5804
T)es(9) (17)

rrado para la ganancia correspondiente, maximo pico de 7 +5.5395 5% +7.5986 s + 7.5804

sobreimpulso MP y amortiguamiento A, se indican en la
7.5804

tabla IX.7b. G(s),_.(s)= =
"= 345539552 47,5986 5
¢) Para K =0.9357 y PM, = 53.7068: 7.5804 a8
s(s+2.5)(s+3.0398)
50K,
Ty=y(s)= 110343524505+ 50 Kr oo (15) Aproximacién a segundo grado:
' 1.3684
T ,_5(s)= 19
ok n=2) = 2T 3255 5 41,3684 )
Gs) j=s(5) = o (16) 1.3684
s(s+5)(s*+55+10) K =09357 G(5) ja (s =m (20)

Tabla IX.7b  Comportamiento transitorio del sistema original y de sus aproximaciones a grados
menores. En todos los casos, los margenes de fase son 61.8251°.

Ganancia en puntos Polos dominantes MP
G(s)H(s) especificos del LGR de lazo cerrado (%) A

G()H(S) j=4(5) k=0.7163 P, =-0.9564 % 1.0643]: 6.0% 0.667
) Py, =—4.0436 £ 1.0643
ecuacion (10) ’

G(s)H(s) j—3(s) k=5.8615 Py, ==0.7905+0.9033j | 6.73% 0.652
p; =—4.0680

ecuacion (12)

G()H(5) j=(5) k=1.037 P, ,=-0.653+0.776; 7.1% 0.644

ecuacion (14)




Los resultados de los lugares geométricos de raices (no
mostrados) para la ganancia K, = 0.9357 aplicada a las
ecuaciones (16), (18) y (20), es decir, polos de lazo cerra-
do para la ganancia indicada, miximo pico de sobreim-
pulso MP y amortiguamiento A, se muestran en la tabla
IX.7c.

d) Para K,=2.5121 y PM, = 9.1623:

50K,
T,_i(s) = 21
h=4(9) s4+1033+3532+505+50KrK=2512l( )
50K,
G(5) p_u(s) = 2
D=40) = 5 (2 55510) @2)
K,=25121

Curva de margenes de ganancia y de fase

Aproximacién a tercer grado:

19.073

T, _ = 23
=30= 37072 v 551857 19.073 &)
19.073
G() js(8) == > =
$24+4.7074s-+5.51855
19.073 (24)
S(s+2.5)(s+2.2074)
Aproximacién a segundo grado:
4.0517
T,_ = 25
=20 = 320585 1 4.0517 @5
4.0517
G($) p=o(s) = G +0.32258) (26)

Tabla IX.7c  Comportamiento transitorio del sistema original y de sus aproximaciones a grados
menores. En todos los casos, los margenes de fase son 53.7068°.

Ganancia en puntos Polos dominantes MP
G(s)H(s) especificos del LGR de lazo cerrado (%) A

G()H(s) s (5) k=0.9357 P, ,=—0.7404 £1.3587; | 18.3% 0.475
P, ,=—-4.2596 + 1.3587
ecuacién (16) g
G()H(s) j=5(5) k=7.5804 P, =-0.6949 £ 1.1613; 15.3% 0.513
. Py =—4.1498
ecuacion (18)
0.525

G(s)H(s) s (s) k=1.3684

ecuacion (20)

P, ,=-0.6127 £0.9940; | 14.4%

Tabla IX.7d Comportamiento transitorio del sistema original y de sus aproximaciones a grados
menores. En todos los casos, los margenes de fase son 9.1623°.

Ganancia en puntos Polos dominantes MP
G(s)H(s) especificos del LGR de lazo cerrado (%) A

G(s)H(s) =4 (5) k=2.5121 P ,=-0.1175% 2.1039_1: 84.4% 0.0538
. Py , =—4.882512.1039;
ecuacién (22) ’
G()H(s) j=5(5) k=19.073 P, ,=-0.1403 £ 2.0631; 81.53% 0.0649
Py =—4.4267

ecuacion (24)

G(s)H(s) j_»(5) k=4.0517 Py, =-0.1613 + 2.0000; 77.7% 0.0802
ecuacion (26)
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La figura IX.7 es la representacion grafica de la res-
puesta al escalén unitario, tanto del sistema original
de cuarto grado como de sus aproximaciones a tercero y
segundo grados, considerando diversos margenes de fase:
1. PM=69.9° para w = 0.5 rad/seg 2. PM = 61.825° para
o = 0.7 rad/seg 3. PM = 53.706° para w = 0.9 rad/seg y
4. PM = 9.1623° para w = 2 rad/seg. Las aproximaciones
a grados menores tienen el mismo margen de fase que el
sistema original de grado cuarto para cada caso.

9.9 Para el sistema que se indica a continuacién, en
principio se obtendrd su CMGMF para conocer sus ca-
racteristicas en términos de todos sus posibles margenes
de ganancia y de fase. El sistema bajo analisis queda defi-
nido mediante la funcién de transferencia de lazo abierto
G(s):

20%* Kr
G()H(S) =5 (5) = G(5) 3 = T2 (610 o

el cual presenta un error de estado estable finito al esca-
16n, ya que se trata de un sistema de tipo 0.

Las especificaciones de funcionamiento consideran
un margen de fase semejante de 20° y un error de estado

Tabla IX.8a Comportamiento del sistema en términos de PM, —

w M F PMr
0.10 0.9937 —9.1459 170.854
0.20 0.9755 —18.1663 161.834
0.30 0.9468 —26.9484 153.052
0.40 0.9097 —35.4020 144.598
0.50 0.8666  —43.4637 136.536
0.60 0.8199  —51.0966 128.903
0.70 0.7714  —58.2862 121.714
0.80 0.7227  —65.0351 114.965
0.90 0.6751 —71.3577 108.642
1.00 0.6293 —77.2756 102.724
2.00 0.3101 -119.7440  60.255
3.00 0.1680 —144.5740  35.426
4.00 0.1007 -161.2000 18.800
5.00 0.0651 —173.4530 6.546

Para el sistema:
204K |

G = (s+D)(s+2)(s+10), _,

el margen de ganancia, en unidades y decibeles corres-
ponde a:

Gm = 19.8009 unidades o Gmdb =25.9337 db.

La frecuencia Wcg = 5.6570 rad/seg.

El margen de fase es: Pm = 180°

La frecuencia Wcp = 0 rad/seg.

Step Response Step Response

1.5 1.5
—i; | —— —g 1 TR
2 / a /
g 0. . /
5 0.5 g 0.5 y
oL/ 0k
0 2 4 6 8 2 4 6 8
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. f,
T S 412 H
E E ,s‘;’\bﬂﬂf\ y
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20 Zos)t
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Figura IX.7 Respuesta al escaléon del sistema definido
por la ecuacion (1), donde se consideraron diversas
ganancias para obtener distintos margenes de fase:

1. PM = 69.9° para w = 0.5 rad/seg 2. PM = 61.825°
para w = 0.7 rad/seg 3. PM = 53.706° para w = 0.9

rad/segy 4. PM = 9.1623° para w = 2 rad/seg.

estable al escaléon menor al 10%. La tabla IX.8a presenta
los datos contenidos en la CMGMEF del sistema.

GMp,.

Kr GMr(db) Tm Ess
1.0063 25.879 29.717  0.4984
1.0251 25.718 14.122  0.4938
1.0562 25459 8904  0.4863
1.0992 25112  6.309  0.4764
1.1539  24.691 4.766  0.4643
1.2197 24209  3.749  0.4505
1.2964 23.679  3.034  0.4355
1.3837 23.113 2508  0.4195
1.4813 22.521 2.107  0.4030
1.5890 21.911 1.793  0.3862
3.2249 15.763  0.526  0.2367
5.9519 10.441 0.206  0.1438
9.9298 5995  0.082  0.0915

15.3501 2212 0.023  0.0612

De acuerdo con los datos de la tabla IX.8, la eleccién
de una ganancia K= K =9.9298 ocasiona que el sistema
tenga un margen de fase de 18.80° y un error se estado
estable al escaléon menor al 10%, ya que y(e) = 0.9095
y e, = 9.05%. Ambos resultados satistacen las especifica-
ciones de diseno.

El siguiente paso consistird en obtener una aproxima-
cién a segundo grado que mantenga las especificaciones
mencionadas.



La tabla IX.8b permite establecer el comportamiento
del sistema en términos de los diversos margenes de fase
al ajustar la ganancia K

Si se aplica el archivo .m, visto en la solucion del pro-
blema 9.7 y particularizado para nuestro caso, se obtiene:

Funciones de transferencia G(s), = 3(s) y T(s);, = 3(s)
son:

G ~ 198.596 ~ 198.596
D= 357 32020 GHDGH2) (7 10)
(). (9 198.596
$),_~(5)= =
= 341352 4325+ 218,59

Curva de margenes de ganancia y de fase

198.596
(s+11)(s2 +2.288 s+ 18.4373)

mientras las aproximaciones a segundo grado son:

Tabla IX.8b Comportamiento del sistema en funciéon de PM — GM, para la frecuencia
de w = 4 rad/seg y margen de fase de 18.800°.

I 2 T S T

4.0 | 0.1007 | —161.200 |

Las respuestas al escaléon unitario de las ecuaciones (a)
y (b) se muestran en la figura IX.8, en la cual se observa
también que los valores finales del sistema original, y(co)
= 0.9085k, y el correspondiente de la aproximacién a
segundo grado, y(e) = 0.9796, son diferentes.

Step Response
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— 3er grado
- - 2° grado
1.4F
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Time (sec)

Figura IX.8 Respuesta al escalén unitario del sistema
original de tercer grado(-) y su aproximacién a segundo
grado (--).

Se deja al disefiador la eleccion de seleccionar la
aproximacién dada por la ecuacion (b) o agregar un fac-
tor adicional a dicha ecuacién para obtener el mismo
error de estado estable que el sistema original; sin embar-
go, con esto ultimo, el margen de fase de la aproximacién
resultante se vera levemente afectado.

. _ 16.0555 B 16.0555
(D1=209 = (T31) (s+03333) ~ 325133335 10.3333
16.0555
TG) (==
(s+1) (s+0.3333)
16.0555
5 (b)
52 4+1.33335+16.3888
18.800 | 9.9298| 5.995 | 198.59
factor X16.05555 |
T),(5)= =
s2 +1.33333 5 + 16.3888|actor
=0.9273
14.8892 (©)

2 +1.333335+16.3888

9.10 Con respecto a las columnas de la tabla de valores

correspondiente a toda CMGME la eleccién de una de-

terminada fila de valores depende de lo siguiente:

a) Sise pretende optimizarla eleccion de una determinada
ganancia Kp,la decision estd en funciéon de la frecuen-
cia w de operacion del sistema de control, asi como de

los coeficientes de relacion PM r <1 GM r que
implican a GMy, PMj, y a la magnitud de K.

b) Silo que se va a llevar a cabo es la reduccion del
grado del polinomio original, se tomara en cuenta la
frecuencia angular de operacién del sistema, asi como
la correcta seleccién de un margen de fase especifico.

Desde luego, es posible combinar ambos criterios, el
de optimizar la ganancia del controlador y el de efectuar
la reduccién a grados menores de la funciéon de transfe-
rencia original. Lo anterior se realizé en la solucion del
problema 9.7.

9.11 El sistema bajo consideracién, en términos de la
funcién de transferencia de lazo abierto, es:

16 K
s(s+2)(s>+35+4)

Gloy(9)=

que se ajustard la ganancia K, mediante la CMGME
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a) El margen de ganancia y el margen de fase de la ecua- Para satisfacer los requisitos del sistema, mediante la
cién anterior corresponden a: CMGMF mostrada en la tabla IX.9, se logra que el mar-
gen de fase sea de 46.9881° y el margen de ganancia de

8.44 db, para lo cual se requiere que la ganancia del siste-

Gm = 0.8400 unidades, o Gmdb = —1.5144 db ma K, = 0.318 unidades.

a la frecuencia Weg = 1.2649

b) Si se emplean los métodos de reduccién polindmica
mediante ]a CMGME se obtienen los siguientes resul-
tados.

y el margen de fase es: Pm =-9.1914
a la frecuencia Wep = 1.4016

Tabla IX.9 Comportamiento del sistema en términos de PM, — GM,,
para margen de fase de 46.9881° y margen de ganancia de 8.44 db
(en este caso sblo se muestra la fila de interés).

w M F PMr Kr GMr(db) Tm Kop
0.60 3.1450 —133.011 46.988 0.318  8.44  1.367 2.487

La representacion grafica de la respuesta al escalén Aproximacién a segundo grado G2(s)
unitario del sistema original, ecuacion (a); la aproxima- num/den =
cién a tercer grado, ecuacién (b), y la aproximacién a 0.52774
segundo grado, ecuacién (c), se presentan en la figura (©)
IX.9. s"2 4+ 0.64315 s
Funcidn original T(s) de cuarto grado: Step Response
num/den = 4 ' ' ' ' ' = 4th dle ree
5.088 == 3rd degree
: 1.2¢ /W - - 2nd degree [
() 7.
M+ 553+ 10 "2 + 85+ 5.088 " N—
Funcién de transferencia de lazo abierto G4(s) 4 08 7
num/den = = »
5.088 2" ]
0.4 _
s +55"3+10s"2+85s
0.2 _
Aproximacién de T(s) a tercer grado:
num/den = % PR é. 10 12 14 16 18
1.6075 Time (sec)
(b) Figura IX.9 Respuesta al escalén del sistema de la
"3 +3.046 5”2 + 2.3191 s + 1.6075 ecuacion (a) y de sus aproximaciones a grados menores,
ecuaciones (b) y (c).
Aproximacion a tercer grado G3(s):
num/den 9.12 La figura IX.10 muestra el LGR del sistema:
1.6075
s"3 4+ 3.046 "2 + 2.3191 s G(s) = 16K
s(s+2)(s2+35+4)
Aproximaciéon de T(s) a segundo grado:
num/den = a) Satisfacer el requisito de amortiguamiento A =
0.52774 0.46988, el LGR presenta los siguientes datos:

Cuando K = 0.318, los polos de lazo cerrado se
s"2 + 0.64315 s + 0.52774 localizan en:
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p1o=-0.3646 £ 0.8415]y p; , = —2.1354 £ 1.2185j cuya ecuacion caracteristica (para la ganancia seleccionada

(estos puntos se muestran en la figura IX.10a); sin de K = 0.318, seglin lo expuesto en el problema an-
embargo, dicha ganancia no satisface el requisito de terior) muestra los siguientes parimetros: A = 0.46988 y
que los polos restantes se ubiquen seis veces hacia la o, =0.7264. La relacién A — PM establece que el amor-
izquierda de los polos dominantes, por lo cual no es  tiguamiento A = 0.01MF, siempre y cuando” A < 0.7; por
posible aplicar la aproximacion tradicional a polinomio lo tanto, A = 0.46988 es semejante al margen de fase PM =
de menor grado. 46.988. Lo anterior se indica en la figura IX.11.
Root Locus Relacion MF-Lambda
AR T T T T 80 T T T T T T T T T
70 -
S0t -
el
// E V50| -
s
vV 40 -
<
\X\ - Zao .
B
—2F B =20 .
[
o
-3t 1 < 10f .
—44 L L L L L L 0 L L L L s L : : s
-5 —4 =3 =2 =l 0 1 2 0.1 02 03 04 05 06 07 08 09 1
Real Axis Amortiguamiento: 0 < Lambda < 1
. 16K Figura IX.11 Relacién A — PM.
Figura IX.10 LGR de G(s) = . g
s(s+2)(s®+3s+4)
9.13 La reduccién polinémica puede aplicarse a es-
b) Por lo anterior, se considerara la aproximacién a poli- paci.o de estado, ya que las ecuaciones de estado son un
nomio de segundo grado obtenida en el problema 9.11: conjunto de ecuaciones diferenciales de orden n escri-
Con respecto a la aproximacién obtenida a segundo tas como n ecuaciones diferenciales de primer orden.

grado del sistema del problema anterior:

0.57774
s240.643155+0.52774

Ty(s)=

% Veéase capitulo 6, problema 6.14 (relacién entre A y MF).






Introduccion a
MATLAB

INTRODUCCION

Este apéndice es una breve introduccién a Matlab (en lo que respecta a su ventana de
trabajo), y pretende ser una guia para el manejo basico de comandos y funciones prede-
finidas. También se hace una introduccidn a la notacién matricial, ya que Matlab se basa
en dicha herramienta, que contintia con la sintaxis propia al aplicarse en el analisis de
los sistemas de control. Asimismo, se hace una breve explicacion del manejo de tablas y
graficos, para finalmente hacer referencia a la creacién de archivos .m, lo cual permitira
incrementar considerablemente el potencial de Matlab cuando se requieren codigos de
mas de unas cuantas lineas.

Contenido

* Introduccién a Matlab.

* Notacién matricial empleada por Matlab.

* Guia de comandos para aplicar a los sistemas de control.
* Manejo de tablas y graficas con Matlab.

 Elaboracién de archivos .m.

* Referencias del apéndice Al.

Obijetivos

* Introducir los conceptos asociados con el manejo de Matlab.

* Definir la sintaxis del algebra matricial.

* Introducir los comandos para el analisis de los sistemas de control.
* Definir los comandos para elaborar tablas y graficos con Matlab.

» Explicar la creaciéon de archivos .m.
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A1.1 INTRODUCCION A MATLAB

Figura A1.1

Icono de Matlab, en el cual
se hace doble clic para iniciar
una sesion de trabajo.

Figura A1.2

Presentacion de la ventana
principal de Matlab
denominada ventana

de trabgjo.

Para iniciar una sesion de trabajo con Matlab, a partir del supuesto de que tal programa
ya ha sido instalado en el disco duro de la PC, se procede a hacer doble clic con el raton
en el icono respectivo, segin se indica en la figura A1.1.

MATLAE R12

De esta forma, se muestra en pantalla la ventana principal de Matlab, donde sera posi-
ble escribir un conjunto de instrucciones a partir del doble prompt >>, como se observa
en la figura A1.2.

Botén para Botoén para
minimizar maximizar

To get started, select "MATLAE Help™ from the H

>> \ Doble prompt como indicador de que la
ventana de trabajo de Matlab estd disponible

para iniciar una sesion de trabajo.

Para finalizar una sesién de trabajo! en Matlab, se utilizan las instrucciones exit o quit,
precedidas del doble prompt, lo cual se genera automaticamente cada vez que se presio-
na ENTER.

La ventana de trabajo de Matlab puede maximizarse o minimizarse; sin embargo,
cuando se escriben conjuntos de instrucciones, es recomendable darle un tamafo per-
sonalizado a la ventana (como maximo, la cuarta parte de la pantalla total), para poder
visualizar la ventana de trabajo de Matlab simultineamente con otras posibles ventanas
adicionales; por ejemplo, en el caso de que se quiera exhibir una ventana de graficos y/o
interactuar con Simulink.

1 Al inicio del manuscrito se utilizé la versién 6.0; en la actualidad, ya se cuenta con las versiones 7.0, 8.0 y pos-
teriores. En lo que nos compete, la diferencia estriba en ubicaciones diferentes de algunos elementos de la caja de
herramientas de las diversas librerias de Simulink.
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Como inicio, después del doble prompt, es posible escribir cualquier conjunto de
operaciones algebraicas:

>> 4/5+3.27

Como a la sentencia anterior no le fue designado el nombre de ninguna variable,
Matlab responde con el nombre genérico de ans (abreviacidn de answer):

ans =

4.0700

Cuando se asignan nombres especificos a las variables, éstos pueden ser cualesquiera,
siempre que no contengan variables reservadas para Matlab; cabe poner énfasis en que,
en Matlab, las mintsculas y las maytsculas se consideran como variables diferentes. Los
nombres de las variables empiezan con una letra, la cual presidird ya sea a nimeros o a
letras seguidas, mientras que el nombre elegido no debe exceder de 19 caracteres.

La estructura de una variable igualada a una sentencia corresponde a:

variable = sentencia

>> y=02/5+5.68—(4.23%(~12))/25

y Matlab responde con el valor calculado para la variable definida:

y =
8.1104

Las operaciones aritméticas, elemento por elemento, se indican en la tabla A1.1:

Tabla A1.1 Operadores aritméticos elementales.

+ Suma a+b
- Resta a—b
& Multiplicacién a*b
/ Divisién a/b
A Potencia aAb

Por su parte, la tabla A1.2 muestra la sintaxis de algunas funciones matematicas.

Tabla A1.2 Funciones matematicas elementales. (Continia)

sin (x) Seno de x (radianes)

asin (x) | Arco seno de x (radianes)
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Tabla A1.2 Funciones matematicas elementales. (Continuacién)

cos (x) Coseno de x (radianes)
acos (x) Arco coseno de x (radianes)
tan (x) Tangente de x (radianes)
atan (x) Arco tangente de x (radianes)
sinh (x) Seno hiperbolico de x
cosh (x) Coseno hiperbdlico de x
tanh (x) Tangente hiperbolica x
abs (x) Valor absoluto de x
sqrt (x) Raiz cuadrada de x
imag (x) Parte imaginaria de x
real (x) Parte real de x
conj (x) Conjugado complejo de x
log (x) Logaritmo natural de x
log10 (x) Logaritmo de base 10 de x
exp (x) Exponencial de x

< EJEMPLO A1 .1

Con Matlab, evaltie el seno de 60° en radianes y en grados.

Solucion:
Matlab proporciona directamente el resultado de sen(60°) en radianes:

>> angulo=60;
ALFA=sin(angulo)
ALFA = —0.3048

Para convertir de radianes a grados, se utiliza:

>> alfa=sin(angulo™pi/180)
alfa = 0.8660

Se observa que ALFA vy alfa son variables diferentes entre si.

En lo que respecta a variables predefinidas y resultados especiales, Matlab presenta las
siguientes opciones presentadas en la tabla A1.3.
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Tabla A1.3 Variables predefinidas especiales.

pi

ice A1 Introduccién a MATLAB

Numero

A7)

Prefijo de variable imaginaria

Inf Indica un nimero infinito oo
Nan Resultado de dividir entre cero
eps Valor del épsilon de la miquina

Los diversos formatos de exhibicidén de ntimeros se muestran en la tabla A1.4.

Tabla A1.4 Formato de presentaciéon de digitos.

Numero eps

Numero de decimales

-PI

Sformat short

@?01’ default) 2.2204e-016

format long 2.220446049250313¢-016 "
format bank 0.00 )

Matlab tiene una muy grande cantidad de comandos y funciones especiales, a la vez
que algunos comandos (por no decir que la mayoria) presentan diferentes alternativas,
razdn por la cual se suele utilizar la instruccién help, seguida del comando del que se
desea conocer sus mdaltiples opciones de aplicacion.

< EJEMPLO A1.2

Determine las posibles opciones del comando format.

Solucion:

En la ventana de trabajo de Matlab se escriben, después del doble promt, las ins-

trucciones:

>> help format

a lo que Matlab responde segtin se indica a continuacion:

FORMAT Set output format.
All computations in Matlab are done in double precision.
FORMAT may be used to switch between different output
display formats as follows:

FORMAT

Default. Same as SHORT.

FORMAT SHORT Scaled fixed point format with 5 digits.
FORMAT LONG  Scaled fixed point format with 15 digits.
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FORMAT SHORT E Floating point format with 5 digits.
FORMAT LONG E Floating point format with 15 digits.
FORMAT SHORT G Best of fixed or floating point format with
5 digits.

FORMAT LONG G Best of fixed or floating point format with 15 digits.
FORMAT HEX  Hexadecimal format.
FORMAT + The symbols +, — and blank are printed
for positive, negative and zero elements.
Imaginary parts are ignored.
FORMAT BANK  Fixed format for dollars and cents.
FORMAT RAT  Approximation by ratio of small integers.

Spacing:
FORMAT COMPACT Suppress extra line-feeds.
FORMAT LOOSE Puts the extra line-feeds back in.

Overloaded methods

help quantizer/format.m

A1.2 NOTACION MATRICIAL

Salvo el caso de problemas muy sencillos, como el tratado en el ejemplo Al.1, en general
Matlab requiere el uso de matrices (representadas en este texto con letras maytsculas: A,
B, C, etcétera), las cuales se definen como arreglos numéricos de m filas por n columnas
(m X n). Los elementos de las matrices se designan por medio de letras minasculas a, b, ¢,
etcétera; por ejemplo, el término a; corresponde al elemento ubicado de la i-ésima fila y
de la j-ésima columna (siempre en este orden):

4y 92 4,
A= 2 a2
a ml a m2 " a mn

Para representar en Matlab una matriz A, por ejemplo de 3 X 2:

A:—Z 12 0’
25 -8 9

los componentes de la matriz se escriben entre corchetes [ ]. Se procede entonces a
escribir los elementos de la primera fila, ya sea al separarlos por comas o dejar un espacio
entre cada elemento. Una vez que se ha escrito la primera fila, contintia la representacion
de las filas siguientes, separadas por el simbolo ;.
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<& EJEMPLO A1.3

Defina las siguientes matrices en Matlab.

4 10 18 8 25
A:[; f; g], B=|5 —4 11|y C=|4 63
6 55 23 199

Solucion:

La primera matriz se escribird en Matlab usando comas entre los elementos de
cada fila; las siguientes matrices se representaran por medio de espacios en blanco
(opcidn quizd mas conveniente).

>> A=[-2,12,0;25, -8, 9];

Comentario: El simbolo ; tiene dos funciones, la primera de ellas es la de separar
las filas, el segundo punto y coma (fuera del arreglo, busca procesar la informacion,
pero no presentar los datos una vez que se ha presionado ENTER).

>> B=[4 10 18;5 —4 11;
6 55 23];

Comentario: Una matriz puede escribirse en uno o mas renglones, cuando tiene
varios elementos en sus filas y columnas.

>> C=[8 25;4 63; 1 99]

Comentario: Los simbolos ; dentro del corchete separan las diversas filas de la
matriz; sin embargo, al terminar la definicién de ésta, no se ha escrito el simbolo
;, esto es para que, después de presionar ENTER, la informacidn se procese y se
exhiba en el espacio de trabajo de Matlab para la matriz introducida.

C=
8 25
4 63
1 99

Es bien sabido que el producto de la matriz A (de m X p) por la matriz B (de p X n)
no es una operacidén matricial elemento a elemento, mientras que el resultado de A*B
corresponde a una matriz de orden o tamafio m X n. En los casos en los que se requiera
llevar a cabo operaciones elemento a elemento para productos, cocientes y potencias, se
utiliza la notacién que se indica en la tabla A1.5.

Tabla A1.5 Operaciones elemento a elemento.

+ Suma

— Resta

2 Multiplicacién
./ Division

A Potencia
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En si, la suma algebraica es una operacion elemento a elemento, por lo que no se requie-
re afadir el punto previo cuando se realiza tal operacion.

<& EJEMPLO A1.4

Para las siguientes matrices:

5 12 0 4 10 18 8 25
A=[25 g 9}, B=|5 -4 11|y C=|4 63|,
6 55 23 1 99

efecte las siguientes operaciones con Matlab:
a) A*B b) B*C ) A2 d) A2

Solucion:
El cédigo de cada operacidn y su resultado se muestran a continuacion:

>>A=[-2120;25-89];

>>B =[41018;5 —4 11;6 55 23];

>> C = [825;4 63;1 99];

>> % espacio en blanco o bien algin posible comentario

>> A*B
ans =
52 —68 96
114 777 569
>> B*C
ans —
90 2512
35 962
291 5892
>> AN

222 Error using ==> "
Matrix must be square.

Comentario: Producto matricial no vilido; la operacién supone elevar al cuadra-
do la matriz A, cuyo tamafio es de 2 X 3: esto es, multiplicar la matriz de 2 X 3
por la misma matriz de 2 X 3. El nimero de columnas de la primera matriz no
coincide con el nimero de filas de la segunda matriz, discrepancia que indica que
la operaciéon A2 no puede llevarse a cabo.

>>AN2
ans =
4 144 O
625 64 81

Comentario: A diferencia del caso anterior, la operacién A.”2 indica un producto
matricial (no convencional) que se lleva a cabo elemento a elemento, esto es, se
eleva al cuadrado cada componente a; de la matriz A.
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Hasta ahora, en esta primera sesién de trabajo se ha escrito el siguiente c6digo, que
consta de los 16 renglones, los cuales aparecen a continuacion:

>> 4/5+3.27

>> y=2/5+5.68—(4.23%(-12))/25
>> angulo = 60;

>> ALFA = sin(angulo)

>> alfa = sin(angulo*pi/180)
>>A =[-2,12,0;25,-8,9];
>>B =[41018;5 -4 11;

6 55 23];

>> C = [825;4 63;1 99]
>>A=[-2120;25-89];
>>B =[41018;5 —4 11,6 55 23];
>> C = [825;4 63;199];

>> A*B

>> B*C

>> A2

>>AN2

Usos de las flechas T y 1: Se observa en ¢l listado anterior que los renglones 6,7, 8
y 9 corresponden a los equivalentes 10, 11 y 12; de hecho, este altimo trio de codigo
no necesariamente debid escribirse de nuevo. En cada sesién de trabajo, Matlab guarda
en memoria RAM todo el cddigo tecleado, por lo cual, para escribir una instruccién
anterior, s6lo se presiona el simbolo T (localizado en el teclado) el nimero de veces ne-
cesarias hasta que Matlab muestre el cddigo requerido, el cual, una vez que se presenta,
puede repetirse o modificarse. El simbolo 4 permite descender en el codigo a partir de
instrucciones llamadas con anterioridad. Por lo expuesto, los simbolos T y { simplifican,
en gran medida, la escritura o modificacién de nuevos c6digos.

Instruccidn cle. Se comentd que Matlab guarda en memoria todo el cédigo escrito en
una sesién particular de trabajo, la cual logra albergar una gran cantidad de comandos e
instrucciones, de manera que a partir de cierto momento, el codigo escrito puede llegar
a ser intitil. En consecuencia, suele utilizarse la instruccién cle que limpia la pantalla, pero
permanece para almacenar todo el c6digo escrito; sin embargo, al usar las flechas T y |
puede llamarse cualquier instruccién o ecuacidén ya escrita.

A1.2.1 Comandos propios de los sistemas de control

En principio, toda funcién de transferencia relacionada con los sistemas de control se
introduce en Matlab por medio de arreglos matriciales, lo cual permite procesar la in-
formacidn para gran diversidad de aplicaciones. Para no ser repetitivos, ya que en todo
el texto se ha explicado con detalle el uso y la aplicacion de los comandos que tiene
que ver con los sistemas de control, en esta seccion sdlo se presentaran algunas de dichas
instrucciones, ademas de agregar un pequefio comentario en cada caso, asi como una
referencia a la pagina o las paginas en donde se localizan a lo largo del texto.

Se considera que los componentes de un sistema de control estan constituidos por
funciones de transferencia racionales G(s)H(s) o T(s), en donde cada elemento se define
por medio de numeradores y denominadores individuales como matrices fila. La tabla
A1.6 incluye algunos de los cddigos mas utilizados en el anilisis y el disefio de los siste-
mas de control.
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Tabla A1.6 Codigos para el andlisis de los sistemas de control, en donde se
considera que ya se han definido G, (s), G,(s), etcétera, y H(s).

cloop

T(s) como resultado de bloques con retroalimentacién uni-
taria (pag. 161).

conv

Producto de funciones en el dominio s (pag. 57).

dsolve

Solucién de ecuaciones diferenciales de orden n (pp. 66, 73).

feedback

T(s) como resultado de bloques con retroalimentacién no
unitaria (pag. 163).

Gm

Margen de ganancia de una funcién de transferencia de lazo
abierto G(s)H(s) (pag. 297).

ilaplace

Transformacién del dominio s al dominio ¢ (pag. 65).

impulse(num,den)

Respuesta al impulso de un sistema; por ejemplo, en lazo ce-
rrado (pag. 72).

laplace

Transformacién del dominio ¢ al dominio s (pag. 65).

linmod

Extracciéon de un modelo desde Simulink hacia Matlab en
forma de espacio de estado o de funcién de transferencia T{(s)

(pp. 133).

margin

Instruccién para obtener los mirgenes de ganancia y fase de
G(s)H(s) (pag. 297).

pade

Aproximacién de Padé con atraso de tiempo T'y de grado n
a una funcidn racional (pag. 121).

parallel

Resultado de dos bloques en paralelo (pag. 161).

Pm

Margen de fase de una funcién de transferencia de lazo abier-
to de G(s)H(s) (pag.297).

poly

Obtencién de un polinomio cuyas raices son r;, 1,, ..., r, (pag.
56).

polyval

Cuantifica un polinomio en s para valores especificos de s
(pag. 62).

printsys(num,den)

Presentaciéon como funcién racional en s: num/den (pp. 58,
133).

residue

Descomposicién en fracciones parciales de una funcién ra-
cional en s o convierte la fraccion parcial a funcion racional

(pag. 60).

rlocfind

Presenta la ganancia Ky polos de lazo cerrado especificos
sobre el LGR; como opcién: el usuario puede escribir un

polo p; (pag. 282).
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rlocus LGR de una funcidn de transferencia de lazo abierto G(s)H(s)
(pag. 281).
roots Presenta las raices de polinomios de grado n (pag. 55).
series Resultado de bloques en serie (pag. 154, 161).
simple Simplifica el resultado de una ecuacidén (pag. 73).
ss2tf2 Conversiéon de notacion de espacio de estado a funcién de

transferencia racional (pp. 133, 137).

step Respuesta al escalén, por ejemplo, de una funcién de transfe-
rencia de lazo cerrado T(s) (pag. 72).

syms Generacién de variables virtuales s y ¢ para evaluar transfor-
madas de Laplace directas e inversas (pag. 65).

Weg Frecuencia _ en la que se presenta el margen de ganancia
(pag. 297).

Wep Frecuencia w, en la que se presenta el margen de fase (pig.
297).

<& EJEMPLO A1.5

Para el sistema de la figura A1.3a, empleando Matlab, obtenga la funcién de trans-
terencia de lazo cerrado T(s) y su respuesta al escalon unitario si 1, = 1 volt.

Figura A1.3a Amplificador
Sistema de control Transductor de ganancia
de nivel lizar. Voltaje-Fuerza sustabl
e nivel por analizar. QJUSSD S Ve (8)
14 ;;
F (S ) © E(S) Vretro (S )
Servo 5v
valvula
: % Vout
Qin(s) 1
Nivel Area Flopdor
2 >

Quuel®)

Solucion:
El sistema de la figura A1.3a representa un sistema de control de nivel por medio

de una servovalvula proporcional, cuyo diagrama de bloques se muestra en la fi-

gura A1.3b, K, = 0.25.

2 La instruccién #f2ss convierte notacién en “s” a espacio de estado (conjunto de “n” ecuaciones diferenciales, todas
ellas de primer orden).
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Figura A1.3b

Diagrama de bloques

del sistema de control de
nivel h(t) con servovalvula.

: Servo

Ganancia Transductor > Tanque
: e valvula

ajustable Voltaje-fuerza

1.2 0.0142
e
2+1.25+0.2 s+0.238
G(s) Qo(s) Gp(s)

Potencidémetro

. oz Flotador
retroahmentaaon
5
_/I<_‘< 5 <
AV ( ) s*+4s+5
retro\S X(S)

El siguiente cédigo en Matlab tiene como finalidad obtener la funcién de
transferencia resultante de lazo cerrado T{(s), asi como su respuesta a entrada uni-
taria V= 1 volt.

>> 9% Definicién de K(=1), Kt(=0.032) y Gv(s)

>> numGv=[0.032%1.2]; denGv=[1 1.2 0.2];

>> 9% Definicidén de Gp(s)

>> numGp=[0.0142]; denGp=[1 0.238];

>> % Obtencién de funcién de transferencia

>> % de trayectoria directa

>> [numG,denG|=series(humGv,denGv,numGp,denGp);
>> printsys(numG,denG)

num/den =
0.00054528

s"3 + 1.438 s"2 + 0.4856 s + 0.0476

>> 9% Definicidén de H(s)
>> numH=[0.25*5]; denH=[1 4 5];
>> printsys(numH,denH)

num/den =
1.25

M2+ 4s+5

>> % Obtencidn de la funcién de transferencia

>> 9% de lazo cerrado T'(s)

>> [numT,denT]=feedback(numG,denG,numH,denH);
>> printsys(numT,denT)

num/den =
0.00054528 s"2 + 0.0021811 s + 0.0027264

s"5 + 5.438 s"4 + 11.2376 s"3 + 9.18 "2 + 2.6184 s + 0.23868
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% La respuesta al escalon (no mostrada, se obtiene al escribir:
>> step(numT,denT)

TABLAS Y GRAFICAS CON MATLAB

En la ingenieria, tanto las tablas como los graficos son de suma importancia. Por esa ra-
z6n, en esta seccion se introducirdn los comandos para generar tablas y posteriormente
algunas de las mualtiples opciones para la graficacién. Como ilustracion a la tabulacién de
los valores de una determinada ecuacidn, se elegird al termistor, el cual queda descrito
por la expresién:

R(T =25°C)=25,000¢ 00123 T

La tabla de valores de la ecuacidn correspondiente se genera escribiendo primero el
rango de valores de la variable independiente, 0 < T < 50 °C, separados por el incre-
mento deseado, en este caso de 5 °C.

>>T = [0:5:50];

>> % El apdstrofo se aflade para que la lista de valores se muestre ordenada:
>> R = 25000%exp(-0.0123.%T);

>> ¢ T R(T) %Titulo de la grifica

>> [T R]
T R(T)
1.0e+004 * % Los siguientes valores se multiplican por 1.0e + 004
0 2.5000

0.0005  2.3509
0.0010 2.2107
0.0015 2.0788
0.0020  1.9548
0.0025 1.8382
0.0030 1.7286
0.0035 1.6255
0.0040 1.5285
0.0045 1.4373
0.0050 1.3516

Para ejemplos adicionales, consulte las soluciones de los problemas 9.1 y 9.6 del capi-
tulo 9.
Graficas con Matlab
La graficacién con Matlab abarca muy diversos tipos de representaciones, y ahora nos

ocuparemos de él. Por otro lado, aunque de manera breve, se explicaran algunos de
los comandos mas importantes para la aplicacion en el analisis de los sistemas de control.
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La tabla A1.7 muestra la sintaxis general de instrucciones basicas.®> Posteriormente se
afladiran tablas que contendran opciones alternativas para la generacion de diversos tipos

en el modo grafico.

Tabla A1.7 Comandos para generacion y formato de graficas.

axis

Personalizacion de ejes.

cIf

A diferencia del comando ¢l¢, la instruccién clf borra la gra-
fica.

ezplot

Variable dependiente y rango de la variable independiente.

grid

Agrega una reticula a la grafica.

hold off

Desactiva la instruccién hold on.

hold on

Instruccidén para retener en pantalla una determinada grifica
y asi poder empalmar graficas posteriores, sin que se borren
las representaciones anteriores.

plot

Grafica lineal x — y de arreglos de filas o columnas.

subplot

Las graficas se presentan en subventanas, ya sea en 2, subplot
(211) y subplot(212), o en 4, subplot(221), subplot(222), sub-
plot(223) y subplot(224).

tittle

A la grafica se le adiciona un nombre.

text

Coloca cualquier texto en la(s) grafica(s) en coordenadas pro-
pias de cada grafica.

xlabel

Leyenda en el eje x.

ylabel

<& EJEMPLO A1.6

Leyenda en el eje y.

Represente la grafica de la respuesta libre oscilatoria de un sistema definido por:
y =cos(2.5f)+2.47sen(2.5¢)

Solucion:

El siguiente cédigo se utiliza para graficar t —y,
>> t=[0:0.1:10]; y=cos(2.5%t)+2.47*sin(2.5*t);
>> plot(t,y), title(‘Respuesta libre oscilatoria’)
>> ylabel(‘Amplitud’), xlabel(‘Tiempo (seg.)’)

>> grid

% Como se verd en el siguiente ejemplo, cuando en una fila se introducen dos o mas instrucciones, puesto que se

0

trabaja en el modo de presentaciones graficas, éstas se separan por comas (*;”), a diferencia del c6digo matematico,

en el cual dos 0 mas instrucciones en un mismo renglén se separan asi:

TR
5.



Figura A1.4
Representacién grafica de
X = cos(2.5t) +
2.47sen(2.5t) en el
intervalo (0,10).

Figura A1.5a

Sistema masa-resorte-
amortiguador: m = 1 slug,
b = 0.5 Ib/(pies/seg),

k = 1.5 Ib/pie; la entrada
es una fuerza constante:
f=2Nw.
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La figura A1.4 presenta la grafica de y(¢) en el intervalo 0 < ¢ < 10.

Respuesta libre oscilatoria

Amplitud

Tiempo (seg.)

L
<& EJEMPLO A1.7

Con respecto al sistema masa-resorte-amortiguador que se ilustra en la figura
A1.5a, resuelva con Matlab la ecuacién diferencial (D* + 0.5D + 1.5)y = 2 con
condiciones iniciales y(0) = y'(0) = 0 y grafique la respuesta del sistema en el
rango de 0 < ¢ < 20.

resorte

masa Ai *(f)
o
amortiguador
Solucion:

El c6digo en Matlab para resolver y graficar la respuesta y(t), relacionada con la
ecuacion diferencial (D2 +0.5D + 1.5)y = 2, es:

y=dsolve(‘D2y+0.5*Dy+1.5%y=2"Dy(0)=0",y(0)=0)
y =

4/3-4/3%exp(-1/4%t)*cos(1/4%23N(1/2)%t)-4/69*23(1/2)*exp(
J1/4%¢)5sin(1/4%237N(1/2)*t)

469
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>> ezplot(y, [0 20])
>> axis([0 20 0 2.2]) % Personalizacion de ejes
>> grid, ylabel(‘Amplitud’), xlabel(‘t’)

Figura A1.5b

: 4/3—...—4/69 2312 exp(—1/4 1) sin(1/4 231/2 1)
Respuesta subamortiguada

del sistema descrito por:

Py _dy N R A
—2 +05=L+1.5y=2 ‘ : : | | | | | |
dt? at 3 3 3 | | | | | |
con y(0) = y'(0) = 0. A A

L5 - [ e s A N A S R B
. o N T
k= | | | : : : : : :
& 3 3 : i | | | | |

5 B [ e . S e S B A

| NI T S O S
0 ; ; ; ; ; ; ; ; ;

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

El comando plot lleva a cabo graficas x — y; ademas, permite adicionar diferentes ar-
gumentos para obtener diferentes tipos de lineas y colores; lo anterior se muestra en la

tabla A1.8.

Tabla A1.8 Comandos para tipos y colores de lineas.

Continua -

Guiones --

Guiones y puntos -

Punteada

Amarillo

Azul

Blanco

Magenta

Negro

Rojo

Turquesa

olo|lr|=|z|g|=]|x

Verde
'




Figura A1.6a
Sistema de variacion
de concentracion.
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<& EJEMPLO A1.8

En el tanque mostrado en la figura Al.6a, con capacidad de ocho litros, estin
disueltos 0.25 kg de sal. Una solucién de agua salada con a kg de sal por litro
entra al tanque con velocidad de 8 1/min; la mezcla bien agitada sale a la misma
velocidad con la que entra. Considere que la concentracién de entrada «, asi como
las velocidades de entrada y salida B son: a) a 6.50105 kg/1 y 3 0.7568 1/min y
b) a 4.8764 y B 1.2304 1/min. Obtenga las graficas de las variaciones de las con-
centraciones ¢, (f) y q,(t) con respecto al tiempo.

Solucion:
Las ecuaciones diferenciales que describen a los modelos son:

dql dq2
7+0.0946q1=4.92 (@ vy 7+0.1538q2=6 (b)

\D agitador
Concentracion
y velocidad
de entrada de
clerta sustancia

id S

Solucién a cierta
_____ ‘ concentracion
inicial

Concentracion
y velocidad
de salida de

— la mezcla

Las soluciones de (a) y (b) corresponden a:
>> ql=dsolve(‘Dql1+0.0946*q1=4.92’)q1(0)=0.25")

ql =
24600/473-97927/1892%exp(~473/5000%t)

>> pretty(ql) % Comando que simplifica un resultado
24600 97927 473
473 1892 5000

>> q2=dsolve('Dq2+0.1538%q2=6,q2(0)=0.25")

Q2=
30000/769-119231/3076*exp(-769/5000%t)
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pretty(q2)

30000 119231 769
769 3076 5000

El siguiente c6digo en Matlab se escribe para generar las graficas mostradas en

la figura A1.6b:

>> 9% Rango de valores de la variable independiente
>> t=[0:0.5:70];

>> 9% Ecuacién de la variacion de la concentracidon ql(t)

>> q1=52.0084-51.7584%exp(~0.0945 *t);

>> 9% Instruccién para presentar la grafica de ql(t) en color verde
>> % y simbolo +

>> plot(t,ql,g+-)

>> 9% Instruccién para retener la grafica de q1(t) y empalmar

>> % la grafica de q2(t)

>> hold on

>> 9% Ecuacién de la variacion de la concentracidén q2(t)
>> q2=39.0117-38.7617*exp(—0.1538.%t);

>> % Instruccion para mostrar la grafica de q2(t) en color azul
>> % y simbolo +
>> plot(t,q2,b+:")

>> % Conjunto de instrucciones para personalizar la grafica:
>> % Instruccién para colocar una cuadricula en la grafica
>> orid

>> % Titulo de la grafica

>> title(“Variacidn de las concentraciones q1(t) y q2(t)’)
>> % Etiquetas en la abscisa y la ordenada

>> xlabel(‘tiempo (seg)’), ylabel(‘concentraciones’)

>> % Texto colocado en coordenadas relativas con respecto
>> % ala escala de la grifica

>> text(35,55,q1(t)"), text(35,35,q2(t)’)

>> % Comando para desactivar la instruccién hold on

>> hold off

Opciones adicionales para la graficacién se ilustran en el siguiente ejemplo, referente
a dos tanques interactuantes, que esta representado por medio de dos ecuaciones dife-
renciales simultaneas.



Figura A1.6b
Variacién de
concentraciones g, (t) y
g, (t) para el sistema de
la figura A1.6a.

Figura A1.7a
Sistema de tanques
interactuantes.
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Variacién de las concentraciones q1(f) y q2(t)

60 T T T T T T
a0
- s T ‘ e L T
40} - I b S . | ’
E : . | : | :
g0
= 1 1 1 | 1
830 — [ [ proeee [ T
8 : : : : : :
= | : : | | |
S | | : | | |
20 o [ [ P [ E—
L .
0 10 20 30 40 50 60 70

tiempo (seg)

<& EJEMPLO A1.9

Con respecto al sistema de la figura A1.7a, en el tanque T, que contiene 50 1 de
agua, se han disuelto 25 kg de sal;ademas, se conecta a un segundo tanque 7T, con
50 1 de agua pura, mientras estd conectado al tanque 7). Al bombear liquido hacia
y desde los tanques, determine el comportamiento de las concentraciones ¢, (f) y
q,(t) en ambos tanques considerando lo siguiente:

Volumen de los tanques 1)y T,:50 L.

Rapidez de entrada hacia el tanque 7}:3 1/min.
Rapidez de salida del tanque T}: 4 1/min.

Rapidez de entrada hacia el tanque T),: 4 1/min.
Rapidez de salidas del tanque T,:3 I/min y 1 1/min.

agua pura
3 litros/min
mezcla,
j 1 litro/min

50

litros

- .,

4 litros/min

Tanque Tanque ————=
1 2 mezcla,

3 litros/min
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Concentracion de entrada hacia el tanque T):1/min
Concentracion inicial en el tanque 7/: 25 1/min.
Sal inicial en el tanque T,: 25 kg.

Sal inicial en el tanque T,: 0 kg.

Solucion:
El comportamiento de las concentraciones q,(f) y ¢,(t) se calcula mediante el
siguiente codigo en Matlab:

>> [ql,q2]=dsolve('Dq1=0.02*q2-0.08*q1’;Dq2=0.08*q1
—0.08%q2’,/q1(0)=25",q2(0)=0’)
ql = 25/2%exp(—3/25%t)+25/2%exp(-1/25%t)

q2 = 25%exp(—1/25%t) —25%exp(~3/25*t)

>> ezplot(q2,[0,70])

>> axis([0 70 0 30])

>> hold on

>> ezplot(q1,[0,70])

>> grid

>> xlabel(‘t")

>> ylabel(‘Variaciones de las concentraciones q1(t) y q2(t)’)
>> text(15,12.5/q1(t)’), >> text(35,7.5,q2(t)’)

>> hold off

En esta ocasion, la informacidén sobre las diversas concentraciones para varia-
ciones de tiempo y su graficacion se llevaran a cabo por medio de una variante del
comando plot, esto es, habra que generar una lista de valores de ¢, (t) y ¢,(t),a partir
de los cuales se obtendrin las graficas de las variaciones de las concentraciones
correspondientes.

>> % El apdstrofo al final del corchete permite que el listado de
>> % datos se presente en forma ordenada.
>> t=[0:5:70]’;
>> q1=12.5%exp(—0.12.%t)+12.5%exp(-0.04.%¢);
>> q2=25%exp(—0.04.%t) —25%exp(—0.12.%t);
>> [tql q2]
t ql q2
ans =
0 25.0000 0
5.0000 17.0943 6.7480
10.0000 12.1439 9.2281
15.0000  8.9264 9.5878
20.0000  6.7506 8.9653
25.0000  5.2208 7.9523
30.0000  4.1065 6.8468
35.0000  3.2699 5.7900
40.0000  2.6266 4.8417
45.0000  2.1227 4.0196



Figura A1.7b
Variaciones de las
concentraciones q, (t)
Yy g,(t), con respecto

al tiempo del sistema
de dos tanques
interactuantes mostrado
en la figura A1.7a.
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50.0000  1.7227 3.3214
55.0000  1.4020 2.7361
60.0000  1.1433 2.2493
65.0000  0.9335 1.8466
70.0000  0.7629 1.5146

>> % Al definir las abscisas:

>>t=[05 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70];

>> % vy las ordenadas;

>> q1=[25 17.0943 12.1438 8.9264 6.7506 5.2208 4.1065 3.2699
2.6266 2.1227 1.7227 1.4020 1.1433 0.9335 0.7629];

q2=[0 6.748 9.2281 9.5878 8.9653 7.9523 6.8468 5.79 4.8417 4.0196
3.3214 2.7363 2.2493 1.8466 1.5146];

>> plot(t,q1)
>> hold on

>> plot(t,q2)
>> hold off

Las representaciones resultantes de graficar plot(t,ql) y plot(t,q2) se muestran

en la figura A1.7b.

25/2 exp(—3/25 t)+25/2 exp(—1/25 1)

25

Variaciones de las concentraciones q1(t) y ¢2(¢)

Representaciones graficas adicionales al formato lineal x — y son, por ejemplo, la gra-
ficacion polar, asi como el formato logaritmico y/o semilogaritmico (tanto en abscisa
como en ordenada). Las diversas alternativas de este tipo de representacién grafica se
indican en la tabla A1.9.
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Tabla A1.9 Formatos adicionales de gréficas no lineales.

loglog(x,y) Graficacién logaritmica en abscisa y
logaritmica en ordenada.

polar(angulo,magnitud) Grifica polar de magnitud ry fase 6.
semilogx(x,y)* Grafica logaritmica en x y lineal en y.
semilogy(x,y) Grafica lineal en x y logaritmica en y.

La grafica de una ecuacién polar es el conjunto de todos los puntos en el plano (r, 8)
que corresponden a la solucién de una ecuacién polar.

<© EJEMPLO A1.10

Obtenga la grafica polar de r = 1 — 2cos(f) en el intervalo (0, 277).

Solucion:
El siguiente conjunto de instrucciones permite obtener con Matlab la grafica po-
lar correspondiente mostrada en la figura A1.8.

>> theta=0:0.01:2%pj;

>> r=1-2%cos(theta);

>> polar(theta,r)

>> title(‘Grafica polar de r = 1-2cos(theta)’)

Las graficas semilogaritmicas, en especial del tipo logaritmico en x y lineal en y, son
de suma importancia en el analisis de frecuencia de los sistemas de control. Para una
funcidén de transferencia de lazo abierto G(s)H(s) = numgh/dengh, Matlab incorpora la
rutina:

>> numgh=[ [;dengh=[ |;
>> [mag,phase,w|=bode(numgh,dengh);
>> margin(mag,phase,w)

* La graficacién semilogaritmica en x y lineal en y se utiliza frecuentemente para representar las magnitudes y fases
con respecto a variaciones de frecuencia w en el analisis de frecuencia (grafica de Bode).



Figura A1.8

Grafica polar de
r=1-2cos(f) en el
intervalo (O, 27).

Figura A1.9a

Sistema de lazo cerrado
de control de posicién
angular.
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Grifica polar de r = 1—2 cos(theta)

180

270

que proporciona directamente el espectro de magnitud y fase en relacién con la frecuen-
cla @ (en sus respectivas graficas de Bode), asi como los margenes de ganancia y fase,
segln se ilustra en el siguiente ejemplo.

<& EJEMPLO A1.11

Obtenga la grafica de Bode, asi como los margenes de ganancia y fase del sistema
de control de posicién angular mostrado en la figura A1.9a. El proceso Gp(s) y los
parametros del sistema son:

1
G ()=—"7"7~
P s(Js+b)
Control proporcional Kc = 1.8696
Momento de inercia | =0.085 Kg-m>.
Amortiguamiento b = 0.125 Nw-m(rad/seg).
Potencidémetro de referencia = 0.8 volts.
Potencidémetro de retroalimentacién = 0.8 volts.
Constante del motor Km = 0.94 N-m/volt.
Controlador Posicién
V. — v, Friccién angular
v K de la carga
« r 4 6,
Angulo de i V.
referencia Motor T
0 CD Carga

retro
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Solucion:
El diagrama de bloques correspondiente se aprecia en la figura A1.9b. Como el
potenciéometro de entrada y el de retroalimentacion son iguales, por algebra de

bloques se introdujeron en G(s).

Figura A1.9b
Diagrama de bloques del
sistema de la figura A1.9a.

La funcidn de transferencia de lazo abierto G(s)H(s) es:

0.752K,

GOH© =0 085 :50.125)

Ke=1.8696

El diagrama de Bode, obtenido mediante el siguiente cddigo en Matlab, se
muestra en la figura A1.9c.

>> numgh=0.752%1.8696;dengh=[0.085 0.125 0];
>> [mag,phase,w|=bode(numgh,dengh);
>> margin(mag,phase,w)

Figura A1.9¢ Bode Diagram
Diagrama de Bode (espectro Gm = 32.171 dB (at 26.072 rad/sec), Pm = 20.496 deg (at 3.936 rad/sec)
de magnitud y fase versus 60 " T " T T

frecuencia), asi 'como su @ 40
margen de ganancia y fase o

para una ganancia de S
K = 1.8696 unidades. En

S 0
p=

—20

=90
o0
[}
&

o —135
<
oy
A~

—180 :
10! 100 10!

Frequency (rad/sec)

Como ejemplo de grificas x — y no lineales en la abscisa y/o en la ordenada, el
siguiente caso ilustra el uso de la instruccidn semilogx para generar la grifica de Bode
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del espectro de magnitud con respecto a la frecuencia @ correspondiente al sistema del
ejemplo A1.11.

<© EJEMPLO A1.12

Mediante el comando semilogx, obtenga el espectro en frecuencia de la magnitud
relacionada con el sistema descrito mediante la funcidén de transferencia de lazo
abierto:

0.752K,

)= (008554 0.125)
Kc=1.8696

G(s)H (s

Solucion:

La abscisa, representada en variaciones logaritmicas, queda expresada en décadas,
esto es, en una escala lineal de 1 a 10, por ejemplo, se asocian los respectivos loga-
ritmos de base 10 a:

log 1=0 log 6 =0.7781
log 2=0.3010 log 7 =0.8450
log 3=0.4771 log 8 =0.9030
log 4=0.6020 log 9 =0.9542
log 5=0.6989 log 10=1.0000

Se obtienen las variaciones logaritmicas en la década bajo consideracion. Este
tipo de notacién puede ajustarse a variaciones de frecuencia en diferentes rangos
de valores:de 0.01 20.1 1022 107"),de 0.1 a1 (107 2 10%,de 1 a 10 (10 a 10%), de
102 100 (10" a 10%), etcétera.

El siguiente c6digo en Matlab se utiliza para la representacion en forma semi-
logaritmica en x de la funcién de transferencia de lazo abierto que nos atafie:

>> 9% Definicion de G(s)H(s)

>> numgh=0.752%1.8696;dengh=[0.085 0.125 0O];

>> % Espaciamiento de la frecuencia w, rango de las décadas

>> % desde 0.1 y 1000 rad/seg y nimero de puntos graficados
>> w=logspace(-1,3,200);

>> 9% Grafica de Bode en el intervalo considerado de frecuencias
>> [mag,phase,w|=bode(numgh,dengh,w);

>> % Indicacién de graficacion semilogaritmica en la abscisa

>> semilogx(w,20*log10(mag))

>> % Reticula semilogaritmica agregada a la grafica

>> grid

>> title(‘Grafica de Bode de G(s)H(s)=1.4059/(0.085 s"2+0.125 s’)
>> xlabel(‘Frecuencia w (rad/seg)’)

>> ylabel(‘Magnitud (decibeles’)

La grafica mostrada en la figura A1.10 es la grafica de Bode del espectro de
magnitud M(w) contra frecuencia w.
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Frecuencia w (rad/seg)

A1.4 ARCHIVOS .m

Hasta ahora se ha utilizado la ventana principal de Matlab para escribir y ejecutar diversos

c6digos, lo cual es valido siempre y cuando éstos no sean repetitivos ni demasiado largos.
Por lo anterior, cabe mencionar que el verdadero potencial de Matlab radica en elaborar

archivos especiales denominados archivos .m, que se caracterizan por lo siguiente:

a) Pueden ser llamados desde Matlab las veces que se requiera (sin necesidad de volver

a escribir el cddigo respectivo).
b) Permiten la flexibilidad de poder llevar a cabo el cambio de datos.

Los archivos .m se graban y se guardan en el disco duro de la PC.

d) Los archivos .m pueden ser llamados desde otros archivos .m.

)

Para crear un archivo .m se hace clic en New, del ment File, del espacio de trabajo

de la ventana principal de Matlab (figura A1.11a), donde hay que seleccionar la opcidén
m-file. Asi, se presenta una subventana especial, que se muestra en la figura A1.11b.

La ventana donde se escribe el cddigo del archivo .m carece de los simbolos de do-
ble prompt propios de la ventana de trabajo de Matlab. Cuando se llama la subventana

respectiva para crear un archivo .m, ésta se muestra con el nombre Untitled; una vez
que se ha escrito en dicha subventana el cddigo respectivo, el usuario le dara el nombre

Save as de la barra de herramientas

on

(figura A1.12). Tal archivo .m ya almacenado en memoria,” se llamar desde la ventana

de trabajo de Matlab.

con la opci

correspondiente al archivo .m creado,

5 Es importante aclarar que los archivos .m, asi como los archivos hechos en Simulink (ver Apéndice A2), se graban

en la carpeta Work de MATLAB en forma automdtica, si se elige otro directorio, dichos archivos no funcionaran

a menos que se establezca la ruta.



Figura A1.11a
Llamada para crear
un archivo .m.

Figura A1.11b
Subventana en
donde se escribira el
codigo para crear un
archivo .m.

Figura A1.12
Asignacién del nombre
del archivo .m por parte
del usuario.

Apéndice A1 Introduccion a MATLAB

<} MATLAB M= E3
File Edit Yiew ‘web Window Help
I BT [ |

Open... Cirl+0 Figue

Cues Conninarid ‘i b Culsw’ el =

the Help mel
GUI

Import Data...

Save Workspace As CukS

SetPath...

Piefeieres..

Biint Selection

1 C:AmatlabR 1 2\work NGMPMC.m
2 Ch 1 2vwaorkhapenT Ejig.m
3 CA 2wwork \ReducGMPMC.m

4 CmatlabR 1 2weork\Reduc. m
Exit MATLAR Chrl+0
|
B) Unitled I8 [=] B
File Edit “iew Test Debug EBreakpointz ‘Web
‘window Help

DEeEE| =R o i H|x
1 [ -

B Untitled = O x|
File Edit Miew Test Debug Breakpaints ‘web
New 3
DOpen... Chil+0
el i 3=
liper Selection ek e | _l
Close Untitled Chilhef =

Sava il

Source Confrol 3

Impoit Data...
SaveWorkspace Az

Como ejemplo de creacién,® almacenamiento y ejecucién de archivos .m, se consi-
deraran dos casos. El primero implica enviar los datos desde Matlab hacia el respectivo
archivo .m. En el segundo caso, se suministran directamente al archivo .m respectivo los
datos requeridos para su funcionamiento interactuando con Matlab.

© Es importante enfatizar que durante la escritura de todo archivo .m, es altamente recomendable plagarlos de co-
mentarios, precedidos éstos del simbolo “%”, lo anterior con el objeto de darle mayor claridad al cédigo respectivo.
Cabe mencionar que los comentarios agregados como: nombre, funcion del archivo, etc. no son procesados por
MATLAB.
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<& EJEMPLO A1.13

Para el sistema definido por la funcién de transferencia de lazo abierto, con H(s)
=1:

2
a, s +a15+a0

G(s)H(s) =
(H() b555+b4s4+b3s3+b252+bls+bo

considerando que a, = 1,4, = 4,4, = 4,b; = 1, b, = 12, by = 60, b, = 194,
b, = 435y b, = 450, escriba un archivo .m de manera que sea posible:

a) Determinar los polos y ceros de G(s) H(s).

b) Bosquejar el LGR de G(s)H(s).

¢) Obtener la funcién de transferencia de lazo cerrado T(s).
d) Graficar la respuesta de lazo cerrado al escaldn unitario.

Solucion:

Una vez que se han declarado los coeficientes del numerador y el denominador
de G(s)H(s) en la ventana de trabajo de Matlab, se procede a escribir el cddigo del
archivo .m en la subventana previamente abierta. Se recomienda escribir el nombre
de tal archivo como referencia para guardarlo en memoria con el nombre selec-
cionado: A1Ej13 (la extensién .m del archivo se omite):

% Nombre: A1Ej13

% Obtencién del diagrama de polos y ceros, asi como del respectivo
% LGR de G(s)H(s), la funcién de transferencia de lazo cerrado
% T(s) y su respuesta al escalon unitario

% Limpia la pantalla del espacio de trabajo de Matlab

cle

% Los coeficientes a2, al, ..., b5, b4, ...

% son escritos previamente en el espacio de trabajo de Matlab
% antes de llamar al archivo .m guardado en disco duro como A1Ej13
%

num=[a2 al a0];

den=[b5 b4 b3 b2 b1 b0];

‘G(s)H(s)’

printsys(num,den)

‘Presionar ENTER para continuar’

pause

‘Polos y ceros de G(s)H(s)’

polos=roots(den)

ceros=roots(num)

‘Presionar ENTER para continuar’

pause

‘Diagrama de polos y ceros y LGR’

subplot(211), pzmap(num,den)

subplot(212), rlocus(num,den)

‘Presionar ENTER para continuar’
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pause

‘Funcidn de transferencia de lazo cerrado’
% Borra las graficas exhibidas previamente.
clf

[numT,denT]|=cloop(num,den,-1);
printsys(numT,denT)

‘Presionar ENTER para continuar’

pause

‘Respuesta al escaléon unitario’
step(numT,denT)

‘Presionar ENTER para FINALIZAR’
pause

La ejecucién del archivo .m, en el espacio de trabajo de Matlab se muestra a
continuacién.

G(s)H(s)
num/den =
"2+ 45+ 4

s"5 + 12574 + 60 s"3 + 194 §"2 + 435 s + 450
Presionar ENTER para continuar

Polos y ceros de G(s)H(s)
polos =
—0.5000 *+ 3.1225i
—-5.0000
—-3.0000 *+ 0.0000i

Presionar ENTER para continuar.
Diagrama de polos y ceros y LGR (figura A1.13a.)

Presionar ENTER para continuar.
Funcidn de transferencia de lazo cerrado

num/den =

N +4s+4

s"5 + 125" + 60 s"3 + 195 s"2 + 439 s + 454

Presionar ENTER para continuar.
Respuesta al escalon unitario (figura A1.13b)
Presionar ENTER para FINALIZAR
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Figura A1.13a
Diagrama de polos y ceros y
LGR de G(s)H(s).

Figura A1.13b

Respuesta al escalén

unitario de la funciéon de
transferencia de lazo cerrado
T(s).

L
< EJEMPLO A1.14

Para el sistema mostrado en la figura A1.14, escriba un archivo .m que permita
obtener el diagrama de polos y ceros de la funcién de transferencia de lazo abierto
G(s)H(s)-

Considere que: G(s) = y H(s)= e~ %;ademis, H(s) debe expre-

s+0.45 | K=1
sarse como funcién racional por medio de la aproximacion de Padé de tercer grado.



Figura A1.14
Sistema de control
de concentraciéon con
ganancia ajustable.

Apéndice A1

Motor CD

Solucion:

% Nombre: A1Ej14

cle

‘Aproximacion de Padé de 3er. grado para T=0.55
[numPade,denPade|=pade(0.55,3);
printsys(numPade,denPade)

‘Presionar ENTER para continuar’

pause

‘Funcidn de transferencia de trayectoria directa’
numG=[2]; denG=[1 0.45];

printsys(numG,denG)

‘Funcién de transferencia de lazo abierto G(s)H(s)’
[numGH,denGH]=series(numG,denG,numPade,denPade);
printsys(numGH,denGH)

‘Presionar ENTER para continuar’

pause

‘Diagrama de polos y ceros’
pzmap(numGH,denGH)

‘Presionar ENTER para FINALIZAR’

pause

Introduccion a MATLAB
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Introduccion a
Simulink

INTRODUCCION

En este apéndice se lleva a cabo una introduccién a Simulink (como una herramienta
adicional de Matlab), para lo que se presentan sus multiples modalidades, con especial
hincapié en las siguientes: Continuous (sistemas continuos), non linear (sistemas no linea-
les), math (funciones matemdticas especiales), signals & systems (funciones adicionales),
sources (diversos tipos de entradas) y sinks (opciones de salida). Una vez que un modelo
determinado se ha representado en forma grafica (proceso realizado mediante Simulink)
se procede a efectuar diferentes aplicaciones, entre ellas, extraccién de modelos hacia la
ventana de trabajo de Matlab y empaquetamiento de sistemas en un tnico bloque de-
nominado subsystem (subsistema).

Contenido

¢ Introduccién a Simulink.

* Presentar algunas de las multiples cajas de herramientas de Simulink.
* Representacion de modelos lineales y no lineales en Simulink.

¢ Extraccion de modelos desde Simulink hacia Matlab.

* Manejo de subsistemas.

* Referencias del apéndice A2.

Obijetivos

* Introducir las utilerias y cajas de herramientas de Simulink.
* Representar funciones de transferencia y/o ecuaciones diferenciales en Simulink.
* Manipular los modelos realizados por Simulink.
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A2.1 INTRODUCCION A SIMULINK

Figura A2.1

Acceso a Simulink desde
la ventana de trabajo de
Matlab.

Figura A2.2

Caja de herramientas

de Simulink: Continuous
(sistemas continuos),
Discrete (sistemas
discretos), Functions

& Tables (funciones y
tablas), Math (funciones
matematicas especiales),
Non Linear (sistemas no
lineales), Signals & Systems
(funciones adicionales),
Sinks (opciones de salida).
y Sources (diversos tipos
de entradas).

Simulink es una herramienta adicional de Matlab que permite la representacién grafica
por medio de bloques, tanto de ecuaciones diferenciales (dominio tiempo) como de
funciones de transferencia (dominio s) de sistemas lineales y no lineales. También es posi-
ble la representacidn de sistemas discretos en su correspondiente dominio z (no tratados
en este texto). Una vez que el modelo se ha representado en Simulink, si se regresa a la
ventana de trabajo de Matlab, serd posible obtener una representacion, ya sea a manera
de ecuaciones de estado (1 ecuaciones diferenciales lineales de primer orden) o en forma de
funcién de transferencia T(s).

Para iniciar una sesién de trabajo en Simulink, en la ventana de trabajo de Matlab y
después del doble prompt, se escribe con minascula la palabra simulink, segiin lo indica
la figura A2.1, a partir de lo cual se abre una nueva ventana,' que permite el acceso a las
diversas cajas de herramientas de Simulink. Lo anterior se muestra en la figura A2.2.

<) MATLAB |- [O] %]

File Edit “iew ‘wWeb Window Help
[ B”'| 3 R o« o | ¥| 2 |CurrentDirecmr3-':J

> —

To get started, select "MATLAE Help™ from the He

>
»» simulink

L_" Simulink Library Browse:

Filz Edit View Help

M & A find |

Continunas: similink 30 antn e

=I- Tl Simuick =
5 o N
-2 Discrece
.2 Functions & Tables o IF"‘- Discrzte
2] Math ”
2 MNonlinzar yeiul|  Funcions & Tables
-2 Signals & Systems
~28] Sinks x| Man
1 ] Sources #
1 B COMA Refsrence Elockest :
- Bl Memmunicatinns Rlincksst = | !' i
. Centro System Todbox | W .
5. T DSP Blockset Ir Out]  CSignals &Syslems
f- Bl Dials & Gauges Blockset b
- Bl Fired-Point Blockset >a4| Cinks
- B Fuezy Logic Toolbox = 255
- B MPL Blocks :—:t’:b Cources

! Es conveniente que tanto la ventana principal de Matlab como la ventana principal de Simulink no abarquen toda
la pantalla, por lo cual se recomienda personalizar las ventanas para poder verlas simultineamente.



Figura A2.3
Alternativas de la caja de
herramienta Continuous.

Figura A2.4

Caja de herramientas de
la opcién Math (funciones
matematicas), donde se
destacan los iconos
referidos a continuacion:
Gain (ganancia fija
ajustada por el usuario),
Slider Gain (ganancia
variable dentro de un
cierto rango de valores
definidos por el usuario),
Sum (punto de suma o
comparador, que puede
representarse en forma de
circulo o como rectangulo;
ademas, dicho

elemento es viable al tener
dos o mas entradas, las
cuales pueden ajustarse a
signos algebraicos positivos
y/o negativos, segun cada
configuraciéon y necesidad
particulares, etcétera.

Apéndice A2  Introducciéon a Simulink

Cada una de las librerias anteriores muestra a la vez diversas alternativas si se hace
clic en el icono respectivo. La figura A2.3 indica los distintos bloques de la herramienta
Continuous (sistemas continuos), algunos de los cuales requieren particularizarse para
funciones especificas; por ejemplo, Tiansfer Fen (funcién de transterencia), Transport Delay
(retardo de tiempo), etcétera.

Bl Simuiink
2 Discrete
] Functions & Tables
— 2 Math

dufdt
ki
3
2+ Morlinear Memory

| Signals & Systems

|»

Integrator

g :::,;s ’;;2: g: State-Space
- Bl CDMA Reference Blockset 1

& T Communications Blockset s+ Transfer Fen

- B Control System Toolbax Al

@ Tl DSP Blockset ? Transport Delay
- Bl Dials & Gauges Blockset )

& Wl Fied-Point Blockset Dy
@ W Fuzzy Logic Toolbox 1

| Bl MPCBlocks I & Zero-Pole

- Bl Motorola DSP Blockset F|L_=n
Feady

Las maltiples opciones de la caja de herramientas Math (funciones matematicas) se
muestran en la figura A2.4. De manera analoga, las figuras A2.5,A2.6,A2.7 y A2.8 repre-

. Dot Product

=Bl Simulink =
3] Continuous

i 2] Discrete

3] Functions & Tables > Gain
i B

2-] MNanlinear AND Logical Operator
-2+ Signals & Systems
LB Sinks lI=_] Magnitude-Angle
i .ii'l Sources £ ‘toComples
ﬂ CDMA Reference Blockset ol b Bl

- Tl Communications Blockset

—— Sign

- Bl COMa H_efer_ence Blockset . Skder Bain
- T8 Communications Blockset
..l Control System Toolbox -

W DSP Blockset () Sum

W8 Dials & Gauges Blockset ) )
B FixedPoint Blocksat s | Tioonomenic
ﬂ Fuzzy Logic Toolbox
..l MPC Blocks
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sentan las alternativas de las utilerias Non Linear (sistemas no lineales), Signals & Systems
(funciones adicionales), Sinks (opciones de salida) y Sources (diversos tipos de entradas).

Figura A2.5a

= ﬁj Simulink =
Algunas de las opciones 2 Continuous Backlash
de la caja de herra.mlenta _ ] Dlsaelte T
de elementos no lineales . 2] Functions & Tables :‘ Friction
(Nonlinear). ; 2 Math

i Dead Zone
> Srgna!s & Syslems
21| Sinks -O\u- Manual Switch
#+ Sources -

- Bl COMA Reference Blockset ; .

i B Commurications Blockset E s i

- Control System Toolbox g )

- Bl DSP Blockset F Quantizer

- Wl Dials & Gauges Blockset

@ Wl Fired-Paint Blockset % Rate Limiter

Bl Fuzzy Logic Toolbox

8 MPC Blocks Relay

w1 T Motorola DSP Blockset ;l

De todo elemento elegido puede obtenerse una breve descripcién y una aplicacion
si se activa mediante la opcion Help-Blocks (figura A2.5b).
Figura A2.5b Description
Ayuda disponible para :\“‘)

cualquier elemento

. The Manual Switch block is a toggle switch that selects one of its two inputs to pass
seleccionado.

through to the output. To togale between inputs, double-click on the block icon (there
iz no dialog hox). The selected input is propagated to the output, while the unselected
input is discarded. You can setthe switch hefare the simulation is started ar throw it
while the simulation is executing to interactively contral the sianal flow. The Manual
Switch block retains its current state when the model is saved.

Figura A2.6

= B Simulink =
Algunas opciones de la -] Confinuous EI it
libreria Signals & Systems. - B Discrete
B Functions & Tables % Hit Crossing
B Math
. B¢ Nonlingar % IE
J Sinks @ It
B Sources
H- EJ CDMa Reference Blocksst Harz Cat| 1) i
- B Communications Blocksst [H:”] Concatenation
..... B Control Syster Toolbox -
& DSP Blockset | [Mese| iMeioe
G- W Dials & Gauges Blockset :
- W@l FisedPoint Blockset || Medel Info | Model Info
- B Fuzzy Logic Tookbox i
..... Bl MPC Blocks : I Mus
- B Motorola DSP Blockset j
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Figura A2.7 =1 | Sirudink =
Algunas alternativas dela | ] Continuous Pispiy
libreria Sinks. | . #1 Discrete
..... 2 Functions & Tables |§| Scops
..... ] Math
..... #] Norlinear Stop Simulation
..... 2| Signals & Systems
----- = o
..... ] Sources
- S amous | Towotspace
Figura A2.8 =T Simulink 2li— :
Algunas delas L 1Tt g i — untitled.mat | From File

alternativas de los
dispositivos utilizados
como entradas, entre
los que destacan la
opcién Step (escalédn),
Ramp (rampa), Signal

Pulze Generator

Famp

Random Mumber

SEUE |

Generator (generador - W COMA Reference Blockset Repeating
de sefiales), Sine Wave - Bl Communications Blocksst Sequence
1
. . Tgl| Cortrol System Toolbox -
(ondas senoidales), Pulse il DSP Blockset To"|  signal Generatar
Generator (generador de & Tl Dials & Gauges Blockset
pulsos), Random Number G- W] Fixed-Point Blockset E Sine 'Wave
(sefiales aleatorias), - gl Fuzey Logic Toolbos
etcétera, .. Tg] MPC Blocks E Step
- Wl Motorala DSP Blackset =l

Hasta ahora se han descrito las diversas cajas de herramientas y algunas de sus mal-
tiples alternativas.> En la siguiente seccion se procederi a la representacién de diversos
modelos y a la particularizacidn de los elementos que asi lo requieran.

A2.2 REPRESENTACION DE SISTEMAS DE CONTROL
EN SIMULINK

<& EJEMPLO A2.1

Para el sistema de control de nivel por medio de servovalvula mostrado en la figura
A2 .9a, ajuste los niveles minimos y maximos a 25% y 50% para una referencia de
h.(t) = 1 m,y obtenga la representacion del sistema en Simulink, considerando
que el proceso esta dado por:

1
s+1.5

G(s)

2 Segtin la versién de Matlab, las utilerias y sus diversas opciones pueden presentarse en ubicaciones diferentes.
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Figura A2.9a Solenoide
Sistema de control de nivel Contacto
si-no. — metalico
Valvula | Guia

—
Gin

Flotador

4o

Solucion:
La representacion en Simulink del sistema de nivel descrito en la figura A2.9a se
muestra en la figura A2.9b.

Figura A2.9b
Diagrama en Simulink del
sistema de nivel.

0.4362

Exhibidor

+ ol Y R pll ]
s+1.5

Escalon = 1 m

Control de control SI-NO de nivel

Relevador  pync. Transferencia Scope

Parametros de los elementos:
1. Step.
Step time: O
Initial value: 0
Final value: 1
2 Relay.

Switch on point: 0.75 (25%)
Switch off point: 0.5 (50%)
Output when on: 1
Output when off: 0

3. Funcidn de transferencia.
Numerador: [1]
Denominador [1 1.5]

4. Scope.

5. Exhibidor.

El comportamiento del control de nivel si-no se presenta en la figura A2.9c¢.

Figura A2.9¢

h(t) Control de nivel Si-No
Activacién y desactivacion 0.7 : : : :
de la servovalula cuando los
niveles estan a 25% y 50%, U5 T T T T 1
respectivamente, segln las 05k o S o A S |
especificaciones introducidas \ 3
por el usuario. O - TN N T
1)) N S S S S S ]
- bommemneeee S bommemneeee o ]
0 : : : :
0 1 2 3 4 t 5



Figura A2.10
Particularizacién de los
parametros del bloque

Step.

Apéndice A2 Introducciéon a Simulink

Para obtener la configuracién mostrada en la figura A2.9b fue necesario personalizar
antes los elementos Step, Sum, Backlash 'y Transfer Fnc, provenientes de las cajas de herra-
mientas Sources, Math, Nonlinear y Continuous, respectivamente; los elementos restantes,
Scope y Display (ambos de la libreria Sinks), no requieren particularizarse.

Particularizacién de los parametros de Step, Sum, Relay y Transfer Fnc:

a) Bloque Step, libreria Sources (véase la figura A2.10):

Step time: La funcidn escaldén es por definicion discontinua en ¢ = 0; para el caso del blo-
que escalon, Simulink presenta por default la discontinuidad en ¢ = 1, razén por la que
hay que cambiar dicho valor de 1 a 0, en este caso.

Initial value:Valor inicial del escalon previo a la discontinuidad, por lo cual dicho para-
metro se ajusta a cero (Simulink presenta por default dicho valor).

Block Parameters: Step | x|

~ Step
Output a step.

— Parameters
Step time;

|n

Iritial walue:

|u

Final walue:

fv
Sample time:;
i

W Interpret wector parameters as 1-0

0k I Cancel Help Apply

Final value: Valor asignado a la magnitud del escalon para su valor final, que puede intro-
ducirse en la ventana correspondiente como niimero o a manera de literal (por ejemplo,
v o Vref) y definir la variable desde la ventana de trabajo de Matlab.

Sample time:Valor de muestreo después de la discontinuidad del escalon; por default, se
utiliza el nimero asignado de cero.

b) Sum, libreria Math (véase la figura A2.11a):

Este elemento ofrece dos tipos de opciones en cuanto a su presentacién final: forma y
ntmero de entradas; el primero de ellos es simplemente la forma que se le dara al punto
de suma. El usuario puede elegir entre las alternativas: circular o rectangular. E1 simbolo |
acttia como separador de las entradas. Lo anterior se muestra en la figura A2.11b.
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Figura A2.11a
Personalizacion de los
elementos del bloque Sum.

Figura A2.11b

La barra | se utiliza como
separador con respecto
al nimero de las entradas
algebraicas del sumador.

Figura A2.12
Particularizacién de los
parametros del relevador

de acuerdo con las
especificaciones del ejemplo
A2.1.

Block Parameters: Sum

—Sum

Add or subtract inputs. S pecify one of the following:
a] string containing + o - for each input port, | for spacer between paorts
[e.g. ++l-l++]

b] zcalar >=1. & walug » 1 sumsz all inputs; 1 sums elements of a zingle
input wector
r— Parameters
lcon shape: | round j

Lizt of signs:

[¥ Saturate on integer overflow

QK. I Canicel Help Apply

A+ A1-
A1- +
IH p of— > o+ > _ P
A- A-
A=
Pl += hF|-- g-—=+  h-l+-|-

¢) Relay,libreria Nonlinear (relevador, véase la figura A2.12):

Cuando el nivel esté al 25% del valor minimo con respecto a la referencia definida por
el usuario, el relevador se activa; cuando el nivel es del 50%, el relevador se desactiva
(véase la figura A2.9¢).

Block Parameters: Helevador E
— Relay

Output the specified 'on’ or 'off' value by comparing the input ta the
specified threzsholds. The ondoff state of the relay iz not affected by input
between the upper and lower limits.

— Parameters
Switch on paint:

Switch off point;
|05

Output when an:

j1
Output when off;
i

0k, I Cancel Help Soply




Figura A2.13

Llenado de los
elementos, numerador

y denominador de una
funciéon de transferencia,
como matrices fila.

Figura A2.14a
Sistema masa-resorte-
amortiguador: m = 2,
beta =12,k =68y
f(t) = 4.

Apéndice A2 495

Introduccién a Simulink

d) Transfer Fnc, libreria Continuous (véase la figura A2.13):

Para este caso hay que introducir, entre corchetes y a manera de matrices fila, los ele-
mentos del numerador y denominador de G(s), que para nuestro caso corresponden a la
funcién de transferencia del proceso3 G p(s):

Block Parameters: Func. Transferencia

~ Tranzfer Fen

Matrix expression for numeratar, vector expression for denaminatar.
Output width equals the number of rows in the numerator. Coefficients
are for descending powers of .

— Parameter
Humeratar;

@

D enominator;
|[1 1.5]

[ ]

Cancel | Help | Sl |

<& EJEMPLO A2.2

Para el sistema mostrado en la figura A2.14a y definido por la siguiente ecuacioén
diferencial, obtenga la representacién del sistema en Simulink y la respuesta x(f).

B amortiguador

d2x

dx
mﬁ"‘ﬁz‘i'kx:f(t) (a)

Solucion:
Primero se reordena la ecuacién (a), de manera tal que el miembro izquierdo con
coeficiente unitario contenga la derivada de mayor orden:

d2x 1 dx
—=—|-b——kx+ f(t b
= b ke ) ©)

La ecuacién anterior indica que hay tres factores, multiplicados por el coefi-
ciente (1/my), los cuales, al sumarse algebraicamente, producirin la salida d%x/dt?;

3 Una vez que los bloques o elementos susceptibles de particularizados se han actualizado, en la subventana corres-
pondiente se hace clic en el boton OK.
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pero si se integra dos veces este término, se obtendran los elementos necesarios
para armar la ecuacién (b) y, simultineamente, la solucion de la ecuacidn diferen-
cial: x(t). La representacion en Simulink de la ecuacién (b) se indica en la figura

A2.14b.
Figura A2.14b E!Apeaniz 9 =] A
Representacion en Simulink File Edit “iew Simulation Format Toolks Help

de la ecuacién (b).

D SRS (-8B 0 REL &)

Play 0.05899

Display

y=

Integrador 2 Scope

m=2 Integrador 1

beta=+2

beta

Los valores de los coeficientes de la ecuacion diferencial se introducen desde
la ventana principal de Matlab antes de ejecutar el diagrama hecho en Simulink
(0 los coeficientes pueden escribirse directamente en el diagrama de bloques); para
el primer caso:

>> m=2;
>> beta=12;
>> k=68;
>> =4,

La figura A2.14c muestra la respuesta del sistema para la entrada f(f) = 4 uni-
dades.

Figura A2.14c J Scope ol x|
Movimiento de la masa m = -

en O <t < 2 segq. “ﬁ@/@|ﬁ|§

x(f)

o .......... ............ .............

S s e Nans B s s s s o
Autoajuste

(11| PO A P predeterminado

ooab por Simulink

(17072 D A P o s S
R ............ ............ .............

0 ; L ;




Figura A2.15
Alternativa para llevar a
cabo la simulacién del
diagrama representado
en Simulink.
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Una vez que se ha obtenido en Simulink la representacion de la ecuacion diferencial res-

pectiva, se procede a realizar la simulacidn del programa, lo cual se logra de dos maneras:

a) Al hacer clic con el botén izquierdo del ratén sobre el simbolo play: P, segin se

muestra en la figura A2.14b.

b) En la barra de herramientas de la ventana de Simulink se elige la opcion Simulation,
seguida de la instruccién Star. Lo anterior se ilustra en la figura A2.15.

7 ApenzEj2 =

D= HE e

(O] x]

File Edt Miew | Simulation Format Tools Help

Stant Ctrl+T L ®|

Stap —l

Simulation parameters... Ch+E

v Maormal [ 9
Acceleratar Display
Extemnal

A2.2.1 Personalizacién de la grafica presentada por Simulink

Figura A2.16a

De la barra de
herramientas

se selecciona Simulation
y a continuacion
Simulation parameters;
en la opcion Stop time se
indica el valor maximo
de tiempo; en este caso,
2 segundos.

Una vez que se ha completado la ecuaciéon en Simulink, se procede a su ejecucidn, con la
finalidad de obtener una representacion grafica de la(s) variables(s) seleccionada(s) por el
usuario. Por default, Simulink presenta en su opcidn Scope la grifica correspondiente, de
tal forma que si se hace clic en el icono indicado en la figura A2.14c, la grifica se ajusta
seglin parametros preestablecidos por Simulink:

#

Sin embargo, tanto la abscisa como la ordenada pueden particularizarse segun las

necesidades del usuario.

a) Personalizacién de la abscisa.
El eje de la abscisa se ajusta segtn se indica en la figura A2.16a.

F Apen2Ej2

Fil= Edi

Wiew Simulation  Format

o =] 5

Toolz Help

DS iR D2 hELE|»

LIl

fitE4

[

Simulation Parameters: untitled

Solvel" Wolkspacela’ﬂi Diagnostics] Advanced| Real-Ti

Sirmulation time:
Start time: | 0.0

Snlwer nntinnz

Stop time: | 2.0
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Figura A2.16b

Si se hace clic con el
botén derecho del raton
sobre cualquier punto de
la ordenada de la gréafica
por reajustar, se generara
la ventana, donde la opcion
Axes properties permite
adaptar la ordenada de
acuerdo con las necesidades
del usuario.

Figura A2.16¢

Subventana Scope
properties: axis 1, que
permite al usuario reajustar
los valores minimo y méaximo
(Y-min'y Y-max) de la
ordenada.

b) Personalizacién de la ordenada (figura A2.16b).

003} ofeee ) 'Scope’ properties: azis 1

emin: | 0 Y-ma: | 0.07

Title [*%<SignalLabel>' replaced by zignal name]:
0 [ >z¢signallabel>

aK Cancel I Apply

A2.3 EXTRACCION DE MODELOS DESDE SIMULINK

Figura A2.17a
Sistema a nivel.

HACIA MATLAB

Para el sistema de nivel mostrado en la figura A2.17a, obtenga:

a) La representacion del sistema en Simulink.

b) Mediante el comando linmod y con la interaccién de Matlab, genere una expre-
si6n de la funcidn de transferencia resultante G(s).

¢) La respuesta del sistema al escalon.

Considere que: U=25m%/seg A=5m> y R=042m"/seg

v

a Wl &
D—
Tanque —_—
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Solucion:
La ecuacién general de un sistema de nivel linealizado es de la forma:

dh 1
AEZ%’ —q,,donde ¢, :Eh

Si se particulariza la ecuacidn anterior, se tiene:

AﬁzU—lh (a)
dt R

La ecuacidn a representar en Simulink, al reacomodar los términos de (a), de
manera tal que en el miembro izquierdo quede sélo la derivada de mayor orden
con coeficiente unitario, corresponde a:

ﬁ=i[—lh+U} (b)
dt Al R

La representacion en Simulink de la ecuacién (b) se muestra en la figura A2.17b.
Una vez terminada la representacion de la ecuacion o conjunto de ecuaciones, es
necesario definir en la ventana principal de Matlab los coeficientes de cada ecua-
ci6n; de esta manera, es posible correr el programa desde Simulink:

>> U=2.5;
>> A=5;
>> R=0.42;
Figura A2.17b dh/dt h(t)
Representacion en 1 ]
Simulink de la ecuacion N ' P
(b), la cual contiene U=25 A=5 Integrador Scope
la descripcién analitica
de las caracteristicas 1.05
del sistema.
Display

A todo diagrama representado en Simulink se le puede afiadir el texto deseado
simplemente al hacer doble clic en el punto seleccionado del espacio de trabajo, lo
cual es muy conveniente, ya que permite identificar con claridad la ubicacion de
las variables de interés una vez que éstas se hayan afadido.

La representacion grafica de la variacién del nivel h(t) se muestra en la grafica
de la figura A2.17c.
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Figura A2.17c¢
Variacion del nivel h(t) 1.4
con respecto al tiempo.

) S

0.8F - e

0.6F /o

7 S

PSR PSS SRS SN VS S U—

S
10T 1 M
—_
S
—
(S
=

20

Para obtener la descripcién analitica del modelo representado en Simulink, es
necesario sustituir la entrada (Step) y la salida (Scope) por los elementos Inl y Outl
(ambos ubicados en la libreria Signals & Systems: figura A2.17d).

Figura A2.17d dh/dt h(t)

Sustitucion de la entrada 1
= 1
s

Step y la salida Scope por
In1y Out1, respectivamente; Outl

A=5 Integrador

el archivo se guarda con el
nombre de Ap2Ej3d.

R=0.42

Una vez realizada la sustitucion indicada, se procede a grabar el archivo; por
ejemplo, en este caso, con el nombre de Apen2Ej3d. A continuacién se efectuard la
extraccidon del modelo respectivo a su forma analitica desde Matlab.

El cbdigo escrito en Matlab para llevar a cabo la extraccion del modelo desde
Simulink hacia la ventana de trabajo de Matlab, se indica a continuacién:

>> [A,B,C,D]=linmod(‘Apen2E;3d’);

>> % Debido a que se introdujo una ecuacion diferencial, es necesario
>> % convertir el resultado en espacio de estado a notacion de

>> % funcidén de transferencia (funcién racional en s)

>> [num,den]=ss2tf(A,B,C,D);

>> printsys(num,den)

num/den =

0.2

s+ 0.47619

Los archivos en Simulink quedan guardados con el nombre que da el usuario en la
carpeta Work de Matlab; dicho archivo puede llamarse desde Matlab tan sélo si se escri-
be su nombre respectivo.
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<& EJEMPLO A2.4

Para el sistema mostrado en la figura A2.18a, obtenga:

a) La representacion del sistema en Simulink, expresado como funciones de trans-
ferencia.

b) Mediante el comando linmod y con la interaccién de Matlab, genere una expre-
sion de la funcion de transferencia G(s).

¢) La respuesta del sistema.

Figura A2.18a Torque
Conversién de del motor

traslacion.

Friccidon

Los parametros del sistema y sus variables son:

v(t) = 1w
L =0.01 hy, R =10, J =5 Nw-m/rad, b =5 Nw/(m/seg),
m =5 Kg, r =0.5m, K =1 Nw-m/rad, K, =0.01 v-seg/rad,

K =05rad/v K, =1Nw-m/amp 7, =Torque aplicado a la barra.

v(t) = 1 v =Voltaje aplicado al motor 7,, = Torque generado por el motor.
v, = Fuerza contraelectromotriz proporcional a la velocidad del motor.

o, =Velocidad del motor. i,, = Corriente de armadura.

6, = Desplazamiento angular del eje del motor.

0 = Desplazamiento angular del engrane con momento de inercia J.
o =Velocidad angular del engrane con momento de inercia J.

x = Desplazamiento de traslacion de la plataforma de masa m.

f, = Fuerza aplicada al sistema de traslacion.

Solucion:
El sistema de la figura A2.18a se analizara en diferentes etapas:

a) Motor de CD controlado por corriente de armadura i.

b) Relacion torque del motor 7, -torsion K,

¢) Conversidn rotacién angular 6 a traslacion x debida al engrane y a la cremallera.
d) Carga (plataforma de masa m con desplazamiento x de traslacion).

) Integracion de la velocidad v para obtener el desplazamiento x.

a) Motor de CD controlado por corriente de armadura i,.

di
V(t)=Ld—tm+Rim+va (1)
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donde:

por lo que al sustituir (2) en (1), se obtiene:

di
m

V(t)=L7+Rim+K0wm (3)

b) Relacion torque del motor 7, -torsion K,.
El torque generado por el motor 7, es igual al torque 7, aplicado a la barra de
torsion K

T, = Kf i, 4)
y como T, = T,

T =K.i, (5)
por lo que para la barra de torsiéon K, se tiene Kf i, =K, (0, —0)de modo que
al despejar 6, se obtiene:

K,
m = —1111 * 0 (6)
K

t

El resultado de derivar la expresién anterior es que la ecuacidon queda expresada
en términos de w,:

de K, 4i
w =—2"= L8 +w (7)
"oodt K, dt
Al sustituir (7) en la ecuacién (3):
di, Kf di
vi)=L—+Ri +K [——+w
dt " ‘| K, dt
Al reordenar la ecuacién anterior:
K, K, 14i
L+ “+Ri +K_ o=
K, ] dt
LK +K K, 14i
———— |["+Ri, =v()-K, o 8)
K, | dt
cuya transformada de Laplace corresponde a:
K
I(s)= f [V()-K,w()] 0

(LK +K K ) s+RK
t a " f t
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¢) Conversidén rotacion-traslacion debida al engrane y a la cremallera.
La relacidn rotacion-traslacion para el engrane de radio r corresponde a:

x=r0 9) y (1)
o bien, si se deriva (9):
dx = rﬁ =rw (10)
dt dt

d) Carga (plataforma de masa m) con desplazamiento de traslacion x.
0 ,
J_+rfe:TK:Kflm (1)

donde el nimero rf, tiene unidades propias de los sistemas de rotacion.
Para el sistema mecanico de traslacion:

f=m—+b— (12)

por lo que la expresion (12) puede expresarse en términos de 6, segin lo indica
la ecuacién (9):

dw
=mr——+br—=mr—+b 13
f,=mr r 5 mr 7 rw (13)

Si se sustituye (13) en (11) y se utiliza la velocidad angular @ como variable
dependiente:

dw dw
—+r|mr—+bro =K, i
I [ dt } fom
y se reagrupa la expresién anterior:

(]+mr2)‘ii—‘;’+by2w=1<fim (14)

La transformada de Laplace de la ecuacion (14) corresponde a:

K
w(s)=1 (s) u (1)

(_]+m1'2) s+br?

e) Integracion de la velocidad v para obtener desplazamiento x.
La derivada del desplazamiento 6 corresponde a la velocidad w:

do
w=—
dt

503
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Ya que derivar en tiempo equivale a multiplicar por s, se tiene:

) =—a(9) (V)

A diferencia del ejemplo anterior, en esta ocasion se representaran en Simulink
las funciones de transferencia en el dominio s, definidas por las ecuaciones (I), (II)
(III) y (IV), en lugar de las ecuaciones diferenciales correspondientes (lo cual tam-

bién es posible).

K
I(s)= : [V()-K,w() ] (1)
(LKt+KaKf) s+RK,
x=r0 (II)
K

w(s)=1 (s) u (1)

(_]+er) s+br?

1

0(s)= ;w(S) (IV)

Los parametros escritos en la ventana de trabajo de Matlab son:

>>v=1;L=0.01; R=1;]J=5; b=5; m=5;
>> r=0.5; Kt=1; Ka=0.01; Kp=0.5; Kf=1;
>> K1=L*Kt+Ka*Kf;

>> K2=]+m*r’2;

La figura A2.18b muestra el diagrama en Simulink resultante, después de que
se han sustituido la entrada Step y la salida Scope por los elementos Inl y Outl,
respectivamente. El archivo resultante se grabé como Apen2Ej4a.

Figura A2.18b
1 b -
? 1

Representacién en Simulink
. Outl
Integrador radio b

Kt K
I —
Kl.s+R™Kt| |K2.s+b=1"\2
Func Transf 2

de las ecuaciones (1), (Il),
(m y (Iv).

Func Transf 1

Ka

La extraccién de la funcién de transferencia hacia Matlab se lleva a cabo me-
diante el siguiente conjunto de instrucciones:

>> [num,den]=linmod(‘Apen2Ej4a’);
Returning transfer function model
>> printsys(num,den)

num/den =
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2.8422e-014 s"2 + 1.954e-014 s + 4

s"3 +50.2 s"2 + 10.08 s

Lo que corresponde a:

X(s) B 4
V(s) 3+5025%2+10.085

A2.4 EMPAQUETAMIENTO DE SUBSISTEMAS

<& EJEMPLO A2.5

Si se empaqueta en un subsistema el modelo del sistema del ejemplo A2.4, se for-
mara la configuracién mostrada en la figura A2.19a.

Figura A2.19a Plataforma de masa m a posicionar en x(f)
Configuracién de lazo
cerrado para formar
una configuracion de
control de posicion
de traslacion x(t).

Compa- Torque
rador Controlador  del motor

P Friccion

V.

cc

= Unibén mecanica
v entre vastago del
potenciémetro

P..o y plataforma

Solucion:
Toda configuracion representada en Simulink con entradas In y salidas Out puede
contenerse en un bloque especial denominado Subsystem ubicado en la libreria
Signals & Systems. Para este caso, la configuracion del ejemplo A2.4 se introducira
en el citado bloque Subsystem.

El procedimiento a seguir se indica a continuacidn.

1. Con respecto al diagrama en Simulink, representado en la figura A2.18b, me-
diante el comando Edit de la barra de herramientas se procede a elegir la op-
cién Select All y posteriormente, en el mismo mend, se selecciona la alternativa
Copy. Lo anterior se ilustra en la figura A2.19b.

2. Con respecto a la ventana de Simulink, se abre un nuevo documento New, en
donde se colocara el elemento Subsystem de la libreria Signals & Systems. Al ha-
cer doble clic en el bloque Subsystem, se abrird una nueva ventana en la que se
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Figura A2.19b

Selecciéon de componentes
para ser incrustados en el
bloque Subsystem.

Figura A2.19c¢
Configuracién en Simulink
una vez que se ha llevado

a cabo la definicion del
subsistema grabado como
Apen2Ej5b.

Figura A2.19d
Comportamiento en lazo
cerrado del desplazamiento
de la masa m.
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pegaran (Paste) los elementos seleccionados (segtn lo indica la figura A2.19b).
Con este paso, el bloque Subsystem ya contendra los elementos seleccionados.

Integrador

Outl

m
radio

3. Al subsistema generado se le adicionan los elementos externos mostrados en la
figura A2.19a. La configuracidn resultante se muestra en la figura A2.19c¢.

I

v(t)=1

—

2.004

Display

In1 Outl

|-

Controlador de Subsistema
ganancia unitaria

Potenciémetro de
retroalimentaciéon

Scope

Kp

La grafica del desplazamiento de la masa m se indica en la figura A2.19d.
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Para obtener la funcién de transferencia de lazo cerrado T(s), relacionada con
la figura A2.19c¢, se escribe el siguiente codigo, que supone la sustitucién de la
entrada y la salida por los elementos Inl y Outl, junto con el comando linmod (el
archivo resultante se guarda como Apen2Ej5b):
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> [num,den|=linmod(‘Apen2E;j5b’);
Returning transfer function model
>> printsys(num,den)
num/den =
—3.5527e—014 s"2 — 8.7041e—014 s + 4

$"3 +50.2 s"2 + 10.08 s + 2

lo que equivale a:

4
s)=
2 +50.352+10.08 s+ 2
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