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Prefacio

Como indica €l titulo, este libro brinda una introduccion a la bioestadistica para estudiantes y
profesionales de estadisciplina. Por o general, se usaen cursos de nivel delicenciaturay posgra-
do disefiados para estudiantes que se especializan en disciplinas relacionadas con la salud, no
propiamente en bioestadistica. Es decir, este libro no ofrece lateoria o el rigor matemético que
caracterizan aun primer curso paraestudiantes de bioestadistica, pero esapropiado paracasi cual-
quier otradisciplinarelacionada con la salud que requiera conocimientos bési cos de bioestadisti-
ca. Los requisitos esenciales de caracter matemético son minimos; la mayoria de los estudiantes
sblo necesitarén un nivel basico de algebra.

¢Quéllevo alos autores a escribir un libro méas de introduccién a la bioestadistica? Nuestra
moativacion tiene tres vertientes. La primera, elaborar un texto que funcione con igual efectividad
tanto en un sal6n de clases tradicional como en ambientes de aprendizaje no tradicionales. Con
esto ultimo nos referimos a entornos en los que el contacto alumno-instructor estalimitado por la
proximidad fisicay/o por el método de ensefianza; entre ellos destacan |os cursos de ensefianzaa
distancia basados en Internet 0 en sistemas satelitales, asi como los cursos dirigidos por €l propio
estudiante. Nuestro deseo es presentar un libro tan claramente escrito que permitaque el estudian-
te adqui era conocimientos estadisticos bajo la direccién de un instructor cuya interaccién caraa
cara con los alumnos puede ser continua o limitada.

Con este fin, se incluyen explicaciones mucho més detalladas de |as que se encontrarian en
lamayoria de los textos sobre € tema. El resultado es un libro que algunos calificarian de “pro-
lijo”, pero que en realidad pretende ofrecer claridad expositiva. Ademas, hemos incluido solu-
ciones paso a paso para los gercicios, en vez de silo presentar respuestas satisfactorias. Tales
solucionesincorporan referencias alas paginas en € texto, asi como a ecuaciones especificas. De
estaforma, los estudiantes que no logren obtener las respuestas de |os gjercicios tienen laopcion
de remitirse alaseccion de soluciones del libro y asi obtener una explicacion paso a paso que los
conduzca alaresolucién del problema.

Un segundo factor motivador fue introducir a los estudiantes a las pruebas de equivalencia.
Las pruebas de equivalencia se usan cominmente en ensayos clinicos y otros contextos, por 1o
gue los estudiantes deben adquirir ciertafamiliaridad con su uso. Ademas, como afirman Hoenig
y Heisey [23] en un articulo en el American Satistician, introducir alos estudiantes a las prue-
bas de equivalencia en las primeras etapas de su formacion ayuda a cimentar su comprension de
las pruebas de hipdtesis a dejar en claro que € hecho de no rechazar una hipétesis nulano cons-
tituyeunaevidenciadesuvalidez. L osestudiantes aprenden quesi sedeseaestablecer lacondicion
nula, se requieren pruebas (de equivalencia) especiaes.

La tercera razén fue presentar |os métodos no paramétricos bajo una nueva luz y desechar
ciertos mitos relacionados con €ellos. En los Ultimos afios, con € advenimiento de las podero-
sas computadorasy |os rapidos al goritmos, los métodos basados en la permutacion se han utiliza-
do con mayor frecuencia. Por esta razon, renunciamos a enfoque tradiciona (y en nuestra opi-
nion) anticuado, para presentar las técnicas no paramétricas en el mas vasto contexto de los
meétodos basados en la permutacion. Este enfoque tiene varias ventgjas: 1. Incluso el alumno que
tiene escasa formacion matemética puede discernir con claridad la l6gica que hay detrés de la
construccion de distribuciones muestrales relacionadas con estos métodos. 2. El alumno puede
ver que ciertos métodos no parameétricos tradicionales (por ejemplo, la prueba de Wilcoxon-

Xi



Xii

Prefacio

Mann-Whitney) son anaogos basados en rangos de pruebas efectuadas con puntuaciones
originaes. 3. Al presentar los métodos no paramétricos como versiones transformadas [8] de los
estadisticos paramétricos con los cual es ya estén familiarizados se eliminagran parte del misterio
deesaspruebas. Enotras palabras, al estudiante no sele presentan métodos nuevosy desconocidos
gue hacen referencia a extrafias tablas de valores criticos (que a veces van en contra de la intui-
cion), sino que se le demuestra que | as pruebas libres de distribucién a menudo pueden realizarse
aplicando los métodos paramétricos que aprendieron en capitulos anteriores a los rangos. Esto
permite también que | as tablas de valores criticos tomen formas con las que el estudiante ya esta
familiarizado. En resumen, se desmitifican los métodos no paramétricos.

Estelibro estadividido en tres partes. L os primeros cuatro capitul os sientan las bases de todo
lo que aparece después. El capitulo 1 establece el marco conceptual para el resto del libro. El
capitulo 2 tomaun enfoque un tanto tradicional en cuanto alaestadisticadescriptiva, peroincluye
algunas opiniones innovadoras sobre lamediana, los percentilesy los rangos percentiles. El capi-
tulo 3 presenta una opinién no tedrica sobre la probabilidad y sienta las bases para los modelos
basados en probabilidades que sustentan los métodos inferencial es siguientes. El capitulo 4 cubre
las bases de lainferenciay eslapiedraangular del libro. Este capitul o presentatambién lalégica
y el método de las pruebas de equivalencia.

Los capitulos 5 a 9 presentan técnicas especificas usadas con datos continuos y binarios.
Ademés de los métodos tradicionales de muestras apareadas, de dos grupos, de k grupos, de co-
rrelacion y regresion, se presentan métodos de equival encia asociados con métodos de muestras
apareadas y de dos grupos.

El capitulo 10 nos da una perspectiva general de |os métodos basados en permutacionesy se
aboca a pruebas especificas relacionadas. Este es un capitulo largo que, con algo de complemen-
tacién, podria usarse como base de un curso corto sobre métodos no paramétricos.

Hay més material en este libro de lo que puede cubrirse en un solo semestre. Sin embargo,
¢ instructor no debe dudar en asignar partes del libro para las cuales no se puede dedicar un
tiempo de clase/conferencia. Como seindicé antes, aunque las asignaciones del texto, de manera
ideal, seran sustentadas con conferencias u otros medios, los detallados niveles de exposicion
permiten que se cubra el material que, de otra forma, tendria que omitirse debido a limitado
tiempo de clase. En resumen, laintencién de este libro es ensefiar y no solo instruir.

Se puede encontrar material complementario para este texto en:

http://www.biostats-hs.com

Estos materiales incluyen capitul os cortos relacionados con calculos de Kaplan-Meier y pruebas
log-rango, regresion logisticay ANOVA factorial . También existen varios manual es descargables
de software que pueden usarse como la base de un laboratorio de computacion para acompafiar
€l curso. Ademas, es posible encontrar muchos otros materiales Gtiles. Los|ectores con preguntas
0 comentarios pueden ponerse en contacto con |os autores através de un vinculo de correo elec-
trénico que aparece en ese sitio.

Ademés, permitanos decir que este texto se ha beneficiado de muchas pruebas de campo.
Diversosinstructores|o han utilizado tanto en aul astradi cional es como en escenari os de ensefian-
zaadistancia. Serealiz6 un gran esfuerzo pararecabar aportaciones de alumnosy maestros, las
cuales dieron lugar amodificacionesy aun estilo general de presentacion que difiere de lamayo-
ria de los textos sobre el tema.

Finalmente, estelibro fue revisado y analizado por |0s siguientes expertos, quienes se desem-
pefian en diversas disciplinas relacionadas con la salud: Sara Vesely, Centro de Ciencias de la
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Salud delaUniversidad de Oklahoma; Jessica L. Thomson, Centro de Cienciasde la Salud dela
Universidad Estatal de Louisiana, Escuela de Salud Publica; Lynn E. Eberly, Universidad
de Minnesota, Escuela de Salud Publica; Lisa M. Sullivan, Universidad de Boston; Hua Yun
Chen, Universidad de Illinois en Chicago; Stephen C. Alder, Universidad de Utah; Kenneth R.
Hess, Universidad Rice; Heather A. Young, Universidad George Washington; Bonnie Davis, Uni-
versidad de Nueva Inglaterra; Margaret Louis, Universidad de Nevada, Las Vegas, Reg Arthur
Williams, Universidad de Michigan; Sudipto Banjeree, Universidad de Minnesota. Sus sugeren-
cias, correccionesy opiniones se reflejan en todo el texto, aungue no se les puede responsabilizar
por laformafinal de éste. Expresamos nuestro mas sincero aprecio a todos aguellos que contri-
buyeron con este esfuerzo, especiamente a los doctores James Mortimer y Lakshminarayan
Rajaram de la Facultad de Salud Publica de laUniversidad del Sur de Florida, quienes dirigieron
el trabajo de las pruebas de campo.

Dr. R. Clifford Blair
Dr. Richard A. Taylor






Fundamentos
de bioestadistica

1.1

CAPITULO

INTRODUCCION

Los investigadores de las disciplinas relacionadas con la salud utilizan una amplia variedad de
herramientas para alcanzar el entendimiento de los fendmenos estudiados. Quizas el mas
importante de dichos estudios es la bioestadistica. Esta desempefia un papel fundamental en la
recoleccion de analisis de datos en el contexto de experimentos clinicos, asi como de estudios
en otras areas como epidemiologia, politica sanitaria, salud comunitaria y familiar, y salud
ambiental y ocupacional.

Entonces, ¢qué es la bioestadistica? Primero debemos decir que la bioestadistica es una
de las ramas del extenso campo de la estadistica. La estadistica es la disciplina interesada en
(1) la organizacion y el resumen de datos, y (2) la obtencion de conclusiones acerca de las ca-
racteristicas de algin conjunto de personas o cosas, cuando sélo una porcion de estas caracte-
risticas esta disponible para su estudio. Bioestadistica, por lo tanto, es una de las areas de la
estadistica que trata principalmente con las ciencias bioldgicas y las disciplinas relacionadas
con la medicina y la salud. De tal forma, este libro se interesa por el estudio de la estadistica
poniendo énfasis en su aplicacion a las ciencias de la salud.

Cuando nos aproximamos al estudio de cualquier cuerpo de conocimiento organizado, en
especial uno tan diverso y complejo como la bioestadistica, es importante identificar un marco
de referencia a partir del cual sea posible observar el material. Sin tal estructura organizada,
los conceptos que serdn aprendidos parecerian al estudiante como temas sin relacion alguna,
cuyos propdsitos se perciben s6lo vagamente. Esta situacion es tolerable hasta cierto grado.
Muchos de los elementos importantes de la bioestadistica no pueden ser apreciados en su
totalidad sino hasta que se yuxtaponen con otros elementos. Por lo tanto, su papel y utilidad
en el gran esquema de la disciplina llegan a ser claros Unicamente cuando se ven como parte
de un todo.

Por fortuna, la bioestadistica tiene un marco de estudio bastante natural que ayuda a alige-
rar este problema de cierta forma. En un curso de introduccion a la bioestadistica, la mayor
parte de este material se puede estructurar alrededor de los conceptos de poblaciones y mues-
tras. Estos conceptos constituyen el fundamento sobre el cual esta organizado este libro.
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1.2 POBLACIONESY MUESTRAS

Quizas usted piense que debido al papel fundamental de las poblaciones en la estadistica y la
bioestadistica, es posible que haya consensos en esta definicion. Por desgracia, éste no es el caso.
Compare las siguientes aseveraciones respecto de poblaciones tomadas de dos diferentes textos
de estadistica.

Una poblacién es un conjunto de personas (u objetos) que tienen una caracteristica
observable en comun [29].

Observe que la palabra poblacion se refiere a datos, no a personas [36].

Estas dos aseveraciones son claramente desiguales y reflejan la imprecision con la que el término
se utiliza a menudo. Mucha de la confusion respecto de las poblaciones parte del hecho de que los
especialistas en estadistica utilizan el término en dos sentidos diferentes. El primero se refiere a que
se puede hablar de poblaciones populares, y el segundo de poblaciones estadisticas. Las poblacio-
nes populares estdn formadas por personas o cosas. Asi, es habitual referirnos a la poblacion de
personas que habitan en Florida cuya prueba de hepatitis C resultd positiva, 0 a la poblacion de ve-
nados en una provincia en particular en Michigan, que porta la garrapata responsable de la enferme-
dad de Lyme. Estas poblaciones estan claramente conformadas por personas o cosas.

En contraste, las poblaciones estadisticas estan conformadas por caracteristicas de personas
0 cosas. Para comprender la distincion considere lo siguiente. Una poblacién popular podria estar
compuesta de los estudiantes de alguna universidad. Una poblacién estadistica, entonces, po-
dria consistir en las presiones sanguineas de estos mismos estudiantes. Asimismo, la poblacion
estadistica posiblemente esté conformada por un indicador para cada estudiante sobre si ha expe-
rimentado alguna forma de abuso sexual en su vida o sobre su opinién respecto de la calidad de
la educacidn que ha recibido.

Parece, entonces, que el primer autor citado arriba estaba intentando definir una poblacién
popular, mientras que la segunda aseveracion estaba orientada a una poblacidn estadistica. Hay
otro problema sobre la segunda definicion que debe ser aclarado. Las poblaciones estadisticas
consisten en caracteristicas de personas o cosas, independientemente de si han sido medidas o no.
La palabra datos se refiere al registro de mediciones hechas sobre caracteristicas. De modo que
si las presiones sanguineas de algunos de los estudiantes o de todos ellos se miden y registran
de alguna manera, el resultado son datos. La distincion que se hara aqui es que las poblaciones
estadisticas estan conformadas por las caracteristicas mismas y no por el registro de esas caracte-
risticas.

Cuando tales caracteristicas toman diferentes valores se conocen como variables. Aunque
es posible que una poblacion esté formada por una caracteristica que no varia (es decir, una cons-
tante), esto seria de poco interés en un contexto estadistico y, por lo tanto, no sera tratado en este
libro. Para nuestros propositos, los términos “caracteristica” y “variable” se utilizaran de forma
indistinta.

Obviamente, los tamafios de las poblaciones pueden variar. En la disciplina de la estadistica
es atil distinguir entre poblaciones finitas e infinitas, puesto que los métodos usados para tratar
cada una difieren un poco. Las poblaciones infinitas pueden ser pensadas como poblaciones
grandes, mientras que las poblaciones finitas son mas pequefias. Es evidente que la distincion
es arbitraria. Los métodos descritos en este libro son generalmente apropiados para utilizarse con
poblaciones infinitas.

Una muestra es un subconjunto de una poblacion. Por ejemplo, las presiones sanguineas de
los estudiantes de un determinado grupo en la universidad antes mencionada constituirian una
muestra (aungue no una escogida al azar).
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El concepto de poblacién es a menudo mucho més abstracto de lo que implica la discusién
anterior. Por ejemplo, en un ensayo clinico la poblacién podria estar constituida por las presiones
sanguineas de todos los varones con mas de 65 afios de edad, quienes alguna vez tomaran un
nuevo medicamento contra la hipertension. En estas circunstancias seria imposible enumerar la
poblacion, debido a que nadie conoce con exactitud quién tomara el nuevo medicamento y quién
no. Por el contrario, la muestra casi siempre se define mejor. En un estudio sobre la eficacia del
farmaco, el medicamento podria administrarse a 50 hombres con mas de 65 afios, quienes seguiran
el protocolo del estudio. En este caso, la muestra se define con facilidad, ya que es posible
identificar a las personas que estan o no en la muestra.

En un entorno tipico para este estudio, los investigadores medirian u observarian las
caracteristicas que conforman la muestra y tendrian que registrarlas como datos. Sin embargo, no
sucederia lo mismo con la poblacion. En el caso de una universidad grande, seria impractico
medir las presiones sanguineas del cuerpo estudiantil entero, pero es absolutamente factible
tomar medidas de una muestra de 50 presiones sanguineas.

En esta seccidn se ha hecho una clara distincion entre la palabra poblacién cuando se usa en
un sentido popular y cuando se usa en un sentido estadistico. En los libros de estadistica esta
distinciéon comunmente desaparece. No es raro leer: “Se utilizd una muestra de 50 sujetos en el
estudio”. Es obvio que esta muestra fue tomada de una poblacion de personas, lo cual implica
que el término se utiliza en sentido popular. Usted también encontrara expresiones como: “La
media de la muestra es 121”. Aqui, la muestra se refiere a una poblacion estadistica. Al igual que
en la generalidad de los textos de estadistica, en este libro usted encontrard ambos usos de la pala-
bra. En la mayoria de los casos, el contexto dejara en claro el significado. Una vez comprendida
la diferencia entre los significados estadistico y popular de la palabra “poblacién” se evita
una fuente potencial de confusion para los estudiantes novatos de estadistica.

1.3 PARAMETROS Y ESTADISTICOS

Los conceptos de pardmetros y estadisticos estan relacionados de manera muy estrecha con los
de poblaciones y muestras. Un parametro se define como cualquier resumen de los elemen-
tos de una poblacion, mientras que el resumen de los elementos de una muestra se conoce como
estadistico. (No hay que confundir la palabra “estadistico” cuando se emplea en este sentido, con
“estadistica”, que se utiliza para referirse a la disciplina de estudio. De nuevo, el contexto gene-
ralmente aclararé el significado). De acuerdo con estas definiciones, entonces, el promedio de las
presiones sanguineas de todos los estudiantes de la universidad mencionada seria un parametro,
mientras que el promedio de las presiones sanguineas de los estudiantes de un grupo en particular
de esa universidad seria un estadistico. Asimismo, la mediana de las presiones sanguineas de
todos los hombres por arriba de 65 afios de edad, que alguna vez tomaran el medicamento contra
la hipertension, seria un parametro; mientras que la mediana de las presiones sanguineas de los
50 hombres que participaron en el estudio seria un estadistico. Observe que para obtener el valor
de un parametro o de un estadistico, se deben medir u observar los elementos de la poblacion o
muestra correspondiente, registrar estas medidas y observaciones en forma de datos, y después
realizar el resumen de tales datos.

Un punto importante que se deduce de lo mencionado arriba es que los valores de los pa-
rametros generalmente no estan disponibles para el investigador, mientras que los valores de los
estadisticos son facilmente localizables. Gran parte del material de este libro se relaciona con este
hecho.

La distincion entre parametros y estadisticos es tan fundamental para el pensamiento
estadistico, que generalmente se utilizan dos convenciones diferentes para su representacion. En
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la primera, los pardmetros se representan con letras griegas, mientras que los estadisticos se
representan con el alfabeto romano o algunos de sus caracteres. Por ejemplo, el promedio (o
media) de una poblacién a menudo se designa con la letra griega w (pronunciada “mu’) mientras
que el mismo resumen de datos de una muestra se representa mediante X (“x barra™). Una segunda
convencion representa los parametros con letras mayusculas del alfabeto romano y coloca un
caracter, llamado “sombrero”, sobre la(s) misma(s) letra(s) para representar estadisticos. Un ejem-
plo de esta convencion es el uso de R R para representar el parametro de la razon de riesgo (la
cual se analizara en los capitulos 3,5y 6) y RR —que se lee “RR sombrero”— para representar
el estadistico. Algunas veces estas dos convenciones se combinan de manera que el parametro
quede representado por una letra griega y el estadistico por una letra romana con sombrero.

En este libro se combinaran ambas convenciones para adoptar las practicas comunes. De cual-
quier forma, cuando hubiere riesgo de confusion, se indicara cuél convencion se esta usando.

1.4 ESTADISTICA DESCRIPTIVA E INFERENCIAL

Una vez asentados los principios basicos, resulta conceptualmente conveniente describir las
disciplinas de la estadistica y la bioestadistica conformadas por dos componentes. El primer
componente se refiere a la estadistica descriptiva, mientras que el segundo se llama estadistica
inferencial. La estadistica descriptiva esta formada por varias técnicas utilizadas para resumir
la informacion contenida en un conjunto de datos. Considere el siguiente problema.

Suponga que se realiza un estudio para determinar los niveles séricos de plomo de 150 nifios
que viven en las casas mas viejas de un vecindario urbano en particular. Si uno investigara los
hallazgos de este estudio, obtendria una lista de los resultados de las pruebas individuales. De tal
forma, se reportaria que el primer resultado mostré un nivel de 20 mcg/dl (microgramos por
decilitro, también designados como g/dl o como ug/dl), mientras que el segundo arrojé un nivel
de 25 mcg/dl, y asi sucesivamente. Después de incluir en la lista los 150 resultados de la prueba,
es probable que el investigador alcanzara a comprender un poco de la informacion obtenida. Tal
informacion no resumida abrumaria la habilidad del oyente para llegar a una conclusion
significativa. Una respuesta mas Util podria ser: “El promedio de los niveles séricos de plomo
encontrados en los nifios incluidos en el estudio fue de 30 mcg/dl.” Otros resimenes podrian
incluir los valores mas altos y los mas bajos, asi como varias representaciones graficas de los
datos. De esta manera, la estadistica descriptiva se ocupa exactamente de lo que implica el
término: descripcién de datos. Para reiterar, los investigadores podran obtener facilmente los
resimenes de los datos relacionados con los elementos de una muestra (estadisticos), a diferencia
de lo que sucede con los datos relacionados con la poblacién (pardmetros).

En contraste con la estadistica descriptiva, la estadistica inferencial esta conformada por
varias técnicas utilizadas para proveer informacion acerca de los valores de los parametros
basados en observaciones hechas sobre los valores de los estadisticos. Los sondeos de opinién
son un ejemplo comuln de esta forma de inferencia. En un sondeo de opini6n, una muestra de
opiniones obtenidas de un grupo de personas relativamente pequefio es utilizada para arrojar
conclusiones sobre las opiniones de alguna poblacidon. Por ejemplo, se podria preguntar a 1,000
personas si favorecen o no un determinado plan de salud que se administra a nivel federal. Si el
65% de los sondeos de opinion fueran favorables, entonces el encuestador intentaria utilizar esta
informacion para obtener conclusiones sobre la proporcion de opiniones favorables en todo el
pais. Note que en este caso el valor de un estadistico (la proporcion de opiniones favorables en la
muestra) se utiliza para comprender el valor de un pardmetro no disponible (la proporcion de
opiniones favorables en el pais). En el ejemplo anterior, los investigadores podrian calcular el
promedio de las presiones sanguineas de los 50 pacientes que recibieron el medicamento contra
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utilizada para obtener
el valor X a partir de los datos

FIGURA 1.1: Esquema que muestra la relacién entre
poblaciones y muestras, pardmetros y estadisticos, y la
estadistica descriptiva e inferencial.

la hipertension (valor de un estadistico) con el propdsito de estimar el promedio de la presion
sanguinea de todos los hombres de mas de 65 afios de edad que alguna vez tomaran el medicamento
(un valor de parametro).

La relacion entre poblaciones y muestras, parametros y estadisticos, y la estadistica descrip-
tiva e inferencial se presentaen la figura 1.1. Note que la proporcion de una poblacién representada
por una muestra, por lo comun, es muy pequefia y ni siquiera se acerca a la proporcién que
esta figura podria implicar. Observe también que los elementos que conforman la muestra
(representada por X en la figura) se obtienen aleatoriamente de la poblacion.

1.5 ;POR QUE POBLACIONES Y MUESTRAS?

Con anterioridad se afirm6 que la estadistica es una importante herramienta que los investigadores
utilizan para conocer su materia de estudio. También se dijo que el fundamento de la estadistica
se basa en los conceptos de poblaciones y muestras.! Por ahora, quizé usted se pregunte como es
que este fundamento se utiliza para ayudar a responder varias preguntas planteadas por los inves-
tigadores. Ese es el beneficio de los sondeos ya mencionados, pero, con exactitud, ¢;co6mo es que
las inferencias que hacen de una poblacion a partir de una muestra ayudan a determinar si un nue-
vo medicamento es efectivo o si la exposicién a un factor de riesgo potencial se relaciona con la
manifestacién de alguna enfermedad?

Por desgracia, este proceso es dificil de percibir hasta que se unen mas piezas de un mosaico
bastante complejo. Por esta razon, usted necesitard dominar ciertos conceptos basicos, cuya
utilidad no sera apreciada totalmente sino hasta que pueda formar una imagen mas completa. Por

1Una excepcion es la estadistica no paramétrica, de la que nos ocuparemos mas adelante en este libro.
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el momento, sélo tenga presente que los datos recopilados en los estudios de investigacion pueden
ser muy complejos e incluir numerosos elementos del azar. Se mostrara que los conceptos de
poblaciones y muestras resultaran Utiles para ayudar a separar tales elementos aleatorios de la
realidad fundamental.

1.6 ;QUE OCURRE AHORA?

Con frecuencia se critica que muchos libros de estadistica se apresuran en explicar los concep-
tos fundamentales con el propésito de pasar a “lo interesante”. Como consecuencia, los estudiantes
que estan tomando el segundo o el tercer curso de estadistica, a menudo no conocen bien las ba-
ses de los métodos que estan estudiando. Por consiguiente, en este libro se hara un intento cuida-
doso y metddico por establecer un fundamento adecuado, a partir del cual el contenido restante
se desarrollara de manera l6gica. Este proceso ya ha comenzado.

En el capitulo 2, después de algunos requisitos, usted podra ocuparse del estudio de la esta-
distica descriptiva. En el capitulo 3 se analizaran algunos fundamentos de probabilidad, el meca-
nismo que sirve de base a la inferencia. El capitulo 4 lo introducira a la légica de la inferencia,
asi como a algunos métodos simples de pruebas de hipotesis y a la construccion de intervalos de
confianza. Los siguientes capitulos trataran a fondo distintos métodos estadisticos cominmente
empleados en la investigacion de las ciencias de la salud.

PALABRAS Y FRASES CLAVE

Al terminar de leer este capitulo, usted estara familiarizado con las siguientes palabras y frases:

muestra 2

parametro 3
poblacion estadistica 2
poblacidn finita 2
poblacidn infinita 2
poblacién popular 2
variable 2

bioestadistica 1
caracteristica 2

datos 2

estadistica 1
estadistica descriptiva 4
estadistica inferencial 4
estadistico 3

EJERCICIOS
1.1 ;En cudles tareas se enfoca principalmente la estadis- A. Las siguientes preguntas se refieren al estudio de caso
tica? A (pagina 469).
1.2 Diferencie entre los siguientes conceptos: 1.5 ldentifique la muestra en este estudio. ¢ Usted diria que
a) muestras y poblaciones, esta muestra se caracteriza como parte de una pobla-
b) estadisticos y parametros, cion estadistica o de una poblacion popular?
c) poblaciones populares y poblaciones estadisticas, 1.6 En este estudio, ¢la poblacion estd bien identificada?
d) estadistica descriptiva y estadistica inferencial, y Explique su respuesta.
e) poblaciones infinitas y poblaciones finitas 1.7 Describa la poblacién de la mejor forma posible.
. e o . ,)
1.3 ;Cudl es el significado del término “datos™ 1.8 ;Hay ,algyn_estad|st|co reportado en este estudio? De
1.4 Explique por qué las poblaciones no estan formadas ser asi, dé ejemplos.
' 1.9 ;Hay algun parametro reportado en este estudio? De

por datos, como algunos autores afirman.

ser asi, dé ejemplos; de no ser asi, explique por qué.



1.10 ¢Se encontraran datos en este estudio? De ser asi, dé
ejemplos.

B. Las siguientes preguntas se refieren al estudio de caso
B (pagina 470).

1.11 Identifique la muestra en este estudio. ;Usted diria
gue esta muestra es caracteristica de una poblacion
estadistica o de una poblacién popular?

1.12 ;La poblacion en este estudio esta bien identificada?
Expligue su respuesta.

1.13 Describa la poblacién de la mejor forma que le sea
posible.

1.14

1.15

1.16

1.17

Ejercicios 7

¢Hay algun estadistico reportado en este estudio? De
ser asi, dé ejemplos.

¢Hay algun parametro reportado en este estudio? De
ser asi, dé ejemplos; de no ser asi, explique por qué.
¢Se encontraran datos en este estudio? De ser asi, dé
ejemplos.

Las siguientes preguntas se refieren al estudio de
caso F (pagina 473).

¢Cree usted que los resultados de este estudio son
aplicables a los casos de tuberculosis en Estados Uni-
dos? Fundamente su respuesta.






Métodos descriptivos

2.1

CAPITULO

INTRODUCCION

En el capitulo 1 precisamos que los intentos por obtener informacién de grandes y diversos
conjuntos de datos pueden terminar frustrados a menos que se utilice alguna forma de resumen
que revele aspectos relevantes de los datos. En este capitulo presentaremos algunos de los mé-
todos mds utilizados cominmente. Los temas que se tratardn aqui se pueden dividir en distri-
butivos, graficos y métodos numéricos. Mientras que se aplican igualmente bien a los datos
derivados de poblaciones y muestras, se aplican casi siempre a los datos de muestras.

Antes de tratar estos temas, seria de utilidad comprender primero dos temas relacionados,
que a menudo se mencionan como escalas de medicién y notacién de sumatoria. Después de
comprender estos requisitos previos, regresaremos a los tres temas mencionados arriba.

2.2 ESCALAS DE MEDICION

Anteriormente mencionamos que las poblaciones y las muestras estdn formadas por variables
que, a su vez, son caracteristicas medibles y observables de personas o cosas, que toman dife-
rentes valores. También dijimos que una vez que se toman y registran las mediciones, el resul-
tado estd constituido por datos. Pero, ;que significa la palabra medida? En términos sencillos,
significa que se asignan numeros, letras, palabras o algin otro simbolo a personas o cosas para
dar a conocer la informacién acerca de la caracteristica que se somete a medicién. De tal ma-
nera, podemos asignar el niimero 220 a una persona con el fin de representar su nivel de
colesterol o una “H” o una “M” para representar su género.

Con frecuencia no se reconoce el hecho de que las mediciones de variables pueden produ-
cir diferentes cantidades de informacidn, dependiendo de la escala empleada en el proceso de
medicién. Esto significa que las mediciones que producen los nimeros 1, 2 y 3 en una escala
pueden transmitir una cantidad de informacién muy diferente sobre la variable que la que
transmitirian los mismos nimeros obtenidos con el uso de una escala diferente. Esto, a la vez,
tiene consecuencias para el tratamiento estadistico de dichos datos. Todo esto quedara claro a
partir de lo que sigue.

Las escalas que se explican en esta seccion fueron descritas por S. S. Stevens [44]. De
acuerdo con Stevens, se puede considerar que el proceso de medicidn existe en cuatro niveles

9
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diferentes, a los cuales €l se refiri6 como escala nominal, ordinal, de intervalo (o intervalo igual)
y de razén. A continuacidn se analiza cada una de ellas.

2.2.1 Laescala nominal

La escala nominal es la menos elaborada de las cuatro y posee dos caracteristicas principales.
Primero, produce clasificaciones de personas o cosas con base en una evaluacién cualitativa de
la caracteristica que se somete a consideracion; segundo, su uso no brinda informaciéon con
respecto a la cantidad. Considere el siguiente ejemplo referente a una clasificacién por tipo de
sangre.

En este caso se utiliza la escala nominal para asignar la nomenclatura del tipo de sangre A,
B,ABu O alas personas, con base en un cierto criterio hematoldgico. Note que estas designaciones
simplemente clasifican a las personas dentro de una de cuatro categorias de tipos de sangre. De
esta manera, a todas las personas con el mismo tipo de sangre se les otorga la misma nomenclatura,
mientras que aquellas con otro tipo de sangre reciben otra nomenclatura. Note también que no
existe el concepto de “mayor que” o “menor que” implicito en estas clasificaciones. Esto significa
que las mediciones a nivel nominal' no permiten comparaciones con personas o cosas sobre
la base de mas o menos, sino m4s bien sobre la base de similar o distinto.

Puede parecer que las nomenclaturas producidas por escalas nominales son de naturaleza
numérica, pero no deben tratarse como tales. Cuando se realiza una encuesta telefénica o por
correo, los hogares podrian clasificarse por drea o cddigo postal para fines de muestreo. En este
caso los codigos de drea 813 o 272 podrian ser simplemente indicadores de la localizacion
geografica de los hogares. Desde luego, no tendria sentido aseverar que los residentes con c6digo
de drea 813 tienen mds “cédigo de drea” que aquellos con c6digo de drea 272. Asimismo, opera-
ciones aritméticas con dichos “nimeros”, por ejemplo, calcular un cédigo de drea promedio,
producirfan un resultado sin sentido. Sin embargo, si es posible contar el nimero de hogares
que pertenecen a cada categoria.

2.2.2 Laescalaordinal

Como laescalanominal, laescala ordinal clasifica personas o cosas sobre labase de la caracteristica
evaluada. Sin embargo, a diferencia de la escala nominal, las clasificaciones producidas por esta
escala incorporan los atributos muy importantes de “mayor que” o “menor que”.

Por ejemplo, suponga que en el transcurso de un estudio sobre el manejo del dolor, se solicita
a los pacientes que clasifiquen su percepcién del dolor como “ninguno”, “leve”, “moderado” o
“severo”. Este esquema clasifica a los pacientes en una de las cuatro categorias que estan orde-
nadas en términos de intensidad de dolor. Se ve facilmente que la categoria “severo” representa
una percepcion mayor de dolor que la categoria “moderada” y asf sucesivamente. En este sentido,
se puede decir que la escala ordinal brinda mds informacién acerca de la caracteristica medida
que la escala nominal. Otros ejemplos incluyen la clasificacion de cierta patologia en la etapa 1,
2,3 04, o la jerarquizacion de pacientes en una situacién de emergencia.

Note que mientras que este sistema permite ordenar categorias dependiendo de si poseen
mds o menos de la caracteristica que se mide, no ofrece informacién sobre qué tanto mas
o menos. Un dolor severo representa mds dolor que el dolor moderado, pero, ;cudnto mas? Un

'Muchos individuos dedicados a la psicocometria se oponen al uso de la palabra “medicién” en rela-
cién con las escalas nominales, puesto que muchas definiciones del término implican cantidad.
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paciente clasificado en una categoria puede tener mayor necesidad de cuidados que un paciente
en otra categoria, pero, ;cudnto mas?

Los datos ordinales son comunes en investigaciones relacionadas con la salud, pero tradicio-
nalmente han causado ciertas dificultades analiticas. Una solucién comun es tratar estadisticamente
estos datos como si estuvieran en un nivel nominal. Aunque en cierto sentido es correcta, esta
practica generalmente desperdiciainformacion y, por consiguiente, no es enteramente satisfactoria.
Regresaremos a este problema en los siguientes capitulos.

2.2.3 Laescaladeintervalo (o intervalo igual)

Asi como la escala ordinal agrega los atributos de mayor que y menor que a los datos de la escala
nominal, la escala de intervalo (también llamada de intervalo igual) agrega los atributos de cuénto
mas y cuanto menos a aquellos de la escala ordinal. Mientras que hay numerosos ejemplos de
escalas de intervalo, su andlisis es bastante complejo y podria necesitar un estudio mds profundo
del campo de la psicometria? que el que se justifica en un libro de estadistica. Por esta razén, el
ejemplo que se presenta con mds frecuencia es el del termémetro Fahrenheit, que resulta muy
sencillo.

Cuando se obtiene la temperatura con un termémetro Fahrenheit, ésta se mide en unidades
semejantes, lo cual permite cuantificar las diferencias. Una lectura de 70 representa cinco gra-
dos mds de temperatura que una lectura de 65. Lo mismo es cierto para lecturas de 100 y 95. En-
tonces, esta escala no sélo permite comparaciones del tipo mayor que y menor que, sino que
también indica la magnitud de la diferencia.

Un defecto de la escala de intervalo es la falta de un punto cero verdadero. En otras palabras,
el punto cero en esta escala es una designacidn arbitraria, lo cual significa que no representa una
ausencia de la caracteristica medida. De tal manera, es posible tener una temperatura de 0° en un
dia en particular y una lectura de —10° al siguiente. La lectura de 0 no significa que no hubo
temperatura, sino que fue simplemente otro punto en la escala. Resulta que esta escala no permite
la formacion de proporciones con significado. No se puede afirmar con validez que una lectura
de 80° representa dos veces mds de temperatura que una lectura de 40°.

2.2.4 Laescaladerazon

La escala de razén es similar a la escala de intervalo, con excepcion de que posee un verdadero
punto cero. Mediciones fisicas como la estatura y el peso son ejemplos comunes. Cuando algo
tiene peso cero, el cero indica que no hay peso presente.

2.2,5 Datos continuos y discretos

Una perspectiva sencilla de los datos los divide en continuos o discretos. Una variable continua
es aquella que, al menos tedricamente, puede tomar cualquier valor en un rango especificado.
Por ejemplo, una persona puede pesar 72 kilogramos, mientras que otra pesa 73 kilogramos, pero
es posible encontrar un peso entre esos dos, por ejemplo, 72.5 kilogramos. También pode-
mos encontrar un peso entre 72 y 72.5 kilogramos, como 72.25 kilos. Tedricamente este proceso
podria continuar por siempre, aunque encontrariamos eventualmente que no tenemos una escala
lo suficientemente sensible para hacer las distinciones necesarias. Entonces, el peso es una varia-
ble continua.

2La teorfa o técnica psicoldgica de la medicién mental.
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Una variable discreta es aquella que no es continua. Por ejemplo, el niimero de personas con
hogares en una determinada drea geografica puede ser 1, 2, 3, 4 y asi sucesivamente, pero no pue-
de ser 2.1367. Simplemente, las variables discretas se miden en unidades discretas y no en un
continuo.

Las variables discretas que tinicamente pueden tomar uno de dos valores, por ejemplo, hom-
bre o mujer, muerto o vivo, positivo o negativo, se conocen como variables dicotomicas. Algunos
métodos estadisticos son especificamente designados para utilizarse con datos dicotémicos.

Se podria decir que todos los datos son discretos porque todos los métodos de medicion
estdn limitados por su nivel de precision, por lo que producen datos en unidades discretas mas
que continuas. Sin embargo, los datos obtenidos de variables continuas generalmente se conside-
ran y se tratan como continuos, mientras que los datos de variables discretas se tratan como dis-
cretos. En ocasiones los investigadores miden una variable continua, pero registran sus descu-
brimientos a propdsito como datos discretos. Esto ocurrirfa, por ejemplo, si se registrara que la
presion sanguinea se encuentra dentro del rango normal o fuera del rango normal. La clasificacién
de datos (a diferencia de las variables) como discretos o continuos tiene reconocidamente un
componente arbitrario.

2.2.6 Comentarios adicionales sobre las escalas

La conceptualizacién de las cuatro escalas presentadas anteriormente se formuld primero en el
contexto de la psicometria y no en el de la teoria estadistica. Su incorporacion y potencial contri-
bucidn a la literatura estadistica no ha carecido de controversia [33]. Como minimo, ellas han
proporcionado un marco de referencia ttil para varias estrategias analiticas. Por ejemplo, algunos
métodos analiticos son claramente apropiados para utilizarse con datos nominales, mientras que
otros se emplean con mayor provecho con datos de intervalo o de razén. Los datos ordinales
plantean otro conjunto de preguntas analiticas. Las opiniones en algunos de estos temas varian.

2.3 NOTACION DE SUMATORIA

El andlisis estadistico de datos a menudo requiere sumarlos de alguna manera. Un ejemplo comtin
es el cdlculo del promedio (o media) de un conjunto de datos. En este caso los datos se suman y
luego se dividen entre el nimero de observaciones en el conjunto de datos. Pero no todas las su-
matorias son tan sencillas; algunas veces se debe sumar tinicamente parte de los datos, o se deben
elevar al cuadrado antes de sumarlos, o tal vez sea necesario sumarlos y después elevarlos al cua-
drado. La notacidn de sumatoria es la notacién que se utiliza para indicar exactamente c6mo se
llevard a cabo la suma. Mediante el entendimiento de unas cuantas reglas simples de la sumatoria,
usted comprendera las férmulas que se presentan més adelante.

2.3.1 Notacion basica

Suponga que se escribe una lista de cinco nimeros en un orden arbitrario. Llame al primer ntime-
ro X;, al segundo X, y asf sucesivamente. Si quisiéramos indicar que esos niimeros deben sumarse,
podriamos escribir la instruccion

X| Xy + X3+ X4+ Xs.

Una forma breve de esta notacién puede escribirse como

5
S
i=1
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La notacién Zx indica que los valores X serdn sumados, mientras que el subindice i en la X actia
como el portador de los niimero 1 al 5. La notacién i = 1 muestra que la sumatoria debe empezar
con X, mientras que €l 5 indica que la sumatoria terminard con Xs. En otras palabras, todos los
nimeros en el conjunto se deben sumar.

Suponga ahora que la sumatoria

4
Z X
i=2

se llevard a cabo con los niimeros 3, 0, 5, 9, 2 y 7. En este caso la suma empezard con X, y
terminara con X, produciendo 0 + 5 + 9 = 14 como resultado. Si usted desea indicar que la suma
incluird el dltimo nimero del conjunto de datos pero no se conoce cudntos nimeros estaran
implicados, se utiliza una n en lugar del nimero final. Considere lo siguiente

Esto indica que se sumarén los valores elevados al cuadrado y que la suma comienza con X, y
continda hasta el dltimo nimero. Utilizando los datos del ejemplo esto seria

02+52+92+72=159
Note también que
2
n n
Yox, | =G+0+5+9+2+7)2 %Y x? =32+02+52+92+22+72
i=1 i=1
Muchos célculos estadisticos requieren que los datos estén ordenados y que luego se haga una

suma parcial. En este libro las sumas incluirdn casi siempre todos los valores, lo que nos permitirad
proporcionar notacién adicional. Cuando éste no sea el caso, se indicara.

2.3.2 Algunas reglas de la sumatoria

Las cuatro reglas siguientes ayudardn a comprender las férmulas que se presentan més adelante.

n
1. Zcznc
i=1
n n
2. Zcxizc'in
i=1 i=1
n n n
3. 2y =Y X+ 2y,
i=1 i=1 i=1

n n n
4. Z(Xi +y) :in _Zyi
iol =1 =l
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La primera regla plantea que la suma de una constante (C) es igual a n (el nimero de constan-
tes) por la constante. Esto es

n valores

c=(c+c+...+c)=nc

M=

1

Suponga que la constante a ser sumada tiene un valor de tres y que son cuatro de ellas. Entonces
tenemos

n 4 valores
——
Y 3=(3+3+3+3)=43=12
i=1
La segunda regla establece que la suma del producto de una constante y una variable (X) es
igual al producto de la constante y la suma de la variable. Esto es

n
ZC)ci =(cxp+cxy +-o-+ex,)
i=1

=c(x; +xy+0x,)

n
= CZ X
1=1

Nuevamente, dejando que la constante tome un valor de 3 y que la variable tome los valores 3, 0,
5,9,2y 7 tenemos que

6
23xi =3-3+43-0+3-5+3:94+3:2+3-7)
i=1
=30B+0+5+9+2+7)=3-26=78
La tercer regla establece que la suma de la suma de dos variables (X, ¥) puede expresarse
como la suma de la primera més la suma de la segunda. Si permitimos que Yy represente la segunda
variable, entonces tenemos que

n
N g4y =y + G+ yy) e (x, +,)
i=1

=X +xy+tx )+ Fy, e+,

n n
=D 5+ Z Vi
i=1 =1

Note que obtenemos este resultado aun si X y/o Y son constantes. Ahora suponga que las sumas
de la variable (X; +y;) = (3 +4) + (0 + 2) y (5 + 1) serdn sumadas. Esto se puede hacer de la
siguiente manera

3

N (x;+y)=C+H+0+2)+(5+1D)

i=1

=@B+0+5+@+2+1)
=8+7+15

La regla cuatro se deduce directamente de la regla tres.
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Ejemplo de aplicacion

Estas reglas pueden utilizarse para encontrar un resultado simple pero importante. Suponga que
la media de cierto conjunto de datos se resta de cada elemento del conjunto y que el resultado se
suma. ;Cuadl seria el resultado?

regla 4
3 n n
PUCEEAEDIEED I
i=1 i=1 i=1
regla 1

i=1

El dltimo resultado proviene de la definicion de X. (Véase la ecuacién 2.1 en la pagina 25.)

Con los preliminares completos ahora dirigiremos la atencién al principal enfoque de este
capitulo, la descripciéon de datos. Para este fin, examinaremos algunas técnicas de distribucion,
grificas y numéricas que se utilizan cominmente para este propdsito.

2.4 DISTRIBUCIONES

La tabla 2.1 muestra las respuestas (ficticias) de 60 pacientes postoperados, a quienes se solicitd
calificar su percepcidn del dolor en una escala ordinal de cuatro puntos, como parte de un estudio
de manejo del dolor. Como puede verse, estos datos desorganizados son basicamente no informa-
tivos en lo que se refiere a los patrones de respuesta. ; Algunos niveles de dolor dominaron? ;Era
comtin el dolor severo? ; Qué proporcién de pacientes no tenia dolor? ;Qué proporcidn sufria de
dolor leve o de menor intensidad?

Con esta pequefia cantidad de datos usted puede pasar unos minutos observando la tabla para
formular respuestas aproximadas a estas preguntas. Sin embargo, esta estrategia no seria efectiva
con un gran conjunto de datos. Aun con este nimero limitado de respuestas seria conveniente
reordenar los datos para facilitar la obtencion de las respuestas.

2.4.1 Distribuciones de frecuencias

La tabla 2.2 muestra estos datos ordenados en distribuciones de frecuencias, frecuencias relativas,
frecuencias acumulativas y frecuencias relativas acumulativas. La primera columna lista las cate-
gorias de la escala de menor a mayor. La segunda muestra la frecuencia de respuesta para cada
categoria, que se obtiene mediante el conteo del nimero de veces que ocurre cada respuesta en
el conjunto de datos. La frecuencia, entonces, es el nimero de respuestas de cada tipo.

2.4.2 Distribuciones de frecuencias relativas

La tercer columna de la tabla 2.2 muestra la frecuencia relativa de respuesta, la cual se obtiene
dividiendo cada frecuencia entre el nimero total de respuestas (en este caso 60). La frecuencia
relativa, entonces, es la proporcion de respuestas de cada tipo.
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TABLA 2.1: Mediciones de dolor percibido de 60 pacientes.

Niimero Niimero Niimero Niimero
de Nivel de de Nivel de de Nivel de de Nivel de
paciente dolor paciente dolor paciente dolor paciente dolor
1 moderado 16 leve 31 ninguno 46 severo
2 ninguno 17 leve 32 moderado 47 ninguno
3 leve 18 moderado 33 ninguno 48 ninguno
4 ninguno 19 ninguno 34 ninguno 49 leve
5 severo 20 ninguno 35 leve 50 leve
6 ninguno 21 leve 36 ninguno 51 leve
7 moderado 22 ninguno 37 moderado 52 ninguno
8 ninguno 23 ninguno 38 leve 53 leve
9 ninguno 24 leve 39 ninguno 54 severo
10 leve 25 moderado 40 ninguno 55 moderado
11 leve 26 moderado 41 ninguno 56 ninguno
12 ninguno 27 ninguno 42 ninguno 57 ninguno
13 leve 28 ninguno 43 ninguno 58 ninguno
14 leve 29 leve 44 ninguno 59 leve
15 ninguno 30 severo 45 ninguno 60 ninguno

TABLA 2.2: Distribuciones de mediciones de dolor percibido.

Frecuencia
Categoria Frecuencia  Frecuencia relativa
de dolor Frecuencia relativa acumulativa acumulativa
Severo 4 .07 60 1.00
Moderado 8 13 56 .93
Leve 17 .28 48 .80
Ninguno 31 .52 31 .52

Usted puede percibir rdpidamente a partir de las dos primeras columnas que el mayor nimero
de pacientes (31) indicé no haber tenido dolor. Este nimero representa .52 (o 52%) del total de
la muestra. El dolor severo fue menos comun, pues inicamente 4 personas (.07 de la muestra)
eligieron esta categoria. En general, el niimero de respuestas en las categorias disminuy6 conforme
éstas representaban niveles mas altos de dolor.

2.4.3 Distribuciones de frecuencias acumulativas

La columna de la frecuencia acumulativa muestra el nimero de pacientes que indicaron que su
dolor era menor o igual al nivel representado. Por ejemplo, 48 pacientes (31 + 17) clasificaron
su dolor como leve o menor que leve, mientras que 56 pacientes (31 + 17 + 8) percibieron su
dolor como moderado o menor que moderado. La frecuencia acumulativa se obtiene mediante la
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suma de la frecuencia en una categoria dada con las categorias que indican un nivel menor de la
variable medida.

2.4.4 Distribuciones de frecuencias relativas acumulativas

La frecuencia relativa acumulativa se calcula al dividir cada frecuencia acumulativa entre el nd-
mero total de encuestados. Se puede ver que .80 de los pacientes creyeron que su dolor era leve
o de menor intensidad, mientras que .93 sintieron que su dolor era moderado o de menor intensi-
dad. La columna de la frecuencia relativa acumulativa, entonces, muestra la proporcion de los
pacientes que indicaron que su dolor fue menor que o igual que el nivel representado.

Las distribuciones de frecuencias, frecuencias relativas, frecuencias acumulativas y frecuen-
cias relativas acumulativas que se muestran en la tabla 2.2 fueron calculadas para una variable de
nivel ordinal. Las primeras dos distribuciones también pueden utilizarse para una variable
de nivel nominal. Obviamente las distribuciones acumulativas no serian apropiadas en este caso
puesto que no hay un orden cuantitativo para una variable de nivel nominal. Ahora veremos
algunos temas de distribucién relacionados con las variables continuas.

2.4.5 Distribuciones agrupadas

La tabla 2.3 presenta una distribucién de frecuencias de las presiones sanguineas sistolicas
(ficticias) de 144 adolescentes moderadamente obesos. En esta tabla las frecuencias se relacionan
con los valores de la presion sanguinea mds que con categorias discretas, como fue el caso en la
tabla 2.2. Como resultado, hay un gran nimero de valores y sus frecuencias. Esto puede causar
dificultades de interpretacion, especialmente cuando las frecuencias individuales son pequefias e
incluyen el cero. En estos casos a veces es titil reducir el nimero de valores mediante la formacion
de grupos. Entonces se pueden dar distribuciones de frecuencias, frecuencias relativas, frecuencias
acumulativas y frecuencias relativas acumulativas para estos grupos de valores en lugar de valo-
res individuales.

La tabla 2.4 presenta distribuciones agrupadas para los datos de la presién sanguinea. Como
puede observarse, los valores de presion sanguinea se colocaron en intervalos que técnicamente
se conocen como intervalos de clase. Las diversas distribuciones se basan entonces en esos
intervalos. Al reducir los datos en esta forma, los patrones de respuesta se distinguen con mayor
facilidad. Pero el precio que se paga por lacomodidad interpretativa es la pérdida de informacién.
Por ejemplo, mientras que es fécil ver que alrededor del 21.5% de los valores cae en el intervalo
135-139, no hay informacién acerca de los valores individuales en este intervalo.

Al construir tablas de este tipo se deben responder dos preguntas relacionadas. ;En cuédntos
intervalos se deben agrupar los valores y qué tan grandes deberan ser los intervalos? Muy po-
cos intervalos provocan la pérdida de mucha informacién, mientras que muchos intervalos hacen
fracasar el propdsito de resumir los datos. El tamafio de los intervalos dependera del nimero de
intervalos utilizados y viceversa. No existen reglas rigidas y répidas al respecto. En esencia,
usted deseard presentar los datos dandoles el mayor significado posible. Sin embargo, hay algunas
reglas generales que sirven como gufa. Una sugerencia comiin es que no debe haber menos de
seis ni mds de 15 intervalos. Otra regla til es que, cuando sea posible, se debe usar una anchura
en los intervalos de clase de 5 unidades, de 10 unidades o de algtin miltiplo de 10 para que el re-
sumen de los datos sea mds comprensible.

En el caso de la tabla 2.4, esta dltima sugerencia parece factible. Para determinar si la crea-
cion de intervalos de clase de 5 unidades producird o no un nimero razonable de intervalos, el
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TABLA 2.3: Distribucion de frecuencias de las presiones sanguineas de 144 adolescentes
moderadamente obesos.

PS Frec. PS Frec. PS Frec. PS Frec.

143 2 128 3 113 0 98 2
142 0 127 3 112 0 97 2
141 0 126 7 111 3 96 2
140 4 125 4 110 3 95 3
139 6 124 4 109 1 94 0
138 3 123 2 108 0 93 1
137 11 122 3 107 2 92 2
136 3 121 1 106 1 91 0
135 8 120 3 105 2 90 1
134 5 119 2 104 0 89 0
133 8 118 2 103 1 88 0
132 4 117 1 102 1 87 0
131 3 116 3 101 0 86 1
130 5 115 6 100 4

129 3 114 2 99 1

TABLA 2.4: Distribuciones agrupadas de las presiones sanguineas sistélicas utilizando
12 intervalos.

Frecuencia
Frecuencia Frecuencia relativa

Intervalo Frecuencia relativa acumulativa  acumulativa
140-144 6 .042 144 1.000
135-139 31 215 138 958
130-134 25 174 107 743
125-129 20 139 82 .569
120-124 13 .090 62 431
115-119 14 .097 49 .340
110-114 8 056 35 243
105-109 6 042 27 .188
100-104 6 042 21 .146
95-99 10 .069 15 .104
90-94 4 .028 5 .035

85-89 1 .007 1 .007
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TABLA 2.5: Distribuciones agrupadas de las presiones sanguineas sistélicas utilizando
ocho intervalos.

Frecuencia
Frecuencia Frecuencia relativa

Intervalo Frecuencia relativa acumulativa  acumulativa
142-149 2 014 144 1.000
134-141 40 278 142 .986
126-133 36 250 102 708
118-125 21 .146 66 458
110-117 18 125 45 313
102-109 8 .056 27 .188
94-101 14 .097 19 132
86-93 5 .035 5 .035

rango de los valores de presién sanguinea se dividié entre cinco. Esto es

(143-86)

A partir de este resultado decidimos utilizar 12 intervalos con una anchura de cinco.

Siempre que sea posible, los intervalos de clase también deben tener la misma longitud,
donde el extremo inferior del primer intervalo sea menor que o igual a la medida mds pequefia
del conjunto de datos, y el extremo superior del dltimo intervalo sea mayor que o igual a la
medida mds grande. También debemos sefialar que los intervalos deben ser contiguos, pero sin
traslaparse. La tabla 2.4 sigue estas pautas.

Como se menciond anteriormente, el nimero y tamafio de los intervalos es flexible. Para
propositos comparativos, la tabla 2.5 muestra los mismos datos integrados en ocho intervalos. El
tamafio de los intervalos se estimé dividiendo el rango entre ocho, lo que dio un resultado de
7.125 y se redondeé a ocho. Las tablas 2.4 y 2.5 serdn comparadas en el siguiente apartado.

No siempre es necesario formar distribuciones agrupadas para variables continuas. Cuando el
nimero de valores no es muy grande, las distribuciones pueden basarse en datos no agrupados.

Con frecuencia es mds informativo representar las distribuciones como gréficas que en la forma
tabular utilizada en el apartado anterior. Muchas formas graficas estdn disponibles. En esta seccion
usted conocerd la grafica de barras, el histograma, el poligono y graficas de tallo y hojas.

2.5.1 Graficas de barras

La figura 2.1 muestra la distribucion de frecuencias relativas de la tabla 2.2 en la forma de una
gréfica de barras. Como se observa, las categorias de respuesta estdn representadas a lo largo del
eje horizontal (X) mientras que las frecuencias relativas aparecen a lo largo del eje vertical (y). La
frecuencia relativa para cada categoria de respuesta se lee como la altura, medida con respecto al

3El rango, que se define como el valor més alto menos el valor mds bajo, se analizard mds adelante.



20 Capitulo?2 Métodos descriptivos

0.6
0.5
0.4
0.3

0.2

Frecuencia relativa

0.1

0.0

ninguno leve moderado  severo

FIGURA 2.1: Gréfica de barras de las frecuencias
relativas de las puntuaciones del dolor.

eje Y, de una barra colocada por arriba de la categoria. Las gréificas de barras de frecuencias,
frecuencias acumulativas y frecuencias relativas acumulativas se construyen de manera similar,
donde la altura de las barras indica estas cantidades. Es facil ver en esta figura por qué las graficas
se utilizan con mucha frecuencia para describir datos. Aun un examen precipitado revela una
imagen clara de los patrones de respuesta.

2.5.2 Histogramas

La figura 2.2 es un histograma de las frecuencias relativas de las medidas de la presion sanguinea
de la tabla 2.4. Se observan muchas diferencias entre las figuras 2.1 y 2.2. Primero, las barras en
la figura 2.2 son contiguas, mientras que aquellas en la figura 2.1 no lo son. Esto se hizo para en-
fatizar el hecho de que los datos descritos en la figura 2.2 son continuos, mientras que los datos
de la figura 2.1 son discretos. Esta es la diferencia fundamental entre las gréficas de barras y
los histogramas. Las primeras se emplean con datos discretos y usan barras no contiguas, mientras
que los tltimos representan datos continuos y utilizan barras contiguas. El rétulo del eje X de la
figura 2.2 también requiere de una explicacion.

Tedricamente al menos, el valor medido de una variable continua es indicativo del rango, y
no de un punto en la escala de medicién. Por ejemplo, una presién sanguinea de 120 no significa
que el paciente tenga una presién sanguinea exactamente de 120, sino que su presién sanguinea
cae en algin punto entre 119.5 y 120.5. El dispositivo de medicién no es lo suficientemente
preciso para distinguir entre los valores de 119.7 y 120.1, por ejemplo, por lo que estos valores
se agrupan como 120. Esta conceptualizacion no estd relacionada con el error de medicidn, sino
con el nivel de precisidn del dispositivo de medicion. Resulta que si se determina que un intervalo
de clase va de 85 a 89, las presiones sanguineas realmente representan un rango de 84.5 a 89.5.
Estos valores se llaman los limites reales superior e inferior del intervalo. Con propdsitos compa-
rativos, en la figura 2.3 se muestra un histograma de la distribucion de frecuencias relativas con
ocho intervalos de las mediciones de la presion sanguinea.

2.5.3 Poligonos

Otra gréfica usada frecuentemente es el poligono. Como sucede con el histograma, se pueden
construir poligonos para cualquiera de las distribuciones aqui presentadas. La eleccién de una u
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FIGURA 2.3: Histograma de frecuencias relativas
de las mediciones de presién sanguinea en ocho
categorias.

otra es en gran parte una cuestion de gusto y conveniencia. La figura 2.4 es un poligono de la
misma distribucion de la figura 2.2. Los poligonos se construyen en forma similar a los histogra-
mas, excepto que en lugar de poner una barra sobre cada intervalo, se coloca un punto a la altura
apropiada del eje y. En el caso de los poligonos de frecuencias y de frecuencias relativas, el punto
se coloca en el punto medio del intervalo, en tanto que en las distribuciones acumulativas el punto se
coloca en el limite real superior del intervalo. Estos puntos se conectan luego con lineas rectas
que se unen al eje X en el extremo inferior, y en los poligonos de frecuencias y de frecuencias re-
lativas, con los extremos superiores de la distribucidn. Para los poligonos de frecuencias y de
frecuencias relativas, los puntos en los que la linea hace contacto con el eje X corresponden a los
que serian los puntos medios de un intervalo adicional en cada extremo de la distribucién. Esto
se observa claramente en la figura 2.5, en la pagina 22, donde la figura 2.4 estd superpuesta en la
figura 2.2. Los poligonos de frecuencias acumulativas y de frecuencias relativas acumulativas no
se conectan con la linea base en el extremo superior de la distribucidn, y se conectan en el extre-
mo inferior, en el limite real superior de un intervalo adicional afiadido al extremo inferior de la
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FIGURA 2.5: Poligono de frecuencias relativas
superpuesto al histograma de las mediciones de
presion sanguinea en 12 categorias.

distribucion. Esto se puede ver en la figura 2.6. Los poligonos son particularmente convenientes
cuando uno desea comparar dos o més distribuciones, por ejemplo, al incluir las presiones sanguineas
de hombres y mujeres en la misma grafica. (Véase también la figura 2.11 en la pagina 33).

2.5.4 Graficas de tallo y hojas

La gréfica de tallo y hojas es una herramienta grafica que estd relacionada con el histograma de
frecuencias y algunas veces se emplea en lugar de éste. Su principal ventaja sobre el histogra-
ma es que conserva los valores de la variable mostrada. La figura 2.7 en la pagina 24 muestra una
gréfica de tallo y hojas para los datos de la tabla 2.3. La similitud de esta figura con un histogra-
ma es evidente. Los siguientes pasos describen su construccion.

1. Divida cada observacién en un componente de “tallo” y “hoja” como se describe a con-
tinuacion.
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FIGURA 2.6: Poligono de frecuencias relativas acu-
mulativas de las mediciones de la presiéon sanguinea
en 12 categorias.

2. Elabore una lista de los componentes de tallo del valor mas pequefio al mas alto, como
se haria en el eje X de un histograma.

3. Coloque los componentes de hoja asociados con cada tallo encima del tallo en orden
ascendente.

El tallo de un niimero se define como todos los digitos en un niimero excepto por el que esté en el
extremo derecho. La hoja es entonces el digito que estd en el extremo derecho. De esta manera,
el tallo del valor de la presion sanguinea 86 es 8 y la hoja es 6. Asimismo, el tallode 113 es 11, con
una hoja de 3. Los tallos para las mediciones de la presién sanguinea aparecen horizontalmente
bajo lalinea en la figura 2.7. Las hojas que estdn asociadas con cada tallo se colocan arriba del tallo
en orden ascendente. El efecto es similar a un histograma de frecuencias, pero los valores
individuales de la presion sanguinea ain pueden recuperarse a partir del gréfico.

Es pertinente hacer algunas observaciones antes de dejar este tema. Primero, las gréficas de
tallo y hojas son mas efectivas con conjuntos de datos relativamente pequefios. Las 144 observa-
ciones representadas en la figura 2.7 estdn probablemente cerca de un maximo para este tipo de
gréifica. Segundo, en general, las gréificas de este tipo no se utilizan para mensajes difundidos ma-
sivamente, como la publicacién de informes de investigacién. Mds bien, los investigadores los
emplean de manera informal para comprender sus datos. Tercero, las gréificas de tallo y hojas
pueden ser mds complejas que la mostrada aqui. Por ejemplo, quiza las hojas consistan en dos o
mds digitos y los tallos podrian estar agrupados en forma similar a los histogramas agrupados.
Por dltimo, debe sefialarse que los tallos por lo general se colocan verticalmente, con las hojas
formando renglones. Esta norma no se siguié aqui para enfatizar la semejanza del gréfico con el
histograma.

2.6 METODOS NUMERICOS

Los métodos gréficos y de distribucién son herramientas excelentes para dar una descripcion
general de un conjunto de datos. Sin embargo, a menudo es deseable describir algunas caracte-
risticas numéricas especificas de un conjunto de datos. Tal vez la medida mds conocida de este
tipo es lo que comtinmente se denomina el “promedio”, o dicho con més precisién, la media
aritmética de un conjunto de datos. En esta seccién examinaremos cuatro categorias distintas de
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FIGURA 2.7: Gréfica de tallo y hojas de las
mediciones de la presidn sanguinea.
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tales medidas que son las medidas de tendencia central, las medidas de variabilidad, las medidas
de posicion relativa y las medidas asociadas con la forma de distribucién.

2.6.1 Medidas de tendencia central

Las medidas de tendencia central ofrecen informacion acerca de valores tipicos o promedio de un
conjunto de datos. Existen varias medidas de este tipo, pero nosotros tinicamente consideraremos
la media, mediana y moda puesto que son las mds usadas.

Media aritmética. La media aritmética es la medida de tendencia central mds conocida
y es a lo que mucha gente se refiere como el “promedio”. Se calcula sumando todas las observa-
ciones en el conjunto de datos y dividiendo esta suma entre el nimero de observaciones. Se agre-
ga el adjetivo “aritmética” para distinguirla de otras medias menos conocidas. Nosotros prescin-
diremos de este término en el libro en tanto que es la tnica forma de media que se estudiard
aqui.

Mis formalmente, 1a media de una muestra se define como®

2 @2.1)

n

f:

mientras que su equivalente para la poblacion estd dada por

_ZX 2.1
m=N

La notacién para estas expresiones es similar a lo que se explic en el apartado 2.3. Las
formas de los estadisticos y de los pardmetros difieren inicamente en el simbolo que se utiliza en
la parte izquierda de la ecuacion, y el uso de n mintdscula y mayuscula, que es una norma comun
para denotar el nimero de observaciones en una muestra y en una poblacion, respectivamente.

EJEMPLO 2.1

Calcule 1a media de los ntimeros 3, 5,4, 8, 7.

Solucion

3+5+4+8+7
— =

54

_f:

Entre las muchas propiedades de la media se encuentran las siguientes.

1. Se define de modo inequivoco en tanto que su método de célculo es reconocido en forma
general.

2. Es tnica, ya que un conjunto de datos tiene una y s6lo una media.

3. Su valor estd influido por todas las observaciones en el conjunto de datos.

4Como se indicé anteriormente, se omitirdn los subindices de las férmulas, excepto en situaciones
potencialmente ambiguas.
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Mediana. A diferencia de lo que sucede con la media aritmética, hay varias formas de
definir y calcular la mediana. La definicién més comdn sostiene que la mediana es el valor que
divide a un conjunto de datos en dos partes iguales, de manera que el nimero de valores mayores
que o iguales a la mediana es el mismo que el nimero de valores menores que o iguales a la
mediana.

La forma mas comun de calcular la mediana cuando el nimero de valores es impar es ordenar
las observaciones en términos de su magnitud y luego elegir el valor intermedio como la mediana.
Una manera mds formal de expresar lo anterior estd dado por’

Mediana (n impar) = Xn+1 2.3)
2

donde n es el niimero de observaciones y 241 5 el subindice de X.

Cuando el nimero de observaciones en un conjunto de datos es par, no hay un valor medio
a elegir como la mediana. En este caso, la mediana se calcula como la media de los dos valores
intermedios. Una manera mds formal de expresar esto estd dado por

x” + -le
z Zh

Mediana (n par) = % 2.4)

donde % y g+1 son los subindices para identificar los dos valores intermedios.

EJEMPLO 2.2

Calcule la mediana de los nimeros 3, 5, 4, 8, 7,0, 12.

Solucién  Primero se ordenan los valores de acuerdo con su magnitud como

3 valores m’e_d/i_ar‘la 3 valores -
034 3 7812
Puesto que el nimero de observaciones es impar, la mediana serd el valor intermedio, que es
cinco. Note que hay cuatro nimeros que son mayores que o iguales a cinco y cuatro niimeros que
son menores que o iguales a cinco, por lo que se satisface la definicién de mediana enunciada
arriba.
La aplicacién de la férmula 2.3 con n igual a 7 produce X, = 5, que es el mismo valor
obtenido arriba por inspeccién.

EJEMPLO 2.3
Calcule la mediana de los nimeros 14, 8, 3,-1,0, 12, 12y 11.

Solucién  Si ordenamos los datos y notamos que el nimero de observaciones es impar,

. . . 8+11
promediamos los dos valores intermedios (esto es, X, ¥ X5) y obtenemos =95

_ valores
intermedios

103 811 121214 u

5Nosotros no marcaremos la diferencia entre el estadistico y el pardmetro de la mediana y la moda
debido a que no se empleardn en un contexto inferencial en este libro. Se seguird la misma politica para los
estadisticos en secciones posteriores.
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FIGURA 2.8: Conceptualizaciéndela
mediana de una variable continua.

EJEMPLO 2.4

Calcule la mediana de los nimeros 3, 2,0, 2,1, 1, 2, 2.

Solucién  Nuevamente, notando que el nimero de observaciones es par, promediamos los valo-
2+2 _ 2
=2

valores
intermedios

——
011 22 223

Note que este valor no satisface la definicién de mediana enunciada arriba, puesto que hay
siete valores menores que o iguales a dos, y cinco que son mayores que o iguales a dos. Claramente,
el dos no divide el conjunto de datos en dos partes iguales. Esta dificultad a menudo se origina
cuando hay observaciones empatadas cerca de la mitad de la distribucién. |

res intermedios (esto es, X, y X5) para obtener

Una definicién de mediana menos conocida pero potencialmente més util plantea que hay
un punto en la escala de medicién ubicado de tal manera que deja a la mitad de las observaciones
por arriba de él y a la otra mitad por debajo.® Esta definicién no da un valor tinico para la mediana,
pero cuando se combina con el método de cdlculo descrito a continuacién si arroja tal resultado.

La escala conceptualizada que se muestra en la figura 2.8 resulta qtil para demostrar esta
definicién de la mediana, asi como su célculo. Usted recordard del apartado 2.5.2 que las puntua-
ciones obtenidas de las mediciones de variables continuas se consideran valores indicativos que
se sitian dentro de intervalos especificos de la caracteristica subyacente, mds que en puntos espe-
cificos. De tal manera, si tenemos intervalos de longitud 1, una puntuacién de O indica un valor
de la caracteristica que se sitda entre —.5 y .5. Estos valores se conocen, respectivamente, como
los limites reales inferior y superior de un intervalo. Una puntuacién de 1 indica un valor entre el
limite real inferior de .5 y el limite real superior de 1.5, y asi sucesivamente. Asf pues, el limite
real superior de un intervalo es también el limite real inferior del siguiente valor mds grande. La

6Véase la explicacién sobre los percentiles en la pagina 38 para una definicién de la mediana como
percentil.
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figura 2.8 muestra estos intervalos para los datos en el dltimo ejemplo. Para los actuales prop6sitos
se supone que las observaciones empatadas estdn uniformemente distribuidas a lo largo del inter-
valo que representan.” De ese modo, puesto que hay cuatro 2 en el conjunto de datos, se supone
que el intervalo de 1.5 a 2.5 puede dividirse en cuatro partes iguales, donde los cuatro 2 estdn
distribuidos de igual forma a lo largo de estos subintervalos, como se muestra en la figura.
Asimismo, como hay dos 1, el intervalo de .5 a 1.5 se divide en dos subintervalos, donde cada
una de las dos puntuaciones ocupa cada subintervalo. Las ubicaciones especificas de los valores,
marcadas como “X” en la figura, son desconocidas. Se supone que s6lo se conoce el intervalo o
subintervalo dentro del cual caen los valores.

El problema es encontrar un punto en esta escala debajo del cual y sobre el cual caiga la
mitad de las observaciones. Puesto que hay un total de 8 observaciones, la mitad de las observa-
ciones seria (.5)(8) = 4. Existe una observacién menor que .5, 3 observaciones menores que 1.5,
y 7 menores que 2.5. La mediana, por lo tanto, debe caer en el intervalo de 1.5 a 2.5. A este
intervalo se le conoce como el intervalo de la mediana. Como hay tres observaciones que son
menores que el limite real inferior del intervalo de la mediana, esta dltima debe caer en un punto
en el intervalo de la mediana que sea mayor que una de las cuatro observaciones en el intervalo.
Como se aprecia en la figura, este punto estaria en 1.75. Note que dada la suposicién de una
dispersion similar a lo largo del intervalo, hay cuatro observaciones por debajo y por arriba de
1.75, por lo que se satisface la definicion enunciada antes. Este método para calcular la mediana
puede formalizarse al ordenar los datos en una distribucién de frecuencias acumulativas y
aplicando

() of
Mediana =LRL+wW) — (2.5)

donde LRL es el limite real inferior (por las siglas de lower real limit) del intervalo de la mediana,
W es la anchura del intervalo de la mediana, calculado como la diferencia entre los limites reales
superior e inferior del intervalo, n es el nimero total de observaciones, cf es la frecuencia
acumulativa (cumulative frequency) hasta el intervalo de la mediana y f es la frecuencia del
intervalo de la mediana.

Aplicando la ecuacién 2.5 al problema se produce

1.5+(1.0)

X 3 _y 75
4

que es el resultado obtenido por inspeccion.

Es conveniente sefialar dos excepciones al uso de la férmula 2.5. La primera de ellas se
conceptualiza en la figura 2.9. En este caso hay ocho observaciones, cuatro de las cuales estdn por
debajo del limite superior de 1.5 y las otras cuatro estdn por arriba de ese punto. Entonces no hay
intervalo de mediana debido a que el punto que divide (de manera inequivoca) los datos en dos
partes iguales se ubica en el limite superior (o inferior) de un intervalo. En situaciones de este
tipo la mediana se toma como el valor en el limite real, como se muestra en la figura.

La segunda excepcidn estd representada en la figura 2.10. En este caso hay cuatro observacio-
nes, dos de las cuales caen por debajo y las otras dos caen por arriba del limite real superior de
.5. El problema es que esta afirmacién es cierta para cualquier punto entre .5 y 2.5 en la escala.
Esto resulta de las frecuencias cero en intervalos, cerca del centro de la distribucion. En este caso

TEsto se conoce algunas veces como la suposicién de isomorfismo.
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el punto medio del intervalo (o intervalos) se toma como la mediana, lo que da por resultado una
mediana de 1.5.

EJEMPLO 2.5

Utilice el método presentado aqui para calcular las medianas de los valores en los ejemplos 2.2
y 2.3.

Solucion  Aplicando la férmula 2.5 al primer ejemplo se obtiene

(D -3 _
1

4.5+(1.0) 5.0 |

que es la respuesta obtenida antes.

Para el segundo ejemplo, notamos que hay cuatro observaciones por debajo de 8.5 y cuatro
observaciones por arriba de 10.5. Como cualquier punto en el intervalo de 8.5 a 10.5 satisface la
definicién, el punto medio del intervalo, que es 9.5, se toma como la mediana. Este es el resultado
obtenido previamente.

EJEMPLO 2.6

Calcule la mediana de las puntuaciones de la tabla 2.3 en la pagina 18.

Solucién  Ordenando los datos en una distribucién de frecuencias simple y luego aplicando la
ecuacién 2.5 obtenemos

125.5+(1.0)w=126.36 n
EJEMPLO 2.7
Encuentre la mediana de los siguientes datos.
Frecuencia
Puntuacion  Frecuencia  acumulativa
2.4 3 145
2.3 40 142
2.2 36 102
2.1 21 66
2.0 18 45
1.9 8 27
1.8 14 19
1.7 5 5

Solucion Al observar que (.5)(n) =72.5 y que los limites reales inferior y superior del intervalo
2.2 tienen frecuencias acumulativas de 66 y 102 respectivamente, identificamos que el interva-
lo de la mediana va de 2.15 a 2.25. Aplicando la férmula 2.5 obtenemos

2.15+(.10)W:2.17 |
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Para resumir, cuando se calcula la mediana por el método aqui descrito, tres diferentes
escenarios son posibles. 1) Cuando el intervalo de la mediana es identificado, se aplica la férmula
2.5.2) Cuando la mitad de las observaciones caen por debajo y la mitad por arriba del limite real,
y el intervalo que estd por arriba del limite tiene una frecuencia diferente de cero, el limite real se
toma como la mediana. 3) Cuando la mitad de las observaciones caen por debajo y la mitad por
arriba del limite real, y el intervalo que estd por arriba del limite tiene una frecuencia de cero, el
punto medio del intervalo (o intervalos) de la frecuencia cero se toma como la mediana.

Entre las muchas propiedades de la mediana estan las siguientes:

1. Se puede definir y calcular en diversas formas.

2. Es tnica de acuerdo con una definicién especifica y una forma de cdlculo, ya que un
conjunto de datos tiene una y solo una mediana.

3. Es insensible a observaciones extremas.

Moda. La moda de un conjunto de datos es la puntuacién o puntuaciones que ocurren con
mayor frecuencia. Si todos los puntos en un conjunto ocurren con la misma frecuencia, no
hay moda. Por otro lado, si dos o mds puntuaciones ocurren con igual frecuencia y esa frecuencia
es mayor que la de las otras puntuaciones en el conjunto, entonces habrd mas de una moda.

En el caso de datos de nivel nominal u ordinal se puede calcular la categoria modal. La categoria
modal es aquella que tiene mayor frecuencia. Si dos o mds categorias tienen la misma frecuencia y
ésta es mayor que la de todas las demds categorias, entonces hay mas de una categoria modal.

EJEMPLO 2.8
Calcule la moda de los datos que se muestran en la tabla 2.3 en la pdgina 18.

Solucién Al revisar la tabla 2.3 vemos que el valor de presién sanguinea de 137 ocurre 11 veces
en el conjunto de datos, mds que cualquier otro valor. La moda es entonces 137.

EJEMPLO 2.9
Calcule la(s) moda(s) de los nimeros 7, 8,9,7,7,4,9,5,9,3,1,9,7y 8.

Solucion  Las modas pueden identificarse facilmente una vez que los datos se han ordenado en
una distribucién de frecuencias, como se muestra mds adelante. Puesto que tanto el 9 como el 7
tienen una frecuencia de 4, que es mayor que la frecuencia de cualquier otro valor, 9 y 7 son las
modas de los datos.

Puntuacion  Frecuencia

O 001 O W AW —
A O PRARO R~ = =0~
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EJEMPLO 2.10
Calcule la categoria modal de los datos descritos en la tabla 2.2 en la pagina 16.

Solucién  La categoria modal es “ninguno” porque tiene una frecuencia de 31, que es mayor
que la frecuencia de cualquier otra categoria. |

Comparacién de las propiedades de la media, mediana y moda.

1. La mediay la mediana son medidas que localizan la “mitad” de una distribucién en cierto
sentido. Esto no necesariamente es cierto para la moda.

2. La moda puede ser inestable en muestras pequefias. Por ejemplo, 1a moda de los nimeros
1,1,1,2,3,4,5y 5 es 1. Pero si uno de los 1 se cambia por 0, el conjunto se vuelve
bimodal. Por otra parte, si uno de los 1 se cambia por 5 la moda serd 5.

3. La mediana no es afectada por el tamafio de las puntuaciones en los extremos superior e
inferior de la distribucién para la que se calcula. Por ejemplo, la medianade 1,2,3,4y 5
es 3. Siel 5 se cambia por 490, la mediana atin es 3.

4. La media es afectada por el tamafio de cada valor en un conjunto de datos. Por ejemplo,
la media de un conjunto original de nimeros dado anteriormente fue 3. Después de
cambiar el 5 por 490, la media fue 100.

5. Lamedia juega un papel importante en la estadistica inferencial, mientras que la mediana
juega un papel insignificante y la moda practicamente ninguno.

2.6.2 Mediciones de variabilidad

La figura 2.11 muestra las distribuciones de frecuencias de dos conjuntos de datos que tienen una
media, una mediana y una moda igual a cuatro. A pesar de sus medidas de tendencia central
similares, estos conjuntos de datos difieren en un aspecto importante. Las puntuaciones de la
distribucion A estdn menos dispersas o separadas que las de la distribucién B. En otras palabras,
los puntos de A son mds homogéneos que los de B. Como usted aprenderd en capitulos posteriores,
es importante poder cuantificar el grado de dispersién en un conjunto de datos. Las medidas
de este tipo se conocen como medidas de variabilidad o dispersion.

Como sucede con las medidas de tendencia central, hay muchas medidas de variabilidad. En
este apartado usted conocerd cuatro de ellas: el rango, la desviaciéon media, la varianza y la
desviacién estdndar.® En tanto que todas ellas son titiles en ciertas circunstancias, las tltimas dos
son las mds importantes y formardn la base de muchos métodos que usted estudiard en capitu-
los posteriores.

Rango. El rango estd en funcién unicamente de las puntuaciones mds grande y mds
pequeiia de un conjunto de datos. A menudo se identifican dos formas de rango. El rango exclu-
sivo se define como la diferencia entre las puntuaciones més grande y mas pequefia de un conjunto
de datos, o mas formalmente

Rango (exclusivo) = X| —Xg (2.6)

donde X| y Xg son las puntuaciones mds grande y mas pequefia del conjunto de datos, respectiva-
mente.

8Una medida adicional de variabilidad, el rango semi-intercuartilar, se analiza en relacién con los
percentiles en el apartado 2.6.3.
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Distribucion A

Distribucion B

Frecuencia
(OS]
T

0.0

1.0 2.0 3.0 40 5.0 6.0 7.0 8.0

FIGURA 2.11: Dos distribuciones con media,
mediana y moda en comun.

EJEMPLO 2.11
Calcule los rangos exclusivos de los datos en la figura 2.11

Solucion  Elrango exclusivo para la distribucién A es 5 — 3 = 2, mientras que para la distribucion
Bes7-1=6. |

El rango inclusivo toma en cuenta los limites reales superior e inferior (véase el apartado
2.5.2 en la pagina 20 y la explicacién al inicio de la pagina 27) de la puntuacién mds alta y de la
puntuacién mds baja, y se expresa como

Rango (inclusivo) = URL - LRLg 2.7

donde URL, y LRLg son el limite real superior (upper real limit) de la puntuacion més grande y
el limite real inferior (lower real limit) de la puntuacién mds pequea, respectivamente, en un
conjunto de datos.

EJEMPLO 2.12
Calcule los rangos inclusivos de los datos en la figura 2.11.

Solucién  El rango inclusivo para la distribucién A es 5.5 — 2.5 = 3, mientras que para la
distribuciéon Bes 7.5 - .5=17. |

El rango es una medida de variabilidad inestable por el hecho de que se basa en dos valores
unicamente. Un cambio en una de estas puntuaciones puede afectar drasticamente el rango.

Desviacion media.  Aligual que el rango, la desviacién media es una medida de variabilidad
altamente intuitiva. Sin embargo, a diferencia del rango, la desviacién media toma en cuenta todos
los datos para el célculo de la variabilidad, por lo que se trata de un estadistico mds estable.

Diversas medidas de variabilidad estdn basadas en las diferencias entre los valores de una
distribucidn y algin punto central en la distribucion. Por ejemplo, suponga que se calcula la dife-
rencia X — X para cada puntuacién de un conjunto de datos. Este valor, llamado puntuacion de
desviacion o simplemente una desviacion,’ indica el nimero de unidades entre la puntuacién y
la media. Cuando los datos estdn “agrupados” de forma estrecha alrededor de la media, las desvia-
ciones tienden a ser pequefas. Para datos que estdn mds dispersos, las desviaciones son mas
grandes. Es posible que una representacion razonable de la variabilidad se base en el promedio

9Las desviaciones también pueden tomarse a partir de la mediana o de otros puntos de una distribucién,
pero usaremos el término para referirnos a las desviaciones con respecto a la media.
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TABLA 2.6: Célculo de la desviacién mediay la varianza de la distribucion A.

(1) @) 3 “ (&)

X X2 =X |x=x |x=x]
3 9 -1 1 1
3 9 -1 1 1
3 9 -1 1 1
4 16 0 0 0
4 16 0 0 0
4 16 0 0 0
4 16 0 0 0
4 16 0 0 0
5 25 1 1 1
5 25 1 1 1
5 25 1 1 1
Y 44 182 0 6 6

de estas desviaciones. Cuando los datos se encuentran mas esparcidos, el promedio de las desvia-
ciones es mayor que para los datos con menor dispersion. La dificultad del uso de las desviaciones
de esta forma es que siempre suman cero. (Véase el apartado 2.3.2 en la pagina 13 para mds deta-
lles). Este problema puede ser eliminado tomando los valores absolutos de las desviaciones. Esto,
entonces, es el fundamento de la desviacién media. La desviacion media (MD, por las siglas
de mean deviation) es el promedio de los valores absolutos de las desviaciones en un conjunto de
puntuaciones. La expresion formal es

MD = 2 x-%] (2.8)
n

EJEMPLO 2.13
Calcule la desviacion media de los datos descritos en la figura 2.11

Solucién  La columna (1) de la tabla 2.6 muestra las puntuaciones que forman la distribucién A
enlafigura2.11. Las columnas (3) y (4) de esta tabla muestran, respectivamente, las puntuaciones
de desviacion y los valores absolutos de las puntuaciones de desviacion para los datos de la
columna (1). Utilizando la suma de la columna (4) obtenemos

MD—6

=—=.55 |
11

La tabla 2.7 presenta los resultados para la distribucién B. Utilizando la suma de la columna
(4) de esta tabla obtenemos

MD=E=1.45
11

De esta manera, el promedio de la desviacién de las puntuaciones de la distribucion A fue de
.55 unidades, mientras que en la distribucién B fue de 1.45 unidades; por lo tanto, se confirma
que la distribucién B tiene mayor variabilidad que la distribucién A.
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TABLA 2.7: Célculo de la desviacién mediay la varianza de la distribucién B.

(1) @) 3 “ &)

X X2 =X |x=x| |x=x
1 1 -3 3 9
2 4 -2 2 4
2 4 -2 2 4
3 9 -1 1 1
4 16 0 0 0
4 16 0 0 0
4 16 0 0 0
5 25 1 1 1
6 36 2 2 4
6 36 2 2 4
7 49 3 3 9
> 44 212 0 16 36

Varianza. La varianza es una medida de variabilidad menos intuitiva pero generalmente
mds util que el rango o la desviaciéon media. Como estadistico descriptivo, la varianza es menos
interesante que la desviacién media, pero en general resulta mas ttil en virtud de su papel en
la inferencia, como se verd en capitulos posteriores. Igual que la desviacién media, la varianza
utiliza desviaciones como base, pero las eleva al cuadrado en lugar de utilizar los valores absolu-
tos. El pardmetro estd dado por

o2 = Y (x—p)? (2.9)
N

De esta manera, el parametro de la varianza es el promedio del cuadrado de las desviaciones
de las puntuaciones que conforman la poblacién. El estadistico es

$2 ZM (2.10)

n—1

Usted notard que el divisor para el estadistico es N — 1, mientras que para el pardmetro es N.
Esto se deriva del hecho de que s? se utiliza comtinmente como un estimado de o2 en escenarios
inferenciales, como se verd mds adelante. Se puede ver que si el divisor de s2 fuera n, la estimacién
resultante estaria sesgada. Esto es, en promedio el valor de s? seria mas pequefio que o 2. Di-
vidiendo entre n — 1 se elimina este sesgo, haciendo que s? sea un mejor estimado de o 2. Esto
es mds bien tedrico y estd mds alld del alcance de este libro, por lo que no necesitaremos abundar
mds al respecto.

EJEMPLO 2.14

Calcule la varianza de los datos presentados en la figura 2.11 de la pagina 33.



36 Capitulo?2

Métodos descriptivos

Solucién  La columna (5) de la tabla 2.6 muestra el cuadrado de las desviaciones de los datos
de la distribuciéon A. Utilizando la suma de esta columna obtenemos

2 6

=—=.60
10

N

Al utilizar la suma de la misma columna en la tabla 2.7 obtenemos

s2=3%_360
10

para la distribucién B. |

Las ecuaciones presentadas arriba para la varianza se llaman ecuaciones conceptuales
porque reflejan el concepto de varianza. Esto es, transmiten la idea de que la varianza estd basada
en desviaciones al cuadrado. Algunas veces es mds conveniente emplear ecuaciones computacio-
nales. Las ecuaciones computacionales son ttiles para calcular la varianza, pero no dan a cono-
cer el concepto. Podemos utilizar las reglas dadas en el apartado 2.3.2 para encontrar una ecuacién
computacional cominmente utilizada para la varianza. Utilizando el numerador de la férmula
2.10, que se denomina suma de cuadrados, notamos que

> (x-%)? =Y (x2 - 2xx +¥2)
regla 4
=2x2—22xf+27cz

regla2  regla 1
—

=3 2225 x+ 2
v (X (3]

+
n n

=2x2—(zx)

n

Esta forma de la suma de cuadrados, asi como su contraparte poblacional, pueden dividirse
entre N — 1 o N para producir las siguientes ecuaciones computacionales para la varianza.

2 2 X x)°

x2 =77

02=T’V (2.11)
sz _ (X x)?

S2=Tln (212)

EJEMPLO 2.15

Utilice la ecuacion 2.12 para calcular la varianza de los datos mostrados en la figura 2.11.
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Solucién  Utilizando las sumas de las columnas (1) y (2) de la tabla 2.6 se obtiene

212 G442
S T
10

52

que es el mismo resultado obtenido con la ecuacidn conceptual. Asimismo, tomando las mismas
sumas de la tabla 2.7 obtenemos

(44)2
212 -
52 =——H =360
10
que es nuevamente el mismo valor obtenido por medio de la ecuacién conceptual. |

Tal vez la varianza no sea muy atractiva como estadistico puramente descriptivo, ya que se
expresa en unidades al cuadrado, pero como veremos, es uno de los conceptos mas importantes
en estadistica.

Desviacion estdndar. La desviacion estandar se define como la raiz cuadrada de la va-
rianza. De los resultados anteriores se deduce que el pardmetro estd dado por

_ 2
oo /Z(XN 2 (2.13)

y
(2.14)
El estadistico es
5= ¥ (2.15)
y
(2.16)
EJEMPLO 2.16

Calcule la desviacion estandar de los datos mostrados en la figura 2.11.

Solucién  La desviacion estdndar de la distribucién A es +/.60 =.77 y la de la distribucién B es

+/3.60 =1.90. |

La varianza estd expresada en términos del cuadrado de las unidades originales de medicién.
De esta manera, si las mediciones estdn en gramos, la varianza se expresa en gramos al cuadrado.
En contraste, la desviacidn estandar calcula el valor de la variabilidad en términos de las unidades
originales, gramos en este caso. Tendremos la oportunidad de utilizar mds la varianza y la desvia-
cion estdndar en los capitulos siguientes.
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2.6.3 Medidas de posicion relativa

En este apartado usted aprendera sobre los métodos que localizan las posiciones relativas de las
observaciones en una distribucién. Por ejemplo, tal vez desee encontrar un punto en la escala de
medicion debajo del cual se localiza el 25% de las observaciones de la distribucién. Los puntos
caracterizados en esta forma se llaman percentiles. Por otra parte, quizds desee calcular el porcen-
taje de observaciones que se localizan por debajo de un punto especifico en la escala. Estos por-
centajes se llaman rangos percentiles. Por tltimo, tal vez desee determinar la posicién de una
observacion en relacion con la media de una distribucién por medio de las llamadas puntuacio-
nes z. Asi que ahora examinaremos los percentiles, los rangos percentiles y las puntuaciones z.

Percentiles. Para calcular la mediana usted aprendi6 a encontrar un punto en la escala de
medicioén debajo del cual se localiza la mitad (o 50%) de las observaciones. Este punto es la me-
diana. Este concepto puede ampliarse para encontrar un punto en la escala debajo del cual se
localiza un porcentaje arbitrario de observaciones. Por ejemplo, tal vez usted desee encontrar el
punto debajo del cual cae el 25 o el 75% de las observaciones. A estos puntos se les llama
percentiles 25 y 75, respectivamente. Un percentil es un punto en la escala de medicién debajo
del cual se localiza un porcentaje especifico de las observaciones. Con base en esta definicion, la
mediana se define como el percentil 50.

Dado que la mediana es s6lo un ejemplo de un percentil, a usted no le sorprendera saber que
el método que aprendi6 para el cédlculo de la mediana puede generalizarse para obtener cualquier
percentil. Este es un buen momento para que usted repase los conceptos relacionados con la
mediana presentados en la pagina 26, tal como se aplican directamente al problema en cuestion.
Una pequefia modificacién de la ecuacién 2.5 produce

(2.17)

P, = LRL+(W){—(pr)(’})_cf}

donde Pp representa el p-€simo percentil, LRL es el 1imite real inferior del intervalo que contiene
el p-ésimo percentil, w es la anchura del intervalo, calculada como la diferencia entre los limites
reales superior e inferior de ese intervalo, pr es p expresada como una proporcion (esto es, p/100),
n es el nimero total de observaciones, cf es la frecuencia acumulativa hasta el intervalo del
percentil y f es la frecuencia de ese intervalo.

Note que la unica diferencia entre las ecuaciones 2.5 y 2.17 es la sustitucién de pr por la
constante .5. Esto permite la flexibilidad para calcular cualquier percentil més que restringir el
célculo al percentil 50% (mediana).

EJEMPLO 2.17
Calcule los percentiles 25, 60 y 75 de los datos en la tabla 2.3 de la pagina 18.

Solucién  Mediante la construccién de una distribucién de frecuencias acumulativas y obser-
vando que (.25)(144) =36, el intervalo del percentil 25 es 114.5 a 115.5. Esto se deduce del hecho
de que la frecuencia acumulativa hasta el limite real inferior de 114.5 es 35 y para 115.5 es 41. El
punto en la escala debajo del cual hay 36 observaciones debe estar entre estos dos limites.
Utilizando esta informacién con la ecuacién 2.17 se obtiene

Pys =114.5+(1.0)

[(.25)(14;4) - 35} s
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Dado que (.6)(144) = 86.4, y que las frecuencias acumulativas hasta 129.5 y 130.5 son 82 y
87 respectivamente, P60 debe localizarse en este intervalo. Nuevamente, aplicando la ecuacién
2.17 se obtiene

=130.38

Py =129.5 +(1.0)[W]

Utilizando el mismo método, P75 se obtiene de la siguiente manera

Ps=1345+ (1.0)[%} =134.63 ]
EJEMPLO 2.18
Calcule P 5, P,y y Pgg de los siguientes datos.
Frecuencia
Puntuacion  Frecuencia acumulativa
i 22 80
.6 26 58
.5 0 32
4 0 32
3 20 32
2 7 12
.1 4 5
.0 1 1

Solucion P, s es el punto en la escala de medicion debajo del cual se localiza el 15% o (.15)(80)
=12 de las observaciones. Puesto que la frecuencia acumulativa del limite real superior de .25 es
12, .25 es el percentil 15. (Repase la explicacion sobre la mediana en la pagina 26 si usted no
sigue esta logica.)

Dado que (.4)(80) = 32 de las observaciones se localizan debajo de cualquier punto entre .35
y .55, el punto medio de .45 se toma como el percentil 40. (Nuevamente, repase la discusiéon de
la mediana si la respuesta se le escapa.)

Puesto que las frecuencias acumulativas hasta .55 y .65 son 32 y 58 respectivamente, el
punto debajo del cual se localizan (.69)(80) = 55.2 observaciones debe estar en el intervalo de .55
a.65. Aplicando la ecuacién 2.17 se obtiene

Py =.55+(.10) =.64. n

[(.69)(80) - 32}

26

Los percentiles a menudo se utilizan para comparar la puntuacién de un individuo con las de
un grupo mds grande. Por ejemplo, un pediatra puede estar preocupado porque el peso de un bebé
estd por debajo del quinto percentil en una tabla de crecimiento de bebés de la misma edad, ya
que pocos bebés de esa edad tienen un peso tan bajo. Asimismo, las personas que obtienen
puntuaciones por arriba de algtin percentil especifico en un examen podrian ser seleccionadas
para recibir honores especiales. Observe que en ninguno de los casos se hacen comparaciones
con algiin estdndar absoluto, sino con otras puntuaciones.

Los percentiles también son titiles para describir distribuciones. Mediante el uso de percentiles
uno puede divulgar el hecho de que el 5% de las observaciones caen debajo de un punto dado
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(Ps) 0 que el 50% de las observaciones se ubican entre dos puntos, P,5 y P,5. Como los percentiles
se utilizan tan comtinmente para este propdsito, algunos de ellos tienen designaciones especificas.
Por ejemplo, P, Py, P ... Py, se llaman deciles (del primero al noveno) porque dividen la
distribucién en 10 componentes con 10% de las observaciones en cada uno. Asimismo, on, P 400
Pso ¥ Pgq se llaman primero, segundo, tercero y cuarto quintiles (término derivado de cinco),
mientras que P,s, Ps,y P;5 son el primero, segundo y tercer cuartiles. (Note que el quinto decil,
el segundo cuartil y la mediana son términos diferentes que designan el mismo punto). En
conjunto, los percentiles, deciles, quintiles y cuartiles se conocen como cuantiles.

Finalmente, algunos estadisticos descriptivos se basan en percentiles. Por ejemplo, una me-
dida de variabilidad que se utiliza algunas veces, llamada rango semiintercuartil o semiinter-
cuartilico (o Q) se calcula por

P—P
Q{%} (2.18)

Rangos de percentiles. Como usted sabe, un percentil es un punto en la escala de medicién
debajo del cual se localiza cierto porcentaje de las observaciones. En contraste, un rango de per-
centil (PR, por las siglas de percentile rank) es el porcentaje de las observaciones que cae debajo
de un punto dado en la escala. De esta manera, los percentiles son puntos y los rangos de percen-
tiles son porcentajes. Debido a la estrecha relacién entre estos dos conceptos, a menudo se
confunden o se utilizan de forma indistinta. Con base en las mismas suposiciones utilizadas para
el célculo de los percentiles, podemos usar la siguiente ecuacion para obtener los rangos de per-
centiles.

f(P—LRL)
100[7w +cf} 2.19
RP, =
n

donde P es el punto en la escala para el cual se calculara el rango de percentil, LRL es el limite real
inferior del intervalo que contiene a P, w es la anchura del intervalo, calculado como la diferencia
entre los limites real superior e inferior, n es el ndmero total de observaciones, cf es la frecuen-
cia acumulativa hasta el intervalo que contiene a P, y f es la frecuencia de ese intervalo.

EJEMPLO 2.19

Utilice los datos de la tabla 2.3 en la pagina 18 para calcular los rangos de percentiles de los
puntos de escala 114.67, 130.38 y 134.63.

Solucién  Si observamos que 114.67 cae en el intervalo de 114.5 a 115.5 y utilizamos otra
informacién de la tabla 2.3 en la ecuacién 2.19 se obtiene

100 I: 6(1 14.6;;)1 14.50) + 35.0:|

RP, = =25
114.67 144

Utilizando el mismo método para los dltimos valores se produce

5(130.38-129.50)
1.0

144

100[ +82.0}

RP 333 = =60
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100 [ 8(134.6?;}1 34.50)

+107 .0]
RP, =
134.63 144

-75 u

Ninguno de estos resultados debe sorprenderlo ya que estos tres puntos se identificaron antes
como los percentiles 25, 60 y 75.

Por desgracia, los analistas de datos generalmente no estdn interesados en encontrar el rango
percentil de un punto en la escala de medicién, sino que mds bien quieren conocer el rango
de percentil de una puntuacion u observacion. Esto presenta una dificultad ya que, como usted
sabe, las puntuaciones no son puntos en la escala, sino que representan intervalos. ;Como se
calcula entonces el rango de percentil de una puntuacién? En esencia, usted debe elegir un punto
en la escala para representar la puntuacién. Para ello se utilizan tres alternativas comunes.

1. El limite real inferior del intervalo de la puntuacion.
2. El punto medio del intervalo de la puntuacién.
3. El limite real superior del intervalo de la puntuacién.

Cuando se usa el limite real inferior, la ecuacién 2.19 se simplifica a

RP, = 100[‘7( } (2.20)

n

Para los métodos del punto medio y limite real superior las simplificaciones son

RP, = 100[%} 2.21)
y
RP, = 100[M} 2.22)
n

donde todos los términos se definieron previamente.

EJEMPLO 2.20

Utilice los métodos del limite real inferior, del punto medio y del limite real superior para calcular
el rango de percentil de una puntuacién de 134 en la distribucién presentada en la tabla 2.3.

Solucién  Los métodos del limite real inferior, del punto medio y del limite real superior produ-
cen respectivamente

102
RP, =100 — |="71
133.5 [144}
Ry - 00 D102,

144
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y
5+102
RP, =100 ——— (=74
134.5 |: 144 }
Redondeamos los resultados porque generalmente no se reportan fracciones de los rangos de
percentiles. [

Antes de dejar este tema queremos enfatizar la aseveracién previa de que existen varias
definiciones y métodos de cdlculo para los percentiles y rangos de percentiles. Los autores
generalmente no aclaran esto, lo cual algunas veces provoca confusion. Esto también explica por
qué varios programas de computo parecen producir resultados conflictivos. Nuestro objetivo aqui
ha sido no sélo ofrecerle los métodos titiles para el manejo de estos estadisticos, sino también
darle una base intuitiva que le permitan comprender los conceptos implicados.

Puntuaciones z Los percentiles localizan puntos relativos a todas las observaciones en un
conjunto de datos. Por ejemplo, el percentil 25 es el punto debajo del cual se localiza el 25% de
los datos. En contraste, las puntuaciones z localizan puntos relativos a la media de los datos.
Usted ya ha visto una forma de hacer esto. Las puntuaciones de desviacién (véase la pagina 33),
calculadas como X—X muestran qué tan lejos estd una observacién por arriba o por debajo de la
media de los datos. Una puntuacién de desviacién de menos seis indica que el punto en cuestién
se localiza a seis unidades por debajo de la media, mientras que una desviacién de uno indica que
el punto estd una unidad por arriba de la media. Un problema que surge con las puntuaciones
de desviacion es que son dependientes de la escala. Suponga que las puntuaciones de desvia-
cién de la presion sanguinea y el peso de un paciente son 12 y 16 respectivamente, cuando
se comparan con otros pacientes de la misma edad. Es dificil comparar estas dos puntuaciones
porque estan en escalas diferentes. Obviamente, el paciente estd por arriba de la media de cada
medida pero, en términos relativos, ;qué tan lejos? Seria ttil que la presién sanguinea y el peso
estuvieran en una escala comtin.

Una puntuacion zindica la distancia y direccién de un punto a partir de la media en términos
de unidades estdndar. De manera mds precisa, una puntuacioén z de una muestra estd dada por

xX—X

(2.23)

El equivalente poblacional es

7= (2.24)

Note que las puntuaciones z son simplemente puntuaciones de desviacién divididas entre la
desviacion estdndar de la distribucién. Esta division se hace para estandarizar las desviaciones o
colocarlas en una escala comiin. En vez de expresar las desviaciones en términos de sus unidades
originales (presion sanguineay peso en este ejemplo), ahora se expresan en unidades de desviacion
estandar. Cuando todas las puntuaciones en una distribucién son convertidas en puntuaciones z,
éstas tienen una media de cero y una desviacion estdndar de uno, independientemente de la escala
original de los datos.

Suponga ahora que la desviacion de la presion sanguinea de 12 tiene una puntuacién z de 1.5,
mientras que la del peso es de .6. Esto indica que el paciente estd 1.5 desviaciones estdndar por
arriba de la media de un grupo en términos de la presién sanguinea, pero que tnicamente estd .6
desviaciones estdndar por arriba de la media en términos del peso. Nosotros no hablaremos mas
acerca de las puntuaciones Z en este momento porque las analizaremos con mayor detalle cuando
comencemos nuestro estudio de la inferencia.
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EJEMPLO 2.21

Convierta el conjunto de puntuaciones 1, 3, 3 y 9 a puntuaciones z. Luego calcule la media y la
desviacion estandar de las puntuaciones z.

Solucién Lamediay ladesviacion estandar de los datos originales son 4 y 3.46, respectivamente.
Utilizando estos valores en la ecuacion 2.23 se obtiene

7 =13._T4= .867
23 =%= 289
23 :33._ng 289
Zg =%= 1.445

Como la suma de estas puntuaciones es cero, la media también es cero. Con una media de
cero, la ecuacion 2.15 se simplifica a
2
y= 22 \E _ -
n—1 3
EJEMPLO 2.22

Convierta el conjunto de puntuaciones 11, 32, 13, 9 y 10 a puntuaciones z. Luego encuentre la
media y la desviacion estandar de las puntuaciones z. Al comparar los resultados del ejemplo 2.21
con los resultados aqui obtenidos, ;cudl fue la observacion mas extrema en términos de distancia
desde la media?

[1495-73%
Solucion ;7:7?5=15, §= TS=9.62

Utilizando estos resultados

7 = % =-416
Z3p = %= 1.767
73 = 12;6;5 =-.208
29 = 99_—6125 =-.624

0= 1(;;6;5 =-.520

Nuevamente, la media es cero (con el redondeo) y la desviacion estandar (con el redondeo) es

4
4
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La puntuacién 32 es la mds extrema en los dos conjuntos de datos, ya que se encuentra a
1.767 desviaciones estdndar por arriba de la media de su distribucién. Esto es mas que cualquier
otro valor. |

Mientras que las puntuaciones z son ttiles para la descripcion de datos, su verdadera
importancia se descubre en la inferencia.

2.6.4 Medidas de la forma de una distribucion

Ciertos aspectos de la forma de una distribucién pueden ser caracterizados numéricamente. Dos
de los mas comunes, el sesgo y la curtosis, se analizaran en este apartado. Por el momento simple-
mente los trataremos como dos mds en la lista de los métodos descriptivos que usted tiene que
aprender. En capitulos posteriores los utilizaremos cuando discutamos las violaciones a los su-
puestos que subyacen en ciertos métodos inferenciales.

Sesgo. Considere la forma de los tres poligonos de frecuencia mostrados en la figura 2.12.
La distribucién A es asimétrica en el sentido de que una mitad de la distribucién es una imagen
en espejo de la otra. La distribucién B tiene la mayoria de sus observaciones en el extremo
superior de la escala, pero con una “cola” extendida a la izquierda. La distribucién C tampoco es
simétrica, pero tiene sus observaciones mds frecuentes en la parte baja de la escala y su cola se
extiende hacia la derecha. Las distribuciones de estas tres formas generales se denominan
respectivamente simétrica, con asimetria negativa y con asimetria positiva.

Se han desarrollado varios métodos para describir numéricamente la cantidad de asimetria
(o falta de ella) que caracteriza a una distribucion. El sesgo se define generalmente como el grado
de asimetria de una distribucién. La medida mas comun del sesgo estd dada por

3
Sesgo!? = iz (2.25)
n

donde 7 es la desviacién estandarizada, como se describié por medio de la ecuacién 2.23 y n es
el tamafo de la muestra. Dicho de otra forma, esta expresion de la asimetria es simplemente el
promedio del cubo de las puntuaciones z.

Considereladistribucién Bdelafigura2.12. Lamediadeestadistribucidn es aproximadamente
4.83. Note que las desviaciones de las puntuaciones que son mayores que la media tendrdn un
signo positivo, mientras que las que estdn por debajo de la media tendrdn un signo negativo.
Cuando estas desviaciones son estandarizadas y elevadas al cubo conservan su signo y, debido a
la cola extendida por debajo de la media, su suma serd negativa. De esta forma, el valor del sesgo
también serd negativo. La misma légica indica que el sesgo de la distribucién C es positivo,
mientras que el de A es cero. En general, cuanto mas se aleje de cero, més grande es el sesgo.

EJEMPLO 2.23
Calcule el sesgo de cada una de las tres distribuciones en la figura 2.12.

Solucién  La tabla 2.8 muestra los valores de los datos que forman la figura 2.12, junto con las
puntuaciones z correspondientes y sus cubos. Como se esperaba, la suma de los valores z de cada
distribucion es cero. La suma del cubo de los valores z también es cero para la distribucion simétrica,

por lo que el valor del sesgo es cero. Esto ocurre siempre con las distribuciones simétricas. El ses-

e -11. . -11.
go de la distribucién B es 1670 _ —.648 mientras que el de C es o7 _ .648 . |

18 18

nxz3

10Una estimacién sin sesgo de la asimetria de la poblacién esta dada por la expresién (n=2)
n—1)n—
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FIGURA 2.12: Poligonos con varias formas.

Curtosis. Considere las dos distribuciones mostradas en la figura 2.13. Cada una tiene una
media y una mediana igual a cuatro, con una varianza y desviacién estandar de .73 y .85 respecti-
vamente. Cada una también es simétrica. A pesar de tener estos estadisticos en comun, las dos
distribuciones tienen formas muy diferentes. La distribucién A es puntiaguda en la mitad y tiene
colas que se extienden mds alld de las de la distribucién B. En contraste, la distribucién B es
aplanada en la mitad y tiene colas mds cortas.

La “forma de pico” de una curva puede expresarse por su curtosis. De manera més precisa,
la curtosis se refiere al pico de una distribucion con respecto a la longitud y el tamafio de sus
colas. Las distribuciones muy puntiagudas, como ladistribucién A, se conocen como leptocurticas,
mientras que aquellas que estdn aplanadas a la mitad se conocen como platicurticas.!!

La férmula para la curtosis es

Curtosis!? = (2.26)

n

IIE] prefijo lepto significa “alto y delgado” o “estrecho”, mientras que plati significa “plano” o
“ancho”. 5 4
12Una estimacién sin sesgo de la curtosis de la poblacién estd dada por la expresién (n])ﬁ .
n—1)(n—
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TABLA 2.8: Datos, puntuaciones z'y puntuaciones z al cubo de la figura 2.12.

Distribucién A Distribucién B Distribucion C
X z 2 X z 23 X z 2
1 —1.581 -3.952 1 -2.103 -9.301 1 —1.188 -1.677
2 -1.054 -1.171 2 —1.554 -3.753 1 —1.188 -1.677
2 -1.054 -1.171 2 —1.554 -3.753 1 —1.188 -1.677
3 -.527 —.146 3 —1.006 -1.018 2 —.640 -.262
4 .000 .000 4 -.457 —-.095 2 —.640 -.262
4 .000 .000 4 -.457 —-.095 2 —.640 -.262
4 .000 .000 5 .091 .001 2 —.640 -.262
5 527 .146 5 .091 .001 2 —.640 -.262
6 1.054 1.171 5 .091 .001 3 -.091 -.001
6 1.054 1.171 5 .091 .001 3 -.091 -.001
7 1.581 3.952 6 .640 262 3 -.091 -.001
6 .640 262 3 -.091 -.001
6 .640 262 4 457 .095
6 .640 262 4 457 .095
6 .640 262 5 1.006 1.018
7 1.188 -1.677 6 1.554 3.753
7 1.188 -1.677 6 1.554 3.753
7 1.188 -1.677 7 2.103 9.301
> 0.000 0.000 .000% - 11.670 0.000 11.670

4 Este valor es cero cuando los cdlculos se realizan con un nimero suficiente de decimales.

Usted notard que mientras la asimetria se expres6 como el promedio de las puntuaciones z al
cubo en una distribucion, la curtosis es el promedio de las puntuaciones z elevadas a la cuarta
potencia. En general, los valores grandes de curtosis reflejan formas mds puntiagudas que los
valores pequefios. Usted también deberd notar que la curtosis se aplica a distribuciones con no
mds de una moda.

EJEMPO 2.24

Encuentre la curtosis de las distribuciones mostradas en la figura 2.13.

Solucién  La tabla 2.9 muestra los datos que forman las distribuciones de la figura 2.13, junto
con sus puntuaciones Z y las puntuaciones Z elevadas a la cuarta potencia. Utilizando las sumas
de las puntuaciones z elevadas a la cuarta potencia, las curtosis de la distribucién A y B son, res-
pectivamente

60.5 15.125

92 _ 504
12 Y

=1.26

Estos resultados confirman la aseveracion anterior de que si todo se mantiene igual, las distribu-
ciones mas puntiagudas tienen mayores valores de curtosis que las distribuciones menos puntia-
gudas. |
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Frecuencia

1 2 3 4 5 6 7

FIGURA 2.13: Dos distribuciones con
media y varianza en comun pero dife-
rente curtosis.

TABLA 2.9: Datos, puntuaciones z y puntuaciones z elevadas a la cuarta potencia de la figura 2.13.

Distribucién A Distribucién B
X z rad X z rad
2 -2.345 30.250 3 -1.173 1.891
4 0.000 0.000 3 -1.173 1.891
4 0.000 0.000 3 -1.173 1.891
4 0.000 0.000 3 -1.173 1.891
4 0.000 0.000 4 0.000 0.000
4 0.000 0.000 4 0.000 0.000
4 0.000 0.000 4 0.000 0.000
4 0.000 0.000 4 0.000 0.000
4 0.000 0.000 5 1.173 1.891
4 0.000 0.000 5 1.173 1.891
4 0.000 0.000 5 1.173 1.891
6 2.345 30.250 5 1.173 1.891
> 0.000 60.500 0.000 15.125

2.7 UNA REORIENTACION

Usted acaba de terminar un capitulo largo y, en cierto grado, tedioso que comenzé con las escalas
de medicién y la notacién de sumatoria, y continué con un grupo de estadisticos descriptivos.
Con un estudio tan intenso de “los drboles” es dificil mantener una perspectiva adecuada del
“bosque”. Para comprender la bioestadistica es importante que usted mantenga una amplia pers-
pectiva mientras estudia los detalles. Con este fin, tal vez desee dar un repaso al capitulo 1, antes
de continuar. Debe prestar especial atencién a la figura 1.1.

El enfoque de este libro ahora pasa de la estadistica descriptiva a la inferencial. Sin embargo,
antes de estudiar la estadistica inferencial, usted debe aprender algunos fundamentos de probabi-
lidad. Este serd el tema del capitulo 3.
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PALABRASY FRASES CLAVE
Al terminar de leer este capitulo, usted estara familiarizado con las siguientes palabras y frases:
curtosis 45 mediana 26
desviacion estandar 37 moda 31
desviacién media 34 notacién de sumatoria 12
distribuciones agrupadas 17 percentiles 38
distribuciones de frecuencias 15 poligonos 20
distribuciones de frecuencias acumulativas 16  puntuaciones z 42
distribuciones de frecuencias relativas 15 rango 32
distribuciones de frecuencias relativas rango semiintercuartil 40

acumulativas 17 rangos de percentiles 40

escalas de medicién 9 sesgo 44
grafica de barras 19 tendencia central 25
gréficas de tallo y hojas 22 variabilidad 32
histogramas 20 variables continuas 11
intervalos de clase 17 variables dicotémicas 12
limite real inferior 20 variables discretas 12
limite real superior 20 varianza 35
media 25

EJERCICIOS

2.1 Latabla2.10en la siguiente pagina muestra el niimero d) Suponga que cada enfermera tomé exactamente

de dias al afio que las enfermeras de un hospital

urbano tuvieron incapacidad por enfermedad en 2003.

Las enfermeras son listadas por antigiiedad, esto es, la

enfermera nimero 1 tiene la menor antigiiedad, mien-

tras que la enfermera nimero 21 tiene la mayor anti-

giiedad.

a) (Qué nivel de medicién representa la variable del
nimero de enfermera? Justifique su respuesta.

b) (La variable de los dias de enfermedad es conti-
nua o discreta? Justifique su respuesta.

€) Permita que X; represente el niimero de dias al afio
de incapacidad por enfermedad de la i-ésima en-
fermera donde el indice i es el nimero de enferme-
ra. Calcule lo siguiente.
1. x3,x9,x21

ii.

iii.

M= LMz
. &

Il
—_
—

.[\:]:

1l
—_

iv.

<
M=
kS
N

1l
—_

e)

)

9)

dos dias mds por enfermedad de lo reportado en

la tabla. Utilice la notacién de sumatoria para ex-

presar la suma en el inciso iv de la pregunta 1c),

de forma que refleje los dos dias adicionales que

tomo6 cada enfermera por enfermedad.

Utilice los datos de los dias de incapacidad por

enfermedad al afio de las enfermeras para cons-

truir distribuciones de frecuencias, de frecuencias

acumulativas, de frecuencias relativas y de fre-

cuencias relativas acumulativas.

Utilice los datos de los dias de incapacidad por

enfermedad al afio de las enfermeras para cons-

truir un histograma de frecuencias relativas, un

poligono de frecuencias relativas y un poligono

de frecuencias acumulativas.

Utilice los datos de los dias de incapacidad por

enfermedad al afio de las enfermeras para calcular

lo siguiente.

i. media, mediana y moda

ii. varianzay desviacién estdndar

iii. rangos exclusivo e inclusivo

iv. puntuaciones z de cada una de las X;

v. los percentiles 15, 50 y 80

vi. rangos de percentiles de 2, 5 y 8 dias de enfer-
medad

vii. sesgo y curtosis



TABLA 2.10: Tabla para el ejercicio 2.1.

Ejercicios

Numero de Dias de Numero de Dias de Numero de Dias de
enfermera enfermedad  enfermera enfermedad  enfermera enfermedad
1 2 8 7 15 9
2 9 9 8 16 2
3 1 10 8 17 8
4 0 11 6 18 9
5 5 12 3 19 6
6 4 13 7 20 8
7 6 14 8 21 5
TABLA 2.11: Tabla para el ejercicio 2.2.
Ndm. Ndm.
de sol.  Género Ps Pr de sol.  Género Ps Pr
1 m 165 167 16 m 220 225
2 m 215 210 17 f 135 137
3 m 190 186 18 f 180 201
4 f 115 111 19 m 210 205
5 m 158 160 20 f 145 144
6 f 165 160 21 f 131 133
7 f 120 118 22 m 177 180
8 m 173 170 23 m 135 135
9 m 188 195 24 m 183 180
10 m 180 195 25 m 165 166
11 f 135 137 26 f 160 166
12 m 155 155 27 m 178 180
13 m 190 195 28 m 155 152
14 m 187 185 29 f 155 154
15 f 154 156 30 f 130 128

2.2 Losdatos enlatabla2.11 de esta pdgina fueron obteni-
dos de solicitantes de empleo en el Servicio de Salud
Publica. Esta registrado el nimero del solicitante, el
género, el peso reportado por el solicitante (Ps), toma-

do de la solicitud de empleo, y el peso registrado

momento del analisis fisico (Pr) del solicitante.

pesos se registraron en libras.

enel
Los

a) (Qué nivel de medicion representa la variable gé-
nero? ;De qué otra forma se podria caracterizar a

esta variable? Justifique sus respuestas.

49

b) Construya una grifica de barras de frecuencias
relativas para la variable género. ;Serd posible
construir un poligono de frecuencias acumulativas
para la variable género? Justifique su respuesta.

Utilizando el ndimero de solicitante como el indi-
ce de sumatoria (i), calcule lo siguiente:

15 15
i Y Wsiy > Wpi
i=1 i=1

©)

15

i, Y, (Wsi—Wpi)

i=1
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23

24

2.5

2.6

2.7

Capitulo 2 Métodos descriptivos
(;Este célculo es realmente necesario para obte-
ner el resultado deseado? ;Por qué?)

d) Utilizando los intervalos de clase 110-119, 120-
129, ...,220-229, use la variable Ps para construir
un histograma de frecuencias relativas agrupa-
das, un poligono de frecuencias relativas agru-
padas y un poligono de frecuencias relativas
acumulativas agrupadas.

e) Utilice los datos de Pr para calcular lo siguiente:
i. media, mediana y moda
ii. varianza y desviacion estdndar
iii. rangos exclusivo e inclusivo
iv. puntuaciones z de cada una de las X;

v. el primero, segundo y tercer cuartiles
vi. rangos de percentiles de 111, 137 y 180
vii. sesgo y curtosis

Las siguientes preguntas se refieren al estudio de

caso A (pagina 469).

(Hay alguna variable dicotémica mencionada en este

estudio? De ser asi, ;jpuede usted determinar si perte-

necen a una de las cuatro escalas de medicién?

(Hay alguna variable continua mencionada en este

estudio? De ser asi, ;jpuede usted determinar si perte-

necen a una de las cuatro escalas de medicién?

(La edad promedio de los sujetos reportada en este

estudio estd representada adecuadamente por X o u?

(Por qué? ;Cudl simbolo deberia utilizarse para la

desviacion estdndar de la variable edad?

(Cudl es la categoria modal si/no para los datos A.M.

(mafiana) reportados en la tabla?

(Cudl serd la puntuacién z de un sujeto que tiene 18

afios de edad? ;Y de uno de 75 afos de edad?

2.8

29

2.10

2.11

2.12

2.13

2.14

2.15

2.16

2.17

Las siguientes preguntas se refieren al estudio de
caso D (pagina 471).

Construya una distribucién de frecuencia relativa
con las puntuaciones de la bateria NPZ-8.
Construya un histograma de frecuencias relativas y
un poligono con las puntuaciones de la bateria
NPZ-8.

Calcule la media, mediana y moda de los datos de la
bateria NPZ-8.

Calcule la media, mediana y moda de los datos de
PBV.

Calcule la varianza y la desviacién estdndar de los
datos de la bateria NPZ-8.

Obtenga el primero, segundo y tercer cuartiles de los
datos de la bateria NPZ-8.

Inspeccione el histograma de frecuencias relativas y
el poligono que construyé con los datos de la bateria
NPZ-8 en el ejercicio 2.9. A partir de su inspeccion,
(,cémo podria definir esta distribucién, con asimetria
positiva, con asimetria negativa o simétrica?
Calcule el sesgo para los datos de la bateria NPZ-8.
(Este cdlculo confirma su observacién hecha en el
ejercicio 2.147

Calcule el sesgo para los datos de la bateria NPZ-8
utilizando tnicamente datos de 15 sujetos infectados.
En su opinidn, ¢la inclusién de los cinco sujetos sa-
nos en el conjunto de datos incrementa la asimetria
de manera notoria?

Las siguientes preguntas se refieren al estudio de
caso O (pagina 477).

(Cudles escalas describen mejor los niveles de medi-
cion representados por las variables mencionadas en
el punto a)?



Probabilidad

3.1

CAPITULO

INTRODUCCION

En el capitulo 1 sefialamos que la probabilidad es la base de la estadistica inferencial. Dicho
de otra manera, es el mecanismo por medio del cual se hacen inferencias. Por eso es necesario
que usted adquiera conocimientos bdsicos de probabilidad antes de comenzar sus estudios
sobre inferencias. Este capitulo le dard tales conocimientos.

La probabilidad es una compleja rama de las matemaéticas y tiene sus raices firmemente
arraigadas en los juegos de azar. En efecto, gran parte del trabajo inicial en esta drea se llevé
a cabo en un intento por obtener ventaja en esos juegos. Por fortuna, sus estudios en bioesta-
distica requerirdan solamente los conocimientos mas basicos de probabilidad.

La mayoria de las introducciones a la probabilidad, por lo menos las que se encuentran en
los textos de estadistica, se basan en los antecedentes de la disciplina. Asi, se utilizan muchos
ejemplos que tienen que ver con lanzamientos de dados y juegos de naipes para impartir
los conceptos fundamentales. Este es un enfoque razonable del estudio de la probabilidad.
Pero nuestro objetivo en este capitulo no es hacer que usted aprenda probabilidad, sino
probabilidad en relacién con la estadistica inferencial. En nuestra experiencia, los estudiantes
a menudo tienen dificultades para relacionar estos ejemplos con el estudio posterior de la infe-
rencia. Por tal motivo, dejaremos de lado la tradicién y en su lugar presentaremos la probabili-
dad en contextos especificos mas relacionados con la inferencia. Especificamente, después de
definir algunos términos, usted estudiard la probabilidad y su relacién con las tablas de contin-
gencia y la curva normal. A lo largo de este estudio, también lo conduciremos a importantes
métodos descriptivos que no fueron cubiertos en el capitulo 2, tales como tasas de riesgo,
razones de probabilidad, sensibilidad, especificidad y valores predictivos positivos y negativos.
Empezaremos con una definicién de probabilidad.

3.2 UNA DEFINICION DE PROBABILIDAD

Las definiciones de probabilidad que son suficientes para el estudio riguroso de la disciplina
pueden ser complejas y controvertidas. Sin embargo, para el propdsito de este texto bastard
con una definicién sencilla e intuitiva. Comenzaremos con un ejemplo.

Suponga que hay cuatro canicas en un balde, tres son negras y una es blanca. Sacudimos

51
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vigorosamente el balde y luego, con los ojos cerrados, sustraemos una canica. (Sacudir el balde
y cerrar los ojos sirven para asegurar que la seleccién se ha hecho al azar.) Ahora nos hacemos
la pregunta, “;cudl es la probabilidad de que la canica sustraida sea negra?”. Sospechamos que
su respuesta serd algo asi como “tres de cuatro” o “tres cuartos” o “punto setenta y cinco”. Con-
cordamos con estas respuestas, pero, ;qué definicién de probabilidad utilizé usted para llegar a
ellas? Si reflexiona un poco, se dard cuenta de que defini6 la probabilidad de sustraer una canica
negra como el nimero de canicas negras dividido entre el nimero total de canicas. ;Cudl es la
probabilidad de que la canica sea blanca? De nuevo, la probabilidad es simplemente el nimero
de canicas blancas dividido entre el nimero total de canicas, o .25. En otras palabras, la probabi-
lidad de una canica negra era sélo la proporcion de canicas negras, y es igual para la probabilidad
de una canica blanca. Formalmente, podemos definir la probabilidad de algtin suceso,! llamé-
mosle A, como

_Na
P(A)=—3 3.1)

El stmbolo P () se lee “La probabilidad de...” en la que se usa A para representar cualquier suceso
de interés, por ejemplo, “sustraer una canica negra”. Se utilizar4 el simbolo A para referirse al
complemento de A o lo que en este caso significaria “no sustraer una canica negra”. Asi, en el
caso que nos ocupa, P (A) se leerfa, “La probabilidad de no sustraer una canica negra”. N A €S
el nimero de eventos que cumplen el criterio especificado (por ejemplo, canicas negras) y N
es el nimero total de eventos.

Se pueden deducir varias propiedades importantes a partir de la definicion en la expresion
3.1.

1. P (A) = 0. Esto se debe al hecho de que N, es una cantidad y, por lo tanto, no puede ser
menor a cero.

2. P (A) = 1. Esto se debe al hecho de que N, nunca puede exceder a N.

3.PA)+P@A)=10P (A)=1-P (A), lo que se debe al hecho de que los resultados de
W=-Na) _1_Na_
N

N — N, no cumplen con el criterio declarado A. Por lo tanto, P A) = N

1-P(A).

Con esta definicién en mente, comencemos nuestro estudio sobre probabilidad en contextos
especificos. El primero de ellos se relacionard con las tablas de contingencia.

3.3 TABLAS DE CONTINGENCIA

3.3.1 Muestreo de la poblacién

La figura 3.1 describe una poblacién conceptualizada que consta de dos caracteristicas asociadas
con cada una de 20 personas. Cada una de las 20 personas se caracteriza por ser fumador (S), por
no ser fumador S , por tener alguna enfermedad en particular (D), o por no tener la enferme-
dad D.

Abhora, planteemos la pregunta, “;cudl es la probabilidad de seleccionar al azar en esta
poblacién a una persona que es fumadora?”. Esta es s6lo una variacién del ejemplo de las canicas

3

IEsta definicién supone eventos igualmente probables.
2En el capitulo 1 sefialamos que las poblaciones consideradas en este libro son muy grandes. Por
razones pedagdgicas, la presente descripcion es pequefia.
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S = fumador, S=no fumador, D = enfermedad, D = no enfermedad.

FIGURA 3.1: Poblacién de 20 personas con dos caracteristicas.

en el balde que vimos anteriormente y se resuelve de la misma manera. Si contamos el nimero
de fumadores y aplicamos la ecuacién 3.1, tenemos que P (S) = 12 = 60. De la misma forma,
20

la probabilidad de seleccionar a una persona que no tiene la enfermedad es P (D) = 29—0 = 45.
También se pueden calcular probabilidades que impliquen ambas caracteristicas. Por
ejemplo, ;cudl es la probabilidad de seleccionar a una persona que fuma y tiene la enfermedad?

Ya que nueve personas cumplen con este criterio, la probabilidad es P (SD) = 2% = .45. Note que

P (SD) se lee: “La probabilidad de ser fumador y estar enfermo.” Ahora, calcule P (SD). ; Qué re-
presenta? Esta es la probabilidad de seleccionar a una persona que no fuma y tiene la enfermedad
y se calcula como P (SD) = 2 = 10.

20

(Cudl es la probabilidad de encontrar que la persona seleccionada fuma 0 tiene la enfermedad?

En este caso el criterio se cumple con cualquiera que fume 0 tenga la enfermedad. Puesto que hay

14 personas asociadas con una S o una D (o ambas), la probabilidad es P (S U D) =14 = 70.
20

Observe que la notacién P (S U D) se lee: “La probabilidad de ser fumador o estar enfermo.”
En muchas aplicaciones estadisticas el interés se centra s6lo en una porcién especificada de
la poblacién. Por ejemplo, la pregunta, “;cudl es la probabilidad de enfermedad, dado que la
seleccion se hace entre los fumadores?”, implica que sélo los fumadores deben ser considerados.
El simbolo usado para este tipo de probabilidad es P (D | S), que se lee: “La probabilidad de
enfermedad dado un fumador.” Esta forma general se conoce como probabilidad condicional.
La figura 3.2 muestra la poblacién redefinida, es decir, la poblacién original quitando a todos
los no fumadores. La probabilidad de seleccionar a una persona enferma entre los fumadores serd

entonces P (D | §) =2 = .75.
12
3.3.2 Tablas de frecuencias

Las sumas utilizadas para los célculos en la seccién 3.3.1 pueden resumirse facilmente en una
tabla de contingencia, como se muestra en la tabla 3.1.
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FIGURA 3.2: Poblaciéon de enfermos sélo
para fumadores.

TABLA 3.1: Tabla de contingencia que muestra las frecuencias de poblacién.

D D
S 9| 3 |12
S 2| 6 8
19

Los nimeros en las cuatro celdas son recuentos de las personas que cumplen con los dos
criterios indicados. Eso es, habia nueve personas que fumaban y tenfan la enfermedad, tres
que fumaban y no tenian la enfermedad, dos que no fumaban y tenian la enfermedad y seis que
no fumaban y no tenian la enfermedad. Los valores en los margenes de la tabla dan el conteo total
de la caracteristica indicada. Asi, 12 personas fumaban, ocho no fumaban, 11 tenian la enfermedad
y nueve no tenian la enfermedad.

EJEMPLO 3.1

Utilice los datos de la tabla de contingencia para calcular lo siguiente. También determine el
significado de cada probabilidad. Calcule P (S), P (D), P (SD), P (SD),P (SuD),P(SuD),P
(D[S),yP(S|D).

Solucién P (S) es la probabilidad de seleccionar a una persona que no fuma. Si utilizamos el
conteo apropiado de la tabla de contingencia nos da 8 — 40.De igual forma, P (D) es la probabi
lidad de seleccionar a alguien con la enfermedad y es - 55,

P (SD) es la probabilidad de seleccionar a alguien que fuma y no tiene la enfermedad, en
tanto que P (SD) es la probabilidad de seleccionar a un no fumador que no tiene la enfermedad.
Estas son, respectivamente, 3 =15 y 5 = 30

20 20

P (S U D) es la probabilidad de seleccionar a alguien que fuma 0 que no tiene la enferme-
dad. El nimero de personas que cumplen con este requerimiento es 9 + 3 + 6 = 18, lo que nos da
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TABLA 3.2: Tabla de contingencia que muestra las probabilidades de la poblacién.

D D
S 45 | .15 | .60
S .10 | .30 | 40
55 45

una probabilidad de % =.90. Ya que 9 + 2 + 6 = 17 personas son no fumadores 0 tienen la

enfermedad, P (Su D) = % = .85.

La probabilidad condicional P (D | S) es la probabilidad de seleccionar a alguien que no tiene
la enfermedad, siendo que €l o ella es un fumador. Dicho de otra forma, es la probabilidad de
seleccionar a alguien que no tiene la enfermedad si la seleccion se hace deliberadamente entre los
fumadores. Puesto que hay 12 fumadores, tres de los cuales no tienen la enfermedad, la
probabilidad de seleccionar a una persona no enferma entre los fumadores es % =.25.

Finalmente, P (S | D) es la probabilidad de un no fumador, de aquellos que no tienen la
enfermedad. Otra vez, si utilizamos los datos de la tabla, hay un total de nueve personas sin enfer-
medad. Ya que seis de ellas son no fumadores, la probabilidad de seleccionar a un no fumador

entre las personas sin enfermedad es 65— 67. |
9

3.3.3 Tablas de probabilidad

Otra forma comin de tabla de contingencia se obtiene al dividir cada conteo en la tabla de
frecuencia entre N para calcular probabilidades. La tabla de probabilidad representada por la
tabla 3.2 se construyo a partir de la tabla de frecuencias que se muestra en la tabla 3.1 de la pagina
opuesta.

Observe que las entradas en las celdas de esta tabla representan P (SD), P (SD), P (SD) y
P (SD), de forma que estos valores pueden leerse directamente de la tabla. Lo mismo ocurre
con P (S) y P (5), que se encuentran en los margenes de renglén y P(D) y P (D), que se encuen-
tran en los margenes de columna. Las probabilidades de la forma P (S U D) y P (S U D) se obtie-
nen sumando las entradas de las celdas apropiadas. Estos valores son, respectivamente, .45 + .15
+.30=.90y .45 + .10 + .30 = .85, que son las mismas respuestas obtenidas previamente de la
tabla de frecuencias.

Las probabilidades condicionales como P (D | S) y P (S | D) se calculan de la misma forma
que con las tablas de frecuencias. Debido a que P (D | S) es la probabilidad de no enfermedad,
dado un fumador o, de forma equivalente, la proporcién de fumadores que no tienen la enferme-
dad, la fraccién es % =.25, que es el resultado obtenido con anterioridad. De igual forma, la

probabilidad de seleccionar a un no fumador entre las personas sin la enfermedad es simplemente

la proporcién de personas sin la enfermedad que son no fumadores o =39 = 67, otra vez, la

. . 45
respuesta obtenida de la tabla de frecuencias.

En general, si dejamos que A, A, B, y B, representen caracteristicas arbitrarias, entonces las
entradas de la tabla de probabilidad correspondiente seran
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B B

A P@AB) | PAB) | P(A)

|

P(AB) | P(AB) P(A)

P (B) P (B)

Las entradas en las celdas de una tabla de probabilidad se conocen como probabilidades conjuntas
mientras que aquéllas en los margenes se denominan probabilidades marginales. Usted también
debe tomar en cuenta que el orden en el que se listan las caracteristicas en las expresiones de pro-
babilidad conjunta no es importante. Esto es, P(AB) es equivalente a P(BA). Lo mismo es cierto
para las expresiones de la forma P (A U B), ya que ésta significa lo mismo que P (B U A). Es im-

portante comprender que lo mismo No es cierto para la probabilidad condicional. Asi, P (A | B)

no es lo mismo que P (B | A).
Finalmente, presentamos dos férmulas ttiles para calcular y comprender las probabilidades
relacionadas con tablas de contingencia. Estas son

P(AUB)=P (A)+P (B)-P (AB) (3.2)
y
_ P (AB)
P (AlB) == B (3.3)

3.3.4 Independencia

La independencia juega un papel fundamental en muchos de los métodos inferenciales que usted
estudiard en capitulos posteriores, asi como en la metodologia general de la investigacion
relacionada con la salud. Se dice que dos eventos, A y B, son independientes si

P (A|B)=P(A) 3.4)

Si no se mantiene esta igualdad, se dice que los eventos son no independientes o dependientes.
El significado de este enunciado se comprendera si se consideran las probabilidades en la tabla
3.2. La probabilidad de enfermedad en la poblacién general (es decir, P(D)) es .55. Pero la proba-

bilidad de enfermedad entre los fumadores (es decir, P (D | S)) es % =.75. Como los fumadores

tienen una probabilidad més alta de enfermedad que la poblacion general, parece razonable
concluir que existe alguna forma de relacién entre el tabaquismo y esta enfermedad.’

Por otra parte, supongamos que la probabilidad de enfermedad entre los fumadores fuera la
misma que la de la poblacion general. Probablemente usted concluiria que los fumadores no co-
rren un riesgo mucho mayor de tener la enfermedad que la poblacion general. En esta circunstancia,
el tabaquismo y la enfermedad serian eventos independientes.

La definicién de independencia dada con anterioridad se presenta, a menudo, de manera
ligeramente diferente. Si la parte derecha de la ecuacion 3.3 se sustituye por la parte izquierda de
la ecuacién 3.4 y ambas partes se multiplican por P(B), el resultado es

P (AB)=P (A) P (B) (3.5)

3Sin embargo, esto no prueba que el tabaquismo causa la enfermedad.
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De esta forma, la definicién de independencia estipula que A y B son independientes si la
probabilidad conjunta de A y B es igual al producto de sus probabilidades marginales. En
referencia a la tabla 3.2, vemos que .45 # (.60) (.55), y asi, otra vez vemos que el tabaquismo y
la enfermedad no son independientes.

EJEMPLO 3.2

Utilice la siguiente tabla de probabilidad para calcular P (B), P(A), P (AB), P (AB), P (A U B),
P(AUB),P®B]|A yP (A|B). (Son independientes A y B? ;Cudl es la justificacién de su
respuesta?

B B

A | 28 | .12 | 40

|

42 | 18 | .60

70 .30

Solucion  Sileemos los mérgenes de la tabla, vemos que P (B) =.30 y P (A) = .40. De las celdas
de la tabla tenemos que P (AB) = .12y P (AB) =.18. P (AU B) =.12 + .42 + .18 = .72 en tanto
que P (AUB) = .28 + .42 + .18 = .88. Si se utiliza la ecuacién 3.3 para calcular las probabilidades
condicionales se obtiene P (B | A) = i—i =30yP (A|B)=:12= 40.

.30
ComoP (A|B)= % = .40 y P (A)=.40,laecuacion 3.4 implica que Ay B son independientes.
Se llega a la misma conclusién al aplicar la ecuacion 3.5 y al observar que P (AB) = .28, que es
igual a P (A) P (B). |

3.3.5 Sensibilidad, especificidad y conceptos relacionados

Las pruebas disefiadas para establecer la presencia o ausencia de alguna enfermedad rara vez son
perfectas. Por ejemplo, nos gustaria que una prueba médica para establecer la presencia o ausencia
de alguna enfermedad en particular fuera positiva para quienes tengan la enfermedad y negati-
va para quienes no la tengan. Por desgracia, en algunas ocasiones una persona enferma recibe un
resultado negativo o una persona sana obtiene un resultado positivo.

El buen o mal desempefio de una prueba en este aspecto puede evaluarse a través del cdlculo
de su sensibilidad, especificidad, valor predictivo positivo y valor predictivo negativo. Usaremos
la siguiente tabla de probabilidad para explicar cada uno de estos conceptos. En esta tabla un “+”
indica un resultado positivo de la prueba y un “—” indica un resultado negativo. Como en las
tablas anteriores, se utiliza D para indicar enfermedad y D para representar la ausencia de enfer-
medad. En esta tabla se puede ver que .015 de la poblacion tiene la enfermedad y da positivo en
la prueba, mientras que .970 de la poblacién no tiene la enfermedad y da negativo.

D D

+ .015 | .010 | .025

- 005 | 970 | 975

.020  .980
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La sensibilidad de una prueba es la probabilidad de que una persona con la enfermedad dé
un resultado positivo o

Sensibilidad =P (+ | D) (3.6)

Para la tabla anterior, la sensibilidad es = =.75. Esto quiz4 no sea muy reconfortante, ya
.020

que solo el 75% de las personas con la enfermedad estdn debidamente identificadas.
La especificidad de una prueba es la probabilidad de que una persona que no tiene la enfer-
medad (sana) dé un resultado negativo o

Especificidad = P (— | D) 3.7

Para la tabla anterior la especificidad es 2~ =.99. Esto significa que si usted no tiene la

.98
enfermedad, es casi seguro (pero no totalmente) que la prueba dé negativo.
El valor predictivo positivo (positive predictive value, PPV) es la probabilidad de que una
persona que da positivo tenga la enfermedad o

PPV=P(D|+) | (3.8)

.015

.025
sitivo en la prueba de la enfermedad, la probabilidad de que tenga la enfermedad es de sélo .60.

El valor predictivo negativo (negative predictive value, NPV) es la probabilidad de que una
persona que da negativo no tenga la enfermedad o

El valor predictivo positivo para la tabla es =2 = .60. Esto significa que si una persona da po-

NPV =P {D|-) (3.9)

.970

El valor predictivo negativo para la tabla es =—— s =.99. Esto significa que si una persona da

negativo en la prueba de enfermedad, la probablhdad de que no tenga la enfermedad es de .99.
Finalmente, la prevalencia es simplemente la probabilidad de enfermedad o

Prevalencia = P(D) (3.10)

En este caso, este valor es .02.

EJEMPLO 3.3

Utilice la siguiente tabla para calcular la sensibilidad, la especificidad, el valor predictivo positivo,
el valor predictivo negativo y la prevalencia.

D D

+ .008 | .011 | .019

- .001 | 980 | .981

009 991

Solucién Laaplicacién de las ecuaciones 3.6a3.10 da como resultados Sensibilidad = % =.89,

Especificidad = Zi‘]) 99, PPV =908 — 45 NPV =280 = 999,y Prevalencia = .009. [
R .019 8
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EJEMPLO 3.4

Suponga que le informaron a usted que su prueba médica es positiva. ;Cudl de las caracteristicas
anteriores seria de mayor interés para usted?

Solucidn Con seguridad usted querria conocer la probabilidad que tiene una persona con un
resultado positivo de tener la enfermedad. Por lo tanto, querria conocer el valor predictivo
positivo. |

3.3.6 Tasaderiesgoyrazon de probabilidad

El capitulo 2 no cubri6 todos los estadisticos descriptivos de interés. Dos de los mds importantes,
en lo que se refiere a su uso comun en la investigacion relacionada con la salud, son la tasa de
riesgo y la razén de probabilidad. Ambos se explicaran en esta seccion.

La tasa de riesgo. Las preguntas de investigacion por lo comin giran en torno a si las
personas expuestas a algin factor de riesgo potencial tienen méds o menos probabilidades de
desarrollar una enfermedad que las personas no expuestas. Se podria pensar que el tabaquismo
o trabajar con asbestos incrementa la probabilidad de enfermedad, en tanto que la exposicién a
cierta vacuna reduce la probabilidad de enfermedad. Un método comtin para comparar las proba-
bilidades de enfermedad para personas expuestas y no expuestas es traducirlas en un cociente
denominado tasa de riesgo (risk ratio, RR), que formalmente se expresa como

_PWD|E)

=50 B 3.11)

en donde D se ha definido previamente, y E estd expuesto, mientras que E no lo estd.* De la
ecuacion 3.11 se deduce que una tasa de riesgo de 2 significaria que la probabilidad de enfermedad
para las personas expuestas es dos veces mayor que para las personas no expuestas. De igual
manera, un valor de .5 significaria que la probabilidad de enfermedad para el grupo expuesto es
s6lo la mitad de la del grupo no expuesto. Cuando RR es menor que 1.0, se dice que la exposicién
es protectora. Note también que una tasa de riesgo de 1.0 significaria que la probabilidad de
enfermedad en ambos grupos es la misma.

EJEMPLO 3.5

Utilice la siguiente tabla de probabilidad para calcular la tasa de riesgo.

E E

D A5 .10 25

@]

.05 .70 5

.20 .80

4Lo normal para la tasa de riesgo es que RR represente el pardmetro y RR represente el estadistico.
Vea la explicacion en la seccion 1.3 de la pagina 3.
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Solucién  Dado que P (D | E) = ;73 =75yP(D|E)= % =.125,RR = % = 6. Esto significa
que la probabilidad de enfermedad para las personas expﬁestas es seis veces mayor que la de las

personas no expuestas. |

Razén de probabilidad. En algunos entornos de investigacién, de los cuales usted apren-
derd mas adelante, la tasa de riesgo no aporta una comparacion significativa del grupo expuesto
y del no expuesto. En tales casos, se utiliza la razén de probabilidad para hacer comparaciones.
Para comprender la razén de probabilidad, primero es necesario entender las posibilidades.

Las posibilidades de que ocurra un evento estdn indicadas por el cociente de la probabili-
dad de que el evento suceda y la probabilidad de que el evento no ocurra. Por lo tanto, las posibi-
lidades de enfermedad en un cierto grupo serfan P (D) / P (D). Una posibilidad de 2.0 significaria
que la probabilidad de enfermedad es dos veces mayor que la de no tenerla. Si se calculan las
posibilidades de dos grupos y se convierten en un cociente, el resultado es, naturalmente, una
razén de probabilidad. Si, como en el caso anterior, usted estd comparando un grupo expuesto y
un grupo no expuesto, la razon de probabilidad (odds ratio, OR) seria
P(D|E)

P(DIE)
P(D|E)
P(D|E)

OR=

que se simplifica a

R_P(D |E)P(13 |E)
“P(D|E)PD|E)

(3.12)

donde E y E representan la exposicién y la no exposicion, respectivamente.

La razoén de probabilidad no es tan intuitiva como la tasa de riesgo, pero tiene la ventaja de
ser aplicable en un rango mas amplio de disefios de estudio. Como ocurre con RR, una razén
de probabilidad con valor de uno implica que ambos grupos estdn al mismo nivel de riesgo.
Cuando la prevalencia de enfermedad es relativamente pequefia, la razén de probabilidad provee
un buen célculo de la tasa de riesgo. Retomaremos este tema en un capitulo posterior.

EJEMPLO 3.6
Calcule la razén de probabilidad para la tabla del ejemplo 3.5 de la pagina 59.

Solucion  Dado que P (D | E)=.15/.20=.75,P (D | E) =.70/.80 = .875,P (D | E) =.05/.20 = .25
yP (D|E)=.10/80=.125, OR = (.75)(.875)/[(.25)(.125)] = 21. Esto significa que las posibilidades
de enfermedad del grupo expuesto son 21 veces mds altas que las del grupo no expuesto. |

3.3.7 Reglade Bayes

Aunque la regla de Bayes es importante en el esquema general de la estadistica, nosotros no ahon-
daremos tanto en su aplicacidn; simplemente, la presentaremos porque con seguridad usted se

5La norma para la razén de probabilidad es que OR represente el pardmetro y OR represente el esta-
distico.
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encontrard con ella en sus futuros estudios de estadistica. En su forma simple, la regla de Bayes
le permite a usted usar P (A | B) para calcular P (B | A). La regla se expresa como

P(A|B)P (B)

P (B |A): — — (3.13)
P (A |B)P (B)+P (A |B)P (B)
Note que
_P(AB)P (B) _

P (A |B)P (B) B — B) =P (AB)

y que 3 3
= = P (AB)P (B) _ =

PA[BP B =—F = G @b

También

P (AB) + P (AB) =P (A).
Al sustituir éstas en la ecuacion 3.13 tenemos que
_P(AB)

P (B|A) o)

lo que satisface la definicién dada en 3.3.

EJEMPLO 3.7

Dada una sensibilidad de .83, una especificidad de .89 y una prevalencia de .05, calcule el valor
predictivo positivo.

Solucion  Utilizando la definicién del valor predictivo positivo dado en la ecuacién 3.8 y la
regla de Bayes obtenemos

P (+ |D)P (D)+P (+ | D) P (D)

que puede reescribirse como

(Sensibilidad) (Prevalencia)

PPV = .
(Sensibilidad) (Prevalencia) + (1 — Especificidad) (1 — Prevalencia)

(3.14)

Los términos en el numerador y en la parte izquierda del denominador de esta expresion se
deducen directamente de las definiciones de sensibilidad y prevalencia. Para comprender el
término en la parte derecha del denominador, observe que uno menos la especificidad es igual a

l_P(—5)_P(+5)+P(—5)_P(—5)_P(+l_))_
P(D)  P(D) P(D)  P((D)

P (+|D)
y que
P (D)=1- P (D) =1- Prevalencia.

Sustituyendo los valores apropiados en la ecuacién 3.14, tenemos que

_ (.83)(.05) _ g
(.83)(.05)+(1-.89) (1-.05)

Como podrd ver, mientras que la sensibilidad y la especificidad para esta prueba parecen
adecuadas, el valor predictivo positivo no es muy alto.
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EJEMPLO 3.8

Utilice la informacién en el ejemplo 3.7 para calcular el valor predictivo negativo.
Solucion  Por medio de la regla de Bayes, el valor predictivo negativo se expresa como
P (- |D)P (D)

POID=5C |D) P (D)+P (- | D) P (D)

que puede escribirse como

(Especificidad) (Prevalencia)

NPV = : e — (19
(Especificidad) (1 — Prevalencia) + (1 — Sensibilidad) (Prevalencia).
Sustituyendo en esta ecuacion, tenemos que
. 1-.
NPV = (89) d=.5) |

T (89 (1-5)+(1-183) (5

3.4 LA CURVA NORMAL

3.4.1 Muestreo de la poblacién

En la seccién 3.3 planteamos y contestamos preguntas relacionadas con la probabilidad de se-
leccionar una sola muestra de una poblacién, observando las caracteristicas dicétomas asociadas
con esa muestra y encontrando que esas caracteristicas satisfacian algunos criterios ya especifica-
dos. Las soluciones a estas preguntas se obtuvieron al observar la proporcidn de caracteristicas
en la poblacién que cumplian con el criterio de interés.

Los problemas a tratar en esta seccion son similares, pero difieren en dos aspectos importantes.
Primero, la caracteristica a observar es continua,® en lugar de dicotémica, y segundo, supondremos
que las proporciones de las observaciones en la poblacién necesarias para calcular las probabili-
dades deseadas no estdn disponibles, por lo cual se necesita usar un modelo matemadtico para
calcular las soluciones. La figura 3.3 describe una poblacidn de este tipo que consta de presiones
arteriales sistdlicas. La notacién “...” indica que el resto de la poblacién consta de un nimero
desconocido de tipos de valores similares.

El modelo que usaremos para calcular las probabilidades asociadas con esta poblacién es la
conocida curva normal. Antes de demostrar cémo se utiliza la curva para este proposito,
describiremos brevemente algunas de sus caracteristicas.

3.4.2 Algunas caracteristicas de la curva normal

La curva normal es una funcién matematica utilizada por lo general como un modelo de la
realidad, cuando esa realidad no puede ser tratada de forma directa. En secciones posteriores dis-
cutiremos y demostraremos el uso de la curva normal como un modelo. Entre tanto, sélo descri-
biremos algunas de sus caracteristicas mds notables.

6Vea el comentario sobre variables continuas y dicotémicas en el apartado 2.2.5 de la pagina 11.
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Poblacion

FIGURA 3.3: Poblaciéndeunnumerodes-
conocido de presiones arteriales sistdlicas.

La forma funcional de la curva normal estd dada por

. —(x—w)*

1
Sx)= oon’ 200 (3.16)

donde € es una constante aproximadamente igual a 2.7183, y y o son constantes que determinan,
respectivamente, la media y la desviacién estdndar de la distribucién, y X es la variable cuya
funcién debe determinarse.

La conocida “curva de campana” se logra al igualar u y o a las constantes deseadas y al
evaluar 3.16 para los valores contiguos apropiados de X. En la figura 3.4 se muestran graficas de
este tipo para los valores seleccionados de y y o

Note que la parte superior de la figura 3.4 describe dos curvas normales con valores idénticos
de o, pero valores diferentes de y. El efecto de tener valores medios diferentes es localizar las
distribuciones en puntos diferentes de la linea numérica. Por esta razén, y se conoce a veces con
el nombre de parametro de localizacion.

En contraste, la parte inferior de la figura 3.4 muestra dos distribuciones normales con valores
comunes de y, pero valores diferentes de 0. Puesto que comparten una media comtin, se localizan
en el mismo punto de la linea numérica, pero difieren en el grado de dispersién porque una tiene
una o mas grande que la otra. En este contexto, o se conoce como parametro de escala.

En virtud de que las curvas normales pueden diferir en localizacion y escala, es quizd mas
apropiado pensar en una familia de curvas normales en vez de la curva normal. Usaremos esta
flexibilidad en una seccién posterior para obtener los cdlculos de probabilidad. Otras caracteristicas
de las curvas normales son:

1. Tanto la media, la mediana y la moda se localizan en el centro de la distribucion.
2. Ladistribucién es simétrica con respecto a su media, mediana y moda.

3. Sedefinen para todos los valores de X entre —co y co. Esto significa que las descripciones
como las que aparecen en la figura 3.4 muestran sélo un segmento de la curva, ya que
ésta se extiende infinitamente en cualquier direccion.

4. El 4rea comprendida por la curva es igual a uno, sin importar los valores de u y ©.
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3.4.3 Como calcular areas bajo la curva normal

Antes de utilizar la curva normal para calcular probabilidades, usted debe aprender a calcular
areas bajo la curva. Para lograrlo, debe aprender a utilizar una tabla de curva normal. Usted apren-
derd ambas técnicas en este apartado.

Para comenzar, suponga que, por alguna razén, desea descubrir la proporcion del 4rea total
de la curva normal que cae entre algiin punto del eje X y la media de la curva. Esta drea se repre-
senta con el sombreado gris claro en la figura 3.5.7 Por inspeccion, usted podria pensar que esta
area representa alrededor del 20% o .20 del 4rea total de la curva. Por otra parte, quizd desee
calcular el drea representada por el sombreado mds oscuro. Nuevamente, podria calcular esta
drea por inspeccion visual. Se pueden obtener respuestas precisas utilizando la tabla de la cur-
va normal en el apéndice A. En esta tabla, la columna 1 nos da varios puntos a lo largo del eje X,
la columna 2 nos da las dreas entre estos puntos y la media de la curva, y la columna 3 nos
muestra el drea en la cola, representada con el sombreado oscuro. Ponga atencién en que las dreas
en las columnas 2 y 3 suman .5, ya que juntas representan la mitad de la curva. El siguiente
ejemplo sirve para demostrar como se utiliza la tabla.

Dada una curva normal con una media (y) igual a 100 y una desviacidn estdndar (o) igual a
5, calcule la proporcién de la curva que se encuentra entre 100 y 105. El 4rea a determinar se re-
presenta por el sombreado gris en la figura 3.6. Se puede usar la tabla de la curva normal para
responder esta pregunta, ya que nos da las dreas entre puntos del eje X, por ejemplo, 105, y la
media de la curva, que en este caso es 100. Sin embargo, no podemos buscar el punto 105 en
la columna 1 de la tabla porque es un valor dependiente de la escala. Obviamente, la tabla no
puede manejar unidades en pulgadas, pies, libras, puntajes de cociente intelectual (CI) y todos los
demas valores que pudieran interesarnos. En vez de ello, la columna 1 expresa puntos a lo largo
del eje X en términos de puntuaciones Z. Usted recordard de la pagina 428 que las puntuaciones Z
indican el nimero de desviaciones estandar de distancia a las que se encuentra un punto en el eje
X desde la media de la distribucién.

Aplicar la ecuacién 2.24 da como resultado Z = 105 - 100

=1.00. Asf, 105 tiene una puntua-

cién Z de 1.00, lo que significa que 105 estd a una desviacidn estdndar por arriba de la media de
la distribucién. Si localizamos 1.00 en la columna 1 del Apéndice A y leemos el valor adyacente
en la columna 2, encontramos que el drea entre 105 y 100 constituye .3413 del 4rea total de la
curva. Observe que .3413 de la curva normal se extiende entre la media y un punto que estd a una
desviacion estdndar de la media, sin importar qué valores tomen la media y la desviacion estandar.
Asf, si se construye una curva normal con una media de 10 y una desviacion estdndar de 2, el
.3413 de la curva cae entre 10 y 12. Si el problema original hubiera sido encontrar el drea por
arriba de 105, hubiéramos procedido de la misma manera, excepto que la respuesta, .1587, se
habria encontrado en la columna 3.

EJEMPLO 3.9

Dada una curva normal con una media de 250 y una desviacion estdndar de 25, ;qué porcién de
la curva cae por debajo de 220?

Solucion  Por lo regular es til esbozar el problema como lo hicimos en la parte A de la figura

3.7. Observe que la puntuacién Z asociada con 220 es Z = 220=250 _ _j 20. Esto
25

7Como el 4rea total por debajo de la curva es igual a 1, usted puede considerar que la porcién sombreada
representa una drea o una proporcion del drea total.
8 Quiz4 quiera repasar esta seccién antes de continuar.
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indica que 220 estd a 1.2 desviaciones estandar por debajo de la media de la distribucién. Aunque
el Apéndice A no nos da puntuaciones Z negativas, se puede utilizar la simetria de la curva
normal para encontrar el drea en cuestion. Es decir, las dreas asociadas con una puntuacién Z de
—1.20 son las mismas que las asociadas con una puntuacién Z de 1.20.

El Apéndice A muestra que el drea en la cola de la curva asociada con una puntuacién Z de
1.20 es .1151, que es la respuesta a la pregunta planteada. Para ayudarle a familiarizarse con la
curva, también hemos etiquetado las otras dreas de la curva. |

EJEMPLO 3.10

Dada una curva normal con una media de 80 y una desviacién estdndar de 10, calcule el 4rea
entre 65y 85.

Solucion  Hemos representado el problema en el panel B de la figura 3.7. Fijese en que el 4rea
sombreada no se puede leer de forma directa en la tabla porque ésta no nos da dreas entre dos
puntos arbitrarios cualesquiera, sino entre un punto y una media o el 4rea de la cola, como se des-
cribi6 previamente. Atn asi, usted puede obtener el drea requerida si calcula cada una de las dos
dreas componentes y las suma.

65-80 — _1.50. La columna 2 muestra que el 4rea entre 65 y

La puntuacién Z para 65 es Z =

10
80 es .4332. De igual manera, la puntuacién Z para 85 es Z = 83=80 = 50, que tiene una 4rea de
10
.1915. El 4rea entre 65 y 85 es, entonces, .4332 + .1915 = .6247. |

EJEMPLO 3.11

Dada una curva normal con una media de 500 y una desviacion estdndar de 50, calcule el area
entre 555 y 600.

Soluciéon  Como en el problema anterior, la solucién no puede leerse directamente de la tabla.

600=500 _ 5 0. La columna 2 muestra

Sin embargo, note que la puntuacién Z para 600 es Z =
que el drea entre 600 y 500 es .4772. Pero ésta no es la respuesta que buscamos, porque el drea
entre 500 y 555 estd incluida y no forma parte del 4rea a calcular. Ahora bien, podemos encontrar
la puntuacién Z para 555, que es 1.10, y el drea (no deseada) entre 500 y 555, que es .3643. El
drea entre 600 y 555 es, entonces, .4772 — .3643 = .1129. El problema se muestra en el panel C

de la figura 3.7.

EJEMPLO 3.12

Dada una curva normal con una media de .05 y una desviacion estdndar de .01, calcule el drea por
debajo de .0722.

Solucién  El drea a localizar estd descrita en el panel D de la figura 3.7. Como se observa en el
bosquejo, el drea consta de dos partes. La primera es el drea debajo de .05. Como .05 es la media

de la distribucion, tiene una puntuacién Z de .00, que consta de una drea asociada en la cola de
.0722 - .0500

.5. La segunda drea estd entre .0722 y .0500. La puntuacién Z para .0722 es Z = BT =222.

La columna 2 muestra que el drea entre .0722 y .0500 es .4868. El area debajb de .0722 es,

entonces, .5000 + .4868 = .9868. |
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TABLA 3.3: Distribucion de frecuencias relativas de la poblacion.

Presién Frecuencia Presién Frecuencia
arterial relativa arterial relativa

95 .004 110 .078
96 .000 111 .078
97 .003 112 .070
98 .004 113 .067
99 .008 114 .059
100 .009 115 .049
101 .013 116 .035
102 .025 117 .039
103 .031 118 .024
104 .033 119 .014
105 .050 120 011
106 .057 121 .002
107 .066 122 .004
108 .074 123 .005
109 .085 124 .002
125 .001

3.4.4 Como utilizar la curva normal para aproximar probabilidades

(Cudl es la probabilidad de escoger una muestra de la poblacién representada por la figura 3.3 de
la pagina 63, y encontrar que la presion arterial sist6lica asi obtenida es 111? Para responder esta
pregunta usted tendria que saber la proporcion de presiones arteriales en la poblacién que son de
111. La tabla 3.3 muestra la distribucion de frecuencias relativas de las presiones arteriales
de esta poblacién. Como muestra esta tabla, la proporcion, y por ende la probabilidad, asociada
con 111 es .078. ;Cudl es la probabilidad de que la observacion esté entre 112 y 114 (es decir,
112, 113 o 114)? Otra vez, usted puede usar la informacién de la tabla 3.3 para calcular la
probabilidad como .070 + .067 + .059 = .196.

Ahora, suponga que las proporciones usadas en los cdlculos anteriores no estdn disponibles.
En caso de que (1) se conozcan la media y la desviacion estdndar de la poblacién,9 y (2)la
distribucién de frecuencias relativas de la poblacién tenga una forma relativamente normal, se
puede utilizar la curva normal para aproximar las probabilidades deseadas. Es decir, la curva
normal se emplea como un modelo de la distribucién de frecuencias relativas de la poblacién.

En el presente caso la media y la desviacion estdndar de la poblacién son 110.023 y 4.970,
respectivamente. La figura 3.8 muestra una curva normal con esta media y esta desviacién
estandar impuestas sobre la distribucién de frecuencias relativas de la poblacién. Como se
aprecia, se cumple con el requerimiento nimero 2 antes mencionado.

La aproximacion se obtiene al calcular el drea debajo de la curva que corresponde al evento
que nos ocupa. Por ejemplo, para estimar la probabilidad de que la presion seleccionada sea 111,

9En el capitulo 4 veremos c6mo se pueden conocer estas cantidades.
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FIGURA 3.8: Comparacién de una curva normal con la distri-
bucién de frecuencias relativas de la poblacion.

usted calculard el drea debajo de la curva normal con una media de 110.023 y una desviacién
estandar de 4.970 que corresponde a 111. El drea correspondiente a 111 es el drea entre el limite
real inferior de 110.5 y el limite real superior de 111.5.19 La puntuacién Z para 111.5 es (aproxi-

madamente) 7 = 111.5=110023 _ 30 4 |a cual corresponde una drea de .1179. La puntuacién Z

4.970
para 110.5 es (aproximadamente) Z = 110-3=110023 _ 1) y Je corresponde una drea de .0398. El

4.9
dreaentre 111.5y 110.5 es, entonces, .1179 —.0398 = .0781, que se acerca mucho al valor exacto

de .078. El problema estd esbozado en el panel A de la figura 3.9.

Al encontrar el 4rea entre 99.5 y 105.5 se obtiene un estimado de la probabilidad de que la
observacion seleccionada aleatoriamente esté entre 100 y 105 (inclusive). La puntuacién Z para
99.5 es (aproximadamente) 7 = 225 =110.023 _ _» 15 con una 4rea correspondiente de .4830. La

4.970
puntuacioén Z y el drea asociada para 105.5 son, respectivamente, —91 y 0.3186. La probabilidad

aproximada es, entonces, .4830 —.3186 = .1644, que puede compararse con el valor de .009 +.013
+.025 +.031 +.033 +.050 = .161, obtenido de la tabla 3.3. (Véase el panel B de la figura 3.9.)

EJEMPLO 3.13

Calcule la probabilidad de que la muestra aleatoria discutida con anterioridad sea mayor que 103.
Compare este estimado con el valor exacto calculado de la tabla 3.3.

Soluciéon El estimado se obtiene al calcular el drea bajo la curva normal usada previamente que
estd por arriba de 103.5. (Véase el panel C de la figura 3.9). Para calcular esta drea, tome en cuenta

que la puntuacién Z para 103.5 es (aproximadamente) 7 = 103.5-110.023 _ _; 39 que tiene una
4.970
area asociada de .4049. Como ésta es el drea entre 103.5 y 110.023, y el 4rea por encima de 110.023

es .5000, el estimado estd dado por .4049 + .5000 = .9049. El resultado exacto obtenido de la tabla
3.3 es la suma de las probabilidades asociadas con 104 y valores mayores, es decir, .903. |

10Ta] vez quiera repasar el apartado 2.5.2 de la pagina 20 si es que ha olvidado la 16gica en los concep-
tos de los limites reales superior e inferior.
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FIGURA 3.9: Uso de la curva normal
para aproximar probabilidades.
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No debe concluirse que la curva normal siempre ofrece aproximaciones tan buenas como las
aqui presentadas. Si la poblacidn estd sesgada o difiere considerablemente de la curva normal de
alguna otra manera, tal vez los cdlculos obtenidos no se acerquen mucho a los valores exactos.
Sin embargo, en el capitulo 4 aprenderd que la curva normal puede servir para obtener buenos
estimados de probabilidad cuando las poblaciones no estdn distribuidas normalmente, toda vez
que los calculos impliquen ciertos estadisticos y no puntajes individuales como en los casos

presentados aqui.

PALABRAS Y FRASES CLAVE

Al terminar de leer este capitulo, usted estard familiarizado con las siguientes palabras y frases:

area de la curva normal, 64
curva normal, 62

efecto protector, 59
especificidad, 58
independencia, 56
pardmetro de escala, 63
pardmetro de localizacién, 63
prevalencia, 58
probabilidad, 52
probabilidad condicional, 53
probabilidad conjunta, 56

EJERCICIOS

probabilidad marginal, 56
razén de probabilidad, 60
regla de Bayes, 60
sensibilidad, 58

tabla de contingencia, 53
tabla de frecuencias, 53
tabla de probabilidad, 55
tasa de riesgo, 59

valor predictivo negativo, 58
valor predictivo positivo, 58

3.1

La siguiente tabla de probabilidad presenta los resul-
tados de un censo hecho a todos los estudiantes de
una universidad grande. Cada estudiante fue clasifica-
do por género (H/M) y por haber contestado, o no,
afirmativamente a la pregunta de si habian estado
ebrios en los tltimos 30 dias (I/1).

22 32 .54

M .10 .36 46

32 .68

Utilice la notacién de probabilidad de este capitulo
paracalificar lo siguiente. Después utilice las entradas
en la tabla para encontrar la probabilidad indicada.

a) La probabilidad de que una estudiante, seleccio-
nada al azar entre las mujeres, no haya estado
ebria en los ultimos 30 dfas.

3.2

33

b) La probabilidad de que un estudiante, selecciona-
do al azar, sea mujer.

¢) Laprobabilidad de que un estudiante, selecciona-
do al azar, sea hombre o haya estado ebrio en los
tltimos 30 dfas.

d) Laprobabilidad de que un estudiante, selecciona-
do al azar, sea mujer y haya estado ebria en los
tltimos 30 dfas.

e) Laprobabilidad de que un estudiante, selecciona-
do al azar entre aquellos que reportan haber es-
tado ebrios en los dltimos 30 dias, sea mujer.

f) Laprobabilidad de que un estudiante, selecciona-
do al azar, sea hombre o mujer.

(Son independientes las categorias género y embria-
guez, como se representa en la tabla anterior? ;Cudl
es la evidencia para su conclusién?

Suponga que la mitad de los residentes de una comu-
nidad son mujeres y que el 20% de los residentes en
esa comunidad estdn de acuerdo en un incremento a
los impuestos, con el objetivo de proveer fondos para
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3.8
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vacunar gratuitamente a los nifios. Si el 10% de los
residentes de la comunidad son mujeres y partidarias
del incremento, ; puede decirse que el género y el apo-

yo al incremento son eventos independientes? ;Cual
es la evidencia para sustentar su respuesta?

Utilice la informacién en el ejercicio 3.3 y calcule
P (T | M), en donde T indica el apoyo al incremento a
los impuestos y M representa a un residente hombre.

Suponga que para los eventos A, A, B, B, P (B | A) =
.22,P (A)=.20y P(B) =.72. Utilice esta informacién
para construir una tabla de probabilidad que muestre
todas las probabilidades marginales y conjuntas.

(Qué representan cada uno de los siguientes incisos?

a) La proporcién de personas que dan positivo para
alguna enfermedad y quienes, en verdad, tienen
la enfermedad.

b) Laproporciénde personas con algunaenfermedad
y que dan positivo para la enfermedad.

¢) La proporcién de personas que no tienen ninguna
enfermedad o son sanas y tienen un resultado
negativo para la prueba de enfermedad.

d) La proporcién de personas que dan negativo a
una prueba para alguna enfermedad y no estdn
enfermas.

Utilice la siguiente tabla para calcular lo que se
pide.

D D
+ 065 | .010 | .075
- 005 | 920 | .925
070 930

a) sensibilidad

b) especificidad

c) valor predictivo positivo
d) valor predictivo negativo

Utilice la siguiente tabla para calcular e interpretar la
tasa de riesgo y la razén de probabilidad.

E E

D .18 .07 25

w]

.02 73 75

.20 .80

39

3.10

3.11

3.12

3.13

3.14

3.15

Suponga que en cierta comunidad, en la que el 40%
de la poblacién tiene menos de 40 afios, se descubre
que una proporcién de .72 de residentes de menos de
40 afios apoya la vacunacién obligatoria de los nifios
en edad escolar contra ciertas enfermedades. La pro-
porcién de residentes mayores de 40 afios que apoya
la propuesta es de .52. Utilice esta informacién para
calcular la proporcién de partidarios de la inocu-
lacién que tienen menos de 40 afios.

Dada una sensibilidad de .82, una especificidad de
.93 y un prevalencia de .20, calcule el valor predicti-
Vo positivo.

Dada una variable distribuida normalmente, con una
media de 80 y una desviacion estandar de 12, calcule
las siguientes dreas de la curva:

a) El drea entre 80 y 98.
b) El drea por debajo de 74.
c) El drea por debajo de 82.
d) El drea entre 72 y 94.
e) El drea entre 56 y 60.
f) El drea por arriba de 104.
g) El drea por debajo de 54.
h) El drea entre 82 y 94.

Dada una variable con valor entero, que tiene una
distribucién aproximadamente normal, con una me-
dia de 100 y una desviacién estdndar de 8, utilice la
curva normal para aproximar la probabilidad de se-
leccionar aleatoriamente una sola observacién de la
poblacién y encontrar que cumple con cada uno de
los siguientes criterios.

a) Esigual a 102.

b) Tiene un valor entre 92 y 108.
¢) Tiene un valor mayor que 110.
d) Tiene un valor menor que 105.

Las siguientes preguntas se refieren al estudio de
caso A (pagina 469).

(Cudleslaprobabilidad de seleccionar aleatoriamente
a un participante de este estudio y descubrir que el
seleccionado es hombre?

Convierta los datos am (mafiana) en una tabla de fre-
cuencias y en una tabla de contingencia de probabi-
lidad.

Suponiendo que T representa “escogié el lente
tratado”, U “escogid el lente no tratado”, Y “respondi6
si a la pregunta sobre duracién”, y N “respondi6 no a



3.16

3.17

3.18

3.19

3.20

la pregunta sobre duracién”, utilice la tabla de proba-
bilidad del ejercicio 3.14 para calcular lo siguiente:

a) P()

b) P(Y)

c) P(TIY)

d) P(T/N)

e) Exprese cada una de las probabilidades anteriores
en forma de enunciado.

f) ¢TyY sonindependientes? Dé evidencia para su
respuesta.

Contintie usando los datos de la tabla del ejercicio
3.14 para los ejercicios 3.16 al 3.20.

(Cudl es el riesgo de seleccionar “el lente no tratado”
para las personas que respondieron Si a la pregunta
sobre duracién? ;Para las personas que respondieron
Nno a la pregunta sobre duracién?

Para el grupo de la mafiana, calcule una tasa de riesgo
que compare el riesgo de seleccionar “el lente no-tra-
tado” para las personas del grupo que respondié no,
en relacién con el riesgo para las personas del grupo
que contestd afirmativamente. ;Qué implicaciones
tiene este cociente para el estudio?

Para el grupo de la mafiana, calcule una tasa de riesgo
que compare el riesgo de seleccionar “el lente trata-
do” para las personas del grupo que respondié no,
con el riesgo para las personas del grupo que contesto
si. (Las implicaciones de este cociente son las mis-
mas que las calculadas en el ejercicio 3.177

Para el grupo de la maiiana, ;cudles son las posibili-
dades de seleccionar “el lente no tratado” para las
personas que respondieron Si a la pregunta sobre
duracién? ;Para las personas que contestaron no a la
pregunta sobre duracién?

Para el grupo de la mafana, calcule una razén de pro-
babilidad que compare las posibilidades de seleccio-

3.21

3.22

3.23
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nar el “lente no tratado” para las personas del grupo
que respondié No, con las posibilidades para las per-
sonas del grupo que contesté Si. ;Por qué piensa
usted que los investigadores que condujeron este es-
tudio se interesarian en este cociente?

Las siguientes preguntas se refieren al estudio de
caso E (pdgina 472).

Calcule la sensibilidad, especificidad y los valores
predictivos positivo y negativo para la nueva prueba.

Las siguientes preguntas se refieren al estudio de
caso O (pagina 477).

Comente el inciso d).

Las siguientes preguntas se refieren al estudio de
caso P (pagina 478).

Usted ha aprendido a calcular probabilidades relacio-
nadas con dos variables dicotomicas presentadas en
una tabla de contingencia de dos por dos. Los siguien-
tes puntos estdn disefiados para evaluar su nivel de
comprensién de tales probabilidades al aplicar sus co-
nocimientos a una situacién que conlleva tres varia-
bles, una de las cuales no es dicotomica.

Remitase a la tabla J.10 para los siguientes puntos y
tome en cuenta que H = hombre, M = mujer, I =
diabetes tipo I, II = diabetes tipo II, y (a — b) = rango
de edades de a ab.

a) Escriba un enunciado para expresar
P (F1(25-44)).

b) Calcule P (F 1 (25— 44)).
¢) Calcule P(FuU U (25— 44)).
d)

Escriba un enunciado para expresar
P(M| (15-24U11).

e) Calcule P (M | (15-24 U1 1).






Introduccidon a los
métodos de inferencia
y de una muestra

4.1

CAPITULO

INTRODUCCION

En el capitulo 1 presentamos brevemente el concepto de inferencia e indicamos su papel
fundamental en estadistica. En este capitulo usted aprenderd a aplicar ciertos métodos inferen-
ciales, asi como el fundamento de su uso. Los métodos presentados aqui no se emplean muy
a menudo en la investigacion, pero tienen importancia pedagdgica porque son relativamente
simples y su dominio le abrird el camino para comprender los métodos més complejos expues-
tos en los siguientes capitulos.

Las técnicas que aprenderd se dividen en dos categorias amplias: 1. pruebas de hipdtesis
y 2. intervalos de confianza. Sin embargo, antes de comenzar a estudiar tales técnicas, es nece-
sario dejar claro el concepto de distribuciones muestrales, pues es el fundamento de las dos
clases de métodos de inferencia.

Debemos advertir que éste es el capitulo mds importante del libro. El material que aqui se
presenta es esencial para todos los posteriores. Con el tiempo invertido aqui obtendrd grandes
beneficios después. Ahora que hemos captado su atencidén, nos ocuparemos del tema de distri-
buciones muestrales.

4.2 DISTRIBUCIONES MUESTRALES

4.2.1 Definicion

El concepto de distribuciones muestrales, aunque es un tanto abstracto, es relativamente
simple. Una distribucién muestral es una distribucién de muestras estadisticas que se obtie-
nen, por lo regular, de una o mds poblaciones. Por ejemplo, suponga que usted escogerd al
azar una muestra formada por cinco observaciones de la poblacidn representada en la figura
3.3. Luego, usted calcula y registra la media de la muestra. Ahora suponga que usted repetird
este proceso varias (en realidad, un nimero infinito de) veces. Si después usted ordenara esas
medias de las muestras en una distribucion de frecuencias relativas podria generar asf la distri-
bucién muestral de la media o X. Usted podrd, por supuesto, utilizar este método para generar
la distribucién muestral de otros estadisticos, como la desviacion estandar de la muestra, la
mediana, el percentil quinto o cualquiera de los muchos estadisticos.

75



76 Capitulo 4

Introduccion a los métodos de inferencia y de una muestra
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0.05¢ u=110.023

0.041
0.03

Proporcién

0.02
0.01¢

105 106 107 108 109 110 111 112 113 114 115

X

FIGURA 4.1: Distribuciones muestrales de x.

4.2.2 Distribucion muestral de x

La figura 4.1 muestra tres distribuciones muestrales de X derivadas de la poblacién cuya distribu-
cion de frecuencias relativas se presenta en la figura 3.8, en la pagina 69. El método por el cual
nosotros generamos esas distribuciones le ayudard a comprender el concepto general de las
distribuciones muestrales.

Con el fin de construir las distribuciones muestrales mostradas en la figura 4.1 creamos un
programa computacional que (1) genera la poblacién antes mencionada; (2) selecciona aleatoria-
mente 10,000,000! de muestras de tamafio 10 de esta poblacién y calcula la media de cada mues-
tra; (3) calcula la media, la varianza y la desviacién estdndar de las 10,000,000 medias y, final-
mente, (4) genera la distribucion de frecuencias relativas de las medias. Después, este proceso se
repiti6 utilizando muestras de tamafio 30 y 50.

Muchos factores relacionados con estas distribuciones muestrales deberdn observarse. Prime-
ro, la media de las tres distribuciones es 110.023, la cual es la media de la poblacién como se re-
port6 en el apartado 3.4.4. La media de una distribuciéon muestral se conoce como el valor
esperado del estadistico y se simboliza con E[] donde [] contiene un identificador del estadistico.
En el caso presente, el valor esperado de X estd representado por E[X]. En general, E[X] = z. Usted
no debera concluir con esto que el valor esperado de todos los estadisticos es igual a su pardmetro
equivalente. Por ejemplo, E[s] # o

Segundo, usted notara que la desviacion estandar de las tres distribuciones muestrales dismi-
nuye mientras el tamafio de la muestra se incrementa. La desviacion estdndar de las distribuciones
muestrales generalmente se conoce como el error estdndar de un estadistico particular. De tal
manera, la desviacion estandar de la distribucion muestral de X se conoce como el error estandar
de la media, y se simboliza como ;. El error estdndar de la media se expresa como

O- =

o
E @.1)

donde o es la desviacion estdndar de la poblacion y n es el tamafio de la muestra. Para el caso don-
de n es igual a 10 en la figura 4.1, el error estindar de la media es %/loo =1.572, Usted puede ver

IEsto fue extenuante, pero quisimos enfatizar el hecho de que las distribuciones muestrales est4n basa-
das en un gran nimero de muestras.
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en la ecuacidn 4.1 que para una desviacion estdndar de una poblacién fija, el error estdndar de la
media disminuye mientras el tamafio de la muestra se incrementa, como se aprecia en la figura.

Dado que la varianza es el cuadrado de la desviacion estdndar, se infiere que la varianza de
la distribucién muestral de X es

o2
n

o

=N

4.2)

Finalmente, usted observara que las tres distribuciones muestrales parecen tener formas casi
normales, asi que serdn bien modeladas con curvas normales. Mientras estos modelos tengan
medias comunes, necesariamente tendran diferentes desviaciones estdndar. Quiza no le sorprenda
que las distribuciones muestrales de X tengan formas normales en aproximacién, dado que la
poblacion de la cual se derivan también es relativamente normal, pero cuando la poblacién fuente
no es aproximadamente normal comienzan a surgir las preguntas referentes a la distribucion
muestral.

El panel superior de la figura 4.2 indica con contundencia una distribucién de poblacién no
normal, mientras que el panel inferior presenta tres distribuciones muestrales de medias tomadas
de la misma poblacién. Como se observa, las distribuciones muestrales son casi normales a pe-
sar de la forma no normal de la poblacién fuente. Este fendmeno es atribuido al teorema del li-
mite central.

A grandes rasgos, el teorema del limite central enuncia que las distribuciones muestrales
de ciertas clases de estadisticos se aproximardn a la normalidad, a medida que el tamafio de la
muestra (n) se incrementa independientemente de la forma de la poblacién muestreada. Esto
significa que para tamafios muy pequefios de muestras, las distribuciones muestrales de estos
estadisticos podrdn no ser muy normales, pero mientras el tamafio de la muestra se incremente,
la forma de las distribuciones muestrales se acercard mds a una curva normal. Este resultado es
sumamente importante porque implica que muchas distribuciones muestrales pueden ser modela-
das por la curva normal, aun cuando la poblacién fuente no lo sea del todo. La pregunta que surge
entonces es qué tan grande debe ser n para que la curva normal sea un modelo apropiado para una
distribucién muestral en particular. Eso depende de muchos factores, incluyendo la forma de la
poblacion muestreada y la naturaleza del estadistico cuya distribucion muestral estd en cuestion.
Como sugiere la figura 4.2, el teorema del 1imite central generalmente produce distribuciones
normales en aproximacién para X, aun cuando los tamafios de la muestra sean pequefios.

EJEMPLO 4.1

Encuentre las desviaciones estdndar de las tres distribuciones muestrales expresadas en la figura
4.2.

Soluciéon  Utilizando la ecuacién 4.1 y la informacién de la figura 4.2, los errores estdndar de la

media para n = 10, 30 y 50 son, respectivamente, 3293 167, 223 = 97 y 3293 _ 75, |
V1o V30 V50

4.2.3 Uso de la curva normal para aproximacion
de probabilidades asociadas con x
En el apartado 3.4.4 expusimos la pregunta: ““;Cudl es la probabilidad de elegir una observacién de

la poblacién representada por la figura 3.3 y encontrar que la presion arterial sistdlica obtenida
de tal manera es 1117”. Usted aprendié que esta probabilidad podria darse aproximadamente
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Distribucién de la poblaciéon

1=106.597
6=5.293

Frecuencia relativa
=)
=
N

91 101 111 121 131
Presion arterial sist6lica

Distribucién muestral
n=50
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Medias de las muestras

FIGURA 4.2: Poblacién no normal con distribuciones
muestrales para X.

mediante la bisqueda del drea apropiada bajo un modelo de la curva normal, siempre y cuando
tal modelo tenga las mismas media y desviacion estdndar de la poblacion.

En esta seccién usted aprenderd el uso del modelo de la curva normal para responder
preguntas como: “;Cudl es la probabilidad de elegir una muestra de la poblacién de tamafio 15
representada por la figura 3.3 y encontrar que la media de la muestra es mayor que 111?”” Observe
que si la distribucion muestral de X estuviera disponible para esta poblacidn, el valor exacto se
obtendria ficilmente. Esto se infiere del hecho de que las distribuciones muestrales son distribu-
ciones de frecuencias relativas, lo cual a la vez representa probabilidades.

Puesto que las distribuciones muestrales rara vez estin disponibles (si acaso lo estdn), usted
puede utilizar la misma técnica empleada para encontrar las probabilidades asociadas con
observaciones simples. Esto es, puede encontrar el drea apropiada bajo una curva normal. En este
caso la probabilidad aproximada ser4 el drea por arriba de 111. De tal forma, usted s6lo encontrara
las puntuaciones Z para 111 y localizara el drea asociada con la columna 3 de la tabla de la curva
normal. Observe, sin embargo, que la puntuacién Z tomard la forma

z=""H 4.3)

gla

y no la forma de la ecuacién 2.24. Como el denominador de esta expresion es la desviacién
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estandar de la distribucién muestral, Z es el nimero de desviaciones estdndar entre X y /.
Para el problema en cuestion,?

_111.0-110.023 _
Z= 7570 =.76.

Ji5
El 4rea asociada es .2236. Entonces, la probabilidad de seleccionar una muestra de esa poblacion
y encontrar que la media de la muestra es mayor que 111 es, aproximadamente, .22. (Nosotros
calculamos que la probabilidad real seria .2157). ;Qué piensa usted que sucederd con esta
probabilidad si el tamafio de la muestra se incrementa, por ejemplo a 2.5?

EJEMPLO 4.2

(Cudl es la probabilidad de seleccionar aleatoriamente 25 observaciones de la poblacién mostrada
en la figura 4.2, en la pagina 78, y encontrar que su valor de media es menor que 107.5?

Solucién La probabilidad puede estimarse para encontrar el drea bajo la curva normal apropiada
con la media 106.597 y una desviacién estandar 5.293 / </25. El 4rea deseada ser esa porci6n de
la curva debajo de 107.5. La puntuacién Z y el drea asociada para la proporcion entre 107.5 y
106.597 son, respectivamente,

_107.5-106.597 _
Z= 5.293 =.85

V25
y .3023. El area debajo de 106.597 es .50 para que la estimacion deseada sea .5000 + .3023 =
.8023. (Nosotros calculamos que la probabilidad real seria .8034.) |

EJEMPLO 4.3

Considere que se seleccionan aleatoriamente 100 observaciones de una poblacién cuya media y
desviacion estandar son 100 y 20, respectivamente. ;Cudl es la probabilidad de que la media de
estas observaciones esté entre 99 y 1037

Solucidon El drea de una curva normal con media 100 y desviacién estdndar 20/+/100 que se
encuentra entre 99 y 103 es la suma de las dreas entre 99 y 10,y 100 y 103. La puntuacién Z y el
drea entre 99 y 100 son, respectivamente,

_ 99.0-100.0 _
z=202900 50
J100

y .1915. Los mismos valores para el drea entre 103 y 100 son

_103.0-100.0 _
z=1020-1000 1 50

V100

y .4332. La probabilidad estimada es, entonces, .1915 + .4332 = .6247. ||

2 Advierta que no empleamos limites reales superior ni inferior debido a los puntos individuales desi-
guales; las medias no se restringen a valores discretos.
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4.2.4 Distribucion muestral de p

Ahora, considere una poblacion formada por alguna caracteristica dicotomica, como vivo-muerto,
remisién-no remision de un tumor, dolor-no dolor, etcétera. Por tradicién, cuando se habla en un
sentido general, uno de estos dos resultados dicotémicos se llama “éxito” y el otro “fracaso”.
Ahora suponga que elige aleatoriamente cinco observaciones de esta poblacion y registra la
proporcion de éxitos en la muestra. Nosotros designaremos la proporcion de éxito en una muestra
como f) y la proporcién en la poblacién como 7. Si usted repitiera este procedimiento muchas
veces y formara las proporciones resultantes en una distribucidn de frecuencias relativas, de esta
forma habra generado la distribucién muestral de .

Si los miembros de una poblacion con la caracteristica “éxito” se designan con el nimero 1
y aquéllos con la caracteristica “fracaso” con cero, entonces cada muestra estard formada por
unos y ceros, y f) simplemente serd la media de esos valores. Por ejemplo, si una muestra estd
formada por dos unos y tres ceros, ambas, la media y la proporcién serdn 2/5 = .4. Asimismo, 7
serd la media de los unos y los ceros que formaran la poblacién. Puesto que en este contexto f) =
Xy 7= i, no es sorprendente que E[p] = 7.

La varianza de la poblacién se expresa como 7 (1 — 7). Esto puede verse notando cudl fue la
consecuencia de utilizar la férmula computacional para la varianza de la poblacién (ecuacién
2.11, en la pagina 36) con datos cuyos valores se restringen a unos y ceros.

2 (zx)z 2.2
X< — N-m
Z N _N7r— i

N N
_Nrn-N=?

N

=1 —m?
=rn (1-m).

Elevar al cuadrado los unos y los ceros no cambia sus valores, asi que sz = Zx. Dado

> x

que 7 = N se obtiene Z x2 = Nr. El resto del resultado es 4lgebra simple.

Por analogfa con la ecuacién 4.1 el error estandar de P est4 dado por

rl-m) (4.4)
n

op=

EJEMPLO 4.4

El panel A de la figura 4.3 muestra la distribucién de frecuencias relativas de una poblacién
dicotémica con 7= .10, mientras que los paneles B y C muestran las distribuciones muestrales de
P derivadas de esta poblacién con los tamafios de muestra de 5 y 50, respectivamente. ;Cudl es el
error estandar de f) para las dos distribuciones muestrales?

Solucion  Por la ecuacion 4.4 el error estandar de la distribucién en el panel B es

oh= \/n’(ln— T _ \/(.10)5(.90) _ 134



Seccion 4.2 Distribuciones muestrales 81

g 09}
£ o] =10 A
© 071} 6=.30
s 06}
5 05}
S 0af
3 031
£ 02}

0.11

0.0 _

Exito (E)  Fracaso (F)

2 06 B
T: 0.5 7=.10
s 04 n=5
Q
5 03
5 02
8 .
= 01

0.0

.00 .20 .40 .60 .80 1.00

£ 020¢ p
S 018}
o) 8’%461 n=.10
5 012 n=50
5 010}
2 0.08}
2 0.06
= 0.04

0.02}

0.00

.00.10.20.30.40.50.60.70.80.901.00
AN
p

FIGURA 4.3: Poblacion dicotomica con distribu-
ciones muestrales de p

y para la distribucién del panel C

. _ [C10)(90) _
op= =04 n

4.2.5 Uso de ladistribucion binomial para la aproximacion
de probabilidades asociada con P
Si la poblacion es grande y se cuenta con ciertas condiciones (que se analizardn después), la

distribucién binomial podr4 utilizarse para modelar la distribucién muestral de p. La distribucion
binomial es generada por la ecuacién

PO) =S (= @5)

n
(n—y)

donde n es el tamaifo de la muestra, Y es el nimero de éxitos, 7 es la proporcién de éxitos en la
poblacién y P(y) es la probabilidad de y éxitos en una muestra de tamafio n tomada de una
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poblacién donde la proporcién de éxitos es 7. La notacidén n! se lee como “n factorial” y se
calculacomon(n—1) (n—=2) .- ((n=(n+ 1)). Por esto, 5! se calculacomo 5-4-3-2-1=120,
y 3!'serd 3-2 - 1=6. Por definicién, 0! = 1. Un ejemplo aclarard el uso de esta ecuacion.

Suponga que usted desea encontrar la distribucién muestral de ) para muestras de tamano
igual a 5, extraidas de una poblacion en la cual la proporcion de éxitos es .10. Observe que s6lo
seis valores de f) son posibles para muestras de tamafio 5. Esto es, pueden ser 0, 1, 2, 3,4 0 5 éxi-
tos cuyos resultados en valores de f) de 0/5 =.00, 1/5 =.20, 2/5 = .40, 3/5 =.60,4/5=.80y 5/5 =
1.00. Para ) = .00 la ecuaci6n binomial produce

___ 5! 0(1_ 10\5-0
P(0) 0!(5_0)!.10 (1-.10)

= 3L 100,905
1131

=.90°

— 59049.

Observe que en la linea dos los 5! se cancelan, y que tanto 0! como .10 son iguales a uno,
asi que el resultado se obtiene en la linea tres. Para f) = .20 la ecuacién produce

_ 5! 1 5-1

P(l)=—=2—10'(1-.10

M 1G-1)! ¢ )
=41 101904

1!3!

(5)(.10)(.6561)

= .32805.

Usted se puede ahorrar un esfuerzo considerable notando que 5! =5 - 4!, asi que 4! puede
factorizarse del numerador y el denominador de la expresién. En el cdlculo de p = .40 nosotros
nos ahorramos un esfuerzo computacional al observar que 5! =5 - 4 - 3!, lo cual permite la
cancelacién de 3! del numerador y el denominador de la expresion.

_ S! 201 1M5-2
P(2)—2!(5_2)!.10 (1-.10)

= 3:4:31 12 93
213!

— (10)(.01)(.729)

— 0729

Para ) = .60 y .80

___ 5! 301 10)5-3
P(3) 3!(5_3)!.10 (1-.10)

=M'103_902
312!
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= (10)(.001)(.81)
— 0081
___ 5! 41— 10)5-4
P = 2 104-10)
= 54! 104901
a0
— (5)(.0001)(.90)
— 00045.

Y, finalmente, para f = 1.0

__ 5! S1_ 10)5-5
P(5) 5!(5_5)!.10 1-.10)

= 3L 105900
510!

=10°

— 00001

Los célculos de arriba se resumen en la tabla 4.1 y se presentan graficamente en el panel B
de la figura 4.3.

TABLA 4.1: Distribuciones muestrales deﬁ paran=5y z=.10.

Proporcién Numero de Probabilidad

p éxitos y P (y)
.00 0 .59049
.20 1 .32805
40 2 .07290
.60 3 .00810
.80 4 .00045

1.00 5 .00001

EJEMPLO 4.5

Si se determina que el 10% de los residentes de Estados Unidos resultardn positivos a un cierto
anticuerpo, ¢cudl es la probabilidad de seleccionar aleatoriamente cinco residentes de Estados
Unidos y encontrar que las cinco pruebas resultaron positivas? ;Cudl es la probabilidad de que al
menos cuatro (esto es, cuatro o mas) resulten positivos? ;Cudl es la probabilidad de que al menos
uno sea positivo?

Soluciéon De la tabla 4.1 se obtiene que la probabilidad de que los cinco residentes resulten
positivos es P (5) =.00001. La probabilidad de que al menos cuatro resulten positivos es P (4) +
P (5) =.00045 + .00001 =.00046 y la probabilidad de que al menos uno resulte positivo es P (1)
+P2)+PB)+P@)+P(5)+1-P(0)=1-.59049 = .40951. |
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EJEMPLO 4.6

El 38% de todos los donadores de sangre en Estados Unidos tienen sangre tipo “O” positivo. Supon-
ga que, como resultado de una teoria genética en la cual basé su argumentacion, un investigador
considera que esta proporcion es mds grande en Islandia. En un estudio preliminar, el investiga-
dor selecciond aleatoriamente 10 donadores de sangre en Islandia y anot6 su tipo sanguineo. ;Cudl
es la probabilidad de que en esta muestra de donadores islandeses, 9 o 10 tengan sangre tipo “O”
positivo , si la teorfa del investigador es errénea (esto es, la proporcién en Islandia es .38)? Si el
nimero de sujetos con sangre tipo “O” positivo de hecho es 9 o 10, ;qué implicaciones tendra esto
para la teorfa del investigador?

Solucion  Dada una proporcién de la poblacién de .38, la probabilidad de que la muestra conten-
ga 9 o 10 donadores con sangre tipo “O” positivo es P(9) + P(10).

PO)=—10L 3891 38)105-9
9110 9)!

= 10-91 309 6o
g1
— (10)(.00017)(.62)
— 00105
P(10) = 3810 = .00006.

La probabilidad de que 9 o 10 donadores en la muestra tengan sangre tipo “O” positivo es,
entonces, .00105 +.00006 =.00111. Si el nimero de donadores en la muestra con sangre tipo “O”
positivo es de 9 o 10, entonces, la teoria del investigador tiene sustento, pues la probabilidad de
alcanzar dicho resultado en una poblacién donde la proporcion es .38, es muy pequefia. Es
probable, aunque no seguro, que la proporcién de personas con sangre tipo “O” positivo en los
donadores de sangre islandeses sea mayor a .38. |

4.2.6 Uso de la curva normal para aproximacion de probabilidades
asociada con p

Las distribuciones muestrales descritas en los paneles B y C de la figura 4.3 en la pagina 81
fueron generados con una poblacién comun (panel A), pero difieren en que el tamafio de la mues-
tra para la distribucion en el panel B es de cinco, mientras que para el panel C es de 50. Como se
observa, los diferentes tamafios de la muestra arrojan formas muy diferentes de distribuciones
muestrales. De particular importancia es el hecho de que la distribucién en el panel B es a todas
luces anormal, mientras que en C aparece casi normal en su forma. Esto se debe al teorema del
limite central, el cual (como se recordard) garantiza que las distribuciones muestrales de ciertos
estadisticos se acercaran a la normalidad, conforme el tamafio de la muestra se incrementa.
Como sugieren los dos paneles, si se utiliza una aproximacién de la curva normal para la
distribucién basada en muestras con tamaiio cinco es probable que no se obtengan resultados
satisfactorios, pero la misma aproximacién para la distribucién basada en muestras de tamaifio 50
parece prometedora. El teorema del limite central garantiza que el modelo de la curva normal
serd apropiado para distribuciones basadas en algin tamafio de la muestra, pero, ;qué tamafio
debe ser ése? No hay respuesta segura, pero hay una regla puntual utilizada con frecuencia que
afirma que el modelo de la curva normal serd satisfactorio siempre y cuando nzy n(1 — 7z) sean
mayores o iguales a cinco.3 Para la distribucién en el panel B este célculo es (5)(.1) = .5y (5)(.9)

3 Algunos autores sostienen que estos valores deberdn ser mayores que o iguales a 10
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=4.5, asi que no se cuenta con el criterio mencionado, pero para el panel C tenemos (50)(.1) =5
y (50)(.9) =45, de manera que el criterio apenas se cumple.

El modelo de la curva normal se aplica en la distribucién de ﬁde esta forma, con la cual ahora
usted estd familiarizado. Esto es, la puntuacién Z se calcula con el drea apropiada y luego se
localiza en la tabla de la curva normal. Al sustituir los resultados presentados arriba, en la ecuacion
4.3, se obtiene

p—T

Z= [r(1-7) 4.6)
n

Para ejemplificar, suponga que se toma una muestra aleatoria de 50 observaciones de la
poblacién mostrada en el panel A de la figura 4.3. ;Cudl es la probabilidad de que la proporcién
de éxitos en esta muestra sea mayor que .12?

La probabilidad estimada serd el drea bajo una curva normal con media .10 y desviacion
estandar

_ [zi=x) _ [(10)(.90)
c;13_\/ n - 50

que cae por encima de .13. Puesto que la proporcién de éxitos sélo puede tomar valores de .00,
.02, .04,..., .12, .14,..., 1.00, se utiliza el limite real superior del intervalo .12, esto es .13. Se
emplea el limite superior porque el problema es encontrar la probabilidad de que la proporcion
de éxitos sea mayor a .12. Tendrd que utilizarse el limite inferior si el problema requiere la
probabilidad de obtener una proporcién de .12 o mayor. Los limites reales de proporciones
binomiales superior e inferior pueden calcularse directamente sumando y restando .5/n. Para el
presente caso, el limite real superior es .12 + .5/50 = .13. A esta forma de utilizar los limites
superior e inferior, usando una distribucién continua para aproximar probabilidades asociadas
con una variable discreta se le conoce como una correccion de continuidad. La puntuacién Z es
entonces

__P-m _13-.10 _ 03 _ 4
\/72:(1—77:) (10)90) .0424
n 50

Sinos remitimos a la tabla de la curva normal en el Apéndice A, obtenemos una drea asociada
de .2389. El valor calculado de acuerdo con la ecuacion 4.5 es P (7) + P (8) + ... + P (50) =
.2298.

(Cudl es la probabilidad estimada de que la proporcién sea .12? La estimacion serd el drea
entre el limite real inferior de .11 y el limite real superior de .13. Como se calculé arriba, la
puntuacién Z para .13 es .71, mientras que para .11 es

_ .11-.10 _ .01 _
 [C10)(90) ~ .0424 ~ 24.
50

Al usar estos valores en la tabla de la curva normal se observa que las dreas entre .13 y .10,
y .11y .10 son.2611 y .0948, respectivamente. El drea entre .11 y .13 es, entonces, .2611 +.0948
=.1663. La probabilidad calculada de acuerdo con la ecuacién 4.5 es P (6) = .1541.
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EJEMPLO 4.7

Se dice que aproximadamente el 16% de los hombres en Estados Unidos con edades entre 60 y
64 afios que mostraron un perfil de riesgo en particular sufrirdn un ataque al corazén en los si-
guientes 10 afios [14]. Si se observa una muestra aleatoria de 300 de esos hombres durante los
préximos 10 afios, ;cudl es la probabilidad de que menos del 5% sufra un ataque al corazén?

Solucion  Como el problema especifica que menos del 5% experimentard un ataque al corazon,
se utilizard el limite real inferior del intervalo del 5%. Este limite es .05 — .5/300 = .048. La
puntuacién Z es entonces

_.048—-.16 _ —.112 _
T Jcies4 021 T 5.33.
300

La tabla de la curva normal no contiene valores Z de esta magnitud, pero puede concluirse,
con toda seguridad, que la probabilidad es menor que .0002. (Esta es la cola del drea asociada con
Z =3.50, que es el punto mds extremo en la tabla). Al utilizar una correccién continua cuando las
muestras son grandes generalmente se tiene una menor influencia en el resultado. En este caso, si
se hubiera utilizado .05 en lugar de .048, el valor Z habria sido —5.24 lo cual hard una pequefia
diferencia en el resultado. |

EJEMPLO 4.8

Suponga que una comunidad grande se divide equitativamente de acuerdo con su opinién sobre
la cantidad méxima que se puede recuperar legalmente a través de una demanda judicial por
negligencia médica. Si esta suposicion es correcta, ;cudl es la probabilidad de que un sondeo
aleatorio entre 200 miembros de la comunidad producird 55% o mds de respuestas favorables?
Calcule la probabilidad con y sin correccién de continuidad.

Solucion La correccién de continuidad es .5/200 = .0025. Como la tarea es encontrar la
probabilidad de que el 55% 0 m4s serd favorable, se utilizard el limite real inferior de la categoria
del 55% o .55 — .0025 = .5475. Puesto que la comunidad en cuestién se divide equitativamente,
la proporcion favorable en la poblacion se considera como .50. La puntuacién Z es entonces

_.5475-.50 _ .0475 _
~ [(50)(50) ~ .035 1.36.
200

El area por arriba de 1.36 es .0869. Sin la correccién de continuidad la puntuacién Z es
.05/.035 = 1.43, que tiene una cola en el drea superior de .0764. La probabilidad calculada de
acuerdo con la ecuacién 4.5 es .0895. |

4.3 PRUEBA DE HIPOTESIS

4.3.1 Introduccion

En el capitulo 1 indicamos que la disciplina de la estadistica/bioestadistica puede dividirse con-
ceptualmente en dos dreas relacionadas de estudio: estadistica descriptiva y estadistica inferencial.
Con escasas excepciones, usted ha completado su estudio de la estadistica descriptiva y domina
de antemano el conocimiento y las habilidades necesarios para el estudio de la inferencia. En esta
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seccién comenzard el estudio de la inferencia a través de la prueba de hipétesis. Mds tarde estu-
diard los intervalos de confianza, otro componente de la inferencia.

Las pruebas de hipétesis que usted conocerd y aprenderd en este capitulo quizd no sean
muy importantes desde un punto de vista, pero son esenciales desde otra perspectiva. No tienen
importancia porque no se emplean cominmente en la practica de la investigacion. La razén es
que prueban hipétesis simples que no reflejan el tipo de preguntas que interesan a la mayoria de
los investigadores de las ciencias de la salud. Sin embargo, esta simplicidad es su fortaleza.
Como son relativamente simples, es posible dominar su légica y su aplicacién fundamental sin
mayor dificultad. Los mismos métodos de aplicaciéon y légica que soportan estas pruebas
fundamentan las pruebas mds complejas que encontrard en capitulos posteriores. De tal forma
que con el dominio amplio de las pruebas simples presentadas aqui, usted dominard métodos mas
complejos, pero sin dificultad. Las pruebas que aprenderd a utilizar en este capitulo son la prueba
Z de una media, la prueba t de una media, pruebas de una proporcién y prueba de equivalencia de
una media.

4.3.2 Métodoy justificacion

La prueba de hipdtesis es un método esencial para la toma de decisiones. La decision relaciona
la eleccién entre dos enunciados competitivos y mutuamente excluyentes, respecto de uno o mas
pardmetros de la poblacién.* Los enunciados competitivos, de hecho, se conocen como hipétesis
nula y alternativa, respectivamente. La hipotesis nula, simbolizada como H,, es un enunciado
preciso® concerniente al pardmetro (o pardmetros) de interés, mientras que la hipGtesis alternati-
va, simbolizada como H,, es un enunciado competitivo menos preciso. Por ejemplo, quiz4 la hi-
potesis nula establezca que la media de una poblacién () es igual a 100,° mientras que la hip6tesis
alternativa menos concisa sostiene que la media es mayor que 100. Se emplea el término nula
porque la hipétesis nula es una declaracién de no diferencia. En el ejemplo de arriba, la hipétesis
nula enuncia que no hay diferencia entre la media de la poblacién y el valor 100. Por otro lado,
la hipétesis alternativa afirma que hay una diferencia entre la media de la poblacién y el valor 100
y, en este caso, sigue especificando que la media es mayor que 100.

Decidir si se acepta la afirmacion de la hip6tesis nula o si la afirmacién alternativa se establece
como la condicién verdadera se hace utilizando el modelo de la distribucién muestral del
estadistico implicado para establecer el criterio de decision. Si el criterio se satisface, la hip6tesis
nula se rechaza en favor de la alternativa. Si no se satisface el criterio, se mantiene el enuncia-
do nulo. Un ejemplo aclarara esto.

Suponga que usted desea probar la hipétesis nula de una media de poblacion igual a 100.
Este enunciado se representa como H : 4= 100. La hipétesis alternativa sostiene que la media
es mayor que 100 y se representa como H, : > 100. La prueba se lleva a cabo mediante la selec-
cion aleatoria de una muestra de un tamafio especifico de la poblacion y se calcula la media de la
muestra, X. Puesto que la distribucién muestral de X tiende a ser aproximadamente normal, se
elige la curva normal para probar el modelo, mostrado en la figura 4.4.

4Hay pruebas de hipétesis que no relacionan los pardmetros, pero nosotros no nos ocuparemos de ellas
aqui.

5 Algunas veces la hipétesis nula se enuncia de una manera imprecisa, pero la prueba debe hacerse con
un valor especifico.

6 Algunos preferirdn enunciar que la hipétesis nula indica que la media es menor que o igual a 100,
pero la prueba serd realizard con el valor preciso de 100.
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FIGURA 4.4: Ejemplo del modelo para una prueba de

hipétesis.

Observe primero que la prueba se realiza de acuerdo con la suposicion de que la hipétesis
nula es verdadera. De esta manera, el modelo utilizado tiene el valor de la media especificado por
la hipétesis nula, simbolizada como £, y que es 100 en el presente ejemplo. (Debe hacerse una
distincion clara entre 4, la media de la poblacién, y #,, la media de la poblacién hipotética). Se
especifica una pequefia region en la cola de la curva, llamada la region critica. El tamafio de esta
region se simboliza con « (alfa). Alfa se ubica tradicionalmente en .05 o0 .01, pero puede encon-
trarse en otros niveles si asi se desea. La ubicacion y el tamaio de la regién critica no son arbitra-
rios. La region estd disefiada para cumplir con los dos criterios.

Primero, la probabilidad de que la media de una muestra tome un valor dentro de la regién
critica si la hipotesis nula es verdadera es pequefia. Esto puede asegurarse escogiendo un valor
suficientemente pequefio para «. Si & es .05, entonces, la probabilidad de que el estadistico de
prueba tome un valor dentro de la region critica es tinicamente de .05. De tal forma, es improbable
que el estadistico de prueba manifieste un valor en la regién critica si la hip6tesis nula es
verdadera.

Segundo, la probabilidad de que el estadistico de prueba tome un valor dentro de la regién
critica debe incrementarse cuando la hipétesis nula sea falsa. En especifico, mientras la diferencia
entre 4,y i se incremente, la probabilidad de que el estadistico de prueba se encuentre dentro de
la region critica también puede incrementar. Usted verd como se satisface este criterio al ubicarlo
dentro de la region critica de la cola de la distribucién si considera lo siguiente. Suponga que la
hipétesis nula es falsa porque la media de la poblacion es 105. Esto obedece a que las medias de
la muestra de esta poblacion tenderdn a ser mas grandes (105 en promedio) de lo que se esperaria
si la hipétesis nula fuera verdadera y, por lo tanto, tendrian una mayor probabilidad de ser lo
suficientemente grandes como para caer dentro de la regién critica. Si la media de la poblacién
fuera atin mds grande, digamos 200, las medias de la muestra tenderdn a ser un poco grandes y la
probabilidad de que se encuentren dentro de la regién critica se incrementard. Regresaremos a
este punto mds adelante.

Decidir si la hipétesis alternativa serd elegida como reflejo de la condicién verdadera de la
media de la poblacién depende de si el estadistico de prueba toma o no un valor dentro de la re-
gidn critica. Si esto sucede, la hipédtesis nula se rechaza en favor de la alternativa. ;Por qué? Por-
que es improbable que el estadistico de prueba esté dentro de la region critica si la hip6tesis nula
es verdadera. De hecho, la probabilidad es tinicamente ¢. Por otra parte, si la hipdtesis nula es
falsa, la probabilidad se incrementa. Por lo tanto, si el estadistico de prueba estd dentro de la
region critica, la explicacion 1dgica para este suceso es que la hipdtesis nula es falsa.



Seccién 4.3 Prueba de hipétesis 89

Pero, ;qué sucede si el estadistico de prueba no estd dentro de la region critica? Quizds usted
piense que la hipdtesis alternativa se rechaza en favor de la nula, pero ése no es el caso. La logica
de la prueba de hipétesis establece la hipétesis nula como la condicién por desmentir. La prueba
requerida tiene la forma de una probabilidad lo suficientemente pequefia asociada con el valor
observado en el estadistico de prueba, bajo una hipétesis nula verdadera. Por lo tanto, se llega a
la conclusion de que la hipétesis nula no es desmentida cuando el estadistico de prueba no estd
en la region critica. Para usar el lenguaje formal de la prueba de hipétesis: usted “rechaza la hip6-
tesis nula” o “no rechaza la hipétesis nula”. Otra forma de reportar el rechazo de la hipétesis nula
es declarando que la prueba fue estadisticamente significativa, mientras que la decisién de no
rechazarla se reporta como estadisticamente no significativa.

Quiz4 en este momento usted se sienta mds confundido respecto de la prueba de hipdtesis.
Ademis, es probable que usted se pregunte: “;Para qué sirve esto?” La ldgica de la prueba de
hipétesis resultard clara cuando comencemos a hacer pruebas y a interpretar los resultados.
Ahora, estamos listos para comenzar este proceso. Antes de hacerlo, sin embargo, le sugerimos
que vuelva a leer este apartado y estudie con cuidado la figura 4.4. Una breve mirada a la figura
1.1 también podra ayudarle. En cuanto a la pregunta: “;Para qué sirve esto?”, comenzaremos a
tratar ese asunto en el capitulo 5. Por el momento, tenga valor, todo resultard mds claro conforme
continuemos.

4.3.3 Prueba Z de una media

La prueba Z de una media se utiliza para probar hip6tesis nulas de la forma Hy : 1= 14, como se
explicé antes. La hip6tesis alternativa toma una de las dos formas referidas como pruebas de una
o dos colas (también llamadas pruebas de uno o dos lados). La hipdtesis alternativa para las
pruebas de una colaes yasea H, : 4> 4, 0 Hy : £ < 4, (pero no ambas). La prueba de dos colas
tiene la hipdtesis alternativa H, : g # 44,. Se ilustrard y se discutira cada una de ellas.

Prueba de una cola: Hy : #£> 44,  Considere que en una comunidad afroestadounidense
localizada en un gran asentamiento metropolitano se realiza un censo. El propdsito es evaluar el
grado de satisfaccién/descontento entre los miembros de la comunidad de acuerdo con su acceso
a la atencién médica. La escala utilizada en el censo produce puntuaciones en un rango que va de
cero a 100, en donde las puntuaciones mds bajas indican menor satisfaccion. Los entrevistadores
del censo encuentran que el punto promedio en la comunidad es 47.4, que se interpreta como un
nivel subrayado de descontento. El andlisis también muestra que la desviacion estdndar de esos
puntos es 24.7.

Por otra parte, como resultado de este censo, se pone a la disposicién un nimero de donaciones
federales y no federales para mejorar el acceso a la atencién médica en la comunidad. Unos 10
afios después del conocimiento de la existencia de este dinero, los politicos desean determinar si
la opinién de la comunidad con respecto al acceso a la atencion médica ha mejorado.

Es obvio que esta pregunta puede contestarse haciendo un nuevo censo en la comunidad para
ver si el punto medio es ahora mds elevado de lo que era hace 10 afios. Pero no es posible
financiar un esfuerzo tan grande. En esta situacidn, los evaluadores seleccionardn aleatoriamente
a 100 miembros de la comunidad para aplicarles una encuesta. La media de esta muestra, entonces,
serd usada para llevar a cabo la prueba Z de una media de la siguiente forma.

La hipétesis nula sometida a prueba es que el valor medio en la comunidad (poblacién) es
47.4, mientras que la hipétesis alternativa indica que el valor medio es mayor que 47.4. Enunciado
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mas formalmente,

Hy: u=474
Hy:u>47.4

Observe que la hipdtesis nula afirma que la media observada previamente atin es la condicién
verdadera en la poblacién, mientras que la hipdtesis alternativa sostiene que la media en la comu-
nidad es ahora mayor que la previamente observada. La 16gica de la prueba requiere que la condi-
cién nula sea refutada o se sostenga.

Debido a que la distribucién muestral de X tiende a ser normal en su forma, se usard la curva
normal como modelo para la distribucién muestral. Alfa se ubica en .05 y la regién critica se
establece como en la figura 4.4. Los investigadores saben que la probabilidad de que la media de
los 100 miembros de la comunidad muestreados sea lo suficientemente grande como para caer
dentro de la region critica es inicamente de cinco en cien si la hipétesis nula es verdadera, pero
también saben que tenderd a ser mds grande si la hipétesis alternativa es verdadera. Por lo tanto,
puede realizarse una prueba de H, para hacer notar, o no, que X estd dentro de la region critica. Si
estd en la region critica, H, se rechazard, de otra forma, se mantendrd. Pero, ;como podemos
saber si X estd dentro de la region critica? Esto se hace a través de dos métodos diferentes, a los
cuales nos referiremos como los métodos del valor-p versus alfa, y Z obtenida versus Z critica.
Utilizaremos cada uno de éstos para realizar la prueba Z de una media para el problema citado
arriba.

Método del valor-p versus alfa

Considere que la media de la muestra X es 52.8. ;El valor estd dentro de la regién critica? La res-
puesta cae en el panel A de la figura 4.5. Fijese en que la media del modelo utilizado para realizar
la prueba es 4, = 47.4, y que la region critica estd en la cola derecha de la curva. La puntuacion
Z para la media de la muestra se calcula por

Z=— .7

la cual es simplemente la ecuacion 4.3 con £, sustituida por £, para indicar que se utiliz6 el valor
de la media hipotética en lugar de z. Por esta ecuacién

_.02.8-474 _
Z= 7 =2.19

V100

El valor-p (o simplemente p) para una prueba de una cola con hipétesis alternativa de la
forma H, : g2 > g4, es la probabilidad de obtener un estadistico de prueba tan grande como, o ma-
yor que el valor del estadistico de prueba observado en realidad. En este caso, el valor-p es la
probabilidad de mantener la media de la muestra, cuyo valor es 52.8 o més. El 4rea en la columna
3 del Apéndice A para la puntuacion Z de 2.19 es .0143, lo cual es el valor-p deseado (mostrado
con el sombreado gris en la region critica de la curva en el panel A de la figura 4.5). El hecho de
que el valor-p sea menor que alfa (.05) implica que X estd dentro de la region critica, lo cual, a la
vez, significa que H, se rechaza. En general, la hipdtesis nula se rechaza cuando p < &, dado que
esto implica que el estadistico de prueba estd dentro de la region critica. De aqui se infiere que H,
no se rechaza cuando p > .



Seccién 4.3 Prueba de hipétesis 91
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FIGURA 4.5: Pruebas Z de una media de H,: ¢/=47.4 contra
la hipétesis alternativa H : ¢>47.4 con o= .05.

Lalégica para usar el drea de la curva arriba de X (el valor-p) para comparar con &y determi-
nar si X estd en la regidn critica puede verse con mds claridad considerando lo siguiente. Suponga
que X estuviera localizado en el punto de inicio de la regién critica (etiquetado “inicio” en el panel
A de lafigura 4.5). En este caso el drea por arriba de X seria exactamente .05. Cualquier valor mds
grande que X estard dentro de la regidn critica y tendrd una 4rea menor por arriba de ella. En
contraste, un valor mas pequefio de X caerd afuera de la region critica y tendrd una drea mayor por
arriba de ella.

A el riesgo de prolongar ain mds esta explicacién, considere que el resultado de la prueba
pudo haber tenido la media de la muestra en 50.4. La puntuacién Z en este caso serd

_504-474 _
Z= 517 =1.21.
100

La columna 3 del Apéndice A muestra que el drea asociada es .1131, que se destaca con la
sombra gris en la curva del panel B de la figura 4.5. Puesto que .1131 es mayor que .05, puede
afirmarse que X no estd dentro de la regién critica y que la hipdtesis nula no se rechaza. ;Este
resultado indica que el nivel de satisfaccién/descontento es atin 47.4? No, esto significa que
somos incapaces de demostrar que el nivel de satisfaccién/descontento es mayor que 47.4.
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Método de Z obtenida versus Z critica

El método del valor-p versus alfa para determinar si un estadistico de prueba estd dentro de la
region critica se realiza calculando la puntuacion Z del estadistico de prueba, que se utiliza enton-
ces para obtener el drea de la curva que cae por arriba del estadistico. Debido que alfa también es
una drea de la curva, la decision respecto de la hipétesis nula se hace con base en la comparacién
de dos areas. El método de Z obtenida versus Z critica comienza de la misma forma. Esto es, se
calcula la puntuacion Z del estadistico de prueba. Este valor se determina como Z obtenida.
Usted recordard que la puntuacién Z indica el nimero de desviaciones estdndar (o errores estandar
en este caso) que un punto o estadistico cae dentro de la media de la distribucién. En el ejemplo
mostrado en el panel A de la figura 4.5, la puntuacion Z calculada indica que la media de la mues-
tra de 52.8 se localiza 2.19 desviaciones estdndar por arriba de la media de la distribucién. La Z
critica es el ndmero de desviaciones estdndar entre la media de la distribucién y el punto de
inicio de la regidn critica. En otras palabras, es la puntuacién Z el que cae en el limite delantero
de la regidn critica.

La Z critica puede obtenerse del Apéndice A, buscando el drea apropiada para encontrar el
valor asociado de Z. Como deseamos encontrar el valor de Z que tenga .05 de la curva por arriba
de €l, vemos en la columna 3 de la tabla para .05. Por desgracia, .05 no se encuentra. En su lugar,
encontramos dos dreas que son igualmente cercanas a .05, en particular .0495 y .0505. Por lo
general, elegimos el drea mds cercana a la deseada, pero en este caso las dos dreas son igualmente
cercanas a .05. La puntuacion Z de 1.64 corta .0505 en la cola, mientras que una Z de 1.65 corta
.0495 también en la cola. Podriamos interpolar y usar una Z de 1.645, pero, para simplificar,
cuando se encuentran dos dreas igualmente cercanas por lo comun se utiliza el drea mds pequeiia.
Esto significa que podemos tomar el valor de Z asociado con .0495, que es 1.65.

Asi que la distancia de la media de la distribucién (47.4) al limite delantero de la regién
critica es (aproximadamente) 1.65 desviaciones estdndar. La Z obtenida indica que X es 2.19 des-
viaciones estdndar de la media de la distribucién, mientras que la Z critica indica que el limite
delantero de la regién critica se localiza 1.65 desviaciones estandar por arriba de la media de
la distribucién. Es claro que X estd mds alld de la media de la distribucién, que es el limite delan-
tero de la region critica, asi que el estadistico de prueba se localiza necesariamente en la regién
critica. (Véase el panel A de la figura 4.5.) Asi, mientras el método del valor-p versus alfa compa-
ra dos dreas, el método de Z obtenida versus Z critica compara dos puntuaciones Z.

Para el ejemplo mostrado en el panel B, el estadistico de prueba se localizaa 1.21 desviaciones
estdndar de la media de la distribucidn, asi que no esté tan lejos del limite delantero de la regién
critica y por ello no se puede localizar dentro. En general, para la prueba de una cola con la hip6-
tesis alternativa H, : 42> 14, la region critica se localiza en la cola derecha de la curva, asi que la
hipétesis nula se rechaza cuando la Z obtenida es mayor que o igual a la Z critica.

EJEMPLO 4.9

Utilice la siguiente informacion para realizar la prueba Z de una media. Justifique su decision
respecto de la hipétesis nula con base en ambos métodos, el valor-p versus alfa y Z obtenida
versus Z critica.

Hy:u=120 o=40 X=128.2
Hp o> 120 n=150 a=.01
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FIGURA 4.6: PruebaZde una mediade H,: #=40.5 contrala
hipétesis alternativa H, : 42> 40.5, con a=.10.

Soluciéon  El valor Z asociado con 128.2 es

X—HUy  1282-120.0 _
e 00 =2.51.
N J150

El valor-p es el drea por arriba de 128.2. La columna 3 del Apéndice A muestra que el drea
por arriba de Z = 2.51 es .0060. Como este valor es menor que ¢ = .01, la hipdtesis nula se
rechaza. La columna 3 de la tabla de curva normal también muestra que el valor més cercano a
.01 es .0099, que tiene un valor Z asociado de 2.33. Por consiguiente, el valor Z en el limite
delantero de la regidn critica es 2.33. Dado que la Z obtenida de 2.51 es mds grande que la Z
critica de 2.33, la hip6tesis nula se rechaza. | |

Z:

EJEMPLO 4.10

Utilice la siguiente informacion para realizar la prueba Z de una media. Justifique su decisién
respecto de la hipétesis nula con base en ambos métodos, el valor-p versus alfa y Z obtenida
versus Z critica.

H,: ©=40.5 a=11.5 X=38.6
Hp:u>40.5 n=90 a=.10

Soluciéon El valor Z asociado con 38.6 es

_38.6-40.5 _
7= 800 =157,
J50

El valor-p es el drea por arriba de 38.6, el cual a su vez estd compuesto por el drea entre 38.6,
la media de la distribucién de 40.5, y el area por arriba de 40.5. Utilizando Z = —1.57, la columna
2 del Apéndice A indica que el drea entre 38.6 y 40.5 es .4418. Dado que el drea por arriba de 40.5
es .5000, el valor-p es .4418 + .5000 = .9418, el cual es sin duda mayor que & = .10, asi que la
hipétesis nula no se rechaza. (Véase la figura 4.6.)

El valor mds cercano a .10 en la columna 3 del Apéndice A es .1003, el cual tiene un valor Z
asociado de 1.28. Por lo tanto, el limite delantero de la regidn critica se localiza en un punto que
estd 1.28 errores estdndar por arriba de la media de la distribucién. En contraste, la Z obtenida de
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—1.57 indica que X se localiza 1.57 errores estandar por debajo de la media de la distribucidn.
Entonces, es evidente que X no estd dentro de la regién critica. (Véase la figura 4.6.) |

Prueba de una cola: Hy : < t,. Una segunda forma de la prueba de una cola emplea la
hipétesis alternativa Hy @ 42 < 4y, lo cual implica una media de la poblacion menor que el valor es-
pecificado por la hipétesis nula. Con el fin de incrementar la probabilidad de lograr un resultado
significativo de la prueba cuando Hy es falsa y H, es verdadera, la region critica debe estar localiza-
da en la cola derecha de la distribucién mas que en la izquierda. Considere el siguiente ejemplo.

El Inventario de Burnout de Maslach [35] es un instrumento que mide tres aspectos del agota-
miento o burnout manifestado por enfermeras profesionales. La tabla de la norma para el inventa-
rio reporta la media y la desviacién estdndar para enfermeras de Estados Unidos en la subescala
de agotamiento emocional, como 22.19 y 9.53, respectivamente. (Puntos mds altos indican un
mayor grado de agotamiento emocional). Suponga que un investigador que trabaja con datos
sobre las enfermeras cree que, después de un largo periodo de dificultades, las condiciones labo-
rales para las enfermeras en Estados Unidos han mejorado gradualmente desde que se implantaron
las leyes. El investigador va mds alld en su hipdtesis y sugiere que como resultado de estas mejo-
ras laborales, el agotamiento emocional ha disminuido. Con el fin de probar esta hipétesis, el
investigador administra el inventario a 121 enfermeras de un hospital local.” La puntuacién media
de las 121 enfermeras en la subescala de agotamiento emocional es 20.58. El investigador lleva a
cabo la prueba Z de una cola para una media con o= .05 y la siguiente hipétesis

Hy:1=22.19
Hp <2219
Z se calcula como

_ XMy 2058-22.19 _
Z= = 20282210 _ g6,
121

o

Meétodo del valor-p versus alfa

El valor-p para una prueba de una cola con hipétesis alternativa de la forma H, : £ < g, es el drea
por debajo del estadistico de prueba. La columna 3 del Apéndice A revela que este valor es .0314.
Como p =.0314 < = .05, 1a hipétesis nula se rechaza. (Véase el panel A de la figura 4.7.)

Método de Z obtenida versus Z critica

Puesto que la regidn critica para las pruebas con esta alternativa estd en el lado izquierdo de la
curva, la Z critica es negativa. Para el problema en cuestién la Z critica es —1.65, lo cual indica
que el limite delantero de la regién critica cae en un punto que se localiza 1.65 errores estdndar
por debajo de la media de la distribucion. Por lo tanto, la hipétesis nula se rechaza cuando la Z
obtenida es menor que o igual a la Z critica. Como —1.86 < —1.65, la hipétesis nula se rechaza. El
panel A de la figura 4.7 muestra los elementos de este andlisis.

A partir de este estudio, el investigador concluye que el agotamiento emocional entre las
enfermeras de Estados Unidos ha disminuido. Pero esta conclusién debe ser tentativa, puesto que
121 enfermeras incluidas en el estudio no constituyen una muestra aleatoria de la poblacion total
de enfermeras en Estados Unidos. Esta falta de seleccién aleatoria de sujetos para el estudio es el
estado habitual de los sucesos, asi que las conclusiones obtenidas con este tipo de estudios rara
vez son definitivas.

7Esta no es una prueba aleatoria, pero refleja las limitaciones practicas de muchas investigaciones.
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FIGURA 4.7: Pruebas Z de una media con hipétesis alterna-
tivaHy: < iy,

EJEMPLO 4.11

Utilice la siguiente informacién para realizar la prueba Z de una media. Justifique su decisién
respecto de la hipétesis nula con base en ambos métodos, el valor-p versus alfa y Z obtenida
versus Z critica.

H, : ©=1000 0=235 X =985
Hy @ <1000 n=180 o=.025

Soluciéon  El valor de Z asociado con 985 es

7 X7Ho _985-1000 _ ¢

o 235
Jn J180

El valor-p es el drea por debajo de 985. Utilizando Z = —.86 la columna 3 del Apéndice A
muestra que esta drea serd .1949. Dado que .1949 es mayor que .025, la hipétesis nula no se
rechaza.

Como la puntuacién Z de 1.96 corta en .025 a la cola de la distribucion y la region critica esta
por debajo de la media de la distribucién, Z critica es —1.96. Dado que —.86 no es menor que
—1.96, la hipétesis nula no se rechaza. La l6gica de este andlisis se muestra en el panel B de la
figura 4.7. |
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Prueba de dos colas: H, : £ #44,. En muchas situaciones los investigadores son renuentes
o incapaces de especificar si una hipdtesis nula falsa implicard un valor de # mayor que o menor
que £4,. En tales situaciones se realiza una prueba de dos colas. Con el fin de detectar cualquier
eventualidad, se coloca una regi6n critica en ambas colas de la distribucién. La hipétesis nula se
rechaza si el estadistico de prueba toma un valor en cualquiera de las dos regiones. Para poder
mantener la probabilidad de que un estadistico de prueba caiga dentro de una regién critica en &
cuando HO es verdadera, el tamafio de cada region se establece en ol2.8
Suponga que en el ejemplo de las enfermeras de la pdgina 94, las condiciones de trabajo para
ellas han cambiado durante algtin tiempo: algunas condiciones han mejorado, mientras que otras
parecen haberse deteriorado. El investigador desea determinar si el nivel de agotamiento emocio-
nal en una porcién de la poblacién de enfermeras de Estados Unidos se ha visto afectado por
estos cambios. Como algunos cambios en el lugar de trabajo han sido positivos y otros negativos,
es de interés ver si el efecto global ha aumentado o disminuido el nivel promedio de agotamiento.
El investigador realiza una prueba Z de dos colas para una media con & = .05 y la siguiente
hipétesis
Hy: x=22.19
Hy #2219

Como se calcul6 previamente, la puntuacién Z para la media de la muestra de 20.58 es —1.86.

Meétodo del valor-p versus alfa

El valor-p para la prueba de dos colas se obtiene duplicando el 4rea de la cola definida por el es-
tadistico de prueba. El drea de la cola es el drea por arriba del estadistico de prueba si éste se
encuentra por arriba de la media de la distribucidn, o es el drea debajo del estadistico de prueba
si éste se encuentra por debajo de la media de la distribucion. En el ejemplo real, la media de
la muestra de 20.58 estd por debajo de la media de la distribucién de 22.19, asf que el drea de la
cola es el darea debajo de 20.58. Al utilizar Z = —1.86, el Apéndice A muestra que esta drea serd
.0314. El valor-p es entonces 2 x .0314. Dado que .0628 > o= .05, 1a hip6tesis nula no se rechaza.
Este valor-p se muestra como la combinacién de las dreas sombreadas en el panel A de la figura
4.8. Observe que el drea representada por la combinacién de las dreas sombreadas (valor-p)
excede las dreas combinadas de las dos regiones criticas ().

Método de Z obtenida versus Z critica

Observe primero que hay dos valores Z criticos para la prueba de dos colas, uno de los cuales es
positivo y el otro negativo. Esto resulta del hecho de que hay una region critica por arriba y por
debajo de la media de la distribucién. Debido a que cada una de estas regiones abarca ¢//2 de la
curva, es este valor el que se utiliza en el Apéndice A para encontrar la Z critica. Dado que o=
.05 en el ejemplo en cuestion, necesitamos encontrar el valor de Z que corta .025 en la cola de la
curva. La columna 3 del Apéndice A muestra que este valor serd 1.96. Por consiguiente, los
valores criticos para esta prueba son +1.96.

La hipétesis nula se rechaza si a) la Z obtenida es menor que o igual al valor negativo de Z
critica, 0 b) la Z obtenida es mayor que o igual al valor positivo de Z critica. Esto significa que
H, se rechaza si el estadistico de prueba estd en cualquier region critica. El panel A de la figura
4.8 muestra que el limite delantero de la region critica en la cola izquierda de la curva estd 1.96
errores estandar por debajo de la media de distribucién, mientras que X estd 1.86 errores estandar
por debajo de la media de la distribucién. Es claro que X no estd lo suficientemente lejos por
debajo de la media de la distribucién como para alcanzar el limite delantero de la region critica.

8La divisién equitativa de arentre las dos colas no es obligatoria pero casi siempre se hace.
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FIGURA 4.8: Pruebas Z de una media con hipétesis
alternativa H, : u# .

EJEMPLO 4.12

Utilice la siguiente informacién para realizar la prueba Z de una media. Justifique su decisién
respecto de la hipétesis nula con base en ambos métodos, el valor-p versus alfa y Z obtenida
versus Z critica.

Hy:#=80 o0=21 X=87.1
Hy:#80 n=40  a=.10

Soluciéon  El valor de Z asociado con 87.1 es

oMo _87.1-800 5 14

o 21
Jn V40

Como 87.1 estd por arriba de la media de la distribucion de 80.0, el 4rea de la cola por arriba
de 87.1 cuya referencia al Apéndice A muestra que es .0162. El valor-p es entonces p =2 x .0162
= .0324. Debido a que p = .0324 < or= .10, la hipdtesis nula se rechaza. El investigador puede
confiar (aunque no totalmente) en que la media de la poblacién es mayor que 80. Los detalles de
esta prueba se describen en el panel B de la figura 4.8.

Los valores criticos de Z para una prueba de dos colas en &= .10 son los valores que cortan
.05 en cada cola de la distribucién. Como se observo arriba, estos valores son +1.65. Dado que el
estadistico de prueba estd 2.14 errores estdndar por arriba de la media de la distribucién y la cola
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derecha de la regién critica comienza en el punto que estd 1.65 errores estdndar por arriba de la
media de la distribucion, el estadistico de prueba se encuentra claramente en la cola derecha de
la regidn critica. Los detalles de esta 16gica se indican en el panel B de la figura 4.8. |

EJEMPLO 4.13

Utilice la siguiente informacion para realizar la prueba Z de una media. Justifique su decision
respecto de la hip6tesis nula con base en ambos métodos, el valor-p versus alfa 'y Z obtenida ver-
sus Z critica.

Hy: 4=150 0=50.4 X=142.4
Hp:u#150 n =105 a=.01

Solucion  El valor de Z asociado con 142.4 es

142.4-150.0
V105
Laregion de la cola definida por el estadistico de prueba es el drea por debajo de 142.4, que segtin
el Apéndice A es .0606. El valor-p es entonces p = 2 x .0606 = .1212. Como .1212 > .01, la
hipétesis nula no se rechaza.

El Apéndice A muestra las dos dreas de la cola que estdn igualmente cerca de .005. En par-
ticular, .0049 y .0051. Como se observé con anterioridad, cuando las dos 4reas de la cola estdn
igualmente cerca del punto que se estd buscando, se usard la mds pequefia de las dos dreas. En
este caso, el resultado es un valor de Z de 2.58. La Z critica es entonces +2.58. Dado que el
estadistico de prueba estd 1.55 errores por debajo de la media de la distribucién, no alcanza el li-
mite delantero de la cola izquierda de la regidn critica. Por consiguiente, la hipdtesis nula no se
rechaza. |

Zz

Suposiciones que fundamentan la prueba Z de una media. Como usted habrd notado,
el fundamento para la prueba de hipdtesis requiere que una o més regiones criticas estén estable-
cidas de tal manera que para obtener la probabilidad de un estadistico de prueba se tome un valor
pequeiio en la regién (o regiones) cuando la hipdtesis nula sea verdadera. De esta forma, si el es-
tadistico de prueba toma un valor en la regién (o regiones), la 16gica sugiere que la hip6tesis nula
probablemente no es verdadera. Pero las regiones criticas estdn construidas en conjuncién con un
modelo de la distribucién muestral del estadistico mas que con la distribucién muestral real. Es
asi como surge la pregunta referente a las consecuencias si el modelo usado para la prueba de
hipétesis es inapropiado; entonces, ;las probabilidades estimadas obtenidas del modelo serdn
erréneas? En tal circunstancia, la probabilidad de que un estadistico tome un valor en la regién
(o regiones) critica(s) puede ser muy diferente de la probabilidad estimada que ofrece el modelo.
Por ejemplo, suponga que el investigador establece ¢ en .05. El investigador cree entonces que
la probabilidad de que el estadistico de prueba tome un valor en la region (o regiones) critica(s)
es .05. Pero si el modelo no representa exactamente la distribucién muestral del estadistico, la
probabilidad real podria ser un tanto diferente, digamos .25. Es obvio que en tal circunstancia el
investigador no puede confiar en los resultados de una prueba de hipétesis.

(En qué circunstancias el investigador puede estar seguro de que el modelo utilizado para la
prueba de hipdtesis dard probabilidades exactas en relacién con la region (o regiones) critica(s)?
Estas circunstancias se conocen como las suposiciones fundamentales de una prueba. La prueba
Z de una media tiene dos suposiciones fundamentales, a saber, las suposiciones 1. de normalidad,
y 2. de independencia de las observaciones. A continuaciéon comentaremos cada una de ellas.
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Normalidad

La suposicién de normalidad requiere que los datos de muestreo para la prueba se obtengan como
resultado de la poblacién normalmente distribuida. Pero, como usted sabe, la distribucién normal
es un modelo matemadtico con atributos muy especificos, uno de los cuales se extiende hacia el
infinito en cualquier direccién. En realidad, las muestras nunca son tomadas de poblaciones con
una distribucién perfectamente normal, asi que, en un sentido, esta suposicion siempre se viola.
Es mads préctico, aunque un poco menos exacto, decir que la suposicion de normalidad requiere
que los datos se obtengan de una poblacién aproximadamente normal. Mas adelante abundaremos
sobre este tema.

Independencia

La suposicién de independencia requiere que cada observacién en la muestra no esté relacionada
con alguna otra observacion en la muestra. Asi, por ejemplo, la presién sanguinea de un miem-
bro de la muestra no tiene influencia sobre la presién sanguinea de otro miembro de la muestra,
como tampoco se ve influida por ésta. Asimismo, el hecho de que una presién sanguinea tenga un
valor especifico, digamos 120, no cambia la probabilidad de que la siguiente presion sanguinea
tenga algun valor especifico, digamos 95. Ejemplificar cémo puede violarse esta suposicién ayu-
dard a aclarar el concepto.

Suponga que se muestrean 10 pacientes oftalmoldgicos de una poblacion. En los 10 pacientes
se mide la agudeza visual para ambos 0jos. De esta manera, la muestra consiste en 20 puntuaciones
de agudeza visual; pero estas puntuaciones no son del todo independientes. Si se sabe que la
agudeza visual en el ojo izquierdo del primer paciente es 20/200, esto puede (o no) ser indicativo
de que la medicién del ojo derecho también refleje agudeza reducida. Esto radica en el hecho de
que una persona con agudeza visual reducida en un ojo a menudo tiene agudeza visual reducida
en el otro, como ocurre con la retinopatia diabética o las cataratas.

En un segundo ejemplo suponga que un investigador selecciona aleatoriamente a grupos
familiares para participar en un estudio sobre hipertension juvenil. Una vez que un grupo familiar
es seleccionado, se registran las presiones sanguineas de todos los nifios menores de 18 afios en
el grupo familiar. Es factible que estos datos violen la suposicién de independencia porque,
debido a semejanzas genéticas, es altamente posible que los nifios en un grupo familiar dado pre-
senten tendencias similares con respecto a las presiones sanguineas registradas. La suposicion de
independencia puede ser violada en formas sutiles, asi que los investigadores casi siempre tienen
esta suposicién en mente cuando utilizan métodos estadisticos que requieren independencia
con el fin de asegurar exactitud en las probabilidades estimadas.

Consecuencias de las violaciones de la suposicidn. No es posible especificar las
consecuencias que tendran las violaciones a las suposiciones que fundamentan la prueba Z de una
media, porque es imposible enumerar las formas que tomaran. Por ejemplo, las consecuencias de
violar la suposicién de normalidad dependen, entre otras cosas, de la forma de la poblacién no
normal. Pero hay un niimero infinito de tales formas. Sin embargo, una vez aclarado esto, es po-
sible extraer algunas conclusiones generales mientras se tiene en mente que tales generalidades
no se cumplen para circunstancias especificas.

Violacién de la suposicion de normalidad
Quiza la mejor forma de entender las consecuencias que tiene violar la suposicién de normalidad
es considerar coémo se relacionan con la poblacién mostrada en la figura 4.2 de la pagina 78. Sin
embargo, antes de hacer esto seria util distinguir entre dos tipos de ¢.

Alfa nominal () es la probabilidad pretendida de que un estadistico de prueba tomard un
valor en la regién (o regiones) critica(s) cuando la hipdtesis nula sea verdadera. Es el tamafio de
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TABLA 4.2: ¢ para la prueba Z de dos colas para una media cuando ¢, = .05 y la muestra
es de una poblacién no normal.

Cola Cola Combinadas

n izquierda  derecha (o)
5 .020 .026 .046
10 024 .028 .052
20 .023 .026 .049
30 024 .027 .051
50 024 .026 .050
100 .024 .026 .050

laregion (o regiones) critica(s) en el modelo de prueba. Nosotros nos hemos referido previamente
a este valor como ¢, pero usaremos ¢ durante la discusion presente. Alfa empirica (¢or) es la
probabilidad real de que un estadistico de prueba tome un valor en la regién (o regiones) critica(s)
cuando la hipétesis nula es verdadera. Cuando se cumplen ambas suposiciones de la prueba Z de
una media, O = Oy

La tabla 4.2 expone los valores de o para la prueba Z de dos colas para una media cuando
la muestra pertenece a la poblacion de la figura 4.2. Si no hay violaciones, el valor que tome la
probabilidad del estadistico de prueba en cada una de las dos regiones serd .025. Por consiguiente,
la diferencia entre la probabilidad observada y .025 en cada una de las colas se atribuye a la no
normalidad de la poblacién. Asimismo, en ausencia de violaciones la probabilidad combinada
serd .05.

Como se puede ver en esta tabla, para muestras con tamafio cinco

o — 0y = 046 — 050 = —.004

Cuando o < oy en una prueba se dice que es conservativa en la fase de alguna violacién. Cuan-
do o > a se dice que la prueba es liberal o anticonservativa. Asf, la prueba Z de una media es
conservativa cuando n = 5, pero es liberal cuando n = 10. El punto importante por distinguir
es que la diferencia entre o y o4 nunca es grande, especialmente cuando n > 10. Cuando la
diferencia entre of y o4 es pequeiia, se dice que la prueba es robusta ante la violacién particular.
(Qué tan pequeiia debe ser esa diferencia para caracterizar a la prueba como robusta? Aunque
existen muchas reglas” para hacer esta determinacién, en gran medida es un asunto de percepcién
individual.

Observe también que las probabilidades en las dos colas no son iguales. Esto es tipico cuando
la muestra es de poblaciones asimétricas. En tales situaciones, a menudo ocurre que el nivel en
una cola es conservativo, mientras que en la otra es liberal; asi que la probabilidad combinada
estd en el nivel nominal (o cerca) de la prueba. Esto implica que la prueba Z de una media es mas
robusta para pruebas de dos colas que para las de una.

En resumen, la robustez de la prueba Z de una media es razonable en condiciones de norma-
lidad y se incrementa conforme aumenta el tamafio de la muestra. Para poblaciones asimétricas,
la prueba de dos colas es a menudo més robusta que la prueba de una cola. Las probabilidades
empiricas no pueden ser satisfactorias cuando las muestras son pequefias y/o las poblaciones son
muy asimétricas.

9Una regla semejante declara que una prueba es robusta si .5 o< o <150y,
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TABLA 4.3: ¢ para la prueba Z de dos colas para una media cuando ¢, = .05, los datos
no son del todo independientes y la muestra es de una poblacién normal.

Pequeiia Moderada
Cola Cola Combi- Cola Cola Combi-
n izquierda  derecha nadas izquierda  derecha nadas
10 037 037 074 .055 055 110
50 .037 037 074 .055 055 110
100 037 037 074 .055 .055 110

Violacién de la suposicion de independencia

A diferencia de la suposicién de normalidad, generalmente, la prueba Z de una media no es robus-
ta en condiciones de suposicion de independencia. Como ejemplo, suponga que un investigador
ingenuo realiza un estudio sobre agudeza visual. El investigador prueba la agudeza visual de
ambos 0jos en cinco pacientes y entonces lleva a cabo una prueba Z de dos colas para una media
usando las 10 agudezas visuales. La tabla 4.3 muestra la probabilidad que tomar4 el valor en las
dos regiones criticas cuando hay dependencias pequefias y moderadas entre las agudezas visua-
les de los dos ojos.1°

Como se observa en esta tabla, cuando se hace la prueba de las agudezas visuales de los 10
ojos y la dependencia es pequeiia, la probabilidad en cada regidn critica es de .037, lo que produ-
ce una probabilidad global de .074. Las probabilidades se incrementan a .055 en cada colay .110
global cuando el grado de dependencia es moderado. Advierta que incrementar el nimero de ojos
de 50 a 100 no tiene efectos en la mejora de los resultados de la prueba liberal. La falta de
robustez de esta prueba se refleja en que la dependencia moderada duplica la probabilidad global
pretendida de .05.

Las violaciones de la suposicién de independencia también pueden causar resultados conser-
vativos, aunque es mds comun obtener resultados liberales. Los puntos importantes por notar
son: 1. la prueba Z de una media generalmente no es robusta contra las violaciones de la suposicién
de independencia, y 2. incrementar el tamafio de la muestra no reduce el efecto de la violacion.

Resumen. La prueba Z de una media se utiliza para probar hipétesis nulas de la forma H,, :
M=l contra las alternativas de una y dos colas. Para la alternativa de una cola

Hp <y

el valor-p se define como el drea por debajo de X, mientras que la Z critica es el valor de Z que
corta a ¢zen la cola inferior. Para la alternativa

Hp >y,

el valor-p es el drea por debajo de X y la Z critica corta a & en la cola superior. La alternativa de
dos colas es

Hp = 1,

10 pequefia y moderada se definen operacionalmente como correlaciones de .2 y .5, respectivamente.
Usted estudiard los coeficientes de correlacién en el capitulo 8.
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El valor-p para la alternativa de dos colas es el doble del area de la cola definida por X. Hay
dos valores criticos de Z, uno de los cuales corta a &/2 en la cola superior, mientras que el otro
corta la misma drea en la cola inferior.

La prueba generalmente es robusta ante violaciones de la suposicién de normalidad y esta
caracteristica va en aumento conforme el tamafio de la muestra se incrementa. Ninguna de estas
cualidades es verdadera a tal grado que la suposicion de independencia se vea afectada.

4.3.4 Pruebatdeuna media

Existe una dificultad asociada con el uso de la prueba Z de una media que tiene una base logica
y una préctica. La dificultad 16gica reside en el hecho de que la prueba se realiza con el fin de
determinar el pardmetro desconocido 4. Pero para realizar la prueba, usted debe conocer ¢ (véase
la ecuacién 4.7 en la pdgina 90), que también es un parametro. Es probable que si ¢res conocida,
M también lo sea, por esta razén se utiliza una prueba inferencial innecesaria. A pesar de que hay
situaciones donde & es conocida y ¢ desconocida, éstas no son comunes. La dificultad practica,
entonces, es como llevar a cabo la prueba de hipétesis sin el conocimiento de o

La clave fue presentada por William S. Gossett [45] (bajo el seudénimo “Student”), en 1908,
con mejoras/modificaciones aportadas después por R. A. Fisher [17].

La solucién implica el reemplazo del pardmetro (generalmente) desconocido « por el
estadistico conocido S en la expresion para el error estindar de X. (Usted recordard que S es la
desviacion estdndar de la muestra.) Esto da por resultado el estadistico

(4.8)

El modelo mds apropiado para la distribuciéon muestral de este estadistico no es la curva
normal, sino m4s bien un modelo referido como la distribucion t. Para ser claros, la distribucién
t modela la distribucién que se obtendrd si se extraen muestras repetidas de una poblacion; t,
como se representa en la ecuacion 4.8, fue calculada para cada muestra, y los estadisticos resul-
tantes se ordenaron entonces en una distribucion de frecuencias relativas. La distribucién tendra
media cero cuando la hip6tesis nula sea verdadera y media £ — 44, cuando la hipétesis nula no sea
verdadera. Aunque matemadticamente son distintas, en apariencia las curvas t son similares a la
curva normal, como se aprecia en la figura 4.9.

En realidad, hay un nimero infinito de distintas distribuciones t, cada una de las cuales es
identificada por sus grados de libertad (degrees of freedom, df). Una explicacion profunda de los
grados de libertad va mds alld del alcance de este libro, pero en términos generales, podemos de-
cir que los grados de libertad se refieren a la cantidad de informacién disponible en S para
estimar ¢. Las curvas t con 3 y 20 grados de libertad se ilustran en la figura 4.9. Observe que la
curva con 20 grados de libertad es mds similar a la curva normal que la curva con 3 grados de
libertad. En general, conforme los grados de libertad aumentan, la curva t asociada se hace muy
similar a la curva normal. En teoria, con grados de libertad infinitos la curva t asociada es idéntica
a la curva normal.
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normal

(1, df=e0)
t, df=20 /

t, df=3

-4 3 -2 -1 0 1 2 3 4

FIGURA 4.9: Curva normal con distribuciones t.

Con el fin de encontrar dreas por debajo de cualquier curva t dada, usted necesitard una tabla
de dreas (similar a la tabla de la curva normal en el Apéndice A) para esa curva particular. Esto
es impractico porque estaremos trabajando con muchas curvas t diferentes. Por eficiencia,
entonces, las tablas t no proporcionan dreas como lo hace la tabla de la curva normal, pero dan
valores criticos comiinmente empleados para cada curva.

Considere la tabla t en el Apéndice B. Las primeras dos filas de esta tabla se refieren a los
intervalos de confianza, que estudiaremos en la dltima parte de este capitulo. La tercera y cuarta
filas dan valores de « para pruebas de hipdtesis de una y dos colas, respectivamente. Los nimeros
en la parte principal de la tabla son los valores criticos apropiados para cada valor de ¢. La tabla
se utiliza de la siguiente manera.

Suponga que usted desea encontrar el valor critico para una prueba de una cola con hipétesis
alternativa H, : 44> 44, en a= .05 para una distribucion t con tres grados de libertad. Al localizar
.05 en la tercera fila y leyendo hacia abajo en la fila de tres grados de libertad se observa el valor
critico apropiado como 2.353. Esto significa que un valor t de 2.353 corta a .05 en la cola superior
de una curva t con tres grados de libertad. Una version de la cola inferior de la prueba requerird
un valor critico de —2.353.

(Cudl serd el valor critico para una prueba t de dos colas en ¢ = .05 para una distribucién t
con 10 grados de libertad? Al localizar .05 en la cuarta fila y leyendo hacia abajo en la fila de 10
grados de libertad se puede ver el valor 2.228. Observe que 2.228 corta a .025 en la cola de la
curva. Los valores criticos para la prueba de dos colas serdn entonces +2.228.

Los grados de libertad se calculan de modo distinto para pruebas diferentes. Para la prueba t
de una media, los grados de libertad son n — 1, donde n es el nimero de observaciones en la
muestra.

Excepto para la forma en la cual la t obtenida es calculada, los mecanismos de conduccién
de una prueba t de una media son los mismos que para la prueba Z de una media. La t obtenida
es calculada y comparada con la t critica. Si la t obtenida estd en la region critica, la hipétesis nula
se rechaza. De lo contrario, la hipétesis nula se sostiene. Puesto que no tenemos tablas de las
areas de varias distribuciones t, no podremos usar el método del valor-p versus alfa y nos veremos
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restringidos a probar mediante el método de la t obtenida versus la t critica. Cuando se realizan
pruebas mediante un paquete computacional, el valor-p serd suministrado por el software, asi que
el método del valor-p versus alfa es el método empleado generalmente.

EJEMPLO 4.14

Utilice los datos de la muestra presentados aqui para llevar a cabo la prueba t de una media indi-
cada.

Hy: 1=38.0 Muestra: 6.0 80 55 45 85 40 35
Hy: <80
a=.01

Solucién  Es posible obtener la desviacion estindar de la muestra mediante la aplicacién de la
ecuacion 2.16 a las puntuaciones sumadas y la suma de las puntuaciones al cuadrado como se
observa abajo.

X X2
6.0 36.00
8.0 64.00
5.5 30.25
45 20.25
8.5 72.25
4.0 16.00
3.5 12.25
40.0 251.00

2 (Z)? _ (40)?
S:\/Z)‘ n :\/251 7 _ [22429 _ | 933
n—1 7-1 6 :

y
T= % =5.714.
Por la ecuacion 4.8 la t obtenida es entonces
_X—Hy _5.714-8.00 _ —2.286 _
t=—5—=""io;3 = 31 - 127
Jn NG

Como se puede ver en la tabla del Apéndice B, la prueba de una cola con grados de libertad
7 — 1 =6 llevada a cabo en « = .01 tiene un valor asociado de 3.143. Como se indica en la
hipétesis alternativa, la region critica estd en la cola inferior, asi que el valor critico es —3.143.
Como el valor obtenido de —3.127 es mayor que el valor critico, la hipétesis nula no se rechaza.
El vinculo del valor obtenido con el valor critico se muestra en el panel A de la figura 4.10. W



Seccién 4.3 Prueba de hipotesis 105

—n—2—101234

-3.143 -3.127
t critica t obtenida

43 -1 0 1 | 34

—1.895 +1.895 2.071
t critica t critica t obtenida

-4 3-2-10 1 3 4
1,931'—“ '_2.306

t obtenida t critica

FIGURA 4.10: Ubicaciones de los valores obte-
nido y critico para tres pruebas t de una media.
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EJEMPLO 4.15

Utilice los datos de la muestra presentados aqui para llevar a cabo la prueba t de una media indi-
cada.

Hy:4=0.0 Muestra: 0.5 1.0 2.5 -10 35 -05 3.0 25
Hy: =00
a=.10

Solucion Las sumas necesarias para los célculos de s y X son

X X2
0.5 0.25
1.0 1.00
2.5 6.25
-1.0 1.00
35 12.25
-0.5 0.25
3.0 9.00
2.5 6.25
10.5 36.25

Asi que

2 _ (Zx)? (10.50)>
S:\/ZX ~ :\/36-25— 8 _ [22469 _4 4o,
n—1 8—1 7 '

X = %z 1313

La t obtenida es entonces

X—Hy 1313 _ 1313 _
=Ty = eap = 2,071
Jn V8

1=

La t critica para una prueba de dos colas en = .10 y siete grados de libertad es +1.895.
Como 2.071 es mayor que 1.895, la hipétesis nula se rechaza. Las posiciones relativas de los
valores critico y obtenido de t en el modelo de la prueba se muestran en el panel B de la figura
4.10. ]

EJEMPLO 4.16

Utilice los datos de la muestra presentado aqui para realizar la prueba t de una media indicada.

Hy:u=20 Muestra: 22 19 17 26 21 20 29 27 22
Hp:p>20
a=.025
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Solucion  Las sumas necesarias para el cdlculo de S son

X X2
22 484
19 361
17 289
26 676
21 441
20 400
29 841
27 729
22 484

203 4705

asi que
(203)2
4705 -
_ 9 _ [126.222 _
5= T = g =3972
y
T= % = 22.556.

La t obtenida es entonces

- 22.556—20.000 _ 2.556 _ 931
- 3.972 T 1324 7
NG

t

La t critica para una prueba de una cola en &= .025 y ocho grados de libertad es 2.306. Como
la t obtenida de 1.931 es menor que la t critica de 2.306, la hipétesis nula no se rechaza. Las
posiciones relativas de los valores critico y obtenido de t en el modelo de la prueba se muestran
en el panel C de la figura 4.10. |

Suposiciones que fundamentan la prueba t de una media. Las suposiciones que funda-
mentan la prueba t de una media son las mismas que aquellas para la prueba Z de una media:
normalidad de la poblacién e independencia de las observaciones.

Consecuencias de las violaciones de las suposiciones. Las violaciones de la suposicién de
independencia para la prueba t de una media producen las mismas consecuencias que para la prue-
ba Z de una media y no serdn reafirmadas aqui. La tabla 4.4 muestra of para la prueba t de una
media realizada con las mismas muestras que se utilizaron en la construccién de la tabla 4.2.

Una comparacién de la tabla 4.4 con la tabla 4.2 muestra los mismos patrones generales para
la prueba t que se vieron para la prueba Z. Esto es, 1. falta de simetria para los resultados en dos
colas debido al muestreo de una poblacién asimétrica, 2. resultados mds cercanos a ¢y para
los dos lados combinados que para las colas individuales, y 3. el aumento de robustez con el in-
cremento del tamafio de la muestra. También es notable el hecho de que la prueba t por lo general
no es tan robusta como la prueba Z.

Resumen. La pruebat de una media difiere de una prueba Z de una media en que la desvia-
cion estandar de la muestra (S), mas que la desviacion estdndar de la poblacién (o), se utiliza en
la ecuacidn para el valor obtenido. Como resultado de esta sustitucion, el modelo apropiado para
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TABLA 4.4: ¢ para la prueba t de dos colas para una media cuando ¢, = 0.05 y la muestra
es de una poblaciéon no normal.

Cola Cola Combinadas

n izquierda  derecha (o)
5 .020 .026 .046
10 024 .028 052
20 .023 .026 .049
30 024 .027 051
50 024 .026 .050
100 .024 .026 .050

la distribucion muestral del estadistico t es la familia de las distribuciones t, las cuales fueron
catalogadas por sus grados de libertad. La prueba t comparte la falta de robustez de la prueba Z a
las violaciones de la suposicion de independencia y es un tanto menos robusta que la prueba Z
a las violaciones de la suposicién de normalidad.

4.3.5 Pruebas de una muestra para una proporcion

En este apartado discutiremos dos pruebas para la proporcién de una poblacién. La primera, a la
cual nos referiremos como la prueba exacta, estd basada en la distribucion binomial (véase
apartados 4.2.4 y 4.2.5 en las paginas 80 y 81, respectivamente), mientras que la segunda, a la
cual nos referiremos como la prueba aproximada, estd basada en la curva normal (véase apartado
4.2.6 en la pagina 84). La razén para esta terminologia proviene de que, si se satisfacen ciertas
suposiciones, la distribucidon binomial da probabilidades exactas; mientras que el método de la
curva normal necesariamente produce un resultado aproximado.
Ambos métodos pueden utilizarse para probar la hipdtesis nula

H,: 7= 7,

donde 7 es la proporcién de las observaciones en una poblacién que encuentra algunos criterios
especificados y 7, es la proporcion hipotética para la misma poblacién. Las alternativas de una
cola toman la forma

H,: 7z<m

Hy: 7 >n,
mientras la alternativa de dos colas es expresada como
Hy: 7w #x,

La prueba exacta.
Prueba de una cola
Usted recordard de las secciones 4.2.4 y 4.2.5 que la distribuciéon binomial puede utilizarse para
modelar la distribucién muestral de f. De manera natural, de aqui se infiere que el mismo modelo
puede emplearse como base para pruebas de hipétesis.
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TABLA 4.5: Distribucién muestral de ;/5 paran=10y z=.38.

Proporcién Nimero Probabilidad

p de éxitos P ()
.00 0 00839
10 1 05144
20 2 14188
30 3 23189
40 4 24872
.50 5 .18293
.60 6 09343
.70 7 03272
.80 8 00752
.90 9 .00102
1.00 10 .00006
0.25} M 38
0.20} n=10
o5l 09343
o.10l 03272
00752
0.05 / -091 0200006
0.00 /

0123456782910
region critica
obtenida

FIGURA 4.11: Prueba binomial con alternativa H, :
7 >.38.

Por ejemplo, suponga que usted muestrea aleatoriamente 10 observaciones de una poblacién
dicotémica y desea llevar a cabo la siguiente prueba.

Hy: z=38  p=.60 n=10
H,:7z>.38 o= .05

Usted reconocera este escenario como el estudio de los donadores de sangre islandeses descrito
en el ejemplo 4.6 de la pagina 84. Se utilizé la ecuacién 4.5 para construir la distribucién muestral
de psefialada en la tabla 4.5. Al igual que sucede con todas las pruebas de hipétesis, esta distribu-
cidn se construyé de acuerdo con la suposicion de una hipétesis nula verdadera (esto es, que 7=
.38). Esta distribucién se presenta graficamente en la figura 4.11.

Distribuciones discretas como la binomial presentan ciertas dificultades que deben ser
reconocidas. Para la presente prueba de una cola, hemos indicado la regién critica en la figura
4.11. Observe que la probabilidad de p tomando un valor en la regién critica cuando la hipétesis
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nula es verdadera no es .05 como se pretendia, sino .03272 +.00752 + .00102 + .00006 = .04132.
Si la regién critica se expandiera para incluir p= .60, ¢ serfa .04132 +.09343 = .013475, la cual
es mucho mayor que la pretendida .05. Cuando trabajamos con distribuciones muestrales discre-
tas, la region critica se construye asi para abarcar la probabilidad més grande posible que no ex-
ceda la o pretendida. En este caso, ese valor es .04132. Note que para una prueba con hipdtesis
alternativa HA : 77 > .38, la regién critica contendré dnicamente f = .0, que tiene una probabilidad
asociada de .00839 (véase la tabla 4.5). Al expandir la regién e incluir = .1 la probabilidad es
.00839 + .05144 = .05983, que es mayor que la & pretendida.

El valor-p para la prueba de una cola con alternativa de la forma H, : 77 > 7, es la probabilidad
de obtener un valor de p mas grande o igual que el valor realmente observado. En este caso la p
obtenida es de .60, asi que el valor-p es .09343 + .03272 + .00752 + .00102 + .00006 = .13475.
Como este valor es mayor que ¢, la hipdtesis nula no se rechaza. El valor-p se muestra en la
regién sombreada en la figura 4.11.

Una vez que se ha definido la regién critica, puede utilizarse también para la prueba la meto-
dologia del valor obtenido versus el valor critico. El valor critico es simplemente el valor dep que
define el drea mds grande posible de la cola que no exceda ¢. Como se observa en la figura 4.11,
el valor criticofes .70 en el presente ejemplo. Puesto que la f obtenida de .60 es menor que .70,
la hipétesis nula no se rechaza.

Considere ahora la prueba

Hy: 7z=45  p=.00000 n=7
Hy: 7> 45  a=.20

El valor-p para una prueba con alternativa de la forma H, : 7 < 7, es la probabilidad de
obtener un valor de f menor que o igual al valor observado. En este caso el valor-p serd P (0), el
cual mediante la ecuacion 4.5 es .01522. Debido a que el valor-p de .01522 es menor que o= .20
la hipétesis nula se rechaza.

Se puede obtener el valor critico de f notando que P (0) + P(1) =.01522 + .08719 = .10241
<ayP 0)+P(1)+P(2)=.01522 + .08719 + .21402 = .31643 > a. Por consiguiente, f) critica
es la proporcion asociada con un éxito, que es 1/7 = .14286. Como la proporcién obtenida de
.00000 es menor que la proporcidn critica de .14286, la hipdtesis nula se rechaza. La relacion
entre el valor-p, &,  obtenida y critica se muestra en la figura 4.12, donde el valor-p es som-
breado.

EJEMPLO 4.17

(Cudl es el menor nivel posible de ¢ que puede utilizarse para la siguiente prueba de hipétesis?

Ho:7=.65 Hp:z*>.65 n=9

(Cudl seria el menor nivel posible de «si la alternativa fuera H, : 7<.65?

Suponga que un investigador decide probar la hipétesis nula de arriba contra la alternativa
Ha : 7> .65 utilizando or=.15. {Cudl serd el nivel real de or? ;Cudl serd este valor para la hipd-
tesis alternativa H, : 7<.657
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FIGURA 4.12: Prueba binomial con hipétesis
alternativa H, : 7< .45.

Solucién  El menor nivel posible para la alternativa H, : 7> .65 es, mediante la ecuacion 4.5,

PO) = 65%(1-.65)0 = .65 = .02071

91(0)! v(o)'
mientras que para la alternativa de la cola inferior es

P(0) = 6591 -.65)° =.35° =.00008.

()1(9)!

El nivel real de la prueba de la cola superior estd definido por la mayor drea posible de la cola
superior que no excede la o pretendida. Este valor puede obtenerse haciendo notar que P (7) +
P (@) +P(9)=.21619 +.10037 + .02071 = .33727, el cual es mayor que la ¢ pretendida de .15.
En contraste, P (8) + P (9) =.10037 + .02071 = .12108, que es menor que la & pretendida. Por
lo tanto, el nivel real de la prueba de la cola superior serd .12108.

El nivel real de la prueba de la cola inferior sera .05359 puesto que P (0) + P (1) + P (2) +
P (3) + P (4) =.00008 + .00132 +.00979 + .04241 + .11813 = .17173, el cual es mayor que o=
.15, mientras que P (0) + P (1) + P (2) + P (3) =.00008 + .00132 + .00979 + .04241 = .05359,
que es menor que .15. |

EJEMPLO 4.18

Lleve a cabo la siguiente prueba de hipédtesis. Reporte los resultados para ambos métodos del
valor-p versus alfa y P obtenida versus f critica. ;Cudl serd el resultado si « se estableciera en
01?

Hy: z=.05  p=10 n=5
Hp: 7> .50 o=.05

Solucién Como la hipétesis alternativa especifica una prueba de cola superior, el valor-p es la
probabilidad de obtener un valor de p mayor que o igual al valor realmente observado. Debido a
que P= 10, el valor-p es P (5) =.03125, el cual es menor que o= .05, asi que la hipétesis nula se
rechaza.
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FIGURA 4.13: Prueba binomial con alternativa
Hy:7#0.38, r=.10.

Puesto que P (4) + P (5) =.15625 + .03125 = .18750 > o= .05y P (5) = .03125 < = .05,
p = 5/5 critica = 5/5 = 1.0. Dado que f obtenida es igual a la f) critica, la hip6tesis nula se re-
chaza. ]

Prueba de dos colas

Asi como con las pruebas t 'y Z, las pruebas de hipétesis de dos colas en la distribucién binomial
emplean regiones criticas en ambas colas de la distribucién. Sin embargo, a diferencia de aquellas
pruebas no hay un método generalmente aceptado para la construccién de dichas regiones o el
célculo de los valores-p de dos colas. El método que presentamos aqui se encuentra entre los mds
utilizados.!!

Puesto que la distribucién binomial es discreta, por lo general no es posible construir regiones
criticas con probabilidades asociadas exactamente igual a ¢/2, o incluso tener probabilida-
des iguales en las dos regiones.!2 La estrategia entonces es construir regiones cuyas probabilidades
asociadas estén tan cerca de &//2 como sea posible sin exceder este valor. Por ejemplo, considere
la prueba

Hy: 7=.38  p=60 n=10
Hy: 7+ .38 a=.10

La distribucién muestral para esta prueba se presenta en la tabla 4.5. Una descripcién de las
regiones criticas y la mitad del valor-p se muestran en la figura 4.13.

Observe primero que la parte izquierda de la regién critica tiene una probabilidad asociada
de .00839. Si expandiéramos esta regién para incluir p de .1, la probabilidad de que f caiga en
esta region bajo una hipétesis nula verdadera seria .00839 + .05144 = .05983, que es mayor que
a/2 = .05. La region de la parte derecha tiene una probabilidad de .00006 + .00102 + .00752 +
.03272 =.04132. De nuevo, no podemos expandir esta region sin exceder /2. Esto significa que
la probabilidad de un error tipo I no es .10 como se pretendia, sino tinicamente es .00839 +
.04132 = .04971. También se infiere que la fcritica es .00y .7.

I1En el capitulo 10 presentaremos un método diferente en conjuncién con la prueba exacta de Fisher.
El método demostrado ahi también es aplicable a este problema.
121 as dos regiones serdn equilibradas cuando zsea igual a .5.
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TABLA 4.6: Distribuciones muestrales def) paran=8y z=.35,.50y.55.

Proporciéon ~ Ndmero  7z=.35 7=.50 r=.55

p de éxitos P (y) P (y) P (y)
.000 0 03186  .00391 00168
125 1 13726 03125 01644
250 3 25869  .10937 07033
375 4 27859 21875 17192
.500 5 18751 27344 26266
625 6 08077 21875 25683
750 7 02175 .10937 15695
875 8 .00335 03125 05481

1.000 9 .00023 00391 .00837

El valor-p bajo este esquema se obtiene duplicando el valor-p de una cola con el valor-p de
una cola definido como la més pequefia de las probabilidades de dos colas.!3 En este caso el
valor-p serd

2(.00006 + .00102 + .00752 + .3272 + .09343) = .26950.

Observe que cualquier valor de i que cae en la regién critica producira un valor-p menor que
o, mientras que cualquier p que caiga afuera de una regién critica producird un valor-p mayor
que ¢.

La prueba de hipétesis se lleva a cabo a través del método del valor-p versus ¢, poniendo
énfasis en que el valor-p de .26950 es mayor que = .10, asi que la hip6tesis nula no se rechaza.
Se llega a la misma conclusién por el método de la p obtenida versus la f critica, subrayando que
la p obtenida de .6 est4 entre los valores criticos de .0 y .7. De esto se infiere que .6 no est4 en
ninguna region critica.

EJEMPLO 4.19

Utilice las probabilidades binomiales en la tabla 4.6 para realizar la siguiente prueba de hipétesis.
Reporte los resultados para ambos métodos, el valor-p versus alfa y la fobtenida versus la
critica.

Hy: 7=.35 p=.25 n=38
HA: % .35 a=.05

Soluciéon  Como se observa en el panel A de la figura 4.14, no hay regi6n critica en la cola infe-
rior de la distribucién. Esto sucede porque el valor més pequefio posible de p (esto es, 0) tiene
probabilidad de .03186, el cual es mayor que /2 = .05/2 = .025. La regién de la cola superior
consiste en valores de p de .875 y 1.000. Una ) de .750 no puede incluirse en la regi6n critica
porque las probabilidades sumadas .00023 + .00335 + .02175 = .02533 excederdn ¢ /2 = .025.

13Esto es, la mas pequeiia de las dos probabilidades obtenidas cuando las probabilidades sumadas de
los valores i menores que o iguales al valor obtenido de i se comparan con aquellos valores obtenidos de la
suma de probabilidades de  que son més grandes o iguales que la f obtenida.
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FIGURA 4.14: Pruebas binomiales de dos colas.

Hay un solo valor critico de pque es .875. La p obtenida de .250 no estd en la region critica,
asi que la hipétesis nula no se rechaza. Calculamos el valor-p como dos veces el valor-p de una
cola 0 2(.03186 +.13726 + .25869) = .85562, el cual excede «r= .05, asi que la hipétesis nula no
se rechaza. |

EJEMPLO 4.20

Utilice las probabilidades binomiales en la tabla 4.6 para llevar a cabo la siguiente prueba de
hipétesis. Reporte los resultados para ambos métodos, el valor-p versus alfa y la f obtenida ver-
sus la critica.

Hy: z=.50 p=2875 n=8
Hp: #.50 a=.10

Solucion  Como se puede ver en el panel B de la figura 4.14, la regidn critica de la cola inferior
consiste en los valores .000 y .125, mientras que la region de la cola superior consiste en los va-
lores .875 y 1.000. Observe que ninguna de estas regiones puede incrementarse sin las probabili-
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dades asociadas que exceden de a/2 = .10/2 = .05. Los valores criticos de fi son entonces .125 y
.875. Debido a que la f) obtenida de .875 est4 en la regién critica superior, la hipétesis nula se
rechaza.

El valor-p de dos colas es el doble del valor-p de una cola o

2 (.00391 +.03125) = .07032.

Como esto es menor que ¢=.10, la hipétesis nula se rechaza. El valor-p de una cola se representa
como la porcién sombreada del panel B en la figura 4.14. |

EJEMPLO 4.21

Utilice las probabilidades binomiales en la tabla 4.6 para llevar a cabo la siguiente prueba de
hipétesis. Reporte los resultados para ambos métodos, el valor-p versus alfa y la obtenida versus
lapcritica.

Hy: 7z=.55 p=.000 n=8
Hp: z#.55 o= .05

Solucién Como se observa en el panel C de la figura 4.14, la regi6n critica de la cola inferior
consiste en los valores .000 y .125, mientras que la regién de la cola superior consiste tinicamente
en 1.000. Observe que ninguna de estas regiones puede incrementarse sin las probabilidades
asociadas que exceden de 072 =.05/2 = .025. Los valores criticos de ) son, entonces, .125 y 1.000.
Debido a que la f obtenida de .000 estd en la region critica inferior, la hipétesis nula se rechaza.

El valor-p de dos colas es el doble del valor-p de una cola o 2(.00168) = .00336. Como esto
es menor que & = .05, la hipétesis nula se rechaza. El valor-p de una cola se representa como la
porcién sombreada del panel C en la figura 4.14. |

Prueba de aproximacién. Como usted aprendi6 en el apartado 4.2.6, la curva normal
puede utilizarse para aproximar la distribucién muestral de f siempre y cuando el tamafio de la
muestra sea lo suficientemente grande. De esto se infiere que en tal circunstancia la curva normal
puede utilizarse como la base de las pruebas de hipétesis. Estas pruebas son realizan de una ma-
nera similar a la utilizada para la prueba Z de una media, con la diferencia primordial de que la Z
obtenida se calcula mediante

7y (1-7y) 4.9)

n

que es simplemente la ecuacion 4.6 con 7, sustituida por 7 para indicar que se estd utilizando un
valor hipotético de 7w en lugar de 7. (Antes de continuar, usted deseard repasar el apartado 4.3.3
en la pagina 89). La prueba se demuestra abajo.

EJEMPLO 4.22

Utilice la siguiente informacion para llevar a cabo una prueba aproximada de la hipétesis nula
enunciada. Justifique su decisién respecto de la hip6tesis nula con base en ambos métodos, el
valor-p obtenido versus alfa y Z obtenida versus Z critica.

Hy: 7=.20 p=.217 n=350
Hp: 7> .20 a=.01
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Solucion  Por la ecuacién 4.9 la Z obtenida es

P—Ty  217-.200 _

B \/7[0 (-7y) (20)(80)
. 350

La columna 3 del Apéndice A muestra que el drea arriba de Z = .80 es .2119. Como este valor es
mayor que &= .01, la hipdtesis nula no se rechaza. La columna 3 de la tabla de la curva normal
también muestra que el valor mas cercano a 0.01 es .0099, el cual tiene un valor de Z asociado de
2.33. Por lo tanto, el valor Z en el limite delantero de la region critica es 2.33. Puesto que la Z
obtenida de .80 es menor que la Z critica de 2.33, la hipétesis nula no se rechaza.

EJEMPLO 4.23

Utilice la siguiente informacidn para realizar una prueba aproximada de la hipdtesis nula enuncia-
da. Justifique su decisién respecto de la hipdtesis nula con base en ambos métodos, el valor-p
obtenido versus alfa y Z obtenida versus Z critica.

Hy: 7z=.58  p=53 n=400
Hy: 7#.58  a=.05

Soluciéon  Por la ecuacién 4.9 la Z obtenida es

P—Ty _ 53-.58 _

=\/7r0(1—77:0) TO[(58)42)
B 400

La columna 3 del Apéndice A muestra que el drea debajo de Z = —2.03 es .0212. Multiplicando
esta drea por dos se obtiene un valor-p de .0424. Dado que este valor es menor que = .05, la
hipétesis nula se rechaza. La columna 3 de la tabla de la curva normal también muestra que el
area .025 de la cola (¢ /2) tiene una puntuacion Z asociada de 1.96. Los valores de Z critica para
la prueba de dos colas son entonces +1.96. Puesto que la Z obtenida de —2.03 es menor que la Z
critica de —1.96, la hipétesis nula se rechaza. |

Suposiciones y consecuencias de las violaciones para la prueba de una muestra de una
proporcion. La distribucién muestral de f es modelada aproximadamente por la distribucién
binomial cuando las observaciones de éxito/fallo extraidas de una poblacién dicotémica son
independientes. La prueba exacta de f, por lo general, no es robusta contra las violaciones de la
suposicion de independencia, asi que tales violaciones pueden producir resultados incorrectos.
Las violaciones de la suposicién de independencia pueden ocurrir en circunstancias similares a
aquellas discutidas en la pagina 98 en relacién con la prueba Z de una media.

La prueba aproximada es valida de acuerdo con las suposiciones de que las observaciones son
independientes y que el muestreo es de una poblacién normalmente distribuida. Obviamente, la
suposicion de normalidad siempre se viola por esta prueba, dado que la muestra de una poblacién
es dicotomica. (Véase el panel A de la figura 4.3 en la pdgina 81.) Por consiguiente, la prueba
aproximada se utiliza de forma adecuada cuando el tamafio de la muestra es lo suficientemente
grande como para asegurar la normalidad aproximada de la distribucién muestral de pmediante el
teorema del limite central. Como discutimos en el apartado 4.2.6, una regla comtinmente invocada
afirma que el modelo de la curva normal serd satisfactorio mientras nzy n(1 — ) sean mayores
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que o iguales a cinco. Una regla mds conservadora afirma que el criterio debe ser 10, en vez de
cinco. Puede utilizarse una correccion de continuidad (véase el apartado 4.2.6 en la pagina 84) en
conjuncién con la prueba aproximada en un intento por mejorar la aproximacion, pero estudios
hechos por Ramsey y Ramsey [39] desalientan esta practica.

La prueba aproximada generalmente no es robusta contra las violaciones de la suposicién de
independencia y es probable que genere resultados erréneos en tales casos.

4.3.6 Pruebas de equivalencia

La prueba de equivalencia es un método para probar mds que un procedimiento estadistico
especifico. De esta forma, las pruebas que usted ha estudiado hasta ahora, asi como muchas otras,
pueden utilizarse como pruebas de equivalencia. De aqui se infiere que la prueba de equivalencia
puede tratar con medias de la poblacién, proporciones y otros pardmetros. Por eficiencia, nosotros
restringimos esta explicacién a las medias y nos ocuparemos de las proporciones después.
Consideraremos otros pardmetros en capitulos posteriores.

El fundamento para la prueba de equivalencia proviene del hecho de que las pruebas
estadisticas estdndar estdn disefiadas para establecer lo que no es verdadero en vez de lo que si lo
es. Por eso, nosotros entendemos que cuando una hipétesis nula se rechaza usted puede estar se-
guro de que la hipétesis nula no es verdadera. En contraste, cuando la hipétesis nula no se rechaza
usted no puede estar seguro de que la hipétesis nula es verdadera. Después aprenderd mds acerca
de por qué esto es verdad.

También hablaremos acerca de la utilidad de la prueba de equivalencia en el capitulo 5, pero
en este momento consideraremos un ejemplo hipotético. Suponga que un farmaco particular, al
cual llamaremos farmaco A, se utiliza para tratar la ansiedad. El objetivo del tratamiento es reducir
la ansiedad al nivel normal, pero no tanto como para que el paciente se vuelva insensible a las
amenazas de su ambiente. El firmaco A es un tratamiento efectivo que muestra numerosos estudios
basados en la escala de ansiedad XYZ. Estos estudios muestran que pacientes que tomaron el
farmaco A tienen una puntuacién media de 80.4 en la escala de ansiedad XYZ, lo cual se considera
muy satisfactorio. Un promedio muy por arriba de 80.4 indicard que el fdrmaco deja demasiada
ansiedad en los pacientes, mientras que el promedio muy por debajo de 80.4 mostrard demasia-
da insensibilidad.

El farmaco A es muy efectivo en el tratamiento de la ansiedad, pero tiene muchos efectos se-
cundarios y por esta razén ha sido reemplazado por el farmaco B, el cual no produce los efectos
indeseables. Se realizard un estudio para saber si el firmaco B controla la ansiedad como lo hace
el farmaco A. Especificamente el estudio estd disefiado para determinar si la poblacion de pacien-
tes que consumen el firmaco B manifiesta una puntuaciéon media en la escala de ansiedad XYZ
de 80.4.

Observe que este estudio intenta mostrar que el valor de la media de la poblacién es 80.4, en
lugar de mostrar que no es 80.4. Nosotros designaremos este valor como /. Si el propésito del
estudio fuera mostrar que /4, no es la media de la poblacién, se emplearia una prueba estandar de
significancia como las pruebas Z o t de una media. Como la meta es mostrar que £, es la media,
se utilizard una prueba de equivalencia.

El primer paso en la prueba de equivalencia es definir un intervalo de equivalencia (equiva-
lence interval, El). EI El es un conjunto de valores alrededor de £, que estd lo bastante cerca de 4,
como para producir en esencia el mismo resultado que se obtendria si la media fuera 4. Por
ejemplo, los expertos pueden decidir que un valor de 1la media poblacional que estd a menos de tres
puntos de 80.4 no serd en términos médicos significativo para 80.4. Por consiguiente, se decide
que si la media poblacional es cualquier valor entre 77.4 y 83.4, el firmaco B serd considerado, en
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términos de efectividad, equivalente al farmaco A. Esta forma de equivalencia no deberd confun-
dirse con la bioequivalencia, la cual se refiere a la equivalencia en el indice y la magnitud de
absorcién de los farmacos.

La estrategia utilizada para demostrar que el firmaco B produce resultados equivalentes a los
del farmaco A pretende mostrar que el valor de la media de la poblacién tratada con el firmaco B
es menor que 83.4 y mayor que 77.4. En otras palabras, pretende mostrar que la media poblacio-
nal estd dentro del El. Esto puede hacerse con las dos pruebas de hipdtesis de la siguiente forma.

Prueba uno
Hy: u=834
Hy: <834

Prueba dos
Hy: =714
Hy:u>71.4

Observe que si la primera prueba es significativa la interpretacién es que la media poblacional
es menor que 83.4. El rechazo de la segunda prueba conduce a la conclusién de que la media es
mayor que 77.4. En consecuencia, si ambas pruebas son significativas puede concluirse que la
media poblacional estd en el El y que, desde un punto de vista prictico, los dos firmacos son
equivalentes para el tratamiento de la ansiedad.

Prueba de dos colas.  Si dejamos que El; represente el extremo superior (upper) del El e
El, el extremo inferior (lower), la hipétesis nula y la alternativa para la prueba de equivalencia
(de una media) de dos colas son las siguientes:

Hog: #<El. o Hu=El,
Hag : Bl <u<Ely

Observe que la hipétesis nula afirma que la media poblacional no esta en el El, mientras que la
hipétesis alternativa afirma que la media poblacional estd en el El. La hipétesis nula, entonces, es
una aseveracién de no equivalencia, mientras que la alternativa asevera equivalencia. Para
rechazar H,c es necesario mostrar que 4 > El, y que ¢ < El|;. Esto se hace mediante las pruebas
de una cola con las siguientes hipétesis.

Prueba uno
Hy, : =El
Hap t 4 <Ely

Prueba dos
Hy, : u=EIl
Hpy i > El

Nosotros utilizamos la notacioén Hy y Hag para indicar las hipétesis nula y alternativa para
la prueba de equivalencia, y Hy;, Hy; Hy, ¥ Hp, para las hipdtesis nula y alternativa para los
componentes de las dos pruebas. Utilizando esta notacion, H g se rechaza en favor de H g tinica-
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H02: U= EIL HOIZ w= EIU
HA2:M>EIL HA12M< EIU

o [0

ElL, / 1o \EIU
valor region critica  valor

critico critico

FIGURA 4.15: Prueba de equivalencia de
dos colas para una media poblacional.

mente si tanto H,, como Hy, se rechazan en favor de sus respectivas alternativas. La figura 4.15
representa el procedimiento de la prueba de equivalencia de dos colas. Observe que la region
critica para la prueba de equivalencia es la que abarca las regiones criticas de ambos componen-
tes de las pruebas.

Se deberdn reconocer muchas diferencias entre las pruebas de equivalencia de dos colas y de
la hipétesis estandar de dos colas. Primero, la prueba de equivalencia se hace conduciendo dos
pruebas de una cola. De esta manera, una prueba de equivalencia de dos colas en & = .05 se
realizard mediante dos pruebas de una cola, cada una conducida con = .05y no con ¢/2, como
se harfa con la prueba estédndar. Esto surge del hecho de que cuando H¢ es verdadera, la media
poblacional debera ser ya sea El; 0 El, . Si la media poblacional es El|;, la probabilidad de
obtener un resultado significativo es ¢, que se muestra como el drea sombreada de la parte derecha
de la curva en la figura 4.15. Si la media es El|_la probabilidad de un hallazgo significativo es la
regién critica del lado izquierdo de la curva. Esto significa que la probabilidad de concluir una
equivalencia falsa es ya sea el drea en la region critica en el lado derecho de la curva 0 el drea de
la regién critica en el lado izquierdo de la curva. En cualquier caso, la probabilidad de un encuen-
tro significativo frente a la no equivalencia serd .4

Una segunda diferencia, derivada de la primera, es la forma en la cual se calcula el valor-p.
El valor-p para la prueba de equivalencia de dos colas se obtiene calculando el valor-p para cada
componente de las pruebas de una cola y eligiendo el valor més grande. Por ejemplo, si los
valores-p de las dos pruebas de dos colas fueran .07 y .001, el valor-p para la prueba de equiva-
lencia de dos colas serd .07. Este método para obtener el valor-p surge del hecho de que ambos
componentes de las pruebas deben ser significativos para rechazar la hipétesis nula de no
equivalencia a favor del hallazgo de equivalencia. Si el valor-p mds grande es menor que ¢, el
valor mds pequefio deberd ser también menor que ¢, lo cual significa que ambos componentes de
las pruebas son significativos. Por otro lado, si el valor-p mds grande es mayor que ¢, entonces
al menos uno de los dos componentes de las pruebas no serd significativo, lo cual representa que
la hipétesis de no equivalencia no se rechaza.

14En realidad, quizd sea menor que ¢, pero nosotros no introduciremos esta complicacién aqui.
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Finalmente, cuando se lleva a cabo una prueba por el método del valor obtenido versus el
valor critico, usted debe calcular dos valores obtenidos para compararlos con los dos valores cri-
ticos. Hyg se rechaza cuando ambos valores obtenidos caen en sus respectivas regiones criticas.

EJEMPLO 4.24

Utilice las pruebas Z de una media y la siguiente informacion para realizar una prueba de equiva-
lencia de dos colas de la hipétesis nula que establece que x no estd en el El de 77.4 a 83.4.
Reporte los resultados para ambos métodos, el valor-p versus 'y Z obtenida versus Z critica.

X=282.2 n=30
o=38 a=.05

Solucién La prueba de equivalencia se hace conduciendo las dos pruebas siguientes.

Prueba uno
Ho, : 14=83.4
Hp <834

Prueba dos
Hy, : u=71.4
Hpy : 4>71.4

Para la primera prueba

7-822-834_ o
30

y para la segunda

7=822-T14 _3,9

30

La columna 3 del Apéndice A nos muestra los respectivos valores-p, que son .2061 y .0005.
Puesto que el mds grande de éstos es mayor que o= .05, la hipdtesis nula no se rechaza.

A pesar de que Z, es mayor que su Z critica asociada de 1.65 y, por lo tanto, es significativa,
Z, es mds grande que su valor critico asociado de —1.65, por lo que no es significativo. Como las
pruebas deben ser significativas para rechazar Hg, la hipdtesis nula no se rechaza. La interpreta-
cion de este resultado es que la equivalencia no puede ser demostrada. |

EJEMPLO 4.25

Utilice las pruebas t de una media y la siguiente informacién para llevar a cabo la prueba de equi-
valencia de dos colas de la hipdtesis nula que establece que & no estd en el El de 2 a —2. Utilice
a=.05.

Muestra: 3 -1 0 4 -2 2 1 -3 -1 O
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Solucion La prueba de equivalencia se hace conduciendo las dos pruebas siguientes.

Prueba uno
Hy =2
Hp o <2
Prueba dos
Hp, : u=-2
Hpyy t i>-2

Los valores de X y S pueden obtenerse de las siguientes sumas

X X2
3 9
-1 1
0 0
—4 16
-2 4
2 4
1 1
-3 9
-1 1
0 0
-5 45
Por las ecuaciones 2.1 y 2.16, X y S son
- X 5 _
e
y
2 (%x)? 52
szﬁz’x N halult PR
n—1 9 B
Por la ecuacién 4.8, los dos estadisticos de prueba se calculan como
XMy _-5-2
hW=— =31 - -3.638
Jn Jio
y
=" o 183,
Ji0

El Apéndice B indica que un valor de 1.833 corta .05 en la cola de una distribucién t con 9
grados de libertad. Los valores criticos para las dos pruebas de una cola conducidas en & = .05
son, por consiguiente, —1.833 y 1.833. Como t; = -3.638 < -1.833, y t, = 2.183 > 1.833, ambos
componentes de las hipétesis se rechazan. Dado que ambos componentes de las pruebas son
significativos, la hipétesis nula de no equivalencia se rechaza en favor de la equivalencia. |
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TABLA 4.7: Distribuciones muestrales de p paran=8y 7=0.3,y 0.7.

Proporcién ~ Numero =30 z=.70
p de éxitos P (y) P (y)

.000 0 05765 .00007
125 1 19765 00122
.250 2 .29648 .01000
375 3 25412 04668
.500 4 13614 13614
.625 5 04668 25412
750 6 .01000 .29648
.875 7 00122 19765
1.000 8 .00007 05765

EJEMPLO 4.26

Utilice las pruebas exactas de una muestra para una proporcién para realizar una prueba de
equivalencia de dos colas de la hipdtesis nula que establece que 7 no estd en el El de .3 a .7.
Utilice n = 8,p obtenida de .5 y ar=.20. Reporte los resultados para ambos métodos, el valor-p
versus oy p obtenida versus la f critica.

Solucion La prueba de equivalencia se hace conduciendo las dos pruebas siguientes.

Prueba uno
Hy : =7
Hpy o <7

Prueba dos
Hy,: 7=.3
Hpyy: 7> .3

La tabla 4.7 muestra las probabilidades binomiales para n =8 y z=.3 y .7. Utilizando las
probabilidades para z=.70, el valor-p para la pruebaunoes P (0)+P (1)+P (2)+P (3)+ P (4)
=.00007 +.00122 +.01000 + .04668 +.13614 =.19411. Asimismo, utilizando las probabilidades
para 7z = .30, el valor-p para la prueba doses P (4) + P (5) + P (6) + P (7) + P (8) =.13614 +
.04668 +.01000 +.00122 4+ .00007 = .19411. Puesto que ambos valores son menores que o= .20,
ambas pruebas son significativas, lo cual conduce al rechazo de la hipdtesis nula de no equiva-
lencia.

Debidoaque P (0) + P (1) + P (2) + P (3) + P (4) = .19411, que es menor que o= .20,y
PO+PM+PR2)+P@B)+P@4)+P (5 =.19411 + .25412 = .44823, que es mayor que &=
.20, el valor critico para la prueba uno es p=.50. Asimismo, debido a que P (8) + P (7) + P (6) +
P (5) + P (4) =.19411, que es menor que =.20,yP &) +P (7N +P©®)+P(5)+P @) +P (3)
=.19411 + .25412 = 44823, que es mayor que = .20, el valor critico para la prueba dos también
es P=.50. Dado que p=.50 obtenida es menor que o igual a P critica de .50, la hipétesis nula para
la prueba uno se rechaza. La prueba dos también es significativa porque lap obtenida es mayor que
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HOI:TE =.30 H0227E =.70
HA]ZTC>.30 HA22TC<.70

0.30}
025}
0.20
0.15}
0.10
0.05}
0.00

.000.125.250.375)5001.625.750.8751.000
region
critica

obtenida

FIGURA 4.16: Prueba de equivalencia de dos
colas para una proporcion de la poblacién.

o igual a lap critica. Nuevamente, la hipétesis nula de no equivalencia se rechaza. Las dos
distribuciones muestrales binomiales y la coyuntura de la regidn critica se ilustran en la figura
4.16.

Prueba de unacola. Como veremos en los capitulos 5 y 6, las pruebas de equivalencia de
una cola se emplean con mayor frecuencia en la investigacién que las pruebas de dos colas. La
prueba de una cola se hace conduciendo cualquiera de las dos pruebas, la uno 0 la dos, pero no
ambas. La eleccion de la prueba depende de la hipétesis nula de interés. Por ejemplo, suponga
que se conoce un procedimiento quirirgico para restaurar la agudeza visual cerca del nivel normal
de 20/20, pero este procedimiento también es conocido por tener un alto riesgo de infeccién, lo
cual puede conducir a una pérdida total de la visiéon. Hay un nuevo método que tiene una tasa
mucho menor de infeccidn, pero la pregunta es si es tan efectivo como el método anterior en
términos de restauracion visual. Un grupo de expertos en la vista decide que si el nuevo
procedimiento produce agudezas promedio de 20/30 o menos, el nuevo método serd considerado,
funcionalmente, equivalente al tratamiento anterior. Observe que se puede esperar cualquier
método para incrementar la visién a un nivel mejor que el normal (esto es, 20/20).

En esta situacion, la prueba uno serd llevada con el EIU establecido en el equivalente
numérico de 20/30. (El equivalente numérico se llama puntuacion LogMar y es .20 para una agu-
deza de 20/30. El equivalente LogMar de 20/20 es .0.) La hipétesis nula equivalente sostendra
que el promedio de agudeza producido por el nuevo método quirtirgico es mayor que o igual
a 20/30 (.20 LogMar), mientras la hipétesis alternativa sostendrd que el promedio es menor que
20/30. La prueba de equivalencia de una cola se hace conduciendo la siguiente prueba en el nivel
apropiado de a.!?

Prueba uno
Hy, : 4=.20
Hp o 2<.20

15105 puntajes de agudeza visual son tipicamente asimétricos de manera que la validez de un resultado
depende de la robustez de una media Z o de otra prueba que suponga normalidad.
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Si la hip6tesis nula se rechaza, los métodos se consideraran equivalentes. En general, las hipétesis
nula y alternativa para la prueba de equivalencia de una cola son

Hoe: 4= Ely

Hag : 4 <Ely
o

Hog: #4<EIl

Hag: 4> El. |
EJEMPLO 4.27

Utilice una prueba Z de una media con la siguiente informacién para llevar a cabo una prueba de
equivalencia de una cola de la hipétesis nula que establece que 4 es mayor que o igual al El; =
.20. Reporte los resultados para ambos métodos, el valor-p versus &'y Z obtenida versus Z
critica.

X=.11 n=30
o=.16 a=.05

Solucion La prueba de equivalencia se hace conduciendo la prueba uno como sigue.

Prueba uno
Hy, : 4=.20
Hp s <20

Para esta prueba

X—Hy  11-.20_
o~ 16

Jn 30

-3.08.

La columna 3 del Apéndice A muestra que el valor-p asociado serd .0010. Como este valor es
menor que ¢ = .05, la hipétesis nula de no equivalencia se rechaza en favor de la alternativa de
equivalencia. Puesto que la Z obtenida de —3.08 es menor que la Z critica de —1.65, la hipétesis
nula de no equivalencia se rechaza. |

EJEMPLO 4.28

Algunas personas con anemia por deficiencia de hierro tienen niveles de hemoglobina en el rango
de 8-10 g/dl, mientras que los niveles normales se encuentran alrededor de 15 g/dl. El tratamiento
con suplementos de hierro generalmente incrementa los niveles a los valores normales, pero no
provoca que esos niveles aumenten por arriba de los normales. Suponga que se ha descubierto un
suplemento dietético que puede producirse de forma facil y econdmica en paises desarrollados.
El suplemento serd declarado efectivo si puede demostrarse que es equivalente a tratamientos
md4s costosos. En definitiva, si en los paises desarrollados el nuevo suplemento produce un prome-
dio de valores de hemoglobina mayor que 13 g/dl en las personas con deficiencia de hierro, el
nuevo suplemento serd declarado equivalente a los anteriores.

Utilice una prueba Z de una media con la siguiente informacién para probar la hipétesis nula
de equivalencia de que las personas que consumen el nuevo suplemento alcanzan niveles promedio
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de hemoglobina menores que o iguales a 13 g/d1.!6 Reporte los resultados para ambos métodos,
el valor-p versus o'y Z obtenida versus Z critica.

X=13.8 n=150
oc=1.16 a=.05

Solucion La prueba de equivalencia se hace conduciendo la prueba dos como sigue

Prueba dos
Hy: u=13
Hy:u>13

Para esta prueba

_X—Hy 13.8-13.0 _
z,== 01382130 _g 45

i V150
En la columna 3 del Apéndice A se muestra que el valor-p asociado con Z = 3.5 es .0002. De esto
se infiere que p para Z = 8.45 serd menor que este valor. Debido a que p es menor que o= .05, la
hipétesis nula de no equivalencia se rechaza. Debido que la Z obtenida de 8.45 es mayor que
la Z critica de 1.65, la hip6tesis nula de no equivalencia se rechaza. |

4.3.7 Erroresy decisiones correctas en una prueba de hipétesis

Como se habrd dado cuenta, es posible rechazar una hipétesis nula aun cuando ésta sea verdadera.
Usted también ha aprendido que la probabilidad de tal ocurrencia se designa como ¢. También es
posible errar al no rechazar una hipétesis nula falsa. En contraste con estos dos tipos de errores,
una decisién correcta tendrd lugar cuando la hipdtesis nula verdadera no sea rechazada o la
hipétesis nula falsa sea rechazada. En este apartado usted aprenderd acerca de cada una de estas
eventualidades, asi como la probabilidad de su realizacién. La siguiente explicacion se dividird
en dos componentes distintos: 1. sucesos que ocurren cuando la hipdtesis nula es verdadera, y 2.
sucesos que ocurren cuando la hipétesis nula es falsa. Es importante que usted tenga en mente a
cudl de estas eventualidades se hace referencia en la discusién siguiente. Los comentarios poste-
riores se aplican a la prueba de hipdtesis en general, pero por simplicidad serdn presenta-
dos en relacién con la prueba Z de una media. La tabla 4.8 presenta un resumen del siguiente
discurso y debera consultarse conforme usted lea.

Sucesos que ocurren cuando la hipétesis nula es verdadera. Un error tipo | ocurre cuan-
do se rechaza una hipétesis nula verdadera. La probabilidad de cometer un error tipo I se llama
nivel de significancia de la prueba o . Con el fin de evitar parcialidades, deberd establecerse o
antes de efectuar el andlisis. Observe también que la probabilidad de un error tipo I esté bajo el
control del investigador, quien establece el nivel de significancia para la prueba.

El hecho de no rechazar una hipétesis nula verdadera da por resultado una decision correcta.
La probabilidad de una decision correcta cuando la hipétesis nula es verdadera es 1 — ¢. Las pro-
babilidades de un error tipo I y una decisién correcta para una prueba Z de una cola para una
media se muestran en la figura 4.17.

16 Una vez mds, debemos confiar en la robustez de una media Z para las desviaciones de la normalidad
de la poblacién.
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TABLA 4.8: Resultados asociados con pruebas de hipoétesis.

Hipétesis nula

Verdadera Falsa
Rechazada Error tipo 1 Decision cqrrecta
() (potencia)
Fallo de Decision correcta Error tipo 11
rechazo (1- @) 7))

Distribucién nula

1-o o

Ho=H

FIGURA 4.17: Probabilidad de un error
tipo | y una correcta decisién para una
prueba Z de una cola para una media.

Sucesos que ocurren cuando la hipétesis nula es falsa. Un error tipo Il ocurre cuando una
hipétesis nula falsa no es rechazada. La probabilidad de cometer un error tipo II se conoce como
beta ().

El rechazo de una hipétesis nula falsa da por resultado una decision correcta. La probabilidad
de una decision correcta cuando la hipétesis nula es falsa se 1lama potencia.

Note que cuando la hipétesis nula es verdadera, el valor hipotético de la media poblacional
(44, es la media poblacional (¢) (v€ase la figura 4.17). En esta circunstancia la distribucion
muestral utilizada para ejecutar la prueba de hipétesis es, de hecho, la distribuciéon muestral del
estadistico de prueba. En contraste, cuando la hipétesis nula es falsa la media de la poblacién ()
es diferente de la media hipotética (¢)). Esto implica que la distribucion muestral del estadistico
de prueba se centra alrededor de 4, mds que de g4, asi que el modelo usado para ejecutar la
prueba de hipdtesis no es una descripcion exacta de la distribucion muestral del estadistico. Esta
situacion se ilustra en la figura 4.18.

Es importante comprender que la distribucidn nula se utiliza para ejecutar la prueba de
hipdtesis, pero es la distribucion alternativa la que representa la distribucién muestral del
estadistico. Esto surge porque la media de la poblacion es 4y no ,. Suponga, por ejemplo, que
un investigador desea probar la hipdtesis nula x4 = g, = 100 y utiliza la curva nula para este
propésito. Para el investigador es desconocido el hecho de que ¢ = 120, asi que la distribucién
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Alternativa

o m

FIGURA 4.18: Distribuciones nula y alternativa.

Nula Alternativa

potencia

ho | »

No Rechazar H
rechazar H|

FIGURA 4.19: Potenciay beta para la prueba Z de
una media con una cola.

muestral se centra alrededor de este valor y no en 100. De esto se infiere que la probabilidad de
obtener un estadistico de prueba en cualquier rango especificado se representa por una drea bajo
la alternativa y no en la curva nula.

Como la potencia es la probabilidad de rechazar una hipétesis nula falsa, puede ilustrarse
como la porcién de la curva alternativa que representa valores del estadistico de prueba que son
lo suficientemente grandes (o pequefios) para causar el rechazo de la hip6tesis nula. Considere
ahora la figura 4.19. En esta figura la curva alternativa esté dividida en dos porciones: la porcién
que representa la potencia (sombreado oscuro) y la porcién que representa beta (sombreado
claro). (El limite delantero de la regién critica aparece marcado con una linea blanca). Observe
que la hipétesis nula se rechaza cuando el valor del estadistico de prueba es mayor que o igual al
valor en el limite delantero de la region critica. La probabilidad de rechazar la hipétesis nula es,
entonces, la porcidn de la curva alternativa que representa valores del estadistico de prueba igua-
les a o que exceden el limite delantero de la regidn critica. La hipdtesis nula no se rechazara
cuando el estadistico de prueba estd por debajo del limite delantero de la region critica. Esta pro-
babilidad (f) es representada por la porcién de la curva alternativa que queda debajo de la region
critica. Como se observa en la figura, la potencia = 1 — £ y a menudo se representa como tal en
estadistica y la literatura de investigacion.
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EJEMPLO 4.29

Conteste las siguientes preguntas de acuerdo con el panel A de la figura 4.20. a) ;Cuadl es la
hipétesis alternativa para la prueba de significancia? b) ;Qué drea(s) representa(n) a la potencia?
C) ;Qué drea(s) representa(n) a beta? d) ; Qué representa el drea “e”?

Solucion  a) La alternativa enuncia Hy : 4 < 44,. Esto proviene del hecho de que la regi6n critica
estd en la cola del lado izquierdo de la distribucién nula. b) La potencia esté representada por las
areas a y c. Esto proviene del hecho de que las dreas a y ¢ representan la probabilidad de que un
estadistico de prueba serd lo suficientemente pequefio como para cumplir con el criterio de rechazo
de Hy, como se establece mediante la region critica de la curva nula. ¢) Beta es mostrada por las
areas b y d. Dichas dreas constituyen la porcién de la curva alternativa que cae fuera de la regién
critica y, por lo tanto, representan la probabilidad de que la prueba dé por resultado el no recha-
zo de la hip6tesis nula. d) Puesto que la hip6tesis nula es falsa, el drea e no representa la probabilidad
de ningun resultado. Todas las probabilidades se muestran como areas de la curva alternativa. H

EJEMPLO 4.30

Conteste las siguientes preguntas segtin su relacion con el panel B de la figura 4.20. a) ;Cudl es la
hipétesis alternativa para la prueba de significancia? b) ;Qué drea(s) representa(n) a la potencia?
€); Qué drea(s) representa(n) a beta? d) ;Qué representa el drea “a”? €) ;Qué representa el drea d?

Solucion  a) La alternativa enuncia H, : 1> 44,. Esto proviene del hecho de que la regién critica
estd en la cola del lado derecho de la distribucién nula. b) La potencia estd representada por las
areas b y c. Esto se deriva del hecho de que las 4reas b y c representan la probabilidad de que un
estadistico de prueba serd lo suficientemente grande para cumplir con el criterio de rechazo de
H,, como establece la regién critica de la curva nula. ¢) Beta es mostrada por el area e. Esta drea
se encuentra en la porcion de la curva alternativa que cae fuera de la region critica y, por lo tanto,
representa la probabilidad de que la hipétesis nula no sea rechazada. d) Puesto que la hipdtesis
nula es falsa, el 4rea a no representa la probabilidad de ningtin resultado. Todas las probabilidades
son mostradas como 4reas de la curva alternativa. €) Al igual que el 4rea a, el drea d no representa
ninguin resultado. |

Factores que determinan la potencia y beta. La potencia y beta estdn determinadas por
a) el nivel de significancia de la prueba (&), b) el tamafio de la muestra (n), y ¢) la forma de la
distribucién alternativa. Ahora profundizaremos en ello.

Nivel de significancia

La potencia se incrementa conforme aumenta el nivel de significancia (por ejemplo, de .01 a .05).
Debido a que beta = 1 — potencia, beta disminuye con incrementos en el nivel de significancia.
Esta relacion se ilustra en la figura 4.21. Como se aprecia, cuando « = .01, la potencia estd
representada por las dreas d y a, mientras que beta estd representada por las dreas b, ¢, f y e.
Cuando « se incrementa por .04 a .05, la potencia se incrementa por las dreas b y ¢ con beta
disminuida por esta misma cantidad. Naturalmente, lo inverso también es cierto. Decrementos en
el nivel de significancia se asocian con decrementos en la potencia e incrementos en beta. De esta
manera, el precio que se paga por el decremento de la probabilidad de un error tipo I es un incre-
mento en la probabilidad de un error tipo II.

Tamafio de la muestra (n)
Desde un punto de vista practico, tal vez el determinante mas importante de la potencia y beta es
el tamafio de la muestra. Mientras el tamafio de la muestra incrementa, la potencia se incrementa.
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FIGURA 4.20: Dos ejemplos que muestran la poten-
ciay beta para pruebas Z de dos colas para una media.

Alternativa
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FIGURA 4.21: Vinculo del nivel de significancia con la po-
tenciay beta.
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A

Nula Alternativa

Potencia

Nula Alternativa

Potencia

4 8

FIGURA 4.22: Vinculo del tamano de la muestra
con la potencia.

De esta forma, un investigador que desea establecer ¢ en algtn nivel tradicional (por ejemplo,
.05) puede aumentar la potencia incrementando el tamafio de la muestra. Esto se demuestra en la
figura 4.22 para la prueba Z de una media.

El panel A muestra las distribuciones nula y alternativa cuando n = 10. La porcién sombreada
de la distribucién alternativa muestra la potencia y parece representar ligeramente mas que .5 de
la curva. El panel B muestra distribuciones con las mismas medias y nivel de significancia, pero
con N =40. Como se puede ver, las curvas en el panel B tienen errores estdndar més pequefios que
la media, lo cual en efecto causa que las dos distribuciones se alejen una de la otra. Observe, sin
embargo, que las medias de distribucion atin son 4 y 8 como es verdad en las curvas del panel A.
El resultado es que una porcién mucho mds grande de la distribucién de la alternativa encuentra
el criterio de rechazo especificado por la regidn critica de la curva nula.

Puesto que el nivel de significancia a menudo se establece en algin nivel tradicional y la
forma de la distribucién alternativa estd mas alld del control del investigador, generalmente el
tamafio de la muestra es manipulado para dirigir la potencia en la investigacién. Pronto hablaremos
mds acerca de este tema.
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A
Nula Alternativa
potencia
4 6
B
Nula Alternativa

potencia

4 10

FIGURA 4.23: Potencia de la prueba Z de una me-
dia como una funcién de la diferencia entre las
medias hipotética y la poblacional actual.

Forma de la distribucién alternativa

La potencia de la prueba Z de una media es fuertemente dependiente de la magnitud de la
diferencia entre £, y y. Conforme esta diferencia se incrementa, la potencia aumenta. Conforme
la diferencia disminuye, la potencia disminuye hasta que £, = 4, en cuyo punto la hipdtesis nula
es verdadera y la probabilidad de rechazo es ¢. Esta caracteristica de la prueba tiene un fundamento
intuitivo. Parece razonable que pequefias diferencias del valor nulo sean mds dificiles de detectar
que las grandes. El panel A de la figura 4.23 muestra una situacién donde hay una diferencia de
dos unidades entre la media poblacional actual (# = 6) y el valor hipotético (¢, = 4). El panel B
muestra un incremento en la potencia que corresponde a la media poblacional de 10, que estd a
seis unidades del valor hipotético.

En general, conforme se incremente el grado en el cual la hipdtesis nula es falsa, también se
incrementard la potencia de la prueba. Para la prueba binomial esto se expresa como la diferencia
entre 74, y 7, pero puede expresarse de muchas formas diferentes para otros tipos de pruebas, de
las cuales se hablard en los siguientes capitulos.

Calculo de la potencia y beta. Por lo general, no es posible calcular la potencia y beta en
situaciones de investigacion aplicada. La razén es que para calcular estas cantidades, usted debe
poseer cierta informacidn acerca de la distribucion alternativa que cominmente no estd disponible.
Por ejemplo, para la prueba Z de una media debe conocerse x para poder hacer estos célculos.
Pero si se conociera 4, no habria necesidad de una prueba de hipétesis. No obstante es itil, segtin
el grado de interés que se tenga sobre el entendimiento de la potencia y beta, para ejecutar unos
cuantos calculos hipotéticos.
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Por ejemplo, ;cudl serd la potencia de una prueba Z de una media en las siguientes condi-
ciones?
Hy: u=4 oy=2 u=10
Hy: >4 a=.05
Referirnos a los paneles A 'y B de la figura 4.24 ayudari a clarificar la siguiente explicaciéon. Con
el fin de hallar beta, es necesario encontrar la porcién de la curva alternativa que cae por debajo
del limite delantero de la region critica en la curva nula. Con el fin de localizar esta drea primero
calculamos
M = ﬂ =-3.00.
o 2
Esto indica que 4, = 4 estd tres errores estdndar por debajo de = 10. Debido a que el valor de la
Z critica para una prueba Z de una cola en o= .05 es 1.65, se infiere que si el valor es afiadido a
—3.00 obtendremos el nimero de errores estindar que quedan entre el limite delantero de la re-
gion critica y 4. Para propésitos de calcular la potencia designaremos la Z critica como Z,y la
puntuacién Z indicando la distancia entre # y el limite delantero de la regién critica como Z Y,
(Véase el panel B de la figura 4.24.) En este ejemplo, Z,,j: —3.00 + 1.65 = —1.35. La porcién de
la curva alternativa que queda por debajo de este valor representa a beta, mientras que la porcién
por arriba de éste es la potencia. Como se puede ver en la columna 3 de la tabla de la curva
normal, la puntuacién Z de —1.35 corta .0885 en la cola inferior de la curva alternativa. La
potencia es 1 —.0885 = .9115. La probabilidad de que la prueba dard por resultado un error tipo
II es entonces .0885, mientras que la probabilidad de una decision correcta es .9115.

La l6gica que fundamenta esta solucién fue encontrar el niimero de errores estdndar entre el
limite delantero de la regidn critica y la media de la curva alternativa (esto es, Z ﬁ) Esto se hizo
encontrando el nimero de errores estandar entre 44, y 4, y sumando el nimero de errores estindar
entre 4y el limite delantero de la region critica (esto es, Z ). Una vez hecho esto, fue sencillo
encontrar el drea apropiada en la tabla de la curva normal. Una expresion para Z 8 estd dada por

Zﬂ:#o—ﬂJrZ (4.10)

o
Ox

EJEMPLO 4.31

Encuentre la potencia y beta para una media Z en las siguientes condiciones.

Hy: u=4 o;=2 U=-2

x=

Hpy: <4 a=.05
Solucion  Sustituyendo en la ecuacién 4.10 se obtiene

4-(-2)
2

Zg= +(-1.65)=1.35.

La porcién de la curva alternativa que cae por arriba de este valor representa beta, mientras que la
porcién por debajo de este valor es la potencia. La columna 3 de la tabla de la curva normal mues-
tra que Z = 1.35 corta .0885 en la cola superior de la curva normal. La potencia es entonces 1 —
.0885 = .9115. ; Por qué se obtuvieron las mismas respuestas aqui y en el ejemplo de arriba? W
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A beta

Nula Alternativa
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FIGURA 4.24: Calculo de la potencia y beta para una prueba Z de
una cola para una media. Las distancias estan expresadas en térmi-
nos de los errores estandar.

EJEMPLO 4.32

Encuentre la potencia y beta para una prueba Z de una media en las siguientes condiciones.

Hy:#=90 06=20  a=.05
Hy:4#90 n=25  u=88

Solucién Usando

en la ecuacion 4.10 se obtiene

_90-88 ./ 1om_
Zy =278 +(-1.96) = —1.46.

Se utilizo el valor para Z ,= —1.96 porque la prueba bajo consideracién es de dos colas con o=
.05y u < . Esto se muestra en la figura 4.25. Observe que la distancia de 4, a 4 es .5 errores
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A
Alternativa Nula
) beta
potencia
B ——
-1.96
.
—1.46
88 —2 90
.50
B

Alternativa

potencia

Zg,

Z

n—uo
Mo — UK
Ox
FIGURA 4.25: Calculo de la potencia y beta para una prueba Z de

una cola para una media. Las distancias estan expresadas en térmi-
nos de los errores estandar.

estandar. Como el limite delantero de la region critica estd 1.96 errores estdndar por debajo de £,
la distancia desde u a la regién critica es —1.96 + .50 = —1.46 errores estdndar. La columna 3
de la tabla de la curva normal indica que la potencia es .0721. Betaes 1 —.0721 =.9279. |

EJEMPLO 4.33

Encuentre la potencia y beta para una prueba Z de una media en las siguientes condiciones.

Hy: =90 0=20 =05
Hp %90 n=25 u=92

Soluciéon Al usar
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en la ecuacion 4.10 se obtiene
_90-92 _
Zﬁ——4 +(1.96)=1.46

Se utiliz6 el valor para Z , = 1.96 porque la prueba bajo consideracion es dos colas con &=.05y
M > Hy. La potencia es la porcion de la curva normal que cae por arriba de Z = 1.46. La columna
3 de la tabla de la curva normal muestra que la potencia es .0721. Betaes 1 —.0721 =.9279. ;Por
qué se obtuvieron los mismos valores que en el ejemplo de arriba?

EJEMPLO 4.34

En otro ejemplo encontraremos la potencia y beta para la siguiente prueba exacta para una
proporcion.

Hy:7=35 a=05 7z=.50
Hy:7>35 n=8

Solucion Las probabilidades binomiales para las distribuciones nula (7 = 0.35) y alternativa
(7= .50) se presentan en la tabla 4.6 de la pagina 113. ) critica puede determinarse por P (6) +
P (7) + P (8) =.02175 + .00335 + .00023 = .02533 < = .05, mientras P (5) + P (6) + P (7) +
P (8) =.08077 + .02533 = .10610 > or=.05. p critica es entonces .750. Por lo tanto, la hipétesis
nula se rechaza para cualquier valor de ), que es mds grande o igual que .750. Pero ;cudl es la
probabilidad de que f igualara o excederd .750? Dado que 7= .50, esta probabilidad es P (6) +
P (7) + P (8) =.10938 + .03125 + .00391 = .14454. Esto, entonces, es la potencia de la prueba.
Por definicion, beta es 1 —.14454 = .85546. Por consiguiente, parece improbable que se llegue a
una decision correcta para esta prueba. |

EJEMPLO 4.35

(Cudl serd la potencia y beta si 7 fuera .55 en vez de .50 en el ejemplo 4.34?
Solucion  De la tabla 4.6, se sabe que la potencia es
15695 +.05481 + .00837 = .22013.

Este valor es mds grande que el calculado para 7= .50 esperado, dado que .55 estd mds alld del
valor nulo de .35, que es .50. Betaes 1 —.22013 =.77987. Segun usted, ;qué se podria hacer para
incrementar la potencia de estos resultados? |

Célculo del tamafio de la muestra. Una pregunta cominmente planteada por los investi-
gadores es: “;Cudntos sujetos debo incluir en mi estudio?” Esta pregunta a menudo se resuelve
de acuerdo con las limitaciones financieras u otras consideraciones no relacionadas con la estadis-
tica. En este apartado examinaremos los aspectos estadisticos de esta pregunta y cémo se relacio-
nan con las pruebas de hipétesis. En general, la solucion estadistica para esta pregunta requerird
de un programa computacional o de tablas especialmente disefiadas. Simplificaremos este proceso
considerando los célculos del tamafio de la muestra para la prueba Z de una media, que son muy
directos. La meta de esta seccidn es usar la prueba Z de una media para presentar la 16gica que
fundamenta la solucién. La misma légica general se aplica a pruebas mds complejas.

Suponga que un investigador planea usar una prueba Z de una media como herramienta de
andlisis primaria en su proximo estudio. La hip6tesis nula que se someterd a prueba es Hy : =
100, mientras que la hipétesis alternativa es de la forma H, : ¢ > 100. Después de algunas refle-
xiones, el investigador decide que si la media poblacional es 104 o mayor, él querrd tener una
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probabilidad alta (por ejemplo, 90) de rechazo de la hipétesis nula. Esto implica que el investigador
estd menos preocupado por detectar medias que difieren por menos de cuatro unidades del valor
nulo. Esta decision quizd esté basada en la opinion de que diferencias de menos de cuatro unidades
tienen menos importancia clinica, mientras que diferencias de cuatro o mds unidades son mas
importantes de detectar.

Para hacer mds especifico el problema, el investigador quiere tener el suficiente tamafio de
muestra (N) asi como una potencia de .90 para rechazar la hip6tesis nula si la media poblacional
es 104. Observe que la potencia serd mayor que .90 si la media poblacional es mayor que 104. La
prueba de una cola serd conducida en = .05.

Despejando n en la ecuacién 4.10 en la pagina 132 se obtiene

0M(Zg-2,)

= 4.11
" (Lo — .u)2 ( )

Se puede sustituir 100 y 104 para /4, y 4, respectivamente, y 1.65 para Z ,. Puesto que .90 de la
curva normal cae por arriba de Z =—1.28 (véase el panel A de la figura 4.26), este valor se puede
sustituir por Z 'E Para propésitos de este ejercicio supondremos que o2 = 400. Esto da entonces

= 400(-1.28 -1.65)

=214.6
(100 —104)2

que se redondea a 215. De esta manera, con 215 sujetos en el estudio, el investigador rechazara
la hipétesis nula con probabilidad de .90 si la media verdadera es 104, y obtendrd una mayor
probabilidad de rechazo si la media es mayor que 104.

Un problema que surge en la generacién de estimaciones del tamafio de la muestra es
encontrar un valor de ¢ 2 para la expresién. Quizd usted argumente que sélo podemos usar s2
como se hizo con la prueba t, pero recuerde que este cdlculo por lo general se realiza antes de
efectuar el estudio, asi que no habrd una muestra de la cual obtener la varianza estimada. Por
lo general, la varianza estimada se obtiene de la bibliografia del investigador, de un estudio piloto
disefiado para generar la estimacién o de algin otro estudio que emplee datos similares. En
cualquier caso, las estimaciones del tamafio de la muestra son Unicamente eso, estimaciones.

EJEMPLO 4.36

Calcule el tamaiio de la muestra requerido para lograr una potencia de .8 con el fin de detectar
una media poblacional de 8 para una prueba Z de dos colas de la hip6tesis nula H, : 4= 10 con
a=.01. Suponga que o=4.

Solucion  E120% de la curva normal cae por arriba y el 80% debajo de un valor Z de .84. (Véase
el panel B de la figura 4.26.) Al sustituir este valor para Z 5y —2.58 para Z ,, 10 para £, 8 para
i,y 16 para o2 se obtiene

= 16(84—(-2.58))°

=46.8
(10-8)? u
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Nula Alternativa

potencia

/ —
1.65 -1.28
Lo = 100 Za Zg n=104

Alternativa Nula
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/ —— ~G—
.84 -2.58
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FIGURA 4.26: Célculos del tamafio de la muestra para pruebas Z con
una y dos colas para una media. Las distancias estan expresadas en tér-
minos de errores estandar.

4.4 INTERVALOS DE CONFIANZA

4.4.1 Introduccion

Con anterioridad indicamos que hay dos formas bésicas de inferencia: la prueba de hipétesis y
los intervalos de confianza. Ahora que usted ha completado una introduccién a las pruebas de
hipétesis regresaremos a la otra forma de inferencia. Quiz4 la diferencia mas importante entre los
dos métodos inferenciales radica en las preguntas que implican. Por ejemplo, la prueba Z de una
media busca informacién sobre si la media poblacional difiere del valor especificado por la
hipétesis nula, mientras que un intervalo de confianza comparable hace la pregunta simple:
“;Cudl es la media poblacional?” Advierta que la dltima pregunta no implica ninguna forma de
hipétesis acerca de la media poblacional, sino simplemente plantea la pregunta de su valor. Como
muestra la figura 4.27, ambos métodos emplean estadisticos para dirigir las preguntas formuladas
sobre parametros.

Después de considerar el fundamento de los intervalos de confianza, usted aprenderd a
construir tales intervalos parala media poblacional cuando ¢ es conociday cuando es desconocida.
Usted aprenderd métodos aproximados y exactos para estimar la proporcion de la poblacion. En
la siguiente seccién compararemos los dos métodos y mostraremos que generalmente se prefie-
ren los intervalos de confianza para pruebas de hip6tesis cuando ambos métodos son aplicables a
un problema en particular.
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Poblacién
zlztirovlffli(;nza Prueba de hipétesis
- Qué es u? i es diferente del
¢ v valor especificado
por H:?
Muestra

FIGURA 4.27: Preguntas respecto de una media poblacional planteadas
por una prueba de hipétesis y un intervalo de confianza.

4.4.2 Razonamientoy método

Intervalos de confianza bilaterales. Considere lo siguiente. Suponga que un investigador
selecciona al azar un tamafio de muestra de n = 100 de una poblacién normalmente distribuida
con desviacién estandar (o) de 50. Se calcula la media de la muestra X. ;Cudl es la probabilidad
de que X tome un valor entre £y un punto que se localiza un error estdndar por arriba de #? La
columna 2 del Apéndice A da esta probabilidad como .3413. Esta también es la probabilidad de
que X tome un valor entre £y un punto que se localiza un error estindar por debajo de x. De esta
forma, la probabilidad de que X tome un valor que estd dentro de un error estandar de # es .3413
+.3413 = .6826. Hemos marcado esta regidn en una curva que representa la distribucion muestral
de X en el panel A de la figura 4.28.
Suponga ahora que un error estdndar, que en este ejemplo es

o _ 0 _5

Jno 1007

que se suma y se resta de X. Designaremos x + % comoUy X — % como L. Representamos X,
LyUenel panel Adelafigura4.28. Enel ejemplo sefialado, lamuestra seleccionada aleatoriamente
produce un valor de X, que se encuentra exactamente un error estdndar por arriba de /.

Debe ponerse énfasis en muchos puntos acerca del intervalo L, U (lower, upper). Primero,
cuando X toma un valor que estd un error estdndar por arriba de £, el intervalo L, U contiene /.
Esto es, L < ¢ < U. Segundo, si X ha tomado un valor de un error estdndar por debajo de ¢ (no
mostrado en la figura), el intervalo nuevamente contendrd /£, porque u serd igual a U. Tercero,
cualquier valor de X que esté dentro de un error estdndar de & producird un intervalo tal que  serd
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FIGURA 4.28: Razonamiento que fundamenta los interva-
los de confianza bilaterales para una media poblacional.

un valor entre L y U, mientras que cualquier valor de X que no esté dentro de un error estdndar de
4 producird valores de L y U que no contengan . Cuarto, la probabilidad!” de que X caiga dentro
de un error estandar de /£y, por lo tanto, produzca un intervalo L, U que incluya al valor de zzes
aproximadamente .68.

El intervalo L, U se llama un intervalo de confianza. L es el limite inferior (lower) del
intervalo de confianza mientras que U es el limite superior (upper). El nivel de confianza o
alcance del intervalo de confianza es .68. El estadistico alrededor del cual se forma el intervalo,
X en este caso, se llama estimacion puntual.

Las implicaciones de lo anterior son las siguientes. Un investigador que desea estimar la
media de una poblacién puede seleccionar aleatoriamente una muestra de tamafio n de la pobla-
cidn, calcular la media de la muestra y generar el intervalo de confianza como se acaba de descri-
bir. El investigador quiza afirme, con un 68% de confianza, que la media poblacional es algtin

17En este contexto, comentaremos el uso de la palabra probabilidad.
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valor entre L y U. Pero el 68% no parece un nivel muy alto de confianza de que u estd en el in-
tervalo. Suponga que el investigador quiere alcanzar un nivel de confianza mayor, digamos, un
nivel de 95%.

El nivel de confianza se determina por el nimero de errores estindar sumados y restados a la
estimacion puntual. ;Cudntos errores estandar serdn sumados y restados a X con el fin de formar
un intervalo de confianza del 95%? El intervalo tendra que ser de suficiente longitud para incluir
M en el evento de que X tome cualquiera de los valores que forman el .95 central de la curva
normal. Esta drea es mostrada en el panel B de la figura 4.28. Como se observa en esta figura, .95
de la curva normal cae dentro de 1.96 errores estdndar de la media. De esto se infiere que sumar
y restar 1.96 errores estdndar garantizard que el valor de g caerd entre L y U cuando X esté dentro
de 1.96 errores estdndar de . Por supuesto, si X no estd dentro de 1.96 errores estdndar de 4, el
intervalo resultante no contendrd g De esta manera, el investigador puede afirmar con un 95%
de confianza que u es algtn valor entre L y U. Mds adelante se dardn detalles de cémo se forma
un intervalo de confianza especifico.

Intervalos de confianza unilaterales. En ciertas circunstancias los investigadores pueden
estar mas interesados en un extremo de un intervalo de confianza que en otro. En tales casos, el
investigador puede elegir si forma un intervalo de confianza unilateral. Un intervalo de confianza
unilateral es un enunciado de confianza que consiste ya sea en L 0 U, pero no en ambos. Por
ejemplo, un ingeniero ambiental puede muestrear rutinariamente la descarga de agua tratada con
el fin de estimar concentraciones de amoniaco (medidas como nitrégeno) contenidas alli. Si la
concentracion es muy alta, los rios y estanques cercanos pueden resultar afectados negativamente.
Bajas concentraciones de amoniaco no serdn motivo de preocupacion. En este caso el intervalo
de confianza unilateral consistird inicamente en U. Con un nivel de confianza especifico, el
investigador podra entonces afirmar que la concentracién de amoniaco en la descarga es COMo
méximo U. Si U es menor que algunos niveles aceptables, no se emprenderd ninguna accién. De
otra forma, se deberdn hacer algunos esfuerzos para reducir la concentracion sin importar cudl es
el valor de L. La ventaja de los intervalos de confianza unilaterales comparada con los intervalos
bilaterales serd clara con las siguientes explicaciones. Antes de considerar formas especificas de
intervalos de confianza unilateral, daremos un fundamento para su construccion.

En el panel A de la figura 4.29 se marcé el punto en el que la distribucién muestral de X tal
que aproximadamente .95 (.5000 +.4505 =.9505) de la curva esta por debajo del punto designado.
Como se observa, este punto estd 1.65 errores estdndar por arriba de la media de distribucién.
Observe que si L se forma sustrayendo 1.65 errores estandar de X, L siempre serd menor que o
igual a & mientras X proceda de la region .95 designada. Si X es de punto mds que 1.65 errores
estandar por arriba de g, L no serd menor que o igual a & Esto se observa a partir de la figura
donde X se posiciond 1.65 errores estdndar por arriba de 4. Cualquier valor de X menor que el
valor mostrado producird una L menor que 4, mientras que cualquier X mayor que el valor
mostrado producird una L que no es menor que o igual a & Como hay una probabilidad de .95 de
que X vendra de un punto que estd 1.65 errores estdndar por arriba de la media de la distribucion,
0 un punto menor, el investigador puede declarar con .95 de confianza que la media de una
poblacion es mayor que o igual a U. Como un ejemplo, si el error estdndar es 2.0, L serd igual a
X—(1.65) (2.0) o X —3.30.

También es posible que un investigador esté interesado en estimar el valor mds grande que
M podria tomar, sin preocuparse por un limite inferior. Esto es, el investigador puede desear hacer
un enunciado de la forma “La media de la poblacién no es mayor que U”. En tal circunstancia, se
puede formar un intervalo de confianza unilateral que consiste inicamente en U. Como se observa
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FIGURA 4.29: Fundamento légico de los interva-
los de confianza unilaterales para una media po-
blacional.

en el panel B de la figura 4.29, cualquier valor de X que estd 1.65 errores estdndar por debajo de
/L 0 mds arriba en la distribucién producird un valor de U que es mayor que o igual a z. De esta
manera, el investigador puede tomar una muestra aleatoria de la poblacion, calcular U y luego
afirmar con .95 de confianza que # es menor que U.

4.4.3 Una nota de advertencia

Cuando se pide que enuncie el significado de un intervalo de confianza bilateral del 95%, un
estudiante probablemente responderd algo como: “La probabilidad de que i esté entre L y U es
.95.” Ante una afirmacion de este tipo sélo obtendra el cefio fruncido de su profesor, y si éste estd
mds comprometido con su papel, el estudiante conseguird una calificacién en rojo. El problema
puede explicarse mejor por analogia.
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Si una canica es seleccionada al azar de una caja que contiene siete canicas blancas y tres
negras, la probabilidad de que la canica elegida serd negra es, por la ecuacién 3.1 en la pagina
52, simplemente la porcién de canicas negras en la caja o % =.3. Ahora suponga que usted ha
seleccionado la canica pero no ha abierto la mano. ;Cudl es la probabilidad de que la canica no
observada en suU mano sea negra? Nuevamente, es la proporcion de canicas negras en su mano.
Pero, s6lo hay una canica en su mano. Entonces, la probabilidad es ya sea uno o cero, dependiendo
de si la canica en su mano es negra o blanca.

La misma légica se aplica a los intervalos de confianza. Antes de seleccionar una muestra de
la poblacién puede afirmarse que la probabilidad de que el intervalo de confianza construido
contenga a i es .95 (o algun otro nivel especifico). La razén para esto es que la proporcion de
valores posibles de X que producird valores de L y U que contienen a  es .95. Pero una vez que
la muestra ha sido seleccionada y el intervalo de confianza construido, la pregunta “;Cudl es la
probabilidad de que este intervalo de confianza contenga a 4?” debe ser contestada, como con
la canica en su mano, uno o cero. Al igual que en el caso de la canica, ahora usted ha limitado el
problema a un intervalo de confianza, asi que la proporcién que contiene a 4 es ya sea uno o
cero.

Debido a ciertas consideraciones filoséficas subyacentes, algunos profesores de estadistica
requieren enunciados muy precisos respecto del significado de los intervalos de confianza, mien-
tras que otros parecen no estar tan preocupados por ello. Un enunciado aceptable para muchos
especialistas en estadistica es “el 99% de todos los intervalos de confianza construidos de esta
manera contendrdn a 4.

4.44 Intervalos de confianza para « cuando o es conocida

En ésta y las siguientes dos secciones daremos las especificaciones para construir intervalos de
confianza para & y 7z Comenzaremos con intervalos de confianza para g cuando oes conocida.

Cuando oes conocida, la curva normal puede utilizarse como un modelo de la distribucién
muestral de X, de manera que L y U se obtienen mediante

L=%-7Z= (4.12)
y
U=Y+Z% (4.13)

Intervalos bilaterales. El nivel de confianza asociado con un intervalo estd determinado por
Z. Por ejemplo, suponga que se construird un intervalo de confianza bilateral de .95. El nimero
de errores estdndar que habran de restarse y sumarse a X debe ser suficiente para que L y U
contengan a  cuando X tome cualquiera de los valores del 95% central alrededor de z. Esto se
demuestra en el panel B de la figura 4.28 en la pdgina 139. Esta figura indica que .95 del 4rea de
la curva queda dentro de 1.96 errores estdndar de 4. El valor apropiado de Z puede obtenerse no-
tando que % =.475 de la curva cae entre i y el punto deseado. Con el fin de encontrar la
puntuacién Z apropiada ahora debemos leer la tabla de la curva normal en orden inverso al que
hemos utilizado con anterioridad. Esto es, debemos buscar .4750 en la columna 2 de la tabla y
luego encontrar el valor Z asociado. Como usted puede ver en la tabla de la curva normal, ese
punto es 1.96. De aqui se infiere que sumando y sustrayendo 1.96 errores estdndar a X, podemos
asegurar que # caerd entre L y U cuando X tome cualquier valor que esté dentro de 1.96 errores
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estandar de g La probabilidad de que X tome un valor tal es .95. Algunos ejemplos ayudardn a
aclarar este método de la construccién de intervalos de confianza.

EJEMPLO 4.37

Dada la siguiente informacion, utilice los intervalos de confianza bilaterales de 90, 95 y 99% para
estimar la media de CI de una poblacién de nifios cuyas madres recibieron atencidn prenatal
inadecuada. ;Qué ocurre al intervalo de confianza mientras el nivel de confianza se incrementa?

o=16 n=60 X=90.1

Solucion  El error estdandar de la media (%) es 19 =2 066. (Cudntos errores estdndar deberan
restarse y sumarse a X con el fin de formar un intervalo de confianza del 90%? Esto puede de-
terminarse notando que .90/2 = .45 de la curva cae entre £y la puntuacién Z deseada. La columna
2 del Apéndice A muestra que no hay un valor dado para .4500 y que hay dos valores .4495 y
4505 que estan igualmente cerca del drea buscada. Seguiremos la convencién de elegir el drea
en la columna 2 que es la mas cercana al drea deseada cuando el drea deseada no estd en la tabla;
o elegiremos el drea mas grande en la columna 2 cuando dos areas estan igualmente cerca del
drea buscada. En este caso hay dos dreas igualmente cerca de .4500, asi que escogeremos la mds
grande, que es .4505. La puntuacién Z asociada es 1.65. Observe que aproximadamente .90 de la
curva cae 1.65 errores estadndar dentro de /. De esta forma, si se restan o se suman 1.65 errores
estdndar a X, podemos estar 90% seguros de que & quedard incluida. Asi, mediante las ecuaciones
4.12 y 4.13, tenemos

= ¥ — l = — =
L=X~Z-7-=90.1- (1.65)(2.066) = 86.69

U=x+Z-% =90.1+(1.65)(2.066) = 93.51

Jn

Como se ha mostrado, un intervalo de confianza del 95% se forma restando y sumando 1.96
errores estandar de manera que

L =90.1 - (1.96) (2.066) = 86.05

U =90.1+ (1.96)(2.066) = 94.15

El valor Z que se empleard en la construccion de un intervalo de confianza bilateral de .99
puede encontrarse observando que .99/2 = .4950. Puesto que hay dos valores igualmente cercanos
a .4950 en la columna 2 del Apéndice A (esto es, .4949 y .4951), seguiremos la convencién de
usar el drea mds grande, en este caso .4951, la cual tiene un valor Z asociado de 2.58. El intervalo
serd entonces

L =90.1 - (2.58) (2.066) = 84.77

U =90.1 + (2.58) (2.066) = 95.43

Como muestran los resultados, se gana confianza a expensas de intervalos grandes. |
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EJEMPLO 4.38

Utilice la siguiente informacién para formar un intervalo de confianza bilateral del 80%.

o=22 n=100 X =220.5
Solucién  El error estindar es —22 = 2.20. El valor Z a utilizarse para el cdlculo debe ser de sufi-
ciente tamafio para producir valores de L y U que contengan & cuando X tome cualquiera de los
valores que formen el .80 central de la curva. Para encontrar este valor de Z, buscamos el 4rea
.80/2 = .40 en la columna 2 de la tabla de la curva normal. El drea mas cercana a .4000 es .3997,
la cual tiene un valor Z asociado de 1.28. Al sustituir en las ecuaciones 4.12 y 4.13 se obtiene

=¥ — i = — =
L=x-7 N 220.5-(1.28)(2.2) =217.68
y
_¥4+7.0 _
U=x+Z N 220.5+(1.28)(2.2) = 223.32.
Por lo tanto, podemos estar 80% seguros de que la media poblacional es algtin valor en el rango
de 217.68 y 223.32. ]

Intervalos unilaterales. Suponga que un investigador desea construir un intervalo de
confianza del 95% con el fin de obtener un limite inferior de 4. Esto es, el investigador desea
encontrar un valor de L que, con un 95% de confianza, pueda ser declarado menor que o igual a
. Como se observa en el panel A de la figura 4.29, el valor Z aproximado que habrd de utilizarse
para este propdsito es el valor que tenga .95 — .50 = .45 de la curva entre ese valor y u. Al utilizar
la regla previamente establecida respecto de las dreas que estdn igualmente cerca de lo deseado,
identificamos 1.65 como el valor Z aproximado.

SiXes 10.2 y el error estdndar es 2.0, entonces, por la ecuacion 4.12

= ¥ — i = - =
L=x-Z N 10.2-(1.65)(2.0) =6.9.
El investigador puede afirmar con un 95% de confianza que la media poblacional es mayor que o

igual a 6.9.
Si el investigador estuviera interesado en un limite superior estimado de #, entonces, por la
ecuacién 4.13

— ¥ l: =
U=T+Z-2-=102+(165)20)=135.

Observe que, como con las pruebas de hipétesis de una y dos colas, los intervalos de confianza
de uno y dos lados no emplean el mismo valor de Z cuando se construyen intervalos con iguales
niveles de confianza. Por ejemplo, se utiliza 1.65 para construir un intervalo unilateral del 95%,
pero se emplea 1.96 para un intervalo bilateral del 95%.

EJEMPLO 4.39

Utilice la siguiente informacién para construir el limite inferior estimado de & en los niveles de
confianza del 90 y 99%.

o=44 n=150 X=105.8
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Solucion  Se construirdn intervalos de confianza unilaterales porque sélo se requieren los limites
inferiores estimados de . El error estindar de la media es 4 _ 3593, Para el intervalo del
90%, el valor de Z aproximado tendrd .90 — .50 = .40 de la curva entre si mismo y la media de la
curva. La columna 2 del Apéndice A muestra que este valor serd (aproximadamente) 1.28. El

limite inferior estimado es entonces

_v_7 0 _ _ -
L=X-Z-Z=1058-(128)(3.593)=101.2.

Para el intervalo .99, el valor Z tendrd .99 — .50 = .49 de la curva entre si mismo y la media
de distribucion. La columna 2 del Apéndice A indica que este valor serd (aproximadamente) 2.33.
El limite inferior estimado es, entonces,

L =105.8 — (2.33) (3.593) = 97.4. [

EJEMPLO 4.40

Utilice la siguiente informacién para obtener los intervalos de confianza de 86 y 94% para el
limite superior del valor de /.

o=45 n=280 X=12.0

Solucion  Los valores Z de los dos intervalos son respectivamente 1.08 y 1.56. Utilizando estos
valores con un error estandar de %3 = 503 se obtiene

780
x4z 0 _ _
U=T+Z-Z=120+(1.08)(503) =125

U=12.0 + (1.56)(0.503) = 12.8.

Suposiciones. Las suposiciones que fundamentan el intervalo de confianza para x cuando
oes conocida son las mismas que aquellas que fundamentan la prueba Z de una media (véase la
pagina 98). Las violaciones de una o mds de estas suposiciones pueden dar por resultado que el
nivel de confianza que en realidad se utilizé difiera del pretendido. La tabla 4.2 en la pagina 100
resultard 1til para conocer el alcance de una de tales violaciones. Esto puede hacerse restando o
de uno. Por ejemplo, cuando muestras de tamafio cinco son extraidas de una distribucién no nor-
mal considerada en esa tabla, el nivel real de confianza es 1 — .046 = .954 en vez del pretendido
de .950. Asimismo, como se ve en la tabla 4.3, con una violacién moderada de la suposicién de
independencia, el intervalo de confianza del 95% para x tiene un alcance real de 1 — .11 = .89. El
intervalo de confianza para & cuando o es conocida es robusto o no robusto de acuerdo con las
mismas condiciones que la prueba Z para una media es robusta o no robusta.

4.4.5 Intervalo de confianza para i cuando o no es conocida

Usted recordard que en la situacién cominmente encontrada, donde o no es conocida, se utiliza
la prueba t de una media en lugar de la prueba Z de una media. Lo mismo es cierto para intervalos
de confianza. Cuando o no es conocida, se utiliza S como un estimado para el pardmetro o
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desconocido, lo cual significa que la distribucién pertinente es t en lugar de Z. Las ecuaciones
para L y U son entonces

L=X-1—= (4.14)
y
U=)?+t% (4,15)

donde s es la desviacion estdndar de la muestra y t es el valor apropiado de la tablatconn — 1
grados de libertad. Por ejemplo, suponga que deseamos construir un intervalo de confianza
bilateral del 95% para y utilizando los datos del apartado 4.3.4, los cuales hemos reproducido
aqui por conveniencia.

Muestra: 6.0 80 55 45 85 40 3.5

La desviacion estdndar de la muestra puede obtenerse aplicando la ecuacién 2.16 de la pagina 37
a las puntuaciones sumadas y la suma de las puntuaciones al cuadrado, como se muestra abajo.

X X2
6.0 36.00
8.0 64.00
5.5 30.25
4.5 20.25
8.5 72.25
4.0 16.00
3.5 12.25
400  251.00

(Z? (402

n—1 7-1 V"6 )
y
==t _40_5714
n 7

El valor apropiado para t puede encontrarse en la tabla en el Apéndice B con 7 — 1 =6 grados
de libertad. Como deseamos construir un intervalo de confianza bilateral del 95% utilizamos la
fila y la columna asi designadas. Esto da un valor para t de 2.447. Por las ecuaciones 4.14 y
4.15

1.933
L=5714-2.447===3.926
N7

1.933
U =5.714+2.447 4222 = 7.502.
J7



Seccién 4.4 Intervalos de confianza 147

Asi, el investigador puede tener una confianza del 95% de que esta muestra fue extraida de
una poblacién cuya media estd entre 3.926 y 7.502. Un estimado del limite inferior unilateral del
95% de p seria

1.933
L=5.714-1.943 == =4.294.
7 ]

EJEMPLO 4.41

Los siguientes datos representan una muestra (ficticia) de niveles de glucosa en la sangre, tomados
de 10 nifios en edades entre 14 y 16 afios quienes reportaron que rutinariamente consumen comida
rdpida tres 0 mds veces a la semana. Utilice este dato para formar un intervalo de confianza bila-
teral del 99%.

Muestra: 100 99 97 104 124 120 89 122 118 101

Solucion  La suma de las observaciones y la suma de sus cuadrados son las siguientes.

X X2
100 10000
99 9801
97 9409
104 10816
124 15376
120 14400
&9 7921
122 14884
118 13924
101 10201
1074 116732

Aplicando las ecuaciones 2.1 y 2.16 se obtiene

_ ZX_ 1074 _
X=E= =0 =107.4

n

2 _ (x)? (1074)

n—1 10-1 V"9 B
El Apéndice B muestra que el valor t apropiado para un intervalo de confianza bilateral del 99%
basado en 10 — 1 =9 grados de libertad es 3.250. Luego, por las ecuaciones 4.14 y 4.15,

_ 12.403
L=%—-1-=1074-3.2502222 =94 65
N J10
y
_ 12.403
U=X+71—=107.4+3.2502=22 =120.15.
N J10 u
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Suposiciones. Las suposiciones que fundamentan el intervalo de confianza para x cuando
o no es conocida son las mismas que aquellas que fundamentan la prueba t de una media, las
cuales, a la vez, son las mismas que fundamentan la prueba Z de una media (véase la pdgina 98).
Las violaciones de una o mds de estas suposiciones pueden dar por resultado que el nivel de
confianza que en realidad se utilizé difiera del pretendido. La tabla 4.4 resultard til para conocer
el alcance de una de tales violaciones. Esto puede hacerse restando ¢ de uno. Por ejemplo,
cuando muestras de tamafio cinco son extraidas de una distribucién no normal considerada en esa
tabla, el nivel real de confianza es 1 — .069 = .931, en vez del pretendido de .950. El intervalo
de confianza para ¢ cuando ¢ no es conocida es robusto o no robusto de acuerdo con las mismas
condiciones que la prueba t para una media es robusta o no robusta.

4.4.6 Intervalo de confianza paraw

Hay un nimero aproximado de métodos para construir limites de confianza para una porcién de
la poblacién (7). Sin embargo, éstos a menudo no son bastante exactos para muchas aplicaciones,
especialmente cuando el tamafio de la muestra (n) no es grande o cuando f) estd cerca de cero o
uno. También hay un método exacto que supera esta dificultad.

En tanto que los investigadores lo utilizan comtinmente, nosotros describiremos y daremos
un ejemplo breve de cdlculo para un método aproximado basado en la curva normal. Sin embargo,
para sus propias aplicaciones, usted debera considerar utilizar el método exacto, que se describe
mds adelante.

Un método aproximado. Una aproximacién para L y U estd dada por

A A

L=p-Z % (4.16)

U=[7+Z1/% (4.17)

donde fes la proporcién de éxitos en la muestra de tamafio n 'y § es la proporcién de fracasos, de
manera que §= 1 —f. Z determina el nivel de confianza y se encuentra mediante la forma descrita
en la seccién 4.4.4.

Como un ejemplo de aplicacién, suponga que un investigador de politica de salud desea
estimar la proporcién de adultos que viven en un condado surefio rural y que tienen alguna forma
de seguro de salud. Para cumplir este objetivo, se entrevista a una muestra de 350 adultos que
viven en ese condado. De las 350 personas entrevistadas, 112 o 112/350 = .32 reportan que actual-
mente tienen alguin tipo de seguro de salud. Un intervalo de confianza bilateral del 95% puede

construirse como
o S Pd_ as (:32)(.68) _
L=} z,/n = 32-1.96,] 350 =21
_ 5 Pq _ (:32)(.68) _
U=p+z & = 32+1.96, 2 =37,

Entonces, el investigador puede estar un 95% confiado de que la proporcién de adultos que viven
en el condado y tienen seguro de salud estd entre .27 y .37. Es importante notar el resultado que
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se hubiera alcanzado si p estuviera mds cerca de cero (por ejemplo, .02) y n fuera muy reducida
(por ejemplo, n = 25). En este caso

L=.02-1.96, /%(5'98) 3
U=.02+1.96, /% __07.

Pero, por supuesto, las proporciones no pueden ser negativas. En lugar de declarar que la
proporcion de la poblacién estd entre —.03 y .07, el investigador utilizard un intervalo .00 a .07.
El punto importante, sin embargo, es que este método para la construccion de intervalos de
confianza no es exacto cuando el tamafio de la muestra no es lo bastante grande y f) estd muy cerca
de cero o uno.

Suposiciones. Vuelva a la pagina 116. Ademds de los comentarios expresados aqui, usted
deberd tener en mente que los limites de confianza de las proporciones menores a cero 0 mayores
que uno deberdn tomar estos valores como su limite legitimo inferior o superior.

Método exacto. Asi como la distribucién binomial puede usarse para formar la base de
una prueba exacta de hipdtesis respecto de 7z (véase la pdgina 108), esta misma distribucién
puede formar la base de un intervalo de confianza exacto para estimar este pardmetro. Es posible
comprender mejor el fundamento de este intervalo exacto después de leer el siguiente apartado.
Por el momento, simplemente diremos que esto da confianza en la relacion especial que existe
entre las pruebas de hipétesis y los intervalos de confianza.

Sin embargo, una vez aclarado esto, debemos afiadir que el método por el cual estos intervalos
se forman no es sencillo y depende de conceptos de estadistica matemadtica que estan lejos del
alcance de este libro. Por esta razén, le mostraremos COMO construir estos intervalos, pero no
intentaremos decirle por qué este método es apropiado. Estos limites se calculan mediante

_ S
L_S+(b—S+1)FL (4.18)
y
(S+DF,
= 27U 4.19
U= nw=s+(5+DF, @19

donde S es el nimero de éxitos (Successes) en la muestra, N es el nimero de observaciones en la
muestra, y F y F; son los valores apropiados de una distribucién F. F| y F, pueden obtenerse
del Apéndice C. Observe que, a diferencia de la tabla t en el Apéndice B, la tabla F puede
consultarse con dos diferentes grados de libertad. El primero de ellos, al que llamaremos los
grados de libertad del numerador, estd listado a través de la parte superior de la tabla; mientras
que el segundo, al cual llamaremos grados de libertad del denominador, aparece a lo largo de la
orilla de la tabla. Por ejemplo, el valor de F apropiado para utilizarse en el calculo de un intervalo
de confianza bilateral del 95%, suponiendo que los grados de libertad del numerador son iguales
a4y los grados de libertad del denominador son 20, serd 3.51. Con el fin de facilitar el célculo,
utilizaremos la notacién df| ., df, 5, df ., y df 5 para representar respectivamente los grados de
libertad (degrees of freedom) del numerador para calcular L, los grados de libertad del denominador



150 Capitulo 4 Introduccién a los métodos de inferencia y de una muestra

para calcular L, los grados de libertad del numerador para calcular U y los grados de libertad del
denominador para calcular U. Los grados de libertad utilizados para calcular los limites inferior
y superior se obtienen mediante

dfyy =2(n—S+1) (4.20)
dfip =28 4.21)
dfyy =2(S+1) (4.22)
dfyp =2(n—S$) (4.23)

EJEMPLO 4.42

Una muestra aleatoria de 10 nifios con niveles normales de glucosa en la sangre, quienes tienen
uno o mas hermanos con diabetes, es examinada para buscar anticuerpos asociados con esa enfer-
medad. El 40% de estos nifios resultaron positivos para el anticuerpo. Utilice el método exacto
para construir un intervalo de confianza bilateral del 95% y estimar la proporcién de nifios de este
tipo en la poblacion que resultaron positivos al anticuerpo. Compare este intervalo con el construi-
do por el método aproximado explicado en la pdgina 148.

Utilice los mismos datos para construir un intervalo de confianza unilateral exacto del 95%
para el limite inferior de la proporcién de la poblacién. Compare este intervalo con el construido
por el método aproximado explicado en la pagina 148.

Solucion.  Empezamos por calcular los grados de libertad necesarios para encontrar F . Por las
ecuaciones 4.20 y 4.21 y el hecho de que el nimero de éxitos (S) es

df,y =20n—=S+1)=2(10-4+1)=14

df 5 =25 = (2)(4) = 8.

El Apéndice C muestra que con los grados de libertad del numerador de 14 y los grados
de libertad del denominador de 8, el valor apropiado de F para la construccion de un intervalo de
confianza bilateral del 95% es 4.13. Utilizando este valor en la ecuacion 4.18 se obtiene

- S - 4 -
L= S+(n-S+DF, ~4+(10-4+D4.13 " 122
Calculando los grados de libertad para F|; por medio de las ecuaciones 4.22 y 4.23 tenemos

que
dfyy =2 G+ D=2+ 1)=10

dfyp =2 (N—S) =2(10 — 4) = 12.

Elvalor F conlos grados de libertad del numerador y denominadorde 10y 12, respectivamente,
que se utilizard en la construccién de un intervalo de confianza bilateral del 95% es, por el
Apéndice C, 3.37. Entonces, por la ecuacién 4.19

(S+DFy (4+1)3.37

U= =S+ +DF, ~10-4+@+D337 7




Seccién 4.4 Intervalos de confianza 151

El intervalo exacto de confianza bilateral del 95% es entonces .122 a .737. La gran distancia de
este intervalo se debe al tamafio pequefio de la muestra.
El intervalo aproximado construido por las ecuaciones 4.16 y 4.17 es

s S |Pq_ (4)(6) _

L=} z,/—n =.4-1.96,/ o =096
_ s Pq _ (o) _

U_p+z,/—n _.4+1.96,/—10 =.704.

El intervalo aproximado de .096 a .704 es diferente del intervalo exacto calculado arriba. Esto es
de esperarse porque, por lo general, no podemos confiar en el método aproximado cuando el
tamafio de la muestra es pequefio.

El intervalo exacto unilateral para el limite inferior estimado de 7 puede obtenerse sustitu-
yendo el valor aproximado del Apéndice C en la ecuacién 4.18. En el Apéndice C con los grados
de libertad previamente calculados por 4.20 y 4.21 (esto es, 14 y 8), el valor F para un intervalo
unilateral del 95% es 3.24. Si se sustituye este valor en la ecuacion 4.18 se obtiene

_ S _ 4 _
L= S+(n—S+DF, _ 4+(10-4+1)3.24 =-150.

El método aproximado da

— 5z P9 _ 415 [0 _
U=p-2BL = 4-1.6552 = 144, ]

EJEMPLO 4.43

Dados 24 éxitos en una muestra de tamafio 28, construya un intervalo de confianza bilateral
exacto del 99% para 7. Construya un intervalo de confianza unilateral exacto del 99% para el
limite superior de 7.

Solucion.  Los grados de libertad del numerador y del denominador para F| son, por las ecua-
ciones 4.20 y 4.21

df =228 —24 + 1) =10

df 5 = (2)(24) =48

Del Apéndice C, F| es 3.01. Entonces, el limite inferior mediante la ecuacién 4.18 es

24

L= a8 =2a+1301

615.

Los grados de libertad del numerador y del denominador para Fj son, mediante las ecuaciones
4.22y4.23,

df =224 + 1) = 50

dfyp =2 (28 —24)=8.
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Con FU de 6.22, U es entonces

(24 +1)6.22

U= d+0a+0622 "

975.

El intervalo de confianza bilateral del 99% es, entonces, .615 y .975.
El limite superior unilateral es

(24 +1)5.07

U= 3824+ 04 +1)5.07

=.960. |

Suposiciones. Las suposiciones que fundamentan el método exacto de formulacién de
intervalos de confianza para la estimacion de 7 son los mismos que aquellos para la prueba exac-
ta de hipdtesis, discutida en la pagina 116. Una nota explicativa debe agregarse para este método
de construccidn exacta de intervalos de confianza. La exactitud del célculo de L y U depende del
nimero de lugares decimales utilizados en F| y F,. Como la tabla F en este libro considera dos
lugares decimales, usted no debera confiar en mas de dos digitos de exactitud en su célculo de L
y U. Esto puede ser particularmente importante cuando los limites estin cercanos a cero o uno.
Por ejemplo, si un limite inferior actual es .0003, usted no puede contar con obtener este resulta-
do de la tabla F incluida aqui. En tales casos, podra obtener valores F mas precisos de otras tablas
o de un programa computacional comtinmente disponible.

4.5 COMPARACION DE PRUEBAS DE HIPOTESIS E INTERVALOS DE CONFIANZA

Las pruebas de hipétesis y los intervalos de confianza estdn mds relacionados de lo que inicialmente
pudiera parecer. De hecho, por lo general, se prefiere los intervalos de confianza para probar hipé-
tesis. Por esta razén y otras que se expondrdn a continuacidn, los intervalos de confianza, en
general, son preferibles a las pruebas de hipdtesis en situaciones donde ambos puedan emplearse.
En esta seccién le mostraremos por qué y como los intervalos de confianza pueden utilizarse para
realizar pruebas de hipétesis. Terminaremos comparando la informacién que ofrece cada uno.

4.5.1 Pruebas de hipétesis de dos colas e intervalos
de confianza bilaterales

Suponga que se lleva a cabo una prueba Z de dos colas para una media en = .05. La distribucién
nula utilizada para esta prueba se muestra en los paneles A y B de la figura 4.30. Puesto que la
prueba es de dos colas y & es .05, la distancia del valor de la media hipotética (¢,) al limite
delantero de las regiones criticas es 1.96 errores estdndar (véase el Apéndice A). En el panel A de
esta figura el estadistico de prueba (X en este caso) estd en una region critica que se adelanta al
rechazo de la hipétesis nula.

Ahora, suponga que un intervalo de confianza del 95% estd construido alrededor de X y se
muestra en el panel A. Observe que un intervalo de confianza bilateral del 95% se forma sumando
y restando 1.96 errores estdndar a X. Debido a que ésta también es la distancia de 44, al limite de
la region critica, se infiere que cuando X estd en la region critica, el valor nulo (¢) no estard en
el intervalo formado por L y U.

Por comparacién, el panel B describe la situacién donde el estadistico de prueba no estd en
la region critica, lo que conduce a no rechazar la hipdtesis nula. En esta situacion, /4, estard
contenida en el intervalo formado por L y U. De los resultados mostrados en los paneles Ay B,
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FIGURA 4.30: Vinculo entre la prueba de hipdtesis
de dos colas y el intervalo de confianza bilateral.

se desprende que un investigador, que desea utilizar una prueba Z de dos colas para una media
con a=.05y probar la hipétesis nula de que 4 es igual a 4, podrd realizar la prueba construyendo
un intervalo de confianza bilateral del 95% y determinando si /4, estd en el intervalo resultante.
Si g4, no estd en el intervalo, la hipdtesis nula serd rechazada. Si 44, estd en el intervalo la hipGtesis
nula no serd rechazada.

Si el investigador quisiera realizar la prueba de hipétesis con = .01, se requerird un interva-
lo de confianza del 99%. En general, si 'y el nivel de confianza se expresan como decimales,
entonces el nivel de confianza utilizado para llevar a cabo una prueba en el nivel aes 1 — a.
De esta manera, una prueba de hipdtesis con = .10 requerird un intervalo con nivel de confianza
de 1 -.10=.90.
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FIGURA 4.31: Relacién entre la prueba de hi-
poétesis de dos colas y el intervalo de confianza
bilateral.

4.5.2 Pruebas de hipétesis de una cola e intervalos
de confianza unilaterales

Asi como los intervalos de confianza bilaterales se utilizan para llevar a cabo pruebas de hip6tesis
de dos colas, los intervalos unilaterales pueden usarse para realizar pruebas de una cola. Por
ejemplo, una prueba de una hipétesis nula en contra de una alternativa de la forma

Hp > 4

puede realizarse con un intervalo de confianza unilateral para el limite inferior del pardmetro
estimado. Si 4, < L la hip6tesis nula se rechaza, de otra forma, no se rechaza. El panel A de la
figura 4.31 muestra que cuando el estadistico de prueba estd en la region critica, 44, serd menor

que L.



Seccién 4.6 Una reorientaciéon 155

Se realiza una prueba con hipétesis alternativa de la forma
Hp <y

por medio de un intervalo unilateral para el limite superior del pardmetro. Esta prueba se ilustra
en el panel B de la figura 4.31. En este ejemplo el estadistico de prueba no estd en la regién
critica, lo cual implica que 4, < U. La hipétesis nula se rechazard si 4, = U.

En un sentido, entonces, es posible efectuar numerosas pruebas de hipétesis si se da un
vitazo a un intervalo de confianza. El investigador sabe que cualquier valor hipotético que caiga
entre L y U de un intervalo bilateral no serd rechazado, mientras cualquier valor fuera del intervalo
serd rechazado. Asimismo, el investigador sabe que cualquier valor menor que o igual a L de un
intervalo unilateral conducird a un rechazo, mientras que cualquier valor mayor que L no sera
rechazado. También es obvio que cualquier valor de 4, mayor que o igual a U seré rechazado, en
tanto que cualquier valor menor que U no serd rechazado.

4.5.3 Algunos comentarios adicionales

Ademas de lo que se menciond antes, hay dos caracteristicas de los intervalos de confianza que,
en general, los hacen preferibles a las pruebas de hipétesis. Primero, los intervalos de confianza
por lo general contestan preguntas mds interesantes que las pruebas de hipétesis. Por ejemplo, la
pregunta “; Qué es 47 suele ser mds interesante que “; £ es diferente de 12?”. Segundo, si una
muestra es muy pequefia para permitir una potencia adecuada, el hecho no es sefialado al investi-
gador por una prueba de hipétesis. En contraste, una muestra inadecuada producird un intervalo
de confianza indebidamente largo, lo que alertaria al investigador sobre el hecho de que la muestra
es muy pequefia. En general, cuanto mds grande es la muestra, mds corto es el intervalo de con-
fianza.

Naturalmente, la pregunta que surge es por qué deben utilizarse siempre las pruebas de
hipétesis. Y la pregunta derivada de la anterior es por qué usted tiene que aprender tanto acerca
de esas pruebas en este capitulo. La razén primordial es que muchas preguntas de interés de los
investigadores no pueden responderse mediante los intervalos de confianza. Las tnicas respues-
tas a tales preguntas son dadas por las pruebas de hipétesis. Usted encontrara ejemplos de ello en
los siguientes capitulos. También es necesario comprender ciertas pruebas porque cominmente
se citan en la literatura de investigacion (aunque en ocasiones de manera inapropiada). Si usted
desea comprender plenamente la bibliografia de investigacién, deberd conocer las pruebas de
hipétesis usadas alli.

4.6 UNA REORIENTACION

Abhora, usted ha terminado de estudiar una introduccion elaborada a la inferencia. Mucho de lo
que hay que recordar de este libro tiene que ver con los métodos inferenciales comuinmente
empleados en la investigacidn de ciencias de la salud. Si usted comprende los conceptos de este
capitulo, estard en muy buena condicién para enfrentarse al material restante.

PALABRASY FRASES CLAVE

Al terminar de leer este capitulo, usted estard familiarizado con las siguientes palabras y frases:

1-al125 1 — potencia 127
1-p4128 alfa (o) 88
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alfa empirica 100
alfa nominal 99

aproximacion de la curva normal para la distri-

bucidon muestral de X 84
beta 126
bioequivalencia 117

calculo del tamafio de la muestra 135

correccion de continuidad 85
decision correcta 125
distribucion alternativa 126
distribucion binomial 81
distribucion muestral 75
distribucion muestral de X 75
distribucion muestral de X 80
distribucion nula 126
distribucion t 102

error estandar 76

error estandar de la media 76
error estandar de p 80

error tipo I 125

error tipo II 126

estadisticamente no significativo 89

estadisticamente significativo 89
estimacién puntual 139

grados de libertad 102

hipétesis alternativa 87
hipétesis nula 87

intervalo de confianza 139

intervalo de confianza para £, con o conocida

142

intervalo de confianza para &, con o desco-

nocida 145

intervalo de confianza para 7z (aproximada)

148

EJERCICIOS
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intervalo de confianza para 7z (exacta) 149

intervalo de equivalencia 117

intervalos de confianza unilaterales y bilaterales
138, 140

nivel de confianza o alcance 139

nivel de significancia 125

no rechazo de la hipétesis nula 89

potencia 126

prueba conservativa 100

prueba de dos colas 96

prueba de hipdtesis 86

pruebas de hipétesis via intervalos de confianza
152

prueba de una cola 89

prueba de una muestra para una proporcién
(aproximada) 115

prueba de una muestra para una proporcién
(exacta) 108

prueba liberal (anticonservativa) 100

prueba robusta 100

prueba t de una media 102

prueba Z de una media 89

pruebas de equivalencia 117

rechazo de la hipétesis nula 89

region critica 88

suposicién de independencia 99

suposiciones fundamentales 98

teorema del limite central 77

valor-p 90

valor-p versus 90

valor esperado 76

Z critica 92

Z obtenida 92

Z obtenida versus Z critica 92

4.1

4.2

4.3

4.4

4.5

Dados o= 50 y n = 100, encuentre la varianza de la
distribucion muestral de X.

(Cémo sellamaladesviacién estdndar deladistribucioén
muestral de X?

(Qué le ocurre a la desviacion estandar de la distribu-
cion muestral de X, mientras el tamafio de la muestra se
incrementa?

( El teorema del limite central garantiza que la distribu-
cién muestral de X serd normalmente distribuida cuan-
do el tamafio de la muestra es suficientemente grande?
Explique su respuesta.

Utilice la curva normal para determinar la probabilidad
aproximada de seleccionar aleatoriamente 25 observa-

4.6

4.7

4.8

ciones de una poblacién, cuya media es 50 y cuya va-
rianza es 100, y encontrar que la media de la muestra
es menor que 45.

Suponga que se seleccionan aleatoriamente 10 observa-
ciones de una poblacién dicotémica en la cual la pro-
porcion de éxitos es 0.40. Utilice la distribucién bino-
mial paraencontrar la probabilidad de que la proporcién
de éxitos en la muestra serd menor que o igual a .30.
Utilice la curva normal para aproximar la probabilidad
descrita en el ejercicio 4.6.

Dados X = 135, 0= 40 y n = 90, pruebe la hipdtesis
nula H : 4= 125 contra la hipétesis alternativa H, : ¢
# 125 con o= .10. Reporte los resultados para ambos



métodos, es decir, valor-p versus alfa y valor critico
versus valor obtenido.

Utilice los siguientes datos para probar la hipdtesis
nula H, : 4 =5 contra la hipédtesis alternativa Hy : u
< 5 con el nivel de significancia de .05.

32106 5 4

4.10 Utilice un intervalo de confianza construido con los
datos en el ejercicio 4.9 para llevar a cabo una prueba
de hipétesis de dos colas H,, : =0 con un nivel .01
de significancia. Explique por qué usted rechaza o no
la hipétesis nula.

4.11 Dados 0= 24, n =144 y X = .52, lleve a cabo la
siguiente prueba con un nivel de significancia de
.05.

4.9

Muestra : 3

Hog: #4=<-1.00u=1.0

Hag: -1.0<u<1.0
(Cudles son los términos utilizados para las pruebas de
este tipo? (Es ésta una prueba de una o de dos colas?
(Por qué usted no utilizé las pruebas t para realizar la
prueba?

4.12 Utilice los siguientes datos para llevar a cabo la si-
guiente prueba con un nivel de significancia de .0S5.
Hog: =10
Hpag : 2> 10
Muestra: 14 10 12 16 11 19 15 14

(Por qué usted no utiliz6 una prueba Z?

4.13 Dados n=10y p =1, utilice un método exacto para
llevar a cabo la siguiente prueba con un nivel de signi-
ficancia de 0.05. Utilice ambos métodos, el valor-p
versus alfa y el valor obtenido versus el valor cri-

tico.
H,: 7=.07
Hy: =7

4.14 Utilice un método aproximado para llevar a cabo la
prueba descrita en el ejercicio 4.13. ; Cémo se compa-
ran los dos valores-p?

4.15 Dados n =9y p =11, utilice un método exacto para
llevar a cabo la siguiente prueba con un nivel de signi-
ficancia de .05. Utilice ambos métodos, el valor-p ver-
sus alfa y el valor obtenido versus el valor critico.

Hy: 7z=.5
Hy:7z<.5
4.16 Defina cada uno de los siguientes términos.
a) Error tipo 1
b) Error tipo II
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¢) Potencia
d) Beta
e)
)l -«
4.17 (Cudles son los factores que determinan la potencia
de una prueba inferencial?
4.18 Encuentre la potencia y beta para una prueba Z de
una media en las siguientes condiciones.
Hy: #=40 0=20 a=.05
Hy:>40 n=25 u=42
4.19 Recalcule la potencia y beta para la prueba descrita
en el ejercicio 4.18, suponiendo que el tamaio de la
muestra se ha incrementado a 100.
4.20 Encuentre la potencia y beta para la siguiente prueba
de significancia.

H,: 7= .40
Hy: 7<.40
Donde
a=.05 n=8 x=.10

4.21 Calcule el tamafio de la muestra requerido para alcan-
zar la potencia de .9 y detectar una media poblacional
de 6, para una prueba Z de dos colas de la hipdtesis
nula Hj : ££=10 con &r=.05. Suponga que o= 2.
4.22 Utilice los siguientes datos para construir un interva-
lo de confianza bilateral del 95% para la estimacion
de u.
Muestra:9 7 5 4 8 9 5 8 7

Suponga que en una muestra aleatoria de 200 personas
mayores de 65 afios, se encontré que 150 de los suje-
tos muestreados fueron vacunados contra viruela en
cierto momento de sus vidas. Utilice un método apro-
ximado para construir un intervalo de confianza bila-
teral del 95% y estimar la proporcién de personas en
la poblacién de interés que recibieron tales vacunas.

4.24 Recalcule el intervalo de confianza descrito en el ejer-
cicio 4.23 con la condicién de que 300 de 400 perso-
nas muestreadas recibieron la vacuna. ;Qué efecto
tuvo el incremento en el tamafio de la muestra en el
intervalo de confianza?

4.25 Dados seis éxitos en una muestra de tamaiio 10, cons-
truya un intervalo de confianza exacto del 95% para
un limite inferior estimado de 7.

4.26 Dados cinco €éxitos en una muestra de tamaifio 10, uti-
lice un método exacto para construir un intervalo de
confianza bilateral para la estimacién de 7.

A. Las siguientes preguntas se refieren al estudio de caso

A (pagina 469).

4.23
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4.27

4.28

Capitulo 4 Introduccion a los métodos de inferencia y de una muestra

La edad promedio de los participantes en este estudio
es reportada como 31.5 afios. Este valor puede ser
tomado como una estimacion de la edad promedio de
la poblacién. ;Qué término se utiliza para las estima-
ciones de este tipo? Utilice este valor junto con otra
informacién del estudio para construir un intervalo
de confianza del 95% (bilateral). Interprete este inter-
valo.

Resumiendo sus resultados, los autores del estudio

reportan: “Al comenzar a usar... 33 sujetos prefirieron

el confort de los lentes acondicionados frente a 26

que prefirieron los de control; sin embargo, esto no

fue estadisticamente significativo”.

a) Suponiendo que los autores desean saber si los
sujetos prefieren un tipo de lentes (tratados) sobre
los otros (no tratados), ;qué tipo de prueba de hi-
potesis piensa usted que llevaron a cabo? Enuncie
la hipétesis nula y la alternativa, luego indique
dos métodos que pudieron haber utilizado para lle-
var a cabo esta prueba.!8

b) ;Puede usted proponer otro método de andlisis
para evaluar esta pregunta?

¢) (Elresultado reportado por los autores puede inter-

pretarse como que los sujetos no tienen preferen-

cia por algtn tipo de lentes?

(Serd buena idea combinar los datos de am y pm

para propositos de andlisis? Después de todo, esto

duplicaria el tamafio de la muestra y, en conse-

cuencia, se incrementaria la potencia estadistica.

€) Analice los datos am para el grupo “no” solo y re-
porte sus resultados. Los autores reportaron este
resultado como significativo (P <.05). ; Estd usted
de acuerdo? ;Qué podria concluir como resultado
de este andlisis? ;Cree que una prueba de hipdte-
sis o un intervalo de confianza seria mds apropiado
para este andlisis? (Nota: F(; con 22 y 4 grados de
libertad para un intervalo de confianza del 95% es
8.53).

d

~

f) Analice los datos pm para el grupo “no” solo y re-
porte sus resultados. Los autores reportaron este re-
sultado como significativo (P <.05). ;Estd usted de
acuerdo? ;Qué podria concluir como resultado
de este andlisis?

B. Las siguientes preguntas se refieren al estudio de caso

B (pégina 470).

4.29 Utilice los datos en la tabla J.3 para construir inter-
valos de confianza bilaterales del 95% para cada uno
de los tres grupos y estimar la proporcién de suje-
tos de cada grupo que identificaron correctamente el
tipo de brazalete que llevaban puesto. Observe que
una identificacién correcta para el grupo débil es “imi-
tacién”. ;Puede usted especular como fueron ellos
capaces de identificar correctamente el brazalete?

D. Las siguientes preguntas se refieren al estudio de caso

D (pagina 471).

4.30 Utilice un intervalo de confianza para estimar la media
del conteo CD4 para los sujetos positivos de VIH.

4.31 Suponga que le pidieron utilizar los datos del conteo
CD4 para probar la hipétesis nula H, : = 500 contra
una alternativa de dos colas por medio de una prueba
Z de una media. ; Esta prueba parece ofrecer un méto-
do razonable para este problema? ;Por qué?

F. Las siguientes preguntas se refieren al estudio de caso

F (pagina 473).

4.32 Construya intervalos de confianza exactos y aproxi-
mados para la estimacién de la proporcion de casos
recurrentes de tuberculosis en la poblacién que son
atribuidos a una infeccién externa. ;Qué tanto usted
podria decir que el intervalo aproximado se acerca al
intervalo exacto? (Nota: F(; con 26 y 8 grados de
libertad para un intervalo de confianza del 95 es
3.93).

O. Las siguientes preguntas se refieren al estudio de caso

O (pagina 477).

4.33 ;Puede usted argumentar contra la afirmacién hecha
por el autor en el punto €)?

18No se preocupe demasiado si usted no ve esto con suficiente claridad por ahora. Se requiere cierta
experiencia para aprender a responder a preguntas de esta clase. Ahora, ha tenido su primera experiencia al

respecto.



Métodos de muestras
apareadas

5.1

CAPITULO

INTRODUCCION

Los datos apareados se presentan con cierta frecuencia en una variedad de contextos de inves-
tigacion. Por ejemplo, los investigadores pueden evaluar la efectividad relativa de dos técnicas
de cirugia ldser para el tratamiento de la retinopatia diabética si aplican una técnica en uno de
los ojos de los pacientes que padecen esta enfermedad y aplican el segundo método en el otro
ojo. Si después de algin tiempo se mide la agudeza visual en cada ojo para determinar cudl
técnica de cirugia dio por resultado una mejor vision, las dos agudezas obtenidas en cada
paciente constituirian un par de datos.

Como segundo ejemplo, los investigadores que deseen determinar si un remedio para el
resfriado que se vende sin prescripcion médica tiene como efecto colateral indeseable la
elevacion de la presion arterial sist6lica, podrian tomar medidas de linea base de presién arte-
rial para cada paciente, administrar el remedio para el resfriado y, después de un periodo de
tiempo especifico, medir la presion arterial por segunda vez. Después, podrian compararse las
medias de las dos presiones arteriales tomadas en dos diferentes momentos para determinar si
ocurrié un incremento. De nuevo, las dos mediciones tomadas en cada persona constituirian
un par de datos.

Como ejemplo final, podria exponerse a un grupo de mellizos a dos formas de vacuna
contra alguna enfermedad infantil. Al azar se asigna a un mellizo de cada par para que reciba
la primera vacuna, y el otro mellizo recibe la segunda vacuna. La efectividad relativa de
ambas vacunas podria evaluarse comparando las proporciones de mellizos que toman cada
tipo de vacuna y que desarrollan la enfermedad. Los indicadores de si cada mellizo del par
desarrolla o no la enfermedad serian un par de datos.

Este capitulo estudia pruebas de hipdtesis e intervalos de confianza disefiados para com-
parar promedios o proporciones de datos apareados. Como veremos, muchos de estos métodos
son sélo casos especiales de métodos con los que usted ya estd familiarizado.

159
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TABLA 5.1: Mediciones de presién arterial sist6lica antes y después del tratamiento.

Pre- Post- diferencia
tratamiento  tratamiento d d?

95 99 4 16

111 120 9 81

97 97 0 0

132 130 -2 4

144 148 4 16

100 122 22 484

120 131 11 121

110 109 -1 1

131 140 9 81

154 153 -1 1

105 131 26 676

119 120 1 1

107 114 7 49

101 110 9 81

118 116 -2 4

> 1744 1840 96 1616

5.2 METODOS RELACIONADOS CON LA DIFERENCIA DE MEDIAS

5.2.1 Laprueba t(de diferencia) de muestras apareadas

Razonamiento. Aligual que en el ejemplo referido con anterioridad, suponga que un investiga-
dor estd interesado en determinar si un medicamento para el resfriado que se vende sin prescripcién
médica tiene como efecto colateral indeseable la elevacion de la presion arterial sistdlica. Para
este fin, el investigador toma la presion arterial de 15 personas del tipo en el que estd interesado.
Luego, cada persona recibe la dosis recomendada del medicamento. Treinta minutos después de
administrar el remedio, se toman de nuevo las presiones arteriales de cada persona. La pregunta
que nos interesa es: “; Son mds altas las presiones arteriales después de tomar el medicamento?”
La tabla 5.1 muestra presiones arteriales (ficticias) de las 15 personas antes (pre-tratamiento) y
después (post-tratamiento) de administrar el farmaco.

Es posible determinar el cambio en la presion arterial de cada persona si restamos su valor
pre-tratamiento del valor post-tratamiento. Estas puntuaciones de diferencia estdn representadas
en la tabla por d. La media de estas puntuaciones de diferencia, que designaremos como d, es
96/15 = 6.40. Observe que éste es el mismo valor que se obtendria si la media pre-tratamiento
fuera restada de la media post-tratamiento o 122.67 — 116.27 = 6.40.!

Asi, el cambio promedio en la presion arterial medida antes y después de tomar el remedio
para el resfriado es de 6.40 unidades. Pero existen al menos dos explicaciones para esta diferencia

"Puede utilizar las reglas de la sumatoria explicadas en el apartado 2.3.2 para verificar estos datos
como un resultado general.
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de medias. Primero, notamos que cada vez que se toman dos medidas de presion arterial a la mis-
ma persona, los valores resultantes rara vez son los mismos aun cuando no haya intervencion
alguna entre las mediciones. Por lo tanto, pudiera ser que el medicamento no tenga ningtn efecto
sobre las presiones arteriales. Sin embargo, por azar, las mediciones posteriores fueron mayores
en promedio que las mediciones pre-tratamiento. Esto implica que, si repitiéramos el experimento,
quizd obtendriamos una diferencia de medias de —6.40 o algtin otro valor muy cercano a cero.
Una segunda explicacion es que el medicamento si tiene un efecto colateral indeseable. Como
resultado, las presiones post-tratamiento individuales tienden a ser mds elevadas de lo que hubie-
ran sido sin el medicamento, produciendo asi una diferencia de medias de 6.40 unidades. ;Cudl
de estas explicaciones debe creerse? Una prueba de significancia podria ayudarnos a decidir.

Suponga que consideramos los 15 valores d como una muestra aleatoria tomada de una
poblacién de esos valores. También consideramos la poblacién de valores d como aquellos que
resultarian si el medicamento para el resfriado no afectara la presion arterial. Es decir, algunos
valores serdn positivos y algunos negativos, y asi la media de la poblacién serd cero. Designare-
mos la media de esta poblacién de diferencias de puntuaciones como gy De esta forma, si el
medicamento no afecta, podemos considerar la muestra de ds como aleatoria de una poblacién de
diferencias de puntuaciones cuya media es cero.

Por otra parte, si el medicamento si tiene un efecto colateral indeseable, la muestra debe ser
considerada como si proviniera de una poblacién cuya media es mayor que cero. La siguiente
explicacidn le ayudard a conceptualizar las dos poblaciones.

Piense en una poblacién grande de personas cuyas presiones arteriales se registran en dos
diferentes momentos sin la intervencién de ninguin tratamiento. La poblacién estadistica se com-
pone de la diferencia entre las dos mediciones. Ya que no se administr6 ningin tratamiento entre
las mediciones, las ds constan de valores positivos y negativos cuya media es cero.

Por otra parte, suponga que se toman las presiones arteriales de una poblacién grande de
personas en dos diferentes momentos y que entre las mediciones se administra un tratamiento que
tiende a elevar la presién arterial. En este caso habria mas ds positivas que negativas en la pobla-
Cién y 4 seria mayor que cero.

Para determinar si el medicamento elevo las presiones arteriales o no, seria ttil poder deter-
minar cudl de las dos poblaciones hipotéticas es mds probable que represente la poblacion de la
cual se obtuvo la muestra de ds.

La prueba. Para continuar con el tema anterior, si conducimos la siguiente prueba de
hipétesis podremos obtener informacion referente a cudl de las dos poblaciones hipotéticas repre-
senta mejor la poblacion de la cual tomamos los datos de nuestra muestra.

HOZ,le=0
HA:/Ud>0

En esencia, la hipétesis nula afirma que no ocurrié ningtin cambio en la media de la presion arte-
rial, en tanto que la alternativa sostiene que ocurrié un cambio que dio como resultado una media
post-tratamiento mds alta. Pero, ;cdmo debe conducirse esta prueba? De acuerdo con lo estudiado
en el capitulo 4, usted sabe que se puede utilizar una prueba t de una media con las diferencias de
puntuaciones para conducir la prueba de significancia mencionada con anterioridad. En efecto,
una prueba t de muestras apareadas o de diferencia apareada no es mas que una prueba t de



162 Capitulo5

Métodos de muestras apareadas

una media realizada con las diferencias de puntuaciones (d). Entonces, la t obtenida es

d =ty
r= Sy 6D
Jn

donde d es la media de la muestra de diferencias de puntuaciones, Hyo €s la media hipotética de
la poblacion de diferencias de puntuaciones, y Sy es la desviacion estdndar de la muestra de las
diferencias de puntuaciones. Usted reconocerd la ecuacién 5.1 como la ecuacién para el estadistico
t de una media con n — 1 grados de libertad. Se han agregado subindices para recordarle que la
prueba se realiza con las diferencias de las puntuaciones. En la préctica, 4y, casi siempre es cero,
aunque no necesariamente. Ocurre una excepcion con las pruebas de equivalencia, en donde f4y,
por lo general no es cero.

EJEMPLO 5.1

Utilice una prueba t de muestras apareadas con &= .05 para llevar a cabo la prueba de hipétesis
indicada anteriormente con los datos de la tabla 5.1.

Solucion Al usar las sumatorias de la tabla 5.1 tenemos que,

2 (Xa? (96)?
d n—1 15-1 V14 )

— 2d 96
=45 -9% 40

T n
Por la ecuacion 5.1, la t obtenida es, entonces,

_640 _ 640 _
=458 =2 184 = 2.930.
J15

t

El Apéndice B muestra que el valor critico para una prueba de una cola con 14 grados de libertad,
realizada con « = .05, es 1.761, de tal suerte que la hipétesis nula se rechaza. Por lo tanto,
podemos concluir que si hubo un cambio y que lo mds probable es que la diferencia observada
entre las medias no se deba al azar. |

(Este hallazgo significa que el medicamento causé la elevacion de la presién arterial? Es
probable, pero se deben considerar dos factores. Primero, siempre existe la posibilidad de un
error tipo I. Segundo, y tal vez mds importante, debemos tener en mente que la prueba t nos dice
que ocurrié un cambio en las presiones arteriales pero no nos dice por qué. Suponga, por ejem-
plo, que las personas se pusieron ansiosas con el experimento y sufrieron una ligera elevacion de
la presion arterial como resultado de tal ansiedad. La prueba t no puede diferenciar entre el
farmaco, la ansiedad o cualquier otra fuente que sea un agente causante; simplemente confirma
que el cambio no fue producto del azar. La discusion sobre causa y efecto tendrd mds importancia
conforme usted avance en el libro.
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TABLA 5.2: Puntuaciones LogMar asociadas con dos tratamientos laser.

Tratamiento uno Tratamiento dos

0 2
.8 1.1
4 9

1.0 5
5 2
4 i
.5 .5

EJEMPLO 5.2

Los investigadores estdn interesados en comparar la efectividad de dos tratamientos de cirugia
laser para la retinopatia diabética. A los pacientes que manifiestan la enfermedad en ambos ojos
se les trata uno de ellos con el primer método quirtrgico y el otro con el segundo método.
Después de cierto tiempo se mide la agudeza visual de cada ojo. La pregunta que nos ocupa es:
“;Uno de los métodos de tratamiento produce mejor visiéon (medida por medio de la agudeza)
que el otro?”

La determinacion de cudl ojo serd tratado con qué método se hace al azar. Es importante la
asignacion aleatoria de los ojos a los tratamientos para evitar sesgos. Por ejemplo, si esta asigna-
cion se le dejara al cirujano, podria preferir usar el primer tratamiento para ojos con afectaciones
mds severas. Una comparacién posterior de las agudezas visuales mostraria que el primer método
de tratamiento produjo una visién mds deficiente que el segundo. Pero ésta no seria una compara-
cion justa, ya que el método se habria usado en ojos con afectaciones mdas graves. Las puntuacio-
nes de agudeza visual, expresadas en unidades LogMar,? obtenidas después de los tratamientos
se presentan en la tabla 5.2.

Utilice los datos provistos para llevar a cabo una prueba t de dos colas de muestras apareadas
con ¢ = .05 para ayudar a determinar si uno de los tratamientos fue mas efectivo que el otro.

Solucion  En la tabla 5.3 se presentan las puntuaciones LogMar, sus diferencias, los cuadrados
de sus diferencias y la suma de las diferencias de las puntuaciones y sus cuadrados.

Utilizando estas sumatorias tenemos que,

31-C
— 4l 7 _ . _ —
54 = = [T = 129 = 359

F_=5_ _
d= 7= .071.

Al aplicar la ecuacién 5.1, la t obtenida es

d=Htgo  —071 _ —071
BTI T T
N V7

t

2Para una explicacién de las puntuaciones LogMar consulte el tema de las pruebas de equivalencia de
una cola en la pagina 123.
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TABLA 5.3: Las puntuaciones LogMar, sus diferencias, los cuadrados de sus diferencias
y la suma de las diferencias de las puntuaciones y sus cuadrados.

Tratamiento uno Tratamiento dos d d?

.0 2 -2 .04

8 1.1 -3 .09

4 9 -5 25

1.0 5 5 25

5 2 3 .09

4 7 -3 .09

5 5 .0 .00

> 3.6 4.1 -5 .81

Como los valores criticos de una prueba t de dos colas con seis grados de libertad realizada
al nivel .05 son +2.447 y —2.447, la hipétesis nula no se rechaza. Pero, ;esto qué implica en lo
que se refiere ala pregunta planteada por el investigador? ; Significa que no hay ninguna diferencia
en la efectividad de los dos tratamientos? Si usted respondié “si” a esta tultima pregunta, haria
bien en repasar el tema sobre el error tipo II del capitulo 4. El punto es que usted no conoce beta
(la probabilidad de un error tipo II), de manera que no conoce la probabilidad de equivocarse al
afirmar que la hipétesis nula es verdadera. Por lo tanto, no debe utilizar la imposibilidad de
rechazar la hipétesis nula como evidencia de que ésta (la cual sostiene que no hay diferencias en
las agudezas visuales promedio) es verdadera. Una antigua médxima dice que “la ausencia de
evidencia no es evidencia de ausencia”. Una interpretacion mas realista de este resultado es que
“no hubo evidencia suficiente para concluir que los tratamientos difirieron en su eficacia”. W

Una pregunta mds mundana que atormenta a los estudiantes es cudl de los dos grupos de
puntuaciones debe ser restado del otro para obtener los valores d. En el ejemplo del remedio
contrael resfriado restamos las puntuaciones pre-tratamiento de las puntuaciones post-tratamiento.
El resultado fue d = 6.40 con una t de 2.930. El hecho de que d fuera positiva indica que la presién
arterial post-tratamiento promedio fue mds alta que la presion arterial pre-tratamiento promedio.
Como la prueba fue significativa, rechazamos la hipétesis nula en favor de la alternativa que
sostenia que la media de la presion arterial post-tratamiento es mds alta que la media de la presién
arterial pre-tratamiento.

Pero, ;cudl hubiera sido el resultado si hubiéramos restado las puntuaciones post-tratamiento
de las puntuaciones pre-tratamiento? En este caso, d hubiera sido —6.40 y la t obtenida seria de
—2.930, lo que nos llevaria a concluir que la media de la presion arterial pre-tratamiento fue
bastante mas baja que la media de la presion arterial post-tratamiento. En realidad no importa si
decimos que la posterior es considerablemente mas alta que la previa, o que la previa es mucho
mds baja que la posterior. La conclusion es la misma. No obstante, observe que de haber segui-
do el curso de la segunda resta, se hubiera tenido que colocar la regién critica en el extremo iz-
quierdo de la distribucién, lo que implica un valor critico negativo. En resumidas cuentas, siempre
y cuando usted establezca e interprete el resultado correctamente, no importa en qué direccion se
lleve a cabo la resta.
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5.2.2 Establecimiento de la equivalencia a través de pruebas t
de muestras apareadas

Razonamiento. Como se ha sefialado en varias partes de este libro, el rechazo de una hipétesis
nula provee buena evidencia (aunque no concluyente) de que la hipdtesis nula es falsa. En con-
traste, no rechazar una hipétesis nula por lo general no provee buena evidencia de que la hip6tesis
nula es verdadera. En situaciones en las que se desea establecer la validez de la hipdtesis nula
debe emplearse una prueba de equivalencia para demostrar que la hipédtesis nula es (aproximada-
mente) verdadera. (Véase el apartado 4.3.6 de la pagina 117.)

A veces sucede que los investigadores quisieran establecer que no hay ninguna diferencia
entre tratamientos o entre las medias antes y después del tratamiento, en vez de demostrar que Si
hay una diferencia. En tales casos, es posible utilizar la prueba t de muestras apareadas para
establecer la equivalencia.

Como ejemplo, suponga que un fabricante busca obtener la aprobacién de la FDA para una
modificacién que se ha hecho en un aparato automatizado de monitoreo de presion arterial.
La modificacién no mejorard el desempefio del aparato, pero si permite una manufactura mas fécil
y, por lo tanto, mds barata. Antes de aprobar la modificacién, la FDA podria exigir que se lleven a
cabo una serie de estudios para establecer que el aparato modificado trabaja tan bien como uno no
modificado. Uno de estos estudios podria servir para demostrar que ambos aparatos, cuando se
usan con el mismo grupo de pacientes, producen valores medios equivalentes de presion arterial.
Después de las consultas apropiadas podria decidirse que las medias de las presiones arteriales
registradas por ambos aparatos se considerardn equivalentes si las medias difieren por no mas de
cuatro milimetros de mercurio. La tabla 5.4 muestra presiones arteriales (ficticias) de 16 personas
segun las mediciones hechas por aparatos modificados y no modificados.

La pregunta pertinente es si puede considerarse que esta muestra de diferencias de puntuacio-
nes proviene de una poblacion de diferencias de puntuaciones cuya media estd entre 4 y —4. Si
éste fuera el caso, los dos aparatos pueden declararse equivalentes ya que la diferencia en las me-
dias de las presiones arteriales no excede los cuatro milimetros de mercurio. Si la diferencia de
la media de la poblacién no estd en este rango, los aparatos no pueden ser declarados equiva-
lentes.

La prueba. Como la prueba t de muestras apareadas es una aplicacién de la prueba t de
una media de diferencias de puntuaciones, se puede llevar a cabo una prueba de equivalencia para
las medias de datos apareados a través de los métodos relacionados con la prueba t de una media
explicados en la seccién 4.3.6 de la pagina 117.3 Utilizando la notacién de ese apartado, las
hipétesis alternativa y nula para una prueba de equivalencia de dos colas basada en la prueba t de
muestras apareadas se pueden enunciar como

Hog : #44<El o uy=El
Hag t Bl <uy<Ely

donde El|_y El; son los extremos superior e inferior (lower, upper) del intervalo de equivalencia.
En esencia, la hipdtesis nula plantea que la diferencia entre medias no reside en el intervalo de
equivalencia, mientras que la hipétesis alternativa afirma que la diferencia estd en el intervalo.
Usted recordara que la hip6tesis nula se prueba al realizar dos pruebas de una cola al nivel ¢. Para
rechazar la hipétesis nula de equivalencia usted debe demostrar que £, > El| 'y que 44 < El; lo

3Quiza quiera repasar esta seccién antes de continuar.
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TABLA 5.4: Medidas de presidn arterial obtenidas con aparatos de monitoreo
modificados y no modificados.

No diferencia
Modificados  modificados d d?
98 99 1 1
111 109 -2 4
97 100 3 9
132 133 1 1
144 148 4 16
100 100 0 0
120 119 -1 1
110 109 -1 1
131 136 5 25
154 153 -1 1
105 107 2 4
119 120 1 1
107 107 0 0
100 101 1 1
118 116 -2 4
122 127 5 25
> 1868 1884 16 94

que quiere decir que las dos pruebas siguientes deben ser significativas.

Prueba uno Prueba dos
Hy, : 44 =Ely Hy, : 44=El_
Hpp g < Ely Hpy g > ElL

La hipétesis nula y la alternativa para la prueba de equivalencia de una cola son una de las

siguientes
Hog : 44> El
Hap 4y <Ely
0
Hog : 44 <EI_
Hag 444> EIL

La primera hipétesis de equivalencia de una cola presentada arriba se pone a prueba por medio
de la prueba uno y la segunda por medio de la prueba dos.
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EJEMPLO 5.3

Haga una prueba de equivalencia de dos colas con los datos de la tabla 5.4, como se explico.
Determine las hipdtesis nula de equivalencia y alternativa de equivalencia antes de realizar la
prueba.

Soluciéon Las hipétesis de equivalencia son

Hop: y<—douyz4
Hap: -4 <py<4

Para probar la hipdtesis nula de equivalencia se realizardn las siguientes pruebas t de muestras
apareadas con = .05.

Prueba uno Prueba dos
Hp o gy <4 Hpo : gy >—4

Utilizando las sumas de la tabla 5.4
2
|xd? e T 78
= n__ = =.[+2 =2.280
d n—1 16-1 15

721

T on

=1.000.

— | —
O\lO\

Entonces, los valores de la t obtenida para las pruebas uno y dos son

f=10-20 _ 5563y, = 10002020 g9y
J16 16

Los valores t criticos basados en 16 — 1 = 15 grados de libertad para las dos pruebas de una
cola son —1.753 y 1.753. Se deduce que ambos resultados son significativos y llevan al rechazo
de la hipdtesis nula de que los dos aparatos no son equivalentes en lo que se refiere a la media de
las presiones arteriales, lo que favorece a la alternativa que sostiene la equivalencia.

El panel A de la figura 5.1 describe la 16gica que subyace en esta prueba. En sentido estricto,
la equivalencia implica una diferencia media de cero, pero se ha decidido, con base en considera-
ciones précticas, que una diferencia media (de poblacién) entre cuatro y menos cuatro estd lo
suficientemente cercana a cero para ser declarada equivalente. La prueba uno muestra que la dife-
rencia media es menor que cuatro. La prueba dos muestra que la diferencia es mds grande que
menos cuatro, con lo que se demuestra que la diferencia media se encuentra dentro del rango de-
finido como equivalente.

( Qué concluirfa usted si la hipétesis nula de equivalencia no se hubiera rechazado? ; Concluiria
que los dos aparatos no producen medias equivalentes? jNo! Usted s6lo podria concluir que no
pudo demostrar que son equivalentes. ;Por qué? Porque usted no conoce beta. |
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A

No equivalente Equivalente Equivalente ~No equivalente
T T T
—4 0 4

B

No peor ,  No peor , Peor
T T
0 6

C

Menos efectivalNo menos efecti\lza No menos efectiva
T

T
-10 0

FIGURA 5.1: Ldgica que subyace en las pruebas t de equivalen-
cia de muestras apareadas.

EJEMPLO 5.4

Suponga que se realiza un estudio para determinar si se puede reducir la dosis de un fa&rmaco para
disminuir el colesterol y asi evitar el dafio hepatico que a veces se observa con la dosis que se
aplica actualmente. La pregunta que nos interesa aqui es: “;Una dosis menor producira niveles
de colesterol menores que los obtenidos con la dosis mas alta?” Para responder esta pregunta, 18
personas que han estado tomando la dosis mas alta cambian a la dosis mas baja. Se mide el
colesterol mientras los pacientes estan tomando la dosis mas alta, y se vuelve a medir después de
un tiempo especificado en el que han estado tomando la dosis mas baja. En la tabla 5.5 se muestran
las evaluaciones (ficticias) del colesterol de las 18 personas.

Los investigadores deciden que si el colesterol promedio se eleva menos de seis puntos, se
puede declarar que la dosis reducida produce resultados que “no son peores” a los producidos por
la dosis mas alta. Utilice una prueba de equivalencia de una cola con &= .05 para resolverlo.

Solucién Como los investigadores quieren determinar si el aumento en el colesterol es menor
a seis puntos, se puede utilizar una prueba de equivalencia de una cola con la forma

Hog i #4426
Hag i 44y<6
La prueba se lleva a cabo a través de una prueba t de muestras apareadas con las hipotesis

Hpq i pty<6

Utilizando las sumas de la tabla anterior tenemos que,

L ION0E (4072
; =\/Zd — =\/730— 8 _ [GALITT _¢ 14y
d n—1 B-1 N 17 :

d 2d_a0_ 2.222.

T n 18
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TABLA 5.5: Evaluaciones de colesterol de 18 pacientes tratados con dosis
completas y reducidas de un medicamento para disminuir el colesterol.

Dosis Dosis diferencia
alta baja d a2
198 202 4 16
180 178 -2 4
165 175 10 100
152 158 6 36
211 214 3 9
261 264 3 9
140 140 0 0
200 206 6 36
188 180 -8 64
154 152 -2 4
204 206 2 4
144 148 4 16
155 160 5 25
199 194 -5 25
190 197 7 49
160 164 4 16
189 178 —11 121
190 204 14 196
> 3280 3320 40 730
Por lo tanto,
d- _
= S;‘do _ 2.2@6.0 — 2610,
N VI8

La t critica para una prueba de una cola a un nivel o= .05 con 17 grados de libertad es
—1.740. La hipétesis nula se rechaza, lo que nos lleva a concluir que la dosis reducida no es peor
que la dosis mds alta en lo que respecta al control del colesterol.

El panel B de la figura 5.1 describe la 16gica de esta prueba. Los investigadores han decidido
que un incremento promedio de menos de seis unidades es lo bastante pequefio como para ser
considerado “no peor”. No hay ninguna posibilidad de obtener mejores resultados, por lo que no
se necesita una prueba de dos colas. Una vez que la hipdtesis nula se rechaza en favor de la
alternativa que sostiene que la diferencia de medias es menor que seis, se sustenta la proposicién
de “no peor”. No le preguntaremos cudl seria la interpretacion correcta si la hipétesis nula no se
hubiera rechazado, pues estamos seguros de que usted ya la conoce. (La conoce, ;cierto?) |

EJEMPLO 5.5

Un fabricante de la version genérica de un medicamento utilizado para el tratamiento del SIDA
desea demostrar que la forma genérica no es menos eficaz para incrementar el conteo de CD4 que
la medicina de marca. Con tal fin se trata a 14 pares de sujetos apareados con las dos formas del
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farmaco. Cada par se iguala con base en la edad (con una diferencia maxima de dos afios) y un
conteo inicial de CD4 (en un rango de 10/mm?). Al azar, se selecciona a un miembro de cada par
y se le administra la forma genérica del medicamento, mientras que al otro miembro se le adminis-
tra la férmula patentada. Después de un tiempo de tratamiento se evalda el conteo de CD4 de cada
sujeto. Los conteos de CD4 (ficticios) de los 14 pares de sujetos se muestran en la tabla 5.6.

Después de consultar con un grupo de expertos, los investigadores deciden que es posible
declarar al medicamento genérico equivalente al de marca si el conteo promedio de CD4 de los
pacientes que toman la forma genérica no estd mas de 10/mm? por debajo del nivel promedio de
los sujetos que toman el medicamento de marca. Utilice una prueba de equivalencia de una cola
con o= .05 para determinar si los dos firmacos pueden declararse equivalentes.

Solucion  Como los investigadores desean determinar si la disminucién promedio de los niveles
de CD4 atribuible al uso de la forma genérica es menor a 10/mm?, se puede utilizar una prueba de
equivalencia de una cola de la forma

Hog @ 43 <-10
Hag @ 444> -10

La prueba se lleva a cabo mediante una prueba t de muestras apareadas con las hipétesis

Hpy @ 4ty >-10

Utilizando las sumas de la tabla anterior tenemos que,

X d)? (-85)2
XS 2673 156929 _ g g
a W1 -1 N 13 :

Por lo tanto,

_d—Hgy _~6071-(-10.0)

= — =1.141.
In N

La t critica de una prueba de una cola a un nivel &= .05 con 13 grados de libertad es 1.771.
Por lo tanto, la hipédtesis nula no se rechaza. Esto significa que no se puede afirmar que el medica-
mento genérico NO es menos eficaz.

El panel C de la figura 5.1 describe la 16gica de esta prueba. Los investigadores han decidido
que una disminucién en la media de menos de 10 unidades es lo suficientemente pequefia para ser
considerada “no menos eficaz”. Sin embargo, esto no fue demostrado por la prueba.

Como ejercicio final, considere las implicaciones para las anteriores pruebas de equivalencia
si d se hubiera generado restando las dos variables en la direccién opuesta a la que realmente se
empled. ;Hubiera cambiado alguna de las conclusiones? Trate de hacer su propio bosquejo de la
figura 5.1 como apareceria si la resta se hubiera hecho en la direccién opuesta. |
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TABLA 5.6: Conteos de CD4 de pacientes tratados con el medicamento
de marcay el genérico.

De Diferencia
marca Genérico d d?
302 306 4 16
400 363 -37 1369
398 405 7 49
225 225 0 0
221 211 -10 100
261 245 -16 256
154 138 -16 256
300 280 -20 400
188 192 4 16
154 145 -9 81
204 206 2 4
190 200 10 100
210 211 1 1
199 194 -5 25
> 3280 3321 -85 2673

5.2.3 Intervalo de confianza para la diferencia de medias
de muestras apareadas

Razonamiento. La pruebat de muestras apareadas busca si existe una diferencia entre las me-
dias de dos variables apareadas. Una pregunta relacionada y generalmente mas informativa es:
“;Qué tan grande es la diferencia entre las medias de las variables apareadas?” Esta diferencia se
puede calcular con un intervalo de confianza.

En el apartado 4.4.5 aprendié cémo calcular la media de una poblacién cuando no se conoce
o. Este método se puede aplicar de forma directa al problema de calcular la media de una pobla-
cién de diferencias de puntuaciones.

Con anterioridad se explic6 que en la situacién en la que no existe ninguna diferencia entre
las medias de variables apareadas, el modelo apropiado para la poblacion de diferencias de
puntuaciones tendria una media de cero. En la situacién en la que existe un efecto del tratamiento,
un cambio u otro mecanismo que cause una diferencia en las medias de las dos variables apareadas,
el mejor modelo para la poblacién de diferencias de puntuaciones es una poblacién cuya media
no es cero. Ademds, la magnitud de esta diferencia entre medias se puede calcular mejor formando
el intervalo de confianza correcto sobre las diferencias de puntuaciones de la muestra. Si se crean
estos intervalos, los investigadores pueden responder preguntas tales como “;de qué magnitud
fue el cambio promedio que ocurri6?”, o “;qué tan grande es la diferencia entre los resultados de
la media de los dos grupos de tratamiento?”. Asi, en vez de preguntar: “; Un medicamento crea
una mayor respuesta promedio que otro?”’, como se harfa con una prueba t de muestras apareadas,
el investigador puede responder a la pregunta: “; Qué tanto mds grande es la respuesta promedio
producida por un medicamento que la producida por el otro?”, mediante un intervalo de
confianza.
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El intervalo de confianza. El método para construir intervalos de confianza para la media
de una poblacién de diferencias de puntuaciones es el mismo que el expresado en las ecuaciones
4.14 y 4.15 de la pagina 416. Aqui repetimos esas ecuaciones con subindices para indicar que se
estan usando puntuaciones de diferencias en el cdlculo.

Entonces, las ecuaciones para L y U son

L:J—t% (5.2)
y
U:c_l+t% (5.3)

donde s es la desviacion estdndar de la muestra de las diferencias de puntuaciones y t es el valor
apropiado de la tabla t con n — 1 grados de libertad.

EJEMPLO 5.6

Utilice las diferencias de puntuaciones de la tabla 5.1 de la pagina 160 para construir un intervalo
de confianza unilateral del 95% para el limite inferior de 4. Interprete el resultado.

Solucién  Como se calculd previamente, Sy y d son

OOk (96)%
i =\/Zd — =J1616— 5 _ [T00L60 _g 4sg
d n—1 -1 \ 14 '

7-22_% 40

“n 15
Al observar en el Apéndice B que el valor correcto de t (con 14 grados de libertad) para construir
un intervalo de confianza unilateral del 95% es 1.761, la ecuacién 5.2 produce

8.458
S =6.40- 1'761W =2.554
Una interpretacion estadistica de este intervalo sostendria que es posible tener una confianza
del 95% de que 4, es mayor que o igual a 2.554. Desde el punto de vista del investigador, con un
95% de confianza se puede afirmar que el incremento promedio de la presién arterial medida
antes y después de tomar el remedio contra el resfriado fue de por lo menos 2.554 milimetros de
mercurio. |

EJEMPLO 5.7

Los datos de la tabla 5.1 se utilizaron previamente para realizar una prueba t de una cola de
muestras apareadas de la forma

Hp:yy>0
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con o =.05. El resultado fue estadisticamente significativo. ;El intervalo de confianza que usted
calcul6 sustenta este resultado? ;Por qué?

Solucion  Del intervalo de confianza es posible ver que la hipétesis nula fue rechazada. Esto se
deduce del hecho de que L es mayor que cero.* |

EJEMPLO 5.8

Utilice las diferencias de puntuaciones de la tabla 5.3 de la pdgina 164 para construir un intervalo
de confianza bilateral del 95%. ;Qué significa este intervalo?

Solucion  Como se calculé previamente,

-5
8l-"7 _ [T7& _ 359
-1 V6

F_=S5__
d= 7 = .071.

Al observar en el Apéndice B que el valor correcto de t (con seis grados de libertad) para un
intervalo de confianza bilateral del 95% es 2.447, las ecuaciones 5.2 y 5.3 producen

- .S 359
=d—1-L =-071-2.44722 = — 403
S=dt 77

I= J+z% =-071+2.447 22 = 261.

Una interpretacion estadistica de este intervalo sostendria que se puede tener una confianza
del 95% en que g, estd entre —.403 y .261. Desde el punto de vista del investigador es posible
aseverar con una confianza del 95% que la diferencia promedio en la agudeza visual entre los
pacientes que se sometieron al tratamiento ldser uno y los que recibieron el tratamiento ldser dos
estuvo entre —403 y .261 unidades LogMar. Con base en este intervalo, ;puede usted descartar
una diferencia de cero? u

EJEMPLO 5.9

Los datos de la tabla 5.2 se usaron con anterioridad para realizar una prueba t de dos colas de
muestras apareadas de la forma

HO . /le =0

Hy: 1y %0
con o= .05. El resultado no fue estadisticamente significativo. ; Sustenta este resultado el interva-
lo de confianza que usted acaba de calcular? ;Por qué?

Solucion  Del intervalo de confianza se puede ver que la hipétesis nula no fue rechazada. Esto
se deduce del hecho de que cero se localiza en el intervalo —.403 a .261.5 n

4Si esta explicacién no ha quedado clara, debe repasar el apartado 4.5 de la pagina 152.
5De nuevo, debe repasar el apartado 4.5 de la pagina 152 si la explicacién no ha quedado clara.
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5.2.4 Suposiciones

Las suposiciones que subyacen en la prueba t de muestras apareadas, en las pruebas de equivalencia
basadas en la prueba t de muestras apareadas, y en el intervalo de confianza para la diferencia de
medias son las mismas que las de la prueba t de una media y, por consiguiente, de la prueba Z
de una media (véase el apartado 4.3.3). Estas son las suposiciones de normalidad e independencia.
Debe tomar en cuenta que estas suposiciones se aplican a las diferencias de puntuaciones en lugar
de las distribuciones de dos componentes (por ejemplo, distribuciones pre y post-tratamiento)
usadas para generar las diferencias de puntuaciones.

Aun cuando las distribuciones de dos componentes son radicalmente no normales, a menudo
las diferencias de puntuaciones son simétricas y con una forma hasta cierto punto normal. Como
resultado, los métodos estadisticos mencionados tienden a ser bastante solidos ante datos no
normales. Como sucede con la prueba t de una media, no se puede confiar en que estos métodos
sean solidos si se viola la suposicién de independencia.

5.3 METODOS RELACIONADOS CON LAS PROPORCIONES

5.3.1 Prueba de McNemar de una proporcion
de muestras apareadas

Razonamiento. Volvamos a un ejemplo mencionado al principio de este capitulo. Se probardn
dos vacunas en un intento por determinar si una es superior a la otra para prevenir cierta enferme-
dad infantil. Como se sospecha que puede haber una predisposicién genética a esta enfermedad,
el disefio del estudio requiere que se utilicen mellizos en el experimento. Se selecciona al azar
a un mellizo de cada par para que reciba la primera vacuna; el otro mellizo es inoculado con la
segunda vacuna. Al usar mellizos se garantiza que las predisposiciones genéticas estén distribuidas
equitativamente entre las dos vacunas, de ese modo se previenen los sesgos que pueden resultar
si tales predisposiciones no se hubieran representado por igual en los dos grupos. Después de un
periodo determinado se toma nota de cudles nifios contrajeron la enfermedad. El interés reside en
determinar si una vacuna fue mds efectiva que la otra para prevenir la enfermedad.

La tabla 5.7 muestra los resultados de este estudio (ficticio). Se designa a cada miembro de
los 16 pares de mellizos como D o D para indicar, respectivamente, que el mellizo contrajo la
enfermedad o no la contrajo. La tltima columna de la tabla muestra cudl vacuna fue aprobada
(desaprobada) por los resultados obtenidos de cada par de mellizos. Se otorga un uno cuando el
mellizo que recibid la vacuna uno contrajo la enfermedad y el otro no. Un cero indica que el me-
1lizo que recibi6 la vacuna dos contrajo la enfermedad y el otro no. Asi, si la vacuna uno es mas
efectiva que la vacuna dos se esperaria ver muchos ceros y pocos unos, lo que mostraria més ca-
sos de enfermedad en el grupo de la vacuna dos. Muchos unos y pocos ceros indicarian mas casos
de enfermedad en el grupo de la vacuna uno. Observe que cuando se obtiene el mismo resultado
en ambos mellizos, no se registra ningtn valor, ya que no se ha obtenido de ese par, ninguna
informacién de superioridad de una vacuna sobre la otra. Los datos que no proveen ninguna infor-
macién en cuanto a la pregunta que nos ocupa (por ejemplo, cudl vacuna es superior) se denominan
no informativos.

Si las dos vacunas tienen la misma capacidad para prevenir la enfermedad, se esperaria ver
aproximadamente el mismo nimero de resultados que favorecieran a una vacuna y a la otra. Es
decir, se esperaria ver aproximadamente el mismo niimero de unos y de ceros en la columna de
resultados. Esta observacion provee la base para una prueba de significancia.
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TABLA 5.7: Presencia o ausencia de una enfermedad infantil en mellizos
inoculados con dos vacunas diferentes.

Par de Vacuna Vacuna
mellizos uno dos Resultado

1 D D 1

2 D D -

3 D D -

4 D D 1

5 D D 1

6 D D -

7 D D 1

8 D D -

9 D D -
10 D D 0
11 D D 1
12 D D -
13 D D 1
14 D D -
15 D D -
16 D D 1

>=6

La prueba. Si se omiten los datos no informativos, los ocho resultados de la tabla 5.7
podrian considerarse como una muestra de una poblacién dicotémica como a la que nos referimos
en el apartado 4.2.4. Ademds, si no hay diferencia en la efectividad de las dos vacunas, la
poblacién estarfa formada por un nimero igual de unos y ceros, lo que significaria que la propor-
cion de éxitos en la poblacién () seria .5. En contraste, si una vacuna fuera mas efectiva que la
otra, el modelo de poblacién correcto favoreceria a una vacuna sobre la otra, lo que significa que
tendria mds unos que ceros o mds ceros que unos. Esto implica que 7z seria mayor que .5 o menor
que .5 dependiendo de cudl vacuna fue favorecida. Se deduce que una prueba de la hipétesis
nula

Hy: z=.5

contra una alternativa apropiada es una prueba de la aseveracion de que las vacunas tienen el
mismo efecto. El rechazo de esta hipétesis lleva a la conclusion de que las vacunas difieren en su
efectividad.

En el apartado 4.3.5 usted aprendi6 a poner a prueba hipdtesis relacionadas con la proporcién
7 de poblacion. La prueba de McNemar es sélo una aplicacién a un resultado dicotémico de los
métodos que usted aprendié en el apartado 4.3.5, como se ilustra en la tabla 5.7. La hipétesis nula
se pone a prueba como sefialamos anteriormente, es decir, 7 = .5. Como usted sabe, ambos
métodos para probar una proporcién de poblacidn, el aproximado y el exacto, son posibles.
[lustraremos ambos en su relacién con la prueba de McNemar.
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TABLA 5.8: Tabla dos por dos para datos dicotémicos apareados.

Primera
variable
+ —
Segunda  + a b
variable - c d

Meétodo aproximado

Por medio de la ecuacion 4.9 se puede llevar a cabo una prueba basada en la aproximacién de la
curva normal para la distribucién muestral de p . Como la prueba de McNemar especifica el valor
nulo como .5, se puede modificar la ecuacion 4.9 para producir lo siguiente

Z= (5.4)

Sl

Aunque las observaciones en la tabla 5.7 son muy pocas® para permitir un anélisis apropiado
a través de la ecuacion 5.4, de todas formas utilizaremos estos datos con propdsitos ilustrativos.
Si tenemos en cuenta que p = % =.75 y n=38, la ecuacién 5.4 produce

_75-.50 _
=220 = 1414

NS

Z

Si realizamos una prueba de dos colas con & = .05, el Apéndice A muestra que los valores
criticos son +1.96 y —1.96, por lo que la hipdtesis nula no se rechaza.

Los epidemi6logos y otras personas que generalmente utilizan tablas de contingencia prefie-
ren una forma de célculo diferente que se da por

_(b-0?
=T 6

donde x> representa el estadistico chi-cuadrada (que usted estudiard mas adelante), y b y ¢ son
recuentos de las celdas de una tabla de frecuencias, como se muestra en la tabla 5.8.

Esta tabla contiene las frecuencias de dos variables dicotémicas. Los simbolos + y — se usan
para indicar las dos condiciones de las variables dicotomicas. Para el presente ejemplo las fre-
cuencias de la tabla 5.7 serfan

6Véase el apartado 4.2.6 de la pagina 84 sobre los requisitos del tamafio de la muestra para este estads-
tico.
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Vacuna

uno
D
Vacuna D 2 2
dos D | 6 6

Aplicando la ecuacién 5.5 obtenemos
—_6)2
2= =200

El valor critico para esta prueba se encuentra al rev1sar el Apéndice D con un grado de llbertad
Este valor es 3.841 para = .05. Como el valor X% obtenido debe ser mayor que o igual al Xeri-
tico para poder rechazar la hipétesis nula, el resultado no es significativo.

De manera interesante, las ecuaciones 5.4 y 5.5 representan dos formas de la misma prueba,
por lo que se obtiene el mismo resultado sin importar cudl ecuacion se aplique. Para estas prue-
bas, Z2=X 2, por lo que para este ejemplo 1.414% = 2.00 (redondeado) para los dos valores obteni-
dosy 1.962=3.841 (de nuevo, redondeado) para los valores criticos. Como se menciond antes, los
investigadores que generalmente usan tablas de contingencia prefieren la ecuacién 5.5, pero la
ecuacion 5.4 puede ser mds intuitiva.

EJEMPLO 5.10

Se deben comparar dos formas de filtro solar, con diferentes ingredientes activos, con respecto
del nivel de proteccién que ofrecen contra el dafio causado por el sol en la piel. Para este fin, se
aplica una forma del filtro solar en uno de los brazos, elegido al azar, de cada uno de 15 sujetos
voluntarios, y el otro filtro solar en el otro brazo. Después de un periodo especificado de exposicion
al sol se examina al microscopio la piel de cada brazo y se califica de acuerdo a si el nivel de pro-
teccién es satisfactorio, S, o no satisfactorio, S. Los resultados (ficticios) de cada sujeto se presen-
tan en la tabla 5.9.

Utilice los dos métodos de cdlculo anteriores para realizar una prueba de McNemar de dos
colas con &= .05 para los datos de los filtros solares. ; Cudl es su conclusién en cuanto a la efica-
cia relativa de los dos filtros solares?

Solucién  Se construye un resultado dicotémico, como se indica en la tabla 5.10. Si se ignoran
los resultados no informativos, se observa que la proporcién de resultados que favorecen al pro-

ducto uno es W .90 y n = 10. Luego, con la ecuacién 5.4 obtenemos
7=2020_5 530
JI0

El Apéndice A muestra que los valores criticos para una prueba de dos colas realizada con
a=.05son+1.96'y —1.96, lo que produce el rechazo de la hipétesis nula. Desde un punto de vista
estadistico, la hipdtesis nula y la alternativa son

Hy: 7=5yHp:m#.5

Desde el contexto de este estudio, la hipdtesis nula asevera que no existe ninguna diferencia
en la eficacia de los dos productos, mientras que la hipétesis alternativa sostiene que tal diferen-
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TABLA 5.9: Niveles satisfactorios o insatisfactorios de proteccién contra
el dafo en la piel causado por el sol, de dos productos de filtro solar.

Producto  Producto

Sujeto uno dos
1 S S
2 S S
3 S S
4 S S
5 S S
6 S S
7 S S
8 S S
9 S S
10 S S
11 S S
12 S S
13 S S
14 S S
15 S S

TABLA 5.10: Niveles satisfactorios o insatisfactorios de proteccién contra
el dafio en la piel causado por el sol con variable resultante.

Producto  Producto

Sujeto uno dos Resultado
1 S S 0
2 S S -
3 S S 1
4 S S 1
5 S S 1
6 S S 1
7 S S -
8 S S -
9 S S 1
10 S S 1
11 S S -
12 S S -
13 S S 1
14 S S 1
15 S S 1
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cia si existe. En este caso, se rechaza la afirmacién de que no hay diferencia, en favor de la afir-
macién de que los dos productos si difieren en eficacia. Ademds, es posible concluir que el pro-
ducto uno es superior al producto dos en términos de la proteccion que ofrece.

Los datos pueden ordenarse de la siguiente manera para su andlisis a través del segundo
método de célculo.

Producto
uno
S S
Producto S 1
dos S 9 3

Al aplicar la ecuacidn 5.5, se obtiene

2_(1-9% _
2P =g =640

Como 6.40 excede el valor critico de 3.841 obtenido del Apéndice D, la hipdtesis nula se rechaza.
La inspeccion de la tabla de resumen indica que hay nueve casos en los que el producto uno pre-
viene el dafio, en tanto que el producto dos no, y un caso en el que el producto dos brinda protec-
cién y el producto uno no. La conclusion es que el producto uno ofrece una proteccion superior
a la que brinda el producto dos. ]

Meétodo exacto
Antes (en la padgina 108) usted aprendio a utilizar la distribucién binomial para llevar a cabo prue-
bas exactas de hipétesis con la forma

HOZﬂ':ﬂ'O

donde 7 es la proporcion de observaciones en una poblacion que cumple con algin criterio
especificado, y 7, es la proporcion planteada como hipGtesis para la misma poblacion. Como la
prueba de McNemar puede reducirse a una prueba de la hipdtesis

Hy: 7z=.5

se sigue que el método exacto que usted aprendié previamente (véase la pagina 108) puede
utilizarse para llevar a cabo una version exacta de la prueba de McNemar. Como en ese apartado
se expuso el método exacto a fondo, no lo revisaremos aqui.” Mejor aplicaremos el método exac-
to a los dos ejemplos previamente analizados por medio del método aproximado.

EJEMPLO 5.11

Utilice los datos de la tabla 5.7 para llevar a cabo una prueba de McNemar exacta de dos colas
con o =.05. ;En qué difiere este resultado con el que se obtuvo de la prueba aproximada?

Solucion La distribuciéon muestral de pen la condiciéon 7= .5 y n = 8 se puede construir
mediante la ecuacién 4.5 y se presenta en la tabla 5.11. Tomando en cuenta que p = g =.75y
empleando el método ya aprendido (pagina 108) para calcular el valor-p para una prueba exacta
de dos colas, este valor se calcula como 2 (.10937 +.03125 + .00391) = .28906. Como este valor

7Quiz4 quiera repasar la explicacién que inicia en la pagina 108 antes de continuar.
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es mayor que = .05, no se rechaza la hipétesis nula. Esta es la misma decisién a la que se llega
con la prueba aproximada. Sin embargo, debe observar el hecho de que el valor Z obtenido de
1.41, calculado en conexién con la prueba aproximada, tiene un valor-p asociado de p=2 x .0793
=.1586, que es considerablemente diferente al valor obtenido con la prueba exacta.

EJEMPLO 5.12

Utilice los datos de la tabla 5.9 para llevar a cabo una prueba McNemar exacta con hipétesis
alternativa

Hy:7z>.5
Solucion La distribucién muestral de p en la condicién 7= .5 y n = 10 se puede construir
mediante la ecuacién 4.5 y se presenta en la tabla 5.12. Al observar que p = % =.90 y emplear el

método explicado en la pagina 108 para calcular el valor-p para una prueba exacta de cola con
hipétesis alternativa de la forma H, : 7 > 7, este valor se calcula como .00977 + .00098 =
.01075. Como este valor es menor que ¢ = .05, la hipdtesis nula se rechaza. |

5.3.2 Establecimiento de la equivalencia para una proporcion
de muestras apareadas

Razonamiento. Como vimos en el apartado 5.2.2, a veces se realizan estudios con el prop6sito
de demostrar que dos tratamientos o métodos producen resultados equivalentes (similares).
Cuando los datos son apareados y el resultado es dicotémico, se puede demostrar la equivalencia
mostrando que la proporcién de resultados que favorecen un tratamiento se localiza en algiin
intervalo de equivalencia establecido alrededor de .5. Por ejemplo, suponga que, desde siempre,
los pacientes que padecen cierto trastorno mental han sido hospitalizados para su tratamiento.
Ahora se cree que este trastorno podria tratarse con igual éxito en la consulta externa y con un
costo bastante mds bajo. Para poner a prueba esta hipdtesis se forman pares de pacientes con base
en la edad, el género y la gravedad del trastorno. Al azar, se selecciona a un miembro de cada par
para internarlo y recibir tratamiento, y el otro miembro es tratado en la consulta externa. Nuestro
interés es demostrar que los dos métodos de tratamiento producen resultados equivalentes
(similares) en vez de demostrar que un tratamiento es superior al otro. Después de un andlisis de
costo-beneficio, y otras consideraciones, se decide que las dos opciones de tratamiento pueden
considerarse funcionalmente equivalentes si la proporcién de resultados apareados que favorecen
el proceso ambulatorio es mayor que .40. (Tome en cuenta que una proporcién de .5 indicaria una
equivalencia estricta). La tabla 5.13 muestra los resultados (ficticios) de 18 pacientes tratados con
los dos métodos. Los simbolos S y S se usan para indicar los tratamientos, satisfactorio e
insatisfactorio, respectivamente.

La pregunta pertinente es si 7, la proporcién de los resultados apareados que favorecen al
tratamiento en la consulta externa, es mayor que .40. Si éste es el caso, los tratamientos serdn
declarados equivalentes. Si no, los tratamientos no se considerardn equivalentes. Note que los
investigadores descartan la posibilidad de que el tratamiento en la consulta externa sea superior
al tratamiento de hospital y, por tanto, estan interesados en la equivalencia unilateral.

La prueba. Como los intervalos de equivalencia considerados son para proporciones de
poblacidn, los métodos explicados en el apartado 4.3.6 de la pagina 117 para la equivalencia
de proporcién son aplicables aqui.? Utilizando la notacién del apartado 4.3.6, la hipétesis nula y

8Quizd quiera repasar esta seccién antes de continuar.
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TABLA 5.11: Distribucién muestral dep paran=8y z=.50.

Numero de
Proporcién éxitos Probabilidad
p y Py
.000 0 .00391
125 1 03125
.250 2 .10937
375 3 21875
.500 4 27344
.625 5 21875
750 6 .10937
.875 7 03125
1.00 8 .00391

TABLA 5.12: Distribucién muestral de p paran=10y z=.50.

Numero de
Proporcién éxitos Probabilidad
p y P ()
.000 0 .00098
.100 1 .00977
.200 2 .04395
.300 3 11719
400 4 .20508
.500 5 .24609
.600 6 .20508
.700 7 11719
.800 8 .04395
.900 9 .00977
1.00 10 .00098




182 Capitulo5

Métodos de muestras apareadas

TABLA 5.13: Resultados satisfactorios o insatisfactorios para pares de pacientes que padecen cierto
trastorno mental cuando se les da tratamiento hospitalario o en consulta externa.

Paciente
Paciente en consulta
Par  hospitalizado externa

O 00 1O\ N W=

NV !; OBV ON;m;m;m Do, oo o ononon
O NN m;m o, nomonnononnom

la alternativa para una prueba de equivalencia de dos colas para proporciones apareadas puede
enunciarse como

Hoe: Zz<El_ o z2El
Hpe: Bl <7 <Ely

donde El_ y El; son, respectivamente, los extremos inferior y superior del intervalo de
equivalencia. En esencia, la hipdtesis nula plantea que la proporcién de resultados apareados que
favorece una condicién sobre la otra no reside en el intervalo de equivalencia, en tanto que la hi-
potesis alternativa asevera que esta proporcion se localiza en el intervalo. Recordara que la hip6-
tesis nula se pone a prueba realizando dos pruebas de una cola al nivel o. Para rechazar la hipéte-
sis nula usted debe demostrar que 7> El, y que 7z < El;, lo que significa que las dos pruebas
siguientes deben ser significativas.

Prueba uno Prueba dos
Hy, : 7=El Hy, : 7=EIl_
Hap : 7<Ely Hp, o 7> El

La hipétesis nula y la alternativa para la prueba de equivalencia de una cola son una de las
siguientes

Hog : 72 Ely
HAE < EIU
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Hog : 7<EI_
H/_\E L T> E“_

La primera hipétesis de equivalencia de una cola planteada se pone a prueba con la prueba uno y
la segunda mediante la prueba dos.

Como usted sabe, por lo estudiado en el apartado 4.3.5, se pueden realizar pruebas de la
forma representada por las pruebas uno y dos, ya sea por medios aproximados o exactos. Ambos
métodos se ilustrardn en los siguientes ejemplos.

EJEMPLO 5.13

Utilice los métodos aproximado y exacto para llevar a cabo una prueba de equivalencia de una
cola con ar= .05 con respecto a los datos de la tabla 5.13. Plantee las hip6tesis nula y alternativa
de equivalencia antes de realizar las pruebas.

Solucidon  Una variable resultante que utiliza un uno para indicar un par de pacientes cuyo resul-
tado favorece el tratamiento de consulta externa y un cero para un resultado que favorece el
tratamiento hospitalario se construye como se muestra en la tabla 5.14. Si se ignoran los resultados
no informativos, de esta tabla se puede ver que la proporcién de resultados que favorecen el

tratamiento de consulta externa es % =.429.

Las hipétesis de equivalencia son

Hog : 7<.40
Hye: 7> .40

La hipétesis nula de equivalencia se puede poner a prueba por medio de la prueba dos
Hy, : 7= .40
Hp, @ 7> .40

La Z obtenida por el método aproximado, usando la ecuacién 4.9, es

_ bWy 429-40 _

%= \/7170(1—77:0) T[R9 T
—a 14

Como este valor es menor que la Z critica de 1.65, 1a hipédtesis nula no se rechaza. Se deduce que
la equivalencia no estd demostrada.

La prueba exacta se lleva a cabo generando la distribucién muestral de p en la condicién
7 =.40y n = 14. Esto se logra aplicando la ecuacion 4.5 y el resultado se muestra en la tabla
5.15.9

Por medio del método descrito en la pigina 108 para calcular el valor-p para una prueba
exacta de una cola, p =.20660 + .15741 + .09182 + .04081 + .01360 + .00330 + .00055 + .00006
+.00000 =.51415. Dado que este valor es mayor que o= .05, la hipétesis nula no se rechaza, que
es el mismo resultado que se obtuvo con la prueba aproximada. La columna 2 del Apéndice A
muestra que el drea de la cola asociada con Z = .22 es .4129, por lo que el valor-p para la prueba
aproximada es definitivamente mds pequefio que para la prueba exacta. |

9 Es necesario generar todos los valores en esta tabla para realizar la prueba?
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TABLA 5.14: Resultados de los pares de pacientes que padecen cierto trastorno mental.

Paciente
Paciente en consulta
Par hospitalizado externa Resultado
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TABLA 5.15: Distribucion muestral de p paran =14y 7= .40.

Numero de
Proporcién éxitos Probabilidad
p y P
.000 0 .00078
071 1 .00731
.143 2 .03169
214 3 .08452
.286 4 .15495
357 5 .20660
429 6 .20660
.500 7 15741
571 8 .09182
.643 9 .04081
714 10 .01360
786 11 .00330
.857 12 .00055
.929 13 .00006
1.00 14 .00000
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TABLA 5.16: Resultados positivos y negativos obtenidos bajo dos condiciones.

Condicién Condicién
Par uno dos
1 + -
2 + -
3 - +
4 _ —
5 + -
6 - +
7 + +
8 + -
9 - +
10 - +
11 + -
12 + -
13 - +
14 — +
15 + -
16 - +
17 - +
18 + -

EJEMPLO 5.14

La tabla 5.16 muestra los resultados positivos (+) y negativos (—) obtenidos en dos condiciones.
Utilice los métodos aproximado y exacto para llevar a cabo una prueba de equivalencia de dos
colas de la hipétesis nula que plantea que la proporcion de resultados que favorece la condicién
uno no se localiza en el intervalo .3 a .7. Utilice un nivel o= .05.

Solucidon La tabla 5.17 muestra el resultado codificado de cada par. Como el interés reside en
la proporcién de resultados que favorecen la condicién uno, esta condicion se codifica con un
uno; en tanto que los resultados que favorecen la condicién dos se codifican con un cero. De esta
tabla se puede ver que P = % =.50.

Como la prueba es de dos colas, se deben realizar tanto la prueba uno como la prueba dos.
La hipdtesis nula de equivalencia serd rechazada sélo si ambas pruebas son significativas. Las
hipdtesis para estas pruebas son las siguientes.

Prueba uno Prueba dos
Hy, : 7=.7 Hy, : 7=.3
Hpy i m<7 Hpy: 7> .3

La prueba aproximada se lleva a cabo mediante la aplicacién de la ecuacién 4.9, lo que nos
da los valores Z obtenidos de

p-my _ 50-.70 _
\/77:0(1—7170) T [C0)30) 175
- 16

VARS
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y para la segunda

.50-.30

Z, === =1.75
2 (30)(.70)

N 16

Como se puede ver en el Apéndice A, los valores criticos de Z para estas dos pruebas de una
cola son —1.65 y 1.65, respectivamente. Se deduce que ambas hipétesis nulas se rechazan, lo que
nos lleva al rechazo de la hipétesis nula de equivalencia.

La prueba de equivalencia exacta se realiza usando la ecuacién 4.5 para construir distribucio-
nes exactas de p en las condiciones 7=.7 y 7= .3 para n = 16. Estas distribuciones se presentan
en la tabla 5.18. De acuerdo con el método explicado en la pagina 108 para calcular el valor-p
para una prueba exacta de una cola, el valor-p para la prueba uno es .04868 + .01854 + .00556 +
.00130 + .00023 + .00003 + .00000'" + .00000 + .00000 = .07434, y se obtienen los mismos
valores para la prueba dos. Como resultado, ninguna de las hipétesis se rechaza, lo que significa
que la hipétesis nula de equivalencia no se rechaza. En este caso, la prueba aproximada es
significativa y la prueba exacta no lo es. |

5.3.3 Intervalo de confianza para una proporcion de muestras apareadas

Razonamiento. Mientras que la prueba de McNemar enfrenta la pregunta “;La proporcion de
resultados que favorecen una condicién y no la otra () es diferente a .5?”, el intervalo de confian-
za correspondiente plantea la pregunta: “;Qué proporcioén de los resultados (7) favorece una
condicion sobre la otra?” Como se vio en el apartado 4.5, generalmente se prefieren los intervalos
de confianza a las pruebas de hipdtesis en situaciones en las que ambos métodos son aplicables.
En la mayoria de las situaciones en las que es aplicable la prueba de McNemar, también son
aplicables los intervalos de confianza del tipo de los estudiados en esta seccion. Cuando ése es el
caso, por lo regular se prefiere el intervalo de confianza.

El intervalo de confianza. En el apartado 4.4.6 aprendimos a construir intervalos de
confianza para una proporcién de la poblacién (). Los métodos aproximado y exacto que usted
aprendié son directamente aplicables al problema que se presenta.!! Por esa razén no se revisard
el proceso para construir intervalos de confianza para 7, ya que esto seria redundante, pero si se
veran algunas aplicaciones en muestras.

EJEMPLO 5.15

Suponga que se hacen 14 observaciones apareadas relacionadas con un estudio en particular. De
los 14 pares, cuatro resultados favorecen el tratamiento uno, seis favorecen el tratamiento dos y
cuatro son no informativos. Utilice intervalos de confianza del 95% aproximados y exactos,
como se describe en el apartado 4.4.6, para construir intervalos de confianza bilaterales y calcular
la proporcion de resultados que favorecen el tratamiento uno.

Solucidon Las ecuaciones 4.16 y 4.17 producen el siguiente intervalo aproximado

s |Pd_ (A(6) _
s=p-zPl=4 1.96,/ 5 =096

10Estos valores no son realmente cero, pero se reportan asi por el nimero de decimales usados en la
aproximacién.
11 Quiz4 quiera repasar el apartado 4.6.6 de la pagina 148 antes de continuar.
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TABLA 5.17: Resultados positivos y negativos de dos condiciones.

Condicion Condicion

Par uno dos Resultado
1 + - 1
2 + - 1
3 - + 0
4 - - _
5 + - 1
6 - + 0
7 + + -
8 + - 1
9 - + 0
10 - + 0
11 + - 1
12 + - 1
13 - + 0
14 - + 0
15 + - 1
16 - + 0
17 - + 0
18 + - 1
18 >=8

TABLA 5.18: Distribuciones muestralesde pparan=16y z=.3y.7.

Numero de
Proporcién éxitos =30 r=.70
p y P P

.0000 0 .00332 .00000
.0625 1 .02279 .00000
1250 2 .07325 .00000
1875 3 .14650 .00003
.2500 4 .20405 .00023
3125 5 .20988 .00130
.3750 6 .16490 .00556
4375 7 .10096 .01854
.5000 8 .04868 .04868
5625 9 .01854 .10096
.6250 10 .00556 .16490
.6875 11 .00130 .20988
.7500 12 .00023 .20405
8125 13 .00003 .14650
.8750 14 .00000 .07325
9375 15 .00000 .02279
1.0000 16 .00000 .00332
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=5 Pq _ (A(6) _
U=p+Z p =4+1.96 10 =.704
Utilizando S = 4 en las ecuaciones 4.20 y 4.21, los grados de libertad necesarios para calcular

el valor F requerido para calcular el valor exacto de L son

dfyy =2n—S+1)=2(10-4+1)=14

df,;, =25 =(2)(4)=8.

El Apéndice C muestra que con un numerador de 14 grados de libertad y un denominador de 8
grados de libertad, el valor apropiado de F que se debe usar para la construccién del limite
inferior de un intervalo de confianza del 95% es 4.13. Si utilizamos este valor en la ecuacion 4.18,
obtenemos

_ S _ 4 _
L= S+(n—S+DF, _ 4+(10-4+D4.13 =-122.

Los grados de libertad necesarios para obtener el valor F requerido para calcular el valor
exacto de U son, mediante las ecuaciones 4.22 y 4.23,

dfyy =2S+1)=2(4+1)=10

dfyp =2(n—S)=2(10-4)=12.

El valor F con un numerador y un denominador con 10 y 12 grados de libertad, respectiva-
mente, que debe usarse en la construccidn del limite superior de un intervalo de confianza del
95% es, segtin el Apéndice C, 3.37. Luego, por la ecuacién 4.19

(S+DF, (4+13.37

“W=S+(S+DF, T0-4+@+1337

Entonces, el intervalo de confianza del 95% bilateral exacto es de .122 a .737. Esto se com-
para con el intervalo aproximado de .096 a .704. La discrepancia entre estos intervalos es de
esperarse dado el pequefio tamafio de la muestra. La considerable longitud de ambos intervalos
también se debe al tamafio de la muestra. |

EJEMPLO 5.16

Se realiza un estudio (ficticio) para determinar si la serie de sintomas reportados por los veteranos
de la Guerra del Golfo es mds frecuente en este grupo que en un grupo comparable de vetera-
nos que no participaron en esta accién. Con este fin, se entrevistan 14,791 pares semejantes de
veteranos en los que un miembro de cada par ha participado en esa guerra y el otro no. El apa-
reamiento se hace con base en la edad, el género, la rama del servicio militar, las fechas de servi-
cio y la ocupacién militar.

En 628 de estos pares, el participante de la Guerra del Golfo reporté haber experimentado
uno o mds de los sintomas que constituyen el presunto sindrome, en tanto que el otro miembro
del par no. En 174 pares, el individuo que no particip6 en la guerra reporté uno o mds sintomas,
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en tanto que el participante de la Guerra del Golfo no. Trece mil novecientos ochenta y nueve
pares fueron no informativos. Utilice estos datos para formar intervalos de confianza bilaterales
del 95% para la proporcion de resultados en los que el participante reporté uno o mas sintomas,
en tanto que el no participante no. Forme intervalos aproximados y exactos.

Solucion  Considerando que p = 623% =.783,lasecuaciones 4.16 y 4.17 producen el siguiente

intervalo aproximado
o [Pd _ en [(783)(217) _
L=p-Z P =.783-1.96 R0 =.754
s 1pq [(783)(217) _
U=p+Z P 783+1.96 R0 - .812.

Usando S = 628 en las ecuaciones 4.20 y 4.21, los grados de libertad necesarios para obtener
el valor F requerido para calcular el valor exacto de L son

df,y = 2(n—S+1)=2(802 - 628 +1) = 350

df, ;) = 28 = (2)(628) = 1256.

El denominador calculado de 1256 grados de libertad no se muestra en el Apéndice C. Sin
embargo, este valor es tan grande que permite el uso de co grados de libertad. Asi, con un nume-
rador de 350 grados de libertad y un denominador de oo grados de libertad, el valor F correcto
que se debe usar para la construccidn del limite inferior de un intervalo de confianza del 95% es
1.15.12 Sj usamos este valor en la ecuacién 4.18 obtenemos,

= S - 628 _
L= S Gi-s+DF, ~ 628+ ®02-628+ D115 "

Los grados de libertad necesarios para encontrar el valor F requerido para calcular el valor
exacto de U mediante las ecuaciones 4.22 y 4.23 son

dfyy =2(S+1)=2(628+1)=1258

dfyp =2(n—38) =2(802 - 628) = 348.

Como ninguno de estos grados de libertad se encuentra en el Apéndice C, usaremos co para
los grados de libertad del numerador y 350 para los grados de libertad del denominador,'? lo que
nos da un valor F de 1.17. Luego, por la ecuacién 4.19

po_ SHTDE, (628 +1)1.17 _ 200
Tn—S+(S+DF, 802-628+(628+ DI.17

12De hecho, el valor F asociado con 350 y 1256 grados de libertad es 1.18 cuando se reporta con dos
decimales.

138i éste fuera un estudio real, y no un ejercicio de un libro de texto, utilizarfamos un programa de
cémputo para calcular el valor F con 1258 y 348 grados de libertad.
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Observe que el intervalo aproximado de .754 a .812 estd muy cerca del intervalo exacto de
757 a .809. Note también que ambos intervalos son realmente estrechos, por lo que dan célculos
de 7 que serian satisfactorios para muchas aplicaciones de investigacion. Ambos resultados son
atribuibles al gran tamafio de la muestra.

Con base en estos intervalos, ;cudl es su conclusion sobre la pregunta de si los participantes
en la Guerra del Golfo reportan uno o més sintomas mas a menudo que los que no participaron?
{Su conclusion cambiaria si el intervalo hubiera sido de .470 a .530? ;Por qué? |

5.3.4 Suposiciones

Véase la pagina 116.

5.4 METODOS RELACIONADOS CON LAS TASAS DE RIESGO DE MUESTRAS APAREADAS
5.4.1 Antecedentes

El riesgo de algdn evento en un grupo en particular es la probabilidad de que el evento ocurra a
un miembro de ese grupo. Por ejemplo, suponga que un grupo de trabajadores industriales esta
expuesto (E), por rutina, a un solvente quimico que se sospecha esta relacionado con el cancer de
vejiga (D). El riesgo de cancer de vejiga para este grupo es la probabilidad de que un miembro
del grupo experimente esta enfermedad. Usando la notacién del capitulo 3, el riesgo para el grupo
puede caracterizarse como P (D | E), que se lee como “la probabilidad de enfermedad dada la
exposicién”. De igual manera, podemos caracterizar el riesgo para los trabajadores de la misma
fabrica que no estdn expuestos al solvente como P (D | E), que se lee como “la probabilidad de
enfermedad dada la no exposicion”.

Parece razonable que un investigador de higiene industrial quiera comparar la probabilidad
de que un trabajador expuesto experimente la enfermedad con la probabilidad de que un trabajador
no expuesto la experimente. Si la probabilidad de los trabajadores expuestos es mayor que la de
los trabajadores no expuestos, la implicacién puede ser una asociacién entre la exposicion al
solvente y el cancer de vejiga. Existen diversas formas de hacer una comparacion entre las dos
probabilidades, incluyendo el cdlculo de la diferencia por medio de una simple resta. Una manera
comun de comparar las dos probabilidades consiste en transformarlas en un cociente conocido
como tasa de riesgo (risk ratio, RR) que se define por la ecuacion 5.6.

_PD|E)

P |E) (5.6)

Usted reconocerd lo anterior como la ecuacién 3.11 de la pagina 59.'* Si el riesgo de
enfermedad!> es el mismo en los dos grupos, la tasa de riesgo es igual a uno, lo que implicarfa
que no existe ninguna relacién entre la exposicioén y la enfermedad. Por otra parte, un tasa de
riesgo mayor que uno implicaria que la exposicion se asocia con un riesgo de enfermedad mayor
que el de la no exposicién. Se dice que las tasas menores que uno son protectores porque la
exposicién implica un riesgo menor de enfermedad. Esto podria ocurrir, por ejemplo, cuando las

14En este punto quizd quiera repasar el apartado 3.3.6 de la pagina 59.
155i bien nos referimos a enfermedad y exposicién en la ecuacién 5.6, los términos son genéricos y
representan cualesquiera variables que se estén examinando.
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personas reciben una vacuna. Representaremos el pardmetro y el estadistico de la tasa de riesgo
como RR y RR, respectivamente.

La muestra de tasas de riesgo de muestras apareadas se define con la ecuacion 5.7, donde a,
b y ¢ son como se especifica en la tabla 5.8 de la pagina 176. Observe que el valor de la tasa de
riesgo de la muestra dependerd de la manera en la que usted ordene la tabla. Por lo general, usted
querrd evaluar el riesgo de alguna exposicion o condiciéon de no exposicién o alguna otra
condicién. En este caso la variable de exposicion se colocard al lado izquierdo de la tabla, y la
variable de no exposicién o segunda condicién con la que se hard la comparacion, en la parte
superior. Lo importante es que debe estar consciente de lo que RRestima. Se tratade la probabilidad
de que ocurra la variable del lado izquierdo de la tabla, dividida entre la probabilidad de que
ocurra la variable de la parte superior de la tabla. El resultado derivado de un arreglo de la tabla
serd el reciproco del resultado obtenido con el segundo arreglo. Esto es, si usted calcula que RR
es 1.2 con un arreglo de los datos, el valor obtenido con el otro arreglo serd 1.0/1.2 = .833. Tome
nota de la manera en que las tablas estdn ordenadas en los siguientes ejemplos.

2)
Q
+
S

= (5.7

5.4.2 Prueba de la hipotesis RR =1 para muestras apareadas

Razonamiento. Como en la situacion anterior, suponga que se sospecha que la exposicién a
cierto solvente quimico usado por lo comtin en fibricas incrementa el riesgo de cdncer de vejiga.
Para poner a prueba esta sospecha, durante un tiempo podria darse seguimiento a los trabajadores
de una industria en particular que estdn rutinariamente expuestos al solvente para determinar si
desarrollan la enfermedad. Para hacer comparaciones, cada uno de estos trabajadores podria
formar un par con un trabajador de la misma industria que no esté expuesto al solvente. Después
del periodo de seguimiento, se calcula la tasa de riesgo de la muestra dividiendo la proporcién de
trabajadores expuestos que desarrollen la enfermedad entre la proporcién de trabajadores no
expuestos que desarrollen la enfermedad. Si los dos riesgos fueran .005 y .001, respectivamente,
la tasa de riesgo seria % = 5. Esto indica que el riesgo de cancer de vejiga para los trabajadores
expuestos es cinco veces mayor que el de los trabajadores no expuestos. Pero, ;éste es sélo resul-
tado de la muestra especifica usada en el estudio? Si se repitiera el estudio con otros trabajadores,
(el resultado seria notablemente diferente? Atin mds importante, ;la tasa de riesgo en la poblacién
uno estd indicando que no hay relacion entre la exposicion y la enfermedad (es decir, el riesgo
en los dos grupos es el mismo), o difiere de una que indique que si existe una relacion? Una prue-
ba de hipétesis ayudard a responder estas preguntas.

La prueba. Se puede realizar una prueba de la hipétesis nula H;, : RR = 1 si observamos
que cada vez que la tasa de riesgo es 1.0, la proporcidn de resultados que favorecen una condicién
sobre la otra es de .5. Cuando la tasa de riesgo no es 1.0, la proporcién de resultados que favore-
cen una condicion sobre la otra no es de .5. Esto significa que usando la prueba de McNemar
de la hipétesis nula H, : 7= .5 podemos simultdneamente poner a prueba la hipétesis nula H, :
RR = 1. Asi, para esta prueba, estan disponibles tanto el método aproximado como el exacto.

EJEMPLO 5.17

Utilice los datos en la tabla 5.7 de la pdgina 175 para calcular la tasa de riesgo muestra para el
riesgo de enfermedad en mellizos que reciben la vacuna dos en comparacién con la de mellizos
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que reciben la vacuna uno; después ponga a prueba la hipétesis nula Hj : RR = 1.16 Utilice las
ecuaciones 5.4 y 5.5 de la pdgina 176 para las pruebas de hipétesis.

Soluciéon  Tomando los datos de la tabla 5.7 para formar una tabla de dos por dos obtenemos

Vacuna
uno
D
Vacuna D 2 2
dos D 6 6

Por medio de la ecuacion 5.7, la tasa de riesgo de la muestra es

5 _ (242
RR=(315)=
Asi, la probabilidad de enfermedad de un mellizo que recibe la vacuna dos es sélo la mitad
de la del mellizo que recibe la vacuna uno. Previamente se realizaron las pruebas de hipétesis.
(Véase la primera parte de la pagina 175). Los valores de Z 'y 2 fueron, respectivamente, 1.414
y 2.0, lo que indica un resultado no significativo. Por consiguiente, no podemos demostrar que la
tasa de riesgo difiere de uno, por lo que no puede concluirse que exista una relacion entre el tipo
de vacuna usada y la enfermedad. ]

.50

EJEMPLO 5.18
Utilice los datos de la tabla 5.7 para llevar a cabo una prueba exacta de la hipétesis nula H,, : RR = 1.

Solucidon Esta prueba se realiz6 previamente (véase la primera parte de la pagina 175) y el
valor-p resultante fue de .28906. Como este valor es mayor que & = .05, la hipdtesis nula H, :
RR = 1 no se rechaza. n

EJEMPLO 5.19

Evans y Frick [13] (citado por Greenland [20]) presentan los resultados del sistema de reporte de
accidentes mortales (Fatal Accident Reporting System, FARS), que se relacionan con accidentes
mortales de motocicletas con dos pasajeros en los que tanto el conductor como el pasajero eran
varones y ninguno usaba casco. Reportan que en 226 casos ambos murieron, en 546 casos sélo el
conductor murié y en 378 casos muri6 sélo el pasajero. Utilice estos datos para calcular la tasa
de riesgo comparando el riesgo de muerte del conductor con el del pasajero. Utilice las ecuaciones
5.4y 5.5 para poner a prueba la hipétesis nula RR = 1.

Solucion  Es conveniente ordenar los datos en una tabla de dos por dos, como en la tabla 5.8 de
la pagina 176.

Pasajero
murio sobrevivio
murid 226 546
Conductor L
sobrevivio 378

16De ahora en adelante las pruebas de hipétesis seran de dos colas con un nivel o= .05, a menos de
que se especifique algo diferente.
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Observe que no se tiene informacién sobre el nimero de casos en los que ni el conductor ni
el pasajero murieron. Esto no es relevante para el problema que nos ocupa, ya que esta frecuencia
no entra en el calculo de RR, ni en las pruebas de hipétesis.

Por medio de la ecuacion 5.7, la tasa de riesgo de la muestra es

—  a+b _ 2264546 _
RR = e =%56+378 — 1-278

Luego, por estos datos, el conductor tiene 1.278 veces el riesgo de muerte del pasajero. Para
emplear la ecuacion 5.4 consideramos que la celda a es no informativa en lo que se refiere a la
prueba de significancia. Ademads, la proporcion de casos en los que el conductor muere pero el
pasajero no,!” p es

b 546

Phic=35a6+378 ~ 0

Entonces, con la ecuacion 5.4,

_P—5_.591-.50 _
z=F2 2290553
n NCpz

Como este valor es mayor que 1.96, 1a hipétesis nula que asevera que RR = 1 se rechaza. Por con-
siguiente, concluimos que los conductores tienen un riesgo de muerte mayor que los pasajeros.
La misma conclusidn se obtiene si se aplica la ecuacion 5.5:

, _(b—c)* (546—1378)2
X = "h¥c T 5461378

=30.55

Este valor es mayor que el valor critico de X ? de 3.841 del Apéndice D, por lo que la hipétesis
nula se rechaza. |

5.4.3 Establecimiento de equivalencia mediante la tasa
de riesgo de muestras apareadas

Razonamiento. Como sucede con las diferencias de medias y las proporciones apareadas, a
veces es deseable demostrar que un riesgo asociado con alguna condicién es equivalente a un
riesgo asociado con alguna otra condicion. Esto implicaria el uso de una prueba de equivalencia
de dos colas basada en tasas de riesgo. Quiza es mds comiin que se desee demostrar que un riesgo
asociado con alguna condicién N0 es mayor que un riesgo asociado con alguna otra condicidn.
Esto implica una prueba de una cola.

Por ejemplo, suponga que se pondrd en marcha un programa disefiado para controlar la
mosca de la fruta mediante el riego aéreo del quimico malatién en grandes dreas geogréficas.
Como algunos activistas ambientales afirman que tal prictica es dafiina para los seres humanos,
se podria disefiar un estudio para demostrar que el riesgo después de regar malatién no es mayor
que el riesgo antes de tal accién. Con este fin, ciertos sujetos que viven en las dreas que serdn
regadas se someterian a un examen médico antes y después de que se lleve a cabo el riego. Cada
condicién examinada se califica como presente o no presente en cada sujeto.

17En el formato de tabla usado en conjuncién con la prueba de McNemar, las entradas en la celda b se
codificaron como 1, mientras que en la celda € se codificaron como 0.
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Lainspeccion de los datos recabados muestra que para una condicién especifica (por ejemplo,
frecuencia cardiaca elevada), 126 personas manifiestan la condicién antes y después del riego;
414 después del riego pero no antes; 390 antes pero no después, y 999 no manifiestan la condicién
en ninglin momento. Los investigadores pondran a prueba la hipétesis nula de que el riesgo des-
pués de rociar el quimico es mayor que el riesgo antes de esta accion, contra la hipétesis alternativa
de que el riesgo después de rociar el quimico no es mayor que el riesgo antes de tal accidn.

(Qué diferencia hay entre el andlisis explicado anteriormente y uno que pone a prueba la
hipétesis nula de no diferencia en el riesgo contra una hipétesis alternativa de que el riesgo se
incrementa después de rociar malatiéon? ;Hacia dénde se inclinan las evidencias en los dos
andlisis? Dejaremos que usted reflexione sobre estas preguntas.

La prueba. Los intervalos de equivalencia para las tasas de riesgo tienen por lo regular,
pero no necesariamente, una simetria de aproximadamente 1.0 en el sentido que EI}; = ﬁ y
viceversa. Asi, si El| es .8, EIu por lo general seria% =1.25. t

Utilizando la notacién del apartado 4.3.6, la hipétesis nula y la alternativa para una prueba

de equivalencia de dos colas para tasas de riesgo apareadas se pueden plantear como

Hog:RR<EI, o RR>EI,
Hpg : El, <RR<EI

donde El_e El; son los extremos inferior y superior del intervalo de equivalencia. En esencia, la
hipétesis nula plantea que la tasa de riesgo no reside en el intervalo de equivalencia, mientras que
la alternativa afirma que la tasa de riesgo estd en el intervalo. Usted recordard que la hipétesis
nula se pone a prueba realizando dos pruebas de una cola a nivel ¢. Para poder rechazar la
hipétesis nula de equivalencia usted debe demostrar que RR > El, y que RR < El|, lo que significa
que las dos pruebas siguientes deben ser significativas.

Prueba uno Prueba dos
Hy, : RR=EIl Hg, : RR=EI
H,, i RR<EI, Hp, : RR>ElL

Las hipétesis nula y alternativa para la prueba de equivalencia de una cola es una de las
siguientes

Hog : RR> El,
Hpg : RR<EI

Hog : RR<EI,
Hpe : RR>EI,

La primera hipétesis de equivalencia de una cola planteada arriba se pone a prueba por medio de
la prueba uno y la segunda mediante la prueba dos.

Como la prueba de McNemar esté limitada a una prueba de la hip6tesis Hy : RR =1, no es
util cuando se trata de poner a prueba la equivalencia. Sin embargo, hay una serie de pruebas
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aproximadas para este fin. Una de ellas se realiza mediante

In RR - 1n (RR,)
2= e (5.8)
(a+b)(a+c)

Los simbolos a, b, y ¢ se muestran en la tabla 5.8 de la pagina 176, I@, es la tasa de riesgo
de la muestra como se define en la ecuacion 5.7 y RR) es la tasa de riesgo hipotético de la pobla-
cion. El simbolo In () indica que se debe tomar el logaritmo natural del valor que esté entre pa-
réntesis.

EJEMPLO 5.20

Calcule latasa de riesgo para los datos del malatidon que se analizaron con anterioridad. Suponiendo
que un incremento en el riesgo de menos de 1.1 se considere aceptable, realice una prueba de
equivalencia de una cola para demostrar que el incremento del riesgo es menor que este valor.
Plantee las hipétesis nula y alternativa de equivalencia e interprete los resultados de las pruebas.

Solucién  Es conveniente construir una tabla de dos por dos con los datos, como se muestra a

continuacion.

Antes del riego

elevada no elevada

Después del elevada 126 414
riego no elevada 390 999

Por medio de la ecuacion 5.7, la tasa de riesgo de la muestra es

a4 b 1264414 _
RR = ¢ =T26+390 — 047

Como los investigadores estdn tratando de determinar si la tasa de riesgo es menor que 1.1,
la prueba serd de una cola, con la hipétesis nula de equivalencia

Hoe : RR> 1.1
y la hipétesis alternativa

Hpg: RR< 1.1

Si se realiza la prueba uno mediante la ecuacion 5.8, tenemos que

_In(RR)—In (RRy)) _ Tn (1.047)— In (1.1) _ o0
1= b+c - 414+390 oo
(a+b)(a+c) (126+414)(126+390)

Como este valor es mayor que el valor critico de —1.65, la prueba no es significativa. Por lo
tanto, los investigadores no pudieron demostrar que el incremento en el riesgo estaba en el rango
aceptable (es decir, menos de 1.1). |
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EJEMPLO 5.21

Utilice los datos de la siguiente tabla para calcular RR . Después realice una prueba de equivalencia
de dos colas usando un El de .833 a 1.2. Interprete sus resultados.

Variable dos
+ _
Variable + 301 771
uno - 780 151

Solucion  Por medio de la ecuacién 5.7, la tasa de riesgo de la muestra es

— 3014771 _
RR = 3515780 =992

Esto sugeriria un leve efecto protector para la variable uno. Si realizamos la prueba uno mediante
la ecuacidn 5.8, tenemos que

_In(RR)~1In (RR)) _ 1n (992)=1In (1.2) _

1 btc 771+ 780 —5.203.
(a+b)a+c) (301+771)(301+780)

Como este valor es menor que el valor critico de —1.65, la prueba uno es significativa.
Si realizamos la prueba dos mediante la ecuacién 5.8, tenemos que

_In (992)—1In (.833)

771+780
(301+771)(301+780)

=4.775.

Z,

Como este valor es mayor que el valor critico de 1.65, la prueba dos es significativa. Ya que am-
bas pruebas son significativas, la hipdtesis nula de equivalencia se rechaza. Por consiguiente,
concluimos que la variable uno y la variable dos producen resultados equivalentes, definidos por
el intervalo de equivalencia. |

5.4.4 Intervalo de confianza para la tasa de riesgo de muestras
apareadas

Razonamiento. Previamente (seccién 4.5) indicamos que por lo general los intervalos de con-
fianza son preferibles a las pruebas de hipétesis. Asi, en vez de preguntar: “;Es la tasa de riesgo
de la poblacién diferente de 1?7, una pregunta mds informativa serfa: “; Cudl es la tasa de riesgo de
la poblacién?”. En tanto que los métodos exactos para construir intervalos de confianza para RR
son problematicos, existen métodos aproximados bastante mas sencillos.

El intervalo de confianza. Los limites inferior y superior de la tasa de riesgo de muestras
apareadas se pueden obtener a través de las siguientes ecuaciones.

L= exp[ln (RR)-Z /mi)%} (5.9)
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U =exp [m (RR)+ Z /%} (5.10)

Los simbolos exp y In indican, respectivamente, que se deben tomar la exponencial natural y el
logaritmo natural de la expresion contenida entre corchetes, mientras que a, b, y ¢ son las frecuen-
cias de una tabla de dos por dos, como se explicé con anterioridad.

EJEMPLO 5.22

Utilice los datos de Evans y Frick [13] (reproducidos a continuacién) para construir un intervalo
bilateral de confianza del 95%. ;Qué significa este intervalo? Utilice el intervalo para llevar a
cabo una prueba de dos colas de la hipétesis nula RR = 1. Explique cémo llegé a la conclusién de
esta prueba.

Pasajero
muri6 sobrevivio
murid 226 546

sobrevivid 378

Conductor

Solucion  Por medio de la ecuacién 5.7

RRA+b _ 226+546

a+c - 226+378 ~ 1278

Luego, por medio de la ecuacién 5.9,

L=exp I:ln (I/QT(’)—Z [%}

_ ~ 5461378
= exp [m (1.278) 1'96\/ (226 + 546)(226 + 378) }

=exp [.245-1.96.002 |

=exp [.157]
=1.170.

Y por medio de la ecuacién 5.10.

U=exp [m (RR)+ Z /wl[’ﬂ%]

=exp [.245+1.96.002 ]
=exp [.333]
=1.395.
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De este intervalo podemos concluir que los conductores de motocicletas (en las circunstancias
antes mencionadas) tienen entre 1.170 y 1.395 veces mds riesgo de morir, comparados con los
pasajeros. También podemos concluir que si se realizara una prueba de dos colas de la hip6tesis
nula RR =1 a un nivel & = .05, el resultado seria significativo. Se llega a esta conclusién
considerando que el valor nulo de 1.0 no est4 en el intervalo.!8 |

EJEMPLO 5.23

Utilice los datos del malation expuestos antes (y reproducidos a continuacidn) para construir un
intervalo de confianza unilateral del 95% y calcular el limite inferior del incremento de la frecuen-
cia cardiaca. {Qué significa este intervalo? Utilice el intervalo para llevar a cabo una prueba de
una cola de la hipétesis nula RR = 1 contra la alternativa RR > 1. Explique cémo lleg6 a su con-
clusién en esta prueba.

Antes del riego

elevada no elevada

Después del elevada 126 414
riego no elevada 390 999

Soluciéon Por medio de la ecuacién 5.7

= _a+b_126+414 _
RR = =T26+390 - 047

Luego, por medio de la ecuacién 5.9

L =exp [m (RR) -7 ’m%ﬁ]

414 +390
[ln (1.047) 1. 65\/(126 +414)(126 +390) }
[
[-

=exp [.046—1.65.003 ]

=exp [-.044]

=.957.

De este intervalo podemos concluir que el riesgo de un incremento de la frecuencia cardiaca
después de rociar malatién, comparado con el riesgo antes de tal practica es mayor que o igual a
.957. Tome en cuenta que un valor de .957 seria protector, un valor de 1.0 indicaria que no hay
ninguna diferencia en el riesgo, y un valor mayor que 1.0 implicaria un riesgo elevado. Ya que
todos estos valores son posibles, nos queda poca informacién sobre el riesgo asociado con la
exposicién a este quimico. Como es logico, podemos concluir que si se realizara una prueba de
una cola de la hipétesis nula RR = 1 y de la alternativa RR > 1 con o= .05, el resultado no seria

significativo. Se llega a esta conclusién considerando que el valor nulo de 1.0 estd en el inter-
valo.!? ]

18y¢ase el apartado 4.5 de la pagina 152 si esta explicacién no esté del todo clara.
19v¢gase el apartado 4.5 de la pagina 152 si esta explicacién no esté del todo clara.
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5.4.5 Suposiciones

Como el método para probar H, : RR =1 se basa en la prueba de McNemar, las suposiciones que
subyacen en la prueba son las planteadas en la pagina 116.

Los métodos para realizar pruebas de equivalencia y para construir intervalos de confianza que se
presentan aqui dependen de una aproximacién de la curva normal. Los tamafios de las muestras deben
ser bastante grandes para asegurar que la aproximacion dé resultados lo suficientemente precisos.
Greenland [20] sugiere una regla general para el tamafio de la muestra, la cual requiere que tanto el
nimero de personas expuestas como el de las no expuestas sean mayores que o iguales a cinco.
Ademds, se supone que los pares de observaciones son independientes entre si. Esto es, los resultados
obtenidos de un par no influyen ni estdn influidos por los resultados obtenidos de cualquier otro par.

5.5 METODOS RELACIONADOS CON LAS RAZONES DE PROBABILIDAD
DE MUESTRAS APAREADAS

5.5.1 Antecedentes

En ciertas circunstancias, que se analizardn en el capitulo 6, la tasa de riesgo no es un indicador
apropiado del riesgo relativo. En tales casos, es comun usar la razén de probabilidad como medida.

Las posibilidades u oportunidades asociadas con algitin evento de un grupo en particular se
refieren a la probabilidad de que el evento ocurra a un miembro de ese grupo, dividida entre la
probabilidad de que el evento no ocurra a un miembro de ese grupo. Por ejemplo, suponga que
se ha identificado a un grupo de trabajadores industriales que ha sido diagnosticado con céncer
de vejiga. Las posibilidades de que un miembro de este grupo haya estado expuesto a cierto

sol\‘/ente industrial que se sospecha causa cancer de vejiga es, usando la notacién del capitulo 3,
P(E|D)

P(E|D
ba(lb‘iliziad de no exposicioén dada la enfermedad”. Si, por ejemplo, este valor fuera 2.0, dirfamos que
la probabilidad de exposicidn al solvente de los trabajadores que tienen céncer de vejiga es el doble
de la probabilidad de no haber estado expuestos al solvente.

De igual forma, podemos describir las posibilidades de exposicion a‘l solvente para los traba-
P(E|D)
P(E|D)
probabilidad de exposicidn sin enfermedad dividida entre la probabilidad de no exposicién sin
enfermedad”. Si, por ejemplo, este valor fuera .80, dirfamos que la probabilidad de exposicién al
solvente para los trabajadores que no tienen cancer de vejiga es .8 de la probabilidad de que no
estuvieron expuestos al solvente.

Parece razonable que un investigador de higiene industrial quiera comparar las posibilida-
des de que un trabajador con cancer de vejiga haya estado expuesto al solvente con las posibilidades
de que un trabajador sin céncer de vejiga haya estado expuesto. Si las posibilidades de exposicion
para los trabajadores con cancer de vejiga son mayores que las posibilidades de los trabajadores sin
cancer de vejiga, esto puede implicar una asociacion entre la exposicion al solvente y el cancer de
vejiga. Existen diferentes formas de hacer una comparacion entre las dos posibilidades, incluyendo
el calculo de la diferencia mediante una simple resta. Una manera comun de comparar las dos posi-
bilidades es ordenarlas en un cociente conocido como razén de probabilidad, oportunidad rela-
tiva o razon de oportunidades (odds ratio, OR), que se define por la ecuacion 5.11. Observe que

, que se lee como “la probabilidad de exposicion dada la enfermedad dividida entre la pro-

jadores de la misma fabrica que no sufren de cdncer de vejiga como , que se lee como “la

P(E|D)
_ P(E|D)
~ P(ED)
P(E|D)

OR
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que se simplifica en

B P(E|D)P(E|D)
B P(E|D)P(E|D)

La ecuacién 3.12 de la pagina 6020 expresa las posibilidades de enfermedad para ambos grupos,

expuesto y no expuesto, mientras que la ecuacién 5.11 expresa las posibilidades de exposicién
para los grupos con y sin enfermedad. Ambas formas son usadas por los investigadores.

Sera de utilidad distinguir entre dos formas generales de disefios de investigacién?! con las
cuales se emplea cominmente la razén de probabilidad de muestras apareadas. En el apartado
5.4.1 aparece un ejemplo en el que se hizo un seguimiento a trabajadores que estaban rutinariamente
expuestos a un solvente junto con trabajadores que no estaban expuestos, para asi determinar
quiénes desarrollaban cdncer de vejiga. La razén de probabilidad calculada para este disefio
expresaba las posibilidades de enfermedad (cdncer de vejiga) para los grupos de trabajadores ex-
puestos y no expuestos al solvente. Este tipo de disefios, en el que se sigue a sujetos expuestos y
no expuestos para determinar si presentan la enfermedad se conoce como disefios de cohorte
prospectiva. Los datos de este tipo de disefio normalmente se ordenan para su andlisis como se
muestra en la tabla 5.19 de la siguiente pagina.

En contraste, en esta seccién se dio un ejemplo en el que trabajadores que ya habian desarro-
llado la enfermedad (cdncer de vejiga) fueron comparados con trabajadores que no la habian
desarrollado. La razén de probabilidad calculada para este disefio expresaba las posibilidades de
exposicion (al solvente) para los trabajadores con y sin la enfermedad (cdncer de vejiga). Los
disefios de este tipo, en los que se comparan sujetos que ya tienen la enfermedad con sujetos que
no la tienen, con el fin de determinar cudles tienen mayor exposicion, se denominan disefios de
control de casos. Los datos de este tipo de disefio normalmente se ordenan para su andlisis como
se muestra en la tabla 5.20.

Para la siguiente explicacion, supondremos que tenemos a la mano un estudio de control de
casos; aunque con las debidas sustituciones de exposiciéon por enfermedad y viceversa, los
comentarios se aplican de igual forma a los estudios prospectivos.

Si las posibilidades de exposicién?2 en los dos grupos son las mismas, la razén de probabilidad
es uno, lo que implicaria que no hay relacién entre la enfermedad y la exposicion. Por otra parte,
una razén de probabilidad mayor que uno implicaria que la enfermedad estd asociada con una
exposicién mayor que la ausencia de enfermedad. Se dice que los cocientes que son menores a
uno son protectores porque la enfermedad implica menos exposiciéon que la ausencia de
enfermedad. Esto podria ocurrir, por ejemplo, cuando las personas con la enfermedad estdn
menos expuestas a un suplemento vitaminico diario que las personas sin la enfermedad.
Representaremos el pardmetro y el estadistico de la razén de probabilidad como OR y OR,
respectivamente. La muestra de razén de probabilidad de muestras apareadas se define por la
ecuacién 5.12, donde b y ¢ son como se especifica en la tabla 5.8 de la pagina 176.

OR=1%
c

20Ep este punto quizd quiera repasar el material de la pagina 60.

21fistos son solamente dos de los muchos disefios que hay.

228 bien nos referimos a enfermedad y exposicién en la ecuacién 5.11, los términos son genéricos y
representan cualesquiera variables que se estén examinando.
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TABLA 5.19: Arreglo tipico de datos para el estudio prospectivo de muestras apareadas.

No expuestos

Enfermedad No enfermedad
Enfermedad a b
Expuestos
No Enfermedad C d

TABLA 5.20: Arreglo tipico de datos para el estudio de control de casos de muestras apareadas.

No enfermedad

Expuestos No expuestos
Expuestos a b
Enfermedad
No expuestos c d

5.5.2 Prueba de la hipotesis OR = 1 para muestras apareadas

Razonamiento. Como en la situacién antes mencionada, suponga que se sospecha que la expo-
sicion a un solvente quimico en particular, usado con frecuencia en fabricas, incrementa el riesgo
de céncer de vejiga. Para poner a prueba esta sospecha se forman pares de trabajadores que han
sido diagnosticados con cancer de vejiga con trabajadores de la misma industria que no tienen
cancer de vejiga. Los antecedentes laborales de estos trabajadores se examinan para determinar
quiénes han estado expuestos al solvente y quiénes no. La razén de probabilidad de la mues-
tra se calcula por medio de la ecuacion 5.12. Si este cociente fuera 5.0, por ejemplo, la indicacién
seria que las posibilidades de exposicion al solvente para los trabajadores con cancer de vejiga
son cinco veces mayores a las de los trabajadores sin cdncer. Pero, ;éste es simplemente el resul-
tado de la muestra especifica usada en el estudio? Si se repitiera el estudio con otros trabajadores,
(el resultado seria considerablemente diferente? Atin mas importante, ;la razén de probabilidad
en la poblacidn es uno, lo que indica que no hay ninguna relacién entre enfermedad y exposicion
(es decir, las posibilidades en los dos grupos son las mismas), o es diferente de uno, lo que indica
que si existe tal relacién? Una prueba de hipétesis ayudard a responder estas preguntas.

Laprueba. Se puede realizar una prueba de la hipétesis nula H; : OR = 1 observando que
cuando la razén de probabilidad es 1.0, la proporcién de resultados que favorece a una condicion
sobre la otra es .5. Cuando la razén de probabilidad no es 1.0, la proporcién de resultados que
favorece a una condicién sobre la otra no es .5. Esto significa que si se usa la prueba de McNemar
de la hip6tesis nula H;, : 7=5, podemos poner a prueba simultdneamente la hipétesis nula H) :
OR = 1. Usted recordara que sucedia lo mismo con la tasa de riesgo. Se deduce que la prueba de
McNemar pone a prueba simultdneamente las hipdtesis 7= .5, RR =1y OR = 1. Asi, para esta
prueba, estdn disponibles tanto el método aproximado como el exacto.

EJEMPLO 5.24

Suponga que en el estudio del cdncer de vejiga analizado antes, se encontraron 13 pares de traba-
jadores en los que ambos miembros del par habian estado expuestos al solvente, 25 pares en los
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que el trabajador con cdncer estuvo expuesto y el miembro sin cdncer no estuvo expuesto, 5 pares
en los que el trabajador con cdncer no estuvo expuesto y el otro miembro, también con cancer, si
estuvo expuesto, y 55 pares en los que ninguno de los miembros estuvo expuesto.

Utilice los datos anteriores para calcular la razén de probabilidad de la muestra. ;Qué signi-
fica este cociente? Utilice una prueba de McNemar aproximada para probar la hipétesis nula OR
= 1. Interprete sus resultados.

Solucidon  Por comodidad, los datos se ordenaron en una tabla de dos por dos como se muestra
en la tabla 5.21.
De la ecuacién 5.12,

OR=b-25_59
c 5

Asi, las posibilidades de exposicién para las personas con cdncer de vejiga son cinco veces
mayores que las de las personas sin la enfermedad.
Por la ecuacién 5.5,

b—c)? _(25-5)°
== sy = Yy =3
El valor critico de esta prueba se encuentra utilizando el Apéndice D con un grado de libertad.
Este valor es 3.841 para o= .05. Debido a que el valor obtenido de 13.33 es mayor que el valor
critico de 3.84, la hip6tesis nula H, : 7=".5 se rechaza, lo que significa que H, : OR = 1 también
se rechaza. Ahora se puede afirmar que el cancer de vejiga estd relacionado con la exposicion al
solvente en cuestion. ;Cree usted que este resultado demuestra que el solvente causa cancer de
vejiga? |

EJEMPLO 5.25

Suponga que los datos de la tabla 5.21 se modificaron como se muestra en la tabla 5.22. Utilice
estos datos para calcular OR. Después, lleve a cabo una prueba exacta de dos colas de la hip6tesis
nulaH,: OR=1.

Soluciéon  Por la ecuacion 5.12,

Se puede hacer una prueba exacta de la hipdtesis nula H,) : OR = 1 al poner a prueba la hipdtesis nula
H, : 7=.5 con la prueba de McNemar. Con este fin, observamos que las frecuencias de las celdas a
y d son no informativas2? y que la proporcién de pares en los que el trabajador con cancer estuvo
expuesto al solvente y que el trabajador sin cancer no estuvo expuesto (p) es % = 6+L4 =.6.

Se puede construir la distribucién muestral de p en la condicién 7=.5 y n = 10 mediante la
ecuacion 4.5, como se presenta en la tabla 5.23. Al observar que p = .60 y empleando el método
explicado en el apartado que aparece al principio de la pagina 108 para encontrar el valor-p para
una prueba exacta de dos colas, este valor se calcula como .20508 + .11719 + .04395 + .00977 +
.00098 = .37697 para la cola derecha, de modo que p = (2)(.37697) =.75394. Como este valor es
mayor que &= .05, no se rechaza la hipétesis nula. Por lo tanto, no hemos podido demostrar que
OR es diferente de uno. u

2Véase la pagina 174.
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TABLA 5.21: Datos de un estudio de control de caso que relaciona el cdncer de vejiga
con la exposicién a cierto solvente.

Sin cancer

Solvente Sin solvente
. Solvente 13 25
Céncer .
Sin solvente 5 55

TABLA 5.22: Datos de un estudio de control de caso que relaciona el cancer de vejiga
con la exposicién a cierto solvente.

Sin cancer

Solvente Sin solvente
3 Solvente 9 6
Céncer .
Sin solvente 4 29

TABLA 5.23: Distribucion muestral de p paran=10y z=.50.

Nimero de
Proporcién éxitos Probabilidad
p y P (y)
.000 0 .00098
.100 1 .00977
.200 2 .04395
.300 3 11719
.400 4 .20508
.500 5 .24609
.600 6 .20508
.700 7 11719
.800 8 .04395
.900 9 .00977
1.00 10 .00098
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5.5.3 Establecimiento de equivalencia mediante la razén
de probabilidades de muestras apareadas

Razonamiento. Como sucede con las tasas de riesgo, a veces es aconsejable demostrar que las
posibilidades asociadas con alguna condicién son equivalentes a las posibilidades asociadas con
alguna otra condicién. Esto implicarfa el uso de una prueba de equivalencia de dos colas basada
enrazones de probabilidad. Quizd es mas comun la conveniencia de demostrar que las posibilidades
asociadas con una condicién no son mayores que las posibilidades asociadas con alguna otra
condicion. Esto implica una prueba de una cola.

Por ejemplo, reconsidere el programa analizado anteriormente que se puso en marcha para
controlar la mosca de la fruta mediante el riego aéreo del quimico malatién en grandes dreas
geogréficas. Como algunos activistas ambientales argumentan que tal practica es dafiina para los
seres humanos, se podria disefiar un estudio para demostrar que las probabilidades de algtin
resultado indeseable después del riego no son mayores que las probabilidades previas al riego.
Con este fin, ciertas personas que viven en las dreas que se regardn podrian someterse a un
examen médico antes y después de que se lleve a cabo el riego. Cada condicién examinada se
califica como presente o no presente en cada sujeto.

Lainspeccion de los datos recabados muestra que para una condicién especifica (por ejemplo,
frecuencia cardiaca elevada), 126 personas manifiestan la condicién antes y después del riego;
414 después del riego pero no antes; 390 antes pero no después y 999 no manifiestan la condicién
en ninglin momento. Los investigadores pondran a prueba la hipétesis nula de que las probabili-
dades después de rociar malatién son mayores que las probabilidades previas a tal practica, contra
la hipétesis alternativa de que las probabilidades después de la aspersién no son mayores que las
probabilidades antes de la misma.

La prueba. Como sucede con las tasas de riesgo, los intervalos de equivalencia para las
razones de posibilidades tienen por lo regular, aunque no necesariamente, una simetria de apro-
. . 1 . P
x1ma(112(1)mente 1.0 en el sentido que EI}; = Y viceversa. Asi, si El| es .8, El; generalmente
serfa ¢~ =1.25.
Usando la notacién del apartado 4.3.6, la hipdtesis nula y la alternativa para una prueba de

equivalencia de dos colas para razones de probabilidad apareadas se pueden plantear como

Hye : OR <EIl, o bien, OR > El,
Hpe : Elf <OR<EI

donde El, y El|, son, respectivamente, los extremos inferior y superior del intervalo de equivalen-
cia. En esencia, la hip6tesis nula plantea que la razén de probabilidad no reside en el intervalo de
equivalencia, en tanto que la hipétesis alternativa afirma que la razén de probabilidad estd en el
intervalo. Usted recordara que la hip6tesis nula se pone a prueba realizando dos pruebas de una
cola al nivel ¢. Para rechazar la hipétesis nula de equivalencia, usted debe mostrar que OR > EI
y que OR < El, lo que significa que las dos pruebas siguientes deben ser significativas.

Prueba uno Prueba dos
Hy, : OR=El Hgp, : OR=EI_
Ha; : OR<El Ha, : OR>El

Las hipétesis nula y alternativa para la prueba de equivalencia de una cola son una de las
siguientes.

Hog : OR > EI,
Hpae : OR <El
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Hog : OR<EI,
Hpg : OR> El,

La primera hipétesis de equivalencia de una cola planteada arriba se somete a la prueba 1 y la
segunda a través de la prueba 2.

Como la prueba de McNemar esta limitada a una prueba de la hipétesis H, : OR =1, no es
util cuando se estd haciendo una prueba de equivalencia. Sin embargo, para muestras apareadas,
existe una relacién entre 7'y OR por una parte, y entre Py OR por otra, lo que permite que las
pruebas relacionadas con OR se conviertan en pruebas de ; por consiguiente, se pueden ha-
cer pruebas con métodos con los que usted ya estd familiarizado. Esto también quiere decir que
se pueden realizar tanto pruebas aproximadas como exactas.

La relacién entre 7y OR estd dada por

OR
EZW (5.]3)
y entre p y OR por
. __OR
p= 1+ OR (5.14)
EJEMPLO 5.26

Calcule la razén de probabilidad para los datos del malatién contenidos en la siguiente tabla.
Suponiendo que un incremento en la razén de probabilidad menor que 1.1 se considera aceptable,
realice una prueba aproximada de equivalencia de una cola para demostrar que el incremento en
la razén de probabilidad es menor que este valor. Plantee las hipdtesis nula y alternativa de
equivalencia, e interprete los resultados de la prueba.

Antes del riego

elevada no elevada

Después del elevada 126 414
riego no elevada 390 999

Solucion  Por medio de la ecuacién 5.12, la razén de posibilidades de la muestra es

OR=b_ 414 _
OR =7 =755 = 1.062.

Como los investigadores estan intentando determinar si la razén de probabilidad es menor que
1.1, la prueba serd de una cola con la hipdtesis nula de equivalencia

Hype: OR = 1.1
y la hipétesis alternativa

Hpe: OR< 11



206 Capitulo5

Métodos de muestras apareadas

Con el fin de realizar la prueba uno, primero usamos la ecuacién 5.13 para convertir el valor
OR nulo de 1.1 a 7 Esto esta dado por

_ OR _ 11
T =T¥OR ~T0+11- "2+

De igual forma,

. OR _ 1062 _
P=1or " To+1.062 1

Con estas conversiones, ahora estamos listos para poner a prueba la hipétesis nula H, : OR=1.1
contra la alternativa H, : OR < 1.1 contrastando H,, : 7= .524 con la alternativa H, : 7<.524.
Como usted bien sabe, esta prueba puede llevarse a cabo mediante una prueba Z para proporciones,
como la que permite la ecuacién 4.9.

Si se realiza la prueba uno mediante la ecuacion 4.9 de la pagina 115 tenemos que

_ P-my _ 515-.524 _
Zl_\/no(l—n:o) T [5240-524) Sl

P 804

El valor n = 804 se obtiene con b + ¢ = 414 + 390 = 804. Como el valor Z obtenido de —.51 es
mayor que el valor Z critico de —1.65, la prueba no es significativa. Por consiguiente, los investi-
gadores no pudieron demostrar que el incremento del riesgo estaba en un rango aceptable (es
decir, menor que 1.1). |

EJEMPLO 5.27

Utilice los datos en la siguiente tabla para calcular OR. Después, realice una prueba exacta de
equivalencia de dos colas usando el El de .833 a 1.2. Interprete sus resultados.

Variable dos
+ J—
Variable + 13 8
uno - 7 19
Solucién  Por medio de la ecuacion 5.12,
OrR=b=-8_1143,
c 7

Ya que las razones de probabilidad de muestras apareadas pueden transformarse en proporciones,
los métodos para llevar a cabo pruebas exactas de equivalencia explicados en las secciones 4.3.6
y 5.3.2 son utiles para realizar pruebas exactas de equivalencia para la razén de probabilidad de
muestras apareadas.

Primero transformamos el intervalo de equivalencia expresado como razones de probabili-
dad en un intervalo de equivalencia expresado como una proporcién. Asi, por medio de la ecua-
cién 5.13, los limites de equivalencia superior e inferior se convierten en

__OR _ 12 _
ly=1 R~ To+r12 =P
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TABLA 5.24: Distribuciones muestrales de p paran= 15y 7=.545,y .454.

Numero de
Proporcién éxitos r=.545 =454
p y Py P
.000 0 .00001 .00011
.067 1 .00013 .00143
133 2 .00112 .00829
.200 3 .00580 .02989
267 4 .02084 .07455
333 5 .05491 .13638
.400 6 .10962 .18900
467 7 .16882 20206
.533 8 20221 .16801
.600 9 .18838 .10866
.667 10 .13539 .05421
733 11 .07371 .02049
.800 12 .02943 .00568
.867 13 .00814 .00109
933 14 .00139 .00013
1.000 15 .00011 .00001
y
OR _ 833

lL=1 R To+s833 M+

Por medio de la ecuacion 5.14,

p= L1143 533

P=10+1.143

Note que este resultado puede obtenerse de manera mas simple como

~_ b _ 8 _
p_b+c_8+7_'533‘

Con el fin de llevar a cabo las versiones exactas de las pruebas uno y dos, serd necesario
generar las distribuciones exactas de p bajo las condiciones 7= .545 y 7= .454 donde n = 15.
Esto se realiza mediante la ecuacién 4.5 de la pagina 81. Estas distribuciones se presentan en la
tabla 5.24.

Observando que p =.533, el valor-p para la prueba uno se obtiene calculando la probabilidad
de que p tome un valor de .533 o menor, con la condicién 7= .545 y n = 15. Este valor se calcula
como .20221 + .16882 + .10962 + .05491 + .02084 + .00580 + .00112 + .00013 + .00001 =
.56346. El valor-p para la prueba dos se obtiene calculando la probabilidad de que P tome un
valor de .533 o mayor, con la condiciéon 7= .454 y n =15. Este valor se calcula como .16801 +
.10866 + .05421 + .02049 + .00568 + .00109 + .00013 + .00001 = .35828. Para rechazar la
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hipétesis nula de equivalencia, estas dos pruebas deben ser significativas. Ya que ninguna de las
pruebas cumple con el criterio de .05, la hipétesis nula no se rechaza y la equivalencia no se
demuestra. |

5.5.4 Intervalo de confianza para una razén de posibilidades
de muestras apareadas

Razonamiento. Anteriormente indicamos (seccién 4.5) que los intervalos de confianza general-
mente son preferibles a las pruebas de hipétesis. Asi, en lugar de preguntar: “; La razén de proba-
bilidad es diferente de uno?”, una pregunta generalmente m4s informativa es: “; Cudl es la razén
de probabilidad de la poblacién?”. Existen los métodos aproximado y exacto para construir
intervalos de confianza para OR. Presentaremos cada uno en el siguiente apartado.

El intervalo de confianza.

Método aproximado
Existe una serie de métodos para formar intervalos de confianza aproximados para la razén de
probabilidad de muestras apareadas. Aqui describiremos brevemente dos de ellos.

El primero usa las ecuaciones 4.16 y 4.17 (repetidas aqui con algunas modificaciones como
las ecuaciones 5.15 y 5.16) para formar un intervalo de confianza para 7. La relacion entre la
razén de probabilidad de muestras apareadas y la proporcion se usa entonces para convertir los
extremos de este intervalo (es decir, L y U) en un intervalo para el cédlculo de la razén de
probabilidad de la poblacién. Esta conversion se lleva a cabo mediante la ecuacién 5.17.

L=p-2Z p(ln_p) (5.15)

_ 5 p(1-p)
U=p+Z P

(5.16)

=% _ D
OR =" (5.17)

donde n=b +c.

EJEMPLO 5.28

Utilice los datos de la tabla 5.25 de la pdgina siguiente para calcular OR. Forme un intervalo de
confianza bilateral de 95% para estimar OR.

Solucion  Por medio de la ecuacién 5.12,

Por medio de la ecuacion 5.14,
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TABLA 5.25: Datos de un estudio de control de caso que relaciona el cdncer de vejiga
con la exposicion a cierto solvente.

Controles
Expuestos No expuestos
Expuestos 19 13
Casos
No expuestos 11 19

Entonces, por medio de la ecuacion 5.16,

U=prz PP = 544196 P21 _ g4

y por la ecuacién 5.15

L= ﬁ—z,/@ = 542-1.96, 22992 _ 343

Pero .343 y .741 representan un intervalo de confianza para la estimacion de 7. Se puede obtener
un intervalo de confianza para el calculo de OR convirtiendo estos extremos en expresiones de
razones de probabilidad. Esto se logra mediante la ecuacién 5.17:

_ P a4 _

U—l_i)—l_.74l—2.861
y

_ P 343 _

L_l—f;_l—.343_'522'

Asi, el intervalo de confianza bilateral del 95% para el cdlculo de OR va de .522 a 2.861.
Un segundo método usado cominmente emplea las ecuaciones 5.18 y 5.19.

L=exp (ln (OR)-Z %+%) (5.18)
U = exp (ln (OR)+Z %+%) (5.19)

Los términos b y ¢ son las frecuencias de las celdas, como se describe en la tabla 5.19 0 5.20. B

EJEMPLO 5.29

Utilice las ecuaciones 5.18 y 5.19 con los datos de la tabla 5.25 para formar un intervalo de con-
fianza bilateral del 95% para la estimacion de OR.
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Solucion  Como se calculé previamente, OR =1.182.Delatabla 5.25,bycson, respectivamente,
13 y 11. Entonces, por medio de las ecuaciones 5.19 y 5.18

_ OR 1. 1)_ 1 1)
U =exp (ln(OR)+Z b+C)—exp (1n(1.182)+1.96 13+11)—2.638

_ oRy—7 L 1= _ [L,1)_
L =exp (ln(OR) zZ b+c)—exp (ln(1.182) 1.96 13+11)—.53O.

Como se puede ver, éste es un intervalo bastante amplio. ;Qué habria hecho mds corto este in-
tervalo? |

Método exacto

Con anterioridad usted aprendié a construir un intervalo de confianza aproximado para el cdlculo
de la RR, primero empleando un método conocido para el calculo de 7y, después, convirtiendo
los extremos del intervalo resultante en expresiones que dan lugar para el cdlculo del RR. El
mismo método se puede emplear para formar un intervalo de confianza exacto para el calculo de
la OR.

En la pagina 149%* usted emple6 las ecuaciones 4.18, 4.19, 4.20, 4.21, 422 y 4.23 para
formar intervalos de confianza exactos para el cdlculo de 7z Aqui presentamos estas ecuaciones
con un ligero cambio en la notacién para reflejar el estilo de notacion de la tabla de contingencia
que estamos usando en esta seccion. Los extremos del intervalo de confianza obtenidos mediante
el uso de estas ecuaciones se pueden convertir, a través de la ecuacion 5.17 de la pagina 208, para
lograr un célculo aproximado de OR.

_ b

L= v ernr, (5.20)
_ (b+DF,

U=croanr, ©:21)

En estas ecuaciones, los términos b y ¢ son las frecuencias de las celdas, como se ilustra en las
tablas 5.19 0 5.20 de la pdgina 201, y F| y F; son los valores apropiados de una distribucion F,
los cuales se pueden obtener del Apéndice C. Observe que, a diferencia de la tabla ten el Apéndice
B, la tabla F se debe consultar con dos diferentes grados de libertad. El primero de ellos, que
denominaremos grados de libertad del numerador, se lista en la parte superior de la tabla, en tanto
que el segundo, al cual denominaremos grados de libertad del denominador, se presenta de arriba
abajo, en la orilla izquierda de la tabla. Asi, por ejemplo, el valor F apropiado que se debe usar
en el cdlculo de un intervalo de confianza bilateral del 95%, suponiendo que los grados de libertad
del numerador son cuatro y los grados de libertad del denominador son 20, seria 3.51. Para facili-
tar los cdlculos, utilizaremos la notacién df, , df, b, dfy,y y df ,p para representar, respectivamen-
te, los grados de libertad (degrees of freedom) del numerador para calcular L, los grados de

24Quiz4 quiera repasar este apartado antes de continuar.
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libertad del denominador para calcular L, los grados de libertad del numerador para calcular U, y
los grados de libertad del denominador para calcular U.

dfyy =2(c+1) (5.22)
df;p=2b (5.23)
dfyy =2(b+1) (5.24)
dfyy =2c (5.25)

EJEMPLO 5.30

Utilice los datos de la tabla 5.25 para formar un intervalo de confianza bilateral del 95% para el
cdlculo de OR.

Soluciéon  Para obtener F| primero debemos calcular df, \ y df, 5, que son, respectivamente,

df,y =2c+)=2(11+1)=24

df; p =2b=(2)(13) = 26.

Aunque no se muestra en al Apéndice C, el valor F apropiado para un intervalo de confianza
bilateral del 95% con 24 grados de libertad de numerador y 26 de denominador, es 2.22. De la
ecuacion 5.20 se deduce que

- b _ 13 _
L= b+(c+DF, ~ 13+(11+1)2.22 =328

Para obtener F; primero debemos calcular df ;y y df ;5. que son respectivamente,

dfyy =2(b+1)=2(13+1)=28

dfyp =2¢=(2)(11) =22,

Aunque no se muestra en el Apéndice C, el valor F apropiado para un intervalo de confianza
bilateral del 95% con 28 grados de libertad de numerador y 22 de denominador, es 2.29. De la
ecuacion 5.21 se deduce que

_ O+DF,  13+1)2.29
e+ (b+DF;  11+(13+1)2.29

=.745

El intervalo de confianza calculado hasta ahora, L =.328 y U =.745, estima 7. Para construir
un intervalo para el cdlculo de OR usamos la ecuacion 5.17 para convertir los extremos de este
intervalo en expresiones de la razon de probabilidad. Asi, obtenemos

__b __328 _
L=1"5=1"38=488
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745
1-.745
Los intervalos de confianza obtenidos mediante los dos métodos aproximados fueron .522 a
2.861,y .530 a 2.638, que son bastante cercanos. El método exacto produjo un intervalo de .488
a 2.922. Mientras que en la literatura cientifica se emplean mucho los métodos aproximados, el
método exacto es preferible. |

U= =2.922.

5.5.5 Suposiciones

Las suposiciones que fundamentan los métodos presentados aqui para las razones de probabilidad
son en esencia las mismas que las que se expusieron en la pagina 116.

PALABRAS Y FRASES CLAVE
Al terminar de leer este capitulo, usted estard familiarizado con las siguientes palabras y frases:
cohorte prospectiva 200 intervalo de confianza para la tasa de riesgo
datos apareados 159 apareada 196
datos no informativos 174 poblacién de diferencias de puntuaciones 165
equivalencia mediante pruebas t de muestras posibilidades 199

apareadas 165 prueba de McNemar 174
equivalencia para la razon de probabilidad apa-  prueba t de diferencias apareadas 161

reada 204 prueba t de muestras apareadas 161

equivalencia para la tasa de riesgo apareada 193  puntuaciones de diferencia 160
equivalencia para una proporciéon de muestras  razén de probabilidad 199

apareadas 180 razén de probabilidad de muestras apareadas
intervalo de confianza para la diferencia de me- 199

dias de muestras apareadas 171 riesgo 190
intervalo de confianza para la proporcién de tasa de riesgo 190

muestras apareadas 186 tasa de riesgo de muestras apareadas 190

intervalo de confianza para la razén de posibili-
dades de muestras apareadas 208

5.1 Se evaluard la efectividad de una dieta disefiada para
reducir el colesterol sérico, para lo cual se mide el ni- Paciente
vel de colesterol de ocho pacientes identificados con

Antes de Después
ladieta  deladieta

riesgo de enfermedad cardiovascular, antes y después 1 213 199
de estar sometidos a la dieta por 16 semanas. Utilice 2 252 241
los siguientes datos para 3 195 197
a) realizar una prueba t de dos colas de muestras apa- 4 222 220
readas con o= .03,y 5 267 248

b) construir un intervalo de confianza bilateral del 6 216 224
95% para el célculo de 4. 7 209 209

8 255 237

C) (A qué conclusion llega sobre la efectividad de la

dieta?




5.2 Se realiza un estudio en el que un método invasivo es-

tandar (por ejemplo, extraccioén de sangre) para super-
visar la glucosa en pacientes diabéticos se compara
con un método no invasivo (por ejemplo, sin extrac-
cion de sangre) recién desarrollado, con el fin de deter-
minar si los dos sistemas producen resultados equiva-
lentes. Para ello, se emplean ambos aparatos de forma
simultdnea para evaluar los niveles de glucosa en 10
pacientes diabéticos. Los dos aparatos se considerardn
equivalentes si la diferencia de medias de los niveles
de glucosa producidos por los dos métodos se encuentra
entre +4 puntos. Las dos mediciones de cada paciente
aparecen a continuacion.

No
Invasivo  invasivo

140 144
84 82
200 200
249 247
71 64
131 138
140 132
122 123
139 146
119 117

a) ¢(Cudl prueba de equivalencia seria apropiada para
este estudio, la de una cola o la de dos colas? ;Por
qué?

b) Plantee las hipétesis nula y alternativa de equiva-
lencia para el estudio.

¢) Realice la prueba de equivalencia a un nivel o= .05
y reporte el resultado.

d) (A qué conclusién llega sobre la equivalencia de
los dos dispositivos?

5.3 Se solicita a pacientes con quemaduras faciales que ca-

lifiquen su apariencia general como “satisfactoria” (S)

o “insatisfactoria” (I) antes y después de someterse a

un régimen de tratamiento de reduccion de cicatrices.

a) Suponga que cinco pacientes califican su apariencia
como [ antes del tratamiento y S después (I-S), dos
califican su apariencia como S antes e I después del
tratamiento (S-I), mientras que uno califica su apa-
riencia como S antes y S después del tratamiento
(S-S), y otro més califica I antes e I después del tra-
tamiento. (I-I).

Ejercicios 213
i. Utilice una versioén exacta de dos colas de la prue-
ba de McNemar con = .05 para determinar si el
tratamiento es efectivo para mejorar la percep-

cién que tiene el paciente de su apariencia.

ii. Utilice un intervalo de confianza bilateral exacto
del 95% para calcular la proporcién de pacientes
que perciben que su apariencia ha mejorado.

b) Dados I-S=71,1-1=22,S-S=11,y S-1=20,

i. Utilice una versién aproximada de dos colas de la
prueba de McNemar con = .05 para determinar
si el tratamiento es efectivo para mejorar la
percepcion que tiene el paciente de su apariencia.

ii. Utilice un intervalo de confianza bilateral apro-
ximado del 95% para calcular la proporcién de
pacientes que perciben que su apariencia ha me-
jorado.

5.4 Alos oficiales de patrulla de una fuerza de policia me-

tropolitana de gran tamaifio se les asignan motocicletas
(control del transito) o autos patrulla (no control del
transito). Suponga que los oficiales de cada categoria
forman pares con respecto a su tiempo de servicio,
edad y género. Luego se examina a cada par para ver
si presentan cdncer de piel en la cara, el cuello o las
manos. La tabla provista a continuacién muestra los
resultados de los pares de oficiales. La categoria “cén-
cer” indica la presencia de uno o mds tipos de cadncer
de piel en las dreas examinadas.

Auto patrulla

cancer sin cancer
) cancer 10 34
Motocicleta L
sin cancer 18 444

5.5

a) Calcule la tasa de riesgo para comparar el riesgo de
céncer de piel de los oficiales en motocicleta con el
de los oficiales en autos patrulla. ;Qué significado
tiene este cociente?

b) Construya un intervalo de confianza del 95% para
el calculo de RR.

Suponga que el estudio de cancer de piel del ejercicio
5.4 hubiera recabado datos de manera retrospectiva. Esto
es, suponga que los oficiales con cancer de piel hubieran
formado pares con oficiales sin cancer de piel con
respecto a su tiempo de servicio, edad y género. Luego,
los pares de oficiales se clasifican dependiendo de si
fueron asignados a motocicletas o autos patrulla. Estos
datos de control de caso se muestran a continuacion.
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Sin céncer de piel

motocicleta  auto patrulla
Céncer motocicleta 10 24
de piel auto patrulla 9 444

a) Calcule la razén de probabilidad para comparar las
posibilidades de ser un oficial de motocicleta con
céncer de piel y sin cdncer de piel. ; Qué significado
tiene esta razon de probabilidad?

b) Construya intervalos de confianza del 95% para el
célculo de OR mediante dos métodos aproximados
diferentes. ;Qué tanto coinciden los intervalos?

¢) Utilice un método exacto para construir un intervalo
de confianza del 95% para el célculo de OR. ;Como
se compara este resultado con los dos resultados
aproximados?

5.6 Utilice los datos de la tabla provista a continuacién
para calcular OR; después, realice la siguiente prueba.

Interprete el resultado.

Hye : OR <.80, o bien, OR > 1.25
Hpg: 8 <OR<1.25

No enfermedad

No
Expuestos  expuesto
Expuesto 10 24
Enfermedad
No expuesto 9 444

A. Las siguientes preguntas se refieren al estudio de caso
A (pagina 469).

Los autores reportan que “Un total de 16 sujetos cam-
biaron su preferencia entre el inicio y el fin del uso, de
los cuales ocho que cambiaron su preferencia de los
lentes de control a los lentes acondicionados, formaron
pares de forma exacta con los otros ocho que cambia-
ron exactamente de manera opuesta...”. Después repor-
tan que el resultado de una prueba estadistica especifica
no fue significativo.

(Qué prueba cree usted que realizaron? Haga la misma
prueba. ; Coincide usted con el resultado que ellos obtu-
vieron? ;Cudl es su interpretacion de este resultado?

5.7

59

5.10

5.11

5.12

5.13

Las siguientes preguntas se refieren al estudio de
caso B (pédgina 470).

Suponga que los investigadores quisieran calcular el
cambio promedio en las puntuaciones de la escala A
de WOMAC desde la linea base hasta la semana 12.
( Qué técnica se podria usar para este cdlculo? Especi-
fique las ecuaciones que se deben usar, si es que las
hay. ;Existe suficiente informacion en el estudio de
caso para llevar a cabo la técnica que usted recomien-
da? Explique.

Las siguientes preguntas se refieren al estudio de
caso K (pagina 474).

Los autores realizaron una prueba t de muestras apa-
readas con los datos reportados en la tabla J.6. Surge
la pregunta de por qué usaron las medias de las escue-
las para este propdsito en lugar de las puntuaciones
apareadas de nifios individuales. Después de todo,
usar puntuaciones de estudiantes individuales daria
muchos mds grados de libertad. Hubo dos razones.
Primero, dificultades logisticas y confidenciales hi-
cieron que el emparejamiento de datos de los estu-
diantes fuera complicado. La segunda razén se basé
en una consideracion estrictamente estadistica. ; Cudl
cree usted que fue la base de esta consideracion?
(Pista: véase la pagina 99 para encontrar informacién
relacionada con las presiones arteriales juveniles).
Realice una prueba t de muestras apareadas de dos
colas aun nivel &= .01 de las medias de las escuelas.
Interprete el resultado.

(Puede usted imaginar una forma mds informativa
para analizar estos datos? Realice el andlisis que
usted propone. Explique por qué este resultado es
mds informativo.

Las siguientes preguntas se refieren al estudio de
caso M (pagina 475).

Calcule el cambio promedio en el nivel de oxigeno
que ocurrié después de tomar el medicamento para
dormir.

Calcule el cambio promedio en el nivel de diéxido de
carbono que ocurrié después de tomar el medicamento
para dormir.



Métodos para dos

muestras independientes

6.1

CAPITULO

INTRODUCCION

No siempre resulta préctico recabar datos con las configuraciones de muestras apareadas que
se vieron en el capitulo 5. Por ejemplo, es posible que un investigador desee agrupar los datos
de varios individuos por peso, edad y género, pero que se encuentre con que hay algunos suje-
tos en los dos grupos existentes que son lo suficientemente similares respecto de estos atributos
como para que esta estrategia sea viable. El mismo problema surgiria en estudios en los que
se agrupan sujetos al azar mediante una designacién de condiciones de tratamiento alternas.
Como resultado, la mayoria de los datos recabados en contextos de investigacion es dispar.

Consideremos un estudio en el cual se debe comparar la eficacia de dos medicamentos
disefiados para el tratamiento de la hipertension. Los investigadores podrian descubrir que no
es posible formar pares de sujetos lo bastante similares como para ser tratados como muestras
apareadas. En circunstancias como ésta, una estrategia simple seria asignar a los sujetos a los
dos tratamientos al azar sin considerar las caracteristicas inherentes a ellos (es decir, peso,
condiciones médicas preexistentes, etcétera). El proceso de asignacién aleatoria garantiza que
ningtin sesgo sistemadtico interfiera en la formacién de los dos grupos.

Los métodos que estudiamos en el capitulo 5 no son apropiados para el andlisis de da-
tos dispares. Es por ello que este capitulo maneja pruebas de hipétesis e intervalos de confianza
disefiados para comparar medias o proporciones de datos dispares.

6.2 METODOS RELACIONADOS CON LAS DIFERENCIAS ENTRE MEDIAS

6.2.1 Lapruebat de muestras independientes

Razonamiento. Como se menciond con anterioridad, suponga que se debe hacer un estudio
para determinar si un medicamento es mds eficaz que otro para el tratamiento de la hipertension.
Con este fin, los investigadores asignan al azar a 30 sujetos hipertensos a uno de los dos
grupos de tratamiento. Los sujetos asignados al grupo 1 reciben un régimen de tratamiento
basado en el primer farmaco y los asignados al grupo 2 reciben un tratamiento que se basa en el

215
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TABLA 6.1: Las presiones arteriales sistélicas de los pacientes hipertensos después del tratamiento
con uno de los dos regimenes de medicamentos.

Grupo 1 Grupo 2
129 138
111 120
140 137
139 154
144 148
120 122
131 131
129 128
131 140
154 145
119 131
138 120
142 144
110 129
140 141

%, =131.80  X,=135.20

segundo. La pregunta que nos atafie es: “;Los dos regimenes de tratamiento producen niveles de
presion arterial diferentes en los pacientes hipertensos?” La tabla 6.1 muestra las presiones arte-
riales sistélicas (ficticias) de 30 sujetos, tomadas después de recibir tratamiento mediante los dos
regimenes de medicamentos.

Una estrategia razonable para contestar la pregunta sobre si los dos tratamientos producen
niveles diferentes de presion arterial seria calcular las medias de las presiones para cada uno de
los dos grupos, y luego compararlas para determinar si difieren. En este caso, los sujetos que to-
maron la sustancia 1 tuvieron una presiéon promedio de 131.80, en tanto que los sujetos que
tomaron la sustancia 2 tuvieron una presiéon promedio de 135.20. Asi que, la presion arterial
promedio del primer grupo fue de 3.4 unidades menos que la del segundo grupo.

Pero existen por lo menos dos explicaciones para esta diferencia. Primero, notamos que cada
vez que asignamos sujetos a los grupos al azar, las medias de los dos grupos con seguridad diferi-
rdn en algin grado en casi todas las medidas imaginables. De hecho, nos sorprenderia encontrar
que la estatura promedio de estos dos grupos fue de 68.4 pulgadas para ambos, o que los dos pe-
sos promedio fueron exactamente de 151.38 libras.

Entonces, aun si los dos tratamientos tuvieran igual efecto sobre la variable de interés, espe-
rarfamos ver cierta diferencia en los promedios de los dos grupos. La primera explicacién para la
diferencia de 3.4 unidades que se observa en nuestro estudio ficticio es, entonces, que surgié no
por alguna diferencia en el efecto de los medicamentos, sino por la casualidad relacionada con la
manera en la que se formaron los grupos.
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Normal
A
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FIGURA 6.1: Distribucién de X; —X, (panel
A) y un estadistico t con n; +n, — 2 grados
de libertad (panel B).

Una segunda explicacion es que el medicamento administrado al grupo 1 es mds efectivo al
reducir las presiones de los pacientes hipertensos que la sustancia administrada al segundo grupo.
Esto explica por qué las presiones en el grupo 1 tienden a ser més bajas que en el grupo 2. Pero,
(cudl de estas explicaciones debe creerse? Una prueba de significancia podria ser ttil para decidir
el asunto.

Piense en una distribucién muestral formada por la repetida selecciéon de una muestra
aleatoria de cierta poblacién, dividiendo al azar cada muestra en dos componentes muestra y
calculando la cantidad X; — X, donde X, y X, son las medias de las dos muestras componentes.! Si
este proceso se repitiera muchas veces, los valores resultantes de X; — X, conformarfan una
distribucién muestral, como se presenta en el panel A de la figura 6.1. Es importante comprender
que esta distribucidn representa la distribucién muestral de X; — X, cuando ambas muestras
provienen de poblaciones con la misma media. Es claro que si ambas muestras provienen de la
misma poblacién, entonces, vienen de poblaciones con la misma media. Designaremos la media
de la poblacion de la cual se tomd la primera muestra como 4, y la media de la poblacién de

IDe forma equivalente, podemos pensar en las dos muestras componentes sélo como dos muestras
aleatorias tomadas de una poblacién comun.
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la cual se tomé la segunda muestra como ££,. Como ambas muestras provienen de la misma pobla-
Cion, es claro que 1, = i,

Observe que la media de esta distribucién muestral es cero y que cuanto mds lejanos estén
los valores de X; — X, de cero, menos probable es su ocurrencia. Pero, ;cémo podria usarse esta
distribucion para ayudar a contestar la pregunta formulada con anterioridad? Es decir, ;la diferen-
cia de 3.4 puntos entre las medias de los dos grupos tratados con los dos diferentes medicamentos
para la hipertension se debi6 a la casualidad aleatoria conforme se formaron los grupos, o la sus-
tancia administrada al grupo 1 fue mds efectiva que la que se administré al grupo 2?7

Las dos muestras se tomaron originalmente de una poblacién comdn, por lo que 4, = . Si
las dos sustancias produjeran exactamente el mismo resultado en las dos muestras, entonces seria
cierto que ; = (. En tales circunstancias no esperariamos que X; — X, estuviera en una region
critica. ;Por qué? Porque la probabilidad de que X; — X, est€ en una region critica cuando 4, = i,
es solamente .

Pero, ;qué pasaria si la sustancia 1 fuera mds efectiva que la sustancia 2? En este caso, las
presiones en el grupo 1 se reducirian al tomar el farmaco, por lo que el valor absoluto de X; — X,
tenderia a ser mayor que en el caso donde ambas sustancias tuvieran el mismo efecto. Por ejemplo,
en nuestro estudio hipotético de hipertension, X; — X, = 131.8 — 135.2 = -3.4. Pero, suponga que
la sustancia 1 hubiera sido mas efectiva como para que X; = 120.4. Entonces, X, — X, = 120.4
— 135.2 =-14.8. Cuanto mas efectiva sea la sustancia 1, en comparacién con la sustancia 2, mas
abajo estard X; — X, de la media de la distribucién, cuyo valor es cero, y la oportunidad de que X,
—X, se localice en la region critica inferior serd mayor. ;Qué pasaria si la sustancia 2 fuera la mds
efectiva para la reduccién de la presion arterial?

En resumen, no esperamos que X; — X, caiga en la regién critica cuando los tratamientos
producen el mismo resultado. De hecho, la probabilidad de que esto ocurra es solamente ¢. Sin
embargo, cuando los tratamientos producen diferentes resultados, esperamos que el valor de
X, — X, se aleje del cero y se acerque a una regién critica. Atin més, cuando difieren los efectos
del tratamiento, no podemos sostener que £, = i,. Mas bien, se debe decir que 1, # (.

De lo anterior, cuando X; — X, cae en la region critica, podemos decir que la diferencia
observada entre estos valores se debi6 a efectos diferenciales del tratamiento y no a la casualidad
de cémo se formaron los grupos. Ahora vemos como se realiza esta prueba.

La prueba. La hipétesis nula que debe analizarse mediante la prueba t de muestras inde-
pendientes es a menudo (pero no siempre)

Hy: iy =1
o de manera equivalente,
Hy:pty —1,=0
La alternativa de dos colas es a menudo (pero no siempre)
Hpy:uy 24,
o de manera equivalente,
Hp: = 1,20
Las alternativas de una cola son a menudo (pero no siempre) de la forma

Hp oy <
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o de manera equivalente,

Hp:py -4, <0
0
Hat > 1
o de manera equivalente,
Hy = 4,>0

En esencia, la hipétesis nula afirma que no hubo diferencia en los efectos de los tratamientos
administrados en los dos grupos, en tanto que la alternativa de dos colas sostiene que si existe una
diferencia. Las alternativas de una cola especifican la forma de esa diferencia.

Para poder llevar a cabo la prueba de hipétesis, X; — X, no puede referirse directamente a la
distribucidon muestral que aparece en el panel A de la figura 6.1 de la pagina 217, sino que debe
ser dividida entre un estimado (o entre una estimacion) del error estindar (véase el denominador
de la ecuacion 6.1), lo que significa que el estadistico de prueba se debe referir a una distribucién
t como en el panel B de la figura 6.1. A diferencia de la prueba t de una media que usted ya
conoce, los grados de libertad para la prueba t de muestras independientes son n; + n, — 2. El
estadistico de prueba se calcula mediante la ecuacion 6.1.

P Tt B 61
21,1 '
(i)

En la ecuacién 6.1, X, y X, representan, respectivamente, las medias de la muestra 1y de
la muestra 2, en tanto que, N, y N, representan el nimero de observaciones en cada una de las dos
muestras. El simbolo §, representa la diferencia que se plantea como hipétesis entre £, y 4,, que
normalmente es cero. No obstante, como usted verd en el andlisis de pruebas de equivalencia
basadas en la prueba t de muestras independientes, éste no siempre es el caso.

El término s,% requiere explicacion. Usted recordard que la prueba t de una media utilizé un
estimado (o una estimacién) de la desviacién estandar de la poblacién de la cual se tomd la mues-
tra. Usamos la desviacion estdndar muestral (S) para este fin. En este caso, necesitamos estimar
la varianza de la poblacién de la que se tomaron las muestras. Podriamos usar la varianza muestra
(s?) de una de las dos muestras para este fin, pero serfa iniitil, ya que emplea una estimacién basa-
da en una sola de las dos muestras. Una mejor estrategia seria basar la estimacion de la varianza
en ambas muestras. Esto se puede hacer mediante una forma particular de promediar que los es-
tadisticos denominan agrupamiento (de ahi el subindice P, por pooling). Asi, Sl% es una estima-
cién de la varianza de la poblacién basada en un promedio o agrupamiento de la informacién en
las dos muestras. A continuacidon podemos ver que se utilizan las dos varianzas muestrales.

(n, — l)sl2 +(ny — l)s%
n+n, =2

2 _
Sp =

S% y S% representan las varianzas de la primera y segunda muestra, respectivamente.
El numerador de esta expresion es simplemente la suma de las sumas de los cuadrados de las
dos muestras. Por lo tanto, la ecuacién 6.2 nos da un método més eficiente para calcular S,%
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Hemos colocado paréntesis en el numerador para ayudarle a identificar las expresiones de las dos
sumas de cuadrados. Los subindices 1 y 2 se usan para identificar las dos muestras.

2 Xx )2 2 Xx )2
(5 (e

SH =
P _
n; +n, 2

EJEMPLO 6.1

Utilice los datos de la tabla 6.1 de la pdgina 216 para realizar una prueba t de dos colas de
muestras independientes con ¢ = .05. Interprete el resultado referente a las dos terapias de medi-
camentos.

Solucion  Para fines de cdlculo serd conveniente acomodar los datos como aparecen en la tabla
6.2 de la siguiente pagina.
Utilizando las cantidades de la tabla 6.2,

- _1977
X =5 =131.8
- _ 2028
H="5 =135.2

(2 ) (le ) (Z 2 <2x2>j

= n +n,—2
(262767 - “977) ) (275706 - (2028) )
- 15 +15-2
(2198.4) +(1520.4)
= 28
—132.814

Asi, nuestra mejor estimacion de la varianza de la poblacion de la que se tomaron las dos muestras
es 132.814. Por la ecuacién 6.1 de la pagina anterior, t obtenida es

X -X%-6

2(1 1
SP("I+”2)

131. 8—1352

\/132 814(L+L)

_ =34
~4.208

=-.808

=
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TABLA 6.2: Presiones arteriales ordenadas para andlisis mediante la prueba t
de muestras independientes.

Grupo 1 Grupo 2
X, Xt X, X3
129 16641 138 19044
111 12321 120 14400
140 19600 137 18769
139 19321 154 23716
144 20736 148 21904
120 14400 122 14884
131 17161 131 17161
129 16641 128 16384
131 17161 140 19600
154 23716 145 21025
119 14161 131 17161
138 19044 120 14400
142 20164 144 20736
110 12100 129 16641
140 19600 141 19881
> 1977 262767 2028 275706

El Apéndice B muestra que los valores criticos para una prueba t de dos colas con
N +n,—2=15+15-2=28

grados de libertad y realizada con = .05 son —2.048 y 2.048, por lo que la hipétesis nula no se
rechaza. Entonces, ;podemos concluir que las dos sustancias no difirieron en su efecto sobre la
presidn arterial? {No! Una vez mds, no es posible utilizar el no rechazo de la hipétesis nula como
evidencia de que la hipétesis nula es cierta. ;Por qué no? Porque usted no conoce la probabilidad
de un error tipo II (beta). En esta situacién, debemos decir que no encontramos suficiente eviden-
cia de que haya un efecto diferencial del medicamento para llegar a una conclusién asf. |

EJEMPLO 6.2

Un grupo de trabajadores expuestos a un moho téxico en el sistema de ventilacion del edificio en
el que trabajaron se someten a una prueba para evaluar los sintomas experimentados antes del
descubrimiento del moho. La escala clasifica la experiencia de sintomas de cero (sin sintomas) a
40 (varios sintomas, algunos de los cuales fueron severos). Los investigadores creen que los hom-
bres tienden a minimizar tales experiencias y, por lo tanto, sus puntuaciones serdn significativa-
mente mds bajas que las de las mujeres.

Utilice los datos de la tabla 6.3 de la pdgina 223 para realizar una prueba t de una cola de
muestras independientes con o= .05 para evaluar la teorfa del investigador. Comience enuncian-
do claramente las hip6tesis nula y alternativa.
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Solucion  Si los hombres son denominados como el grupo 1 y las mujeres como el grupo 2,
entonces, las hipdtesis nula y alternativa pueden enunciarse de la siguiente manera:

Ho 2 aty =1,
Hp oy <

(Como se verian afectadas estas hipétesis si los hombres fueran denominados como el grupo 2 'y
las mujeres como el grupo 1?

Para fines de calculo sera conveniente ordenar los datos como se muestra en la tabla 6.4. Si
se usan las cantidades de la tabla 6.4,

D YL ST

NT T T
XX 3
¥, = S5 = 52 =24.800

(X x))? (X x))?
(T (-2

2 _
Sp= n+ny,—2
(147)% (372)2
(2287 - T) + (10222 -3 )
= 11+15-2
_ (322.545) + (996.400)

24
=54.956

Asi, nuestra mejor estimacion de la varianza de la poblacion de la que se tomaron las dos muestras
es 54.956. Mediante la ecuacién 6.1 de la pagina 219, la t obtenida es

X —X% =6
2( 1 1
Sp (***)
_ 13.364—24.800
54.956(ﬁ+%)

=

_ —11.346
T 2943

=-3.886

El Apéndice B nos muestra que el valor critico para una prueba t de una colacon 11 + 15-2 =24
grados de libertad para o= .05 es —1.711, por lo que se rechaza la hipétesis nula. Por lo tanto,
podemos concluir que los hombres que experimentaron el moho téxico obtuvieron puntuaciones
significativamente mds bajas en la escala que las mujeres. No obstante, observe que el disefio de
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TABLA 6.3: Puntuaciones en la escala de sintomas de hombres y mujeres expuestos al moho téxico.

TABLA 6.4: Puntuaciones en la escala de sintomas ordenadas para analisis

Hombres Mujeres

14 28

9 20

16 22

7 31

10 13

20 10

13 32

23 29

5 30

11 9

19 38

27

27

30

26

X, =13.364 X, =24.800

mediante la prueba t de muestras independientes.

Grupo 1 Grupo 2

X, Xt X, X3
14 196 28 784
9 81 20 400
16 256 22 484
7 49 31 961
10 100 13 169
20 400 10 100
13 169 32 1024
23 529 29 841
5 25 30 900
11 121 9 81
19 361 38 1444
27 729
27 729
30 900
26 676
> 147 2287 372 10222
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este estudio no permitid la asignacién aleatoria de los sujetos a los grupos. De hecho, no podemos
asignar sujetos a un género de forma aleatoria. Debemos ser particularmente cautelosos con la
forma en que se interpretan los resultados en ausencia de una asignacién al azar. En este caso, no
podemos asegurar que la diferencia significativa encontrada entre los dos grupos se deba al
género. Tal vez, por ejemplo, los hombres tendieron a que les asignaran trabajos en dreas del
edificio donde habfa menos moho.

En este caso, la hipdtesis alternativa fue de la forma H, : 4, < ,, lo cual implica una regién
critica en el extremo izquierdo de la distribucién. Una alternativa de la forma H, : 4, > i,
requeriria una region critica en el extremo derecho. |

6.2.2 Como establecer la equivalencia por medio de las pruebas t
de muestras independientes

Razonamiento. Como hemos apuntado en otras ocasiones, el rechazo de la hipétesis nula
representa buena evidencia (aunque no lo suficientemente positiva) de la falsedad de ésta. En
contraste, el fracaso al rechazar la hipétesis nula, por lo general, no aporta buena evidencia de
que la hipétesis es verdadera. En situaciones donde se desea establecer la validez de la hip6tesis
nula, debe emplearse una prueba de equivalencia para mostrar que la hipétesis nula es verdadera
(aproximadamente). (Véase la seccién 4.3.6 en la pagina 117).

En ocasiones, los investigadores quieren demostrar que no hay diferencia entre los tratamien-
tos, en vez de demostrar que hay una diferencia. En semejantes casos, las pruebas t de muestras
independientes pueden usarse para establecer la equivalencia.

Por ejemplo, una compaiiia farmacéutica quiza quiera demostrar que un nuevo medicamento
disefiado para el tratamiento de la hipertension es mds efectivo que uno anterior. Quizds este
nuevo farmaco no induce algunos efectos indeseables asociados cominmente con el antiguo
medicamento, o tal vez su manufactura es més barata. También puede ser que, segtin las propie-
dades farmacéuticas del nuevo medicamento, no sea posible que esta sustancia sea mds efectiva
que el tratamiento anterior.

La prueba. Usando la notacién de la seccién 4.3.6 de la pdgina 117, las hipétesis nula y
alternativa para una prueba de equivalencia de dos colas basada en la prueba t de muestras
independientes se enuncian como

Hog: 4 — 1, <El oy, — 4, 2 El
Hag (Bl <y -4, <Ely

donde El| y Eljsonlos extremos inferiory superior del intervalo de equivalencia, respectivamente.
En esencia, la hipétesis nula plantea que la diferencia entre las medias no reside en el intervalo
de equivalencia, mientras que la alternativa afirma que la diferencia yace en el intervalo. Usted
recordard que la hipétesis nula se comprueba realizando dos pruebas de una cola al nivel de ¢
Para poder rechazar la hipétesis nula de equivalencia, debe demostrar que #; — 1, > El| y que
— i, < Elyy , 1o que significa que las dos pruebas siguientes deben ser significativas.

Prueba 1 Prueba 2
Hoy : 4y — 1, = Ely Hoo : 44y — 1, =El
Hap o # =t <Ely Hpo oty = 1o > Bl
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Las hipétesis nula y alternativa para la prueba de equivalencia de una cola es una de las
siguientes

Hog @ 44 — 1, 2 El
Hag 44 =14 <Ely

Hog ' 4y -1, <El

Hag 44— 1> Bl
La primera hipétesis de equivalencia de una cola presentada arriba se somete a la prueba 1 y la
segunda a la prueba 2.

EJEMPLO 6.3

Suponga que los datos de la tabla 6.1 de la pagina 216 se recabaron en relacién con un estudio de
equivalencia disefiado para demostrar que la sustancia administrada al grupo 1 no es mas efectiva
que la sustancia administrada al grupo 2, en lo que se refiere al control de la hipertension. Se de-
cide que la sustancia 1 se declarard no méas efectiva que la sustancia 2, si la media en el nivel de
la presion arterial alcanzada por la sustancia 1 estd menos de cinco unidades por debajo de la al-
canzada por la sustancia 2.

Utilice la prueba t de muestras independientes para realizar una prueba de equivalencia de
una cola con estos datos para « = .05. Enuncie las hipdtesis nula y alternativa antes de empezar
la prueba.

Solucion  La hipétesis nula de equivalencia toma la forma
Hog -t — <=5
mientras que la alternativa sostiene que
Hag i 4 =t > =5
La prueba se lleva a cabo mediante la prueba 2 con las hipétesis nula y alternativa

Hop : ty =1, =5

Hpo t i) — 1, > =5
Antes encontramos que los valores de X;, X, y SI% eran 131.8,135.2y 133.779, respectivamente.

Ya que la hipdtesis nula especifica una diferencia que no es cero entre 4, y f4,, €l término d, de la
ecuacion 6.1 es igualmente distinto a cero y debe incluirse en el cdlculo. Entonces, la t obtenida es

=T T 1) 4208
E(a*@) J132814( L+ L)

El Apéndice B muestra que el valor critico para una prueba t de una cola con 15 + 15 - 2 =28
grados de libertad conducida para o= .05 es 1.701.2 Como la t obtenida de .380 es menor que la
t critica de 1.701, la hipétesis nula no se rechaza. Por lo tanto, no se ha demostrado la equiva-
lencia. |

2Note que la t critica es positiva porque la alternativa especifica que M, — i, es mayor que el valor de-
terminado por la hipétesis nula.
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EJEMPLO 6.4

Utilice los datos de la tabla 6.5 de la siguiente pagina para realizar una prueba de equivalencia de
dos colas con & = .05. Utilice el intervalo de equivalencia El, = —4 y El, = 4. Enuncie las
hipétesis nula y alternativa.

Solucidn Las hipétesis nula y alternativa plantean que

Hog: iy —tp<—dopu — i, 24

Hag: 4 < — i, <4

Serd conveniente para fines de cdlculo ordenar los datos como se muestra en la tabla 6.6 de
la siguiente pagina.
Usando las cantidades de la tabla 6.6,

y n 1
Xx))? (Xxy)?
(Z )
5P = ny+n, -2
(108)2 (102)2
(SOO—T)+(736—T)
N 16+16-2
_ (71.00) + (85.75)

30
=5.225

Asfi, nuestra mejor estimacién de la varianza de la poblacion de la cual se tomaron las dos muestras
es 5.225. Mediante la prueba 1y la ecuacion 6.1 de la pagina 219, t, es

X —X% -8 _ 6.750-6.375-4.000 _ —3.625 _ _ 4,486

\/s% (%J’i) B \/5.225(%%) 808

El Apéndice B demuestra que el valor critico para una prueba t de una cola con 16 + 16 — 2 =30
grados de libertad realizada con o= .05 es —1.697. Se deduce que la hipdtesis nula H : ¢, — i, =4
se rechaza en favor de la alternativa H, : ¢, — i, <4.

Mediante la prueba 2 y la ecuacién 6.1, la t, obtenida es

L=

6.750 —6.375—(—4.0) _ 4375
t = (1] = ehg = 5415
\/' (ﬁ+ﬁ)
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TABLA 6.5: Datos de practica para la prueba de equivalencia de dos colas basada

Métodos relacionados con las diferencias entre medias

en la prueba t de muestras independientes.

TABLA 6.6: Datos de practica ordenados para analisis mediante la prueba de
equivalencia de dos colas basada en la prueba t de muestras independientes.

Grupo 1 Grupo 2
8 8
9 3
5 4
7 10
4 8
4 3
10 5
8 3
3 7
10 9
9 5
7 6
6 6
5 8
6 10
7 7
X, =6.750 X, =6.375

Grupo 1 Grupo 2
X, Xt X, X3
8 64 8 64
9 81 3 9
5 25 4 16
7 49 10 100
4 16 8 64
4 16 3 9
10 100 5 25
8 64 3 9
3 9 7 49
10 100 9 81
9 81 5 25
7 49 6 36
6 36 6 36
5 25 8 64
6 36 10 100
7 49 7 49
> 108 800 102 736

227
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Ya que la t, obtenida es mayor que la t critica de 1.697, se rechaza la hipétesis nula Hy, :
M| — i, = —4 en favor de la alternativa Hy : 1, — i, > —4.

Como ambas, la prueba 1 y la prueba 2, son significativas, la hipétesis nula de equivalencia
se rechaza en favor de la alternativa. De ese modo se establece la equivalencia como se define por
el intervalo de equivalencia. |

6.2.3 Intervalo de confianza para la diferencia entre las medias
de dos muestras independientes

Razonamiento. La prueba t de muestras independientes intenta determinar si existe una
diferencia entre las medias de dos poblaciones (o si la diferencia es de algtin valor determinado).
Una pregunta relacionada y mds informativa es: “;Qué tan grande es la diferencia entre las
medias de poblacién?” Esta diferencia se puede calcular con un intervalo de confianza.

Mediante la aplicacidn, si se asigna al azar a los sujetos a un tratamiento con una de las dos
diferentes sustancias, la prueba t de muestras independientes intenta determinar si existe una dife-
rencia en el efecto producido por las dos sustancias. En contraste, un intervalo de confianza para
la diferencia entre las medias basado en muestras independientes se aboca a la pregunta: “; Qué
tan grande es la diferencia entre los efectos de los dos medicamentos?”

El intervalo de confianza. El intervalo de confianza para la diferencia entre las medias
basado en muestras independientes tiene las siguientes formas para L y U.

L=(F -%)—1s2 [n—11+%) (6.3)

U=(x %)+t s,%(l +L) (6.4)

nom

donde X, X, y SI% son como se definieron antes para la prueba t de muestras independientes, y t es
el valor t apropiado con n; + n, — 2 grados de libertad.

EJEMPLO 6.5

Utilice los datos de la tabla 6.1 de la pagina 216 para formar un intervalo de confianza de dos
colas del 95% para la estimacion de 4, — 4,. Interprete el resultado. Utilice el intervalo obtenido
para realizar una prueba t de dos colas de muestras independientes.

Solucion  Como se calculé previamente en la pdgina 220, X, = 131.8, X, =135.2y S% =132.814.
Entonces, mediante las ecuaciones 6.3 y 6.4

L=(%-%)-t /S%(nlﬁéj

~ ~ B 1,1
=(131.8-135.2) - 2.048 132.814(15+15)

=12.018
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U= (X —X,)+t S%(r}_ﬁ%)

(1318 1,0
— (131.8-135.2) + 2.048 132.814(15+15)
=5.128

Una interpretacioén estrictamente estadistica de este intervalo sostendria que uno puede
afirmar con una confianza del 95% que la diferencia 4, — 4, estd entre —12.018 y 5.218. Desde
el punto de vista de una investigacion, este intervalo sostiene con un 95% de confianza, que el
nivel promedio de presion arterial realizado por los pacientes tratados con la sustancia 1 menos
el nivel promedio de presion arterial de los pacientes tratados con la sustancia 2 estd entre
—12.018 y 5.218. Observe que éste es un resultado insatisfactorio para un investigador que estd
tratando de evaluar la relativa efectividad de las dos sustancias, ya que la diferencia puede ser
negativa (lo que indica una ventaja para la sustancia 1), positiva (lo que indica una ventaja para
la sustancia 2) o cero (indicando que no hay diferencia).

Este intervalo puede usarse para realizar una prueba de dos colas de la hipotesis H : 4, — 4,
=0 mediante el método descrito en el apartado 4.5 de la pagina 152. Por este método, simplemente
hay que ver si el valor determinado por la hipétesis nula estd contenido en el intervalo. Si el valor
nulo estd entre L y U, la hipdtesis nula no se rechaza. De otra forma, se rechaza la hipétesis nula.
En este caso, cero estd entre —12.018 y 5.218 por lo que no se rechaza la hipétesis nula. Este es
el mismo resultado que se obtuvo cuando se realiz6 una prueba t de muestras independientes con
estos mismos datos, en la pagina 220.

Como comparacion, suponga por un momento que el intervalo calculado fuera —10.00 a
—5.00. La conclusion en este caso serfa que la sustancia 1 mantuvo la ventaja sobre la sustancia 2,
en tanto que la presién arterial promedio de los pacientes tratados con este medicamento estaria
entre cinco y 10 puntos por debajo del promedio alcanzado por los pacientes tratados con el me-
dicamento 2. En este caso, una prueba de significancia rechazaria la hipétesis nula porque
el valor determinado por la hipétesis nula (cero) no estd en el intervalo —10.00 a —5.00. Es impor-
tante destacar que, mientras la prueba t de muestras independientes sdlo afirmarfa la superioridad
de la sustancia 1, el intervalo de confianza provee un célculo de la magnitud de esta ventaja.

EJEMPLO 6.6

Utilice los datos en la tabla 6.3 de la pdgina 223, para formar un intervalo de confianza del 95%
de una cola que proporcione un limite superior estimado de la diferencia entre la media de la
escala de puntajes de los sintomas de hombres y mujeres. Interprete el intervalo asi obtenido.
Utilice el intervalo para desarrollar una prueba t de muestras independientes de una cola con
hipétesis alternativa y nula Hy : g4, — 4, =0y Hp @ 1, — 11, <0.

Solucién Como se calculé previamente en la pagina 222, X; = 13.364, X, = 24.800 y
5|23 = 54.956. Entonces, por la ecuacion 6.4 de la siguiente pagina

U = (13.364 — 24.800) + 1.711 /54.956(% + %) = _6.401
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Observe que los grados de libertad asociados con t=1.711 son 11 + 15 -2 =24.

Este intervalo indica, con un 95% de confianza, que la media de la puntuacién de los sintomas
de los hombres menos la media de la puntuacién de los sintomas de las mujeres es cuando mucho
—6.401. Como U es menor que cero, la hipdtesis nula H, : g, — 1, = 0 se rechaza en favor de la
alternativa Hy @ 44, — 44, < 0.3 Como recordard, éste fue el resultado obtenido en la p4gina 222. M

6.2.4 Suposiciones

Las suposiciones subyacentes a la prueba t de muestras independientes, las pruebas de equivalencia
basadas en la prueba t de muestras independientes y los intervalos de confianza para la diferen-
ciaentre las medias de muestras independientes son las siguientes. (1) La suposicién de normalidad
especifica que las muestras provienen de poblaciones normalmente distribuidas. Estos proce-
dimientos generalmente (mas no siempre) son sélidos contra los incumplimientos de esta suposi-
cion y lo son especialmente cuando los tamafios de la muestra son mayores que o iguales a 30 y
son iguales o aproximados. La suposiciéon de homogeneidad de varianza especifica que las dos
muestras provienen de poblaciones que tienen la misma varianza. Siempre que la heterogeneidad
de varianza no sea muy extrema (es decir, 10 a uno), estos procedimientos son generalmente (mas
no siempre) sélidos en las mismas condiciones indicadas con anterioridad para la suposicién
de normalidad. La suposicién de independencia requiere que cada caso en las dos muestras no
esté relacionado con todos los demds casos en las dos muestras.* Los procedimientos tratados
aqui no pueden considerarse sélidos cuando no se cumple la suposicién de independencia.

6.3 METODOS RELACIONADOS CON PROPORCIONES

6.3.1 Una prueba de muestras independientes para la diferencia
entre proporciones

Razonamiento. Suponga que se desea evaluar un programa diseflado para orientar a las adoles-
centes embarazadas sobre una adecuada nutricién durante la gestacién. Como parte de la evalua-
cidn, se asigna al azar a las adolescentes para recibir el programa educacional o no recibirlo. El
resultado de interés es el bajo peso al nacer. La pregunta que nos ocupa es: “;Las adolescentes
embarazadas que reciben orientacion nutricional registran una proporcion de bebés con bajo peso
al nacer diferente de las adolescentes embarazadas que no reciben la orientacién?”

Una estrategia razonable para contestar la pregunta sobre si el programa de orientacién pro-
dujo proporciones de bebés con bajo peso al nacer diferentes, serfa calcular la proporcién de
bebés con bajo peso obtenido en cada uno de los dos grupos y después comparar las dos propor-
ciones para determinar si difieren. En el presente caso, suponga que 314 madres recibieron la
orientacion nutricional, de las cuales 23 tuvieron bebés con bajo peso. En contraste, 39 de las 316
madres en el grupo sin orientacion tuvieron bebés con bajo peso. Asf, la proporcién de bebés con
bajo peso al nacer en el programa nutricional fue p; = 3% =.073, en tanto que en el grupo sin
instruccién fue p, = % =.123. La diferencia entre estas dos proporciones es, entonces, .073 —
.123 = -.050, lo cual indica que el grupo con orientacién tuvo una proporciéon menor de bebés
con bajo peso al nacer.

Existen por lo menos dos explicaciones para esta diferencia. Primero, notamos que cada vez
que asignamos sujetos a los grupos al azar, las proporciones de algunos resultados en los dos

3Debe revisar el apartado 4.5 de la pagina 152 si este resultado no queda claro.
4Véase la seccién 4.3.3 de la pagina 99 para ejemplos y mds detalles.
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grupos muy seguramente diferirdn en alglin grado en casi todas las medidas imaginables. De
hecho, nos sorprenderia encontrar que la proporcion de personas asignadas al azar con un historial
de enfermedades cardiacas fuera .131 en los dos grupos o que las proporciones de fumadores
fuera exactamente la misma.

Asi, aun cuando el programa de orientacion no fuera mejor que el de no orientacién, espera-
riamos ver alguna diferencia en las proporciones de los dos grupos. Entonces, la primera explica-
cién para la diferencia de —.050 que se observé en nuestro estudio (ficticio) es que esta diferencia
surgid, no por alguna diferencia en el efecto del tratamiento administrado, sino por la casualidad
relacionada a la manera en la que se formaron los grupos.

Una segunda explicacién es que la orientacion nutricional que se dio al grupo 1 fue efectiva
al reducir la incidencia de bebés con bajo peso al nacer. Esto explicaria por qué la proporcién en
el grupo 1 fue més baja que en el grupo 2. Pero, ;cudl de estas explicaciones debe creerse? Una
prueba de significancia podria ayudar a decidir el asunto.

Piense en una distribuciéon muestral formada al seleccionar repetidamente una muestra al
azar de cierta poblacion dicotémica, dividiendo aleatoriamente cada muestra en dos muestras
componentes y después calculando la cantidad p; — P,, donde P; y P, son las proporciones de
cierto resultado obtenido de las dos muestras componentes.’ Si este proceso se repitiera muchas
veces, los valores resultantes de p; — p, podrian conformar una distribucién muestral. Es impor-
tante comprender que esta distribucion representa la distribuciéon muestral de p; — p, cuando
ambas muestras provienen de poblaciones que tienen la misma proporcidn. Es claro que si ambas
muestras provienen de la misma poblacidn, entonces, vienen de poblaciones con la misma propor-
cién. Designaremos la proporcion de la poblacion de la cual se tom6 la primera muestra como 7,
y la de la poblacion de la cual se tom6 la segunda muestra como 7,. Como ambas muestras
provienen de la misma poblacion, es claro que 7, = 7,.

Observe que la media de esta distribucién muestral seria cero y que cuanto mds lejanos estén
los valores de p, — p, de cero, menos probable es su ocurrencia. Pero, ;cémo podria usarse esta
distribucidn para ayudar a contestar la pregunta sobre si la diferencia de —.050 entre las proporcio-
nes de bebés con bajo peso al nacer en los dos grupos, se debi6 al hecho de que el programa de
orientacion que se dio al grupo 1 fue efectivo al reducir la incidencia de bebés con bajo peso?

Las dos muestras originalmente se tomaron de una poblacién comun, por lo que 7; = 7,. Si
el programa de orientacion produjera exactamente el mismo resultado que la no orientacion,
entonces serfa cierto que 7z; = 7,. En tales circunstancias no esperariamos que P, — P, estuvie-
ra en una region critica. ;Por qué? Porque la probabilidad de que P; — P, esté en una regién
critica cuando 7; = 7, es solamente.

Pero, ;qué pasaria si la orientacion nutricional fuera mas efectiva que la no orientacién? En
este caso la incidencia de pesos bajos al nacer en el grupo 1 se reduciria por haber recibido el
programa, por lo que el valor absoluto de p; — P, tenderia a ser mayor (m4s alejado de cero) que
en el caso en el que ambas estrategias tuvieran un igual efecto. Por ejemplo, en nuestro estudio
hipotético, p, — p,=.073 —.123 = —.050. Pero, suponga que la orientacién hubiera sido mds efec-
tiva, de tal manera que p; = .011. Entonces, P, — P, = .011 — .123 = —.112. Cuanto mds efectiva
sea la orientacion en comparacién con la no orientacion, p; — p, estard mas abajo de cero y la
probabilidad de que p; — p, se coloque en la region critica inferior serd mayor. ;Qué pasarifa si
la no orientacion fuera superior a la orientacion?

SIgualmente, podemos pensar en las dos muestras componentes simplemente como dos muestras
aleatorias tomadas de una poblacién comun.
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En resumen, no esperamos que p; — p, esté en una region critica cuando los tratamientos
producen el mismo resultado. De hecho, la probabilidad de que esto suceda es solamente ¢. Sin
embargo, cuando los tratamientos producen resultados diferentes, esperamos que el valor de
Py — P, se aleje del cero y vaya hacia una region critica. Es mds, cuando los efectos de los tra-
tamientos difieren no podemos afirmar que 7; = 7,. Mds bien, se debe decir que 7; # 7,.

De lo anterior, cuando p, — p, cae en una regién critica, podemos decir que la diferencia
observada entre estos valores se debi6 a efectos diferenciales del tratamiento y no a la casualidad
de como se formaron los grupos. Ahora veremos cdmo se realiza esta prueba.

La prueba. La hipétesis nula que debe analizarse mediante la prueba Z de muestras inde-
pendientes es a menudo (pero no siempre)

Hy: 7, =7,
o de manera equivalente,
Hy: 7 - 7,=0
La alternativa de dos colas es a menudo (pero no siempre)
Hy:m 27,
o de manera equivalente,
Hy: 7 -7, %0

Las alternativas de una cola son a menudo (pero no siempre) de la forma

Hy: 7 <,
o de manera equivalente,

Hy:m-7m,<0

Hy:m>rx,
o de manera equivalente,
Hy:m - 7,>0

En esencia, la hipétesis nula afirma que no hubo diferencia en los efectos de los tratamientos
administrados en los dos grupos, en tanto que la alternativa de dos colas sostiene que si existe una
diferencia. Las alternativas de una cola especifican la forma de esa diferencia.

Para poder llevar a cabo la prueba de hipétesis, p; — p, no puede referirse directamente a una
distribucién muestral como se describié antes, sino que debe dividirse entre el error estdndar
(véase el denominador de la ecuacion 6.5), lo que significa que el estadistico de prueba se puede
referir a una distribucién normal. El estadistico de prueba se calcula mediante la ecuacion 6.5.

lA’l_ﬁz_5o

[hd | Pl 6.5)
n o)

7=
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En esta ecuacion p, y p, representan la proporcion de éxitos en la primera y segunda muestra,
respectivamente; g, y g, representan la proporcién de fracasos en las dos muestras (esto es,
4,=1- P,y qg,=1-p, yn, yn, representan los tamaiios de las dos muestras. El simbolo &,
representa la diferencia planteada como hipdtesis entre 7, y 7,, que normalmente es cero. No
obstante, como verd en la explicacién de pruebas de equivalencia basadas en la prueba Z de
muestras independientes para la diferencia entre proporciones, éste no siempre es el caso. Cabe
hacer notar que la ecuacién 6.5 nos da una prueba aproximada. Hay una prueba exacta disponible,
pero no la explicaremos aqui.

EJEMPLO 6.7

Utilice la informacién que se dio para el estudio de orientacién nutricional para conducir una
prueba Z de una cola de la hip6tesis nula H, : 77; = 7, contra la alternativa H, : 77, < 7,. (A qué
conclusion lleg6 respecto de la efectividad del programa de orientacién?

Solucion  Como mencionamos antes, 314 madres recibieron orientacién nutricional, de las cua-
les 23 tuvieron bebés de bajo peso. En contraste 39 de las 316 madres en el grupo sin orien-
tacién tuvieron bebés de bajo peso. Asi, P, = 7oy =073, py = 36 =123, g, =1-.073=.927,
gy =1-.123=.877, n, =314 y n, = 316. Entonces, por la ecuacion 6.5 de la pagina anterior

s o =8y _ 073123 _ =050 _ 55
hay N P2ds \/(.073)(.927) 4 (123)(877)  .0236 ’
w T, 314 316

El Apéndice A muestra que el valor critico de una prueba Z de una cola realizada con o= .05
es —1.65, que nos lleva al rechazo de la hipdtesis nula. Podemos concluir, entonces, que el
programa de orientacion fue efectivo al reducir la incidencia de partos de bajo peso. |

EJEMPLO 6.8

Un estudio muestra que 61 de 414 adultos que crecieron en un hogar monoparental reportan
haber sufrido, por lo menos, un incidente de abuso sexual durante la infancia. En contraste, 74 de
501 adultos que crecieron en hogares con ambos padres reportan el mismo abuso. Utilice una
prueba Z de muestras independientes para la diferencia entre proporciones con el fin de probar la
hipétesis nula H,, : 77; = 7, contra la alternativa de dos colas. ;Cudl es su conclusién sobre si exis-
te una d1ferenc1a en proporciones de abuso entre los hogares monoparentales y los hogares con
ambos padres?

Solucion  De lo anterior se sigue que p; = 414 =.147, p, = 501 =.148, ¢, =1-.147= 853,
g, =1-.148 =852, n, =414, y n, = 501. Entonces, por la ecuacién 6.5 de la pagina anterior

s PP =8 _ 147148 _ =001 _ o4
Y (147)(853) | (148)(852) 0235 -
T T, 414 501

El Apéndice A muestra que los valores criticos para una prueba Z de dos colas con = .05 son
—1.96y 1.96, lo que conduce al no rechazo de la hipdtesis nula. Se deduce que no pudimos demostrar
una diferencia entre las proporciones de abusos en los hogares de uno y dos padres. |
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6.3.2 Como establecer la equivalencia por medio de una prueba Z de
muestras independientes para la diferencia entre proporciones

Razonamiento. Como usted sabe, rechazar una hipétesis nula ofrece buena evidencia de que
la hipétesis es falsa. En contraste, no rechazar una hipétesis nula, por lo general, no provee buena
evidencia de que la hipétesis nula es verdadera. En situaciones donde se desea establecer la vali-
dez de la hipdtesis nula debe emplearse una prueba de equivalencia para demostrar que la hipéte-
sis nula es (aproximadamente) verdadera. (Véase el apartado 4.3.6, en la pagina 117).

A veces ocurre que los investigadores quieren establecer que no existe ninguna diferencia
entre los tratamientos, en vez de demostrar que Si existe una diferencia. En tales casos se puede
utilizar una prueba Z de muestras independientes para la diferencia entre proporciones con el fin
de establecer la equivalencia.

Por ejemplo, quizds una compaiifa farmacéutica desee demostrar que una nueva sustancia
disefiada para el tratamiento de la depresion es similar a una antigua versién de la misma en lo
concerniente a la incidencia de un efecto secundario en particular.

La prueba. Usando la notacion de la seccién 4.3.6 de la pagina 117, las hipétesis nula y
alternativa para una prueba de equivalencia de dos colas basada en una prueba Z de muestras
independientes para la diferencia entre proporciones se puede enunciar como

HOE:7Z'1—7[2£E|L07[1—7Z22E|U
Hug: Bl <7 — 7, <El

donde El_y El|; son los extremos inferior y superior del intervalo de equivalencia. En esencia, la
hipétesis nula plantea que la diferencia entre proporciones no reside en el intervalo de equivalencia,
mientras que la alternativa afirma que la diferencia estd en el intervalo. Recordard que la hipdtesis
nula se comprueba realizando dos pruebas de una cola al nivel ¢. Para poder rechazar la hipéte-
sis nula de equivalencia, debe demostrarse que 7, — 7, > El| y que 7, — 7, <El\, lo que significa
que las dos pruebas siguientes deben ser significativas.

Prueba 1 Prueba 2
Hy : 7 —m=El Hy,: 7, — % =El_
HAlzﬂ'l—zz'Z<EIU HA2:7z'1—7r2>EIL

Las hipdtesis nula y alternativa para la prueba de equivalencia de una cola son una de las
siguientes

HOE:ﬂ'l—zzZZEIU
HAE:7rl—ﬂ2<EIU

HOE:7[1—7Z'2SE|L
HAE:7[1—7[2>E|L

La primera hipétesis de equivalencia de una cola mencionada anteriormente se somete a la
prueba 1y, la segunda a la prueba 2.
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EJEMPLO 6.9

Se conduce un ensayo clinico para determinar si la incidencia de efectos secundarios asociados
con una nueva sustancia elaborada para el tratamiento de la depresion es similar a la incidencia
asociada con una antigua versién de la misma. Se determina que las dos sustancias se consideraran
equivalentes en lo que concierne a la incidencia del efecto secundario indicado, si la diferencia
entre las proporciones de los pacientes que estan tomando la nueva sustancia y la anterior, que
experimentan el efecto secundario, estd en el intervalo de equivalencia —.04 a .04. La proporcion
de pacientes que toman la nueva sustancia y que experimentan el efecto secundario es .07,
mientras que para los pacientes que toman la antigua sustancia es .06. Cada grupo se compuso de
100 pacientes. Utilice una prueba de equivalencia de dos colas con &= .05 para determinar esta
resolucién. Comience por enunciar las hipétesis nula y alternativa.

Solucion  Las hipétesis nula y alternativa de equivalencia son como sigue.

Hog: 7 -7, <-040 7, - 7, 2 .04
Hpyp: =04 <7 — 7, < .04

Por la ecuacidn 6.5, la Z obtenida para la prueba 1 es

g _P1mP =8 _ (07-06)-.040 _ 03 _ o
VU [pd, hdy  [(OTX93)  C06X94) 03486
n n, 100 100

Entonces, la Z obtenida para la prueba dos es

_(07-.06)—(-.040) 05
27 [C07)(93) N (06)(94) ~ .03486
100 100

=1.43

Del Apéndice A se puede determinar que el valor critico para la prueba 1 es —1.65 y que para la
prueba 2 es 1.65. Para rechazar la hipétesis nula de equivalencia, ambas pruebas deben ser
significativas. En este caso, ninguna de las pruebas es significativa, lo que nos lleva a no rechazar
la hipétesis nula de equivalencia. Asf que no se pudo establecer la equivalencia. |

EJEMPLO 6.10

Se realiza un estudio para determinar si una férmula para bebés mejorada brinda proteccién
contra una enfermedad comiin de la infancia equivalente a la que obtienen los bebés que toman
leche materna. Se determina que si la proporcién de bebés que toman férmula y que contraen la
enfermedad es mayor, por menos de .03, que la proporcién de bebés que toman leche materna y
que contraen la enfermedad, se declarard la equivalencia. Cincuenta y dos de los 390 bebés
alimentados con férmula contrajeron la enfermedad, en tanto que 94 de los 750 bebés que toman
leche materna contrajeron la enfermedad. Utilice una prueba de una cola con /= .05 para probar
la equivalencia. Declare las hipdtesis de equivalencia nula y alternativa.

Solucion  Si designamos a los bebés alimentados con férmula como el grupo 1, las hipétesis de
equivalencia nula y alternativa se plantean como

Hoe: 7, — 7, > .03

Hpg: 7 - 7, <.03
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De la informacién proporcionada anteriormente, p; = 390 133, p, = 750 =.125, ¢, =
1-.133=.867, g, =1-.125=.875,n, = 390, y n, = 750. Por la ecuacién 6.5 de la pdgina 232,
la Z obtenida para la prueba 1 es

, _P=Pr =8 (133-.125)-.030 ==022 __ 05
| hdr by [CIICSE) | CT25X8T5) 0210~
" n 390 750

Del Apéndice A se puede determinar que el valor critico para la prueba 1 es —1.65, 1o que da
por resultado el no rechazo de la hipétesis nula. Por consiguiente, no se estableci6 la equivalencia
entre la formula para el bebé y la leche materna, en lo que se refiere a la prevencién de la enfer-
medad infantil especificada. |

6.3.3 Intervalo de confianza para una diferencia entre proporciones
basada en dos muestras independientes

Razonamiento. LapruebaZ de muestras independientes para una diferencia entre proporciones
intenta determinar si existe una diferencia entre dos proporciones de poblacién. Una pregunta
relacionada, y por lo comiin mds informativa, es: “;Qué tan grande es la diferencia entre las
proporciones de poblacién?” Esta diferencia se calcula con un intervalo de confianza.

Mediante la aplicacion, si se asigna al azar a los sujetos a un tratamiento con una de las dos
diferentes sustancias, la prueba Z de muestras independientes para una diferencia entre proporcio-
nes intentard determinar si existe una diferencia en el efecto producido por las dos sustancias,
como lo expresa cierto resultado dicotomico. En contraste, un intervalo de confianza para la dife-
rencia entre las proporciones basado en dos muestras independientes se aboca a la pregunta: “; Qué
tan grande es la diferencia entre el efecto de las dos sustancias?”

Elintervalodeconfianza. Elintervalode confianza paraladiferenciaentre las proporciones
basado en muestras independientes tiene las siguientes formas para L y U.

L Pd | P
L=(p —pz)—[z ‘_‘1 2 21 + %( 11 +%)] (6.6)
y
PP Pidy quz (1,1 6.7
U=(p p2)+[Z P 2(n1+n2)j 6.7)

donde p; y p, son las proporciones de éxiAtos en laAs d?S muestrAas, 4,y 4, son las proporciones
defracasos en las dos muestras (es decir,g; = 1 —p;, g, =1 = p,), N; y N, son los respectivos
tamafios de las muestras y Z es el valor Z apropiado para el intervalo especificado.

EJEMPLO 6.11

Una encuesta (ficticia) aplicada a adolescentes de entre 12 y 16 afios de edad reporta que 106 de
299 varones y 66 de 313 mujeres encuestados indican que por rutina fuman tres o mds cigarrillos
al dia. Construya un intervalo de confianza de dos colas del 95% para calcular la diferencia entre
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las proporciones de varones y mujeres en la poblacién que fuma dos o mds cigarrillos al dia.
Utilice este intervalo de confianza para probar la hipdtesis nula H, : 7; = 7, contra la alternativa
7, # 7, con un nivel de significancia de .05. Plantee la razén para su decision considerando la
hipétesis nula.

Solucion  Por las ecuaciones 6.6 y 6.7 de la pagina anterior

A P41 Py
L=(p1—p2)—[Z L 2272 +%(l+in

nm—=1 n,-1 noony
Cmee ot (355)(645) . (2ID(789) , 1 ( L1 )
=(:355-21D (1'96\/ 298 312 22997313
=.070

(355)(645) , (21D(789) , 1( 1 , 1
298 T 312 +§(@+m)j

=(355-.211) +(1.96

=.218

Asi, el intervalo de confianza del 95% es .070 a .218.

Este intervalo puede usarse para realizar una prueba de dos colas de la hipétesis nula H, :
7, — 7, = 0 por el método descrito en el apartado 4.5 de la pagina 152. Mediante este método,
simplemente hay que observar el intervalo para saber si el valor estipulado por la hipétesis nula
estd contenido ahi. Si el valor nulo estd entre L y U, la hipétesis nula no se rechaza. De otra ma-
nera, la hipétesis se rechaza. En este caso, cero no estd entre .070 y .218, por lo que se rechaza la
hipétesis nula. Realizar pruebas de hipétesis de esta forma mediante el uso de las ecuaciones 6.6
y 6.7 puede dar resultados un tanto superiores a los obtenidos mediante la ecuacién 6.5 de la
pagina 232, debido al hecho de que las ecuaciones anteriores pueden aproximarse mds al modelo
de la curva normal [18]. |

EJEMPLO 6.12

En el ejemplo 6.7 de la pagina 233 se llevé a cabo una prueba Z de una cola de muestras inde-
pendientes para la diferencia entre proporciones relacionadas con la evaluacién de un programa
(ficticio) de orientacion nutricional. Se sometié a prueba la hipdtesis nula Hy, : 7; = 7, contra la
alternativa H, : 7, < 7,. En el transcurso de esta prueba descubri6 que p, = .073, p, = .123, ¢,=
927, c}z =.877,n, =314 y n, = 316. Utilice esta informacion para construir un intervalo de con-
fianza de una cola para el limite superior de 7; — 7,. Interprete este intervalo y uselo para realizar
una prueba de significancia similar a la que efectu6 antes. Explique cémo realiz6 la prueba.
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Solucion  Por la ecuacién 6.7 de la pagina 236,

3)(927) | (123)(.877) , 1( 1 1
313 T 315 +§(m+m))

U=(073-.123)+ (1 .65\/ (0.7
— 008

Desde el punto de vista de una investigacidn, este intervalo sostiene, con una confianza del 95%,
que la proporcién de bebés con bajo peso al nacer en el grupo de mamads que recibieron la orien-
tacién estuvo por lo menos .008 por debajo de la del grupo sin orientacién. La hipétesis nula
antes planteada se rechaza porque el extremo superior del intervalo estd por debajo de cero.® W

6.3.4 Suposiciones

Las suposiciones subyacentes a la prueba Z de muestras independientes para la diferencia entre
proporciones, la prueba de equivalencia basada en la prueba Z de muestras independientes para
la diferencia entre proporciones y el intervalo de confianza para una diferencia entre proporciones
basada en dos muestras independientes son esencialmente las mismas que en la prueba aproximada
para una proporcion, que se expusieron en la pagina 116.

6.4 METODOS RELACIONADOS CON LAS TASAS DE RIESGO DE MUESTRAS INDEPENDIENTES

6.4.1 Antecedentes

Como se explicé en el apartado 5.4.1 de la pagina 190, el riesgo de algiin evento en un grupo en
particular es la probabilidad de que el evento le ocurra a un miembro de ese grupo. Usando la
notacion del capitulo 3, el riesgo de un grupo que ha sido expuesto a un agente potencialmente
dafiino (o benéfico) puede ser calificado como P (D | E), que se lee: “La probabilidad de enfer-
medad dada la exposicion”. De igual forma, podemos calificar el riesgo de los sujetos en un
grupo no expuesto como P (D |E), que se lee: “La probabilidad de enfermedad dada la no
exposicion”. Estas dos probabilidades se pueden comparar formdndolas en una tasa de riesgo
como sigue.

_P(D|E)

P |E) 638)

Usted la reconocerd como la ecuacién 3.11 de la pagina 59.8 Si el riesgo de enfermedad® en
los dos grupos es el mismo, la tasa de riesgo es 1, lo que implicaria que no hay relacién entre la
exposicién y la enfermedad. Por otra parte, una tasa de riesgo mayor que 1 implicaria que la ex-
posicion estd asociada con un mayor riesgo de enfermedad que la no exposicion. Se dice que los
riesgos menores que 1 son protectores porque la exposicién implica un riesgo reducido de en-
fermedad. Esto podria ocurrir, por ejemplo, cuando las personas son expuestas a una vacuna.
Como mencionamos previamente, representaremos las formas del pardmetro y el estadistico de
la tasa de riesgo como RR y RR, respectivamente.

6Véase el apartado 4.5 de la pagina 152 si esta explicacién no queda del todo clara.

7Quiz4 desee revisar ese apartado antes de continuar.

8Quizd desee revisar la explicacién al inicio de la pagina 59 en este punto.

9Si bien nos referimos a enfermedad y exposicién en la ecuacién 6.8, los términos son genéricos y
representan cualesquiera que sean las variables examinadas.
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TABLA 6.7: Tabla de dos por dos para datos dicotdmicos dispares.

Enfermedad
si no
si a b
Expuestos
no C d

Serd conveniente referirse a la tabla 6.7 para las siguientes explicaciones. Si bien utilizaremos
los términos genéricos “expuestos” y “enfermedad” para esta tabla, es factible emplear otras va-
riables como “género” y “acceso a servicios médicos”. Un estudio tipico en el que se pueden
emplear tasas de riesgo darfa seguimiento a dos grupos de individuos, uno para quienes hubieran
experimentado alguna forma de exposicién y otro para quienes no hubieran estado expuestos,
para asi determinar entonces si el riesgo de cierto resultado es diferente en los dos grupos. Los
estudios de este tipo se denominan estudios de cohorte potencial.

La tasa de riesgo muestral de muestras independientes se define mediante la ecuacién 6.9,
donde a, b, ¢ y d son las frecuencias de celdas, como se especificé en la tabla 6.7. Observe que el
riesgo para las personas en la primera fila se estd comparando con el de las personas en la segunda
fila. Asi, por ejemplo, una tasa de riesgo calculada de 2.0 indicarfa que las personas en la prime-
ra fila corren el doble de riesgo del resultado especificado que las personas en la segunda fila.
Debe tener esto en cuenta cuando construya tablas para anélisis.

= af(a+b)

6.4.2 Prueba de la hipétesis RR = 1 para muestras independientes

Razonamiento. Volviendo a un ejemplo presentado en el capitulo 5, suponga que se sospecha
que la exposicion a un solvente quimico en particular usado en fébricas incrementa el riesgo de
céncer de vejiga. Para probar esta sospecha, por un tiempo determinado se podria dar seguimien-
to alos trabajadores de cierta industria, que por rutina estdn expuestos al solvente, para determinar
si desarrollan la enfermedad. Con el propésito de lograr comparaciones, se podria dar seguimiento
aun grupo de trabajadores de la misma industria que no estén expuestos al solvente. Después del
periodo de seguimiento, la tasa de riesgo muestral se calcula dividiendo la proporcién de trabaja-
dores que desarrollan la enfermedad entre la proporcién de trabajadores no expuestos que desa-
rrollan la enfermedad. Si los dos riesgos fueran .005 y .001, respectivamente, la tasa de riesgo
serl’a% =5. Esto indica que el riesgo de cancer de vejiga para los trabajadores expuestos es
cinco veces mayor que el de los trabajadores no expuestos. Pero, ;es éste simplemente un resulta-
do de la muestra usada en el estudio? Si se repitiera el estudio con otros trabajadores, ; el resultado
podria ser notablemente diferente? Lo que es mds importante, ;la tasa de riesgo en la poblacion
1 estd indicando que no hay relacion entre la exposicion y la enfermedad (es decir, el riesgo en
los dos grupos es el mismo), o es diferente al que indica que si existe esa relacién? Una prueba
de hipdtesis ayuda a responder esta pregunta.

La prueba. Se puede realizar una prueba de hipdtesis nula RR = 1 contra alternativas de
una cola o de dos colas mediante la ecuacion 6.10 de la siguiente pagina. Las frecuencias a, b, ¢
y d son como se muestran en la tabla 6.7. La hipotética tasa de riesgo de la poblacion estd repre-
sentada por RR,. Puesto que el logaritmo de 1 es cero, la expresion (RR)) puede omitirse cuando
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se esté probando H;, : RR=1.

_ In (RR)-In (RR,)

bla | dlc
a+b ' c+d

(6.10)

EJEMPLO 6.13

Suponga que los resultados del ejemplo del solvente industrial mencionado con anterioridad
hubieran sido los siguientes: 42 de los trabajadores expuestos al solvente desarrollaron cincer de
vejiga y 2,981 no. De los trabajadores no expuestos, 21 desarrollaron la enfermedad y 4,088 no.
Utilice estos datos para calcular e interpretar la tasa de riesgo muestral. Después compruebe la
hipétesis nula H,, : RR =1 contra la alternativa de dos colas.

Solucion  Si se forman los datos en una tabla de dos por dos, tenemos que

Céncer de
vejiga
si no
Expuestos  si 42 2,981
al solvente o 21 4,088

Por la ecuacidn 6.9 de la pagina anterior, la tasa de riesgo muestral es

— al(a+b) 42/(42+2981)

RR = rc+d) = 21721+ 4088) — > /18

Esto significa que el riesgo de cdncer de vejiga entre los trabajadores expuestos al solvente es
2.718 veces mayor que el de los trabajadores que no estuvieron expuestos.
Por la ecuacion 6.10,

_In@®R)-In(RR) _ nQ718)  _ 100 _ 5
- bla _dlc ~ [2981/42 4088721 ~ /023+.047
a+b " c+d 4242981 " 21+4088

El Apéndice A muestra que los valores criticos para una prueba Z de dos colas con &= .05 son
—1.96y 1.96. Como la Z obtenida de 3.78 excede la Z critica de 1.96, se rechaza la hipétesis nula.
Por lo tanto, se concluye que el riesgo para el grupo expuesto es mayor que el del grupo no
expuesto. |

EJEMPLO 6.14

Se realiza un estudio a gran escala para determinar si la ingestion habitual de 4cido félico (vitami-
na By) entre las mujeres en edad reproductiva y con riesgo de tener bebés que presenten espina
bifida reducird el riesgo de esta enfermedad. Con tal fin, se alienta a un grupo grande de mujeres
que han sido valoradas como de alto riesgo a que tomen un suplemento diario de dcido félico. Un
grupo similar de mujeres no recibe esta recomendacion. De los bebés vivos registrados para
el grupo con la recomendacion, se diagnostican 10 con espina bifida y 12,344 que no tienen la
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enfermedad. En contraste, 17 de los bebés nacidos en el grupo sin la recomendacién presentaron
la enfermedad y 11,202 no.

Calcule e interprete la tasa de riesgo para los dos grupos. Compruebe la hipétesis nula H,, :
RR =1 contra la alternativa de una cola H, : RR < I en el nivel .05.

Solucion  Si formamos los datos en una tabla de dos por dos, tenemos que

Espina
bifida
si no
si 10 12,344
no 17 11.202

Recomendacion

Por la ecuacion 6.9 de la pagina 239 la tasa de riesgo muestral es

— al(a+b) _10/(10+12344) _

RR= Tewd) ~ T77a7+11200) — 3%

Esto significa que el riesgo de que un bebé nazca con espina bifida en el grupo “con la recomen-
dacion” es solamente de .534 del riesgo del grupo “sin la recomendacién”. Por la ecuacién 6.10
de la pagina anterior

_InERR-IRR) (34— _
- bla | dic ~ [12344710 4 11202/17 T J100+.059
a+b " c+d 10+12344 T 17+11202

El Apéndice A muestra que el valor critico de una prueba Z de una cola con la alternativa estipulada
conducida con &= .05 es —1.65. Como la Z obtenida de —1.57 no estd en la region critica defini-
da por una Z de —1.65, no se rechaza la hipétesis nula. Como resultado, los investigadores en este
estudio ficticio no pudieron demostrar un efecto protector para las madres con la recomendacién
de incluir 4cido félico en su dieta. ]

6.4.3 Como establecer la equivalencia por medio de la tasa
de riesgo de muestras independientes

Razonamiento. Como sucede con las diferencias entre medias y proporciones, a veces se desea
demostrar que el riesgo asociado con alguna condicion es equivalente al riesgo asociado con
alguna otra condicién. Esto implicaria el uso de una prueba de equivalencia de dos colas basada
en tasas de riesgos. Quizd es mds comun el caso en el cual se desea demostrar que el riesgo
asociado con una condicién no es mayor que el riesgo asociado con otra condicién. Esto implica
una prueba de una cola.

Recordando un ejemplo del capitulo 5, suponga que se pondrd en marcha un programa
disefiado para controlar la mosca de la fruta mediante la aspersion aérea del quimico malatién en
grandes dreas geograficas. Como algunos activistas ambientales han afirmado que esta aspersion
es dafiina para los humanos, se podria disefiar un estudio para demostrar que el riesgo asociado
con la aspersién no es mayor que el riesgo para las personas no expuestas al aerosol. Con este fin,
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los sujetos que viven en una zona recientemente fumigada quiza se sometan a un examen médico
al igual que las personas que viven en una regién que no haya sido fumigada. Cada condicién
examinada se evaltia como presente o no presente en cada sujeto.

El andlisis de los datos recabados muestra que para una condicién especifica (es decir, ritmo
cardiaco elevado), 126 personas en el drea fumigada manifiestan la condicién y 819 no. En el
area no fumigada, 119 residentes manifiestan la condicién y 811 no. Los investigadores someterdn
a prueba la hipétesis nula de que el riesgo en la zona fumigada es mayor que el riesgo en la zona
no fumigada contra la alternativa de que el riesgo en el drea fumigada no es mayor que el de la
zona no fumigada.

(Qué diferencia hay entre el andlisis descrito aqui y uno que someta a prueba la hipétesis
nula de no diferencia en el riesgo contra una alternativa de que el riesgo se eleva en las dreas
fumigadas? ;En donde reside el peso de la prueba en los dos andlisis? Dejaremos que reflexione
sobre esta pregunta. !0

Laprueba. Losintervalos de equivalencia paralas tasas de riesgo, por lo regular, (aunque
no necesariamente) son simétricos respecto a 1.0 en el sentido de que EI}; = ﬁ y viceversa. Asi,

si El|_es .8, El; serfa normalmente% =1.25.
Si se usan los datos de la seccién 4.3.6 de la pagina 117, las hipétesis nula y alternativa para

una prueba de equivalencia de dos colas para tasas de riesgo independientes se pueden enunciar
como

Hog : RR<EI_oRR>EI,
Hpae : El <RR<EI,

donde El| yEl sonlos extremos inferiory superior del intervalo de equivalencia, respectivamente.
En esencia, la hip6tesis nula plantea que la tasa de riesgo no reside en el intervalo de equivalencia,
mientras que la alternativa afirma que la tasa de riesgo estd en el intervalo. Recordard que la hi-
poétesis nula se comprueba realizando dos pruebas de una cola en el nivel ¢. Para rechazar la
hipétesis nula de equivalencia, se debe probar que RR > El| y que RR < El|}, lo que significa que
las dos pruebas siguientes deben ser significativas.

Prueba 1 Prueba 2
H,y, : RR=El Hy, : RR=EI_
H,, : RR<EIl Hp, : RR>El

Las hipétesis nula y alternativa para la prueba de equivalencia de una cola son una de las
siguientes:

Hoe : RR>El
Hag : RR<EI

Hog : RR<EI,
Hag : RR>EI

10No se desaliente si no puede comprender todo. Las pruebas de equivalencia a menudo son un poco
dificiles de comprender. Sélo siga trabajando en ellas.
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La primera hipétesis de equivalencia de una cola enunciada antes se somete a la prueba 1 y la
segunda a la prueba 2.

Las pruebas 1 y 2 se pueden efectuar usando la ecuacion 6.10 de la pagina 240. Un ejemplo
demostrard cémo se logra.

EJEMPLO 6.15

Calcule la tasa de riesgo para los datos del malation que se utilizaron antes. Suponiendo que un
incremento en el riesgo de menos de 1.1 se considera aceptable, realice una prueba de equivalencia
de una cola para demostrar que el incremento en el riesgo es menor que este valor. Enuncie las
hipétesis nula y alternativa de equivalencia e interprete los resultados de la prueba.

Solucion  Es conveniente formar los datos en una tabla de dos por dos como se muestra a conti-
nuacion.
Ritmo cardiaco

elevado
si no
Expuestos al st | 126 819
malation no 119 811

Por la ecuacién 6.9 de la pagina 239, la tasa de riesgo muestral es

— al(a+b) _126/(126+819)

RR = rc+d) ~TI97q9+81D — 042

Puesto que los investigadores intentan determinar si la tasa de riesgo es menor que 1.1, la prueba
serd de una cola con la hipétesis nula de equivalencia

Hye: RR= 1.1
y la alternativa
Hae:RR< 1.1

Si se realiza la prueba 1 por medio de la ecuacién 6.10, tenemos que

_In(RR)~1In (RRy) _In (1.042)~In (1.100) _ .041-.095 _ 456

! bla, dic 810/126 , 8II/II9 /007 +.007
ath T ctd 126+819 " 119+811

Como este valor es mayor que el valor critico de —1.65, la prueba no es significativa. Por lo tanto,
los investigadores no pudieron demostrar que el incremento en el riesgo estuvo dentro del limite
aceptable (es decir, menos de 1.1). |

EJEMPLO 6.16

Utilice los datos de la siguiente tabla para calcular RR. Después, lleve a cabo una prueba de equi-
valencia de dos colas usando un El de .833 a 1.200. Interprete sus resultados.

Resultado positivo
si no
si 301 771
no 345 820

Expuestos
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Solucion  Por la ecuacién 6.9 de la pagina 239, la tasa de riesgo muestral es

=5 _al(a+b) 301/(301+771) _

RR = e+ d) = 3457 (345 +820) — 8

Esto sugeriria que la exposicion da un pequefio efecto protector. Si se conduce la prueba 1 por
medio de la ecuacién 6.10 de la pagina 240, tenemos que

_InRR)-In(RR) I (2718)  _ —053-.182 _ 5,
1= bla _dlc ~ [T71/301 8207345 ~ [002+.002

at+b = c+d 301+771 ° 345+820

Como este valor es menor que el valor critico de —1.65, la prueba 1 es significativa.
Si se realiza la prueba 2 mediante la ecuacion 6.10, tenemos que

_ In(.948)—In (.833) _ —.053—(~.183)

2 7717301, 8207345 —J.002+.002
301+771 T 345+820

=2.06

Como este valor es mayor que el valor critico de 1.65, la prueba 2 es significativa. Como ambas
pruebas son significativas, se rechaza la hipétesis nula de equivalencia. Por lo tanto, concluimos
que la exposicion y la no exposicién producen resultados equivalentes, como lo define el intervalo
de equivalencia. |

6.4.4 Intervalo de confianza para la tasa de riesgo
de muestras independientes

Razonamiento. Antes indicamos (seccién 4.5 en la pagina 152) que se prefieren los intervalos
de confianza a las pruebas de hipdtesis. Asi, en vez de preguntar: “;Es diferente a 1 la tasa de
riesgo de la poblacién?”, planteamos una pregunta mds informativa: “;Cudl es la tasa de riesgo
de la poblaciéon?” Si bien los métodos exactos para construir intervalos de confianza para RR son
problemdticos, se dispone de métodos aproximados bastante simples.

El intervalo de confianza. Los limites inferiores y superiores para la tasa de riesgo de
muestras independientes se pueden obtener por las siguientes ecuaciones.

_ BHy _ bla , dl/c 6.11

L—exp[ln(RR) Za+b+c+d:| (6.11)
y

_ 5 bla , d/c

U= exp [ln (RR)+Z a+b+c+d} (6.12)

Los simbolos exp y In indican, respectivamente, que se deben tomar la exponencial y el logaritmo
naturales de la expresion adjunta, en tanto que, a, b y ¢ son frecuencias en una tabla de dos por
dos, como se discutié previamente en relacién con la tabla 6.7 de la pagina 239. RR es la tasa de
riesgo muestral, como lo define la ecuacion 6.9 de la pagina 239.
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EJEMPLO 6.17

En el ejemplo 6.13 de la pagina 240 se realiz6 una prueba de la hipdtesis nula H, : RR =1 usando
los datos de la tabla dada. Utilice estos datos para construir un intervalo de confianza del 95%.
¢ Qué significa este intervalo? ;Implica este intervalo que la hipétesis nula H, : RR = 1 se recha-
z6? {Qué razones tiene para su respuesta?

Céncer
de vejiga
si no
Expuestos si 42 2,981
al solvente  no 21 4,088

Solucion  Por la ecuacion 6.9, la tasa de riesgo muestral es

Fp_al(ath) _42/(42+2981) _, ..o
= Cl(ctd) _21/7(21+4088) — =

Entonces, por la ecuacion 6.11 de la pagina anterior

expl:ln(RR) Z b+b j_:;}
2981/42 , 4088721
- e"p[ln (2.718)- 196\/43% 2/981+2?§84/088}
= exp[1.000 — 1.96.023+.047 |
= exp[.4811]
= 1.618

Y, por la ecuacién 6.12 de la pagina anterior,

U= exp|In (RR)+Z

b/ d/c
a+b c+d

- exp[ln (2718)+196\/2981/42 4088/21}

42+ 2981 T 21+ 4088

= exp[1.000 +1.961.023+.047 |

= exp[1.519]
= 4.568

De este intervalo podemos concluir que las personas expuestas al solvente estdn entre 1.618
y 4.568 veces mds en riesgo que las personas no expuestas. También podemos concluir que una
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prueba de dos colas de la hipétesis nula RR =1 efectuada con = .05 seria significativa. Llegamos
a esta conclusién observando que el valor nulo de 1.0 no estd en el intervalo.!! |

EJEMPLO 6.18

En el ejemplo 6.14 de la pagina 240 se usaron datos ficticios de un estudio que evaluaba la fun-
cidén del 4cido félico en la prevencién de la espina bifida, para llevar a cabo una prueba de la hi-
potesis nula Hy : RR =1 contra la alternativa H, : RR < 1. Estos datos se dan en la tabla a conti-
nuacién. Utilicelos para construir un intervalo de confianza de una cola del 95% para el limite
superior de la tasa de riesgo de la poblacidn. Use este intervalo para efectuar la prueba antes men-
cionada. ; Cémo justifica este intervalo su conclusiéon?

Espina
bifida
si no
si 10 12,344
no 17 11,202

Recomendacién

Solucion  Por la ecuacién 6.9 de la pagina 239, la tasa de riesgo muestral es

s»_al(a+b) 10/(10+12344)

RR= rcvd) =~ TI7a7+11202) — >4

Y por la ecuacion 6.12 de la pagina 244,

_ B bla  dlc
U= exp[ln(RR)+Z a+b+c+d}

12344 /10 | 11202 /17
= exp[ln (53 +1. 65\/10+ 12344 * 17+11202]
[.

—.627+1.65/.100 +.059 |
exp[.031]
1.031

exp|—

Como el limite superior de 1.031 es mayor que 1, no se rechaza la hipétesis nula. Este es el
mismo resultado obtenido previamente con la prueba de hipdtesis. ]

6.4.5 Suposiciones

Los métodos que se presentan aqui para realizar las pruebas de hipétesis, las pruebas de equiva-
lencia y para construir los intervalos de confianza dependen de una aproximacién a la curva
normal. Los tamafios de las muestras deben ser lo bastante grandes para asegurar que la aproxi-
macion provea resultados suficientemente precisos. Estos procedimientos también requieren la
suposicién de independencia y generalmente no son sélidos ante las violaciones de ésta.

1l'yéase el apartado 4.5 de la pdgina 152, si esta explicacién no es del todo clara.
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6.5 METODOS RELACIONADOS CON RAZONES DE PROBABILIDAD
DE MUESTRAS INDEPENDIENTES

6.5.1 Antecedentes

Otro estadistico, quizds empleado mas comtinmente, usado para relacionar enfermedad y exposi-
cion es la razén de probabilidad. La posibilidad asociada con algin evento en un grupo en par-
ticular es la probabilidad de que el evento le ocurra a un miembro de ese grupo dividida entre la
probabilidad de que el evento no le ocurra a un miembro de ese grupo. Por ejemplo, suponga que
a un grupo de trabajadores industriales se les ha diagnosticado cancer de vejiga. La posibilidad
de que un miembro de ese grupo haya estado expuesto a un solvente industrT'al especifico que se
P (E|D)
P (E|D)’
probabilidad de exposicién dada la enfermedad dividida entre la probabilidad de no exposicién
dada la enfermedad.” Si, por ejemplo, este valor fuera 2.0, dirfamos que la probabilidad de
exposicién al solvente para los trabajadores con cancer de vejiga es del doble de la probabilidad
de que no hayan estado expuestos.

De igual forma, podemos calificar la posibilidad de exposicion al solvente para los trabajado-

sospecha causa cancer de vejiga es, usando la notacién del capitulo 3, que se lee: “La

. o . . . P (E|D)
res en la misma fébrica, que no tienen cdncer de vejiga como W@)
lidad de exposicién dada la no enfermedad dividida entre la probabilidad de no exposicién dada
la no enfermedad.” Si, por ejemplo, este valor fuera .80, dirfamos que la probabilidad de exposi-
cion al solvente para los trabajadores que no tienen cdncer de vejiga es .8 veces la probabilidad
de que no hayan estado expuestos al solvente.

Parece razonable que un investigador en higiene industrial quiera comparar las posibilidades
de que un trabajador con cédncer de vejiga haya estado expuesto al solvente contra las posibili-
dades de que un trabajador que no tiene cdncer de vejiga haya estado expuesto al solvente. Si la
posibilidad de exposicidn para los trabajadores con cancer de vejiga es mayor que la posibilidad
para los trabajadores que no tienen cancer de vejiga, la implicaciéon puede ser una asociacion
entre exposicion al solvente y cancer de vejiga. Hay diferentes formas de hacer una compara-
cién entre las dos posibilidades, incluyendo el cédlculo de la diferencia por simple sustraccidn.
Una manera utilizada con frecuencia para comparar las dos posibilidades es formarlas en un co-
ciente denominado razon de probabilidad (odds ratio, que también se traduce como razén de
oportunidades, razéon de momios, razén de posibilidades y oportunidad relativa), que se define
por la ecuacién 6.13. Tome en cuenta que

, que se lee: “La probabi-

P (E|D)
_ P(EID)
~ P (E|D)

P (E|D)

OR

lo que se simplifica en

P (E|D) P (E|D)

OR=—— —
P (E|D) P (E|D)

(6.13)

La ecuacién 3.12 de la pagina 6012 expresa la posibilidad de enfermedad para los grupos
expuesto y no expuesto, en tanto que la ecuacién 6.13 expresa la posibilidad de exposicién para
los grupos con y sin enfermedad. Ambas formas son utilizadas por los investigadores.

12En este punto quizé desee revisar la informacién de la pagina 60.
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TABLA 6.8: Orden tipico de los datos para el estudio cohorte potencial de muestras independientes.

Enfermedad
si no
si a b
Expuestos
no C d

TABLA 6.9: Orden tipico de los datos para el estudio de control de caso de muestras independientes.

Expuestos
si no
a b
Enfermedad
no C d

Seri 1itil distinguir entre dos formas generales de disefios de investigacién!'? con los que

normalmente se emplea la razén de probabilidad. En el apartado 6.4.2 vimos un ejemplo en el
que durante cierto tiempo se dio seguimiento a un grupo de trabajadores que por rutina estaban
expuestos a un solvente, asi como a trabajadores que no estaban expuestos, con el fin de determinar
cudles desarrollaban cdncer de vejiga. La razén de probabilidad calculada para este disefio
expresaria la posibilidad de enfermedad (cancer de vejiga) para los grupos de trabajadores ex-
puestos (al solvente) y no expuestos. Los disefios de este tipo en los que sujetos expuestos y no
expuestos son estudiados por algin tiempo para determinar quién desarrolla la enfermedad se
denominan disefios de cohorte potencial. Los datos de este tipo de disefio normalmente se orde-
narfan para andlisis como aparecen en la tabla 6.8.

En contraste, en esta seccién vimos un ejemplo en el que se comparaba a trabajadores que ya
habian desarrollado la enfermedad (cdncer de vejiga) con trabajadores que no habian desarrolla-
do la enfermedad. La razén de probabilidad calculada para este disefio expresaria la posibilidad
de exposicién (al solvente) para los trabajadores con la enfermedad (cdncer de vejiga) y sin ella.
Los disefios de este tipo, en los que se hacen comparaciones entre sujetos que ya tienen la enfer-
medad y sujetos que no la tienen para asi determinar quién tiene una mayor exposicion, se deno-
minan disefios de control de caso. Los datos de este tipo de disefio normalmente se ordenarian
para andlisis como se presentan en la tabla 6.9.

Para la siguiente explicacion, supondremos que se estd discutiendo un estudio de control de
caso; aunque con las debidas sustituciones de exposicién por enfermedad y viceversa, los
comentarios se aplican igualmente en los estudios de cohorte potencial.

Si la posibilidad de exposicién!# en los dos grupos es la misma, la razén de probabilidad es
1, lo que implicaria que no existe relacion alguna entre enfermedad y exposicion. Por otra parte,
una razén de probabilidad mayor que 1 implicaria que la enfermedad estd asociada con una ma-
yor exposicion que la ausencia de enfermedad. Los cocientes menores de 1 se denominan protec-
tores porque enfermedad implica menos exposicion que la ausencia de enfermedad. Esto podria
ocutrir, por ejemplo, cuando las personas con la enfermedad tienen menos exposicién a un suple-
mento vitaminico diario que las personas sin la enfermedad. Representaremos las formas de pa-
rametro y estadistica de la razén de probabilidad como OR y OR, respectivamente. La razén de

13Estos s6lo son dos de entre muchos disefios.
145i bien nos referimos a exposicién y enfermedad en la ecuacién 6.13, los términos son genéricos y
representan cualesquiera variables que se estén representando.
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probabilidad muestral de muestras independientes se define por la ecuacién 6.14. Observe que

a
OR=1%
c
d
lo que se simplifica
OR = % (6.14)

donde a, b, ¢ y d son como lo muestran las tablas 6.8 y 6.9 de la pagina anterior.

6.5.2 Prueba de la hipétesis OR= 1 para muestras independientes

Razonamiento. Como en la situacion anterior, suponga que se sospecha que la exposicién a
cierto solvente quimico que se usa cominmente en la manufactura incrementa el riesgo de cancer
de vejiga. Para probar esta sospecha, se interroga a los trabajadores de una industria en particular
a los que se les ha diagnosticado cancer de vejiga sobre si su trabajo implicaba la exposicion al
solvente. De igual manera, también se interroga a un grupo de trabajadores en la misma industria
que no tienen la enfermedad en relacién con la exposicion a esa sustancia.

Con este dato, la razén de probabilidad puede calcularse mediante la ecuacion 6.14. Si este
cociente fuera 5.0, por ejemplo, la indicacion seria que la posibilidad de exposicién al solvente
para los trabajadores con céncer de vesicula es cinco veces la de los trabajadores libres de cancer.
Pero, ;éste es simplemente un resultado de la muestra especifica usada en el estudio? Si el estudio
se repitiera con otros trabajadores, ;el resultado seria notablemente diferente? Lo que es mds im-
portante, ;la razén de probabilidad en la poblacién 1 estd indicando que no existe relacion alguna
entre enfermedad y exposicién (es decir, la posibilidad en los dos grupos es la misma), o es dife-
rente a 1, indicando que si existe esa relacion? Una prueba de hipdtesis ayudard a responder esta
pregunta.

La prueba. Por medio de la ecuacién 6.15 se puede realizar una prueba de la hipétesis
nula OR = 1 contra las alternativas de una cola o de dos colas. Las frecuencias a, b, c y d en esta
ecuacion son como se muestra en las tablas 6.8 y 6.9 de la pagina anterior. La razén de probabilidad
planteada como hipdtesis para la poblacién se representa por O R,. Como el logaritmo de 1 es
cero, se puede omitir la expresién In(O R;)) cuando se esté probando Hy : OR = 1.

- In (OR) - In (O Ry)

- T, 1. 1.1
\/a+b+c+d

(6.15)

EJEMPLO 6.19

Suponga que en el estudio sobre el cdncer de vejiga examinado con anterioridad, 13 de los traba-
jadores que tenian cdncer de vejiga estuvieron expuestos al solvente y 56 no. De los trabajadores
sin cdncer de vejiga, cuatro habian estado expuestos al solvente y 65 no. Use este dato para
calcular la raz6n de probabilidad muestral. ;Qué significa este cociente? Utilice la ecuacién 6.15
para probar la hipdtesis nula OR = 1. Interprete sus resultados.

Solucién  Por conveniencia, los datos se ordenaron en una tabla de dos por dos, como se muestra
en la tabla 6.10.
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TABLA 6.10: Datos de un estudio de control de caso que relacionan el cancer
de vejiga con la exposicién al solvente.

Expuestos
el solvente

si no
Céncer de si 13 56
vejiga no 4 65

De la ecuacién 6.14 de la pagina anterior

_ (I3)(65)

OR= 492 - 36)d)

=3.772

Esto significa que la posibilidad de exposicién al solvente para los trabajadores con cancer de
vejiga fue 3.772 veces la de los trabajadores que no padecen la enfermedad.
Por la ecuacion 6.15 de la pagina anterior,

_InOR-In©OR) G772 _138 _,,,

\/1+ +141 \/13+—+ +i 600

Los valores criticos para una prueba Z de dos colas conducida con &= .05, como se reporté en el
Apéndice A, son 1.96 y —1.96. Como el valor Z obtenido de 2.21 excede 1.96, se rechaza la hip6-
tesis nula. Por consiguiente, se concluye que la razén de probabilidad de la poblacién es mayor
que 1, lo que indica que los trabajadores con cancer de vejiga tienen una posibilidad mayor de
haber estado expuestos al solvente que los trabajadores que no tienen la enfermedad. |

EJEMPLO 6.20

En el ejemplo 6.14 de la pagina 240 usamos los datos de la siguiente tabla para evaluar la relacion
entre la ingestion de 4cido félico y la espina bifida. Encontramos que la razén de probabilidad
muestral fue .534. Una prueba posterior de la hipétesis nula H, : RR = 1 no fue significativa.
Utilice este dato para calcular e interpretar la razén de probabilidad muestral. Realice una prueba
de la hipétesis nula H, : OR = 1 contra la alternativa H, : OR < 1 en el nivel .05. Interprete los
resultados de esta prueba.

Espina
bifida
si no
. si 10 12,344
Recomendacion
no 17 11,202
Solucion  Por la ecuacidn 6.14 de la pagina anterior
OR— _ (10)(11202) ~ 534

= (12344)(17)
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Observe que se acerca mucho al valor obtenido para RR. Es lo que normalmente ocurre cuando
se trata de alguna enfermedad inusual. Entonces, por la ecuacion 6.15 de la pagina 249,

_In(OR) - In (ORy) In (.534) _ =627 _ | 57
1= 1. 1.1, 1  [1 1 1 T~ 399 =
\/5+E+Z+E \/ﬁ+12344+ﬁ+11202

El valor critico para una prueba Z de una cola realizada cona = .05, como se reportd en el
Apéndice A, es —1.65. Ya que el valor Z obtenido de —1.57 es mayor que este valor critico, no se
rechaza la hipétesis nula. Por consiguiente, no pudimos demostrar un efecto protector para las
madres a las que se les alenté a incluir 4cido félico en su dieta. |

6.5.3 Como establecer la equivalencia por medio de la razon de
probabilidad de muestras independientes

Razonamiento. Como en el caso de las diferencias entre medias, las diferencias entre propor-
ciones y las tasas de riesgo, a veces se desea demostrar que la posibilidad asociada con alguna
condicidn es equivalente a la posibilidad asociada con alguna otra condicién. Esto implicaria el
uso de una prueba de equivalencia de dos colas basada en razones de probabilidad. Quizéd es mds
comtin el caso en el cual se desea demostrar que la posibilidad asociada con una condicién no es
mayor que la posibilidad asociada con otra condicién. Esto implica una prueba de una cola.

Suponga, por ejemplo, que epidemiélogos militares realizardn un estudio para evaluar la
relacion entre cierta enfermedad cutdnea que aflige a algunos miembros del personal de una base
militar y la exposicién a una municién en particular. Después de la debida consideracion, se de-
termina que el estudio debe intentar demostrar que la posibilidad de exposicioén a la municién
para el personal con la enfermedad cutdnea no es mayor que la posibilidad para otros miembros
del personal de la base que no padecen le enfermedad. También se determina que una razén de
probabilidad menor a 1.1 bastard para demostrar que la posibilidad de exposicidon para las
personas con la enfermedad no fue mayor que la posibilidad de las personas sin la enfermedad.

Note que en un estudio estdndar (es decir, de no equivalencia) el peso de la prueba seria
demostrar que la exposicién fue mayor, mientras que en este estudio la intencién es demostrar
que la exposicién no fue mayor. De cierta manera, el estudio estindar supondria que la municién
es segura hasta probar que es insegura, mientras que el estudio de equivalencia supone que la
municién es insegura hasta que se demuestre que es segura. La diferencia entre los estudios
estandar y de equivalencia no siempre es facil de comprender, pero la distincién es lo suficiente-
mente importante para justificar el esfuerzo que se necesita para hacer que sea clara.

La prueba. Como ocurre con las tasas de riesgo, los intervalos de equivalencia para las
razones de probabilidad, por lo regular, pero no necesariamente, son simétricos respecto a 1.0 en
el sentido de que El,; = i y viceversa. Asi, si El| es .8, EIU normalmente serl'a% =1.25.

Usando la notacion de la seccién 4.3.6 de la pagina 117, las hipdtesis nula y alternativa para
una prueba de equivalencia de dos colas para las razones de probabilidad de muestras indepen-
dientes se enuncian como

Hoe: OR<El_ o ORXEI,
Hpe : ElL <OR<EI

donde El| y El; son los limites inferior y superior del intervalo de equivalencia. En esencia,
la hipétesis nula plantea que la razén de probabilidad no reside en el intervalo de equivalencia
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y la hipétesis alternativa afirma que la razén de probabilidad estd en el intervalo. Como recordard,
la hipdtesis nula se comprueba efectuando dos pruebas de una cola en el nivel ¢. Para poder
rechazar la hipétesis nula de equivalencia, debe demostrarse que OR > El| y que OR < Elj, lo
que significa que ambas pruebas siguientes deben ser significativas.

Prueba 1 Prueba 2
Hy, : OR=El Hgp, : OR=EI_
Ha; : OR<El Ha, : OR > El

Las hipétesis nula y alternativa para la prueba de equivalencia de una cola son una de las
siguientes:

Hog : OR > EI,
Hpae : OR <El,

Hog : OR <EI,
Hpg : OR> EI|

La primera hipétesis de equivalencia de una cola enunciada antes se somete a la prueba 1 y la
segunda a la prueba 2.

EJEMPLO 6.21

Calcule la razén de probabilidad para los datos sobre la enfermedad cutdnea contenidos en la si-
guiente tabla. Suponiendo que una razén de probabilidad de menos de 1.1 serfa aceptada para
demostrar que la posibilidad de exposicién del personal con la enfermedad no fue mayor que
la posibilidad de exposicion del personal sin la enfermedad, realice una prueba de equivalencia
de una cola para demostrar que la razén de probabilidad es menor que este valor. Enuncie las
hipétesis nula y alternativa de equivalencia e interprete los resultados de la prueba.

Expuestos
a la municién
si no
Enfermedad si 126 819
cutdnea no 119 811

Solucidon  Por la ecuacién 6.14 de la pagina 249, la raz6n de probabilidad muestral es

— ad (126)811)
OR = =®10)119) — 048

Las hipétesis nula y alternativa para la prueba de equivalencia de una cola son:

Hog : OR> 1.1
Hpe: OR< 1.1



Seccién 6.5 Razones de probabilidad de muestras independientes 253

Entonces, al efectuar la prueba 1 mediante la ecuacién 6.15 de la pagina 249,

I (OR)-In(ORy) Inql. 048) —1n (1.100) _ —.048
1= 11,1, 1 1 T~ .137
Jitstiti \/126 s19+ 119 + 811
Como ese valor es mayor que el valor critico de —1.65, no se rechaza la hip6tesis nula. Por lo tanto,

los investigadores no pudieron demostrar que la posibilidad de exposicién para el personal con la
enfermedad cutdnea no es mayor que la posibilidad para el personal sin la enfermedad. |

=-.350

EJEMPLO 6.22

Utilice los datos de la siguiente tabla para calcular OR. (Qué significa ese cociente? Después,
lleve a cabo una prueba de equivalencia de dos colas usando un El que va de .833 a 1.200.
Interprete sus resultados.

Variable 2
si no
. si 48 12
Variable 1
no 24 6

Solucién  Por la ecuacién 6.14 de la pagina 249, la razén de probabilidad muestral es

_ (48)(6)

OR =4 = in0h

=1.000
Este cociente indica que la posibilidad de un “si” para la variable 2 es la misma para los que tie-
nen un “si” para la variable 1, asi como para los que tienen un “no” para la variable 1. Podemos
mover el ejemplo de lo abstracto a una forma mds concreta si sustituimos “enfermedad” por la
variable 1 y “exposiciéon” por la variable 2. Ahora podemos interpretar que el cociente indica que
las posibilidades de exposicion son las mismas para aquellos con enfermedad y sin enfermedad.
La prueba de equivalencia de dos colas se realiza mediante la prueba 1y la prueba 2, como
se efectud en la ecuacién 6.15

I (OR)- In(ORy) _1n (1.000)—In (1.200) _—.183

= - = =-.327
1 1,1 1,1 T 11 1 559
Jathtity Vit torte
y
ln(1000)—ln(833)_.182__
Zy= T 550 20

\/48+ +ortg

Del Apéndice A se puede ver que los valores criticos para la prueba 1 y la prueba 2 son —1.65 y
1.65, respectivamente. Como ninguna de estas pruebas es significativa, no se rechaza la hipétesis
nula de equivalencia. Recordard que ambas pruebas deben ser significativas para que se rechace
la hipétesis nula. Por lo tanto, no pudimos establecer la equivalencia en este caso. |
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6.5.4 Intervalo de confianza para la razén de probabilidad
de muestras independientes

Razonamiento. Antes indicamos (apartado 4.5 en la pagina 152) que, generalmente, se prefie-
ren los intervalos de confianza a las pruebas de hipétesis. Asi, en vez de preguntar: “;Es la razén
de probabilidad de la poblacién diferente de 1?7, una pregunta mds informativa es: “;Cudl es la
razén de probabilidad de la poblaciéon?”” Mientras que los métodos exactos para construir interva-
los de confianza para OR son problemadticos, existen métodos aproximados suficientemente
simples.

El intervalo de confianza. Los limites inferior y superior para la raz6n de probabilidad de
muestras independientes se pueden obtener mediante las siguientes ecuaciones.

_ oRy_7 (Lo 1. 1.1
L= exp[ln(OR) Z a+b+c+d] (6.16)

_ o+ 7 [Tyl 1,1 6.17
U—exp[ln(OR)+Z a+b+c+d] ( )

Los simbolos exp y In indican, respectivamente, que se deben tomar la exponencial y el logaritmo
naturales de la expresién adjunta, en tanto que @, b, ¢ y d son frecuencias en una tabla de dos por
dos, como se explicé previamente en relacion con las tablas 6.8 y 6.9 de la pagina 248. OR esla
raz6n de probabilidad muestral, como lo define la ecuacién 6.14 (pdgina 249).

EJEMPLO 6.23

En el ejemplo 6.19 de la pagina 249 usamos los datos de la tabla 6.11 de la pagina siguiente para
llevar a cabo una prueba de dos colas de la hipétesis nula H,, : OR = 1. Utilice este dato para cons-
truir un intervalo de confianza de dos colas del 95% para el célculo de OR. ;Qué significa este
intervalo? ;Este intervalo implica que la hipdtesis nula H, : OR = 1 se rechaz6? ;Cudl fue la ra-
zOn para su respuesta?

Solucién  Por la ecuacién 6.14 de la pagina 249, la razén de probabilidad muestral es

_ (13)(65)

OR= 42 - “Bo)@d)

=3.772

Entonces, por las ecuaciones 6.16 'y 6.17

b

1. 1 1,1
exp[ln(3772) 1.96 3 % T @}

exp [1.328 —1.96 (.600)]
exp [.152]
1.164

- exp[ln(OR) z l+1+1+511]
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TABLA 6.11: Datos de un estudio de control de caso que relacionan el cancer
de vejiga con la exposicién al solvente.

Expuestos
el solvente

si no
Céncer de si 13 56
vejiga no 4 | 65

_ OR) 1,1, 1,1
U= exp[ln(OR)+Z a+b+c+d}

_ 1.1 1. 1
= exp[ln (3.772)+1.96 13+56+4+65]

= exp [1.328 +1.96 (.600)]
= exp [2.504]
= 12.231

Asi, podemos tener un 95% de confianza de que las posibilidades de enfermedad para las personas
expuestas al solvente son entre 1.164 y 12.231 veces las de personas no expuestas.

A partir de este intervalo podemos afirmar que una prueba de dos colas de la hip6tesis nula
H, : OR =1 serfa rechazada. Esto se deduce del hecho de que el valor estipulado por la hipdtesis
nula, 1 en este caso, no esta en el intervalo. | |

EJEMPLO 6.24

En el ejemplo 6.20 de la pagina 250 usamos datos ficticios de un estudio que evaluaba la funcién
del 4cido félico en la prevencion de espina bifida para desempefiar una prueba de la hip6tesis nula
Hy: OR =1 contra la alternativa H, : OR < 1. Estos datos se presentan en la tabla a continuacion.
Utilice estos datos para construir un intervalo de confianza de una cola para el limite superior de
la raz6n de probabilidad de la poblacién. Utilice este intervalo para realizar la prueba que aqui se
menciona. ;C6émo justifica este intervalo su conclusién?

Espina
bifida
si no
. si 10 12,344
Recomendacién
no 17 11,202

Solucion  Por la ecuacion 6.14 de la pagina 249, la razén de probabilidad muestral es

. ad (10) (11202)
OR =bc = a3aa) (17) >4



256 Capitulo6

Métodos para dos muestras independientes

Entonces, por la ecuacién 6.17 de la pagina 254,

_ OR) 1 1. 1.1
U= exp[ln(OR)+Z a+b+c+d}

1. 1 . 1. 1
exp[ln (534)+ 1.65\/m+ ka7, ]202}

exp [—.627+1.65 (.399)]
exp [.031]
1.031

Este limite superior indica que la posibilidad de tener un bebé afectado por espina bifida para las
madres a quienes se les recomendé que incluyeran dcido félico en su dieta es 1.031 0 menos
veces la de las madres que no recibieron esta recomendacién. Como el limite superior de 1.031
es mayor que 1, no se rechaza la hipétesis nula. Este es el mismo resultado obtenido previamente
con la prueba de hipétesis. u

6.5.5 Suposiciones

Los métodos que se presentan aqui para realizar las pruebas de hipdtesis, las pruebas de equiva-
lencia y para construir los intervalos de confianza dependen de una aproximacién de la curva
normal. Los tamafios de las muestras deben ser lo bastante grandes para asegurar que la aproxi-
macién provea resultados suficientemente precisos. Estos procedimientos también requieren la
suposicion de independencia, y generalmente no son sélidos ante las violaciones de ésta.

6.5.6 Como estimar el riesgo de enfermedad a partir
de datos de un control de caso

En las paginas 239 y 248 hablamos brevemente de dos disefios de estudio comunes, los estudios
de cohorte y de control de caso. Posteriormente, usamos estos disefios para demostrar el calculo
y la interpretacién de la tasa de riesgo y la razon de probabilidad. En esta secciéon hacemos mas
comentarios respecto del uso de estos estadisticos en relacion con datos recabados en el contexto
de los estudios de control de caso.

Como recordard, en los estudios de control de caso se compara a los sujetos con enfermedad
con los sujetos sin enfermedad en cuanto a su exposicion a algtin factor de riesgo. Estos tipos de
estudios normalmente se llevan a cabo mds facilmente que los estudios de cohorte, los cuales
requieren dar seguimiento por un tiempo a los sujetos con y sin exposicion a algin factor de
riesgo para determinar cudles manifiestan alguna enfermedad. No obstante, una deficiencia de los
estudios de control de caso es que, aunque permiten evaluar el riesgo o la posibilidad de exposi-
cién, no se puede determinar el riesgo de enfermedad. El riesgo de enfermedad, a menudo, es de
interés primordial paralos investigadores de las ciencias de la salud. En esta seccién demostraremos
por qué el riesgo de enfermedad no puede determinarse directamente de los estudios de con-
trol de caso y mas adelante se mostrard que, en ciertas condiciones, es posible obtener un estimado
de la tasa de riesgo para la enfermedad en los estudios de control de caso mediante el uso de la
razén de probabilidad.

Para facilitar la explicacion, supongamos que las celdas de la tabla 6.12 de la siguiente pagina
contienen frecuencias de poblacion para exposicién y enfermedad. Para distinguir estas celdas de
frecuencias de poblacién de las frecuencias de la muestra, a, b, ¢ y d, usaremos las denominaciones
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TABLA 6.12: Tabla de contingencia de la poblacién de la relacién entre expo-
sicion y enfermedad.

Enfermedad
si no
si A B
Expuestos
no C D

correspondientes A, B, C y D. Usando esta notacidn, el riesgo de enfermedad para los sujetos
expuestos es la proporcién de los sujetos expuestos en la poblacion que tienen la enfermedad o

_A
A+ B

De igual forma, el riesgo de enfermedad en el grupo no expuesto es

_C_
C+D

De ello, se sigue que

C+D

Es claro que para determinar RR, debemos ser capaces de calcular la proporcién de sujetos
en los grupos expuesto y no expuesto que tienen la enfermedad. Esto implica que los datos de la
muestra deben ser representativos de los grupos expuesto y no expuesto en la poblacién. Pero, en
un estudio de control de caso, el investigador Selecciona el niimero de personas que tienen y no
tienen la enfermedad. Esto significa que el investigador fija la proporcién de personas con o sin
enfermedad en los grupos expuesto y no expuesto. Esto, desde luego, es inaceptable para calcular
la posibilidad y el riesgo de enfermedad. El método mas efectivo para calcular la posibilidad y el
riesgo de enfermedad es obtener muestras aleatorias de miembros expuestos y no expuestos de la
poblacion.

Entonces, de manera ideal, deseariamos muestrear aleatoriamente a sujetos expuestos y no
expuestos de la poblacion para calcular RR para enfermedad. Pero, ;qué pasaria en un estudio de
control de caso? Como recordard, en este ejemplo se selecciona a los sujetos no con base en la
exposicién/no exposicion, sino con base en el estatus de enfermedad/no enfermedad. Mientras
que una muestra aleatoria de sujetos con y sin enfermedad permitiria cdlculos del riesgo de
exposicién en estos dos grupos, las muestras resultantes no proveerian informacién alguna
respecto del riesgo de enfermedad en los grupos expuesto y no expuesto. Como estos datos
permiten el cédlculo del riesgo en los grupos enfermedad/no enfermedad, podemos estimar el
riesgo de exposicion, pero no el de enfermedad.

Sin embargo, observe que cuando la enfermedad es inusual, A y C son pequefias en compara-
cién con B y D. Esto implica que

_A A
A+B B
y
c __C
CcC+D D
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(El simbolo = se lee “es aproximadamente igual a”.) Asi, cuando la enfermedad es inusual,

A A
RR= A+B ~ B — AD
c ¢ BC
c+D D
La expresion
AD
BC

es la razén de probabilidad de la poblacion, que se estima por la razén de probabilidad muestral.
Todo esto implica que, cuando la enfermedad es inusual, la razén de probabilidad muestral para
la enfermedad puede usarse para calcular la tasa de riesgo de enfermedad de la poblacién. Por
ejemplo, si A =100, B=5,000,C =75y D =4,900,

100
_ T00+5000 . (100) (4900) _
RR = =5 1.30 = —(5000) ) - 1.31
75+4900

Muchas de las situaciones relacionadas con el uso de tasas de riesgo y razones de probabilidad
para el andlisis de datos recabados en diversos contextos de investigacion van mas alld del alcance
de este libro. Para més detalles, es recomendable consultar textos de investigacion epidemioldgica
como Breslow y Day [5] o Lilienfeld y Lilienfeld [31].

PALABRASY FRASES CLAVE

Al terminar de leer este capitulo, usted estard familiarizado con las siguientes palabras y frases:
equivalencia de 4, y i, 224 Py — D231

equivalencia de posibilidades 251 posibilidad 247

equivalencia de riesgo 241 prueba para 7, — 77, 230

equivalencia para 7; y 7, 234 prueba para OR =1 249

estudio de cohorte potencial 239, 248 prueba paraRR =1 239

estudio de control de caso 248 razén de probabilidad 247

exposicién protectora 238, 248 riesgo 238

homogeneidad de varianza 230 RR y OR cuando la enfermedad es inusual 258
IC para u, — 1, 228 S,% 219

IC para 7, — 7, 236 suposicién de normalidad 230

IC para OR 254 tasa de riesgo 238

IC para RR 244 X, — X, 217

My =t 215
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Ejercicios 259

6.1

6.2

Se realiza un estudio para determinar si los nifios que
viven en un radio de una milla cerca de un restaurante
de comida rdpida tienen un indice promedio de masa
corporal més alto (IMC) que los nifios que no viven
tan cerca. Como regla, las categorias IMC representan
lo siguiente: 18.5 o menos = bajo peso, 18.5 a 24.9 =
normal, 25.0 2 29.9 = sobrepeso y 30.0 o mds significa
obesidad. Los datos se presentan a continuacion.
Realice una prueba de la hipétesis g, = i, contra la
alternativa 4, > i, en el nivel de .05 de significancia.
Denomine el grupo “en un radio de una milla” como el
grupo 1. ;A qué conclusion llega respecto de esta
pregunta?

Grupo Grupo
uno dos
26.2 25.9
24.5 20.1
20.0 222
30.2 29.7
28.4 28.0
18.6 29.4
21.5 20.2
21.7 20.7
29.9 26.3
18.3 18.2

Suponga que se descubre que una escuela primaria ha
sido construida cerca del lugar de una fabrica de
sustancias quimicas desaparecida hace tiempo. Ahora,
se sospecha que las sustancias producidas por la fabri-
ca causan problemas respiratorios complejos. El conse-
jo de la escuela debe probar que el terreno es seguro en
cuanto a la salud del aparato respiratorio se refiere.

Como parte de su estudio, el consejo envia una lista de
30 sintomas respiratorios a todos los alumnos que asis-
tieron a la escuela primaria durante cuatro afios 0 mas
y que ahora tienen 30 afios o mds. La misma lista se
envia a un grupo de antiguos estudiantes que cumplen
con las mismas caracteristicas en lo que se refiere a
asistencia a una escuela primaria, pero sin que esta
ultima estuviera cercana al lugar de la planta quimica.
Se determina que si se puede demostrar que la media
de los sintomas marcados por el grupo que asistié a
la escuela en cuestion es mayor por menos de dos
que la media marcada por los alumnos de la escuela

6.3

6.4

6.5

control, la escuela sospechosa serd considerada segura
en lo concerniente a sintomas respiratorios.

A continuacién se dan las respuestas de los asistentes
de ambas escuelas. Denomine a los asistentes de la es-
cuela sospechosa como el grupo 1.

Grupo Grupo

uno dos
6 12

4 1
20 22
17 19
9 3

2 0

8 5
14 9
12 11
0 15
24 5
8 17

a) Realice una prueba de equivalencia para cumplir
con la responsabilidad dada al consejo de la escuela.
¢Esta serfa més probablemente una prueba de una
cola o de dos colas? ;Por qué?

b) Enuncie las hipétesis nula y alternativa de equiva-
lencia.

¢) (Cémo podria el andlisis ser diferente si el consejo
de la escuela fuera responsable de demostrar que el
terreno de la escuela es inseguro?

Utilice los datos del ejercicio 6.1 para construir un in-

tervalo de confianza de dos colas del 95%. ;Qué calcu-

la este intervalo?

Utilice los datos del ejercicio 6.1 para construir un

intervalo de confianza de una cola del 95% para el limi-

te inferior de 4, — 4,. (Este intervalo sustenta el re-

sultado de su prueba de hipétesis para estos datos?

({Cémo?

Suponga que una encuesta realizada por un grupo edu-

cativo en contra del tabaquismo demuestra que .312 de

los varones del tdltimo afio de bachillerato y .288 de las
mujeres reportan que, por rutina, fuman uno o mas
cigarrillos al dfa. Suponiendo que la encuesta se aplicé

a 1,777 varones y 1,821 mujeres, lleve a cabo una prue-

ba de dos colas de la hipdtesis nula 7; = 7z, con un ni-

vel de significancia de .05. Interprete el resultado.
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6.6

6.7

6.8

6.9

Los investigadores sospechan que cierto tratamiento
médico, muy costoso y usado con frecuencia, no
representa mas beneficio para los pacientes que un
placebo. Para investigar esta impresion, se lleva a ca-
bo un estudio a gran escala en el que se asigna a
1,400 pacientes al azar para recibir el tratamiento de
cuidado estdndar o un placebo. De los 700 pacientes
que reciben el tratamiento activo, 313 reportan un
efecto benéfico. En contraste, 317 de los pacientes
tratados con el placebo reportan un beneficio. Los
investigadores determinan que es razonable declarar
el tratamiento activo “no mejor que el placebo” si la
proporcién de pacientes que se benefician del tra-
tamiento es mayor, por menos de .04, que la propor-
cion de los que se benefician del placebo.
Use una prueba de equivalencia con ¢ = .05 para
analizar el resultado del estudio. Enuncie las hipétesis
nula y alternativa antes de efectuar la prueba.
Utilice los datos del ejercicio 6.5 para construir
un intervalo de confianza de dos colas del 95%. Si
este intervalo se usara para conducir una prueba de
dos colas de Hy : 77; = 7z, con un nivel de significancia
de .05, ;el resultado seria significativo? ;Por qué?
(Qué calcula el intervalo?
Se cree que los pacientes que padecen de neuritis 6p-
tica (caracterizada por la inflamacion del nervio 6pti-
c0) y que tienen tres o mds lesiones en el tallo cerebral
(demostrado por una resonancia magnética) corren
un riesgo mayor de desarrollar esclerosis mdltiple
(EM) en los préximos 10 afios que los pacientes con
neuritis 6ptica que no manifiestan tales lesiones. Para
examinar esta opinién, se da seguimiento a 719 pa-
cientes de neuritis 6ptica, de los cuales 291 tienen
tres 0 mds lesiones y 428 no. De aquellos pacientes
con lesiones, 196 desarrollaron EM y 191 de aquellos
sin lesiones desarrollaron la enfermedad.

a) Calcule la tasa de riesgo comparando el riesgo de
EM para los pacientes con y sin lesiones en el
tallo cerebral. Interprete este cociente.

b) Pruebe la hipétesis H, : RR = 1 contra la alter-
nativa H, : RR # 1 con un nivel de significancia
de .05.

Por mucho tiempo se ha afirmado que las personas

que residen cerca de lineas de alto voltaje tienen un

riesgo mayor de desarrollar ciertas formas de cancer
que las personas que no viven cerca de estas lineas.

Muchos estudios han fallado al demostrar una

relacién entre la proximidad a estas lineas y el riesgo

de cdncer. Una compaiiia eléctrica que busca el per-
miso para construir una red de suministro cerca de un

6.10

6.11

6.12

6.13

6.14
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desarrollo habitacional se ha enfrentado a la resisten-

cia del Consejo de Planeacién del Condado (CPC).

El consultor del CPC afirma que mientras los estudios

anteriores no han podido demostrar la relacién entre

la cercania de residencia a estas lineas y los tipos de
céncer en cuestion, no ha habido estudios para de-
mostrar la seguridad de la proximidad a tales lineas.

Un estudio comisionado por la compaifiia eléctrica

muestra que de las 9,848 personas que residen en un

radio de 500 yardas cerca de las lineas de alto voltaje,

590 han desarrollado uno de los tipos de cancer en

cuestién. De los 13,112 residentes que viven a mas

de 500 yardas de esas lineas, 577 contrajeron uno de
los tipos de céncer.

a) Usando tasas de riesgo, lleve a cabo una prueba
de equivalencia utilizando el intervalo de confian-
za9lally a=.05.

b) Enuncie las hipétesis nula y alternativa para la
prueba de equivalencia.

¢) Enuncie la hip6tesis nula que usted cree fue utiliza-
da para los estudios anteriores que fallaron al de-
mostrar la relacién entre las variables en cuestion.

d) Analice la diferencia entre las pruebas anteriores
(comunes) y la prueba de equivalencia usada
aqui en lo que se refiere a objetivos de andlisis.

Utilice los datos del ejercicio 6.8 para construir un

intervalo de confianza de dos colas del 95% para el

célculo de RR. Interprete este intervalo. ;Este inter-
valo sustenta el resultado de su prueba de hipdtesis?

Por qué?

Vuelva a analizar el problema descrito en el ejercicio

6.8 usando razones de probabilidad en lugar de tasas

de riesgos.

Responda las preguntas del ejercicio 6.9 usando nue-

vamente razones de probabilidad en vez de tasas de

riesgo.

Utilice los datos del ejercicio 6.8 para construir un

intervalo de confianza de dos colas del 95% para el

célculo de OR. Interprete este intervalo. ;Este inter-
valo sustenta el resultado de su prueba de hipdtesis?

Por qué?

Las siguientes preguntas se refieren al estudio de

caso A (pagina 469).

Utilice los datos a.m. para construir un intervalo de

confianza de dos colas del 95% para el cdlculo de 7,

-7, donde 7, representa la proporcion de sujetos

que contestaron no a la pregunta sobre duracién que

escogieron el lente tratado y 7, representa la misma
proporcién para el grupo que contesto si a la pregunta
sobre duracidn. Interprete este intervalo.



6.15

6.16

6.17

6.18

6.19

6.20

6.21

6.22

Use el IC construido en el ejercicio 6.14 para llevar a
cabo una prueba de dos colas de la hipdtesis nula
Hy: 7, = 7, con un nivel de .05. Explique por qué
rechazé o no rechazd la hipétesis nula.

Construya el intervalo de confianza descrito en el
ejercicio 6.14 usando los datos p.m. Lleve a cabo la
prueba de hipdtesis relacionada. ;Qué puede decir
sobre los resultados de las dos pruebas en lo que se
refiere al estudio?

Las siguientes preguntas se refieren al estudio de
caso B (pédgina 470).

(Usted esperaria que una prueba t de dos colas de
muestras independientes que usa como linea de base
los datos WOMAC A para comparar las medias
de los grupos estandar y placebo, realizada con & =
.05, produciria un resultado significativo? Explique
su respuesta. Suponga que el resultado fuera signifi-
cativo, ;cémo explicaria este hecho?

Utilice los datos de la linea de base WOMAC A para
construir un intervalo de confianza de dos colas del
95% para el célculo de la diferencia entre las medias
de los grupos estdndar y placebo. (Sugerencia: Piense
en cémo se pueden usar la desviacién estdndar de
la muestra y el tamaifio de la muestra para obtener la
suma de cuadrados de un grupo en particular.) ;Este
intervalo sustenta su opinién en 6.17?

Utilice los datos de 12 semanas de WOMAC A para
construir un intervalo de confianza de dos colas del
95% para el célculo de la diferencia entre las medias
de los grupos estandar y placebo. Desde el punto de
vista del investigador, ;qué se calcula con este inter-
valo?

Utilice el intervalo construido en el ejercicio 6.19
para llevar a cabo una prueba de dos colas de la hipé-
tesis Hy @ 4 = My, donde gy M, representan las
medias de los grupos estdndar y placebo, respecti-
vamente. Explique como llegé a su conclusién sobre
si habia que rechazar la hipdtesis nula.

Utilice los datos de la tabla J.3 para probar la siguiente
hipétesis nula contra las alternativas de dos colas con
un nivel de significancia de .05. Observe que 7, 7,
Y 7, representan las proporciones en cada grupo que
identificaron correctamente el tipo de brazalete utili-
zado. Una identificacion correcta para el grupo débil
es “de imitacion”.

aH,: 7= =,
b)HOZJZ'SZEp
c)HO:fz;N:er

Usando 4, y M, para representar la puntuacién media
WOMAC A para los grupos débil y placebo a las 12
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semanas, respectivamente, lleve a cabo la siguiente
prueba con un nivel de significancia de .05. ;El
resultado justifica tratar a los grupos débil y placebo
como equivalentes?
Hoe :,uw—,ups—l.O O fhy— My 1.0
Hag - =1.0 <phy — 14, < 1.0
Usando 7, y 74, para representar la proporcién de
sujetos en los grupos débil y placebo respectivamente,
que indican que estdn usando un brazalete de imita-
cion, lleve a cabo la siguiente prueba con un nivel de
significancia de .05. ;El resultado justifica tratar a los
grupos débil y placebo como equivalentes?
Hoe : zz\'N—zrpS—.OZ o m,—7m=.02
Hag : =02 < 7, — 77, < .02
Las siguientes preguntas se refieren al estudio de
caso C (pagina 471).
(Sobre qué estadisticos (por ejemplo, diferencia
entre medias, etc.) podria basarse una evaluacién de
los dos tratamientos?
(Sugerirfa usted que se utilice una prueba de hipdtesis
o un intervalo de confianza para este propdsito?
Calcule una tasa de riesgo comparando el riesgo de
muerte para el grupo invasivo con el del grupo no in-
vasivo para cada uno de los periodos. Interprete cada
uno de estos cocientes.
Construya intervalos de confianza del 95% para el
célculo de RR para cada uno de los periodos.
(Cudl es su conclusién sobre la efectividad de los
dos tratamientos?
Las siguientes preguntas se refieren al estudio de
caso D (pdgina 471).
Los investigadores reportan que “los pacientes infec-
tados con VIH tuvieron puntuaciones NPZ-8 signifi-
cativamente mads bajas (t[18] = 2.26, P < .05) y PBV
mds bajos (t[18] =1.79, P <.01) que los participantes
del control de salud”. La notacién t[18] = 2.26, P
<.05 significa que se realizé6 una prueba con 18
grados de libertad, que produjo un t obtenida de 2.26
con un valor-p asociado de menos de .05. Una inter-
pretacion similar se aplica a la prueba de las puntua-
ciones PBV.
a) (Quétipo de prueba t piensa que usaron los inves-
tigadores? ;Qué le hace creer que éste es el caso?
b) (Ve usted algo peculiar sobre los valores-p repor-
tados?
¢) Realice las mismas dos pruebas. ; Obtiene el mis-
mo valor t obtenido? Suponiendo pruebas de
dos colas, indique si cada prueba es significativa
al nivel .05 0.01, o si no es significativa a ningtin
nivel.
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d) ;Observé usted algo respecto de estas pruebas
que pudiera llevarle a cuestionar la validez de
cualquiera de las mismas?

Construya un intervalo de confianza del 95% para
calcular la diferencia entre la media de las puntuacio-
nes NPZ-8 de los sujetos infectados con VIH con eva-
luaciones positivas de la etapa ADC y sujetos infecta-
dos con VIH con evaluaciones negativas de la etapa
ADC.
Las siguientes preguntas se refieren al estudio de
caso E (pagina 472).
Forme una razén de probabilidad para expresar las
posibilidades de una persona que da positivo teniendo
laenfermedad contra las posibilidades de una persona
que da negativo teniendo la enfermedad. Construya
un intervalo de confianza del 95% para este cdlculo
de OR.

Las siguientes preguntas se refieren al estudio de

caso G (pagina 473).

Calcule la magnitud de la diferencia entre la propor-

cion de mellizos dicigéticos y hermanos no mellizos

con EM.

Las siguientes preguntas se refieren al estudio de

caso H (pagina 473).

(Estd usted de acuerdo con la conclusién a la que

llegaron los autores de este estudio? ;Qué razones

tiene para su respuesta?

(Cree usted que los autores de este estudio tuvieron el

privilegio de estudiar bioestadistica con este texto?

Cuando se discutié el tratamiento de la cistinosis

(una enfermedad que puede afectar el funcionamien-

to de los rifiones), Markello et al. [34] enuncian lo

siguiente (se omiten las citas).

Para 1987, se habia probado la eficacia de la
cisteaminaoralenpreservarelfuncionamiento
renal y mejorar el crecimiento. Desde enton-
ces, se ha demostrado la bioequivalencia
entre la cisteamina y la fosfocisteamina, un
fotoéster de cisteamina mds aceptable...
[cursivas agregadas]

Estos autores citan a Smolin et al. [43] como la auto-

ridad para su enunciado de bioequivalencia.l> ;Cree

usted que se estableci6 la bioequivalencia en el estu-
dio de Smolin et al.? Explique su respuesta.

15véase la pagina 117.
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(Qué modificaciones le haria al estudio de Smolin et
al. para establecer la bioequivalencia de los dos tra-
tamientos?

Las siguientes preguntas se refieren al estudio de
caso I (pagina 473).

(Cree usted que el andlisis debe efectuarse mediante
una prueba de equivalencia de una cola o de dos
colas?

Use la notacién de las hipétesis de equivalencia para
enunciar las hipédtesis nula y alternativa para el es-
tudio.

Realice la prueba con un nivel de .05. jPudieron los
investigadores declarar la equivalencia?

Los investigadores plantearon que realizarian la
prueba de equivalencia construyendo un intervalo de
confianza de una cola del 95% y anotando si el limite
superior del intervalo estuvo por encima o por debajo
de .004. ;Es ésta una forma razonable de realizar la
prueba? Explique. Cite una pagina o pdginas en el
texto que sustenten su opinién.

Los investigadores apuntan que otros ensayos clini-
cos habian usado .01 como el criterio para la equiva-
lencia. Realice nuevamente la prueba usando el valor
menos riguroso de .01. ;Se habria declarado la equi-
valencia, si se hubiera usado este criterio?

Las siguientes preguntas se refieren al estudio de
caso J (pagina 474).

Enuncie las hipétesis nula y alternativa de equivalen-
cia para este estudio.

Realice la prueba de equivalencia con o = .05. (A
qué conclusién llegd en cuanto a las terapias oral e
intravenosa?

Las siguientes preguntas se refieren al estudio de
caso N (pagina 476).

Evalie cada uno de los factores potenciales de riesgo
listados en la tabla 1 calculando la razén de proba-
bilidad que compara la posibilidad de ser un abusa-
dor para quienes tienen el factor de riesgo potencial
y para quienes no lo tienen. Construya un intervalo
de confianza del 95% para OR. ;Cuales son sus con-
clusiones?

Las siguientes preguntas se refieren al estudio de
caso O (pagina 477).

Comente la importancia del punto (i).
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multiples

7.1

CAPITULO

INTRODUCCION

En el capitulo 6 usted estudié métodos estadisticos disefiados para el andlisis de datos
recopilados en disefios de investigacidn en los que se emplean dos grupos independientes.
Como ejemplo, se pueden asignar individuos al azar a uno de dos grupos; en un grupo se
administra un tratamiento a los sujetos y en el otro se administra un placebo. Si el resultado es
continuo, se pueden emplear en el andlisis métodos relacionados con la prueba ¢ de muestras
independientes o el intervalo de confianza correspondiente. Si el resultado fuera dicotémico,
podrian ser ttiles diversos métodos basados en proporciones.

Pero, suponga que un investigador desea comparar tres condiciones de tratamiento,
digamos, tres diferentes terapias farmacoldgicas. O quizds el investigador quiera estudiar dos
tratamientos activos y un placebo. En este capitulo usted encontrard métodos que se emplean
para el andlisis de datos recabados de dos o mds grupos. El primer método que usted estudiara
es el andlisis de varianza (ANOVA) de un factor, que se considera una extension de la prueba
t de muestras independientes. El segundo es una forma de chi-cuadrada que puede verse como
una extension de la prueba Z para diferencias entre proporciones. Después de que usted haya
dominado estos dos estadisticos, abordaremos el tema de los procedimientos de comparacién
multiple (MCP).

Conforme comencemos el estudio de los estadisticos mencionados anteriormente, usted
notara que los métodos de andlisis de varianza y chi-cuadrada se presentan como pruebas de
hipétesis y que no se proveen intervalos de confianza ni pruebas de equivalencia. Esto resulta
del hecho de que la l6gica en estos métodos no los dota de tales formas estadisticas. Aunque
los intervalos de confianza se calculan comtinmente en conexién con los MCP, por lo general
son problematicos si no se usa una computadora, razén por la cual no se cubrirdn en este texto.
Tampoco se representardn las pruebas de equivalencia para los MCP ya que por lo general no
se usan en la practica de la investigacion actual. De hecho, usted ha completado sus estudios
sobre pruebas equivalentes en lo que a este texto se refiere.
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7.2 PRUEBA F DEL ANALISIS DE VARIANZA (ANOVA) DE UN FACTOR

7.2.1 Hipétesis

Usted recordara que la hip6tesis nula que se somete a prueba por medio de la prueba t de muestras
independientes es de la forma H,, : u; = u,, la cual esencialmente plantea que los tratamientos
provistos en ambos grupos producen resultados equivalentes en lo referente a las medias. La
hipétesis nula de un andlisis de varianza de un factor amplia este concepto a grupos mdltiples y
se plantea como

Hy: ===, 7.1

lo que afirma que todas las medias de la poblacion son iguales. La notacién indica que la igualdad
se extiende a cualquier cantidad de grupos y que al dltimo de ellos se denomina k. Note que en el
caso de dos grupos, la ecuacién 7.1 se reduciria a H, : u; = u,, que es la hipdtesis que se somete
a prueba por medio de la prueba ¢ de muestras independiente s.

La hipétesis alternativa es cualquier condicién que haga que la hipétesis nula sea falsa. Ast,
dados tres grupos, cualquiera de las condiciones alternativas siguientes, salvo un error tipo II,
causaria el rechazo de la hipétesis nula.

Loy =ty #115
2.y #y =14
3. =y E
4oy # =y

Es importante comprender que, para k = 3, cuando 7.1 se rechaza, no hay manera de saber
cudl de las cuatro condiciones listadas arriba causé el rechazo. Como verd, es este hecho el que
da origen a los MCP que se presentaran mas adelante en este capitulo. Para ponerlo en perspectiva,
suponga que se realiza un estudio para comparar tres métodos quirtrgicos. La variable resultante
es la cantidad de pérdida de sangre de los pacientes durante el procedimiento. La hipdtesis nula
plantea que la pérdida promedio de sangre para los tres métodos quirtrgicos es la misma. Si se
rechaza la hipétesis nula, el investigador sabrd que esta hipétesis es falsa; es decir, que la media
de la pérdida de sangre para las tres técnicas no es la misma. Pero, ;por qué es falsa la hipdtesis
nula? ;Es porque el método 1 produce el mismo resultado que el método 2, pero estos métodos
no producen el mismo resultado que el método 3, como se plantea en la alternativa 1? ;O es
porque los tres métodos producen diferentes medias de pérdida de sangre como se afirma en la
alternativa 4?7 E1 ANOVA de un factor no puede dar respuesta a esta pregunta. Sélo puede declarar
como falsa la hip6tesis nula o no declararla como tal.

7.2.2 [F obtenida

De la misma manera que usted usé la Z obtenida, la Z critica y el estadistico ¢ para realizar ciertas
pruebas de significancia, también el ANOVA de un factor utiliza los estadisticos F obtenida y F'
critica para este fin. La F obtenida se da por la siguiente ecuacion

_MSb
" MS

w

F (7.2)
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Como se observa, la F obtenida es un cociente de dos cantidades —el cuadrado medio entre
grupos, simbolizado por MS bl y el cuadrado medio dentro de grupos, simbolizado por MSW_2 Serd
util examinar cada una de estas cantidades por separado.

El cuadrado medio dentro (mean square within, MS ). El cuadrado medio dentro es
también un cociente y se define como sigue

MS, = ;ka (7.3)

donde SS, es la suma de cuadrados dentro (sum of squares within), N es el niimero total de
observaciones, y k es el nimero de grupos. La cantidad N — k indica los grados de libertad del
denominador. Por ejemplo, si hay tres grupos con cinco sujetos en cada uno, N=15, k=3 y los
grados de libertad del denominador son 15 — 3 = 12.

La suma de cuadrados dentro se define como

SS,=SS,+85S,+---+5S, (7.4)

donde SS, es la suma de cuadrados? del primer grupo, 88, es la suma de cuadrados del segundo
grupo, y S, es la suma de cuadrados del dltimo grupo. Quiza recuerde del capitulo 2 que la suma
de cuadrados de un conjunto de datos se calcula por medio de

§§=Y (x-x)°

o de manera equivalente
2
v (29
SS=x .

Ast, la ecuacion 7.4 puede escribirse

S, = lez_¥ + ng—% bt Zx,%—(zxk)

Ny

(7.5)

Los subindices 1, 2, . . ., k se refieren al grupo representado por los datos. Asi, x; representa las
observaciones del primer grupo, x, las del segundo, y asi sucesivamente.

EJEMPLO 7.1

Los datos (ficticios) de la tabla 7.1 de la siguiente pagina representan los pesos (en libras) de
sujetos que se han sometido a tres dietas diferentes. Utilice los datos para calcular MS, ..

Solucion Para su analisis, serd conveniente ordenar los datos como se muestra en la tabla 7.2
de la siguiente pdgina. En esta tabla cada observacién se muestra junto con su cuadrado. Las

1'El cuadrado medio entre también se conoce como el cuadrado medio de los tratamientos.
2 E] cuadrado medio dentro también se conoce como el cuadrado medio del error.
3 Usted estudi6 la suma de cuadrados para un conjunto de datos en la pagina 36.
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TABLA 7.1: Pesos (en libras) de sujetos sometidos a tres diferentes dietas.

Dieta Dieta Dieta
1 2 3
198 214 174
211 200 176
240 259 213
189 194 201
178 188 158

TABLA 7.2: Pesos (en libras) de sujetos sometidos a tres diferentes dietas ordenados para su analisis.

Dieta 1 Dieta 2 Dieta 3

2 2 2
Xl Xl X2 X2 X3 X3

198 39204 214 45796 174 30276
211 44521 200 40000 176 30976
240 57600 259 67081 213 45369
189 35721 194 37636 201 40401
178 31684 188 35344 158 24964

> 1016 208730 1055 225857 922 171986

sumas de las observaciones y sus cuadrados se muestran en la parte inferior de la tabla. Utilizando
estos resultados, las sumas de los cuadrados para los grupos individuales se calculan como
sigue.

2
S8 =Y x3 —@ = 208730—%= 2278.8

2
S, = zx% _M = 225857 _@ =3252.0
)

2
SS, =2x%—@:17198
3

2
6— 227 _ 19692

Note que las sumas de cuadrados calculadas de esta forma se obtienen dentro de los grupos. Esto
contrasta con la suma de los cuadrados entre grupos, como veremos dentro de poco.
Por medio de la ecuacién 7.4

§S,=88+88,+88;=2278.8+3252.0+1969.2 = 7500.0

Luego, por medio de la ecuacién 7.3

SS

"ON-K  15-3
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Los grados de libertad del denominador son 15 — 3 = 12. |

El cuadrado medio entre (mean square between, MS,). Al igual que el cuadrado medio
dentro, el cuadrado medio entre es un cociente de una suma de cuadrados entre los grados de
libertad. M4s puntualmente,

Ms,=""b (7.6)

donde SS,, es la suma de cuadrados entre y k es el nimero de grupos. La cantidad k — 1 se
denomina grados de libertad del numerador. Por ejemplo, si hay tres grupos, los grados de
libertad del numerador son 3 — 1 =2. La suma de cuadrados entre se define como

k 2
%)
SS,=n ng—f‘— (1.7)

j=1 k

donde n es el nimero de observaciones en cada grupo, y X; son las medias grupales. Esta ecuacion
implica que con cada grupo se asocia un nimero igual de observaciones. Dentro de poco
presentaremos una ecuacion de suma de cuadrados que relaja esta restriccion. En la ecuacién 7.7
la expresion contenida entre corchetes [] es de particular interés. Para este cdlculo se obtiene la
media de cada grupo con la suma de cuadrados entre las medias grupales que se estén calculando.
La expresion entre corchetes es sélo la conocida férmula de suma de cuadrados en la que
sustituimos x por X. Como hay k medias, se remplaza la n en la ecuacién con k. Observe también
que utilizamos el subindice j en lugar del i, que es mas conocido, porque con anterioridad hemos
utilizado la letra i para designar las observaciones dentro de muestras.

EJEMPLO 7.2
Utilice la informacion de la tabla 7.2 para calcular MS,.

Solucion Usando las sumas de la tabla 7.2, las medias de los tres grupos son, respectivamente,

m 5
X
)—Cz_z 2_1055_2110
n
)_C%_Z 3922 184.4
y 3 5

La suma de las tres medias, asi como la suma de los tres cuadrados medios son las siguientes.
x x>

203.2 41290.24

211.0 44521.00

184.4 34003.36

2 598.6 119814.60
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Por medio de la ecuacién 7.7

s
§S,=n| Y x}-~1—~

(9]

B 2
119814.60—@}

=(5)(373.95)
=1869.75

Luego, por medio de la ecuacién 7.6

_ 55, _ 186975 _ 934 g4
k-1 3-1

Se escogi6 la forma de la ecuacién 7.7 para enfatizar que esta suma de cuadrados se obtiene
de la suma de cuadrados calculada con las medias de la muestra, de manera que esta suma de
cuadrados se obtiene entre los grupos. La razén de poner este énfasis serd mds clara con
posterioridad. Si bien es pedagdgicamente atractiva, esta forma de la ecuacidn tiene la desventaja
de ser aplicable sélo a grupos con el mismo nimero de observaciones. Una forma mads util,
aunque menos intuitiva, de la ecuacion de la suma de cuadrados entre esta dada por

Ern) (el (B Eae) | gy
n ny ny N

SS, =

Los términos que aparecen antes del signo menos en la ecuacién 7.8 indican que las
observaciones en cada grupo deben sumarse, y luego esta suma se debe elevar al cuadrado y el
resultado debe dividirse entre el nimero de observaciones en el grupo. Este calculo se lleva a
cabo para cada grupo y luego se suman los resultados. El término que aparece después del signo
menos indica que fodas las observaciones deben sumarse y que el resultado debe elevarse al
cuadrado. Este término se divide entre N, que representa el niimero total de observaciones —es
decir, n; + n, + ... + n;. Utilizando las sumas de la tabla 7.2 de la pdgina 266, con la ecuacién 7.8
tenemos que,

n 2 n 2 n 2 2
SS = (ziilxil) +(zi:21xi2) +_”+(zi51xi3) _ (ZTodasx~)
b n ny n N
_ (1016)? N (1055)2 . (922)>  (2993)%
5 5 5 15
= 5999073 — 597203.267
=1869.73

que, redondeando, es el mismo resultado obtenido mediante la ecuacién 7.7. |
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TABLA 7.3: Tabla de ANOVA de un factor.

Fuente dela  Suma de Cuadrados Valor critico

variacién cuadrados df medios F de F Valor-p
Entre SS, k-1 §S§,/k—1 MS,/MS,, (tabla) (computadora)
Dentro SS, N-k S§/N-k

Total SS N-1

7.2.3 La prueba de significancia

Por medio de la ecuacion 7.2, la F obtenida es

MS
FoMS, 93488
MS,  625.00

El valor critico de F se obtiene, primero, observando que los grados de libertad del numerador
para el andlisis son k — 1 =3 — 1 =2 y los grados de libertad del denominador son N—-k=15-3
= 12. Para utilizar el Apéndice C, los grados de libertad del numerador se ubican en la parte
superior de la tabla y los grados de libertad del denominador a un costado de la tabla. Para
o = .05 con 2y 12 grados de libertad, el Apéndice C muestra que el valor critico de F es 3.89.
La hipétesis nula se rechaza cuando la F obtenida es mayor o igual que el valor critico de F. En
este caso 1.50 no es mayor ni igual que 3.89, por lo que no se rechaza la hipétesis nula.

¢Como se debe interpretar el hecho de que no se rechace H,? ;Significa que no existen
diferencias entre los sistemas de pérdida de peso en lo que respecta a la pérdida de peso? NO!
Simplemente significa que no pudimos demostrar que si hay diferencias. (;Ha escuchado esto
antes?)

7.2.4 Latablade ANOVA

Los resultados de un andlisis de varianza tradicionalmente se resumen en una tabla de ANOVA.
La tabla 7.3 muestra como se construye una de estas tablas. La suma total de cuadrados (SS,) es
la suma de los cuadrados que se obtendrian si la suma de cuadrados de todos los datos se calculara
sin importar a qué grupo pertenecen. También se obtiene como SS, + SS, . Esto significa que la
suma total de cuadrados para la variable resultante puede dividirse en componentes que estin
relacionados con el efecto del tratamiento (SS,) y con un componente de error aleatorio (SS, ). El
valor-p asociado con el estadistico F requiere de una computadora para su cédlculo. La tabla de
ANOVA para el andlisis de las dietas se muestra en la tabla 7.4 de la siguiente pagina.

EJEMPLO 7.3

En el ejemplo 6.1 de la pagina 220 usted utilizé los datos de la tabla 6.2 de la pagina 221 para
realizar una prueba ¢ de dos colas de muestras independientes con ¢ = .05. Utilice estos mismos
datos para llevar a cabo una prueba F de un ANOVA de un factor.

Solucién Delatabla 6.2, Y x, =1977, Y, x3 =262767, Y x, = 2028, Y x3 = 275706
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TABLA 7.4: Tabla de ANOVA de un factor para el analisis de las dietas.

Fuente de Suma de Cuadrados Valor critico

variacion cuadrados df medios F de F Valor-p
Entre 1869.75 2 934.88 1.50 3.89 (computadora)
Dentro 7500.00 12 625.00

Total 9369.75 14

y n; =n, = 15. Utilizando estos valores

2
S8 = x? —@ = 262767—% =2198.4
1

(Zx )2 (2028)?2
SS,=>x3- =2 975706 - s 1520.4.
n

Entonces, por medio de la ecuacién 7.4

SS, =S58 +S5,=21984+1520.4 = 3718.8.

Luego, por medio de la ecuacién 7.3

Ss
MS, =—"w =388 _ 135414
N—k 30-2

Usando la ecuacién 7.8

2 2 5
(z:lilxil) +(Z?:21xi2) _(ZTodasx--) _ (1977 +(2028)2 _ (4005)? g
n ny N 15 15 30

SS, = 6.7.

Al dividir esta cantidad entre los grados de libertad del numerador k — 1 =2 — 1 = 1, obtenemos
MS, = 86.7. Entonces, la F obtenida es

_MS, _ 867 _

S MS, 132814
La tabla C indica que el valor critico de F con 1 y 28 grados de libertad es 4.20. Como la F
obtenida es menor que este valor, no se rechaza la hipétesis nula.

Como lo demuestra este ejemplo, tanto la prueba ¢ de muestras independientes como el
ANOVA de un factor pueden utilizarse para el andlisis cuando se hacen pruebas de diferencia
entre dos medias. Note que cuando sélo dos grupos estan implicados, la hipdtesis nula para la
prueba ANOVA se convierte en H,, : i, = i4,, que es la misma hipétesis puesta a prueba por medio
de la prueba . De hecho, cuando sélo hay dos grupos implicados, la F obtenida es igual al
cuadrado de la  obtenida, y la misma relacion es cierta para los valores criticos (de dos colas).*
Debido a esta relacién, las dos pruebas siempre producirdn el mismo resultado, sin importar si se
rechaza o no la hipétesis nula cuando dos grupos estén implicados. La prueba ANOVA tiene la
ventaja de ser aplicable a dos grupos asi como a mas de dos grupos. |

4 En este contexto, las dos colas se refieren a la prueba f. Salvo raras excepciones, las pruebas F
siempre son de una cola.



Seccion 7.2 Prueba F del andlisis de varianza (ANOVA) de un factor 271

TABLA 7.5: Calificaciones de la calidad de la atencién de urgencias en cuatro hospitales
metropolitanos.

Hospital Hospital =~ Hospital =~ Hospital

1 2 3 4
10 18 14 9
12 15 16 8
16 14 16 10
9 18 14 11
12 17 6
12 18
13 20
14

EJEMPLO 7.4

Como parte de un estudio de control de calidad, se pide a enfermeras del departamento de
urgencias de cuatro hospitales en una zona metropolitana determinada, que evaltiien de forma
anénima la calidad de la atencién que se da en sus instalaciones en una serie de dimensiones.
Cada dimension se evaliia con una escala que va de cero (pésimo) a 20 (excelente). En la tabla
7.5 se muestran las calificaciones de una de estas dimensiones. Utilice estos datos para realizar
una prueba F de ANOVA de un factor con un nivel & =.05. Haga un resumen de sus resultados
en una tabla de ANOVA.

Solucion Es conveniente ordenar los datos del anélisis como se muestra en la tabla 7.6 de la
siguiente pagina. En esta tabla aparece cada observacion junto con su cuadrado. Las sumas de las
observaciones y sus cuadrados se presentan al final de la tabla. Con base en estos resultados,
las sumas de cuadrados de los grupos individuales se calculan de la siguiente forma.

2
58, =Y 23— (an) =581 (41) =28.75

2
58, =3 13- (Xx) s (“86)2=40.00

)

2
§8,=3 x2- (X)o7 (“75)2=27.71
3

2
58, = 22— (Xx) g (4;') ~148

ny

Por medio de la ecuacion 7.4,
§8,=88+855,+55;+58,=2875+40.00+27.71+14.80 =111.26.

Luego, por medio de la ecuacién 7.3,

SS
= _111.26 — 556
N-k 24-4
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TABLA 7.6: Calificaciones de la calidad de la atencién de urgencia en cuatro hospitales
metropolitanos, ordenados para su analisis.

Hospital Hospital Hospital Hospital
1 2 3 4

X, X2 X, X3 X, X3 X, X2
10 100 18 324 14 196 9 81
12 144 15 225 16 256 64
16 256 14 196 16 256 10 100
9 81 18 324 14 196 11 121
12 144 17 289 36

12 144 18 324

13 169 20 400

14 196

h) 47 581 116 1722 115 1917 44 402

Por medio de la ecuacion 7.8

SS, =

2
(221 xil) i (221 Xiz

>

2
n3 4
i=1 xi3) (Z
+

n
,'=1xi4

)2 _ (ZTodaxx~-)2

n

n

3

_@n? L a 16)2 L a 15)2 N (44> (322)°

4
=190.57.

8

7

5

24

ny

N

Si dividimos SS, entre los grados de libertad del numerador tenemos que

Entonces, la F obtenida es

Al revisar la tabla C con 3 y 20 grados de libertad, encontramos un valor critico de F de 3.10.
Puesto que la F obtenida es mayor que el valor critico de F, se rechaza la hipétesis nula. Podemos
concluir, por ende, que los datos de los hospitales no provienen de la media de una poblacién co-

o MS, _ 6352

MS,

4-1

=11.42.

5.56

SS
_ 55, _190.57 _ (555

mun. Estos resultados se resumen en la tabla 7.7 de la siguiente pagina.

7.2.5 Dos caracteristicas importantes de MS, y MS

Como usted sabe, se rechaza la hipdtesis nula cuando la F obtenida es igual o excede al valor
critico de F. Esto implica que el valor de la F obtenida aumenta de cierta forma cuando la
hipétesis nula es falsa. Entender cémo sucede esto ampliard su comprensién del ANOVA y es el

tema de este apartado.
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TABLA 7.4: Tabla de ANOVA de un factor de las calificaciones de la calidad de la atencién de los
departamentos de urgencias de cuatro hospitales.

Fuente dela  Suma de Cuadrados Valor critico

variacién cuadrados df medios F de F Valor-p
Entre 190.57 3 63.52 11.42 3.10 (computadora)
Dentro 111.26 20 5.56

Total 301.83 23

Cuando la hipdtesis nula es verdadera, MS,, y MS,, calculan la varianza de la poblacion (o
poblaciones) de la que se tomaron las muestras. Debido a que MS,, y MS, simplemente son dos
métodos diferentes de calcular o2 cuando la hipétesis nula es verdadera, esperariamos que la F
obtenida tome un valor cercano a 1 en esta circunstancia. Pero, ;qué sucede con la F obtenida
cuando la hipétesis nula es falsa? Una demostracion aclarara este asunto.

Reconsideremos los datos de la tabla 7.2 de la pagina 266. Si suponemos que los pesos de
estas personas se obtuvieron bajo una hipétesis nula verdadera, podemos crear un facsimil de una
hipétesis nula falsa mediante una simple modificacién. Por ejemplo, suponga que la dieta 3 fue
mds efectiva que las otras dos, por lo que las personas que siguieron esta dieta perdieron 20 li-
bras méas de lo que habrian perdido en cualquier otro caso. A continuacién se muestran los pesos
y los pesos cuadrados de las personas del grupo 3. Estos pesos se crearon sustrayendo 20 libras
del peso de cada miembro del grupo 3, tal como se habia reportado en la tabla 7.2.

X5 X3
154 23716
156 24336
193 37249
181 32761
138 19044
> 822 137106

(Qué repercusion tendrd este notable efecto adelgazador sobre la F obtenida? Primero
veamos lo que sucede con MS, . Como se calcul6 previamente,

§S,=2278.8
§S, =3252.0
§5, =1969.2

Como no modificamos los pesos de los sujetos de los grupos 1 y 2, podemos usar las sumas de
los cuadrados previamente calculados para estas personas. Usando las sumas de la tabla anterior,
recalculamos S$S; como

2
55,5 =2x§—@=137lo6—@=1969.2
3
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Pero ésta es la misma suma de cuadrados obtenida sin la dréstica pérdida de peso. Deducimos que
MS,, no cambia por el efecto experimentado por el grupo 3. Ahora examinamos la repercusion (si
existe) sobre SS,.

Como se calcul6 antes (pdgina 267)

X, =203.2
X, =211.0
X, =184.4

Como no alteramos las observaciones paralas dietas 1 y 2,las medias de estos grupos permanecerdn
como se calcularon previamente. La nueva media para el grupo tres serd

%, = DI - NP
3

La suma de las dos medias originales y la nueva media para la dieta 3, asi como la suma de sus
valores cuadrados son de la siguiente manera.
X X
203.2 41290.24
211.0 44521.00
164.4 27027.36

2 5786 112838.60

Por la ecuacion 7.7

.2
SS,=n| Y x}-~1—~

9]

r 2
112838.60—@}

= (5)(1245.95)
=6229.75

que es considerablemente mds grande que el valor de 1869.73 obtenido bajo la hipétesis nula
verdadera (pagina 268).
Por medio de la ecuacién 7.6,

MS, =20 = 622975 _ 3114875,
k-1 3-1

La F obtenida es ahora

Ms
poMSy 3114875, oe
MS, 625000
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Hy : Verdadera
SS3=1969.2

I I
X5 X;Xp X4 X3
1 11 1 1

158 174176 201 213

Hy : Falsa
SS3=1969.2

I I
X5 XXy X4 X3
1 11 1 1

138 154 156 181 193

FIGURA 7.1: Representacion de SS; bajo las hipétesis nulas verdadera y falsa.

que es mayor que el valor critico de F de 3.89, de manera que se rechaza la hipétesis nula del
mismo efecto de las dietas.

Como se mencioné antes, cuando la hipétesis nula es verdadera, MS, y MS, calculan la
varianza de la poblacién de tal manera que la F obtenida normalmente es cercana a 1. Pero, como
se observa en la demostracidn anterior, cuando la hipdtesis nula es falsa, MS, no cambia por esta
condicién y continda siendo un estimado de la varianza de la poblacion. En contraste, MS,, se
infla bajo una hipétesis nula falsa, incrementando la magnitud de la F obtenida.

En las figuras 7.1 y 7.2 de la siguiente pagina se muestra la relacién entre las dos sumas de
cuadrados y la condicion (es decir, verdadera o falsa) de las hipétesis nulas. En la figura 7.1 se
observa que la pérdida de peso que experiment? el tercer grupo simplemente recorrié sus pesos
en la linea numérica pero no alterd las posiciones relativas de los pesos en el grupo. Como
consecuencia, las sumas de los cuadrados calculadas a partir estos valores no cambiaron.

En contraste, como se aprecia en la figura 7.2, la pérdida de peso en el grupo 3 provocé que
la media de ese grupo se desviara de las medias de los grupos 1 y 2. El efecto es la dispersién
de las medias y, por consiguiente, el incremento de la suma de cuadrados obtenida de estos
valores. ;Qué cree usted que sucederia a la razén F si, ademds de la pérdida de 20 libras que
experiment6 el grupo 3, cada miembro del grupo 2 hubiera aumentado 20 libras? ;Es usted lo
suficientemente curioso para hacer los calculos y verificar su respuesta?’

En este punto se debe hacer una advertencia. Modelamos el efecto del tratamiento sustrayen-
do una constante (es decir, 20 libras) del peso de cada miembro de un grupo seleccionado. Cuando
todos los miembros de un grupo responden al tratamiento de la misma manera aditiva,® que es
diferente de la respuesta en otros grupos, como en este caso, el resultado se denomina alternativa
de cambio. Contraste esta forma de respuesta con una en la que algunos miembros de un grupo

5 Cuidado, porque de ser asi, usted esté en peligro de convertirse en un bioestadistico.
6 Esto es, al sumar o restar la misma constante.



276 Capitulo7

Métodos de muestras multiples

H() : Verdadera

SSy, = 1869.75
[ [
X3 X; X
L L L
184.4 203.2 211.0
Hy : Falsa
SSy, =6229.75
[ [
X3 X)X
1 1 L
164.4 203.2 211.0

FIGURA 7.2: Representacion de SS, bajo las hipdtesis nulas verdadera y falsa.

no responden en absoluto, en tanto que otros se benefician enormemente con el tratamiento. Esta
forma puede causar un incremento en la suma de cuadrados del grupo, asi como un cambio en la
media. Esto podria tener un efecto nocivo en la potencia de la prueba F. Aunque la prueba F estd
disefiada principalmente para detectar alternativas de cambio, ha funcionado bien en una gran
variedad de disciplinas donde a veces no se encuentran alternativas de cambio.

7.2.6 Suposiciones

Las suposiciones de la prueba ' del ANOVA son las mismas que para la prueba ¢ de muestras
independientes que analizamos en el apartado 6.2.4 de la pagina 230.

7.3 LA PRUEBA CHI-CUADRADA DE 2 PORK

7.3.1

En el capitulo 6 de la pagina 230 usted aprendié a poner a prueba la hipétesis nula H : 7; = 7,
mediante una prueba Z de muestras independientes. La prueba chi-cuadrada de 2 por k extiende
este concepto para poner a prueba la igualdad de cualquier nimero de proporciones. Esta hipétesis
nula se plantea como

Hipotesis

Hy:m=m=-=m, (7.9)

que afirma que todas las proporciones de la poblacién son iguales. La notacién indica que la
igualdad se extiende a cualquier nimero de grupos y que al dltimo de éstos se le denomina grupo
k. Observe que, en el caso de dos grupos, la ecuacioén 7.9 se reduciria a Hy, : 75, = 7,, que es la
hipétesis puesta a prueba por medio de la prueba Z de muestras independientes.
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La hipétesis alternativa es cualquier condicién que haga que la hipdtesis nula sea falsa. Asi,
dados tres grupos, cualquiera de las siguientes condiciones, salvo un error tipo II, causaria el
rechazo de la hipétesis nula.

. 7 =7, =7,
2. T ATy = Ty
3. ;=73 £ 7,
4. m A7y # 7Ty

Es importante comprender que, cuando se rechaza la ecuacién 7.9, no hay forma de saber
cudl de las cuatro condiciones causé el rechazo. Como usted verd, es este hecho lo que origina los
MCP que se presentardn mds adelante en este capitulo. Para poner esto en perspectiva, suponga
que se lleva a cabo un estudio para comparar tres tratamientos para una enfermedad terminal. La
variable resultante es un indicador de la supervivencia del paciente después de cinco afios de
tratamiento. La hip6tesis nula plantea que las proporciones de supervivencia después de cinco
afios son iguales en los tres tratamientos. Si la hipétesis nula se rechaza, el investigador sabra que
la hipétesis nula es falsa; es decir, que los tres tratamientos no producen las mismas proporcio-
nes de sobrevivientes después de cinco afios. Pero, ;por qué es falsa la hipétesis nula? jEs porque
el tratamiento 1 produce el mismo resultado que el tratamiento 2, pero estos tratamientos no
producen el mismo resultado que el tratamiento 3, como se plantea en la alternativa 1? ;O es
porque los tres tratamientos producen proporciones diferentes de sobrevivientes, como se plantea
en la alternativa 4? La prueba chi-cuadrada no puede responder esta pregunta; s6lo puede declarar
que la hip6tesis nula es o no falsa.

7.3.2 2 obtenida

Como ocurre con otros estadisticos con los que usted ahora estd familiarizado, la prueba de
hipétesis se realiza calculando un valor obtenido y su comparacién subsiguiente con un valor
critico. Para la prueba chi-cuadrada, el valor obtenido se calcula por medio de

_ 2
22 = 2 Yoz 1) (7.10)

todas las celdas f e

dondef, y f, son las frecuencias observada y esperada, respectivamente. La frecuencia observada
es simplemente el nimero de resultados que ocurren en la celda en cuestion, como se muestra en
la tabla 7.8 de la siguiente pagina. En esta tabla hemos usado subindices dobles para indicar el
renglén y la columna de los datos en cada celda. Por ejemplo, si el resultado uno indica “muerto
después de cinco afios” y el resultado dos representa “vivo después de cinco afios”, entonces f, | ;
serfa el niimero de personas del grupo uno que murieron en la marca de cinco afios y f, 5, seria el
nimero de personas del grupo 1 que estdn vivas hasta este momento. Las entradas f,;, y f,»»
representarian las mismas cantidades para el grupo 2. Esta tabla se puede extender para representar
datos de cualquier cantidad de grupos.

La frecuencia esperada representa el niimero de personas que se espera se encuentren en
cada celda si la hipétesis nula es verdadera. Este concepto requerird cierta explicacion.” Como

7 No se preocupe demasiado si no entiende todo lo que sigue. Puede llevar una vida bastante completa
y productiva sin el dominio total de este concepto.
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TABLA 7.8: Descripcién de una tabla de chi-cuadrada de 2 por 3.

Grupo Grupo Grupo
1 2 3
Resultado 1 Jot1 for2 Jo13
Jenn fer2 fe13
Resultado 2 o2 Jox Jo23
f e21 f 22 f 23

se expresa en la ecuacion 3.5 de la pagina 56, dos sucesos son independientes si el producto de
sus probabilidades es igual a su probabilidad conjunta. Expresado en términos del problema en
cuestién podemos decir que si el tratamiento recibido es independiente al hecho de si el paciente
vive 0 no, entonces

P(G,D)=P (G,) P (D)

donde G, representa la pertenencia al grupo 1 y D indica estar muerto. Asf, la expresion de arriba
dice que si la pertenencia al grupo y el resultado son independientes, la probabilidad de estar
muerto y ser un miembro del grupo 1 es simplemente igual al producto de las dos probabilidades
individuales. La misma forma de planteamiento se puede aplicar a cada celda de la tabla. El
concepto clave aqui es reconocer que una afirmacién de independencia entre la pertenencia al
grupo y el resultado es equivalente a una afirmacién de que la hipétesis nula (véase la ecuacién
7.9 de la pagina 276) es verdadera. Después de todo, si el tratamiento recibido en particular no
tiene nada que ver con el hecho de que el paciente muera o no, entonces la proporcién de
individuos vivos (o muertos) en cada grupo es la misma.

Para continuar, si la hipdtesis nula es verdadera, la probabilidad de estar en el grupo 1 y estar
muerto es igual a la probabilidad de estar en el grupo 1 multiplicada por la probabilidad de es-
tar muerto. La probabilidad de estar en el grupo 1 es justo la proporcidn de personas del grupo 1 o

Ney
N

donde N;; es el nimero total de pacientes del grupo 1y N es el total de pacientes de la tabla. De
igual forma, la probabilidad de estar muerto es simplemente la proporcién de personas que estan
muertas o

Ny

N

donde N, es el niimero total de personas que estdn muertas. Asf, si la hipdtesis nula es verdadera,
la probabilidad de estar muerto y estar en el grupo uno simplemente es

N N
Como esta expresion es una probabilidad, podemos considerarla como una proporcién: la
proporcion del nimero total de pacientes que se encontrardn en esta celda si la hipdtesis nula es
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TABLA 7.9: Datos del estudio del tratamiento, ordenados para el analisis

de chi-cuadrada.

Grupo Grupo Grupo

1 2 3

[17] [29] [ | s7
Muertos | > g1y | (25.03) | (11.16)
. [52] [54] 6] | 132
Vivos 48.19) | (57.97) | (25.84)

69 83 37 N=189

279

verdadera. El niimero de personas que esperariamos encontrar en esta celda seria entonces la
proporcién que buscamos multiplicada por el nimero total de pacientes o

Dy Eam

Para que esto sea aplicable a cualquier celda de la tabla escribiremos la frecuencia esperada
(f,) para cualquier celda como

(Vi) (Ne)
N

donde Ny es el total de rengléon de la celda cuya frecuencia esperada se estd calculando y N es
el total de columna de la misma celda.
Una vez que se obtienen f, y f, para cada celda, la cantidad
(o= 1)
N
se calcula para cada celda y luego se suman los resultados para generar el valor obtenido de chi-
cuadrada. Un ejemplo le serd de ayuda.

f= (7.11)

EJEMPLO 7.5

Suponga que se obtuvieron los siguientes resultados en el ejemplo anterior del tratamiento de una
enfermedad terminal. De los pacientes que recibieron el tratamiento 1, 17 estdn muertos después
de cinco afios, en tanto que 52 todavia viven. Para el tratamiento 2, 29 estan muertos mientras que
54 siguen vivos, y para el grupo 3, 11 estdn muertos y 26 atn viven. Utilice estos datos para
calcular el valor obtenido de chi-cuadrada.

Solucion Las frecuencias, observada (corchetes) y esperada (paréntesis), asi como los totales
de los renglones y las columnas se ordenan como se muestra en la tabla 7.9. Las frecuencias
esperadas se calcularon mediante la ecuacion 7.11, como se muestra a continuacion.

_ Ny )(NGD _ (57)(69)

fen = N 139 =20.81
(Ny)(Ngy)  (57)(83

oy =620 - BT 25,03

1= MWes) _ 5TGD) 46

N 189
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_ (NOWNG) _ (132)(69)

fn =A% SN - 4819
(N, (NGy) — (132)(83

Jen = ANG2 = 1§(9 )=57.97
(NWNGg3) — (132)(37

fuy = A0 = LEED) - 95,54

Luego, por medio de la ecuacién 7.10, la chi-cuadrada obtenida es

{(f(, - feﬂ}

todas las celdas fe

_ (17-20.81) N (29 — 25.03)% N (11-11.16)2 N (52 —48.19)2 N (54 —57.97)* N (26 —25.84)2
20.81 25.03 11.16 48.19 57.97 25.84

=.70+.63+.00+.30+.27+.00

=19

El valor critico se obtiene al revisar el Apéndice D con k — 1 grados de libertad, donde & es el
nimero de grupos. En el presente caso, el Apéndice D muestra que a un nivel ¢=.05ycon3 -1
= 2 grados de libertad, el valor critico de % es 5.991. La hipétesis nula se rechaza cuando la chi-
cuadrada obtenida es mayor que o igual al valor critico de chi-cuadrada. Como 1.9 es menor que
5.991, no se rechaza la hipédtesis nula. Concluimos, por consiguiente, que no se puede demostrar
una diferencia entre las proporciones de la poblacion. En términos de investigacion, concluimos que
no pudimos demostrar una diferencia en la efectividad de los tres tratamientos. |

EJEMPLO 7.6

En el ejemplo 6.7 de la pagina 233 se empled el estadistico Z para probar H, : 77; = 7, utilizando
datos de un estudio (ficticio) referente a la instruccion nutricional y bebés con bajo peso al nacer.
En ese estudio, 314 madres recibieron capacitacién en nutricién y 23 de ellas tuvieron bebés con
bajo peso al nacer. En contraste, 39 de las 316 madres en el grupo sin capacitaciéon en nutricién
tuvieron bebés con bajo peso al nacer. Utilice la chi-cuadrada para poner a prueba la hipétesis
anterior. Esto es, ponga a prueba la hipétesis de que la proporcién de bebés con bajo peso al
nacer, de madres que recibieron capacitacion en nutricion, es la misma que la proporciéon de
bebés de madres que no recibieron instruccién. Ve usted una relacién entre la chi-cuadrada
obtenida y la Z obtenida de —2.12 que calcul6 previamente?

Solucion Las frecuencias observada (en corchetes) y esperada (en paréntesis) se muestran en la
tabla 7.10 de la siguiente pagina. Las frecuencias observadas se obtuvieron considerando que 23
de las 314 madres instruidas tuvieron bebés con bajo peso al nacer, por lo que 314 — 23 = 291
tuvieron bebés que no presentaron bajo peso al nacer. De igual manera, como 39 de las 316
madres sin instruccidn tuvieron bebés con bajo peso, 316 — 39 =277 de estas madres no tuvieron
bebés con bajo peso al nacer. Las frecuencias esperadas se calcularon mediante la ecuacion 7.11,
como se muestra a continuacion.

£ NN _62)314)
el N 630
p (NN (62)(316)
el2 = N 630

=30.90

=31.10
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TABLA 7.10: Datos del estudio de bajo peso al nacer, ordenados
para el andlisis de chi-cuadrada.

Con Sin
instruccion instruccion
Con bajo peso [23] [39] 62
al nacer (30.90) (31.10)
Sin bajo peso [291] [277] 568
al nacer (283.10) (284.90)
314 316 N =630

_ (Ny)(Np) _ (568)(314)

= =283.10
fen N 630
Ny, XN
fon (Ny )Npp) _ (568)(316) _ 58490
N 630

La notacién N;, Ny, , N; y Ny, representa, respectivamente, el niimero de bebés con bajo peso al

nacer, el nimero de bebés que no presentaron bajo peso al nacer, el nimero de madres que

recibieron instruccién nutricional y el niimero de madres que no recibieron esa instruccion.
Luego, por medio de la ecuacién 7.10, la chi-cuadrada obtenida es

£ = {(fo—feﬁ}

todas las celdas fe

_ (23-30.90) L 39— 31.10)2 L (291 283.10)2 L @77~ 284.90)2
30.90 31.10 283.10 284.90

=2.02+2.01+.22+.22

=447

El valor critico se obtiene al consultar el Apéndice D con k— 1 =2 — 1 =1 grados de libertad.
Con un nivel & = .05, el valor critico de % es 3.841. La hipétesis nula se rechaza cuando la chi-
cuadrada obtenida es mayor que o igual al valor critico de chi-cuadrada. Como 4.47 es mayor que
3.841, se rechaza la hipétesis nula. Concluimos, por lo tanto, que si existe una diferencia entre las
proporciones de la poblacion. En términos de la investigacién, concluimos que hay una diferencia
en las proporciones de bebés con bajo peso al nacer, producida por las madres que recibieron
informacién nutricional y las que no recibieron esta informacidn.

Observe que la chi-cuadrada obtenida de 4.47 es el cuadrado (redondeando) del valor Z
obtenido de —2.12 que se calcul6 en la pagina 233. Como la prueba Z de muestras independientes
para una diferencia entre proporciones pone a prueba la misma hipétesis nula que la prueba chi-
cuadrada con 1 grado de libertad, estas pruebas producen el mismo resultado en términos de la
decision de rechazo o no rechazo. Asi como la prueba F' de un ANOVA de un factor puede con-
siderarse como una generalizacién de la prueba t de muestras independientes, también chi-cua-
drada de 2 por k puede considerarse una generalizacién de la prueba Z de muestras independientes
para una diferencia entre proporciones.

Como comentario final, recuerde que mientras f, es el niimero de observaciones que se espera
en una celda en particular si la hipétesis nula es verdadera, f, es €l nimero que en realidad se en-
cuentra alli. Es 16gico que cuanto mds grande sea la diferencia entre estos dos valores, mayor
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serd la evidencia en contra de la hipétesis nula. El numerador del estadistico chi-cuadrada
(ecuacidn 7.10) provoca que la chi-cuadrada obtenida aumente de tamafio como resultado de esta
diferencia. Cuando esta diferencia es grande, la chi-cuadrada obtenida es grande. Sif, y f, tuvieran
siempre el mismo valor, la chi-cuadrada obtenida seria cero. Asi, el rechazo ocurre cuando la chi-
cuadrada obtenida es igual o mayor que el valor critico. |

7.3.3 Suposiciones

La prueba chi-cuadrada de 2 por k que aqui se presenta es un aproximado mds que una prueba
exacta.® Para que la aproximacion sea suficientemente precisa, una regla general plantea que por
lo menos el 80% de la f, en la tabla debe ser mayor que o igual a 5 y ninguna celda debe tener
una f, menor que 1.

También se supone que las observaciones son independientes. Por ejemplo, un resultado no
puede influir en otro resultado ni ser influido por éste. En el dltimo ejemplo, esto significaria que
el hecho de que una madre tenga un bebé de bajo peso al nacer no deberia estar relacionado con
que otra madre tenga un bebé de bajo peso. Podria darse un error si unos mellizos nacidos de la
misma madre fueran incluidos en el andlisis. La prueba de chi-cuadrada no se considera sélida si
se viola el supuesto de independencia.

7.4 PROCEDIMIENTOS DE COMPARACION MULTIPLE

7.4.1 Introduccion

Usted conocio los errores tipo I en la pagina 125 y aprendid que esos errores ocurren cuando una
hipétesis nula verdadera se rechaza, y que la probabilidad de un evento asi se denomina ¢. En
este apartado aprenderd una segunda forma del error tipo I. Para diferenciar entre uno y otro, nos
referiremos a la forma que ya conocemos como error por comparaciéon o PCE (per comparison
error) y designaremos la probabilidad de un PCE como & . Nos referiremos a la nueva forma
del error tipo I como error familiar o FWE (familywise error) y usaremos el simbolo &y
para representar la probabilidad de este suceso.

Si usted tuviera que realizar una sola prueba al nivel &p -, la probabilidad de rechazar una
hipétesis nula verdadera seria &pp. Pero, suponga que realizara 100 de estas pruebas al nivel
O pcg- Si todas estas 100 hipdtesis nulas fueran verdaderas, ;cudl serfa la probabilidad de que
rechazara una o mas de estas hipétesis nulas verdaderas? Es 16gico que si usted realizara cada
prueba, por ejemplo, a un nivel &p ;= .05, habria muchas posibilidades de que rechazara por lo
menos una hipétesis nula verdadera. Para hacer el ejemplo mas extremo, ;qué probabilidad cree
que habria de rechazar una o mas hipétesis nulas verdaderas, si hiciera 1 millén de estas pruebas?
Por supuesto, esta probabilidad estaria muy cerca de 1.

Cuando por lo menos una® hipétesis nula verdadera se rechaza en una serie (o “familia”) de
pruebas, se dice que ha ocurrido un error familiar. Un error familiar se convierte en una pre-
ocupacion en dos contextos al menos. Llamaremos al primero de éstos “analisis de comparacién

miiltiple” y al segundo, “analisis de extremos muiltiples”.!°

8 Una prueba exacta es posible pero requiere de un programa especial de computacién y, por lo tanto,
no lo tratamos aqui.

9 “Por lo menos una” significa lo mismo que “una o mas”.

10 Muchos autores no hacen ninguna distincién entre las dos formas y simplemente las agrupan como
“comparaciones multiples”.
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El analisis de comparacion multiple se refiere a la situacién en la que se comparan multiples
grupos sobre una sola variable resultante. Por ejemplo, la tabla 7.1 de la pagina 266 muestra los
pesos de sujetos que participaron en tres diferentes estrategias de dieta. Como usted sabe ahora,
una prueba F' de un ANOVA de un factor solamente se ocupa de saber si todas las medias de la
poblacién son iguales. Pero un investigador muy probablemente tendria preguntas més especificas.
Por ejemplo, ;hay alguna diferencia en la efectividad de las dietas 1 y 2? ;Hay alguna diferencia
en la efectividad de las dietas 1 y 3? En general, hay @ pares de comparaciones que pue-

den hacerse.!! En el caso de tres grupos, esto significaria que se pueden hacer w

res de comparaciones. Las hipdtesis nulas para estas comparaciones son

=3 pa-

Lo =u,
2. =44
3. =1

Es evidente que podriamos ocuparnos de las preguntas implicitas en estas hipdtesis realizando
tres pruebas ¢ de muestras independientes. Si hubiera cuatro grupos quizd querriamos probar to-

(C)E))
2

dos los = 6 pares de hipétesis. Pero, ;cudles son las implicaciones para un error familiar

cuando hacemos una serie de pruebas de este tipo? A medida que hacemos mas pruebas, aumenta
la probabilidad de obtener algunos resultados significativos. Si realizamos seis de estas pruebas
y encontramos que una es significativa, no sabemos si este resultado significativo se origind
porque la hipétesis nula especifica tratada con esta prueba es falsa o si nosotros simplemente
hicimos tantas pruebas que tarde o temprano obtuvimos un resultado significativo. Esta es otra
forma de decir que el resultado se puede atribuir a un incremento en &y .

El analisis de extremos miiltiples se refiere a la situacion en la que se comparan dos grupos
en multiples medidas resultantes. Por ejemplo, si quisiéramos comparar cinco quimicas sanguineas
de dos grupos de pacientes, posiblemente hariamos cinco pruebas 7, una para cada quimica
sanguinea. Como usted estd realizando multiples pruebas, nuevamente se enfrentard al problema
del error familiar.

La relacion entre &pp y @y €5 importante y se ilustra en la tabla 7.11 de la siguiente
pagina. Las entradas de esta tabla se generaron usando métodos de simulacién computarizados
en los que, mediante pruebas ¢ de muestras independientes, se analizaron muestras aleatorias de
poblaciones distribuidas normalmente. En la primera columna se observa el nivel de significancia
que se uso en cada prueba, en tanto que en la segunda se presenta el nimero de muestras (es decir,
grupos) implicadas en los andlisis. La tercera columna muestra el nimero de pruebas realizadas,
la cuarta la tasa de errores familiares que generaron las multiples pruebas, y la dltima muestra la
tasa de error por familia, que explicaremos a continuacion.

Para aclararlo, la primera columna del primer renglén muestra que la primera serie de
pruebas se realizé a un nivel preestablecido de &p, = .05. La segunda columna muestra que

estuvieron implicados tres grupos, los cuales, como indica la tercera columna, producen % =3

pares de pruebas. La cuarta columna indica que las tres pruebas ¢ tuvieron una tasa de error familiar
de 0.122. Esto significa que la probabilidad de rechazar por lo menos una de las tres hipdtesis

T A menudo, los investigadores se interesan solamente por un subconjunto de estas comparaciones,
por lo que no todas se llevan a cabo. Existen ventajas importantes al omitir las comparaciones que no nos
interesan.
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TABLA 7.11: Tasas de error por comparacién y familiar de los nUmeros
de comparaciones establecidos.

Numero de Nuimero de

OpcE grupos comparaciones Orwi PFE
.05 3 3 122 0.150
5 10 286 0.499

10 45 .630 2.249

20 190 920 9.508

.01 3 3 .027 0.030
5 10 .075 0.100

10 45 231 0.451

20 190 528 1.898

nulas fue de 0.122. La udltima columna muestra la tasa de error por familia (PFE) definido
como el promedio de rechazos que se dan en un conjunto de comparaciones. Note que el PFE no
es una probabilidad. Esto es evidente si se observa que el promedio de rechazos erréneos es,
algunas veces, mayor que 1.

Se deben destacar tres puntos importantes de esta tabla. Primero, &;,; aumenta conforme
el nimero de pruebas se incrementa. De hecho, cuando se realizaron 10 pruebas con Opep= .05,
la probabilidad de obtener un resultado significativo fue mayor que uno en cuatro, comparado
con .122, cuando se hicieron tres pruebas. El segundo punto que hay que destacar es que &gy
puede disminuir drdsticamente al reducir &p . Para el caso en el que se condujeron 10 pruebas,
el indice de error familiar de .286, obtenido cuando el nivel de comparacién fue .05, disminuy6
a.075 cuando &p - se redujo a .01. En tercer lugar, &y, siempre es mds grande que & p .

7.4.2 Control de los errores familiares

Cuando usted rechaza una sola hipdtesis nula, la interpretacion es clara. Usted tiene una pro-
babilidad de &p de hacerlo incorrectamente. Ya que esta probabilidad es pequefia, puede
confiar en que la hipétesis nula es falsa. Cuando usted realiza una serie de pruebas y rechaza una
o mas hipdtesis nulas, la interpretacidn no es tan clara. ;Rechazé usted estas hip6tesis porque son
falsas o porque la tasa de errores familiares tipo I es tan alta que los rechazos eran altamente
probables incluso frente a hipétesis nulas verdaderas? Usted confié en su resultado de la prueba
tinica porque pudo controlar la probabilidad de un rechazo falso con &p. Podria tener la misma
confianza en sus resultados para pruebas multiples si pudiera controlar &y, a un nivel
establecido, por ejemplo .05.

Se han desarrollado muchos métodos para el control de los errores familiares. Algunos de
éstos son Utiles en tanto que otros parecen tener imperfecciones, y por consiguiente, no son tan
utiles. Algunas de estas pruebas estdn disefiadas para emplearse en contextos de investigacion
especificos, mientras que otras estin disefiadas para un uso mds general. No intentaremos discutir
o siquiera listar estas técnicas aqui, sino que mejor explicaremos el uso de estos tres métodos. No
recomendamos el uso del primero de ellos, conocido como el método de Bonferroni, por razones
que explicaremos a continuacién. Lo incluimos aqui por su simplicidad y porque ayuda a
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TABLA 7.12: Efectos del ajuste de Bonferroni en las tasas de error por familia
para nimeros de comparaciones establecidos.

Nuimero de Numero de
OpcE grupos comparaciones Orwi PFE
.0167 3 3 .044 0.050
.0050 5 10 .040 0.050
.0011 10 45 .037 0.050
.0003 20 190 .036 0.050

comprender el problema de las pruebas multiples. El método reductor de Bonferroni es una
version mejorada del método antiguo y es generalmente superior a esa forma de la prueba. Si bien
la técnica de Bonferroni y la técnica reductora de Bonferroni son aplicables a una variedad de
situaciones de pruebas de extremos muiltiples y comparaciones multiples, la prueba HSD de Tu-
key esté restringida a andlisis de comparacién multiple, pero resulta muy ttil en ese contexto.

Método de Bonferroni para controlar errores familiares. Como se muestra en la tabla
711, &gy puede disminuir al reducir & p 5. Pero suponga que desea establecer &y, en algiin
valor establecido, por ejemplo, .05. ;Qué tan abajo debe fijar &p para hacer que &y, sea
0.05? Uno de los métodos mds antiguos, mds simples y mds utilizados para encontrar este nivel
se conoce como el ajuste de Bonferroni.'? Por medio de este ajuste

_ %y
@pg =L (7.12)

donde N representa el nimero de pruebas a realizar. Asi, por ejemplo, si deseamos controlar
Opyp @ .05 mientras realizamos tres pruebas, cada una se llevaria a cabo con un nivel de
significancia de %2 = .17. Para 10 pruebas el nivel apropiado seria 2 = .005. Como se aprecia,
a medida que el nimero de pruebas aumenta debemos reducir ¢p para mantener el nivel
deseado del error familiar.

La tabla 7.12 muestra los resultados de la aplicacién de un ajuste de Bonferroni a &gy
Como lo demuestra esta tabla, la técnica de Bonferroni no establece X pwE al nivel especificado,
pero garantiza que no se eleve por encima de ese nivel. Asi, los datos de la tabla 7.12 para &y
siempre se encuentran por debajo del nivel establecido de .05 pero sin ser iguales a .05. Ahora
presentaremos una técnica que, aunque no es tan comuin como el ajuste de Bonferroni, gene-
ralmente es superior.

Método de reduccion de Bonferroni para controlar errores familiares. En 1979, Holm
[24] propuso una modificacién al procedimiento de Bonferroni, que por lo general es mas (y
nunca menos) poderoso y mantiene el error familiar al mismo nivel que el procedimiento clésico.
Este Bonferroni modificado, o mejor dicho, procedimiento de reduccién de Bonferroni, se ilustra
en la figura 7.3 de la siguiente pagina y se lleva a cabo como sigue.

1. Se calculan los estadisticos de la prueba muiltiple.

2. Se obtiene el valor-p de cada estadistico calculado en 1.

121 Jamado asf en honor de Carlo Emilio Bonferroni, 1892-1960.
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Paso Paso Paso Paso
1 2 3 NT
Valor p P (1) P(2) P(3) P (NT)
Reduccién FWE FWE FWE FWE
NT NT-1 NT-2 1
Clésico FWE FWE FWE M
NT NT NT NT

FIGURA 7.3: Ejemplo del procedimiento de reduccion de Bonferroni
de comparaciéon multiple.

3. Los valores p se ordenan del mds pequefio al mds grande y el mds pequefio se denomina
Py el segundo mas pequefio Poy ¥ asi sucesivamente, hasta que el mds grande se
denomina P Y donde NT es el nimero de pruebas.

%rwe Si % rwe :
. Si < WE “la prueba se declara sig-
NT Pay= "nr p &

4. En el primer paso, P(1) Se compara con

. . . . o
nificativa y se sigue con el segundo paso. Si py > #, la prueba se declara no
significativa
y se suspenden las pruebas, y las comparaciones restantes se declaran no significativas.
OrwE
NT 1" Si

5. Si el primer paso es significativo, el paso 2 se lleva a cabo comparando Py con
a C . .
P < %, el resultado se declara significativo y las pruebas contindan al siguiente

paso. De otra forma, la prueba se declara no significativa y se suspenden las pruebas,
declarando todas las comparaciones restantes como no significativas.

6. Los pasos se siguen tal como se muestra en la figura 7.3 hasta que se obtiene un resultado
no significativo o hasta que se completa el dltimo paso.

Es importante que se suspendan las pruebas cuando se obtiene el primer resultado no significativo.
Si no se sigue esta “regla de suspension”, &y, no se limitard al nivel deseado.

Note que en el primer paso, la prueba es idéntica al ajuste clasico de Bonferroni, como se
defini6 en la ecuacion 7.12. Los pasos subsiguientes, si se llevan a cabo, son menos rigurosos que
el procedimiento clésico de prueba. Asi que, por ejemplo, si se deben realizar cinco pruebas con

Oy limitado a .05, entonces @p - para el primer paso es % para el segundo paso es % y
para los pasos posteriores son % = .0167, % = .025 y para el dltimo paso es % = .05. En

contraste, el método cldsico emplea el nivel més riguroso de .01 para todas las pruebas.

EJEMPLO 7.7

Suponga que se realiza un ensayo clinico para comparar los resultados de cirugias de trasplante
de cérnea en los que las corneas donadas se obtienen de donadores mayores (= 60 afios de edad)
y de donadores de menor edad (< 60 afios de edad). Con este fin, se asigna aleatoriamente a los
pacientes a uno de los dos grupos, y el primer grupo recibe cérneas de los donadores mayores
y el segundo de los donadores de menor edad. Cuatro de los resultados son interesantes para
los investigadores: (A) si el paciente experimenta rechazo de la cérnea dentro de los cinco afios
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posteriores a la cirugfa, (B) si la cérnea se vuelve opaca dentro de los cinco afios posteriores a la
cirugia, (C) si se requiere mas intervencion médica dentro del primer afio posterior a la cirugia, y
(D) si la vision es de 20/30 o mejor dentro de los 30 dias posteriores a la cirugia.

Los resultados son los siguientes. De los 60 pacientes de cada uno de los dos grupos, .12 de
los pacientes del grupo 1 y .10 de los pacientes del grupo 2 experimentaron rechazo; .21 de los
pacientes del grupo 1 y .03 de los pacientes del grupo 2 desarrollaron cérneas opacas; .06 de
los pacientes del grupo 1 y .07 del grupo 2 requirieron mas tratamiento médico, y .68 de los
pacientes del grupo 1 y .89 de los pacientes del grupo 2 alcanzaron una visiéon de 20/30 o
mejor.

Realice andlisis de extremos multiples de estos resultados pero asegtrese de que el error
familiar no exceda .05. ;Qué forma de prueba estadistica escogi6é usted para los andlisis?
(Por qué?

Solucion Yaquelosresultados son dicotomicos y se estan comparando dos grupos, emplearemos
la prueba Z de muestras independientes para una diferencia entre proporciones, como se describié
en el apartado 6.3.1 de la pagina 230. Las Z obtenidas (con subindices apropiados para identificar
el resultado sobre el que se estd conduciendo la prueba) se calculan a través de la ecuacién 6.5 de
la pagina 232, como sigue.

7 = i)l_i)z_ao _ .12-.10 =35
A= p——— = =.
J Py, P \/(.12)(.88) _ (10)(.90)
n, n, 60 60
21-.03
Zp = (2D(79) | (03)(97) =3.16
60 60
7. = .06—.07 __
C o [(06)(.94) L (07)(93)
60 60
.68 —.89
“p= \/(.68)(.32) EDEN =20
60 60

Por medio del método descrito en la pagina 96 para calcular el valor-p de dos colas de una
prueba Z, los valores-p asociados con los estadisticos anteriores son los siguientes.

Py = 7264
pg =-0016
pe = 8258
Pp = 0038

Los cuatro valores-p, junto con una denominacién de la prueba de la que cada uno se deriva,
se presentan en orden ascendente a continuacion. También se muestran los valores de reduccién
(S-D) de apf para cada prueba de significancia. Como podemos ver, la prueba de B es sig-
nificativa (S) porque el valor-p de .0016 es menor que el valor &p -y de .0125 que se calculd al
dividir .05 entre 4. De igual forma, la prueba de D es significativa porque el valor-p de .0038
es menor que el valor &p - de .0167 que se calculd al dividir .05 entre 3. La prueba de A no es
significativa (NS) porque .7264 es mayor que .0250. Es importante comprender que, auto-



288 Capitulo7 Métodos de muestras multiples

maticamente, C se declara no significativa en este punto debido a la regla de suspensién. El
investigador que conduce estas pruebas puede estar seguro de que &y, no es mayor que .05.

Prueba B D A C
Valor-p .0016 .0038 7264 8258
S-D apcg 0125 .0167 .0250 .0500
S S NS NS |
EJEMPLO 7.8

Un investigador que trabaja en un estudio que emplea multiples grupos de sujetos desea analizar
una serie de hip6tesis nulas mediante pruebas ¢ de muestras independientes. A continuacion se
presentan las hipétesis nulas y sus respectivos valores-p, asociados con cada prueba. Utilice estos
resultados para realizar un procedimiento de reduccién de Bonferroni en €l que &y, no sea
mayor que .05. ;Cémo se comparan estos resultados con los que se obtendrian de las pruebas de
Bonferroni clasicas?

Hy: Valor-p
M=y 0111
Hy= Ly .0419
Hy= s .0090
Hy= Ly .0200
Hy=Us .0181

Solucion A continuacion se listan en orden ascendente los cinco valores p, junto con la prueba
de hipdtesis de la cual cada uno se deriva. También se muestran los valores de reduccion de @p g
(S-D) y los valores del procedimiento cldsico de Bonferroni de ap; (CB) para cada prueba de
significancia.

Como se observa aqui, la prueba de x4, — 15 es significativa porque el valor p de .0090 es
menor que el valor &pp de .0100, que se calculd al dividir .05 entre 5. De igual manera, la
prueba de g, — 15 es significativa porque el valor p de .0111 es menor que el valor &/p - de .0125
que se calcul al dividir .05 entre 4. La prueba de y, — 15 no es significativa porque .0181 es
mayor que .0167. Es importante comprender que, automaticamente, las pruebas de u; — 1, y i,
— M, se declaran no significativas en este punto debido a la regla de suspension. Estas dltimas dos
pruebas no son significativas a pesar de que sus valores-p son menores que su valor asociado de
O - Quizd se sienta tentado a declarar estas pruebas significativas, pero debe tener en mente
que la violacién de la regla de suspension invalida el procedimiento. El investigador que lleva a
cabo estas pruebas puede estar seguro de que &py,; no es mayor que .05.

Note que si el investigador hubiera empleado el método clasico de Bonferroni, que por
desgracia todavia es de uso corriente, s6lo 1, — t5 habria sido significativa.

Prueba Hy=Hs H = H; Hy=Hs H3=Hy Hy=Hy
Valor p .0090 0111 .0181 .0200 .0419
S-D apeg .0100 .0125 .0167 .0250 .0500
CB opp .0100 .0100 .0100 .0100 .0100

S S NS NS NS |
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Método HSD de Tukey para controlar errores familiares. Como se dijo previamente,
los métodos de Bonferroni y de reduccion de Bonferroni para controlar el error familiar tienen
muchas aplicaciones, incluyendo el analisis de comparacién multiple y el andlisis de extremos
multiples. En contraste, la prueba HSD (diferencia honestamente significativa) de Tukey [47]
estd diseflada para usarse en situaciones de comparaciones multiples en donde se deben llevar a
cabo todas las comparaciones de pares de medias de grupos. Estas pruebas se realizan calculando

o . k(k=1)
el estadistico de prueba, cominmente representado por ¢, para cada una de las ——— com-

paraciones y el estadistico g resultante se consulta en la tabla apropiada de valores criticos. El
estadistico de prueba se define de la siguiente manera.

xi—x-

J
— (7.13)

w
ny

g =

Los subindices i y j denotan los dos grupos que se estdn comparando, por lo que X, y Xj son las
medias de los grupos i y j, respectivamente. MS, es el cuadrado medio, tal como se calcul6 para
un ANOVA de un factor mediante las ecuaciones 7.3 y 7.4 de la pdgina 265. El simbolo n,
representa la media armdnica de los tamaios de las dos muestras y se calcula

2
1.1

noon

i’lh:

Cuandon,=n 1y, = 1, que es el tamafio de la muestra de cualquiera de los grupos.

EJEMPLO 7.9

Utilice los datos del estudio sobre las dietas de la tabla 7.1 en la pigina 266 para realizar una
prueba HSD de Tukey. Comience por plantear las hip6tesis nulas que han de contrastarse, después
lleve a cabo las pruebas y, finalmente, exponga sus conclusiones. Mantenga &y, @ un nivel
de .05.

Solucion Debido a que hay tres grupos y deseamos hacer todas las comparaciones de pares,

tendremos % = 3 hipétesis para poner a prueba. Estas son
Ho:py =ty
Hy:py = s
Hytply = s

Los célculos previos (véase la pdgina 267) obtenidos al llevar a cabo un ANOVA de un factor
de estos datos producen lo siguiente.

X, = 2032
X, =211.0
T, = 1844

De la pagina 266 obtenemos

MS,, =625
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Como el tamafio de las muestras es el mismo para todos los grupos, n,, serd

2 2
— —_—— 5
1,1 1,1
noon; 55
para todas las comparaciones. Los estadisticos de prueba para las tres comparaciones son, por

medio de la ecuacién 7.13,

X=X 203.2-211.0 _ 608

qi2 = MSW - 625 -
nh 5
X —X3  203.2-184.4
- = =1.682
q13 MSW 625
nh 5
X)—X3 211.0-184.4
- = =2.379
423 MSW 625
I’lh 5

Los valores criticos de ¢'3 se obtienen del Apéndice E. En la tabla se revisa el nimero de
medias en el andlisis y los grados de libertad apropiados. Los grados de libertad para la prueba
de Tukey son los mismos que los grados de libertad del denominador para el ANOVA de un
factor, concretamente, N — k. Como hay un total de 15 sujetos y tres grupos, los grados de libertad
para estas pruebas son 15 — 3 = 12. Remitiéndonos al Apéndice E para 3 medias y 12 grados de
libertad, encontramos un valor critico de 3.773. La decision de rechazar o no rechazar la hipétesis
nula se toma de la misma manera que para una prueba ¢. Es decir, para una prueba de dos colas,
se rechazard la hipdtesis nula si la g obtenida es mayor que o igual al valor de la tabla o si es
menor que o igual al negativo del valor de la tabla.

Como se observa, ninguna de las hipétesis se rechaza, por lo que no se puede demostrar
ninguna diferencia entre las medias de grupo. Este resultado no nos sorprende, ya que el ANOVA
de un factor que se realiz6 con estos datos no fue significativo. |

EJEMPLO 7.10

Utilice los indicadores de la calidad de la atencién de emergencia de la tabla 7.5 de la pdgina 271
para realizar una prueba HSD de Tukey. Mantenga el error familiar a un nivel de .05. ;Cuéntas
comparaciones tendrdn que hacerse? ;Cudles son sus conclusiones?

Solucion Utilizando las sumatorias de la tabla 7.6 de la pagina 272, calculamos

¥ =4 _1175
4

%, =%= 14.50

%, =%= 16.43

%, :%:8.80

13 La distribucién de ¢ se conoce como la distribucién del rango estudentizado.
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De la pagina 271 obtenemos
MS,,=5.56

Como el tamafio de las muestras no es igual,'* n,, serd diferente en las seis comparaciones.
Para g,

-2 2 _
nh_i+i__l+l_5'33
noon 4 8

Dejaremos que usted se encargue de los demds célculos de n,,.

3 .
Las % =6 comparaciones son, entonces,

X —%  11.75-14.50
= = =-2.693
2 =TS 5.56 0
n, 5.33

X —X  11.75-16.43
= = = 4478
=T \/5.56
n 5.09

X =Xy 11.75-8.80 _ 5 c36

M= T 556
"y 4.44
X=X _14.50-16.43
- = = 2237
3= s 5.56
n 7.47
_% % _1450-8.80 _
D4 =TS 556 00
" 6.15
X3~ %4 _ 14.50-8.80
B4 =S, 5.56
n 5.83

Al revisar el Apéndice E con cuatro medias y N — k = 24 — 4 = 20 grados de libertad,
encontramos una ¢ critica de 3.958. Como g,; = —4.478 es menor que -3.958 y g,, = 5.995 y
q34="7.813 son mayores que 3.958, declaramos estas comparaciones significativas. Concluimos,
por lo tanto, que las calificaciones de la calidad del servicio en el hospital 1 son significativamente
mds bajas que los del hospital 3, y que las calificaciones de los hospitales 2 y 3 son mayores que
las del hospital 4. Podemos confiar en la validez de estas conclusiones porque el error familiar se
ha mantenido en .05. |

7.4.3 Comentarios adicionales con respecto de los procedimientos
de comparacion multiple
A menudo, para tener alguna ventaja en la estadistica usted debe pagar un precio. Esto es

especialmente cierto para los MCP. Para tener control sobre &y, usted debe reducir el nivel de
significancia al que se realiza cada prueba. Como usted sabe, reducir ¢ reduce también la

14 1.a prueba HSD de Tukey se creé originalmente para muestras del mismo tamaiio, por lo que se
usaba n en lugar de n;, en la ecuacién 7.13. Cuando el tamafio de las muestras no es igual, es decir, n;, #n,
la prueba en ocasiones recibe el nombre de prueba de Tukey-Kramer.
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potencia. Como resultado, a veces sucede que una prueba ANOVA de un factor o una prueba chi-
cuadrada de 2 por k demuestra que no todos los valores paramétricos son iguales, sino que todas
las comparaciones multiples subsiguientes son no significativas. Entre otras razones, esto puede
ser el resultado de una falta de potencia al nivel de la comparacién individual.

También debe saber que el uso de MCP es un tema controversial entre los especialistas en
estadistica. Por razones filosoficas, algunos de ellos creen que estos métodos no deberian
utilizarse. Al tomar su propia decision al respecto en un contexto de investigacion en particular,
le sugerimos que considere la siguiente pregunta. ; Qué me preocupa mas: @) rechazar una o mas
hipétesis nulas verdaderas en este grupo de comparaciones, o b) no rechazar una o mds hipétesis
nulas falsas en este conjunto de pruebas? Si a) es de interés primordial, entonces, probablemente
deberia hacer los ajustes necesarios para controlar &y, Si b) es més importante, quizd no deba
hacer estos ajustes. También puede escoger una postura comprometida si decide controlar &y,
al .10 en vez del mds tradicional nivel de .05. Mientras que esto eleva un poco la probabilidad
de un error familiar, también permite hacer ajustes menos rigurosos a &pp, y asi no reduce el
poder como en el caso de usar un nivel de .05.

Por dltimo, como se dijo antes, existen muchos métodos para controlar el error familiar.
Hemos demostrado solamente tres de ellos aqui y hemos descartado el uso de uno de ellos. Es
recomendable que lea mds sobre estos métodos al realizar sus trabajos de investigaciéon. Un
enfoque particularmente licido de este tema lo tiene Kirk [27], en tanto que puede encontrar una
discusién mds técnica en Hochberg y Tamhane [22].

PALABRASY FRASES CLAVE

Al terminar de leer este capitulo, usted estara familiarizado con las siguientes palabras y frases:

ajuste de Bonferroni 285 frecuencia esperada (f,) 277
alternativa de cambio 275 frecuencia observada (f)) 277
andlisis de comparacién multiple 283 grados de libertad del denominador 265
andlisis de extremos multiples 283 grados de libertad del numerador 267
andlisis de varianza (ANOVA) de un factor Hy:pty=,=---= 14,264

264 Hy.:m=m=---=m276
cuadrado medio dentro (MS, ) 267 método de reduccion de Bonferroni 285
cuadrado medio entre (MS,) 265 método HSD de Tukey 289
chi-cuadrada de 2 por k 276 procedimientos de comparacién multiple
efecto aditivo del tratamiento 275 (MCP) 282
error por comparacién 282 suma de cuadrados dentro (SS, ) 265

error familiar 282 suma de cuadrados entre (SS,) 267
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7.1

7.2

Investigadores interesados en el estrés y su relacion
con el trabajo en entornos industriales realizan un
estudio en el que se compara el nimero de pulsaciones
de tres grupos de trabajadores. El primer grupo
consiste en personal de oficina que realiza funciones
rutinarias, el segundo grupo trabaja con materiales
peligrosos y el tercero realiza trabajos similares a
los del segundo grupo pero sin entrar en contacto con
materiales peligrosos. Las pulsaciones se registran a
la mitad de la hora de la comida para los tres grupos.
Las pulsaciones obtenidas son las siguientes.

Trabajadores Materiales Materiales no
de oficina peligrosos peligrosos
58 88 65
64 59 70
71 74 79
66 80 66
79 81 74
74 69 79
70 90 60

a) Calcule SS,, y MS,
b) Calcule SS, y MS,

c) Ponga a prueba la hip6tesis 4, = 1, = i, al nivel
.05 de significancia. ;Cudl es su conclusion para
la pregunta en cuestion?

Por rutina, en los centros de readaptacion juvenil se
alientaalosinternos a que se sometan voluntariamente
a pruebas de VIH. Para incrementar el indice de
participacion en el programa de pruebas, las autori-
dades han desarrollado tres diferentes programas de
capacitacién que enfatizan, respectivamente, los co-
nocimientos acerca del virus, el compromiso con
parejas futuras y la importancia del tratamiento
temprano. Para determinar si los tres enfoques tie-
nen una eficacia diferente al motivar la participacién
en el programa de pruebas, cada uno se pone en mar-
cha en un centro de readaptacién diferente. En un
cuarto centro no se da ninguna capacitacion, lo que
sirve como control.

Los resultados son los siguientes. Centro de readap-
tacion 1: 46 participan, 51 no. Centro de readaptacién
2: 52 participan, 44 no. Centro de readaptacién 3: 36
participan, 37 no. Centro de readaptacion 4 (control):
24 participan, 64 no. Utilice estos datos para poner a

7.3

7.4

7.5

7.6

1.7

7.8

7.9

prueba la hipétesis H, : 77y = 7, = 7; = 7, a un nivel
de significancia de .05. ;Este andlisis realmente res-
ponde la pregunta planteada por los investigadores?
(Qué pregunta de investigacion es la que enfrenta
este andlisis?

Realice un andlisis de los datos del ejercicio 7.2 que
enfrenta la pregunta que interesa a los investiga-
dores.

Utilice los datos del ejercicio 7.2 para poner a prueba
las siguientes hipétesis, pero no permita que el error
familiar sea mayor de .05. Use pruebas de dos colas.

(A) Hy:my=my
B) Hy:m;,=m,
O Hy:m=m,

La siguiente cita referente al error familiar fue
tomada de un conocido texto de bioestadistica. ;Esta
usted de acuerdo con esta cita? Dé las razones para
su respuesta.

Para realizar esta prueba de compa-
racion miiltiple, seleccionamos un nivel
de significancia general, que denota la
probabilidad de que una o mds de las
hipotesis nulas sea falsa.

Utilice los datos del ejercicio 7.1 para realizar la
prueba HSD de Tukey. Mantenga el error familiar a
un nivel de .05. ;Cudles son sus conclusiones? Dado
el resultado del ANOVA obtenido en el ejercicio 7.1,
le sorprende este resultado? Explique su respuesta.

Las siguientes preguntas se refieren al estudio de
caso B (pdgina 470).

(Cudl cree usted que sea la probabilidad de que
resulte significativa la F obtenida de un ANOVA de
un factor realizado con los datos de linea base de la
escala WOMAC A para los tres grupos? Explique su
respuesta.

Suponga que un ANOVA de un factor realizado con
los datos de linea base de la escala WOMAC A re-
sultara significativo. ;Qué concluiria usted de este
resultado?

Utilice los datos de la semana 12 de la escala
WOMAC A para poner a prueba la hipdtesis H, : 4
=M, = 1, al nivel .05, donde los subindices repre-
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7.10

7.11

7.12

7.13
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sentan los grupos estandar, débil y placebo, respec-
tivamente. Interprete el resultado.

Realice una prueba HSD de Tukey con los datos de la
semana 12 de la escala WOMAC A. Mantenga el
error familiar en .05.

Utilice los datos de la tabla J.3 para poner a prueba la
hipétesis H, : 7, = 7, = z, al nivel .05 de sig-
nificancia, donde 7 representa la proporcién de su-
jetos que identifican correctamente su brazalete como
real o falso. La respuesta correcta para el grupo débil

es falso. Interprete el resultado.
Ponga a prueba las hipdtesis
Hy:7m=r,

Hy:7m = z,
Hy:m, = z,

sin permitir que el error familiar se eleve por encima
de .05. Interprete los resultados.

Las siguientes preguntas se refieren al estudio de ca-
so C (pagina 471).

Ponga a prueba la hipétesis H;, : RR = 1 para cada
uno de los periodos. No permita que el error familiar
se eleve por encima de .05 para estas pruebas.

7.14

7.15

7.16

Las siguientes preguntas se refieren al estudio de
caso D (pagina 471).

Ponga a prueba la hip6tesis nula H, : i, = tt, = 43,
donde g, es la puntuacién media de NPZ-8 de las
personas infectadas con VIH que tuvieron evalua-
ciones positivas de la etapa de ADC, u, es la media
de los sujetos infectados con VIH que tuvieron
evaluaciones negativas de la etapa de ADCy 5 es la
media de las personas que no tienen el VIH. Realice
esta prueba a un nivel « = .05. Si esta prueba es
significativa, lleve a cabo una prueba HSD de Tukey
y establezca el error familiar en .05.

Las siguientes preguntas se refieren al estudio de
caso G (pagina 473).

Ponga a prueba la hipdtesis nula de que las pro-
porciones de mellizos monocigéticos, dicigéticos y
hermanos no mellizos con esclerosis mdltiple son las
mismas. Utilice o= .05. Interprete el resultado.

Pruebe la diferencia en las proporciones de casos de
esclerosis multiple para todos los pares de grupos.
No permita que el error familiar se eleve por encima
de .05. Interprete sus resultados.



Estimacién
de relaciones

8.1

CAPITULO

ANTECEDENTES

Muchos de los procedimientos estadisticos con los cuales usted ya estd familiarizado han sido
disefiados para estimar relaciones. Por ejemplo, la ANOVA en un sentido y las pruebas chi-
cuadrada de 2 por k pueden utilizarse para estimar si existe una relacién entre los temas
tratados en un estudio y un resultado determinado.

En este capitulo consideraremos el coeficiente de correlacién de Pearson del producto-
momento (P-M), el cual estd disefiado para estimar una forma especifica de relacién entre dos
variables continuas; en particular, el grado en el cual estdn relacionadas linealmente. También
explicaremos brevemente la prueba chi-cuadrada para la independencia, cuya funcién es deter-
minar si dos categorias de variables son independientes. Debido a que la prueba chi- cuadrada
para la independencia es una extension directa de la prueba chi-cuadrada de 2 por k, con la cual
usted ya estd familiarizado, en este apartado sélo daremos un breve vistazo a esta prueba.

8.2 COEFICIENTE DE CORRELACION DE PEARSON DEL PRODUCTO-MOMENTO (P-M)

El coeficiente de correlacién de Pearson del producto-momento (P-M) toma valores entre —1
y 1, inclusive. Para entender el P-M, hay que comprender este valor. El P-M ofrece dos piezas
de informacidn, a las que calificaremos como la naturaleza y la fortaleza de la relacién entre
dos variables continuas. En su momento, se explicard cada una de ellas. Sin embargo, antes de
llegar a ese punto serd ttil aprender coémo se calcula el P-M.

8.2.1 Calculo del coeficiente de correlacion del producto-momento

Las ecuaciones para el cdlculo de P-M son muchas y muy variadas, pero algebraicamente son
idénticas. En esta seccién presentaremos formas! conceptuales y computacionales de estas
ecuaciones, asi como una forma basada en las puntuaciones z.2 La forma conceptual y la pun-

1'Véase la pagina 36.
2Véase la pagina 42.
295
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tuacidn Z se presentan para facilitar su comprensién del P-M, mientras que la forma computacio-
nal serd utilizada para los cédlculos. La forma conceptual estd dada por

Y x-%)(-y)

JX -0 [Xo-v7] (8.1)

r =

donde r es el coeficiente de correlacion de la muestra; X y Yy son dos variables que seran correla-
cionadas, y n es el nimero de observaciones apareadas. Observe que si las dos expresiones en el
denominador (es decir, las sumas de los cuadrados de X y y) se dividieran entre n — 1, los resultados
seran las varianzas muestrales de X y Y. Asimismo, si el numerador del coeficiente de correlacion
estuviera dividido entre n — 1, el resultado es lo que llamamos covarianza de X y y. La covarian-
za es una medida de relacion lineal entre dos variables, pero no es posible interpretarla debido a
que depende de la escala sobre la cual las dos variables son medidas y, por lo tanto, no esta
definida por 1 y —1 como el P-M. Es posible escribir I con los divisores n — 1 referidos aqui, pero
estos términos se cancelan en la expresion, por lo tanto, no son necesarios.
La forma computacional de r estd dada por

Ty
3 xy— EEY

[5-+T7]

r =

La ecuacion 8.2 es algebraicamente equivalente a la ecuacién 8.1, pero se redisei6 para faci-
litar el célculo. Usted reconocerd las sumas de las formas cuadradas en el denominador. También
notaré que el Unico término en esta ecuacién que no se ha utilizado con anterioridad en un célculo
es Z xy- Este se obtiene sumando los productos obtenidos de la multiplicacién de cada valor de
X por cada valor de y.

Una forma poco usual, pero conceptualmente relevante, estd dada por

. 20y (8.3)

n—1

donde z, y z, son las variables X y y expresadas en la forma de la puntuacién z. Regresaremos a
la ecuacién 8.3 en una seccién posterior.

EJEMPLO 8.1

Utilice la ecuacidn 8.2 para calcular P-M para los datos de la tabla 8.1 de la siguiente pagina. Por
el momento usted no necesita preocuparse por el significado de los datos de esta tabla.

Solucion  Para propésitos de cdlculo seria conveniente ordenar los datos de la tabla 8.1 como se
muestra en la tabla 8.2 de la siguiente pdgina. Designaremos la puntuacién por acceso como la
variable X y la puntuacién por el grado de salud como la variable y.



Seccién 8.2

TABLA 8.1: Puntos del grado de salud y acceso al servicio médico para 15 sujetos.

Nuamero de  Puntuacion  Puntuacién
sujeto por acceso por salud
1 3 2
2 6 6
3 13 9
4 1 1
5 7 5
6 8 7
7 13 0
8 10 8
9 2 2
10 4 3
11 5 4
12 11 9
13 4 5
14 3 4
15 9 8

Coeficiente de correlacion de Pearson del producto-momento (P-M)

TABLA 8.2: Puntuaciones por el grado de salud y acceso al servicio médico

ordenados para el calculo de P-M.

Nudmero
de sujeto X y Xy x2 y2
1 3 2 6 9 4
2 6 6 36 36 36
3 13 9 117 169 81
4 1 1 1 1 1
5 7 5 35 49 25
6 8 7 56 64 49
7 13 10 130 169 100
8 10 8 80 100 64
9 2 2 4 4 4
10 4 3 12 16 9
11 5 4 20 25 16
12 11 9 99 121 81
13 4 5 20 16 25
14 3 4 12 9 16
15 9 8 72 81 64
> 99 83 700 869 575

297
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Utilizando las sumas en la tabla 8.2 y mediante la ecuacion 8.2 se obtiene

TN
Yy EOEY

n

\/[sz—@f}[ﬁyz-@f}

700 — (99)(83)

r=

Tl

_ 152.20
J215.601[115.73]

= 964 -

EJEMPLO 8.2

Utilice la ecuacién 8.2 para calcular el P-M con los datos en la tabla 8.3 de la siguiente pdgina.
Por ahora, usted no necesita preocuparse por el significado de los datos de esta tabla.

Solucion  Para propdsitos de calculo seria conveniente ordenar los datos de la tabla 8.3 como se
muestra en la tabla 8.4 de la siguiente pagina. Designaremos el porcentaje de almuerzos gratuitos
como la variable X y el porcentaje del uso de casco como la variable Y.

Utilizando las sumas en la tabla 8.4 y mediante la ecuacion 8.2 se obtiene

X)Xy
zxy_( x;( y)

[ oo 7]

(194) (161)
9

r =

2703 -

\[5356 “94) }[3409 (16”]

____ 76744
JT174.22][528.89]

=-974

Ahora que usted puede calcular P-M regresaremos al asunto del significado del resultado
obtenido. En especifico, examinaremos la naturaleza y la fortaleza de la relacién entre xy y. W

8.2.2 Naturaleza de la relacion

Considere los datos en la tabla 8.1 en la pigina anterior. Estos datos son ficticios y representan
dos mediciones tomadas a 15 sujetos. La primera es una puntuacién obtenida con base en un cues-
tionario que representa el grado en el cual el sujeto tiene acceso al servicio médico. El rango de
esta escala vade 1 a 13, donde 1 representa el no acceso y 13 indica que se tiene acceso completo
a todas las facetas del servicio médico (es decir, atencién médica, dental, etcétera). La segunda
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TABLA 8.3: Porcentaje de estudiantes que tienen almuerzo gratuito o a un costo menor, y porcentaje
de estudiantes que rutinariamente usan casco cuando montan su bicicleta en 9 escuelas.

Numero de  Porcentaje de almuerzo  Porcentaje del

escuela gratuito o a costo menor uso de casco
1 17 18
2 15 25
3 25 15
4 4 29
5 36 8
6 40 8
7 20 19
8 8 28
9 29 11

TABLA 8.4: Porcentaje de estudiantes que tienen almuerzo gratuito o a un costo
menor, y porcentaje de estudiantes que rutinariamente usan casco cuando mon-
tan su bicicleta en 9 escuelas, ordenados para el calculo de P-M.

Numero de
escuelas X y Xy x2 y2
1 17 18 306 289 324
2 15 25 375 225 625
3 25 15 375 625 225
4 4 29 116 16 841
5 36 8 288 1296 64
6 40 8 320 1600 64
7 20 19 380 400 361
8 8 28 224 64 784
9 29 11 319 841 121
b 199 161 2703 5356 3409

medicién es una puntuacion global del indice de salud con un rango de 1 a 10. Uno representa un
estado global muy deficiente de salud, mientras que 10 indica una salud global muy buena.
Observe el patrén en estos datos. Las personas con alta puntuacion de acceso también tienden a
mostrar una puntuacion alta de salud y viceversa. En este momento, las personas con puntuaciones
bajas de acceso tienden a mostrar una puntuacion baja de salud.

Este patrén puede observarse con mds claridad en la grafica bivariable de la figura 8.1 en la
pégina 301. Una gréafica bivariable utiliza puntos para representar pares de puntuaciones para
cada sujeto. Por ejemplo, si se lee hacia abajo sobre el eje X (acceso) y sobre el eje Y (salud),
usted verd que un sujeto tuvo puntuaciones de acceso y salud de 11 y 9, respectivamente. Un se-
gundo sujeto tuvo puntuaciones de 2 y 2. Es posible ver un patrén distinto en esta figura. Mientras
las puntuaciones de acceso se incrementan, las puntuaciones de salud también tienden a aumentar.
Cuando existe este tipo de relaciones, esto es, cuando los valores altos de una variable tienden a
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estar asociados con los valores altos de otra, y los valores bajos de una variable tienden a estar
asociados con los valores bajos de otra, se dice que los datos estdn positivamente correlacionados.
De acuerdo con esta circunstancia, el P-M ser4 un niimero positivo. Este es el caso para los datos
de la tabla 8.1, cuya correlacién calculada en la pagina 298 fue de .964.

Ahora considere los datos de la tabla 8.3 en la pagina anterior y la gréfica bivariable de la
figura 8.2 de la siguiente pagina. Una medicion rigurosa, pero comtinmente utilizada, de los esta-
tus socioeconémicos globales de una escuela es el porcentaje de estudiantes que califican para el
almuerzo gratuito o de costo menor. Los porcentajes de nifios que califican para el almuerzo gra-
tuito o de costo menor y los porcentajes reportados para el uso rutinario del casco cuando montan
su bicicleta se muestran en la tabla 8.3 y en la figura 8.2; los porcentajes corresponden a nueve
escuelas. En esta tabla y, més claramente en la figura, se observa que las escuelas con bajos por-
centajes de nifios que reciben el almuerzo gratuito o de costo menor tienden a mostrar porcenta-
jes mds altos reportados para la rutina de usar casco cuando montan en bicicleta, mientras que
las escuelas con altos porcentajes de estudiantes que reciben el almuerzo gratuito o de menor cos-
to tipicamente utilizan con menos frecuencia el casco. Cuando existen relaciones de este tipo,
esto es, cuando los altos valores de una variable tienden a estar asociados con los bajos valores
de otra variable, y los bajos valores de una variable tienden a estar asociados con los altos valo-
res de otra, se dice que los datos estdn negativamente correlacionados. En esta circunstancia, el
P-M serd un nimero negativo. En tal caso, para los datos de la tabla 8.3 la correlacién calculada
en la pagina 298 fue de —.974.

8.2.3 Fortaleza de la relacion

En la descripcién de la naturaleza de la relacién entre dos variables se dijo que dos variables estdn
positivamente correlacionadas cuando los valores altos en una de ellas tienden a estar asociados
con los valores altos en la segunda variable, y los valores bajos en una variable tienden a estar
asociados con valores bajos en la segunda variable. La palabra tienden también se utiliz6 en la
descripcion de la correlacion negativa. Pero, ;qué tan fuerte es esta tendencia? ;Cuando los datos
estdn positivamente correlacionados, cada sujeto con un puntaje alto en una variable tiene también
un puntaje alto en la otra, o algunos sujetos rompen el patrén? ;Un sujeto con puntaje alto en una
variable tiene una puntuacion igualmente alta en la otra? Estas preguntas se refieren a la fortaleza
de la relaci6n entre dos variables.

Como recordard, el P-M puede tomar valores entre —1 y 1. E1 P-M tiene la maxima fortaleza
en cualquiera de estos valores y pierde fortaleza mientras estos valores disminuyen hacia cero.
En cero,? el coeficiente de correlacion indica la fortaleza minima. Comencemos por ver los
ejemplos en los cuales r=1.0y r=-1.0.

Considere los datos de la tabla 8.5 en la pagina 302. Parece que las variables X y Y en esta
tabla estdn positivamente correlacionadas, pero, ;qué tan fuerte es esa correlacion? La aplicacion
de la ecuacién 8.2 en la pagina 296* mostrarfa que P-M = 1.0 para estos datos. Pero, ;qué tan
exactoes r = 1.0?

Un coeficiente de correlacion de 1.0 significa que cada sujeto tuvo exactamente la misma
puntuacioén en las dos variables, cuando la escala de diferencias es eliminada expresando las dos
variables en términos de las puntuaciones z.5 Los datos en la tabla 8.6 muestran las variables en
la tabla 8.5, expresadas como puntuaciones z. Le mostraremos cémo los dos primeros valores de

3 Trataremos el caso de correlacién cero en una seccién aparte.
4Le dejamos a usted la tarea de realizar este célculo.
5 Antes de continuar, serfa conveniente repasar la pagina 42.
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FIGURA 8.1: Gréfica bivariable de puntuaciones de cuidado
de la salud e indice de salud positivamente correlacionados.
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FIGURA 8.2: Gréfica bivariable de porcentajes de estudiantes
que tienen almuerzo gratuito o de costo menor y porcentajes
del uso de casco al montar en bicicleta correlacionados negati-
vamente en nueve escuelas.
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TABLA 8.5: Conjunto de datos donder=1.0.

Nuimero
de sujeto X y X2 y2
1 4 11 16 121
2 6 15 36 225
3 11 25 121 625
4 4 11 16 121
5 9 21 81 441
6 5 13 25 169
7 8 19 64 361
8 13 29 169 841
> 60 144 528 2904

X y y fueron convertidos en puntuaciones z, pero le dejamos la tarea de confirmar las otras
conversiones.

Los datos de muestreo se convierten en puntuaciones Z a través de la aplicacién de la ecuacién
2.23, en la pdgina 42 (que repetimos aqui para mayor comodidad).

Aqui, X es la puntuacién a ser convertida y Xy s son la media y la desviacién estdndar de la mues-
tra, respectivamente. Utilizando las sumas de la tabla 8.5 y calculando la media y la desviacion
estdndar de X mediante la ecuacién 2.1 (en la pagina 25) y la ecuacién 2.16 (en la pagina 37) se
obtiene

sz _ (Zx)z 528 _ (60)2
s = n= 8 -3338

n—1 7

Entonces, paraX =4y x=6,

_x—% _40-75_
o= X =402 TS - ) 04
y
_x—%_60-75_
="5 = 3338 -

Utilizando las ecuaciones 2.1 y 2.16 para y resulta

S _ 144 _
y=e==13o150
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TABLA 8.6: Valores de xy y de la tabla 8.5 expresados en puntuaciones z.

Nimero
de sujeto Z, Z, Z,2,
1 -1.049 —1.049 1.100
2 —.449 —.449 202
3 1.049 1.049 1.100
4 -1.049 -1.049 1.100
5 449 449 202
6 —-.749 —-.749 .561
7 150 150 .023
8 1.648 1.648 2.716
) 00.0002  00.000  7.000°

4Lasumadez,y z, es cero cuando los célculos se efectian
con un nimero suficiente de lugares decimales.
b La suma de z,z,es 7.000 cuando los célculos se efectian
con un numero suficiente de lugares decimales.

=6.676.

2 2
\/z = <z’1y) \/2904_ 14
5= n—1 7
Entonces, paray=11yy =15,

_Y—y _11.0-18.0 _

4= =T 6676 =-1.049

_ Y-y _150-180 _
Zs =T = e e = — 449,

Note que los sujetos 1 y 2 tienen exactamente los mismos puntos en X y Yy cuando estas
variables son convertidas a la escala comun de puntuaciones z. Esto también es verdadero para
los sujetos restantes, como se puede ver en la tabla 8.6. Confirmamos que r = 1 por la aplicacién
de 1a ecuacion 8.3, con lo cual se obtiene

_zzxzy _7_
V—ﬁ—7—1.000.

Puesto que P-M evalda el grado al cual X y y estdn linealmente relacionadas, cuando r = 1.0
la grafica bivariable de X y y muestra que los puntos individuales caen en una linea. Esto puede
observarse en la figura 8.3 de la siguiente pdgina. En contraste, la gréifica de la figura 8.1 de los
datos para los cuales r = .964 sugiere una relacion lineal pero no constituye una linea, lo cual
muestra que no hay una relacién lineal perfecta.

Compare las puntuaciones z de la tabla 8.6, donde r = 1.0 con los datos de la tabla 8.7, los
cuales fueron generados a partir de la tabla 8.1, donde r = .964. Aunque cada sujeto tuvo puntua-
ciones zZ similares en las variables de acceso y salud, sus puntuaciones no fueron idénticas dando
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FIGURA 8.3: Grafica bivariable de datos de la tabla 8.5 para
los cuales r=1.0.

como resultado un P-M menor que 1.00. No obstante, la similitud de los dos grupos de puntuaciones
z fue suficiente para producir una correlacién cercana perfecta de .964. El valor del coeficiente
de correlacion calculado con anterioridad puede confirmarse mediante la aplicacion de la ecuacion
8.3, la cual, usando los resultados de la tabla 8.7, da por resultado

PN
-
_ 13490
4
.964.

Ahora, volveremos al caso en el cual r = —1.0. La aplicacién de la ecuacion 8.2 a los datos
en la tabla 8.8 en la pdgina siguiente producird r =—1.0. Estos datos se convirtieron a puntuaciones
Zen la tabla 8.9.

Observe que cuando r = —1.0, 1a magnitud de la puntuacion del sujeto para las dos variables
es la misma, pero siempre con signo opuesto. De tal forma, si un sujeto estd 1.5 desviaciones es-
tandar por arriba de la media de la variable X, se encontrard 1.5 desviaciones estandar por debajo
de la media de la variable y. Al igual que cuando r = 1.0, la gréfica bivariable de X y y cae en una
linea cuando r =—1.0, pero, como se aprecia en la figura 8.4, la linea tiene una pendiente negativa.
Observe que en los datos mostrados en la figura 8.2 de la pagina 301, r = —.974 tiende hacia una
linea inclinada negativa, pero no constituye una linea. Esto es porque los datos estdn negativamente
correlacionados, pero no a la perfeccion.

Asfi, en general, para datos positivamente correlacionados, cuanto mds cercano esté r de 1,
mds similares serdn las puntuaciones de las variables X y Y cuando ambas variables estén
expresadas en la escala comtin de puntuaciones z. Cuando r = 1.0 las puntuaciones Z para las dos
variables son idénticas. Para datos negativamente correlacionados, cuanto mds cerca esté r de —1,
mads fuerte es la tendencia de las dos variables a tener igual magnitud pero con signos opuestos.
Ahora examinaremos qué pasa cuando I es cero.
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TABLA 8.7: Puntuaciones de acceso al cuidado médico y de salud de la tabla

8.1 expresadas en puntuaciones z.

Nidmero Puntuacién  Puntuacién Acceso X
de sujeto por acceso por salud salud
1 -917 -1.229 1.127
2 —.153 .162 -.025
3 1.631 1.206 1.967
4 —-1.427 —-1.577 2.250
5 .102 —.185 -.019
6 .357 510 182
7 1.631 1.554 2.535
8 .866 .858 743
9 -1.172 -1.229 1.440
10 —.663 —-.881 .584
11 —.408 -.533 217
12 1.121 1.206 1.352
13 —.663 —.185 123
14 -917 -.533 489
15 .612 .858 525
> 00.000 00.0002 13.490

4 La suma de las puntuaciones z de salud es 0.000 cuando los célculos se

efectdan con suficientes lugares decimales.

TABLA 8.8: Conjunto de datos donde r=-1.0.

Numero
de sujeto X y
1 4 29
2 6 25
3 11 15
4 4 29
5 9 19
6 5 27
7 8 21
8 13 11
> 60 176

305
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TABLA 8.9: Valores de xy y de la tabla 8.8 expresados como puntuaciones z.

Nimero
de sujeto z, Z, Z,2,
1 —-1.049 1.049 —-1.100
2 —.449 —.449 -.202
3 1.049 -1.049 -1.100
4 —-1.049 1.049  -1.100
5 449 —.449 -.202
6 =749 749 -.561
7 .150 —-.150 -.023
8 1.648 —-1.648 —-2.716
2z 00.000 00.000 - 7.0002

4 La suma de z, z, es —7.000 cuando los calculos se efectian
con suficientes lugares decimales.
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FIGURA 8.4: Gréafica bivariable de los datos de la tabla 8.8,
para los cuales r=—1.0.
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8.2.4 Correlacion cero

Los investigadores ingenuos algunas veces interpretan la correlacion cero entre X y y como si in-
dicara que no hay relacién entre las dos variables. Este no es necesariamente el caso. Una corre-
lacién cero existird cuando no hay relacion entre X y Y, pero también puede darse cuando ciertas
relaciones no lineales estin expresadas en los datos. Considere la grafica bivariable de la figura
8.5.

X

FIGURA 8.5: Gréfica bivariable en la cual no hay relacién
entrexyy.

En esta gréfica se representa una situacion en la cual no hay relacion entre las dos variables.
De hecho, ningtin patrén es observable en estos datos; tal conjunto generard una correlacién cero
porque X y Y no estdn relacionadas. Ahora considere los datos de la tabla 8.10.

La aplicacién de la ecuacion 8.2 a estos datos mostrard que r = 0.0; pero, ;esto significa que
no hay relacién entre X y y? La respuesta es claramente negativa, como se aprecia en la gréfica de
la figura 8.6 de la siguiente pagina.

TABLA 8.10: Conjunto de datos para los cuales r=0.0.

Nimero
de sujeto

x

0 1N NN
0 NN W
— N WAk WD <
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FIGURA 8.6: Grafica bivariable de datos para los cuales
r=0.0, pero es evidente una relacién entre x y y.

Es obvio que para valores de X entre 1 y 4, y se incrementa, mientras X aumenta; pero para
valores de X entre 5 y 8, y disminuye con incrementos en X. P-M simplemente no esté disefiado
para detectar relaciones de este tipo. P-M est4 disefiado para detectar relaciones lineales. Esto es,
relaciones que tienden a estar caracterizadas por una linea recta. Muchas otras formas no lineales
no son detectables por P-M.

Para resumir, la correlacién cero no necesariamente indica que no hay relacién entre X y y.
Puede ser que no haya una relacién, pero también es posible que haya una relacion no evidente
para P-M.

8.2.5 Relacion causa-efecto

En ocasiones alguien podria sentirse tentado a interpretar fuertes correlaciones entre variables
como un indicador de que una variable causa la otra. Esta es la advertencia comiin que hacen los
autores de textos introductorios a la estadistica para prevenir a los estudiantes contra tales conclu-
siones. Dos variables pueden estar correlacionadas porque una causa la otra, pero también pueden
estar correlacionadas cuando no existe una relacion causal. Por esa razon, debemos ser extrema-
damente cautelosos al afirmar la existencia de una relacion causal entre dos variables con base en
la correlacién observada entre ellas. Desde luego, seria imprudente sélo decir “no lo haga”. Con-
sidere los siguientes ejemplos.

Investigadores pioneros en el ramo notaron una fuerte correlacion positiva entre el nimero
estimado de cigarrillos fumados a lo largo de la vida de una persona y la cantidad de dafio en los
pulmones observado en la autopsia. ;Fumar dafia los pulmones humanos? Numerosos estu-
dios han demostrado que asi es. Sin embargo, no se puede obtener una conclusion con base en la
alta correlacién positiva entre el nimero de cigarrillos fumados y la patologia observada. Un
ejemplo trivial pero revelador mostrard por qué.

%Hay excepciones tedricas como en el caso de la normalidad bivariable; pero éstas son de interés mas
tedrico que practico.
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Suponga que por cada uno de los 365 dias en un afio dado nosotros registramos el dato de
1. la cantidad de helado consumido ese dia en Florida y 2. el niimero de personas que se ahogaron
enalbercasoenlaplayaesediaenFlorida. ; Usted cree que esas dos variables estdn correlacionadas?
Es obvio que la respuesta es afirmativa. En los dias en que se consumieron grandes cantidades de
helado hubo una tendencia a registrarse mas ahogamientos. Cuando se consume poco helado, hay
pocos ahogamientos.;Comer helado provoca que la gente se ahogue? Mas ridiculamente, ;los
ahogamientos causan que la gente coma helado?’

La razén para la correlacion entre estas dos variables es obvia, ambas estdn relacionadas con
la temperatura. En dias calurosos se consume mds helado y més gente va a las albercas o a la pla-
ya. En dias frios, se come menos helado y hay menos gente nadando. Por lo tanto, pero estas va-
riables (consumo de helado y ahogamientos) se encuentran sustancialmente relacionadas debido
a su relacidn con una tercera variable, y no a una relacién directa entre ellas. Es posible encontrar
este tipo de situaciones en casi cualquier contexto de investigacion. Hemos cumplido nuestra
labor al prevenir al lector al respecto.

8.2.6 Prueba de hipétesis e intervalo de confianza

En este punto hemos caracterizado P-M como un estadistico descriptivo, es decir, un estadistico
que describe la relacién entre dos variables. Pero asi como usamos la media muestral (X) para
hacer inferencias acerca de la media poblacional (), podemos usar el coeficiente de correlacién
de la muestra (r) para hacer inferencias acerca del coeficiente de correlacién de la poblacién (p).
Haremos esto mediante los mecanismos de la prueba de hipétesis y los intervalos de confianza.

Pruebade Hj : p=0. En muchos casos el investigador estard interesado en determinar si
existe una correlacion entre X y y en una poblacién. En tal circunstancia la hip6tesis nula natural
que se somete a prueba es

Hy: p=0

donde p es la correlacion de la poblacién. Esta prueba puede realizarse por medio de una prueba
t cuya forma es la siguiente

> 8.4)

Los grados de libertad para esta prueba son n — 2, donde n es el niimero de pares de puntos. La
hipétesis alternativa de dos colas es

Hy:p20

con alternativas de una cola tomando una de las siguientes formas.
Hy:p<0

0
Hy:p>0

7Como es evidente, no existe un registro donde haya testigos de un ahogamiento que afirmen que la
victima fue escuchada pidiendo un cono doble de chocolate mientras se sumergia en el agua por tercera vez.
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EJEMPLO 8.3

En la pagina 298 se indic que la correlacion entre los 15 pares de puntuaciones de salud y acceso
al servicio médico fue .964. Realice una prueba de significancia para este coeficiente con las si-
guientes hip6tesis nula y alternativa.

Hy,: p=0
Hy:p>0
Solucién  Por medio de la ecuacion 8.4,
t= 1 964 _ _13072

La referencia en el Apéndice B muestra que la t critica para la prueba de una cola realizada
con a=.05y 13 grados de libertad es 1.771. Puesto que la t obtenida excede este valor, la hip6te-
sis nula se rechaza. Como resultado, el investigador puede asegurar que la correlacién poblacional
€s mayor que cero. |

Una pruebade H, : p=p,. Lamayoria de las veces el investigador querra saber si la co-
rrelacion poblacional difiere de cero. Ocasionalmente, sin embargo, el investigador querra saber
si la correlacion poblacional difiere de algtin otro valor que no sea cero. Debido a que la distribu-
cién muestral de I es simétrica cuando p =0, la prueba t es robusta (o adecuada) para pruebas de
H, : p=0. Cuando el valor nulo especifico es diferente de cero, la distribucion muestral de r es
asimétrica bajo la hipdtesis nula, asi que la prueba t quiza produzca resultados engafiosos debido
al fracaso de la suposicién de normalidad. Como resultado, la ecuacion 8.4 generalmente no serd
apropiada para la prueba. Fisher [15, 16] propuso un método de pruebas que supera en gran
medida este problema. El siguiente estadistico de prueba estd basado en el método de Fisher.

1+ l+p
.ﬂdﬁﬂﬁﬂﬁkg)

1
n-3

Aqui, In es el logaritmo natural, g, es el valor hipotético del coeficiente de correlacion de la
poblacion, y n es el nimero de pares. Este estadistico tiene una distribucién aproximadamente
normal, asi que la prueba puede realizarse mediante referencia a la curva normal.

Z= (8.5)

EJEMPLO 8.4

A partir de la literatura, un investigador sabe que la correlacion entre una forma abreviada de la
Escala de valoracion de actitud hacia el comportamiento sexual riesgoso y una forma mads elabo-
rada de la escala es .57. En un intento por mejorar la correlacién entre las formas corta y larga de
laescala, el investigador remplaza algunos reactivos en la forma corta. Luego, ambos instrumentos
son administrados a un grupo de 18 estudiantes universitarios. El investigador encuentra una
correlacion de .71 entre la nueva version de la forma corta y la forma larga. Utilice esta informacion
para llevar a cabo la prueba de dos colas de la hip6tesis nula.

Hy:p=.57
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Solucion  Por la ecuacién 8.5

Sin({)- 5 ln(tgg) St 7)) g7 o4
i = I =" o5 -9
Jn=3 18-3

Del Apéndice A se puede ver que los valores criticos de Z para una prueba de dos colas llevada a
cabo con o= .05 son —1.96 y 1.96. Como la Z obtenida estd entre estos dos valores, la hipdtesis
nula no se rechaza. Esto significa que el investigador no fue capaz de demostrar un cambio en la
correlacion después de modificar la forma corta de la escala. |

Z:

Un intervalo de confianza para la estimacion de p.  Un intervalo de confianza basado en
los fundamentos de la ecuacién 8.5 es posible y, probablemente, empleado con mds frecuencia
que el método presentado aqui. Sin embargo, tal método es por lo general superior y, por lo tanto,
recomendable.

Las estimaciones para el limite inferior y superior de p pueden obtenerse a partir de:

_(+F)r+(1-F)

L=tvp+a—pr 8.6)
_(A+Fr-(1-F)

U=TrH-a-Fr ®.7)

En estas ecuaciones r es el coeficiente de correlacion de la muestra y F es el valor apropiado del
Apéndice C. Los grados de libertad para F son n — 2 para ambos grados de libertad en el numerador
y el denominador. Intervalos de uno y dos lados son posibles como se indica en la porcién
izquierda superior de la tabla de F.

EJEMPLO 8.5

Utilice los datos de la Escala de valoracién de la conducta sexual riesgosa referida anteriormente
para construir un intervalo de confianza de dos lados del 95% para la estimacion de p. La correla-
cion observada en ese estudio fue .71, que se obtuvo de los datos recolectados entre 18 estudiantes.
Utilice el intervalo resultante para llevar a cabo la prueba de dos colas de H;, : p=.57 con o=
.05. {Cémo obtuvo su resultado?

Solucién  Por la ecuacion 8.6,

_(1+42.76).711+1-2.76) _ 910 _ 363

L={T%276)+(1-276)71 ~ 2.510 ~

_(+276)71=(1-276) _ 4430 _ go,

U=1+276)-(1=2.76)71 ~ 5.010

F = 2.76 se obtuvo consultando el Apéndice C para el intervalo de confianza de dos lados con
grados de libertad del numerador y el denominador de 18 — 2 = 16. El investigador puede, por lo
tanto, estar 95 por ciento seguro de que el coeficiente de correlacién de la poblacion cae entre
.363 y .884. La prueba de hipétesis de dos colas no serd rechazada porque el valor hipotético de
.57 cae entre los dos limites. |
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EJEMPLO 8.6

Dados r = .82 y n =52, encuentre la estimacion del limite inferior para p en la cual se puede tener
un 99% de confianza.

Soluciéon  Por la ecuacién 8.6

_(+F)r+(1-F)
T+ B +(0-F)r

 (1+1.95).82+(1-1.95)
T d+1.93)+(1-1.95).82

L

F = 1.95 se obtuvo consultando el Apéndice C para el intervalo de confianza de un lado del 99%
con 50 grados de libertad del numerador y el denominador. |

8.2.7 Hipétesis

Contrariamente a la creencia de algunos investigadores, no hay suposiciones estadisticas que
fundamenten el calculo de r y su posterior uso como un estadistico descriptivo. Sin embargo,
ciertas suposiciones se aplican a las pruebas de hipétesis y los intervalos de confianza asociados
con este estadistico. Existen dos suposiciones primarias que preocupan. En primer lugar, se supo-
ne que los pares de datos son muestreados a partir de una distribucién normal bivariable. Es posi-
ble pensar en esta distribuciéon como una version de tres dimensiones de la curva normal. Las
pruebas de hipétesis y los intervalos de confianza pueden, o no, ser robustos ante las violaciones
de esta suposicién dependiendo de la forma de la distribucién de la poblacién y el valor de p. En
general, los investigadores deben ser cautelosos cuando utilizan los métodos inferenciales presen-
tados aqui y, en particular, deberéan serlo cuando cualquier X y/o Yy parezca desviarse de la norma-
lidad en un grado significativo.’

Se supone también que cada par de datos es independiente de todos los otros pares de datos.
Una violacién de esta suposicién puede darse, por ejemplo, si el mismo sujeto fue parte de la
prueba para X y ¥ en dos momentos diferentes. No se pueden hacer inferencias respecto de p, ba-
sadas en estos métodos, cuando se viola esta suposicion.

8.3 PRUEBA CHI-CUADRADA PARA LA INDEPENDENCIA

La prueba chi-cuadrada para la independencia se utiliza para probar la hipétesis nula en la que
dos variables discretas son independientes contra la alternativa de que no sean independientes.
Usted ya ha tratado con esta prueba, aunque en forma restringida, en el apartado 7.3 de la pagina
276. Esto se debe a que la prueba chi-cuadrada para la independencia es una forma mds general
que la prueba chi-cuadrada de por 2 por k con la que usted traté en esa seccién.”

8LLa distribucién normal de X y y no garantiza una normalidad bivariable, pero teniendo una X y/o y no
normal se garantiza que la normalidad bivariable no se ha alcanzado.
9 Antes de continuar, le recomendamos ampliamente releer el apartado 7.3 de la pagina 276.
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TABLA 8.11: Descripcién de una tabla chi-cuadrada dej por k.

Variable 1
Categoria  Categoria  Categoria  Categoria
1 2 e k

Categoria foul for2 foik
1 ell fe12 e fel k
Categoria foo1 foon .o fook

2 f f .o f
Variable e21 e22 e2k

2 Categoria

Categoria fojl fojz fojk
J g1 ej2 foii

La chi-cuadrada obtenida de esta forma se calcula mediante la ecuacién 7.10 de la pagina
277, la cual repetimos aqui para mayor comodidad.

_ 2
2= Y {(fo ffe> }

todas las celdas

Aqui fy f, son las frecuencias observada y esperada. La frecuencia observada es simplemente
el nimero de resultados que tienen lugar en una celda dada como se muestra en la tabla 8.11. En
esta tabla utilizamos dos subindices para indicar la fila y la columna de cada entrada de la celda.
Por ejemplo, si la variable 1 representa el estatus de vacunacién en contra de la hepatitis B con
categoria “no vacunado”, la categoria 2 representa “vacunado”, y la categoria 3 representa ‘“no se
sabe”; la variable 2 indica el lugar de residencia, entonces f;,, serd el niimero de personas en el
lugar 1 que han sido vacunadas y f ,,, serd el niimero de personas en el lugar 2 quienes si han sido
vacunadas. Las entradas f ;5 y f,3 representardn los niimeros en esos lugares cuyo estatus es
desconocido.

Los f son los niimeros esperados en cada celda si la hipotesis nula es verdadera y se calcu-
lan mediante la ecuacion 7.11 de la pagina 279, la cual se repite aqui por comodidad.

_(Np) (Ne)
A

Aqui N es la fila total de la celda cuya frecuencia esperada se estd calculando, y N es la colum-
na total para la misma celda.!?

Esta notacién “...”, utilizada en la tabla 8.11, indica que el nimero de columnas continiia
hasta la dltima columna designada como columna k. Asimismo, la notacién “ :” indica que el
ndmero de filas continda hasta la dltima fila, la cual se designa como fila j. Todo esto significa que

la tabla puede tener cualquier nimero de filas y columnas. Los grados de libertad para el estadistico

10y¢gase el apartado 7.3 en la pagina 276 para més detalles.
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de prueba se calculan por medio de

Xagr = =Dk =1) (8.8)

donde j y k son el nimero de filas y columnas en la tabla, respectivamente.

EJEMPLO 8.7

Suponga que en tres condados rurales se lleva a cabo una encuesta para determinar el estatus
de vacunacién en contra de la hepatitis B. Se encuentra que en el condado 1, 41 personas han sido
vacunadas, 126 no han sido vacunadas y se desconoce el estatus de 452. En el condado 2, hay 202
personas vacunadas, 210 no han sido vacunadas y se desconoce el estatus de 440. En el dltimo
condado 330 personas han sido vacunadas, 614 no han sido vacunadas y se desconoce el estatus
de 680.

Utilice estos datos para llevar a cabo el andlisis chi-cuadrada. Interprete sus resultados.

Solucion Las frecuencias observadas (corchetes) y esperadas (paréntesis) asi como los totales
de filas y columnas se ordenan como se muestra en la figura 8.12 de la siguiente pagina. Las fre-
cuencias esperadas se calculan mediante la ecuacién 7.11 como sigue.

_ (Nyne) (Ny) _ (619) (573) _

fo = 5 ="5go5 = 114.60
fop = (NUnogv(NNv) _ (6122)9(250) ~190.00
fia= (NUnO;[ Ny _ (6193)0(91 5572) _314.40
fpr = (NDOS;](NV) _ (85%2) 9(273) 15774
forn = (NDO%V(NNv) = (852);250) =261.52
F = (NDOS;/(NU) _ (8523)0(915572) 43074
for = (NTreS]\)] NVy) _ (162;39(5573) 300,66
P (NTresiv(NNV) _ (1623489(5950) — 498.48
Fan = (NTres;] (Ny) _ (162431()) 9(2572) 82486
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TABLA 8.12: Datos de la encuesta ordenados para el andlisis chi-cuadrada.

No
Vacunado vacunado Desconocido

Condado [41] [126] [452] 619

1 (114.60) (190.00) (314.40)
Condado [202] [210] [440] 252

2 (157.74) (261.52) (432.74)
Condado [330] [614] [680] 1624

3 (300.66) (498.48) (824.86)

573 950 1572 N =3095

Entonces, por la ecuacién 7.10, la chi-cuadrada obtenida es

_ 2
2= Y {(fo _ }

todas las celdas

_ (41-11460  (126-190.00)%  (452-31440)>  (202-157.74)%
=T 114.60 190.00 314.40 157.74

(210-261.52)% | (440-432.74)> | (330-300.66)* , (614 —498.48)>
261.52 43274 300.66 498.48

(680 — 824.86)2
824.86

=47.27+21.56+60.22+12.424+10.15+.124+2.86 4+ 26.77 4+ 25.44
=206.81

El valor critico se obtiene del Apéndice D con
(G-Dk-1)=B-1)(3-1) =4 grados de libertad

donde j es el nimero de filas y Kk el nimero de columnas en la tabla. En el caso presente, el
Apéndice D muestra que para &= .05 y cuatro grados de libertad, la y2 critica es 9.488. La hipé-
tesis nula se rechaza cuando la chi-cuadrada obtenida, es mayor que, o igual a, la chi-cuadrada
critica . Puesto que 206.81 es mayor que 9.488, la hipétesis nula no se rechaza. Por consiguiente,
concluimos que el estatus de vacunacién y el condado de residencia no son independientes. Esto
significa que el estatus de vacunacién depende del condado de residencia. Dicho de otra forma:
las proporciones de los estatus de vacunados, no vacunados y estatus desconocido de las personas
en los tres condados no son las mismas. |

8.3.1 Suposiciones

La prueba chi-cuadrada para la independencia presentada aqui es una aproximacién mas que una
prueba exacta.!! Para que la aproximacién sea lo suficientemente exacta, la regla empirica afirma

I1Es posible realizar una prueba exacta, pero requiere de un programa de cémputo especializado, por
lo que no se analizard aqui.
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que al menos el 80% de la f, en la tabla deberd ser mayor que, o igual a, cinco y ninguna celda
deberd tener f, menor que 1.

También se supone que las observaciones son independientes. Por ejemplo, un resultado no
puede influir ni estar influido por otro resultado. En el dltimo ejemplo, una violacién pudo haber
ocurrido si algunos individuos dieron miltiples veces sus respuestas y sus datos se consideraron
varias veces en el andlisis. La prueba chi-cuadrada no puede contarse entre las resistentes contra
la violacién de la suposicion de independencia.

PALABRAS Y FRASES CLAVE

Al terminar de leer este capitulo, usted estard familiarizado con las siguientes palabras y frases:

coeficiente de correlacion de Pearson
del producto-momento (P-M) 295

correlacion negativa 300
correlacion positiva 300
covarianza 296

fortaleza de la relacién 300
frecuencia esperada 313
frecuencia observada 313
gréfica bivariable 299

EJERCICIOS

intervalo de confianza para la estimacién de
p 311

naturaleza de la relacion 298

prueba de Hy : p= p, 310

prueba chi-cuadrada para la independencia 312

prueba para H;, : p=0 309

relacién causa-efecto 308

relacién lineal 308

relacién no lineal 307

8.1

8.2

Dadas las variables X y Y, defina o explique los si-
guientes términos:

a) Correlacion positiva.

b) Correlacion negativa.

¢) Correlacion cero.

d) Fortaleza de la relacidn.

e) Relacion lineal.

f) Correlacién de 1.0y —1.0.

Las puntuaciones APGAR son asignadas a los reci