


BREVE TABLA CRONOLOGICA DE INVESTIGACION DE OPERACIONES

ANO AUTOR TECNICA DESARROLLADA

1736 Euler Puentes de Koenigsberg (Teoria de Redes)

1755 Lagrange Multiplicadores de Lagrange

1759 Quesnay Modelos Primarios de Programacién Matematica
1776 Monge Modelos Lineales

1800 Fourier Programacion Lineal

1873 Jordan Modelos Lineales

1874 Walras Modelos Primarios de Programacién Matematica
1880 Weierstrass Condiciones de Extremo Fuerte

1891 Minkowsky Modelos Lineales

1897 Markov Modelos Dindmicos Probabilisticos

1903 Farkas Modelos Dinamicos Probabilisticos

1909 Erlang Lineas de Espera

1925 Koénig — Egervary Asignacion

1937 Morgestern Légica Estadistica

1937 Von Neuman Teoria de Juegos

1939 Kantorovich Planeacién en Produccion y Distribucion

1941 Hitchcock — Koopmans Problemas de Transporte

1947 Dantzig Método Simplex

Programacion No Lineal, Método Hingaro, Sistemas

1953 Kuhn — Tucker D

1956 Ford — Fulkerson Problema del Flujo Maximo
1956 Kruskal Arbol de Minimo Recorrido
1957 Bellman Programacién Dinamica
1957 Pontriaguin Teoria del Control Optimo
1957 Markowitz Simulacion y Programacion Discreta
1957 Raifa Analisis de Decisiones

1958 Gomory Programacion Lineal Entera
1958 Arrow — Karlin Modelos de Inventarios
1959 Dijkstra Camino mds corto

1961 Zener — Duffin Programacion Geométrica
1969 Gass Funciones Convexas

1978 Kachiyan Método del Elipsoide

1984 Karmarkar Algoritmo de Punto Interior
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GEORGE BERNARD DANTZIG Y LA HISTORIA (Y EL FUTURO) DE LA PROGRAMACION
LINEAL

George Bernard Dantzig nacié el 8 de noviembre de 1914 en Portland,
Oregon. Su padre era profesor de Matematicas, se retird dejando su puesto
de Jefe del Departamento de Matematicas en la Universidad de Maryland
poco después de la Segunda Guerra Mundial. Su madre era una lingiiista
especializada en idiomas eslavos.

Dantzig estudid su carrera en la Universidad de Maryland, donde se
gradud en 1936. Le disgustaba el hecho de no haber visto "ni una sola
aplicacion en alguno de los cursos de Matematicas que habia tomado en
Maryland"'®. Al afio siguiente hizo estudios de posgrado en la escuela de
Matematicas de la Universidad de Michigan. Sin embargo, exceptuando la
{Foto de Edward W. Souza Estadistica, le parecié que los cursos eran demasiado abstractos; "tan
News Service, Stanford  ghstractos, que él s6lo deseaba una cosa: abandonar sus estudios de posgrado

University,Stanford, . e
Eelifornial y conseguir un trabajo".

En 1937 Dantzig dejé Michigan para trabajar como empleado en Estadistica en el Bureau of
Labor Statistics. Dos afios después se inscribia en Berkeley para estudiar un Doctorado en Estadistica.

La historia de la tesis doctoral de Dantzig es ahora parte del anecdotario de las Matematicas.
Durante su primer afio en Berkeley, llev6 un curso de Estadistica con el famoso Jerzy Neymann. En
una ocasion llegd tarde a una de las clases de Neymann. En la pizarra estaban escritos dos problemas
que ¢l supuso eran problemas de tarea. Dantzig, consecuentemente, los copid y los resolvid, aun cuando
le parecieron "un poco mas dificiles que los problemas ordinarios". Unos dias después se los entrego a
Neymann, disculpandose por haber llegado tarde.

Aproximadamente seis semanas después -a las 8:00 de un domingo por la mafiana-, Neymann
llegd aporreando la puerta de Dantzig, explicandole que habia escrito una introduccidén a uno de los
articulos de Dantzig y que queria que la leyera a fin de poder enviar el articulo para su publicacion. Los
dos "problemas de tarea" que Dantzig habia resuelto eran, en realidad, dos famosos problemas no
resueltos de la Estadistica. Las soluciones de estos problemas se convirtieron en su tesis doctoral, a
sugerencia de Neymann.

No obstante, Dantzig termind su doctorado hasta 1946. Poco después del comienzo de la Segunda
Guerra Mundial se uni6 a la Fuerza Aérea de Estados Unidos y trabajé con el Combat Analysis Branch of
Statistical Control. Después de recibir su Doctorado, regresé a la Fuerza Aérea como el asesor de Matematicas
del U. S. Air Force Controller. Fue en ese trabajo donde encontré los problemas que le llevaron a hacer sus
grandes descubrimientos. La Fuerza Aérea necesitaba una forma mas rapida de calcular el tiempo de
duracidn de las etapas de un programa de despliegue, entrenamiento y suministro logistico.

/2 los aites que aporecen en esta resefio se hon fomado de fa entrevista con Danizig que fue publicada en /o edicion de morzo de. 1986 de The
(ollege Marthematicol Jovmal pdginas. de /o 293 a fo 314, Los entrevistadores fyeron Donald /. Albers y Constance Reid.
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El trabajo de Dantzig generalizo 1o hecho por el economista, ganador del Premio Nobel, Wassily
Leontief. Dantzig pronto se dio cuenta de que los problemas de planeacion con los que se encontraba
eran demasiado complejos para las computadoras mas veloces de 1947 (y aun para las de la actualidad).
La siguiente es la explicacion de Dantzig acerca de las dificultades que tuvo que encarar: "Un ejemplo
sencillo ilustra la dificultad fundamental de formular un problema de planeacién utilizando un enfoque
de analisis de actividades. Considere el problema de asignar 70 hombres a 70 empleos. Una "actividad"
consiste en asignar el iésimo hombre al jésimo empleo. Las restricciones son dos: en primer lugar hay
70 hombres, cada uno de los cuales debe asignarse a un puesto y en segundo lugar, cada uno de los 70
puestos existentes debe estar ocupado. El nivel de una actividad puede ser 1, lo cual indica que esta
siendo usada, ¢ 0, lo cual significa que no. En consecuencia hay 2 x 70 = 140 restricciones y 70 x 70 =
4900 actividades con 4900 variables correspondientes de decisién uno-cero. Por desgracia también
hay factorial de 70 permutaciones o formas de hacer las asignaciones. El problema consiste en comparar
el factorial de las 70 formas y elegir la que sea la dptima o "mejor" segiin algin criterio previamente
establecido.

En el gjemplo anterior, factorial de 70 es un nimero muy grande. A fin de tener una idea de qué
tan grande es, supongase que se hubiese tenido una computadora IBM del tipo mainframe en el instante
en el que ocurrid el Big Bang hace quince millones de afios. jHabria podido, entre ese entonces y
ahora, examinar todas las soluciones posibles? {No! No obstante, supdngase que se hubiese tenido una
computadora ain mas poderosa, una que pudiese examinar mil millones de asignaciones por segundo.
La respuesta seguiria siendo negativa. Aun si la tierra se llenase con computadoras cuyas rapideces
fueran de nanosegundos, todas ¢llas trabajando en paralelo, la respuesta atin seria no. Sin embargo, si
existiesen diez tierras, todas llenas con computadoras del tipo mencionado, todas programadas en
paralelo desde el instante del Big Bang hasta que el sol fuese una esfera fria, entonces quizas la
respuesta podria ser si. Lo notable es que el método simplex, con la ayuda de una computadora moderna,
puede resolver este problema en una fraccion de segundo.

Antes de que Dantzig pudiese descubrir el método simplex, le fue necesario primero tener un
modelo practico de Programacion Lineal. He aqui la descripcion de Dantzig del proceso: "Cuando el
problema de la planeacién fue formulado inicialmente para la Fuerza Aérea, no existia la nocién exacta
de una funcién objetivo, la idea de una meta claramente definida. Por supuesto, teniamos s6lo un falso
respeto hacia el concepto de objetivo. En el discurso de los militares escuché a menudo decir, "nuestro
objetivo es ganar la guerra". En el mundo de los negocios se escucharia quizéas "nuestro objetivo es
obtener ganancias". Sin embargo, era imposible hallar alguna relacion directa entre la meta establecida
y las acciones emprendidas para tal fin. Si se estudiaba con cuidado el paso siguiente, se podia ver que
algin lider habia promulgado un montén de reglas basicas que, en su concepto, llevarian hacia la meta.
Esto distaba mucho de lo que seria honestamente estudiar todas las combinaciones alternativas de las
acciones para elegir la mejor combinacion. Los que mandan, generalmente mueven las manos y dicen
"He considerado todas las alternativas", pero es casi siempre basura. Lo mas probable es que no
pudiesen estudiar todas las combinaciones. Antes de 1947 era inconcebible pensar en la existencia de
una herramienta como la Programacién Lineal que permitiese examinar millones de combinaciones.
No habia algoritmo o herramienta computacional que pudiera hacer eso.

No descubri el modelo de la Programacion Lineal en un instante, sino que tuvo un proceso de

evolucién. Se dedicd casi un afio completo a la tarea de decidir si mi modelo podria ser utilizado en la
formulacién de problemas practicos de distribucién de tiempos. Como usted sabe, la planeacion y la
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distribucién de tiempos se llevaron a una escala inmensa durante la guerra. El funcionamiento de la
Fuerza Aérea fue equivalente al funcionamiento de la economia de toda una nacién. En el proceso
intervinieron cientos de miles de personas. La logistica tuvo una magnitud dificil de entender para
alguien que no haya estado ahi. Mi colega Marshall Wood y yo revisamos miles de situaciones tomadas
de nuestra experiencia durante la guerra.

Las reglas basicas empleadas en la planeacioén se expresaban en un formato completamente
distinto del que se emplea en la actualidad para formular un programa lineal. Lo que hicimos fue revisar
estas reglas una por una y demostrar que casi todas ellas podian reformularse aceptablemente en un
formato de Programacion Lineal. Pero no todas. En algunos casos era necesario tomar en cuenta el
caracter discreto de las variables y las no convexidades.

Cuando formulé por primera vez mi modelo de Programacion Lineal, lo hice sin una funcién
objetivo. Estuve luchando por algin tiempo con la adicién de reglas basicas para elegir de entre las
soluciones factibles la que en algun sentido fuese "éptima". Pero pronto abandoné esta idea y la sustitui
por la de una funcién objetivo a ser maximizada. El modelo que formulé no estaba hecho especificamente
para fines militares. Podia aplicarse a toda clase de problemas de planeacion; todo lo que tenia que
hacerse era cambiar los nombres de las columnas y los renglones y entonces era aplicable a un problema
de planeacion econémica lo mismo que a un problema de planeacién industrial".

Habiéndose ya establecido €l problema general de Programacién Lineal, fue necesario hallar
soluciones en un tiempo razonable. Aqui rindi6 frutos la intuicién geométrica de Dantzig: "Comencé
observando que la regién factible es un cuerpo convexo, es decir, un conjunto poliédrico. Por tanto, el
proceso se podria mejorar si se hacian movimientos a lo largo de los bordes desde un punto extremo al
siguiente. Sin embargo, este procedimiento parecia ser demasiado ineficiente. En tres dimensiones, la
region se podia visualizar como un diamante con caras, aristas y vértices. En los casos de muchos
bordes, el proceso llevaria a todo un recorrido a lo largo de ellos antes de que se pudiese alcanzar el
punto de esquina 6ptimo del diamante".

Esta intuicién llevo a la primera formulacion del método simplex en el verano de 1947. El primer
problema practico que se resolvid con este método fue uno de nutricion.

El 3 de octubre de 1947 Dantzig visito el Institute for Advanced Study donde conocié a John von Neumann,
quien por entonces era considerado por muchos como el mejor Matematico del mundo. Von Neumann le
platicé a Dantzig del trabajo conjunto que estaba realizando con Oscar Morgenstern acerca de la Teoria
de Juegos. Fue entonces cuando Dantzig supo por primera vez del importante teorema de la dualidad.

En 1976 el presidente Gerald Ford otorgé a Dantzig la Medalla Nacional de Ciencias, que es la
presea mas alta de los Estados Unidos en Ciencia. En la ceremonia en la Casa Blanca se citd a
George Bernard Dantzig "Por haber inventado la Programacién Lineal, por haber descubierto métodos
que condujeron a aplicaciones cientificas y técnicas en gran escala a problemas importantes en logistica,
elaboracion de programas, optimizacion de redes y al uso de las computadoras para hacer un empleo
eficiente de la teoria matematica".

Dantzig se sorprendié de que el método simplex funcionara con tanta eficiencia. Citando de
nuevo sus palabras: "La mayor parte de las ocasiones el método simplex resolvia problemas de m
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ecuaciones en 2m o en 3m pasos, algo realmente impresionante. En realidad, nunca pensé que fuese a
resultar tan eficiente. En ese entonces yo atin no habia tenido experiencias con problemas en dimensiones
mayores y no confiaba en mi intuicién geométrica. Por ejemplo, mi intuicién me decia que el procedimiento
requeriria demasiados pasos de un vértice al siguiente. En la practica son muy pocos pasos. Dicho con
pocas palabras, la intuicidn en espacios de dimensiones mayores no es muy buena guia. S6lo ahora, 50
afios después de haber propuesto el método simplex por primera vez, la gente esta comenzando a tener
una idea de por qué el método funciona tan bien como lo hace".

Una precisién acerca de la terminologia: un simplex es un tipo especial de conjunto convexo
poliédrico. M4s concretamente, sean Py, P, .. .. P,.; n+ 1 puntos (o vectores) en R™! Se dice que

los vectores tienen independencia afin si los n vectores | P», P\ P4, ..., PP, PP, . son linealmente
independientes.- Si los puntos tienen independencia afin, entonces el conjunto convexo mas pequeiio

que contiene losn+ 1 puntos en R se llama n-simplex. En 2 | tres puntos tienen independencia afin
si no son colineales. El conjunto convexo mas pequeio que contiene tres puntos no colineales es un

triangulo con estos puntos como vértices. Por tanto, un 2-simplex es un triangulo. En &*, cuatro puntos
tienen independencia afin si no son coplanares. El conjunto convexo mas pequefio que contiene cuatro
de tales puntos es un tetraedro. Este es el 3-simplex. Viéase la figura adjunta:

0 G 20N

Los tridangulos y los tetraedros son conjuntos poliédricos convexos, no obstante que los conjuntos
convexos poliédricos no son necesariamente simplex. Por ejemplo, en A® un rectangulo es un conjunto
convexo poliédrico pero no es un simplex (véase la definicion precedente). El método simplex fue
llamado asi por George Dantzig, aunque no es claro por qué eligié ese nombre. Habria sido mas
adecuado Ilamarlo "método del conjunto convexo poliédrico".

El profesor Dantzig no pudo conseguir el premio Nobel, pero recibi6 un cimulo de distinciones,
entre otras, la mencionada anteriormente, el premio Von Neumann Theory en 1975, Premio en
Matematicas Aplicadas y Analisis Numérico de la National Academy of Sciences en 1977, Harvey
Prize en Ciencia y Tecnologia de Technion, Israel, en 1985. Fue miembro de la Academia de Ciencias
y de la Academia Nacional de Ingenieria de EEUU. Las Sociedades de Programacién Matematica y
SIAM instituyeron hace afios un premio que lleva su nombre, premio que es uno de los mas prestigiosos
de nuestra comunidad.

El 13 de mayo de 2004, George Bernard Dantzig, muri a la edad de 90 anos en su casa de
Stanford, debido a complicaciones con la diabetes y problemas cardiovasculares.

Siguiendo cronol6gicamente, en 1979 el ruso L. G. Khachiyan present6 un algoritmo para resolver

problemas de Programacién Lineal denominado algoritmo del elipsoide, el cual consiste en ir reduciendo
la region de factibilidad encerrandola en elipsoides de volimenes decrecientes.
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Telgen en su estudio, en lugar de analizar el numero de iteraciones por problema, hace un analisis
del nimero de operaciones por iteracién y obtiene:

Simplex: (3 +d) m*+ dmn
Khachiyan: (3 +d) n>+ dmn

Donde d: densidad de la matriz de coeficientes tecnolégicos
m: numero de ecuaciones
n: numero de variables

De los trabajos de Telgen se puede concluir que el
algoritmo de L.G. Khachiyan es atractivo solamente en
problemas en los que el nimero de restricciones es mayor
que el nimero de desigualdades, pero en ese caso puede
ser mds indicado la utilizacién del algoritmo simplex dual.

En 1984, Narendra Karmarkar (nacié en 1956)
Matemaético de la India que trabajaba en AT & T Bell
Laboratories cre6 un nuevo y poderoso algoritmo de
Programacion Lineal que resuelve muchos problemas
complejos de esta drea con mayor rapidez y de manera
mas eficiente que cualquier otro método conocido hasta
ahora. Este método alternativo para la Programacién
Lineal evita la lentitud mediante la bisqueda de rutas a
través del interior de la regién factible. Las posibles
aplicaciones del algoritmo de Karmarkar son importantes para muchas industrias, incluyendo las
comunicaciones telefénicas y las aerolineas. Elegir rutas para los millones de llamadas de larga distancia,
por ejemplo, significa decidir como usar las lineas telefénicas existentes, los amplificadores y las terminales
de los satélites para obtener la mayor ventaja. Encontramos otro ejemplo en las empresas de lineas
aéreas. La compaiiia American Airlines trabajé con el doctor Karmarkar para ver si este algoritmo
podria reducir los costes de combustible. De acuerdo con Thomas Cook, director de investigacién
operativa de American Airlines.

G. B. DANTZIG Y L. G. KHACHIYAN

En la década de 1980, cientificos de los
Laboratorios Bell aplicaron el algoritmo de Karmarkar
aun problema de complejidad sin precedentes: decidir
cudl es la manera mas econdémica de construir
conexiones telefénicas entre ciudades de los Estados
Unidos, de manera que las llamadas puedan llegar de
una ciudad a otra, pasando por ciudades intermedias.

El trabajo con estos problemas en los Laboratorios
NARENDRA KARMARKAR Bell implicaba manipular problemas de Programacion

Lineal de cerca de 800000 variables, que el algoritmo

de Karmarkar puede resolver en 10 horas de tiempo de computador. Los cientificos involucrados en
este proyecto creian que el problema podria haber tardado semanas en resolverse si se hubiera usado
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el método del simples o el del elipsoide. El algoritmo de Karmarkar ha sido incorporado a un programa
de computador denominado AT & T KORBX Linear Programming System.

El futuro

Parte importante del futuro de la Investigacion de Operaciones corresponde a la Programacion
Multicriterio, a la Programacion Multiobjetivo y las Metaheuristicas.

La Programacion Multicriterio corresponde a problemas con decision de objetivos de tipo discreto
y la Programacion Multiobjetivo esta relacionada con problemas de tipo continuo.

Una Metaheuristica es un método de solucién general, que proporciona, tanto una estructura
general como criterios estratégicos para desarrollar un método heuristico especifico que se ajusta a un
tipo particular de problema.

Entre las nuevas metaheuristicas se encuentran:

- Recocido Simulado.

- Busqueda Tabu.

- GRASP.

- Redes Neuronales.

- Algoritmos Genéticos.

- Algoritmos Meméticos.

- Particles Swarm Optimization (Optimizacién de Nube de Particulas).
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CAPITULO 11

CONCAVIDAD Y CONVEXIDAD

"La humanidad no puede soportar mucha realidad”. T. S. Eliot

INTRODUCCION

La Optimizacién puede considerarse como la bisqueda de la mejor solucidn (solucidn éptima) de
un problema. El término mejor aqui, depende del contexto en el que se trabaje, podria significar solucién
que minimiza los costes, 0 maximiza los beneficios, o que hace que la distancia recorrida sea minima,
etc. Esta primera reflexidn sobre lo que se entiende por Optimizacién refleja claramente las
importantisimas e indudables aplicaciones de esta area de las matematicas a un amplio espectro de
problemas; aplicaciones que surgen en la practica totalidad de las Ciencias.

El abordar un problema real de Optimizacion supone basicamente dos etapas:

* Determinar el modelo matematico que rige el problema.
* Resolver dicho problema usando una serie de técnicas matematicas.

rroblema Abstracciones >
Real Matemadatico

Empiricas Mateméticas

Finales

Los problemas que pueden ser resueltos mediante la Optimizacién Matematica son aquellos que
pueden expresarse en la forma:

MAX f(X) MIN f (X)
X CS X € CS

Donde CS corresponde al conjunto solucién.
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La convexidad desempeifia un importante papel en la Programacion Matematica, puesto que
permite obtener resultados tedricos y aplicar métodos especificos. Pero el interés del concepto
matematico de la convexidad va alin mas lejos, ya que tiene numerosisimas aplicaciones en 1a Economia.

La convexidad se estudia bajo dos puntos de vista, por un lado el concepto de convexidad aplicado
a conjuntos; para mas tarde analizar lo que se entiende por convexidad y concavidad para funciones,
asi como algunas caracterizaciones ttiles desde un punto de vista practico.

Dentro de la Optimizacién Matematica tienen una extremada importancia los problemas convexos,
que son aquellos de la forma:

MIN f (X)
X € CS

donde CS es un conjunto convexo y f(x) es una funcién convexa. La propiedad mas importante de este
tipo de problemas viene dada por el conocido como teorema fundamental de la programacion convexa
que asegura que todo dptimo local de un problema convexo es también 6ptimo global.

CONJUNTOS CONVEXOS

El concepto de conjunto convexo es algo sencillo de entender desde un punto de vista geométrico.
Son conjuntos convexos aquellos que tienen la propiedad de que al unir con un segmento dos puntos
cualesquiera del conjunto, el segmento queda completamente contenido en el propio conjunto.

Definicion: Un conjunto S es convexo cuando: V XY € S y A € [0,1] se cumple: /

X+(1-A4)Y € S. Ejemplos:

Para comprender mejor la definicién de conjunto convexo debe tenerse en cuenta que dados dos
puntos X yY, los puntos de la forma corresponden justamente con los puntos del segmento que une X
yY

AX+(1-A)Ycon A € [0,1]Portanto, un conjunto es convexo cuando el segmento que une
cualquier par de puntos del conjunto esta completamente contenido en el conjunto.

50



CONJUNTO NO CONVEXO

Como generalizacién del concepto de segmento entre dos puntos, se define 1o que se entiende
como combinacién lineal convexa de una serie de puntos.

Definicion: Un punto es una combinacioén lineal convexa de m puntos cuando puede expresarse
en la forma:

X=A1x3tAxp+..+Ax, donde ;20 y A+ A, +..+4,=1

Un conjunto es convexo si y sélo si toda combinacién lineal convexa de puntos del conjunto
pertenece al propio conjunto.

Propiedades de los conjuntos convexos

® Lainterseccion de un nimero finito de conjuntos convexos sigue siendo un conjunto convexo.
8 Por el contrario, la unién de conjuntos convexos no es necesariamente un conjunto convexo.

® Otra operacién que efectuada sobre conjuntos convexos hace que el resultado pueda perder la

convexidad es la diferencia entre conjuntos.

8 [ .os conjuntos formados por un niimero finito de puntos no son convexos, salvo el caso de los

que unicamente tienen un punto.

Para los casos en que un conjunto no sea convexo, resultaria interesante analizar si de alguna
manera se podria completar dicho conjunto para hacerlo convexo; se plantea entonces la necesidad de
intentar encontrar el menor conjunto convexo que contiene a uno dado. Este conjunto siempre existe y
recibe el nombre de envoltura convexa.

De la definicidn anterior pueden deducirse dos formas de construir la envoltura convexa de un
conjunto dado:

® Interseccidn de todos los conjuntos convexos que lo contienen.

8 Conjunto formado por todas las combinaciones lineales convexas de puntos del conjunto.
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Vértices de un conjunto convexo

Otro concepto importante dentro de la teoria de conjuntos convexos es €l de vértice, su interés se
vera mas adelante al entrar en el estudio de los programas lineales. El concepto de vértice de un
poligono desde un punto de vista geométrico esta claro, pero expresado en un lenguaje matematico
podria darse la siguiente definicion.

Definicion: Un punto x de un conjunto convexo S es extremo o vértice de S si no puede expresarse
como combinacidn lineal convexa de otros dos puntos de S. Es decir, un vértice nunca puede ser un
punto intermedio de un segmento contenido completamente en el conjunto.

No todo conjunto convexo tiene vértices, y en el caso de tenerlos puede tener tanto un nimero
finito como un nimero infinito de ellos.

Todo conjunto no vacio, convexo, cerrado y acotado tiene al menos un vértice.
Algunos tipos especiales de conjuntos convexos

m Un cono convexo es un conjunto convexo S verificando que para todo punto x de S y todo
nimero a > 0 el punto ax sigue perteneciendo al conjunto. Esto quiere decir que para que un
conjunto sea un cono, todas las semirrectas que partiendo del origen pasan por cualquiera de
sus puntos, deben estar completamente contenidas en el propio conjunto.

m El cono convexo generado por m puntos es el conjunto de todas las combinaciones lineales
con coeficientes positivos de esos puntos. En este caso los m puntos se llaman generadores
del cono.

Otro grupo importante de conjuntos convexos lo constituyen los hiperplanos y los semiespacios.

Se llama politopo convexo a todo conjunto que puede expresarse como interseccion de un
numero finito de semiespacios cerrados. Si un politopo tiene vértices, siempre es un nimero
finito de ellos.

Un poliedro convexo es un politopo acotado.

Se llama poliedro convexo generado por m puntos al conjunto de todas las combinaciones
lineales convexas de ellos. En este caso, el conjunto de vértices del conjunto constituye un
subconjunto del de generadores.

Funciones convexas

Esta seccion trata los conceptos de convexidad y concavidad aplicados a funciones. En primer
lugar, se introduce la definicidn matematica de funcién convexa.

Definicion: Una funcion f(x) definida sobre un conjunto convexo S es convexa cuando verifica
la siguiente condicidn:

X,YeSyV A € [0, 1] se cumple: f(A X+(1 A)Y)< A £f(X)+ (1 A) f(Y)



Cuando en la condicion anterior el signo de desigualdad es estrictoy 4 € [0, 1]1a funcién se dice
estrictamente convexa.

Los conceptos de funcién concava y estrictamente concava son similares cambiando los signos
de desigualdad. De hecho, una funcién f (x) es concava si y sélo si su opuesta — f(x) es convexa.

Graficamente, las funciones convexas son aquellas en las cuales los segmentos que unen cualquier
par de puntos de su grafica quedan siempre por encima de la grafica. Si la funcién es estrictamente
convexa, los segmentos no pueden tocar a la grafica, salvo en los puntos extremos.

Propiedades de las funciones convexas

Las funciones lineales son a la vez concavas y convexas pero no estrictamente.
La suma de funciones convexas sigue siendo una funcién convexa.
Como generalizacion de la propiedad anterior, puede decirse que cualquier combinacion lineal
con coeficientes positivos de funciones convexas es una funcién convexa.

® Sif(x)esuna funcién convexa, entonces — f(x) es una funcién concava. Mas atn, al multiplicar
una funcion convexa por una constante negativa el resultado es una funcion céncava.

Si la funcioén f (x) es convexa, el conjunto S, = {X € R"/f(X) < k} es convexo para todo
valor de k. De una manera similar podria probarse la propiedad que asegura que si la funcién
g(x) es concava, entonces el conjunto T, = { X € R"/ g (X) = k} es convexo.

Funciones convexas diferenciables

Reconocer si una funcién es convexa utilizando la definicion resulta una tarea en muchos casos
complicada, por esa razén son necesarios resultados que permitan identificar funciones convexas con
base en otras propiedades; por supuesto, no toda funcién convexa es diferenciable. Ademas,
desgraciadamente, en las situaciones que se presentan en los casos reales muchas veces surgen funciones
que no son diferenciables, por lo que los resultados aqui expuestos no son siempre aplicables; en tales
casos, la convexidad de funciones se convierte mas en una categoria de analisis que en un concepto
operativo.

Primera caracterizacion

El primero de los resultados utiliza el vector gradiente para estudiar la convexidad de una funcién
de varias variables.

Una funcién diferenciable f (X) es cionvexa si y solo si verifica la condicién:

fFX) S f(V)+VIY)X-Y) VX YeCS
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Rapidamente puede darse una interpretacién geométrica a este resultado: una funcién convexa
se caracteriza por el hecho de que el hiperplano tangente a la funcidn en cualquier punto de su dominio
siempre esta por debajo de la propia funcién.

En el caso de que la desigualdad anterior se verifique para un punto Y. fijo y para puntos X
variando en un entorno de Y, se tiene el concepto de convexidad local en el punto Y. Por otro lado, si se
cambia el signo de la desigualdad se obtiene una caracterizacion de las funciones concavas diferenciables.

Segunda caracterizacién

La primera caracterizacion de las funciones convexas tiene el inconveniente de que sigue utilizando
desigualdades para poder ser aplicada y no en todos los casos resulta sencillo probar una desigualdad
funcional. En la segunda caracterizacion de las funciones convexas es necesario que la funcién sea
dos veces derivable con respecto a todas sus variables, ya que estd basada en la construccidén y
clasificacién de la matriz Hessiana.

Dada una funcién f(x) dos veces diferenciable, se tiene:

& f(x)es convexa siy sélo si sumatriz Hessiana Hf (x) es semidefinida positiva para cualquier
x en su dominio.

' f(x)esconcava siy solo si sumatriz Hessiana Hf (x) es semidefinida negativa para cualquier
X en su dominio.

& Sisumatriz Hessiana Hf (x) es definida positiva para cualquier x entonces f(x) es estrictamente
convexa.

Si su matriz Hessiana Hf (x) es definida negativa para cualquier x entonces f (x) es estrictamente
concava.

Estas dos tltimas propiedades enuncian condiciones suficientes pero no necesaria. Es decir, pueden
existir funciones estrictamente convexas cuyo Hessiano no sea definido positivo sino Gnicamente
semidefinido positivo.

En el caso de funciones de una variable, el analisis de su convexidad o concavidad se reduce al
estudio del signo de su derivada segunda.

TEOREMA FUNDAMENTAL DE LA PROGRAMACION CONVEXA

En los casos que se plantean normalmente en la préctica, lo deseado siempre es encontrar soluciones
globales, es decir, la mejor en términos absolutos, muchas veces no basta con encontrar la mejor entre unas
cuantas. Pero, desafortunadamente, la mayor parte de las técnicas de optimizacion (principalmente las que
estan basadas en la derivabilidad) estan encaminadas a la biisqueda de 6ptimos locales. Por esa razdn, son
necesarios resultados que permitan reconocer cuando los 6ptimos locales son también globales. El méas
importante de tales resultados es el conocido como teorema fundamental de la programacién convexa.
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Teorema (Teorema fundamental de la programacién convexa)
Todo éptimo de un programa convexo es global.
Existencia y unicidad de soluciones

Antes de plantearse la resoluciéon de un problema de Optimizacidn, se puede analizar desde un
punto de vista teérico si dicho problema tiene solucion y, en caso afirmativo, si la solucion es tnica.

Teorema de Weierstrass

Si la funcién objetivo f (x) es una funcién continua y la regién factible CS es un conjunto compacto
(cerrado y acotado), entoces el problema admite al menos un minimo y un maximo globales.

Este teorema establece una condicién suficiente para garantizar la existencia de ptimos, pero no
es una condicidn necesaria, es decir, existen problemas que tienen 6ptimos y, sin embargo, no cumplen
las hipétesis del Teorema de Weierstrass.

Salvado el problema de la existencia de solucion, el siguiente aspecto a analizar es si dicha solucién
es Unica. El concepto de convexidad toma de nuevo especial importancia al permitir obtener un resultado
que garantiza la unicidad de soluciones de un programa matematico.

Teorema (unicidad de solucién para problemas estriccamente convexos)
En un problema estrictamente convexo el 6ptimo, en caso de existir, es inico.

Un problema estrictamente convexo es aquel en el que se minimiza una funcidn estrictamente

convexa sobre un conjunto convexo, 0 se maximiza una funcion estrictamente concava sobre un conjunto

convexo.

Cuando un problema no es estrictamente convexo, sino que es inicamente convexo, no se esta en
condiciones de asegurar que la solucion sea unica. Sin embargo, se cumple una interesante propiedad.

Teorema
En un problema convexo cualquier combinacién lineal convexa de 6ptimos sigue siendo un éptimo.
Curvas de nivel de una funcién de dos variables

De la misma forma que una funcién de una variable tiene una representacion grafica mediante
una curva en el plano, cuando la funcién tiene dos variables podria representarse mediante una superficie
en el espacio tridimensional. Dicha superficie estaria formada por los puntos de la forma (X, Y, f
(X,Y)). No obstante, existe una forma de representar graficamente funciones de dos variables en el
plano: mediante las conocidas como curvas de nivel de la funcidn. Dichas curvas se obtienen al cortar
la superficie mediante planos horizontales a distintas alturas, de forma que todos esos cortes forman
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una familia de curvas que se proyectan sobre el plano OXY. Las curvas de nivel surgen, por ejemplo,
en cartografia cuando se representan las distintas altitudes de una montafia mediante un conjunto de
curvas; de esta forma se hace una representacion en el plano de la superficie tridimensional de la
montafia. En meteorologia, las isobaras no son mas que las curvas de nivel de la funcién que determina
la presién atmosférica, es decir, son las curvas formadas por los puntos de igual presion atmosférica.

La siguiente figura muestra la representacion grafica de la funcién sen(X Y) mediante su superficie
en el espacio y sus curvas de nivel en el plano.

Definicidon

Las curvas de nivel de la funcién f(X,Y) son la familia de curvas de la forma: f(X,Y) = k para
cada valor de k en R. Ejemplo:

Este ejemplo muestra la construccién de la familia de curvas de nivel de la funcién f(X,Y)=3 X -Y.

Las curvas de nivel tienen la forma 3 X — Y =k o si se prefiere Y = 3 X — K, por tanto, son una
familia de rectas paralelas como muestra la figura.

N

En el caso de funciones lineales, las curvas de nivel son siempre una familia de rectas paralelas.
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El vector gradiente y las curvas de nivel

Dada una funcién de n variables, su vector gradiente es el vector formado por las n derivadas
parciales primeras. A todo punto del plano se le puede asociar un vector gradiente evaluando las
derivadas parciales en dicho punto, de esta forma se construye lo que se conoce como campo gradiente,
que no es mas que el conjunto de puntos del plano con sus respectivos vectores gradientes asociados.

El vector gradiente tiene dos importantes propiedades que le hacen muy 1til en el método de
resolucion geométrica:

m Una primera propiedad es que en cada punto indica la direccidon de crecimiento de la funcion.

m La segunda propiedad es que siempre en cada punto es ortogonal a las curvas de nivel. La
ortogonalidad en este caso significa que dicho vector forma un dngulo de 90 grados con las
rectas tangentes de las curvas de nivel.

Estas propiedades pueden apreciarse en la siguiente figura, en la que junto a las curvas de nivel
de la funcién £(X,Y) = sen (X Y) aparece el correspondiente campo gradiente. Los vectores gradientes
asociados a cada punto no estan representados en su verdadera escala, pero en este caso lo importante
es su direccion y sentido.

2 -1 0 1 2

Los ejemplos resueltos anteriormente, ponen de manifiesto una importante propiedad que relaciona
los vectores gradientes de las restricciones y de la funcion objetivo:

Grad g, (x*)

Grad g, (x*)
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El opuesto del vector gradiente de la funcién objetivo en el 6ptimo esta dentro del cono generado

por los vectores gradientes en el 6ptimo de las restricciones saturadas del problema, tal como muestra
la figura de la derecha. Esto significa que dicho vector puede expresarse como combinacion lineal con
coeficientes positivos de los vectores gradientes de las restricciones saturadas.

Una restriccion se dice saturada cuando en el 6ptimo se verifica en forma de igualdad y una

restriccion se dice no saturada cuando en el 6ptimo se verifica en forma de desigualdad estricta.

Deduccién de propiedades de los programas lineales

Los ejemplos anteriores pueden dar pie al planteamiento de algunas de las principales caracteristicas

de los programas lineales, como son:

En los programas lineales, los espacios de soluciones factibles son politopos. Es ademas
recomendable, en orden a garantizar la existencia de solucién, que dicho espacio sea un conjunto
acotado.

Ya se ha comentado que todo programa lineal es un programa convexo, con lo cual, todo
optimo es global. Pero ademas, siempre se alcanza el 6ptimo, o los 6ptimos, en la frontera del
espacio de soluciones factibles. Con la terminologia ya conocida, esto significa que en los
Optimos siempre alguna restriccion esta saturada.

Pero se puede asegurar ain mas, en todo programa lineal, si existe optimo, éste se alcanza, al
menos, en un vértice del politopo que constituye la regién admisible.

No siempre hay unicidad de soluciones, pero al ser programas convexos, si en un programa
lineal se alcanza el 6ptimo en dos puntos diferentes, también se alcanza en cualquier punto que
sea combinacioén lineal convexa de esos dos puntos. Esta propiedad se generaliza para un
mayor nimero de puntos, de forma que si varios puntos son dptimos del problema, también lo
es cualquier combinacidn lineal convexa suya.

Clasificaciéon de las matrices simétricas a partir de los autovalores

Esta clasificacion de las matrices simétricas puede llevarse a cabo de una forma mas operativa

de acuerdo a los siguientes criterios:

Dada una matriz A, sus autovalores son las raices de su polinomio caracteristico, es decir, las

soluciones de la ecuacién
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Una vez calculados los autovalores de una matriz simétrica, se tiene:

» A esdefinida positivasi y s6lo si los autovalores son todos estrictamente positivos.

» A es definida negativa si y sélo si los autovalores son todos estrictamente negativos.

» A es semidefinida positiva si y sélo si los autovalores son todos mayores o iguales a cero.
* A es semidefinida negativa si y s6lo si los autovalores son todos menores o iguales a cero.

* A esindefinida si existen dos autovalores de diferentes signos.

Clasificacién a partir de los menores principales de la matriz

Teniendo en cuenta los menores principales de la matriz A, podemos llegar a las conclusiones
siguientes:

* Aesdefinida positiva si y s6lo si todos los menores principales son estrictamente positivos.

* A es definida negativa si y s6lo si los menores son todos ellos no nulos y de signo alterno,
siendo siempre el primero negativo.

« Si todos los menores son estrictamente positivos, salvo el ultimo que es nulo, entonces la
matriz A es semidefinida positiva.

* Si los menores son todos de no nulos, salvo el tltimo, y ademéas de signo alterno, siendo el
primero negativo, entonces la matriz A es semidefinida negativa.

El criterio de los menores principales para la clasificacion de matrices tiene la ventaja de la
comodidad de los célculos, pero en contra puede no decidir el tipo de la matriz en algunos casos.

Convexidad de conjuntos

Sea M un subconjunto no vacio de R"; diremos que:

* El conjunto M es convexo si y sélo si para cualesquiera X,Y € M yparatodo A € [0, 1]
se verifica que:

Z=AX+(1-2)Y € M, esdecir,el segmento [ X, Y ]={Z e R"/Z=k)—(+(l—}»)\7.ke[0.l]}

esta contenido en M.

* Elconjunto M es estrictamente convexo si y s6lo si es convexo y para cualesquiera X,Y € M,
se tiene que el segmento abierto:

[X,Y]1={ZeR"/Z=AX+(1-1)Y,he(0,1)} esta contenido en el interior de M.
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CONCAVIDAD DE FUNCIONES

1. Sea M un subconjunto convexo y no vacio de R" y funa funcién definida de M en R; entonces
se dice que:

I. Lafuncién es concava en M si y s6lo si para cualesquiera XY e M yparatodo A € [0,
1] se verifica que:

fAX+1-D)Y)2Af X)+(1-20)f (Y)

IT.  La funcién fes estrictamente concava en M si y s6lo si para cualesquiera —)Z,? € M con

X#Y yparatodo A € (0, 1) se verifica que:

fOX+1-DY)>AFX)+(1-2)F(Y)

III. La funcion fes cuasiconcava en M si y solo si para cualesquiera i,? € M y para todo
A € [0, 1] se verifica que:

fOX+(1-2)Y)2Min {f (X),f (Y)}

IV. La funcion f es semiestrictamente cuasiconcava en M si y sélo si para cualesquiera

X,Y € M con X#Y tales que f(X) #f (Y) y paratodo A € [0, 1] se verifica que:
f A X+(1-2)Y)>Min {f (X).f (Y)}

V. Lafuncién f es estrictamente cuasiconcava en M si y solo si para cualesquiera X, Y € M

con X#Y y paratodo A € (0, 1) se verifica que:

f(AX+(1-2)Y)>Min {f (X).f (Y)}

2. Sea M un subconjunto convexo, abierto y no vacio de R" y funa funcién definida de M en
R, diferenciable en M; entonces se dice que:

VI. Lafuncion es seudocéncava en M si y solo si se verifica una de las siguientes condiciones
equivalentes:

- Paracualesquiera X,Y e M tales que f(Y) > f (X)setiene que (Y - X) V £ (X) > 0.
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- Para cualesquiera X,Y € M tales que(Y -X)V f(X)<0 setiene que f(Y)<f (X).

VII. La funcién es estrictamente seudoconcava en M si y s6lo si se verifica una de las siguientes
condiciones equivalentes:

- Para cualesquiera X, YeM con X#Y tales que f (Y)>f (X) se tiene que
(Y-X)VI(X)>0.

- Para cualesquiera X, Y €M con X#Y tales que (Y -X)V f (X)<0 se tiene que
f(Y) <f(X).

R4 " s . ity Y ou _
VIIIL Sea u una funcién de utilidad estrictamente cuasicéncava C? tal que -a—(x)>0
X

2
1

i=1,..,nparatodo X €X; se dice que u es fuertemente cuasiconcava si para cada
X € X se verificaque Z Hu (X) Z<0 paratodo Z€ D= {zZe R"/ZVu (X)
=0 z#0}

Analisis grafico

Una funcién es concava si los segmentos que unen cualquier par de puntos de su grafica nunca se
sitdan por encima de la misma; por ello, parece 1dgico intentar comprobar si a partir de alguna caracteristica
de la grafica de una funcién es posible determinar si ésta es 0 no cuasicéncava, estrictamente
cuasiconcava, seudocuasiconcava, etc. Para lo cual se exponen los siguientes criterios:

] EDR

Sea M < R convexo (por lo que es un intervalo de R) y f: M— R. Se verifica que f es
cuasicuasiconcava (estrictamente cuasicuasiconcava) si y solo si f es:

- Mondtona creciente (estrictamente) en M.
- Mondtona decreciente (estrictamente) en M.

- Mondtona creciente (estrictamente) en un subintervalo inicial de M y decreciente
(estrictamente) en el resto del conjunto M.

Ademas, las funciones diferenciables que son de uno de los tres tipos anteriores y no tienen
puntos de inflexién con derivada nula son seudocéncava (cuando se verifica la condicidén con caracter
estricto, la funcidn es estrictamente seudoconcava). De acuerdo con esto y las definiciones I, II, III,
IV, V, VI, VIl y VIII si la grafica de una funcién fies:
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(A) (B)

A/

v

©) (D) (E)

\ 4
4

(F) G)

Puede comprobarse facilmente que:

(A) fesconcava, pero no es seudocéncava, ya que en particular no es diferenciable; tampoco
es cuasicéncava, seudocéncava o concava, en sentido estricto.

(B) f es estrictamente céncava.
(C) fescuasiconcava, pero no cumple ninguna de las siete definiciones restantes.

(D) fessemiestrictamente cuasicdncava, pero no cuasiconcava, pues debido a la discontinuidad
en Xg, f no es semicontinua superiormente.

(E) fesestrictamente cuasiconcava, pero no es seudocoéncava, debido al punto de inflexidn x0,
tampoco es céncava.

(F) fesseudocdncava, pero no estrictamente seudocdncava, por ser constante en el intervalo
(xg, X1); la funcidn f no es céncava, ni estrictamente cuasicoéncava.
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(G) fes estrictamente seudocOncava, pero no es concava ni estrictamente concava.

Por tanto, en resumen, la funcion fes:

- Céncava si su grafica es (A) o (B).

- Estrictamente cOdncava unicamente si su grafica es (B).

- Cuasicdncava siempre si su grafica es (D).

- Semiestrictamente cuasicdncava cuando su grafica es (C).
- Estrictamente cuasicéncava si su grafica es (B), (E) o (G).
- Seudocodncava cuando su grafica es (B), (F) o (G).

- Estrictamente seudocdncava si su grafica es (B) o (G).

s En Rz

Las funciones estrictamente concavas no tienen ningin segmento sobre la superficie de su gréfica,
en cambio las funciones estrictamente cuasiconcavas que no tienen en su grafica segmentos horizontales
(es decir, paralelos al plano OXY) pueden tenerlos inclinados; finalmente, la gréfica de las funciones
estrictamente cuasicdncavas pueden contener segmentos tanto horizontales como inclinados.

Por otra parte, cuando se corta la grafica de una funcidn (estrictamente) concava f por cualquier
plano perpendicular al plano OXY, con vector director v, en cualquier punto x°, la curva interseccién
que se obtiene es la grafica de la funcién g (t) = f (x°+t V) que es (estrictamente) cdncava para

cualesquiera x°y v . Del mismo modo si f s (estrictamente) cuasiconcava, la funcién g antes indicada
es (estrictamente) cuasiconcava.

Teniendo en cuenta lo que se acaba de sefialar y las distintas definiciones de concavidad, si la
grafica de una funcion de dos variables es:

A) L7 (B)

(©)
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(D) (F)

(G)

Tendremos que:

(A)

(B)

©)

(D)

(E)

(F)

(G)

fes concava, pero no es seudocdncava, por no ser diferenciable en todo punto, ni estrictamente
cuasiconcava, debido a que la grafica de f contiene segmentos horizontales.

f es estrictamente concava y por ser diferenciable, f verifica también cualquiera de las seis
definiciones restantes.

f es seudoconcava, pero no es concava, pues existen segmentos que unen dos puntos de la
grafica y estan por encima de la misma. Tampoco es estrictamente seudocéncava o
estrictamente cuasicdncava, ya que tiene una zona plana en su grafica.

f e estrictamente cuasiconcava, pero no estrictamente concava, pues hay segmentos sobre
su grafica. Ademas por no ser diferenciable, tampoco serd seudoconacva.

fes semiestrictamente cuasiconcava y también cuasicOncava, pues es continua; sin embargo,
no es estrictamente cuasiconcava, ya que sobre la grafica existen segmentos horizontales.

f es cuasicdncava, pero no es seudocdncava, pues en los puntos de la recta r que no son
maximos, el plano tangente a la grafica es horizontal.

f es estrictamente cuasiconcava pero no es concava y por tanto, estrictamente concava.

Resumiendo, se tiene que la funcion fes:

» Concava si su grafica es (A), (B) o (D).

» Estrictamente cdncava Gnicamente si su grafica es (B).



* Cuasicéncava siempre.

* Semiestrictamente cuasiconcava siempre.
 Estrictamente cuasiconcava si su grafica es (B), (D) o (G).
» Seudoconcava cuando su grafica es (B), (C) o (G).

* Estrictamente seudocdncava si su grafica es (B) o (G).

Resumiendo todo lo anterior, obtenemos el siguiente cuadro:

.

Concava P Seudocdncava » Cuasiconcava |€—

4 s T

Semiestrictamente
Cuasiconcava

4
Estrictamente .| Estrictamente .| Estrictamente
Coéncava 1 Seudoconcava P CuasicOncava
A
Fuertemente
Cuasiconcava
EJERCICIOS RESUELTOS

I e Elpunto (2,2, 2) se puede expresar como una combinacién convexa del conjunto {(3, 0,3),
(3,3,0),(0,3,3)} ¢

1 1 1
(2, 2, 2) se puede expresar como 5 (3,0,3) + 3 (3,3,0) + 5 (0, 3, 3).
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20 El punto (2, 1, 2) no es una combinacién convexa de los elementos (1,0, 0), (0, 1,0) y (0, O,

1), ya que no existen escalares ¢, &, y (; sumando la unidad que verifiquen (2,2, 2) = ¢,

(1,0,0)+ &, (0,1,0)+ «, (0,0,1).

30 Los puntos (2, 1) y (- 1, 4) pertenecen al segmento cerrado que generan, ya que [(2, 1),

-1,49)={8x -1,-3x +4) € ]Rzz a € [0, 1]} y seleccionando X = 0, se obtiene
(-1,4)ycon & =1,seencuentra (2, 1). Estos puntos no pertenecen al segmento abierto, pues
a € (0,1).

40 El punto (3, - 1, - 2) pertenece al segmento constituido por los puntos (1, - 3, 0) y (4, 0, - 3),

1 2
yaque (3,-1,-2) = 3 (1,-3,0) + 3 (4, 0, - 3). Desde el punto de vista geométrico, si un

punto es combinacién convexa de dos elementos, pertenece a la recta que estos puntos
determinan, pero ademas estd situado entre los dos puntos, ya que la distancia entre un punto
del segmento y uno de los extremos verifica:

d (%, X)) = X, + & (X, - %,) - %,| = @ [ - %, < [ -%,]|=d(%,,%,)ycomo consecuencia cada

uno de sus componentes es combinacién convexa de las correspondientes componentes de
esos dos elementos.

50 El punto (3, - 1, - 2) pertenece al segmento constituido por los puntos (1, -3,0)y (4,0, - 3),
1 2
yaque (3,-1,-2) = 3 (1,-3,0) + 3 (4,0, - 3), luego 3 € [1, 4], la segunda componente

-1 € [-3,0]y latercera componente - 2 € [-3,0].
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EJERCICIOS PROPUESTOS

1 ® Demostrar la convexidad del conjunto A= {(x,y) € R*/y <3 - xz}.

2. Probar si es 0 no convexo el conjunto: B= {(x,y) € R? /y=¢'}.
3. Encontrar la envolvente convexa del conjunto C = {(1, 1), (1, 2)}.

4. Encontrar el cono engendrado por el conjunto:

D={(x,y) e R*/(x,y)=4 (1,2)+(1-2)(3,1), 0< A< 1}.

50 Dado el conjunto:
E={(x,x,) € R* /(x,x,)=a(1,2)+b(3,1), a,b 20}
A. (Es E un cono convexo?
B. Calcular su cono dual, de ser posible.

C. Representar geométricamente los resultados.
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CAPITULO 111

PROGRAMACION LINEAL

"La unica cosa realmente valiosa es la intuicion".
Albert Einstein

INTRODUCCION

El objetivo primordial de la Programacion Lineal es optimizar, es decir, maximizar o minimizar
funciones lineales en varias variables reales con restricciones, también lineales.

Los problemas en Programacion Lineal corresponden a situaciones reales en las que se pretende
identificar y resolver dificultades para la mejor utilizacién de recursos limitados y generalmente costosos.

Es importante tener en cuenta algunos aspectos importantes inmersos en la teoria general de
sistemas, pero que en Investigacion Operativa son de mucha ayuda:

—

. Las corrientes de entrada.
2. Proceso de conversion.

3. Las corrientes de salida.
4

. La comunicacidn de retroalimentacion.

Lo anterior se traduce como el proceso de la toma de decisiones, la cual es probablemente la
tarea mas caracteristica del ejecutivo, a la que se enfrenta cotidianamente, debido a la esencia misma
de sus funciones.

Como bien se sabe, la Investigacion Operacional es una herramienta en el proceso de la toma de
decisiones, para lo cual tiene a su favor los criterios propios que intervienen en dicha secuencia, algunos

de los principales son:

Los hechos

La experiencia

La autoridad

La intuicion

Un buen método para plantear problemas de Programacion Lineal es la aplicacién de un modelo
de toma de decisiones y de los mas apropiados esta el método cientifico:
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DEFINICION DEL PROBLEMA
:
BUSQUEDA DE ALTERNATIVAS
.
EVALUACION DE ALTERNATIVAS
v
ELECCION DE LA ALTERNATIVA
v
DETERMINACION DEL PLAN DE ACCION
v
COMUNICACION DE LA DECISION
v
IMPLEMENTACION DE LA DECISION
-

CONTROL Y EVALUACION

\ ANALISIS

TOMA DE LA DECISION

> ACCION

J

FIGURA N°1. PROCESO PARA LA TOMA DE DECISIONES

En general, el problema que resuelve la Programacion Lineal se plantea asi:

Funcidén objetivo: OPTIMIZAR 7 = + C, X, + C, X, + C3 X5t ..+ C X,

Con las siguientes restricciones:

Restricciones fisicas (estructurales):

+ a“X, o o a,2X2 = a13X3:t... + alan <=> b]

+ 3.2|Xl + 822X2 + 823X3 = S = a2an <=> b2

+ a31X| e o a32X2 + a33X3 e o a3an <=2

+ amIXI + a’m2X2 + am3X3 ..+ aman <=> bm



Restricciones formales (de rango):
X, X0, X3y oo Xg > 0

Recursos: by, ..., b,

Caracteristicas de los problemas de Programacién Lineal

Los supuestos en que se basa la Programacion Lineal y que ayudan a concluir sobre la formulacion
presentada de un problema son:

* Proporcionalidad. Implica que la funcién objetivo Z, la cual queda reducidaa Z=CX; y la
utilizacion de cada recurso que seria A X, (i = 1, 2,..., m), son directamente proporcionales al
valor de la actividad r determinada.

* Aditividad. Dados los niveles de actividad, el uso total de cada recurso y el valor resultante de
Z deben igualar la suma correspondiente a las cantidades generadas por el valor de cada actividad.

* No negatividad. El resultado de cada una de las variables de decision en la solucién 6ptima
debe ser positivo. Cuando se presentan variables negativas, éstas se deben expresar como la
adicion de variables positivas.

* Optimalidad. En algunos casos las variables reales que describen las actividades tienen sentido
unicamente con valores enteros; debemos tener en cuenta que en Programacion Lineal se aceptan
valores reales positivos.

Modelizacién

Un modelo es una abstraccion o una representacion de la realidad o un concepto o una idea con
el que se pretende aumentar su comprension, hacer predicciones y/o controlar/analizar un sistema.
Cuando el sistema no existe, sirve para definir la estructura ideal de ese sistema futuro indicando las
relaciones funcionales entre sus elementos. En la actualidad un modelo se define como un constructo
basado en nuestras propias percepciones pasadas y actuales; la anterior representaciéon puede ser
holista o reduccionista.

Clasificaciéon de modelos

Los modelos se clasifican desde diversos puntos de vista. Es de advertir que las siguientes divisiones
y subdivisiones no fueron realizadas en forma exhaustiva.

1. Por su grado de abstraccion: Se dividen en abstractos (no fisicos) y concretos (fisicos). Los
primeros en general se apartan de la realidad y los concretos generalmente emulan los sistemas reales.
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Los abstractos se clasifican en verbales, diagramdticos y matemdaticos. Verbales, corresponden a
la representacion del modelo en prosa. Diagramdticos, el modelo es expresado por medio de diagramas.
Los modelos matematicos se subdividen a su vez en algebraicos, trascendentes, continuos, discretos,
lineales y no lineales. Los modelos algebraicos trabajan con funciones algebraicas. Los trascendentes
utilizan funciones trascendentes. Los modelos continuos emplean valores correspondientes a
distribuciones de probabilidad, mientras que en los modelos discretos los cambios que sufre un sistema
se hacen en intervalos de tiempo. Los modelos /ineales trabajan con funciones lineales en tanto que los
modelos no lineales utilizan funciones no lineales.

Ademas, los modelos matematicos también pueden ser estdticos, dindmicos, deterministicos y
probabilisticos (estocdsticos). Un modelo es estatico, cuando sus atributos no muestran variacion en
el tiempo. Los modelos dindmicos, permiten observar el comportamiento del sistema a través del tiempo.
Los modelos deterministicos no tienen funciones de probabilidad mientras que en los modelos
estocasticos existen en ellos funciones de probabilidad.

2. Por su esencia: Son normativos y descriptivos. Los modelos normativos indican normas que
se deben cumplir, mientras que los descriptivos nos definen una situacion real.

3. Por sus caracteristicas: Pueden ser réplicas, cuasirréplicas, analdgicos, formalizacion, isomorfos
y simulacidn. Réplica, representacidn estricta de la realidad a escala. Cuasirréplica, su representacion
se realiza en dos dimensiones. Analdgicos, utilizan unas propiedades para representar otras.
Formalizacion, emplean lenguaje abstracto. Isomorfos, nimero de variables que emplea el modelo.
Simulacion, no se reproducen caracteristicas fisicas.

Planteamiento de modelos en Programacién Lineal

A continuacidn se plantean modelos usuales en nuestro medio, como aplicaciones industriales
y/o comerciales.

En Investigacion de Operaciones es importante plantear modelos, que luego de estandarizarlos
queden estructurados como problemas de Programacion Lineal para proceder a su solucion.

PROBLEMA 1 (Fabricacién)

La Fabrica de Hilados y Tejidos "Manizales" requiere fabricar dos tejidos de calidad diferente Ty
T'; se dispone de 500 kg de hilo a, 300 kg de hilo b y 108 kg de hilo c. Para obtener un metro de
T diariamente se necesitan 125 gde a, 150 g de b y 72 g de c; para producir un metro de T' por
dia se necesitan 200 gde a, 100 gde by 27 g de c.

EI T se vende a $4000 el metro y el T'se vende a $5000 el metro. Si se debe obtener el méaximo
beneficio, écudntos metros de Ty T' se deben fabricar?

Plantear el anterior problema como un modelo de Programacién Lineal.
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Variables de decisiéon:

X;:  Cantidad de metros del tejido T a fabricar diariamente.
X2:  NUmero de metros del tejido T' a producir por dia.
Z:  Funcién de utilidad por la venta de los tejidos Ty T'.

Modelo (Primal):

MAX Z = 4000 X, + 5000 X,

Sujeta a:

1. 0125 X, + 02X < 500

2. 0150 % + 0.1 X% < 300

3. 0.072 X, +0.027 % < 108
Xy, X > 0

PROBLEMA 2 (Produccién)

La empresa "Caldas" tiene un sistema de produccién constituido por tres secciones, a través de
las cuales elabora dos productos. En la primera seccién lo més que se pueden procesar son
300 unidades del articulo uno o 400 del producto dos diariamente; la seccién segunda fabrica
como minimo 350 unidades del producto uno o 450 unidades del producto dos por dia. La
seccién tercera puede elaborar hasta 400 unidades del articulo uno o 500 unidades del articulo
dos diariamente.

Si los productos uno y dos generan una utilidad de $1000 y $700 respectivamente. ¢Cudntos
productos de cada uno se deben fabricar para maximizar la utilidad?.

Plantear el anterior problema como un modelo de Programacién Lineal.
Definicién de variables reales:

X;:  Cantidad del producto uno a fabricar por dia.
Xo:  Cantidad del articulo dos a producir diariamente.
Z: Funcién de utilidad de los productos uno y dos.

Modelo (Primal)::

MAX Z = 1000 X; + 700 X,
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Con sus restricciones:
Primera seccion:

Cuando X; =0, X; = 400; cuando X, = 0, X = 300
X, < 400 - 400/300 X,

1. 4X +3X; <1200

Segunda seccioén:

Cuando X =0, X; = 450; cuando X; = 0, X = 350
X, > 450 - 450/350 X,

2. 9X;+7X, >3150
Tercera seccion:

Cuando X; = 0, X; = 500; cuando X; = 0, X = 400
X, < 500 - 500/400 X,

3. 5X +4X, < 2000
Resumiendo:
MAXZ = 1000X + 700X,

Con sus restricciones:

1. 4% + 3%

IA

1200

IA

2. 98X +u - Neok 3450

3.5% + 4 X, < 2000

IA

X1, % > 0

PROBLEMA 3 (Demanda)

En una planta, la demanda estimada para el préximo ano es la siguiente:

Primer trimestre: 15000 unidades de A
Segundo trimestre: 25000 unidades de A
Tercer trimestre: 40000 unidades de A
Cuarto trimestre: 20000 unidades de A
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En el almacén se cuenta con 10000 unidades al iniciarse el periodo, v se desea disponer de un
inventario de 5000 unidades al finalizar el afo. La produccién durante el Gltimo trimestre del
periodo anterior fue de 5000 unidades.

Si el costo de aumento de la produccién C; = $50 por unidad, el costo de disminucién de la
produccién C, = $30 por unidad y el costo de almacenaje C3 = $20 por unidad.

2Qué cantidad deberd producirse en cada trimestre para minimizar costos de manejo de
produccién2 Plantear este problema como un modelo de Programacién Lineal.

Definicién de variables:

X : Produccién durante el trimestre j.

l; Inventario al finalizar el trimestre |.

C, : Costo de aumento de produccién.

C, : Costo de disminucién de produccién.

C; : Costo de almacenamiento de produccién.
D Demanda estimada en el trimestre j.

A Unidades adicionales producidas sobre el nivel del trimestre j-1.

R Unidades en que el nivel de produccién disminuyé sobre el trimestre |-1.
lo : 10000 unidades a diciembre 31 de 2002 Inventario.

l4 : 5000 unidades a diciembre 31 de 2003 Inventario.

X 5000 unidades que se producen en el cuarto trimestre de 2002.

w

Funcién de costos de manejo de produccion.

Modelo (Primal):

MINW = (20‘5000) + C](A] + Ay + Az + Ay + CQ(R] + Ry + Ry + R4) + C3(|] + ) + I3+ '4)

Con sus restricciones:

1. lo+ X 2 Dy
2. h + X, > D,
3. l, + X3 > Dy
4. I3 + Xq > Dy
5. - Xo+% = A-R
6. Xy + X = Ay-Ry
7. - Xy + X3 = Az-R3
8. - X3 + X = Aq-Rq

AR, X > V,0

| )
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PROBLEMA 4 (Financiero)

Al Director Financiero de la Corporacién Financiera Nacional le han dado $50.000.000 para
que invierta en un periodo de tres afos. El Director ha determinado que existen tres oportunidades
de inversién disponibles en el momento y que son las siguientes: la inversién A rinde el 18%
anual; la inversién B rinde el 12% el primer afio y el 21% los afos siguientes y la inversién C
rinde el 55% al final del tercer afo y no se puede volver a invertir.

También ha encontrado que al comienzo del segundo afio existe otra oportunidad de inversién,
la D que produce 25% al final del tercer afio y por una sola vez. El Director Financiero desea
saber cudnto dinero invertir, dénde y cuando, en tal forma que la cantidad de dinero disponible
al inicio del cuarto afo sea mdximo.

Plantear el anterior problema como un modelo de Programacién Lineal.

Variables de decisién:

A; : Dinero a invertir al comienzo del afo i en la inversién A; i =1,2,3
B, : Cantidad invertida en pesos al inicio del afo i en la inversién B.
C, : Dinero ainvertir al comienzo del aifo 1 en la inversién C.

D, : Cantidad invertida en pesos al inicio del afo 2 en la inversién D.

Z : Dinero a principio del cuarto afo.

Modelo (Primal):

MAX Z = 50000000 + 0.18(A; + A, + Ag) + (0.12B; + 0.21B, + 0.21B;) + 0.55C; + 0.25D,

Sujeta a:

1. Ay + B, +C, . 50000000
2v ‘O]8A1 + A:) 70]281 .5 87 +C] + D2 . SOOOOOOO
3. —0.18A; -0.18A, —-0.12B, -0.21B, + A3 + B; +C; +D, < 50000000

A,B,Cj,D/ - O v

PROBLEMA 5 (La galiina y los huevos)

(Linear Programming and Extensions - George Bernard Dantzig - Princeton University - 1963 -
Pdgina 67).

Suponga que una gallina toma dos semanas para poner doce huevos para la venta o para
empollar cuatro huevos. é¢Cudl es el mejor programa de poner huevos y empollar si al final del
cuarto periodo todas las gallinas y pollos se venden a $12.000 cada uno, los huevos a $200
cada uno? Asuma:
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A. Un inventario inicial de cien huevos y cien gallinas.
B. Cien gallinas y cero huevos.
C. Cien gallinas y cero huevos y también un inventario final de cien gallinas y cero huevos.

Plantear el anterior problema como un modelo de Programacién Lineal.

Variables reales:
X;: Cantidad de gallinas en el periodo i y en la actividad .
i=1,2,34; i=1,2; i =1 (poniendo); | = 2 (incubando)

Z:  Funcién de utilidad para poner y/o empollar huevos.

Modelo (Primal):

A) MAX Z = 12000 { 100 + 200 ( X;2 + Xp2 + X3z + X42) } + 200 { 100 - 4 X, + 12 Xy
—4 X3 + 12 X371 -4 X42 + 12 X4 }

Sujeta a:

Primer periodo:

1. Xy + X2 < 100
2. 4 X, < 100
Segundo periodo:

3. Xp1 + X2 < 100
4. -12 X5, +4 X520+ 4 Xy, < 100
Tercer periodo:

9. X317 + X32 < 100
6. — 12Xy + 4Xy2 =12 X5 + 4 X +4 X3 < 100
Cuarto periodo:

7. X4 + X42 < 100
8.—12Xn+4X12-]2X21+4X22-]2X31+4X32+4X42 < 100

X; = 0 Vij



B) MAX Z = 12000 {100 + 200 ( Xz + X3z + Xa2) } + 200 { 12 Xy - 4 Xp + 12 Xy
—4 X3y + 12 Xa1 — 4 Xgp + 12 X41 }

Con las siguientes restricciones:

Primer periodo:

1. Xy + Xi2 < 100

Segundo periodo:

2. Xy + Xp2 < 100

3. =12 X3y + 4 Xy < 0

Tercer periodo:

4. X3] + X32 < 100

5. =12 X371 -12 X7 + 4 X590 + 4 X37 < 0

Cuarto periodo:

6. X4 + X4 < 100

7. —]2X]]-—]2X2]+4X22—]2X3]+4X32+4X42 < 0
X; > v

C) MAX Z = 8000 { 100 + 200 ( X32 + X372 + X42 ) } + 8000 * 100

Sujeta a:

Primer periodo:

1. X171 + Xi2 < 100
Segundo periodo:

2. X571 + Xo9 < 100
3. =12 X7 + 4%y, < 0
Tercer periodo:

4, X317 + X392 < 100
5. =12 X371 -12 Xy + 4 Xy + 4 X3, < 0
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Cuarto periodo:

6. IR < 100
7. =12 Xy1 = 12 Xo1 + 4 Xop — 12 Xay + 4 Xgp + 4 X2 < 0
8. 12(X”+X71+X31+X41)—200(X77+X37+X47) = 100

X, = 0

PROBLEMA 6 (Serendipity)

Serendipity (Tomado de Management Science - Febrero de 1965).

Los principes de Serendipity.

Se fueron en un pequeno viaje.

Ellos no podian llevar muchas maletas;

Mas de trescientas libras las ponian a pensar.

Planearon hasta el centavo. Cuando regresaron a Ceilan
Descubrieron que sus dineros estaban a punto de acabar.
Cuando, para su alegria, el principe Guillermo encontré

Una pila de cocos en el suelo.

"Cada uno nos producira sesenta rupias”, dijo el principe Ricardo.
Cuando pisé una piel de ledn.

"Miren", grité el principe Roberto.

Cuando observé mas pieles de leén debajo del arbol.

"Estas pieles nos pueden producir hasta trescientas rupias cada una.
Si las podemos llevar hasta la orilla del mar".

Cada piel pesaba quince libras y cada coco cinco,

Pero haciendo de tripas corazén pudieron llevar todo a la orilla.
La embarcacién de regreso a la isla era pequena.

Quince pies cubicos de equipaje - eso era todo.

Cada piel de leén tomaba un pie cubico.

Mientras que ocho cocos ocupaban el mismo espacio.

Con todo el equipaje se hicieron a la mar

Y en el vigje calcularon lo que seria su nueva riqueza.

"Eureka", grité Roberto. Nuestra fortuna es tan grande,

Que no existe otra forma de retornar asi.

Con cualquier otra piel o coco que hubiéramos traido

Ahora seriamos mds pobres. Y no sé qué

Le escribiré a mi amigo Horacio en Inglaterra, seguramente
Sélo él sabra apreciar nuestro Serendipity.

Plantear el anterior problema como un modelo de Programacién Lineal.
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Variables de decisién:

Xi: Nomero de cocos cargados en el bote.
Xo:  Cantidad de pieles de leén cargadas en el bote.
Z:  Funcion de utilidad correspondiente a los cocos y/o pieles de ledn cargados en el bote,

Modelo (Primal):
MAX Z = 60 X; + 300 X,

Con sus restricciones:

1. 5§X5+15X% 300
2. 1/8 X5 + X, < 15

IA

X]/XQ

v
o

PROBLEMA 7 (Barco)

Un barco tiene tres bodegas: proa, popa y centro; los limites de capacidad para esas tres

bodegas son:

BODEGAS PESO (Ton) VOLUMEN (FT?)
Proa 2000 . 100000
Popa 1500 300000

Centro 3000 135000

Se ofrecen las siguientes cargas y los responsables del barco pueden aceptar todo o parte de

cada carga:

TIDAD VOLUMEN UTILIDAD
EARSA C'Aglon) (Ton/Ft?) ($/Ton)
A 6000 60 6
B 4000 50 8
C 2000 25 i5

Buscando conservar el equilibrio en el barco, el peso de cada bodega debe ser proporcional a
su capacidad en toneladas. 8Cémo se debe repartir la carga buscando maximizar las ganancias

totales?

Plantear el anterior problema como un modelo de Programacién Lineal.
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Definicion de variables

Bodega Proa Popa Centro Cantidad Volumen
Carga (1) (2) (3) (Ton) (Ton/Ft%)
A Xar X2 Xas 6000 60
B X, Xgo Xz 4000 50
C X Xe2 Xcs 2000 25
Peso 2000 1500 3000 Ton
Volumen 100000 300000 135000 Ft
Z: Utilidad total.
Modelo (Primal):
MAXZ = 6 (Xa1 + Xa2 + Xaz) + 8 (Xpy + Xp2 + Xpz ) + 5 (X1 + Xc2 + Xc3)
Con las siguientes restricciones:
1. Xa1 + Xa2 + Xa3z < 6000
2. Xg1 + Xg2 + X3 < 4000
3. Xc1 + Xe2 + X3 < 2000
4. 60 Xa + 50 Xg + 25Xq < 100000
9. 60 Xa2 + 50 Xg + 25 X < 300000
6. 60 Xa3 + 50 Xg3 + 25 X¢3 < 135000
y 6OXA] + SOXB] + 25XC] 60XA2 <+ 50X82 + 25XC2
100000 300000
8. 60XA] + SOXB] + 25Xc] 60XA3 -+ 50)(83 + 25XC3
100000 135000
9. 60X 4, + 50Xg, + 25X 60X 43 + 50Xg3 + 25X 3
300000 135000
10.  Xa + Xg; + Xci < 2000
11. Xa2 + Xg + X < 1500
12. Xa3 + Xp3 + Xc3 < 3000
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Resumiendo:

MAXZ=6(XA'| +XA2+XA3)+8(XB1 +X32+X33)+5(X:- +Xc2+Xc3)

Con las siguientes restricciones:

1o X %o ¥ X < 6000
2. Xoy + Yo + < 4000
3. e e < 2000
4. 60 Xy, + 50 Xg; T 95X < 100000
5. 60 X + 50 Xgp 28N < 300000
6. 60Xx3 + 50 Xg + 25X < 135000
7.:36 Xa1 30 Xay -+ 15Xy~ 12 Xiz = 10Xez - 5 Xz - 0
8.324 Xu; + 270 Xg1 + 135 X1 - 240 Xa3 - 200 Xg3 - 100 Xc3 - 0
9. 108 Xap + 90 Xgy + 45 Xc3 - 240 Xa3 - 200 Xg3 - 100 Xca - 0
10, Xu e £y < 2000
11. ) + Xeo s < 1500
12. Xia 3 Xag +Xea < 3000
X; 20 i=ABC =123

PROBLEMA 8 (Produccién)

Una empresa se dedica a la produccién de pinturas para interiores y exteriores para su
distribucién; se emplean dos materias primas MP, y MP, para la produccién de las pinturas. La
disponibilidad maxima de MP es de 8 toneladas diarias y la de MP, es de 5 toneladas por dia.
Los requerimientos diarios de materia prima por tonelada es la siguiente:

Toneladas de materia prima por tonelada de Disponibilidad maxima

Pintura para interiores T iy pora iagio
exteriores (toneladas)

MP, 3 7 20

MP, 4 1 9

Utilidad por tonelada 100000 300000
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El estudio de mercado ha establecido que la demanda diaria de pintura para interiores no
puede ser mayor que la pintura para exteriores en mas de una tonelada. Ademas, el estudio
sefala que la demanda maxima de pintura para interiores estd limitada a dos toneladas por
dia. ¢Cudanta pintura para interiores y exteriores debe producir la empresa todos los dias para
maximizar el ingreso bruto?

Variables reales:

X;: Numero de toneladas diarias producidas de pintura para interiores.
Xy:  Cantidad de toneladas diarias producidas de pintura para exteriores.
Z :  Funcién de utilidad correspondiente a la ganancia por la venta de pintura para interiores

y exteriores.
Modelo (Primal):
MAX Z = 100000 X + 300000 X,

Sujeta a:

1. 30 o TNg cxadan
2. 4% + X < 9
3 =X .+ %< ]
4 X b4 o

X, X > 0O

PROBLEMA 9 (Cosecha)

Un hacendado dispone de los siguientes recursos para emplearlos en la préxima cosecha:
$70000000 de capital disponible, 1000 horas tractor y 50 hectdreas de tierra cultivable. Estas
tierras son propias para sembrar maiz, cana de azicar y ajonjoli; se supone que tiene a su
disposicién hombres suficientes y sin restriccién y sus costos de produccién son los siguientes:
tractor e implementos $5000 la hora, mano de obra $4000 la hora, cada hectarea no sembrada
$4500. Ademads se supondrd un costo como penalizacién, de un peso por cada peso no invertido.
Los siguientes datos son por hectarea:

teriolon bk Mano de Obra Tractor oo bty Valor de la
(Horas) (Horas) cosecha (Has)

Maiz 10 20 $3500 $3000000

Caha de azbGcar 25 25 " $4000 s $3800000

Ajonjoli 30 15 $10000 $4100000
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Plantear el anterior problema como un modelo de Programacién Lineal.

Variables de decisiéon:

X;:  Cantidad de hectareas de maiz a producir.

Xyt Numero de hectareas de cana de azicar a cosechar.

X3:  Cantidad de hectdreas de ajonjoli a producir.

Z :  Funcién de utilidad correspondiente a los cultivos que la hacienda produce.

Modelo (Primal):

MAX Z = [ 3000000 - ( 5000 * 20 + 4000 * 10 + 3500 )] X; + [ 3800000 - (( 5000 * 25 + 4000
* 25 + 4000 )] Xo+ (4100000 - ( 5000 * 15 + 4000 * 30 + 10000 )] X,

Con sus restricciones:

1000

IA

1. 20X, +25X, + 15X,

2. Xy + Xy + X3 < 50

3. (5000 * 20 + 4000 * 10 + 3500) X; + (5000 * 25 + 4000 * 25 + 4000) X, +
(5000 * 15 + 4000 * 30 + 10000) X3 < 70000000

O ey 0

PROBLEMA 10 (Produccién)

Un fabricante de electrodomésticos produce cuatro modelos de lavadoras |3, Ly, L3 y Ls. Estos
aparatos constan fundamentalmente de un tambor metdlico recubierto con una carcasa, el
cual gira por efecto de un motor eléctrico controlado por un microprocesador electrénico.

Los modelos L; y L3 son lavadoras con menor capacidad de carga (4 kg), necesitando 5 m2 de
material metdlico, mientras que los modelos L, y Ly que cargan 10 kg, requieren 8,5 m2 de
material metdlico. La cantidad de material metdlico disponible es de 10000 m2.

Los modelos L, y L, Hlevan un motor denominado My y un microprocesador Py; los modelos L y
L4 tienen un motor My y un microprocesador P,. El motor M; es menos potente que el M, y el
microprocesador P; tiene menos programas que el microprocesador P,; el material necesario
para fabricar los motores puede obtenerse practicamente sin limitacién.

Los motores se ensamblan en una nave de montaje con una capacidad de trabajo de 3000
horas, siendo requerida una hora para montar un motor M; y 1,5 horas para ensamblar un
motor M,. En cuanto a los microprocesadores se pueden fabricar en la propia empresa en una
seccién de la planta de montaje o se pueden encargar a un fabricante de material electrénico.
En el primer caso, compiten con la fabricacién de los motores M; y M, necesitando 0,3 horas la
fabricacién de P; a un costo de $100000 y 0,75 horas la fabricacién de P, con un costo de
$80000. En el segundo caso, el vendedor puede suministrar cualquier cantidad de P; y P, a un
precio de $180000 y $360000 respectivamente.
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Finalmente, las lavadoras se montan en otra nave de acabado con capacidad de 5000 horas,

siendo preciso un tiempo de 1,5 horas para el modelo L;, 2,3 horas para el modelo L,, 3 horas

para el modelo L3 y 4,2 horas para el modelo Ly. Para satisfacer a todos los segmentos, el

fabricante decide que la produccién minima de cada modelo sea de 300 unidades. Como dato
adicional se conoce, segun informe del departamento de mercadeo, que la demanda de modelos
de mayor capacidad es siempre superior a la demanda de los modelos de menor capacidad,
por lo que la produccién combinada de los modelos L, y Ly debe ser superior a la produccién

combinada de los modelos L; y L.

La utilidad proporcionada es de $160000 para el modelo L;, $170000 para el modelo Ly,
$180000 para el modelo L3 y $200000 para el modelo L4. Plantear un modelo de Programacion
Lineal para la planificacién de la produccién de las lavadoras teniendo como objetivo la

maximizacién de los beneficios.

Definicidon de variables:

X; : Numero de lavadoras L a fabricar.

X : Cantidad de lavadoras L; a producir.

X3 Numero de lavadoras L3 a fabricar.

X4 Cantidad de lavadoras L4 a producir.

Xs : Numero de microprocesadores Py a fabricar en la empresa.
) Cantidad de microprocesadores P; a comprar.

X; : Numero de microprocesadores P, a producir en la empresa.
Xg : Cantidad de microprocesadores P, a comprar.

Xs : Numero de motores M; a fabricar.

Xi0 : Cantidad de motores M, a producir.

Z : Funcién de utilidad correspondiente a la ganancia por la venta de lavadoras modelos L;,

Ly, Lay L

Modelo (Primal):

MAX Z = 160000 X; + 170000 X, + 180000 X3 + 200000 X4 - 100000 Xs - 180000 X, -

180000X; - 360000 Xg

Sujeta a:

1. 5X; +85Xy+5X3 + 8,5 X,
2.0,3 X5 + 0,75 X7 + Xo + 1,5 X10

3.15X,+23X,+3X3+4,2X,
4. Xo
5 X10
6. X7 + Xs
7 X3 + X4

\

(V]

IA

IA

10000
3000
5000

Xy + Xz

X3 + X4

X5 + Xg

X7 + Xg
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8. %is+ ot S8 %
9. & = 300
10. X, > 300
11. X > 300
12. X4 > 300

Resumiendo:

MAX Z = 160000 X; + 170000 X, + 180000 X; + 200000 X4 - 100000 X5 - 180000 X, -

- 180000 X; - 360000 Xg

Sujeta a:

1. 5%, +8,5X,+5Xs + 8,5 X4

.0,3X5 + 0,75 X7 + X + 1,5 X0

i1 S X 2B B K42 Xy
B oy A + Xo

X]+XQ-X5-X6
X3+X4-X7-X8

2

3

4

55 ke, X5
6

7

8. ~Xyjb Xo-Xg+X4
9

X
10. X,
1. X
12. X4

PROBLEMA 11 (Inversién)

v

\

vV vV IV IV IA ANV

v

10000
3000
5000

©C O 0. O O

300

300

300

300
0V;=1,2,3,4,56,7,8,9,10

Un pais estd atravesando una aguda crisis econémica a raiz del enorme incremento de la
deuda externa. Uno de los efectos mas visibles de la crisis es el cardcter especulativo que estd
adquiriendo el mercado de capitales; la influencia de diversos agentes: Gobierno, Fondo
Monetario Internacional, Banca Nacional y Banca Extranjera, etc., hace que los indicadores
econoémicos (inflacién, devaluacion, entre otros) experimente constantes modificaciones haciendo
muy poco fiables las previsiones a medio y a largo plazo. En este contexto, los inversionistas se
han decantado por una politica de inversién a corto y muy corto plazo como mecanismo de

defensa ante la inestabilidad del mercado.
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Uno de estos inversionistas estd estudiando cémo invertir $ 100000000 producto de una herencia;
un asesor financiero le proporciona el siguiente cuadro en el que se recogen las posibles
inversiones, su rendimiento, plazo, asi como dos indices de calidad de la inversién, uno
proporcionado por un organismo estatal y el otro proveniente de una fuente extranjera. Para la
obtencién de estos indices de calidad se tienen en cuenta conceptos tales como liquidez, riesgo,
etc., de dificil cuantificacién; el indice estatal recorre una escala de la A a la Z, siendo A la mejor
calidad, mientras que el indice extranjero califica a las inversiones en una escala de 0 a 100,
siendo 100 la mejor calidad.

indice de Calidad

Inversion Tipo UGS Fuen‘te Dias Neto
Estatal Extranjera
1 Bonos Empresa Privada C 95 10 3,16
2 Bonos Estatales B 85 15 77737,9797
3 Deuda Publica Nacional A 92 21.X | 6,30
4 Deuda Publica Regional B 90 21 5,94
5 Pagarés Estatales A 97 30 6,38
6 Moneda Extranjera D 93 7 1,75

El inversionista pretende elegir su cartera de modo que alcance los maximos beneficios. No
obstante, el asesor financiero le aconseja que diversifique su inversién de acuerdo con los
criterios siguientes:

a)
b)
<)

g)

La cantidad colocada en inversiones estatales no debe ser superior al 70% del total invertido.
La cantidad invertida en bonos debe ser superior a lo invertido en deuda publica.

La razén entre las inversiones en efectos de titularidad piblica (inversiones 2, 3, 4 y 5) y las
inversiones en efectos de titularidad privada (inversiones 1y 6) deben ser a lo sumo de tres
a uno.

No debe colocarse mas de un 60% en inversiones catalogadas por el organismo estatal con
un indice inferir o igual a B.

La calidad media de la inversién, segun el indice de fuente extranjera, debe ser como minimo 92.
Debido a las disposiciones legales, la cantidad maxima que puede invertirse en pagarés
estatales es de $4000000.

La duracién media de la inversién debe estar comprendida entre 14 y 21 dias.

Plantear el anterior problema como un modelo de Programacién Lineal.

Variables reales:

>
<]

N ¢ g¢ 2¢ g¢

Cantidad colocada en la inversién 1 (en millones de unidades monetarias).
Cantidad colocada en la inversién 2 (en millones de unidades monetarias).
Cantidad colocada en la inversién 3 (en millones de unidades monetarias).
Cantidad colocada en la inversién 4 (en millones de unidades monetarias).
Cantidad colocada en la inversién 5 (en millones de unidades monetarias).
Cantidad colocada en la inversién 6 (en millones de unidades monetarias).

Funcion de utilidad correspondiente a la ganancia obtenida de acuerdo a las inversiones
realizadas 1, 2, 3, 4, 5 y/o 6.
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Modelo (Primal):
MAXZ =3,16 X; + 3,99 X, + 6,30 X3 + 5,94 X4, + 6,38 X5 + 1,75 X,

Con sus restricciones:

1.Xy + Xo+ X3+ X4+ X5+ Xg < 10
2 Xo + X3 + X5 < 7
3‘X] + x; < X3 + X4
4. Xo + X3+ X4+ X5 < 3 (X +Xs)
5.X + X + X4 + X5 < 6
6. ‘?5X,+85X2+‘;"2X3+‘?0X4+97X5,+93X(>>92

Xy +Xp + X3+ X4+ X5+ Xg ¥
7. Xs < 4
8. ]4SIOX,+15X2+2'IX3+21X4+30X5+7X(,32.I

X+ Xg + X3+ X4+ X5 +Xg

9. 11X +6X,-9X5 + 14X, > 0

Resumiendo:

MAXZ =3,16X; +3,99X, +6,30X;3 + 5,94 X4+ 6,38 X5 + 1,75 X,

Con sus restricciones:

1. i +X% +X3 + X4 + X5 + X% < 10
2. X, + X + Xs - QI
3 X +X% - X3 - X < 0
4. -3X + X +Xg + X+ X5 - 3% < 0
5 X; + X + X+ X < 6
6. 33X -7X% -2X4 +5%X5 + X 02190
7. Xs R i
8.  4Xy - X -TX3 -7X -16Xs + 7% < 0
9. 11X -6X% +9Xs -14% < 0
10. 11X, +6X,; -9Xs +14 X, % 0
X5 vz 0 Vi=1,2,3,4,56
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PROBLEMA 12 (Produccién)

Una empresa de confecciones puede producir 1000 pantalones o 3000 blusas (o una
combinacién de ambos) diariamente. El departamento de acabado puede trabajar sobre 1500
pantalones o sobre 2000 blusas (o una combinacién de ambos) cada dia; el departamento de
mercadeo requiere que .e produzcan diariamente al menos 400 pantalones. Si el beneficio de
un pantalén es de $4000 y el de una blusa es de $3000. ¢Cudantas unidades se deben producir
de cada uno para maximizar las utilidades?

Plantear el anterior problema como un modelo de Programacién Lineal.

Variables de decision:

X, : Cantidad de pantalones a producir diariamente.
X; : NGmero de blusas a fabricar por dia.

Z : Funcién de utilidad correspondiente a la ganancia por la venta de pantalones y blusas.

Modelo (Primal):

MAX Z = 4000 X, + 3000 X,

Sujeta a:
1000 3000
X X
1500 2000
3. X; = 400

Resumiendo:

MAX Z = 4000 X; + 3000 X,

Sujeta a:

1. 3X; + X < 3000
2. 4X, +3X% < 6000
3. X > 400

X1, X 2 0
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PROBLEMA 13 (Dieta)

La Granja Manizales tiene como actividad principal la cria y engorde de cerdos destinados al
consumo humano, como también a la fabricacién de embutidos. La tarea principal encargada
por medio del veterinario es supervisar la preparacion de un alimento (salvado) especial,
reconstituyente para alimentar una camada que se encuentra convaleciente de una leve
enfermedad. Se precisan 1000 kg del alimento cuya composiciéon debe cumplir las siguientes
especificaciones:

a) La cantidad de peso de hidratos de carbono (H) debe estar comprendida entre un 40% y un 70%.
b) La cantidad en peso de proteinas (P) debe estar entre un 15% y un 50%.

¢) La cantidad de peso en grasas (G) debe estar comprendida entre un 10% y un 30%.

d) La cantidad en peso de minerales (M) debe ser superior al 3%.

Para la preparacién del alimento se puede recurrir a tres tipos de cuido proporcionados por la
compania FINCA, dos tipos de harina de pescado suministrados por la empresa PURINA o bien
comprar directamente en el almacén paquetes de minerales con la composicion adecuada. La
siguiente tabla muestra la composicion porcentual en peso de cada uno de estos productos, asi
como su costo por kilogramo:

Alimentos/kg H P G M Costo
Cuido A 76 21 0 22
Cuido B 64 24 12 0 31
Cuido C 45 37 18 0 45
Harina 1 71 2 26 1 17
Harina 2 69 1,5 29 0,5 15
Minerales 0 0 0 100 125

El gerente desea evitar una excesiva dependencia de un Unico proveedor, Al tiempo que desea
mantener buenas relaciones comerciales con ambos proveedores; por ello, piensa que el pedido
deberia repartirse de manera equitativa entre las empresas FINCA y PURINA. En este sentido lo
mds que podria tolerarse es una diferencia en mas o en menos entre los dos pedidos de hasta
un 20% de la cantidad total pedida a ambos proveedores. Por otra parte, la compania FINCA
ha avisado que las existencias de su cuido mas barato el A, son un tanto escasas, por lo que
s6lo podrd suministrar a tiempo a lo sumo 300 kgr. El problema que debe resolver la gerencia
es determinar qué cantidades compra de cada producto para fabricar el alimento necesario
para el ganado porcino al menor costo posible.

Definicidon de variables:

Xa Cantidad de kg de cuido A a incluir en los 1000 kg de alimento.
Xg : Nomero de kg de salvado B a mezclar en los 1000 kg de alimento.
Xc : kg de alimento C a incluir en los 1000 kg de alimento.

X; : Cantidad de kg de harina tipo 1 a mezclar en los 1000 kg de alimento.



