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PREFACIO

AL ESTUDIANTE

Los autores de los libros viven con la esperanza de que alguien en realidad los lea.
Contrariamente a lo que usted podria creer, casi todo texto de matemaéticas de nivel
universitario estd escrito para usted y no para el profesor. Cierto es, que los temas
cubiertos en el texto se escogieron consultando a los profesores ya que ellos toman
la decision acerca de si hay que usarlos en sus clases, pero todo lo escrito en él esta
dirigido directamente al estudiante. Entonces quiero motivarle — no, en realidad
quiero decirle que — jlea este libro de texto! Pero no lo haga como leeria una no-
vela; no debe leerlo rdpido y no debe saltarse nada. Piense en éste como un cuaderno
de ejercicios. Por eso creo que las matematicas siempre deberfan ser leidas con lapiz
y papel a la mano porque muy probablemente, tendrd que trabajar a su manera los
ejemplos y hacer el andlisis. Lea —mds bien, trabaje— todos los ejemplos de una
seccion antes de intentar cualquiera de los ejercicios; los ejemplos se han construido
para mostrar lo que considero son los aspectos mds importantes de la seccién y, por
tanto, muestran los procedimientos necesarios para trabajar la mayor parte de los
problemas de los conjuntos de ejercicios. Yo les digo a mis estudiantes que cuando
lean un ejemplo, cubran su solucién y que intenten trabajar primero en ella, comparar
su respuesta con la solucion dada y luego resolver cualquier diferencia. He tratado de
incluir lo més importante de cada ejemplo, pero si algo no es claro usted podria siem-
pre intentarlo —y aqui es donde el papel y el ldpiz entran otra vez— complete los
detalles o pasos que faltan. Puede no ser facil, pero es parte del proceso de aprendi-
zaje. La acumulacion de hechos seguidos por la lenta asimilacién del entendimiento
simplemente no se puede alcanzar sin luchar.

Concluyendo, le deseo buena suerte y éxito. Espero que disfrute el libro y el curso
que estd por iniciar— cuando era estudiante de la licenciatura en matemadticas, este
curso fue uno de mis favoritos porque me gustan las matemadticas que estdn conectadas
con el mundo fisico—. Si tiene algiin comentario o si encuentra algtin error cuando
lo lea o trabaje con él o si me quiere hacer llegar una buena idea para mejorar el libro
o el SRSM, por favor péngase en contacto conmigo o con mi editor en Brooks/Cole
Publishig Company: charlie.vanwagner @cengage.com

AL PROFESOR

{QUE ES LO NUEVO EN ESTA EDICION?

Primero, déjeme decirle que no ha cambiado. La estructura del capitulo por temas, el
nimero y el orden de las secciones dentro de un capitulo, se conservan igual que en
las ediciones anteriores.

En caso de que examine este texto por primera vez, Ecuaciones diferenciales con apli-
caciones de modelado, 9a. edicion, se puede utilizar ya sea para un curso de un semes-
tre o de un trimestre de ecuaciones diferenciales ordinarias. La versién completa del libro,
Ecuaciones diferenciales con problemas con valores en la frontera, 7a. edicién, se puede
utilizar para un curso de uno o dos semestres abarcando ecuaciones diferenciales ordina-
rias y ecuaciones diferenciales parciales. La version extendida contiene seis capitulos mds
que cubren sistemas auténomos planos y estabilidad, series y transformadas de Fourier,

ix
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ecuaciones diferenciales parciales, lineales y problemas con valores en la frontera y mé-
todos numéricos para ecuaciones diferenciales parciales. Para un curso de un semestre,
supongo que los estudiantes han concluido con éxito al menos un curso de dos semestres
de célculo. Puesto que esta leyendo esto, sin duda ya ha examinado la tabla de contenidos
para los temas que cubrird. En este prefacio no encontrard “un programa sugerido”. No
pretenderé ser tan sabio para decir lo que otros profesores den en sus clases. Siento que hay
mucho material aqui para escoger y formar un curso a su gusto. El texto tiene un equilibrio
razonable entre los métodos analiticos, cualitativos, y cuantitativos en el estudio de las ecua-
ciones diferenciales. Por lo que mi “filosofia subyacente” es: “Un libro para estudiantes de
licenciatura deberfa estar escrito considerando siempre el entendimiento del estudiante, lo
que significa que el material deberia estar presentado en una forma directa, legible y qtil,
considerando el nivel teérico compatible con la idea ‘de un primer curso’”’.

Para las personas familiarizadas con las ediciones anteriores, me gustaria mencio-
narles algunas de las mejoras hechas en esta edicion.

* Problemas aportados 1.os conjuntos de ejercicios seleccionados concluyen con
uno o dos problemas aportados. Estos problemas se han probado en clase y los
han enviado profesores de cursos de ecuaciones diferenciales y muestran cémo
los profesores han complementado sus presentaciones de clase con proyectos
adicionales.

» Ejercicios Se ha actualizado un gran nimero de ejercicios agregando nuevos pro-
blemas para evaluar mejor y presentarles retos a los estudiantes. De igual forma,
se han mejorado algunos conjuntos de ejercicios quitando algunos problemas.

* Diseiio Esta edicion se ha mejorado con un disefio a cuatro colores, lo que le
da profundidad de significado a todas las gréficas y énfasis a frases impor-
tantes. Supervisé la creacién de cada parte del arte para asegurarme de que esta
matemadticamente correcta conforme al texto.

* Nueva numeracion de figuras Me tomé muchas ediciones hacer esto, pero
finalmente me convenci de que la vieja numeracién de figuras, teoremas y
definiciones tenia que cambiarse. En esta revision he utilizado un sistema de
numeracién de doble-decimal. Por ejemplo, en la dltima edicién la figura 7.52
solo indica que es la 52a. del capitulo 7. En esta edicién, la misma figura se
numer6 como la figura 7.6.5 donde

Capitulo Seccion

7.6.5<— Quinta figura en la seccion

Siento que este sistema proporciona una indicacién clara de dénde estdn las
cosas, sin necesidad de agregar el molesto niimero de pagina.

* Proyectos de ediciones anteriores Problemas y ensayos seleccionados de edi-
ciones pasadas del libro se pueden encontrar en el sitio web de la compaiiia en
academic.cengage.com/math/zill.

RECURSOS PARA LOS ESTUDIANTES

e Student Resource and Solutions Manual, de Warren S. Wright, Dennis G.
Zill y Carol D. Wright (ISBN 0495385662 (que acompana a Ecuaciones
diferenciales con aplicaciones de modelado, 9a. edicion), 0495383163 (que
acompaia a Ecuaciones diferenciales con problemas con valores en la fron-
tera, 7a. edicién) presentan repasos del material mas importante de dlgebra
y cdlculo, la solucién de cada tercer problema de cada conjunto de ejercicios
(con excepcion de los problemas de andlisis y las tareas para el laboratorio de
computacion), la sintaxis de las instrucciones importantes para cdlculo de sis-
temas algebraicos de Mathematica y Maple, listas de conceptos importantes,
asi como sugerencias utiles de cémo iniciar ciertos problemas.

* Herramientas de ED (DE Tools) es un conjunto de simulaciones que propor-
cionan una exploracion iteractiva y visual de los conceptos que se presentan en
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este libro. Visite academic.cengage.com/math/zill para encontrar mas o para
contactar con los representantes de ventas de su localidad para que les pre-
gunte acerca de otras opciones para utilizar DE Tools con este libro.

MATERIAL DE APOYO PARA EL PROFESOR

Este libro cuenta con una serie de recursos para el profesor, los cuales estan disponibles
en inglés y s6lo se proporcionan a los docentes que lo adopten como texto en sus cursos.
Para mayor informacién, péngase en contacto con el drea de servicio a clientes en las
siguientes direcciones de correo electrénico:

Cengage Learning México y Centroamérica clientes.mexicoca@cengage.com

Cengage Learning Caribe clientes.caribe @cengage.com
Cengage Learning Cono Sur clientes.conosur@cengage.com
Cengage Learning Pacto Andino clientes.pactoandino@cengage.com

Los recursos disponibles se encuentran en el sitio web del libro:
http://latinoamerica.cengage.com/zill

Las direcciones de los sitios web referidas en el texto no son administradas por
Cengage Learning Latinoamérica, por lo que ésta no es responsable de los cambios o

actualizaciones de las mismas.

RECONOCIMIENTOS

Componer un libro de texto de mateméticas como éste y asegurarse de que sus miles de
simbolos y cientos de ecuaciones estén (en la mayoria) correctos es una enorme tarea,
pero puesto que yo me llamo “el autor” este es mi trabajo y responsabilidad. Sin em-
bargo, muchas personas ademas de mi invirtieron enormes cantidades de tiempo y energia
para lograr por fin su publicacién. Entonces me gustaria aprovechar esta oportunidad para
expresar mi mas sincero aprecio a cada uno —la mayoria de ellos no me conoce— en
Brooks/Cole Publishing Company, en Cengage Learning y en Hearthside Publication
Services quienes estuvieron implicados con la publicacion de esta nueva edicion. Sin
embargo, me gustaria seleccionar a algunas personas para un reconocimiento especial:
en Brooks/Cole/Cengage, a Cheryll Linthicum, jefa del proyecto de produccién, por su
buena voluntad para escuchar las ideas de autores y contestar pacientemente las muchas
preguntas de los autores; a Larry Didona por sus excelentes disefios de los forros; a Diane
Beasley por el disefio interior; a Vernon Boes por su supervision de todo el arte y el di-
sefio; a Charlie van Wagner, editor anfitrion; a Stacy Green por la coordinacién de todos
los suplementos; a Leslie Lahr, editora de desarrollo, por sus sugerencias y apoyo y por
conseguir y organizar los problemas aportados; y en Hearthside Production Services, a
Anne Seitz, editora de produccién, quien puso de nuevo todos los pedazos del rompeca-
bezas juntos. Mis mds especiales gracias van para John Samons por el trabajo excepcional
que hizo al revisar el texto y conseguir el manuscrito correcto.

También extiendo mi mas sincero aprecio a aquellas personas que invirtieron su
tiempo a pesar de sus ocupados horarios académicos para enviar un problema aportado.

Ben Fitzpatrick, Loyola Marymount University
Layachi Hadji, University of Alabama

Michael Prophet, University of Northern lowa

Doug Shaw, University of Northern Iowa

Warren S. Wright, Loyola Marymount University
David Zeigler, California State University-Sacramento

Finalmente, conforme han pasado los afios, estos libros de texto se han mejorado
por un nimero incontable de caminos por las sugerencias y las criticas de los revisores.
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REPASO DEL CAPITULO 1

Las palabras ecuaciones y diferenciales ciertamente sugieren alguna clase de
ecuacion que contiene derivadas y’, y”, . . . Al igual que en un curso de algebra y
trigonometria, en los que se invierte bastante tiempo en la solucién de ecuaciones
tales como x> + 5x + 4 = 0 para la incégnita x, en este curso una de las tareas
sera resolver ecuaciones diferenciales del tipo y” + 2y’ + y = 0 para la funcion
incégnita y = ¢(x).

Nos dice algo el parrafo anterior, pero no la historia completa acerca del curso
que estd por iniciar. Conforme el curso se desarrolle verd que hay mas en el estudio
de las ecuaciones diferenciales, que solamente dominar los métodos que alguien ha
inventado para resolverlas.

Pero las cosas en orden. Para leer, estudiar y platicar de un tema especializado,
tiene que aprender la terminologia de esta disciplina. Esa es la idea de las dos
primeras secciones de este capitulo. En la dltima seccion examinaremos brevemente
el vinculo entre las ecuaciones diferenciales y el mundo real. Las preguntas
précticas como jqué tan rdpido se propaga una enfermedad? ;Qué tan rdpido
cambia una poblacion? implican razones de cambio o derivadas. Asi, la descripcion
matematica —o modelo matematico— de experimentos, observaciones o teorias

puede ser una ecuacion diferencial.



CAPITULO 1 INTRODUCCION A LAS ECUACIONES DIFERENCIALES

1.1 DEFINICIONES Y TERMINOLOGIA

REPASO DE MATERIAL

e Definicion de derivada

e Reglas de derivacién

e Derivada como una razén de cambio

e Primera derivada y crecimiento/decrecimiento
e Segunda derivada y concavidad

INTRODUCCION La derivada dy/dx de una funcién y = ¢(x) es otra funcién ¢'(x) que se en-
cuentra con una regla apropiada. La funcién y = e”'** es derivable en el intervalo (—o, «), y usando
la regla de la cadena, su derivada es dy/dx = 0.2xe"'*. Si sustituimos ¢*' en el lado derecho de la
ultima ecuacién por y, la derivada serd

= = 0.2xy. (1)

Ahora imaginemos que un amigo construyé su ecuacién (1); usted no tiene idea de cémo la hizo
y se pregunta /cudl es la funcion representada con el simbolo y? Se estd enfrentando a uno de los
problemas bdsicos de este curso:

¢ Como resolver una ecuacion para la funcion desconocida y = ¢(x)?

UNA DEFINICION  La ecuacién (1) es llamada ecuacion diferencial. Antes de pro-
seguir, consideremos una definicién més exacta de este concepto.

DEFINICION 1.1.1 Ecuacién diferencial

Una ecuacién que contiene derivadas de una o mds variables respecto a una o
mas variables independientes, se dice que es una ecuacion diferencial (ED).

Para hablar acerca de ellas clasificaremos a las ecuaciones diferenciales por tipo,
orden y linealidad.

CLASIFICACION POR TIPO  Si una ecuacién contiene sélo derivadas de una o mas
variables dependientes respecto a una sola variable independiente se dice que es una
ecuacion diferencial ordinaria (EDO). Por ejemplo,

Una ED puede contener
mds de una variable dependiente,

Vol
dy i d*y dy dx dy
Disy—e, XS, Z Do+ )
dx Y a2 dx J dr a4 Y

son ecuaciones diferenciales ordinarias. Una ecuacién que involucra derivadas par-
ciales de una o mas variables dependientes de dos o mas variables independientes
se llama ecuacién diferencial parcial (EDP). Por ejemplo,
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Pu  du u  du u u v
T Ty, M oy,

- , 3
ax* o ot ®)

ay ox

son ecuaciones diferenciales parciales.”

En todo el libro las derivadas ordinarias se escribirdn usando la notacion de Leibniz
dy/dx, d*y/dx? d*y/dx?, . .. o la notacién prima y’, y”, y'"’, ... . Usando esta tltima
notacion, las primeras dos ecuaciones diferenciales en (2) se pueden escribir en una
forma un poco mds compacta como y’ + 5y = e*y y” —y' + 6y = 0. Realmente, la
notacion prima se usa para denotar sélo las primeras tres derivadas: la cuarta derivada se
denota y en lugar de y"””. En general, la n-ésima derivada de y se escribe como d"y/dx"
o y™. Aunque es menos conveniente para escribir o componer tipograficamente, la no-
tacion de Leibniz tiene una ventaja sobre la notacién prima en que muestra claramente
ambas variables, las dependientes y las independientes. Por ejemplo, en la ecuacién

funcién incégnita
ro variable dependiente

== 4+ 16x =0
dt
T—vuriublc independiente

se ve inmediatamente que ahora el simbolo x representa una variable dependiente,
mientras que la variable independiente es . También se debe considerar que en ingenie-
ria y en ciencias fisicas, la notacién de punto de Newton (nombrada despectivamente
notacién de “puntito”) algunas veces se usa para denotar derivadas respecto al tiem-
po 1. Asi la ecuacién diferencial d?s/dr> = —32 serd § = —32. Con frecuencia las
derivadas parciales se denotan mediante una notacién de subindice que indica las va-
riables independientes. Por ejemplo, con la notacién de subindices la segunda ecuacién
en(3)serdu = u, —2u,

CLASIFICACION POR ORDEN El orden de una ecuacién diferencial (ya sea
EDO o EDP) es el orden de la mayor derivada en la ecuacion. Por ejemplo,

segundo orden n r primer orden
d? dy\?
) e

es una ecuacion diferencial ordinaria de segundo orden. Las ecuaciones diferenciales
ordinarias de primer orden algunas veces son escritas en la forma diferencial M(x, y)dx
+ N(x, y) dy = 0. Por ejemplo, si suponemos que y denota la variable dependiente en
(y — x) dx + 4xdy = 0, entonces y'= dy/dx, por lo que al dividir entre la diferencial
dx, obtenemos la forma alterna 4xy’ + y = x. Véanse los Comentarios al final de esta
seccion.

Simbdlicamente podemos expresar una ecuacion diferencial ordinaria de n-ésimo
orden con una variable dependiente por la forma general

F(-x’ y5 y,’ R ,y(n)) = 07 (4)

donde F es una funcién con valores reales de n + 2 variables: x, y, y', ..., y™. Por ra-
zones tanto practicas como tedricas, de ahora en adelante supondremos que es posible
resolver una ecuacion diferencial ordinaria en la forma de la ecuacion (4) Gnicamente
para la mayor derivada y™ en términos de las n + 1 variables restantes.

“Excepto esta seccién de introduccién, en Un primer curso de ecuaciones diferenciales con aplicaciones de
modelado, novena edicion, sélo se consideran ecuaciones diferenciales ordinarias. En ese libro la palabra
ecuacion y la abreviatura ED se refiere sélo a las EDO. Las ecuaciones diferenciales parciales o EDP se
consideran en el volumen ampliado Ecuaciones diferenciales con problemas con valores en la frontera.
séptima edicién.
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La ecuacion diferencial

n

dx"

=feyy, .y, (5)

donde f'es una funcién continua con valores reales, se conoce como la forma normal
de la ecuacion (4). Asi que cuando sea adecuado para nuestros propdsitos, usaremos las
formas normales

d_
(/r

dy _ .

— =f(xy) y =f,y,y")

dx

para representar en general las ecuaciones diferenciales ordinarias de primer y segundo

orden. Por ejemplo, la forma normal de la ecuacién de primer orden 4xy’ + y = x es
= (x — y)/4x; la forma normal de la ecuacién de segundo orden y” — y’ + 6y = 0

esy” =y’ — 6y. Véanse los Comentarios.

CLASIFICACION POR LINEALIDAD Una ecuacién diferencial de n-ésimo orden

(4) se dice que es lineal si F es lineal en y, y’, ..., y®. Esto significa que una EDO de
n-ésimo orden es lineal cuando la ecuacién (4) es a ()y™ +a,_ ()y" "+ -+ +a,
(DY +a,(x)y —gx) =00
n—1
a7y dy
d Lt a0 = ] -t al(X)a + a0y = gx). (6)

Dos casos especiales importantes de la ecuacién (6) son las ED lineales de primer
orden (n = 1) y de segundo orden (n = 2):

dy dzy
al(x) M ap(x)y = gx) y az(x) >+ al(x) + ap(x)y = g(x).  (7)

En la combinacién de la suma del lado izquierdo de la ecuacién (6) vemos que las dos
propiedades caracteristicas de una EDO son las siguientes:

» La variable dependiente y y todas sus derivadas y’, y”, . . ., y* son de primer
grado, es decir, la potencia de cada término que contiene y es igual a 1.

e Los coeficientes de a, a, ,a dey, y',...,y" dependen a lo mds de la
variable independiente x

Las ecuaciones

3
(y —x)dx +4xdy=0, y"—2y+y=0, vy ﬂ+)c@—5y=e"
dx® dx

son, respectivamente, ecuaciones diferenciales de primer, segundo y tercer orden. Aca-
bamos s6lo de mostrar que la primera ecuacion es lineal en la variable y cuando se escribe
en la forma alternativa 4xy’ + y = x. Una ecuacion diferencial ordinaria no lineal es sim-
plemente no lineal. Funciones no lineales de la variable dependiente o de sus derivadas,
tales como sen y 0 "', no se pueden presentar en una ecuacion lineal. Por tanto

término no lineal: término no lineal: término no lineal:

coeficiente depende de y funcién no lineal de y el exponente es diferente de 1
! P -
(I =y + 2y =e" );-i-sen\—o y —=+y?=0

dx

son ejemplos de ecuaciones diferenciales ordinarias no lineales de primer, segundo y
cuarto orden respectivamente.

SOLUCIONES Como ya se ha establecido, uno de los objetivos de este curso es
resolver o encontrar soluciones de ecuaciones diferenciales. En la siguiente definicién
consideramos el concepto de solucién de una ecuacion diferencial ordinaria.
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DEFINICION 1.1.2  Solucién de una EDO

Cualquier funcion ¢, definida en un intervalo / y que tiene al menos n deriva-
das continuas en /, las cuales cuando se sustituyen en una ecuacion diferencial
ordinaria de n-ésimo orden reducen la ecuacién a una identidad, se dice que es
una solucion de la ecuacion en el intervalo.

En otras palabras, una solucién de una ecuacion diferencial ordinaria de n-ésimo orden
(4) es una funcién ¢ que posee al menos n derivadas para las que

F(x, p(x), ¢'(x), ..., d"(x)) = 0 paratodaxenl.

Decimos que ¢ satisface la ecuacion diferencial en /. Para nuestros propdsitos supondremos

que una solucion ¢ es una funcién con valores reales. En nuestro andlisis de introduccién

vimos que y = ™"** es una solucién de dy/dx = 0.2xy en el intervalo (—o, «),
Ocasionalmente serd conveniente denotar una solucién con el stmbolo alternativo y(x).

INTERVALO DE DEFINICION No podemos pensar en la solucion de una ecuacion
diferencial ordinaria sin simultdneamente pensar en un intervalo. El intervalo I en la defi-
nicién 1.1.2 también se conoce con otros nombres como son intervalo de definicion, in-
tervalo de existencia, intervalo de validez, o dominio de la solucion y puede ser un
intervalo abierto (a, b), un intervalo cerrado [a, b], un intervalo infinito (a, %), etcétera.

I EJEMPLO 1 Verificacién de una solucién

Verifique que la funcién indicada es una solucién de la ecuacién diferencial dada en
el intervalo (—o, ).

d " !
a) d—xy=xyzi; y=l—16x4 b) y/ =2y +y=0; y=xe
SOLUCION Una forma de verificar que la funcién dada es una solucién, es ver, una

vez que se ha sustituido, si cada lado de la ecuacién es el mismo para toda x en el
intervalo.

a) De
d 1 1
lado izquierdo: ﬁ “ 16 4-x%)= A_LX3’
1 12 1 1
lado derecho: xy?=x- <Ex4> =x- <4_1 x2> — Zx3’

vemos que cada lado de la ecuacién es el mismo para todo nimero real x. Observe
e, s . 1
que y? = | x? es, por definici6n, la raiz cuadrada no negativa de 5x*.

b) De las derivadas y’ = xe* + e*y y” = xe* + 2e¢* tenemos que para todo nimero
real x,
lado izquierdo: y' =2y +y = (xe*+ 2e*) — 2(xe* + e¥) + xe* = 0,
lado derecho: 0. n

En el ejemplo 1, observe también, que cada ecuacion diferencial tiene la solucién
constante y = 0, —oc < x < %. Una solucién de una ecuacién diferencial que es igual
a cero en un intervalo [ se dice que es la solucién trivial.

CURVA SOLUCION La grafica de una solucién ¢ de una EDO se llama curva
solucion. Puesto que ¢ es una funcién derivable, es continua en su intervalo de de-
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a) funcién y = 1/x,x # 0

b) soluciény = 1/x, (0, )

FIGURA 1.1.1

La funciény = 1/x no

es la misma que la solucién y = 1/x

INTRODUCCION A LAS ECUACIONES DIFERENCIALES

finicién /. Puede haber diferencia entre la grafica de la funcion ¢ y la grafica de la
solucion ¢. Es decir, el dominio de la funcién ¢ no necesita ser igual al intervalo de
definicién I (o dominio) de la solucién ¢. El ejemplo 2 muestra la diferencia.

I EJEMPLO 2 Funcién contra solucién

El dominio de y = 1/x, considerado simplemente como una funcion, es el conjunto de
todos los niimeros reales x excepto el 0. Cuando trazamos la grafica de y = 1/x, dibuja-
mos los puntos en el plano xy correspondientes a un juicioso muestreo de niimeros toma-
dos del dominio. La funcién racional y = 1/x es discontinua en x = 0, en la figura 1.1.1a
se muestra su grafica, en una vecindad del origen. La funcién y = 1/x no es derivable en
x = 0, yaque el eje y (cuya ecuacion es x = 0) es una asintota vertical de la gréfica.
Ahoray = 1/x es también una solucién de la ecuacién diferencial lineal de primer
orden xy’ + y = 0 (Compruebe). Pero cuando decimos que y = 1/x es una solucion de
esta ED, significa que es una funcién definida en un intervalo 7 en el que es derivable y
satisface la ecuacidon. En otras palabras, y = 1/x es una solucién de la ED en cualquier
intervalo que no contenga 0, tal como (—3, — 1), (%, 10), (=22, 0), o (0, %). Porque las
curvas solucién definidas por y = 1/x para =3 < x <—1y % < x < 10 son simple-
mente tramos, o partes, de las curvas solucién definidas pory = 1/x para —o < x < 0
y 0 < x < o, respectivamente, esto hace que tenga sentido tomar el intervalo [ tan
grande como sea posible. Asi tomamos / ya sea como (—, 0) o (0, o). La curva so-
lucién en (0, =) es como se muestra en la figura 1.1.1b. |

SOLUCIONES EXPLICITAS E IMPLICITAS Usted debe estar familiarizado con
los términos funciones explicitas y funciones implicitas de su curso de célculo. Una
solucién en la cual la variable dependiente se expresa s6lo en términos de la variable
independiente y las constantes se dice que es una solucién explicita. Para nuestros
propositos, consideremos una solucién explicita como una férmula explicita y = ¢(x)
que podamos manejar, evaluar y derivar usando las reglas usuales. Acabamos de ver
en los dos dltimos ejemplos que y = #x“, y = xe*, y y = 1/x son soluciones explici-
tas, respectivamente, de dy/dx = xy'%, y" — 2y’ +y =0,y xy’ + y = 0. Ademds, la
solucion trivial y = 0 es una solucién explicita de cada una de estas tres ecuaciones.
Cuando lleguemos al punto de realmente resolver las ecuaciones diferenciales ordi-
narias veremos que los métodos de solucién no siempre conducen directamente a una
solucién explicitay = ¢ (x). Esto es particularmente cierto cuando intentamos resolver
ecuaciones diferenciales de primer orden. Con frecuencia tenemos que conformarnos
con una relacién o expresién G(x, y) = 0 que define una solucién ¢.

| DEFINICION 1.1.3  Solucién implicita de una EDO

Se dice que una relacién G(x, y) = 0 es una solucién implicita de una ecuacién
diferencial ordinaria (4) en un intervalo /, suponiendo que existe al menos una
funcién ¢ que satisface la relacion asi como la ecuacion diferencial en 1.

Esta fuera del alcance de este curso investigar la condicién bajo la cual la relacién
G(x, y) = 0 define una funcién derivable ¢. Por lo que supondremos que si implemen-
tar formalmente un método de solucién nos conduce a una relacién G(x, y) = 0, enton-
ces existe al menos una funcién ¢ que satisface tanto la relacién (que es G(x, ¢(x)) =
0) como la ecuacién diferencial en el intervalo /. Si la solucién implicita G(x, y) = 0 es
bastante simple, podemos ser capaces de despejar a y en términos de x y obtener una o
mas soluciones explicitas. Véanse los Comentarios.



b)

)

FIGURA 1.1.2 Una solucién implicita

a) solucién implicita

x>+ y*=25

solucién explicita

yi=V25—-x% -5<x<5

solucién explicita

yp= —V25-x, -5<x <5

de dos soluciones explicitas de y' = —x/y.
y
s N
c>0
c=0
c<0

-

J

FIGURA 1.1.3  Algunas soluciones de

xy' —y=x?senx
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I EJEMPLO 3 Comprobacién de una solucién implicita

La relacién x* + y* = 25 es una solucién implicita de la ecuacién diferencial

_ _x
dx y 3
en el intervalo abierto (—5, 5). Derivando implicitamente obtenemos
d d dy
— x>+ —y?=—25 2x + 2y—=0.
dx * dx Y dx © * Y dx

Resolviendo la ultima ecuacién para dy/dx se obtiene (8). Ademds, resolviendo
x> 4+ y? = 25 para y en términos de x se obtiene y = +=\/25 — x2. Las dos funciones
V= (x) = V25 — X2y y = ¢y(x) = —V25 — x? satisfacen la relacién (que es,
x>+ ¢ =25)y x>+ ¢? = 25) y son las soluciones explicitas definidas en el inter-
valo (=5, 5). Las curvas solucién dadas en las figuras 1.1.2b y 1.1.2¢ son tramos de la
gréfica de la solucién implicita de la figura 1.1.2a. [ ]

Cualquier relacion del tipo x*> + y> — ¢ = 0 formalmente satisface (8) para cual-
quier constante c. Sin embargo, se sobrentiende que la relacion siempre tendrd sentido
en el sistema de los niimeros reales; asi, por ejemplo, si ¢ = —25, no podemos decir
que x> + y*> + 25 = 0 es una solucién implicita de la ecuacion. (;Por qué no?)

Debido a que la diferencia entre una solucién explicita y una solucién implicita
deberia ser intuitivamente clara, no discutiremos el tema diciendo siempre: “Aqui estd
una solucién explicita (implicita)”.

FAMILIAS DE SOLUCIONES El estudio de ecuaciones diferenciales es similar al
del célculo integral. En algunos libros una solucién ¢ es algunas veces llamada inte-
gral de la ecuacién y su gréfica se llama curva integral. Cuando obtenemos una anti-
derivada o una integral indefinida en célculo, usamos una sola constante ¢ de integra-
cién. De modo similar, cuando resolvemos una ecuacién diferencial de primer orden
F(x,y,y") = 0, normalmente obtenemos una solucién que contiene una sola constante
arbitraria o pardmetro c. Una solucién que contiene una constante arbitraria representa
un conjunto G(x, y, ¢) = 0 de soluciones llamado familia de soluciones uniparamé-
trica. Cuando resolvemos una ecuacion diferencial de orden n, F(x,y,y', ..., y™) =0,
buscamos una familia de soluciones n-paramétrica G(x, y, ChyCpyny cn) = (. Esto
significa que una sola ecuacion diferencial puede tener un niimero infinito de solu-
ciones correspondiendo a un nimero ilimitado de elecciones de los pardmetros. Una
solucién de una ecuacion diferencial que estd libre de la eleccion de pardmetros se
llama solucién particular. Por ejemplo, la familia uniparamétrica y = cx — x cos x
es una solucién explicita de la ecuacidn lineal de primer orden xy’ — y = x? sen x en
el intervalo (—2, «) (Compruebe). La figura 1.1.3 que se obtuvo usando un paquete
computacional de trazado de graficas, muestra las graficas de algunas de las solu-
ciones en esta familia. La solucién y = —x cos x, la curva azul en la figura, es una
solucién particular correspondiente a ¢ = 0. En forma similar, en el intervalo (—, %),
y = c,e* + c,xe* es una familia de soluciones de dos pardmetros de la ecuacion lineal
de segundo orden y” — 2y’ + y = 0 del ejemplo 1 (Compruebe). Algunas soluciones
particulares de la ecuacion son la solucién trivial y = 0 (¢, = ¢, = 0),y = xe* (¢, = 0,
c,=1),y=5e" = 2xe* (c, = 5, c, = —2), etcétera.

Algunas veces una ecuacion diferencial tiene una solucién que no es miembro de una
familia de soluciones de la ecuacion, esto es, una solucién que no se puede obtener
usando un pardmetro especifico de la familia de soluciones. Esa solucién extra se llama
solucion singular. Por ejemplo, vemos que y = %x“ y y = 0 son soluciones de la ecua-
cién diferencial dy/dx = xy"? en (—o°, ). En la seccién 2.2 demostraremos, al resol-
verla realmente, que la ecuacién diferencial dy/dx = xy'” tiene la familia de solucio-
nes uniparamétrica y = (ixz + c)z. Cuando ¢ = 0, la solucién particular resultante es
y= %x“. Pero observe que la solucién trivial y = O es una solucion singular, ya que
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c=-1,
x<0

b) solucién definida en tramos

FIGURA 1.1.4 Algunas soluciones de
xy' — 4y =0.

no es un miembro de la familia y = (%xz + 0)2 ya que no hay manera de asignarle un
valor a la constante ¢ para obtener y = 0.

En todos los ejemplos anteriores, hemos usado x y y para denotar las variables
independiente y dependiente, respectivamente. Pero deberia acostumbrarse a ver y tra-
bajar con otros simbolos que denotan estas variables. Por ejemplo, podriamos denotar
la variable independiente por ¢ y la variable dependiente por x:

I EJEMPLO 4 Usando diferentes simbolos

Las funciones x = ¢ cos 4ty x = ¢, sen 4, donde ¢ y c, son constantes arbitrarias o
pardmetros, son ambas soluciones de la ecuacion diferencial lineal

x" + 16x = 0.
Para x = ¢, cos 4t las dos primeras derivadas respecto a  son x’ = —4c, sen 4ty
x" = —16c, cos 4t. Sustituyendo entonces a x” y x se obtiene

x" + 16x = —16¢, cos 4t + 16(c, cos 41) = 0.
De manera parecida, para x = c, sen 4¢ tenemos x” = —16¢, sen 4, y asf
x" + 16x = —16¢,sen 4t + 16(c,sen 4t) = 0.

Finalmente, es sencillo comprobar directamente que la combinacién lineal de solucio-
nes, o la familia de dos pardmetros x = ¢, cos 4¢ + ¢, sen 4, es también una solucién
de la ecuacion diferencial. [ ]

El siguiente ejemplo muestra que una solucién de una ecuacién diferencial puede
ser una funcién definida por tramos.

I EJEMPLO 5 Una solucién definida por tramos

Debe comprobar que la familia uni-paramétrica y = cx* es una familia de solucio-
nes uni-paramétrica de la ecuacion diferencial xy’ — 4y = 0 en el intervalo (—, «).
Véase la figura 1.1.4a. La funcién derivable definida por tramos

—x* x<0
y:

X x=0

es una solucién particular de la ecuacion pero no se puede obtener de la familiay = cx*
por una sola eleccién de c; la solucién se construye a partir de la familia eligiendo ¢ =
—1parax <0yc = 1parax=0. Véase la figura 1.1.4b. [ ]

SISTEMAS DE ECUACIONES DIFERENCIALES Hasta este momento hemos ana-
lizado s6lo ecuaciones diferenciales que contienen una funcién incégnita. Pero con fre-
cuencia en la teorfa, asi como en muchas aplicaciones, debemos tratar con sistemas de
ecuaciones diferenciales. Un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias tiene
dos o mas ecuaciones que implican derivadas de dos o mas funciones incognitas de
una sola variable independiente. Por ejemplo, si x y y denotan a las variables depen-
dientes y ¢ denota a la variable independiente, entonces un sistema de dos ecuaciones
diferenciales de primer orden estd dado por
dx

o =flt,x,y)

9

D _ oitxy)
— = g(t,x,y).
dt & )
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Una solucién de un sistema tal como el de la ecuacion (9) es un par de funciones
derivables x = ¢ (1), y = ¢,(¢), definidas en un intervalo comin /, que satisface cada
ecuacion del sistema en este intervalo.

I COMENTARIOS

i) Algunos comentarios finales respecto a las soluciones implicitas de las ecua-

ciones diferenciales. En el ejemplo 3 pudimos despejar facilmente a y de la re-
lacion x? + y? = 25 en términos de x para obtener las dos soluciones explicitas,

di1(x) = V25 — 2y $(x) = —V25 — X, de la ecuacién diferencial (8). Pero
no debemos engafarnos con este unico ejemplo. A menos que sea facil o impor-
tante o que se le indique, en general no es necesario tratar de despejar y expli-
citamente en términos de x, de una solucién implicita, G(x, y) = 0. Tampoco
debemos malinterpretar el posterior segundo enunciado en la definicién 1.1.3.
Una solucién implicita G(x, y) = 0 puede definir perfectamente bien a una fun-
cion derivable ¢ que es una solucién de una ecuacién diferencial; aunque no se
pueda despejar a y de G(x, y) = 0 con métodos analiticos como los algebraicos.
La curva solucién de ¢ puede ser un tramo o parte de la grafica de G(x, y)
= 0. Véanse los problemas 45 y 46 en los ejercicios 1.1. También lea el andlisis
siguiente al ejemplo 4 de la seccién 2.2.

ii) Aunque se ha enfatizado el concepto de una solucién en esta seccion, también
deberia considerar que una ED no necesariamente tiene una solucion. Véase el
problema 39 del ejercicio 1.1. El tema de si existe una solucion se tratard en la
siguiente seccion.

iii) Podria no ser evidente si una EDO de primer orden escrita en su forma di-
ferencial M(x, y)dx + N(x, y)dy = 0 es lineal o no lineal porque no hay nada
en esta forma que nos muestre qué simbolos denotan a la variable dependiente.
Véanse los problemas 9 y 10 del ejercicio 1.1.

iv) Podria parecer poco importante suponer que F(x, y, y’, ..., y™) = 0 puede
resolver para y™, pero hay que ser cuidadoso con esto. Existen excepciones y
hay realmente algunos problemas conectados con esta suposicion. Véanse los
problemas 52 y 53 del ejercicio 1.1.

v) Puede encontrar el término soluciones de forma cerrada en libros de ED o
en clases de ecuaciones diferenciales. La traduccién de esta frase normalmente
se refiere a las soluciones explicitas que son expresables en términos de funcio-
nes elementales (o conocidas): combinaciones finitas de potencias enteras de x,
raices, funciones exponenciales y logaritmicas y funciones trigonométricas y
funciones trigonométricas inversas.

vi) Si toda solucién de una EDO de n-ésimo orden F(x, y,y', . . . ,y®) = O en un inter-
valo [ se puede obtener a partir de una familia n-pardmetros G(x, y, ¢, ¢,, ..., C,)
= 0 eligiendo apropiadamente los parametros ¢, i = 1, 2, .. ., n, entonces diremos

que la familia es la solucion general de la ED. Al resolver EDO lineales impone-
mos algunas restricciones relativamente simples en los coeficientes de la ecuacion;
con estas restricciones podemos asegurar no sélo que existe una solucion en un
intervalo sino también que una familia de soluciones produce todas las posibles
soluciones. Las EDO no lineales, con excepcion de algunas ecuaciones de primer
orden, son normalmente dificiles o imposibles de resolver en términos de funciones
elementales. Ademds si obtenemos una familia de soluciones para una ecuacion
no lineal, no es obvio si la familia contiene todas las soluciones. Entonces a nivel
practico, la designacion de “solucién general” se aplica s6lo a las EDO lineales.
No se preocupe por el momento de este concepto, pero recuerde las palabras “solu-
cion general” pues retomaremos este concepto en la seccién 2.3 y nuevamente en el
capitulo 4.
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INTRODUCCION A LAS ECUACIONES DIFERENCIALES

EJERCICIOS 1.1

Las respuestas a los problemas con niimero impar comienzan en la pdgina RES-1.

En los problemas 1 a 8 establezca el orden de la ecuacién dife-
rencial ordinaria dada. Determine si la ecuacién es lineal o no
lineal, comparando con la ecuacion (6).

1. (1 —x)y" —4xy'+ 5y =cosx

d3y (dy>4
x——|=] +y=0
2. dx? dx Y

3. tsy(4) - t3y” +6y=0

g DB = ot w)
coga T tu=costr+u
dzy <dy>2
“r_ 1+ (=

S dx? dx

Rk

©dr? R?

7. (sen@)y” — (cos B)y’ =2
22
8. x—<1 —%)x +x=0

En los problemas 9 y 10 establezca si la ecuacién diferencial
de primer orden dada es lineal en la variable dependiente com-
pardndola con la primera ecuacién dada en (7).

9. y*—1)dx+xdy=0;eny;enx

10. udv+ (v + uv — ue") du = 0; env; enu

En los problemas 11 a 14, compruebe que la funcién indicada
es una solucién de la ecuacién diferencial dada. Suponga un
intervalo / de definicién adecuado para cada solucién.

11. 2y +y=0;, y=e¢™?

@)

dy 6
12. + 20y = 24; =2 _ 2 0
dt v Y 5 5 €

13. y" =6y’ + 13y =0; y=e*cos2x

14. y" + y =tanx; y = —(cosx)ln(sec x + tan x)

En los problemas 15 a 18 compruebe que la funcién indicada
y = ¢(x) es una solucién explicita de la ecuacién diferencial
de primer orden dada. Proceda como en el ejemplo 2, conside-
rando a ¢ simplemente como una funcion, dando su dominio.
Después considere a ¢ como una solucién de la ecuacion dife-
rencial, dando al menos un intervalo / de definicidn.

15. y—x)y' =y—x+8 y=x+4Vx+2

16. y =25 +y% y=5tan5x

17. vy =2xy% y=1/(4 —x?

18. 2y’ =y3cosx; y= (1 —senx)

En los problemas 19 y 20 compruebe que la expresion indi-
cada es una solucién implicita de la ecuacién diferencial dada.
Encuentre al menos una solucién explicita y = ¢(x) en cada
caso. Use alguna aplicacién para trazar graficas para obtener
la grafica de una solucién explicita. Dé un intervalo / de defi-
nicion de cada solucién ¢.

9. X x - a2 1 <2X — 1) t
., — = —_ —_ ; n =
dt X—-1

20. 2xydx+ (x> —y)dy=0; —2x%y+y>=1

En los problemas 21 a 24 compruebe que la familia de funciones
indicada es una solucién de la ecuacion diferencial dada. Suponga
un intervalo / de definicién adecuado para cada solucién.

ce
1+ ¢

dP
2. —=P(1 —P); P=
dt

d 2 * 2 -2
2. 2y 2xy =1, y= exf e'dt + ce™™
dx 0

d’y dy
23. E_4E+4y=0; y = c,e* + cyxe**
d’y d’y  dy
14 202 Dy e
Y de Yo Yax Y o

y=cx '+ cx + c3xInx + 4x?

25. Compruebe que la funcién definida en tramos
— _'xz’
y 2,
es una solucion de la ecuacion diferencial xy’ — 2y = 0
en (—o, ®).
26. En el ejemplo 3 vimos que y = ¢i(x) =V25 — x*
y
y = ¢y(x) = —V25 — x* son soluciones de dy/dx =
—x/yen el intervalo (—35, 5). Explique por qué la funcién
definida en tramos

x<0
x=0

[ V25 =X, —5<x<0
YT1-V25 -2 0=x<5

no es una solucion de la ecuacién diferencial en el inter-
valo (=5, 5).



En los problemas 27 a 30 determine los valores de m tales que la
funcién y = ™ sea una solucién de la ecuacién diferencial dada.

27. y' +2y=0
29. y' =5y +6y=0

28. 5y =2y
30. 2y" +7y' —4y=0

En los problemas 31 y 32 determine los valores de m tales que
la funcién y = x™ sea una solucién de la ecuacién diferencial
dada.

3. " +2y' =0
32. X% —Txy' + 15y =0

En los problemas 33 a 36 use el concepto de que y=c,
—o < x < %, es una funcion constante si y solo si y’ = 0 para
determinar si la ecuacion diferencial tiene soluciones constantes.

33. 3xy' +5y=10

4.y =y>+2y—3

35. y—1)y' =1

36. y" +4y" + 6y =10

En los problemas 37 y 38 compruebe que el par de funciones

indicado es una solucién del sistema dado de ecuaciones dife-
renciales en el intervalo (—o, ©).

dx d’x

37. —=x+3 38. — =4y + ¢
a7 dr? yre
dy d?y
E=5x+3y; W=4x_et;

x = e 2+ 3%, x =cos2t + sen2t + L e,

y = —e %+ 5¢% y = —cos 2t —sen2t — %e’

Problemas para analizar

39. Construya una ecuacién diferencial que no tenga ninguna
solucién real.

40. Construya una ecuacion diferencial que usted asegure tenga
s6lo la solucién trivial y = 0. Explique su razonamiento.

41. ;Qué funcién conoce de célculo tal que su primera de-
rivada sea ella misma? ;Que su primera derivada sea un
multiplo constante k de ella misma? Escriba cada res-
puesta en la forma de una ecuacién diferencial de primer
orden con una solucién.

42. ;Qué funcién (o funciones) conoce de calculo tal que su
segunda derivada sea ella misma? ;Que su segunda de-
rivada sea el negativo de ella misma? Escriba cada res-
puesta en la forma de una ecuacién diferencial de segundo
orden con una solucién.

SECCION 1.1 DEFINICIONES Y TERMINOLOGIA ° 11

43. Dadoquey = senxes unasolucién explicitade laecuacion

diferencial de primer orden Z—y = V1 — y?, encuentre
X

un intervalo de definicién I. [Sugerencia: I no es el inter-

valo (—o0, )]

44. Analice por qué intuitivamente se supone que la ecuacién
diferencial lineal y” + 2y’ + 4y = 5 sen ¢ tiene una solu-
cion de la formay = Asent + B cos t, donde A y B son
constantes. Después determine las constantes especificas

Ay Btalesquey = Asent + B cos fes una solucién par-
ticular de la ED.

En los problemas 45 y 46 la figura dada representa la grafica
de una solucién implicita G(x, y) = 0 de una ecuacién dife-
rencial dy/dx = f(x, y). En cada caso la relacién G(x, y) = 0
implicitamente define varias soluciones de la ED. Reproduzca
cuidadosamente cada figura en una hoja. Use lapices de dife-
rentes colores para sefialar los tramos o partes, de cada grafica
que corresponda a las graficas de las soluciones. Recuerde que
una solucién ¢ debe ser una funcién y derivable. Utilice la
curva solucién para estimar un intervalo de definiciéon [
de cada solucion ¢.

45.

FIGURA 1.1.5 Gréfica del problema 45.

46. y

FIGURA 1.1.6 Gréfica del problema 46.

47. Las graficas de los miembros de una familia uni-para-
métrica x*+ y* = 3cxy se llaman folium de Descartes.
Compruebe que esta familia es una solucién implicita de
la ecuacidn diferencial de primer orden

dy _y(y’ —2x)
dx  x(2y? — X%
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48.

49.

50.

51.

52.

53.

54.

55.

e CAPITULO 1

La gréfica de la figura 1.1.6 es el miembro de la fami-
lia del folium del problema 47 correspondiente a ¢ = 1.
Analice: ;como puede la ED del problema 47 ayudar
a determinar los puntos de la grifica de x* + y* = 3xy
donde la recta tangente es vertical? ;Como saber donde
una recta tangente que es vertical ayuda a determinar un
intervalo I de definicién de una solucién ¢ de la ED?
Lleve a cabo sus ideas y compare con sus estimaciones
de los intervalos en el problema 46.

En el ejemplo 3, el intervalo / mas grande sobre el cual
las soluciones explicitas y = ¢ (x) y y = ¢,(x) se encuen-
tran definidas en el intervalo abierto (=5, 5). ;Por qué 1
no puede ser el intervalo cerrado / definido por [—5, 5]?

En el problema 21 se da una familia uni-paramétrica de
soluciones de la ED P’ = P(1—P). ;Cualquier curva so-
lucién pasa por el punto (0, 3)? ;Y por el punto (0, 1)?

Analice y muestre con ejemplos cémo resolver ecuaciones
diferenciales de las formas dy/dx = f(x) y d?y/dx* = f(x).

La ecuacién diferencial x(y')*> — 4y’ — 12x* = 0 tiene la
forma dada en la ecuacion (4). Determine si la ecuacién
se puede poner en su forma normal dy/dx = f(x, y).

La forma normal (5) de una ecuacién diferencial de
n-ésimo orden es equivalente a la ecuacién (4) si las dos
formas tienen exactamente las mismas soluciones. Forme
una ecuacion diferencial de primer orden para la que F(x,
v, ') = 0 no sea equivalente a la forma normal dy/dx =

S, y).

Determine una ecuacién diferencial de segundo orden
’ "y — — 2 1
F(x,y,y',y") = Oparalaquey = ¢ x + c¢,x* sea una fami-
lia de soluciones de dos pardmetros. Asegtrese de que su
ecuacion esté libre de los pardmetros arbitrarios ¢, y c,.

Informacioén cualitativa respecto a una solucién y = ¢(x)
de una ecuacién diferencial con frecuencia puede obte-
nerse de la misma ecuacién. Antes de trabajar con los
problemas 55 a 58, recuerde el significado geométrico de
las derivadas dy/dx y d*y/dx>.

. . . .. d 2
Considere la ecuacion diferencial d_y =e™.
x

a) Explique por qué una solucién de la ED debe ser una
funcién creciente en cualquier intervalo del eje de las x.
b) (A quésoniguales lim dy/dx y lim dy/dx. ;Qué
X —> —o© X —>
le sugiere esto respecto a una curva solucién con-
forme x — *?

¢) Determine un intervalo sobre el cual una curva solu-
cién sea concava hacia abajo y un intervalo sobre el
que la curva sea concava hacia arriba.

d) Trace la grafica de una solucién y = ¢(x) de la ecua-
cion diferencial cuya forma se sugiere en los incisos
a)ac).

56.

57.

58.

INTRODUCCION A LAS ECUACIONES DIFERENCIALES

Considere la ecuacion diferencial dy/dx = 5 - y.

a) Yasea por inspeccion o por el método sugerido en los
problemas 33 a 36, encuentre una solucién constante
de la ED.

b) Utilizando sélo la ecuacion diferencial, determine los
intervalos en el eje y en los que una solucién cons-
tante y = ¢(x) sea creciente. Determine los intervalos
en el eje y en los cuales y = ¢(x) es decreciente.

Considere la ecuacién diferencial dy/dx =
donde a y b son constantes positivas.

y(a — by),

a) Ya sea por inspeccion o por los métodos sugeridos
en los problemas 33 a 36, determine dos soluciones
constantes de la ED.

b) Usando sélo la ecuacidn diferencial, determine los
intervalos en el eje y en los que una solucién no cons-
tante y = ¢(x) es creciente. Determine los intervalos
en los que y = ¢(x) es decreciente.

¢) Utilizando sélo la ecuacion diferencial, explique por qué
y = a/2b es la coordenada y de un punto de inflexién de
la grafica de una solucién no constante y = ¢(x).

d) En los mismos ejes coordenados, trace las gréificas
de las dos soluciones constantes en el inciso «). Estas
soluciones constantes parten el plano xy en tres regio-
nes. En cada region, trace la grafica de una solucién
no constante y = ¢(x) cuya forma se sugiere por los
resultados de los incisos b) y ¢).

Considere la ecuacién diferencial y' = y* + 4.

a) Explique por qué no existen soluciones constantes de
la ecuacién diferencial.

b) Describa la gréfica de una solucién y = ¢(x). Por
ejemplo, ;puede una curva solucién tener un extremo
relativo?

¢) Explique por qué y = 0 es la coordenada y de un
punto de inflexién de una curva solucidn.

d) Trace la grafica de una solucién y = ¢(x) de la ecua-
cion diferencial cuya forma se sugiere en los incisos
a)ac).

Tarea para el laboratorio de computacién

En los problemas 59 y 60 use un CAS (por sus siglas en inglés,
Sistema Algebraico Computacional) para calcular todas las
derivadas y realice las simplificaciones necesarias para com-
probar que la funcién indicada es una solucién particular de la
ecuacion diferencial.

59.

60.

Y@ — 20y""— + 158y" — 580y’ + 841y = 0;
y = xe> cos 2x

xXy" + 2x%y" + 20xy’ — 78y = 0;

cos(5 1n x) _3 sen(5 In x)

=20

X X
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1.2

PROBLEMAS CON VALORES INICIALES

REPASO DE MATERIAL

e Forma normal de una ED
e Solucién de una ED
e Familia de soluciones

INTRODUCCION Con frecuencia nos interesan problemas en los que buscamos una solucion y(x)
de una ecuacioén diferencial tal que y(x) satisface condiciones prescritas, es decir, condiciones impues-

yl(xo) :yl’ e

soluciones de la ED

FIGURA 1.2.1

primer orden.

Solucion del PVI de

soluciones de la ED

FIGURA 1.2.2 Solucién del PVI de
segundo orden.

Resolver: = f(x, vy, ...

Sujeto a:

donde Vor Vi v -

tas sobre una y(x) desconocida o sus derivadas. En algtin intervalo / que contiene a x, el problema

dl‘ly

(n—1)
; )
dx (1)

VX)) = Yo, y'(X0) = y1s -, Y P() = v,

,¥,_, son constantes reales arbitrarias dadas se llama problema con valores ini-
ciales (PVI). Los valores de y(x) y de sus primeras n — 1 derivadas en un solo punto x, y(x,) = y,,
s y“"”(xo) =y, _,» se llaman condiciones iniciales.

PVI DE PRIMER Y SEGUNDO ORDEN  EI problema dado en (1) también se llama
problema con valores iniciales de n-ésimo orden. Por ejemplo,

dy |
Resolver: — =flxy
dx 2)
Sujeto a: () = Yo
Resol 4 f( )
esolver: ;> = JWL Y,y
y a2 S (3)
Sujeto a: Y(x) = vo, Y (xp) =y

son problemas con valores iniciales de primer y segundo orden, respectivamente. Estos
dos problemas son féciles de interpretar en términos geométricos. Para la ecuacién (2)
estamos buscando una solucién de la ecuacién diferencial en un intervalo / que contenga
a x,, tal que su gréfica pase por el punto dado (x;, y,). En la figura 1.2.1 se muestra en
azul una curva solucién. Para la ecuacién (3) queremos determinar una solucién y(x) de
la ecuacién diferencial y” = f(x, y, y') en un intervalo / que contenga a x, de tal manera
que su grafica no s6lo pase por el punto dado (x;, y,), sino que también la pendiente a la
curva en ese punto sea el nimero y . En la figura 1.2.2 se muestra en azul una curva solu-
cién. Las palabras condiciones iniciales surgen de los sistemas fisicos donde la variable
independiente es el tiempo 7 y donde y(7)) = v,y y'(z,) = y, representan la posicién y la
velocidad respectivamente de un objeto al comienzo o al tiempo inicial 7.

Con frecuencia, resolver un problema con valores iniciales de n-ésimo orden tal
como (1) implica determinar primero una familia n-paramétrica de soluciones de la
ecuacion diferencial dada y después usando las n condiciones iniciales en x, deter-
minar los valores numéricos de las n constantes en la familia. La solucién particular
resultante estd definida en algtin intervalo I que contiene al punto inicial x,.

I EJEMPLO T Dos PVI de primer orden

En el problema 41 de los ejercicios 1.1 se le pidié que dedujera que y = ce* es una
familia uniparamétrica de soluciones de la ecuacién de primer orden y’ = y. Todas las
soluciones en esta familia estdn definidas en el intervalo (—, ). Si imponemos una
condicidn inicial, digamos, y(0)=3, entonces al sustituir x = 0, y = 3 en la familia se
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FIGURA 1.2.3 Soluciones de los dos

PVIL
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b) solucién definida en el intervalo que

contiene

FIGURA 1.2.4 Grificas de la funcién
y de la solucién del PVI del ejemplo 2.

x=0

INTRODUCCION A LAS ECUACIONES DIFERENCIALES

determina la constante 3 = ce” = ¢ por lo que y = 3¢* es una solucion del PVI

y =y y0) =3
Ahora si hacemos que la curva solucién pase por el punto (1, —2) en lugar de (0, 3),
entonces y(1) = —2 se obtendrd —2 = ce 0 ¢ = —2¢~'. En este caso y = —2¢" ' es
una solucién del PVI
y =y y=-2
En la figura 1.2.3 se muestran en azul oscuro y en rojo oscuro las dos curvas solucién.l

El siguiente ejemplo muestra otro problema con valores iniciales de primer orden.
En este ejemplo observe cémo el intervalo de definicion / de la solucién y(x) depende
de la condicién inicial y(x,)) = y,.

EJEMPLO 2 Intervalo I de definicién de una solucién

En el problema 6 de los ejercicios 2.2 se le pedird mostrar que una familia uniparamé-
trica de soluciones de la ecuacién diferencial de primer orden y’ + 2xy> = 0esy =
1/(x*> + ¢). Si establecemos la condicién inicial y(0) = —1, entonces al sustituir x =
0yy = —1 en la familia de soluciones, se obtiene —1 = 1/coc = —1. Asiy =
1/(x*—1). Ahora enfatizamos las siguientes tres diferencias:

¢ Considerada como una funcion, el dominio de y = 1/(x*> —1) es el conjunto de
todos los nimeros reales x para los cuales y (x) estd definida, exceptoen x = —1
yenx = 1. Véase la figura 1.2.4a.

* Considerada como una solucion de la ecuacion diferencial y' + 2xy*=0, el
intervalo I de definicién de y = 1/(x* — 1) podria tomarse como cualquier
intervalo en el cual y(x) estd definida y es derivable. Como se puede ver en
la figura 1.2.4a, los intervalos més largos en los que y = 1/(x*> — 1) es una
solucién son (—, —1), (—1,1) y (1, «).

* Considerada como una solucion del problema con valores iniciales y' + 2xy*
=0, y(0) = —1, el intervalo I de definicién de y = 1/(x*> — 1) podria ser
cualquier intervalo en el cual y(x) estd definida, es derivable y contiene al
punto inicial x = 0; el intervalo mds largo para el cual esto es vdlido es (—1,
1). Véase la curva roja en la figura 1.2.4b. [ |

Véanse los problemas 3 a 6 en los ejercicios 1.2 para continuar con el ejemplo 2.

I EJEMPLO 3 PVI de segundo orden

En el ejemplo 4 de la seccion 1.1 vimos que x = ¢, cos 4¢ + ¢, sen 4¢ es una familia de
soluciones de dos pardmetros de x” + 16x = (. Determine una solucién del problema
con valores iniciales

” — m j— ’ m j—
x" + 16x = 0, x(z) 2, x<2> 1. 4)
SOLUCION  Primero aplicamos x(77/2) = —2 en la familia de soluciones: ¢, cos 27
+ ¢, sen 27 = —2. Puesto que cos 27 = 1y sen 271 = 0, encontramos que ¢, = —2.
Después aplicamos x'(7/2) = 1 en la familia uniparamétrica de soluciones x(¢) = —2
cos 4t + ¢, sen 4t. Derivando y después haciendo# = /2 y x" = 1 se obtiene 8 sen 277 +
4c, cos 2 = 1, a partir del cual vemos que ¢; = i Por tanto x = —2 cos 47 + ﬁ sen 4¢
es una solucion de (4). [ |

EXISTENCIA Y UNICIDAD Al considerar un problema con valores iniciales sur-
gen dos importantes preguntas:

¢ Existe la solucion del problema?
Si existe la solucion, ;es tinica?
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FIGURA 1.2.6 Region rectangular R.
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Para el problema con valores iniciales de la ecuacién (2) pedimos:

¢La ecuacion diferencial dy/dx = f(x, y) tiene soluciones?

Existenci .
stencia {gAlguna de las curvas solucion pasa por el punto (x, y,)?

¢ Cudndo podemos estar seguros de que hay precisamente una

Unicidad { . P
curva solucion que pasa a través del punto (x,, y,)?

Observe que en los ejemplos 1y 3 se usa la frase “una solucién” en lugar de “la solu-
cién” del problema. El articulo indefinido “una” se usa deliberadamente para sugerir la
posibilidad de que pueden existir otras soluciones. Hasta el momento no se ha demos-
trado que existe una tnica solucién de cada problema. El ejemplo siguiente muestra un
problema con valores iniciales con dos soluciones.

I EJEMPLO 4 Un PVI puede tener varias soluciones

Cada una de las funciones y = 0y y = | x* satisface la ecuacién diferencial dy/x =
xy'2 y la condicién inicial y(0) = 0, por lo que el problema con valores iniciales

d
d_y =xy"2, y(0)=0
X
tiene al menos dos soluciones. Como se muestra en la figura 1.2.5, las graficas de las
dos soluciones pasan por el mismo punto (0, 0). [ ]

Dentro de los limites de seguridad de un curso formal de ecuaciones diferenciales
uno puede confiar en que la mayoria de las ecuaciones diferenciales tendrdn soluciones
y que las soluciones de los problemas con valores iniciales probablemente seran tnicas.
Sin embargo, en la vida real, no es asi. Por tanto es deseable conocer antes de tratar de
resolver un problema con valores iniciales si existe una solucién y cuando asf sea, si ésta
es la tnica solucién del problema. Puesto que vamos a considerar ecuaciones diferencia-
les de primer orden en los dos capitulos siguientes, estableceremos aqui sin demostrarlo
un teorema directo que da las condiciones suficientes para garantizar la existencia y uni-
cidad de una solucién de un problema con valores iniciales de primer orden de la forma
dada en la ecuacién (2). Esperaremos hasta el capitulo 4 para retomar la pregunta de la
existencia y unicidad de un problema con valores iniciales de segundo orden.

TEOREMA 1.2.1 Existencia de una solucion vinica

Sea R una regi6n rectangular en el plano xy definidapora =x=b,c=y=d
que contiene al punto (x,, y,) en su interior. Si f(x, y) y 9f/dy son continuas en
R, entonces existe algun intervalo /: (x, — &, x, + h), h > 0, contenido en [a,
b], y una funcién tnica y(x), definida en /, que es una solucion del problema
con valores iniciales (2).

El resultado anterior es uno de los mds populares teoremas de existencia y unici-
dad para ecuaciones diferenciales de primer orden ya que el criterio de continuidad de
f(x,y)y de df/dy son relativamente faciles de comprobar. En la figura 1.2.6 se muestra
la geometria del teorema 1.2.1.

I EJEMPLO 5 Revision del ejemplo 4

Como vimos en el ejemplo 4 la ecuacién diferencial dy/dx = xy'? tiene al menos dos
soluciones cuyas graficas pasan por el punto (0, 0). Analizando las funciones
af X

[y =xy? oy PR
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vemos que son continuas en la mitad superior del plano definido por y > 0. Por tanto
el teorema 1.2.1 nos permite concluir que a través de cualquier punto (x,, y,), y, > 0 en
la mitad superior del plano existe algun intervalo centrado en x, en el cual la ecuacién
diferencial dada tiene una solucién tnica. Asi, por ejemplo, atin sin resolverla, sabe-
mos que existe algin intervalo centrado en 2 en el cual el problema con valores inicia-
les dy/dx = xy"?, y(2) = 1 tiene una solucién unica. [ |

En el ejemplo 1, el teorema 1.2.1 garantiza que no hay otras soluciones de los pro-
blemas con valores iniciales y' = y, y(0) =3y y’ =y, y(1)= —2distintasay = 3¢’y y
= —2¢!, respectivamente. Esto es consecuencia del hecho de que f(x, y) = y y df/dy =
1 son continuas en todo el plano xy. Ademdas podemos mostrar que el intervalo / en el
cual cada solucién esta definida es (—oo, ).

INTERVALO DE EXISTENCIA Y UNICIDAD Suponga que y(x) representa una so-
lucién del problema con valores iniciales (2). Los siguientes tres conjuntos de nimeros
reales en el eje x pueden no ser iguales: el dominio de la funcién y(x), el intervalo / en
el cual la solucion y(x) estd definida o existe, y el intervalo /; de existencia y unicidad.
El ejemplo 2 de la seccién 1.1 muestra la diferencia entre el dominio de una funcién y
el intervalo / de definicion. Ahora suponga que (x,, y,) es un punto en el interior de la
region rectangular R en el teorema 1.2.1. Esto da como resultado que la continuidad de
la funcién f(x, y) en R por si misma es suficiente para garantizar la existencia de al menos
una solucion de dy/dx = f(x, y), y(x,) = y,, definida en algiin intervalo /. El intervalo I de
definicion para este problema con valores iniciales normalmente se toma como el inter-
valo mds grande que contiene x, en el cual la solucién y(x) estd definida y es derivable.
El intervalo I depende tanto de f(x, y) como de la condicién inicial y(x)) = y,. Véanse
los problemas 31 a 34 en los ejercicios 1.2. La condicién extra de continuidad de la
primera derivada parcial df/dy en R nos permite decir que no sélo existe una solucion
en algtin intervalo /; que contiene x;, sino que esta es la iinica solucion que satisface
y(x,) =y, Sin embargo, el teorema 1.2.1 no da ninguna indicacion de los tamafios de los
intervalos I e 1 ; el intervalo de definicion I no necesita ser tan amplio como la region
Ry el intervalo de existencia y unicidad I, puede no ser tan amplio como I. El nimero
h > 0 que define el intervalo /: (x, — h, x, + h) podria ser muy pequefio, por lo que es
mejor considerar que la solucién y(x) es unica en un sentido local, esto es, una solucién
definida cerca del punto (x, y,). Véase el problema 44 en los ejercicios 1.2.

I COMENTARIOS

(?) Las condiciones del teorema 1.2.1 son suficientes pero no necesarias. Esto signi-
fica que cuando f(x, y) y df/dy son continuas en una region rectangular R, debe siem-
pre seguir que existe una solucion de la ecuacién (2) y es unica siempre que (x;, ,)
sea un punto interior a R. Sin embargo si las condiciones establecidas en la hipdtesis
del teorema 1.2.1 no son validas, entonces puede ocurrir cualquier cosa: el problema
de la ecuacion (2) puede tener una solucion y esta solucioén puede ser tnica o la ecua-
cién (2) puede tener varias soluciones o puede no tener ninguna solucién. Al leer
nuevamente el ejemplo 5 vemos que la hipétesis del teorema 1.2.1 no es valida en la
recta y = 0 para la ecuacion diferencial dy/dx = xy'”, pero esto no es sorprendente,
ya que como vimos en el ejemplo 4 de esta seccion, hay dos soluciones definidas en
un intervalo comun —/ < x < h que satisface y(0) = 0. Por otra parte, la hipdtesis
del teorema 1.2.1 no es vilida en la recta y = 1 para la ecuacién diferencial dy/
dx = ly — 1l. Sin embargo se puede probar que la solucién del problema con valores
iniciales dy/dx = ly — 11, y(0) = 1 es tnica ;Puede intuir la solucién?

(ii) Es recomendable leer, pensar, trabajar y después recordar el problema 43 en
los ejercicios 1.2.
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EJERCICIOS 1.2

Las respuestas a los problemas con niimero impar comienzan en la pdgina RES-1

En los problemas 1y 2, y = 1/(1 + c¢,¢™) es una familia uni-
paramétrica de soluciones de la ED de primer orden y'= y —y>.
Encuentre una solucién del PVI de primer orden que consiste en
esta ecuacion diferencial y la condicién inicial dada.

1. y(0) = —3 2. y(-1)=2

En los problemas 3 a 6, y = 1/(x> + ¢) es una familia unipara-
métrica de soluciones de la ED de primer orden y’ + 2xy* = 0.
Determine una solucién del PVI de primer orden que consiste
en esta ecuacion diferencial y la condicién inicial dada. Dé el
intervalo / mas largo en el cual esta definida la solucién.

3. y2) =1
5. y(0) = 1

4. y(-2) =3
6. y(3) = —4

En los problemas 7 a 10, x = ¢ cos 7 + ¢, sen t es una familia
de soluciones de dos parametros de la ED de segundo orden
x" + x = 0. Determine una solucién del PVI de segundo or-
den que consiste en esta ecuacion diferencial y las condicio-
nes iniciales dadas.

7. x(0) = —1, x'(0) =38
8. x(w/2)=0, x'(m/2)=1
9. x(m/6) =1, X' (m/6)=0

10. x(m/4) = V2, x'(w/4) =2V2

Enlos problemas 11 a 14,y = ¢ e* + ¢,e™* es una familia de solu-
ciones de dos parametros de la ED de segundo orden y” —y = 0.
Determine una solucién del PVI de segundo orden que consiste
en esta ecuacion diferencial y las condiciones iniciales dadas.

y'(0) =2
12. y(1) =0, y'(1)=e

11. y(0) = 1,

13. y(=1) =5, y(=1)=—5
14. y0) =0, y'(0)=0

En los problemas 15 y 16 determine por inspeccién al menos
dos soluciones del PVI de primer orden dado.

15. y' =3y*3, y(0)=0

16. xy' =2y, y(0)=0

En los problemas 17 a 24 determine una regién del plano xy
para el que la ecuacion diferencial dada tendria una solucién
tinica cuyas gréficas pasen por un punto (x,, y,) en la region.

19 o 20 =
Y tdax 7

21. (4 — yH)y' = x? 22. (1 +y3)y' =x2
23. (x* + yH)y' = y? 24, (y—x)y' =y +x

En los problemas 25 a 28 determine si el teorema 1.2.1 ga-
rantiza que la ecuacion diferencial y’ = Vy? — 9 tiene una
solucién tnica que pasa por el punto dado.

25. (1,4) 26. (5,3)
27. (2, =3) 28. (—1,1)

29. a) Por inspeccién determine una familia uniparamétrica
de soluciones de la ecuacién diferencial xy’ = y. Com-
pruebe que cada miembro de la familia es una solucién
del problema con valores iniciales xy’ =y, y(0) = 0.

b) Explique el inciso a) determinando una regién R en el
plano xy para el que la ecuacién diferencial xy’ = y
tendria una solucién dnica que pase por el punto

(x> y,) en R.
¢) Compruebe que la funcién definida por tramos
_J0, x<0
Y x, x=0

satisface la condicion y(0)=0. Determine si esta fun-
ci6n es también una solucién del problema con valo-
res iniciales del inciso a).

30. a) Compruebe que y = tan (x + ¢) es una familia uni-
paramétrica de soluciones de la ecuacién diferencial
y =1+,

b) Puesto que f(x, y) = 1 + >y df/dy = 2y son conti-
nuas en donde quiera, la regién R en el teorema 1.2.1
se puede considerar como todo el plano xy. Utilice la
familia de soluciones del inciso a) para determinar una
solucién explicita del problema con valores iniciales
de primerordeny’ = 1 + y?,y(0) = 0. Aun cuando x, =
0 esté en el intervalo (—2, 2), explique por qué la so-
lucién no estd definida en este intervalo.

¢) Determine el intervalo / de definiciéon mas largo para la
solucién del problema con valores iniciales del inciso b).

31. a) Verifique que y = —1/(x + ¢) es una familia de so-
luciones uniparamétrica de la ecuacién diferencial
y =y

b) Puesto que f(x, y) = y* y df/dy = 2y son continuas
donde sea, la regién R del teorema 1.2.1 se puede
tomar como todo el plano xy. Determine una solucién
de la familia del inciso a) que satisfaga que y(0) = 1.
Después determine una solucién de la familia del in-
ciso a) que satisfaga que y(0) = —1. Determine el
intervalo 7 de definicién mds largo para la solucién de
cada problema con valores iniciales.
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¢) Determine el intervalo de definicién / mas largo para
la solucidn del problema con valores iniciales y'= y?,
¥(0) = 0. [Sugerencia: La solucién no es un miembro
de la familia de soluciones del inciso a)].

32. a) Demuestre que una solucién de la familia del inciso a)
del problema 31 que satisface y' = y% y(1) = 1, es y
=1/2 —x).

b) Después demuestre que una solucion de la familia del
inciso a) del problema 31 que satisface y’ = y?, y(3)
=—l,esy=1/2 —x).

¢) ;Son iguales las soluciones de los incisos a) y b)?

33. a) Verifique que 3x* — y*> = ¢ es una familia de solu-
ciones uniparamétricas de la ecuacion diferencial
ydy/dx = 3x.

b) Bosqueje, a mano, la grifica de la solucién implicita
3x? — y* = 3. Determine todas las soluciones explici-
tas y = ¢(x) de la ED del inciso a) definidas por esta
relacién. Dé un intervalo / de definicién de cada una
de las soluciones explicitas.

¢) Elpunto (=2, 3) estd en la gréfica de 3x*> - y> = 3 pero
(cudl de las soluciones explicitas del inciso b) satis-
face que y(—2) = 3?

34. a) Utilice la familia de soluciones del inciso a) del problema
33 para determinar una solucién implicita del proble-
ma con valores iniciales y dy/dx = 3x, y(2) = — 4. Des-
pués bosqueje, a mano, la grafica de la solucidn explicita
de este problema y dé su intervalo / de definicion.

b) (Existen algunas soluciones explicitas de y dy/dx =
3x que pasen por el origen?

En los problemas 35 a 38 se presenta la grafica de un miembro
de la familia de soluciones de una ecuacién diferencial de se-
gundo orden d?y/dx*= f(x,y,y"). Relacione la curva solucién
con al menos un par de las siguientes condiciones iniciales.

a) y(H)=1, y(1)=-2
b) y(=1)=0, y(=1)=—4
o y)=1, y1)=2
d) y0) = -1, y(©0)=2
e) y0)=-1, y0)=0
£) y0)=-4, y0)=-2
35. y

1

FIGURA 1.2.7 Griéfica del problema 35.

INTRODUCCION A LAS ECUACIONES DIFERENCIALES

36. Y

FIGURA 1.2.8

37. y

FIGURA 1.2.9

38. y

FIGURA 1.2.10 Gréfica del problema 38.

Problemas de analisis

En los problemas 39 y 40 utilice el problema 51 de los ejerci-
cios 1.1y (2) y (3) de esta seccion.

39. Encuentre una funcién y = f(x) cuya grafica en cada punto
(x, y) tiene una pendiente dada por 8¢* + 6x y la intersec-
cion con el eje y en (0,9).

40. Determine una funcién y = f(x) cuya segunda derivada es y”
= 12x — 2 en cada punto (x, y) de su graficayy = —x + 5
es tangente a la gréfica en el punto correspondiente a x = 1.

41. Considere el problema con valores iniciales y' = x — 2y,
y(0) = % Determine cudl de las dos curvas que se mues-
tran en la figura 1.2.11 es la Gnica curva solucién posible.
Explique su razonamiento.
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43.

44.
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FIGURA 1.2.11 Gréficas del problema 41.

Determine un valor posible para x, para el que la grafica
de la solucién del problema con valores iniciales y’ + 2y
= 3x -6, y(x,) = 0 es tangente al eje x en (x,, 0). Explique
su razonamiento.

Suponga que la ecuacién diferencial de primer orden
dy/dx = f(x, y) tiene una familia uniparamétrica de solu-
ciones y que f(x, y) satisface la hipdtesis del teorema 1.2.1
en alguna region rectangular R del plano xy. Explique por
qué dos curvas solucién diferentes no se pueden intercep-
tar o ser tangentes entre sf en un punto (x,,y,) en R.

1
16

0,
yx) = {1 4

16X >

Las funciones y(x) = scx*, —o<x<owy

x<0
x=0

tienen el mismo dominio pero son obviamente diferentes.
Véanse las figuras 1.2.12a y 1.2.12b, respectivamente.
Demuestre que ambas funciones son soluciones del pro-
blema con valores iniciales dy/dx = xy"?, y(2) = 1 en el

a) b)
FIGURA 1.2.12 Dos soluciones del PVI del problema 44.

intervalo (—, »). Resuelva la aparente contradiccién
entre este hecho y el dltimo enunciado del ejemplo 5.

Modelo matematico

45. Crecimiento de la poblacion Al inicio de la siguiente

seccién veremos que las ecuaciones diferenciales se
pueden usar para describir o modelar diversos sistemas
fisicos. En este problema suponemos que un modelo de
crecimiento de la poblacién de una pequela comunidad
estd dado por el problema con valores iniciales

dp

o 0.15P(t) + 20, P(0) = 100,
donde P es el nimero de personas en la comunidad y el
tiempo ¢ se mide en afios. [Qué tan rapido, es decir, con
qué razon estd aumentando la poblacién en ¢ = 0? {Qué tan
rapido estd creciendo la poblacién cuando la poblacién es
de 500?

1.3 ECUACIONES DIFERENCIALES COMO MODELOS MATEMATICOS

REPASO DE MATERIAL

Segunda ley de Newton
Ley de Hooke

Leyes de Kirchhoff
Principio de Arquimedes

MODELOS MATEMATICOS

Unidades de medida para el peso, masa y densidad

INTRODUCCION  En esta seccién introduciremos la idea de una ecuacién diferencial como un
modelo matemadtico y analizaremos algunos modelos especificos en biologia, quimica y fisica. Ya
que hayamos estudiado algunos de los métodos de solucién de las ED en los capitulos 2 y 4, retoma-
remos y resolveremos algunos de estos modelos en los capitulos 3 y 5.

Con frecuencia es deseable describir en términos mate-

madticos el comportamiento de algunos sistemas o fenémenos de la vida real, sean fisicos,
sociolégicos o hasta econdmicos. La descripcién matematica de un sistema de fendmenos
se llama modelo matematico y se construye con ciertos objetivos. Por ejemplo, pode-
mos desear entender los mecanismos de cierto ecosistema al estudiar el crecimiento de la
poblacién animal en ese sistema, o podemos desear datar fésiles y analizar el decaimiento
de una sustancia radiactiva ya sea en el fosil o en el estrato en que éste fue descubierto.
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La formulacién de un modelo matematico de un sistema se inicia con

i) identificacién de las variables que ocasionan el cambio del sistema.
Podremos elegir no incorporar todas estas variables en el modelo desde el
comienzo. En este paso especificamos el nivel de resoluciéon del modelo.

Después,

ii)  se establece un conjunto de suposiciones razonables o hipdtesis, acerca del
sistema que estamos tratando de describir. Esas hip6tesis también incluyen
todas las leyes empiricas que se pueden aplicar al sistema.

Para algunos objetivos quiza baste con conformarse con modelos de baja resolucidn.
Por ejemplo, usted ya es consciente de que en los cursos bdsicos de fisica algunas veces
se desprecia la fuerza retardadora de la friccion del aire al modelar el movimiento de un
cuerpo que cae cerca de la superficie de la Tierra. Pero si usted es un cientifico cuyo trabajo
es predecir con exactitud la trayectoria de vuelo de un proyectil de largo alcance, debera
considerar la resistencia del aire y otros factores, tales como la curvatura de la Tierra.

Puesto que con frecuencia las hipdtesis acerca de un sistema implican una razon
de cambio de una o mas de las variables, el enunciado matematico de todas esas hi-
pétesis puede ser una o mas ecuaciones que contengan derivadas. En otras palabras,
el modelo matematico puede ser una ecuacién diferencial o un sistema de ecuaciones
diferenciales.

Una vez que se ha formulado un modelo matemaético, ya sea una ecuacion diferen-
cial o un sistema de ecuaciones diferenciales, nos enfrentamos al problema no facil de
tratar de resolverlo. Si podemos resolverlo, entonces consideramos que el modelo es
razonable si su solucion es consistente con los datos experimentales o con los hechos
conocidos acerca del comportamiento del sistema. Si las predicciones que se obtienen
son deficientes, podemos aumentar el nivel de resolucién del modelo o hacer hipétesis
alternativas acerca de los mecanismos de cambio del sistema. Entonces se repiten los
pasos del proceso de modelado, como se muestra en el diagrama siguiente:

— Expresar las hipétesis en Formulacién
o ones | it
términos de las ecuaciones matemaética

diferenciales

|
Si es necesario, modificar
las hipétesis o aumentar Resolver las ED

la resolucion del modelo
1

Comprobar las

dplr edlfimlones Presentar las predicciones Obtener
¢ moceto con del modelo (por ejemplo soluciones
hechos conocidos en forma gréfica)

Por supuesto, al aumentar la resolucién, aumentamos la complejidad del modelo ma-
temadtico y la probabilidad de que no podamos obtener una solucion explicita.

Con frecuencia, el modelo matemaético de un sistema fisico inducira la variable
tiempo 7. Una solucién del modelo expresa el estado del sistema; en otras palabras,
los valores de la variable dependiente (o variables) para los valores adecuados de ¢ que
describen el sistema en el pasado, presente y futuro.

DINAMICA POBLACIONAL Uno de los primeros intentos para modelar el cre-
cimiento de la poblacion humana por medio de las mateméticas fue realizado en
1798 por el economista inglés Thomas Malthus. Bésicamente la idea detrds del mo-
delo de Malthus es la suposicién de que la razén con la que la poblacién de un pais
en un cierto tiempo es proporcional” a la poblacidn total del pais en ese tiempo. En
otras palabras, entre mds personas estén presentes al tiempo ¢, habrd mas en el fu-

“Si dos cantidades u y v son proporcionales, se escribe u « v. Esto significa que una cantidad es un
multiplo constante de otra: u = kv.
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turo. En términos matematicos, si P(f) denota la poblacién al tiempo ¢, entonces esta
suposicion se puede expresar como

dpP dpP

— x P ) - =

dt dt
donde k es una constante de proporcionalidad. Este modelo simple, falla si se con-
sideran muchos otros factores que pueden influir en el crecimiento o decrecimiento
(por ejemplo, inmigracién y emigracién), resultd, sin embargo, bastante exacto en
predecir la poblacién de los Estados Unidos, durante 1790-1860. Las poblaciones que
crecen con una razén descrita por la ecuacién (1) son raras; sin embargo, (1) ain se
usa para modelar el crecimiento de pequerias poblaciones en intervalos de tiempo
cortos (por ejemplo, crecimiento de bacterias en una caja de Petri).

kP, (1)

DECAIMIENTO RADIACTIVO El ntcleo de un atomo esta formado por combina-
ciones de protones y neutrones. Muchas de esas combinaciones son inestables, esto
es, los d&tomos se desintegran o se convierten en dtomos de otras sustancias. Se dice
que estos ntcleos son radiactivos. Por ejemplo, con el tiempo, el radio Ra 226, inten-
samente radiactivo, se transforma en el radiactivo gas radén, Rn-222. Para modelar el
fenémeno del decaimiento radiactivo, se supone que la razén dA/dt con la que los
nucleos de una sustancia se desintegran es proporcional a la cantidad (mds precisa-
mente, el nimero de nicleos), A(t) de la sustancia que queda al tiempo t:

dA dA

—x A 0 — =

dt dt
Por supuesto que las ecuaciones (1) y (2) son exactamente iguales; la diferencia radica
s6lo en la interpretacién de los simbolos y de las constantes de proporcionalidad. En el
caso del crecimiento, como esperamos en la ecuacién (1), k > 0, y para la desintegra-
cién como en la ecuacion (2), k < 0.

El modelo de la ecuacién (1) para crecimiento también se puede ver como la ecua-
cién dS/dt = rS, que describe el crecimiento del capital S cuando estd a una tasa anual
de interés r compuesto continuamente. El modelo de desintegracién de la ecuacién
(2) también se aplica a sistemas bioldgicos tales como la determinacién de la “vida
media” de un medicamento, es decir, el tiempo que le toma a 50% del medicamento
ser eliminado del cuerpo por excrecién o metabolizacién. En quimica el modelo del
decaimiento, ecuacion (2), se presenta en la descripcién matemadtica de una reaccién
quimica de primer orden. Lo importante aqui es:

KA. 2

Una sola ecuacion diferencial puede servir como modelo matemdtico de muchos
fenomenos distintos.

Con frecuencia, los modelos matematicos se acompaian de condiciones que los de-
finen. Por ejemplo, en las ecuaciones (1) y (2) esperariamos conocer una poblacién inicial
P,y por otra parte la cantidad inicial de sustancia radioactiva A . Si el tiempo inicial se
toma en 7 = 0, sabemos que P(0) = Py que A(0) = A. En otras palabras, un modelo
matematico puede consistir en un problema con valores iniciales o, como veremos mas
adelante en la seccién 5.2, en un problema con valores en la frontera.

LEY DE ENFRIAMIENTO/CALENTAMIENTO DE NEWTON De acuerdo con
la ley empirica de Newton de enfriamiento/calentamiento, la rapidez con la que cam-
bia la temperatura de un cuerpo es proporcional a la diferencia entre la temperatura
del cuerpo y la del medio que lo rodea, que se llama temperatura ambiente. Si 7(¢)
representa la temperatura del cuerpo al tiempo ¢, 7, es la temperatura del medio que lo
rodeay dT/dt es larapidez con que cambia la temperatura del cuerpo, entonces la ley de
Newton de enfriamiento/calentamiento traducida en una expresion matematica es

dToc T_T dT KT — T

dt " © dt ( m: )
donde k es una constante de proporcionalidad. En ambos casos, enfriamiento o calen-
tamiento, si 7/ es una constante, se establece que k < 0.
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CAPITULO 1

INTRODUCCION A LAS ECUACIONES DIFERENCIALES

PROPAGACION DE UNA ENFERMEDAD  Una enfermedad contagiosa, por ejem-
plo un virus de gripe, se propaga a través de una comunidad por personas que han estado
en contacto con otras personas enfermas. Sea que x(7) denote el niimero de personas que
han contraido la enfermedad y sea que y(#) denote el niimero de personas que atin no han
sido expuestas al contagio. Es 16gico suponer que la razén dx/dt con la que se propaga
la enfermedad es proporcional al nimero de encuentros, o inferacciones, entre estos
dos grupos de personas. Si suponemos que el niimero de interacciones es conjuntamente
proporcional a x(f) y y(f), esto es, proporcional al producto xy, entonces

== kxy, )

donde k es la constante usual de proporcionalidad. Suponga que una pequefia comuni-
dad tiene una poblacioén fija de n personas. Si se introduce una persona infectada den-
tro de esta comunidad, entonces se podria argumentar que x(¢) y y(¢) estan relacionadas
por x + y = n + 1. Utilizando esta dltima ecuacién para eliminar y en la ecuacion (4)
se obtiene el modelo

dx

— =kx(n + 1 — x).
7 kx(n + 1 X) (5)

Una condicién inicial obvia que acompaifia a la ecuacién (5) es x(0) = 1.

REACCIONES QUIMICAS La desintegracion de una sustancia radiactiva, caracterizada
por la ecuacion diferencial (1), se dice que es una reaccion de primer orden. En quimica
hay algunas reacciones que siguen esta misma ley empirica: si las moléculas de la sustancia
A se descomponen y forman moléculas mds pequefias, es natural suponer que la rapidez
con que se lleva a cabo esa descomposicion es proporcional a la cantidad de la primera sus-
tancia que no ha experimentado la conversion; esto es, si X(¥) es la cantidad de la sustancia
A que permanece en cualquier momento, entonces dX/dt = kX, donde k es una constante
negativa ya que X es decreciente. Un ejemplo de una reaccién quimica de primer orden es
la conversion del cloruro de terbutilo, (CH,),CCl en alcohol t-butilico (CH,),COH:

(CH,);CCl + NaOH — (CH;);COH + NaCl.

Sélo la concentracion del cloruro de terbutilo controla la rapidez de la reaccién. Pero
en la reaccién

CH,CI + NaOH — CH,0OH + NaCl

se consume una molécula de hidréxido de sodio, NaOH, por cada molécula de cloruro
de metilo, CH,Cl, por lo que se forma una molécula de alcohol metilico, CH,OH y una
molécula de cloruro de sodio, NaCl. En este caso, la razén con que avanza la reacciéon
es proporcional al producto de las concentraciones de CH,Cl y NaOH que quedan. Para
describir en general esta segunda reaccion, supongamos una molécula de una sustancia
A que se combina con una molécula de una sustancia B para formar una molécula de una
sustancia C. Si X denota la cantidad de un quimico C formado al tiempo 7y si & y 3 son,
respectivamente, las cantidades de los dos quimicos A y B en ¢ = 0 (cantidades iniciales),
entonces las cantidades instantdneas no convertidas de A y B al quimico Cson o — X'y
B — X, respectivamente. Por lo que la razén de formacién de C estd dada por

1X
Z— ka - X8 - X), 6)
dt

donde k es una constante de proporcionalidad. Una reaccién cuyo modelo es la ecua-
cién (6) se dice que es una reaccion de segundo orden.

MEZCLAS Al mezclar dos soluciones salinas de distintas concentraciones surge
una ecuacién diferencial de primer orden, que define la cantidad de sal contenida en
la mezcla. Supongamos que un tanque mezclador grande inicialmente contiene 300
galones de salmuera (es decir, agua en la que se ha disuelto una cantidad de sal). Otra
solucién de salmuera entra al tanque con una razén de 3 galones por minuto; la con-



razon de entrada de la salmuera
3 gal/min

constante
300 gal

razon de salida de la I
salmuera 3 gal/min [N}

FIGURA 1.3.1 Tanque de mezclado.

FIGURA 1.3.2 Drenado de un tanque.
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centracién de sal que entra es 2 libras/galén. Cuando la solucién en el tanque esta
bien mezclada, sale con la misma rapidez con que entra. Véase la figura 1.3.1. Si A(7)
denota la cantidad de sal (medida en libras) en el tanque al tiempo ¢, entonces la razén
con la que A(f) cambia es una razén neta:

dA razon de razon de
= ( entrada ) — < salida > = R,a —Route- (7)

dt de la sal de la sal

Larazén de entrada R, con la que entra la sal en el tanque es el producto de la con-
centracion de entrada de sal por la razén de entrada del fluido. Observe que R estd
medida en libras por minuto:
concentracion
de salen razén de entrada razén de
el fluido, de la salmuera, entrada de la sal

l l l
R....e = (2 1b/gal) - (3 gal/min) = (6 Ib/min).

Ahora, puesto que la solucion sale del tanque con la misma razén con la que entra,
el nimero de galones de la salmuera en el tanque al tiempo ¢ es una constante de 300
galones. Por lo que la concentracién de la sal en el tanque asi como en el flujo de salida
es c(r) = A(r)/300 Ib/gal, por lo que la razén de salida R, desales

concentracion de razén de
sal en el flujo razoén de salida salida
de salida de la salmuera  de la sal
l l l
A(t . A(t .
Ry = (3% Ib/gal] - (3 gal/min) :% Ib/min.

La razon neta, ecuacion (7) entonces sera

dA A A1
Loe-2 o L _a=o ®)
dt 100 dr ' 100

Sir, yr,, denotan las razones generales de entrada y salida de las soluciones
de salmuera,” entonces existen tres posibilidades r = r

entra sale® rentra > rsale y remra < rsale'

En el andlisis que conduce a la ecuacién (8) suponemos que » = r_ . En los dos

entra sale”
tltimos casos el nimero de galones de salmuera estd ya sea aumentando (r, >, )
o disminuyendo (», <r )alarazénnetar — r . Véanse los problemas 10 a
entra sale en sale

12 en los ejercicios 1.3.

tra It

DRENADO DE UN TANQUE En hidrodindmica, la ley de Torricelli establece que
la rapidez v de salida del agua a través de un agujero de bordes afilados en el fondo de
un tanque lleno con agua hasta una profundidad £ es igual a la velocidad de un cuerpo
(en este caso una gota de agua), que estd cayendo libremente desde una altura 7 —
esto es, v = V2gh, donde g es la aceleraci6n de la gravedad. Esta tltima expresién
surge al igualar la energia cinética, %mv2 con la energia potencial, mgh, y despejar v.
Suponga que un tanque lleno de agua se vacia a través de un agujero, bajo la influencia
de la gravedad. Queremos encontrar la profundidad, %, del agua que queda en el tanque
al tiempo 7. Considere el tanque que se muestra en la figura 1.3.2. Si el drea del agujero
es A,, (en pies?) y la rapidez del agua que sale del tanque es v = \/2gh (en pies/s), en-
tonces el volumen de agua que sale del tanque, por segundo, es A,\/2gh (en pies’/s).
Ast, si V() denota al volumen de agua en el tanque al tiempo ¢, entonces
dv

= ~AVash 9)

“No confunda estos simbolos con R,y R, ,que son las razones de entrada y salida de sal.
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FIGURA 1.3.3 Simbolos, unidades y
voltajes. Corriente i(f) y carga g(t) estan
medidas en amperes (A) y en coulombs
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(C), respectivamente.

edificio

FIGURA 1.3.4 Posicién de la piedra

suelo

medida desde el nivel del suelo.

donde el signo menos indica que V estd disminuyendo. Observe que aqui estamos
despreciando la posibilidad de friccidn en el agujero, que podria causar una reduccién
de la razén de flujo. Si ahora el tanque es tal que el volumen del agua al tiempo ¢ se
expresa como V(1) = A h, donde A  (en pies’) es el drea constante de la superficie su-
perior del agua (véase la figura 1.3.2), entonces dV/dt = A dh/dt. Sustituyendo esta
ultima expresion en la ecuacion (9) obtenemos la ecuacion diferencial que deseabamos
para expresar la altura del agua al tiempo #:

dh A,
— = ——V2gh. 10
dt A, o (19

W

Es interesante observar que la ecuacion (10) es vélida aun cuando A , no sea constante.
En este caso, debemos expresar el drea de la superficie superior del agua en funcién de
h, estoes, A = A(h). Véase el problema 14 de los ejercicios 1.3.

CIRCUITOS EN SERIE Considere el circuito en serie simple que tiene un inductor,
un resistor y un capacitor que se muestra en la figura 1.3.3a. En un circuito con el
interruptor cerrado, la corriente se denota por i(f) y la carga en el capacitor al tiempo
t se denota por g(t). Las letras L, R y C son conocidas como inductancia, resistencia
y capacitancia, respectivamente y en general son constantes. Ahora de acuerdo con la
segunda ley de Kirchhoff, el voltaje aplicado E(#) a un circuito cerrado debe ser igual
a la suma de las caidas de voltaje en el circuito. La figura 1.3.3b muestra los simbolos
y férmulas de las caidas respectivas de voltaje a través de un inductor, un capacitor y
un resistor. Como la corriente i(f) esta relacionada con la carga ¢(t) en el capacitor
mediante i = dg/dt, sumamos los tres voltajes

inductor resistor capacitor
di d*q dg 1
L—=L—, iR=R-} =
ar Cdr a7 c?

e igualando la suma de los voltajes con el voltaje aplicado se obtiene la ecuacion dife-

rencial de segundo orden
gy gda L2 g 11
ac " "ar ¢ ' b

En la seccion 5.1 examinaremos con detalle una ecuacién diferencial andloga a

(11).

L

CUERPOS EN CAIDA  Para establecer un modelo matemdtico del movimiento de un
cuerpo que se mueve en un campo de fuerzas, con frecuencia se comienza con la segunda
ley de Newton. Recordemos de la fisica elemental, la primera ley del movimiento
de Newton establece que un cuerpo permanecerd en reposo o continuard moviéndose
con una velocidad constante, a menos que sea sometido a una fuerza externa. En los
dos casos, esto equivale a decir que cuando la suma de las fuerzas F = 2 F k, €sto es,
la fuerza neta o fuerza resultante, que actta sobre el cuerpo es cero, la aceleracion a del
cuerpo es cero. La segunda ley del movimiento de Newton indica que cuando la fuerza
neta que actda sobre un cuerpo no es cero, entonces la fuerza neta es proporcional a su
aceleracion a o, mas exactamente, F' = ma, donde m es la masa del cuerpo.

Supongamos ahora que se arroja una piedra hacia arriba desde el techo de un edi-
ficio como se muestra en la figura 1.3.4. ;Cudl es la posicién s(¢) de la piedra respecto
al suelo al tiempo 7? La aceleracién de la piedra es la segunda derivada d%s/dt% Si
suponemos que la direccidn hacia arriba es positiva y que no hay otra fuerza, ademas
de la fuerza de la gravedad, que actiie sobre la piedra, entonces utilizando la segunda
ley de Newton se tiene que

d’s d’s
bl 0 = —g. 12
"ar "8 dr? ¢ (12)
En otras palabras, la fuerza neta es simplemente el peso F' = F| = —W de la piedra cerca

de la superficie de la Tierra. Recuerde que 1la magnitud del peso es W = mg, donde m es la
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FIGURA 1.3.5 Cuerpo de masa m

cayendo.

a) cable de suspension de un puente

b) alambres de teléfonos

FIGURA 1.3.6 Cables suspendidos
entre soportes verticales.
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T, sen®
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FIGURA 1.3.7 Elemento del cable.
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masa del cuerpo y g es la aceleracion debida a la gravedad. El signo menos en la ecuacién
(12) se usa porque el peso de la piedra es una fuerza dirigida hacia abajo, que es opuesta
a la direcci6n positiva. Si la altura del edificio es s, y la velocidad inicial de la roca es v,
entonces s se determina a partir del problema con valores iniciales de segundo orden

d’s
dr?
Aunque no hemos indicado soluciones de las ecuaciones que se han formulado, ob-
serve que la ecuacion 13 se puede resolver integrando dos veces respecto a ¢ la cons-
tante —g. Las condiciones iniciales determinan las dos constantes de integracién. De

la fisica elemental podria reconocer la solucién de la ecuacién (13) como la férmula
s() = —1gt® + vyt + 5.

= —g, s(0)=sy 5(0)=v, (13)

CUERPOS EN CAIDA Y RESISTENCIA DEL AIRE  Antes del famoso experimento
de la torre inclinada de Pisa de Galileo generalmente se creia que los objetos mds pe-
sados en caida libre, como una bala de cafién, caian con una aceleracién mayor que los
objetos ligeros como una pluma. Obviamente, una bala de caiién y una pluma cuando
se dejan caer simultdneamente desde la misma altura realmente caen en tiempos dife-
rentes, pero esto no es porque una bala de caidn sea mas pesada. La diferencia en los
tiempos es debida a la resistencia del aire. En el modelo que se present6 en la ecuacion
(13) se desprecio la fuerza de la resistencia del aire. Bajo ciertas circunstancias, un
cuerpo que cae de masa m, tal como una pluma con densidad pequefia y forma irregu-
lar, encuentra una resistencia del aire que es proporcional a su velocidad instantdnea v.
Si en este caso, tomamos la direccion positiva dirigida hacia abajo, entonces la fuerza
neta que estd actuando sobre la masa estd dada por F' = F, + F, = mg — kv, donde €l
peso F'| = mg del cuerpo es una fuerza que actda en la direccion positiva y la resisten-
cia del aire I/, = —kv es una fuerza, que se llama de amortiguamiento viscoso, que
actta en la direccién contraria o hacia arriba. Véase la figura 1.3.5. Ahora puesto que v
estd relacionada con la aceleracion a mediante a = dv/dt, la segunda ley de Newton
serd ' = ma = m dv/dt. Al igualar la fuerza neta con esta forma de la segunda ley,
obtenemos una ecuacion diferencial para la velocidad v(¢) del cuerpo al tiempo ¢,

dv
m
dt

=mg — kv. (14)

Aqui k es una constante positiva de proporcionalidad. Si s(¢) es la distancia que el
cuerpo ha caido al tiempo ¢ desde su punto inicial o de liberacion, entonces v = ds/dt
y a = dv/dt = d?s/dr*. En términos de s, la ecuacién (14) es una ecuacion diferencial
de segundo orden.

d’s ds d’s ds

mﬁ =mg — kz 0 m—s + /\'E = mg. (15)

CABLES SUSPENDIDOS Suponga un cable flexible, alambre o cuerda pesada
que estd suspendida entre dos soportes verticales. Ejemplos fisicos de esto podria ser
uno de los dos cables que soportan el firme de un puente de suspensiéon como el que
se muestra en la figura 1.3.6a o un cable telefonico largo entre dos postes como el que se
muestra en la figura 1.3.6b. Nuestro objetivo es construir un modelo matemadtico que
describa la forma que tiene el cable.

Comenzaremos por acordar en examinar s6lo una parte o elemento del cable entre
su punto mds bajo P, y cualquier punto arbitrario P,. Sefialado en color azul en la fi-
gura 1.3.7, este elemento de cable es la curva en un sistema de coordenada rectangular
eligiendo al eje y para que pase a través del punto mds bajo P, de la curva y eligiendo
al eje x para que pase a a unidades debajo de P. Sobre el cable actdan tres fuerzas: las
tensiones T, y T, en el cable que son tangentes al cable en P, y P,, respectivamente,
y la parte W de la carga total vertical entre los puntos Py P,. Sea que T, = |Tl
T2 = |T2

>

,y W = |W]| denoten las magnitudes de estos vectores. Ahora la tensién T, se
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descompone en sus componentes horizontal y vertical (cantidades escalares) T, cos 6
y T, sen 6. Debido al equilibrio estdtico podemos escribir

T, =T,cos 0 y W = T, sen 6.

Al dividir la ultima ecuacién entre la primera, eliminamos 7, y obtenemos tan
6 = W/T,. Pero puesto que dy/dx = tan 6, llegamos a

d\ W (16)
dx T1

Esta sencilla ecuacién diferencial de primer orden sirve como modelo tanto para modelar
la forma de un alambre flexible como el cable telefénico colgado bajo su propio peso,
como para modelar la forma de los cables que soportan el firme de un puente suspendido.
Regresaremos a la ecuacion (16) en los ejercicios 2.2 y la seccién 5.3.

CUALES SON LOS METODOS  En este libro veremos tres diferentes tipos de méto-
dos para el anlisis de las ecuaciones diferenciales. Por siglos las ecuaciones diferenciales
han ocupado los esfuerzos de cientificos o ingenieros para describir algiin fenémeno fisico
o0 para traducir una ley empirica o experimental en términos mateméticos. En consecuen-
cia el cientifico, ingeniero o matematico con frecuencia pasarfa muchos afios de su vida
tratando de encontrar las soluciones de una ED. Con una solucién en la mano, se prosigue
con el estudio de sus propiedades. A esta bisqueda de soluciones se le llama método ana-
litico para las ecuaciones diferenciales. Una vez que comprendieron que las soluciones
explicitas eran muy dificiles de obtener y en el peor de los casos imposibles de obtener,
los matemadticos aprendieron que las ecuaciones diferenciales en si mismas podrian ser
una fuente de informacién valiosa. Es posible, en algunos casos, contestar directamente
de las ecuaciones diferenciales preguntas como ;en realidad la ED tiene soluciones? Si
una solucion de la ED existe y satisface una condicion inicial, ;es uinica esa solucion?
¢ Cudles son algunas propiedades de las soluciones desconocidas? ; Qué podemos decir
acerca de la geometria de las curvas de solucion? Este método es andlisis cualitativo. Por
ultimo, si una ecuacion diferencial no se puede resolver por métodos analiticos, atin asi
podemos demostrar que una solucidn existe; la siguiente pregunta logica es ;/de qué modo
podemos aproximarnos a los valores de una solucion desconocida? Aqui entra al reino
del andlisis numérico. Una respuesta afirmativa a la tltima pregunta se basa en el hecho de
que una ecuacion diferencial se puede usar como un principio basico para la construccién
de algoritmos de aproximacién muy exactos. En el capitulo 2 comenzaremos con consi-
deraciones cualitativas de las EDO de primer orden, después analizaremos los artificios
analiticos para resolver algunas ecuaciones especiales de primer orden y concluiremos
con una introduccién a un método numérico elemental. Véase la figura 1.3.8.

iHABLAME!

1dh
Lcty-m;" =y =ateyloutexB=0

but w2l x?) = 2%+ xw +at-fw=0
= W=l cpl iy (x). From
T =Ld,m-d,,)
T
ede(x)——KJ ()4, yx) =

-y ,,.(—x m,Jm( %)

1.0000
1.0500

FI8,9")=0

a) analitico

b) cualitativo ¢) numérico

FIGURA 1.3.8 Meétodos diferentes para el estudio de ecuaciones diferenciales.
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COMENTARIOS

Cada ejemplo de esta seccion ha descrito un sistema dindmico, un sistema que
cambia o evoluciona con el paso del tiempo ¢. Puesto que el estudio de los siste-
mas dinamicos es una rama de las matematicas de moda en la actualidad, a veces
utilizaremos la terminologia de esa rama en nuestros analisis.

En términos mas precisos, un sistema dinamico consiste en un conjunto de
variables dependientes del tiempo, que se llaman variables de estado, junto con
una regla que permita determinar (sin ambigiiedades) el estado del sistema (que
puede ser pasado, presente o futuro) en términos de un estado prescrito al tiempo
1,- Los sistemas dindmicos se clasifican ya sea como sistemas discretos o continuos
en el tiempo, o de tiempos discretos o continuos. En este curso sélo nos ocupare-
mos de los sistemas dindmicos continuos en el tiempo, sistemas en los que todas
las variables estan definidas dentro de un intervalo continuo de tiempo. La regla o
modelo matematico en un sistema dindmico continuo en el tiempo es una ecuacién
diferencial o sistema de ecuaciones diferenciales. El estado del sistema al tiempo
t es el valor de las variables de estado en ese instante; el estado especificado del
sistema al tiempo £, son simplemente las condiciones iniciales que acompafian al
modelo matematico. La solucién de un problema con valores iniciales se llama
respuesta del sistema. Por ejemplo, en el caso del decaimiento radiactivo, la regla
es dA/dt = kA. Ahora, si se conoce la cantidad de sustancia radiactiva al tiempo 7,
digamos A(7)) = A, entonces, al resolver la regla se encuentra que la respuesta del
sistema parat =1 es A(f) = A e~ (véase laseccion 3.1). Larespuesta A(r) es
la tnica variable de estado para este sistema. En el caso de la piedra arrojada desde
el techo de un edificio, la respuesta del sistema, es decir, la solucién a la ecuacién
diferencial d’s/dt* = —g, sujeta al estado inicial s(0) = s, s"(0) = v,, es la funcién
s(t) = —%gt2 + vot + 55, 0 = ¢ = T, donde T representa el valor del tiempo en
que la piedra golpea en el suelo. Las variables de estado son s(?) y s'(7), la po-
sicién y la velocidad verticales de la piedra, respectivamente. La aceleracion,
s"(t), no es una variable de estado ya que s6lo se conocen la posicion y la velo-
cidad iniciales al tiempo #, para determinar, en forma tnica, la posicion s(¢) y la
velocidad s'(f) = v(¢) de la piedra en cualquier momento del intervalo f, <t < T.
La aceleracion, s"(f) = a(t) estd, por supuesto, dada por la ecuacion diferencial
s'"1) = —g,0<t<T.

Un ultimo punto: No todos los sistemas que se estudian en este libro son
sistemas dindmicos. Examinaremos algunos sistemas estdticos en que el modelo
es una ecuacion diferencial.

EJERCICIOS 1.3

Las respuestas a los problemas con niimero impar comienzan en la pdgina RES-1.

Dinamica poblacional

1. Con base en las mismas hipdtesis detrds del modelo de

la ecuacién (1), determine una ecuacion diferencial para la
poblacién P(f) de un pais cuando se les permite a las
personas inmigrar a un pafs con una razoén constante
r > 0. ;Cudl es la ecuacién diferencial para la poblacién
P(¢) del pais cuando se les permite a las personas emigrar
del pafs con una razén constante r > 0?

. El modelo de poblacién dado en la ecuacion (1) falla al no
considerar la tasa de mortalidad; larazon de crecimiento es
igual a la tasa de natalidad. En otro modelo del cambio de
poblacién de una comunidad se supone que la razén
de cambio de la poblacion es una razon neta, esto es, la

diferencia entre la tasa de natalidad y la de mortalidad en
la comunidad. Determine un modelo para la poblacién
P(?) si tanto la tasa de natalidad y la mortalidad son pro-
porcionales a la poblacién presente al tiempo .

. Utilice el concepto de razén neta introducido en el pro-

blema 2 para determinar un modelo para una poblacién P(f)
si la tasa de natalidad es proporcional a la poblacién presen-
te al tiempo ¢, pero la tasa de mortalidad es proporcional al
cuadrado de la poblacion presente al tiempo z.

. Modifique el problema 3 para la razén neta con la que la

poblacion P(r) de una cierta clase de pez cambia al supo-
ner que el pez estd siendo pescado con una razén cons-
tante 7 > 0.
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Ley de enfriamiento/calentamiento de Newton

S.

Una taza de café se enfria de acuerdo con la ley de enfria-
miento de Newton, ecuacién (3). Utilice los datos de la
graficade latemperatura 7(¢) en la figura 1.3.9 para estimar
las constantes 7, T,y k en un modelo de la forma de un

problema con valores iniciales de primer orden: dT/dt = k
(T=T), T(0) =T,

m

T

2001
1501
100 T

50T

0 25 50 75
minutos

100 1

FIGURA 1.3.9 Curva de enfriamiento del problema 5.

La temperatura ambiente 7, en la ecuacion (3) podria ser
una funcién del tiempo 7. Suponga que en un medio am-
biente controlado, T (¢) es peridica con un periodo de
24 horas, como se muestra en la figura 1.3.10. Disefie un
modelo matematico para la temperatura 7(¢) de un cuerpo
dentro de este medio ambiente.

Tn(0) 4
120 1
100

80 -

601
40+
20t

0 12 24 36 48 t
media medio media medio media
noche dia  noche dia noche

FIGURA 1.3.10 Temperatura ambiente del problema 6.

Propagacion de una enfermedad/tecnologia

7.

Suponga que un alumno es portador del virus de la gripe y
regresa al apartado campus de su universidad de 1000 estu-
diantes. Determine una ecuacion diferencial para el nimero
de personas x(f) que contraerdn la gripe si la razén con la que
la enfermedad se propaga es proporcional al nimero de inte-
racciones entre el nimero de estudiantes que tiene gripe y el
nimero de estudiantes que atin no se han expuesto a ella.

Al tiempo denotado por t = 0, se introduce una innova-
cién tecnoldgica en una comunidad que tiene una canti-
dad fija de n personas. Determine una ecuacion diferen-

INTRODUCCION A LAS ECUACIONES DIFERENCIALES

cial para el nimero de personas x(f) que hayan adoptado
la innovacioén al tiempo ¢ si se supone que la razén con la
que se propaga la innovacién es conjuntamente propor-
cional al nimero de personas que ya la han adoptado y al
nimero de personas que no la han adoptado.

Mezclas

9.

10.

11.

12.

Suponga que un tanque grande de mezclado contiene ini-
cialmente 300 galones de agua en los que se disolvieron
50 libras de sal. Entra agua pura a una razén de 3 gal/min
y cuando la solucién estd bien revuelta, sale a la misma
razén. Determine una ecuacién diferencial que exprese
la cantidad A(7) de sal que hay en el tanque al tiempo 7.
(Cuanto vale A(0)?

Suponga que un tanque grande de mezclado contiene ini-
cialmente 300 galones de agua, en los que se han disuelto
50 libras de sal. Otra salmuera introducida al tanque a
una razén de 3 gal/min y cuando la solucién estd bien
mezclada sale a una razén lenta de 2 gal/min. Si la con-
centracion de la solucién que entra es 2 1b/gal, determine
una ecuacién diferencial que exprese la cantidad de sal
A(?) que hay en el tanque al tiempo .

(Cudl es la ecuacién diferencial del problema 10, si la
solucién bien mezclada sale a una razén mds rdpida de
3.5 gal/min?

Generalice el modelo dado en la ecuacion (8) de la pagina
23, suponiendo que el gran tanque contiene inicialmente
N, nimero de galones de salmuera, r, 'y r . son las ra-
zones de entrada y salida de la salmuera, respectivamente
(medidas en galones por minuto), ¢, ~es la concentra-
cion de sal en el flujo que entra, c(f) es la concentracion
de sal en el tanque asi como en el flujo que sale al tiempo
t (medida en libras de sal por galén), y A(7) es la cantidad

de sal en el tanque al tiempo .

Drenado de un tanque

13.

Suponga que estd saliendo agua de un tanque a través de un
agujero circular de drea A, que estd en el fondo. Cuando el
agua sale a través del agujero, la friccion y la contraccion
de la corriente cerca del agujero reducen el volumen de
agua que sale del tanque por segundo a cA,V2gh , donde
¢ (0 < ¢ <'1) es una constante empirica. Determine una
ecuacion diferencial para la altura & del agua al tiempo ¢
para el tanque ctibico que se muestra en la figura 1.3.11. El
radio del agujero es de 2 pulg, y g = 32 pies/s>.

agujero )
circular

FIGURA 1.3.11

Tanque ctibico del problema 13.
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14. Del tanque cénico rectangular recto que se muestra en la
figura 1.3.12 sale agua por un agujero circular que esta
en el fondo. Determine una ecuacién diferencial para
la altura & del agua al tiempo ¢. El radio del agujero es
2 pulg, g = 32 pies/s%, y el factor de friccién/contraccién
esc = 0.6.

FIGURA 1.3.12 Tanque cénico del problema 14.

Circuitos en serie

15. Un circuito en serie tiene un resistor y un inductor como
se muestra en la figura 1.3.13. Determine una ecuacion
diferencial para la corriente i(f) si la resistencia es R, la
inductancia es Ly el voltaje aplicado es E(?).

R
FIGURA 1.3.13 Circuito en serie LR del problema 15.

16. Un circuito en serie contiene un resistor y un capacitor como
se muestra en la figura 1.3.14. Determine una ecuacion dife-
rencial que exprese la carga g(f) en el capacitor, si la resisten-
cia es R, la capacitancia es C'y el voltaje aplicado es E(?).

R

|
[

|
I
C

FIGURA 1.3.14 Circuito RC en serie del problema 16.

Caida libre y resistencia del aire

17. Para movimientos de gran rapidez en el aire, como el del
paracaidista que se muestra en la figura 1.3.15, que estd
cayendo antes de que se abra el paracaidas la resistencia
del aire es cercana a una potencia de la velocidad ins-
tantdnea v(f). Determine una ecuacién diferencial para
la velocidad v(f) de un cuerpo de masa m que cae, si la
resistencia del aire es proporcional al cuadrado de la ve-
locidad instantanea.

FIGURA 1.3.15 Resistencia del aire proporcional al
cuadrado de la velocidad del problema 17.

Segunda ley de Newton y Principio de Arquimedes

18. Un barril cilindrico de s pies de didmetro y w 1b de peso,
estd flotando en agua como se muestra en la figura 1.3.16a.
Después de un hundimiento inicial el barril presenta un mo-
vimiento oscilatorio, hacia arriba y hacia abajo, a lo largo
de la vertical. Utilizando la figura 1.3.16b, defina una ecua-
cién diferencial para establecer el desplazamiento vertical
¥(), si se supone que el origen estd en el eje vertical y en
la superficie del agua cuando el barril esta en reposo. Use
el Principio de Arquimedes: la fuerza de flotacion o hacia
arriba que ejerce el agua sobre el barril es igual al peso del
agua desplazada. Suponga que la direccion hacia abajo es
positiva, que la densidad de masa del agua es 62.4 Ib/pies’® y
que no hay resistencia entre el barril y el agua.

s/2

0L o

a) b)

FIGURA 1.3.16 Movimiento oscilatorio del barril
flotando del problema 18.

Segunda ley de Newton y ley de Hooke

19. Después de que se fija una masa m a un resorte, éste se estira
s unidades y cuelga en reposo en la posicién de equilibrio
como se muestra en la figura 1.3.17b. Después el sistema

resorte_si_n_ *®<0
deformar --1-x=0
posicion de x>0
equilibrio —'-
a b o

FIGURA 1.3.17 Sistema resorte/masa del problema 19.
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resorte/masa se pone en movimiento, sea que x() denote la
distancia dirigida del punto de equilibrio a la masa. Como se
indica en la figura 1.3.17c, suponga que la direccién hacia
abajo es positiva y que el movimiento se efectiia en una recta
vertical que pasa por el centro de gravedad de 1a masa y que
las unicas fuerzas que actdan sobre el sistema son el peso
de la masa y la fuerza de restauracion del resorte estirado.
Utilice la ley de Hooke: la fuerza de restauracién de un
resorte es proporcional a su elongacion total. Determine una
ecuacion diferencial del desplazamiento x(7) al tiempo 7.

En el problema 19, ;cudl es la ecuacién diferencial para el
desplazamiento x(7) si el movimiento tiene lugar en un medio
que ejerce una fuerza de amortiguamiento sobre el sistema
resorte/masa que es proporcional a la velocidad instantdnea
de la masa y actda en direccion contraria al movimiento?

Segunda ley de Newton y la ley
de la gravitacion universal

21.

22.

De acuerdo con la ley de la gravitacién universal de
Newton, la aceleracion de caida libre a de un cuerpo, tal
como el satélite que se muestra en la figura 1.3.18, que
estd cayendo desde una gran distancia hacia la superficie
no es la constante g. Mds bien, la aceleracién a es inver-
samente proporcional al cuadrado de la distancia desde
el centro de la Tierra a = k/r* donde k es la constante de
proporcionalidad. Utilice el hecho de que en la superficie
de la Tierra, r = Ry a = g, para determinar k. Si la direc-
cion positiva se considera hacia arriba, utilice la segunda
ley de Newton y la ley de la gravitacién universal para
encontrar una ecuacion diferencial para la distancia r.

satélite de
masa m %5

e&{‘de

FIGURA 1.3.18 Satélite J

del problema 21. Tierra de masa M

Suponga que se hace un agujero que pasa por el centro de la
Tierra y que por él se deja caer una bola de masa m como se
muestra en la figura 1.3.19. Construya un modelo matema-
tico que describa el posible movimiento de la bola. Al tiempo
t sea que r denote la distancia desde el centro de la Tierra a la
masa m, que M denote la masa de la Tierra, que M, denote
la masa de la parte de la Tierra que estd dentro de una esfera
de radio r, y que 6 denote la densidad constante de la Tierra.

superficie

FIGURA 1.3.19 Agujero
que pasa a través de la Tierra del
problema 22.

INTRODUCCION A LAS ECUACIONES DIFERENCIALES

Modelos matematicos adicionales

23. Teoria del aprendizaje En la teoria del aprendizaje, se

supone que la rapidez con que se memoriza algo es propor-
cional a la cantidad que queda por memorizar. Suponga que
M denota la cantidad total de un tema que se debe memorizar
y que A(?) es la cantidad memorizada al tiempo #. Determine
una ecuacion diferencial para determinar la cantidad A(?).

24. Falta de memoria Con los datos del problema anterior

suponga que la razén con la cual el material es olvidado
es proporcional a la cantidad memorizada al tiempo z.
Determine una ecuacién diferencial para A(f), cuando se
considera la falta de memoria.

25. Suministro de un medicamento Se inyecta un medica-

mento en el torrente sanguineo de un paciente a una razén
constante de r gramos por segundo. Simultdneamente, se
elimina el medicamento a una razén proporcional a la
cantidad x(¢) presente al tiempo 7. Determine una ecua-
cion diferencial que describa la cantidad x(f).

26. Tractriz Unapersona P que parte del origen se mueve en

ladireccién positiva del eje x, jalando un peso alo largo de la
curva C, llamada tractriz, como se muestra en la figura
1.3.20. Inicialmente el peso se encontraba en el eje y, en
(0, s) y es jalado con una cuerda de longitud constante s, que
se mantiene tensa durante el movimiento. Determine una
ecuacion diferencial para la trayectoria C de movimiento.
Suponga que la cuerda siempre es tangente a C.

y

0,s) ¢

FIGURA 1.3.20 Curva tractriz del problema 26.

27. Superficie reflectora Suponga que cuando la curva

plana C que se muestra en la figura 1.3.21 se gira respecto
al eje x genera una superficie de revolucién, con la pro-
piedad de que todos los rayos de luz paralelos al eje x que
inciden en la superficie son reflejados a un solo punto O
(el origen). Utilice el hecho de que el angulo de incidencia
es igual al angulo de reflexién para determinar una ecua-

tangente

y
/C
G

L
P(x,y)
0
4\(1)
o X
FIGURA 1.3.21 Superficie reflectora del problema 27.
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cién diferencial que describa la forma de la curva C. Esta
curva C es importante en aplicaciones como construccién de
telescopios o antenas de satélites, faros delanteros de auto-
moviles y colectores solares. [Sugerencia: La inspeccion de
la figura muestra que podemos escribir ¢ = 26. ;Por qué?
Ahora utilice una identidad trigonométrica adecuada.]

Problemas de analisis

28.

29.

30.

31.

32.

Repita el problema 41 de los ejercicios 1.1 y después
proporcione una solucién explicita P(f) para la ecuacion
(1). Determine una familia uniparamétrica de soluciones
de (1).

Lea nuevamente la oracién que se encuentra a continuacion
de la ecuacion (3) y suponga que 7, es una constante posi-
tiva. Analice por qué se podria esperar que k < 0 en ambos
casos de enfriamiento y de calentamiento. Podria empezar
por interpretar, digamos, 7(f) > T en una forma grafica.

Lea nuevamente el andlisis que condujo a la ecuacidn (8).
Si suponemos que inicialmente el tanque conserva, diga-
mos 50 libras de sal, es porque se le estd agregando sal
continuamente al tanque para ¢ > 0, A(¢) serd una funcién
creciente. Analice cdmo podria determinar a partir de la
ED, sin realmente resolverla, el nimero de libras de sal
en el tanque después de un periodo largo.

Modelo de poblacion La ecuacion diferencial

dP ..
m = (kcos )P, donde k es una constante positiva,
t

modela la poblacién humana, P(7), de cierta comunidad.
Analice e interprete la solucién de esta ecuacién. En otras
palabras, ;qué tipo de poblacién piensa que describe esta
ecuacion diferencial?

Fluido girando Como se muestra en la figura 1.3.22 un
cilindro circular recto parcialmente lleno con un fluido estd
girando con una velocidad angular constante w respecto al
eje vertical que pasa por su centro. El fluido girando forma
una superficie de revolucién S. Para identificar S, primero
establecemos un sistema coordenado que consiste en un
plano vertical determinado por el eje y y el eje x dibujado
en forma perpendicular al eje y de tal forma que el punto de
interseccion de los ejes (el origen) estd localizado en el punto
inferior de la superficie S. Entonces buscamos una funcién
y = f(x) que represente la curva C de interseccion de la su-
perficie S'y del plano coordenado vertical. Sea que el punto
P(x, y) denote la posicién de una particula del fluido girando,
de masa m, en el plano coordenado. Véase la figura 1.3.22b.

a) En P hay una fuerza de reaccién de magnitud F de-
bida a las otras particulas del fluido que es perpen-
dicular a la superficie S. Usando la segunda ley de
Newton la magnitud de la fuerza neta que actia sobre
la particula es mw*x. ;Cudl es esta fuerza? Utilice la
figura 1.3.22b para analizar la naturaleza y el origen

de las ecuaciones
F cos 0 =mg, F sen 0 = mw*x

b) Use el inciso a) para encontrar una ecuacién diferen-
cial que defina la funcién y = f(x).

33.

34.

curva C de interseccién
del plano xy y la
superficie de

revolucién y

N\

| recta tangente
alacurva Cen P

b)
FIGURA 1.3.22 Fluido girando del problema 32.

Cuerpo en caida En el problema 21 suponga que r =
R + s donde s es la distancia desde la superficie de la
Tierra al cuerpo que cae. ;Como es la ecuacién diferencial
que se obtuvo en el problema 21 cuando s es muy pequeia
en comparacién con R? [Sugerencia: Considere la serie
binomial para

(R+s)2=R2(1+s/R)2]
Gotas de lluvia cayendo En meteorologia el término
virga se refiere a las gotas de lluvia que caen o a particulas
de hielo que se evaporan antes de llegar al suelo. Suponga
que en algin tiempo, que se puede denotar por ¢ = 0, las
gotas de lluvia de radio r, caen desde el reposo de una nube
y se comienzan a evaporar.

a) Si se supone que una gota se evapora de tal manera
que su forma permanece esférica, entonces también
tiene sentido suponer que la razén a la cual se evapora
la gota de lluvia, esto es, la razén con la cual ésta
pierde masa, es proporcional a su drea superficial.
Muestre que esta dltima suposiciéon implica que la
razén con la que el radio r de la gota de lluvia dismi-
nuye es una constante. Encuentre r(¢). [Sugerencia:
Véase el problema 51 en los ejercicios 1.1.]

b) Si la direccién positiva es hacia abajo, construya un
modelo matemdtico para la velocidad v de la gota de
lluvia que cae al tiempo . Desprecie la resistencia del
aire. [Sugerencia: Cuando la masa m de un cuerpo esta
cambiando con el tiempo, la segunda ley de Newton es

d
F= u (mv), donde F es la fuerza neta que actda so-

bre el cuerpo y myv es su cantidad de movimiento.
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35. Deja que nieve El “problema del quitanieves” es un cla-
sico que aparece en muchos libros de ecuaciones diferenciales
y que fue probablemente inventado por Ralph Palmer Agnew.

“Un dia comenzo a nevar en forma intensa y cons-
tante. Un quitanieve comenzo a medio dia, y avanzo
2 millas la primera hora y una milla la segunda. ;A
qué hora comenzo a nevar?”

INTRODUCCION A LAS ECUACIONES DIFERENCIALES

Se encuentra en el libro Differential Equations, de Ralph
Palmer Agnew, McGraw-Hill Book Co., bisquelo y después
analice la construccién y solucién del modelo matematico.

36. Lea nuevamente esta seccion y clasifique cada modelo
matematico como lineal o no lineal.

REPASO DEL CAPITULO 1

Las respuestas a los problemas con niimero impar
comienzan en la pdgina RES-1.

En los problemas 1y 2 llene el espacio en blanco y después
escriba este resultado como una ecuacién diferencial de pri-
mer orden que no contiene al simbolo ¢, y que tiene la forma
dy/dx = f(x, y). El simbolo ¢, representa una constante.

1. d 10x —

En los problemas 3 y 4 llene el espacio en blanco y después
escriba este resultado como una ecuacién diferencial lineal de
segundo orden que no contiene a las constantes ¢, y ¢, y que
tiene la forma F(y, y") = 0. Los simbolos ¢, ¢, y k representan
las constantes.

2

dx?
2

3. (c) cos kx + ¢, senkx) =

— (¢, cosh kx + ¢, senhkx) =

dx?

En los problemas 5 y 6 calcule y’' y y" y después combine
estas derivadas con y como una ecuacién diferencial lineal de
segundo orden que no contiene los simbolos ¢, y ¢, y que tiene
la forma F(y, y’, y") = 0. Estos simbolos ¢, y c, representan

constantes.
— X X — X X
5. y=ce + czxe 6. y =ce‘cosx + cesenx

En los problemas 7 a 12 relacione cada una de las siguientes
ecuaciones diferenciales con una o mas de estas soluciones.

a) y=0, b) y=2, c) y=2x, d) y=2x%
7. xy' =2y 8.y =2

9.y =2y—4 10. xy' =y

11. y" + 9y =18 12. xy" —y' =0

En los problemas 13 y 14 determine por inspeccioén al menos
una solucién de la ecuacion diferencial dada.

13. y" =y’ 14. y' =y(y — 3)
En los problemas 15 y 16 interprete cada enunciado como una

ecuacion diferencial.

15. Enla grificade y = ¢(x) la pendiente de la recta tangente
en el punto P(x, y) es el cuadrado de la distancia de P(x,
y) al origen.

16. En la grafica de y = ¢(x) la razén con la que la pendiente
cambia respecto a x en un punto P(x, y) es el negativo de
la pendiente de la recta tangente en P(x, y).

17. a)

b) D¢ el intervalo I de definicién mds largo en el cual
y = x?7 es solucién de la ecuacién diferencial 3xy’ —
2y = 0.

Dé el dominio de la funcién y = x%3.

18. a) Compruebe que la familia uniparamétrica y* — 2y

= x> —x + ¢ es una soluci6n implicita de la ecuacién

diferencial (2y — 2)y" = 2x — 1.

b) Encuentre un miembro de la familia uniparamétrica en
el inciso a) que satisfaga la condicién inicial y(0) = 1.

¢) Utilice su resultado del inciso b) para determinar una
Jfuncion explicita y = ¢(x) que satisfaga y(0) = 1. Dé
el dominio de la funcién ¢. (Es y = ¢(x) una solucion
del problema con valores iniciales? Si es asf, dé su in-
tervalo / de definicién; si no, explique por qué.

19. Dado que y = x — 2/x es una solucién de la ED xy’ + y
= 2x. Determine x, y el intervalo / mds largo para el cual
y(x) es una solucién del PVI de primer orden xy’ + y =
2x, y(x,) = 1.

20. Suponga que y(x) denota una solucién del PVI de primer
orden y’ = x> + y?, y(1) = —1 y que y(x) tiene al menos
una segunda derivada en x = 1. En alguna vecindad de x
= 1 utilice la ED para determinar si y(x) estd creciendo o
decreciendo y si la grafica y(x) es codncava hacia arriba
o hacia abajo.

21. Una ecuacion diferencial puede tener mas de una familia
de soluciones.

a) Dibuje diferentes miembros de las familias y = ¢, (x)
=x+cyy=¢x=—x+c,.

b) Compruebe que y = ¢, (x) y y = ¢,(x) son dos solu-
ciones de la ecuacion diferencial no lineal de primer
orden (y")? = 4x°.

¢) Construya una funcién definida en tramos que sea una
solucién de la ED no lineal del inciso b) pero que no es
miembro de la familia de soluciones del inciso a).

22. ;Cuadl es la pendiente de la recta tangente a la grafica de
una solucién de y' = 6\/§ + 5x3 que pasa por (—1, 4)?



En los problemas 23 a 26 verifique que la funcién indicada es
una solucidn particular de la ecuacion diferencial dada. Dé un
intervalo / de definicién para cada solucion.

23.
24.
25.
26.

y'+y=2cosx —2senx; y=xSenx -+ xcosx

y"+y=secx; y=xsenx + (cosx)ln(cos x)
x3y"+xy"+y=0; y=sen(lnx)
x3y" + xy" + y = sec(In x);

y = cos(In x) In(cos(In x)) + (In x) sen(In x)

En los problemas 27 a 30, y = ¢ e + c,e™ —2x es una familia
de soluciones de dos pardmetros de la ED de segundo orden
y'—2y" — 3y = 6x + 4. Determine una solucién del PVI de
segundo orden que consiste en esta ecuacion diferencial y en
las condiciones iniciales dadas.

27. y(0)=0,y'(0) =0
29. y()=4,y'(1) = =2
31

28. y(0)=1,y'(0)= -3

30. y(-1)=0,y'(-D =1

En la figura 1.R.1, se presenta la grafica de una solucién
de un problema con valores iniciales de segundo orden

d’y/dx* = f(x, y, y), y(2) = y,; ¥'(2) = y,. Utilice la
grafica para estimar los valores de y, y y,.

FIGURA 1.R.1

Gréfica para el problema 31.

32.

33.

34.

REPASO DEL CAPITULO ° 33

Un tanque que tiene la forma de cilindro circular recto,
de 2 pies de radio y 10 pies de altura, estd parado sobre
su base. Inicialmente, el tanque esta lleno de agua y ésta
sale por un agujero circular de % pulg de radio en el fondo.
Determine una ecuacién diferencial para la altura & del
agua al tiempo z. Desprecie la friccidon y contraccion
del agua en el agujero.

El nimero de ratones de campo en una pastura estd dado
por la funcién 200 — 10¢, donde el tiempo ¢ se mide en
afios. Determine una ecuacién diferencial que gobierne
una poblacién de buhos que se alimentan de ratones si la
razén a la que la poblacién de biihos crece es proporcio-
nal a la diferencia entre el nimero de buhos al tiempo ¢ y
el nimero de ratones al mismo tiempo .

Suponga que dA/dt = —0.0004332 A(f) representa un
modelo matemadtico para el decaimiento radiactivo del
radio-226, donde A(t) es la cantidad de radio (medida en
gramos) que queda al tiempo ¢ (medido en afios). ;Cudnto
de la muestra de radio queda al tiempo ¢ cuando la mues-
tra estd decayendo con una razén de 0.002 gramos por
afio?



ECUACIONES DIFERENCIALES

34

DE PRIMER ORDEN

2.1 Curvas solucion sin una solucién
2.1.1 Campos direccionales
2.1.2 ED de primer orden autonomas
2.2 Variables separables
2.3 Ecuaciones lineales
2.4 Ecuaciones exactas
2.5 Soluciones por sustitucién
2.6 Un método numérico
REPASO DEL CAPITULO 2

La historia de las matematicas tiene muchos relatos de personas que han dedicado
gran parte de su vida a la solucién de ecuaciones, al principio de ecuaciones
algebraicas y después de ecuaciones diferenciales. En las secciones 2.2 a 2.5
estudiaremos algunos de los métodos analiticos mas importantes para resolver
ED de primer orden. Sin embargo, antes de que empecemos a resolverlas,
debemos considerar dos hechos: es posible que una ecuacién diferencial no tenga
soluciones y que una ecuacion diferencial tenga una solucién que con los
métodos existentes actuales no se puede determinar. En las secciones 2.1 y 2.6

no resolveremos ninguna ED pero mostraremos como obtener informacién
directamente de la misma ecuacion. En la seccién 2.1 podemos ver cémo, a partir
de la ED, obtenemos informacién cualitativa de la misma respecto a sus graficas,
lo que nos permite interpretar los dibujos de las curvas solucién. En la seccién 2.6
usamos ecuaciones diferenciales para construir un procedimiento numérico para

soluciones aproximadas.
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2.1 CURVAS SOLUCION SIN UNA SOLUCION

pendiente = 1.2

a) elemento lineal en un punto.

Y curva

solucién

T 2.3)

tangente

b) el elemento lineal es tangente
a la curva solucién que
pasa por el punto.

FIGURA 2.1.1T Elelemento lineal es
tangente a la curva solucién en (2, 3).

INTRODUCCION
de primer orden dy/dx = f(x, y), y que ademds no podemos encontrar ni inventar un método para
resolverla analiticamente. Esto no es tan malo como se podria pensar, ya que la ecuacién diferencial
en si misma a veces puede “decirnos” concretamente cémo se “comportan” sus soluciones.

Iniciaremos nuestro estudio de las ecuaciones diferenciales de primer orden con dos formas
cualitativas de analizar una ED. Estas dos formas nos permiten determinar, de una manera aproximada,
como es una curva solucién sin resolver realmente la ecuacion.

REPASO DE MATERIAL

e La primera derivada como pendiente de una recta tangente.
e El signo algebraico de la primera derivada indica crecimiento o decrecimiento.

Imaginemos por un momento que nos enfrentamos con una ecuacion diferencial

2.1.1 CAMPOS DIRECCIONALES

ALGUNAS PREGUNTAS FUNDAMENTALES En la seccién 1.2 vimos que si f(x,
y) y df/dy satisfacen algunas condiciones de continuidad, se pueden responder preguntas
cualitativas acerca de la existencia y unicidad de las soluciones. En esta seccion veremos
otras preguntas cualitativas acerca de las propiedades de las soluciones. ; Cémo se com-
porta una solucién cerca de un punto dado? ;Cémo se comporta una solucién cuando x
— »? Con frecuencia, estas preguntas se pueden responder cuando la funcién f depende
sOlo de la variable y. Sin embargo, comenzaremos con un simple concepto de cdlculo:

Una derivada dy/dx de una funcion derivable y = y(x) da las pendientes de las
rectas tangentes en puntos de su grdfica.

PENDIENTE Debido a que una solucién y = y(x) de una ecuacién diferencial de
primer orden

dy

—=fxy ey
dx

es necesariamente una funcidn derivable en su intervalo / de definicion, debe también
ser continua en /. Por tanto la curva solucién correspondiente en / no tiene cortes y debe
tener una recta tangente en cada punto (x, y(x)). La funcién fen la forma normal (1) se
llama funcion pendiente o funcion razon. La pendiente de la recta tangente en (x, y(x))
en una curva solucién es el valor de la primera derivada dy/dx en este punto y sabemos
de la ecuacién (1) que es el valor de la funcién pendiente f(x, y(x)). Ahora suponga-
mos que (x, y) representa cualquier punto de una regién del plano xy en la que estd
definida la funcién f. El valor f(x, y) que la funcién f le asigna al punto representa la
pendiente de una recta o que la visualizaremos como un segmento de recta llamado
elemento lineal. Por ejemplo, considere la ecuacién dy/dx = 0.2xy, donde f(x, y) =
0.2xy. En el punto (2, 3) la pendiente de un elemento lineal es f(2, 3) = 0.2(2)(3)
= 1.2. La figura 2.1.1a muestra un segmento de recta con pendiente 1.2 que pasa por
(2, 3). Como se muestra en la figura 2.1.1b, si una curva solucién también pasa por el
punto (2, 3), lo hace de tal forma que el segmento de recta es tangente a la curva; en otras
palabras, el elemento lineal es una recta tangente miniatura en ese punto.

CAMPO DIRECCIONAL Si evaluamos sistematicamente a f en una malla rectan-
gular de puntos en el plano xy y se dibuja un elemento lineal en cada punto (x, y) de la
malla con pendiente f(x, y), entonces al conjunto de todos estos elementos lineales se
le llama campo direccional o campo de pendientes de la ecuacién diferencial dy/dx
= f(x, y). Visualmente, la direccién del campo indica el aspecto o forma de una familia
de curvas solucién de la ecuacién diferencial dada y, en consecuencia, se pueden ver
a simple vista aspectos cualitativos de la solucién, por ejemplo, regiones en el plano
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FIGURA 2.1.2 Las curvas solucién

siguen el flujo de un campo direccional.
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a) Campo direccional para
dyldx = 0.2xy.
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b) Algunas curvas solucién
.y 2
en la familia y = ce®'.

FIGURA 2.1.3 Campo direccional y
curvas solucidn.

CAPITULO 2 ECUACIONES DIFERENCIALES DE PRIMER ORDEN

en las que una solucién presenta un comportamiento poco comun. Una sola curva
solucién que pasa por un campo direccional debe seguir el patrén de flujo del campo:
el elemento lineal es tangente a la curva cuando intercepta un punto de la malla. La
figura 2.1.2 muestra un campo direccional generado por computadora de la ecuacién
diferencial dy/dx = sen(x + y) en una region del plano xy. Observe cémo las tres cur-
vas solucidn que se muestran a colores siguen el flujo del campo.

I EJEMPLO T Campo direccional

El campo direccional para la ecuacién diferencial dy/dx = 0.2xy que se muestra en la figura
2.1.3a se obtuvo usando un paquete computacional en el que se definié unamalla 5 X 5 (mh,
nh) con my n enteros, haciendo—5=m =5, =5 =n =15,y h = 1. Observe en la figura
2.1.3a que en cualquier punto del eje de las x (y = 0) y del eje y (x = 0), las pendientes son
f(x,0)=0yf(0,y) = 0, respectivamente, por lo que los elementos lineales son horizontales.
Ademds observe que en el primer cuadrante para un valor fijo de x los valores de f(x, y) =
0.2xy aumentan conforme crece y; andlogamente, para una y los valores de f(x, y)
= (0.2xy aumentan conforme x aumenta. Esto significa que conforme x y y crecen, los ele-
mentos lineales serdn casi verticales y tendrdn pendiente positiva (f(x, y) = 0.2xy > 0 para
x>0,y > 0). En el segundo cuadrante, |f(x, y)| aumenta conforme crecen |x| y y crecen,
por lo que nuevamente los elementos lineales serdn casi verticales pero esta vez tendrdn
pendiente negativa (f(x, y) = 0.2xy < 0 parax < 0, y > 0). Leyendo de izquierda a dere-
cha, imaginemos una curva solucién que inicia en un punto del segundo cuadrante, se
mueve abruptamente hacia abajo, se hace plana conforme pasa por el eje y y después,
conforme entra al primer cuadrante, se mueve abruptamente hacia arriba; en otras palabras,
su forma seria concava hacia arriba y similar a una herradura. A partir de esto se podria
inferir que y — % conforme x — %0, Ahora en el tercer y el cuarto cuadrantes, puesto que
flx,y) = 02xy > 0y f(x, y) = 0.2xy < 0, respectivamente, la situacién se invierte: una
curva solucioén crece y después decrece conforme nos movamos de izquierda a derecha.
Vimos en la ecuacién (1) de la seccién 1.1 que y = & es una solucién explicita de
dy/dx = 0.2xy; usted deberfa comprobar que una familia uniparamétrica de soluciones
de la misma ecuacion estd dada por: y = ce”'¥ Con objeto de comparar con la figura 2.1.3a,
en la figura 2.1.3b se muestran algunos miembros representativos de esta familia. [ |

I EJEMPLO 2 Campo direccional

Utilice un campo direccional para dibujar una curva solucién aproximada para el pro-
blema con valores iniciales dy/dx = sen y, y(0) = — %

SOLUCION  Antes de proceder, recuerde que a partir de la continuidad de f(x, y) = sen yy
df/dy = cos yel teorema 1.2.1 garantiza la existencia de una curva solucién dnica que pase
por un punto dado (x,, y,) en el plano. Ahora nuevamente seleccionando en nuestro paquete
computacional la opcién para una region rectangular 5 X 5 y dando puntos (debidos a la
condicidn inicial) en la regidn con separacién vertical y horizontal de % unidad, es decir,
en puntos (mh, nh), h = %, my n enteros tales como —10 =m = 10, —10 = n = 10. En
la figura 2.1.4 se presenta el resultado. Puesto que el lado derecho de dy/dx = sen y es 0
eny = 0,yeny = —, los elementos lineales son horizontales en todos los puntos cuyas
segundas coordenadas son y = 0 o y = —ar. Entonces tiene sentido que una curva solucién
que pasa por el punto inicial (0, —%), tenga la forma que se muestra en la figura. [ |

CRECIMIENTO/DECRECIMIENTO La interpretacién de la derivada dy/dx como
una funcién que da la pendiente juega el papel principal en la construccién de un
campo direccional. A continuacién se usard otra contundente propiedad de la primera
derivada, es decir, si dy/dx > 0 (o dy/dx < 0) para toda x en un intervalo I, entonces
una funcién derivable y = y(x) es creciente (o decreciente) en /.
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FIGURA 2.1.4 Campo direccional
del ejemplo 2.
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I COMENTARIOS

Dibujar a mano un campo direccional es directo pero tardado; por eso es proba-
ble que en la vida solo una o dos veces se realice esta tarea, pero generalmente
es mas eficiente realizarlo usando un paquete computacional. Antes de las calcu-
ladoras, de las computadoras personales y de los programas se utilizaba el mé-
todo de las isoclinas para facilitar el dibujo a mano de un campo direccional.
Para la ED dy/dx = f(x, y), cualquier miembro de la familia de curvas f(x, y)
= ¢, donde c es una constante, se llama isoclina. Se dibujan elementos lineales
que pasen por los puntos en una isoclina dada, digamos, f(x, y) = ¢, todos con la
misma pendiente ¢,. En el problema 15 de los ejercicios 2.1 tiene dos oportuni-
dades para dibujar un campo direccional a mano.

2.1.2 ED DE PRIMER ORDEN AUTONOMAS

ED DE PRIMER ORDEN AUTONOMAS En la seccién 1.1 dividimos la clase
de las ecuaciones diferenciales ordinarias en dos tipos: lineales y no lineales. Ahora
consideraremos brevemente otra clase de clasificacion de las ecuaciones diferenciales
ordinarias, una clasificacién que es de particular importancia en la investigacién cua-
litativa de las ecuaciones diferenciales. Una ecuacién diferencial ordinaria en la que la
variable independiente no aparece explicitamente se llama auténoma. Si el simbolo x
denota a la variable independiente, entonces se puede escribir una ecuacion diferencial
auténoma de primer orden como f(y, y') = 0 o en la forma normal como

dy _ .
A 2)

Supondremos que la funcién fen la ecuacion (2) y su derivada f' son funciones conti-
nuas de y en algun intervalo /. Las ecuaciones de primer orden

[ fx,y)
J J d J
Y Y
=1+ —= =02
dx Y y dx Y

son respectivamente auténoma y no auténoma.

Muchas ecuaciones diferenciales que se encuentran en aplicaciones o ecuaciones
que modelan leyes fisicas que no cambian en el tiempo son auténomas. Como ya
hemos visto en la seccién 1.3, en un contexto aplicado, se usan cominmente otros
simbolos diferentes de y y de x para representar las variables dependientes e indepen-
dientes. Por ejemplo, si 7 representa el tiempo entonces al examinar a

dA dx dT dA 1

— = kA, — =kx(n + 1 — x), — =KT—T,), — =6 —A,

dt dt dt dt 100
donde k, n'y T, son constantes, se encuentra que cada ecuacion es independiente del
tiempo. Realmente, fodas las ecuaciones diferenciales de primer orden introducidas en

la seccién 1.3 son independientes del tiempo y por tanto son auténomas.

PUNTOS CRITICOS Las raices de la funcién fen la ecuacién (2) son de especial
importancia. Decimos que un niimero real ¢ es un punto critico de la ecuacion dife-
rencial auténoma (2) si es una raiz de f, es decir, f(c) = 0. Un punto critico también
se llama punto de equilibrio o punto estacionario. Ahora observe que si sustituimos
la funcién constante y(x) = ¢ en la ecuacion (2), entonces ambos lados de la ecuacién
son iguales a cero. Esto significa que:

Si ¢ es un punto critico de la ecuacion (2), entonces y(x) = ¢ es una solucion
constante de la ecuacion diferencial autonoma.

Una solucién constante y(x) = ¢ se llama solucion de equilibrio; las soluciones de
equilibrio son las znicas soluciones constantes de la ecuacién (2).
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eje P

a
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FIGURA 2.1.5 Esquema de fase de
dP/dt = P(a — bP).
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b) subregiones Ry, R,y Ry de R.
FIGURA 2.1.6 Lasrectas y(x) = ¢,y

y(x) = ¢, dividen a R en tres subregiones
horizontales.
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Como ya lo hemos mencionado, podemos decir cuando una solucién no constante
y = y(x) de la ecuacién (2) esta creciendo o decreciendo determinando el signo alge-
braico de la derivada dy/dx; en el caso de la ecuacidn (2) hacemos esto identificando
los intervalos del eje y en los que la funcién f(y) es positiva o negativa.

I EJEMPLO 3 UnaED auténoma

La ecuacion diferencial

P _ pta - bp)
dt a ’

donde a y b son constantes positivas, tiene la forma normal dP/dt = f(P), 1a de la ecua-
cién (2) con ¢y P jugando los papeles de x y y respectivamente y por tanto es auténoma.
De f(P) = P(a—bP) = 0 vemos que 0 y a/b son puntos criticos de la ecuacion, asi que
las soluciones de equilibrio son P(f) = 0y P(f) = a/b. Poniendo los puntos criticos en
una recta vertical, dividimos esta recta en tres intervalos definidos por — < P < 0,0 <
P <a/b,a/b < P < . Las flechas en la recta que se presenta en la figura 2.1.5 indican
el signo algebraico de f(P) = P(a — bP) en estos intervalos y si una solucién constante
P(?) esta creciendo o decreciendo en un intervalo. La tabla siguiente explica la figura:

Intervalo  Signo de f(P) P(r) Flecha

(=, 0) menos decreciente apunta hacia abajo
0,a/b) mads creciente apunta hacia arriba
(a/b, ©) menos decreciente apunta hacia abajo

La figura 2.1.5 se llama un esquema de fase unidimensional, o simplemente
esquema de fase, de la ecuacion diferencial dP/dt = P(a — bP). La recta vertical se
llama recta de fase.

CURVAS SOLUCION  Sin resolver una ecuacién diferencial auténoma, normalmen-
te podemos decir gran cantidad de detalles respecto a su curva solucién. Puesto que
la funcién f en la ecuacién (2) es independiente de la variable x, podemos suponer
que f estd definida para —o < x < % o para 0 = x < . También, puesto que f'y su
derivada f’ son funciones continuas de y en algtn intervalo I del eje y, los resultados
principales del teorema 1.2.1 valen en alguna franja o regién R en el plano xy corres-
pondiente a /, y asi pasa por algtin punto (x,, y,) en R por el que pasa una curva solucion
de la ecuacidn (2). Véase la figura 2.1.6a. Para realizar nuestro andlisis, supongamos
que la ecuacion (2) tiene exactamente dos puntos criticos ¢, y ¢, y que ¢, < c,. Las grafi-
cas de las soluciones y(x) = ¢, y y(x) = ¢, son rectas horizontales y estas rectas dividen
laregion R en tres subregiones R, R, y R,, como se muestra en la figura 2.1.6b. Aqui se
presentan sin prueba alguna de nuestras conclusiones respecto a una solucién no cons-
tante y(x) de la ecuacion (2):

e Si(x,y,) esunasubregion R, i = 1,2, 3, y y(x) es una solucién cuya gréfica
pasa a través de este punto, entonces y(x) permanece en la subregion R, para
toda x. Como se muestra en la figura 2.1.6b, la solucion y(x) en R, estd acotada
por debajo con ¢, y por arriba con c,, es decir, ¢, < y(x) < ¢, para toda x. La
curva solucion estd dentro de R, para toda x porque la grafica de una solucién no
constante de la ecuacion (2) no puede cruzar la grafica de cualquier solucién de
equilibrio y(x) = ¢, 0 y(x) = c,. V€ase el problema 33 de los ejercicios 2.1.

* Por continuidad de f debe ser f(y) > 0 o f(y) < 0 para toda x en una
subregién R, i = 1, 2, 3. En otras palabras, f(y) no puede cambiar de signo
en una subregion. Véase el problema 33 de los ejercicios 2.1.
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FIGURA 2.1.7 Esquema de fase y
curvas solucion en cada una de las tres
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* Puesto que dy/dx = f(y(x)) es ya sea positiva o negativa en una subregion R,
i =1, 2, 3, una solucién y(x) es estrictamente mondtona, es decir, y(x) esta
creciendo o decreciendo en la subregion R,. Por tanto y(x) no puede oscilar, ni
puede tener un extremo relativo (maximo o minimo). Véase el problema 33
de los ejercicios 2.1.

* Si y(x) estd acotada por arriba con un punto critico ¢, (como en la subregion
R, donde y(x) < ¢, para toda x), entonces la grafica de y(x) debe tender a la
grafica de la solucion de equilibrio y(x) = ¢, conforme x — © 0 x — —. Si
y(x) estd acotada, es decir, acotada por arriba y por debajo por dos puntos
criticos consecutivos (como en la subregion R, donde ¢, < y(x) < ¢, para
toda x), entonces la grafica de y(x) debe tender a las gréficas de las soluciones
de equilibrio y(x) = ¢, y y(x) = c,, conforme x — % en unay x —> —%en
la otra. Si y(x) esta acotada por debajo por un punto critico (como en la
subregion R, donde ¢, < y(x) para toda x), entonces la grafica de y(x) debe
tender a la gréfica de la solucién de equilibrio y(x) = ¢, conforme ya sea
x —> 0 x —> —, Véase el problema 34 de los ejercicios 2.1.

Considerando estos hechos, analicemos la ecuacién diferencial del ejemplo 3.

I EJEMPLO 4 Volver a tratar el ejemplo

Los tres intervalos determinados en el eje P o recta de fase con los puntos criticos P =
0y P = a/b ahora corresponden en el plano tP a tres subregiones definidas por:

R:—»<P<0, R;:0<P<al/b, 'y Ria/b<P<o,

donde —o <t < . El esquema de fase de la figura 2.1.7 nos dice que P(f) estd de-
creciendo en R, creciendo en R, y decreciendo en R,. Si P(0) = P es un valor inicial,
entonces en R, R, y R, tenemos, respectivamente, que:

i) Para P < 0, P(z) estd acotada por arriba. Puesto que P(7) estd decreciendo
sin limite conforme aumenta ¢, y asi P(f) — 0 conforme ¢t — —o. Lo que
significa que en el eje ¢ negativo, la grafica de la solucion de equilibrio P(¢)
= 0, es una asintota horizontal para una curva solucién.

if) ParaQ <P < a/b, P(1) estéd acotada. Puesto que P(¢) estd creciendo,
P(f) = a/b conforme t — 0y P(f) —> 0 conforme r — —oo. Las graficas
de las dos soluciones de equilibrio, P(t) = 0y P(f) = a/b, son rectas
horizontales que son asintotas horizontales para cualquier curva solucién
que comienza en esta subregion.

iiiy Para P > a/b, P(1) estd acotada por debajo. Puesto que P(¢) esta
decreciendo, P(t) — a/b conforme t — . La grifica de la solucién de
equilibrio P(f) = a/b es una asintota horizontal para una curva solucion.

En la figura 2.1.7 la recta de fase es el eje P en el plano ¢P. Por claridad la recta de
fase original de la figura 2.1.5 se ha reproducido a la izquierda del plano en el cual se
han sombreado las regiones R, R, y R,. En la figura se muestran las gréficas de las
soluciones de equilibrio P(t) = a/b 'y P() = 0 (el eje 1) como las rectas punteadas
azules; las gréficas sdlidas representan las graficas tipicas de P(f) mostrando los tres
casos que acabamos de analizar. [ |

En una subregion tal como R, en el ejemplo 4, donde P(7) estd decreciendo y no
estd acotada por debajo, no se debe tener necesariamente que P(f) — —. No inter-
prete que este tltimo enunciado significa que P(f) — —c conforme ¢t — %; podriamos
tener que P(f) — — conforme t — T, donde 7 > 0 es un nimero finito que depende
de la condicion inicial P(¢)) = P, Considerando términos dindmicos, P(7) “explota”
en un tiempo finito; considerando la grafica, P(f) podria tener una asintota vertical en
t = T > 0. Para la subregi6n R, vale una observacion similar.

La ecuacion diferencial dy/dx = sen y en el ejemplo 2 es auténoma y tiene un nd-
mero infinito de puntos criticos, ya que sen y = 0 en y = n1r, con n entero. Ademads, sabe-
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mos que debido a que la solucion y(x) pasa por (0, —%) estd acotada por arriba y por debajo
por dos puntos criticos consecutivos (—7r < y(x) < 0) y decrece (sen y < 0 para —7 <
y < 0), la gréfica de y(x) debe tender a las gréficas de las soluciones de equilibrio como
asintotas horizontales: y(x) — — conforme x — %y y(x) — 0 conforme x — —cc.

I EJEMPLO 5 Curvas solucién de una ED auténoma

La ecuacién auténoma dy/dx = (y — 1)? tiene un solo punto critico 1. Del esquema
de fase de la figura 2.1.8a concluimos que una solucién y(x) es una funcién creciente
en las subregiones definidas por —0 <y <1y 1 <y <, donde —% < x < . Para
una condicién inicial y(0) = y, < 1, una solucién y(x) esta creciendo y estd acotada
por arriba por 1y asi y(x) — 1 conforme x — o; para y(0) = y, > 1, una solucién y(x)
esté creciendo y estd acotada.

Ahora y(x) = 1 —1/(x + ¢) es una familia uniparamétrica de soluciones de la
ecuacion diferencial (vea el problema 4 de los ejercicios 2.2). Una condicién ini-
cial dada determina un valor para c. Para las condiciones iniciales, y(0) = —1 < 1
y y(0) = 2 > 1, encontramos, respectivamente, que y(x)=1— 1/(x + %), yx)=1-1/(x
— 1). Como se muestra en las figuras 2.1.8b y 2.1.8c, la grafica de cada una de estas

y 1y y }
} € -+ } x=1
creciente } 0, 2) I
T \
l, —____ st 1 L=l
I I I 1 ! I I I I I 1 /
T T T ; [ T T T X T T T ; T X
, | $0,-1 T
creciente } i 1 }
i 1o
2 |
[ [
a) recta de fase b) plano xy ¢) plano xy
y(0) <1 y(0) > 1

FIGURA 2.1.8 Comportamiento de las soluciones cercade y = 1.

funciones racionales tienen una asintota vertical. Pero tenga en mente que las solucio-
nes de los problemas con valores iniciales

d d
d—y=<y—1)2, y0) = —1 2oy 12 0 =2.
X dx

estan definidas en intervalos especiales. Estos son, respectivamente,

1
YO =1 - — -l <x<o y

y(_x): 1 — ;7—00<X<1.
5 x—1

Las curvas solucion son las partes de las graficas de las figuras 2.1.8b y 2.1.8c que
se muestran en azul. Como lo indica el esquema de fase, para la curva solucion de la
figura 2.1.8b, y(x) — 1 conforme x — o0 para la curva solucién de la figura 2.1.8c, y(x)

— o conforme x — 1 por la izquierda. [ ]

ATRACTORES Y REPULSORES  Suponga que y(x) es una solucién no constante de
la ecuacién diferencial auténoma dada en (1) y que ¢ es un punto critico de la ED.
Bésicamente hay tres tipos de comportamiento que y(x) puede presentar cerca de c. En
la figura 2.1.9 hemos puesto a c¢ en las cuatro rectas verticales. Cuando ambas puntas
de flecha en cualquier lado del punto ¢ apuntan hacia c, como se muestra en la figura
2.1.9a, todas las soluciones y(x) de la ecuacién (1) que comienzan en el punto inicial
(x,, ¥,) suficientemente cerca de ¢ presentan comportamiento asintético lim __ y(x) = c.



Por esta razon se dice que el punto critico ¢ es asintéticamente estable. Utilizando una
analogia fisica, una solucién que comienza en ¢ se parece a una particula cargada que,
con el tiempo, se transforma en una particula de carga contraria y asi ¢ también se conoce
como un atractor. Cuando ambas puntas de flecha a los lados de la flecha del punto ¢
apuntan alejdndose de ¢, como se muestra en la figura 2.1.9b, todas las soluciones y(x) de
la ecuaci6n (1) que comienzan en un punto inicial (x,, ,) se alejan de ¢ conforme crece x.
En este caso se dice que el punto critico ¢ es inestable. Un punto critico inestable se co-
noce como un repulsor, por razones obvias. En las figuras 2.1.9c y 2.1.9d se muestra el
punto critico ¢ que no es ni un atractor ni un repulsor. Pero puesto que ¢ presenta carac-
teristicas tanto de atractor como de repulsor, es decir, una solucién que comienza desde
y un punto inicial (x,, ¥,) que estd suficientemente cerca de ¢ es atraida hacia ¢ por un lado
y repelida por el otro, este punto critico se conoce como semiestable. En el ejemplo 3 el
punto critico a/b es asintéticamente estable (un atractor) y el punto critico O es inestable
(un repulsor). El punto critico 1 del ejemplo 5 es semiestable.
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FIGURA 2.1.10 Campo direccional

para una ED auténoma.

la figura 2.1.4.

2.1

CURVAS SOLUCION SIN UNA SOLUCION

ED AUTONOMAS Y CAMPOS DIRECCIONALES  Si una ecuacién diferencial de
primer orden es auténoma, entonces vemos del miembro derecho de su forma normal
dy/dx = f(y) que las pendientes de los elementos lineales que pasan por los puntos en
la malla rectangular que se usa para construir un campo direccional para la ED que sélo
depende de la coordenada y de los puntos. Expresado de otra manera, los elementos li-
neales que pasan por puntos de cualquier recta horizontal deben tener todos la misma
pendiente; por supuesto, pendientes de elementos lineales a lo largo de cualquier recta
vertical, variaran. Estos hechos se muestran examinando la banda horizontal amarilla y
la banda vertical azul de la figura 2.1.10. La figura presenta un campo direccional para la
ecuacion auténoma dy/dx = 2y — 2. Recordando estos hechos, examine nuevamente

EJERCICIOS 2.1

Las respuestas a los problemas con niimero impar comienzan en la pagina RES-1.

2.1.1 CAMPOS DIRECCIONALES

En los problemas 1 a 4 reproduzca el campo direccional dado ge-
nerado por computadora. Después dibuje a mano, una curva solu-
cién aproximada que pase por cada uno de los puntos indicados.
Utilice lapices de colores diferentes para cada curva solucion.

dy 2 2
1. —=x"—y
dx
a) y(=2)=1 b) y(3)=0
) y(0) =2 d) y(0)=0
y
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FA AN AV V) A vy vy 2 A
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By b bbb bv b bbbty
-3 -2 -1 1 2 3
FIGURA 2.1.11 Campo direccional del problema 1.
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FIGURA 2.1.12 Campo direccional del problema 2.

@2 1 —xy
dx

a) y(0)=0
¢ y2)=2

b) y(=1)=0
d) y0)=—4



En los problemas 13 y 14 la figura dada representa la grafica
de f(y) y de f(x), respectivamente. Dibuje a mano un campo
direccional sobre una malla adecuada para dy/dx = f(y) (pro-
blema 13) y después para dy/dx = f(x) (problema 14).

13. f
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FIGURA 2.1.13 Campo direccional del problema 3.
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FIGURA 2.1.14 Campo direccional del problema 4.

En los problemas 5 a 12 use un paquete computacional para
obtener un campo direccional para la ecuacién diferencial
dada. Dibuje a mano una curva solucién aproximada que pase
por los puntos dados.

5.y =x 6.y =x+y
a) y0)=0 a) y(=2)=2
b) y(0) = -3 b) y(1)= -3

dy _ _ dy _ 1

7. ydx X 8. Ix y
a) y(l)=1 a) y(0)=1
b) ¥(0) =4 b) y(—2) = —1
d d

9. d_z =02x2+y 10. d_i)c = xe’

a) y(0) =, a) y(0)= —2
b) y(2) = -1 b) y(1) =25
Dy el T dy _ )

11. y' =y cos - x 12.dx—1 T
a) y(2)=2 a) y(—3)=2
b) y(=1)=0 b) ¥()=0

14.

—_

FIGURA 2.1.16 Grifica del problema 14.

15. En los incisos a) y b) dibuje isoclinas f(x, y) = ¢ (vea los
oBnais de la pagina 37) para la ecuacion diferencial
dada usando los valores de ¢ indicados. Construya un campo
direccional sobre una malla dibujando con cuidado elemen-
tos lineales con la pendiente adecuada en los puntos elegi-
dos de cada isoclina. En cada caso, utilice esta direccion
para dibujar una curva solucién aproximada para el PVI que
consiste en la ED y en la condicién inicial y(0) = 1.

a) dy/dx = x + y; c un entero que satisface =5 = ¢ =5
b) dy/dx=x2+y2;c=i,c =1,c =%,c=4

Problemas para analizar

16. a) Considere el campo direccional de la ecuacién dife-
rencial dy/dx = x(y — 4)* — 2, pero no use tecnologia
para obtenerlo. Describa las pendientes de los elemen-
tos lineales en lasrectas x = 0,y =3,y =4yy = 5.

b) Considere el PVI dy/dx = x(y — 4)* = 2, y(0) = Vo
donde y, < 4. Analice, basdndose en la informacién
del inciso a), ¢si puede una solucién y(x) — % con-
forme x — %?

17. Para la ED de primer orden dy/dx = f(x, y) una curva en
el plano definido por f(x, y) = 0 se llama ceroclina de
la ecuacidn, ya que un elemento lineal en un punto de la
curva tiene pendiente cero. Use un paquete computacional
para obtener un campo direccional en una malla rectangu-



lar de puntos dy/dx = x> — 2y y después superponga la
grafica de la ceroclina y = %xz sobre el campo direccional.
Analice el campo direccional. Analice el comportamiento
de las curvas solucion en regiones del plano definidas por
y < 1x?y por y > jx Dibuje algunas curvas solucién
aproximadas. Trate de generalizar sus observaciones.

18. a) Identifique las ceroclinas (vea el problema 17) en los
problemas 1, 3 y 4. Con un ldpiz de color, circule
todos los elementos lineales de las figuras 2.1.11,
2.1.13 y 2.1.14, que usted crea que pueden ser un ele-
mento lineal en un punto de la ceroclina.

b) ;Qué son las ceroclinas de una ED auténoma de pri-
mer orden?

2.1.2 ED DE PRIMER ORDEN AUTONOMAS

19. Considere la ecuacién diferencial de primer orden dy/dx
= y -’y la condici6n inicial y(0) = y,. A mano, dibuje
la grafica de una solucién tipica y(x) cuando y, tiene los
valores dados.

a) y,>1
o) —1<y,<0

b) 0<y, <1
d y,<-1

20. Considere la ecuacion diferencial auténoma de primer
orden dy/dx = y* — y* y la condici6n inicial y(0) = y,. A
mano, dibuje la grafica de una solucién tipica y(x) cuando
Y, tiene los valores dados.

a) y,>1 b) 0<y,<1
0 —1<y,<0 a) y,<-1

En los problemas 21 a 28 determine los puntos criticos y el es-
quema de fase de la ecuacién diferencial auténoma de primer
orden dada. Clasifique cada punto critico como asintética-
mente estable, inestable o semiestable. Dibuje a mano curvas
solucion tipicas en las regiones del plano xy determinadas por
las gréficas de las soluciones de equilibrio.

dy dy

21 L =y2-3 22, D 23
e Yy YTy
dy dy

23, —=(y -2 24, &2 _ 2
dx (y ) Ux 10 + 3y —y
dy dy

25, — =4 —y? 26. &2 — — _
e “4—=y) I y2 =@ —y)
d y

27 Y oy +2) 28 DY~
dx dx e’

En los problemas 29 y 30 considere la ecuacién diferencial
auténoma dy/dx = f(y), donde se presenta la grafica de f.
Utilice la grafica para ubicar los puntos criticos de cada una
de las ecuaciones diferenciales. Dibuje un esquema de fase de
cada ecuaciéon diferencial. Dibuje a mano curvas solucién
tipicas en las subregiones del plano xy determinadas por las
gréficas de las soluciones de equilibrio.
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29. f

FIGURA 2.1.17 Gréfica del problema 29.

30. f

FIGURA 2.1.18 Gréfica del problema 30.

Problemas para analizar

31. Considere la ED auténoma dy/dx = (2/m)y — sen y.
Determine los puntos criticos de la ecuacién. Proponga
un procedimiento para obtener un esquema de fase de la
ecuacion. Clasifique los puntos criticos como asintética-
mente estable, inestable o semiestable.

32. Un punto critico ¢ de una ED de primer orden auténoma
se dice que estd aislada si existe algin intervalo abierto
que contenga a ¢ pero no otro punto critico. ;Puede exis-
tir una ED auténoma de la forma dada en la ecuacién (1)
para la cual todo punto critico no esté aislado? Analice:
no considere ideas complicadas.

33. Suponga que y(x) es una solucién no constante de la ecua-
ci6n diferencial auténoma dy/dx = f(y) y que ¢ es un punto
critico de la ED. Analice. ;Por qué no puede la grafica de
y(x) cruzar la grafica de la solucién de equilibrio y = ¢?
(Por qué no puede f(y) cambiar de signo en una de las re-
giones analizadas de la pagina 387 ;Por qué no puede y(x)
oscilar o tener un extremo relativo (maximo o minimo)?

34. Suponga que y(x) es una solucién de la ecuacién autd-
noma dy/dx = f(y) y estéd acotada por arriba y por debajo
por dos puntos criticos consecutivos ¢, < ¢,, como una
subregion R, de la figura 2.1.6b. Si f(y) > 0 en la region,
entonces lim __ y(x) = c,. Analice por qué no puede exis-
tir un nimero L < ¢, tal que lim __ y(x) = L. Como parte
de su andlisis, considere qué pasa con y’(x) conforme
X —> 0,

35. Utilizando la ecuacién auténoma (1), analice como se
puede obtener informacién respecto a la ubicacion de
puntos de inflexién de una curva solucién.
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36.

37.

J CAPITULO 2 ECUACIONES DIFERENCIALES DE PRIMER ORDEN

Considere la ED dy/dx = y> —y — 6. Use sus ideas del pro-
blema 35 para encontrar los intervalos en el eje y para los
que las curvas solucién son concavas hacia arriba y en los que
las curvas solucién son céncavas hacia abajo. Analice por
qué cada curva solucién de un problema con valores ini-
ciales dy/dx = y* — y — 6, y(0) = y,, donde —2 <y, <
3, tiene un punto de inflexién con la misma coordenada
y. {Cudl es la coordenada y? Con cuidado dibuje la curva
solucion para la que y(0) = —1. Repita para y(2) = 2.

Suponga que la ED auténoma en la ecuacién (1) no tiene
puntos criticos. Analice el comportamiento de las solu-
ciones.

Modelos matematicos

38.

39.

40.

Modelo de poblacion La ecuacién diferencial en el
ejemplo 3 es un muy conocido modelo de poblacién.
Suponga que la ED se cambia por

dr P(aP — b)
9 _ pap - ),
dt

donde a y b son constantes positivas. Analice qué le pasa
a la poblacion P conforme pasa el tiempo.

Modelo de poblacién Otro modelo de poblacién estd
dado por

dP
— =kP — h,
dt

donde 4 y k son constantes positivas. ;Para qué valor ini-
cial P(0) = P, este modelo predice que la poblacion des-
aparecera?

Velocidad terminal En la seccién 1.3 vimos que la
ecuacion diferencial auténoma

dv r
m— = mg — kv.
dt §
donde k es una constante positiva y g es la aceleracion

de la gravedad, es un modelo para la velocidad v de un

41.

42,

cuerpo de masa m que estd cayendo bajo la influencia de
la gravedad. Debido a que el término —kv representa la
resistencia del aire, la velocidad de un cuerpo que cae de
una gran altura no aumenta sin limite conforme pasa el
tiempo z. Utilice un esquema de fase de la ecuacion dife-
rencial para encontrar la velocidad limite o terminal del
cuerpo. Explique su razonamiento.

Suponga que el modelo del problema 40 se modifica de tal
manera que la resistencia del aire es proporcional a % es
decir

dv

i — 2

m_. = mg v

Vea el problema 17 de los ejercicios 1.3. Utilice un es-
quema de fase para determinar la velocidad terminal del
cuerpo. Explique su razonamiento.

Reacciones quimicas Cuando se combinan ciertas cla-
ses de reacciones quimicas, la razén con la que se forman
los nuevos componentes se modela por la ecuacién dife-
rencial auténoma

D= ke~ 0B~ X)

2~ ko - - X),

dt
donde k > 0 es una constante de proporcionalidad y 8 >
a > 0. Aqui X(¢) denota el nimero de gramos del nuevo
componente al tiempo .

a) Utilice un esquema de fase de la ecuacion diferencial

para predecir el comportamiento de X(#) conforme
1 —> 0,

b) Considere el caso en que @ = 3. Utilice un esquema
de fase de la ecuacién diferencial para predecir el
comportamiento de X(#) conforme ¢ — o cuando X(0)
< «. Cuando X(0) > «.

¢) Compruebe que una solucién explicita de la ED en
elcasoenque k= lya =Bes Xt) =a — 1/ +
¢). Determine una solucién que satisfaga que X(0) =
a/2. Después determine una solucién que satisfaga
que X(0) = 2. Trace la grifica de estas dos solucio-
nes. {El comportamiento de las soluciones conforme
t — oo concuerdan con sus respuestas del inciso b)?

2.2

VARIABLES SEPARABLES

REPASO DE MATERIAL

e Formulas bésicas de integracion (véase al final del libro).
e Técnicas de integracidn: integracion por partes y por descomposicion en fracciones parciales.

INTRODUCCION  Comenzaremos nuestro estudio de cémo resolver las ecuaciones diferenciales
con las mds simple de todas las ecuaciones diferenciales: ecuaciones diferenciales de primer orden con
variables separables. Debido a que el método que se presenta en esta seccidon y que muchas de las técni-
cas para la solucién de ecuaciones diferenciales implican integracién, consulte su libro de célculo para
recordar las formulas importantes (como J du/u) y las técnicas (como la integracién por partes).
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SOLUCION POR INTEGRACION Considere la ecuacién diferencial de primer
orden dy/dx = f(x, y). Cuando f no depende de la variable y, es decir, f(x, y) = g(x),
la ecuacién diferencial

dy

e 8w )]

se puede resolver por integracion. Si g(x) es una funcién continua, al integrar ambos
lados de la ecuacion (1) se obtiene y = [g(x) dx = G(x) + ¢, donde G(x) es una anti-
derivada (integral indefinida) de g(x). Por ejemplo, si dy/dx = 1 + €, entonces su
soluciénes y = [(1 + e*)dxoy = x + 1™ + .

UNA DEFINICION La ecuacién (1) asi como su método de solucién, no son mas
que un caso especial en el que f, en la forma normal dy/dx = f(x, y) se puede factori-
zar como el producto de una funcién de x por una funcién de y.

DEFINICION 2.2.1 Ecuacién separable

Una ecuacion diferencial de primer orden de la forma

)

a4y _ :
Ux 8(h(y)

Se dice que es separable o que tiene variables separables.

Por ejemplo, las ecuaciones

dy _ y2xe
dx

d
3x+dy y —y=y+senx

dx

son respectivamente, separable y no separable. En la primera ecuacién podemos fac-
torizar f(x, y) = y*xe>*** como

g) h(y)
I
fQy) =y = (xe¥)(ye?),

pero en la segunda ecuacién no hay forma de expresar a y + sen x como un producto
de una funcién de x por una funcién de y.

Observe que al dividir entre la funcién A(y), podemos escribir una ecuacién sepa-
rable dy/dx = g(x)h(y) como

dy
p(y) T gx), 2
X

donde, por conveniencia p(y) representa a 1/h(y). Podemos ver inmediatamente que la
ecuacion (2) se reduce a la ecuacién (1) cuando A(y) = 1.
Ahora si y = ¢(x) representa una solucién de la ecuacion (2), se tiene que

P(d(x) ' (x) = g(x), y por tanto
f p(P(0))P'(x) dx = f 8(x) dx. 3)
Pero dy = ¢/ (x)dx, por lo que la ecuacién (3) es la misma que
fp(y) dy = fg(X) dx o  H(y =Gx +c, “4)

donde H(y) y G(x) son antiderivadas de p(y) = 1/h(y) y g(x), respectivamente.
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METODO DE SOLUCION La ecuaci6n (4) indica el procedimiento para resolver
ecuaciones separables. Al integrar ambos lados de p(y) dy = g(x) dx, se obtiene una fa-
milia uniparamétrica de soluciones, que usualmente se expresa de manera implicita.

NOTA No hay necesidad de emplear dos constantes cuando se integra una ecuacion
separable, porque si escribimos H(y) + ¢, = G(x) + c,, entonces la diferencia c, — ¢, se
puede reemplazar con una sola constante ¢, como en la ecuacién (4). En muchos casos
de los capitulos siguientes, sustituiremos las constantes en la forma mds conveniente
para una ecuacién dada. Por ejemplo, a veces se pueden reemplazar los multiplos o las
combinaciones de constantes con una sola constante.

I EJEMPLO 1 Solucién de una ED separable

Resuelva (1 + x) dy — ydx = 0.

SOLUCION Dividiendo entre (1 + x)y, podemos escribir dy/y = dx/(1 + x), de
donde tenemos que

Jo-:
y 1 +x

In|y| =1In|1 + x| + ¢,

y = enli+alrer = ohli+al . per < leyes de exponentes
= €1
|1+ x|e [1+x|=1+x x=—1
= *eq(1 + x). [T+x[=-1+x, x<—I

Haciendo c igual a *e“ se obtiene y = ¢(1 + x).

SOLUCION ALTERNATIVA Como cada integral da como resultado un logaritmo, la
eleccién més prudente para la constante de integracién es In|c|, en lugar de c. Rees-
cribiendo el segundo renglén de la solucién como Inly| = In|1 + x| + In|c| nos permi-
te combinar los términos del lado derecho usando las propiedades de los logaritmos.
De In[y| = In|c(1 + x)| obtenemos inmediatamente que y = ¢(1 + x). Aun cuando no
todas las integrales indefinidas sean logaritmos, podria seguir siendo mds conveniente
usar In|c|. Sin embargo, no se puede establecer una regla firme. [ |

En la seccién 1.1 vimos que una curva solucién puede ser s6lo un tramo o un arco
de la grafica de una solucién implicita G(x, y) = 0.

I EJEMPLO 2 Curva solucién

d X
Resuelva el problema con valores iniciales d_y = —, y@&) = -3
X y
SOLUCION Si reescribe la ecuacién como y dy = —xdx, obtiene
2 2
y X
dy = — d —=—-——+4 .
f yay f xax y ) ) ¢

Podemos escribir el resultado de la integracién como x* + y* = ¢?, sustituyendo a la
constante 2¢, por ¢*. Esta solucion de la ecuacion diferencial representa una familia de
circunferencias concéntricas centradas en el origen.

Ahoracuandox =4,y = —3,setiene 16 + 9 = 25 = 2. Asi, el problema con valo-
res iniciales determina la circunferencia x* + y> = 25 de radio 5. Debido a su sencillez
podemos escribir de esta solucidn implicita como una solucién explicita que satisfaga la
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FIGURA 2.2.1 Curvas solucién para
el PVI del ejemplo 2.
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condicioén inicial. Vimos en el ejemplo 3 de la seccién 1.1, esta solucién como y =
¢, (x)0 y = =25 — x?, =5 < x < 5. Una curva solucién es la grdfica de una fun-
cion derivable. En este caso la curva solucion es la semicircunferencia inferior, que se
muestra en azul oscuro en la figura 2.2.1 que contiene al punto (4, —3). |

PERDIDA DE UNA SOLUCION  Se debe tener cuidado al separar las variables ya
que las variables que sean divisores podrian ser cero en un punto. Concretamente,
si r es una raiz de la funcion h(y), entonces sustituyendo y = r en dy/dx = g(x)h(y)
se encuentra que ambos lados son iguales a cero; es decir, y = r es una solucién
constante de la ecuacion diferencial. Pero después de que las variables se separan,
d
el lado izquierdo de ry) = g (x) dx estd indefinido en r. Por tanto, y = r podria no
y
representar a la familia de soluciones que se ha obtenido después de la integracion
y simplificacién. Recuerde que una solucién de este tipo se llama solucién singular.

I EJEMPLO 3 Pérdida de una solucién

d
Resuelva 2= y? — 4.
dx

SOLUCION Poniendo la ecuacién en la forma

dy % %
=d — dy = dx. 5
v —4 e [y—z y+2 yo ®)

La segunda ecuacién en la ecuacion (5) es el resultado de utilizar fracciones parciales
en el lado izquierdo de la primera ecuacién. Integrando y utilizando las leyes de los
logaritmos se obtiene

lln|y— 2| —1ln|y +2|=x+¢
4 4

-2
ln‘y—‘=4x+c2 0 — = *e
y+2

Aqui hemos sustituido 4c, por c,. Por tltimo, después de sustituir =e® por ¢ y despe-
jando y de la dltima ecuacion, obtenemos una familia uniparamétrica de soluciones

1 + ce®

YT e ©)

Ahora, si factorizamos el lado derecho de la ecuacién diferencial como dy/dx =
(y — 2)(y + 2), sabemos del andlisis de puntos criticos de la seccién 2.1 quey =2yy
= —2 son dos soluciones constantes (de equilibrio). La solucién y = 2 es un miembro
de la familia de soluciones definida por la ecuacién (6) correspondiendo al valor
¢ = 0. Sin embargo, y = —2 es una solucién singular; ésta no se puede obtener de la
ecuacion (6) para cualquier eleccion del pardmetro c. La tdltima solucidn se perdié al
inicio del proceso de solucién. El examen de la ecuacién (5) indica claramente que
debemos excluir y = *2 en estos pasos. [ ]

I EJEMPLO 4 Un problema con valores iniciales

d
Resuelva (e* — y) cos xd—y =e"sen2x, y(0)=0.
X
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FIGURA 2.2.3 Curvas de nivel
c=2yc=4.
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SOLUCION Dividiendo la ecuacién entre ¢’ cos x se obtiene

_sen2x

2y _
S dx.

e’ COS X

Antes de integrar se realiza la division del lado izquierdo y utilizamos la identidad
trigonométrica sen 2x = 2 sen x cos x en el lado derecho. Entonces tenemos que

integracion de partes — f (e" —ye )dy =2 fsenx dx

se obtiene et ye+e¥=—2cosx + c (7

La condicioén inicial y = 0 cuando x = 0 implica que ¢ = 4. Por tanto una solucién del
problema con valores iniciales es

e+ ye+eY=4—2cosux @8 m
USO DE COMPUTADORA Los Comentarios al final de la seccion 1.1 mencionan
que puede ser dificil utilizar una solucién implicita G(x, y) = 0 para encontrar una solu-
cién explicita y = ¢(x). La ecuacion (8) muestra que la tarea de despejar y en términos
de x puede presentar mds problemas que solamente el aburrido trabajo de presionar
simbolos; jen algunos casos simplemente no se puede hacer! Las soluciones implicitas
tales como la ecuacion (8) son un poco frustrantes; ya que no se aprecia ni en la grafica
de la ecuacion ni en el intervalo una solucién definida que satisfaga que y(0) = 0. El
problema de “percibir” cudl es la solucién implicita en algunos casos se puede resol-
ver mediante la tecnologia. Una manera* de proceder es utilizar la aplicacién contour
plot de un sistema algebraico de computaciéon (SAC). Recuerde del célculo de varias
variables que para una funcién de dos variables z = G(x, y) las curvas bi-dimensionales
definidas por G(x, y) = ¢, donde ¢ es una constante, se llaman las curvas de nivel de la
funcién. En la figura 2.2.2 se presentan algunas de las curvas de nivel de la funcién G(x,
y) =€ + ye + e + 2 cos x que se han reproducido con la ayuda de un SAC. La fa-
milia de soluciones definidas por la ecuacién (7) son las curvas de nivel G(x, y) = c. En
la figura 2.2.3 se muestra en color azul la curva de nivel G(x, y) = 4, que es la solucién
particular de la ecuacién (8). La otra curva de la figura 2.2.3 es la curva de nivel G(x, y)
= 2, que es miembro de la familia G(x, y) = ¢ que satisface que y(m/2) = 0.

Si al determinar un valor especifico del pardmetro ¢ en una familia de soluciones
de una ecuacién diferencial de primer orden llegamos a una solucién particular, hay una
inclinacién natural de la mayoria de los estudiantes (y de los profesores) a relajarse y estar
satisfechos. Sin embargo, una solucién de un problema con valores iniciales podria no ser
unica. Vimos en el ejemplo 4 de la seccion 1.2 que el problema con valores iniciales

d
dy =xy"2, y(0)=0 ©)
X

tiene al menos dos soluciones,y = 0yy = % x*. Ahora ya podemos resolver esa ecua-
cién. Separando las variables e integrando y~'/> dy = xdx obtenemos

2 2 2
2y”2=£+cl 0 y=<£+c>.
2 4

Cuando x = 0, entonces y = 0, asi que necesariamente, ¢ = 0. Por tanto y = %x“. Se
perdi6 la solucién trivial y = 0 al dividir entre y'/2. Ademas, el problema con valores
iniciales, ecuacion (9), tiene una cantidad infinitamente mayor de soluciones porque
para cualquier eleccion del pardmetro @ = 0 la funcién definida en tramos

“En la seccién 2.6 analizaremos algunas otras maneras de proceder que estdn basadas en el concepto de una
solucion numérica.



0.,0) *

FIGURA 2.2.4 Soluciones de la

ecuacion (9) definida en tramos.
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0, x<a
y:

%(}c2 —a*?, x=a

satisface tanto a la ecuacion diferencial como a la condicidn inicial. Véase la fi-
gura 2.2.4.

SOLUCIONES DEFINIDAS POR INTEGRALES Si g es una funcion continua en
un intervalo abierto / que contiene a a, entonces para toda x en /,

< [a
e ag(t) = gW).

Usted podria recordar que el resultado anterior es una de las dos formas del teorema
fundamental del calculo. Es decir, f; g(t) dt es una antiderivada de la funcién g. En
ocasiones esta forma es conveniente en la solucién de ED. Por ejemplo, si g es continua
en un intervalo / que contiene a x; y a x, entonces una solucion del sencillo problema
con valores iniciales dy/dx = g(x), y(x,) = ¥,, que estd definido en / estd dado por

X

y(x) = yo + f g(n) dt

Xo

Usted deberia comprobar que y(x) definida de esta forma satisface la condicién inicial.
Puesto que una antiderivada de una funcién continua g no siempre puede expresarse
en términos de las funciones elementales, esto podria ser lo mejor que podemos hacer
para obtener una solucién explicita de un PVI. El ejemplo siguiente ilustra esta idea.

I EJEMPLO 5 Un problema con valores iniciales

dy
Resuelva —— = ¢ ", y(3) =35.
dx

SOLUCION La funcién g(x) = e es continua en (—o°, ©), pero su antiderivada
no es una funcién elemental. Utilizando a # como una variable muda de integracion,

podemos escribir
“d RS
J —ydt= fe"dl
3 dt 3

Yo = f “erdr
3
y(x) = y(3) = L e "dt
y(x) = y(3) + f Xe”zdt.
3

Utilizando la condicién inicial y(3) = 5, obtenemos la solucién

X

yx) =5+ je"z dr. u
3

El procedimiento que se mostré en el ejemplo 5 también funciona bien en las ecua-
ciones separables dy/dx = g(x)f(y) donde, f(y) tiene una antiderivada elemental pero g(x)
no tiene una antiderivada elemental. Véanse los problemas 29 y 30 de los ejercicios 2.2.
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COMENTARIOS

i) Como acabamos de ver en el ejemplo 5, algunas funciones simples no tienen
una antiderivada que es una funcién elemental. Las integrales de estas clases de
funciones se llaman no elementales. Por ejemplo [ edt y ['sen x? dx son integra-
les no elementales. Retomaremos nuevamente este concepto en la seccién 2.3.

if) En algunos de los ejemplos anteriores vimos que la constante de la familia
uniparamétrica de soluciones de una ecuacion diferencial de primer orden se
puede redefinir cuando sea conveniente. También se puede presentar con faci-
lidad el caso de que dos personas obtengan distintas expresiones de las mismas
respuestas resolviendo correctamente la misma ecuacion. Por ejemplo, sepa-
rando variables se puede demostrar que familias uniparamétricas de soluciones
delaED (1 + y?) dx + (1+ x?) dy = 0 son
x+y

arctan x + arctany = ¢ 0 =c
1 —xy

Conforme avance en las siguientes secciones, considere que las familias de so-
luciones pueden ser equivalentes, en el sentido de que una se puede obtener de
otra, ya sea por redefinicion de la constante o utilizando dlgebra o trigonometria.
Vea los problemas 27 y 29 de los ejercicios 2.2.

EJERCICIOS 2.2

Las respuestas a los problemas con niimero impar comienzan en la pdgina RES-1.

En los problemas 1 a 22 resuelva la ecuacion diferencial dada d
por separacion de variables.

11.

12.

13.

14.

15.

17.

19.

y .y
21, —=xV1 -y 22, (e +e )= =y
e y (e +e )dx y

En los problemas 23 a 28 encuentre una solucién explicita del

Q — sen 5¢ 2 dy = (x + 1) problema con valores iniciales dado.
dx " dx dx ,
.= + =
dx + e¥dy =0 4. dy —(y—1)dx=0 B g A D 2@/ =1
dy dy d 2 — 1
=4 6. = +2xy2=0 LA =
e e T2 U =5 YD =2
dy dy _ _ Cxey d
E=e3”2y 8. eXyEZe’v+€2X ? 25. x2d—z=y—xy, y(—=1) = —1
dx [y + 1)? dy <2y + 3)2 dy 5
Inx— = 10. —=|—— 26. — + 2y =1, 0) =3
yimxos ( X ) dr \4x + 5 a7 YO =3

cscydx + sec’xdy =0
sen 3x dx + 2y cos®3xdy = 0
(e + D% dx+ (e + 1)e>dy=0

x(1 +y)2dx = y(1 + x> dy

3
27. V1 —y*dx — V1 —xdy =0, y(0)=%

28. (1 +xHdy +x(1 +4y))dx=0, y(1)=0
En los problemas 29 y 30 proceda como en el ejemplo 5 y de-

termine una solucion explicita del problema con valores ini-
ciales dado.

dy )

29, —=ye™, y4) =1
ds d
= = ks 16. 22— 10 - 70 dx
dr dt dy

30. — = y2senx? y(—2) =1
P _pop 18. &1y = N2 e e R
dr Cdt - e 31. a) Encuentre una solucién al problema con valores inicia-

@:xy+3x—y—3 20.

les que consiste en la ecuacion diferencial del ejemplo

@ _Xy +2y—x—2 3 y de las condiciones iniciales y(0) = 2, y(0) = —2,

dx xy—2x+4y — 8 dx xy—3y+x—3 y'y(%)zl.



b) Encuentre la solucién de la ecuacion diferencial en el
ejemplo 4 cuando se utiliza In ¢, como la constante de
integracion del lado izquierdo en la solucién y 4 In c,
se sustituye por In ¢. Después resuelva los mismos pro-
blemas con valores iniciales que en el inicio a).

d
32. Encuentre una solucion de x 2 y2 — Y que pase por
.. dx
los puntos indicados.

a) 0,1) b 0,0 o (L) a (29

33. Encuentre una solucién singular del problema 21 y del
problema 22.

34. Demuestre que una solucién implicita de
2xsen’ydx — (2 + 10)cosydy = 0

estd dada por In(x*> + 10) + csc y = ¢. Determine las so-
luciones constantes si se perdieron cuando se resolvid la
ecuacidn diferencial.

Con frecuencia, un cambio radical en la forma de la solucidn
de una ecuacion diferencial corresponde a un cambio muy
pequeio en la condicién inicial o en la ecuacién misma. En
los problemas 35 a 38 determine una solucién explicita del
problema con valores iniciales dado. Utilice un programa de
graficacion para dibujar la gréfica de cada soluciéon. Compare
cada curva solucion en una vecindad de (0, 1).

d
3. =017 0 =1
X
d
36. L= (- 12 y0) =101
dx

d
37. L= 5 - 124001, y0) =1
dx

38. dy =(y — 1)> = 0.01,
dx

39. Toda ecuacién auténoma de primer orden dy/dx = f(y) es
separable. Encuentre las soluciones explicitas y,(x), y,(x),
¥,(0) y y,(x) de la ecuacién diferencial dy/dx = y -y, que
satisfagan, respectivamente las condiciones iniciales y,(0) =
2,y,(0) = % ,¥,0) = — % y ¥,(0) = —2. Utilice un programa
de graficacién para cada solucién. Compare estas graficas
con las bosquejadas en el problema 19 de los ejercicios 2.1.
Dé el intervalo de definicién exacto para cada solucion.

y(0) =1

40. a) La ecuacién diferencial auténoma de primer orden
dy/dx =1/(y —3) no tiene puntos criticos. No obs-
tante, coloque 3 en la recta de fase y obtenga un es-
quema de fase de la ecuacién. Calcule d?y/dx* para
determinar dénde las curvas solucién son céncavas
hacia arriba y dénde son céncavas hacia abajo (vea
los problemas 35 y 36 de los ejercicios 2.1). Utilice
el esquema de fase y la concavidad para que, a mano,
dibuje algunas curvas solucion tipicas.

b) Encuentre las soluciones explicitas y (x), y,(x), y,(x)
y ¥,(x) de la ecuacién diferencial del inciso a) que
satisfagan, respectivamente las condiciones iniciales
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¥,0) =4,y,0) =2,y,(1) =2 yy,(—1) = 4 Trace
la grifica de cada solucién y compare con sus dibu-
jos del inciso a). Indique el intervalo de definicién
exacto de cada solucion.

41. a) Determine una solucién explicita del problema con
valores iniciales
dy 2x+1
- = s y(=2)=—1.
dx 2y

b) Utilice un programa de graficacién para dibujar la
gréfica de la solucién del inciso a). Use la grafica para
estimar el intervalo I de definicién de la solucién.

¢) Determine el intervalo I de definicion exacto me-
diante métodos analiticos.

42. Repita los incisos a) al ¢) del problema 41 para el PVI que
consiste en la ecuacién diferencial del problema 7 y de la
condicion inicial y(0) = 0.

Problemas para analizar

43. a) Explique por qué el intervalo de definicién de la solu-
cion explicita y = ¢,(x) del problema con valores ini-

ciales en el ejemplo 2 es el intervalo abierto (=5, 5).

b) (Alguna solucién de la ecuacién diferencial puede
cruzar el eje x? (Usted cree que x> + y* = 1 es una
solucién implicita del problema con valores iniciales
dy/dx = —x/y, y(1) = 0?

Si a > 0 analice las diferencias, si existen, entre las
soluciones de los problemas con valores iniciales
que consisten en la ecuacién diferencial dy/dx = x/y
y de cada una de las condiciones iniciales y(a) = a,
Wa) = —a,y(—a) =ayy(—a) = —a.

b) (Tiene una solucidn el problema con valores iniciales

dy/dx = x/y, y(0) = 0?

¢) Resuelva dy/dx = x/y, y(1) = 2 e indique el inter-
valo de definicién exacto de esta solucion.

44. a)

45. En los problemas 39 y 40 vimos que toda ecuacién di-
ferencial auténoma de primer orden dy/dx = f(y) es se-
parable. ; Ayudaeste hecho enlasolucién del problema

con valores iniciales ? = VI +y*sen’y, y(0)=1?

X
Analice. A mano, dibuje una posible curva solucién del
problema.

46. Sin usar tecnologia. ;Cémo podria resolver

d
(Va+x) 2 =y +y2
dx
Lleve a cabo sus ideas.

47. Determine una funcién cuyo cuadrado mds el cuadrado
de su derivada es igual a 1.

48. a) La ecuacion diferencial del problema 27 es equiva-
lente a la forma normal

dy _ 1=y
dx 1 — x?
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en la regién cuadrada del plano xy definida por |x| <
1, |y| < 1. Pero la cantidad dentro del radical es no ne-
gativa también en las regiones definidas por |x| > 1,
ly| > 1. Dibuje todas las regiones del plano xy para las
que esta ecuacion diferencial tiene soluciones reales.

b) Resuelva la ED del inciso a) en las regiones definidas
por [x| > 1, |[y| > 1. Después determine una solucién
implicita y una explicita de la ecuacién diferencial su-
jetaay(2) = 2.

Modelo matematico

49.

Puente suspendido En la ecuacién (16) de la seccion
1.3 vimos que un modelo matemadtico para la forma de un
cable flexible colgado de dos postes es

dy = E/ (10)
dx T,

donde W denota la porcion de la carga vertical total entre
los puntos P,y P, que se muestran en la figura 1.3.7. La
ED, ecuacién (10) es separable bajo las siguientes condi-
ciones que describen un puente suspendido.

Supongamos que los ejes x y y estdn como se mues-
tra en la figura 2.2.5, es decir, el eje x va a lo largo de la
superficie de la carretera y el eje y pasa por (0, a), que
es el punto mds bajo de un cable en la regién que abarca
el puente, que coincide con el intervalo [—L/2, L/2]. En el
caso de un puente suspendido, la suposicién usual es que la
carga vertical en (10) es s6lo una distribucién uniforme de
la superficie de la carretera a lo largo del eje horizontal. En
otras palabras, se supone que el peso de todos los cables es
despreciable en comparacion con el peso de la superficie de
la carretera y que el peso por unidad de longitud de la super-
ficie de la carretera (digamos, libras por pie horizontal) es
una constante p. Utilice esta informacién para establecer y
resolver un adecuado problema con valores iniciales a par-
tir del cual se determine la forma (una curva con ecuacion
y = ¢(x)) de cada uno de los dos cables en un puente sus-
pendido. Exprese su solucién del PVI en términos del pan-
deo iy de la longitud L. Véase la figura 2.2.5.

L/2

fandeo)
je———————L longitud
superficie de la carretera (carga)

cable

L/2—

FIGURA 2.2.5 Forma de un cable del problema 49.

Tarea para el laboratorio de computacién

50. a) Utiliceun SACYy el concepto de curvas de nivel para

dibujar las graficas representativas de los miembros

51.

52.

de la familia de soluciones de la ecuacién diferencial
dy  8&+5
dx 3y2+ 1
de las curvas de nivel asf como con diferentes regiones
rectangulares definidas pora =x=b,c =y =d.

.Experimente con diferentes nimeros

b) En diferentes ejes coordenados dibuje las graficas
de las soluciones particulares correspondientes a las
condiciones iniciales: y(0) = —1; y(0) = 2; y(—1) =
4;y(—1) = —3.

a) Determine una solucién implicita del PVI
2y +2)dy — 4x* + 6x)dx = 0, y(0) = —3.

b) Utilice el inciso a) para encontrar una solucién expli-
citay = ¢(x) del PVIL.

¢) Considere su respuesta del inciso b) como una sola
funcion. Use un programa de graficaciéon o un SAC
para trazar la gréafica de esta funcién y después utilice
la grafica para estimar su dominio.

d) Con la ayuda de un programa para determinar raices
de un SAC, determine la longitud aproximada del in-
tervalo de definicion mas grande posible de la solu-
cion 'y = ¢(x) del inciso b). Utilice un programa de
graficacién o un SAC para trazar la grafica de la curva
solucién para el PVI en este intervalo.

a) Utilice un SAC y el concepto de curvas de nivel para
dibujar las graficas representativas de los miembros
de la familia de soluciones de la ecuacién diferencial
dy  x(1 —x)
dx y(—2+y)
ros de curvas de nivel asi como en diferentes regiones
rectangulares del plano xy hasta que su resultado se
parezca a la figura 2.2.6.

. Experimente con diferentes nime-

b) En diferentes ejes coordenados, dibuje la grafica de
la solucién implicita correspondiente a la condicién
inicial y(0) = 3. Utilice un ldpiz de color para indicar
el segmento de la grafica que corresponde a la curva
solucién de una solucién ¢ que satisface la condicién
inicial. Con ayuda de un programa para determinar rai-
ces de un SAC, determine el intervalo / de definicion
aproximado mads largo de la solucién ¢. [Sugerencia:
Primero encuentre los puntos en la curva del inciso a)
donde la recta tangente es vertical. ]

¢) Repita el inciso b) para la condicién inicial y(0) = —2.

4 ™

5
8 —\

FIGURA 2.2.6 Curvas de nivel del problema 52.
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2.3

ECUACIONES LINEALES

REPASO DE MATERIAL
e Repase la definicién de las ED en las ecuaciones (6 ) y (7) de la seccién 1.1

INTRODUCCION  Continuamos con nuestra busqueda de las soluciones de las ED de primer orden
examinando ecuaciones lineales. Las ecuaciones diferenciales lineales son una familia especialmente
“amigable” de ecuaciones diferenciales en las que, dada una ecuacién lineal, ya sea de primer orden
o de un miembro de orden superior, siempre hay una buena posibilidad de que podamos encontrar
alguna clase de solucién de la ecuacién que podamos examinar.

UNA DEFINICION En la ecuacién (7) de la seccion 1.1, se presenta la forma de
una ED lineal de primer orden. Aqui, por conveniencia, se reproduce esta forma en la
ecuacion (6) de la seccion 1.1, para el caso cuando n = 1.

DEFINICION 2.3.1 Ecuacién lineal

Una ecuacion diferencial de primer orden de la forma

dy
@) 2 + a0y = gx) (1)
dx

se dice que es una ecuacion lineal en la variable dependiente y.

Se dice que la ecuacion lineal (1) es homogénea cuando g(x) = 0; si no es no
homogénea.

FORMA ESTANDAR Al dividir ambos lados de la ecuacién (1) entre el primer coefi-
ciente, a,(x), se obtiene una forma mas util, la forma estandar de una ecuacion lineal:

j—l + POy = f(x). @
Buscamos una solucion de la ecuacion (2) en un intervalo 7, en el cual las dos funcio-
nes Py fsean continuas.

En el andlisis que se presenta a continuacién ilustraremos una propiedad y un proce-
dimiento y terminaremos con una férmula que representa la forma de cada solucién de la
ecuacion (2). Pero mds importantes que la férmula son la propiedad y el procedimiento,
porque ambos conceptos también se aplican a ecuaciones lineales de orden superior.

LA PROPIEDAD La ecuacién diferencial (2) tiene la propiedad de que su solucién
es la suma de las dos soluciones, y =y + Yy donde y_es una solucién de la ecuacion
homogénea asociada

4y + P(x)y =0 3)
dx

y ¥, es una solucién particular de ecuacion no homogénea (2). Para ver esto, observe que

d %

d Ve
e [Ye +y,] + POLy. +y,] = [céx + P(x)yl] + [dx + P(x)y,

=f).

Y Y

0 Sx)
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Ahora la ecuacién (3) es también separable. Por lo que podemos determinar y, al es-
cribir la ecuacion (3) en la forma

d
2 Pwdx=0
y

e integramos. Despejando y, se obtiene y, = ce~TP®dx Por conveniencia escribimos
y. = cy,(x), donde y, = e /"™ A continuacion se utiliza el hecho de que dy, /dx +
P(x)y, = 0, para determinar y .

EL PROCEDIMIENTO Ahora podemos definir una solucién particular de la ecua-
cién (2), siguiendo un procedimiento llamado variaciéon de parametros. Aqui, la idea
bésica es encontrar una funcion, u tal que y, = u(x)y,(x) = u(x)e "% sea una solucién
de la ecuacién (2). En otras palabras, nuestra suposicion para y,es la misma que y_ =
cy,(x) excepto que c se ha sustituido por el “pardmetro variable” u. Sustituyendo y,=
uy, en la ecuacion (2) se obtiene

Regla del producto cero
l l
dy, du dy, du
u dx Vi dx + P(xuy, = f(x) Y u dx + POy, | + i dx Sx)
d
por tanto Vi &= f).
dx
Entonces separando las variables e integrando se obtiene
du = ) dx = f(—x)dx.
yix) y1(x)

Puesto que y,(x) = e /"% vemos que 1/y,(x) = /"™ Por tanto

X
Y, = uy, = ( Jx) dx)efP(x)dx = o~ JPWadx J efP(x)dxf(x) dx,

y1(x)
y y= ce JPdx 4 efP(X)deefP(x)dxf(x) dx. (4)
H_/ Y

Ve Yp
Por tanto, si la ecuacion (2) tiene una solucidn, debe ser de la forma de la ecuacion (4).
Reciprocamente, es un ejercicio de derivacidn directa comprobar que la ecuacién (4)
es una familia uniparamétrica de soluciones de la ecuacién (2).

No memorice la férmula que se presenta en la ecuacion (4). Sin embargo recuerde

el término especial
e JP(x)dx (5)

ya que se utiliza para resolver la ecuacién (2) de una manera equivalente pero mas
facil. Si la ecuacion (4) se multiplica por (5),

Wity = ¢ + f PO (x) dx, (6)

y después se deriva la ecuacion (6),

d
E [efP(x)dxy] — efP(x)dxf(x)’ (7
d

se obtiene elPwadx d_i}c + P(x)e/P0dvy = IP0dxf(x), ()

Dividiendo el dltimo resultado entre e/”®4se obtiene la ecuacién (2).
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METODO DE SOLUCION  EI método que se recomienda para resolver la ecuacion
(2) consiste en realidad en trabajar con las ecuaciones (6) a (8) en orden inverso. En otras
palabras, si la ecuacion (2) se multiplica por la ecuacion (5), obtenemos la ecuacion (8). Se
reconoce que el lado izquierdo de la ecuacién (8) es la derivada del producto de e/"™* por
y. Esto nos conduce a la ecuacién (7). Entonces, integrando ambos lados de la ecuacién
(7) se obtiene la solucién (6). Como podemos resolver la ecuacién (2) por integracion,
después de multiplicar por /"™, esta funcion se llama factor integrante de la ecuacion
diferencial. Por conveniencia resumiremos estos resultados. Nuevamente le indicamos
que no debe memorizar la férmula (4) sino seguir cada vez el siguiente procedimiento.

SOLUCION DE UNA ECUACION LINEAL DE PRIMER ORDEN

i) Ponga la ecuacién lineal de la forma (1) en la forma estandar (2).

ii) Identifique de la identidad de la forma estandar P(x) y después
determine el factor integrante e/"®4,

iii) Multiplique la forma estandar de la ecuacion por el factor integrante. El
lado izquierdo de la ecuacién resultante es automdticamente la derivada

del factor integrante y y:
d

R [P(x)dxy,| — ,JP(x)dx ’
@ yl = e X).

iv) Integre ambos lados de esta tltima ecuacion.

I EJEMPLO T Solucién de una ED lineal homogénea

d
Resuelva = — 3y =0.
dx

SOLUCION Esta ecuacién lineal se puede resolver por separacién de variables. En
otro caso, puesto que la ecuacion ya estd en la forma estandar (2), vemos que P(x) =
—3 y por tanto el factor integrante es e/"¥% = ¢, Multiplicando la ecuacién por este
factor y reconociendo que

e dy -3 : d .
e ——3e 7y =0 eslamismaque —[e >y] = 0.
dx dx
Integrando ambos lados de la dltima ecuacion se obtiene e 3y = ¢. Despejando y se
obtiene la solucién explicita y = ce™, —o0 < x < o0, |

I EJEMPLO 2 Solucién de una ED lineal no homogénea

Resuelva dy 3y =6.
dx

SOLUCION La ecuacién homogénea asociada a esta ED se resolvié en el ejemplo 1.
Nuevamente la ecuacién estd ya en la forma estandar (2) y el factor integrante ain es
e/=34x = =3 Ahora al multiplicar la ecuacién dada por este factor se obtiene

d d
e 3e ¥y = 6e ¥, que es la misma que — [e™¥y] = 6e7.
dx dx
Integrando ambos lados de la dltima ecuacién se obtiene e *y = —2¢ > + ¢ o

y = =2+ cer, —0o < x < o, [ |
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FIGURA 2.3.1 Algunas soluciones
y' =3y =6.

La solucién final del ejemplo 2 es la suma de dos soluciones: y = y_+ y,»dondey
= ce* es la solucion de la ecuacion homogénea del ejemplo 1y y, = —2 es una solu-
cion particular de la ecuaciéon no homogénea y’ — 3y = 6. No necesita preocuparse de
si una ecuacién lineal de primer orden es homogénea o no homogénea; cuando sigue
el procedimiento de solucién que se acaba de describir, la solucién de una ecuacién
no homogénea necesariamente produce y = y_+ Ve Sin embargo, la diferencia entre
resolver una ED homogénea y una no homogénea serd mas importante en el capitulo 4,
donde se resolveran ecuaciones lineales de orden superior.

Cuando a, a,y g en la ecuacion (1) son constantes, la ecuacion diferencial es
auténoma. En el ejemplo 2 podemos comprobar de la forma normal dy/dx = 3(y + 2)
que —2 es un punto critico y que es inestable (un repulsor). Asi, una curva solucién
con un punto inicial ya sea arriba o debajo de la gréfica de la solucién de equilibrio
y = —2 se aleja de esta recta horizontal conforme x aumenta. La figura 2.3.1, obtenida
con la ayuda de una aplicacién para trazo de graficas, muestra la grafica de y = —2
junto con otras curvas solucion.

CONSTANTE DE INTEGRACION Observe que en el andlisis general y en los
ejemplos 1y 2 no se ha considerado una constante de integracién en la evaluacién de
la integral indefinida en el exponente /¥4, Si consideramos las leyes de los expo-
nentes y el hecho de que el factor integrante multiplica ambos lados de la ecuacién
diferencial, usted podria explicar por qué es innecesario escribir [ P(x)dx + c. Vea el
problema 44 de los ejercicios 2.3.

SOLUCION GENERAL Suponga que las funciones Py f en la ecuacién (2) son
continuas en un intervalo /. En los pasos que conducen a la ecuacién (4) mostramos
que si la ecuacién (2) tiene una solucién en /, entonces debe estar en la forma dada en
la ecuacién (4). Reciprocamente, es un ejercicio directo de derivaciéon comprobar que
cualquier funcién de la forma dada en (4) es una solucién de la ecuacién diferencial (2)
en I. En otras palabras (4) es una familia uniparamétrica de soluciones de la ecuacién
(2) y toda solucion de la ecuacion (2) definida en I es un miembro de esta familia. Por
tanto llamamos a la ecuacion (4) la solucién general de la ecuacion diferencial en
el intervalo I. (Véase los Comentarios al final de la seccion 1.1.) Ahora escribiendo la
ecuacion (2) en la forma normal y' = F(x, y), podemos identificar F(x, y) = —P(x)y
+ f(x) y 0F/dy = —P(x). De la continuidad de Py fen el intervalo I vemos que F'y
dF/dy son también continuas en /. Con el teorema 1.2.1 como nuestra justificacion,
concluimos que existe una y sélo una solucién del problema con valores iniciales

d
d—y + Py = f), (o) = Yo ©)
X

definida en algiin intervalo I, que contiene a x,. Pero cuando x, estd en /, encontrar una
solucién de (9) es exactamente lo mismo que encontrar un valor adecuado de ¢ en la
ecuacion (4), es decir, a toda x, en I le corresponde un distinto c. En otras palabras,
el intervalo de existencia y unicidad / del teorema 1.2.1 para el problema con valores
iniciales (9) es el intervalo completo /.

I EJEMPLO 3 Solucién general

d
Resuelva x = — 4y = x%*.
dx

SOLUCION Dividiendo entre x, obtenemos la forma estandar

— — —y = xe". (10)
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En esta forma identificamos a P(x) = —4/xy f(x)= x’¢* y ademds vemos que Py fson
continuas en (0, »). Por tanto el factor integrante es

podemos utilizar In x en lugar de In |x| ya que x > 0

e*4fdx/x = p~4nx = elrl)(’4 = x4,

Aqui hemos utilizado la identidad bésica b = N, N > 0. Ahora multiplicamos la
ecuacion (10) por x~*y reescribimos

d d
x4 @ _ 4xy = xe* como — [x Y] = xe.

dx dx
De la integracién por partes se tiene que la solucidn general definida en el intervalo (0,
w)esx ty =xe* — e+ coy=xe" — x'e" + cxt. [ ]

Excepto en el caso en el que el coeficiente principal es 1, la reformulacién de la
ecuacion (1) en la forma estandar (2) requiere que se divida entre a (x). Los valores
de x para los que a (x) = O se llaman puntos singulares de la ecuacién. Los puntos
singulares son potencialmente problematicos. En concreto, en la ecuacion (2), si P(x)
(que se forma al dividir a(x) entre a,(x)) es discontinua en un punto, la discontinuidad
puede conducir a soluciones de la ecuacion diferencial.

I EJEMPLO 4 Solucién general

d
Determine la solucion general de x> -9 d_i +xy = 0.

SOLUCION Escribimos la ecuacién diferencial en la forma estdndar

dy X
E-l-xz—_gy:o 11

e identificando P(x) = x/(x* — 9). Aunque P es continua en (—, —3), (=3, 3) y (3,
o), resolveremos la ecuacion en el primer y tercer intervalos. En estos intervalos el
factor integrante es

efxdx/(xzw) — e%fzxdx/(xzw) — e% In|x>=9| — A /2 — 9 9.

Después multiplicando la forma estandar (11) por este factor, obtenemos
d| a9
— | Vx*—9y|[=0.
dx

o . . A/+2 — —
Integrando ambos lados de la ultima ecuacién se obtiene VX 9y =c. Por

tanto para cualquiera x > 3 o x < —3 la solucién general de la ecuacién es
.

y = ——— n
Observe en el ejemplo 4 que x = 3 y x = —3 son puntos singulares de la ecuacién

y que toda funcién en la solucién general y = ¢/Vx?> = 9 es discontinua en estos pun-
tos. Por otra parte, x = 0 es un punto singular de la ecuacién diferencial en el ejemplo
3, pero en la solucién general y = x’¢* — x*e* + cx* es notable que cada funcién de esta
familia uniparamétrica es continua en x = 0 y estd definida en el intervalo (—2, ®) y no
s6lo en (0, o0), como se indica en la solucién. Sin embargo, la familia y = x’¢* — x*e¢* + cx*
definida en (—, o) no se puede considerar la solucion general de la ED, ya que el punto
singular x = 0 atin causa un problema. Véase el problema 39 en los ejercicios 2.3.
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FIGURA 2.3.2  Algunas soluciones
y +y=ux

FIGURA 2.3.3 f(x) discontinua.

I EJEMPLO 5 Un problema con valores iniciales

d
Resuelva s +y=x y0) =4
dx

SOLUCION La ecuacién estd en forma estandar, y P(x) = 1 y f(x) = x son continuas
en (—oe, ), El factor integrante es e/** = e*, entonces integrando

d [e*y] s
— = xe
dx Y

se tiene que e'y = xe® — e¢* + ¢. Despejando y de esta dltima ecuacién se obtiene la
solucién general y = x — | + ce . Pero de la condicién general sabemos que y = 4
cuando x = 0. El sustituir estos valores en la solucién general implica que ¢ = 5. Por
tanto la solucién del problema es

y=x—14+5e" —owolx<ox (12) m

La figura 2.3.2, que se obtuvo con la ayuda de un programa de graficacién, mues-
tra la gréafica de (12) en azul oscuro, junto con las grificas, de las otras soluciones re-
presentativas de la familia uniparamétrica y = x — 1 +ce™*. En esta solucién general
identificamos y, = ce™*y y,=Xx- 1. Es interesante observar que conforme x aumenta,
las gréficas de fodos los miembros de la familia son cercanas a la gréfica de la solucién
particular y = x—1 que se muestra con una linea s6lida de la figura 2.3.2. Esto es de-
bido a que la contribucion de y, = ce™* a los valores de una solucion es despreciable al
aumentar los valores de x. Decimos que y = ce™ es un término transitorio, ya que y,
— (0 conforme x — . Mientras que este comportamiento no es caracteristico de todas
las soluciones generales de las ecuaciones lineales (véase el ejemplo 2), el concepto de
un transitorio es frecuentemente importante en problemas aplicados.

COEFICIENTES DISCONTINUOS En aplicaciones, los coeficientes P(x) y f(x)
en (2) pueden ser continuos por tramos. En el siguiente ejemplo f(x) es continua por
tramos en [0, %) con una sola discontinuidad, en particular un salto (finito) discontinuo
en x = 1. Resolvemos el problema en dos partes correspondientes a los dos interva-
los en los que festa definida. Es entonces posible juntar las partes de las dos soluciones
en x = 1 asi que y(x) es continua en [0, «).

I EJEMPLO 6 Un problema con valores iniciales

I, 0=sx=1,

dy
Resuelva —= + y = = -
esuelva =~ + y S, y(0) =0 donde f(x) {O, x> 1.

SOLUCION En la figura 2.3.3 se muestra la grafica de la funcién discontinua f.
Resolvemos la ED para y(x) primero en el intervalo [0, 1] y después en el intervalo
(1, %0). Para 0 = x = 1 se tiene que

dy . d
— +y=1 o,eclequivalente, — [e*y] = e".
dx dx

Integrando esta dltima ecuacion y despejando y se obtiene y = 1 + ¢ e™*. Puesto que
¥(0) = 0, debemos tener que ¢, = —l y por tantoy = 1 — ¢* 0 = x = 1. Entonces
para x > 1 la ecuacién

Dyy—o

dx Y



FIGURA 2.3.4 Griéfica de la funcién

de (13).
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FIGURA 2.3.5 Algunas soluciones
dey’ — 2xy = 2.
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conduce a y = c¢,e™*. Por tanto podemos escribir
=, 0=x=1,
Y cre ", x> 1.

Invocando a la definicion de continuidad en un punto, es posible determinar c, asf la
tltima funcion es continua en x = 1. El requisito de 1im__ , y(x) = y(1) implica que

ce’'=1-e"'0c,=e—1.Como se muestra en la figura 2.3.4, la funcién
L= 0=x=1, (13)
Y (e — e ™, x> 1
es continua en (0, ). [ |

Es importante considerar la ecuacion (13) y la figura 2.3.4 como un bloque pe-
quefio; le pedimos que lea y conteste el problema 42 de los ejercicios 2.3.

FUNCIONES DEFINIDAS POR INTEGRALES Al final de la seccion 2.2 analiza-
mos el hecho de que algunas funciones continuas simples no tienen antiderivadas que
sean funciones elementales y que las integrales de esa clase de funciones se llaman no
elementales. Por ejemplo, usted puede haber visto en cdlculo que fe™ dxy [sen x? dx
no son integrales elementales. En matematicas aplicadas algunas funciones importan-
tes estan definidas en términos de las integrales no elementales. Dos de esas funciones
especiales son la funcién error y la funcién error complementario:

X

erf(x) = 2 e dt erfc(x) 2 e " dt. (14)
\F 0 Y Ve

Del conocido resultado [ e~ dt = \V/mr/2"podemos escribir (2/ V) [ e " dt = 1.
Entonces de la forma f e f + f ** se ve de la ecuacion (14) que la funcién error
complementario, erfc(x), se relaciona con erf(x) por erf(x) + erfc(x) = 1. Debido a su
importancia en probabilidad, estadistica y en ecuaciones diferenciales parciales apli-
cadas se cuenta con extensas tablas de la funcién error. Observe que erf(0) = 0 es un
valor obvio de la funcién. Los valores de erf(x) se pueden determinar con un sistema
algebraico de computacién (SAC).

I EJEMPLO 7 La funcién error

d
Resuelva el problema con valores iniciales d_y —2xy =2, y0) =1.
X

SOLUCION Puesto que la ecuacién ya se encuentra en la forma normal, el factor
integrante es ¢ dx, y asi de
d —x2 —x2 2 N —42 2
—[e™*y] = 2¢™* obtenemos y = 2¢" | e " df + ce". (15)
dx 0
Aplicando y(0) = 1 en la tdltima expresién obtenemos ¢ = 1. Por tanto, la solucién del
problema es

y = Ze”zf e dt+ e oy =e"[1 + Vaerf(x)].
0

En la figura 2.3.5 se muestra en azul oscuro, la grafica de esta solucion en el intervalo
(—, ) junto con otros miembros de la familia definida en la ecuacién (15), obtenida
con la ayuda de un sistema algebraico de computacion. [ |

“Este resultado normalmente se presenta en el tercer semestre de cdlculo.
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USO DE COMPUTADORAS  Algunos sistemas algebraicos de computacién como
Mathematica 'y Maple permiten obtener soluciones implicitas o explicitas para algunos
tipos de ecuaciones diferenciales, usando la instruccién dsolve.”

I COMENTARIOS

i) En general, una ED lineal de cualquier orden se dice que es homogénea cuando
g(x) = 0 en la ecuacion (6) de la seccion 1.1. Por ejemplo, la ED lineal de se-
gundo orden y” — 2y" + 6y = 0 es homogénea. Como se puede ver en este ejem-
plo y en el caso especial de la ecuacién (3) de esta seccidn, la solucién trivial
y = 0 es siempre una solucion de una ED lineal homogénea.

i) A veces, una ecuacion diferencial de primer orden es no lineal en una variable
pero es lineal en la otra variable. Por ejemplo, la ecuacién diferencial

dy 1

dx x +y?
es no lineal en la variable y. Pero su reciproca

2

dx 5 dx
—=x+ty (o] ——XxX=Yy

dy dy
se reconoce como lineal en la variable x. Usted deberfa comprobar que el factor
integrante es e/ = ¢~ e integrando por partes se obtiene la solucién ex-
plicita x = —y* — 2y — 2 + ce’ para la segunda ecuacion. Esta expresion es,
entonces, una solucién implicita de la primera ecuacion.

iii) Los matematicos han adoptado como propias algunas palabras de ingenieria
que consideran adecuadas para describir. La palabra fransitorio, que ya hemos
usado, es uno de estos términos. En futuros andlisis ocasionalmente se presenta-
ran las palabras entrada y salida. La funcion fen la ecuacion (2) es la funciéon
de entrada o de conduccion; una solucion y(x) de la ecuacion diferencial para
una entrada dada se llama salida o respuesta.

iv) El término funciones especiales mencionado en relacion con la funcién error
también se aplica a la funcion seno integral y a la integral seno de Fresnel
introducidas en los problemas 49 y 50 de los ejercicios 2.3. “Funciones especia-
les” es una rama de las matemadticas realmente bien definidas. En la seccién 6.3
se estudian funciones mas especiales.

*Cliertas instrucciones se deletrean igual, pero las instrucciones en Mathematica inician con una letra
mayuscula (Dsolve) mientras que en Maple la misma instruccién comienza con una letra mintscula
(dsolve). Cuando analizamos la sintaxis de las instrucciones, nos comprometimos y escribimos, por
ejemplo dsolve.

E] E R C I C I O S 2 . 3 Las respuestas a los problemas con niimero impar comienzan en la pdgina RES-2.
En los problemas 1 a 24 determine la solucién general de la 5. y" + 3x%y = x? 6. y +2xy=x*
ecuacion diferencial dada. Indique el intervalo / més largo en ) _ , )
el que estd definida la solucién general. Determine si hay al- T2y tay=1 8.y =2y +x+3
P . . . .. d d
gunos términos transitorios en la solucién general. 9. x ay y = xsenx 10. x @y . 2y =3
dy dy dx dx
1. — =15y 2. — +2y=0 d d
dx dx 1 xZvay=r—x 12. 0+ —xy=x+x2
dy dy dx dx
3.E+y=e3x 4.354—12)1:4 13. ¥ + x(x + 2)y = e



14. xy" + (1 + x)y = e *sen 2x
15. ydx —4(x +y%dy =0
16. ydx = (ye’ — 2x) dy

dy
17. cosx— + (senx)y = 1
dx
dy
18. cos’x sen x— + (cos’x)y = 1
dx
dy _
19. x + 1)— + (x + 2)y = 2xe™*
dx
d
20. (x+ 222 =58y — 4xy
dx

dr
21. — + rsec 6 = cos 6
do

dpP
22.E+2IP=P+41‘—2

dy _
23. x—+ Bx+ DHy=e ¥
dx

d
4. (2 - N2 42y =(x+ 17
dx

En los problemas 25 a 30 resuelva el problema con valores ini-
ciales. Indique el intervalo I mas largo en el que estd definida

la solucion.
25. xy' +y=¢, y()=2

d
26. y—x—x= 2y,

dy y) =5

p
27. Ld—; +Ri=E, i0) =i,

L,R Ee i, constantes

ar

28. —=k(T—T,); TO) =T,
5 K w) T0) =T,

k, T vy T, constantes
d
29. (x + 1)d—y +y=Inx, y(1)=10
X

y(0) = -1

En los problemas 31 a 34 proceda como en el ejemplo 6 para
resolver el problema con valores iniciales dado. Utilice un pro-
grama de graficacion para trazar la funcién continua y(x).

30. y’ + (tan x)y = cos?x,

d
31. d—y+2y=f(x),y(0)=0, donde
X
I, 0=x=3
f(x)—{o’ =3
dy
32. —+ y =f(),y0) =1, donde
dx
1, 0=x=1
f(X)—{_l, e
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d
33. d_y + 2xy = f(x), y(0) = 2, donde
X

x, 0=x<1
0, x=1

fx) = {

d
34. (1 + x?) d—y + 2xy = f(x), y(0) = 0, donde
X

X, 0=x<1

—X, x=1

fx) = {

35. Proceda en una forma similar al ejemplo 6 para resolver el pro-
blema con valores iniciales y' + P(x)y = 4x, y(0) = 3, donde

2
P — p
(x) {_2 I

Utilice un programa de graficacién para para trazar la gra-
fica de la funcién continua y(x).

0=x=1,

x> 1.

36. Considere el problema con valores iniciales y' + ey =
f(x), y(0) = 1. Exprese la solucién del PVI para x > 0
como una integral no elemental cuando f(x) = 1. ;Cudl
es la solucién cuando f(x) = 0? ;Y cudndo f(x) = e*?

37. Exprese la solucién del problema con valores iniciales
y'=2xy = 1, y(1) = 1, en términos de erf(x).

Problemas para analizar

38. Lea nuevamente el andlisis siguiente al ejemplo 2. Cons-
truya una ecuacién diferencial lineal de primer orden
para la que todas las soluciones no constantes tienden a la
asintota horizontal y = 4 conforme x — c°.

39. Lea nuevamente el ejemplo 3 y después analice, usando
el teorema 1.2.1, la existencia y unicidad de una solucién
del problema con valores iniciales que consiste en xy’
—4y = x%"y de la condici6n inicial dada.

a) y0)=0 b) y0)=y,y,>0
€) y(x) =y,x,>0,y,>0

40. Lea nuevamente el ejemplo 4 y después determine la solu-
cién general de la ecuacion diferencial en el intervalo (—3, 3).

41. Lea nuevamente el andlisis siguiente al ejemplo 5.
Construya una ecuacion diferencial lineal de primer orden
para la que todas las soluciones son asintéticas a la recta
y = 3x — 5 conforme x — oo,

42. Lea nuevamente el ejemplo 6 y después analice por qué
es técnicamente incorrecto decir que la funcién en (13) es
una “solucién” del PVI en el intervalo [0, ©).

43. a) Construya una ecuacion diferencial lineal de primer

orden de la forma xy’ + a (x)y = g(x) paralacual y_

=c/x’y y, = x3. Dé un intervalo en el que y = x* +

¢/x* es la solucién general de la ED.

b) D€ una condicién inicial y(x,) = y, para la ED que
se determind en el inciso a) de modo que la solucién
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4.

45.
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del PVIseay = x* — 1/x°. Repita si la soluciénes y =
x>+ 2/x*. Dé un intervalo de definicién I de cada una
de estas soluciones. Trace la gréfica de las curvas so-
lucién. (Hay un problema con valores iniciales cuya
solucidn esté definida en (—oo, ©)?

¢) (Es tnico cada PVI encontrado en el inciso b)? Es decir,
puede haber mas de un solo PVI para el cual, digamos,
y = x*— 1/x, x en algin intervalo 1, es la solucién?

Al determinar el factor integrante (5), no usamos una
constante de integracién en la evaluacién de [P(x) dx.
Explique por qué usar [P(x) dx + ¢ no tiene efecto en la
solucion de (2).

Suponga que P(x) es continua en algin intervalo /'y a es un
nimero en 1. ;Qué se puede decir acerca de la solucién del
problema con valores iniciales y’ + P(x)y = 0, y(a) = 0?

Modelos matematicos

46.

47.

Series de decaimiento radiactivo El siguiente siste-
ma de ecuaciones diferenciales se encuentra en el estudio
del decaimiento de un tipo especial de series de elemen-
tos radiactivos:

dx A
= x

dt :

dy

— = Ax — Ay,
dr 1X 2y

donde A, y A, son constantes. Analice como resolver este sis-
tema sujeto a x(0) = x,, ¥(0) = y,. Lleve a cabo sus ideas.

Marcapasos de corazéon Un marcapasos de corazon
consiste en un interruptor, una bateria de voltaje cons-
tante £, un capacitor con capacitancia constante C y
un corazén como un resistor con resistencia constante
R. Cuando se cierra el interruptor, el capacitor se carga;
cuando el interruptor se abre, el capacitor se descarga en-
viando estimulos eléctricos al corazén. Todo el tiempo

el corazon se estd estimulando, el voltaje E a través del
corazon satisface la ecuacion diferencial lineal

€ _ _1
dt RC
Resuelva la ED sujeta a E(4) = E,.

Tarea para el laboratorio de computacién

48.

49.

50.

a) Exprese la solucién del problema con valores inicia-
les y' — 2xy = —1, y(0) = V7 /2, en términos de
erfc(x).

b) Utilice las tablas de un SAC para determinar el valor
de y(2). Use un SAC para trazar la grafica de la curva
solucién para el PVI en (—o, ).

a) La funcién seno integral estd definida por
Si(x) = [} (sent/t) dt, donde el integrando estd defi-
nido igual a 1 en t = 0. Exprese la solucién y(x) del
problema con valores iniciales x*y " + 2x*y = 10 sen
x, y(I) = 0 en términos de Si(x).

b) Use un SAC para trazar la grafica de la curva solu-
cion para el PVI para x > 0.

¢) Use un SAC para encontrar el valor del maximo ab-
soluto de la solucién y(x) para x > 0.

a) La integral seno de Fresnel esti definida por
S(x) = [,sen@ri?/2) dr. Exprese la solucién y(x) del
problema con valores iniciales y’ — (sen x?)y = 0,
y(0) = 5, en términos de S(x).

b) Use un SAC para trazar la grafica de la curva solu-
cién para el PVI en (—, «).

¢) Sesabe que S(x) — % conforme x —  y S(x) = — %
conforme x — — . ; A dénde tiende la solucién y(x)
cuando x — %? ;Y cuando x — —®?

d) Use un SAC para encontrar los valores del maximo
absoluto y del minimo absoluto de Ia solucién y(x).

2.4 ECUACIONES EXACTAS

REPASO DE MATERIAL

e (Cilculo de varias variables.

e Derivacion parcial e integracion parcial.
e Diferencial de una funcién de dos variables.

INTRODUCCION Aunque la sencilla ecuacion diferencial de primer orden
ydx +xdy =0
es separable, podemos resolver la ecuacién en una forma alterna al reconocer que la expresion del
lado izquierdo de la ecuacion es la diferencial de la funcién f(x, y) = xy, es decir
d(xy) = ydx + x dy.
En esta seccién analizamos ecuaciones de primer orden en la forma diferencial M(x, y) dx + N(x, y) dy

= (. Aplicando una prueba simple a M y a N, podemos determinar si M(x, y) dx + N(x, y) dy es una
diferencial de una funcién f(x, y). Si la respuesta es si, construimos f integrando parcialmente.




2.4 ECUACIONES EXACTAS ° 63

DIFERENCIAL DE UNA FUNCION DE DOS VARIABLES Si z = f(x, y) es una
funcién de dos variables con primeras derivadas parciales continuas en una regién R
del plano xy, entonces su diferencial es

af

a—fdx + —dy. (1)

d =
¢ ox Jdy

En el caso especial cuando f(x, y) = ¢, donde c es una constante, entonces la ecuaciéon
(1) implica que

a )
—fdx-l-—fa’y=0. 2)
ox Jdy

En otras palabras, dada una familia de curvas f(x, y) = ¢, podemos generar una ecua-
cion diferencial de primer orden si calculamos la diferencial de ambos lados de la
igualdad. Por ejemplo, si x> — 5xy + y* = ¢, entonces la ecuacién (2) da la ED de
primer orden

(2x — 5y)dx + (=5x + 3y*)dy = 0. 3)

UNA DEFINICION  Por supuesto, que no todas las ED de primer orden escritas en
la forma M(x, y) dx + N(x, y) dy = 0 corresponden a una diferencial de f(x, y) = c. Por
tanto para nuestros objetivos es muy importante regresar al problema anterior; en par-
ticular, si nos dan una ED de primer orden tal como la ecuacién (3), ;hay alguna forma
de reconocer que la expresion diferencial (2x — 5y) dx + (—5x + 3y?) dy es la diferen-
cial d(x* — 5xy + y*)? Si la hay, entonces una solucién implicita de la ecuacién (3) es
x> — 5xy + y? = ¢. Podemos contestar esta pregunta después de la siguiente definicion.

| DEFINICION 2.4.1 Ecuacién exacta

Una expresion diferencial M(x, y) dx + N(x, y) dy es una diferencial exacta en
una region R del plano xy si ésta corresponde a la diferencial de alguna funcién
f(x, y) definida en R. Una ecuacién diferencial de primer orden de la forma

M(x,y)dx + N(x,y)dy = 0

se dice que es una ecuacion exacta si la expresion del lado izquierdo es una
diferencial exacta.

Por ejemplo x*y* dx + x*y*> dy = 0 es una ecuacién exacta, ya que su lado iz-
quierdo es una diferencial exacta:

d (% x> y3) = x2y3 dx + x%y? dy.

Observe que si hacemos las identificaciones M(x, y) = x*y* y N(x, y) = x3y?, entonces
M /dy = 3x*y? = dN/ox. El teorema 2.4.1, que se presenta a continuacién, muestra
que la igualdad de las derivadas parciales dM/dy y dN/dx no es una coincidencia.

TEOREMA 2.4.1 Criterio para una diferencial exacta

Sean M(x, y) y N(x, y) continuas y que tienen primeras derivadas parciales con-
tinuas en una region rectangular R definida por a < x < b, ¢ <y < d. Entonces
una condicién necesaria y suficiente para que M(x, y) dx + N(x, y) dy sea una
diferencial exacta es

M 0N

ay  ox )
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PRUEBA DE LA NECESIDAD Por simplicidad suponemos que M(x, y) y N(x, y) tie-
nen primeras derivadas parciales continuas para todo (x, y). Ahora si la expresion
M(x, y) dx + N(x, y) dy es exacta, existe alguna funcién ftal que para toda x en R,

Jd Jd
M(x,y)dx + N(x,y)dy = —fdx + —fdy.
ax ay
J Jd
Por tanto M(x,y) = —f, N(x,y) = —f,
ox dy
%_3<a_f>_ﬁ_i(a_f)_£v
Y dy  dy \ox dy ox  dx \dy ax’

La igualdad de las parciales mixtas es una consecuencia de la continuidad de las pri-
meras derivadas parciales de M(x, y) y N(x, y). [ |

La parte de suficiencia del teorema 2.4.1 consiste en mostrar que existe una fun-
cién f para la que of/ox = M(x, y) y df/dy = N(x, y) siempre que la ecuacion (4) sea
vélida. La construccién de la funcién f en realidad muestra un procedimiento basico
para resolver ecuaciones exactas.

METODO DE SOLUCION  Dada una ecuacién en la forma diferencial M(x, y) dx +
N(x, y) dy = 0, determine si la igualdad de la ecuacién (4) es valida. Si es asi, entonces
existe una funcioén f para la que

)
é = M(x, y).

Podemos determinar f integrando M(x, y) respecto a x mientras y se conserva cons-
tante:

fo,y) = fM(x, ) dx + g(y), )

donde la funcién arbitraria g(y) es la “constante” de integracién. Ahora derivando

(5) respecto a y y suponiendo que 9f/dy = N(x, y):
af d ,
—=—| M, y)dx + g'(y) = N(x, y).
dy  dy

Se obtiene g'(y) = N(x,y) — :—ny(x, y) dx. (6)

Por ultimo, se integra la ecuacién (6) respecto a y y se sustituye el resultado en la
ecuacion (5). La solucién implicita de la ecuacion es f(x, y) = c.

Haremos algunas observaciones en orden. Primero, es importante darse cuenta de
que la expresion N(x, y) — (8/dy) [ M(x, y) dx en (6) es independiente de x, ya que

9 a N 9 (0 N oM
Py N(X’Y)——fM(x,y)dx =———<— M(x,y)dx>:———:
ox By ox  dy \ox ox  ay

Segunda, pudimos iniciar bien el procedimiento anterior con la suposicién de que 9f/dy
= N(x, y). Después, integrando N respecto a y y derivando este resultado, encontraria-
mos las ecuaciones que, respectivamente, son andlogas a las ecuaciones (5) y (6),

P
fl,y) = fN(x, ) dy + h(x) y h'(x) = M(x,y) — aJN(x, y) dy.

En ninguno de ambos casos se deben memorizar estas formulas.
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I EJEMPLO T Resolviendo una ED exacta

Resuelva 2xy dx + (x> — 1) dy = 0.

SOLUCION  Con M(x, y) = 2xy y N(x, y) = x> — 1 tenemos que

oM oN
dy ax’

Asi la ecuacion es exacta y por el teorema 2.4.1 existe una funcién f(x, y) tal que

a
—f=2xy y —=x2—1.
ox Jdy

Al integrar la primera de estas ecuaciones, se obtiene:

f,y) =xy + g ).

Tomando la derivada parcial de la dltima expresién con respecto a y y haciendo el
resultado igual a N(x, y) se obtiene

d
) =x+g()=x*—1. <Ny
dy

Se tiene que g'(y) = —1y g(y) = —y. Por tanto f(x, y) = x%y — y, asi la solucién de
la ecuacioén en la forma implicita es x>y — y = ¢. La forma explicita de la solucién se
ve facilmente como y = ¢/(1 — x°) y estd definida en cualquier intervalo que no con-
tenganiax = lniax = —1. [ ]

NOTA La solucién de la ED en el ejemplo 1 no es f(x, y) = x%y — y. Sino que es
f(x, y) = ¢; si se usa una constante en la integracién de g'(y), podemos escribir la
solucién como f(x, y) = 0. Observe que la ecuacién también se podria haber resuelto
por separacién de variables.

I EJEMPLO 2 Solucién de una ED exacta

Resuelva (e? — y cos xy) dx + (2xe® — x cos xy + 2y) dy = 0.
SOLUCION La ecuacién es exacta ya que

oM ” oN
— = 2e” + xysenxy — cosxy = .
dy ox

Por tanto existe una funcién f(x, y) para la cual

a )
M(x, y) = i y Ny = a—i.

Ahora, para variar, comenzaremos con la suposicién de que 9f /dy = N(x, y); es decir

af

— = 2xe® — xcosxy + 2y
ay

flx,y) = 2xfezydy —xfcosxya’y-f— 2fydy.
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A J/

FIGURA 2.4.1 Algunas gréficas
de los miembros de la familia
yA(1 — x%) — cos>x = c.

Recuerde que la razén por la que x sale del simbolo [ es que en la integracién respecto
a y se considera que x es una constante ordinaria. Entonces se tiene que

flx,y) = xe® — senxy + y*+ h(x)

J
a—f = e —ycosxy + h'(x) = e¥ — ycosxy, < M y)
X

y asi h'(x) = 0 o h(x) = c. Por tanto una familia de soluciones es

xe® — sen xy + y*+ ¢ = 0. |

I EJEMPLO 3 Problema con valores iniciales

dy xy*> — cosxsenx
Resuelva — = —————, 0) = 2.
dx (1 — ) YO
SOLUCION Al escribir la ecuacién diferencial en la forma

(cosxsenx — xy?) dx + y(1 —x»)dy =0,

reconocemos que la ecuacion es exacta porque

oM oN
— = —2xy=—.
ay ox
dJ
Ahora I y(l — x?)
dy

y2
fxy) = E(l —x%) + h(x)

)
a_f = —xy> + h'(x) = cosxsenx — xy?
X

La dltima ecuacién implica que & '(x) = cos x sen x. Integrando se obtiene

h(x) = —J(cos x)(—sen x dx) = —%coszx.

2
1
Por tanto %(1 —x) - Ecoszx = ¢ 0 y*(1 — x%) — cos’x = c, @)

donde se sustituye 2¢, por ¢. La condicién inicial y = 2 cuando x = 0 exige que
4(1) — cos? (0) = ¢, y por tanto ¢ = 3. Una solucién implicita del problema es enton-
ces y*(1 — x?) — cos?x = 3.

En la figura 2.4.1, la curva solucién del PVI es la curva dibujada en azul oscuro, y
forma parte de una interesante familia de curvas. Las graficas de los miembros de la fa-
milia uniparamétrica de soluciones dadas en la ecuacion (7) se puede obtener de diferen-
tes maneras, dos de las cuales son utilizando un paquete de computacion para trazar gra-
ficas de curvas de nivel (como se analiz6 en la seccién 2.2) y usando un programa de
graficacion para dibujar cuidadosamente la grafica de las funciones explicitas obtenidas
para diferentes valores de ¢ despejando a y de y> = (¢ + cos?x)/(1 — x?) para y. |

FACTORES INTEGRANTES Recuerde de la seccion 2.3 que el lado izquierdo de la
ecuacion lineal y’ + P(x)y = f(x) se puede transformar en una derivada cuando mul-
tiplicamos la ecuacién por el factor integrante. Esta misma idea bdsica algunas veces
funciona bien para una ecuacién diferencial no exacta M(x, y) dx + N(x, y) dy = 0.
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Es decir, algunas veces es posible encontrar un factor integrante w(x, y) de manera
que, después de multiplicar el lado izquierdo de

px, Y)M(x, y) dx + p(x, y)N(x, y) dy = 0 (8)

es una diferencial exacta. En un intento por encontrar u, regresamos al criterio (4) de
la exactitud. La ecuacidn (8) es exacta si y s6lo si (MM)y = (uN),, donde los subindi-
ces denotan derivadas parciales. Por la regla del producto de la derivacién la dltima
ecuacion es la misma que pM, +puM=uN + unNo

wN = p M= M, = N)u. ©

Aunque M, N, My N son funciones conocidas de x y y, la dificultad aqui al determinar
la incégnita w(x, y) de la ecuacion (9) es que debemos resolver una ecuacién diferencial
parcial. Como no estamos preparados para hacerlo, haremos una hipétesis para simpli-
ficar. Suponga que w es una funcién de una variable; por ejemplo, u depende sélo de x.
En este caso, i = du/dxy m, =0, asila ecuacion (9) se puede escribir como
Z—M = M"—’ N, M. (10)
X N

Estamos atin en un callejon sin salida si el cociente (M, — N ) /N depende tanto de x
como de y. Sin embargo, si después de que se hacen todas las simplificaciones alge-
braicas el cociente (M, — N)) /N resulta que depende sélo de la variable x, entonces la
ecuacion (10) es separable asi como lineal. Entonces de la seccidon 2.2 o de la seccién
2.3 tenemos que w(x) = /M NIMdx - Apdlogamente, de la ecuacion (9) tenemos que
si u depende sélo de la variable y, entonces

d_;L_Nx—My

) 11
dy v M (11)

En este caso, si (N, — M )/M es una funcién sélo de y, podemos despejar u de la
ecuacion (11). '
Resumiendo estos resultados para la ecuacion diferencial.
M(x,y)dx + N(x,y)dy = 0. (12)

e Si(M —N) /N es una funcién sélo de x, entonces un factor integrante para
la ecuacion (12) es

px) =e Vo (13)
* Si(N, — My) /M es una funcién solo de y, entonces un factor integrante de (12) es
(N—M,

M dy

p(y) =e’ . (14)

I EJEMPLO 4 Una ED no exacta hecha exacta

La ecuacioén diferencial no lineal de primer orden
xydx + 2x>+ 3y> —20)dy =0
es no exacta. Identificando M = xy, N = 2x*> + 3y? — 20, encontramos que las deriva-
das parciales M = xy N_= 4x. El primer cociente de la ecuacién (13) no nos conduce
anada, ya que
M, — N,

y X

N 222+3y2—20 222+ 3y’ — 20

x — 4dx —3x

depende de x y de y. Sin embargo, la ecuacion (14) produce un cociente que depende
sélo de y:
N.—M, 4x—x 3x 3

M Xy xy |y
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El factor integrante es entonces e/3%/y = g3 = ¢’ = y3 Después de multiplicar la
ED dada por u(y) = y* la ecuacidn resultante es

xy*dx + 2x%y3 + 3y° — 20y%) dy = 0.

Usted deberia comprobar que la tdltima ecuacién es ahora exacta asi como mostrar,
usando el método que se presentd en esta seccion, que una familia de soluciones es

"

x2y* + %y(’ — 5yt =c.

N =

I COMENTARIOS

i) Cuando pruebe la exactitud de una ecuacion, se debe asegurar que tiene exac-
tamente la forma M(x, y) dx + N(x, y) dy = 0. Algunas veces una ecuacion dife-
rencial se escribe como G(x, y) dx = H(x, y) dy . En este caso, primero rescriba
como G(x, y) dx — H(x, y) dy = 0y después identifique M(x, y) = G(x,y) y N(x,
y) = —H(x, y) antes de utilizar la ecuacién (4).

ii) En algunos libros de ecuaciones diferenciales el estudio de las ecuaciones
exactas precede al de las ED lineales. Entonces el método que acabamos de des-
cribir para encontrar los factores integrantes se puede utilizar para deducir un
factor integrante paray’ + P(x) y = f(x). Reescribiendo la dltima ecuacion en la
forma diferencial (P(x)y — f(x)) dx + dy = 0, vemos que

M, NX_P
N = P(x).

A partir de la ecuacion (13) hemos obtenido el conocido factor integrante e/,
utilizado en la seccién 2.3.

E] E RC | C | O S 2 . 4 Las respuestas a los problemas con niimero impar comienzan en la pdgina RES-2.

En los problemas 1 a 20 determine si la ecuacion diferencial 12. Bx*y + e)dx + (x> + xe* — 2y)dy =0
dada es exacta. Si lo es, resuélvala.

dy .
1. 2x— Ddx+ @y +7)dy=0 13 x—" = 2ve -y + 6x?
2. 2x+y)dx—(x+6y)dy=0 » (1_2_’_ )Q_F —2_1
3. (5x + 4y) dx + (4x — 8y¥) dy = 0 ' y Hlax Y T %
4. (seny —ysenx)dx + (cosx + xcosy —y)dy =0 1 dx
15. <x2y3——2 — +x?=0
5. Qxy? = 3)dx+ 2x}y +4)dy =0 1+ 9x%/ dy

1 d . - ,— =

6. <2y——+cos3x)d—y+12—4x3+3ysen3x:0 16. Gy =20y = 2y =0

X X X

17. (tanx — senx seny) dx + cosxcosydy = 0

7. x> = y)dx+ (x*—2xy)dy =0
y 18. (2ysenxcosx — y + 2y%™)dx
8. <1 + Inx + —>dx = —Inx)dy
x = (x — sen’x — 4xye™’)dy
9. (x —y* + y?senx)dx = (3xy* + 2y cos x) dy
10. (x> + y¥) dx + 3xy*dy = 0 19. 4Py — 15 —y)dt+ (t* + 3y* =) dy =0

<1+1 Y )dt+< M )d
p— —_— e =
T S 4 2+ 2 Y

=

1
11. (ylny—e"‘")dx+<—+xlny>dy=0 20.
y



En los problemas 21 a 26 resuelva el problema con valores
iniciales.

21. (x +y)dx+ 2xy +x2—1)dy=0, y(1)=1

22. (e*ty)dx+Q2+x+ye)dy=0, y0)=1

23. 4y +2t—5)dt+ 6y +4t—1)dy=0, y(—1)=2
3y2—t2>dy t

24, | ——— | =+ — =0, H=1
( )3 a2 y(1)

25. (y*cosx — 3x%*y — 2x) dx
+ ysenx —x*+Iny)dy=0, y0)=e

26 < ! + 2 >dy =y(y + ), ¥(0) =1
. — - = n =
T+ cos X Xy Ix y(y + senx), y

En los problemas 27 y 28 determine el valor de k para el que
la ecuacion diferencial es exacta.

27. (y* + kxy* — 2x) dx + Bxy* + 20x%y¥) dy = 0
28. (6xy3 + cosy)dx + (2kx*>y* — xseny)dy = 0
En los problemas 29 y 30 compruebe que la ecuacién dife-
rencial dada es no exacta. Multiplique la ecuacion diferencial

dada por el factor integrante indicado w(x, y) y compruebe que
la nueva ecuacién es exacta. Resuelva.

29. (—xysenx + 2ycosx)dx + 2xcosxdy = 0;
p(x, y) = xy

30. (x*+ 2xy — y)dx + (> + 2xy — x2) dy = 0;
px,y) = (x+y)7?

En los problemas 31 a 36 resuelva la ecuacién diferencial dada
determinando, como en el ejemplo 4, un factor integrante ade-
cuado.

31. 2>+ 3x)dx +2xydy =0
32. yx+y+ Ddx+ (x+2y)dy =0
33. 6xydx + 4y +9x¥)dy =0

2
34. cosxdx + <1 +—> senxdy =0
y

35. (10 —6y +e3)dx—2dy=0
36. (> +xy)dx+ (5> —xy+y’seny)dy =0
En los problemas 37 y 38 resuelva el problema con valores

iniciales determinando, como en el ejemplo 5, un factor inte-
grante adecuado.

37. xdx + (x*y +4y)dy =0, y4) =0
38. 2+ y2—5)dx=(y+xydy, y0)=1

39. a) Demuestre que una familia de soluciones uniparamé-
trica de soluciones de la ecuacién

(4xy + 3x¥) dx + 2y +2x)dy =0
esx’+ 2xy +y?=vc.

2.4 ECUACIONES EXACTAS ° 69

b) Demuestre que las condiciones iniciales y(0) = =2y
y(1) = 1 determinan la misma solucién implicita.

¢) Encuentre las soluciones explicitas y (x) y y,(x) de la
ecuacion diferencial del inciso a) tal que y (0) = =2
y ¥,(1) = 1. Utilice un programa de graficacion para
trazar la grifica de y,(x) y y,(x).

Problemas para analizar

40. Considere el concepto de factor integrante utilizado en
los problemas 29 a 38. ;Son las dos ecuaciones Mdx + N
dy =0y uM dx + uN dy = 0 necesariamente equivalen-
tes en el sentido de que la solucién de una es también una
solucién de la otra? Analice.

41. Lea nuevamente el ejemplo 3 y después analice por qué
podemos concluir que el intervalo de definicién de la so-
lucién explicita del PVI (curva azul de la figura 2.4.1) es

=1, 1.

42. Analice cémo se pueden encontrar las funciones M(x, y) y
N(x, y) tal que cada ecuacién diferencial sea exacta. Lleve
a cabo sus ideas.

1
a) M(x,y)dx + <xe"y + 2xy + —> dy =0
X

X
b x*l/2 2 4
)< Yoty

)dx + Nx,y)dy =0

y

43. Algunas veces las ecuaciones diferenciales se re-
suelven con una idea brillante. Este es un pe-
quefio ejercicio de inteligencia: aunque la ecuacion
(x — Vx> + y») dx + ydy = 0 no es exacta, demuestre
c6mo el reacomodo (x dx + y dy) /Vx* + y* =dxyla
observacion %d(x2 + y?) = xdx + y dy puede conducir a
una solucién.

44. Verdadero o falso: toda ecuacién de primer orden separa-
ble dy/dx = g(x)h(y) es exacta.

Modelos matematicos

45. Cadena cayendo Una parte de una cadena de 8 pies de
longitud estd enrollada sin apretar alrededor de una cla-
vija en el borde de una plataforma horizontal y la parte
restante de la cadena cuelga descansando sobre el borde
de la plataforma. Vea la figura 2.4.2. Suponga que la lon-
gitud de la cadena que cuelga es de 3 pies, que la cadena
pesa 2 Ib/pie y que la direccién positiva es hacia abajo.
Comenzando en t = 0 segundos, el peso de la cadena que
cuelga causa que la cadena sobre la plataforma se desenro-
lle suavemente y caiga al piso. Si x(f) denota la longitud de
la cadena que cuelga de la mesa al tiempo ¢ > 0, entonces
v = dx/dt es su velocidad. Cuando se desprecian todas las
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fuerzas de resistencia se puede demostrar que un modelo
matematico que relaciona a v con x estd dado por

a)

b)

d
o 42 =30k
dx

Rescriba este modelo en forma diferencial. Proceda
como en los problemas 31 a 36 y resuelva la ED para
v en términos de x determinando un factor integrante
adecuado. Determine una solucién explicita v(x).

Determine la velocidad con que la cadena abandona
la plataforma.

clavija

Tarea para el laboratorio de computacién

46. Lineas de flujo

a)

La solucién de la ecuacion diferencial

y2_x2

dx+|:l+(xz+—yz)2:|dy:0

es una familia de curvas que se pueden interpretar
como lineas de flujo de un fluido que discurre alrede-
dor de un objeto circular cuya frontera esta descrita
por la ecuacién x* + y* = 1. Resuelva esta ED y ob-
serve que la solucién f(x, y) = ¢ parac = 0.

2xy
(xz + y2)2

FIGURA 2.4.2 Cadena desenrollada del problema 45.

borde de la
plataforma

b) Useun SAC para dibujar las lineas de flujo parac = 0,
*0.2, £0.4, =0.6 y =0.8 de tres maneras diferentes.
Primero, utilice el contourplot de un SAC. Segundo,
despeje x en términos de la variable y. Dibuje las dos
funciones resultantes de y para los valores dados de
¢, y después combine las graficas. Tercero, utilice el
SAC para despejar y de una ecuacion cibica en térmi-
nos de x.

2.5

SOLUCIONES POR SUSTITUCION

REPASO DE MATERIAL

e Técnicas de integracion.
e Separacién de variables.

e Solucién de ED.

INTRODUCCION Normalmente resolvemos una ecuacién diferencial reconociéndola dentro de
una cierta clase de ecuaciones (digamos separables, lineales o exactas) y después aplicamos un proce-
dimiento, que consiste en pasos matemdticos especificos para el tipo de ecuacion que nos conducen
a la solucién de la misma. Pero no es inusual que nos sorprenda el tener una ecuacién diferencial que
no pertenece a alguna de las clases de ecuaciones que sabemos cémo resolver. Los procedimientos
que se analizan en esta seccion pueden ser Utiles en este caso.

SUSTITUCIONES Con frecuencia el primer paso para resolver una ecuacién diferen-
cial es transformarla en otra ecuacion diferencial mediante una sustitucién. Por ejemplo,
suponga que se quiere transformar la ecuacion diferencial de primer orden dy/dx = f(x,
y) sustituyendo y = g(x, u), donde u se considera una funcién de la variable x. Si g tiene
primeras derivadas parciales, entonces, usando la regla de la cadena

dy _dgds
dx dxdx

dg du dy du
ou dx obtenemos i = g.(x,u) + g,(x,u) I
Al sustituir dy/dx por la derivada anterior y sustituyendo y en f{(x, y) por g (x, u), obte-
nemos laED dy/dx = f(x, y) que se conviertenen g (x,u) + g (x, u) % = f(x,g(x,u)),la
cual, resuelta para d—z, tiene la forma Z—u = F(x, u). Si podemos determinar una solu-

cion u = ¢(x) de esta ultima ecuacidn, entonces una solucion de la ecuacion diferen-
cial original es y(x) = g(x, ¢(x)).

En el andlisis siguiente examinaremos tres clases diferentes de ecuaciones dife-
renciales de primer orden que se pueden resolver mediante una sustitucion.
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ECUACIONES HOMOGENEAS Si una funcién f tiene la propiedad f(7x, 1y) =
1“f(x, y) para algin nimero real «, entonces se dice que es una funcién homogénea de
grado a. Por ejemplo f(x, y) = x* + y* es una funcién homogénea de grado 3, ya que

flx, ty) = (tx)* + (ty)* = £(x* + y?) = £f(x, y),

mientras que f(x, y) = x* + y* + 1 es no homogénea. Una ED de primer orden en
forma diferencial

M(x,y)dx + N(x,y)dy =0 (1)

se dice que es homogénea” si ambas funciones coeficientes M y N son ecuaciones ho-
mogéneas del mismo grado. En otras palabras, la ecuacion (1) es homogénea si

M(tx, ty) = t*M(x,y) 'y N(tx, ty) =1*N(x, y).
Ademads, si M y N son funciones homogéneas de grado «, podemos escribir

M(x,y) = x*M(1,u) y N(,y)=x*N(,u) dondeu = y/x, 2)

M(x,y) = y*M(v, 1) y N(x,y)=y"N(,1) dondev = x/y. 3)

Vea el problema 31 de los ejercicios 2.5. Las propiedades (2) y (3) sugieren las sus-
tituciones que se pueden usar para resolver una ecuacioén diferencial homogénea. En
concreto, cualquiera de las sustituciones y = ux o x = vy, donde u# y v son las nuevas
variables dependientes, reducirdn una ecuacién homogénea a una ecuacién diferencial
de primer orden separable. Para mostrar esto, observe que como consecuencia de (2)
una ecuacion homogénea M(x, y)dx + N(x, y)dy = 0 se puede reescribir como

x*M(1, u) dx + x*N(1,u) dy = 0 o bien M1, u)dx + N(1,u)dy =0,

donde u = y/x 0 y = ux. Sustituyendo la diferencial dy = u dx + x du en la dltima
ecuacion y agrupando términos, obtenemos una ED separable en las variables u y x:

M1, u)dx + N(1, u)[u dx + xdu] = 0
[M(1, u) + uN(1, u)] dx + xN(1, u) du = 0

d_x N(1, u) du B
X M(1, u) + uN(1, u)

En este momento le damos el mismo consejo que en las secciones anteriores. No memo-
rice nada de aqui (en particular la dltima férmula); mds bien, cada vez siga el procedi-
miento. Pruebe a partir de la ecuacion (3) que las sustituciones x = vyy dx = vdy + y dv
también conducen a una ecuacion separable siguiendo un procedimiento similar.

I EJEMPLO T Solucién de una ED homogénea

Resuelva (x> + y?) dx + (x> — xy) dy = 0.

SOLUCION Examinando a M(x, y) = x> + y? y a N(x, y) = x> — xy se muestra que
estas funciones coeficientes son homogéneas de grado 2. Si hacemos y = ux, entonces

“Aqui la palabra homogénea no significa lo mismo que en la seccién 2.3. Recuerde que una ecuacién lineal
de primer orden 4, (x)y’ + ao(x)y = g(x) € homogénea cuando g(x) = 0.
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dy = u dx + x du, de modo que después de sustituir, la ecuacién dada se convierte en
o+ D) dx + (% — uxd)[udx + xdu] =0

X1+ uwde+ X1 —u)du=0

2
—1 + du + ﬂ = (). < divisién larga
1 +u X
Después de integrar la ltima ecuacién se obtiene

—u + 21In|1 + u| + In|x| = In|c]|

—X-I— 21n
X

1+ X‘ + ln|x| = 1n|c|. < sustituyendo de nuevo u = y/x
X

Utilizando las propiedades de los logaritmos, podemos escribir la solucién anterior como

(x + y)?
CcX

Y

In == 0 (x + y)? = cxe™ [ ]
X

Aunque cualquiera de las soluciones indicadas se puede usar en toda ecuacion
diferencial homogénea, en la prictica se intenta con x = vy cuando la funcién M(x, y)
sea mds facil que N(x, y). También podria ocurrir que después de utilizar una sustitu-
cién, podemos encontrar integrales que son dificiles o imposibles de evaluar en forma
cerrada; y el cambiar las sustituciones puede facilitar el problema.

ECUACION DE BERNOULLI La ecuacién diferencial

dy g
—+ Py = f(x)y", 4)
dx

donde n es cualquier nimero real, se llama ecuacién de Bernoulli. Observe que para
n=0yn=1,laecuacion (4) es lineal. Paran + 0 y n # 1 la sustitucién u = y' "
reduce cualquier ecuacion de la forma (4) a una ecuacion lineal.

I EJEMPLO 2 Solucién de una ED de Bernoulli

d
Resuelva x = + y = x%y%
dx

SOLUCION Primero reescribimos la ecuacién como

dy 1

dx x

al dividir entre x. Con n = 2 tenemos u = y~'oy = u~'. Entonces sustituimos

dy _dydu _ _ ,du
dx dudx " dx

< Regla de la cadena

en la ecuacién dada y simplificando. El resultado es

du 1
— ——u= —x.
X

dx



y
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FIGURA 2.5.1

Y= (=2 +y)?

Algunas soluciones de

- 7.
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El factor integrante para esta ecuacion lineal en, digamos, (0, ) es

e*fdx/x = ¢ Inx = elnx’I =x L
Int d d [x~u] 1
ntegrando — ] = —
& dx
se obtiene x™'u = —x + cou = —x? + cx. Puesto que u = y~!, tenemos que y = 1/u,
asi una solucién de la ecuacién dadaes y = 1/(—x> + cx). |

Observe que no hemos obtenido una solucién general de la ecuacién diferencial
no lineal original del ejemplo 2 ya que y = 0 es una solucién singular de la ecuacion.

REDUCCION A SEPARACION DE VARIABLES Una ecuacién diferencial de la
forma

dy )
— = f(Ax + By + C) 5)

Se puede siempre reducir a una ecuacién con variables separables por medio de la
sustitucion u = Ax + By + C, B # 0. El ejemplo 9 muestra la técnica.

I EJEMPLO 3 Un problema con valores iniciales

d
Resuelva d—i; =(-2x+y»>—-17, y0)=0.

SOLUCION  Sihacemos u = —2x + y, entonces du/dx = —2 + dy/dx, por lo que la
ecuacion diferencial se expresa como

du du
—+2=ur—7 —=u’-09.
dx " © dx "

La dltima ecuacidn es separable. Utilizando fracciones parciales

du , 171 N
—_— = [¢) — —_— -
w—-3Hu+3 6lu—3 u+3|" ™Y

y después de integrar se obtiene

| —

u—3
u+3

(O8]

u—
u-+3

— 6x+6¢, — 6x <— sustituyendo ¢ por ¢
In e ce y p

=x+c o
6 ‘ !

Despejando u de la dltima ecuacién y resustituyendo a u en términos de x y y, se ob-
tiene la solucién

3(1 + ce® 3(1 + ced*
e g e ©)

1 — cé 1 — ce

Por dltimo, aplicando la condicién inicial y(0) = 0 a la dltima ecuacién en (6) se ob-

tiene ¢ = —1. La figura 2.5.1, obtenida con la ayuda de un programa de graficacion,
. . 31— e,
muestra en azul oscuro la grafica de la solucién particular y = 2x + R junto
e

con las gréficas de algunos otros miembros de la familia de soluciones (6). |



74 °

CAPITULO 2 ECUACIONES DIFERENCIALES DE PRIMER ORDEN

EJERCICIOS 2.5

Las respuestas a los problemas con niimero impar comienzan en la pdgina RES-2.

Cada una de las ED de los problemas 1-14 es homogénea.

En los problemas 1 a 10 resuelva la ecuacién diferencial dada
usando las sustituciones adecuadas.

1. x—y)dx+xdy=0
3. xdx+(y—2x)dy=0
5. (y*+yx)dx —x*dy =0
6. (V¥ +yx)dx+x*dy=0

2. x+ydx+xdy=0
4. ydx =2(x + y)dy

g D _y =X
Tdx  y+x
3 d_y_x+3y
“Tdx 3x+y

9. —ydx+(x+ V)Ty)dy=0

d
10. xd—y=y+ Vxr—y4, x>0
X
En los problemas 11 a 14 resuelva el problema con valores
iniciales dado.

d
1. 022 =y -2,

U y) =2

dx
12. &+ 2y2)5 =xy, y(=D=1

13. (x + ye™) dx — xe**dy =0, y(1)=0
14. ydx + x(Inx —Iny—1)dy =0, y(l)=e

Cada una de las ED de los problemas 15 a 22 es una ecuacion
de Bernoulli.

En los problemas 15 a 20 resuelva la ecuacién diferencial
dada usando una sustitucién adecuada.
dy

1
15.x—+y:—2
y

dy
16. — — y = %
dx dx yoey

d d
17. 2= yxy?* —1) 18. xd—y — (1 +x)y=x)
x

dx

d
19. tz—y+y2 =ty

dy
20. 3(1 + &) — =2mr(y* — 1
o ( )dt y(y )

En los problemas 21 y 22 resuelva el problema con valores
iniciales dado.

d
21. xzﬁ —2xy =3y, y(l) = %

dy
22. y”za +y2 =1, y0) =4

Cada una de las ED de los problemas 23 a 30 es de la forma
dada en la ecuacion (5).

En los problemas 23 a 28 resuelva la ecuacién diferencial
dada usando una sustitucién adecuada.
dy _l-x-y

dy
23, —=(@x+y+1)? 24,
dx (rty ) dx x+ty

dy

d
25. — = tan’(x + y) 2. &= sen(x + y)
dx dx

d d
27. D o1y 3 28 Do
dx dx

En los problemas 29 y 30 resuelva el problema con valores
iniciales dado.

dy
29, o cos(x +y), y(0) = m/4

dy  3x+12y

30. =—
dx 3x+2y+2

1 = -1

Problemas para analizar

31. Explique por qué es posible expresar cualquier ecuacion di-
ferencial homogénea M(x, y) dx + N(x, y) dy = 0 en la forma

d
dy _ F(z),
dx X
Podria comenzar por demostrar que
M(x,y) = x*M(1, y/x) y N(x,y) = x*N(1, y/x).

32. Ponga la ecuacién diferencial homogénea
(5x* =2y dx —xydy =0
en la forma dada en el problema 31.

33. a) Determine dos soluciones singulares de la ED en el

problema 10.

b) Sila condicién inicial y(5) = 0 es como se indic6 para
el problema 10, entonces ;cudl es el intervalo / de de-
finicién mas grande en el cual estd definida la solu-
ci6én? Utilice un programa de graficacion para obtener
la gréfica de la curva solucién para el PVL

34. En el ejemplo 3 la solucién y(x) es no acotada conforme
x — *o, Sin embargo, y(x) es asintdtica a una curva con-
forme x — —o y a una diferente curva conforme x — ce.
(Cudles son las ecuaciones de estas curvas?

35. La ecuacién diferencial dy/dx = P(x) + Q(x)y + R(x)y?
se conoce como la ecuacion de Riccati.

a) Una ecuacién de Riccati se puede resolver por dos
sustituciones consecutivas, siempre y cuando conoz-



camos una solucién particular, y,» de la ecuacion.
Muestre que la sustitucion y = y, + u reduce la ecua-
cion de Riccati a una ecuacion de Bernoulli (4) con
n = 2. La ecuacién de Bernoulli se puede entonces

reducir a una ecuacion lineal sustituyendo w = u~".

b) Determine una familia uniparamétrica de soluciones
de la ecuacion diferencial

dy 4 1

= —— — —y 4+ 2
dx 2 7

donde y, = 2/x es una solucién conocida de la ecua-
cién.
36. Determine una sustitucion adecuada para resolver

xy" =y In(xy).

Modelos matematicos

37. Cadena cayendo En el problema 45 de los ejercicios
2.4 vimos que un modelo matemadtico para la velocidad v

38.
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de una cadena que se desliza por el borde de una plata-
forma horizontal es

%
— +v? = 32x.
xvdx v X

En ese problema se le pidié que resolviera la ED convir-
tiéndola en una ecuacién exacta usando un factor inte-
grante. Esta vez resuelva la ED usando el hecho de que es
una ecuacién de Bernoulli.

Crecimiento de la poblacién En el estudio de la pobla-
cién dindmica uno de los mds famosos modelos para un
crecimiento poblacional limitado es la ecuacién logistica

i P( bP)
il YO i
dt

donde a y b son constantes positivas. Aunque retomaremos
esta ecuacion y la resolveremos utilizando un método al-
ternativo en la seccion 3.2, resuelva la ED por esta primera
vez usando el hecho de que es una ecuacién de Bernoulli.

26! UN METODO NUMERICO

mas extenso de los métodos numéricos.

INTRODUCCION  Una ecuacién diferencial dy/dx = f(x, y) es una fuente de informacién. Comen-
zaremos este capitulo observando que podriamos recolectar informacién cualitativa de una ED de
primer orden respecto a sus soluciones aun antes de intentar resolver la ecuacién. Entonces en las sec-
ciones 2.2 a 2.5 examinamos a las ED de primer orden analiticamente, es decir, desarrollamos algunos
procedimientos para obtener soluciones explicitas e implicitas. Pero una ecuacién diferencial puede
tener una solucién aun cuando no podamos obtenerla analiticamente. Asi que para redondear el esquema
de los diferentes tipos de andlisis de las ecuaciones diferenciales, concluimos este capitulo con un mé-
todo con el cual podemos “resolver” la ecuacién diferencial numéricamente; esto significa que la ED se
utiliza como el principio basico de un algoritmo para aproximar a la solucién desconocida.

En esta seccién vamos a desarrollar inicamente el méas sencillo de los métodos numéricos, un
método que utiliza la idea de que se puede usar una recta tangente para aproximar los valores de una
funcién en una pequeiia vecindad del punto de tangencia. En el capitulo 9 se presenta un tratamiento

USANDO LA RECTA TANGENTE  Suponemos que el problema con valores iniciales

Y =1y, yx) =y, (D

tiene una solucién. Una manera de aproximar esta solucion es usar rectas tangentes. Por
ejemplo, sea que y(x) denote la solucién incognita para el problema con valores inicia-
les y/ = 0.1Vy + 0.4x% y(2) = 4. Laecuacion diferencial no lineal en este PVI no
se puede resolver directamente por cualquiera de los métodos considerados en las sec-
ciones 2.2, 2.4 y 2.5; no obstante, atin podemos encontrar valores numéricos aproxi-
mados de la incégnita y(x). En concreto, supongamos que deseamos conocer el valor
de y(2, 5). E1 PVI tiene una solucién y como el flujo del campo direccional de la ED
en la figura 2.6.1a sugiere, una curva solucién debe tener una forma similar a la curva
que se muestra en azul.

El campo direccional de la figura 2.6.1a se gener6 con elementos lineales que pasan
por puntos de una malla de coordenadas enteras. Puesto que la curva solucion pasa por el
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curva solucién

(1 y(x1))

(0> y0) \

pendiente = f(xg, yo)
|

\

|
|
|
~—h—
| |

X0 X]:)Co+h X

FIGURA 2.6.2  Aproximacién de y(x,)

usando una recta tangente.

punto inicial (2, 4), el elemento lineal en este punto es una recta tangente con pendiente
dada por f(2,4) = 0.1V4 + 0.4(2)? = 1.8. Como se muestra en la figura 2.6.1a y el
“zoom in” (acercamiento) de la figura 2.6.1b, cuando x estd cerca de 2, los puntos en la
curva solucién estdn cerca de los puntos de la recta tangente (el elemento lineal). Utilizando
el punto (2, 4), 1a pendiente f(2, 4) = 1.8 y la forma punto pendiente de una recta, encon-
tramos que una ecuacion de la recta tangente es y = L(x), donde L(x) = 1.8x + 0.4. Esta
ultima ecuacién se llama linealizacion de y(x) en x = 2 que se puede utilizar para aproxi-
mar los valores dentro de una pequefia vecindad de x = 2. Siy, = L(x,) denota la coorde-
nada y en la recta tangente y y(x ) es la coordenada y de la curva soluci6n correspondiente
auna coordenada x, X, que estd cerca de x = 2, entonces y(x,) = y,. Si elegimos, x, = 2.1,
entonces y, = L(2.1) = 1.8(2.1) + 0.4 = 4.18, entonces y(2.1) =~ 4.18.

— :
Y i o
-
@/ curva >N
4t / - 1 / solucion N
/ \
! \
/ el " . \
| pendiente |
\ = !
N A4 \ m=18 ,
\ /
/ \ J
v AN
AN //
~ //
£ = T
7 X
-2

b) elemento lineal
en (2,4).

a) campo direccional para y = 0.

FIGURA 2.6.1

Amplificacién de una vecindad del punto (2, 4).

METODO DE EULER Para generalizar el procedimiento que acabamos de ilustrar,
usamos la linealizacién de una solucién incdgnita y(x) de (1) en x = x;;:

L(x) = yo + f(x0, yo)(x — Xo). 2)

La gréfica de esta linealizacion es una recta tangente a la grafica de y = y (x) en el punto
(x> y,)- Ahora hacemos que £ sea un incremento positivo del eje x, como se muestra en
la figura 2.6.2. Entonces sustituyendo x por x, = x, + & en la ecuacion (2), obtenemos

L(xy) = yo + f(x0, yo)(xo + h — xp) 0

donde y, = L(x)). El punto (x,, y,) en la recta tangente es una aproximacion del
punto (x,, y(x,)) sobre la curva solucion. Por supuesto, la precisién de la aproxima-
cién L(x ) = y(x) o y, = y(x ) depende fuertemente del tamafio del incremento h.
Normalmente debemos elegir este tamafio de paso para que sea “razonablemente
pequefio”. Ahora repetimos el proceso usando una segunda “recta tangente” en (x,,
yp)-* Identificando el nuevo punto inicial como (x,, y,) en lugar de (x;, y,) del andlisis
anterior, obtenemos una aproximacion y, = y(x,) correspondiendo a dos pasos de lon-
gitud h a partir de X,» €8 decir,x, = x, + h = x, + 2h,y

Y(x) = y(xg + 2h) = y(x; + h) =y, = y; + hf (x1, y1).

Continuando de esta manera, vemos que y,, y,, ¥, - -
mediante la férmula general

Y1 = Yo T Af(xy, y),

., se puede definir recursivamente

3)

donde x, =x,+ nh,n = 0,1, 2, ... Este procedimiento de uso sucesivo de las “rectas
tangentes” se llama método de Euler.

Yn+1 = Yn + hf(X”, yn)’

“Esta no es una recta tangente real, ya que (x,, y,) estd sobre la primera tangente y no sobre la curva solucion.



TABLA 2.1 h=0.1

Xy Vu

2.00 4.0000
2.10 4.1800
2.20 4.3768
2.30 45914
2.40 4.8244
2.50 5.0768

TABLA 2.2 h=0.05

X, v,

2.00 4.0000
2.05 4.0900
2.10 4.1842
2.15 4.2826
2.20 4.3854
2.25 4.4927
2.30 4.6045
2.35 4.7210
2.40 4.8423
2.45 4.9686
2.50 5.0997
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I EJEMPLO T Método de Euler

Considere el problema con valores iniciales Y = 0.1,\fy + 0.4x%,  y(2) = 4 Utilice
el método de Euler para obtener una aproximacion de y(2.5) usando primero z = 0.1
y después h = 0.05.

SOLUCION Con la identificacién f(x,y) = O.I\fy + 0.4x? la ecuacién (3) se con-
vierte en

Vo1 = Y + h(0.1VYy, + 0.4x2).
Entonces para i = 0.1, X, = 2, Yo = 4 y n = 0 encontramos
v = yo + h0.1Vyy + 0.4x3) = 4 + 0.1(0.1V4 + 0.4(2)?) = 4.18,

que, como ya hemos visto, es una estimacion del valor y(2.1). Sin embargo, si usamos el
paso de tamafio mas pequefio 2 = 0.05, le toma dos pasos alcanzar x = 2.1. A partir de

v =4+ 0.05(0.1V4 + 0.42)%) = 4.09
2 = 4.09 + 0.05(0.1V4.09 + 0.4(2.05?) = 4.18416187

tenemos y, = y(2.05) y y, = y(2.1). El resto de los cdlculos fueron realizados usando
un paquete computacional. En las tablas 2.1 y 2.2 se resumen los resultados, donde
cada entrada se ha redondeado a cuatro lugares decimales. Vemos en las tablas 2.1 y
2.2 que le toma cinco pasos con i = 0.1 y 10 pasos con A = 0.05, respectivamente,
para llegar a x = 2.5. Intuitivamente, esperarfamos que y,; = 5.0997 correspondiente
ah = 0.05 seala mejor aproximacion de y(2.5) que el valor y; = 5.0768 correspon-
diente a h = 0.1. [ |

En el ejemplo 2 aplicamos el método de Euler para una ecuacién diferencial para
la que ya hemos encontrado una solucién. Hacemos esto para comparar los valores de
las aproximaciones y en cada caso con los valores verdaderos o reales de la solucién
y(x,) del problema con valores iniciales.

I EJEMPLO 2 Comparacién de los valores aproximados y reales

Considere el problema con valores iniciales y’ = 0.2xy, y(1) = 1. Utilice el método de Euler
para obtener una aproximacion de y(1.5) usando primero 2 = 0.1 y después 2 = 0.05.

SOLUCION Con la identificacién f(x, y) = 0.2xy, la ecuacién (3) se convierte en

Voo =, T h(0.2xnyn)

donde x, = 1y y, = 1. De nuevo con la ayuda de un paquete computacional obtenga
los valores de las tablas 2.3 y 2.4.

TABLA 2.4 h=0.05

X, Yy, Valor real Error absoluto % Error relativo
1.00 1.0000 1.0000 0.0000 0.00
1.05 1.0100 1.0103 0.0003 0.03
TABLA 2.3 1 =0.1 110 1.0206  1.0212 0.0006 0.06
X y Valor real  Error absoluto % Error relativo 115 1.0318 1.0328 0.0009 0.09
" " 1.20 1.0437 1.0450 0.0013 0.12
1.00 1.0000 1.0000 0.0000 0.00 1.25 1.0562 1.0579 0.0016 0.16
1.10 1.0200 1.0212 0.0012 0.12 1.30 1.0694 1.0714 0.0020 0.19
1.20 1.0424 1.0450 0.0025 0.24 1.35 1.0833 1.0857 0.0024 0.22
1.30 1.0675 1.0714 0.0040 0.37 1.40 1.0980 1.1008 0.0028 0.25
1.40 1.0952 1.1008 0.0055 0.50 1.45 1.1133 1.1166 0.0032 0.29
1.50 1.1259 1.1331 0.0073 0.64 1.50 1.1295 1.1331 0.0037 0.32
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FIGURA 2.6.3 Comparacién de los
métodos de Runge-Kutta (RK4) y de

Euler.

En el ejemplo 1 se calcularon los valores verdaderos o reales de la solucién cono-
ciday = ¢*'®-D (Compruebe.) El error absoluto se define como

valor real — aproximado ‘

El error relativo y el error relativo porcentual son, respectivamente,

error absoluto error absoluto 100
crrur aenren e y SHir e r X .

valor real ‘ valor real ‘

Es evidente de las tablas 2.3 y 2.4 que la precision de las aproximaciones mejora
conforme disminuye el tamafio del paso s. También nosotros vemos esto aun cuando
el error relativo porcentual esté creciendo en cada paso, no parece estar mal. Pero no
debe engafiarse por un ejemplo. Si simplemente cambiamos el coeficiente del lado de-
recho de la ED del ejemplo 2 de 0.2 a 2 entonces en x, = 1.5 los errores relativos por-
centuales crecen dramdticamente. Véase el problema 4 del ejercicio 2.6.

UNA ADVERTENCIA El método de Euler es s6lo uno de los diferentes métodos en
los que se puede aproximar una solucién de una ecuacién diferencial. Aunque por su
sencillez es atractivo, el método de Euler rara vez se usa en cdlculos serios. Aqui se ha
presentado s6lo para dar un primer esbozo de los métodos numéricos. En el capitulo 9
trataremos en detalle el andlisis de los métodos numéricos que tienen mucha precision,
en especial el método de Runge-Kutta conocido como el método RK4.

SOLUCIONADORES NUMERICOS Independientemente de si se puede realmente
encontrar una solucién explicita o implicita, si existe una solucién de una ecuacién
diferencial, ésta se representa por una curva suave en el plano cartesiano. La idea ba-
sica detrds de cualquier método numérico para las ecuaciones diferenciales ordinarias
de primer orden es de alguna manera aproximar los valores de y de una solucién para
valores de x preseleccionados. Comenzamos con un punto inicial dado (x, y,) de una
curva solucién y procedemos a calcular en un modelo paso por paso una secuencia
de puntos (x,, y), (x,, y,),..., (x,, ¥,) cuyas coordenadas y, y, se aproximan a las coor-
denadas y, y(x) de los puntos (x, y(x)), (x,, y(x,)), ..., (x,, y(x,)) que yacen sobre la
grafica de la solucién normalmente desconocida y(x). Tomando las coordenadas x mas
cercanas (es decir, para valores pequefios de /) y uniendo los puntos (x,, y,), (x,, ¥,),. .-,
(x,y) con segmentos de recta cortos, obtenemos una curva poligonal cuyas caracte-
risticas cualitativas esperamos sean cercanas a las de una curva solucion real. El dibujo
de curvas es muy adecuado en una computadora. A un programa de cémputo escrito
para implementar un método numérico o para mostrar una representacion visual de
una solucién aproximada que ajusta los datos numéricos producidos por este segundo
método se le conoce como un solucionador numérico. Comercialmente hay disponi-
bles muchos solucionadores numéricos ya sea que estén integrados en un gran paquete
computacional, tal como en un sistema algebraico computacional o que sean un pa-
quete autébnomo. Algunos paquetes computacionales simplemente dibujan las aproxi-
maciones numéricas generadas, mientras que otros generan pesados datos numéricos
asi como la correspondiente aproximacién o curvas soluciéon numérica. En la figura
2.6.3 se presenta a manera de ilustracion la conexién natural entre los puntos de las
graficas producidas por un solucionador numérico, las grificas poligonales pintadas
con dos colores son las curvas solucién numérica para el problema con valores inicia-
lesy’ = 0.2xy, y(0) = 1 en el intervalo [0, 4] obtenidas de los métodos de Euler y RK4
usando el tamafio de paso 2 = 1. La curva suave en azul es la grifica de la solucién
exacta y = " del PVL. Observe en la figura 2.6.3 que, aun con el ridiculo tamafio
de paso de h = 1, el método RK4 produce la “curva solucién” més creible. La curva
solucién numérica obtenida del método RK4 es indistinguible de la curva solucion real
en el intervalo [0, 4] cuando se usa el tamafio de paso usual de 4 = 0.1.
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FIGURA 2.6.4 Una curva solucién

que no ayuda mucho.
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USANDO UN SOLUCIONADOR NUMERICO No es necesario conocer los di-
ferentes métodos numéricos para utilizar un solucionador numérico. Un solucionador
usualmente requiere que la ecuacién diferencial se pueda expresar en la forma normal
dy/dx = f(x, y). Los solucionadores numéricos que s6lo generan curvas requieren que se
les proporcione f(x, y) y los datos iniciales x; y y, y que se indique el método numérico
deseado. Si la idea es aproximarse al valor numérico de y(a), entonces un solucionador
numérico podria requerir ademds expresar un valor de 4 o, del mismo modo, dar el ni-
mero de pasos que quiere tomar para llegar de x = x; ax = a. Por ejemplo, si queremos
aproximar y(4) para el PVI que se muestra en la figura 2.6.3, entonces, comenzando en
x = 0 le tomarfa cuatro pasos llegar ax = 4 con un tamafio de paso de 7 = 1; 40 pasos
son equivalentes a un tamafio de paso de # = 0.1. Aunque aqui no investigaremos todos
los problemas que se pueden encontrar cuando se intenta aproximar cantidades matema-
ticas, al menos debe estar consciente del hecho de que el solucionador numérico puede
dejar de funcionar cerca de ciertos puntos o dar una incompleta o engafiosa imagen
cuando se aplica a ciertas ecuaciones diferenciales en la forma normal. La figura 2.6.4
muestra la grafica que se obtuvo al aplicar el método de Euler a un problema con valores
iniciales de primer orden dy/dx = f(x, y), y(0) = 1. Se obtuvieron resultados equiva-
lentes utilizando tres diferentes solucionadores numéricos, sin embargo la grafica di-
ficilmente es una posible curva solucion. (;Por qué?) Hay diferentes caminos de solucién
cuando un solucionador numérico tiene dificultades; las tres mas obvias son disminuir el
tamafio del paso, usar otro método numérico e intentar con un solucionador diferente.

EJERCICIOS

2.6

Las respuestas a los problemas con niimero impar comienzan en la pdgina RES-2.

En los problemas 1 y 2 use el método de Euler para obtener
una aproximacién a cuatro decimales del valor indicado,
ejecute a mano la ecuacién de recursion (3), usando primero
h = 0.1y después usando 4 = 0.05.

1.y =2x—3y+ 1,y() =5; y(1.2)
2.y =x+y%y0)=0; y(0.2)

En los problemas 3 y 4 use el método de Euler para obte-
ner una aproximacion a cuatro decimales del valor indicado.
Primero utilice 7 = 0.1 y después utilice 2 = 0.05. Determine
una solucién explicita para cada problema con valores inicia-
les y después construya tablas similares a las tablas 2.3 y 2.4.

3.y =y,y0)=1; y(.0)
4.y =2xy,y(1) =1; y(1.5)

En los problemas 5 a 10 use un solucionador numérico y el
método de Euler para obtener una aproximacion a cuatro de-
cimales del valor indicado. Primero utilice 4 = 0.1 y después
utilice h = 0.05.

5.y =ey0) =0 y05)
¥(0.5)
7.9 = (x — )% y0) = 0.5; y(0.5)

y =xy + Vy,y0) = 1; y(0.5)

6. vy =x>+y%Ly0) =1;

S

, y
9.y =xy2—)-c,y(1) =1; y(l.5)

10. y' =y —y%y(0) =0.5; (0.5

En los problemas 11 y 12 utilice un solucionador para obtener
una curva soluciéon numérica para el problema con valores iniciales
dado. Primero utilice el método de Euler y después el método RK4.
Utilice 2 = 0.25 en cada caso. Superponga ambas curvas solucién
en los mismos ejes coordenados. Si es posible, utilice un color
diferente para cada curva. Repita, usando 7 = 0.1 y & = 0.05.

11. y' = 2(cos x)y,
12. y" = y(10 = 2y),

y(0) =1
y(0) =1

Problemas para analizar

13. Use un solucionador numérico y el método de Euler para
aproximar y(0.1), donde y(x) es la solucién de y' = 2xy?,
¥(0) = 1. Primero use 7 = 0.1 y después use & = 0.05.
Repita, usando el método RK4. Analice qué podria cau-
sar que las aproximaciones a y(1.0) difieran mucho.

Tarea para el laboratorio de computacién

14. a) Utilice un solucionador numérico y el método RK4
para trazar la grafica de la solucién del problema con
valores iniciales y' = —2xy + 1, y(0) = 0.
b) Resuelvael problema con valores iniciales por uno de
los procedimientos analiticos desarrollados en las
secciones anteriores en este capitulo.

¢) Use la solucién analitica y(x) que encontrd en el in-
ciso b) y un SAC para determinar las coordenadas de
todos los extremos relativos.
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REPASO DEL CAPITULO 2

Las respuestas a los problemas con niimero impar
comienzan en la pdgina RES-3.

Responda los problemas 1 a 4 sin consultar las respuestas del libro.
Llene los espacios en blanco o responda si es verdadero o falso.

1.

La ED lineal, y" — ky = A, donde k y A son constantes,

es auténomo. El punto critico de la ecuacién

es un (atractor o repulsor) para k > 0 y un
(atractor o repulsor) para k < 0.

d
El problema x d_i)c — 4y =0, y(0) = k, tiene un nimero

infinito de soluciones para k =
lucién para k =

y no tiene so-

La ED lineal, y" + k Y = k,, donde k, y k, son constantes
distintas de cero, siempre tiene una solucién constante.

4. La ED lineal, a (x)y" + a,(x)y = 0 es también separable.

En los problemas 5 y 6 construya una ecuacién diferencial de
primer orden dy/dx = f(y) cuyo esquema de fase es consis-
tente con la figura dada.

5.

FIGURA 2.R.1 Griéfica del problema 5.

y

FIGURA 2.R.2 Grifica del problema 6.

El niimero 0 es un punto critico de la ecuacién diferen-
cial auténoma dx/dt = x", donde n es un entero positivo.
(Para qué valores de n es 0 asintéticamente estable?
(Semiestable? ;Inestable? Repita para la ecuacion dife-
rencial dx/dt = —x".

Considere la ecuacion diferencial dP / dt = f(P), donde
f(P)=—05P - 1.7P + 3.4.

La funcién f(P) tiene una raiz real, como se muestra en la
figura 2.R.3. Sin intentar resolver la ecuacién diferencial,
estime el valor de lim,_ P(?).

FIGURA 2.R.3 Grifica del problema 8.

. La figura 2.R.4 es una parte de un campo direccional de

una ecuacion diferencial dy/dx = f(x, y). Dibuje a mano
dos diferentes curvas solucion, una que es tangente al ele-
mento lineal que se muestra en negro y el otro que es tan-
gente al elemento lineal que se muestra de color (rojo).

G NN N NN N N NCNE )
NN N R R N D O
NN
L N N N N NN
R R i i NN NN
M NN N N T A e NN NN N
N NNN N A A S A A =N NN
NNNN==f A S g A AT X e NN
AN NN T A AT A A A A A e N NN
M N NSN TS A A A A A A A TN NN
N O P A PP E T I NN
NN NN =T S A A A A A AN N NN
NN NN s A A S AT A A e NN
NN NS s A A AT A A NN
NN NN =" X A S A A e NN NN
TN R e L NERERENEEN
L e AN Ny W
T T N e L N N N N
N N N N O T N
o N B N O R O e
N> 2 s NN NN N NN N we o

FIGURA 2.R.4  Parte de un campo direccional del problema 9.

10. Clasifique cada ecuacién diferencial como separable,

exacta, lineal, homogénea o Bernoulli. Algunas ecuacio-
nes pueden ser de mds de una clase. No las resuelva.

dy x—y Q_ 1
a) dx  «x b) dx y—x
dy dy 1
+1)—=—y+10 - =
© )dx Y d) dx  x(x—y)
dy y*+y dy
- = f)y —=5y+y?
¢) dx x>+ x )dx yry
2 dy x/
g ydx=(y—xy)dy h X Ty —x
i) xyy +yr=2x ) 2xyy +yr=2x?
k) ydx+xdy=0
2
)] <x2+—y>dx=(3—lnx2)dy
X
)@:)_C+X+l )lﬂ+62x’+)3:0
Woax oy« W dx



En los problemas resuelva la ecuacién diferencial dada.

11.
12.

13.

14.

15.

16.
17.
18.

(y*+ 1)dx = ysec*xdy

y(nx —Iny)dx=(xInx —xIny — y)dy

d
(6x + l)yzd—z +3x24+2y°=0

dx 4y + 6xy

dy_

3y? + 2x

aQ

t—+ Q0=1t"Int
dt 0

2x+y+ 1y =1
(x> +4)dy = (2x — 8xy) dx
(2r* cos 0 sen 6 + rcos 0) db

+ (4r +sen @ — 2rcos*0)dr =0

En los problemas 19 y 20 resuelva el problema con valores
iniciales dado e indique el intervalo / mas largo en el que la
solucidn estd definida.

d 7
19. senx =2 + (cosx)y = 0, y (—7T> 3
dx 6

20.

21.

22.

23.

dy 2 _ 1
E+2([+1)y =0, y0) = —3

a)

b)

a)

b)

Sin resolver, explique por qué el problema con valores
iniciales

D\

dx y(xp) = Yo

no tiene solucién para y, < 0.

Resuelva el problema con valores iniciales del inciso
a) para y, > 0y determine el intervalo I més largo en
el que la solucion estd definida.

Determine una solucién implicita del problema con
valores iniciales

d_y_y2_x2

dx

.oy =—-V2.

Determine una solucién explicita del problema del
inciso a) e indique el intervalo de solucién mds largo
de I en el que la solucion estd definida. Aqui puede
ser util un programa de graficacion.

En la figura 2.R.5 se presentan las gréficas de algunos miem-
bros de una familia de soluciones para una ecuacién dife-
rencial de primer orden dy/dx = f(x, y). Las graficas de dos
soluciones implicitas, una que pasa por el punto (1, —1) y la
otra que pasa por (—1, 3) se muestran en rojo. Reproduzca
la figura en una hoja. Con l4pices de colores trace las curvas
solucion para las soluciones y = y (x) y y = y,(x) definidas
por las soluciones implicitas tales comoy (1) = =1y y,(=1)
= 3, respectivamente. Estime los intervalos en los que las
soluciones y = y,(x) y y = y,(x) estdn definidas.
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FIGURA 2.R.5 Gréfica para el problema 23.

24. Utilice el método de Euler con tamaifio de paso & = 0.1
para aproximar y(1.2), donde y(x) es una solucién del pro-
blema con valores iniciales y' = 1 + x\/y, y()=09.

En los problemas 25 y 26 cada figura representa una parte de
un campo direccional de una ecuacion diferencial de primer
orden dy/dx = f(y). Reproduzca esta figura en una hoja y des-
pués termine el campo direccional sobre la malla. Los puntos
de la malla son (mh, nh) donde h = %, m 'y n son enteros, —7
=m =7, -7 =n = 7. En cada campo direccional dibuje a
mano una curva solucién aproximada que pase por cada uno
de los puntos sélidos mostrados en rojo. Analice: ;parece que
la ED tiene puntos criticos en el intervalo —3.5 = m = 3.5?
Si es asi, clasifique los puntos criticos como asintéticamente
estables, inestables o semiestables.

25. y
4 1 N\
3 -
2 o7
1 5 Al
Ay
X
N
_1 ~
2 -
72 —_
_3 4 -
- T J
-3 -2 -1 1 2 3

FIGURA 2.R.6 Parte de un campo direccional del problema 25.

y

26. Ve ~N
o
3 ’
t
2 t
X
1 . X
<
-1 X
\
-2 4
1
-3 L4 7
7

N J

-3 -2 -1 1 2 3

FIGURA 2.R.7 Parte de un campo direccional del problema 26.
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3.1 Modelos lineales

3.2 Modelos no lineales

3.3 Modelado con sistemas de ED de primer orden
REPASO DEL CAPITULO 3

En la seccién 1.3 vimos como se podria utilizar una ecuacién diferencial de

primer orden como modelo matematico en el estudio de crecimiento poblacional,
decaimiento radiactivo, interés compuesto continuo, enfriamiento de cuerpos,
mezclas, reacciones quimicas, drenado del fluido de un tanque, velocidad de un
cuerpo que cae y corriente en un circuito en serie. Utilizando los métodos del
capitulo 2 ahora podemos resolver algunas de las ED lineales (seccién 3.1) y ED
no lineales (seccidn 3.2) que aparecen comuinmente en las aplicaciones. El capitulo
concluye con el siguiente paso natural: en la seccién 3.3 examinamos como surgen
sistemas de ED como modelos mateméticos en sistemas fisicos acoplados (por
ejemplo, una poblacién de predadores como los zorros que interactian con una

poblacién de presas como los conejos).
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3.1 MODELOS LINEALES

seccion 2.3.

P(t) = P060.40551‘

T

FIGURA 3.1.1 Tiempo en que se
triplica la poblacion.

REPASO DE MATERIAL

e Ecuacién diferencial como modelo matemadtico en la seccién 1.3.
e Leer nuevamente “Solucién de una ecuacién diferencial lineal de primer orden”, pagina 55 en la

INTRODUCCION  En esta seccién resolvemos algunos de los modelos lineales de primer orden
que se presentaron en la seccion 1.3.

CRECIMIENTO Y DECAIMIENTO EIl problema con valores iniciales
dx

=kx, x(t) = x,, 1
di x,  x(fp) Xo (D

donde k es una constante de proporcionalidad, sirve como modelo para diferentes fe-
némenos que tienen que ver con crecimiento o decaimiento. En la seccién 1.3 vimos
que en las aplicaciones bioldgicas la razén de crecimiento de ciertas poblaciones (bac-
terias, pequefos animales) en cortos periodos de tiempo es proporcional a la poblacion
presente en el tiempo . Si se conoce la poblacion en algin tiempo inicial arbitrario 7,
la solucién de la ecuacion (1) se puede utilizar para predecir la poblacién en el futuro,
es decir, a tiempos 7 > 7. La constante de proporcionalidad k en la ecuacion (1) se de-
termina a partir de la solucion del problema con valores iniciales, usando una medida
posterior de x al tiempo ¢, > 7. En fisica y quimica la ecuacion (1) se ve en la forma de
una reaccion de primer orden, es decir, una reaccién cuya razon, o velocidad, dx/dt es
directamente proporcional a la cantidad x de sustancia que no se ha convertido o que
queda al tiempo t. La descomposicion, o decaimiento, de U-238 (uranio) por radiacti-
vidad en Th-234 (torio) es una reaccion de primer orden.

I EJEMPLO T Crecimiento de bacterias

Inicialmente un cultivo tiene un nimero P de bacterias. En # = 1 h se determina que
el nimero de bacterias es 3P,. Si la razén de crecimiento es proporcional al nimero
de bacterias P(f) presentes en el tiempo ¢, determine el tiempo necesario para que se
triplique el nimero de bacterias.

SOLUCION Primero se resuelve la ecuacién diferencial (1), sustituyendo el simbolo
x por P. Con ¢, = 0 la condicion inicial es P(0) = P,. Entonces se usa la observacion
empirica de que P(1) = 3P, para determinar la constante de proporcionalidad .

Observe que la ecuacion diferencial dP/dt = kP es separable y lineal. Cuando se
pone en la forma estandar de una ED lineal de primer orden,

dp
— — kP =0,
dt
se ve por inspeccion que el factor integrante es e~ *. Multiplicando ambos lados de la

ecuacion e integrando se obtiene, respectivamente,
d
—[e*P] =0 e kp = .
dt y

Por tanto P(f) ce". En t = 0 se tiene que P = ce’ = c, por tanto P(t) = P". En

t = 1 se tiene que 3P = P!, 0 ¢* = 3. De la tiltima ecuacién se obtiene k = In 3 =

0.4055, por tanto P(1) = P ¢, Para determinar el tiempo en que se ha triplicado el

nimero de bacterias, resolvemos 3P = P % para . Entonces 0.4055¢ = In 3, o
_ In3

"= 04055

Vea la figura 3.1.1. [ ]

~ 2.71h.
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ekt k>0
crecimiento

ekt k<0
crecimiento

FIGURA 3.1.2 Crecimiento (k > 0) y
decaimiento (k < 0).

Observe en el ejemplo 1 que el nimero real P de bacterias presentes en el tiempo
¢t = O no tiene que ver en el calculo del tiempo que se requirié para que el nimero de bac-
terias en el cultivo se triplique. El tiempo necesario para que se triplique una poblacién
inicial de, digamos, 100 o 1 000 000 de bacterias es de aproximadamente 2.71 horas.

Como se muestra en la figura 3.1.2, la funcién exponencial € aumenta conforme
crece ¢ para k > 0y disminuye conforme crece ¢ para k < 0. Asi los problemas que descri-
ben el crecimiento (ya sea de poblaciones, bacterias o aun de capital) se caracterizan por un
valor positivo de k, en tanto que los problemas relacionados con decaimiento (como en la
desintegracion radiactiva) tienen un valor k negativo. De acuerdo con esto, decimos que k
es una constante de crecimiento (k > 0) o una constante de decaimiento (k < 0).

VIDA MEDIA En fisica la vida media es una medida de la estabilidad de una sus-
tancia radiactiva. La vida media es, simplemente, el tiempo que tarda en desintegrarse
o transmutarse en otro elemento la mitad de los dtomos en una muestra inicial A .
Mientras mayor sea la vida media de una sustancia, mas estable es la sustancia. Por
ejemplo, la vida media del radio altamente radiactivo Ra-226 es de aproximadamente
1 700 afios. En 1 700 afios la mitad de una cantidad dada de Ra-226 se transmuta en
radéon, Rn-222. El isétopo mas comtn del uranio, U-238, tiene una vida media de
4 500 000 000 afios. En aproximadamente 4.5 miles de millones de afios la mitad
de una cantidad de U-238 se transmuta en plomo 206.

I EJEMPLO 2 Vida media del plutonio

Un reactor de cria convierte uranio 238 relativamente estable en el isétopo plutonio
239. Después de 15 afios, se ha determinado que 0.043% de la cantidad inicial A de
plutonio se ha desintegrado. Determine la vida media de ese is6topo, si la razén de
desintegracion es proporcional a la cantidad que queda.

SOLUCION Sea A(f) la cantidad de plutonio que queda al tiempo 7. Como en el ejem-
plo 1, la solucién del problema con valores iniciales

A LA A0 = A
dt ’ 0

es A(r) = A" Si se ha desintegrado 0.043% de los dtomos de A, queda 99.957%.
Para encontrar la constante k, usamos 0.99957A;, = A(15), es decir, 099957
A, = A" Despejando k se obtiene k = 5 1n 0.99957 = —0.00002867. Por tanto
A1) = A e 0000207 Ahora la vida media es el valor del tiempo que le corresponde a
A(t) = 7 A, Despejando ¢ se obtiene jA ) = A e *%7 o J = ¢ 009027 De a dltima
ecuacion se obtiene

In2

t 0.00002867 24,180 afos. ]
FECHADO CON CARBONO Alrededor de 1950, el quimico Willard Libby invent6
un método que utiliza al carbono radiactivo para determinar las edades aproximadas
de fosiles. La teoria del fechado con carbono, se basa en que el isétopo carbono 14 se
produce en la atmdsfera por accion de la radiacion césmica sobre el nitrégeno. La razén
de la cantidad de C-14 con el carbono ordinario en la atmdsfera parece ser constante y,
en consecuencia, la cantidad proporcional del isétopo presente en todos los organismos
vivos es igual que la de la atmdsfera. Cuando muere un organismo cesa la absorcién
del C-14 sea por respiracion o alimentacion. Asi, al comparar la cantidad proporcional de
C-14 presente, por ejemplo en un fosil con la razén constante que hay en la atmdsfera, es
posible obtener una estimacion razonable de la edad del f6sil. El método se basa en que
se sabe que la vida media del C-14 radiactivo es de aproximadamente 5 600 afios. Por
este trabajo, Libby obtuvo el Premio Nobel de quimica en 1960. El método de Libby se
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ha utilizado para fechar los muebles de madera en las tumbas egipcias y las envolturas
de lino de los rollos del Mar Muerto y la tela del enigmético sudario de Turin.

I EJEMPLO 3 Edad de un fésil

Se encuentra que un hueso fosilizado contiene la centésima parte de la cantidad de
C-14 encontrada en la materia viva. Determine la edad del f6sil.

SOLUCION El punto de partidaes, de nuevo, A(f) = Aoek’. Para determinar el valor de la
constante de decaimiento k, usamos el hecho de que %Ao = A(5600) o %AO = Aye 000k,
De 5600k = In 3 = —In 2, obtenemos k = —(1n 2)/5600 = —0.00012378, por tanto

A(l) = A, 0007 Con A(f) = 1go5 Ao tenemos a5 Ag = Age *012378 por lo que
—0.00012378¢ = In jp5; = —In 1000. Asf la edad del fésil es aproximadamente

In 1000

- ~ 55800 afos. |

= ——m8—
0.00012378

En realidad, la edad determinada en el ejemplo 3 estd en el limite de exactitud del
método. Normalmente esta técnica se limita a aproximadamente 9 vidas medias
del is6topo, que son aproximadamente 50 000 afios. Una razén para esta limitante es que
el andlisis quimico necesario para una determinacion exacta del C-14 que queda, presenta
obstédculos formidables cuando se alcanza el punto de ;i;; A,. También, en este método
se necesita destruir gran parte de la muestra. Si la medicién se realiza indirectamente,
basdndose en la radiactividad existente en la muestra, es muy dificil distinguir la radia-
cion que procede del fésil de la radiacion de fondo normal.* Pero recientemente, con los
aceleradores de particulas los cientificos han podido separar al C-14 del estable C-12.
Cuando se calcula la relacién exacta de C-14 a C-12, la exactitud de este método se puede
ampliar hasta 70 000 a 100 000 afios. Hay otras técnicas isotpicas, como la que usa
potasio 40 y argén 40, adecuadas para establecer edades de varios millones de afios.” A
veces, también es posible aplicar métodos que se basan en el empleo de aminoécidos.

LEY DE NEWTON DEL ENFRIAMIENTO/CALENTAMIENTO En la ecuacién
(3) de la seccién 1.3 vimos que la formulacién matemdtica de la ley empirica de
Newton del enfriamiento/calentamiento de un objeto, se expresa con la ecuacién dife-
rencial lineal de primer orden

ar

— =kT —T,), )

dt
donde k es una constante de proporcionalidad, 7(¢) es la temperatura del objeto para
t>0,y T, eslatemperatura ambiente, es decir, la temperatura del medio que rodea al
objeto. En el ejemplo 4 suponemos que 7 es constante.

I EJEMPLO 4 Enfriamiento de un pastel

Al sacar un pastel del horno, su temperatura es 300° F. Tres minutos después su tempe-
ratura es de 200° F. ;Cudnto tiempo le tomard al pastel enfriarse hasta la temperatura
ambiente de 70° F?

“El nimero de desintegraciones por minuto por gramo de carbono se registra usando un contador Geiger.
El nivel minimo de deteccién es de aproximadamente 0.1 desintegraciones por minuto por gramo.

"El fechado con potasio-argén se usa en el registro de materiales tales como minerales, piedras, lava

y materiales extraterrestres como rocas lunares y meteoritos. La edad de un fésil se puede estimar
determinando la edad del estrato en que se encontraba la roca.
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300 1
150 \\ T=70

15

a)
T(¢) t (min)
75° 20.1
74° 21.3
73° 22.8
72° 24.9
71° 28.6
70.5° 32.3

b)

FIGURA 3.1.3 La temperatura

de enfriamiento del pastel tiende a la

temperatura ambiente.

SOLUCION  En la ecuacién (2) identificamos T =70. Debemos resolver el problema
con valores iniciales

% = k(T — 70), T(0) = 300 3)

y determinar el valor de k tal que T(3) = 200.
La ecuacion (3) es tanto lineal como separable. Si separamos las variables
dT
T-170
se obtiene InlT — 70l = kt + c,y asi 7 = 70 + cze"’. Cuando t = 0, T = 300, asi
300 = 70 + c, da c, = 230. Por tanto T = 70 + 230 €". Por ultimo, la medicién de

T(3) = 200 conduce a e* = 23, 0 k= 3In = —0.19018. Asi

= k dt,

T(r) = 70 + 230019018, 4)

Observamos que la ecuacion (4) no tiene una solucion finita a 7(¢) = 70 porque ,_ 7(7)
= 70. No obstante, en forma intuitiva esperamos que el pastel se enfrie al transcurrir
un intervalo razonablemente largo. ;Qué tan largo es “largo”? Por supuesto, no nos
debe inquietar el hecho de que el modelo (3) no se apegue mucho a nuestra intuicién
fisica. Los incisos a) y b) de la figura 3.1.3 muestran claramente que el pastel estard a
la temperatura ambiente en aproximadamente una media hora. [ ]

La temperatura ambiente en la ecuacién (2) no necesariamente es una constante,
pudiera ser una funcion 7' (1) del tiempo ¢. Vea el problema 18 de los ejercicios 3.1.

MEZCLAS Al mezclar dos fluidos a veces surgen ecuaciones diferenciales lineales
de primer orden. Cuando describimos la mezcla de dos salmueras en la seccién 1.3,
supusimos que la razén con que cambia la cantidad de sal A’ (¢) en el tanque de mezcla
es una razén neta

dA
o (razon de entrada de sal) — (razon de salida de sal) = R R.. (5

entra

En el ejemplo 5 resolveremos la ecuacion (8) de la seccién 1.3.

I EJEMPLO 5 Mezcla de dos soluciones de sal

Recordemos que el tanque grande de la seccion 1.3 contenia inicialmente 300 galones
de una solucién de salmuera. Al tanque entraba y salia sal porque se bombeaba una
solucién a un flujo de 3 gal/min, se mezclaba con la solucién original y salia del tanque
con un flujo de 3 gal/min. La concentracién de la solucién entrante era 2 Ib/gal, por
consiguiente, la entrada de saleraR, = (2 Ib/gal) - (3 gal/min) = 6 Ib/min y salfa del
tanque con una razén R, = (A/300 Ib/gal) - (3 gal/min) = A/100 lb/min. A partir de
esos datos y de la ecuacién (5) obtuvimos la ecuacion (8) de la seccidn 1.3. Permitanos
preguntar: si habia 50 Ib de sal disueltas en los 300 galones iniciales, /cudnta sal habra
en el tanque pasado un gran tiempo?

SOLUCION Para encontrar la cantidad de sal A(7) en el tanque al tiempo #, resolve-
mos el problema con valores iniciales

%+LA—6 A(0) = 50

dr 100 ’ ’

Aqui observamos que la condicién adjunta es la cantidad inicial de sal A(0) = 50 en
el tanque y no la cantidad inicial de liquido. Ahora como el factor integrante de esta



a)
t (min) A (Ib)
50 266.41
100 397.67
150 477.27
200 525.57
300 572.62
400 589.93
b)
FIGURA 3.1.4 Libras de sal en el

tanque como una funcién del tiempo 7.

FIGURA 3.1.5

R

Circuito en serie LR.

FIGURA 3.1.6

Circuito en serie RC.
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/100

ecuacion diferencial lineal es e”'™, podemos escribir la ecuacion como

d
— [etll()()A] — 66”100.
dt

Integrando la dltima ecuacién y despejando A se obtiene la solucién general
A(t) = 600 + ce "% Conforme t = 0, A = 50, de modo que ¢ = —550. Entonces, la
cantidad de sal en el tanque al tiempo ¢ estd dada por

A(r) = 600 — 550e "%, (6)

La solucidn (6) se usé para construir la tabla de la figura 3.1.4b. En la ecuacién (6) y en
la figura 3.1.4a también se puede ver, que A(f) — 600 conforme ¢ —> . Por supuesto que
esto es lo que se esperaria intuitivamente en este caso; cuando ha pasado un gran tiempo
la cantidad de libras de sal en la solucién debe ser (300 gal)(2 Ib/gal) = 600 Ib. [ |

En el ejemplo 5 supusimos que la razén con que entra la solucion al tanque es
la misma que la razén con que sale. Sin embargo, el caso no necesita ser siempre el
mismo; la salmuera mezclada se puede sacar con una razén r,, que es mayor 0 menor
quelarazénr, conlaque entralaotra salmuera. Por ejemplo, si la solucion bien mez-
clada del ejemplo 5 sale con una razén menor, digamos de Fow = 2 gal/min, entonces
se acumulard liquido en el tanque con unarazénde r, —r = (3 — 2) gal/min =

1 gal/min. Después de  minutos (1 gal/min) * (f min) = ¢ gal se acumularan, por lo que
en el tanque habrd 300 + f galones de salmuera. La concentracién del flujo de salida es

entonces ¢(f) = A/(300 + 1) y la razén con que sale la sal es R, =c@): r,.o
A . 2 .
R, = | =—1Ib/gal | - (2 gal/min) = Ib/min.
300 + ¢ 300 + ¢

Por tanto, la ecuacion (5) se convierte en

dA 2A dA 2

— =06 0 — + A=6

dt 300 + ¢ dt 300 + ¢

Debe comprobar que la solucién de la dltima ecuacion, sujeta a A(0) = 50, es A(7) =
600 + 27 — (4.95 X 107)(300 + 1r)~”. Vea el andlisis siguiente a la ecuacién (8) de la
seccién 1.3, del problema 12 en los ejercicios 1.3 y en los problemas 25 a 28 de los
ejercicios 3.1.

CIRCUITOS EN SERIE Para un circuito en serie que sélo contiene un resistor y un
inductor la segunda ley de Kirchhoff establece que la suma de la caida de voltaje a
través del inductor (L(di/dr)) més la caida de voltaje a través del resistor (iR) es igual
al voltaje aplicado (E(?)) al circuito. Vea la figura 3.1.5.

Por tanto obtenemos la ecuacién diferencial lineal para la corriente i(%),

di )
L— + Ri = E@), (7
dt

donde Ly R son constantes conocidas como la inductancia y la resistencia, respectiva-
mente. La corriente i(7) se llama, también respuesta del sistema.

La caida de voltaje a través de un capacitor de capacitancia C es ¢(¢)/C, donde ¢
es la carga del capacitor. Por tanto, para el circuito en serie que se muestra en la figura
3.1.6, la segunda ley de Kirchhoff da

1
Ri + —q = E(). 8
i+ (O] (®)
Pero la corriente i y la carga g estdn relacionadas por i = dg/dt, asi la ecuacién (8) se

convierte en la ecuacion diferencial lineal

dg 1
R — + —q = E@). 9
7 Tl ©) )
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I EJEMPLO 6 Circuito en serie

Una baterfa de 12 volts se conecta a un circuito en serie en el que el inductor es de ! henry
y la resistencia es de 10 ohms. Determine la corriente i, si la corriente inicial es cero.

SOLUCION De la ecuacién (7) debemos resolver
Ldi + 10i = 12
2 dt : ’

sujeta a i(0) = 0. Primero multiplicamos la ecuacién diferencial por 2, y vemos que el
factor integrante es ¢*”. Entonces sustituyendo

d
” [€2] = 242",

Integrando cada lado de la dltima ecuacién y despejando i se obtiene i(r) = g + ce™ 20,

Ahora i(0) = 0 implica que 0= % +c¢ o c= — 3. Por tanto la respuesta es
i =2—2e 2 n

P De la ecuacion (4) de la seccion 2.3, podemos escribir una solucién general de (7):

E—' e*(R/L)t
— i(n) =

.PWWmm+w%M (10)

I

I

I . ., .

I En particular, cuando E(7) = E, es una constante, la ecuacion (10) se convierte en
I

I

I

|

‘ . E
> z@=ﬁ+wﬂw (11)

a) Observamos que conforme ¢ — oo, el segundo término de la ecuacién (11) tiende a
cero. A ese término usualmente se le 1lama término transitorio; los demds términos
se llaman parte de estado estable de la solucion. En este caso, EO/ R también se llama

- corriente de estado estable; para valores grandes de tiempo resulta que la corriente

o estd determinada tan sélo por la ley de Ohm (E = iR).

Py
I COMENTARIOS

La solucién P(t) = P "4 del problema con valores iniciales del ejemplo 1 des-
b) cribe la poblacién de una colonia de bacterias a cualquier tiempo ¢ > 0. Por
supuesto, P(7) es una funcién continua que toma fodos los nimeros reales del
P intervalo P = P < %. Pero puesto que estamos hablando de una poblacion, el
sentido comiin indica que P puede tomar s6lo valores positivos. Ademads, no es-
perariamos que la poblacidn crezca continuamente, es decir, cada segundo, cada
microsegundo, etc., como lo predice nuestra solucion; puede haber intervalos de
tiempo [, 7,], en los que no haya crecimiento alguno. Quiza, entonces, la gréfica
Po que se muestra en la figura 3.1.7a es una descripcion mds real de P que la grafi-
ca de una funcién exponencial. Usar una funcién continua para describir un fené-
L meno discreto con frecuencia es mds conveniente que exacto. Sin embargo, para
1 ! ciertos fines nos podemos sentir satisfechos si el modelo describe con gran exac-
titud el sistema, considerado macroscopicamente en el tiempo como se mues-
©) tra en las figuras 3.1.7b y 3.1.7¢, mds que microscopicamente, como se muestra
FIGURA 3.1.7 El crecimiento en la figura 3.1.7a.
poblacional es un proceso discreto.
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EJERCICIOS 3.1

Las respuestas a los problemas con niimero impar comienzan en la pdgina RES-3.

Crecimiento y decrecimiento

1.

10.

Se sabe que la poblacién de una comunidad crece con una
razén proporcional al niimero de personas presentes en el
tiempo ¢. Si la poblacién inicial P, se duplicé en 5 afios,
¢ En cudnto tiempo se triplicard y cuadruplicard?

. Suponga que se sabe que la poblacién de la comunidad del

problema 1 es de 10 000 después de tres afios. ;Cudl era la
poblacién inicial P? ;Cudl serd la poblacién en 10 afos?
(Qué tan rapido estd creciendo la poblacién en r = 10?

. La poblacién de un pueblo crece con una razén propor-

cional a la poblacién en el tiempo ¢. La poblacién inicial
de 500 aumenta 15% en 10 afos. ;Cudl serd la poblacién
pasados 30 afios? ;Qué tan rapido estd creciendo la po-
blacién en t = 30?

. La poblacién de bacterias en un cultivo crece a una razén

proporcional a la cantidad de bacterias presentes al tiempo
t. Después de tres horas se observa que hay 400 bacterias
presentes. Después de 10 horas hay 2 000 bacterias pre-
sentes. ;Cudl era la cantidad inicial de bacterias?

. El isétopo radiactivo del plomo Pb-209, decae con una

razén proporcional a la cantidad presente al tiempo ¢ y
tiene un vida media de 3.3 horas. Si al principio habia
1 gramo de plomo, ;cudnto tiempo debe transcurrir para
que decaiga 90%?

. Inicialmente habia 100 miligramos de una sustancia ra-

diactiva. Después de 6 horas la masa disminuy6 3%. Si la
raz6n de decaimiento, en cualquier momento, es propor-
cional a la cantidad de la sustancia presente al tiempo f,
determine la cantidad que queda después de 24 horas.

. Calcule la vida media de la sustancia radiactiva del pro-

blema 6.

. a) El problema con valores iniciales dA/dt = kA, A(0)

= A, es el modelo de decaimiento de una sustancia
radiactiva. Demuestre que, en general, la vida media 7
de la sustanciaes T = —(In 2)/k.

b) Demuestre que la solucién del problema con valores
iniciales del inciso a) se puede escribir como A(?) =
A()th/T.

¢) Siuna sustancia radiactiva tiene la vida media 7 dada
en el inciso a), jcudnto tiempo le tomard a una canti-
dad inicial A de sustancia decaer a { A ?

. Cuando pasa un rayo vertical de luz por un medio trans-

parente, la razén con que decrece su intensidad / es pro-
porcional a I(¢), donde ¢ representa el espesor, en pies, del
medio. En agua limpia de mar, la intensidad a 3 pies de-
bajo de la superficie es 25% de la intensidad inicial [
del rayo incidente. ;Cudl es la intensidad del rayo a 15
pies debajo de la superficie?

Cuando el interés es compuesto continuamente, la can-
tidad de dinero aumenta con una razén proporcional a

la cantidad presente S al tiempo ¢, es decir, dS/dt = rS,

donde r es la razén de interés anual.

a) Calcule la cantidad reunida al final de 5 afios cuando
se depositan $5 000 en una cuenta de ahorro que rinde
el 53% de interés anual compuesto continuamente.

b) (En cudntos afios se habra duplicado el capital inicial?

¢) Utilice una calculadora para comparar la cantidad ob-
tenida en el inciso a) con la cantidad S = 5000(1 +
1(0.0575))° que se retine cuando el interés se com-
pone trimestralmente.

Fechado con carbono

11. Los arquedlogos utilizan piezas de madera quemada o

carbon vegetal, encontradas en el lugar para fechar pin-
turas prehistoricas de paredes y techos de una caverna en
Lascaux, Francia. Vea la figura 3.1.8. Utilice la informa-
cién de la pagina 84 para precisar la edad aproximada de
una pieza de madera quemada, si se determiné que 85.5%
de su C-14 encontrado en los drboles vivos del mismo tipo
se habfa desintegrado.

V.40

FIGURA 3.1.8 Pintura rupestre en las cuevas de Altamira, Espafia.

12. El sudario de Turin muestra el negativo de la imagen del

cuerpo de un hombre que parece que fue crucificado, mu-
chas personas creen que es el sudario del entierro de Jests
de Nazaret. Vea la figura 3.1.9. En 1988 el Vaticano con-
cedi6 permiso para fechar con carbono el sudario. Tres la-
boratorios cientificos independientes analizaron el pafio y
concluyeron que el sudario tenia una antigiiedad de 660
afios,” una antigiiedad consistente con su aparicién hist6-

FIGURA 3.1.9 Ejemplar de uno de las decenas de libros
que se han escrito sobre la certeza de la antigiiedad
del sudario de Turin.

“Algunos eruditos no estdn de acuerdo con este hallazgo. Para mds
informacion de este fascinante misterio vea la pagina del Sudario de Turin
en la pagina http://www.shroud.com
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rica. Usando esta antigiiedad determine qué porcentaje de
la cantidad original de C-14 quedaba en el paiio en 1988.

Ley de Newton enfriamiento/calentamiento

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

Un termémetro se cambia de una habitacién donde la tempe-
ratura es de 70° F al exterior, donde la temperatura del aire
es de 10° F. Después de medio minuto el termdometro indica
50° F. ;Cudl es la lectura del termdémetro en + = 1 min?
(Cuanto tiempo le tomard al termémetro alcanzar los 15° F?

Un termometro se lleva de una habitacién hasta el am-
biente exterior, donde la temperatura del aire es 5° F.
Después de 1 minuto, el termémetro indica 55° F y des-
pués de 5 minutos indica 30° F. ;Cudl era la temperatura
inicial de la habitacion?

Una pequea barra de metal, cuya temperatura inicial era
de 20° C, se deja caer en un gran tanque de agua hir-
viendo. ;Cudnto tiempo tardard la barra en alcanzar los
90° C si se sabe que su temperatura aumenté 2° en 1 se-
gundo? ;Cudnto tiempo tardard en alcanzar los 98° C?

Dos grandes tanques A y B del mismo tamaiio se llenan con
fluidos diferentes. Los fluidos en los tanques A y B se man-
tienen a 0° C y a 100° C, respectivamente. Una pequefia
barra de metal, cuya temperatura inicial es 100° C, se su-
merge dentro del tanque A. Después de 1 minuto la tem-
peratura de la barra es de 90° C. Después de 2 minutos se
saca la barra e inmediatamente se transfiere al otro tanque.
Después de 1 minuto en el tanque B la temperatura se eleva
10° C. ;Cuanto tiempo, medido desde el comienzo de todo
el proceso, le tomard a la barra alcanzar los 99.9° C?

Un termémetro que indica 70° F se coloca en un horno pre-
calentado a una temperatura constante. A través de una ven-
tana de vidrio en la puerta del horno, un observador registra
que el termémetro lee 110° F después de 4 minuto y 145° F
después de 1 minuto. ;Cudl es la temperatura del horno?

Al tiempo ¢ = 0 un tubo de ensayo sellado que contiene
una sustancia quimica estd inmerso en un bafo liquido. La
temperatura inicial de la sustancia quimica en el tubo de
ensayo es de 80° F. El bafio liquido tiene una temperatura
controlada (medida en grados Fahrenheit) dada por 7T (£) =
100 — 40e~ %" ¢t = 0, donde ¢ se mide en minutos.

a) Suponga que k = —0.1 en la ecuacién (2). Antes de
resolver el PVI, describa con palabras como espera
que sea la temperatura 7(f) de la sustancia quimica a
corto plazo. Y a largo plazo.

b) Resuelva el problema con valores iniciales. Use un
programa de graficacién para trazar la gréfica de 7(¢)
en diferentes intervalos de tiempo. ;Las gréaficas con-
cuerdan con sus predicciones del inciso a)?

Un caddver se encontr6 dentro de un cuarto cerrado en una
casa donde la temperatura era constante a 70° F. Al tiempo
del descubrimiento la temperatura del corazon del cadaver
se determiné de 85° F. Una hora después una segunda me-

20.

dicién mostr6 que la temperatura del corazén era de 80° F.
Suponga que el tiempo de la muerte corresponde a r = 0
y que la temperatura del corazén en ese momento era de
98.6° F. Determine ;cudntas horas pasaron antes de que se
encontrara el cadaver? [Sugerencia: Sea que t, > 0 denote
el tiempo en que se encontré el cadaver.]

La razén con la que un cuerpo se enfria también depende
de su drea superficial expuesta S. Si S es una constante
entonces una modificacion de la ecuacion (2) es '
dr
o kS(T — T,),
donde £k <0y T esuna constante. Suponga que dos tazas
Ay B estan llenas de café al mismo tiempo. Inicialmente
la temperatura del café es de 150° F. El drea superficial del
café en la taza B es del doble del area superficial del café
en la taza A. Después de 30 min la temperatura del café en
lataza A es de 100° F. Si T = 70° F, entonces ;cudl es la
temperatura del café de la taza B después de 30 min?

Mezclas

21.

22,

23.

24.

25.

26.

27.

Un tanque contiene 200 litros de un liquido en el que se
han disuelto 30 g de sal. Salmuera que tiene 1 g de sal
por litro entra al tanque con una razén de 4 L/min; la so-
lucién bien mezclada sale del tanque con la misma razén.
Encuentre la cantidad A(7) de gramos de sal que hay en el
tanque al tiempo ¢.

Resuelva el problema 21 suponiendo que al tanque entra
agua pura.

Un gran tanque de 500 galones estd lleno de agua pura.
Le entra salmuera que tiene 2 b de sal por galén a razén
de 5 gal/min. La solucién bien mezclada sale del tanque
con la misma razén. Determine la cantidad A(7) de libras
de sal que hay en el tanque al tiempo z.

En el problema 23, ;cudl es la concentracion c(f) de sal en
el tanque al tiempo ¢? /Y al tiempo # = 5 min? ;Cudl es la
concentracion en el tanque después de un largo tiempo, es
decir, conforme ¢ — %? ; Para qué tiempo la concentracion
de sal en el tanque es igual a la mitad de este valor limite?

Resuelva el problema 23 suponiendo que la solucién sale
con una razén de 10 gal/min. ;Cuando se vacia el tanque?

Determine la cantidad de sal en el tanque al tiempo 7 en el
ejemplo 5 si la concentracién de sal que entra es variable
yestddadaporc, () =2 + sen(t/4)Ib/gal. Sin trazar la
gréfica, infiera a qué curva solucién del PVI se pareceria.
Después utilice un programa de graficacion para trazar la
gréfica de la solucién en el intervalo [0, 300]. Repita para
el intervalo [0, 600] y compare su grifica con la que se
muestra en la figura 3.1.4a.

Un gran tanque estd parcialmente lleno con 100 galones
de fluido en los que se disolvieron 10 libras de sal. La sal-



28.

muera tiene ; de sal por galén que entra al tanque a razén
de 6 gal/min. La solucién bien mezclada sale del tanque a
razén de 4 gal/min. Determine la cantidad de libras de sal
que hay en el tanque después de 30 minutos.

En el ejemplo 5, no se dio el tamafio del tanque que tiene
la solucién salina. Suponga, como en el andlisis siguiente
al ejemplo 5, que larazén con que entra la solucién al tan-
que es de 3 gal/min pero que la solucién bien mezclada
sale del tanque a razén de 2 gal/min. Esta es la razén por
la cual la salmuera se estd acumulando en el tanque a
raz6n de 1 gal/min, cualquier tanque de tamafio finito ter-
minard derramdndose. Ahora suponga que el tanque esta
destapado y tiene una capacidad de 400 galones.

a) (Cuando se derramard el tanque?

b) (Cuantas libras de sal habra en el tanque cuando co-
mienza a derramarse?

¢) Suponga que el tanque se derrama, que la salmuera
continda entrando a razén de 3 gal/min, que la solu-
cion esta bien mezclada y que la solucién sigue sa-
liendo a razén de 2 gal/min. Determine un método
para encontrar la cantidad de libras de sal que hay en
el tanque al tiempo ¢ = 150 min.

d) Calcule la cantidad de libras de sal en el tanque con-
forme ¢ — . ; Su respuesta coincide con su intuicién?

e) Utilice un programa de graficacién para trazar la gra-
fica de A(¢) en el intervalo [0, 500).

Circuitos en serie

29.

30.

31.

32.

33.

Se aplica una fuerza electromotriz de 30 V a un circuito
en serie LR con 0.1 henrys de inductancia y 50 ohms
de resistencia. Determine la corriente i(7), si i(0) = 0.
Determine la corriente conforme t — cc.

Resuelva la ecuacion (7) suponiendo que E(7) = E, sen ot
y que i(0) =i

Se aplica una fuerza electromotriz de 100 volts a un cir-
cuito en serie RC, en el que la resistencia es de 200 ohms
y la capacitancia es de 107 farads. Determine la carga g(r)
del capacitor, si g(0) = 0. Encuentre la corriente i(%).

Se aplica una fuerza electromotriz de 200 V a un circuito
en serie RC, en el que la resistencia es de 1000 ohms y
la capacitancia es de 5 X 107° farads. Determine la carga
q(t) en el capacitor, si i(0) = 0.4 amperes. Determine la
carga y la corriente en r = 0.005 s. Encuentre la carga
conforme 1 — ce.

Se aplica una fuerza electromotriz
E() = 120, 0=r=20
0, t>20

a un circuito en serie LR en el que la inductancia es de
20 henrys y la resistencia es de 2 ohms. Determine la co-
rriente i(¢), si i(0) = 0.

34.
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Suponga que un circuito en serie RC tiene un resistor va-
riable. Si la resistencia al tiempo ¢ estd dada por R = k,
+ k,t, donde k, y k, son constantes positivas, entonces la
ecuacion (9) se convierte en

dg 1
k, + k,t) — + —qg = E(1).
(k, Z)dt c? (®

Si E(t) = E;y q(0) = g,, donde E y g, son constantes,
muestre que

kl 1/Ck,
) = E,C + - EC)\——— .
q(0) 0 (g0 0 )<k1 T k2t>

Modelos lineales adicionales

35.

36.

Resistencia del aire En la ecuacion (14) de la seccion
1.3 vimos una ecuacién diferencial que describe la velo-
cidad v de una masa que cae sujeta a una resistencia del
aire proporcional a la velocidad instantdnea es

dv
—_— = — k s
m = mg v
donde k > 0 es una constante de proporcionalidad. La

direccién positiva se toma hacia abajo.

a) Resuelva la ecuacién sujeta a la condicion inicial
v(0) = v,

b) Utilice la solucién del inciso a) para determinar la
velocidad limite o terminal de la masa. Vimos como
determinar la velocidad terminal sin resolver la ED
del problema 40 en los ejercicios 2.1.

¢) Sila distancia s, medida desde el punto en el que se
suelta la masa se relaciona con la velocidad v por
ds/dt = v(t), determine una expresion explicita para
s(1), si s(0) = 0.

Qué tan alto? (Sin resistencia del aire) Suponga que
una pequefia bala de cafién que pesa 16 libras se dispara
verticalmente hacia arriba, como se muestra en la figura
3.1.10, con una velocidad inicial de Vv, = 300 pies/s. La res-
puesta a la pregunta “;Qué tanto sube la bala de caién?”,
depende de si se considera la resistencia del aire.

a) Suponga que se desprecia la resistencia del aire. Si
la direccién es positiva hacia arriba, entonces un
modelo para la bala del cafién estd dado por d>s/dt?
= —g (ecuacién (12) de la seccién 1.3). Puesto que
ds/dt = v(f) la dltima ecuacién diferencial es la

FIGURA 3.1.10 Determinacién
de la altura maxima de la bala de
caiién del problema 36.
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37.

38.

39.
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misma que la ecuacién dv/dt = —g, donde se toma
g = 32 pies/s®. Encuentre la velocidad v(¢) de la bala
de cafién al tiempo ¢.

b) Utilice el resultado que se obtuvo en el inciso a) para
determinar la altura s(¢) de la bala de caidén medida
desde el nivel del suelo. Determine la altura maxima
que alcanza la bala.

. Qué tan alto? (Resistencia lineal del aire) Repita el
problema 36, pero esta vez suponga que la resistencia del
aire es proporcional a la velocidad instantdnea. Esta es
la razén por la que la altura mdxima que alcanza la bala
del caindén debe ser menor que la del inciso b) del pro-
blema 36. Demuestre esto suponiendo que la constante de
proporcionalidad es k = 0.0025. [Sugerencia: Modifique
ligeramente la ED del problema 35.]

Paracaidismo Una paracaidista pesa 125 libras y su
paracaidas y equipo juntos pesan otras 35 libras. Después
de saltar del avién desde una altura de 15 000 pies, la
paracaidista espera 15 segundos y abre su paracaidas.
Suponga que la constante de proporcionalidad del mo-
delo del problema 35 tiene el valor k = 0.5 durante la
caida libre y k = 10 después de que se abrid el paracai-
das. Suponga que su velocidad inicial al saltar del avién
es igual a cero. ;Cudl es la velocidad de la paracaidista
y qué distancia ha recorrido después de 20 segundos de
que salté del avion? Vea la figura 3.1.11. ;Cémo se com-
para la velocidad de la paracaidista a los 20 segundos con
su velocidad terminal? ;Cudnto tarda en llegar al suelo?
[Sugerencia: Piense en funcién de dos diferentes PVI.]

caida libre
la resistencia del f

aire es 0.5v

=

el paracaidas
la resistencia del se abre

airees 10 v #

FIGURA 3.1.11
Ciélculo del tiempo
que tarda en llegar al
suelo del problema 38.

=

Evaporacion de una gota de lluvia Cuando cae una gota
de lluvia, ésta se evapora mientras conserva su forma esfé-
rica. Si se hacen suposiciones adicionales de que la rapidez
ala que se evapora la gota de lluvia es proporcional a su drea
superficial y que se desprecia la resistencia del aire, enton-
ces un modelo para la velocidad v(¢) de la gota de lluvia es

dv 3(k/p)

—+———

dt  (klp)t + ry
Aqui p es la densidad del agua, r, es el radio de la gota de

lluviaen t = 0, k < 0 es la constante de proporcionalidad
y la direccién hacia abajo se considera positiva.

40.

41.

42,

43.

a) Determine v(f) si la gota de lluvia cae a partir del re-
POso.

b) Vuelva a leer el problema 34 de los ejercicios 1.3
y demuestre que el radio de la gota de lluvia en el
tiempo t es (1) = (k/p)t + r,.

¢) Sir, = 0.01 pies y r = 0.007 pies, 10 segundos des-
pués de que la gota cae desde una nube, determine el
tiempo en el que la gota de Iluvia se ha evaporado por
completo.

Poblacién fluctuante La ecuacién diferencial dP/dt =
(k cos 1)P, donde k es una constante positiva, es un modelo
matemadtico para una poblacién P(f) que experimenta fluc-
tuaciones anuales. Resuelva la ecuacion sujeta a P(0) = P,.
Utilice un programa de graficacién para trazar la grafica de
la solucion para diferentes elecciones de P,

Modelo poblacional En un modelo del cambio de po-
blacién de P(f) de una comunidad, se supone que

dp _dB _dD
dt dt dt’

donde dB/dt y dD/dt son las tasas de natalidad y mortan-
dad, respectivamente.

a) Determine P(7) si dB/dt = k Py dD/dt = kP.
b) Analice los casos k1 > kz, kl = k2 y k1 < kz.

Modelo de cosecha constante Un modelo que describe
la poblacién de una pesqueria en la que se cosecha con
una razén constante estd dada por

dp

— =kP — h,
dt

donde k y & son constantes positivas.
a) Resuelvala ED sujetaa P(0) = P,

b) Describa el comportamiento de la poblacién P(f)
conforme pasa el tiempo en los tres casos P > h/k,
P,=h/ky0 <P ,<h/k.

¢) Utilice los resultados del inciso b) para determinar
si la poblacién de peces desaparecerd en un tiempo
finito, es decir, si existe un tiempo 7' > 0 tal que P(7)
= 0. Si la poblacién desaparecerd, entonces deter-
mine en qué tiempo 7.

Propagacion de una medicina Un modelo matematico
para la razén con la que se propaga una medicina en el
torrente sanguineo estd dado por

dx
dt

donde r y k son constantes positivas. Sea x(f) la funcién
que describe la concentraciéon de la medicina en el to-
rrente sanguineo al tiempo 7.

=r — kx,

a) Ya que la ED es auténoma, utilice el concepto de
esquema de fase de la seccién 2.1 para determinar el
valor de x(f) conforme  —> oo,
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45.

b) Resuelva la ED sujeta a x(0) = 0. Dibuje la grafica
de x(f) y compruebe su prediccién del inciso a). jEn
cuanto tiempo la concentracién es la mitad del valor
limite?

Memorizacion Cuando se considera la falta de memo-
ria, la razén de memorizacién de un tema esta dada por

aa _ k(M — A) — kA

dr ! o
donde k1 >0, k2 > 0, A(?) es la cantidad memorizada al
tiempo ¢, M es la cantidad total a memorizarse y M — A es
la cantidad que falta por memorizar.

a) Puesto que la ED es auténoma, utilice el concepto de es-
quema de fase de la seccidn 2.1 para determinar el valor
limite de A(f) conforme ¢ — . Interprete el resultado.

b) Resuelvala ED sujetaa A(0) = 0. Dibuje la grafica de
A(t) y compruebe su prediccion del inciso a).

Marcapasos de corazon En la figura 3.1.12 se muestra
un marcapasos de corazén, que consiste en un interruptor,
una baterfa, un capacitor y el corazén como un resistor.
Cuando el interruptor S estd en P, el capacitor se carga;
cuando S estd en Q, el capacitor se descarga, enviando
estimulos eléctricos al corazén. En el problema 47 de los
ejercicios 2.3 vimos que durante este tiempo en que se
estan aplicado estimulos eléctricos al corazén, el voltaje
E a través del corazon satisface la ED lineal
dE 1
dt RC
a) Suponga que en el intervalo de tiempo de duracién
t,0 <t <t, el interruptor S estd en la posicién P
como se muestra en la figura 3.1.12 y el capacitor
se estd cargando. Cuando el interruptor se mueve a
la posicién Q al tiempo ¢, el capacitor se descarga,
enviando un impulso al corazén durante el intervalo
de tiempo de duracién : t, = t <, + t,. Por lo que
el intervalo inicial de carga descarga 0 <t <t + 1,
el voltaje en el corazén se modela realmente por la
ecuacion diferencial definida por tramos.

dE 0, 0=r<y
= _ 1
dt —rol n=i<ntn
corazén
interruptor

}7
P N c

FIGURA 3.1.12 Modelo de un marcapasos del problema 45.
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Al moverse S entre Py Q, los intervalos de carga y
descarga de duraciones ¢, y ¢, se repiten indefinida-
mente. Supongaque t, = 45,1, =2s, E = 12V, E(0)
=0, E4) = 12, E(6) = 0, E(10) = 12, E(12) = 0,
etc. Determine E(f) para 0 = ¢ = 24.

b) Suponga para ilustrar que R = C = 1. Utilice un pro-
grama de graficacion para trazar la grafica de la solu-
ci6én del PVI del inciso a) para 0 = ¢ = 24.

46. Caja deslizandose a) Una caja de masa m se desliza

hacia abajo por un plano inclinado que forma un 4n-
gulo 6 con la horizontal como se muestra en la figura
3.1.13. Determine una ecuacioén diferencial para la
velocidad v(7) de la caja al tiempo ¢ para cada uno de
los casos siguientes:

i)  No hay friccién cinética y no hay resisten-
cia del aire.

ii) Hay friccién cinética y no hay resistencia
del aire.

iii) Hay friccién cinética y hay resistencia del
aire.

En los casos ii) y iii) utilice el hecho de que la fuerza
de friccién que se opone al movimiento es wN, donde
w es el coeficiente de friccion cinética y N es la com-
ponente normal del peso de la caja. En el caso iii)
suponga que la resistencia del aire es proporcional a
la velocidad instantdnea.

b) Enelinciso a), suponga que la caja pesa 96 libras, que
el angulo de inclinacién del plano es 8 = 30°, que el
coeficiente de friccién cinética es u = V3/4, y que
la fuerza de retardo debida a la resistencia del aire es
numéricamente igual a Jv. Resuelva la ecuacion dife-
rencial para cada uno de los tres casos, suponiendo
que la caja inicia desde el reposo desde el punto més
alto a 50 pies por encima del suelo.

friccion

movimiento .
W=mg |50 pies

FIGURA 3.1.13 Caja deslizdndose hacia abajo del plano
inclinado del problema 46.

47. Continuacion de caja deslizandose a) En el problema

46 sea s(¢) la distancia medida hacia abajo del plano
inclinado desde el punto mds alto. Utilice ds/dt =
V() y la solucién de cada uno de los tres casos del
inciso b) del problema 46 para determinar el tiempo
que le toma a la caja deslizarse completamente hacia
abajo del plano inclinado. Aqui puede ser ttil un pro-
grama para determinar raices con un SAC.
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b) En el caso en que hay friccién (u # 0) pero no hay Después encuentre el tiempo que tarda en deslizarse
resistencia del aire, explique por qué la caja no se el plano.
desliza hacia aba!" comen.zando desde el reposo 48. Qué sube...a) Es bien conocido que el modelo que
desde el punto mas alto arriba del suelo cuando el d . . ia del aire. inci
ineulo de inclinacion 0 satisface a tan 6 < esprecia la resistencia del aire, inciso a) del pro-
angu =K blema 36, predice que el tiempo ¢, que tarda la bala
¢) La caja se deslizard hacia abajo del plano con- de cafién en alcanzar su altura maxima es el mismo
forme tan 6 = u si a ésta se le proporciona una tiempo ¢, que tarda la bala de cafion en llegar al suelo.
velocidad inicial v(0) = v, > 0. Suponga que Ademads la magnitud de la velocidad de impacto v,
w = V3/4y 60 =23° Compruebe que tan § = u. es igual a la velocidad inicial v, de la bala de cafién.
(Qué distancia se deslizara hacia abajo del plano Compruebe ambos resultados.
siv, = 1 pie/s? b) Después, utilizando el modelo del problema 37 que
d) Utilice los valores u = V/3/4y 6 = 23° para aproxi- considera la resistencia del aire, compare el valor de
mar la menor velocidad inicial v, que puede tener la t,con 7,y el valor de la magnitud de v, con v,. Aqui
caja, para que a partir del reposo a 50 pies arriba puede ser util un programa para determinar raices
del suelo, se deslice por todo el plano inclinado. con un SAC (o una calculadora graficadora).
3.2 MODELOS NO LINEALES
REPASO DE MATERIAL
e Ecuaciones (5), (6) y (10) de la seccién 1.3 y problemas 7, 8, 13, 14 y 17 de los ejercicios 1.3.
e Separacién de variables de la seccién 2.2.
INTRODUCCION  Terminamos nuestro estudio de ecuaciones diferenciales de primer orden sim-
ples con el andlisis de algunos modelos no lineales.
DINAMICA POBLACIONAL  Si P(?) es el tamafio de una poblacién al tiempo ¢, el
modelo del crecimiento exponencial comienza suponiendo que dP/dt = kP para cierta
k > 0. En este modelo, la tasa especifica o relativa de crecimiento, definida por
dP/dt
ey
P
es una constante k. Es dificil encontrar casos reales de un crecimiento exponencial durante
largos periodos, porque en cierto momento los recursos limitados del ambiente ejerceran
restricciones sobre el crecimiento de la poblacién. Por lo que para otros modelos, se puede
esperar que la razén (1) decrezca conforme la poblacién P aumenta de tamafio.

La hipétesis de que la tasa con que crece (o decrece) una poblacidon sélo depende del
nimero presente Py no de mecanismos dependientes del tiempo, tales como los fendme-
nos estacionales (vea el problema 18, en los ejercicios 1.3), se puede enunciar como:

P dP/dt dp
——=fP) o — =Pf(P. 2

o = [®) AL 2)
Esta ecuacion diferencial, que se adopta en muchos modelos de poblacién de anima-

les, se llama hipétesis de dependencia de densidad.
ECUACION LOGISTICA Supoéngase que un medio ambiente es capaz de sostener,
como maximo, una cantidad K determinada de individuos en una poblacién. La cantidad K
P se llama capacidad de sustento del ambiente. Asi para la funcion fen la ecuacién (2) se
tiene que f(K) = 0 y simplemente hacemos f(0) = r. En la figura 3.2.1 vemos tres funcio-
FIGURA 3.2.1 La suposicién mds nes que satisfacen estas dos condiciones. La hip6tesis mds sencilla es que f(P) es lineal,

simple para f(P) es una recta (color azul).

es decir, f(P) = ¢ P + c,. Si aplicamos las condiciones f(0) = ry f(K) = 0, tenemos
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que ¢, = ry ¢, = —r/K, respectivamente, y asi f adopta la forma f(P) = r — (r/K)P.
Entonces la ecuacion (2) se convierte en
P _ P(r - 113). 3)
dt K
Redefiniendo las constantes, la ecuacién no lineal (3) es igual a
dP
— = P(a — bP). “4)

dt

Alrededor de 1840, P. F. Verhulst, matematico y bidlogo belga, investigé mo-
delos matemadticos para predecir la poblaciéon humana en varios paises. Una de las
ecuaciones que estudié fue la (4), cona > 0y b > 0. Esa ecuacion se llamé ecuacién
logistica y su solucién se denomina funcién logistica. La grifica de una funcién lo-
gistica es la curva logistica.

La ecuacién diferencial dP/dt = kP no es un modelo muy fiel de la poblacién
cuando ésta es muy grande. Cuando las condiciones son de sobrepoblacion, se presen-
tan efectos negativos sobre el ambiente como contaminacién y exceso de demanda de
alimentos y combustible, esto puede tener un efecto inhibidor en el crecimiento para
la poblacién. Como veremos a continuacion, la solucion de (4) estd acotada conforme
t —> . Si se rescribe (4) como dP/dt = aP — bP?, el término no lineal —bP?, b > 0 se
puede interpretar como un término de “inhibiciéon” o “competencia”. También, en la
mayoria de las aplicaciones la constante positiva a es mucho mayor que b.

Se ha comprobado que las curvas logisticas predicen con bastante exactitud el cre-
cimiento de ciertos tipos de bacterias, protozoarios, pulgas de agua (Dafnia) y moscas
de la fruta (Drosdfila) en un espacio limitado.

SOLUCION DE LA ECUACION LOGISTICA Uno de los métodos para resolver
la ecuacion (4) es por separacion de variables. Al descomponer el lado izquierdo de
dP/P(a — bP) = dt en fracciones parciales e integrar, se obtiene

<&+b/—a)dP=dt
P a — bP

1 1
—In|P| = =Inla — bP| =1+ ¢
a a

In ‘ = at + ac
a — bP
P — ar
a—pp
De la tdltima ecuacidn se tiene que
ace” ac,

P(t) = = .
® 1+ bce” bey + e

Si P(0) = P,, P, # a/b, encontramos que ¢, = P b(a — bP)) y asi, sustituyendo y
simplificando, la solucién se convierte en

aP,
bP, + (a — bPye "

P(t) = ©)

GRAFICAS DE P(t) La forma bdsica de la funcién logistica P(f) se puede obtener
sin mucho esfuerzo. Aunque la variable 7 usualmente representa el tiempo y raras veces
se consideran aplicaciones en las que ¢ < 0, sin embargo tiene cierto interés incluir este
intervalo al mostrar las diferentes gréaficas de P. De la ecuacién (5) vemos que

P
P(1) ﬁ% = ;—j conforme {—>® y P(t)—0 conforme — —oo.
0
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b)

FIGURA 3.2.2 Curvas logisticas para
diferentes condiciones iniciales.

=

9,1
o
S
L L L

t (dias) x (nimero de infectados)

50 (observados)
124
276
507
735
882
953

b)
FIGURA 3.2.3 El niimero de

estudiantes infectados x(z) tiende a 1000
conforme pasa el tiempo .

S O 0O Nk

—_

La linea punteada P = a/2b de la figura 3.2.2 corresponde a la ordenada de un punto
de inflexion de la curva logistica. Para mostrar esto derivamos la ecuacién (4) usando
la regla del producto:

d*p d P

P d dP
— =P|-b—|+ (a—bP)=— == (a — 2bP)
dr? dt dt dt

= P(a — bP)(a — 2bP)

-wrle-)r-5)

Recuerde del cdlculo que los puntos donde d>P/dt> = 0 son posibles puntos de in-
flexién, pero obviamente se pueden excluir P = 0y P = a/b. Por tanto P = a/2b es
el tnico valor posible para la ordenada en la cual puede cambiar la concavidad de la
grafica. Para 0 < P < a/2b se tiene que P" > 0,y a/2b < P < a/b implica que P" <
0. Asi cuando se lee de izquierda a derecha, la grafica cambia de concava hacia arriba a
céncava hacia abajo, en el punto que corresponde a P = a/2b. Cuando el valor inicial
satisface a 0 < P < a/2b, la gréfica de P(f) adopta la forma de una S, como se ve en
la figura 3.2.2a. Para a/2b < P < a/b la gréfica atin tiene la forma de S, pero el punto
de inflexién ocurre en un valor negativo de ¢, como se muestra en la figura 3.2.2b.

En la ecuacion (5) de la seccion 1.3 ya hemos visto a la ecuacién (4) en la forma
dx/dt = kx(n + 1 —x), k > 0. Esta ecuacién diferencial presenta un modelo razonable
para describir la propagacién de una epidemia que comienza cuando se introduce una
persona infectada en una poblacidn estdtica. La solucidn x(¢) representa la cantidad
de personas que contraen la enfermedad al tiempo .

I EJEMPLO T Crecimiento logistico

Suponga que un estudiante es portador del virus de la gripe y regresa a su aislado cam-
pus de 1000 estudiantes. Si se supone que la razén con que se propaga el virus es pro-
porcional no sélo a la cantidad x de estudiantes infectados sino también a la cantidad
de estudiantes no infectados, determine la cantidad de estudiantes infectados después
de 6 dias si ademads se observa que después de cuatro dias x(4) = 50.

SOLUCION  Suponiendo que nadie deja el campus mientras dura la enfermedad, de-
bemos resolver el problema con valores iniciales

d
ﬁ = kx(1000 — x), x(0) = 1.
Identificando a = 1000k y b = k, vemos de inmediato en la ecuacién (5) que

- 1000k 1000
T K+ 999ke 1000k T ] 999 1000k

Ahora, usamos la informacion x(4) = 50 y calculamos k con

_ 1000
1+ 9994000k

50

Encontramos —1000k = | 1n =2, = —0.9906. Por tanto
1000

x(t) = 1 + 999099061

) 1000 .
Finalmente, x(6) = W = 276 estudiantes.

En la tabla de la figura 3.2.3b se dan otros valores calculados de x(?). [ |
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MODIFICACIONES DE LA ECUACION LOGISTICA Hay muchas variaciones de
la ecuacion logistica. Por ejemplo, las ecuaciones diferenciales

dpP dpP
— = P(a — bP) — h y — = P(a — bP) + h (6)
dt dt
podrian servir, a su vez, como modelos para la poblacién de una pesqueria donde el
pez se pesca o se reabastece con una razén h. Cuando 4 > 0 es una constante, las
ED en las ecuaciones (6) se analizan facilmente cualitativamente o se resuelven ana-
liticamente por separacion de variables. Las ecuaciones en (6) también podrian servir
como modelos de poblaciones humanas que decrecen por emigracién o que crecen por
inmigracioén, respectivamente. La razén 4 en las ecuaciones (6) podria ser funcién del
tiempo ¢ o depender de la poblacidn; por ejemplo, se podria pescar periédicamente o
con una razén proporcional a la poblacién P al tiempo . En el dltimo caso, el modelo
seria P' = P(a—bP)—cP, ¢ > 0. La poblacién humana de una comunidad podria cam-
biar debido a la inmigracion de manera tal que la contribucién debida a la inmigracién
es grande cuando la poblacién P de la comunidad era pequefia pero pequefia cuando
P es grande; entonces un modelo razonable para la poblacién de la comunidad seria
P" = Pla — bP) + ce ™, ¢ >0, k> 0. Vea el problema 22 de los ejercicios 3.2. Otra
ecuacion de la forma dada en (2),

dP
— = Pla —blnP), @)
dt

es una modificacion de la ecuacién logistica conocida como la ecuacion diferencial
de Gompertz. Esta ED algunas veces se usa como un modelo en el estudio del cre-
cimiento o decrecimiento de poblaciones, el crecimiento de tumores sélidos y cierta
clase de predicciones actuariales. Vea el problema 22 de los ejercicios 3.2.

REACCIONES QUIMICAS Suponga que a gramos de una sustancia quimica A se
combinan con b gramos de una sustancia quimica B. Si hay M partes de A y N partes
de B formadas en el compuesto y X(7) es el nimero de gramos de la sustancia quimica
C formada, entonces el ntimero de gramos de la sustancia quimica A y el nimero de
gramos de la sustancia quimica B que quedan al tiempo ¢ son, respectivamente,

M N
- X y b — X.
M+ N M+ N
Laley de accion de masas establece que cuando no hay ningtin cambio de temperatura,

la razén con la que reaccionan las dos sustancias es proporcional al producto de las
cantidades de A y de B que atin no se han transformado al tiempo t:

dX M N
—x|a— X\b— X ®)
dt M+ N M + N
Si se saca el factor M /(M + N) del primer factor y N/(M + N) del segundo y se intro-
duce una constante de proporcionalidad k£ > 0, la expresién (8) toma la forma

dX

— = k(a — X)(B — X), )
dt

a

donde @ = a(M + N)/M y B = b(M + N)/N. Recuerde de (6) de la seccién 1.3
que una reaccion quimica gobernada por la ecuacién diferencial no lineal (9) se
dice que es una reaccion de segundo orden.

I EJEMPLO 2 Reaccién quimica de segundo orden

Cuando se combinan dos sustancias quimicas A y B se forma un compuesto C. La
reaccion resultante entre las dos sustancias quimicas es tal que por cada gramo de A
se usan 4 gramos de B. Se observa que a los 10 minutos se han formado 30 gramos
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X
S X=40
10 20 30 40 !
a)
{(min) X (g)
10 30 (medido)
15 34.78
20 37.25
25 38.54
30 39.22
35 39.59
b)

FIGURA 3.2.4 X(t) comienzaen 0y

tiende a 40 cuando ¢ crece.

del producto C. Determine la cantidad de C en el tiempo ¢ si la razén de la reaccion es
proporcional a las cantidades de A y B que quedan y si inicialmente hay 50 gramos de
A'y 32 gramos de B. ;Qué cantidad de compuesto C hay a los 15 minutos? Interprete
la solucién cuando 1 — ce.

SOLUCION  Sea X(7) la cantidad de gramos del compuesto C presentes en el tiempo
t. Es obvio que X(0) = 0 gy X(10) = 30 g.

Si, por ejemplo, hay 2 gramos del producto C, hemos debido usar, digamos, a
gramos de A y b gramos de B, asi a + b = 2 y b = 4a. Por tanto, debemos usar
a= % = 2(%) de la sustancia quimica Ay b= % = 2(%) g de B. En general, para obtener
X gramos de C debemos usar

1 4
5 X gramos de A y 5 X gramos de B.

Entonces las cantidades de A y B que quedan al tiempo ¢ son

1 4
S0--X y 32--X
5 5

respectivamente.
Sabemos que la razén con la que se forma el compuesto C satisface que

(50 L 4
dt 5 5°)

Para simplificar las operaciones algebraicas subsecuentes, factorizamos { del primer
término y £ del segundo y después introduciremos la constante de proporcionalidad:

dx
— = k(250 = X)(40 — X).

Separamos variables y por fracciones parciales podemos escribir que

1 1
— 20— gx + 20— gx = k.

250 — X 40 - X
Integrando se obtiene
250 — X 250 — X
In — = 210kt + ¢, o —— = e (10)
40 - X 40 - X

Cuando r = 0, X = 0, se tiene que en este punto ¢, = 2. Usando X = 30 gent = 10
encontramos que 210k = 1170 In % =0.1258. Con esta informacién se despeja X de la

ultima ecuacién (10):

— ,—0.1258¢

e
X(t) = IOOOW' (11)

En la figura 3.2.4 se presenta el comportamiento de X como una funcién del tiempo.
Es claro de la tabla adjunta y de la ecuacién (11) que X — 40 conforme ¢ — . Esto
significa que se forman 40 gramos del compuesto C, quedando

1 4
50_3(40):42gdeA y 32—5(40)=OgdeB. [ |
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I COMENTARIOS

La integral indefinida [ du/(a> — u®) se puede evaluar en términos de logarit-
mos tangente hiperbdlica inversa, o de la cotangente hiperbdlica inversa. Por
ejemplo, de los dos resultados

f du 1t h71u+ | |< >
————— = —tan =+ e |z a
5= tanh - (12)

f du 1 I a+tu
— UL M
a’*—u’> 2a a

la ecuacion (12) puede ser conveniente en los problemas 15 y 24 de los ejercicios
3.2, mientras que la ecuacion (13) puede ser preferible en el problema 25.

+ c, |u|#a, (13)

EJERCICIOS 3.2

Las respuestas a los problemas con niimero impar comienzan en la pdgina RES-3.

b) Construya una tabla en la que se compare la pobla-
cion real del censo con la poblacién predicha por el
modelo del inciso a). Calcule el error y el error por-
centual para cada par de datos.

Ecuacion logistica

1. La cantidad N(¢) de supermercados del pais que estdn
usando sistemas de revision computarizados se describe
por el problema con valores iniciales

dN TABLA 3.1
— = N(1 — 0.0005N), N(0) = 1.
dt Afo Poblacién (en millones)
a) Use el concepto de esquema de fase de la seccion 2.1 1790 3.929
para predecir cudntos supermercados se espera que 1800 5.308
adopten el nuevo procedimiento en un periodo de 1810 7.240
tiempo largo. A mano, dibuje una curva solucién del 1820 9.638
problema con valores iniciales dados. 1830 12.866
1840 17.069
b) Resuelva el problema con valores iniciales y después 1850 23.192
utilice un programa de graficacién para comprobar y 1860 31.433
trazar la curva solucién del inciso a). {Cudntas com- 1870 38.558
pafifas se espera que adopten la nueva tecnologia 1880 50.156
cuando r = 10? 1890 62.948
2. La cantidad N(7) de personas en una comunidad bajo la :g?g ;?232
influencia de determinado anuncio estd gobernada por 1920 1 05:7 1
la ecuacion logistica. Inicialmente N(0) = 500 y se ob- 1930 122775
serva que N(1) = 1000. Determine N(?) si se predice que 1940 131.669
habra un limite de 50 000 personas en la comunidad 1950 150.697

que verdan el anuncio.

3. Un modelo para la poblacién P(f) en un suburbio de una
gran ciudad estd descrito por el problema con valores ini-
ciales

Modificaciones del modelo logistico

5. a) Si se pesca un nimero constante /2 de peces de una pes-
queria por unidad de tiempo, entonces un modelo para la

dp
poblacién P(f) de una pesqueria al tiempo ¢ esta dado por

i P07 = 1077P), P(0) = 5000,
donde ¢ se expresa en meses. ;Cudl es el valor limite de
la poblacién? ;Cudnto tardard la poblacion en alcanzar la

mitad de ese valor limite?

dP
—-=Pa—bP)=h PO) =P,

donde a, b, h'y P son constantes positivas. Suponga

4. a) En la tabla 3.1 se presentan los datos del censo de los que a =5,b =1y h = 4. Puesto que la ED es au-

Estados Unidos entre 1790 y 1950. Construya un mo-
delo de poblacién logistico usando los datos de 1790,
1850 y 1910.

ténoma, utilice el concepto de esquema de fase de la
seccién 2.1 para dibujar curvas solucién representa-
tivas que corresponden a los casos Py >4, 1 <P <
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4y 0 < P, < 1. Determine el comportamiento de la
poblacioén a largo plazo en cada caso.

b) Resuelva el PVI del inciso a). Compruebe los resul-
tados de su esquema de fase del inciso a) utilizando
un programa de graficacion para trazar la grafica de
P() con una condicién inicial tomada de cada uno
de los tres intervalos dados.

¢) Utilice la informacién de los incisos a) y b) para deter-
minar si la poblacién de la pesqueria desaparecerd en
un tiempo finito. De ser asi, determine ese tiempo.

Investigue el modelo de pesca del problema 5 tanto cuali-
tativa como analiticamente en el casoen que a = 5, b =
1,h = 275. Determine si la poblacién desaparecerd en un
tiempo finito. De ser asi, determine ese tiempo.

Repita el problema 6 enelcasoa =5,b =1, h =17.

a) Suponga a = b = 1 en la ecuacién diferencial de
Gompertz, ecuacién (7). Puesto que la ED es auto-
noma, utilice el concepto de esquema de fase de la sec-
cioén 2.1 para dibujar curvas solucién representativas
correspondientes a los casos Py > ey 0 < P <e.

b) Suponga que a = 1, b = —1 en la ecuacién (7).
Utilice un nuevo esquema de fase para dibujar las
curvas solucién representativas correspondientes a
los casos Py > e 'y0 <P <e .

¢) Encuentre una solucién explicita de la ecuacién (7)
sujeta a P(0) = P,.

Reacciones quimicas

9.

10.

Dos sustancias quimicas A y B se combinan para formar la
sustancia quimica C. La razén de reaccion es proporcional
al producto de las cantidades instantdneas de A y B que no
se han convertido en C. Al principio hay 40 gramos de A y
50 gramos de B, y por cada gramo de B se consumen 2 de
A. Se observa que a los cinco minutos se han formado 10
gramos de C. ;Cudnto se forma en 20 minutos de C? ;Cual
es la cantidad limite de C a largo plazo? ;Cudnto de las
sustancias A y B queda después de mucho tiempo?

Resuelva el problema 9 si hay al principio 100 gramos
de la sustancia quimica A. ;Cudndo se formara la mitad de
la cantidad limite de C?

Modelos no lineales adicionales

11.

Tanque cilindrico con gotera Un tanque en forma de
un cilindro recto circular en posicion vertical estd sacando
agua por un agujero circular en su fondo. Como se vio en
(10) de la seccion 1.3, cuando se desprecia la friccién y la
contraccion del agujero, la altura / del agua en el tanque

estd descrita por
dh A,
dt A
donde A, y A, son las dreas de seccion transversal del
agua y del agujero, respectivamente.

2gh,

w

a) Resuelva la ED si la altura inicial del agua es H. A
mano, dibuje la grafica de h(¢) y de su intervalo de

12.

13.

14.

definicion I en términos de los simbolos A,A yH.
Utilice g = 32 pies/s>.

b) Suponga que el tanque tiene 10 pies de altura y un
radio de 2 pies y el agujero circular tiene un radio de
1 pulg. Si el tanque estd inicialmente lleno, ;cudnto
tarda en vaciarse?

Tanque cilindrico con gotera (continuacion) Cuando
se considera la friccién y contraccién del agua en el agu-
jero, el modelo del problema 11 se convierte en

dh A,
2o

dt A,
donde 0 < ¢ < 1. ;Cudnto tarda el tanque del problema
11b en vaciarse si ¢ = 0.6? Vea el problema 13 de los

ejercicios 1.3.

2gh,

Tanque cénico con gotera Un tanque con forma de
cono recto con el vértice hacia abajo, estd sacando agua
por un agujero circular en su fondo.

a) Suponga que el tanque tiene 20 pies de altura y tiene
un radio de 8 pies y el agujero circular mide dos pul-
gadas de radio. En el problema 14 de los ejercicios
1.3 se le pidi6 mostrar que la ecuacion diferencial que
gobierna la altura & del agua que sale del tanque es

dn 5

dr 6h”

En este modelo, se consider6 la friccién y la contrac-
cién del agua en el agujero con ¢ = 0.6 y el valor de g
se tomo de 32 pies/s?. Véase la figura 1.3.12. Si al prin-
cipio el tanque estd lleno, ;cudnto tarda en vaciarse?

b) Suponga que el tanque tiene un dngulo de vértice de
60° y el agujero circular mide dos pulgadas de radio.
Determine la ecuacion diferencial que gobierna la al-
tura & del agua. Utilice ¢ = 0.6 y g = 32 pies/s>. Si al
principio la altura del agua es de 9 pies, ;cudnto tarda
en vaciarse el tanque?

Tanque cénico invertido Suponga que se invierte el
tanque cénico del problema 13a, como se muestra en la
figura 3.2.5 y que sale agua por un agujero circular con un
radio de dos pulgadas en el centro de su base circular. ;El
tiempo en que se vacia el tanque lleno es el mismo que
para el tanque con el vértice hacia abajo del problema 13?
Tome el coeficiente de friccién/contracciéon de ¢ = 0.6 y
g = 32 pies/s%.

FIGURA 3.2.5 Tanque cénico invertido del problema 14.



15.

16.

Resistencia del aire Una ecuacion diferencial para la ve-
locidad v de una masa m que cae sujeta a la resistencia del
aire proporcional al cuadrado de la velocidad instantdnea es

v
m— = mg — kv?,
dt 8
donde k > 0 es una constante de proporcionalidad. La
direccién positiva es hacia abajo.

a) Resuelva la ecuacion sujeta a la condicién inicial
v(0) = v,

b) Utilice la solucién del inciso a) para determinar la ve-
locidad limite, o terminal de la masa. En el problema
41 de los ejercicios 2.1 vimos cémo determinar la ve-
locidad terminal sin resolver la ED.

¢) Si la distancia s, medida desde el punto donde se
suelta la masa sobre el suelo, esta relacionada con la
velocidad v por ds/dt = v(f), encuentre una expresion
explicita para s(¢) si s(0) = 0.

¢ Qué tan alto? (Resistencia del aire no lineal) Consi-
dere la bala de caiién de 16 libras que se dispara vertical-
mente haciaarribaenlos problemas 36y 37 enlos ejercicios
3.1 con una velocidad inicial v, = 300 pies/s. Determine
la altura mdxima que alcanza la bala si se supone que la
resistencia del aire es proporcional al cuadrado de la ve-
locidad instantdnea. Suponga que la direccion positiva es
hacia arriba y tome k = 0.0003. [Sugerencia: Modifique
un poco la ED del problema 15.]

17. Esa sensacion de hundimiento a) Determine una ecua-

18.

cion diferencial para la velocidad v(7) de una masa m que
se hunde en agua que le da una resistencia proporcional
al cuadrado de la velocidad instantdnea y también ejerce
una fuerza boyante hacia arriba cuya magnitud estd dada
por el principio de Arquimedes. Véase el problema 18 de
los ejercicios 1.3. Suponga que la direccidn positiva es
hacia abajo.

b) Resuelva la ecuacion diferencial del inciso a).

¢) Determine la velocidad limite, o terminal, de la masa
hundida.

Colector solar La ecuacion diferencial

dy —x+ Vi +y

dx y
describe la forma de una curva plana C que refleja los
haces de luz entrantes al mismo punto y podria ser un mo-
delo para el espejo de un telescopio reflector, una antena
de satélite o un colector solar. Vea el problema 27 de los
ejercicios 1.3. Hay varias formas de resolver esta ED.

a) Compruebe que la ecuacién diferencial es homogénea
(véase la seccion 2.5). Demuestre que la sustitucién y
= ux produce

udu dx
\/1+u2(1—\/1+u2) x

19. Tsunami

a) tanque semiesférico
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Utilice un SAC (u otra sustitucién adecuada) para in-
tegrar el lado izquierdo de la ecuacién. Muestre que
la curva C debe ser una pardbola con foco en el origen
y simétrica respecto al eje x.

b) Demuestre que la ecuacion diferencial puede también
resolverse por medio de la sustitucién u = x> + y%.

a) Un modelo simple para la forma de un tsu-
nami o maremoto, estd dado por

dw
d-=W\/4—2W,
X

donde W(x) > 0 es la altura de la ola expresada como
una funcién de su posicién respecto a un punto en
altamar. Examinando, encuentre todas las soluciones
constantes de la ED.

b) Resuelva la ecuacién diferencial del inciso a). Un
SAC puede ser util para la integracion.

¢) Use un programa de graficacién para obtener las gra-
ficas de las soluciones que satisfacen la condicion ini-
cial W(0) = 2.

20. Evaporacion Un estanque decorativo exterior con for-

ma de tanque semiesférico se llenard con agua bombeada
hacia el tanque por una entrada en su fondo. Suponga que
el radio del tanque es R = 10 pies, que el agua se bombea a
una rapidez de 7 pies’/minuto y que al inicio el tanque estd
vacio. Véase la figura 3.2.6. Conforme se llena el tanque,
éste pierde agua por evaporacion. Suponga que la rapidez
de evaporacion es proporcional al drea A de la superficie sobre
el agua y que la constante de proporcionalidad es k = 0.01.

a) La rapidez de cambio dV/dr del volumen del agua
al tiempo ¢ es una rapidez neta. Utilice esta rapidez
neta para determinar una ecuacién diferencial para la
altura & del agua al tiempo 7. El volumen de agua que
se muestra en la figuraes V = 7TRh? — %Wh3, donde R
= 10. Exprese el drea de la superficie del agua A =
7rr? en términos de h.

b) Resuelva la ecuacion diferencial del inciso a). Trace
la grafica de la solucién.

¢) Si no hubiera evaporacidn, ;cudnto tardaria en lle-
narse el tanque?
d) Con evaporacion, jcudl es la profundidad del agua en

el tiempo que se determind en el inciso ¢)? ;Alguna
vez se llenard el tanque? Demuestre su afirmacion.

Salida: el agua se evapora con una razén
proporcional al area A de la superficie

—R—
*%«e- -

Entrada: el agua se bombea con
una razén de 7 pies /min

b) seccién transversal del tanque

FIGURA 3.2.6 Estanque decorativo del problema 20.
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Problemas de proyecto

21.

Recta de regresion Lea en el manual de su SAC acerca
de grdficas de dispersion (o diagramas de dispersion) y
ajuste de rectas por minimos cuadrados. La recta que
mejor se ajusta a un conjunto de datos se llama recta de
regresion o recta de minimos cuadrados. Su tarea
es construir un modelo logistico para la poblacién de
Estados Unidos, definiendo f(P) en (2) como una ecua-
cién de una recta de regresioén que se basa en los datos
de poblacién que aparecen en la tabla del problema 4.
Una manera de hacer esto es aproximar el lado izquierdo

l[;—P de la primera ecuacién en (2), utilizando el co-
t

ciente de diferencias hacia adelante en lugar de dP/dr:

1 P@+ h) — P(1)

t =
o) P(0) h
a) Haga una tabla de los valores 7, P(f) y Q(f) usando ¢
=0, 10, 20, ..., 160 y 2 = 10. Por ejemplo, el pri-

mer renglén de la tabla deberia contener r = 0, P(0) y
0(0). Con P(0) = 3.929 y P(10) = 5.308,

1 P(10) — P(0)
P(0) 10
Observe que Q(160) depende de la poblacién del
censo de 1960 P(170). Busque este valor.

b) Use un SAC para obtener el diagrama de dispersion
de los datos (P(1), O()) que se calculé en el inciso a).
También utilice un SAC para encontrar una ecuacién
de la recta de regresion y superponer su grafica en el
diagrama de dispersion.

¢) Construya un modelo logistico dP/dt = Pf(P), donde
f(P) es la ecuacién de la recta de regresion que se
encontro en el inciso b).

d) Resuelva el modelo del inciso ¢) usando la condicién
inicial P(0) = 3.929.

e) Utilice un SAC para obtener un diagrama de dispersion,
esta vez de los pares ordenados (¢, P()) de su tabla del
inciso a). Utilice un SAC para superponer la grafica de
la solucién del inciso d) en el diagrama de dispersion.

f) Busque los datos del censo de Estados Unidos para
1970, 1980 y 1990. ;Qué poblacién predice el mo-
delo logistico del inciso c) para estos afios? ;Qué
predice el modelo para la poblacién P(f) de Estados
Unidos conforme ¢ — %?

00) = = 0.035.

22. Modelo de inmigracion a) En los ejemplos 3 y 4 de

la seccién 2.1 vimos que cualquier solucién P(f) de (4)
tiene el comportamiento asintGtico P(f) — a/b conforme
t— o para P, > a/by para 0 < P < a/b; como con-
secuencia, la solucion de equilibrio P = a/b se llama un
atractor. Utilice un programa para determinar raices de
un SAC (o una calculadora graficadora) para aproximar
la solucién de equilibrio del modelo de inmigracién
dp

—=P(1—P)+ 03"
p ( ) e

23.

24,

b) Utilice un programa de graficacién para trazar la gra-
ficadela funcion F(P) = P(1 — P) + 0.3e~". Explique
cémo se puede utilizar esta grafica para determinar
si el nimero que se encontré en el inciso a) es un
atractor.

¢) Use un programa de solucién numérica para compa-
rar las curvas solucion de los PVI

dpP
= = P(1 - P),

P(0) =P
o 0) = Py

Para P, = 0.2y P, = 1.2 con las curvas soluci6n para
los PVIL
dpP

— =P —-P)+ 03",

PO) =P
p 0) = Py

para P, = 0.2y P, = 1.2. Superponga todas las curvas en
los mismos ejes de coordenadas pero, si es posible, uti-
lice un color diferente para las curvas del segundo pro-
blema con valores iniciales. En un periodo largo, ;qué
incremento porcentual predice el modelo de inmigracién
en la poblacién comparado con el modelo logistico?

Lo quesube... Enelproblema 16 seat el tiempo que
tarda la bala de cafién en alcanzar su altura maxima y
sea t, el tiempo que tarda en caer desde la altura mdxima
hasta el suelo. Compare el valor 7, con el valor de ¢,y
compare la magnitud de la velocidad de impacto v, con
la velocidad inicial v,. Vea el problema 48 de los ejerci-
cios 3.1. Aqui puede ser util un programa para determinar
raices de un SAC. [Sugerencia: Utilice el modelo del pro-
blema 15 cuando la bala de cafién va cayendo.]

Paracaidismo Un paracaidista estd equipado con un
cronémetro y un altimetro. Como se muestra en la figura
3.2.7, el paracaidista abre su paracaidas 25 segundos des-
pués de saltar del avién que vuela a una altitud de 20 000
pies, y observa que su altitud es de 14 800 pies. Suponga
que la resistencia del aire es proporcional al cuadrado
de la velocidad instantdnea, la velocidad inicial del pa-
racaidista al saltar del avién es cero 'y g = 32 pies/s>.

a) Encuentre la distancia s(¢), medida desde el avién, que
ha recorrido el paracaidista durante la caida libre en el
tiempo t. [Sugerencia: No se especifica la constante
de proporcionalidad k en el modelo del problema 15.
Use la expresion para la velocidad terminal v, que se

0
N

s

14 800 pies JL

\

FIGURA 3.2.7 Paracaidista del problema 24.



25.

26.

obtuvo en el inciso b) del problema 15 para eliminar k
del PVI. Luego, finalmente encuentre v,.]

b) (Qué distancia descendid el paracaidista y cudl es su
velocidad cuando ¢ = 15 s?

Impacto en el fondo Un helicéptero sobrevuela 500 pies
por arriba de un gran tanque abierto lleno de liquido (no
agua). Se deja caer un objeto compacto y denso que pesa
160 libras (liberado desde el reposo) desde el helicéptero en
el liquido. Suponga que la resistencia del aire es proporcional
ala velocidad instantdnea v en tanto el objeto estd en el aire y
que el amortiguamiento viscoso es proporcional a v después
de que el objeto ha entrado al liquido. Para el aire, tome k =
1.y para el liquido tome k = 0.1. Suponga que la direccién
positiva es hacia abajo. Si el tanque mide 75 pies de alto, de-
termine el tiempo y la velocidad de impacto cuando el objeto
golpea el fondo del tanque. [Sugerencia: Piense en términos
de dos PVI distintos. Si se utiliza la ecuacién (13), tenga
cuidado de eliminar el signo de valor absoluto. Se podria
comparar la velocidad cuando el objeto golpea el liquido, la
velocidad inicial para el segundo problema, con la velocidad
terminal v, del objeto cuando cae a través del liquido.

Hombre viejo de rio... En la figura 3.2.8a suponga
que el eje y y la recta vertical x = 1 representan, respecti-
vamente, las playas oeste y este de un rio que tiene 1 milla
de ancho. El rio fluye hacia el norte con una velocidad v ,
donde Iv| = v mi/h es una constante. Un hombre entra a
la corriente en el punto (1, 0) en la costa este y nada en
una direccion y razon respecto al rio dada por el vector v ,
donde la velocidad Iv | = v_mi/h es una constante. El hom-
bre quiere alcanzar la costa oeste exactamente en (0, 0) y
asi nadar de tal forma que conserve su vector velocidad v,
siempre con direccion hacia (0, 0). Utilice la figura 3.2.8b
como una ayuda para mostrar que un modelo matemdtico
para la trayectoria del nadador en el rio es

dy vy —vVx +y

dx VX

y |
nadador :
playa playa
oeste este
I
I
corriente |
N

(0, 0) (1,00 *

a)

(@

I (x(0), (1)
|
|
|
|
|
|

(OI, 0) x(1) (1,0) *

b)
FIGURA 3.2.8 Trayectoria del nadador del problema 26.

27.

28.

29.

30.

31.
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[Sugerencia: La velocidad v del nadador a lo largo de la
trayectoria o curva que se muestra en la figura 3.2.8 es
la resultante v = v_+ v . Determine v_y v, en compo-
nentes en las direcciones x y y. Si x = x(t) y = y(¢) son
ecuaciones paramétricas de la trayectoria del nadador, en-
tonces v = (dx/dt, dy/dr))].

a) Resuelva la ED del problema 26 sujeto a y(1) = 0. Por
conveniencia hagak = v /v_.

b) Determine los valores de v, para los que el nadador
alcanzard el punto (0, 0) examlnando 11m y(x) en los
casosk=1Lk>1y0<k<l.

Hombre viejo de rio conserva su movimiento...
Suponga que el hombre del problema 26 de nuevo entra
a la corriente en (1, 0) pero esta vez decide nadar de tal
forma que su vector velocidad v_estd siempre dirigido
hacia la playa oeste. Suponga que la rapidez Iv| = v_mi/h
es una constante. Muestre que un modelo matematico
para la trayectoria del nadador en el rio es ahora

dy _

dx v,

Larapidez de la corriente v, de un rio recto tal como el del
problema 26 usualmente no es una constante. Mds bien,
una aproximacion a la rapidez de la corriente (medida en
millas por hora) podria ser una funcién tal como v (x) =
30x(1 — x), 0 = x = 1, cuyos valores son pequefios en las
costas (en este caso, v(0) = 0y v (1) = 0 y mds grande
en la mitad de rio. Resuelva la ED del problema 28 sujeto
ay(l) = 0,donde v, = 2 mi/hy v (x) estd dado. Cuando el
nadador hace esto a través del rio, ;qué tanto tendrd que
caminar en la playa para llegar al punto (0, 0)?

Gotas de lluvia contintian cayendo ... Cuando hace
poco se abrié una botella de refresco se encontré que
decia dentro de la tapa de la botella:

La velocidad promedio de una gota de lluvia cayendo es
de 7 millas/hora.

En una busqueda rdpida por la internet se encontré que el
meteordlogo Jeff Haby ofrecia informacién adicional de que
una gota de lluvia esférica en “promedio” tenia un radio de
0.04 pulg. y un volumen aproximado de 0.000000155 pies>.
Utilice estos datos y, si se necesita investigue mas y haga
otras suposiciones razonables para determinar si “la veloci-
dad promedio de . . . 7 millas por hora” es consistente con
los modelos de los problemas 35 y 36 de los ejercicios 3.1
y con el problema 15 de este conjunto de ejercicios. También
vea el problema 34 de los ejercicios 1.3.

El tiempo gotea El clepsidra, o reloj de agua, fue un
dispositivo que los antiguos egipcios, griegos, romanos y
chinos usaban para medir el paso del tiempo al observar el
cambio en la altura del agua a la que se le permitia salir por
un agujero pequefio en el fondo de un tanque.

a) Suponga que se ha hecho un tanque de vidrio y que
tiene la forma de un cilindro circular recto de radio 1
pie. Suponga que h(0) = 2 pies corresponde a agua
llena hasta la tapa del tanque, un agujero en el fondo
es circular con radio 35 pulg, g = 32 pies/s? y ¢ = 0.6.
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Utilice la ecuacién diferencial del problema 12 para
encontrar la altura A(7) del agua.

b) Para el tanque del inciso a), ;ja qué altura desde su
fondo se deberia marcar ese lado, como se muestra en
la figura 3.2.9, que corresponde al paso de una hora?
Después determine dénde colocaria las marcas corres-
pondientes al pasode 2 h, 3 h, . .., 12 h. Explique por
qué estas marcas no estan igualmente espaciadas.

FIGURA 3.2.9 Clepsidra del problema 31.

a) Suponga que un tanque de vidrio tiene la forma de un
cono con seccidn transversal circular como se muestra
en la figura 3.2.10. Como en el inciso a) del problema
31, suponga que A(0) = 2 pies corresponde a agua
llena hasta la parte superior del tanque, un agujero
circular en el fondo de radio 5; pulg, g = 32 pies/s® y
¢ = 0.6. Utilice la ecuacién diferencial del problema
12 para encontrar la altura h(f) del agua.

b) ;Puede este reloj de agua medir 12 intervalos de tiempo
de duracién de 1 hora? Explique usando matematicas.

FIGURA 3.2.10 Clepsidra del problema 12.

Suponga que r = f(h) define la forma de un reloj de agua
en el que las marcas del tiempo estdn igualmente espacia-
das. Utilice la ecuacién diferencial del problema 12 para
encontrar f(h) y dibuje una gréifica tipica de & como una
funcién de r. Suponga que el drea de seccion transver-
sal A, del agujero es constante. [Sugerencia: En este caso
dh/dt = —a donde a > 0 es una constante. ]

Problema aportado

34. Un modelo logistico para

altura 200

Dr. Michael Prophet, Dr. Doug
Shaw, profesores asociados del
Departamento de Matematicas

L. . de la Universidad de lowa del
el crecimiento del gira- | norte

sol Este problema implica
un plantio de semillas de girasol y el dibujo de la altura en
funcién del tiempo. Podria llevar de 3 a 4 meses obtener
los datos, por lo que jcomencemos ya! Si puede cdmbiela
por una planta diferente, pero puede tener que ajustar la
escala de tiempo y la escala de altura adecuada.

a) Usted va a crear una gréfica de la altura del girasol
(en cm) contra el tiempo (en dias). Antes de iniciar
intuya como serd esta curva y ponga la grafica intuida
en la malla.

400

300

100

0 10 20 30 40 50 60 70
dias

80 90 100

b) Ahora plante su girasol. Tome la medida de la altura el
primer dia que su flor brote y lldmelo el dia 0. Después
tome una medida al menos una vez a la semana; éste
es el momento para empezar a escribir sus datos.

¢) (Susdatos de puntos mas cercanos parecen crecimiento
exponencial o crecimiento logistico? ;Por qué?

d) Si sus datos mds cercanos semejan crecimiento exponen-
cial, la ecuacién para la altura en términos del tiempo serd
dH/dr = kH. Si sus datos mds cercanos se asemejan a un
crecimiento logistico, la ecuacion de peso en términos de
la altura serd dH/dr = kH (C — H). ;Cudl es el significado
fisico de C? Utilice sus datos para calcular C.

e) Abhora experimentalmente determine k. Para cada uno
de sus valores de ¢, estime dH/dt usando diferencias de

i i dH/dt
cocientes. Después use el hechode que k = ——————
para obtener la mejor estimacién de k. H(C = H)

f) Resuelva su ecuacion diferencial. Ahora trace la gra-
fica de su solucién junto con los datos de los puntos.
(Llegd a un buen modelo? ;Cree que k cambiard si
planta un girasol diferente el afio que entra?

Problema aportado

35. LeydeTorricelli Siperfo-

Ben Fitzpatrick, Ph. D Clarence
Wallen, Departamento de
Matematicas de la Universidad
Loyola Marymount

ramos un agujero en un cubo
lleno de agua, el liquido sale
con una razén gobernada por la ley de Torricelli, que esta-
blece que la razén de cambio del volumen es proporcional
a la raiz cuadrada de la altura del liquido.
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La ecuacién de la razén dada en la figura 3.2.11 surge

En este problema, vemos una comparacién de la ecua-

del principio de Bernoulli de hidrodindmica que establece cién diferencial de Torricelli con los datos reales.

que la cantidad P + ] pv* + pgh es una constante. Aqui P a)
es la presion, p es la densidad del fluido, v es la velocidad

y g es la aceleracién de la gravedad. Comparando la parte

superior del fluido, a la altura 4, con el fluido en el agu-

jero, tenemos que

1 _ 1
Ppane superior+ Epvgane superi0r+ pgh - Pagujem+ EpV§gujer0+ P8 0.

Si la presion en la parte superior y en el fondo son las dos
igual a la presién atmosférica y el radio del agujero es
mucho menor que el radio del cubo, entonces P e superior = b)

— 1
Pugujeru Y Vparte superior = Oa por lo que pgh =3 pV%gujcm conduceala

av
ley de Torricelli: v = V2gh. Puesto que o = —AgujeroVs

tenemos la ecuacion diferencial 0
av
E = _Aagujero V2gh.

—_— d)

altura del cubo
altura del agua H
h(1)

I AN i e)

ecuacion

de razoén: % = _Aagujero V2gh

FIGURA 3.2.1T7 Cubo con gotera.

Si el agua estd a una altura /, podemos encontrar el
volumen de agua en el cubo usando la férmula

Vih) = ﬁ[(mh + Ry — R}

enlaquem = (R, — R)/H. Aqui Ry R, denotan el
radio de la parte superior y del fondo del cubo, res-
pectivamente y H denota la altura del cubo. Tomando
esta férmula como dada, se deriva para encontrar una
relacion entre las razones dV/dt y dh/dt.

Use la expresion deducida en el inciso a) para en-
contrar una ecuacion diferencial para h(f) (es decir,
tendria una variable independiente 7, una variable de-
pendiente / y las constantes en la ecuacion).

Resuelva esta ecuacién diferencial usando separacion
de variables. Es relativamente directo determinar al
tiempo como una funcién de la altura, pero despejar la
altura como una funcién del tiempo puede ser dificil.

Haga una maceta, 11énela con agua y vea cémo gotea.
Para un conjunto fijo de alturas, registre el tiempo para
el que el agua alcanza la altura. Compare los resultados
con los de la solucion de la ecuacion diferencial.

Se puede ver que una ecuacién diferencial mds exacta
es

av —

Z = _(0'84)Aagujem gh

Resuelva esta ecuacién diferencial y compare los re-
sultados del inciso d).

3.3 MODELADO CON SISTEMAS

DE ED DE PRIMER ORDEN

REPASO DE MATERIAL

e Seccion 1.3.

INTRODUCCION  Esta seccién es similar a la seccién 1.3 en que se van a analizar ciertos modelos
matematicos, pero en lugar de una sola ecuacidn diferencial los modelos serdn sistemas de ecuaciones
diferenciales de primer orden. Aunque algunos de los modelos se basan en temas que se analizaron
en las dos secciones anteriores, no se desarrollan métodos generales para resolver estos sistemas. Hay
razones para esto: primero, hasta el momento no se tienen las herramientas matematicas necesarias
para resolver sistemas. Segundo, algunos de los sistemas que se analizan, sobre todo los sistemas de
ED no lineales de primer orden, simplemente no se pueden resolver de forma analitica. Los capitulos
4,7y 8 tratan métodos de solucién para sistemas de ED lineales.

SISTEMAS LINEALES Y NO LINEALES Se ha visto que una sola ecuacion dife-
rencial puede servir como modelo matemadtico para una sola poblacién en un medio
ambiente. Pero si hay, por ejemplo, dos especies que interactian, y quizd compiten,
viviendo en el mismo medio ambiente (por ejemplo, conejos y zorros), entonces un
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modelo para sus poblaciones x(7) y y(¢) podria ser un sistema de dos ecuaciones dife-
renciales de primer orden como

& _ (7, x,y)
dt gl ’x7y
dy (1
—_— = LX)
dr &1, x, y)

Cuando g, y g, son lineales en las variables x y y, es decir, g, y g, tienen las formas

git,x,y) = c;x + ¢y + fi(®) y &, x,y) = c3x + ¢,y + f,(0),

donde los coeficientes ¢, podrian depender de /— entonces se dice que es un sistema
lineal. Un sistema de ecuaciones diferenciales que no es lineal se llama no lineal.

SERIES RADIACTIVAS En el andlisis del decaimiento radiactivo en las secciones 1.3
y 3.1 se supuso que la razén de decaimiento era proporcional a la cantidad A(r) de nu-
cleos de la sustancia presentes en el tiempo ¢. Cuando una sustancia se desintegra por
radiactividad, usualmente no transmuta en un solo paso a una sustancia estable, sino que
la primera sustancia se transforma en otra sustancia radiactiva, que a su vez forma una
tercera sustancia, etc. Este proceso, que se conoce como serie de decaimiento radiac-
tivo contintda hasta que llega a un elemento estable. Por ejemplo, la serie de decaimiento
del uranio es U-238 — Th-234 — - - - —Pb-206, donde Pb-206 es un isétopo estable del
plomo. La vida media de los distintos elementos de una serie radiactiva pueden variar
de miles de millones de afios (4.5 X 10° afios para U-238) a una fraccién El‘;“ segundo.
Suponga que una serie radiactiva se describe en forma esquematica por X = Y = Z,
donde k, = —A, < 0yk, = —A, <0 son las constantes de desintegracion para las sus-
tancias X y Y, respectivamente, y Z es un elemento estable. Suponga, también, que x(),
¥(f) y z(f) denotan las cantidades de sustancias X, Y'y Z, respectivamente, que quedan al
tiempo ¢. La desintegracién del elemento X se describe por

dx A
==
dt !
mientras que la razén a la que se desintegra el segundo elemento Y es la razén neta

dy
E = Ax — Ay,
porque Y estd ganando dtomos de la desintegracion de X y al mismo tiempo perdiendo
atomos como resultado de su propia desintegracién. Como Z es un elemento estable,
simplemente estd ganando dtomos de la desintegracion del elemento Y:
dz

— = M)
dt 2y

En otras palabras, un modelo de la serie de decaimiento radiactivo para los tres ele-
mentos es el sistema lineal de tres ecuaciones diferenciales de primer orden

dx

— = —)\x
dt .

dy

— = AN X — Ay 2
dt o > 2)

dz Aoy
dt o

MEZCLAS Considere los dos tanques que se ilustran en la figura 3.3.1. Suponga
que el tanque A contiene 50 galones de agua en los que hay disueltas 25 libras de sal.
Suponga que el tanque B contiene 50 galones de agua pura. A los tanques entra y sale
liquido como se indica en la figura; se supone que tanto la mezcla intercambiada entre
los dos tanques como el liquido bombeado hacia fuera del tanque B estdn bien mezcla-
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agua pura mezcla
3 gal/min 1 gal/min

mezcla mezcla
4 gal/min 3 gal/min

FIGURA 3.3.1 Tanques mezclados conectados.

dos. Se desea construir un modelo matemadtico que describa la cantidad de libras x,(7)
y x,(#) de sal en los tanques A y B, respectivamente, en el tiempo .

Con un andlisis similar al de la pagina 23 en la seccién 1.3 y del ejemplo 5 de la
seccion 3.1 vemos que la razén de cambio neta de x(#) para el tanque A es

razon de entrada razon de salida

de la sal de la sal
A A
d
U — (3 gal/min) * (0 Ib/gal) + (1 gal/min) - (ﬁ lb/gal) — (4 gal/min) * (ﬁ lb/gal)
dt 50 50
__2 .1
T 25 T 5™
De manera similar, para el tanque B la razén de cambio neta de x,() es
& _ 45 3 B0
dt 50 50 50
2 2
= E.X] - E.XQ.
Asi obtenemos el sistema lineal
dx, 2 1
—=——xt—=x
dt 25 50
3
dx, 2 2 ©)
= —X — ==X
dt 25 25

Observe que el sistema anterior va acompaiado de las condiciones iniciales x,(0) =
25, x,(0) = 0.

MODELO PRESA-DEPREDADOR Suponga que dos especies de animales interac-
tdan dentro del mismo medio ambiente o ecosistema y suponga ademads que la primera
especie se alimenta s6lo de vegetacion y la segunda se alimenta sélo de la primera es-
pecie. En otras palabras, una especie es un depredador y la otra es una presa. Por
ejemplo, los lobos cazan caribies que se alimentan de pasto, los tiburones devoran
peces pequefios y el biho nival persigue a un roedor del artico llamado lemming. Por
razones de andlisis, imaginese que los depredadores son zorros y las presas conejos.

Sea x(#) y y(¢) las poblaciones de zorros y conejos, respectivamente, en el tiempo .
Si no hubiera conejos, entonces se podria esperar que los zorros, sin un suministro
adecuado de alimento, disminuyeran en nimero de acuerdo con

dx
dt
Sin embargo cuando hay conejos en el medio, parece razonable que el nimero de

encuentros o interacciones entre estas dos especies por unidad de tiempo sea conjunta-
mente proporcional a sus poblaciones x y y, es decir, proporcional al producto xy. Asi,

—ax, a> 0. 4)
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poblacion

tiempo

FIGURA 3.3.2 Parecen ser periédicas
las poblaciones de depredadores (rojo) y
presa (azul).

cuando estan presentes los conejos hay un suministro de alimento y, en consecuencia,
los zorros se agregan al sistema en una proporcién bxy, b > 0. Sumando esta dltima
proporcion a (4) se obtiene un modelo para la poblacién de zorros:

d
d_)tc = —ax + bxy. (5)

Por otro lado, si no hay zorros, entonces la poblacién de conejos, con una suposicion
adicional de suministro ilimitado de alimento, creceria con una razén proporcional al
nimero de conejos presentes en el tiempo #:

D_ gy d>o0

2w . (6)
Pero cuando estdn presentes los zorros, un modelo para la poblacién de conejos es
la ecuacién (6) disminuida por cxy, ¢ > 0; es decir, la razén a la que los conejos son
comidos durante sus encuentros con los zorros:

— =dy — cxy. @)

Las ecuaciones (5) y (7) constituyen un sistema de ecuaciones diferenciales no lineales

dx
dt

dy
dt

donde a, b, c y d son constantes positivas. Este famoso sistema de ecuaciones se co-
noce como modelo presa-depredador de Lotka-Volterra.

Excepto por dos soluciones constantes, x(r) = 0, y(#) = 0y x(¢t) = d/c, y(t) = a/b,
el sistema no lineal (8) no se puede resolver en términos de funciones elementales. Sin
embargo, es posible analizar estos sistemas en forma cuantitativa y cualitativa. Vea
el capitulo 9, “Soluciones numéricas de ecuaciones diferenciales”, y el capitulo 10
“Sistemas auténomos planos.”*

= —ax + bxy = x(—a + by)
()

=dy — cxy = y(d — cx),

I EJEMPLO 1 Modelo presa-depredador

Suponga que

@——016 + 0.08
0t 16x .08xy
dy

=45y —-09

” y xy

representa un modelo presa-depredador. Debido a que se estd tratando con poblaciones, se
tiene x(£)= 0, y(f) = 0. En la figura 3.3.2, que se obtuvo con la ayuda de un programa de
solucién numérica, se ilustran las curvas de poblacidn caracteristicas de los depredadores
y presa para este modelo superpuestas en los mismos ejes de coordenadas. Las condicio-
nes iniciales que se utilizaron fueron x(0) = 4, y(0) = 4. La curva en color rojo representa
la poblacién x(7) de los depredadores (zorros) y la curva en color azul es la poblacién y(7)
de la presa (conejos). Observe que el modelo al parecer predice que ambas poblaciones
x(?) y y(t) son periddicas en el tiempo. Esto tiene sentido desde el punto de vista intuitivo
porque conforme decrece el nimero de presas, la poblacion de depredadores decrece en
algiin momento como resultado de un menor suministro de alimento; pero junto con un
decrecimiento en el nimero de depredadores hay un incremento en el nimero de presas;
esto a su vez da lugar a un mayor nimero de depredadores, que en dltima instancia origina
otro decrecimiento en el nimero de presas. [ |

“Los capitulos 10 a 15 estdn en la versién ampliada de este libro, Ecuaciones diferenciales con problemas
con valores en la frontera.
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FIGURA 3.3.3 Red cuyo modelo esté
dado en (17).
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MODELOS DE COMPETENCIA Ahora suponga que dos especies de animales
ocupan el mismo ecosistema, no como depredador y presa sino como competidores por
los mismos recursos (como alimento y espacio vital) en el sistema. En ausencia de la
otra, suponga que la razén a la que crece cada poblacion estd dada por
dx dy

T Y dr ©)
respectivamente.

Como las dos especies compiten, otra suposicion podria ser que cada una de estas
razones se reduzca simplemente por la influencia o existencia, de la otra poblacién.
Asi un modelo para las dos poblaciones estd dado por el sistema lineal

dx
— =ax — by

dt
dt

(10)

= cy — dx,

donde a, b, c y d son constantes positivas.

Por otra parte, se podria suponer, como se hizo en (5), que cada razén de creci-
miento en (9) debe ser reducida por una razén proporcional al nimero de interacciones
entre las dos especies:

dx

— = ax — bxy
dt

(1)

dy

dt
Examinando se encuentra que este sistema no lineal es similar al modelo depredador-
presa de Lotka-Volterra. Por Gltimo, podria ser mds real reemplazar las razones en (9),
lo que indica que la poblacién de cada especie en aislamiento crece de forma exponen-
cial, con tasas que indican que cada poblacién crece en forma logistica (es decir, en un
tiempo largo la poblacion se acota):

= cy — dxy.

& _ ax — b x? y Q = a,y — byy”.
dt dt

Cuando estas nuevas razones decrecen a razones proporcionales al nimero de interac-

ciones, se obtiene otro modelo no lineal

dx

— =ax — bx*
dt

(12)

— bix — cpy)

— cxy = x(a,

13)

= @y — byy? — cxy = y(a, — byy — ¢,%),
donde los coeficientes son positivos. Por supuesto, el sistema lineal (10) y los sistemas
no lineales (11) y (13) se llaman modelos de competencia.

REDES Una red eléctrica que tiene mas de una malla también da lugar a ecuaciones
diferenciales simultdneas. Como se muestra en la figura 3.3.3, la corriente i (7) se di-
vide en las direcciones que se muestran en el punto B, llamado punto de ramificacion
de la red. Por la primera ley de Kirchhoff se puede escribir

() = i(0) + i (D).

Ademads, también se puede aplicar la segunda ley de Kirchhoff a cada malla. Para la
malla A B, B.A A, suponiendo una caida de voltaje en cada parte del circuito, se obtiene

(14)

| I S
d
E(t) = i\R, + Llﬁ + iR, (15)
De modo similar, para la mallaA B,C C,B,A,A, tenemos que
) di
E() = iR, + Ly (16)
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Usando (14) para eliminar i, en (15) y (16) se obtienen dos ecuaciones lineales de
primer orden para las corrientes i,(¢) € i,(?):

FIGURA 3.3.4 Red cuyo modelo son
las ecuaciones (18).

di,

L,

“dt

Cl’[’}

LIT[' + (R, + Ryi, + Rji; = E(?)
a

(17)
Rii, + Rjis = E(1).

Dejamos esto como un ejercicio (vea el problema 14) el mostrar que el sistema de
ecuaciones diferenciales que describe las corrientes i (¢) € i,(f) en la red formada por un
resistor, un inductor y un capacitor que se muestra en la figura 3.3.4 es

di, .
L— + Ri, = E(1)
dt
(18)
di,
RC—+ i, — i, =0.
dt

EJERCICIOS 3.3

Las respuestas a los problemas con niimero impar comienzan en la pdgina RES-4.

Series radiactivas

1.

Hasta el momento no se han analizado métodos mediante los
que se puedan resolver sistemas de ecuaciones diferenciales.
Sin embargo, sistemas como (2) se pueden resolver sin otro
conocimiento que el necesario para resolver una ecuaciéon
diferencial lineal. Encuentre una solucién de (2) sujeto a las
condiciones iniciales x(0) = x, y(0) = 0, z(0) = 0.

En el problema 1, suponga que el tiempo se mide en dias,
que las constantes de desintegracion son k, = —0.138629
y k, = —0.004951, y que x, = 20. Utilice un programa de
graficacion para trazar las gréificas de las soluciones x(z),
y(t) y z(f) en el mismo conjunto de ejes de coordenadas.
Utilice las gréficas para aproximar las vidas medias de
sustancias X'y Y.

Utilice las gréficas del problema 2 para aproximar los
tiempos cuando las cantidades x(¢) y y(¢) son las mismas,
los tiempos cuando las cantidades x(f) y z(¢) son las mis-
mas y los tiempos cuando las cantidades y(#) y z(f) son
las mismas. ;Por qué, desde el punto de vista intuitivo, el
tiempo determinado cuando las cantidades y(7) y z(f) son
las mismas, tiene sentido?

Construya un modelo matematico para una serie radiac-
tiva de cuatro elementos W, X, Yy Z, donde Z es un ele-
mento estable.

Mezclas

S.

Considere dos tanques A y B, en los que se bombea y se
saca liquido en la misma proporcién, como se describe
mediante el sistema de ecuaciones (3). ;Cuadl es el sistema
de ecuaciones diferenciales si, en lugar de agua pura, se
bombea al tanque A una solucién de salmuera que con-
tiene dos libras de sal por gal6n?

Utilice la informacién que se proporciona en la figura
3.3.5 para construir un modelo matematico para la can-

agua pura
4 gal/min

mezcla
1 gal/min

mezcla
2 gal/min

mezcla
4 gal/min

mezcla
5 gal/min

mezcla
6 gal/min

FIGURA 3.3.5 Tanques de mezclado del problema 6.

tidad de libras de sal x (?), x,(¢) y x,(¢) al tiempo 7 en los
tanques A, By C, respectivamente.

Dos tanques muy grandes A y B estdn parcialmente lle-
nos con 100 galones de salmuera cada uno. Al inicio, se
disuelven 100 libras de sal en la solucién del tanque A y
50 libras de sal en la solucién del tanque B. El sistema es

mezcla
3 gal/min

mezcla
2 gal/min

FIGURA 3.3.6 Tanques de mezclado del problema 7.

cerrado ya que el liquido bien mezclado se bombea sélo
entre los tanques, como se muestra en la figura 3.3.6.

a) Utilice la informacién que aparece en la figura para
construir un modelo matematico para el nimero de
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libras de sal x (¢) y x,(¢) al tiempo ¢ en los tanques A y
B, respectivamente.

b) Encuentre una relacién entre las variables x,(f) y x,(¢)
que se cumpla en el tiempo ¢. Explique por qué esta
relacién tiene sentido desde el punto de vista intui-
tivo. Use esta relacion para ayudar a encontrar la can-
tidad de sal en el tanque B en # = 30 min.

8. Tres tanques grandes contienen salmuera, como se mues-
tra en la figura 3.3.7. Con la informacién de la figura
construya un modelo matemadtico para el nimero de libras
de sal x (1), x,(¢) y x,(¢) al tiempo ¢ en los tanques A, B y
C, respectivamente. Sin resolver el sistema, prediga los
valores limite de x (#), x,() y x,(#) conforme ¢ — oo

agua pura
4 gal/min

mezcla
4 gal/min

mezcla
4 gal/min

mezcla
4 gal/min

FIGURA 3.3.7 Tanques de mezclado del problema 8.

Modelos depredador—presa

9. Considere el modelo depredador-presa de Lotka-Volterra
definido por

dx

o = —0.1x + 0.02xy
dy

— = 0.2y — 0.025xy,
di y Xy

donde las poblaciones x(#) (depredadores) y y(f) (presa)
se miden en miles. Suponga que x(0) = 6 y y(0) = 6.
Utilice un programa de solucién numérica para graficar
x(#) y y(t). Use las graficas para aproximar el tiempo ¢ > 0
cuando las dos poblaciones son al principio iguales. Use
las gréaficas para aproximar el periodo de cada poblacién.

Modelos de competencia

10. Considere el modelo de competencia definido por

dx
E =x(2 — 0.4x — 0.3y)
dy
7 =y — 0.1y — 0.3x),

donde las poblaciones x(¢) y y(f) se miden en miles y # en
afios. Use un programa de soluciéon numérica para anali-
zar las poblaciones en un periodo largo para cada uno de
los casos siguientes:

a) x(0) =15, y0)=35

b) x0)=1, y©0) =1

0 x(0)=2, y(0)=7
d) x(0) =45, y0) =05

11. Considere el modelo de competencia definido por

dx _ (1 = 0.1x — 0.05y)

It X dx .05y

dy

— = y(1.7 — 0.1y — 0.15x),
Ut ¥( y X)

donde las poblaciones x(#) y x(#) se miden en miles y ¢ en
afios. Utilice un programa de solucién numérica para ana-
lizar las poblaciones en un periodo largo para cada uno de
los casos siguientes:

a) x(0)=1, y0)=1

b) x(0) =4, y0) =10

¢) x(0)=9, y0O) =4

d) x(0) =55, y0)=35

Redes

12. Demuestre que un sistema de ecuaciones diferenciales
que describa las corrientes i,(1) e i,(?) en la red eléctrica
que se muestra en la figura 3.3.8 es

di, diy
L—+L—+ R, = E(t
dr dt 12 ®
d12 dl'; 1
R, —+R,— + 0
Ydr Tt dr s

FIGURA 3.3.8 Red del problema 12.

13. Determine un sistema de ecuaciones diferenciales de pri-
mer orden que describa las corrientes i,(¢) € i,(f) en la red
eléctrica que se muestra en la figura 3.3.9.

Ry i3

Ry Ry

FIGURA 3.3.9 Red del problema 13.

14. Demuestre que el sistema lineal que se proporciona en
(18) describe las corrientes i (¢) e i,(¢) en la red que se
muestra en la figura 3.3.4. [Sugerencia: dg/dt = i.]
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Modelos no lineales adicionales

15.

16.

Modelo SIR Una enfermedad contagiosa se propaga en
una pequefla comunidad, con una poblacién fija de n per-
sonas, por contacto entre individuos infectados y personas
que son susceptibles a la enfermedad. Suponga al princi-
pio que todos son susceptibles a la enfermedad y que nadie
sale de la comunidad mientras se propaga la epidemia. En el
tiempo #, sean s(7), i(¢) y 7(#), a su vez, el nimero de personas
en la comunidad (medido en cientos) que son susceptibles a
la enfermedad pero que atin no estdn infectadas, el nimero
de personas que estan infectadas con la enfermedad y el ni-
mero de personas que se han recuperado de la enfermedad.
Explique por qué el sistema de ecuaciones diferenciales

d

d_j = _klsi

L ki + st
dr ol 151
dr

— = k ',
a7

donde k, (llamada la razon de infeccion) y k, (llamada
la razon de eliminacion) son constantes positivas, es un
modelo matematico razonable, conocido comunmente
como modelo SIR, para la propagacién de la epidemia
en la comunidad. Asigne condiciones iniciales posibles
relacionadas con este sistema de ecuaciones.

a) En el problema 15, explique por qué es suficiente ana-
lizar s6lo

ds )

- = —kISl

dt

di . .
7 = —kyi + kysi.

b) Supongaque k, = 0.2, k, = 0.7 y n = 10. Elija varios
valores de i(0) = i, 0 < i, < 10. Use un programa de
solucién numérica para determinar lo que predice el
modelo acerca de la epidemia en los dos casos s, >
k,/k 'y s,= k,/k,.En el caso de una epidemia, estime
el nimero de personas que finalmente se infectan.

Problemas de proyecto

17.

Concentracion de un nutriente Suponga que los com-
partimientos A y B que se muestran en la figura 3.3.10 se

liquido a liquido a
concentracion concentracion
x(1) y()

\ a7/

A 1 B
-~
—_—

membrana

FIGURA 3.3.10 Flujo de nutrientes a través de una
membrana del problema 17.

18.

19.

20.

llenan con liquidos y se separan mediante una membrana
permeable. La figura es una representacion seccional del
exterior y el interior de una célula. Suponga también que
un nutriente necesario para el crecimiento de la célula
pasa por la membrana. Un modelo para las concentracio-
nes x(f) y y(¢) del nutriente en los compartimientos A y
B, respectivamente, en el tiempo ¢ se expresa mediante el
siguiente sistema lineal de ecuaciones diferenciales

dx K( )
Loy — %
v,
dy
dt—VB(x »)s

donde V, y V, son los volimenes de los compartimientos,
y k > 0 es un factor de permeabilidad. Sean x(0) = x, y
¥(0) = y, las concentraciones iniciales del nutriente. Con
base unicamente en las ecuaciones del sistema y la supo-
sicion X, >y, > 0, dibuje, en el mismo conjunto de coor-
denadas, posibles curvas solucion del sistema. Explique
su razonamiento. Analice el comportamiento de las solu-
ciones en un tiempo largo.

El sistema del problema 17, al igual que el sistema en
(2), se puede resolver sin un conocimiento avanzado.
Resuelva para x(7) y y(f) y compare sus graficas con sus
dibujos del problema 17. Determine los valores limite de
x() y y(t) conforme ¢t — 0. Explique por qué la respuesta
de la dltima pregunta tiene sentido intuitivamente.

Con base solo en la descripcion fisica del problema de
mezcla de la pagina 107 y la figura 3.3.1, analice la natu-
raleza de las funciones x,(1) y x,(#). ;Cudl es el comporta-
miento de cada funcién durante un tiempo largo? Dibuje
las graficas posibles de x (1) y x,(¢). Compruebe sus con-
jeturas mediante un programa de solucién numérica para
obtener las curvas solucién de (3) sujetas a las condicio-
nes iniciales x (0) = 25, x,(0) = 0.

Ley de Newton del enfriamiento/calentamiento Como
se muestra en la figura 3.3.11, una pequefia barra metélica se
coloca dentro del recipiente A y éste se coloca dentro de un
recipiente B mucho mas grande. A medida que se enfria la
barra metalica, la temperatura ambiente 7', (7) del medio den-
tro del recipiente A cambia de acuerdo con la ley de Newton
del enfriamiento. Conforme se enfria el recipiente A, la tem-
peratura en la parte media dentro del recipiente B no cambia

recipiente B

recipiente A

barra
metalica

NG

Tp = constante

FIGURA 3.3.11 Recipiente dentro de un recipiente del problema 20.



de manera importante y se puede considerar una constante
T,. Construya un modelo matemdtico para las temperaturas
T(®) y T,(2), donde T(t) es la temperatura de la barra me-
talica dentro del recipiente A. Como en los problemas 1 y
18, este modelo se puede resolver usando los conocimientos
adquiridos. Encuentre una solucién del sistema sujeto a las
condiciones iniciales 7(0) = 7, 7,(0) = T.

Problema aportado

21. Un problema de mez- | delaUniversidad de lowa del

Dr. Michael Prophet, Dr. Doug
Shaw, Profesores Asociados del
Departamento de Matematicas

Norte

clas Un par de tanques
estdn conectados como se
muestra en la figura 3.3.12. Al tiempo ¢ = 0, el tanque A
contiene 500 litros de liquido, 7 de los cuales son de etanol.
Comenzando en ¢ = 0, se agregan 3 litros por minuto de
una solucién de etanol a 20%. Ademads se bombean 2 L/min
del tanque B al tanque A. La mezcla resultante es continua-
mente mezclada y se bombean 5 L/min al tanque B. El con-
tenido del tanque B es también continuamente mezclado.
Ademas de los 2 litros que se regresan al tanque A, 3 L/min
se descargan desde el sistema. Sean que P(f) y Q(¢) denoten
el nimero de litros de etanol en los tanques A y B al tiempo
t. Queremos encontrar P(f). Usando el principio de que

razon de cambio = razén de entrada de etanol — razén de

salida de etanol,

obtenemos el sistema de ecuaciones diferenciales de pri-
mer orden

dp _ Q) (L) 2 P
=302+ 2(10()) 5(50()) 06+ 5 -1 (19)
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solucién de etanol mezcla
3 L/min 5 L/min

A 4

A B
500 litros 100 litros

mezcla mezcla
2 L/min 3 L/min

FIGURA 3.3.12 Tanque de mezclado del problema 21.

a) Analice cualitativamente el comportamiento del sistema.
(Qué ocurre a corto plazo? ;Qué ocurre a largo plazo?

b) Intente resolver este sistema. Cuando la ecuacion (19)
se deriva respecto al tiempo ¢, se obtiene

a’p_1dQ 1 dpP
dr> 50 dr 100 dt” —

Sustituyendo (20) en esta ecuacién y simplificando.

¢) Muestre que cuando se determina Q de la ecuacién (19)
y se sustituye la respuesta en el inciso b), obtenemos
d*r dp 3

+6— +—P =3.

100 —
dr? dt 100

d) Esta dado que P(0) = 200. Muestre que P'(0) = —%.
Después resuelva la ecuacion diferencial en el inciso
¢) sujeto a estas condiciones iniciales.

e) Sustituya la solucién del inciso d) en la ecuacién
(19) y resuelva para Q(1).

“0_{r) 2)-2 0 o0
dt 500 100 100 20 f) (Qué les pasa a P(f) y Q(r) conforme ¢ —> ©?

Las respuestas a los problemas con niimero impar
comienzan en la pdgina RES-4.
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Responda los problemas 1 a 4 sin consultar las respuestas del
libro. Llene los espacios en blanco y responda verdadero o falso.

compara este valor con el que se predice por el modelo en el
que se supone que la razén de crecimiento en la poblacién
es proporcional a la poblacion presente en el tiempo #?

1. Si P(t) = P """ da la poblacién en un medio ambiente al

tiempo t, entonces una ecuacion diferencial que satisface
P(t) es

. Si la razén de desintegracion de una sustancia radiactiva
es proporcional a la cantidad A(¢) que queda en el tiempo
t, entonces la vida media de la sustancia es necesaria-
mente 7 = —(In 2)/k. La raz6n de decaimiento de la sus-
tancia en el tiempo ¢+ = T es un medio de la razén de
decaimiento en ¢ = 0.

. En marzo de 1976 la poblacién mundial llegé a cuatro mil
millones. Una popular revista de noticias predijo que con
una razon de crecimiento anual promedio de 1.8%, la pobla-
cién mundial seria de 8 mil millones en 45 anos. ;Como se

. A una habitacién cuyo volumen es 8000 pies® se bombea

aire que contiene 0.06% de diéxido de carbono. Se intro-
duce a la habitacién un flujo de aire de 2000 pies*/min
y se extrae el mismo flujo de aire circulado. Si hay una
concentracion inicial de 0.2% de di6xido de carbono en
la habitacién, determine la cantidad posterior en la habi-
tacion al tiempo . ;Cudl es la concentracién a los 10 mi-
nutos? ;Cudl es la concentracion de didéxido de carbono
de estado estable o de equilibrio?

5. Resuelva la ecuacién diferencial

dy _ vy
dx SZ_y2
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de la tractriz. Véase el problema 26 de los ejercicios 1.3.
Suponga que el punto inicial en el eje y es (0, 10) y que la
longitud de la cuerda es x = 10 pies.

. Suponga que una célula estd suspendida en una solucién

que contiene un soluto de concentracion constante C.
Suponga ademads que la célula tiene volumen constante V
y que el drea de su membrana permeable es la constante
A. Por la ley de Fick, la rapidez de cambio de su masa m
es directamente proporcional al drea A y la diferencia C,
— C(1), donde C(7) es la concentracion del soluto dentro de
la célula al tiempo . Encuentre C(f) sim = V- C(t) y C(0)
= C,. Veala figura 3.R.1.

concentracioi
C@

concentracion
G

oléculas de soluto
difundiéndose a través
de la membrana de
“<~lacélula

FIGURA 3.R.T Célula del problema 6.

Suponga que conforme se enfria un cuerpo, la temperatura del
medio circundante aumenta debido a que absorbe por com-
pleto el calor que pierde el cuerpo. Sean 7(f) y Tm(f) las tem-
peraturas del cuerpo y el medio al tiempo 7, respectivamente.
Si la temperatura inicial del cuerpo es 7, y la temperatura ini-
cial del medio de T, entonces se puede mostrar en este caso
que la ley de Newton del enfriamiento es dT/dt = k(T - T).
k < 0, donde T =T,+ B(T, — T), B> 0 es una constante.

a) La ED anterior es auténoma. Utilice el concepto de
esquema de fase de la seccion 2.1 para determinar el
valor limite de la temperatura 7(¢) conforme t — <.
(Cudl es el valor limite de 7' () conforme ¢ —> 0?7

b) Compruebe sus respuestas del inciso a) resolviendo
la ecuacion diferencial.

¢) Analice una interpretacion fisica de sus respuestas en
el inciso a).

. De acuerdo con la ley de Stefan de la radiacion, la tem-

peratura absoluta T de un cuerpo que se enfria en un medio
a temperatura absoluta constante 7, estd dada como

dTr

— = k(T* - T3),

I ( m)
donde k es una constante. La ley de Stefan se puede uti-
lizar en un intervalo de temperatura mayor que la ley de
Newton del enfriamiento.

a) Resuelva la ecuacién diferencial.

b) Muestre que cuando 7 — 7, es pequefia comparada
con T entonces la ley de Newton del enfriamiento se
aproxima a la ley de Stefan. [Sugerencia: Considere la
serie binomial del lado derecho de la ED.]

9.

10.

11.

12.

Un circuito LR en serie tiene un inductor variable con la
inductancia definida por

0=r<10

__t,

L(t) = 10
0, t = 10.

Encuentre la corriente i(7) si la resistencia es 0.2 ohm, el vol-
taje aplicado es E(f) = 4 e i(0) = 0. Trace la grafica de i(%).

Un problema clasico en el cdlculo de variaciones es encontrar
la forma de una curva € tal que una cuenta, bajo la influencia
de la gravedad, se deslice del punto A(0, 0) al punto B(x, y,)
en el menor tiempo. Vea la figura 3.R.2. Se puede demostrar
que una ecuacion no lineal para la forma y(x) de la trayec-
toria es y[1 + (y')’] = k, donde k es una constante. Primero
resuelva para dx en términos de y y dy; y después utilice la
sustitucién y = k sen’d para obtener una forma paramétrica
de la solucién. La curva € resulta ser una cicloide.

A(0, 0)

cuenta

mg B(xy, y))

y

FIGURA 3.R.2 Cuenta deslizando del problema 10.

Un modelo para las poblaciones de dos especies de ani-
males que interactian es

dx

E =kx(a — x)
dy

— = koxy.

di 22Xy

Resuelva para x y y en términos de ¢.

En un principio, dos tanques grandes A y B contienen cada
uno 100 galones de salmuera. El liquido bien mezclado se
bombea entre los recipientes como se muestra en la figura
3.R.3. Utilice la informacién de la figura para construir un
modelo matemdtico para el nimero de libras de sal x,() y
x,(1) al tiempo # en los recipientes A y B, respectivamente.

Cuando todas las curvas de una familia G(x, y, c)= 0 in-
tersecan ortogonalmente todas las curvas de otra familia

2 Ib/gal mezcla
7 gal/min 5 gal/min
S S
A B
100 gal 100 gal
mezcla mezcla mezcla
3 gal/min 1 gal/min 4 gal/min

FIGURA 3.R.3 Recipientes de mezclado del problema 12.



H(x, y, c,) = 0, se dice que las familias son trayectorias
ortogonales entre si. Vea la figura 3.R.4. Si dy/dx = f(x,
y) es la ecuacién diferencial de una familia, entonces la
ecuacion diferencial para las trayectorias ortogonales de
esta familia es dy/dx = —1/f(x, y). En los problemas 13 y
14, encuentre la ecuacion diferencial de la familia suminis-
trada. Determine las trayectorias de esta familia. Utilice un
programa de graficacion para trazar las graficas de ambas
familias en el mismo conjunto de ejes coordenados.

G(x,y,c1)=0
tangentes
H(x,y,¢7)=0
FIGURA 3.R.4 Trayectorias ortogonales.
1
13. y=—x—1+ce" 14. y =
y ! YT |

Problema aportado

15. Acuiferos y la ley de | csu sacramento

Dr. David Zeigler profesor
asistente Departamento de
Matematicas y Estadistica

Darcy De acuerdo con el
departamento de servicios
de Sacramento en California, aproximadamente 15% del
agua para Sacramento proviene de acuiferos. A diferencia
de fuentes de agua tales como rios o lagos que yacen sobre
del suelo, un acuifero es una capa de un material poroso
bajo el suelo que contiene agua. El agua puede residir en
espacios vacios entre rocas o entre las grietas de las rocas.
Debido al material que estd arriba, el agua esta sujeta a una
presién que la impulsa como un fluido en movimiento.

La ley de Darcy es una expresién generalizada para
describir el flujo de un fluido a través de un medio poroso.
Muestra que el flujo volumétrico de un fluido a través de un
recipiente es una funcion del drea de seccidn transversal, de
la elevacion y de la presion del fluido. La configuracion que
consideraremos en este problema es la denominada pro-
blema para un flujo unidimensional. Considere la columna
de flujo como la que se muestra en la figura 3.R.5. Como
lo indican las flechas, el flujo del fluido es de izquierda a
derecha a través de un recipiente con seccion transversal
circular. El recipiente estd lleno con un material poroso
(por ejemplo piedras, arena o algodén) que permiten que
el fluido fluya. A la entrada y a la salida del contenedor se
tienen piezémetros que miden la carga hidraulica, esto es, la
presién del agua por unidad de peso, al reportar la altura de
la columna de agua. La diferencia en las alturas de agua en
los piezometros se denota por Ah. Para esta configuracion
se calcul6 experimentalmente mediante Darcy que

Q—AK%
L
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donde la longitud se mide en metros (m) y el tiempo en
segundos (s):

Q = flujo volumétrico (m?¥/s)

A = éarea transversal del flujo, perpendicular a la direc-
cién del flujo (m?)

K = conductividad hidraulica (m/s)

L = longitud de la trayectoria de flujo (m)

Ah = diferencia de carga hidrdulica (m)

Donde la carga hidrdulica en un punto dado es la suma
de la carga de presion y la elevacion, el flujo volumétrico

puede rescribirse como
A| _1 + y
—18

= AK ,
Q L

donde

p = presion del agua (N/m?)

p = densidad del agua (kg/m?)

g = aceleracion de la gravedad (m/s?)
y = elevacién (m)

Una forma mas general de la ecuacion resulta cuando el 1i-
mite de Ak respecto a la direccion de flujo (x, como se mues-
tra en la figura 3.R.5) se evalda como la longitud de trayec-
toria del flujo L — 0. Realizando este calculo se obtiene

d|p
Q=-AK—|—+y]|
dx | pg
donde el cambio en el signo indica el hecho de que la carga
hidrdulica disminuye siempre en la direccion del flujo. El
flujo volumétrico por unidad de area se llama flujo g de

Darcy y se define mediante la ecuacion diferencial

_9_ _d|p
774 KdX[ngry} M

donde g se mide en m/s.

a) Suponga que la densidad del fluido p y el flujo de Darcy
q son funciones de x. Despeje la presion p de la ecua-
cién (1). Puede suponer que K y g son constantes.

b) Suponga que el flujo de Darcy es evaluado negativa-
mente, es decir, g < 0. ;Qué indica esto respecto del
cociente p/p? En concreto, jel cociente entre la pre-
sién y la densidad aumenta o disminuye respecto a x?
Suponga que la elevacién y del cilindro es fija. ;Qué
puede inferirse acerca del cociente p/p si el flujo de
Darcy es cero?

¢) Suponga que la densidad del fluido p es constante.
Despeje la presion p(x) de la ecuacién (1) cuando el
flujo de Darcy es proporcional a la presion, es decir, g
= ap, donde « es una constante de proporcionalidad.
Dibuje la familia de soluciones para la presion.

d) Abhora, si suponemos que la presién p es constante
pero la densidad p es una funcién de x, entonces el
flujo de Darcy es una funcién de x. Despeje la den-
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sidad p(x) de la ecuacién (1). Despeje la densidad
p(x) de la ecuacidén (1) cuando el flujo de Darcy es
proporcional a la densidad, ¢ = Bp, donde 8 es una
constante de proporcionalidad.

e) Suponga que el flujo de Darcy es g(x) = sen ey la
funcién densidad es

1

PO = e + o

Use un SAC para trazar la presion p(x) sobre el inter-
valo 0 = x = 2. Suponga que K/g = — 1y que la pre-
sién en el extremo izquierdo del punto (x = 0) estd nor-
malizado a 1. Suponga que la elevacién y es constante.
Explique las implicaciones fisicas de su resultado.

t e
Ah

T

_>Q

FIGURA 3.R.5 Flujo del problema 15.

Problema aportado

16.

Dr. Michael Prophet y Dr.
Doug Shaw profesores
asociados del Departamento
de Matematicas Universidad de
lowa del Norte

Modelos de crecimiento
de poblacion Se pueden
usar campos direccionales
para obtener bastante informacién acerca de los modelos
de poblacién. En este problema puede usted construir cam-
pos direccionales a mano o utilizar un sistema algebraico de
computacion para crear algunos detalles. Al tiempo r = 0
una fina ldmina de agua comienza a fluir sobre el vertedero
concreto de una presa. Al mismo tiempo, 1000 algas son
agregadas por el vertedero. Modelaremos a P(f), como el
nimero de algas (en miles) presentes después de ¢ horas.
Modelo de crecimiento exponencial: Suponemos
que la razén de cambio es proporcional a la poblacién
presente: dP/dt = kP. En este caso en particular toma-
1

mos k = 3.

a) Construya un campo direccional para esta ecuacion
diferencial y dibuje la curva solucién.

b) Resuelva la ecuacién diferencial y trace la grafica de
la solucién. Compare su grafica con el dibujo del in-
Ciso a).

¢) Describa las soluciones de equilibrio de esta ecua-
cién diferencial auténoma.

d) De acuerdo con este modelo, ;qué pasa cuando 1 —> %07

e) En nuestro modelo, P(0) = 1. Describa cémo un
cambio de P(0) afecta la solucién.

f) Considere la solucién que corresponde a P(0)= 0.
(Como afectaria a la solucién un pequefio cambio en
P(0)?

Modelo de crecimiento logistico: Como vimos
en el inciso d), el modelo de crecimiento exponencial
que se acaba de presentar no es real para tiempos muy
grandes 7. {Qué limita la poblacién de algas? Suponga
que el agua al fluir proporciona una fuente de nutrien-
tes estable y saca la basura. En este caso el mayor fac-
tor limite es el drea del vertedero. Podemos modelarlo
como: cada interaccién alga-alga tensiona a los orga-
nismos implicados. Esto ocasiona una mortandad adi-
cional. El niimero de todas las posibles interacciones
es proporcional al cuadrado del nimero de organismos
presentes. Asi un modelo razonable seria

% = kP — mP?,
donde k y m son las constantes positivas. En este caso
particular tomamos k = 55 y m = <.
g) Construya un campo direccional para esta ecuacion
diferencial y dibuje la curva solucidn.

h) Resuelva esta ecuacion diferencial y trace la grafica
de la solucién. Compare su gréfica con la que dibujé
en el inciso g).

i) Describa las soluciones de equilibrio para esta ecua-
cién diferencial auténoma.

j) De acuerdo con este modelo, ;qué pasa conforme
t—>0?

k) En nuestro modelo P(0) = 1. Describa como afecta-
ria la solucion un cambio en P(0).

I) Considere la solucién correspondiente a P(0) = 0. ;C6-
mo afectaria la solucién un pequefio cambio en P(0)?

m) Considere la solucién correspondiente a P(0) = k/m.
(Como afectarfa la solucién un pequefio cambio en
P(0)?

Un modelo no auténomo: Suponga que el flujo de
agua a través de un vertedero estd decreciendo conforme
pasa el tiempo por lo que también disminuye al paso del
tiempo el hdbitat del alga. Esto también aumenta el efecto
de hacinamiento. Un modelo razonable ahora seria

dp

— = kP — m(1 + n)P?,

dt
Donde n se determinaria como la razén con la cual el ver-
tedero se estd secando. En nuestro ejemplo, tomamos k y
m como ya se consideraron y n = 117) .
n) Construya un campo direccional para esta ecuacion

diferencial y dibuje la curva solucién.

0) Describa las soluciones constantes de esta ecuacion
diferencial no auténoma.

p) De acuerdo con este modelo, ;qué pasa conforme
t — ©? ;Qué pasa si se cambia el valor de P(0)?
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Ahora trataremos la solucién de ecuaciones diferenciales de orden dos o superior.
En las primeras siete secciones de este capitulo se analizan la teorfa fundamental
y cierta clase de ecuaciones /ineales. El método de eliminacién para resolver
sistemas de ecuaciones lineales se introduce en la seccion 4.8 porque este método
simplemente desacopla un sistema en ecuaciones lineales de cada variable
dependiente. El capitulo concluye con un breve andlisis de ecuaciones no lineales

de orden superior.
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CAPITULO 4 ECUACIONES DIFERENCIALES DE ORDEN SUPERIOR

4.1

TEORIA PRELIMINAR: ECUACIONES LINEALES

REPASO DE MATERIAL

o [ea nuevamente los Comentarios al final de la seccion 1.1.
e Seccidn 2.3 (especialmente paginas 54 a 58).

INTRODUCCION En el capitulo 2 vimos que se pueden resolver algunas ecuaciones diferencia-
les de primer orden si se reconocen como separables, exactas, homogéneas o quizds como ecuacio-
nes de Bernoulli. Aunque las soluciones de estas ecuaciones estuvieran en la forma de una familia
uniparamétrica, esta familia, con una excepcion, no representa la solucién de la ecuacién diferen-
cial. So6lo en el caso de las ED lineales de primer orden se pueden obtener soluciones generales
considerando ciertas condiciones iniciales. Recuerde que una solucién general es una familia de so-
luciones definida en algtn intervalo 7 que contiene fodas las soluciones de la ED que estdn definidas
en /. Como el objetivo principal de este capitulo es encontrar soluciones generales de ED lineales de
orden superior, primero necesitamos examinar un poco de la teoria de ecuaciones lineales.

4.1.1 PROBLEMAS CON VALORES INICIALES
Y CON VALORES EN LA FRONTERA

PROBLEMA CON VALORES INICIALES Enlaseccion 1.2 se definié un problema
con valores iniciales para una ecuacién diferencial de n-ésimo orden. Para una ecua-
cién diferencial lineal, un problema con valores iniciales de n-ésimo orden es

d” y dnf I»/\, dy
Resuelva: a,(x)— + a,_(x) =t Tt a;(x) — + ayx)y = gx)
dx" dx" dx

Sujeta a: yx) = Yo Y x) =yia..n YT = yee,

Recuerde que para un problema como éste se busca una funcién definida en algin in-
tervalo 1, que contiene a x,, que satisface la ecuacion diferencial y las n condiciones
o . ) - N . _

iniciales que se especifican en x: y(x,)) =y, ¥'(x) =y, ... , " (x)) =y, _,. Yahemos
visto que en el caso de un problema con valores iniciales de segundo orden, una curva
solucién debe pasar por el punto (x,, y,) y tener pendiente y, en este punto.
EXISTENCIA Y UNICIDAD En la seccién 1.2 se expres6 un teorema que daba las
condiciones con las que se garantizaba la existencia y unicidad de una solucién de un
problema con valores iniciales de primer orden. El teorema siguiente tiene condiciones

suficientes para la existencia y unicidad de una solucién tnica del problema en (1).

TEOREMA 4.1.1 Existencia de una solucion vinica

Sean a (x), a, (x), ... ,a/(x), ayx)y g(x) continuas en un intervalo /, y sea
a (x) # 0 para toda x en este intervalo. Si x = x, es cualquier punto en este
intervalo, entonces una solucién y(x) del problema con valores iniciales (1)
existe en el intervalo y es Unica.

I EJEMPLO T Solucién tinica de un PVI

El problema con valores iniciales

3y/// + Syl/ _ y’ + 7y =0, y(l) =0, y’(l) =0, y”(l) =0




soluciones de la ED

1

FIGURA 4.1.1 Curvas solucién de un
PVF que pasan a través de dos puntos.
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tiene la solucion trivial y = 0. Debido a que la ecuacién de tercer orden es lineal con
coeficientes constantes, se cumplen las condiciones del teorema 4.1.1. Por tantoy = 0
es la unica solucidn en cualquier intervalo que contiene a x = 1. [ ]

I EJEMPLO 2 Solucién vinica de un PVI

2x

Se debe comprobar que la funcién y = 3¢” + ¢
con valores iniciales

y' =4y =12x, y(0) =4, y'(0) =1

— 3x es una solucién del problema

Ahora la ecuacion diferencial es lineal; los coeficientes, asi como g(x) = 12x, son
continuos y a,(x) = 1 # 0 en algtn intervalo / que contenga a x = 0. Concluimos del
teorema 4.1.1 que la funcién dada es la tnica solucién en 1. [ ]

Los requisitos en el teorema 4.1.1 de que a(x), i = 0, 1, 2, . . ., n sean continuas
y a (x) # 0 para toda x en / son importantes. En particular, si a (x) = 0 para algtn x
en el intervalo, entonces la solucién de un problema lineal con valores iniciales po-
dria no ser unica o ni siquiera existir. Por ejemplo, se debe comprobar que la funcién
vy = ¢x? + x + 3 es una solucion de problema con valores iniciales

Xy —=2xy +2y=6, y0)=3, y'(0) =1

en el intervalo (—oe, ) para alguna eleccion del parametro c. En otras palabras, no
hay solucién dnica del problema. Aunque se satisface la mayoria de las condiciones
del teorema 4.1.1, las dificultades obvias son que a,(x) = x* es cero en x = 0y que las
condiciones iniciales también se imponen en x = 0.

PROBLEMA CON VALORES EN LA FRONTERA Otro tipo de problema consiste
en resolver una ecuacion diferencial lineal de orden dos o mayor en que la variable de-
pendiente y o sus derivadas se especifican en diferentes puntos. Un problema tal como

"

d-y dy
Resuelva: a,(x) — + a;(x) =— + ag(x)y = gx)
dx- dx

Sujeto a: y(@) = yo, y(b) =y

se llama problema con valores en la frontera (PVF). Los valores prescritos y(a) = y,
y y(b) =y, se llaman condiciones en la frontera. Una solucién del problema anterior
es una funcion que satisface la ecuacion diferencial en algin intervalo I, que contiene
aay b, cuya gréfica pasa por los puntos (a, y) y (b, y ). Véase la figura 4.1.1.

Para una ecuacion diferencial de segundo orden, otros pares de condiciones en la
frontera podrian ser

y'(@) = yo, y(b) =y
y(a) = o, y'(b) =y
i@ =y,  y(b) =y,

donde y, y y, denotan constantes arbitrarias. Estos pares de condiciones son sdlo casos
especiales de las condiciones en la frontera generales.
ay(a) + Biy'(a) = v
ayy(b) + By (D) = .

En el ejemplo siguiente se muestra que aun cuando se cumplen las condiciones del

teorema4.1.1, un problema con valores en la frontera puede tener varias soluciones (como
se sugiere en la figura 4.1.1), una solucién tinica o no tener ninguna solucion.
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0,0) \ (7/2,0)

o1
(,2——5

FIGURA 4.1.2 Algunas curvas

solucion de (3)

I EJEMPLO 3 UnPVF puede tener muchas, una o ninguna solucién

En el ejemplo 4 de la seccion 1.1 vimos que la familia de soluciones de dos parametros
de la ecuacion diferencial x” + 16x = O es

X = ¢, cos 4t + ¢, sen 4+. )

a) Suponga que ahora deseamos determinar la solucién de la ecuacién que satisface
mds condiciones en la frontera x(0) = 0, x(7/2) = 0. Observe que la primera
condicién 0 = ¢, cos 0 + ¢, sen 0 implica que ¢, = 0, por tanto x = ¢, sen 4¢. Pero
cuando t = 7/2, 0 = ¢, sen 27 se satisface para cualquier eleccién de ¢, ya que
sen 27 = 0. Por tanto el problema con valores en la frontera

X'+ 16x=0, x(0)=0, x <7—27> =0 3)

tiene un nimero infinito de soluciones. En la figura 4.1.2 se muestran las graficas
de algunos de los miembros de la familia uniparamétrica x = ¢, sen 47 que pasa
por los dos puntos (0, 0) y (77/2, 0).

b) Si el problema con valores en la frontera en (3) se cambia a
T
x"+16x =0, x(0)=0, x <§> =0, 4)

entonces x(0) = 0 atin requiere que ¢, = 0 en la solucién (2). Pero aplicando
x(m/8) = 0ax = c, sen 4t requiere que 0 = ¢, sen (7/2) = ¢, + 1. Por tanto x = 0
es una solucién de este nuevo problema con valores en la frontera. De hecho, se
puede demostrar que x = 0 es la #nica solucién de (4).

¢) Por ultimo, si se cambia el problema a

X'+ 16x =0, x(0) =0, x(%) =1, (5)
se encuentra de nuevo de x(0) = 0 que ¢, = 0, pero al aplicar x(m/2)=1lax =

c, sen 4t conduce a la contradiccion 1 = ¢, sen 2 = ¢, + 0 = 0. Por tanto el
problema con valores en la frontera (5) no tiene solucion. [ |

4.1.2 ECUACIONES HOMOGENEAS

Una ecuacion diferencial lineal de n-ésimo orden de la forma

n n—1
y dy
a,(x) i anfl(x)m +oeeet al(x)zc + ayx)y =0 (6)
se dice que es homogénea, mientras que una ecuacién
dny n—ly dy B
a0 5 F () TS ) - oy = g0, 7

con g(x) no igual a cero, se dice que es no homogénea. Por ejemplo, 2y" + 3y’ — S5y =
0 es una ecuacién diferencial lineal homogénea de segundo orden, mientras que x*y”
+ 6y’ + 10y = ¢* es una ecuacion diferencial lineal de tercer orden no homogénea. La
palabra homogénea en este contexto no se refiere a los coeficientes que son funciones
homogéneas, como en la seccion 2.5.

Después veremos que para resolver una ecuacién lineal no homogénea (7), pri-
mero se debe poder resolver la ecuacién homogénea asociada (6).

Para evitar la repeticién innecesaria en lo que resta de este libro, se harén,
como algo natural, las siguientes suposiciones importantes cuando se establezcan



Por favor
recuerde estas dos
suposiciones
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definiciones y teoremas acerca de las ecuaciones lineales (1). En algin intervalo
comun /,

* las funciones coeficientes a(x),i = 0, 1,2, ... ,ny g(x) son continuas;
* a (x) # 0 para toda x en el intervalo.

OPERADORES DIFERENCIALES En célculo la derivacion se denota con frecuen-
cia con la letra D maydscula, es decir, dy/dx = Dy. El simbolo D se llama opera-
dor diferencial porque convierte una funcién derivable en otra funcién. Por ejemplo,
D(cos 4x) = —4 sen 4x y D(5x* — 6x?) = 15x* — 12x. Las derivadas de orden superior
se expresan en términos de D de manera natural:

d dy) d?y dry
— (= = =2 = D(Dy) = D? , en general = D"y,
dx (dx dx? Dy) y Y.cne dax" 4

donde y representa una funcién suficientemente derivable. Las expresiones polino-
miales en las que interviene D, tales como D + 3, D* + 3D — 4 y 5x°D° — 6x’D* +
4xD + 9, son también operadores diferenciales. En general, se define un operador
diferencial de r-ésimo orden u operador polinomial como

L=a(x)D"+ czyH()c)D”‘1 + -+ a(x)D + a(x). (®)

Como una consecuencia de dos propiedades bdsicas de la derivada, D(cf(x)) = cDf(x),
c es una constante y D{f(x) + g(x)} = Dfix) + Dg(x), el operador diferencial L tiene
una propiedad de linealidad; es decir, L operando sobre una combinacion lineal de dos
funciones derivables es lo mismo que la combinacién lineal de L operando en cada una
de las funciones. Simbdlicamente esto se expresa como

L{af(x) + Bg)} = aL(f(x)) + BL(g(x)), ©))
donde a y 3 son constantes. Como resultado de (9) se dice que el operador diferencial
de n-ésimo orden es un operador lineal.

ECUACIONES DIFERENCIALES Cualquier ecuacién diferencial lineal puede ex-
presarse en términos de la notacién D. Por ejemplo, la ecuacion diferencial y” + 5y +
6y = 5x — 3 se puede escribir como D*y + 5Dy + 6y = 5x—3 0 (D*> + 5D + 6)y = 5x
— 3. Usando la ecuacion (8), se pueden escribir las ecuaciones diferenciales lineales
de n-énesimo orden (6) y (7) en forma compacta como

L(y) =0 y L(y) = g(x),
respectivamente.

PRINCIPIO DE SUPERPOSICION En el siguiente teorema se ve que la suma o
superposicion de dos o mds soluciones de una ecuacion diferencial lineal homogénea
es también una solucion.

TEOREMA 4.1.2 Principio de superposicion; ecuaciones homogéneas

Seany,y,, ... ,y,soluciones de la ecuaciéon homogénea de n-ésimo orden (6)
en un intervalo /. Entonces la combinacion lineal

y = cyi®) + oy(x) + -+ odx),
donde lasc,i = 1,2, ... , k son constantes arbitrarias, también es una solu-

cion en el intervalo.

DEMOSTRACION  Se demuestra el caso k = 2. Sea L el operador diferencial que
se definié en (8) y sean y (x) y y,(x) soluciones de la ecuacion homogénea L(y) = 0.
Si se define y = ¢,y (x) + ¢,y,(x), entonces por la linealidad de L se tiene que

L(y) = L{ciy(x) + cay,(x)} = ¢; L(y) + ¢, L(y,) =¢;+ 0+ ¢, 0=0. u
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y
f]zx
X
a)
y
fr=1x
X
b)

FIGURA 4.1.3  El conjunto que consiste
enf, y f, es linealmente independiente en
(=%, ).

COROLARIOS DEL TEOREMA 4.1.2

A) Un multiplo constante y = c,y,(x) de una solucién y,(x) de una ecuacién
diferencial lineal homogénea es también una solucién.

B) Una ecuacién diferencial lineal homogénea tiene siempre la solucién tri-
vial y = 0.

I EJEMPLO 4 Superposicién; ED homogénea

Las funciones y, = x> y y, = x* In x son soluciones de la ecuacién lineal homogénea
x}y" — 2xy’" + 4y = 0 en el intervalo (0, ). Por el principio de superposicién, la
combinacién lineal

y=cx>+ cx’lnx

es también una solucidn de la ecuacion en el intervalo. |

La funcién y = ™ es una solucién de y” — 9y" + 14y = 0. Debido a que la ecua-
cién diferencial es lineal y homogénea, el multiplo constante y = ce’* es también una
solucién. Para varios valores de ¢ se ve que y = 9¢™, y = 0, y = —\/5¢™, ... son
todas soluciones de la ecuacion.

DEPENDENCIA LINEAL E INDEPENDENCIA LINEAL Los dos conceptos son
basicos para el estudio de ecuaciones diferenciales lineales.

DEFINICION 4.1.1 Dependencia e independencia lineal

Se dice que un conjunto de funciones f,(x), £,(x), ... .f (x) es linealmente depen-
diente en un intervalo / si existen constantes Co @ 00 0dL T todas cero, tales que

o fix) + e fpx) + -+ ¢, f,(x) =0

para toda x en el intervalo. Si el conjunto de funciones no es linealmente de-
pendiente en el intervalo, se dice que es linealmente independiente.

En otras palabras, un conjunto de funciones es linealmente independiente en un inter-
valo I si las tnicas constantes para las que

afi) +fpx) + - F o fulx) =0

para toda x en el intervalo son¢, = ¢, = ... =¢, = 0.

Es fécil entender estas definiciones para un conjunto que consiste en dos funciones
S,(0) y f,(x). Si el conjunto de funciones es linealmente dependiente en un intervalo, en-
tonces existen constantes ¢, y ¢, que no son ambas cero de manera tal que, para toda x en
elintervalo, ¢ f,(x) + ¢, f,(x) = 0. Por tanto, si suponemos que ¢, # 0, se deduce que f(x)
= (—cz/ ¢)f,(x); es decir, si un conjunto de dos funciones es linealmente dependiente,
entonces una funcion es simplemente un miltiplo constante del otro. A la inversa, si f,(x)
= c,f,(x) para alguna constante c,, entonces (— 1) - f,(x) + ¢, f,(x) = 0 para toda x en el
intervalo. Por tanto, el conjunto de funciones es linealmente dependiente porque al menos
una de las constantes (en particular, ¢, = —1) no es cero. Se concluye que un conjunto
de dos funciones f (x) y f,(x) es linealmente independiente cuando ninguna funcion es un
muiltiplo constante de la otra en el intervalo. Por ejemplo, el conjunto de funciones f,(x)
= sen 2x, f,(x) = sen x cos x es linealmente dependiente en (—20, ) porque f,(x) es un
multiplo constante de f,(x). Recuerde de la férmula del seno del doble de un dngulo que
sen 2x = 2 sen x cos x. Por otro lado, el conjunto de funciones f,(x) = x, f,(x) = x| es li-
nealmente independiente en (—2, %). Al examinar la figura 4.1.3 usted debe convencerse
de que ninguna funcién es un multiplo constante de la otra en el intervalo.
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Del andlisis anterior se tiene que el cociente f,(x) / 'f,(x) no es una constante en un
intervalo en el que el conjunto f,(x), f,(x) es linealmente independiente. Esto se usard
en la siguiente seccion.

I EJEMPLO 5 Conjunto de funciones linealmente dependiente

El conjunto de funciones f,(x) = cos’, f,(x) = sen’x, f,(x) = sec’x, f,(x) = tan’x es
linealmente dependiente en el intervalo (—/2, 7/2) porque

¢, cos’x + ¢, sen’x + 5 sec’x + ¢, tan’x = 0

dondec, =c,=1,c,= —1,c, = 1. Aqui se usa cos’x + sen’x = 1 y 1 + tan’x = sec’x.

=
|

Un conjunto de funciones f,(x), f,(x), ... ,f (x) es linealmente dependiente en un
intervalo si por lo menos una funcién se puede expresar como una combinacion lineal
de las otras funciones.

I EJEMPLO 6 Conjunto de funciones linealmente dependientes

El conjunto de funciones f,(x) = Vx + 5,f,(x) = Vx + S5x,.f,(0) =x—1,f(x) =x*
es linealmente dependientes en el intervalo (0, «©) porque f, puede escribirse como una
combinacion lineal de f, f; y f,. Observe que

L) =1-fi(0) +5- /00 + 0 - filx)

para toda x en el intervalo (0, o). |

SOLUCIONES DE ECUACIONES DIFERENCIALES Estamos interesados princi-
palmente en funciones linealmente independientes o con mds precision, soluciones li-
nealmente independientes de una ecuacion diferencial lineal. Aunque se podria apelar
siempre en forma directa a la definicién 4.1.1, resulta que la cuestion de si el conjunto
de n soluciones y, y,, ... ,y, de una ecuacion diferencial lineal homogénea de n-
ésimo orden (6) es linealmente independiente se puede establecer en forma un poco
mecdnica usando un determinante.

DEFINICION 4.1.2 Wronskiano

Suponga que cada una de las funciones f,(x), f,(x), ... ,f (x) tiene al menos n
— 1 derivadas. El determinante

. -
Wifinf. .= | 70 T2

)

"(n—1) c(n—1) . .. "(n—1
.fl fZ( ‘15 !

donde las primas denotan derivadas, se llama el Wronskiano de las funciones.

TEOREMA 4.1.3 Criterio para soluciones linealmente independientes

Seany,y, ...,y n soluciones de la ecuacién diferencial lineal homogénea de
n-€simo orden (6) en el intervalo /. El conjunto de soluciones es linealmente in-
dependiente en / si y s6lo si W(y,, y,, ... ,y,) # 0 para toda x en el intervalo.
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Se tiene del teorema 4.1.3 que cuando y,, y,, ... , y, son n soluciones de (6) en un in-
tervalo 7, el Wronskiano W,y - - 5y)es igual a cero o nunca es cero en el intervalo.

Al conjunto de n soluciones linealmente independientes de una ecuacién diferen-
cial lineal homogénea de n-ésimo orden se le da un nombre especial.

DEFINICION 4.1.3 Conjunto fundamental de soluciones

Cualquier conjunto Vo Pp coo ook de n soluciones linealmente independientes
de la ecuacion diferencial lineal homogénea de n-ésimo orden (6) en un inter-
valo 7 es un conjunto fundamental de soluciones en el intervalo.

La respuesta a la cuestion bésica sobre la existencia de un conjunto fundamental
de soluciones para una ecuacion lineal esta en el siguiente teorema.

TEOREMA 4.1.4 Existencia de un conjunto fundamental

Existe un conjunto fundamental de soluciones para la ecuacion diferencial li-
neal homogénea de n-ésimo orden (6) en un intervalo /.

Similar al hecho de que cualquier vector en tres dimensiones se puede expresar
como una combinacion lineal de los vectores linealmente independientes i, j, k, cual-
quier solucién de una ecuacion diferencial lineal homogénea de n-ésimo orden en un
intervalo / se expresa como una combinacion lineal de n soluciones linealmente inde-
pendientes en /. En otras palabras, n soluciones linealmente independientes Vp Vo oo e s
y, son los bloques bdsicos para la solucion general de la ecuacion.

TEOREMA 4.1.5 Solucion general; ecuaciones homogéneas

Seay,y,, ...,y unconjunto fundamental de soluciones de la ecuacion di-
ferencial lineal homogénea de n-ésimo orden (6) en el intervalo /. Entonces la
solucion general de la ecuacion en el intervalo es

Y= Clyl('x) + Cz)’z(x) F © © 0 9P Cnyn(x)’

donde c,i=1,2, ... ,nson constantes arbitrarias.

El teorema 4.1.5 establece que si Y(x) es alguna solucién de (6) en el intervalo,
entonces siempre se pueden encontrar constantes C, C,, ... , C, tales que

Y(x) = Ciy1(x) + Coyp(x) + + - = + C,y,(x).

Demostraremos el caso cuando n = 2.

DEMOSTRACION  Sea Y una solucién y ¥,y ¥, soluciones linealmente independientes
de a,y” + ay’ + a,y = 0 en un intervalo /. Suponga que x = ¢ es un punto en / para
el cual W(y(2), y,()) # 0. Suponga también que Y(¢) = k, y Y'(t) = k,. Si ahora exa-
minamos las ecuaciones

Ciyi(0) + Coyy() = ky

Ciyi(t) + Gy = ky,

se tiene que podemos determinar C|y C, de manera unica, a condicion de que el deter-
minante de los coeficientes satisfaga

i)y

yi@) v (1)
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Pero este determinante es simplemente el Wronskiano evaluado en x = ¢y por supo-
siciéon, W # 0. Si se define G(x) = C,y(x) + C,y,(x), se observa que G(x) satisface
la ecuacidn diferencial puesto que es una superposicién de dos soluciones conocidas;
G(x) satisface las condiciones iniciales

G = Ciy(@) + Gy =k y G0 = Cryi(0) + Cyx(0) = ky;
y Y(x) satisface la misma ecuacion lineal y las mismas condiciones iniciales. Debido a

que la solucién de este problema con valores iniciales lineal es unica (teorema 4.1.1),
se tiene Y(x) = G(x) o Y(x) = Cy(x) + C,y,(x). [ |

I EJEMPLO 7 Solucién general de una ED homogénea

Las funciones y, = ¢y y, = e** son soluciones de la ecuacién lineal homogénea y”
—9y = O en el intervalo (—, ). Por inspeccidn las soluciones son linealmente inde-
pendientes en el eje x. Este hecho se corrobora al observar que el Wronskiano

e3x 673):

3¢ —3e
para toda x. Se concluye que y, y y, forman un conjunto fundamental de soluciones y
por tanto, y = ¢ ¢ + c,e " es la solucién general de la ecuacién en el intervalo. M

W(e3x’ e—3x) — = —6+#0

I EJEMPLO 8 Una solucién obtenida de una solucién general

La funcién y = 4 senh 3x — 5¢* es una solucién de la ecuacién diferencial del ejemplo
7. (Compruebe esto.) Aplicando el teorema 4.1.5, debe ser posible obtener esta solu-
cién a partir de la solucién general y = ¢ e** + ¢ e™*. Observe que si se elige ¢, = 2y
¢, = —7, entonces y = 2¢** — 7e* puede rescribirse como

3x _ ,—3x
y = 263)( _ 26_3x _ Se—3x — (%) _ Se—Sx.

Esta tltima expresién se reconoce como y = 4 senh 3x — Se™*, [ |

I EJEMPLO 9 Solucién general de una ED homogénea

Las funciones y, = e', y, = ey y, = &

_ 6y” + lly’ — 6y = (. Puesto que

* satisfacen la ecuacion de tercer orden y"

X er e}x

W(e', e¥, ) = |e© 2e** 33| = 25 # 0
e 4e* 9e3
para todo valor real de x, las funciones y, y,y y, forman un conjunto fundamental de

soluciones en (—, ). Se concluye que y = ¢ ¢ + ¢ e + ¢, es la solucién general
de la ecuacidn diferencial en el intervalo. [ ]

4.1.3 ECUACIONES NO HOMOGENEAS

Cualquier funcién y libre de pardmetros arbitrarios, que satisface (7) se dice que es
una solucién particular o integral particular de la ecuacién. Por ejemplo, es una
tarea directa demostrar que la funcién constante y = 3 es una solucion particular de la
ecuacion no homogénea y” + 9y = 27.
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Ahora si y,, y,, ... ,, son soluciones de (6) en un intervalo I'y y, es cualquier
solucién particular de (7) en /, entonces la combinacién lineal
y =) + ey + o o)+, (10)

es también una solucidn de la ecuacion no homogénea (7). Si piensa al respecto, esto tiene
sentido, porque la combinacion lineal ¢y (x) + ¢,y,(x) + ... + ¢,y (x) se transforma en
OporeloperadorL=aD"'+a D"~ '+ ...+ aD + a, mientras que Y, se convierte
en g(x). Si se usa k = n soluciones linealmente independientes de la ecuacion de n-ésimo
orden (6), entonces la expresion en (10) se convierte en la solucién general de (7).

TEOREMA 4.1.6 Solucion general; ecuaciones no homogéneas

Sea Y, cualquier solucién particular de la ecuacién diferencial lineal no homo-
génea de n-€simo orden (7) en un intervalo /, y seay, y,, ... ,y, un conjunto
fundamental de soluciones de la ecuacion diferencial homogénea asociada (6)
en 1. Entonces la solucion general de la ecuacion en el intervalo es

Y = o) T ey + s ey Tt oy,

donde las c,i=1,2, ..., nson constantes arbitrarias.

DEMOSTRACION  Sea L el operador diferencial definido en (8) y sean Y(x) y yp(x)
soluciones particulares de la ecuacién no homogénea L(y) = g(x). Si se define u(x)
= Y(x) - yp(x), entonces por la linealidad de L se tiene

L(uw) = L{Y(x) — y ()} = L(¥(x)) — L(y,(x) = g(x) — g(x) = 0.

Esto demuestra que u(x) es una solucién de la ecuacién homogénea L(y) = 0. Asi
por el teorema 4.1.5, u(x) = ¢,y (x) + ¢,y,(x) + ...+ cy (x),y asi

Y(x) = y,(0) = e y1(x) T cp(x) + -+ + ¢, p,(%)
0 Y(x) = c;31(x) + copp(x) + 00+ 0, 3,(0) + pp0). u

FUNCION COMPLEMENTARIA  Vemos en el teorema 4.1.6 que la solucion general
de una ecuacidn lineal no homogénea estd compuesta por la suma de dos funciones:

y = oyix) + oya(x) o+ p,(0) + 0 = ydx) + 00

La combinacion lineal y (x) = ¢,y,(x) + ¢,y,(x) + ... + ¢ y (x), que es la solucion ge-
neral de (6), se llama funcién complementaria para la ecuacion (7). En otras palabras,
para resolver una ecuacion diferencial lineal no homogénea, primero se resuelve la
ecuacién homogénea asociada y luego se encuentra una solucion particular de la ecua-
cién no homogénea. La solucién general de la ecuacion no homogénea es entonces

y = funcion complementaria + cualquier solucion particular
=y +y.
Y 7

I EJEMPLO 10 Solucién general de una ED no homogénea

Por sustitucion, se demuestra con facilidad que la funcion V= 1 %x es una

12
solucién particular de la ecuacién no homogénea

y" = 6y" + 11y" — 6y = 3x. (11
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Para escribir la solucién general de (11), también se debe poder resolver la ecuacion
homogénea asociada

y" = 6y" + 11y’ — 6y = 0.

Pero en el ejemplo 9 vimos que la solucion general de esta dltima ecuacion en el intervalo
(—°, ) fuey = ce" + c,e™ + c,e*. Por tanto la solucién general de (11) en el intervalo es

=Y. Ty, = ce+ e + et — — — —x ]
Y=Y T W 1 2 3 12 2

OTRO PRINCIPIO DE SUPERPOSICION El iltimo teorema de este andlisis se
usard en la seccion 4.4 cuando se considera un método para encontrar soluciones par-
ticulares de ecuaciones no homogéneas.

TEOREMA 4.1.7 Principio de superposicion; ecuaciones

no homogéneas

Sean Yo Vo o2 Y k soluciones particulares de la ecuacion diferencial lineal

no homogenea de n-ésimo orden (7) en un intervalo I que corresponde, a su

vez, a k funciones diferentes g, g,, . .. , g,. Es decir, se supone que Y, denota
rz . .-, . . . 1

una solucién particular de la ecuacién diferencial correspondiente

a,)y" + a, 1y + -+ @)y + a@)y = gi),  (12)
dondei = 1,2, ... , k. Entonces
Yo = Yp(®) Ty, + 00+ y,(0) (13)
es una solucion particular de
a, (Y™ + a, )y + -+ a0y + ag(x)y
= g1(x) + &) + - -+ gl). (14)

DEMOSTRACION  Se demuestra el caso k = 2. Sea L el operador diferencial de-
finido en (8) y sean y ](x) Yy, (x) soluciones particulares de las ecuaciones no ho-
mogéneas L(y) = g, (x) y L(y) 8,(x), respectivamente. Si definimos Y, =Y (x)
+, (x) queremos demostrar que y, €s una solucién particular de L(y) = g, (x) +
gz(x) Nuevamente se deduce el resultado por la linealidad del operador L:

L(y,) = L{y, (0) + y,(0)} = L(y, (X)) + L(y,,x)) = g1(x) + g(x). u

I EJEMPLO 11 Superposicién, ED no homogénea

Usted debe comprobar que

y,, = —4x* esunasolucién particular de  y” — 3y’ + 4y = —16x* + 24x — 8,
Vp, = €* es una solucién particular de  y” — 3y’ + 4y = 2%,
¥V, = xe* es una solucion particular de  y” — 3y" + 4y = 2xe* — €.

Se tiene de (13) del teorema 4.1.7 que la superposicién de Vo Yoy ¥ Yoo

Y=Y, ty, Ty, = —4x% + ¥ + xé,
es una solucion de

y' =3y + 4y = —16x% + 24x — 8 + 2% + 2xe* — €. [ |

" N
81(x) 82(x) 83(x)
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NOTA  Silas y, son soluciones particulares de (12) parai = 1,2, ... , k, entonces
la combinacién lineal

yp = Clyp, + CZypz +oee+ Ckypk’

donde las ¢, son constantes, es también una solucién particular de (14) cuando el
miembro del lado derecho de la ecuacién es la combinacién lineal

181(%) + c28,(0) + - - - + cg(x).

Antes de que empecemos a resolver realmente ecuaciones diferenciales lineales

homogéneas y no homogéneas, se necesita un poco mas de la teorfa, que se presenta
en la siguiente seccion.

COMENTARIOS

Esta observacion es una continuacion del breve andlisis de sistemas dindmicos
que se presento al final de la seccion 1.3.

Un sistema dindmico cuya regla o modelo matematico es una ecuacién di-
ferencial lineal de n-ésimo orden

a,(OY" + a,.,(Oy" P + -+ a@y + at)y = g(1)

se dice que es un sistema lineal de -ésimo orden. Las n funciones dependientes del
tiempo y(7), y'(¢), ... , y" (¢) son las variables de estado del sistema. Recuerde
que sus valores en el tiempo 7 dan el estado del sistema. La funcién g tiene varios
nombres: funcion de entrada, funcion de fuerza o funcion de excitacion. Una
solucion y(f) de la ecuacién diferencial se llama salida o respuesta del sistema.
Bajo las condiciones establecidas en el teorema 4.1.1, la salida o respuesta y(7) se
determina de manera tnica por la entrada y el estado del sistema prescritos en el
tiempo #; es decir, por las condiciones iniciales y(z,), y'(z), ... , " "(t).

Para que un sistema dindmico sea un sistema lineal es necesario que se cumpla
en el sistema el principio de superposicion (teorema 4.1.7); es decir, la respuesta
del sistema a una superposicioén de entradas es una superposicion de salidas. Ya se
analizaron algunos de los sistemas lineales simples en la seccién 3.1 (ecuaciones
lineales de primer orden); en la seccién 5.1 se examinan sistemas lineales en los
que los modelos matematicos son ecuaciones diferenciales de segundo orden.

EJERCICIOS 4.1

Las respuestas a los problemas con niimero impar comienzan en la pdgina RES-4.

4.1.1 PROBLEMAS CON VALORES INICIALES

Y CON VALORES EN LA FRONTERA

En los problemas 1 a 4 la familia de funciones que se propor-
ciona es la solucién general de la ecuacion diferencial en el
intervalo que se indica. Encuentre un miembro de la familia

que sea una solucién del problema con valores iniciales.
1.y =ce’+ce™, (=%, )
y'=y=0, y0=0, y(©=1
2. y=ce"+ e, (=%, %)
Y'=3y —4y=0, yO) =1, y(0)=2
3. y=cx+cxlnx, (0, %)
Xy —xy'+y=0, y()=3, y(1)=-1

4. y=c, + c,cosx + ¢, senx, (—», ©);
Yy =0, ym) =0, y(m) =2 y'(m=-1

5. Dado que y = ¢, + ¢, x* es una familia de dos pardmetros

de soluciones de xy” — y’ = 0 en el intervalo (—o, ),
demuestre que no se pueden encontrar las constantes cy
c, tales que un miembro de la familia satisface las condi-
ciones iniciales y(0) = 0, y'(0) = 1. Explique por qué esto
no viola el teorema 4.1.1.

. Encuentre dos miembros de la familia de soluciones del

problema 5 que satisfagan las condiciones iniciales y(0)
=0,y(0) =0.

. Como x() = ¢, cos wt + ¢, sen wt es la solucion general

de x” + w’x = 0 en el intervalo (—, %), demuestre que
una solucién que satisface las condiciones iniciales x(0)
= x,, x'(0) = x, estd dada por

X
x(t) = xycos wt + L senwt.
w



8. Use la solucion general de x” + w?x = 0 que se da en el
problema 7 para demostrar que una solucién que satisface
las condiciones iniciales x(z)) = x,, x'(t)) = x, es la solu-
cién dada en el problema 7 cambiada por una cantidad #:

X
x(t) = xpcosw(t — t;) + =L senw(t — ty).
w

En los problemas 9 y 10 encuentre un intervalo centrado en x
= (0 para el cual el problema con valores iniciales dado tiene
una solucién unica.

9. x=2)y"+3y=x, y0)=0, y(0)=1

yO0)=1, y'©0)=0

11. a) Utilice la familia del problema 1 para encontrar una
solucion de y” — y = 0 que satisfaga las condiciones
en la frontera y(0) = 0, y(1) = 1.

10. y” + (tan x)y = e*,

b) La ED del inciso a) tiene la solucion general alterna-
tivay = ¢, cosh x + ¢, senh x en (—, ). Use esta
familia para encontrar una solucién que satisfaga las
condiciones en la frontera del inciso a).

¢) Demuestre que las soluciones de los incisos a) y b)
son equivalentes.

12. Use la familia del problema 5 para encontrar una solucién
de xy”" —y" = 0 que satisfaga las condiciones en la fron-
tera y(0) = 1, y'(1) = 6.

En los problemas 13 y 14 la familia de dos parametros dada es
una solucién de la ecuacidn diferencial que se indica en el in-
tervalo (—o, ®). Determine si se puede encontrar un miembro
de la familia que satisfaga las condiciones en la frontera.

13. y=ce‘cosx +cesenx; y"—2y +2y=0

a) y0) =1, y(@@m=0 b)y0)=1 ym=-1

) 0) =1, y(§>=1 d) y(0) =0, y(m) =0.

4. y=cx*+cx*+3; x%" —5xy" +8y=24

a) y(=D=0, y()=4b) yO0)=1, y1)=2
o yO=3 yhH=0 dyl)=3 y2=I5

4.1.2 ECUACIONES HOMOGENEAS

En los problemas 15 a 22 determine si el conjunto de funcio-
nes es linealmente independiente en el intervalo (—o, ).

15, f() =x f(0)=x% fi)=4x— 3
16. f,(x) =0, f(x)=x, fi(x)=e"

17. f,(x) =5, f,(x) = cos’x, f,(x) = sen’x

18. fi(x) = cos2x, f,(x)=1, fi(x)= cosZx
19. fx)=x, fx)=x—1, flx)=x+3
20. f(x)=2+x, f(x)=2+|x|
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21 f) =1+x, f(x)=x [fx=x
22, f(x) =e', f(x)=e", f,(x)=senhx

En los problemas 23 a 30 compruebe que las funciones dadas
forman un conjunto fundamental de soluciones de la ecua-
cidén diferencial en el intervalo que se indica. Forme la so-
lucién general.

23. y' =y ' — 12y = 0;
24, y" — 4y =0; cosh 2x, senh 2x, (—, @)
25. y" —=2y' + 5y =0;
26. 4y" —4y' +y=0; e xe?, (=0, ®)
27. x¥y" —6xy’ + 12y =0; x% x* (0, )

28. x%y" +xy' +y=0;

e, e, (—», »)

e’ cos 2x, e* sen 2x, (—, )

cos(In x), sen(In x), (0, o)
29. 3y" + 6x%y" +4xy' —4y=0; x,x 2% x%Inx, (0, )

30. y¥ +y"=0; 1,x,cosx,senx, (—%,x)

4.1.3 ECUACIONES NO HOMOGENEAS

En los problemas 31 a 34 compruebe que dada la familia de so-
luciones de dos pardmetros, se trata de la solucién general de la
ecuacién diferencial no homogénea en el intervalo indicado.

31. y" =7y + 10y = 24e%,
y=ce*+ e+ 6e, (—®, ©)

32. y" +y =secux;
Yy =c¢, cos x + ¢, sen x + x sen x + (cos x) In(cos x),

(=m/2,m/2)
33. y' =4y + 4y =2e> + 4x — 12
y=ce*+cxe™ +xe+x—2,(—%, x)
34, 2x%" + Sxy' +y=x*—x;
y=cx 2+ ex! + 5% = ix, (0, %)

35. a) Compruebe que Y, = 3e*y ¥, = 2 + 3x son, respec-
tivamente, soluciones particulares de

y" — 6y’ + 5y = —9¢*

y y" — 6y’ + 5y = 5x* + 3x — 16.
b) Use el inciso a) para encontrar soluciones particula-
res de

y" — 6y + 5y = 5x* + 3x — 16 — 9¢**
y y'—6y +5y=—10x* — 6x + 32 + &>

36. a) Por inspeccion encuentre una solucion particular de
y" + 2y = 10.
b) Por inspeccién encuentre una solucion particular de
y'+ 2y = —4x
¢) Encuentre una solucion particular de y” + 2y =
—4x + 10.
d) Determine una solucién particular de y” + 2y =
8x + 5.
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Problemas para analizar

37.

38.

39.

Sean =1,2,3, .... Analice cémo pueden utilizarse las
observaciones D'x""! = 0 y D"x" = n! para encontrar so-
luciones generales de las ecuaciones diferenciales dadas.
a) y'=0 b) y"=0 ¢ y¥=0

d) y'=2 e) y"'=6 f) y9 =24

Suponga que y, = e*y y, = ¢ * son dos soluciones de una
ecuacion diferencial lineal homogénea. Explique por qué
¥, = cosh x y y, = senh x son también soluciones de la
ecuacion.

a) Compruebe que y, = x*y y, = |x|> son soluciones li-
nealmente independientes de la ecuacién diferencial
x%y" — 4xy" + 6y = 0 en el intervalo (—o°, ©),
b) Demuestre que W(y , y,) = 0 para todo niimero real x.
(Este resultado viola el teorema 4.1.3? Explique.

¢) Compruebe que ¥, = x’ y ¥, = x* son también so-
luciones linealmente independientes de la ecuacién
diferencial del inciso a) en el intervalo (—oo, ).

d) Determine una solucién de la ecuacidén diferencial
que satisfaga y(0) = 0, y'(0) = 0.

40.

41.

42,

e) Por el principio de superposicién, teorema 4.1.2,
ambas combinaciones lineales y = ¢y, + c,y,y ¥ =
¢,Y, + ¢,Y, son soluciones de la ecuacion diferencial.
Analice si una, ambas o ninguna de las combinacio-
nes lineales es una solucién general de la ecuacién
diferencial en el intervalo (—oo, o).

¢El conjunto de funciones f,(x) = e* "2, f,(x) = e* " es

linealmente dependiente o independiente en (—o, 0)?
Explique.

Suponga que y, y,, ... ,y, son k soluciones linealmente
independientes en (—oe, ) de una ecuacién diferencial
lineal homogénea de n-ésimo orden con coeficientes
constantes. Por el teorema 4.1.2 se tiene que y, ., = O es
también una solucién de la ecuacién diferencial. ;Es el
conjunt.o de sqlucmnes PR < Ve Ve 11.nealmente
dependiente o independiente en (—,2)? Explique.

Suponga que y, y,, ... , Y, son k soluciones no triviales
de una ecuacién diferencial lineal homogénea de n-ésimo
orden con coeficientes constantes y que k = n + 1. jEsel
conjunto de soluciones y, y,, ... ,y, linealmente depen-
diente o independiente en (—, %)? Explique.

4.2

REDUCCION DE ORDEN

REPASO DE MATERIAL

e Seccion 4.1.

cial lineal homogénea de segundo orden

e Seccion 2.5 (utilizando una sustitucion).

a(x)y" + a;(x)y" + ag(x)y = 0

INTRODUCCION  En la secci6n anterior vimos que la solucién general de una ecuacién diferen-

6]

es una combinacién lineal y = ¢y, + ¢,y,, donde y, y y, son soluciones que constituyen un con-
junto linealmente independiente en cierto intervalo I. Al comienzo de la siguiente seccion se analiza
un método para determinar estas soluciones cuando los coeficientes de la ED en (1) son constantes.
Este método, que es un ejercicio directo en algebra, falla en algunos casos y sélo produce una solu-
cién simple y, de la ED. En estos casos se puede construir una segunda solucién y, de una ecuacion
homogénea (1) (aun cuando los coeficientes en (1) son variables) siempre que se conozca una solucién
no trivial y, de la ED. La idea bdsica que se describe en esta seccion es que la ecuacion (1) se puede
reducir a una ED lineal de primer orden por medio de una sustitucion en la que interviene la solucién
conocida y,. Una segunda solucién y, de (1) es evidente después de resolver la ED de primer orden.

REDUCCION DE ORDEN Suponga que y, denota una solucién no trivial de (1) y que
¥y, se define en un intervalo /. Se busca una segunda solucion y, tal que y, y y, sean un con-
junto linealmente independiente en . Recuerde de la seccién 4.1 que si y, y y, son lineal-
mente independientes, entonces su cociente y,/y, no es constante en /, es decir, y,(x)/ y, (x)
= u(x) 0 y>(x) = u(x)y(x). La funcién u(x) se determina al sustituir y (x) = u(x)y (x) en
la ecuacion diferencial dada. Este método se llama reduccion de orden porque debemos
resolver una ecuacion diferencial lineal de primer orden para encontrar a u.
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I EJEMPLO 1 Una segunda solucién por reduccién de orden

Dado que y, = e*es una solucién de y” — y = 0 en el intervalo (—c°, ®), use reduccién
de orden para determinar una segunda solucién y,.

SOLUCION Siy = u(x)y (x) = u(x)e*, entonces aplicando la regla del producto se
obtiene

vy =ue' + eu', y"=ue +2eu + e'u’,
por tanto y'—y=¢eW"+ 2u") = 0.

Puesto que e* # 0, ladltima ecuacién requiere que u” + 2u’ = 0. Sise hace la sustitucion
w = u’, esta ecuacion lineal de segundo orden en u se convierte en w' + 2w = 0, que
es una ecuacion lineal de primer orden en w. Si se usa el factor integrante e>, se puede

.o d . . . .
escribir Tn [e**w] = 0. Después de integrar, se obtiene w = ce™™ o u’ = ce . Al
X

integrar de nuevo se obtiene uy = —% cre”? + ¢, Asi
— X — 3 - 4 X 2
y = u(x)e’ = 2¢ ce”. 2)
Haciendo ¢, = 0y ¢, = —2, se obtiene la segunda solucién deseada, y, = ¢ . Puesto que

W(e*, e™*) # 0 para toda x, las soluciones son linealmente independieﬁtes en(—, ). W

Puesto que se ha demostrado que y, = e*y y, = e~* son soluciones linealmente
independientes de una ecuacion lineal de segundo orden, la expresion en (2) es en
realidad la solucion general de y” — y = 0 en (—, ).

CASO GENERAL  Suponga que se divide entre a,(x) para escribir la ecuacién (1) en
la forma estandar

y'+ Py + Qy =0, 3

donde P(x) y Q(x) son continuas en algiin intervalo /. Supongamos ademds que y, (x)
es una solucion conocida de (3) en /'y que y,(x) # O para toda x en el intervalo. Si se
define y = u(x)y,(x), se tiene que

Y o= uyy oy, Y= uyl + 2y’ + oy
Y+ Py + Qy =uly+ Py + Oyl +yu” + 2y + Pypu’ = 0.
%(—)

cero

Esto implica que se debe tener
yu" + Qyy+ Pypu' =0 o yw' + 2y; + Pypw =0, 4)

donde hacemos que w = u'. Observe que la tltima ecuacién en (4) es tanto lineal como
separable. Separando las variables e integrando, se obtiene

dw Vi
— +2—dx+ Pdx=0
w Y1
In|wy}| = —dex +c ) wyl = ¢,e/Pdx,

Despejamos a w de la dltima ecuacion, usamos w = u’ e integrando nuevamente:

e—fPa'x
u=c S>—dx + ¢,

Vi
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Eligiendo ¢, = 1y ¢, = 0, se encuentra de y = u(x)y,(x) que una segunda solucién de

la ecuacion (3) es
J e JP(x) dx
"7 - ) o ( l, ﬁ.
Y2 = n1(%) T 5)
Un buen ejercicio de derivacion es comprobar que la funcion y,(x) que se define en (5)

satisface la ecuacion (3) y que y, y y, son linealmente independientes en algin inter-
valo en el que y (x) no es cero.

I EJEMPLO 2 Una segunda solucién por la férmula (5)

La funcién y, = x* es una solucién de x*y" — 3xy’ + 4y = 0. Encuentre la solucién
general de la ecuacion diferencial en el intervalo (0, o).

SOLUCION De la forma estdndar de la ecuacion,

" 3/ 4
Vo oy + 5y =0,
X X

e3fdx/x
encontramos de (5) y, = X2 dx P = e =
X
dx
=x> | —=x*Inx
X

La solucion general en el intervalo (0, ) estd dada por y = ¢y, + ¢,y,; es decir,
y=cx*+cx’Inx ]

I COMENTARIOS

i) La deduccién y uso de la férmula (5) se ha mostrado aqui porque esta for-
mula aparece de nuevo en la siguiente seccidn y en las secciones 4.7 y 6.2. La
ecuacion (5) se usa simplemente para ahorrar tiempo en obtener un resultado
deseado. Su profesor le indicard si debe memorizar la ecuacién (5) o si debe
conocer los primeros principios de la reduccién de orden.

ii) La reduccion de orden se puede usar para encontrar la solucién general de
.z z " ! — 1

una ecuacién no homogénea a,(x)y” + a,(x)y" + a,(x)y = g(x) siempre que se

conozca una solucion y, de la ecuacion homogénea asociada. Vea los problemas

17 a 20 en los ejercicios 4.2.

EJERCICIOS 4.2

Las respuestas a los problemas con niimero impar comienzan en la pdgina RES-4.

En los problemas 1 a 16 la funcién indicada y (x) es una so- 7. 9" =12y +4y=0;, y =e

2x/3

lucién de la ecuacion diferencial dada. Use la reduccion de

orden o la férmula (5), como se indica, para encontrar una

segunda solucién y,(x).

Ly —4y +4y=0; y =e*

V' E2 +y=0; y =xe "

.Y+ 16y =0; y = cosdx

.y —y=0; y =coshx

2
3
4. y"+9y=0; y =sen3x
5
6

LY =25y =0; y =e™

8. 6" +y —y=0;, y =e”
9. xy" —Txy' + 16y =0; y =x*
10. x*y" + 2xy" — 6y = 0; y, =x*
11. xy"+y" =0; y =Inx
12. 4x*y" +y=0; y =x"Inx
13. x>y" —xy" + 2y =0; y, =xsen(Inx)

14. x*y" —3xy" + 5y =0; y, = x*cos(In x)
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15. (1 = 2x—x)y" +2(1 +x)y —2y=0; y =x+1
16. (1 —x)y"+2xy' =0; y =1

En los problemas 17 al 20 la funcién que se indica y (x) es una
solucién de la ecuacion homogénea asociada. Use el método
de reduccién de orden para determinar una segunda solucién
¥,(x) de la ecuacion homogénea y una solucion particular de la
ecuacion no homogénea dada.

2x

17. y" =4y =2; y =e”

18. y"+y' =1, y =1
19. y" = 3y" +2y =5e*; y =e*
20. y'—4y' +3y=x; y =e

Problemas para analizar

21. a) Proporcione una demostracion convincente de que la
ecuacion de segundo orden ay” + by’ + ¢y = 0, a, b,
y ¢ constantes, tiene siempre cuando menos una solu-
cién de la forma y; = ¢™*, m, es una constante.

cién de la forma y, = ¢™* o de la forma y, = xe™*,
m, y m, son constantes.

¢) Analice de nuevo los problemas 1 al 8. ;Puede explicar
por qué los enunciados de los incisos a) y b) anteriores no
se contradicen con las respuestas de los problemas 3 al 5?

22. Compruebe que y (x) = x es una solucién de xy” —xy’ +
y = 0. Utilice la reduccién de orden para encontrar una
segunda solucién y,(x) en la forma de una serie infinita.
Estime un intervalo de definicion para y,(x).

Tarea para el laboratorio de computacién

23. a) Compruebe que y (x) = e*es una solucion de
xy" — (x + 10)y" + 10y = 0.

b) Use la ecuacion (5) para determinar una segunda solu-
cién y,(x). Usando un SAC realice la integracién que
se requiere.

¢) Explique, usando el corolario (A) del teorema 4.1.2,
por qué la segunda solucién puede escribirse en forma
compacta como

b) Explique por qué la ecuacién diferencial que se pro-
porciona en el inciso a) debe tener una segunda solu-

1
) =Y =

n=0 n!

4.3

ECUACIONES LINEALES HOMOGENEAS

CON COEFICIENTES CONSTANTES

REPASO DE MATERIAL

e Repase el problema 27 de los ejercicios 1.1 y del teorema 4.1.5.
e Repase el dlgebra de solucién de ecuaciones polinomiales.

INTRODUCCION  Como un medio para motivar el andlisis en esta seccién se tratan nuevamente
las ecuaciones diferenciales de primer orden mds especificamente, las ecuaciones lineales, homogé-
neas ay' + by = 0, donde los coeficientes a # 0 y b son constantes. Este tipo de ecuacion se resuelve
ya sea por variables separables o con ayuda de un factor integrante, pero hay otro método de solucién,
uno que sélo utiliza dlgebra. Antes de mostrar este método alternativo, hacemos una observacion:
despejando y' de la ecuacién ay’ + by = 0 se obtiene y' = ky, donde k es una constante. Esta obser-
vacion revela la naturaleza de la solucién desconocida y; la tnica funcién elemental no trivial cuya
derivada es una constante multiple de si misma es la funcién exponencial e™. Ahora el nuevo método
de solucion: si sustituimos y = e™y y’ = me™ en ay’ + by = 0, se obtiene
ame™ + be™ =0 o € (am + b)=0.

Como e™ nunca es cero para valores reales de x, la dltima ecuacidn se satisface s6lo cuando m es una
solucién o raiz de la ecuacion polinomial de primer grado am + b = 0. Para este tnico valor de m, y
= ¢™ es una solucion de la ED. Para mostrar esto, considere la ecuacion de coeficientes constantes 2y’
+ 5y = 0. No es necesario realizar la derivacion y la sustitucion de y = ¢"™ en la ED; s6lo se tiene que
formar la ecuacién 2m + 5 = 0y despejar m. De m = —% se concluye que y = e~3"? es una solucién
de 2y" + 5y = 0, y su solucién general en el intervalo (—%, ) es y = c,e™>".

En esta seccidn veremos que el procedimiento anterior genera soluciones exponenciales para las
ED lineales homogéneas de orden superior,

any<n) + an*ly(nil) +t aZyN + aly, + agy = 0’ (1)

donde los coeficientes a,i=0,1, ... ,nsonconstantes reales y a # 0.
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ECUACION AUXILIAR Se empieza por considerar el caso especial de la ecuacion
de segundo orden

ay” + by +cy =0, 2)
donde a, b y ¢ son constantes. Si se intenta encontrar una solucién de la forma y = ¢,
y :
entonces después de sustituir y’ = me™ y y” = m?e™, la ecuacion (2) se convierte en
am?e™ + bme™ + ce™ =0 o € (am® + bm + ¢) = 0.
Como en la introduccién se argumenta que debido a que ¢™ # 0 para toda x, es obvio
que la tinica forma en que y = ™ puede satisfacer la ecuacién diferencial (2) es cuando
se elige m como una raiz de la ecuacién cuadratica
am?* + bm + ¢ = 0. 3)

Estadltima ecuacion se llama ecuacion auxiliar de la ecuacion diferencial (2). Como las
dosraicesde (3)son m, = (—b + Vb*> — 4ac)/2ay m, = (—b — Vb?> — dac) /2a,

habrd tres formas de la solucién general de (2) que corresponden a los tres casos:

* my m, reales y distintas (b> — 4ac > 0),
* my m, reales e iguales (b* — 4ac = 0),y
* m, y m, niimeros conjugados complejos (b*> — 4ac < 0).

Analicemos cada uno de estos casos.

CASO 1: RAICES REALES Y DISTINTAS Bajo la suposicion de que la ecuacién
auxiliar (3) tiene dos raices reales desiguales m, y m,, encontramos dos soluciones,
y, = e™ y y, = ™" Vemos que estas funciones son linealmente independientes
en (—o, )y, por tanto, forman un conjunto fundamental. Se deduce que la solucién
general de (2) en este intervalo es

y = Clem‘,\ + l’v(’mw. (4)

CASO II: RAICES REALES REPETIDAS Cuando m, = m,, necesariamente se ob-
tiene sélo una solucién exponencial, Y1 = €™ De la férmula cuadrdtica se encuentra

que m, = —b/2a puesto que la tinica forma en que se tiene que m, = m, es tener b* —
4ac = 0. Tenemos de (5) en la seccién 4.2 que una segunda solucién de la ecuacion es
eZm,x
j— X —_— 11X P 11X
Y, = e™ per dx = e™ dx = xe™”*. (®)]

En (5) hemos usado el hecho de que —b/a = 2m,. La solucién general es entonces

y = L'|£‘,'m"\ + (,\ZX()IHJ,\'. (6)

CASO IlI: RAICES COMPLEJAS CONJUGADAS  Si m, y m, son complejas, enton-
ces se puede escribirm, = a + iy m, = a — i3, donde @ y 8 > O son reales i* = —1.
De manera formal, no hay diferencia entre este caso y el caso Iy, por tanto,

y = CieltiBr 4 ChelaiBx,

Sin embargo, en la practica se prefiere trabajar con funciones reales en lugar de expo-
nenciales complejas. Con este fin se usa la férmula de Euler:

e = cos @ + isen,
donde 6 es cualquier nimero real.” Se tiene de esta férmula que

e = cos Bx + i senfBx y e”P* = cos Bx — isenpx, (7)

———————— e n
“Una deduccién formal de la formula de Euler se obtiene de la serie de Maclaurin g = > r
|

n=07:

sustituyendo x = i, con i> = —1,i* = — i, ... y después separando la serie en las partes real e imaginaria.
Ast se establece la plausibilidad, por lo que podemos adoptar a cos 6 + i sen 6 como la definicion de e®.
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FIGURA 4.3.1 Curva solucién del
PVI del ejemplo 2.
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donde se usaron cos(—Bx) = cos Bxy sen(—fBx) = — sen Bx. Observe que si primero
se suma y luego se restan las dos ecuaciones en (7), se obtiene, respectivamente,

ePr + ¢7iBx = 2 cos Bx ePr — e7F = 2isenBx.

y
Puesto que y = C e“"®* + C, e " es una solucién de (2) para alguna eleccién de las
constantes C, y C,, las elecciones C, = C, = 1y C, = 1, C, = —1 dan, a su vez, dos
soluciones:
v, = e(a+i[3)x + e(a*iB)x y v, = e(zx+iﬁ)x _ e(zx*iﬁ)x_
Pero v = e (eP* + e ) = 2% cos Bx
y y, = e*(e'P* — e ) = 2je* sen Bx.

Por tanto, del corolario A) del teorema 4.1.2, los dos tltimos resultados muestran que
e* cos Bx y e** sen Bx son soluciones reales de (2). Ademads, estas soluciones forman
un conjunto fundamental en (—ce, ). Por tanto, la solucién general es

y = ce® cos Bx + c,e® senBx = e“(c, cos Bx + ¢, sen Bx). ()

I EJEMPLO T ED de segundo orden

Resuelva las siguientes ecuaciones diferenciales.

a) 2 =5 =3y=0 b)y —10y' +25y=0 ) +4'+7y=0

SOLUCION Se dan las ecuaciones auxiliares, las raices y las soluciones generales
correspondientes.

a) 2m®> —5m—3=Qm+ DH(m—3)=0, m=—3 m=3

De (4),y = c,e ™" + ce™,

b) m* = 10m +25=(m —5>=0, m =m,=5

De (6), y = c,e™ + ¢ xe™.

) mAdm+T=0m=-2+ V3% m=-2-\3

De(8)cona = —2,8= V3, y=¢e (c, cos V3x + ¢, sen \/3!») ]

I EJEMPLO 2 Un problema con valores iniciales

Resuelva 4y” + 4y" + 17y = 0, y(0) = —1, y'(0) = 2.

SOLUCION  Usando la férmula cuadrética tenemos que las raices de la ecuacién auxiliar

4m? + 4m + 17 = O son m, = —% +2iy m= —% — 2i. Por tanto, de la ecuacién
(8) se tiene que y = e "*(c, cos 2x + ¢, sen 2x). Aplicando la condicién y(0) = —1,
se observa de €’(c, cos 0 + ¢, sen 0) = —1 que ¢, = —1. Derivando y = e~**(— cos

2x + ¢, sen 2x) y después usando y'(0) = 2, se obtiene 2c; + % =20c¢= %. Por tanto,
la solucién del PVIes y = ¢ */*(—cos 2x + } sen 2x). En la figura 4.3.1 vemos que la

solucién es oscilatoria, pero y — 0 conforme x — %y |y| — o conforme x — —o, [ ]

DOS ECUACIONES QUE MERECEN CONOCERSE Las dos ecuaciones diferenciales
V' +Ey=0y y' —ky=0,
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donde £ es real, son importantes en matematicas aplicadas. Para y” + k*y = 0, la ecua-
cién auxiliar m* + k* = 0 tienen raices imaginarias m, = kiym, = —ki. Cona =0y
B = ken (8) se ve que la solucién general de la ED es

y = c,cos kx + ¢,senkx. ®

Por otra parte, la ecuacion auxiliar m* — k* = 0 para y" — k*y = 0 tiene raices reales
distintas m; = k'y m, = —k, y asf por la ecuacion (4) la solucion general de la ED es
y = ¢ + ce (10)

Observe que si se elige ¢; = ¢, =% y ¢ = %, cy = —% en (10), se obtienen las

soluciones particulares y = 1 (" + e ¥) = cosh kx y y = 1(e¥* — e™) = senhkx.
Puesto que cosh kx y senh kx son linealmente independientes en algtin intervalo del eje
x, una forma alternativa para la solucién general de y" — k’y = O es

y = c¢;cosh kx + ¢, senhkx. (11

Vea los problemas 41 y 42 de los ejercicios 4.3.

ECUACIONES DE ORDEN SUPERIOR En general, para resolver una ecuacién di-
ferencial de n-ésimo orden (1) donde a,i= 0,1, ... ,nson constantes reales, se debe
resolver una ecuacién polinomial de n-ésimo grado

am" +a,_m '+ +am?+ am+ ay, =0. (12)
Si todas las raices de (12) son reales y distintas, entonces la solucién general de (1) es
y = Cl()m,,\ + (7787”:'\ + -+ (/.”Cm“,\‘

Es un poco dificil resumir los andlogos de los casos Il y III porque las raices de una ecua-
cién auxiliar de grado mayor que dos ocurren en muchas combinaciones. Por ejemplo,
una ecuacion de quinto grado podria tener cinco raices reales distintas, o tres raices reales
distintas y dos complejas, o una real y cuatro complejas, o cinco raices reales pero iguales,
o cinco raices reales pero dos de ellas iguales, etc. Cuando m, es una raiz de multiplicidad
k de una ecuacion auxiliar de n-€simo grado (es decir, k raices son iguales am, ), es posible
demostrar que las soluciones linealmente independientes son

1,X 2 ,m X ,/\'fl()m‘,\
5 ey ?

e xe™*  xe X

y la solucién general debe contener la combinacién lineal
Clem,.\ + (,'ZX("”"\ + (73.?(2(’,”]"\ + .+ C/\'\‘/\ I(,m,.\.

Por dltimo, se debe recordar que cuando los coeficientes son reales, las raices com-
plejas de una ecuacién auxiliar siempre se presentan en pares conjugados. Asi, por
ejemplo, una ecuacion polinomial cibica puede tener a lo més dos raices complejas.

I EJEMPLO 3 ED de tercer orden

Resuelva y” + 3y" — 4y = 0.

SOLUCION Debe ser evidente de la inspeccién de m? + 3m? — 4 = 0 que una raiz es
m, = 1, por tanto, m — 1 es un factor de m* + 3m? — 4. Dividiendo se encuentra que

m* +3m>—4=m— D(m*>+4m + 4) = (m — D)(m + 2)%,

asi las rafces son m, = m, = —2. Asi, la solucién general de la ED es y =

ce’ + e + cxe
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I EJEMPLO 4 ED de cuarto orden

d*y d?y
Resuelva — + 2 — + y = ().
dx* a2 7

SOLUCION La ecuacién auxiliar m* + 2m? + 1 = (m?® + 1)> = 0 tiene raices m, =
m,=iym,=m, = —i. Asf, del caso II la solucién es

y = Cie™* + Cye ™™ + Cyxe™ + Cyxe ™.
Por la férmula de Euler el grupo C e™ + C,e™™ se puede rescribir como

C1COs x + ¢, senx

después de redefinir de nuevo las constantes. De manera similar, x(C,e™ + C,e™™) se
puede expresar como x(c, cos x + ¢, sen x). Por tanto, la solucién general es

y = € COS X + ¢psenx + ¢3x cosx + c¢4x senx. [ |

El ejemplo 4 ilustra un caso especial cuando la ecuacién auxiliar tiene raices repeti-
das complejas. En general, sim, = a + iB, B > 0 es una raiz compleja de multiplicidad
k de una ecuacion auxiliar con coeficientes reales, entonces su conjugada m, = a — i3
es también una raiz de multiplicidad k. De las 2k soluciones con valores complejos

e(oﬁriﬁ)x’ xe(oﬂriﬁ)x’ xZe(aJriB)x’ e, xk*le(aJriB)x’

e(afiﬁ)x’ xe(afiﬁ)x’ x2€(afiB)x’ e, xk*le(afiﬁ)x,

concluimos, con la ayuda de la férmula de Euler, que la solucién general de la ecua-
cion diferencial correspondiente debe tener una combinacién lineal de las 2k solucio-
nes reales linealmente independientes.

e“*cos Bx, xe“*cos Bx, x*e**cos Bx, ..., xFle**cos fx,

e“senfBx, xe“senBx, x*e**senfx, ..., x'e**senfx.
En el ejemplo 4 identificamos k =2, a =0y B = 1.

Por supuesto, el aspecto mds dificil de resolver ecuaciones diferenciales de coefi-
cientes constantes es determinar las raices de ecuaciones auxiliares de grado mayor
que dos. Por ejemplo, para resolver 3y” + 5y” + 10y’ — 4y = 0, debemos resolver
3m? + 5m* + 10m — 4 = 0. Algo que se puede intentar es probar la ecuacién auxiliar
para raices racionales. Recuerde que si m, = p/q es una raiz racional (en su minima
expresion) de una ecuacién auxiliar a,m" + - - - + aym + a, = 0 con coeficientes en-
teros, entonces p es un factor de @,y g es un factor de a . Para la ecuacion auxiliar ctibica
especifica, todos los factoresde a, = —4ya =3son p: *1, *2, x4y q *I, *3
por lo que las posibles raices racionales son p/q: 1, £2, =4, i%, i%, i%,Entonces
se puede probar cada uno de estos nimeros, digamos, por division sintética. De esta
forma se descubre la raiz m; = % y la factorizacién

3m® + 5m? + 10m — 4 = (m — HBm? + 6m + 12).

De la férmula cuadrdtica se obtienen las otras raices m, = —1 + \V3i y "3
-1 - \/gi. Por tanto, la solucién general de 3y” + 5y" + 10y’ —4y =0 es

y = c1e"3 + e (¢, cos \V/3x + ¢3sen \/gx).

USO DE COMPUTADORAS Determinar las raices o aproximar las raices de ecuacio-
nes auxiliares es un problema de rutina con una calculadora apropiada o con un paquete de
cémputo. Las ecuaciones polinomiales (en una variable) de grado menor que cinco se re-
suelven por medio de férmulas algebraicas usando las instrucciones solve en Mathematica
y Maple. Para ecuaciones polinomiales de grado cinco o mayor podria ser necesario recurrir
a comandos numéricos tales como NSolve y FindRoot en Mathematica. Debido a su ca-
pacidad para resolver ecuaciones polinomiales, no es sorprendente que estos sistemas alge-
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braicos para computadora también puedan, usando sus comandos dsolve, dar soluciones
explicitas de ecuaciones diferenciales lineales homogéneas con coeficientes constantes.

En el libro clasico Differential Equations de Ralph Palmer Agnew* (que el autor
us6 cuando era estudiante), se expresa el siguiente enunciado:

No es razonable esperar que los alumnos de este curso tengan la capacidad y el
equipo de computo necesario para resolver de manera eficaz ecuaciones tales como

d PE 42
431782 + 217992 + 141642
dx* dx? dx?

+ 1.295 4 + 3.169y = 0. (13)
dx

Aunque es debatible si en todos estos afos ha mejorado la capacidad para realizar

célculos, es indiscutible que la tecnologia si lo ha hecho. Si se tiene acceso a un sistema

algebraico para computadora, se podria ahora considerar razonable la ecuacién (13).

Después de simplificar y efectuar algunas sustituciones en el resultado, Mathematica

genera la solucion general (aproximada)

y = c;e” 078852x ¢05(0.618605x) + c,e”%728852¢ 5en(0.618605x)
+ ;374764785 c05(0.759081x) + c,4e%476478% 5en(0.759081x).

Por dltimo, si se le presenta un problema con valores iniciales que consiste en,
digamos, una ecuacion de cuarto orden, entonces para ajustar la solucion general de la
ED a las cuatro condiciones iniciales, se deben resolver cuatro ecuaciones lineales con
las cuatro incégnitas (c, ¢,, ¢,y ¢, en la solucién general). Si se emplea un SAC para
resolver el sistema se puede ahorrar mucho tiempo. Véanse los problemas 59 y 60 del
ejercicio 4.3 y el problema 35 en Repaso del capitulo 4.

"McGraw-Hill, Nueva York, 1960.

EJERCICIOS 4.3

Las respuestas a los problemas con niimero impar comienzan en la pdgina RES-4.

En los problemas 1 a 14, obtenga la solucién general de la 20 d*x  d*x

ecuacién diferencial de segundo orden dada. 4P dP 4x=0
1 4y +y =0 2.3~ 36y =0 2 yT AT I Ay =0
22. y" —6y" + 12y =8y =0
3.yr/_yr_6y:O 4.yu_3yr+2y:0 y y Yy Yy
23. y(4) + ym + yn — 0
5.y"+8y +16y=0 6. y' —10y" + 25y =0
24, y —=2y"+y=0
7. 12y" = 5y' =2y =0 8. V' +4 —y=0
25 16L4y+24d—2y+9 =0
9. y+9y=0 10. 3y" +y=0 U P y =
11. y" —4y' + 5y =0 12. 2y" +2y' +y =0 d* d?
26. S22 7% 18y =0
13.3y" +2y +y=0 14. 2y" — 3y + 4y =0 dx* dx

En los problemas 15 a 28 encuentre la solucién general de la  27.
ecuacion diferencial de orden superior dada.

15. y" —4y" = 5y" =0
16. y" —y=20
17. y" = 5y" +3y" + 9y =0

18.

19.

Yy 4+ 3y =4y — 12y =0
d*u  d*u

T r S —wm=0

df  df

d’u d*u d’u d’u

AL AL S [
T at TR AR dr

28 24X L pdx gdh

T ds ds* ds? ds?

En los problemas 29 a 36 resuelva el problema con valores
iniciales

29. y"+ 16y =0, y(0)=2,y'(0)= -2

d?y

a a
— 4y = — | = n—1]1=2
30. oty 0, y<3) O,y<3>
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d?y dy
- 4— — 5 = O’ 1 ] 0, ! 1 = 2
P PP y() y'(1)

31.
32. 4" —4y' = 3y=0, y0O)=1,y(0)=5

33.y"+y +2y=0, y0)=y"0)=0

34. y" =2y +y=0, y0)=5,y(0)=10

35. y" 4+ 12y" + 36y’ =0, ¥0)=0,y'(0) =1,y"(0) = =7
36. " 42" =5y —6y =0, y(0)=y'(0)=0,y'0) =1
En los problemas 37 a 40 resuelva el problema con valores en
la frontera dado.

37. y" = 10y" + 25y =0, y(0)=1,y(1)=0

38. y"+4y=0, y0)=0,y(m)=0

i
39. y'+y=0, y(0) = O,y’<5> =0

40. y"—2y' +2y =0, y0)=1,y(m) =1

En los problemas 41 y 42 resuelva el problema dado usando
primero la forma de la solucién general dada en (10). Resuelva
de nuevo esta vez usando la férmula dada en (11).

41. y" =3y =0, y0)=1,y'(0)=5
42. y"—y=0, y0=1,y(1)=0

En los problemas 43 a 48 cada figura representa la grafica de
una solucién particular de una de las siguientes ecuaciones
diferenciales.

a) y'—3y —4y=0

¢ YV +2y+y=0 d y'+y=0

e) V' +2y +2y=0 f) y =3y +2y=0
Relacione una curva solucion con una de las ecuaciones dife-
renciales. Explique su razonamiento.

b) y' +4y=0

43. y

FIGURA 4.3.2 Grifica del problema 43.

44. Y

FIGURA 4.3.3 Grifica del problema 44.

4s. Y

A
N x

FIGURA 4.3.4 Grifica del problema 45.

46. Y

FIGURA 4.3.5 Grifica del problema 46.

47. Y

s
NS

FIGURA 4.3.6 Grifica del problema 47.

48. Y

FIGURA 4.3.7 Grifica del problema 48.

Problemas para analizar

49. Las raices de una ecuacion cubica auxiliar son m, = 4y

m, = m, = —5. ;Cudl es la ecuacién diferencial lineal
homogénea correspondiente? Analice: ;su respuesta es
unica?

50. Dos raices de una ecuacién auxiliar ctibica con coeficien-
tes reales son m; = —% y m, =3 + i. (Cudl es la ecua-
cion diferencial lineal homogénea correspondiente?
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51. Determine la solucién general de y” + 6y” + y" — 34y  diferencial dada. Si utiliza un SAC para obtener la solucién
= 0 si se sabe que y, = e~* cos x es una solucion. general, simplifique el resultado y si es necesario, escriba la

solucion en términos de funciones reales.
52. Para resolver y® + y = 0, es necesario encontrar las rai-

ces dem* + 1 = 0. Este es un problema trivial si se uti- 55, " — 6" 4+ 2y" + y =0

liza un SAC, pero también se resuelve a mano trabajando

con niimeros complejos. Observe que m* + 1 = (m*> 4+ 1)> 56, 6.11y" + 8.59y" + 7.93y" + 0.778y = 0
— 2m?. {Cémo ayuda esto? Resuelva la ecuacién diferen-

e v pelvataect 57. 3.15y9 — 534y" + 633y’ — 2.03y = 0

@ "y =
53. Compruebe que y = senh x — 2 cos(x + 7/6) es una so- 8. Y+ 2y =y + 2y =0
lucién particular de y* — y = 0. Reconcilie esta solucién

particular con la solucién general de la ED. En los problemas 59 y 60 utilice un SAC como ayuda para

resolver la ecuacién auxiliar. Forme la solucién general de
54. Considere el problema con valores en la frontera y” + Ay la ecuacion diferencial. Después utilice un SAC como ayuda

=0, y(0) = 0, y(7r/2) = 0. Analice: ;es posible determi- para resolver el sistema de ecuaciones para los coeficientes
nar valores de A tal que el problema tenga a) soluciones c,i=1,2,3, 4 que resulta cuando se aplican las condiciones
triviales?, b) ;soluciones no triviales? iniciales a la solucién general.

59. 2y@ + 3y" — 16y”" + 15y’ — 4y =0,

Tarea para el laboratorio de computacién ) " ” :
y(0) = —=2,y'(0) = 6,y"(0) = 3, y"(0) = 3

En los problemas 55 a 58 use una computadora ya sea como
ayuda para resolver la ecuacién auxiliar o como un medio para 60. y© —3y" +3y" —y' =0,
obtener de forma directa la solucién general de la ecuacion y(0) = y’(0) = 0,y"(0) = y"(0) = 1

4.4| COEFICIENTES INDETERMINADOS: METODO
DE SUPERPOSICION®

REPASO DE MATERIAL

e Repaso de los teoremas 4.1.6 y 4.1.7 (seccion 4.1).

INTRODUCCION  Para resolver una ecuacién diferencial lineal no homogénea
a,y® +a,y"V A+t a )y +agy = g(), (D

se debe hacer dos cosas:

* encontrar la funcién complementaria y_ y
 encontrar alguna solucién particular Y, de la ecuacién no homogénea (1).

Entonces, como se explicé en la seccion 4.1, la solucion general de (1) esy =y, + y, La funcién
complementaria y_es la solucion general de la ED homogénea asociada de (1), es decir,

any(n) + an_ly(n—l) + ..+ aly’ + ayy = 0.

En la seccion 4.3 vimos como resolver esta clase de ecuaciones cuando los coeficientes eran constan-
tes. Asi, el objetivo en esta seccién es desarrollar un método para obtener soluciones particulares.

“Nota para el profesor: En esta seccion el método de coeficientes indeterminados se desarrolla desde
el punto de vista del principio de superposicién para ecuaciones no homogéneas (teorema 4.7.1). En
la seccién 4.5 se presentard un método totalmente diferente que utiliza el concepto de operadores
diferenciales anuladores. Elija el que convenga.
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METODO DE COEFICIENTES INDETERMINADOS La primera de las dos for-
mas que se consideran para obtener una solucion particular y de una ED lineal no
homogénea se llama método de coeficientes indeterminados. La idea fundamental
detrds de este método es una conjetura acerca de la forma de y , en realidad una intui-
cién educada, motivada por las clases de funciones que forman la funcién de entrada
g(x). El método general se limita a ED lineales como (1) donde

¢ Jos coeficientes a,i= 0,1, ... , nsonconstantes y

* g(x) es una constante k, una funcién polinomial, una funcién exponencial e**,
una funcién seno o coseno sen 3x o cos Bx o sumas finitas y productos de
estas funciones.

NOTA Estrictamente hablando, g(x) = k (constante) es una funcién polinomial.
Puesto que probablemente una funcién constante no es lo primero en que se piensa
cuando se consideran funciones polinomiales, para enfatizar continuaremos con la re-
dundancia “funciones constantes, polinomios, ... ”

Las siguientes funciones son algunos ejemplos de los tipos de entradas g(x) que
son apropiadas para esta descripcion:

g =10, g(x) =x*— 5x, g(x) = 15x — 6 + 8¢,
g(x) = sen 3x — 5x cos 2x, g(x) = xe*senx + (3x2 — 1)e *~.

Es decir, g(x) es una combinacion lineal de funciones de la clase
a,_ X" '+ -+ ax + a,, P(x) e**, P(x)e**senfx 'y P(x) e** cos B,

donde n es un entero no negativo y a y 3 son nimeros reales. El método de coeficientes
indeterminados no es aplicable a ecuaciones de la forma (1) cuando

gx)y=Inx, gkx = i, gx) =tanx, g(x) = sen 'x,
etcétera. Las ecuaciones diferenciales en las que la entrada g(x) es una funcién de esta
ultima clase se consideran en la seccién 4.6.

El conjunto de funciones que consiste en constantes, polinomios, exponen-
ciales e*, senos y cosenos tiene la notable propiedad de que las derivadas de sus
sumas y productos son de nuevo sumas y productos de constantes, polinomios, ex-
ponenciales e*, senos y cosenos. Debido a que la combinacién lineal de derivadas
a,y? + a,_, y" U+ -+ +a;y, + ayy,debe seridéntica a g(x), parece razonable
suponer que y, tiene la misma forma que g(x).

En los dos ejemplos siguientes se ilustra el método bésico.

I EJEMPLO T Solucién general usando coeficientes indeterminados

Resuelva y” + 4y’ — 2y = 2x> — 3x + 6. ()

SOLUCION Paso 1. Se resuelve primero la ecuacién homogénea asociada y” + 4y’
— 2y = 0. De la férmula cuadrética se encuentra que las raices de la ecuacién auxiliar
m?* + 4m — 2 =0son m = —2— V6 y m,=—2+ V6. Por tanto, la funcién
complementaria es

f(2+\/6)x (*2+\/g)x.

V. = c1e + cye

Paso 2. Ahora, debido a que la funcién g(x) es un polinomio cuadratico, supongamos
una solucién particular que también es de la forma de un polinomio cuadritico:

y, = Ax* + Bx + C.
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Se busca determinar coeficientes especificos A, By C para los cuales Y, es una solucién
de (2). Sustituyendo y,y las derivadas

y,=2Ax+B y y,=2A
en la ecuacion diferencial (2), se obtiene
yy + 4y, — 2y, = 2A + 8Ax + 4B — 2Ax? — 2Bx — 2C = 2x* — 3x + 6.
Como se supone que la tltima ecuacion es una identidad, los coeficientes de los expo-
nentes semejantes a x deben ser iguales:

igual

|

| —24|x2+ 84— 2B|x+| 24+4B—-2C | =22 -3x+6

Es decir’ —2A = 2, 8A — 2B = _3, 2A +4B — 2C = 6.
Resolviendo este sistema de ecuaciones se obtienen los valores A = —1, B = —% y
C = —9. Asi, una solucién particular es
Yy = —x2—5x—9.
Paso 3. La solucién general de la ecuacién dada es
5
y=y.ty = cre Vo) oo (-2 VE)x _ y2 2x 0. u

I EJEMPLO 2 Solucién particular usando coeficientes indeterminados

Encuentre una solucién particular de y” — y’ + y = 2 sen 3x.

SOLUCION Una primera suposicién natural para una solucion particular seria A sen
3x. Pero debido a que las derivadas sucesivas de sen 3x producen sen 3x y cos 3x, se
puede suponer una solucién particular que incluye ambos términos:

¥, = A cos 3x + B sen 3x.

Derivando v, ¥ sustituyendo los resultados en la ecuacién diferencial, se obtiene,
después de reagrupar,

yp =¥, +,=(—8A — 3B)cos 3x + (3A — 8B) sen 3x= 2 sen 3x

igual

—8A — 3B | cos3x + | 3A — 8B | sen 3x = 0 cos 3x + 2 sen 3x.

Del sistema de ecuaciones resultante,
—8A — 3B =0, 3A — 8B =2,

se obtiene A = % yB = —%’. Una solucién particular de la ecuacion es
6 16
= ——cos 3x — - sen 3x. ]
Yo T gz S8 T g S

Como se menciond, la forma que se supone para la solucion particular y es una
intuicién educada; no es una intuicién a ciegas. Esta intuicidén educada debe conside-
rar no solo los tipos de funciones que forman a g(x) sino también, como se vera en el
ejemplo 4, las funciones que conforman la funcién complementaria y .
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I EJEMPLO 3 Formando ¥, Por superposicién

Resuelva y” — 2y’ — 3y = 4x — 5 + 6xe®". 3)

SOLUCION Paso 1. Primero, se encuentra que la solucién de la ecuacién homogé-
nea asociada y” — 2y’ — 3y =0esy =ce™* + ce™

Paso 2. A continuacion, la presencia de 4x — 5 en g(x) indica que la solucién parti-
cular incluye un polinomio lineal. Ademas, debido a que la derivada del producto xe*
produce 2xe™ y e, se supone también que la solucién particular incluye tanto a
xe* como a e*. En otras palabras, g es la suma de dos clases bdsicas de funciones:

gx) = g,(x) + g,(x) = polinomio + exponenciales.

Por lo que, el principio de superposicién para ecuaciones no homogéneas (teorema
4.1.7) indica que se busca una solucién particular

Yo = Yp T Voo
donde y, = Ax + By y, = Cxe* + Ee*. Sustituyendo
y, = Ax + B + Cxe* + Ee**
en la ecuacion (3) y agrupando términos semejantes, se obtiene
vy — 2y, — 3y, = —3Ax — 2A — 3B — 3Cxe** + (2C — 3E)e* = 4x — 5 + bxe**. (4
De esta identidad obtenemos las cuatro expresiones
—3A =4, —2A — 3B = -5, —3C = 6, 2C —3E=0.

La dltima ecuacién en este sistema es resultado de la interpretacion de que el coefi-
ciente de ¢* en el miembro derecho de (4) es cero. Resolviendo, se encuentra que
A=-3B=3C=-2yE= —1. Por tanto,

4

Yp = T3 + 5 2xe* — gez".
Paso 3. La solucién general de la ecuacién es
_ ., 4 23 4\ ,
y=cie*tcet—-x+——(2x+ - ]e n
3 9 3

En vista del principio de superposicion (teorema 4.1.7) se puede aproximar tam-
bién el ejemplo 3 desde el punto de vista de resolver dos problemas mds simples. Se
debe comprobar que sustituyendo

Y, =Ax + B en y' =2y =3y =4x—5
y y,, = Cxe** + Ee**  en y' — 2y — 3y = 6xe**
se obtiene, a su vez, Vp, = —%x + % Y Yy, = —(2x + %)ez". Entonces, una solucién

particular d'e (%) €S Yp = Vp, + Yp, - N '
En el siguiente ejemplo se ilustra que algunas veces la suposicion “obvia” para la
forma de y, ho es una suposicion correcta.

I EJEMPLO 4 Una falla imprevista del método

Encuentre una solucidn particular de y” — 5y’ + 4y = 8e~.

SOLUCION Derivando e* no se obtienen nuevas funciones. Asi, si se procede como
se hizo en los ejemplos anteriores, se puede suponer razonablemente que una solucién
particular de la forma y, = Ae*. Pero sustituir esta expresion en la ecuacion diferencial
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da como resultado la expresioén contradictoria 0 = 8¢*, por lo que claramente se hizo
la conjetura equivocada para Y,

La dificultad aquf es evidente al examinar la funcién complementaria y, = ¢ e* +
c,e™. Observe que la suposicion Ae* ya estd presente en y . Esto significa que e* es una
solucién de la ecuacién diferencial homogénea asociada y un multiplo constante Ae*
cuando se sustituye en la ecuacién diferencial necesariamente da cero.

(Entonces cudl debe ser la forma de yp? Inspirados en el caso II de la seccién 4.3,
vemos que si se puede encontrar una solucién particular de la forma

y, = Axe".

Sustituyendo y, = Axe® + Ae* y y, = Axe® + 2Ae"en la ecuacion diferencial y
simplificando, se obtiene

v, — Sy, + 4y, = —3Ae* = 8e.

De la ultima igualdad se ve que el valor de A ahora se determina como A = —g. Por
tanto, una solucion particular de la ecuacion dadaes y, = —%.xe‘. [ ]

La diferencia en los procedimientos usados en los ejemplos 1 a 3 y en el ejemplo 4
indica que se consideran dos casos. El primer caso refleja la situacion en los ejemplos
la3.

CASO | Ninguna funcién de la solucion particular supuesta es una solucion de la
ecuacioén diferencial homogénea asociada.

En la tabla 4.1 se muestran algunos ejemplos especificos de g(x) en (1) junto con
la forma correspondiente de la solucidn particular. Por supuesto, se da por sentado que
ninguna funcién de la solucién particular supuesta y,se duplica por una funcién en la
funcién complementaria y .

TABLA 4.1 Soluciones particulares de prueba

g(x) Forma de Y,
1. 1 (cualquier constante) A
2. 5x+7 Ax+ B
3. 3x2—-2 Ax*+ Bx+ C
4. X —x+1 Ax*+ B>+ Cx + E
5. sen 4x A cos 4x + B sen 4x
6. cos 4x A cos 4x + B sen 4x
7. e Ae>*
8. (9x — 2)e** (Ax + B)e*
9. x%e% (Ax*> + Bx + C)e>
10. ¢ sen 4x Ae’* cos 4x + Be* sen 4x
11. 5xsen 4x (Ax> + Bx + C)cos 4x + (Ex* + Fx + G) sen 4x
12. xe* cos 4x (Ax + B)e** cos 4x + (Cx + E)e’ sen 4x

I EJEMPLO 5 Formas de soluciones particulares. Caso I

Determine la forma de una solucién particular de
a) y" — 8y’ + 25y = 5x%e ™ — Te* b) y" + 4y = xcos x
SOLUCION a) Se puede escribir g(x) = (5% — 7)e*. Usando el elemento 9 de la
tabla como modelo, suponemos una solucion particular de la forma
y, = (Ax* + Bx* + Cx + E)e™™.

Observe que no hay duplicacion entre los términos en v,y los términos en la funcién
complementaria y, = e‘”(c1 cos 3x + ¢, sen 3x).
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b) La funcién g(x) = x cos x es similar al elemento 11 de la tabla 4.1 excepto, por
supuesto, que se usa un polinomio lineal en vez de uno cuadrético y cos x y sen x en
lugar de cos 4x y sen 4x en la forma de V)

¥, = (Ax + B) cos x + (Cx + E) senx.

Nuevamente observe que no hay duplicacién de términosentrey yy = ¢, cos2x + ¢
P c 1 2
sen 2x. [ ]

Si g(x) consiste en una suma de, digamos, m términos de la clase listada en la tabla,
entonces (como en el ejemplo 3) la suposicion para una solucion particular Y, consiste en
la suma de las formas de prueba Vo Ypys - - - » ¥, COITespondientes a estos términos:

YVp = Vp TV, T Y,
El enunciado anterior se puede escribir de otra forma:
Regla de forma para el caso I La forma de ¥, es una combinacion lineal de las

funciones linealmente independientes que se generan mediante derivadas suce-
sivas de g(x).

I EJEMPLO 6 Formacién de ¥, por superposicién. Caso I

Determine la forma de una solucidn particular de

y" — 9y + 14y = 3x* — 5sen 2x + Txe®.

SOLUCION
Se supone que a 3x? le corresponde Vp, = Ax* + Bx + C.
Se considera que a — 5 sen 2x le corresponde ¥y, = Ecos 2x + F sen 2x.
Se supone que a 7xe® le corresponde ¥y, = (Gx + H) e,

Entonces la presuncion para la solucién particular es

Yp =Yy + ¥, T ¥,, = Ax* + Bx + C + Ecos 2x + Fsen2x + (Gx + H)e.
En esta suposicion ningtin término duplica un término de y = c,e* + c,e’". [ ]
CASO Il Una funcién en la solucion particular supuesta también es una solucion de
la ecuacidn diferencial homogénea asociada.

El siguiente ejemplo es similar al ejemplo 4.

I EJEMPLO 7 Solucién particular. Caso II

Encuentre una solucién particular de y” — 2y’ + y = e*.

SOLUCION La funcién complementaria es y, = c,e* + c,xe*. Como en el ejemplo
4, la suposicién y = Ae* falla, puesto que es evidente de y_que e es una solucién de
la ecuacion homogénea asociada y” — 2y’ + y = 0. Ademads, no es posible encontrar
una solucion particular de la forma y = Axe*, ya que el término xe* también se duplica
eny. A continuacion se prueba

y, = Ax’e".

Sustituyendo en la ecuacion diferencial dada se obtiene 2Ae* = ¢, asi A = % Asiuna
solucién particular es Y, = 1y2er, [
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Nuevamente suponga que g(x) consiste en m términos de la clase que se propor-
ciona en la tabla 4.1 y suponga ademas que la presuncién usual para una solucién
particular es

Yo = Vp TV T T Ve

dondelas y,,i = 1,2,..., mson las formas de solucién particular de prueba corres-
pondientes a estos términos. Bajo las circunstancias descritas en el caso II, se puede
formar la siguiente regla general.

Regla de multiplicacion para el caso Il Si alguna y, contiene términos que
duplican los términos de'y , entonces esa y,, se debe multiplicar por x", donde n es
el entero positivo mds pequerio que elimina esa duplicacion.

I EJEMPLO 8 Un problema con valores iniciales

Resuelvay” + y =4x + 10sen x, y(7) = 0, y'(7) = 2.

SOLUCION La solucién de la ecuacién homogénea asociada y” + y = 0 es y, = ¢,
cos x + ¢, sen x. Debido a que g(x) = 4x + 10 sen x es la suma de un polinomio lineal
y una funcién seno, la suposicién normal para y,» de las entradas 2 y 5 de la tabla 4.1,

serfalasumade y, = Ax + By y, = Ccosx + Esenx:

y, = Ax + B + Ccosx + Esenx. (&)

Pero hay una duplicacién obvia de los términos cos x y sen x en esta forma supuesta y
dos términos de la funcién complementaria. Esta duplicacion se elimina simplemente
multiplicando y, por x. En lugar de (5) ahora se usa

y, = Ax + B + Cxcosx + Ex senx. (6)

Derivando esta expresion y sustituyendo los resultados en la ecuacidn diferencial,
se obtiene
v, +y,=Ax+ B — 2Csenx + 2E cosx = 4x + 10 senx,

y portanto A =4, B =0, — 2C =10, y 2E = 0. Las soluciones del sistema son inme-
diatas: A = 4, B =0, C = =5,y E = 0. Por tanto de la ecuacién (6) se obtiene y, =
4x — 5x cos x. La solucién general de la ecuacion es

Yy =Y. Ty, =ccosx + ¢senx + 4x — Sx cos x.

Ahora se aplican las condiciones iniciales prescritas a la solucién general de la ecua-
cién. Primero, y(7) = ¢, cos m + ¢, sen m + 4 — 57 cos m = 0 produce ¢, = 97

puesto que cos m = —1 y sen m = 0. Ahora, de la derivada
y' = —9msenx + c,cosx + 4 + S5xsenx — 5cosx
y y'(m) = —9msenw + c,cos 7+ 4 + Swsenwm — 5cos =2

encontramos ¢, = 7. La solucién del problema con valores iniciales es entonces
y = 9mcosx + 7senx + 4x — S5xcosx. m

I EJEMPLO 9 Uso de la regla de multiplicacién

Resuelva y” — 6y’ + 9y = 6x> + 2 — 12

SOLUCION La funcién complementaria es y. = c,e* + c,xe™. Y asi, con base en los
elementos 3 y 7 de la tabla 4.1, la suposicion usual para una solucién particular seria

y, = Ax* + Bx + C + Ee™.

) P, ) D,
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La inspeccion de estas funciones muestra que un término en y, se duplicaeny . Si
multiplicamos Y, por x, se nota que el término xe* atn es parte de y_. Pero multipli-
cando y, por x> se eliminan las duplicaciones. Asf la forma operativa de una solucién
particular es

y, = Ax* + Bx + C + Ex’¢*".

Derivando esta dltima forma y sustituyendo en la ecuacién diferencial, agrupando
términos semejantes se obtiene

vy = 6y, + 9y, = 9Ax* + (—12A + 9B)x + 2A — 6B + 9C + 2Ee* = 6x> + 2 — 12

De esta identidad se tiene que A = % B= %, C= % y E = —6. Por tanto la solucién

— : ‘2.2, 8 2 :
general y =y + y es y= c1e®* + cpxed + 3x* + ox + 5 — 6x%e [ ]

I EJEMPLO 10 ED de tercer orden. Caso I

Resuelva y” + y” = e* cos x.

SOLUCION De la ecuacién caracteristica m* + m*> = 0 encontramos que m =m,=
0y m, = —1. Asf la funcién complementaria de la ecuacién es y, = ¢, + c,x + c,e™

Con g(x) = e* cos x, se ve de la entrada 10 de la tabla 4.1 que se debe suponer

y, = Ae'cos x + Be'senx.

Debido a que no hay funciones en y, que dupliquen las funciones de la solucién com-
plementaria, procedemos de la manera usual. De

y;’ + y; = (—2A + 4B)¢*cosx + (—4A — 2B)e*senx = €*cos x

se obtiene —2A4 + 4B = 1y —4A — 2B = 0. De este sistema se obtiene A = —% y
B = é, asi que una solucion particular es y, = —% e‘cosx + ée" senx. La solucién
general de la ecuacion es

X

1
— 1— e‘cosx + g e*senx.

y=yc+yp=c1+czx+c3e_
0 [

I EJEMPLO 11 ED de cuarto orden. Caso IT

Determine la forma de una solucién particular de y® + y” = 1 — x% ™.

SOLUCION Comparando y.=c¢, +cx+cx’+ce™ con la suposicion normal
para una solucién particular

Y, =A + Bx’¢ * + Cxe ™ + Ee ™™,
N v

’p, .\'/)1

vemos que las duplicaciones entre y_y y,se eliminan cuando Y, se multiplica por x*
. 1. . ST R 1 .. .
y ¥, se multiplica por x. Asi la suposicion correcta para una solucion particular es
2 . .
y = Ax® + Bxe™ + Cx’¢™ + Exe ™. ]

p
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COMENTARIOS

i) En los problemas 27 a 36 de los ejercicios 4.4 se pide resolver problemas
con valores iniciales y en los problemas 37 a 40 se pide resolver problemas con
valores en la frontera. Como se muestra en el ejemplo 8, aseguirese de aplicar las
condiciones iniciales o condiciones en la frontera a la solucién general y = y_+
Y, Los estudiantes con frecuencia cometen el error de aplicar estas condiciones
sélo a la funcién complementaria y_porque €sta es la parte de la solucién que
contiene las constantes ¢,, c,, ..., @
ii) De la “Regla de la forma para el caso I de la pagina 145 de esta seccion, se
ve por qué el método de coeficientes indeterminados no es muy adecuado para
ED lineales no homogéneas cuando la funcién de entrada g(x) es algo distinta
de uno de los cuatro tipos basicos resaltados en color azul en la pagina 141. Por
ejemplo, si P(x) es un polinomio, entonces la derivacion continua de P(x)e™
sen Bx genera un conjunto independiente que contiene s6lo un niimero finito de
funciones, todas del mismo tipo, en particular, un polinomio multiplicado por e**
sen Bx o un polinomio multiplicado por e** cos Bx. Por otro lado, la derivacién
sucesiva de funciones de entrada como g(x) = In x o g(x) = tan~'x genera un
conjunto independiente que contiene un nimero infinito de funciones:

derivadas de In x: — —>—> -+ >
X

1 —2x =2+ 6x%

derivadas de tan™"' x: 2.
1+ 1+ 222 A+ x%)3

EJERCICIOS 4.4

Las respuestas a los problemas con niimero impar comienzan en la pdagina RES-5.

En los problemas 1 a 26 resuelva la ecuacién diferencial dada

usando coeficientes indeterminados.

1. y"+3y" +2y=6

2. 49" + 9y =15

3. y" =10y’ + 25y =30x + 3
4. y" +y' — 6y =2x

. ly”+y’+y=x2—2x
4

9]

. y" — 8y + 20y = 100x* — 26xe*
v+ 3y = —48x%e*
4y" — 4y" — 3y = cos 2x

© o® 29

y// _ yr =3
10. y" + 2y =2x +5— e

1
11. 7 —y' +Zy:3+ex/2

12. y" — 16y = 2¢e*

13. y" + 4y = 3 sen 2x

14. y" — 4y = (x* — 3) sen 2x
15. y" + y=2xsenx

16. y" — 5y =2x* —4x> —x + 6

17. y" — 2y' + 5y = e* cos 2x

18. y" — 2y’ + 2y = e*(cos x — 3 sen x)
19. y" +2y' +y = senx + 3 cos 2x
20. "+ 2y — 24y =16 — (x + 2)e*
21. y" — 6y" =3 — cos x

22, y" —2y" — 4y’ + 8y = 6xe*

23. y" = 3y"+ 3y —y=x—4de*

24, y" —y"' =4y +4y=5— "+ >
25, yO +2y" +y=(x — 1)?

26. y® — y" =4x + 2xe™*

En los problemas 27 a 36 resuelva el problema con valores
iniciales dado.

27. y' + 4y = =2, y(%T) = %,y’(%) =2

28. 2y" + 3y —2y=14x>—4x— 11, y(0)=0,y'(0)=0
29. 59" +y' = —6x, y(0)=0,y'(0)=—10

30. '+ 4y +4y=0C3+tx)e > y0)=2,y(0)=5
31. y" +4y" + 5y =35¢*, y0)=-3,y'(0)=1
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32. y" —y=coshx, y(0)=2,y'(0)=12

d>x ,

33. — + w’x = Fysenwt, x(0)=0,x'(0)=0
dr*
d’x , )

M. 5+l = Foeos v, x(0) = 0,x'(0) = 0

35. y" = 2y" +y' =2 = 24e* + 40e™,
Y'(0) =3,y"(0) = =3

36. y" +8y=2x—5+ 8%,
y'(0) = —4

y(0) = 1,
y(0) = —=5,y'(0) =3,

En los problemas 37 a 40 resuelva el problema con valores en
la frontera dado.

37.y"+y=x*+1, y0)=5,y(1)=0

38. y' =2y +2y=2x—2, y(0)=0,y(m) =7

39. y"+3y=6x, y0)=0,y(1)+y(1)=0

40. y" + 3y =06x, y0)+y'(0)=0,y(1)=0

En los problemas 41 y 42 resuelva el problema con valores ini-
ciales dado en el que la funcién de entrada g(x) es discontinua.
[Sugerencia: Resuelva cada problema en dos intervalos y des-

pués encuentre una solucion tal que y y y’ sean continuas en
x = /2 (problema 41) y en x = 7 (problema 42).]

y(0) =1,y'(0) = 2, donde

0 senx, 0=x= /2
x =
& 0, x>

41. y" + 4y = g(x),

42. y" —2y" + 10y = g(x), y(0)=0,y'(0) =0, donde

) = 20, O=x=m7
g 0, x>m

Problemas para analizar

43. Considere la ecuacién diferencial ay” + by’ + cy = €,
donde a, b, ¢ y k son constantes. La ecuacién auxiliar de
la ecuacién homogénea asociada es am? + bm + ¢ = 0.

a) Sikno es una raiz de la ecuacién auxiliar, demuestre
que se puede encontrar una solucién particular de la
forma Y, = Ae*, donde A = 1/(ak> + bk + ¢).

b) Si k es una raiz de la ecuacién auxiliar de multiplici-
dad uno, muestre que se puede encontrar una solucién
particular de la forma y, = Axe®, donde A = 1/(2ak
+ b). Explique cémo se sabe que k # —b/2a.

¢) Sikesunaraiz de la ecuacion auxiliar de multiplicidad
dos, demuestre que podemos encontrar una solucién
particular de la forma y = Ax?¢", donde A = 1/(2a).

44. Explique como se puede usar el método de esta seccion
para encontrar una solucién particular de y” + y = sen x
cos 2x. Lleve a cabo su idea.

45. Sin resolver, relacione una curva solucién de y” + y =
Jf(x) que se muestra en la figura con una de las siguientes

funciones:
i fx) =1, i) f(x) =e™,
iii) f(x) = e, iv) f(x) = sen 2x,

v) f(x) = e*senx, vi) f(x) = sen x.

Analice brevemente su razonamiento.

a) Y

A~

FIGURA 4.4.1 Curva solucién.
b) Y
/\
NN
FIGURA 4.4.2 Curva solucién.
) Y
X
FIGURA 4.4.3 Curva solucién.
d) '
X
FIGURA 4.4.4 Curva solucién.

Tarea para el laboratorio de computacion

En los problemas 46 y 47 determine una solucién particular
de la ecuacién diferencial dada. Use un SAC como ayuda para
realizar las derivadas, simplificaciones y dlgebra.

46. y" — 4y’ + 8y = (2x* — 3x)e* cos 2x
+ (10x* — x — 1)e?' sen 2x

47. y¥ + 2y" + y=2cosx — 3xsenx
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4.5

COEFICIENTES INDETERMINADOS: METODO DEL ANULADOR

REPASO DE MATERIAL
e Repaso de teoremas 4.1.6 'y 4.1.7 (seccién 4.1).

INTRODUCCION  En la seccién 4.1 vimos que una ecuacién diferencial de n-ésimo orden se
puede escribir como

a,D"y + a,_\D"'y + - -+ + a;Dy + agy = g(x), (1)

donde D*y = d*y/dx*, k = 0, 1, . .., n. Cuando es adecuado, la ecuacién (1) también se escribe como
L(y) = g(x), donde L denota el operador diferencial o polinomial, lineal de n-ésimo orden

a,D" + a,_ D" ' + -+ a,D + a,. )

La notacién de operador no sélo es una abreviatura ttil, sino que en un nivel muy préctico la aplicacion
de operadores diferenciales permite justificar las reglas un poco abrumadoras para determinar la forma de
solucion particular y presentada en la seccion anterior. En esta seccion no hay reglas especiales; la forma
de y,se deduce casi de manera automdtica una vez que se encuentra un operador diferencial lineal adecuado
que anula a g(x) en (1). Antes de investigar como se realiza esto, es necesario analizar dos conceptos.

FACTORIZACION DE OPERADORES Cuando los coeficientes a,i=0,1, ...,
n son constantes reales, un operador diferencial lineal (1) se puede factorizar siempre
el polinomio caracteristico a m" +a,_ m"™' + - -+ + am + a, sea factorizable. En
otras palabras, si r, s una raiz de la ecuacion auxiliar

am' + a,_m" '+ - +am+ a, =0,
entonces L = (D — r,) P(D), donde la expresion polinomial P(D) es un operador dife-
rencial lineal de orden n — 1. Por ejemplo, si se trata a D como una cantidad algebraica,

entonces el operador D> + 5D + 6 se puede factorizar como (D + 2)(D + 3) o como
(D + 3)(D + 2). Asi si una funcién y = f(x) tiene una segunda derivada, entonces

(D> + 5D + 6)y = (D + 2)(D + 3)y = (D + 3)(D + 2)y.
Esto muestra una propiedad general:
Los factores de un operador diferencial con coeficientes constantes conmutan.
Una ecuacion diferencial tal como y” + 4y’ + 4y = 0 se escribe como

(D*+4D+4)y=0 o (D+2)D+2)y=0 o (D+2%=0.

OPERADOR ANULADOR Si L es un operador diferencial lineal con coeficientes
constantes y f'es una funcion suficientemente derivable tal que

L(f(x) =0,

entonces se dice que L es un anulador de la funcién. Por ejemplo, D anula una fun-
cién constante y = k puesto que Dk = 0. El operador diferencial D* anula la funcién y
= x puesto que la primera y la segunda derivada de x son 1 y 0, respectivamente. De
manera similar, D*x?> = 0, etcétera.

El operador diferencial D" anula cada una de las funciones

I, 38 32 coon &2 9 3)
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Como una consecuencia inmediata de (3) y el hecho de que la derivacion se puede
hacer término a término, un polinomio

cotoxteoxtt o+ xt! “4)

se anula al encontrar un operador que aniquile la potencia mds alta de x.

Las funciones que se anulan por un operador diferencial lineal de n-ésimo orden
L son simplemente aquellas funciones que se obtienen de la solucién general de la
ecuacion diferencial homogénea L(y) = 0.

El operador diferencial (D — «)" anula cada una de las funciones

., x" lg(k,\. (5)

@5, 2 TR
8“‘, ,’L(),“\, X (),(“,

Para ver esto, observe que la ecuacién auxiliar de la ecuacion homogénea (D —
a)'y = 0es (m — a)" = 0. Puesto que « es una raiz de multiplicidad n, la solucién
general es

y = c1e® + coxe® + - - -+ o X" e, (6)

I EJEMPLO 1 Operadores anuladores

Encuentre un operador diferencial que anule la funcién dada.
a) 1 — 5x* + 8x° b) e ¢) 4e* — 10xe™
SOLUCION a) De (3) se sabe que D*x* = 0, asf de (4) se tiene que
DY1 — 5x* + 8x%) = 0.
b) De (5), con @ = —3 y n =1, vemos que
(D + 3)e > = 0.
c¢) De (5)y (6),cona =2yn =2, se tiene que

(D — 2)%(4e** — 10xe) = 0. "

Cuando a y B, B > 0 son nimeros reales, la férmula cuadratica revela que [m? —
2am + (a? + B?)]" = 0 tiene raices complejas a + iB3, « — i3, ambas de multiplicidad
n. Del andlisis al final de la seccién 4.3, se tiene el siguiente resultado.

El operador diferencial [D? — 2aD + (a® + B%)]" anula cada una de las fun-

ciones
e cos Bx, xe® cos Bx, x*e**cosBx, ..., x" 'e*cos Bx, o
e senfBx, xe**senBx, x’e*senfx, ..., x" 'e*senpx.

I EJEMPLO 2 Operador anulador

Encuentre un operador diferencial que anule Se™ cos 2x — 9¢™ sen 2x.

SOLUCION La inspeccién de las funciones e™* cos 2x y e * sen 2x muestra que o =
—1y B = 2. Por tanto, de la ecuacién (7) se concluye que D* + 2D + 5 anulard cual-
quier funcién que sea combinacion lineal de estas funciones tales como 5e™ cos 2x —
9¢™* sen 2x. [ ]
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Cuando a = 0y n = 1, un caso especial de (7) es

cos Bx

(D* + B { 0. ®)

sen Bx

Por ejemplo D? + 16 anulara cualquier combinacién lineal de sen 4x y cos 4x.

Con frecuencia estamos interesados en anular la suma de dos o mds funciones.
Como acabamos de ver en los ejemplos 1 y 2, si L es un operador diferencial lineal tal
que L(y,) = 0y L(y,) = 0, entonces L anularé la combinacion lineal ¢y, (x) + ¢,y,(x).
Esta es una consecuencia directa del teorema 4.1.2. Supongamos ahora que L, y L, son
operadores diferenciales lineales con coeficientes constantes tales que L, anula a y, (x)
y L, anula a y,(x), pero L,(y,) # 0y L,(y,) # 0. Entonces el producto de los operadores
diferenciales L,L, anula la suma c y (x) + ¢,y,(x). Esto se puede demostrar ficilmente,
usando la linealidad y el hecho de que L|L, = L,L,:

LiLy(yy + y2) = LiLy(yy) + LiLy(y»)
= L,L,(y)) + L\Ly(y»)

= L,[L,(y)] + Li[Ly(y2)] = 0.
- J W_)

cero cero

Por ejemplo, sabemos de (3) que D?> anula a 7 — x y de (8) que D*> + 16 anula a sen
4x. Por tanto el producto de operadores D*(D* + 16) anulard la combinacién lineal
7 — x + 6sen 4x.

NOTA El operador diferencial que anula una funcién no es dnico. Vimos en el in-
ciso b) del ejemplo 1 que D + 3 anula a e™*, pero también a los operadores diferen-
ciales de orden superior siempre y cuando D + 3 sea uno de los factores del operador.
Por ejemplo (D + 3)(D + 1), (D + 3)* y D(D + 3) todos anulan a e~**. (Compruebe
esto.) Como algo natural, cuando se busca un anulador diferencial para una funcién y
= f(x), se quiere que el operador de minimo orden posible haga el trabajo.

COEFICIENTES INDETERMINADOS Lo anterior lleva al punto del analisis pre-
vio. Suponga que L(y) = g(x) es una ecuacioén diferencial lineal con coeficientes cons-
tantes y que la entrada g(x) consiste en sumas y productos finitos de las funciones
listadas en (3), (5) y (7), es decir, g(x) es una combinacién lineal de funciones de la
forma

k (constante), x™, x"e®*, x"e“cosBx, y x"e* senpx,

donde m es un entero no negativo y @ y 3 son nimeros reales. Ahora se sabe que
una funcidén tal como g(x) puede ser anulada por un operador diferencial L, de
menor orden, que es producto de los operadores D", (D — a)"y (D* — 2aD + o?
+ B*)". Al aplicar L, a ambos lados de la ecuacién L(y) = g(x) se obtiene L L(y) =
L (g(x)) = 0. Al resolver la ecuacién homogénea de orden superior L ,L(y) = 0, se
descubre la forma de una solucién particular y, para la ecuacién original no homo-
génea L(y) = g(x). Entonces sustituimos esta forma supuesta en L(y) = g(x) para
encontrar una solucién particular explicita. Este procedimiento para determinar Yy
llamado método de los coeficientes indeterminados, se ilustra a continuacion en
varios ejemplos.

Antes de proceder, recuerde que la solucién general de una ecuacién diferencial
lineal no homogénea L(y) = g(x)esy =y, + Y, donde y_es la funcién complementaria,
es decir, la solucién general de la ecuacion homogénea asociada L(y) = 0. La solucién
general de cada ecuacion L(y) = g(x) se define en el intervalo (—o, «).
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I EJEMPLO 3 Solucién general usando coeficientes indeterminados

Resuelva y” + 3y’ + 2y = 4x2. 9)

SOLUCION Paso 1. Primero, resolvemos la ecuacién homogénea y” + 3y’ + 2y =
0. Entonces, de la ecuacién auxiliar m?> + 3m + 2 = (m + 1)(m + 2) = 0 se encuentra
m, = —1ym, = —2y asi, la funcién complementaria es

y. =ce e ™

Paso 2. Ahora, puesto que 4x? se anula con el operador diferencial D se ve que
D3(D? + 3D + 2)y = 4D3x? es lo mismo que

D3(D*+ 3D + 2)y = 0. (10)
La ecuacién auxiliar de la ecuacién de quinto orden en (10),
mm* +3m+2)=0 o m)(m+ 1)(m+2)=0,
tiene raices m, = m, = m, = 0,m,=—1,y my = —2. Asi que su solucién general debe ser
y=c¢ tex+tex*+tee *+ee ™ (11)

Los términos del cuadro sombreado en (11) constituyen la funcién complementaria
de la ecuacidn original (9). Se puede argumentar que una solucién particular Yy de (9)
también debe satisfacer la ecuacion (10). Esto significa que los términos restantes en
(11) deben tener la forma basica de V)

Y, = A + Bx + Cx%, (12)

donde, por conveniencia, hemos remplazado c, ¢, y ¢, por A, By C, respectivamente.
Para que (12) sea una solucién particular de (9), es necesario encontrar coeficientes
especificos A, B'y C. Derivando la ecuacién (12), se tiene que

y, = B + 2Cx, y, = 2C,
y sustituyendo esto en la ecuacion (9) se obtiene

Yo+ 3y, + 2y, = 2C + 3B + 6Cx + 2A + 2Bx + 2Cx* = 42,

Como se supone que la tltima ecuacién es una identidad los coeficientes de potencias
semejantes de x deben ser iguales:

equal

oc|e 4260 x4+ ] 24438+ 20 | =42+ 0x +0.

Es decir 2C = 4, 2B + 6C =0, 2A + 3B +2C = 0. (13)
Resolviendo las ecuaciones de (13) se obtiene A = 7, B = —6y C = 2. Por tanto y,
=7 — 6x + 2x%

Paso 3. La solucion general de la ecuacionen (9)esy =y, + y,0

y=ce ¥+ e+ 7 — 6x+ 2x% -
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I EJEMPLO 4 Solucién general usando coeficientes indeterminados

Resuelva y" — 3y" = 8¢* + 4 sen x. (14)

'’

SOLUCION Paso 1. La ecuacién auxiliar para la ecuacién homogénea asociada y’
— 3y =0esm*— 3m = m(m — 3) =0,y por tanto, y_= ¢, + c,e*

Paso 2. Ahora, puesto que (D — 3)e* = 0y (D* + 1) sen x = 0, se aplica el operador
diferencial (D — 3)(D? + 1) a ambos lados de la ecuacion (14):

(D — 3)(D? + 1)(D*> — 3D)y = 0. (15)
La ecuacién auxiliar de (15) es:
m—3)m*+ D(m> —3m) =0 o m@m — 3)*m*>+ 1) =0.
Asi Y= ¢, + e+ c3xe™ + ¢ cosx + cssenx.

Una vez que se excluye la combinacién lineal de términos dentro del cuadro que co-
rresponde a y_se obtiene la forma de V)

y, = Axe™ + Bcosx + C senx.
Sustituyendo y,en(14)y simplificando, se obtiene
yy = 3y, =3A¢> + (=B — 3C)cosx + 3B — C) senx = 8¢** + 4 senx.

Igualando los coeficientes se obtiene que 3A = 8, — B —3C =0y 3B — C =4.Se

encuentraque A =& B =2,y C = —2 y por tanto,
W, 6 2

= —xe¥ + —cosx — —senx.
73 5 5

Paso 3. Entonces la solucién general de (14) es

3 8 6 2
y=c1+cze*"+§xe"+§cosx—gsenx. |

I EJEMPLO 5 Solucién general usando coeficientes indeterminados

Resuelva y” + y = x cos x — cos x. (16)

SOLUCION La funcién complementaria es y, = ¢, cos x + ¢, sen x. Ahora al com-
parar cos x y x cos x con las funciones del primer renglén de (7), vemos que « = 0y
n =1y asi (D> + 1)* es un anulador para el miembro derecho de la ecuacién en (16).
Aplicando este operador a la ecuacién diferencial se obtiene

D>+ 1>+ Dy =0 o D>+ 1)’y = 0.

Puesto que i y —i son raices complejas de multiplicidad 3 de la dltima ecuacién auxi-
liar, se concluye que

Y= € COSX+ ¢, SeNX + c.xcosx + cuxsenx + csx2cosx + cgxlseny.
Sustituyendo
y, = Axcosx + Bxsenx + Cx*cos x + Ex*senx

en (16) y simplificando:

vy +y,=4Excosx — 4 Cxsenx + (2B + 2C) cosx + (—2A + 2E) senx

= XCOSX — COS x.
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Igualando los coeficientes se obtienen las ecuaciones 4E = 1, —4C = 0, 2B + 2C =
—1,y —2A + 2E = 0, de las que encontramos A =+ B= —1, C=0y E = {. Por
tanto la solucién general de (16) es

1 1 1
y = ¢;CosXx + ¢cysenx + Zxcosx—ixsenx-i- szsenx. |

I EJEMPLO 6 Forma de una solucién particular

Determine la forma de una solucién particular para
y” - 2y/ + y = loeiszOS X. (17)

SOLUCION La funcién complementaria de la ecuacién dada es y, = ce + cxe'.
Ahorade (7),cona = —2,8=1yn = 1, se sabe que
(D*> + 4D + 5)e **cosx = 0.
Aplicando el operador D> + 4D + 5 a (17), se obtiene
(D* + 4D + 5)(D* — 2D + 1)y = 0. (18)

Puesto que las raices de la ecuacién auxiliar de (18) son —2 —i, —2 + i, 1 y 1, vemos
de

y = ¢+ cxe' + cie P cosx + cue” M senx

que una solucién particular de (17) se puede encontrar con la forma

y, = Ae”**cos x + Be **senx. ]

I EJEMPLO 7 Forma de una solucién particular

Determine la forma de una solucién particular para

y/// _ 4y/r + 4yl — 5)62 — 6x + 4X2€2X + 365,!(. (19)

SOLUCION Observe que
D3(5x% — 6x) = 0, (D — 2)°x%* =0 y (D- 5)e> = 0.
Por tanto, D*(D — 2)3(D — 5) aplicado a (19), se obtiene
DD — 2%(D — 5)(D* — 4D* + 4D)y = 0
o DD — 2)5(D — 5)y = 0.

Las raices de la ecuacién auxiliar para la dltima ecuacién diferencial son 0, 0, 0, 0, 2,
2,2,2,2y5. Por tanto,

y=¢ toxtex’+ex’+ e+ cxe’ + o x’e™ + e + cgxte” + ¢ e (20)

Debido a que la combinacién lineal ¢, + c.e* + cxe™ corresponde a la funcién com-
plementaria de (19), los términos restantes en (20) dan la forma de una solucién parti-
cular de la ecuacién diferencial:

y, = Ax + Bx* + Cx* + Ex?¢* + Fx’¢** + Gx'e* + He™. n

RESUMEN DEL METODO  Por conveniencia se resume el método de coeficientes
indeterminados como sigue.
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COEFICIENTES INDETERMINADOS: METODO DEL ANULADOR

La ecuacion diferencial L(y) = g(x) tiene coeficientes constantes y la funcién
g(x) consiste en sumas y productos finitos de constantes, polinomios, funciones
exponenciales e*, senos y cosenos.

i) Encuentre la funcién complementaria y, para la ecuacién homogénea
L(y) = 0.

it)  Opere ambos lados de la ecuacién no homogénea L(y) = g(x) con un
operador diferencial L, que anula la funcion g(x).

iii)  Determine la solucién general de la ecuacién diferencial homogénea de
orden superior L L(y) = 0.

iv)  Elimine de la solucién del paso iii) los términos que se duplican en
la solucién complementaria y, encontrada en el paso i). Forme una
combinacién lineal y de los términos restantes. Esta es la forma de una
solucién particular de L(y) = g(x).

v)  Sustituya Y, encontrada en el paso iv) en L(y) = g(x). Iguale los
coeficientes de las distintas funciones en cada lado de la igualdad
y resuelva el sistema resultante de ecuaciones para determinar los
coeficientes desconocidos de Y,

vi)  Con la solucién particular encontrada en el paso v), forme la solucién
generaly =y + Y, de la ecuacion diferencial dada.

I COMENTARIOS

El método de coeficientes indeterminados no es aplicable a ecuaciones diferen-
ciales lineales con coeficientes variables ni tampoco es aplicable a ecuaciones
lineales con coeficientes constantes cuando g(x) es una funcién tal que

1
g(x) = Inx, gx) =, g(x) = tanx, g(x) = sen ! x,
x

etcétera. Las ecuaciones diferenciales en las que la entrada g(x) es una funcién
de esta ultima clase se consideran en la siguiente seccion.

E] E RC I C I O S 4 . 5 Las respuestas a los problemas con niimero impar comienzan en la pdgina RES-5.

En los problemas 1 a 10 escriba la ecuacién diferencial en la 13+ (D = 2D +35); y = er + 3e

forma L(y) = g(x), donde L es un operador diferencial lineal

. . . . 14. D* + 64; = 2 cos 8x — 5 sen 8x
con coeficientes constantes. Si es posible, factorice L. Y

9y" — 4y = sen x 2.y —5y=x>—2x En los problemas 15 a 26 determine el operador diferencial
Y —dy — 12y =x—6 42" — 3y —2y=1 lineal que anula la funcién dada.
YA 10y" + 25y = e 6. y" 4y’ =etcos2x 15 | 4 6x — 247 16. x*(1 — 5x)

¥+ 2y" — 13y’ + 10y = xe™*
. y" +4y" + 3y = x2cosx — 3x
y9+ 8y =4 19. cos 2x 20. 1 +senx
10. y® — 8y” + 16y = (x* — 2x)e*

17. 1 + 7e* 18. x + 3xe®

© %N oW

21. 13x +9x*> —sen4x  22. 8x —senx + 10 cos 5x
En los problemas 11 a 14 compruebe que el operador diferen- 7
cial anula las funciones indicadas. 23. e + 2xe* — x’* 24. 2 - e’

11. D% y=10x>— 2x 12. 2D — 1; y = 4e™” 25. 3 + e*cos 2x 26. e “senx — e*cosx
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En los problemas 27 a 34 determine las funciones linealmente ~ 55. y” + 25y = 20 sen 5x 56. y" + y=4cosx — senx
independientes que anulan el operador diferencial dado. 57.y"+y +y=xsenx 58. y" + 4y = cos’x

27. D’ 28. D* + 4D 59. y" 4+ 8y" = —6x+9x +2

29. (D — 6)(2D + 3) 30. D> — 9D — 36 60. y"' =y +y —y=xet—er 47

3. D+ 5 32. D>~ 6D + 10 6l. y" = 3y"+3y' —y=e'—x+16

33. D’ — 10D+ 25D  34. DXD — 5D —7)

En los problemas 35 a 64 resuelva la ecuacion diferencial dada 64
usando coeficientes indeterminados.

35.
37.
39.
40.
41.
43.
45.
46.
47.
48.
49.
50.
51.
52.

53

54.

.y =2y + 5y =¢e"senx

y' + 6y + 9y = —xe*

1
y'+ oy + Zy = e*(sen 3x — cos 3x)

62. 2y" — 3y" — 3y + 2y = (e* + e7)?
63. y9 —2y" +y" ="+ 1
LYW —dy" = 5x% — e*

2 2

y'+ 6y’ + 8y =3e ¥+ 2x
y" + 25y = 6 sen x 70. yo— 2y” w; y =xer+5, y0)=2,y(0) =2,
y'+ 4y =4cosx+ 3senx — 8 0=

71 y" —4y" + 8y =x, y(0)=2,y"(0) =4
72. YW —y"=x+e5, y(0)=0,y(0)=0,y"(0) =0,

"+ 3y — 10y = x(e* + 1 ”
y y y = x( ) Y(0) =0
y' —y=x%+5
Y+ 2y +y=x% Problemas para analizar

los factores de L? Defienda su respuesta.

69. y" +y=28cos2x — 4senx, y<7—T>:_1’y1(7_7):

Y — 9y = 54 36. 2)" — 7y + 5y = —29 ([:Zil;lleoss problemas 65 a 72 resuelva el problema con valores ini-
y'+y =3 38. y" +2y" +y' =10

V' 44y +4y=2x+6 65. y"— 64y =16, y0)=1,y'(0)=0

y' +3y =4x—35 66. y'+y =x, y0)=1y(0)=0

Y+ y" = 8x? 42, y' =2y +y=x*+4x 67. y" =5y =x—2, y(0)=0,y(0)=2

V' =y =12y =e* 44, y" + 2y + 2y = 5% 68. y" + 5y — 6y = 10e*, y(0) =1,y'(0) =1

y' =2y —3y=4e*—9

0

73. Suponga que L es un operador diferencial lineal que se
factoriza pero que tiene coeficientes variables. ; Conmutan

4.6

VARIACION DE PARAMETROS

REPASO DE MATERIAL

e La variacion de pardmetros se introdujo por primera vez en la seccidon 2.3 y se uso de nuevo en la
seccion 4.2. Se recomienda dar un repaso a estas secciones.

INTRODUCCION El procedimiento que se utiliza para encontrar una solucién particular Y, de una
ecuacion diferencial lineal de primer orden en un intervalo es también aplicable a una ED de orden supe-
rior. Para adaptar el método de variacion de parametros a una ecuacion diferencial de segundo orden

a(x)y" + a)(0)y" + ayx)y = g), (1
comenzamos por escribir la ecuacion en su forma estdndar
y' Py + Q)y = fx) 2

dividiendo entre el coeficiente principal a,(x). La ecuacion (2) es la andloga de segundo orden de la
forma estdndar de una ecuacion lineal de primer orden: dy/dx + P(x)y = f(x). En (2) se supone que
P(x), O(x) y fix) son continuas en algtn intervalo comun /. Como ya hemos visto en la seccién 4.3, no
hay dificultad para obtener la funcién complementaria y , la solucién general de la ecuacion homogé-
nea asociada de (2), cuando los coeficientes son constantes.
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SUPOSICIONES Correspondiendo con la suposicion y, = u,(x)y,(x) que se usé en
la seccién 2.3 para encontrar una solucién particular Y, de dy/dx + P(x)y = f(x), para la
ecuacion lineal de segundo orden (2) se busca una solucién de la forma

Vp = ()i (%) + uy(x)y,(x), 3)

donde y, y y, forman un conjunto fundamental de soluciones en / de la forma homogénea
asociada de (1). Usando la regla del producto para derivar dos veces a Y, se obtiene

Yp = wayy Ty +oupyy + yous
Yp =y oy oyl +ougyp +ougys + yaus + yus + usys.

Sustituyendo la ecuacién (3) y las derivadas anteriores en (2) y agrupando términos
se obtiene

cero cero

vy + Py, + Q)y, = [y + Py| + Oyl + wp[ v + Pys + Oy,] + yu'| + ujy

+ yous + ubyy + Plyu| + yus] + yiuy + yiup

d ! d !/ ! ! ! ! ! !’
= — [yui] + == [yous] + Plyuj + yus] + yjuy + youy
dx dx

d

- ’ ’ ’ ! ’or [

= [yw] + yusl + Plyw| + yusl + yiuy + yhuy = f(x). (4)
Como se busca determinar dos funciones desconocidas u, y u,, larazén impone que son
necesarias dos ecuaciones. Estas ecuaciones se obtienen con la suposicién adicional
de que las funciones u, y u, satisfacen y,u| + y,u5 = 0. Esta suposicion en azul no se
presenta por sorpresa, sino que es resultado de los dos primeros términos de (4) puesto
que si se requiere que y,u| + y,u, = 0, entonces (4) se reduce a yju| + yiub = f(x).
Ahora tenemos nuestras dos ecuaciones deseadas, a pesar de que sean dos ecuaciones
para determinar las derivadas u' y u’,. Por la regla de Cramer, la solucién del sistema

i+ yuy =0

yiu| + ysus = f(x)

puede expresarse en términos de determinantes:

. W 2/ (%) LWy fW)
e T R Ak T T ®
Yi » 0 Y2 Vi 0

donde w=|,6 "7, = s =1, . (6)
v fe v LS

Las funciones u, y u, se encuentran integrando los resultados de (5). El determinante
W se reconoce como el Wronskiano de y, y y, Por la independencia lineal de y, y y, en
I, se sabe que W(y,(x), y,(x)) # 0 para toda x en el intervalo.

RESUMEN DEL METODO Normalmente, no es buena idea memorizar formulas
en lugar de entender un procedimiento. Sin embargo, el procedimiento anterior es de-
masiado largo y complicado para usarse cada vez que se desee resolver una ecuacién
diferencial. En este caso resulta mas eficaz usar simplemente las férmulas de (5). Asi
que para resolver a,y” + a,y’ + a;y = g(x), primero se encuentra la funcién comple-
mentariay, = c,y, + ¢,y, y luego se calcula el Wronskiano W(y,(x), y,(x)). Dividiendo
entre a,, se escribe la ecuacion en la forma estdndar y”" + Py’ + Qy = f(x) para deter-
minar f(x). Se encuentra u, y u, integrando u’, = W, /Wy u',= W,/W, donde W, y W, se
definen como en (6). Una solucién particular es y, = u,y, + u,y,. Entonces la solucién
general de la ecuacionesy =y + Y,
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I EJEMPLO 1 Solucién general usando variacién de parametros

Resuelvay” — 4y" + 4y = (x + 1)e>.

SOLUCION De la ecuacién auxiliar m> — 4m + 4 = (m — 2)> = 0 se tiene y, =ce”
+ c,xe*. Con las identificaciones y, = e*y y, = xe”, a continuacién se calcula el
Wronskiano:

er erx

202 2xe* + ¥

4x

W(e?, xe?*) = = %,

Puesto que la ecuacion diferencial dada ya estd en la forma (2) (es decir, el coeficiente
de y" es 1), identificamos f{x) = (x + 1)e*. De (6), obtenemos

Wi

_ O xezx — 4x — ezx O — 4x
= (_x + 1)€2X 2xe2x + ezx - _(-x + l)xe N W2 — 262)( (x + 1)@2x = (x + l)e R
y asi de (5)
(x + Dxe¥ ;e e
Mlz—TZ—xz—x, u2=T=x+l.
Se tiene que u; = —3x* — 3x% y u, = 3x* + x. Por tanto
1 1 1 1 1
Yy = (— —x3 - —x2>ezx + <—x2 + x)xez" = —x3e? + —x2e**
3 2 2 6 2
— + — 2x+ 2x+l32x+122x [
y y=y .ty =ce coxe e S

I EJEMPLO 2 Solucién general usando variacién de parametros

Resuelva 4y” + 36y = csc 3x.

SOLUCION Primero se escribe la ecuacién en la forma estéandar (2) dividiendo entre 4:
n 1
y'+ 9y = 1 csc 3x.

Debido a que las raices de la ecuacion auxiliar m* + 9 = O sonm, = 3iym, = —3i,la
funcién complementaria es y, = ¢, cos 3x + ¢,sen 3x. Usando y, = cos 3x, y, = sen3x,
y f(x) = icsc 3x , obtenemos

cos3x  sen3x|
—3sen3x 3 cos3x

W(cos 3x, sen 3x) = ‘

0 sen 3x 1 cos 3x 0 1 cos 3x
Wl = l = ——, W2 = . l = -— .
;z¢sc3x 3cos3x 4 3sen3x ;csc3x 4 sen 3x
Int d . W, 1 , w, 1 cos 3x
= —_-——= —— u = e,—_— e ——,—
niegrando Ty Y T W 12sensx
Se obtiene u; = —éx y uy = % In|sen 3x|. Asf una solucién particular es
! 3x + ! (sen 3x) In 3x|
= ——xcos 3x + — (sen 3x) In|sen 3x/|.
D) 36

La solucién general de la ecuacion es

1 1
y =Y.+, =c cos3x + c;sen3x — 15X cos 3x + %(sen 39 In|sen3x|. (7) m
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La ecuacion (7) representa la solucion general de la ecuacién diferencial en, diga-
mos, el intervalo (0, 7/6).

CONSTANTES DE INTEGRACION  Cuando se calculan las integrales indefinidas
de u', y u’,, no es necesario introducir algunas constantes. Esto es porque

Yy=y.ty, =y T ont (u; + ap)y, + (uy + by,

(¢ +apy, + (¢2 + by, + uy; + ury,

=Ciy + Gy, T uy; + upy,.

I EJEMPLO 3 Solucién general usando variacion de parametros

n 1
Resuelva y' =y =~

SOLUCION La ecuacién auxiliar m> — 1 = 0 produce m, = — 1ym,= 1. Por tanto
y, = ce + c,e . Ahora W(e', e ™) = =2,y

e™(1/x) 1 [*e!
= -0 - | “u,
“ ) Y
e*(1 1 [*e
T

0

Puesto que las integrales anteriores son no elementales, nos vemos obligados a escribir

[N Te! 1 Tel
yp=5€ XTdt_Ee x;dt,

1 X ,—t 1 X Ll
y por tanto y=yC+yp=c1eX+czex+Ee"f ert—Ee"f e;dt. @ m

En el ejemplo 3 se puede integrar en algtn intervalo [x,, x] que no contenga al

origen.

ECUACIONES DE ORDEN SUPERIOR EI método que se describi6 para ecuacio-
nes diferenciales no homogéneas de segundo orden se puede generalizar a ecuaciones
lineales de n-ésimo orden que se han escrito en forma estdndar

YO F Py e Py + Po(x)y = f). ©)

Siy =cy +cy, -+ cy eslafuncién complementaria para (9), entonces una
solucién particular es

.V/J = Ll](x).\,'l(,\') + L"Z(x).vZ(x) +oe et H/z(x)yn(x)a

donde los u,ﬁ, k=1,2,...,nsedeterminan por las n ecuaciones
iyt yuy o+ yu, =0
yiuy+  yup e+ yu, =0

. . (10)
YO+ N 3 = £,
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Las primeras n — 1 ecuaciones de este sistema, al igual que y,u} + y,u5 = 0 en (4),
son suposiciones que se hacen para simplificar la ecuacién resultante después de que
y, = u,(x)y,(x) + - - - + u (x)y (x) se sustituye en (9). En este caso usando la regla de
Cramer se obtiene

Wi

u;, = W’ k=1,2,...,n,

donde W es el Wronskiano de y,, y,, ... ,y y W, es el determinante que se obtiene
al remplazar la k-ésima columna del Wronskiano por la columna formada por el lado
derecho de (10), es decir, la columna que consta de (0, 0, . .. , fix)). Cuandon = 2, se
obtiene la ecuacién (5). Cuando n = 3, la solucién particular y, =uy, tuy, +uy,
donde y, y, y y, constituyen un conjunto linealmente independiente de soluciones de
la ED homogénea asociada y u, u, y u, se determinan a partir de

W, W, W,
I:_’ /:_’ /:_’ 11
U W up W us W (11)
0 Y2 )3 Y1 0 Y3 i 0 Y Y2 Y3
Wi=10 yi ¥, Wa= |y 0 y3, W= 1|y » 0, Y W= |y y yif
fx) vy v3 yiof) ys yioys f Yioyr oy

Véanse los problemas 25 y 26 de los ejercicios 4.6.

I COMENTARIOS

i) La variacién de pardmetros tiene una ventaja particular sobre el método de
coeficientes indeterminados en cuanto a que siempre produce una solucién par-
ticular Y, siempre y cuando se pueda resolver la ecuacién homogénea asociada.
Este método no se limita a una funcién f(x) que es una combinacién de las cua-
tro clases que se listan en la pagina 141. Como se verd en la siguiente seccion,
la variacion de pardmetros, a diferencia de los coeficientes indeterminados, es
aplicable a ED lineales con coeficientes variables.

ii) Enlos problemas siguientes, no dude en simplificar la forma de y,- Dependiendo
de c6mo se encuentren las antiderivadas de u’, y u’,, es posible que no se obtenga
la misma Y, que se da en la seccion de respuestas. Por ejemplo, en el problema 3 de
los ejercicios 4.6 tanto y, = 3 SENX — 3 X COS X COMO Y, = } SeNX — & X cos X
son respuestas validas. En cualquier caso la solucién general y =y + y, se sim-
plificaa y = ¢; cos x + ¢3 senx — § x cos x . ;Por qué?

EJ E R C I C I O S 4 . 6 Las respuestas a los problemas con niimero impar comienzan en la pdgina RES-5.

1

En los problemas 1 a 18 resuelva cada ecuacién diferencial 11, y” + 3y’ + 2y =

por medio de variacién de parametros. 1 + e
" ! j— e‘J‘
1. y" +y=secx 2. y"+y=tanx 12. y _2y+y_1+x2
3.y"+y=senx 4. y"+y=secftan 6 13. y" +3y" + 2y = sene*
5. y" +y=cos’x 6. y" +y = sec’x 14. y" = 2y" +y = e'arctan t
7.y" =y = coshx 8. y" —y=senh2x 15. y"+ 2y +y=e'Int 16. 2y" +2y' +y = 4Vx
o2 ox 17. 3y" — 6y’ + 6y = e*sec x
9. y' —4y = - 10. y" — 9y = T 18. 4y" — 4y' + y = 2V1 — &2
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En los problemas 19 a 22 resuelva cada ecuacién diferencial
mediante variacién de pardmetros, sujeta a las condiciones
iniciales y(0) = 1, y'(0) = 0.

19. 4y" — y = xe*”?
20. 2y"+y ' —y=x+1
21. y' + 2y — 8y =2 ¥ — ¥

22. y" —4y" + 4y = (12x2 — 6x)e*

En los problemas 23 y 24 las funciones que se indican son
soluciones linealmente independientes de la ecuacion dife-
rencial homogénea asociada en (0, *). Determine la solucién
general de la ecuacion homogénea.

23. X%y 4+ xy' + (xz — %)y = X2

— 12

y, =x"cosx, y,=x""senx
24. x*y" + xy' +y = sec(In x);
y, = cos(In x), y, = sen(In x)
En los problemas 25 y 26 resuelva la ecuacién diferencial de
tercer orden usando variacién de pardmetros.

25. y" +y' =tanx 26. y" + 4y’ = sec 2x

Problemas para analizar

En los problemas 27 y 28 analice cémo pueden combinarse
los métodos de coeficientes indeterminados y variacién de pa-
rametros para resolver la ecuacién diferencial. Lleve a cabo
sus ideas.

27. 3y" — 6y’ + 30y = 15 sen x + ¢* tan 3x
28. y// _ 2y/ + y — 4)62 _ 3 + x—lex

29. (Cudles son los intervalos de definicién de las soluciones
generales en los problemas 1, 7, 9 y 187 Analice por qué
el intervalo de definicién de la solucién del problema 24
no es (0, ©).

CAPITULO 4 ECUACIONES DIFERENCIALES DE ORDEN SUPERIOR

30. Encuentre la solucién general de x*y” + x3y’ — 4x%y = 1
dado que y, = x* es una solucién de la ecuacién homogé-
nea asociada.

31. Suponga que yp(x) = u (x)y,(x) + u,(x)y,(x), donde u, y
u, estdn definidas por (5) es una solucién particular de
(2) en un intervalo [ para el que P, Q y f son continuas.
Demuestre que y se puede escribir como

Vpx) = f G(x, ) f() dt, (12)
donde x y X, estanen I,

_ Yi(Oy(x) = y1(X)y,(1)

G(x, 1) W) ,

13)

y W(5) = W(y (9, y,(1)) es el Wronskiano. La funcién G(x,
t) en (13) se llama la funcion de Green para la ecuacion
diferencial (2).

32. Use (13) para construir la funcién de Green para la ecuacién
diferencial del ejemplo 3. Exprese la solucién general dada
en (8) en términos de la solucién particular (12).

33. Compruebe que (12) es una solucién del problema con
valores iniciales

d? d
E P4 0y = f0. ) =0, YY) =0
dx dx

en el intervalo /. [Sugerencia: Busque la regla de Leibniz
para derivar bajo un signo de integral.]

34. Use los resultados de los problemas 31 y 33 y la funcién
de Green encontrada del problema 32 para encontrar una
solucién del problema con valores iniciales

Yy —y=¢e¥ y0) =0, y(©0) =0

usando (12). Evalte la integral.

4.7

ECUACION DE CAUCHY-EULER

REPASO DE MATERIAL

e Repase el concepto de la ecuacion auxiliar en la seccién 4.3.

INTRODUCCION La relativa facilidad con que pudimos encontrar soluciones explicitas de
ecuaciones lineales de orden superior con coeficientes constantes en las secciones anteriores, en
general no se realiza en ecuaciones lineales con coeficientes variables. En el capitulo 6 veremos que
cuando una ED lineal tiene coeficientes variables, lo mejor que podemos esperar, usualmente, es
encontrar una solucién en forma de serie infinita. Sin embargo, el tipo de ecuacién diferencial que
consideramos en esta seccidn es una excepcion a esta regla; esta es una ecuacion lineal con coefi-
cientes variables cuya solucién general siempre se puede expresar en términos de potencias de x,
senos, cosenos y funciones logaritmicas. Ademads este método de solucidn es bastante similar al de
las ecuaciones con coeficientes constantes en los que se debe resolver una ecuacién auxiliar.
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ECUACION DE CAUCHY-EULER Una ecuacién diferencial lineal de la forma

dny » dn—ly dy B
T + a, x" ol + -+ alxgc + agy = gx),

an xll

donde los coeficientes a,a,_, ... ,d,sonconstantes, s€ CONOCe COMO ecuacion de
Cauchy-Euler. La caracteristica observable de este tipo de ecuacion es que el grado

k=n,n—1, ... ,1,0de los coeficientes monomiales x* coincide con el orden k de
la derivacioén d*y/dx*:

mismo mismo

l l
& Ty

1 n—1
a,x e + a,_1x

Al igual que en la seccion 4.3, iniciamos el andlisis con un examen detallado de
las formas de las soluciones generales de la ecuacién homogénea de segundo orden

2y,

8

> dy
ax- + bx— + cy=0.

dx? dx
La solucién de ecuaciones de orden superior se deduce de manera andloga. También,
podemos resolver la ecuacion no homogénea ax?y” + bxy’ + cy = g(x) por variacion
de pardmetros, una vez que se ha determinado la funcién complementaria y .

NOTA El coeficiente ax® de y” es cero en x = 0. Por lo que, para garantizar que los
resultados fundamentales del teorema 4.1.1 sean aplicables a la ecuaciéon de Cauchy-
Euler, centramos nuestra atencién en encontrar soluciones generales definidas en el
intervalo (0, ). Las soluciones en el intervalo (—o, 0) se obtienen al sustituir t = —x
en la ecuacidn diferencial. Véanse los problemas 37 y 38 de los ejercicios 4.7.

METODO DE SOLUCION  Se prueba una solucion de la forma y = x™, donde m es
un valor que se debe determinar. Andlogo a lo que sucede cuando se sustituye ¢™ en una
ecuacion lineal con coeficientes constantes, cuando se sustituye x”, cada término de
una ecuacion de Cauchy-Euler se convierte en un polinomio en m veces x”, puesto que

k
Qzakka(m— Dm—=2) -+ (m—k+ Dx"*=agmm—1)(m—2)---(m—k+ 1)x"

akxkdxk

Por ejemplo, cuando sustituimos y = x”, la ecuacién de segundo orden se transforma en

d? d
axz—y + bx—y + cy = am(m — X" + bmx™ + cx™ = (am(m — 1) + bm + ¢)x™.
dx? dx
Asiy = x™ es una solucién de la ecuacion diferencial siempre que m sea una solucién
de la ecuacién auxiliar

am(m—1)+bm+c=0 o am>+ (b —aym+c=0. (D

Hay tres casos distintos a considerar que dependen de si las raices de esta ecuacién
cuadrdtica son reales y distintas, reales e iguales o complejas. En el dltimo caso las
raices aparecen como un par conjugado.

CASO |: RAICES REALES Y DISTINTAS Sean m, 'y m, las raices reales de (1),
tales que m, # m,. Entonces y; = x™ y y, = x™ forman un conjunto fundamental de
soluciones. Por tanto, la solucién general es

y = X" + cx™. 2)
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I EJEMPLO 1 Raices distintas

d? d
Resuelva xzd_x)z) - 2xd—)yc — 4y =0.

SOLUCION En lugar de memorizar la ecuacién (1), algunas veces es preferible su-
poner y = x™ como la solucién para entender el origen y la diferencia entre esta nueva
forma de ecuacién auxiliar y la obtenida en la seccién 4.3. Derive dos veces,

ﬂ - m—1 dzy

. mx" 1 e =m@m — 1)x" 2,

y sustituyendo esto en la ecuacién diferencial

d? d

xz—); — a2 4y = x> -m(m — DX 2 — 2x - mx" ' — 4x"
dx dx
=x"mm—1)—2m—4)=x"(m*>—3m —4) =0

si m* — 3m — 4 = 0. Ahora (m + 1)(m — 4) = 0 implica que m, = —1, m, = 4, asi
quey = cx '+ cxt ]

CASO II: RAICES REALES REPETIDAS Si las raices de (1) son repetidas (es decir,
m, = m,), entonces se obtiene s6lo una solucion particular, y = x". Cuando las raices
de la ecuacién cuadrética am® + (b — a)m + ¢ = 0 son iguales, el discriminante de los
coeficientes necesariamente es cero. De la férmula cuadratica se deduce que las raices
deben ser m, = —(b — a)/2a.

Ahora se puede construir una segunda solucién y,, con la ecuacion (5) de la sec-
cién 4.2. Primero se escribe la ecuacién de Cauchy-Euler en la forma estandar

d’>y bdy ¢

—+——+—y=0
d  axdx a2’

y haciendo las identificaciones P(x) = b/axy [(b/ax) dx = (b/a) In x. Asi

e—(b/a)lnx
Y, ="M | ——dx

x2m]

— xmlfxb/a . x*Zmldx « e-blahx = Snx — ~bla

x™ fx"’/” o ybmalagy —2m; = (b — a)la

dx
x™ | — = x"Inx.
X

La solucién general es entonces

y = ¢;xX™ + ¢, x™1In x. 3)

I EJEMPLO 2 Raices repetidas

d?y dy
Resuelva 42— + 8x— + y = 0.
* dx? xdx Y

SOLUCION  Sustituyendo y = x™ se obtiene

d? d
a2 82

> +y=x"4mm —1)+8m+ 1) =x"4m> +4m + 1) =0
dx dx
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donde 4m* + 4m + 1 =00 (2m + 1)> = 0. Puesto que m, = —% , la solucién general

esy=cx "+ cx"Inx [ ]

Para ecuaciones de orden superior, si m, es una raiz de multiplicidad k, entonces
se puede demostrar que

Xt xmInx, xm(lnx)? ..., x™(lnx)*!

son k soluciones linealmente independientes. En correspondencia, la solucién general de
la ecuacién diferencial debe contener una combinacién lineal de estas k soluciones.

CASO llI: RAICES COM PLEJAS CONJUGADAS Si las raices de (1) son el par conju-
gadom, = a + i3, m, = @ — if3, donde @'y B > 0 son reales, entonces una solucion es

y = Cx®Hif + Cyx* B,
Pero cuando las raices de la ecuacién auxiliar son complejas, como en el caso de las
ecuaciones con coeficientes constantes, se desea escribir la solucién sélo en términos
de funciones reales. Observemos la identidad

xiB = (¢mryiB = giBinx
que, por la féormula de Euler, es lo mismo que
x® = cos(BInx) + isen(B In x).
De forma similar, x~# = cos(BInx) — isen(BIn x).
Si se suman y restan los dos tltimos resultados, se obtiene
x# + x7# =72 cos(BIn x) y x# — x7# =2isen(B In x),

respectivamente. Del hecho de que y = C x*** + C,x*"* es una solucién para cual-
quier valor de las constantes, note, a su vez, paraC, = C, =1y C =1,C, = —1
que

Y= x4+ x )y gy = (B — xTB)
o y; = 2x*cos(BInx) y y, = 2ix“sen(Inx)

también son soluciones. Como W(x® cos(B In x), x* sen(B Inx)) = Bx* ' # 0,8 >0
en el intervalo (0, %), se concluye que

yp =x%os(Blnx) y y,=x%sen(BInx)

constituyen un conjunto fundamental de soluciones reales de la ecuacion diferencial.
Asi la solucién general es

y = x%[c,cos(B1Inx) + ¢, sen(B1In x)]. 4)

I EJEMPLO 3 Problema con valores iniciales

Resuelva 4x%y" + 17y = 0,y(1) = =L y'(1) = .
SOLUCION EI término y’ falta en la ecuacién de Cauchy-Euler; sin embargo, la sus-
titucion y = x™ produce

4x%y" + 17y = ¥"(4m(m — 1) + 17) = x"4m? — 4m + 17) = 0

donde 4m* — 4m + 17 = 0. De la férmula cuadrética se encuentra que las raices son
m, =1+ 2iym,=1 — 2i Con las identificaciones & = ] y B = 2 se ve de (4) que la
solucién general de la ecuacién diferencial es

2[¢, cos(2 In x) + c¢,sen(2 Inx)].

y=x
Aplicando las condiciones iniciales y(I) = —1, y'(1) = —% la solucién anterior y
usando In 1 = 0, se obtiene, a su vez, que ¢, = —1y ¢, = 0. Asi la solucién del problema
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v

&’y
dx?

+ 5x%

d?y

dx?

con valores iniciales es y = —x'” cos(2 In x). En la figura 4.7.1 se presenta la grafica de
esta funcién que se obtuvo con ayuda de un paquete de computo. Se observa que la solu-
cion particular es oscilatoria y no acotada conforme x — . [ ]

En el ejemplo siguiente se ilustra la solucién de una ecuacién de Cauchy-Euler
de tercer orden.

I EJEMPLO 4 Ecuacion de tercer orden

3 2
Resuelva 3 % + 5x2 dy + 7xﬂ
X

+ 8y = 0.
dx? dx Y

SOLUCION Las tres primeras derivadas de y = x” son

d & &
d—)yc = mx"", d—xﬁ = m(m — Hx"2, d—y = m(m — 1)(m — 2)x"3,

I
asi la ecuacion diferencial dada se convierte en

dy 3 -3 2 -2 ~1
+ 7xd— + 8y =xm(m — 1)(m — 2)x™" > + S5x*m(m — )X~ + Txmx""" + 8x"
x

=x"(m(m — 1)(m — 2) + 5Sm(m — 1) + Tm + 8)
=x"(m> + 2m? + 4m + 8) = x"(m + 2)(m*> + 4) = 0.
En este caso veremos que y = x™ es una solucién de la ecuacion diferencial param, =

—2,m,=2iy m, = — 2i. Por tanto, la solucién general es y = ¢ x z 4+ ¢, cos(2Inx)
+ ¢, sen(2 In x). |

El método de coeficientes indeterminados que se describid en las secciones 4.5 y 4.6
no se aplica, en general, a las ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes varia-
bles. Por tanto en el siguiente ejemplo se emplea el método de variacién de pardmetros.

I EJEMPLO 5 Variacién de parametros

Resuelva x?y” — 3xy’ + 3y = 2x%e*.

SOLUCION  Puesto que la ecuacién es no homogénea, primero se resuelve la ecuacion
homogénea asociada. De la ecuacion auxiliar (m — 1)(m — 3) = 0 se encuentra y, =
c,x + ¢, x’. Ahora, antes de usar la variacién de pardmetros para encontrar una solucién
particular y = u,y, + u,y,, recuerde que las formulas i = W,/W y u) = W,/W,
donde W, W,y W, son los determinantes definidos en la pagina 158, que se dedujeron
bajo la suposicion de que la ecuacion diferencial se escribié en la forma estdndar y” +
P(x)y" + Q(x)y = f(x). Por tanto, dividiendo entre x* la ecuacién dada,

4

3
- =y +5y= 2x2e*
X X

hacemos la identificacién f{x) = 2x%*. Ahoracony =x,y, = x%,y

we " Pl ae w=| 0 Pl e w=[F 0 2w
— =22, = = — , = = 2x’¢",
1 3x? L 2a2%er 32 ¢ Pl 2x%e
;2P ,_2xe
encontramos uy = e —Xxve y wm= 23 e
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La integral de la dltima funcion es inmediata, pero en el caso de ', se integra por
partes dos veces. Los resultados son u, = —x’e¢* + 2xe* — 2e* y u, = e*. Por tanto

Y, = uy, + u,y, es

Y, = (—x%e" + 2xe* — 2e")x + 'x’ = 2x%" — 2xe".

Finalmente, Y=Y+, =cx + ox’ + 2x7e" — 2xe. ]

REDUCCION A COEFICIENTES CONSTANTES  Las similitudes entre las formas
de soluciones de ecuaciones de Cauchy-Euler y soluciones de ecuaciones lineales con
coeficientes constantes no s6lo son una coincidencia. Por ejemplo, cuando las raices
de las ecuaciones auxiliares para ay” + by’ + cy = 0y ax*y" + bxy’ + ¢y = 0 son
distintas y reales, las soluciones generales respectivas son

y=c e+ ey y=c XMt cex™ x>0. 5)

Usando la identidad e™* = x, x > 0, la segunda solucién dada en (5) puede expresarse
en la misma forma que la primera solucion:

y = Clem, In x + Czemzlnx — Clem,t + Czemzr,

donde t+ = In x. Este dltimo resultado ilustra el hecho de que cualquier ecuacién de
Cauchy-Euler siempre se puede escribir de nuevo como una ecuacién diferencial lineal
con coeficientes constantes sustituyendo x = ¢'. La idea es resolver la nueva ecuacién
diferencial en términos de la variable ¢, usando los métodos de las secciones anteriores y
una vez obtenida la solucién general, sustituir nuevamente 7 = In x. Este método, que se
ilustré en el dltimo ejemplo, requiere el uso de la regla de la cadena de la derivacidn.

I EJEMPLO 6 Cambio a coeficientes constantes

Resuelva x?y” — xy' + y =Inx.

SOLUCION Sustituyendo x = e’ 0 t = In x, se tiene que

dy _dydi _1dy
dx dtdx xdt

d’y 1d (dy dy 1
— =]+ = —= < Regla del producto y regla de la cadena

<— Regla de la cadena

dx®  xdx\dt dt\ x?

1 (dzy 1) dy( 1) 1 <d2y dy)
x \df* x dr\ x? x> \df dt

Sustituyendo en la ecuacién diferencial dada y simplificando se obtiene

d’y dy
e 2 r +y=t
Como esta tltima ecuacion tiene coeficientes constantes, su ecuacion auxiliar es m> —
2m+1=0,0(m — 1)> = 0. Asi se obtiene y_= ce' + cte'.
Usando coeficientes indeterminados se prueba una solucién particular de la forma
y, = A + Bt. Esta suposicién conduce a —2B + A + Bt = t, portantoA = 2y B = 1.
Usandoy =y + Y, € obtiene

y=ce +cyte +2+1,

asi la solucién general de la ecuacién diferencial original en el intervalo (0, %) es
y=cx+tcxlnx+2+Inx |
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EJERCICIOS 4.7

Las respuestas a los problemas con niimero impar comienzan en la pdgina RES-5.

En los problemas 1 a 18 resuelva la ecuacién diferencial dada.

Loy =2y=0 2. 4y +y=0
3.xy"+y =0 4. xy" —3y' =0
5. 2y +xy + 4y =0 6. Xy" + 50y + 3y =0
7. x2y" = 3xy’ =2y =0 8. %y +3xy' —dy =0
9. 25"+ 25xy' +y =0 10. 4x%y" +4xy' —y =0

11. x%y" + 5xy" + 4y =0 12. x*y" +8xy' + 6y =0
13. 3x%y"+6xy' +y=0 14. x*y" —Txy' + 41y =0
15. 3" — 6y =0

17. xy® + 6y” =0
18. x*y™ + 6x%y" + 9x%y" + 3xy"' +y =0

16. x*y" +xy' —y=0

En los problemas 19 a 24 resuelva la ecuacién diferencial
dada por variacién de pardmetros.
19. xy" —4y" = x*
20. 2x%y" +5xy" +y=x—x
22, x%y" — 2xy" + 2y = x‘e*

1
x+1

21, xy" —xy' +y=2x

23. x4+ xy —y=Inx 24. xXHy"+xy —y=

En los problemas 25 a 30 resuelva el problema con valores
iniciales. Use una aplicacion para graficar y obtenga la grafica
de la curva solucién.

25. x%y" +3xy" =0, y(1)=0,y(1) =4

26. x*y" —5xy' +8y =0, y(2)=32,y'2)=0

27. x»y"+xy' +y=0, y()=1,y'(1)=2

28. x%y" = 3xy' +4y=0, y(1)=5,y'(1)=3

29. 0y"+y' =x y()=1y'(1) =

30. x%y" — Sxy’ + 8y =8 y(5)=0,y(3) =0

En los problemas 31 a 36 use la sustitucién x = e’ para con-
vertir la ecuacién de Cauchy-Euler a una ecuacién diferencial
con coeficientes constantes. Resuelva la ecuacion original al
resolver la nueva ecuacién usando los procedimientos de las
secciones 4.3 a 4.5.

31. x*y" + 9xy’ — 20y =0

32. xy" = 9xy’ +25y =0

33. x%y" + 10xy" + 8y = x?

34, x?y" — 4xy' + 6y = In x?

35. x%y" —3xy’ + 13y =4 + 3x

36. x3y" — 3x%y" + 6xy" — 6y =3 + Inx?

En los problemas 37 y 38 resuelva el problema con valores
iniciales dado en el intervalo (—°, 0).

37. 4x5"+y=0, y(=1)=2,y'(—-1)=4

38. x%y" —4xy’ +6y=0, y(=2)=38,y"(=2)=0

Problemas para analizar

39. ;Como podria utilizar el método de esta seccion para re-
solver

E+2)H"+x+2y +y=0?

Lleve a cabo sus ideas. Exprese un intervalo en el cual
esté definida la solucidn.

40. ;Es posible encontrar una ecuacion diferencial de Cauchy-
Euler de orden minimo con coeficientes reales si se sabe
que 2y 1 — i son raices de su ecuacion auxiliar? Lleve a
cabo sus ideas.

41. Las condiciones iniciales y(0) = y,, y'(0) = y, se aplican
a cada una de las siguientes ecuaciones diferenciales:

'xzy” = 07
xHy" = 2xy" + 2y =0,
xH" —4dxy' + 6y = 0.

(Para qué valores de y, y y, cada problema con valores
iniciales tiene una solucién?

42. ;Cuiles son las intersecciones con el eje x de la curva
solucién que se muestra en la figura 4.7.1?7 ;Cudntas in-

. . 1
tersecciones con el eje x hay en 0 < x <37

Tarea para el laboratorio de computacién

En los problemas 43 al 46 resuelva la ecuacion diferencial
dada usando un SAC para encontrar las raices (aproximadas)
de la ecuacidn auxiliar.

43. 2x°y" — 10.98x%y" + 8.5xy" + 1.3y =0

44. xX*y" 4+ 4x*y" + 5xy' =9y =0

45. x*y® + 6x%y" + 3x%y" — 3xy’ +4y =0

46. x*y® — 6x3y" + 33x%y" — 105xy’ + 169y =0

47. Resuelva x*y"” — x%y" — 2xy’ + 6y = x? por variacién
de parametros. Use un SAC como ayuda para calcular las

raices de la ecuacion auxiliar y los determinantes dados
en (10) de la seccion 4.6.
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4.8

SOLUCION DE SISTEMAS DE ED LINEALES POR ELIMINACION

REPASO DE MATERIAL

e Puesto que el método de eliminacién sistemdtica desacopla un sistema en distintas EDO
lineales en cada variable dependiente, esta seccion le brinda la oportunidad de practicar lo que
aprendio en las secciones 4.3, 4.4 (0 4.5) y 4.6.

INTRODUCCION  Las ecuaciones diferenciales ordinarias simultdneas tienen que ver con dos o
mds ecuaciones que contienen derivadas de dos o mds variables dependientes (las funciones des-
conocidas) respecto a una sola variable independiente. El método de eliminacién sistematica para
resolver sistemas de ecuaciones diferenciales con coeficientes constantes se basa en el principio al-
gebraico de eliminacion de variables. Veremos que la operacién andloga de multiplicar una ecuacién
algebraica por una constante es operar en una EDO con cierta combinacion de derivadas.

ELIMINACION SISTEMATICA La eliminacién de una incégnita en un sistema de
ecuaciones diferenciales lineales se facilita al rescribir cada ecuacion del sistema en no-
tacion de operador diferencial. Recuerde de la seccién 4.1 que una sola ecuacién lineal

a,y" + a, YU 4 ay +oagy = g(0),
donde las a,i= 0, 1, ... , nson constantes, puede escribirse como
(a,D" + a,_ D"V + -+ aD + ay)y = g(t).

Si el operador diferencial de n-ésimo orden a,D" + a,_ D"V + - - - + a;D + a,
se factoriza en operadores diferenciales de menor orden, entonces los factores conmu-
tan. Ahora, por ejemplo, para rescribir el sistema
x"+ 2x" +y" = x + 3y + sent
x'+y' = —4x + 2y + e’

en términos del operador D, primero se escriben los términos con variables dependien-
tes en un miembro y se agrupan las mismas variables.

2x' —x +y" — 3y = sent ' (D* + 2D — D)x + (D> — 3)y = sent
x'—dx+y —2y=¢"' es lo mismo que (D—4x+ (D —2)y=e¢e".

SOLUCION DE UN SISTEMA Una solucién de un sistema de ecuaciones dife-

renciales es un conjunto de funciones suficientemente derivables x = ¢ (1), y = ¢, (1),
z = ¢, (1), etcétera, que satisface cada ecuacion del sistema en algtn intervalo comin /.

METODO DE SOLUCION Considere el sistema simple de ecuaciones lineales de
primer orden

dx

= 3y

dt . Dx —3y=0

d 0, equivalentemente @))
d_-)t/ =2x 2x — Dy =0.

Operando con D la primera ecuacién de (1) en tanto que la segunda se multiplica por — 3
y después se suma para eliminar y del sistema, se obtiene D’x — 6x = 0. Puesto que las

raices de la ecuacion auxiliar de la dltima ED son m; = V6 ym, = — V6 , se obtiene
x(t) = cle’\/gt + cze\/éf.

2)
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Multiplicando la primera ecuacién en (1) por 2 mientras que se opera la segunda
con Dy después restando, se obtiene la ecuacion diferencial para y, D’y — 6y = 0.
Inmediatamente se tiene que

y(1) = cze” Vo + ¢ eV 3)

Ahora (2) y (3) no satisfacen el sistema (1) para toda eleccién de ¢, ¢,, ¢, y ¢,
porque el sistema en si pone una restriccién al nimero de parametros en una solucién
que se puede elegir en forma arbitraria. Para ver esto, observe que sustituyendo x(¢) y
¥(#) en la primera ecuacion del sistema original (1), después de simplificar, se obtiene

(_\/66'1 - 3C3>€7\/€t + (\/6C2 - 36‘4)6\/6t = L.
Puesto que la dltima expresion es cero para todos los valores de ¢, debemos tener

—Vb6c, —3¢;=0y \/602 — 3¢, = 0. Estas dos ecuaciones nos permiten escribir
¢, como un multiplo de ¢, y ¢, como un mltiplo de c,:
V6 V6

G50y G o “4)

Por tanto se concluye que una solucién del sistema debe ser

V6

V6
x(t) = cle’\/é’ + cze\/?”, y(t) = —T cle’\/é’ + Tcze\/ét.

Se recomienda sustituir (2) y (3) en la segunda ecuacién de (1) y comprobar que
se cumple la misma relacién (4) entre las constantes.

I EJEMPLO T Solucién por eliminacién

Resuelva Dx+ (D+2)y=0
(D — 3)x — 2y= 0. (5)

SOLUCION Operando con D — 3 la primera ecuacién y la segunda con D y luego
restandolas se elimina x del sistema. Se deduce que la ecuacién diferencial para y es

(D—=3)D+2)+2Dly=0 o (D>*+D—6)y=0.
Puesto que la ecuacion caracteristica de esta dltima ecuacion diferencial es m? + m —
6 = (m — 2)(m + 3) = 0, se obtiene la solucién
y(t) = c;e* + c e (6)
Eliminando y de modo similar, se obtiene (D*> + D — 6)x = 0, a partir de lo cual se
encuentra que
x(t) = c;e* + cue 3 @)

Como se observoé en la descripcién anterior, una solucién de (5) no contiene cuatro cons-
tantes independientes. Sustituyendo (6) y (7) en la primera ecuacion de (5) se obtiene

(4e; + 2c3)e* + (—cy — 3ey)e? = 0.

Dedc, +2¢,=0y —c, — 3¢, = O se obtiene ¢, = —2¢, y ¢4 = —%cz. Por tanto una
solucién del sistema es

1
x(t) = —2c¢,e*" — gcze’”, y(t) = c,e* + c,e 3 ]

Ya que s6lo se podria despejar fécilmente a c, y c, en términos de ¢, y c,, la solu-
ciéon del ejemplo 1 se escribe en la forma alternativa

1
x(1) = cze* + cue, y(t) = —E c;e? — 3cpe



Esto podria
ahorrarle algo de
tiempo

4.8 SOLUCION DE SISTEMAS DE ED LINEALES POR ELIMINACION ° 171

En ocasiones da resultado mantener los ojos abiertos cuando se resuelven siste-
mas. Si en el primer ejemplo se hubiera resuelto para x, entonces se podria encontrar
v, junto con la relacién entre las constantes, usando la dltima ecuacién del sistema
(5). Usted debe comprobar que la sustitucion de x(f) en y = %(Dx — 3x) produce
y = —% c;e* — 3¢ e 3. Observe también en la descripcion inicial que la relacion que
se proporciona en (4) y la solucién y(f) de (1) se podria haber obtenido al usar x(¢) en
(2) y la primera ecuacion de (1) en la forma

y=1Dx=—} \/gcle_\/é’ + 1 V6c,eVe

I EJEMPLO 2 Solucién por eliminacién

Resuelva X —d4x+y =7 (8)
x'+ x+y =0.
SOLUCION  Primero se escribe el sistema en notacién de operador diferencial:

D+ Hx+ Dy=0.
Entonces, eliminando a x, obtenemos
[(D+ 1)D*> — (D —4D]y = (D + DH* — (D — 4)0
) (D* + 4D)y = £ + 2t.
Puesto que las raices de la ecuacién auxiliar m(m* + 4) = O son m, = 0, m, = 2i y m,

= —2i, la funcién complementaria es y_ = ¢, + c, cos 2t + ¢, sen 2¢. Para determinar
la solucidén particular Y,» s usan coeficientes indeterminados suponiendo que y, = AP

+ B + Ct. Por tanto y, = 3A”% + 2Bt + C,y, = 6At + 2B,y = 6A,

Yo'+ 4yl = 12A7 + 8Bt + 6A + 4C = £ + 21.

Lailtima igualdad indicaque 12A = 1,8B =2y 6A + 4C = 0; portanto A = 1172, B=1
yC = —4. Asi

1 1 1
y=yc+yp=c1+c2c0s2t+c3sen2t+ﬁz&+é—1t2—§t. (10)

Eliminando y del sistema (9), se obtiene

[(D—-4) DD+ Dlx=£ o D*+dHhx=—7~.
Debe ser obvio que x, = ¢, cos 2t + ¢, sen 2t y que se pueden aplicar coeficientes in-
determinados para obtener una solucién particular de la forma x, = Af* + Bt + C. En
este caso usando derivadas y dlgebra usuales se obtiene x, = —i ?+ %, y asi

1 1
x=xc+xp=C4COSZt+c5sen2t—Zt2+§. (11)

Ahora se expresan ¢, y ¢, en términos de ¢, y ¢, sustituyendo (10) y (11) en cual-
quier ecuacion de (8). Utilizando la segunda ecuacién, se encuentra, después de com-
binar términos,

(cs — 2¢4 — 2¢y)sen 21+ (2¢5 + ¢4 + 2¢5) cos 2t = 0,

asi ¢, — 2¢, = 2¢,= 0y 2¢, + ¢, + 2¢, = 0. Despejando ¢,y ¢, en términos de ¢, y
c, se obtiene ¢, = —é (4c, +2¢c)ycy= %(2C2 — 4c,). Por tltimo, se encuentra que
una solucién de (8) es

1 1 1,1
x(1) = —§(4c2 + 2¢;) cos 2t + §(2c2 — 4¢y) sen 21— th 4 ¢

@ =c + 2t + 2t+—]t3+—1t2——1t ]
COoS sen .
y 1 &) C3 12 1 8
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libras de sal

Tiempo

FIGURA 4.8.1 Libras de sal en los
tanques A y B.

DIFERENCIALES DE ORDEN SUPERIOR

I EJEMPLO 3 Volver a tratar un problema de mezclas

En (3) de la seccion 3.3 vimos que el sistema de ecuaciones diferenciales lineales de
primer orden

de 2 1
dt 25" T 5072
dx, _ 2 2

= SzN T L
dt 25 25
es un modelo para la cantidad de libras de sal x,(#) y x,(f) en mezclas de salmuera en los
tanques A y B, respectivamente, que se muestran en la figura 3.3.1. En ese momento
no podiamos resolver el sistema. Pero ahora, en términos de operadores diferenciales,
el sistema anterior se puede escribir como

(D+£> - Lou=o0

25)%1 50 2
2 +(D+£) —0
25 25)2 " %

2 . ., . . .z 1
Operando con D + 5% la primera ecuacion y multiplicando la segunda ecuacion por 5. S€

suman y simplifican, y se obtiene (625D* + 100D + 3)x, = 0. De la ecuacién auxiliar

625m2 + 100m + 3 = 25m + 1)25m + 3) = 0

se observa inmediatamente que x (t) = ¢ e”"* + c,e”>"*. Ahora se puede obtener x,(7)
usando la primera ED del sistema en la forma x, = 50(D + %)xl. De esta manera se
encuentra que la solucién del sistema es

X](l) — Cleft/ZS + 62673#25’ Xz(l‘) — zcleft/ZS _ 262673”25.

En el andlisis original de la pagina 107 se supuso que las condiciones iniciales eran
x,(0) = 25y x,(0) = 0. Aplicando estas condiciones a la solucién se obtiene ¢, + ¢,
= 25y 2¢, = 2c¢, = 0. Resolviendo simultdneamente estas ecuaciones se obtiene

25 P . C
¢; = ¢; = 5. Por tltimo, una solucién del problema con valores iniciales es

22_Se—r/25 + ?e—y/zs’ xz(t) — 256_[/25 _ 256_31/25.

En la figura 4.8.1 se muestran las graficas de ambas ecuaciones. Consistentes con el hecho
que se bombea agua pura al tanque A en la figura vemos que x,(£) — 0 y x,(#) — 0 con-
forme t — . [ ]

xi(t) =

EJERCICIOS 4.8

Las respuestas a los problemas con niimero impar comienzan en la pdgina RES-6-

En los problemas 1 a 20 resuelva el sistema de ecuaciones 5. (D*+ 5)x — 2y =0
diferenciales dado por eliminacion sistemdtica. —2x+(D*+2)y=0
1.%=2x—y 2.§:=4x+7y 6'(D+13);C1Eg;;;§22_1
%:x %=x—2y 7-2—2;24y+e[ 8.% %Z—Sx
3.%=—y+t 4.%—4);:1 [;—2]=4x—e’ %+%=—x+4y
%:x_t %Jr =2 > (D-I—?)))ch-(D—Dlz)yy::ite“



10.

11.

12.

13.

14.

15.

4.8 SOLUCION DE SISTEMAS DE ED LINEALES POR ELIMINACION o

D>x — Dy =t
(D+3)x+[D+3)y=2
D*—Dx— y=0

MD—-—Dx+Dy=0
2D*—-D—-1)x—@2D+ 1)y=1

(D — Dx + Dy=—1
d d
2Z s+ 2oy
dt dt
dx dy
- _ + = = 5¢!
dt * dt ¢
dx  dy .
dr dt
d2x+dx+ + 0
—_—— — x =
et dt Y

(D—1x+ D+ Hy=1
D>*—Dx+ (D+1)y=2

16. D*x — 2(D?> + D)y = sent
x + Dy =0
17. Dx =y 18. Dx + z=c¢e'
Dy =z (D—1Dx+Dy+Dz=0
Dz =x x+2y +Dz=¢'
dx dx
19. — =6 20. — = —x +
dt Y dt e
dy dy
= =x + = = —y +
a dt yore
dz dz
a7 dt Y
En los problemas 21 y 22 resuelva el problema con valores
iniciales.
dx dx
21. — = —5x— 22. —=y—1
dt Y dt
dy dy
— =d4x - —=-3x+2
dt Y dt * Y

x(1) =0, y(1) =1

x(0) =0,y(0)=0

Modelos matematicos

23.

Movimiento de un proyectil Un proyectil disparado de
una pistola tiene un peso w = mg y una velocidad v tangente
a su trayectoria de movimiento. Ignorando la resistencia
del aire y las fuerzas que actdan sobre el proyectil excepto
su peso, determine un sistema de ecuaciones diferenciales
que describa su trayectoria de movimiento. Véase la figura
4.8.2. Resuelva el sistema. [Sugerencia: Use la segunda ley
de Newton del movimiento en las direcciones x y y.]

y

mg

X

FIGURA 4.8.2 Trayectoria del proyectil del problema 23.
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24. Movimiento del proyectil con resistencia del aire De-

termine un sistema de ecuaciones diferenciales que describa
la trayectoria de movimiento en el problema 23 si la resis-
tencia del aire es una fuerza retardadora k (de magnitud k)
que actda tangente a la trayectoria del proyectil pero opuesta
a su movimiento. Véase la figura 4.8.3. Resuelva el sistema.
[Sugerencia: k es un miltiplo de velocidad, digamos, cv.]

FIGURA 4.8.3  Fuerzas en el problema 24.

Problemas para analizar

25.

Examine y analice el siguiente sistema:

Dx — 2Dy =1
D+ Hx—2D+ y=1.

Tarea para el laboratorio de computacion

26.

27.

Examine de nuevo la figura 4.8.1 del ejemplo 3. Luego
utilice una aplicacién para determinar raices para saber
cuando el tanque B contiene mds sal que el tanque A.

a) Lea nuevamente el problema 8 de los ejercicios 3.3.
En ese problema se pidi6é demostrar que el sistema de
ecuaciones diferenciales

dy _ 1

di 507!

dx2 1 2
— = —__ Xy T —_-X
dt 507" 7577
dx; 2 1
- = _xz - —)C3
dt 75 25

es un modelo para las cantidades de sal en los tanques
de mezclado conectados A, By C que se muestran en
la figura 3.3.7. Resuelva el sistema sujeto a x (0) =
15, x,(1) = 10, x,(t) = 5.

b) Use un SAC para graficar x (?), x,(f) y x,(¢) en el
mismo plano coordenado (como en la figura 4.8.1)
en el intervalo [0, 200].

¢) Debido a que se bombea agua pura hacia el tanque A,
es logico que en algin momento la sal salga de los
tres tanques. Utilice una aplicacién de un SAC para
encontrar raices para determinar el tiempo cuando la
cantidad de sal en cada recipiente sea menor o igual
que 0.5 libras. ;Cudndo son las cantidades de sal
x,(8), x,(1) y x,(t) simultdéneamente menores o iguales
que 0.5 libras?
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4.9

ECUACIONES DIFERENCIALES NO LINEALES

REPASO DE MATERIAL
e Secciones 2.2y 2.5.
e Seccion 4.2.

e También se recomienda un repaso de series de Taylor.

INTRODUCCION A continuacién se examinan las dificultades en torno a las ED no lineales de
orden superior y los pocos métodos que producen soluciones analiticas. Dos de los métodos de solucién
que se consideran en esta seccién emplean un cambio de variable para reducir una ED de segundo orden
a una de primer orden. En ese sentido los métodos son andlogos al material de la seccién 4.2.

ALGUNAS DIFERENCIAS Entre las ecuaciones diferenciales lineales y no lineales hay
varias diferencias importantes. En la seccién 4.1 vimos que las ecuaciones lineales
homogéneas de orden dos o superior tienen la propiedad de que una combinacién lineal
de soluciones también es una solucién (teorema 4.1.2). Las ecuaciones no lineales no
tienen esta propiedad de superposicion. Vea los problemas 1y 18 de los ejercicios 4.9.
Podemos encontrar soluciones generales de ED lineales de primer orden y ecuaciones
de orden superior con coeficientes constantes. Aun cuando se pueda resolver una ecua-
cién diferencial no lineal de primer orden en la forma de una familia uniparamétrica,
esta familia no representa, como regla, una solucién general. Es decir, las ED no linea-
les de primer orden pueden tener soluciones singulares, en tanto que las ecuaciones
lineales no. Pero la principal diferencia entre las ecuaciones lineales y no lineales de
orden dos o superior radica en el drea de la solubilidad. Dada una ecuacion lineal, hay
una probabilidad de encontrar alguna forma de solucién que se pueda analizar, una
solucién explicita o quiz4 una solucién en la forma de una serie infinita (vea el capitulo
6). Por otro lado, las ecuaciones diferenciales no lineales de orden superior desafian vir-
tualmente la solucién con métodos analiticos. Aunque esto podria sonar desalentador,
alin hay cosas que se pueden hacer. Como se sefial6 al final de la seccion 1.3, siempre
es posible analizar de modo cualitativo y numérico una ED no lineal.

Desde el principio se aclaré que las ecuaciones diferenciales no lineales de orden
superior son importantes, digamos ;quizd mds que las lineales?, porque a medida que
se ajusta un modelo matematico, por ejemplo, un sistema fisico, se incrementa por
igual la probabilidad de que este modelo de mayor definicién sea no lineal.

Empezamos por mostrar un método analitico que en ocasiones permite determi-
nar soluciones explicitas o implicitas de clases especiales de ecuaciones diferenciales
de segundo orden no lineales.

REDUCCION DE ORDEN Las ecuaciones diferenciales no lineales de segundo
orden F(x, y', y") = 0, donde falta la variable dependiente y, y F(y, ¥, y") = 0, donde
falta la variable independiente x, a veces se resuelven usando métodos de primer orden.
Cada ecuacion se reduce a una de primer orden por medio de la sustitucién 1 = y'.

En el ejemplo siguiente se ilustra la técnica de sustitucién para una ecuacién de
la forma F(x, y', ¥") = 0. Si u = y’, entonces la ecuacion diferencial se convierte en
F(x, u, u") = 0. Si podemos resolver esta dltima ecuacién para u, podemos encontrar
a y por integracion. Observe que como se esta resolviendo una ecuacién de segundo
orden, su solucién contendrd dos constantes arbitrarias.

I EJEMPLO 1T Faltala variable dependiente y

Resuelva y” = 2x(y")%
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SOLUCION Si hacemos u = y', entonces du/dx = y". Después de sustituir, la se-
gunda ecuacion diferencial se reduce a una ecuacién de primer orden con variables
separables; la variable independiente es x y la variable dependiente es u:

d d
d_)uc =2xu> o u—l; = 2xdx
fuzdu= f2xdx
—u'=x>+ ¢l

. .. . 2 . . 2
La constante de integracion se escribe como €1 por conveniencia. La razén debe ser

obvia en los pocos pasos siguientes. Debido a que u~' = 1/y’, se tiene que
dy 1
dx x>+
y asi f dx 0 ! tan~' = + [ |
=—| 5 = ——tan"'— + ¢,
y x>+ ¢} Y c 3 :

A continuacion se muestra como resolver una ecuacion que tiene la forma F(y, y’,
y") = 0. Una vez mds se hace u = y’, pero debido a que falta la variable independiente
X, esta sustitucion se usa para convertir la ecuacién diferencial en una en la que la va-
riable independiente es y y la variable dependiente es u. Entonces utilizamos la regla
de la cadena para calcular la segunda derivada de y:

du dudy du
=—=—"=u—.
dx dydx dy

”

En este caso la ecuacion de primer orden que debemos resolver es

du
Fly,uyu—| =0.
(yuudy>

I EJEMPLO 2 Faltala variable independiente x

Resuelva yy” = (y")%

SOLUCION Con ayuda de u = y', la regla de la cadena que se acaba de mostrar y de
la separacidn de variables, la ecuacién diferencial se convierte en

y<ud—u>=u2 0 d_u:@
u y

Entonces, integrando la dltima ecuacion se obtiene In|u| = In|y| + ¢, que, a su vez,
dau = c,y, donde la constante *¢“ se identifica como c,. Ahora se vuelve a sustituir
u = dy/dx, se separan de nuevo las variables, se integra y se etiquetan las constantes
por segunda vez:

dy .
—=c |dx o Injy|=cx+c o y=ce ]
y

USO DE SERIES DE TAYLOR En algunos casos una solucién de un problema con
valores iniciales no lineales, en el que las condiciones iniciales se especifican en X, S€
puede aproximar mediante una serie de Taylor centrada en x;.
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I EJEMPLO 3 Series de Taylor de un PVI

Supongamos que existe una solucién del problema con valores iniciales

Y=x+y—y, y0)=—1, y (0 =1 (1)
Si ademads se supone que la solucién y(x) del problema es analitica en 0, entonces y(x)
tiene un desarrollo en serie de Taylor centrado en 0:

Yy ") y"(0) Yo , N y2(0)

— 2 3 . e
y(x) = y(0) + 1!x+ 2!x+ 3!x+ TR pr X + )
Observe que se conocen los valores del primero y segundo términos en la serie (2)
puesto que esos valores son las condiciones iniciales especificadas y(0) = — 1,y'(0) =

1. Ademas, la ecuacidn diferencial por si misma define el valor de la segunda derivada
en 0:y"(0) = 0 + y(0) — y(0)> =0 + (—1) — (= 1)> = —2. Entonces se pueden encon-

trar expresiones para las derivadas superiores y”, y®, ... calculando las derivadas
sucesivas de la ecuacion diferencial:
d
Y = ooty =y = LAy = 2y 3)
4) _ d ! N o " "2
YO = oyt = 29y = 7 = 29y = 2000 “
(5) _ d " " IN2Y " ron
YO =7 = 2yt =200 = YT - 29T 6y (&)

etcétera. Ahora usando y(0) = —1y y'(0) = 1, se encuentra de (3) que y"(0) = 4. De
los valores y(0) = —1, y'(0) = 1y y"(0) = —2 se encuentra y¥(0) = —8 de (4). Con
la informacién adicional de que y”(0) = 4, entonces se ve de (5) que y®(0) = 24.
Por tanto de (2) los primeros seis términos de una solucién en serie del problema con
valores iniciales (1) son
_ _egla Y s

y(x) 1 +x x+3x 3x +5x+ . [ |
USO DE UN PROGRAMA DE SOLUCION NUMERICA  Los métodos numéricos,
como el de Euler o el de Runge-Kutta, se desarrollaron sélo para ecuaciones diferen-
ciales de primer orden y luego se ampliaron a sistemas de ecuaciones de primer orden.
Para analizar en forma numérica un problema con valores iniciales de n-ésimo orden, se
expresa la EDO de n-ésimo orden como un sistema de n ecuaciones de primer orden. En
resumen, aqui se muestra c6mo se hace esto para un problema con valores iniciales de
segundo orden: primero, se resuelve para y”, es decir, se escribe la ED en la forma nor-
mal y" = f{x, y,y") y después se hace que y' = u. Por ejemplo, si sustituimos y’ = u en

2
Y / '

— = .y, yxo) = o, ¥'(x0) = ups (6)

dx

entonces y" = u’ y y'(x,) = u(x,), por lo que el problema con valores iniciales (6) se

convierte en

v =u
Resuelva: - i
u' = flx,y, u)

Sujeto a: Y(xo) = Yo, u(xo) = ug.

Sin embargo, se debe observar que un programa de solucién numérica podria no re-
querir® que se proporcione el sistema.

“Algunos programas de solucién numérica s6lo requieren que una ecuacion diferencial de segundo orden
sea expresada en la forma normal y” = f(x, y, y). La traduccién de la dnica ecuacién en un sistema de dos
ecuaciones se construye en el programa de computadora, ya que la primera ecuacion del sistema siempre
esy’ = uy lasegunda ecuacion es u’ = f(x, y, u).



y
e - - N
polinomio
/ de Taylor
l x
curva solucion generada
mediante un programa
de solucién numérica
N J

FIGURA 4.9.1 Comparacién de dos
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I EJEMPLO 4 Analisis grafico del ejemplo 3

Siguiendo el procedimiento anterior, se encuentra que el problema con valores inicia-
les de segundo orden del ejemplo 3 es equivalente a

dy

2y

dx

du . 5

oy _

dx y -y
con condiciones iniciales y(0) = —1, u(0) = 1. Con ayuda de un programa de solucién nu-
mérica, se obtiene la curva solucién en azul en la figura 4.9.1. Por comparacion, la grafica
del polinomio de Taylor de quinto grado T5(x) = —1 + x — x*> + §x3 - %x“ + éxS se

muestra en rojo. Aunque no se conoce el intervalo de convergencia de la serie de Taylor
obtenida en el ejemplo 3, 1a proximidad de las dos curvas en una vecindad del origen indica
que la serie de potencias podria converger en el intervalo (—1, 1). [ ]

CUESTIONES CUALITATIVAS La grifica en azul de la figura 4.9.1 origina al-
gunas preguntas de naturaleza cualitativa: ;la solucién del problema con valores ini-
ciales original es oscilatoria conforme x — %? La gréfica generada con un programa
de solucién numérica en el intervalo mds grande, que se muestra en la figura 4.9.2
pareceria sugerir que la respuesta es si. Pero este simple ejemplo o incluso un grupo
de ejemplos, no responde la pregunta basica en cuanto a si fodas las soluciones de la
ecuacién diferencial y" = x + y — y* son de naturaleza oscilatoria. También, ;qué
estd sucediendo con la curva solucién de la figura 4.9.2 conforme x estd cerca de —1?
(Cudl es el comportamiento de las soluciones de la ecuacion diferencial conforme x
— o0? ; Estan acotadas las soluciones conforme x — %? Preguntas como éstas no son
faciles de responder, en general, para ecuaciones diferenciales de segundo orden no
lineales. Pero ciertas clases de ecuaciones de segundo orden se prestan a un analisis
cualitativo sistemadtico y €stas, al igual que las ecuaciones de primer orden que se
obtuvieron en la seccion 2.1, son de la clase que no tiene dependencia explicita en la
variable independiente. Las EDO de segundo orden de la forma

! n d2y !
F(y,y',y")=0 o ﬁ=f(y,y),

ecuaciones libres de la variable independiente x, se llaman auténomas. La ecuacion
diferencial del ejemplo 2 es auténoma y debido a la presencia del término x en su
miembro derecho, la ecuacién del ejemplo 3 es auténoma. Para un tratamiento pro-
fundo del tema de estabilidad de ecuaciones diferenciales auténomas de segundo
orden y sistemas auténomos de ecuaciones diferenciales, refiérase al capitulo 10 de
Ecuaciones diferenciales con problemas con valores en la frontera.

EJERCICIOS 4.9

Las respuestas a los problemas con niimero impar comienzan en la pdgina RES-6.

En los problemas 1y 2 compruebe que y, y y, son soluciones 5. +(y)=0 6. (y+ 1)y" ="’
de la ecuacion diferencial dada pero que y = ¢y, + c,y, en 7. 9"+ 2y(y')* =0 8. yy" =y

general, no es una solucion.

L (")?=y% y =e,y,=cosx

n 1 !
2. yy =50 i oy =Ly, =x

En los problemas 3 a 8 resuelva la ecuacién diferencial usando

’

la sustitucion u = y'.

2

9. Considere el problema con valores iniciales
y'tyy' =0, y0)=1y0)= -1
a) Use la ED y un programa de solucién numérica para
trazar la curva solucion.
b) Encuentre una solucién explicita del PVI. Use un pro-
grama de graficacién para trazar la solucion.
¢) Determine un intervalo de definicién para la solucién

3. yrr + (y')Z +1=0 4. y” =1+ (y')z del inciso b).
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10. Encuentre dos soluciones del problema con valores iniciales

1 V3
P+ O=1, y(g) =5 Y(%T) =5

Use un programa de solucién numeérica para trazar la gra-
fica de las curvas solucién.

En los problemas 11 y 12 demuestre que la sustitucién u = y’
conduce a una ecuacion de Bernoulli. Resuelva esta ecuacion
(véase la seccion 2.5).

11. xy" =y + (y')? 12. xy" =y" + x(y')?

En los problemas 13 a 16 proceda como en el ejemplo 3 y
obtenga los primeros seis términos no cero de una solucién en
serie de Taylor, centrada en 0, del problema con valores ini-
ciales. Use un programa de solucién numérica para comparar
la curva solucién con la gréfica del polinomio de Taylor.

13. y"=x+y%, y0)=1,y0) =1

14. y"+y>=1, y0)=2,y'(0)=3

15. y"=x2+y> =2y, y0)=1,y'(0) =1
16. y"=¢’, y(0)=0,y'(0)=—1

17. En célculo, la curvatura de una linea que se define por
medio de una funcién y = f(x) es

4

. y
[+ )7

Encuentre y = f(x) para la cual k = 1. [Sugerencia: Por
simplicidad, desprecie las constantes de integracion.]

Problemas para analizar

18. En el problema 1 vimos que cos x y e eran soluciones de
la ecuacién no lineal (y")*> — y* = 0. Compruebe que sen
Xy e también son soluciones. Sin intentar resolver la
ecuacion diferencial, analice cémo se pueden encontrar
estas soluciones usando su conocimiento acerca de las
ecuaciones lineales. Sin intentar comprobar, analice por
qué las combinaciones lineales y = c,e* + c,e™ + ¢, cos
x+c,senxyy = c,e ™+ ¢, senxno son, en general, so-
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luciones, pero las dos combinaciones lineales especiales

= X - = C 1 -
y=ce +ceyy=c,cosx+c, senxdeben satisfa
cer la ecuacidn diferencial.

19. Analice cémo se puede aplicar el método de reduccién de
orden considerado en esta seccion a la ecuacion diferen-
cial de tercer orden y” = V1 + (y”)>. Lleve a cabo sus
ideas y resuelva la ecuacion.

20. Explique cémo encontrar una familia alternativa de solu-
ciones de dos pardmetros para la ecuacion diferencial no
lineal y” = 2x(y')*enel ejemplo 1. [Sugerencia: Suponga
que —c? se usa como constante de integracién en lugar de
+ci]

Modelos matematicos

21. Movimiento de un campo de fuerza Un modelo mate-
matico para la posicion x(f) de un cuerpo con movimiento
rectilineo en el eje x en un campo de fuerza inverso del
cuadrado de x es

d’x B K

dr? x*
Suponga que en ¢ = 0 el cuerpo comienza a partir del reposo
en la posicion x = x,, x, > 0. Muestre que la velocidad del
cuerpo en el tiempo ¢ estd dada por v* = 2k*(1/x — 1/x).
Use la dltima expresion y un SAC para realizar la integracion
para expresar al tiempo ¢ en términos de x.

22. Un modelo matemadtico para la posicion x(¢) de un objeto
en movimiento es

x| 0

— + senx = 0.
ar

Use un programa de solucién numérica para investigar en
forma gréfica las soluciones de la ecuacion sujeta a x(0) = 0,
x'(0) = x,, x, = 0. Analice el movimiento del objeto para t =
0y para diferentes elecciones de x,. Investigue la ecuacion

d’x n dx n 0

— + — + senx =

af  dt
en la misma forma. Proponga una interpretacion fisica
posible del término dx/dt.

REPASO DEL CAPITULO 4

Las respuestas a los problemas con niimero impar
comienzan en la pdgina RES-6.

Conteste los problemas 1 al 4 sin consultar el final del libro.
Complete el espacio en blanco o conteste falso o verdadero.

1. La tnica solucién del problema con valores iniciales
y'+xy=0,y0)=0,y'(0)=0es

2. Para el método de coeficientes indeterminados, la forma
supuesta de la solucion particular y para Y—y=1+e¢
es

3. Un multiplo constante de una solucién de una ecuacién
diferencial lineal es también una solucién.

4. Si el conjunto que consiste en dos funciones f y £, es li-
nealmente independiente en un intervalo I, entonces el
Wronskiano W(fl, fz) # O paratodaxen I.

5. Dé un intervalo en el que el conjunto de dos funciones
f(x) = x>y f,(x) = x|x| es linealmente independiente.



Después indique un intervalo en el que el conjunto for-
mado por £,y f, es linealmente dependiente.

Sin la ayuda del Wronskiano, determine si el conjunto de
funciones es linealmente independiente o dependiente en
el intervalo indicado.

a) f,(x) = Inx, £,(x) = Inx?, (0, »)
b) f(x) =x"f,(x) =x""\n=1,2,...,(—%,%®)
©) fi(0) = x,f,(x) = x + 1, (=%, )

d) fix) = cos(x + 7g),fz(x) = senx, (—o0, ®)

e) () =0,f,(x) =x,(=5,5)
f) () = 2,f,(x) = 2x, (=, %)
) fi0) =x%f,(0 = 1 = x2 f,(x) = 2 + x%, (=, )
h) f,(x) = xe*!, f,(x) = (4x — 5)e”,
fi(x) = xe, (=, )

Suponga que m, = 3, m, = =5y m, = 1 son raices de
multiplicidad uno, dos y tres, respectivamente, de una
ecuacion auxiliar. Escriba la solucién general de la ED
lineal homogénea correspondiente si es

a) una ecuacion con coeficientes constantes,

b) una ecuacién de Cauchy-Euler.

Considere la ecuacion diferencial ay” + by’ + cy = g(x),
donde a, b y c son constantes. Elija las funciones de en-
trada g(x) para las que es aplicable el método de coefi-
cientes indeterminados y las funciones de entrada para las

que es aplicable el método de variacién de pardmetros.
a) gx) =e‘lnx b) g(x) = x*cosx

senx
c) gx) = o

d) gx) = 2x %"

X

f) g(X) - S:le

e) g(x) = sen’x

En los problemas del 9 a 24 use los procedimientos desarrolla-
dos en este capitulo para encontrar la solucién general de cada
ecuacion diferencial.

9.
10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.

y' =2y =2y=0

2y"+2y" +3y=0

y" 4+ 10y" + 25y =0

2y" 4+ 9y" + 12y' + 5y =0

3y” + 10y" + 15y + 4y =0
2@ + 3y" + 2y" + 6y —4y =0
y' =3y + 5y =4x— 2x

y' =2y +y=x%*

y" —=5y"+6y' =8+ 2senx

18

19.

20.

21.
22,
23.
24,

25.

26.

27.

28.
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y'=y'=6
y' =2y + 2y =e“tanx
y'—y= e

et +e*
6x%y" + 5xy' —y =0

2x3y" + 19x%y" + 39xy" + 9y =0
x2y" —dxy" + 6y = 2x* + x?
Xy —xy +y=x3

Escriba la forma de la solucion general y = y_+ Y, de la
ecuacion diferencial en los dos casos w # o'y w = a. No
determine los coeficientes en Y,

a) y" + o’y = sen ax b) y' — 0’y = e~

a) Dado que y = sen x es una solucién de
Y&+ 2y" + 11y" + 2y" + 10y = 0,

encuentre la solucién general de la ED sin la ayuda de
una calculadora o computadora.

b) Encuentre una ecuacion diferencial lineal de segundo
orden con coeficientes constantes para la cual y, = 1
y ¥, = e *son soluciones de la ecuacion homogénea
asociada y y, = Jx2 — x es una solucién particular
de la ecuacién homogénea.

a) Escriba completamente la solucién general de la ED
de cuarto orden y® — 2y”" +y =0 en términos de
funciones hiperbdlicas.

b) Escriba la forma de una solucién particular de
y® — 2y" + y = senh x.

Considere la ecuacion diferencial
Xy = (x*+ 2x)y" + (x +2)y = x.

Compruebe que y, = x es una solucién de la ecuacion
homogénea asociada. Después demuestre que el método
de reduccion de orden analizado en la seccién 4.2 con-
duce a una segunda solucion y, de la ecuacion homogé-
nea asi como a una solucién particular Y, de la ecuacién
no homogénea. Forme la solucién general de la ED en el
intervalo (0, ).

En los problemas 29 a 34 resuelva la ecuacion diferencial su-
jeta a las condiciones indicadas.

29.

30.
31.

32.

y' =2y + 2y =0, y<g> =0,y(m) = —1

Y'+2+y=0, y—1)=0,y'0)=0

y'—y=x+senx, y0)=2y'(0)=3

1
v+ y=sec’x, y0)=1,y(0) = 3
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33, y'y"'=4x, y(1)=5,y'(1)=2 En los problemas 37 a 40 use la eliminacion sistematica para

resolver cada sistema.
34. 2y" =3y% y(0)=1,y'(0) =1

dx dy
35. a) Useun SAC como ayuda para encontrar las raices de la 37. dt + dr =2x+2y+1
ecuacioén auxiliar para
dx dy
—+2—== y+3
12y® + 64y” + 59y" — 23y’ — 12y = 0. e di
Dé la solucién general de la ecuacion. 38. ax _ x4+ y+ -2
b) Resuelva la ED del inciso a) sujeta a las condiciones
iniciales y(0) = =1, y'(0) = 2,"(0) = 5.y"(0) = 0. Dray—
Use un SAC como ayuda para resolver el sistema re- dt
sultante de cuatro ecuaciones con cuatro incégnitas.
39. O -2x —y=—é
36. Encuentre un miembro de la familia de soluciones de “3x+ D —4y=-T7¢

xy" +y + Vx =0 cuya grifica es tangente al eje x en
x = 1. Use una aplicacion para graficar y obtengalacurva ~ 40- (D + 2)x + (D + 1)y = sen 2t

solucién. 5x + (D + 3)y = cos 2t



MODELADO CON ECUACIONES

DIFERENCIALES DE ORDEN SUPERIOR

5.1 Modelos lineales: Problemas con valores iniciales
5.1.1 Sistemas resorte/masa: Movimiento libre no amortiguado
5.1.2 Sistemas resorte/masa: Movimiento libre amortiguado
5.1.3 Sistemas resorte/masa: Movimiento forzado
5.1.4 Circuito en serie andlogo

5.2 Modelos lineales: Problemas con valores en la frontera

5.3 Modelos no lineales

REPASO DEL CAPITULO 5

Ya hemos visto que una sola ecuacion puede servir como modelo matematico para
varios sistemas fisicos. Por esta razén sélo examinamos una aplicacion, el
movimiento de una masa sujeta a un resorte, que se trata en la seccién 5.1. Excepto
por la terminologia y las interpretaciones fisicas de los cuatro términos de la ecua-
cion lineal ay” + by" + cy = g(¢), las matematicas de, digamos, un circuito eléc-
trico en serie son idénticas a las de un sistema vibratorio masa/resorte. Las formas
de esta ED de segundo orden se presentan en el andlisis de problemas en diversas
areas de la ciencia e ingenierfa. En la seccidn 5.1 se tratan exclusivamente
problemas con valores iniciales, mientras que en la seccién 5.2 examinamos aplica-
ciones descritas por problema con valores en la frontera. También en la seccién 5.2
vemos como algunos problemas con valores en la frontera conducen a los impor-
tantes conceptos con eigenvalores 'y funciones propias (eigenfunciones). La seccién
5.3 inicia con un andlisis acerca de las diferencias entre los resortes lineales y no
lineales; entonces se muestra como el péndulo simple y un cable suspendido condu-

cen a modelos matematicos no lineales.

181
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5.1 MODELOS LINEALES: PROBLEMAS CON VALORES INICIALES

REPASO DE MATERIAL

e Secciones 4.1,4.3y4.4
e Problemas 29 a 36 de los ejercicios 4.3
e Problemas 27 a 36 de los ejercicios 4.4

INTRODUCCION En esta seccidn, se van a considerar varios sistemas dindmicos lineales en los
que cada modelo matemadtico es una ecuacion diferencial de segundo orden con coeficientes constan-
tes junto con condiciones iniciales especificadas en un tiempo que tomaremos como ¢ = 0:

d’y | dy

a—+ b— + cy = g(1), 0) =y, Y0 =y,.

E g, Ty =80, yO) =y, YO =y
Recuerde que la funcion g es la entrada, funcion de conduccion o funcién forzada del sistema.
Una solucién y(f) de la ecuacién diferencial en un intervalo I que contiene a ¢ = 0 que satisface las
condiciones iniciales se llama salida o respuesta del sistema.

5.1.1 SISTEMAS RESORTE/MASA:
MOVIMIENTO LIBRE NO AMORTIGUADO

LEY DE HOOKE Suponga que un resorte se suspende verticalmente de un soporte
rigido y luego se le fija una masa m a su extremo libre. Por supuesto, la cantidad de alar-
gamiento o elongacién del resorte depende de la masa; masas con pesos diferentes
alargan el resorte en cantidades diferentes. Por la ley de Hooke, el resorte mismo ejerce
una fuerza restauradora F opuesta a la direccion de elongacién y proporcional a la canti-
dad de elongacién s y es expresada en forma simple como F' = ks, donde k es una constan-
te de proporcionalidad llamada constante de resorte. El resorte se caracteriza en esen-
cia por el nimero k. Por ejemplo, si una masa que pesa 10 libras hace que un resorte se
alargue % pie, entonces 10 = k (%) implica que k = 20 Ib/pie. Entonces necesariamente
una masa que pesa, digamos, 8 libras alarga el mismo resorte s6lo % pie.

posicién de

equilibrio
mg—ks=0
movimiento
a) b) 0 SEGUNDA LEY DE NEWTON  Después de que se une una masa m a un resorte, ésta

alarga el resorte una cantidad s y logra una posicién de equilibrio en la cual su peso W se
FIGURA 5.1.1 Sistema masa/resorte. equilibra mediante la fuerza restauradora ks. Recuerde que el peso se define mediante
W = myg, donde la masa se mide en slugs, kilogramos o gramos y g = 32 pies/s?, 9.8 m/s?,
o bien 980 cm/s?, respectivamente. Como se indica en la figura 5.1.1b, la condicién de
equilibrio es mg = ks o mg — ks = 0. Sila masa se desplaza por una cantidad x de su po-
sicién de equilibrio, la fuerza restauradora del resorte es entonces k(x + s). Suponiendo
que no hay fuerzas restauradoras que actiian sobre el sistema y suponiendo que la masa
vibra libre de otras fuerzas externas —movimiento libre— se puede igualar la segunda
ley de Newton con la fuerza neta o resultante de la fuerza restauradora y el peso.

d’x
mﬁ=—k(s+x)+mg=—kx+mg—ks=—kx. (1)
H_/
cero
FIGURA 5.1.2 La direccién hacia El signo negativo en (1) indica que la fuerza restauradora del resorte actia opuesta a la
abajo de la posicién de equilibrio es direccién de movimiento. Ademads, se adopta la convencién de que los desplazamien-

positiva. tos medidos abajo de la posicion de equilibrio son positivos. Véase la figura 5.1.2.
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ED DE UN MOVIMIENTO LIBRE NO AMORTIGUADO Dividiendo (1) entre la
masa m, se obtiene la ecuacién diferencial de segundo orden d?x/de* + (k/m)x = 0, o
d’x
dr?
donde w? = k/m. Se dice que la ecuacién (2) describe el movimiento arménico simple
o movimiento libre no amortiguado. Dos condiciones iniciales obvias relacionadas
con (2) son x(0) = x, y x'(0) = x,, el desplazamiento inicial y la velocidad inicial de la
masa, respectivamente. Por ejemplo, si x, > 0, x, < 0, la masa parte de un punto abagjo
de la posicion de equilibrio con una velocidad impartida hacia arriba. Cuando x'(0) =
0, se dice que la masa se libera a partir del reposo. Por ejemplo, si x, < 0,x, = 0, la masa
se libera desde el reposo de un punto |x0| unidades arriba de la posicion de equilibrio.

+ w’x =0, 2)

ECUACION DE MOVIMIENTO Para resolver la ecuacién (2), se observa que la
solucién de su ecuacién auxiliar m* + w*> = 0 son los nimeros complejos m, = w,

m, = —wo,. Asi de (8) de la seccién 4.3 se encuentra la solucion general de (2) es

x(t) = ¢, cos wt + ¢, senwt. 3)

El periodo del movimiento descrito por la ecuacién (3) es T = 27/w. El nimero T
representa el tiempo (medido en segundos) que tarda la masa en ejecutar un ciclo
de movimiento. Un ciclo es una oscilacién completa de la masa, es decir, la masa m
que se mueve, por ejemplo, al punto minimo abajo de la posicién de equilibrio hasta
el punto mds alto arriba de la misma y luego de regreso al punto minimo. Desde un
punto de vista gréfico, T = 277 /w segundos es la longitud del intervalo de tiempo entre
dos maximos sucesivos (o minimos) de x(¢). Recuerde que un maximo de x(7) es el des-
plazamiento positivo correspondiente a la masa que alcanza su distancia maxima de-
bajo de la posicién de equilibrio, mientras que un minimo de x(¢) es el desplazamiento
negativo correspondiente a la masa que logra su altura maxima arriba de la posicién de
equilibrio. Se hace referencia a cualquier caso como un desplazamiento extremo de la
masa. La frecuencia de movimiento es f = 1/T = w/27 y es el nimero de ciclos com-
pletado cada segundo. Por ejemplo, si x(#) = 2 cos 37t — 4 sen 3¢, entonces el periodo
es T = 2m/3m = 2/3 sy la frecuencia es f = 3/2 ciclos/s. Desde un punto de vista
esquemadtico la grafica de x(f) se repite cada % de segundo, es decir, x(t + %) = x(1),
y % ciclos de la gréfica se completan cada segundo (o, equivalentemente, tres ciclos de
la gréfica se completan cada dos segundos). El nimero w = Vk/m (medido en radianes
por segundo) se llama frecuencia circular del sistema. Dependiendo de qué libro lea,
tanto f = w/27r como w se conocen como frecuencia natural del sistema. Por tltimo,
cuando se emplean las condiciones iniciales para determinar las constantes ¢, y ¢, en (3),
se dice que la solucion particular resultante o respuesta es la ecuacion de movimiento.

I EJEMPLO 1 Movimiento libre no amortiguado

Una masa que pesa 2 libras alarga 6 pulgadas un resorte. En # = 0 se libera la masa
desde un punto que estd 8 pulgadas abajo de la posicion de equilibrio con una veloci-
dad ascendente de % pie/s. Determine la ecuacion de movimiento.

SOLUCION Debido a que se estd usando el sistema de unidades de ingenierfa, las

mediciones dadas en términos de pulgadas se deben convertir en pies: 6 pulg = % pie;

8 pulg = % pie. Ademds, se deben convertir las unidades de peso dadas en libras a
unidades de masa. De m = W/g tenemos que m = % = Tla slug. También, de la ley de

Hooke, 2 = k (%) implica que la constante de resorte es k = 4 1b/pie. Por lo que, de la
ecuacion (1) se obtiene

1 d’x d’x
——=—4x o — +64x=0.
16 dr? dr?
El desplazamiento inicial y la velocidad inicial son x(0) = %, x'(0) = —% , donde el

signo negativo en la dltima condicién es una consecuencia del hecho de que a la masa
se le da una velocidad inicial en la direccién negativa o hacia arriba.
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FIGURA 5.1.3 Una relacién entre
¢, >0, c,> 0y el dngulo de fase ¢.

Ahora @* = 64 0 w = 8§, por lo que la solucién general de la ecuacion diferencial es
x(f) = ¢, cos 8¢ + ¢, sen 8t. 4)

Aplicando las condiciones iniciales a x(¢) y x'(¢) se obtiene ¢, = % y ¢, = —¢. Por
tanto, la ecuacién de movimiento es

2 1
x(t) = gcos 8t — 3 sen 81. 6 =

FORMA ALTERNATIVA DE X(t) Cuandoc, # 0y c, # 0, 1a amplitud A de las vi-
braciones libres no es evidente a partir de la inspeccién de la ecuacion (3). Por ejemplo,
aunque la masa del ejemplo 1 se desplaza inicialmente % pie mas alla de la posicién de
equilibrio, la amplitud de las vibraciones es un niimero mayor que % Por tanto, suele
ser conveniente convertir una solucién de la forma (3) en una forma mas simple

x(t) = Asen(wt + ¢), (6)
donde A = V(7 + 3 y ¢ es un angulo de fase definido por

-1

sen¢ =
(7

cos ¢ = —
Para comprobar esto se desarrolla la ecuacién (6) usando la férmula de suma para la

funcion seno:

A senwt cos ¢ + A cos wt send = (A send)cos wt + (A cos ¢p)senwt.  (8)

Se deduce de la figura 5.1.3 que si ¢ esta definida por

Cy C G %]
senp = —— = —. CcoS = = =
¢ Vel +c2 A ¢ Vel+cd A

entonces la ecuacion (8) se convierte en

c c
A Zlcos ot + AXZ senwt = ¢; cos wt + ¢, senwt = x(¥).

I EJEMPLO 2 Forma alternativa de solucién (5)

Envistadeladescripcidn anterior, se puede escribirla solucion (5) enlaforma alternativa
x(t) = A sen(8¢ + ¢). El calculo de la amplitud es directo, A = (%)2 + (—7) =

1

6
\/% =~ (.69 pies, pero se debe tener cuidado al calcular el dngulo de fase ¢ definido
1
6
tiene tan~'(—4) = —1.326 rad. Este no es el dngulo de fase, puesto que tan~'(—4) se
localiza en el cuarto cuadrante y por tanto contradice el hecho de que sen ¢ > 0y
cos ¢ < 0 porque ¢, > 0y ¢, < 0. Por tanto, se debe considerar que ¢ es un dngulo

del segundo cuadrante ¢ = 7 + (—1.326) = 1.816 rad. Asf la ecuacién (5) es igual a

por (7). Con ¢, = % Yy ¢, = —¢ seencuentra tan ¢ = —4y, con una calculadora se ob-

! sen(8¢ + 1.816). )

x(t) = 5

El periodo de esta funcién es T = 27 /8 = 7 /4 s. [ |

En la figura 5.1.4a se ilustra la masa del ejemplo 2 que recorre aproximadamente
dos ciclos completos de movimiento. Leyendo de izquierda a derecha, las primeras
cinco posiciones (marcadas con puntos negros) corresponden a la posicién inicial de

la masa debajo de la posicién de equilibrio (x = %), la masa que pasa por la posicién
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1

X negativa

x=0———

X positiva

l =2 L=V
3 6

a)
1 X
2
) (0, g) P
X positiva a;zh\ti%
6
x=0
t
| i3 |
l T Z 1
periodo
b)

FIGURA 5.1.4 Movimiento arménico simple.

de equilibrio por primera vez en direccién ascendente (x = 0), la masa en su despla-
zamiento extremo arriba de la posicién de equilibrio (x = —\/17/6), la masa en la
posicion de equilibrio para la segunda vez que se dirige hacia arriba (x = 0) y la masa
en su desplazamiento extremo abajo de la posicién de equilibrio (x = V17/6). Los
puntos negros sobre la grafica de (9), que se presenta en la figura 5.1.4b también con-
cuerdan con las cinco posiciones antes mencionadas. Sin embargo, observe que en la
figura 5.1.4b la direccién positiva en el plano #x es la direccién ascendente usual y por
tanto, es opuesta a la direccién positiva que se indica en la figura 5.1.4a. Por lo que
la gréfica sélida azul que representa el movimiento de la masa en la figura 5.1.4b es la
reflexion por el eje ¢ de la curva punteada azul de la figura 5.1.4a.

Laforma (6) es muy ttil porque es facil encontrar valores de tiempo para los cuales
la grafica de x(7) cruza el eje ¢ positivo (larectax = 0). Se observa que sen(wt + ¢) = 0
cuando wt + ¢ = nr, donde n es un entero no negativo.

SISTEMAS CON CONSTANTES DE RESORTE VARIABLES En el modelo apenas
analizado se supuso una situacién ideal, una en la que las caracteristicas fisicas del resorte
no cambian con el tiempo. No obstante, en la situacién no ideal, parece razonable esperar
que cuando un sistema resorte/masa estd en movimiento durante un largo tiempo, el re-
sorte se debilita; en otras palabras, varia la “constante de resorte”, de manera mds especi-
fica, decae con el tiempo. En un modelo para el resorte cada vez mas viejo la constante
de resorte k en (1) se reemplaza con la funcién decreciente K(f) = ke ™, k > 0, « > 0.
La ecuacion diferencial lineal mx” + ke x = 0 no se puede resolver con los métodos
considerados en el capitulo 4. Sin embargo, es posible obtener dos soluciones linealmente
independientes con los métodos del capitulo 6. Véase el problema 15 en los ejercicios 5.1,
el ejemplo 4 de la seccion 6.3 y los problemas 33 y 39 de los ejercicios 6.3.
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Cuando un sistema resorte/masa se somete a un ambiente en el cual la temperatura
disminuye con rapidez, podria tener sentido reemplazar la constante k con K(f) = kt, k > 0,
una funcién que se incrementa con el tiempo. El modelo resultante, mx” + ktx = 0, es una
forma de la ecuacion diferencial de Airy. Al igual que la ecuacion para un resorte viejo, la
ecuacion de Airy se resuelve con los métodos del capitulo 6. Véase el problema 16 de los ejer-
cicios 5.1, el ejemplo 4 de la seccién 6.1 y los problemas 34, 35 y 40 de los ejercicios 6.3.

5.1.2 SISTEMAS RESORTE/MASA:
MOVIMIENTO LIBRE AMORTIGUADO

El concepto de movimiento arménico libre es un poco irreal, puesto que el movimiento
que describe la ecuacién (1) supone que no hay fuerzas retardadoras actuando sobre
la masa en movimiento. A menos que la masa se suspenda en un vacio perfecto, habra
por lo menos una fuerza de resistencia debida al medio circundante. Como se muestra
en la figura 5.1.5, la masa podria estar suspendida en un medio viscoso o unida a un
dispositivo amortiguador.

ED DE UN MOVIMIENTO LIBRE AMORTIGUADO En el estudio de la meca-
nica, las fuerzas de amortiguamiento que actian sobre un cuerpo se consideran propor-
cionales a una potencia de la velocidad instantdnea. En particular, en el andlisis pos-
terior se supone que esta fuerza estd dada por un mdltiplo constante de dx/dr. Cuando
ninguna otra fuerza actia en el sistema, se tiene de la segunda ley de Newton que

2 dx
mﬁZ—x—BE, (10)

donde B es una constante de amortiguamiento positiva y el signo negativo es una
consecuencia del hecho de que la fuerza de amortiguamiento actda en una direccién
opuesta al movimiento.

Dividiendo la ecuacion (10) entre la masa m, se encuentra que la ecuacion diferen-
cial del movimiento libre amortiguado es d*x/dt> + (8/m)dx/dt + (k/m)x = 00

d*x dx
C o E 4 o =0, (11)
dr* dt

donde 2N =

3w

, W’ = ﬁ (12)
m

El simbolo 2A se usa sélo por conveniencia algebraica, porque la ecuacion auxiliar es
m? + 2Am + w* = 0y las raices correspondientes son entonces

m=—-\A+ VA - o

Ahora se pueden distinguir tres casos posibles dependiendo del signo algebraico de
A? — . Puesto que cada solucion contiene el factor de amortiguamiento e, A > 0, los
desplazamientos de la masa se vuelven despreciables conforme el tiempo ¢ aumenta.

m2:_A_ /\2_(1)2.

CASO I: A2 — @w? > 0 En esta situacion el sistema estd sobreamortiguado porque
el coeficiente de amortiguamiento 3 es grande comparado con la constante del resorte
k. La solucién correspondiente de (11) es x(f) = ce™' + c,e™' o

x(t) = ef)"((:]e\/**w:/ + (:26*\/)\:*’0"’). (13)

Esta ecuacion representa un movimiento uniforme y no oscilatorio. En la figura 5.1.6
se muestran dos graficas posibles de x(t).
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CASO II: A2 — w?> = 0 Este sistema esta criticamente amortiguado porque cual-
quier ligera disminucién en la fuerza de amortiguamiento darfa como resultado un
movimiento oscilatorio. La solucién general de (11) es x(r) = c,e™" + c,te™' o

x(1) = e M(c; + cyb). (14)

En la figura 5.1.7 se presentan algunas gréficas tipicas de movimiento. Observe que el
movimiento es bastante similar al de un sistema sobreamortiguado. También es evi-
dente de (14) que la masa puede pasar por la posicién de equilibrio a 1o mas una vez.

CASO lll: A2 — @w? < 0 En este caso el sistema estd subamortiguado puesto que
el coeficiente de amortiguamiento es pequefio comparado con la constante del resorte.
Las raices m, y m, ahora son complejas:

m = —A+ Vo — A\, m, = —A — Vo? — A\
Asi que la ecuacién general de la ecuacion (11) es
x() = e’“((:l cos Vw? — At + ¢, senV? — )\21). (15)

Como se indica en la figura 5.1.8, el movimiento descrito por la ecuacién (15) es oscila-
torio; pero debido al coeficiente ¢, las amplitudes de vibracion — 0 cuando 7 — .

I EJEMPLO 3 Movimiento sobreamortiguado

Se comprueba facilmente que la solucién del problema con valores iniciales

d’x  _dx ,
E+SE+4)C=0, x(0) =1, x'0)=1

5 2
es .x(t) = ge*)‘ - ge*4t. (16)

El problema se puede interpretar como representativo del movimiento sobreamorti-
guado de una masa sobre un resorte. La masa se libera al inicio de una posicién una
unidad abajo de la posicién de equilibrio con velocidad descendente de 1 pie/s.

Para graficar x(¢), se encuentra el valor de ¢ para el cual la funcién tiene un ex-
tremo, es decir, el valor de tiempo para el cual la primera derivada (velocidad) es cero.
Derivando la ecuacién (16) se obtiene x'(r) = —%e*’ + %e*‘“ , asi x'(r) = 0 implica
que & = % ot= %lng = 0.157. Se tiene de la prueba de la primera derivada, asi
como de la intuicidn fisica, que x(0.157) = 1.069 pies es en realidad un maximo. En
otras palabras, la masa logra un desplazamiento extremo de 1.069 pies abajo de la
posicién de equilibrio.

Se debe comprobar también si la grafica cruza el eje #, es decir, si la masa pasa
por la posicién de equilibrio. En este caso tal cosa no puede suceder, porque la ecua-
cién x(r) = 0,0 ¥ = %, tiene una solucion irrelevante desde el punto de vista fisico
t=1ln:= -0.305.

En la figura 5.1.9 se presenta la grafica de x(f), junto con algunos otros datos
pertinentes. [ |

I EJEMPLO 4 Movimiento criticamente amortiguado

Una masa que pesa 8 libras alarga 2 pies un resorte. Suponiendo que una fuerza amor-
tiguada que es igual a dos veces la velocidad instantdnea actiia sobre el sistema, de-
termine la ecuaciéon de movimiento si la masa inicial se libera desde la posicién de
equilibrio con una velocidad ascendente de 3 pies/s.
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FIGURA 5.1.10 Sistema criticamente
amortiguado.

SOLUCION De la ley de Hooke se ve que 8 = k(2) da k = 4 Ib/pie y que W = mg da

8 _ 1 co . .
m = 35 = ; slug. La ecuacion diferencial de movimiento es entonces

1d’x 4 zdx d*x N de + 16 0 17

el QU PP Y ax ax =0

4 dr i ° dr T ar 17
La ecuaci6n auxiliar para (17) es m* + 8m + 16 = (m + 4)> = 0, asi que m, = m, =
—4. Por tanto el sistema estd criticamente amortiguado y

x(H) = cie™ + cyte ™, (18)
Aplicando las condiciones iniciales x(0) = 0y x'(0) = —3, se encuentra, a su vez, que
¢, = 0yc, = —3. Por tanto la ecuacién de movimiento es
x(t) = —3te . (19)
Para graficar x(f), se procede como en el ejemplo 3. De x'(t) = —3e *(1 — 41)
vemos que x'(f) = 0 cuando ¢ = i . El desplazamiento extremo correspondiente es
x(i) = —3(%)6_1 = —0.276 pies. Como se muestra en la figura 5.1.10, este valor
se interpreta para indicar que la masa alcanza una altura maxima de 0.276 pies arriba
de la posicién de equilibrio. [ ]

I EJEMPLO 5 Movimiento subamortiguado

Una masa que pesa 16 libras se une a un resorte de 5 pies de largo. En equilibrio el resorte
mide 8.2 pies. Si al inicio la masa se libera desde el reposo en un punto 2 pies arriba de la
posicién de equilibrio, encuentre los desplazamientos x(f) si se sabe ademas que el medio
circundante ofrece una resistencia numéricamente igual a la velocidad instantanea.

SOLUCION La elongacién del resorte después que se une la masa es 8.2 — 5 = 3.2
pies, asi que se deduce de la ley de Hooke que 16 = k(3.2) o k = 5 Ib/pie. Ademis,

= 10 = 1 5lug, por lo que la ecuacién diferencial estd dada por

32 2
1d°x dx d*x N 2dx 10x = 0 20
222 5, 22 g == x=0.
2a° " ar © oar T Tar 0
Procediendo, encontramos que las raices de m* + 2m + 10 = Osonm, = —1 + 3iy
m, = —1 — 3i, lo que significa que el sistema estd subamortiguado y
x(t) = e '(c; cos 3t + c,sen 31). 21
Por tltimo, las condiciones iniciales x(0) = —2 y x’(0) = 0 producen ¢, = =2y
= —% , por lo que la ecuacién de movimiento es
_ 2
x(t) = e '| =2 cos 3t — gsen 3t]. 22) m

FORMA ALTERNATIVA DE x(t) De una manera idéntica al procedimiento usado
en la pagina 184, se puede escribir cualquier solucién

x(1) = e‘“(c1 cos Vw? — A%t + ¢, senVw? — )\zt)

en la forma alternativa
x(t) = Ae’“sen(\/ o — Nt + (/)), (23)

donde A = Vi + ¢3 y el angulo de fase ¢ se determina de las ecuaciones

¢ &) ¢
seng = — cos ¢ = — tan ¢ = —.
="k L
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—At

El coeficiente Ae™" en ocasiones se llama amplitud amortiguada de vibraciones.

Debido a que (23) no es una funcién periédica, el nimero 27 /Vw? — A? se llama
cuasi periodo y Vo> — A? /27 es la cuasi frecuencia. El cuasi periodo es el in-
tervalo de tiempo entre dos mdximos sucesivos de x(¢). Se debe comprobar, para la
ecuacién de movimiento del ejemplo 5, que A = 2V10/3 y ¢ = 4.391. Por tanto,
una forma equivalente de (22) es

2V10
x(1) = 3 e 'sen(3t + 4.391).

5.1.3 SISTEMAS RESORTE/MASA: MOVIMIENTO
FORZADO

ED DE MOVIMIENTO FORZADO CON AMORTIGUAMIENTO Suponga
que ahora se toma en consideracién una fuerza externa f(f) que actia sobre una masa
vibrante en un resorte. Por ejemplo, f(f) podria representar una fuerza motriz que causa
un movimiento vertical oscilatorio del soporte del resorte. Véase la figura 5.1.11. La
inclusién de f{(7) en la formulacién de la segunda ley de Newton da la ecuacién diferen-
cial de movimiento forzado o dirigido:

2

X dx
m%— _kx_BE + f(1). (24)

Dividiendo la ecuacion (24) entre m, se obtiene

I o™ 4w = Fo 25
ar a0 ’ ()

donde F(r) = f(f)/my, como en la seccién anterior, 2A = B/m, > = k/m. Para re-
solver la dltima ecuacion homogénea, se puede usar ya sea el método de coeficientes
indeterminados o variacion de pardmetros.

I EJEMPLO 6 Interpretacion de un problema con valores iniciales

Interprete y resuelva el problema con valores iniciales

2
éi—; + 1.2% + 2x = 5cos4t, x(0) = % x'(0) = 0. (26)
SOLUCION  Se puede interpretar el problema para representar un sistema vibratorio
que consiste en una masa (m = é slug o kilogramo) unida a un resorte (k = 2 lb/pie
0 N/m). La masa se libera inicialmente desde el reposo % unidad (pie o metro) abajo
de la posicion de equilibrio. E1 movimiento es amortiguado (8 = 1.2) y estd siendo
impulsado por una fuerza peridica externa (T = /2 s) comenzando en ¢t = 0. De
manera intuitiva, se podria esperar que incluso con amortiguamiento el sistema perma-
neciera en movimiento hasta que se “desactive” la funcién forzada, en cuyo caso dis-
minuirian las amplitudes. Sin embargo, como se plantea en el problema, f(#) = 5 cos
4t permanecerd “activada” por siempre.
Primero se multiplica la ecuacién diferencial en (26) por 5 y se resuelve

6 lox =0
putadl putid X =
ar dt
por los métodos usuales. Debido a que m, = —3 + i, m, = —3 — i, se deduce que

x (1) = e(c, cos t + ¢, sen t). Con el método de coeficientes indeterminados, se
supone una solucidn particular de la forma xp(t) = A cos 4t + B sen 4t. Derivando xp(t)
y sustituyendo en la ED, se obtiene

x, + 6x, + 10x, = (—6A + 24B) cos 4t + (—24A — 6B) sen 4= 25 cos 4t.
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El sistema de ecuaciones resultante
—6A + 24B = 25, —24A — 6B =0

25 .
secumpleen A = —;55 y B = % . Se tiene que

25 50
— ——cos 4t + — sen 4+¢.
102 51

., . . 38 .
Cuando se hace ¢ = 0 en la ecuacion anterior, se obtiene ¢, = 3;. Derivando la expre-

x(t) = e ¥(c, cos t + ¢, sent) 27)

., . . 86 ..
si6n y haciendo ¢ = 0, se encuentra también que ¢, = —3;. Por tanto, la ecuacién de
movimiento es

38 86 25 50
x(f) = e‘3’<— cost— — sent) — ——cos 4t + — sen 4t. (28) m

51 51 102 51

TERMINOS TRANSITORIO Y DE ESTADO ESTABLE Cuando F es una funcién
periddica, como F(r) = F sen yt o F(1) = F, cos yt, la solucion general de (25) para A
> 0 es la suma de una funcién no periddica x (r) y una funcién periddica xp(t). Ademas
x (1) se desvanece conforme se incrementa el tiempo, es decir, lim, . x.(t) = 0. Asi,
para valores grandes de tiempo, los desplazamientos de la masa se aproximan mediante
la solucién particular xp(t). Se dice que la funcién complementaria x (f) es un término
transitorio o solucién transitoria y la funcion x (1), la parte de la solucion que per-
manece después de un intervalo de tiempo, se llama término de estado estable o solu-
cién de estado estable. Por tanto, observe que el efecto de las condiciones iniciales en
un sistema resorte/masa impulsado por F es transitorio. En la solucién particular (28),

e (g’—? cost — sent) es un término transitorio y x,(f) = — = cos 4t + 2 sen 41 es
un término de estado estable. Las graficas de estos dos términos y la solucion (28) se
presentan en las figuras 5.12a y 5.12b, respectivamente.

I EJEMPLO 7 Soluciones de estado transitorio y de estado estable

La solucién del problema con valores iniciales

d? d
d—;+2d—:+2x=4cost+2sent,

donde x, es constante, estd dada por

x(0) =0, x'(0) = x,,

x(f) = (x; — 2) e”'sent + 2 sent.
transitorio estado estable

Las curvas solucion para valores seleccionados de la velocidad inicial x, aparecen en
la figura 5.1.13. Las gréaficas muestran que la influencia del término transitorio es des-
preciable para un valor aproximado de ¢ > 37 /2. [ ]

ED DE MOVIMIENTO FORZADO SIN AMORTIGUAMIENTO Cuando se
ejerce una fuerza periddica sin fuerza de amortiguamiento, no hay término transitorio
en la solucién de un problema. También se ve que una fuerza periddica con una fre-
cuencia cercana o igual que la frecuencia de las vibraciones libres amortiguadas causa
un problema grave en un sistema mecdnico oscilatorio.

I EJEMPLO 8 Movimiento no amortiguado forzado

Resuelva el problema con valor inicial

d’x 5
7 + wx = Fysenyt,

donde F es una constante y y # w.

(29)

x(0) =0, x'(0)=0
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SOLUCION La funcién complementaria es x (1) = ¢, cos wt + ¢, sen wt. Para obtener
una solucién particular se supone xp(t) = A cos yt + B sen yt, por lo que

xy+ w'x, = A(w® — y?) cos yr + B(w® — y?) senyt = F,senyt.
Igualando los coeficientes se obtiene de inmediato A = 0y B = F,/(w” — *y?). Por tanto,
) = 52 t
x,(f) = —— senvyt.
» w? — ¥ Y

Aplicando las condiciones iniciales a la solucién general

x(t) = ¢, cos wt + ¢, senwt + royz senyt
se obtiene ¢, = 0y ¢, = —yF/w(w®> — y?). Por tanto, la solucion es
Fy
x() = ——— - (—ysenwt + wseny), vVF#F o (30) m
w(w” — y9)

RESONANCIA PURA Aunque la ecuacién (30) no se define para y = w, es inte-
resante observar que su valor limite conforme y — w se obtiene al aplicar la regla de
L'Hopital. Este proceso limite es andlogo a “sintonizar” la frecuencia de la fuerza
impulsora (y/2) con la frecuencia de vibraciones libres (w/27). De una manera in-
tuitiva, se espera que en un espacio de tiempo se deban poder incrementar en forma
sustancial las amplitudes de vibracion. Para y = w se define la solucién como

d
— (—ysenwt + wsenyt
—vysenwt + wsenyt d (= v

x(f) = lim F, 5 3 = Fylim
Y o(w” — y9) P ; )
—— (0’ — 0y’
dy
—senw! + wit cos yt
= F, lim— 2 ERY (31)
Y=o —2wy

—senwt + wtcos wt

:FO

—2w?
fo r— Lo, t
= —-senwt — — 1 COS wt.
2w? 20
Como se sospechaba, conforme ¢ — o0 los desplazamientos se vuelven largos; de
hecho, x(tn)|—> © cuando ¢ = ni/w, n = 1, 2, ... . El fenémeno recién descrito se

conoce como resonancia pura. La grafica de la figura 5.1.14 muestra el movimiento
caracteristico en este caso.

En conclusion, se debe observar que no hay necesidad real de usar un proceso
limite en (30) para obtener la solucion para y = w. Alternativamente, la ecuacion (31)
se deduce resolviendo el problema con valores iniciales

2

“3+ e = Fysenot, x(0) =0, x'(0)=0

en forma directa por métodos convencionales.

Si realmente una funcién, como la ecuacién (31) describiera los desplazamientos de
un sistema resorte/masa, el sistema necesariamente fallarfa. Las oscilaciones grandes
de la masa forzardn en algin momento el resorte mds alld de su limite eldstico. Se podria
argumentar también que el modelo resonante presentado en la figura 5.1.14 es por com-
pleto irreal, porque no se toman en cuenta los efectos retardadores de las fuerzas de amor-
tiguamiento que siempre estdn presentes. Aunque es verdad que la resonancia pura no
puede ocurrir cuando se toma en consideracion la cantidad pequefia de amortiguamien-
to, las amplitudes de vibracién grandes e igualmente destructivas pueden ocurrir (aunque
acotadas conforme 7 — °). Véase el problema 43 de los ejercicios 5.1.
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FIGURA 5.1.15 Circuito LRC en

serie.

5.1.4 CIRCUITO EN SERIE ANALOGO

CIRCUITOS LRCEN SERIE  Como se mencion en la introduccién de este capitulo, mu-
chos sistemas fisicos diferentes se describen mediante una ecuacién diferencial de segundo
orden similar a la ecuacién diferencial de movimiento forzado con amortiguamiento:

d*x dx
— + B— + kx = f(1). 32
moa B 5 R 10 (32
Si i(r) denota la corriente en el circuito eléctrico en serie LRC que se muestra en la
figura 5.1.15, entonces las caidas de voltaje en el inductor, resistor y capacitor son
como se muestra en la figura 1.3.3. Por la segunda ley de Kirchhoff, la suma de estos
voltajes es igual al voltaje E(f) aplicado al circuito; es decir,
di 1
L—+Ri+—q=EQ. 33
5 TRt ©) (33)
Pero la carga ¢(¢) en el capacitor se relaciona con la corriente i(f) con i = dq/dt, asi la
ecuacion (33) se convierte en la ecuacién diferencial lineal de segundo orden
1%q dg 1
L=+ R 4~ 4 = E- (34)
dr dt C
La nomenclatura usada en el andlisis de circuitos es similar a la que se emplea
para describir sistemas resorte/masa.
Si E(r) = 0, se dice que las vibraciones eléctricas del circuito estén libres. Debido a
que la ecuacion auxiliar para (34) es Lm? + Rm + 1/C = 0, habra tres formas de solucién
con R # 0, dependiendo del valor del discriminante R> — 4L/C. Se dice que el circuito es

sobreamortiguado si R*—4L/C > 0.
criticamente amortiguado si  R> — 4L/C = 0,
y subamortiguado si R*—4L/C<0.

En cada uno de estos tres casos, la solucién general de (34) contiene el factor e %/,
asi ¢(1) — 0 conforme ¢ — . En el caso subamortiguado cuando ¢(0) = ¢,, la carga
en el capacitor oscila a medida que ésta disminuye; en otras palabras, el capacitor se
carga y se descarga conforme ¢t — . Cuando E(f) = 0y R = 0, se dice que el circuito
no estd amortiguado y las vibraciones eléctricas no tienden a cero conforme 7 crece sin
limite; la respuesta del circuito es armoénica simple.

I EJEMPLO 9 Circuito en serie subamortiguado

Encuentre la carga ¢(f) en el capacitor en un circuito LRC cuando L = 0.25 henry (h),
R = 10 ohms (), C = 0.001 farad (f), E(r) = 0, g(0) = g, coulombs (C) e i(0) = 0.

SOLUCION Puesto que 1/C = 1000, la ecuacién (34) se convierte en

1

:lq” + 10q¢" + 1000g =0 o ¢" + 40q" + 4000g = 0.
Resolviendo esta ecuacién homogénea de la manera usual, se encuentra que el circuito
es subamortiguado y ¢(t) = e *"(c, cos 60t + ¢, sen 60¢). Aplicando las condiciones

.. _ o
iniciales, se encuentra ¢ LT 4yY ¢ =54, Por tanto

1
q(t) = Clo€_2°’<cos 60t + 5 sen 6()t>.
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Usando (23), podemos escribir la solucién anterior como

40

0
q(t) = e sen(60r + 1.249). [ ]

Cuando se aplica un voltaje E(¢) al circuito, se dice que las vibraciones eléctricas
son forzadas. En el caso cuando R # 0, la funcién complementaria ¢ (¢) de (34) se
llama solucién transitoria. Si E(r) es periddica o una constante, entonces la solucién
particular qp(t) de (34) es una soluciéon de estado estable.

I EJEMPLO 10 Corriente de estado estable

Encuentre la solucién de estado estable qp(t) y la corriente de estado estable en un
circuito LRC en serie cuando el voltaje aplicado es E(r) = E sen yt.

SOLUCION La solucién de estado estable qp(t) es una solucion particular de la ecua-
cion diferencial

p¥a, g 1 _ o ¢
i — —_ = sen .
dr dr | cd 7 Fosny

Con el método de coeficientes indeterminados, se supone una solucién particular de la
forma q,(1) = Asenyt + B cos yr. Sustituyendo esta expresion en la ecuacion diferen-
cial e igualando coeficientes, se obtiene

1
E(Ly——)
A= i Cy B = EoR .
2L 1 2L 1
- L22——+—+R2> - <L22——+—+R2>
7( Yoot oy NEY =76 T ey

Es conveniente expresar A y B en términos de algunos nuevos simbolos.

i ! 2L | 1
Si X=Ly—— entonces Z2 =122 - =4+ —— .
Y Cy Y C (2
2L 1
Si Z=VX*+ R,  entonces 72 = [2y? — Stmmt R2.
Y

Por tanto A = E X /(—yZ?)y B = E R /(—yZ?), asi que la carga de estado estable es

Ahora la corriente de estado estable estd dada por 7,(f) = ¢,(1):

E,(R X
i(t) = EO (— senyt — Ecos yt). 35 m

Z

Las cantidades X = Ly — 1/Cyy Z = VX2 + R? definidas en el ejemplo 11 se
llaman reactancia ¢ impedancia del circuito, respectivamente. Tanto la reactancia
como la impedancia se miden en ohms.
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EJERCICIOS 5.1

Las respuestas a los problemas con niimero impar comienzan en la pdgina RES-7.

5.1

.1 SISTEMAS RESORTE/MASA:

MOVIMIENTO LIBRE NO AMORTIGUADO

1.

Una masa que pesa 4 libras se une a un resorte cuya cons-
tante es 16 lb/pie. ;Cudl es el periodo del movimiento
armonico simple?

Una masa de 20 kilogramos se une a un resorte. Si la fre-
cuencia del movimiento arménico simple es 2/ ciclos/s,
(cudl es la constante de resorte k? ;Cudl es la frecuencia
del movimiento arménico simple si la masa original se
reemplaza con una masa de 80 kilogramos?

Una masa que pesa 24 libras, unida al extremo de un re-
sorte, lo alarga 4 pulgadas. Al inicio, la masa se libera
desde el reposo en un punto 3 pulgadas arriba de la posi-
ci6én de equilibrio. Encuentre la ecuacién de movimiento.

Determine la ecuacion de movimiento si la masa del pro-
blema 3 se libera al inicio desde la posicion de equilibrio
con una velocidad descendente de 2 pies/s.

Una masa que pesa 20 libras alarga 6 pulgadas un resorte.

La masa se libera al inicio desde el reposo en un punto

6 pulgadas abajo de la posicion de equilibrio.

a) Encuentre la posicién de la masa en los tiempos ¢ =
7w /12, 7/8, w/6, /4y 9w /32 s.

b) (Cudl es la velocidad de la masa cuando ¢t = 37/16 s?
(En qué direccion se dirige la masa en este instante?

¢) (Enqué tiempos la masa pasa por la posicion de equi-
librio?

Una fuerza de 400 newtons alarga 2 metros un resorte.
Una masa de 50 kilogramos se une al extremo del resorte
y se libera inicialmente desde la posiciéon de equilibrio
con una velocidad ascendente de 10 m/s. Encuentre la
ecuacion de movimiento.

Otro resorte cuya constante es 20 N/m se suspende del
mismo soporte, pero paralelo al sistema resorte/masa
del problema 6. Al segundo resorte se le coloca una
masa de 20 kilogramos y ambas masas se liberan al ini-
cio desde la posicién de equilibrio con una velocidad
ascendente de 10 m/s.

a) ;Cudl masa presenta la mayor amplitud de movi-
miento?

b) (Cudl masa se mueve mas rdapido en t = 7/4 s? ;En
/2 s?

¢) (En qué instantes las dos masas estan en la misma
posicién? ;Dénde estan las masas en estos instantes?
(En qué direcciones se estdn moviendo las masas?

Una masa que pesa 32 libras alarga 2 pies un resorte.
Determine la amplitud y el periodo de movimiento si la
masa se libera inicialmente desde un punto situado 1 pie

10.

11.

12.

arriba de la posicién de equilibrio con una velocidad as-
cendente de 2 pies/s. ;Cudntos ciclos enteros habrd com-
pletado la masa al final de 47 segundos?

. Una masa que pesa 8 libras se une a un resorte. Cuando se

pone en movimiento, el sistema resorte/masa exhibe mo-
vimiento arménico simple. Determine la ecuacion de
movimiento si la constante de resorte es 1 1b/pie y la masa
se libera inicialmente desde un punto 6 pulgadas abajo de
la posicion de equilibrio, con una velocidad descendente
de 2 pie/s. Exprese la ecuacién de movimiento en la

2
forma dada en (6).

Una masa que pesa 10 libras alarga un resorte % pie. Esta
masa se retira y se coloca una de 1.6 slugs, que se libera
desde un punto situado a % pie arriba de la posicion de
equilibrio, con una velocidad descendente de % pie/s. Ex-
prese la ecuacion de movimiento en la forma dada en (6).
(En qué tiempos la masa logra un desplazamiento debajo
de la posicioén de equilibrio numéricamente igual a % de
la amplitud?

Una masa que pesa 64 libras alarga 0.32 pies un resorte.
Al inicio la masa se libera desde un punto que esta 8 pul-
gadas arriba de la posicién de equilibrio con una veloci-
dad descendente de 5 pies/s.

a) Encuentre la ecuacion de movimiento.
b) (Cudles son la amplitud y el periodo del movimiento?

¢) (Cudntos ciclos completos habra realizado la masa al
final de 37 segundos?

d) (En qué momento la masa pasa por la posicién de
equilibrio con direccién hacia abajo por segunda vez?

e) (En qué instantes la masa alcanza sus desplazamientos
extremos en cualquier lado de la posicién de equilibrio?

f) (Cudles la posicion de lamasaent = 3 s?
g) (Cudl es la velocidad instantdnea en r = 3 s?
h) ;Cudl es la aceleraciénen t = 3 s?

i) (Cudl es la velocidad instantdnea en los instantes
cuando la masa pasa por la posicién de equilibrio?

J)  (En qué instantes la masa estd 5 pulgadas abajo de la
posicién de equilibrio?
k) (En qué instantes la masa estd 5 pulgadas abajo de la

posicion de equilibrio apuntando en direccion hacia
arriba?

Una masa de 1 slug se suspende de un resorte cuya cons-
tante es de 9 Ib/pie. Inicialmente la masa se libera desde
un punto que estd 1 pie arriba de la posicién de equilibrio
con una velocidad ascendente de \/3 pies/s. Determine
los instantes en los que la masa se dirige hacia abajo a una
velocidad de 3 pies/s.



13.

14.

15.

16.

5.1

Bajo algunas circunstancias, cuando dos resortes para-
lelos, con constantes k, y k,, soportan una sola masa, la
constante de resorte efectiva del sistema se expresa
como k = 4k k,/(k, + k,). Una masa que pesa 20 libras
estira 6 pulgadas un resorte y 2 pulgadas otro resorte. Los
resortes se unen a un soporte rigido comun y luego a una
placa metélica. Como se muestra en la figura 5.1.16, la
masa se une al centro de la placa en la configuracién de
resorte doble. Determine la constante de resorte efectiva
de este sistema. Encuentre la ecuacién de movimiento si
la masa se libera inicialmente desde la posicién de equili-
brio con una velocidad descendente de 2 pies/s.

FIGURA 5.1.16 Sistema de resorte doble del
problema 13.

Una cierta masa alarga un resorte % pie y otro resorte %
pie. Los dos resortes se unen a un soporte rigido comun
en la manera descrita en el problema 13 y en la figura
5.1.16. Se quita la primera masa y se coloca una que pesa
8 libras en la configuracién de resorte doble y se pone en
movimiento el sistema. Si el periodo de movimiento es
/15 segundos, determine cudnto pesa la primera masa.

Un modelo de un sistema de resorte/masa es 4x” + ¢ *'’x
= 0. Por inspeccion de la ecuacion diferencial solamente,
describa el comportamiento del sistema durante un pe-
riodo largo.

El modelo de un sistema de resorte/masa es 4x” + tx = 0.
Por inspeccidén de la ecuacion diferencial solamente, des-
criba el comportamiento del sistema durante un periodo
largo.

5.1.2 SISTEMAS RESORTE/MASA:

MOVIMIENTO LIBRE AMORTIGUADO

En los problemas 17 a 20, la figura representa la grafica de una
ecuacion de movimiento para un sistema resorte/masa amorti-
guado. Use la gréfica para determinar:

a)

b)

si el desplazamiento inicial estd arriba o abajo de la posi-
cién de equilibrio y

si la masa se libera inicialmente desde el reposo, con di-
reccion descendente o ascendente.
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18.

19.

20.

21.
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FIGURA 5.1.17 Griéfica del problema 17.
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FIGURA 5.1.18 Gréfica del problema 18.
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FIGURA 5.1.19 Grifica del problema 19.
X
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FIGURA 5.1.20 Gréfica del problema 20.
Una masa que pesa 4 libras se une a un resorte cuya cons-

tante es 2 Ib/pie. El medio ofrece una fuerza de amor-
tiguamiento que es numéricamente igual a la velocidad
instantdnea. La masa se libera desde un punto situado
1 pie arriba de la posicién de equilibrio con una veloci-
dad descendente de 8 pies/s. Determine el tiempo en el
que la masa pasa por la posicion de equilibrio. Encuentre
el tiempo en el que la masa alcanza su desplazamiento
extremo desde la posicién de equilibrio. ;Cudl es la posi-
cién de la masa en este instante?
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22,

23.

24,

25.

26.

27.
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Un resorte de 4 pies mide 8 pies de largo después de col-
garle una masa que pesa 8 libras. El medio por el que se
mueve la masa ofrece una fuerza de amortiguamiento igual
a\V/2 veces la velocidad instantdnea. Encuentre la ecua-
cién de movimiento si la masa se libera inicialmente desde
la posicién de equilibrio con una velocidad descendente
de 5 pies/s. Calcule el tiempo en que la masa alcanza su
desplazamiento extremo desde la posicion de equilibrio.
(Cudl es la posicion de la masa en ese instante?

Una masa de 1 kilogramo se fija a un resorte cuya cons-
tante es 16 N/m y luego el sistema completo se sumerge
en un liquido que imparte una fuerza amortiguadora igual
a 10 veces la velocidad instantdnea. Determine las ecua-
ciones de movimiento si:

a) al inicio la masa se libera desde un punto situado
1 metro abajo de la posicién de equilibrio, y luego

b) lamasa se libera inicialmente desde un punto 1 metro
abajo de la posicion de equilibrio con una velocidad
ascendente de 12 m/s.

En los incisos a) y b) del problema 23, determine si la
masa pasa por la posicién de equilibrio. En cada caso,
calcule el tiempo en que la masa alcanza su desplaza-
miento extremo desde la posicion de equilibrio. ;Cudl es
la posicién de la masa en este instante?

Una fuerza de 2 libras alarga 1 pie un resorte. Una masa
que pesa 3.2 libras se une al resorte y luego se sumerge el
sistema en un medio que ofrece una fuerza de amortigua-
miento igual a 0.4 veces la velocidad instantdnea.

a) Encuentre la ecuacion de movimiento si inicialmente
se libera la masa desde el reposo en un punto situado
a 1 pie por encima de la posicién de equilibrio.

b) Exprese la ecuacién de movimiento en la forma dada
en (23).

¢) Encuentre la primera vez en que la masa pasa a través
de la posicién de equilibrio en direccién hacia arriba.

Después de que una masa de 10 libras se sujeta a un re-
sorte de 5 pies, éste llega a medir 7 pies. Se retira la masa
y se sustituye con una de 8 libras. Luego se coloca al
sistema en un medio que ofrece una fuerza de amortigua-
miento igual a la velocidad instantdnea.

a) Encuentre la ecuacion de movimiento si la masa se li-
bera inicialmente desde el reposo de un punto situado
1 pie arriba de la posicién de equilibrio.

b) Exprese la ecuacién de movimiento en la forma dada
en (23).

¢) Calcule los tiempos en los que la masa pasa por la
posicion de equilibrio con direccién hacia abajo.

d) Trace la grafica de la ecuacién de movimiento.

Una masa que pesa 10 libras produce un alargamiento de
2 pies en un resorte. La masa se une a un dispositivo amor-
tiguador que ofrece una fuerza de amortiguamiento igual
a B (B > 0) veces la velocidad instantanea. Determine

28.

los valores de la constante de amortiguamiento 3 por lo
que el movimiento posterior sea a) sobreamortiguado,
b) criticamente amortiguado y ¢) subamortiguado.

Una masa que pesa 24 libras alarga 4 pies un resorte. El
movimiento posterior toma lugar en un medio que ofrece
una fuerza de amortiguamiento igual a 8 (8 > 0) veces la
velocidad instantdnea. Si al inicio la masa se libera desde
la posicién de equilibrio con una velocidad ascendente
de 2 pies/s, muestre que cuando 8 > 32 laecuacién de
movimiento es

-3 2
-~ ,-2Bi3 ZN\/
x(1) — 18e ! senh3 BZ 18t

5.1.3 SISTEMAS RESORTE/MASA:

MOVIMIENTO FORZADO

29.

30.

31.

32.

33.

34.

Una masa que pesa 16 libras alarga % pie un resorte. La
masa se libera inicialmente desde el reposo desde un punto
2 pies abajo de la posicién de equilibrio y el movimiento
posterior ocurre en un medio que ofrece una fuerza de
amortiguamiento igual a % de la velocidad instantdnea.
Encuentre la ecuacién de movimiento si se aplica a la
masa una fuerza externa igual a f() = 10 cos 3t.

Una masa de 1 slug estd unida a un resorte cuya cons-
tante es 5 Ib/pie. Al inicio la masa se libera 1 pie abajo de
la posicién de equilibrio con una velocidad descendente
de 5 pies/s y el movimiento posterior toma lugar en un
medio que ofrece una fuerza de amortiguamiento igual a
dos veces la velocidad instantinea.

a) Encuentre la ecuacién de movimiento si una fuerza
externa igual a f(r) = 12 cos 2t + 3 sen 2t actda
sobre la masa.

b) Trace la gréfica de las soluciones transitorias y de es-
tado estable en los mismos ejes de coordenadas.

¢) Trace la grifica de la ecuacién de movimiento.

Una masa de 1 slug, cuando se une a un resorte, causa en
éste un alargamiento de 2 pies y luego llega al punto de
reposo en la posicién de equilibrio. Empezando en = 0,
una fuerza externa igual a f(f) = 8 sen 4 se aplica al sis-
tema. Encuentre la ecuacién de movimiento si el medio
circundante ofrece una fuerza de amortiguamiento igual a
8 veces la velocidad instantdnea.

En el problema 31 determine la ecuacién de movimiento
si la fuerza externa es f(r) = e~ sen 4¢. Analice el despla-
zamiento para t — .

Cuando una masa de 2 kilogramos se une a un resorte cuya
constante es 32 N/m, éste llega al reposo en la posicién de
equilibrio. Comenzando en ¢ = 0, una fuerza igual a f(t) =
68¢7? cos 4t se aplica al sistema. Determine la ecuacién de
movimiento en ausencia de amortiguamiento.

En el problema 33, escriba la ecuacién de movimiento en
la forma x(r) = Asen(wt + ¢) + Be ¥sen(4t + 6). ;Cudl
es la amplitud de las vibraciones después de un tiempo
muy largo?
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36.

5.1

Una masa m estd unida al extremo de un resorte cuya
constante es k. Después de que la masa alcanza el equili-
brio, su soporte empieza a oscilar verticalmente respecto
a una recta horizontal L de acuerdo con una férmula A(r).
El valor de & representa la distancia en pies medida desde
L. Véase la figura 5.1.21.

a) Determine la ecuacion diferencial de movimiento si
el sistema entero se mueve en un medio que ofrece
una fuerza de amortiguamiento igual a B(dx/dr).

b) Resuelva la ecuacion diferencial del inciso a) si el re-
sorte se alarga 4 pies con una masa que pesa 16 libras
y B =2,h(t) = 5cost,x0)=x"(0)=0.

soporte

- } h(t)

k3

Soporte oscilante del problema 35.

FIGURA 5.1.21

Una masa de 100 gramos se fija a un resorte cuya cons-

tante es 1600 dinas/cm. Después de que la masa alcanza el

equilibrio, su apoyo oscila de acuerdo con la formula (7)) =
sen 8¢, donde & representa el desplazamiento desde su posi-

cion original. Véanse el problema 35 y la figura 5.1.21.

a) En ausencia de amortiguamiento, determine la ecua-
cién de movimiento si la masa parte del reposo desde
la posicién de equilibrio.

b) (En qué instantes la masa pasa por la posiciéon de
equilibrio?

¢) (En qué tiempos la masa alcanza sus desplazamien-
tos extremos?

d) (Cuadles son los desplazamientos maximo y minimo?

e) Trace la grifica de la ecuacién de movimiento.

En los problemas 37 y 38, resuelva el problema con valores

iniciales.
d2
37. d_tf + 4x =—5sen 2t + 3 cos 2t,
x(0) = -1, x'(0)=1
d’x ,
38. e +9x =5sen3sr, x(0)=2, x'(0)=0
39. a) Muestre que la solucion del problema con valores ini-
ciales
d’x 5 )
E—F wx = Fycosyt, x(0)=0, x'(0)=0

Fy
es x(1) = ———— (cos yt — cos wt).
" =y
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41.
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F,
b) Evalie lim %(cos Yt — cos wt).
Y=o - — —y

Compare el resultado obtenido en el inciso b) del pro-
blema 39 con la solucién obtenida usando la variacion de
pardmetros cuando la fuerza externa es F, cos wt.

a) Muestre que x(¢) dada en el inciso a) del problema 39
se puede escribir en la forma

B F, 1 1
x(1) = m senz (y — o)t seni (y + o)t.

b) Sisedefine ¢ = % (y — w), muestre que cuando € es
pequeiia una solucién aproximada es

Fy
x(f) = — senet sen yt.
2ey

Cuando ¢ es pequefia, la frecuencia /27 de la fuerza apli-
cada es cercana a la frecuencia /27 de vibraciones libres.
Cuando esto ocurre, el movimiento es como se indica en la
figura 5.1.22. Las oscilaciones de esta clase se llaman pulsa-
ciones y se deben al hecho de que la frecuencia de sen &f es
bastante pequefia en comparacion con la frecuencia de sen
yt. Las curvas punteadas o envoltura de la grafica de x(¢), se
obtienen de las graficas de +(F, /2ey) sen et. Use un pro-
grama de graficacion para trazar graficas con varios valores
de F, &,y y para comprobar la gréfica de la figura 5.1.22.

FIGURA 5.1.22 Fenémeno de pulsaciones del problema 41.

Tarea para el laboratorio de computacién

42,

43.

(Puede haber pulsaciones cuando se agrega una fuerza
de amortiguamiento al modelo del inciso a) del problema
39? Defienda su posicion con las gréaficas obtenidas ya
sea de la solucién explicita del problema

& d
d—tf ¥ 2)7’; + w2 = Fycos yt, x(0) =0, x(0)=0

o de curvas solucién obtenidas usando un programa de
solucién numérica.

a) Muestre que la solucién general de
d*x dx
— 4+ 2A— + w’x = Fysenyt
dr? dt 05enY
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€S

x(f) = Ae Msen(Vw? — At + ¢)
- Fo

Vi(w? — y2)? + 4A2y?

donde A = Ve¢,> + ¢, y los dngulos de fase ¢ y 0
estan, respectivamente, definidos por sen ¢ = ¢ /A,

cosp =c, /Ay

sen(yt + 0),

—2\y
\/(wz — 72)2 + 4)\2,),2
W — 9>

\/(wz — ,),2)2 + 4/\2,),2
b) La solucién del inciso a) tiene la forma x(1) = x (£) +
xp(t). La inspeccién muestra que x (7) es transitoria y
por tanto para valores grandes de tiempo, la solucién
se aproxima mediante xp(t) = g(y)sen(yt + 6), donde

Fy

Vi(w? — y2)? + 42292
Aunque la amplitud g(y) de xp(t) esta acotada con-
forme t — o, demuestre que las oscilaciones maxi-
mas ocurrirdn en el valor y, = Vw? — 2A%. ;Cudl es

el valor maximo de g? El nimero V w? — 2A2/27 se
dice que es la frecuencia de resonancia del sistema.

senf =

cos 6 =

gly) =

¢) Cuando Fy=2,m = 1yk = 4, g se convierte en
2
Vi -y + gy
Construya una tabla de valores de y, y g(y,) que
corresponden a los coeficientes de amortiguamien-
— — 3 1 1

toB=28=1, B:g’ﬁzi’yB:Z'Usando
un programa de graficacién para trazar obtenga las
graficas de g que corresponden a estos coeficientes de
amortiguamiento. Use los mismos ejes de coordenadas.
Esta familia de graficas se llama curva de resonancia
o curva de respuesta de frecuencia del sistema. (A
qué valor se aproxima vy, conforme 8 — 07 ;{Qué su-
cede con la curva de resonancia conforme 8 — 0?

gly) =

Considere un sistema resorte/masa no amortiguado des-
crito por el problema con valores iniciales

d’x

— + w’x = Fysen” yt,

17 x(0) = 0,

x'(0) = 0.
a) Paran = 2, explique por qué hay una sola frecuencia
v,/27 en la que el sistema estd en resonancia pura.

b) Paran = 3, analice por qué hay dos frecuencias vy, /27
Y v,/27 en las que el sistema estd en resonancia pura.

¢) Supongaque w = 1y F, = 1. Use un programa de so-
lucién numérica para obtener la gréfica de la solucién
del problema con valores iniciales paran = 2y y =
v, en el inciso a). Obtenga la gréfica de la solucion del
problema con valores iniciales para n = 3 que corres-
ponde, asuvez,ay = vy, yy = v,enelinciso b).

5.1.4 CIRCUITO EN SERIE ANALOGO

45.

46.

Encuentre la carga en el capacitor de un circuito en serie
LRCent = 0.0l scuando L = 0.05h,R=2Q, C =
0.01f, E(r) = 0V, q(0) =5Cei(0) =0 A. Determine la
primera vez en que la carga del capacitor es igual a cero.

Calcule la carga del capacitor en un circuito LRC en serie
cuando L =1h,R=20Q, C = 3;f, E®) = 0V, ¢(0)
=4Cei(0) =0 A. ;Alguna vez la carga en el capacitor

es igual a cero?

En los problemas 47 y 48 encuentre la carga en el capacitor
y la corriente en el circuito LRC. Determine la carga maxima
en el capacitor.

47.

48.

49.

50.

51.

52.

53.

54.

55.

56.

57.

58.

L=35h,R=10Q, C=%f E®) =300V, ¢(0)=0C,
i(0)=0A

L=1h, R=100Q,
q0)=0C¢C,i(0)=2A

C=10.0004f, E@) =30V,

Encuentre la carga y la corriente de estado estable en un
circuito LRC en serie cuandoL = 1h,R =2 Q, C =0.25
fyE({) =50costV.

Demuestre que la amplitud de la corriente de estado esta-
ble en el circuito LRC en serie del ejemplo 10 estd dada
por E /Z, donde Z es la impedancia del circuito.

Use el problema 50 para demostrar que la corriente de es-
tado estable en un circuito LRC en serie cuando L = ; h,
R=20Q,C =0.001f,yE(t) = 100 sen 60z V, estd dada
por ip(t) = 4.160 sen(60r — 0.588).

Encuentre la corriente de estado estable en un circuito
LRC cuando L =1h, R=20Q, C=0.001fy E@) =
100 sen 60t + 200 cos 407 V.

Encuentre la carga en el capacitor de un circuito
LRC en serie cuando L = %h, R=10Q, C=0.01f,
E(@®) =150V, g(0)=1Cei(0) =0 A. ;Cual es la carga
en el capacitor después de un largo tiempo?

Demuestre que si L, R, C'y EO son constantes, entonces la
amplitud de la corriente de estado estable del ejemplo 10
es un maximo cuando y = 1/ VLC . ;Cudl es la ampli-
tud méxima?

Demuestre que si L, R, E, y y son constantes, entonces la
amplitud de la corriente de estado estable en el ejemplo
10 es un méximo cuando la capacitancia es C = 1/Ly?.

Calcule la carga en el capacitor y la corriente en un cir-
cuito LC cuando L = 0.1 h, C = 0.1 f, E(r) = 100 sen 7yt
V,q0)=0Cei0) =0A.

Calcule la carga del capacitor y la corriente en un circuito
LC cuando E(7) = E cos yt V, q(0) = gq,Cei(0) =i A.

En el problema 57, determine la corriente cuando el cir-
cuito esta en resonancia.
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a)

curva de deflexion

b)

FIGURA 5.2.1 Deflexién de una viga
homogénea.

REPASO DE MATERIAL

e Problemas 37 a 40 de los ejercicios 4.3
e Problemas 37 a 40 de los ejercicios 4.4

INTRODUCCION  La secci6n anterior se dedicé a sistemas en los que un modelo matematico de
segundo orden va acompafiado de condiciones iniciales. Es decir, condiciones suplementarias que se
especifican en la funcién desconocida y su primera derivada es un solo punto. Pero con frecuencia la
descripcién matematica de un sistema fisico requiere resolver una ecuacion diferencial lineal homo-
génea sujeta a condiciones en la frontera, es decir, condiciones especificas de la funcién desconocida
o en una de sus derivadas o incluso una combinacién lineal de la funcién desconocida y una de sus
derivadas en dos (o mds) puntos diferentes.

DEFLEXION DE UNA VIGA Muchas estructuras se construyen usando trabes o
vigas y estas vigas se flexionan o deforman bajo su propio peso o por la influencia de
alguna fuerza externa. Como veremos a continuacion, esta deflexion y(x) estd gober-
nada por una ecuacién diferencial lineal de cuarto orden relativamente simple.

Para empezar, supongamos que una viga de longitud L es homogénea y tiene
secciones transversales uniformes a lo largo de su longitud. En ausencia de carga en
la viga (incluyendo su peso), una curva que une los centroides de todas sus secciones
transversales es una recta conocida como eje de simetria. Véase la figura 5.2.1a. Si se
aplica una carga a la viga en un plano vertical que contiene al eje de simetria, la viga,
como se muestra en la figura 5.2.1b, experimenta una distorsion y la curva que conecta
los centroides de las secciones transversales se llama curva de deflexién o curva
elastica. La curva de deflexion se aproxima a la forma de una viga. Ahora suponga que
el eje x coincide con el eje de simetria y que la deflexion y(x), medida desde este eje,
es positiva si es hacia abajo. En la teorfa de elasticidad se muestra que el momento de
flexién M(x) en un punto x a lo largo de la viga se relaciona con la carga por unidad
de longitud w(x) mediante la ecuacién

2

dx?

= w(x). @))

Ademas, el momento de flexion M(x) es proporcional a la curvatura « de la curva eldstica
M(x) = Elxk, 2

donde E e I son constantes; E es el médulo de Young de elasticidad del material de la
viga e I es el momento de inercia de una seccion transversal de la viga (respecto a un eje
conocido como el eje neutro). El producto EI se llama rigidez flexional de la viga.

Ahora, del calculo, la curvatura estd dada por k = y”/[1 + (y")*]*2. Cuando la
deflexion y(x) es pequefia, la pendiente y’ = 0, y por tanto [1 + (y')*]**> = 1. Si se
permite que k = y”, la ecuacién (2) se convierte en M = EI y". La segunda derivada
de esta tltima expresion es

d’M & d*
y" =E%2. 3)

Si se utiliza el resultado en (1) para reemplazar &M /dx* en (3), se ve que la deflexién
y(x) satisface la ecuacion diferencial de cuarto orden
d*y

El — = w(x)- 4)

dx*
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x=0 x=L

a) empotrada en ambos extremos

x=0 x=L

b) viga en voladizo: empotrada en
el extremo izquierdo, libre en el
extremo derecho

A— A

x=0 x=L

¢) apoyada simplemente en ambos
extremos

FIGURA 5.2.2  Vigas con varias

condiciones de extremo.

TABLA 5.1

Extremos de la viga Condiciones frontera

empotrados
libres y'=0, y'=0
apoyados simplemente

o0 abisagrados y =0,

CAPITULO 5 MODELADO CON ECUACIONES DIFERENCIALES DE ORDEN SUPERIOR

Las condiciones de frontera asociadas con la ecuacién (4) dependen de como estén
apoyados los extremos de la viga. Una viga en voladizo estd empotrada o fija en un
extremo y libre en el otro. Un trampolin, un brazo extendido, un ala de avién y un balcén
son ejemplos comunes de tales vigas, pero incluso arboles, astas de banderas, rascacielos
y monumentos, actian como vigas en voladizo, debido a que estdn empotrados en un
extremo y sujetos a la fuerza de flexion del viento. Para una viga en voladizo la deflexion
y(x) debe satisfacer las siguientes dos condiciones en el extremo fijo x = 0:

* y(0) = 0 porque no hay flexién y
¢ y'(0) = 0 porque la curva de deflexion es tangente al eje x (en otras palabras,
la pendiente de la curva de deflexidn es cero en este punto).

En x = L las condiciones de extremo libre son

e y"(L) = 0 porque el momento de flexion es cero y
e y"(L) = 0 porque la fuerza de corte es cero.

La funcién F(x) = dM/dx = EI d’y/dx’ se llama fuerza de corte. Si un extremo de la viga
estd apoyado simplemente o abisagrado (a lo que también se conoce como apoyo con
perno o fulcro) entonces se debe tener y = 0y y” = 0 en ese extremo. En la tabla 5.1 se
resumen las condiciones en la frontera que se relacionan con (4). Véase la figura 5.2.2.

I EJEMPLO T Una viga empotrada

Una viga de longitud L estd empotrada en ambos extremos. Encuentre la deflexion
de la viga si una carga constante w, estd uniformemente distribuida a lo largo de su
longitud, es decir, w(x) = W 0<x<L.

SOLUCION De (4) vemos que la deflexién y(x) satisface

Debido a que la viga estd empotrada tanto en su extremo izquierdo (x = 0) como en su
extremo derecho (x = L), no hay deflexidn vertical y la recta de deflexion es horizontal
en estos puntos. Asi, las condiciones en la frontera son

y0 =0 y©=0  y=0  yE=0.

Se puede resolver la ecuacion diferencial no homogénea de la manera usual (determi-
nar y_observando que m = 0 es raiz de multiplicidad cuatro de la ecuacién auxiliar m*
= 0 y luego encontrar una solucién particular y, por coeficientes indeterminados) o
simplemente se integra la ecuacién d*y /dx* = w /EI sucesivamente cuatro veces. De
cualquier modo, se encuentra la solucién general de la ecuaciény =y, + y, que es

Wo o
24EI"

y(x) = ¢; + cx + 3% + o +

Ahora las condiciones y(0) = 0y y'(0) = O dan, a su vez, ¢, = 0y ¢, = 0, mientras que

las condiciones restantes y(L) = 0y y'(L) = O aplicadas a y(x) = c3x? + c4x° + 2421 x*
producen las ecuaciones simultdneas
w
L+l +—=L*=0
Yy

w
2e;L + 3¢,L* + —=L° = 0.
“ “¥ T 6EI
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FIGURA 5.2.3 Curva de deflexién
para el ejemplo 1.

Observe que
aqui se emplean
funciones
hiperbdlicas.
Vuelva a leer “Dos
ecuaciones que
merecen conocerse”
de la pagina 135.

"
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Resolviendo este sistema se obtiene ¢, = w L?/24El y ¢, = —w L/12EIL Asi que la
deflexion es
wol* ,  wyL

Wy 4
XT = X
24EI 12E1

3 X
24E]

y(x) =

Wo
24EIl
deflexién de la figura 5.2.3. [ |

o yx) = x*(x — L)?. Eligiendo w, = 24EI, y L = 1, obtenemos la curva de

EIGENVALORES Y FUNCIONES PROPIAS Muchos problemas de aplicacion re-
quieren que se resuelva un problema con valores en la frontera en dos puntos (PVF)
en los que interviene una ecuacién diferencial lineal que contiene un pardmetro A. Se
buscan los valores de A para los que el problema con valores en la frontera tiene solu-
ciones no triviales, es decir, no nulas.

I EJEMPLO 2 Soluciones no triviales de un PVF

Resuelva el problema con valores en la frontera

y'+Ay=0, y0) =0, yL)=0.
SOLUCION Consideraremos tres casos: A = 0, A < 0 yA>0.

CASO I:  Para A = 0Olasoluciéndey” = Oesy = c¢x + c,. Las condiciones y(0) = 0y
(L) = 0 aplicadas a esta solucién implican, a su vez, ¢, = 0y ¢, = 0. Por tanto, para A =
0 Ia tnica solucién del problema con valores en la frontera es la solucién trivial y = 0.

CASO II: Para A < 0 es conveniente escribir A = —a?, donde « denota un nimero
positivo. Con esta notacion las raices de la ecuaci6n auxiliar m* — & = O sonm, = a'y
m, = — a. Puesto que el intervalo en el que se estd trabajando es finito, se elige escribir

la solucién general de y” — @’y = 0 como y = ¢, cosh ax + ¢, senh ax. Ahora y(0) es
y(0) = ¢;cosh0 + ¢c;senhO0=c¢; * 1 + ¢, -0 =¢,

y por tanto, y(0) = 0 significa que ¢, = 0. Asiy = ¢, senh ax. La segunda condicion y(L)
= 0 requiere que ¢, senh aL. = 0. Para @ # 0, senh aLL # 0; en consecuencia, se estd
forzado a elegir ¢, = 0. De nuevo la solucion del PVF es la solucién trivial y = 0.

CASO Ill:  Para A > 0 se escribe A = &, donde « es un nimero positivo. Debido a
que la ecuacioén auxiliar m* + o* = 0 tiene raices complejas m, = ia 'y m, = —ia, la
solucion general de y” + o’y = 0 esy = ¢, cos ax + ¢, sen ax. Como antes, y(0) = 0
produce ¢, = 0y por tanto y = ¢, sen ax. Ahora la dltima condicién y(L) = 0, o

cysenal = 0,

se satisface al elegir ¢, = 0. Pero esto significa que y = 0. Si se requiere ¢, # 0, enton-
ces sen aL = 0 se satisface siempre que «L sea un multiplo entero de 7r.

n ,  [nm)?

aL=nm o a=— 0o A, =a,=|—), n=1,2,3,....
L L

Por tanto, para cualquier niimero real ¢, distinto de cero, y = ¢, sen(n7.x /L) es una solu-

cién del problema para cada n. Debido a que la ecuacién diferencial es homogénea, cual-

quier multiplo constante de una solucién también es una solucidn, asi que si se desea se

podria simplemente tomar ¢, = 1. En otras palabras, para cada nimero de la sucesién

2
? 477 97’
ME T M
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a) b)
FIGURA 5.2.4 Pandeo de una

columna elastica bajo una fuerza
compresiva.

L L\- Lt

X X X

a) b) c)

FIGURA 5.2.5 Curvas de deflexién
que corresponden a las fuerzas
compresivas P, P,, P,.

la funcién correspondiente en la sucesion

T 2 37
v = senzx, Vs =senfx, V3 =sen7x, SR
es una solucidn no trivial del problema original. [ ]
Los ndmeros A = n*m?/L* n=1,2,3,...paralos cuales el problema con va-

lores en la frontera del ejemplo 2 tiene soluciones no triviales que se conocen como
eigenvalores (valores propios). Las soluciones no triviales que dependen de estos va-
loresde A,y = c,sen(nmx /L) o simplemente y, = sen(nmx /L), se llaman funciones
propias (eigenfunciones).

PANDEO DE UNA COLUMNA VERTICAL DELGADA En el siglo xvmi,
Leonhard Euler fue uno de los primeros matematicos en estudiar un problema con
eigenvalores y analizar cémo se pandea una columna eléstica delgada bajo una fuerza
axial compresiva.

Considere una columna vertical larga y delgada de seccion transversal uniforme y
longitud L. Sea y(x) la deflexién de la columna cuando se aplica en la parte superior una
fuerza compresiva vertical constante, una carga P, como se muestra en la figura 5.2.4. Al
comparar los momentos de flexién en algin punto a lo largo de la columna, se obtiene

d2y _ dz).
EI i Py o EI
donde E es el médulo de Young para la elasticidad e I es el momento de inercia de una
seccion transversal respecto a una recta vertical por su centroide.

>+ Py =0, (@)
dx~

I EJEMPLO 3 La carga de Euler

Encuentre la deflexién de una columna homogénea vertical y delgada de longitud L su-
jeta a una carga axial constante P si la columna se fija con bisagras en ambos extremos.

SOLUCION  El problema con valores en la frontera por resolver es

d*y
E[ﬁ +Py=0, y0) =0, yL)=0.
X

Primero observe que y = 0 es una soluciéon muy buena de este problema. Esta solucién
tiene una simple interpretacion intuitiva: Si la carga P no es suficientemente grande,
no hay deflexion. Entonces la pregunta es ésta: ;para qué valores de P se dobla la co-
lumna? En términos matemaéticos: ;para qué valores de P el problema con valores en
la frontera tiene soluciones no triviales?

Al escribir A = P/EI, vemos que

y'+Ay=0, y0)=0, yL)=0

es idéntico al problema del ejemplo 2. Del caso III de esa descripcion se ve que las de-
flexiones son y (x) = ¢, sen(nwx/L) que corresponden a los eigenvalores A =P
JEI = r*w? /L% n=1,2,3,... Desde el punto de vista fisico, esto significa que la co-
lumna experimenta flexién sélo cuando la fuerza compresiva es uno de los valores
P = n*m’El /L* n=1,2,3,... Estas fuerzas diferentes se llaman cargas criticas. La
deflexién correspondiente a la carga critica mas pequefia P, = 7r*EI /L?, llamada carga
de Euler, es y (x) = ¢, sen(7x /L) y se conoce como primer modo de pandeo. [ |

Las curvas de deflexion del ejemplo 3 que corresponden an = 1, n =2y n
= 3 se muestran en la figura 5.2.5. Observe que si la columna original tiene alguna
clase de restriccion fisica en x = L/2, entonces la carga critica mds pequefa serd
P, = 4m’EI/L? y la curva de deflexion serd como se muestra en la figura 5.2.5b. Si
se ponen restricciones a la columna en x = L/3 y en x = 2L/3, entonces la columna
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FIGURA 5.2.6 Cuerda rotatoria y
fuerzas que actdan sobre ella.
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no se pandea hasta que se aplica la carga critica P, = 972EI /L? y 1a curva de deflexion
serd como se muestra en la figura 5.2.5c. Véase el problema 23 de los ejercicios 5.2.

CUERDA ROTANDO La ecuacion diferencial lineal de segundo orden
y'+Ay=0 (6)

se presenta una y otra vez como un modelo matematico. En la seccién 5.1 vimos que
la ecuacion (6) en las formas d*x /di* + (k/m)x = 0y d*q/dt* + (1/LC)q = 0 son mo-
delos para el movimiento arménico simple de un sistema resorte/masa y la respuesta
armoOnica simple de un circuito en serie, respectivamente. Es evidente cuando el modelo
para la deflexién de una columna delgada en (5) se escribe como d?y /dx* + (P/EIl)y = 0
que es lo mismo que (6). Se encuentra la ecuacion bésica (6) una vez mas en esta seccion:
como un modelo que define la curva de deflexion o la forma y(x) que adopta una cuerda
rotatoria. La situacion fisica es similar a cuando dos personas sostienen una cuerda para
saltar y la hacen girar de una manera sincronizada. Véase la figura 5.2.6a 'y 5.2.6b.

Suponga que una cuerda de longitud L con densidad lineal constante p (masa por
unidad de longitud) se estira a lo largo del eje x y se fijaenx = 0 y x = L. Suponga que
la cuerda se hace girar respecto al eje a una velocidad angular constante w. Considere
una porcion de la cuerda en el intervalo [x, x + Ax], donde Ax es pequefia. Si la mag-
nitud 7 de la tensiéon T que actiia tangencial a la cuerda, es constante a lo largo de
ésta, entonces la ecuacion diferencial deseada se obtiene al igualar dos formulaciones
distintas de la fuerza neta que actia en la cuerda en el intervalo [x, x + Ax]. Primero,
vemos en la figura 5.2.6¢ se ve que la fuerza vertical neta es

F = Tsen6, — T senb,. @)

Cuando los dngulos 6, y 6, (medidos en radianes) son pequefios, se tiene sen 6, = tan
0,y sen 0 = tan 6,. Ademds, puesto que tan 6, y tan 6, son, a su vez, pendientes de
las rectas que contienen los vectores T, y T, también se puede escribir

tanf, = y'(x + Ax) y tanf, = y'(x).
Por tanto, la ecuacién (7) se convierte en

F=T[yx+ Ax) —y'(x)]. (8)

Segundo, se puede obtener una forma diferente de esta misma fuerza neta usando
la segunda ley de Newton, F = ma. Aqui la masa del resorte en el intervalo es
m = p Ax; la aceleracion centripeta de un cuerpo que gira con velocidad angular w en
un circulo de radio r es a = rw* Con Ax pequeiia se toma r = y. Asi la fuerza vertical
neta es también aproximadamente igual a

~ —(pAxyo’, ©)

donde el signo menos viene del hecho de que la aceleracién apunta en la direccién
opuesta a la direccion y positiva. Ahora, al igualar (8) y (9), se tiene

lcocicmc de diferencias

T y'(x + Ax) — y'(x)

Th'(x + Ax) — y' (0] = —(pAx)yw®> o Ar + po’y = 0. (10)

Para Ax cercana a cero el cociente de diferencias en (10) es aproximadamente la se-
gunda derivada d?y/dx*. Por dltimo, se llega al modelo

dl y

ﬂ
dx-

+ pw’y = 0. (1n

Puesto que la cuerda esta anclada en sus extremos en x = 0 y x = L, esperamos que
la solucién y(x) de la ecuacion (11) satisfaga también las condiciones frontera y(0) =
0y L) =0.
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COMENTARIOS

i) Los eigenvalores no siempre son féaciles de encontrar, como sucedi6 en el
ejemplo 2; es posible que se tengan que aproximar las raices de ecuaciones
como tan x = —x 0 cos x cosh x = 1. Véanse los problemas 34 a 38 en los
ejercicios 5.2.

i1) Las condiciones de frontera aplicadas a una solucion general de una ecua-
cion diferencial dan lugar a un sistema algebraico homogéneo de ecuaciones
lineales en las que las incégnitas son los coeficientes ¢, de la solucién general.
Un sistema algebraico homogéneo de ecuaciones lineales es siempre consis-
tente porque por lo menos tiene una solucidn trivial. Pero un sistema homogé-
neo de n ecuaciones lineales con n incégnitas tiene una solucién no trivial si'y
sélo si el determinante de los coeficientes es igual a cero. Podria ser necesario

usar este tltimo hecho en los problemas 19 y 20 de los ejercicios 5.2.

EJERCICIOS 5.2

Las respuestas a los problemas con niimero impar comienzan en la pagina RES-8.

Deflexion de una viga

En los problemas 1 a 5 resuelva la ecuacion (4) sujeta a las
condiciones de frontera adecuadas. La viga es de longitud Ly

WOC

1.

S una constante.

a) La viga estd empotrada en su extremo izquierdo y

libre en su extremo derecho y w(x) = w,, 0 <x < L.

b) Use un programa de graficacién para trazar la curva
de deflexion cuando w, = 24Ely L = 1.

a) La viga estd apoyada simplemente en ambos extre-
mos, y w(x) = W 0<x<L.

b) Use un programa de graficacion para trazar la curva
de deflexién cuando w, = 24Ely L = 1.

a) La viga estd empotrada en su extremo izquierdo y
apoyada simplemente en su extremo derecho, y w(x)
=W, 0<x<L.

b) Use un programa de graficacién para trazar la curva
de deflexion cuando w, = 48Ely L = 1.

. a) La viga estd empotrada en su extremo izquierdo y

apoyada simplemente en su extremo derecho, y w(x)
= w, sen(mx/L), 0 <x < L.

b) Utilice un programa de graficacién para trazar la
curva de deflexién cuando wy = 2 mEl'y L = 1.

¢) Usando un programa de graficacién para encontrar
raices (o de una calculadora gréfica) aproxime el
punto en la grifica del inciso b) en el que ocurre la
méxima deflexion. ;Cudl es la maxima deflexion?

a) La viga estd simplemente soportada en ambos extre-
mos y w(x) = wyx, 0 <x <L.

b) Utilice un programa de graficacion para trazar la
curva de deflexion cuando w, = 36Ely L = 1.

¢) Usando un programa de graficacién para encontrar
raices (o de una calculadora grafica) aproxime el

punto en la gréfica del inciso b) en el que ocurre la
méxima deflexion. ;Cudl es la maxima deflexion?

6. a) Calcule la deflexiéon maxima de la viga en voladizo

del problema 1.

b) (Cdémo se compara con el valor del inciso a) con la
deflexién maxima de una viga que tiene la mitad de
largo?

¢) Encuentre la deflexion méxima de la viga apoyada
del problema 2.

d) (Cémo se compara la deflexion mdxima de la viga
con apoyos simples del inciso c) con el valor de la de-
flexiéon maxima de la viga empotrada del ejemplo 1?

. Una viga en voladizo de longitud L estd empotrada en su

extremo derecho y se aplica una fuerza de P libras en su ex-
tremo izquierdo libre. Cuando el origen se toma como
su extremo libre, como se ilustra en la figura 5.2.7, se
puede demostrar que la deflexion y(x) de la viga satisface
la ecuacién diferencial

X
Ely" = Py — w(x)i.

Encuentre la deflexion de la viga en voladizo si w(x) =
wex, 0 <x <Lyy0)=0,y(L)=0.

y

WoX

P

0 )‘c 54

FIGURA 5.2.7 Deflexion de la viga en voladizo del problema 7.
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8. Cuando se aplica una fuerza compresiva en lugar de una
fuerza de tensién en el extremo libre de la viga del pro-
blema 7, la ecuacion diferencial de la deflexion es

Ely" = —Py — w(x)%.

Resuelva esta ecuacion si w(x)
=0,y (L) =0.

=wx, 0<x <L,y y0)

Eigenvalores y funciones propias

En los problemas 9 a 18 determine los eigenvalores y las fun-
ciones propias del problema con valores en la frontera dado.

9. y"+Ay=0, y0) =0, y(@)=0
10. y"+ Ay =0, y(0)=0, y(w/4)=0
11. y"+ Ay =0, y'(0)=0, y(L)=0
12. y"+ Ay =0, y0) =0, y(7/2)=0
13. y"+ Ay =0, y'(0)=0, y'(m)=0
14. y"+Ay=0, y(—m) =0, y(m)=0

15. y"+2y' + (A + Dy=0, y(0)=0, y®5) =0
16. y"+ (A + Dy =0, »'(0)=0, y'(1)=0

17. x*»y" +xy' + Ay =0, y(1)=0, y() =0
18. x2" +xy' +Ay=0, y(eH=0, y1)=0

En los problemas 19 y 20 determine los eigenvalores y las
funciones propias del problema con valores en la frontera
dado. Considere sélo el caso A = o, a > 0.

19. y¥ = Ay =0, y(0)=0, y"(0)=0, y()=0,
Y1) =0

20. y9 = Ay =0, y'(0) =0, y"(©0)=0, y(m) =0,
y'(m) =0

Pandeo de una columna delgada

21. Considere la figura 5.2.5. ;Dénde se deben colocar en la
columna las restricciones fisicas si se quiere que la carga
critica sea P,? Dibuje la curva de deflexion correspon-
diente a esta carga.

22. Las cargas criticas de columnas delgadas dependen de las
condiciones de extremo de la columna. El valor de la carga
de Euler P, en el ejemplo 3 se obtuvo bajo la suposicion de
que la columna estaba abisagrada por ambos extremos. Su-
ponga que una columna vertical homogénea delgada estd em-
potrada en su base (x = 0) y libre en su parte superior (x = L)
y que se aplica una carga axial constante P en su extremo
libre. Esta carga causa una deflexién pequefia 6 como se
muestra en la figura 5.2.8 o no causa tal deflexién. En cual-
quier caso la ecuacién diferencial para la deflexion y(x) es

d?y
EI%2 + py = ps,
dx? Y

P
x=L T

o

y

FIGURA 5.2.8 Deflexién de la columna vertical del
problema 22.

a) (Cudl es la deflexién predicha cuando 6 = 0?

b) Cuando 6 # 0, demuestre que la carga de Euler para
esta columna es un cuarto de la carga de Euler para la
columna que estd abisagrada del ejemplo 3.

23. Como se menciono en el problema 22, la ecuacion dife-
rencial (5) que gobierna la deflexién y(x) de una columna
elastica delgada sujeta a una fuerza axial compresiva cons-
tante P es vdlida s6lo cuando los extremos de la columna
estdn abisagrados. En general, la ecuacion diferencial que
gobierna la deflexion de la columna estd dada por

d? ( d2y> d*y
—|EI== |+ P== =0.
dx? dx? dx?

Suponga que la columna es uniforme (EI es una constante)
y que los extremos de la columna estdn abisagrados. Mues-
tre que la solucién de esta ecuacién diferencial de cuarto
orden sujeta a las condiciones limite y(0) = 0, y"(0) = 0,
y(L) = 0,y"(L) = 0 es equivalente al andlisis del ejemplo 3.

24. Suponga que una columna eldstica delgada y uniforme
estd abisagrada en el extremo x = 0 y empotrada en el
extremo x = L.

a) Use la ecuacion diferencial de cuarto orden del pro-
blema 23 para encontrar los valores propios A, las
cargas criticas P, la carga de Euler P, y las deflexio-
nes y (x).

b) Use un programa de graficacion para trazar la grafica
del primer modo de pandeo.

Cuerda rotando

25. Considere el problema con valores en la frontera presen-
tado en la construccién del modelo matematico para la
forma de una cuerda rotatoria:

2

d
TS+ ety = 0, y(0) =0, y(1)=0.
X

Para T'y p constantes, defina las velocidades criticas de la
rotacion angular w como los valores de w para los cuales
el problema con valores en la frontera tiene soluciones
no triviales. Determine las rapideces criticas w y las de-
flexiones correspondientes y, (x).
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26. Cuando la magnitud de la tensién 7" no es constante, en-
tonces un modelo para la curva de deflexién o forma y(x)
que toma una cuerda rotatoria estd dado por

d dy

— | Tx)—| + pw’y = 0.

dx[ (x) dx} pw”y

Suponga que 1 < x < ey que T(x) = x%

a) Siy(l) =0, y) =0y pw* > 0.25, demuestre que
las velocidades criticas de rotacién angular son
w, =3V@nm + 1)/p y las deflexiones corres-
pondientes son

—1/2

y,(x) = c,x sen(nmInx), n=1,23,....
b) Utilice un programa de graficacién para trazar las
curvas de deflexidn en el intervalo [1, e] paran = 1,

2, 3. Elija c,= L

Diferentes problemas con valores en la frontera

27. Temperatura en una esfera Considere dos esferas
concéntricas deradior = ay r = b, a < b. Véase la figura
5.2.9. La temperatura u(r) en la region entre las esferas se
determina del problema con valores en la frontera

d’u du

re— 42> =0,

drr " dr ula) = uo.

u(b) = uy,

donde u,, y u, son constantes. Resuelva para u(r).

FIGURA 5.2.9 Esferas concéntricas del problema 27.

28. Temperatura en un anillo La temperatura u(r) en el
anillo circular mostrado en la figura 5.2.10 se determina a
partir del problema con valores en la frontera

d’u  du
"R + o 0, u(a) = uy, ulb) = u,
e
M:MO
M:MI

FIGURA 5.2.10 Anillo circular del problema 28.
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donde u, y u, son constantes. Demuestre que

_ uyIn(r/b) — u,In(r/a)
B In(a/b)

u(r)

Problemas para analizar

29. Movimiento arménico simple Elmodelo mx” + kx =0
para el movimiento arménico simple, que se analizé en
la seccién 5.1, se puede relacionar con el ejemplo 2 de
esta seccion.

Considere un sistema resorte/masa libre no amorti-
guado para el cual la constante de resorte es, digamos, k
= 10 Ib/pie. Determine las masas m que se pueden unir al
resorte para que cuando se libere cada masa en la posicion
de equilibrio en ¢ = 0 con una velocidad v, diferente de
cero, pase por la posicién de equilibrio en = 1 segundo.
(Cudntas veces pasa cada masa m_por la posicion de
equilibrio en el intervalo de tiempo 0 <7 << 17

30. Movimiento amortiguado Suponga que el modelo para
el sistema resorte/masa del problema 29 se reemplaza por
mx" + 2x’'+ kx = 0. En otras palabras el sistema es libre
pero estd sujeto a amortiguamiento numéricamente igual a
dos veces la velocidad instantdnea. Con las mismas condi-
ciones iniciales y la constante de resorte del problema 29,
investigue si es posible encontrar una masa m que pase por
la posicién de equilibrio en r = 1 segundo.

En los problemas 31 y 32, determine si es posible encontrar
valores y, y y, (problema 31) y valores de L > 0 (problema 32)
tal que el problema con valores iniciales tenga a) exactamente
una solucién no trivial, b) mds de una solucién, ¢) ninguna
solucion, d) la solucidn trivial.

3L y"+ 16y =0, y(0) =y, y(@/2) =y,
32. y"+16y=0, yO0)=1,y(L)=1

33. Considere el problema con valores en la frontera

Yt Ay =0, y(=m =y(m, y(=m=y'(m.

a) Al tipo de condiciones en la frontera especificadas se
le llaman condiciones frontera periédicas. Dé una
interpretacion geométrica de estas condiciones.

b) Determine los eigenvalores y las funciones propias
del problema.

¢) Usando un programa de graficacién para trazar algu-
nas de las funciones propias. Compruebe su interpre-
tacion geométrica de las condiciones frontera dadas
en el inciso a).

34. Muestre que los eigenvalores y las funciones propias del
problema con valores en la frontera

Y+ Ay=0, y0 =0 y1)+yd)=0

son A, = a2y y, = sen a x, respectivamente, donde « ,
n =1,2,3, .. son las raices positivas consecutivas de la
ecuacién tan ¢ = — a.
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Tarea para el laboratorio de computacién En los problemas 37 y 38, determine los eigenvalores y las

35. Use un SAC para trazar las graficas que lo convenzan
de que la ecuacién tan & = —a del problema 34 tiene
un niimero infinito de raices. Explique por qué se pueden

36.

funciones propias del problema con valores en la frontera.
Use un SAC para aproximar los primeros cuatro valores pro-
pios AL AL ALY A,

desprec/iar las raices neggtivas de la ecuacidn. ExElique 37. v + Ay =0, y©0) =0, yl)— %y’(l) ~0
por qué A = 0 no es un eigenvalor aun cuando o = 0 es
una solucion obvia de la ecuacion tan a = —a. 38. y¥ —Ay=0, y0)=0, y0) =0, y(1)=0, yY(1) =0

Usando un programa para determinar raices de un SAC

[Sugerencia: considere sélo A = a*, @ > 0.]

aproxime los primeros cuatro valores propios A, A,, A,y
A, para el PVF del problema 34.

5.3

MODELOS NO LINEALES

REPASO DE MATERIAL
e Seccion 4.9

INTRODUCCION  En esta seccién se examinan algunos modelos matemadticos no lineales de
orden superior. Algunos de estos modelos se pueden resolver usando el método de sustitucién (lo
que conduce a la reduccién de orden de la ED) presentado en la pagina 174. En algunos casos donde
no se puede resolver el modelo, se muestra cémo se reemplaza la ED no lineal por una ED lineal
mediante un proceso conocido como linealizacién.

RESORTES NO LINEALES El modelo matematico en (1) de la seccidn 5.1 tiene la
forma
d’x

m d}‘z
donde F(x) = kx. Debido a que x denota el desplazamiento de la masa desde su posicidn
de equilibrio, F(x) = kx es la ley de Hooke, es decir, la fuerza ejercida por el resorte
que tiende a restaurar la masa a la posicion de equilibrio. Un resorte que actiia bajo una
fuerza restauradora lineal F(x) = kx se llama resorte lineal. Pero los resortes pocas
veces son lineales. Dependiendo de cémo esté construido y del material utilizado, un
resorte puede variar desde “flexible” o suave, hasta “rigido” o duro, por lo que su fuerza
restauradora puede variar respecto a la ley lineal. En el caso de movimiento libre, si se
supone que un resorte en buen estado tiene algunas caracteristicas no lineales, entonces
podria ser razonable suponer que la fuerza restauradora de un resorte, es decir, F(x) en
la ecuacion (1), es proporcional al cubo del desplazamiento x de la masa mds alla de su
posicion de equilibrio o que F(x) es una combinacion lineal de potencias del desplaza-
miento como el que se determina mediante la funcién no lineal F(x) = kx + k1x3. Un
resorte cuyo modelo matemadtico incorpora una fuerza restauradora no lineal, como

+ Fx) =0, (1)

d’x d*x
mw+kx3=0 0 mﬁ+kx+k1x3=0, (2)

se llama resorte no lineal. Ademas, se examinan modelos matematicos en los que el
amortiguamiento impartido al movimiento era proporcional a la velocidad instantdnea
dx/dt y la fuerza restauradora de un resorte estd dada por la funcién lineal F(x) = kx.
Pero estas fueron suposiciones muy simples; en situaciones mds reales, el amortigua-
miento podria ser proporcional a alguna potencia de la velocidad instantdnea dx/dr. La
ecuacion diferencial no lineal

—| — + kx = 3)
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F resorte .
resorte lineal
duro
resorte suave
X
FIGURA 5.3.1 Resortes duros y suaves.
X
(X 0)=2 )
x'(0)= -3
t
x(0)=2,
. *10=0 J
a) resorte duro
<
x(0)=2,
0)=0
t
x(0)=2
(0) = 3
N J

b) resorte suave

FIGURA 5.3.2 Curvas de solucién

numérica.
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es un modelo de un sistema libre resorte/masa en el que la fuerza de amortiguamien-
to es proporcional al cuadrado de la velocidad. Asi que es posible imaginar otras clases
de modelos: amortiguamiento lineal y fuerza restauradora no lineal, amortiguamiento
no lineal y fuerza restauradora no lineal, etcétera. El punto es que las caracteristicas no
lineales de un sistema fisico dan lugar a un modelo matemaético que es no lineal.

Observe en (2) que tanto F(x) = kx’ como F(x) = kx + k x* son funciones impares
de x. Para ver por qué una funcién polinomial que contiene sélo potencias impares de
x proporciona un modelo razonable para la fuerza restauradora, se expresa a F' como
una serie de potencias centrada en la posicién de equilibrio x = 0:

F(x) =cy+ cx + o + o3 + -+ .

Cuando los desplazamientos x son pequefios, los valores de x_ son insignificantes para
n suficientemente grande. Si se trunca la serie de potencias, por ejemplo, en el cuarto
término, entonces F(x) = c, Tex+ c2x2 + c3x3. Para la fuerza en x > 0,

F(x) = cy + c;x + c,x% + 3%,
y para que la fuerza en —x < 0,

F(=x) = ¢y — ¢1x + cx* — ¢3%°

tenga la misma magnitud pero actie en direccioén contraria, se debe tener F(—x) =
—F(x). Debido a que esto significa que F es una funcion impar, se debe tenerc, =0y c,
= 0y por tanto, F(x) = ¢ x + cx’. Si se hubieran usado sélo los primeros dos términos
de la serie, el mismo argumento produce la funcién lineal F(x) = ¢ x. Se dice que una
fuerza restauradora con potencias mixtas, como F(x) = ¢ x + c,x* y las vibraciones
correspondientes, son asimétricas. En el andlisis siguiente se escribe ¢, = ky ¢, = k.

RESORTES DUROS Y SUAVES Analicemos con mds detalle la ecuacién (1) para
el caso en que la fuerza restauradora estd dada por F(x) = kx + kx°, k > 0. Se dice
que el resorte es duro si k, > 0 y suave si k, < 0. Las graficas de tres tipos de fuer-
zas restauradoras se muestran en la figura 5.3.1. En el ejemplo siguiente se ilustran
estos dos casos especiales de la ecuacion diferencial m d*x/dt* + kx + k]x3 =0,
m>0,k>0.

I EJEMPLO T Comparacién de resortes duros y suaves

Las ecuaciones diferenciales

d2
d—;+x+x3=o 4)
d2

y d—;-&—x—x3=0 5

son casos especiales de la segunda ecuacion en (2) y son modelos de un resorte duro y
uno suave, respectivamente. En la figura 5.3.2a se muestran dos soluciones de (4) y en
la figura 5.3.2b dos soluciones de (5) obtenidas de un programa de solucién numérica.
Las curvas mostradas en rojo son soluciones que satisfacen las condiciones iniciales
x(0) = 2, x'(0) = —3; las dos curvas en rojo son soluciones que satisfacen x(0) = 2,
x'(0) = 0. Desde luego estas curvas solucién indican que el movimiento de una masa
en el resorte duro es oscilatorio, mientras que el movimiento de una masa en el resorte
flexible al parecer es no oscilatorio. Pero se debe tener cuidado respecto a sacar con-
clusiones con base en un par de curvas de solucién numérica. Un cuadro mds complejo
de la naturaleza de las soluciones de ambas ecuaciones, se obtiene del analisis cualita-
tivo descrito en el capitulo 10. [ |



FIGURA 5.3.3 Péndulo simple.

S

b) 0(0) =3,
0'(0) =3

FIGURA 5.3.4 Péndulo oscilante en
b); péndulo giratorio en c).
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PENDULO NO LINEAL Cualquier objeto que oscila de un lado a otro se llama
péndulo fisico. El péndulo simple es un caso especial del péndulo fisico y consiste
en una varilla de longitud / a la que se fija una masa m en un extremo. Al describir
el movimiento de un péndulo simple en un plano vertical, se hacen las suposiciones
de simplificaciéon de que la masa de la varilla es despreciable y que ninguna fuerza
externa de amortiguamiento o motriz actda sobre el sistema. El dngulo de desplaza-
miento 6 del péndulo, medido desde la vertical, como se ilustra en la figura 5.3.3, se
considera positivo cuando se mide a la derecha de OP y negativo a la izquierda de OP.
Ahora recuerde que el arco s de un circulo de radio [ se relaciona con el dngulo central
0 por la férmula s = 6. Por tanto, la aceleracion angular es

d*s d*0
a=—=1—.
dr dr
De la segunda ley de Newton tenemos que
d*6
F=ma=ml—.
dt

De la figura 5.3.3 se ve que la magnitud de la componente tangencial de la fuerza
debida al peso W es mg sen 6. En cuanto a direccion esta fuerza es —mg sen 6 porque
apunta a la izquierda para # > 0y a la derecha para # < 0. Se igualan las dos versiones
distintas de la fuerza tangencial para obtener ml d*0/dt*> = —mg sen 6, o

d*0 g

+ & sen =0
ar 1" ‘ ©

LINEALIZACION  Como resultado de la presencia de sen 6, el modelo en (6) es no
lineal. En un intento por entender el comportamiento de las soluciones de ecuaciones
diferenciales no lineales de orden superior, en ocasiones se trata de simplificar el pro-
blema sustituyendo términos no lineales por ciertas aproximaciones. Por ejemplo, la
serie de Maclaurin para sen 0, estd dada por
6> 6
senf = 0—§+§—~--

asi que si se usa la aproximacion sen 6 = 6 — 03/6, la ecuacion (6) se convierte en
d*0/dr* + (g/Df — (g/61)0° = 0. Observe que esta tltima ecuacion es la misma que
la segunda ecuacién lineal en (2) conm = 1,k = g/ly k, = —g/6l. Sin embargo, si se
supone que los desplazamientos € son suficientemente pequefios para justificar el uso
de la sustitucion sen 6 = 6, entonces la ecuacién (6) se convierte en

d’0 g

— +29=0. 7

dr [ @
Vea el problema 22 en los ejercicios 5.3. Si se hace w® = g/I, se reconoce a (7) como la
ecuacion diferencial (2) de la seccion 5.1 que es un modelo para las vibraciones libres
no amortiguadas de un sistema lineal resorte/masa. En otras palabras, (7) es de nuevo
la ecuacion lineal bdsica y” + Ay = 0 analizada en la pagina 201 de la seccién 5.2.
Como consecuencia se dice que la ecuacion (7) es una linealizacion de la ecuacion (6).
Debido a que la solucién general de (7) es 0(f) = ¢, cos wt + ¢, sen wt, esta linealiza-
cion indica que para condiciones iniciales correspondientes a oscilaciones pequefias el
movimiento del péndulo descrito por (6) es periddico.

I EJEMPLO 2 Dos problemas con valores iniciales

Las graficas de la figura 5.3.4a se obtuvieron con ayuda de un programa de solucién nu-
mérica y representan curvas solucién de la ecuacién (6) cuando w? = 1. La curva azul
ilustra la solucién de (6) que satisface las condiciones iniciales 8(0) = 1, 6'(0) = 3,

mientras que la curva roja es la solucién de (6) que satisface 6(0) = %, 0'(0)=2.La
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curva azul representa una solucién periddica, el péndulo que oscila en vaivén como
se muestra en la figura 5.3.4b con una amplitud aparente A = 1. La curva roja mues-
tra que 6 crece sin limite cuando aumenta el tiempo, el péndulo comenzando desde
el mismo desplazamiento inicial recibe una velocidad inicial de magnitud suficien-
temente grande para enviarlo hasta arriba; en otras palabras, el péndulo gira respecto
a su pivote como se ilustra en la figura 5.3.4c. En ausencia de amortiguamiento, el
movimiento en cada caso continda de forma indefinida. ]

CABLES TELEFONICOS La ecuacién diferencial de primer orden dy/dx = W/ T,
es la ecuacién (17) de la seccidon 1.3. Esta ecuacion diferencial, establecida con la
ayuda de la figura 1.3.7 en la pagina 25, sirve como modelo matemadtico para la forma
de un cable flexible suspendido entre dos soportes verticales cuando el cable lleva
una carga vertical. En la seccién 2.2 se resuelve esta ED simple bajo la suposicién
de que la carga vertical que soportan los cables de un puente suspendido era el peso de
la carpeta asféltica distribuida de modo uniforme a lo largo del eje x. Con W = px, p
el peso por unidad de longitud de la carpeta asféltica, la forma de cada cable entre los
apoyos verticales resultd ser parabdlica. Ahora se estd en condiciones de determinar
la forma de un cable flexible uniforme que cuelga s6lo bajo su propio peso, como un
cable suspendido entre dos postes telefonicos. Ahora la carga vertical es el cable y por
tanto, si p es la densidad lineal del alambre (medido, por ejemplo, en libras por pie) y s
es la longitud del segmento P P, en la figura 1.3.7, entonces W = ps. Por tanto,

dy _ps
dx Tl ’
Puesto que la longitud de arco entre los puntos P, y P, estd dada por

| (Y
s fo 1+ (dx) dx, 9)

del teorema fundamental del cdlculo se tiene que la derivada de (9) es

ds_ (Y 10
ar ) (10)

®)

Derivando la ecuacion (8) respecto a x y usando la ecuacién (10) se obtiene la ecuacion
de segundo orden

2 25, A\ 2
y_pd o dy_p (DY (11
dx*> T, dx dx* T, dx

En el ejemplo siguiente se resuelve la ecuacién (11) y se muestra que la curva del
cable suspendido es una catenaria. Antes de proceder, observe que la ecuacién diferen-
cial no lineal de segundo orden (11) es una de las ecuaciones que tienen la forma F(x,
y',y") = 0 analizadas en la seccién 4.9. Recuerde que hay posibilidades de resolver una
ecuacion de este tipo al reducir el orden de la ecuacién usando la sustitucion u = y'.

I EJEMPLO 3 Un problema con valores iniciales

De la posicién del eje y en la figura 1.3.7 es evidente que las condiciones iniciales
relacionadas con la segunda ecuacion diferencial en (11) son y(0) = a 'y y'(0) = 0.

. . ., . du
Si se sustituye u = y’, entonces la ecuacion en (11) se convierteen — = % V1 + .
X 1

Separando las variables se encuentra que

du p . p
—————= "= dx seobtiene senh 'u =-—x + c,.
j VI+ai2 T, J T, !



FIGURA 5.3.5 La distancia al cohete
es grande comparada con R.
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Ahora, y'(0) = 0 es equivalente a u(0) = 0. Puesto que senh™ 0 = 0, ¢, = 0y por
tanto, u = senh (px/T,). Por tltimo, integrando ambos lados de
dy

T
— = senhﬁx, obtenemos y = ~ cosh ﬁx + ¢,
dx 1 p T,

Con y(0) = a, cosh 0 = 1, se deduce de la ultima ecuacion que ¢, = a — T, /p. Por tanto

vemos que la forma del cable que cuelga estd dada por y = (7'/p) cosh(px/T)) +
a—T/p. |

Si en el ejemplo 3 hemos sabido escoger desde el principio a = T,/p, entonces
la solucién del problema habria sido simplemente el coseno hiperbélico y = (T,/p)
cosh (px/T)).

MOVIMIENTO DE UN COHETE En laseccién 1.3 se vio que la ecuacion diferencial
de un cuerpo de masa m en caida libre cerca de la superficie de la Tierra estd dada por
d’s _ d’s
mﬁ = —mg, O simplemente W = —g,

donde s representa la distancia desde la superficie de la Tierra hasta el objeto y se
considera que la direccion positiva es hacia arriba. Dicho de otra forma, la suposicién
basica en este caso es que la distancia s al objeto es pequefia cuando se compara con
el radio R de la Tierra; en otras palabras, la distancia y desde el centro de la Tierra al
objeto es aproximadamente la misma que R. Si, por otro lado, la distancia y al objeto,
por ejemplo un cohete o una sonda espacial, es grande comparada con R, entonces se
combina la segunda ley de Newton del movimiento y su ley de gravitacién universal
para obtener una ecuacién diferencial en la variable y.

Suponga que se lanza verticalmente hacia arriba un cohete desde el suelo como se
ilustra en la figura 5.3.5. Si la direccién positiva es hacia arriba y se desprecia la resis-
tencia del aire, entonces la ecuacién diferencial de movimiento después de consumir
el combustible es

d*y Mm d*y M (12)

m—2 2> =z
dr ¥ o ur A

donde k es una constante de proporcionalidad, y es la distancia desde el centro de la

Tierra al cohete, M es la masa de la Tierra y m es la masa del cohete. Para determinar

la constante k, se usa el hecho de que cuando y = R, kMm /R* = mg o k = gR*>/M. Asi

que la dltima ecuacién en (12) se convierte en

= —g—. (13)
Véase el problema 14 en los ejercicios 5.3.

MASA VARIABLE Observe en la explicacion anterior que se describe el movimiento
del cohete después de que ha quemado todo su combustible, cuando supuestamente su
masa m es constante. Por supuesto, durante su ascenso la masa total del cohete propul-
sado varfa a medida que se consume el combustible. La segunda ley del movimiento,
como la adelanté Newton en un principio, establece que cuando un cuerpo de masa m
se mueve por un campo de fuerza con velocidad v, la rapidez de cambio respecto al
tiempo de la cantidad de movimiento mv del cuerpo es igual a la fuerza aplicada o neta
F que actda sobre el cuerpo:

d
p (mv) (14)
Si m es constante, entonces la ecuacion (14) produce la forma mds familiar F = m dv/dt

= ma, donde a es la aceleracion. En el siguiente ejemplo se usa la forma de la segunda
ley de Newton dada en la ecuacién (14), en la que la masa m del cuerpo es variable.
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FIGURA 5.3.6 Cadena jalada hacia
arriba por una fuerza constante.

I EJEMPLO 4 Cadena jalada hacia arriba por una fuerza constante

Una cadena uniforme de 10 pies de largo se enrolla sin tensién sobre el piso. Un ex-
tremo de la cadena se jala verticalmente hacia arriba usando una fuerza constante de
5 libras. La cadena pesa 1 libra por pie. Determine la altura del extremo sobre el nivel
de suelo al tiempo ¢. Véase la figura 5.3.6.

SOLUCION  Supongamos que x = x(f) denota la altura del extremo de la cadena en el
aire al tiempo ¢, v = dx/dt y que la direccion positiva es hacia arriba. Para la porcion de
la cadena que estd en el aire en el tiempo ¢ se tienen las siguientes cantidades variables:

peso: W = (x pie) - (1 Ib/pie) = x,
masa: m = W/g = x/32,
fuerzaneta: F =5—W=15—x.

Asi de la ecuacion (14) se tiene

regla del producto

)IS—x 0 xﬂ+vﬂ=l60—32x. (15)

d(x
dt dt

— (==
dt \32
Debido a que v = dx/dt, la Gltima ecuacion se convierte en

d*x (dx>2

— +|—] + 32x = 160.

T ar dt * (16)
La segunda ecuacioén diferencial no lineal de segundo orden (16) tiene la forma F(x, x’,
x") = 0, que es la segunda de las dos formas consideradas en la seccién 4.9 que posi-
blemente se pueden resolver por reduccion de orden. Para resolver la ecuacién (16), se

vuelve a (15) y se usa v = x' junto con la regla de la cadena. De dv_dvdx_ dv

= =v
la segunda ecuacién en (15) se puede escribir como dt dxdt dx
d
w242 =160 — 32x. (17)
dx

Al inspeccionar la ecuacién (17) podria parecer de dificil solucién, puesto que no se
puede caracterizar como alguna de las ecuaciones de primer orden resueltas en el capi-
tulo 2. Sin embargo, si se reescribe la ecuacion (17) en la forma diferencial M(x, v)dx
+ N(x, v)dv = 0, se observa que, aunque la ecuacién

(v + 32x — 160)dx + xvdv = 0 (18)

no es exacta, se puede transformar en una ecuacién exacta al multiplicarla por un
factor integrante. De (M| — NX)/N = 1/x se ve de (13) de la seccién 2.4 que un factor

integrante es e/ = ¢ = x. Cuando la ecuacién (18) se multiplica por u(x) = x, la
ecuacion resultante es exacta (compruebe). Identificando df /dx = xv? + 32x% — 160
x, 0f /ov = x?v y procediendo después como en la seccion 2.4, se obtiene

1 32

—xV? + —=x — 80x% = ¢;. (19)

2 3
Puesto que se supuso que al principio toda la cadena estad sobre el piso, se tiene x(0)
= 0. Esta tltima condicién aplicada a la ecuacion (19) produce ¢, = 0. Resolviendo
la ecuaci6n algebraica 1x*? + 2x* — 80x> = 0 para v = dx/dt > 0, se obtiene otra
ecuacion diferencial de primer orden,

dx 64
o 160 - 2
dr 3t
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- al cuadrado ambos lados de (20) y despejando x, llegamos al resultado deseado,

g x La tdltima ecuacién se puede resolver por separacion de variables. Se debe comprobar que
™

7 1 3 64 \?

6 i —3—2<160 — ?x> =t+c- (20)

5 —

4 - Esta vez la condicién inicial x(0) = 0 indica que ¢, = —3V/10/8. Por tltimo, elevando

3

2

1

I
0 0.5 1 1.5 2 2.5

FIGURA 5.3.7 Grifica de (21) para
x(t) = 0.

x(1) = 21

15 §<1 . 4\/10t>2
2 2 :

15

La gréfica de la ecuacién 21 que se presenta en la figura 5.3.7 no se debe, con bases
fisicas, aceptar tal cual. Véase el problema 15 de los ejercicios 5.3. [ |

EJERCICIOS 5.3

Las respuestas a los problemas con niimero impar comienzan en la pdgina RES-8.

Al profesor Ademds de los problemas 24 y 25, todos o
parte de los problemas 1 a6, 8 a 13, 15,20 y 21 podrian servir
como tareas del laboratorio de computacion.

Resortes no lineales

En los problemas 1 al 4, la ecuacién diferencial dada es mo-
delo de un sistema resorte/masa no amortiguado en el que la
fuerza restauradora F(x) en (1) es no lineal. Para cada ecua-
cion utilice un programa de solucién numérica para trazar las
curvas solucién que satisfacen las condiciones iniciales del
problema. Si al parecer las soluciones son periddicas, use la
curva solucién para estimar el periodo T de las oscilaciones.
d*x

1. W+x3=0,

x(0) = 1,x'(0) = 1; x(0) = 1, x'(0) = —1

2

d*x
2. ﬁ+4x—16x3=0,

x(0) = 1,x'0) = 1; x(0) = —2,x'(0) = 2

d2
3. S p o=,

dr?
x(0) = 1,x'(0) = 1; x(0) =3, x'(0) = —1
d?*x

4. F + xe%0lx =

x(0)=1,x"(0)=1; x(0)=3,x0)=—1

5. En el problema 3, suponga que la masa se libera desde la
posicion inicial x(0) = 1 con una velocidad inicial x'(0)
= x,. Use un programa de solucién numérica para estimar
el valor mds pequefio de |x1| en el que el movimiento de la
masa es no periédico.

6. En el problema 3, suponga que la masa se libera desde una
posicién inicial x(0) = x, con velocidad inicial x"(0) = 1.
Usando un programa de solucién numérica estime un inter-
valo a = x, = b para el cual el movimiento sea oscilatorio.

7. Determine una linealizacion de la ecuacion diferencial
del problema 4.

8. Considere el modelo de un sistema resorte/masa no lineal
sin amortiguamiento dado por x” + 8x — 6x* + x° = 0.
Use un programa de solucién numérica para analizar la
naturaleza de las oscilaciones del sistema que correspon-
den a las condiciones iniciales:

x(0)=1Lx'0)=1; x(0)=—2,x(0) =14

x(0) = V2.2'(0) = I x(0) = 2.5'(0) =

x(0)=2,x'0)=0; x(0)=—-V2,x'0) = —1.

En los problemas 9 y 10 la ecuacién diferencial dada es un
modelo de un sistema resorte/masa no lineal amortiguado. Pre-
diga el comportamiento de cada sistema cuando ¢ — . Para
cada ecuacion use un programa de soluciéon numérica para ob-
tener las curvas solucién que satisfacen las condiciones inicia-
les del problema dadas.

d*x  dx

9. — +—+x+x=0,
dt dt
x(0) = =3,x'(0) = 4; x(0) =0,x(0) = —8

d*x  dx
10, — +—+x—-x=0,
a2 a7

x(0) = 0,x'(0) = %; x(0) = —-1,x'(0) =1

11. El modelo mx” + kx + kx* = F, cos wt de un sistema no
amortiguado resorte/masa forzado en forma periddica se
llama ecuacién diferencial de Duffing. Considere el pro-
blema con valores iniciales x” + x + kx* = 5 cos £, x(0) =
1, x'(0) = 0. Use un programa de solucién numérica para in-
vestigar el comportamiento del sistema para valores de k, > 0
que van de k, = 0.01 a k, = 100. Exprese sus conclusiones.

12. a) Encuentre los valores de k, < 0 para los cuales el
sistema del problema 11 es oscilatorio.

b) Considere el problema con valores iniciales
X"+ x+kx*=cosit, x(0)=0, x'(0)=0.
Encuentre valores para k, < 0 para los cuales el sis-
tema es oscilatorio.
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Péndulo no lineal

13.

Considere el modelo del péndulo no lineal amortiguado
libre dado por
2
le_tf + 2)\?{—? + w’senf = 0.

Use un programa de solucién numérica para inves-
tigar si el movimiento en los dos casos A> — w? >0y
A? — w? < 0 corresponde, respectivamente, a los casos
sobreamortiguado y subamortiguado analizados en la
seccion 5.1 para sistemas resorte/masa. Elija las condi-
ciones iniciales apropiadas y los valores de A y w.

Movimiento de un cohete

14.

a) Use la sustitucion v = dy/dt para despejar de la ecua-
cién (13) a v en términos de y. Suponiendo que la
velocidad del cohete cuando se agota el combustible
es v = v,y y = R en ese instante, demuestre que el
valor aproximado de la constante ¢ de integracion es
c=—gR+ v

b) Use la solucién para v del inciso a) con el fin de de-
mostrar que la velocidad de escape de un cohete esta
dada por v, = V2gR. [Sugerencia: Tome y — ©y
suponga que v > 0 para todo tiempo 7.]

¢) Elresultado del inciso b) se cumple para cualquier cuerpo
del sistema solar. Use los valores g = 32 pies/s’y R =
4000 millas para demostrar que la velocidad de escape de
la Tierra es (aproximadamente) v, = 25 000 mi/h.

d) Determine la velocidad de escape en la Luna si la acelera-
cién debida a la gravedad es 0.165g y R = 1080 millas.

Masa variable

15.

16.

a) En el ejemplo 4, ;qué longitud de la cadena se es-
peraria, por intuicién, que pudiera levantar la fuerza
constante de 5 libras?

b) (Cuadl es la velocidad inicial de la cadena?

¢) (Por qué el intervalo de tiempo que corresponde a
x(t) = 0 ilustrado en la figura 5.3.7, no es el inter-
valo I de definicion de la solucién (21)? Determine
el intervalo 1. ;Qué longitud de la cadena se levanta
en realidad? Explique cualquier diferencia entre esta
respuesta y la prediccion del inciso a).

d) ;Por qué esperaria que x(¢) fuese una solucién peri6-
dica?

Una cadena uniforme de longitud L, medida en pies, se man-
tiene verticalmente por lo que el extremo inferior apenas
toca el piso. La cadena pesa 2 Ib/pie. El extremo superior
que esta sujeto se libera desde el reposo en ¢ = 0y la cadena
cae recta. Six(f) denota la longitud de la cadena en el piso al
tiempo ¢, se desprecia la resistencia del aire y se determina
que la direccién positiva es hacia abajo, entonces

@ )dzx (dx>2 L
—x)— —|—) =Lg.
dr? dt &

a) Resuelva v en términos de x. Determine x en térmi-
nos de 7. Exprese v en términos de z.

b) Determine cuanto tarda en caer toda la cadena al suelo.

¢) (Qué velocidad predice el modelo del inciso a) para el
extremo superior de la cadena cuando toca el suelo?

Diferentes modelos matematicos

17.

18.

Curva de persecucion En un ejercicio naval, un barco S
es perseguido por un submarino S, como se muestra en la
figura 5.3.8. El barco S, parte del punto (0, 0)en ¢ = 0y se
mueve a lo largo de un curso en linea recta (el eje y) a una
rapidez constante v,. El submarino S, mantiene al barco §,
en contacto visual, indicado por la linea punteada L en la
figura mientras que viaja con una rapidez constante v, a lo
largo de la curva C. Suponga que el barco S, comienza en el
punto (a, 0),a > 0,enr = 0y que L es tangente a C.
a) Determine un modelo matemético que describe la
curva C.
b) Encuentre una solucién explicita de la ecuacién dife-
rencial. Por conveniencia defina r = v, / v,.

¢) Determine si las trayectorias de S, y S, alguna vez se in-
terceptarian al considerar los casos r > 1, r <1lyr= 1.

[Sugerencia: ﬂ = ﬁ @, donde s es la longitud de

dx dsdx
arco medida a lo largo de C.]

FIGURA 5.3.8 Curva de persecucién del problema 17.

Curva de persecucion En otro ejercicio naval, un des-
tructor S, persigue a un submarino S,. Suponga que S, en
(9,0) enel eje x detectaa S, en (0, 0) y que al mismo tiempo
S, detecta a S|. El capitan del destructor S, supone que el
submarino emprenderd una accion evasiva inmediata y es-
pecula que su nuevo curso probable es la recta indicada en
la figura 5.3.9. Cuando S, estda en (3, 0), cambia de su curso
en linea recta hacia el origen a una curva de persecucion
C. Suponga que la velocidad del destructor es, en todo mo-
mento, una constante de 30 millas/h y que la rapidez del
submarino es constante de 15 millas/h.
a) Explique por qué el capitdn espera hasta que S| llegue
a (3, 0) antes de ordenar un cambio de curso a C.
b) Usando coordenadas polares, encuentre una ecuacion
r = f(0) para la curva C.
¢) Sea que T denote el tiempo, medido desde la detec-
cién inicial, en que el destructor intercepta al subma-
rino. Determine un limite superior para 7.
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FIGURA 5.3.9 Curva de persecucién del problema 18.

Problemas para analizar

19. Analice por qué el término de amortiguamiento de la
ecuacion (3) se escribe como

dx| dx (dx>2

BE o enlugarde B )

20. a) Experimente con una calculadora para encontrar un in-
tervalo 0 = 6 = 6, donde 0 se mide en radianes, para
el cual se considera que sen = 6 es una estimacion
bastante buena. Luego, use un programa de grafica-
cion para trazar las graficasde y = xy y = sen x en el
mismo eje de coordenadas para 0 =< x < /2. ;Las gré-
ficas confirman sus observaciones con la calculadora?

b) Utilice un programa de solucién numérica para trazar
las curvas solucién de los problemas de valor inicial.

20 ,
o hsenf=0. 60)= 6. 6'0)=0
d20 ,

y o gaTe=0. 60 =6 00 =0

para varios valores de 6, en el intervalo 0 = 0 =< 0, de-
terminado en el inciso a). Luego, trace la grafica cur-
vas de solucion de los problemas con valores iniciales
para varios valores de 6, para los cuales 6, > 6,.

21. a) Considere el péndulo no lineal cuyas oscilaciones se
definen por la ecuacion (6). Use un programa de solu-
cién numérica como ayuda para determinar si un pén-
dulo de longitud / oscilard mas rdpido en la Tierra o
en la Luna. Use las mismas condiciones iniciales, pero
elfjalas de tal modo que el péndulo oscile en vaivén.

b) (Para qué lugar del inciso a) el péndulo tiene mayor
amplitud?

¢) ¢Las conclusiones de los incisos a) y b) son las mis-
mas cuando se emplea el modelo lineal (7)?

Tarea para el laboratorio de computacién

22. Considere el problema con valores iniciales
2

d=6 . _m R |
ﬁ+sen0—0, 0(0)—3, 0'(0) = —=

3

para un péndulo no lineal. Puesto que no se puede resol-
ver la ecuacién diferencial, no es posible encontrar una

23.
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solucién explicita de este problema. Pero suponga que se
desea determinar la primer ¢, > 0 para la cual el péndulo
de la figura 5.3.3, comenzando desde su posicién inicial
a la derecha, alcanza la posiciéon OP, es decir, la primera
raiz positiva de 6(f) = 0. En este problema y el siguiente,
se examinan varias formas de cémo proceder.

a) Aproxime ¢, resolviendo el problema lineal
d*9/dr* + 6 =0,0(0) = /12, §'0) = —1.

b) Use el método ilustrado en el ejemplo 3 de la seccion
4.9 para encontrar los primeros cuatro términos no
nulos de una solucién en serie de Taylor 6(f) centrada
en O para el problema con valores iniciales no lineal.
Dé los valores exactos de los coeficientes.

¢) Use los dos primeros términos de la serie de Taylor
del inciso b) para aproximar ¢,.

d) Emplee los tres primeros términos de la serie de
Taylor del inciso b) para aproximar z,.

e) Utilice una aplicacién de un SAC (o una calculadora gra-
fica) para encontrar raices y los primeros cuatro términos
de la serie de Taylor del inciso b) para aproximar ¢,.

f) En esta parte del problema se proporcionan las ins-
trucciones de Mathematica que permiten aproximar
la raiz t. El procedimiento se modifica con facilidad
por lo que se puede aproximar cualquier raiz de 6(7) =
0. (Si no tiene Mathematica, adapte el procedimiento
mediante la sintaxis correspondiente para el SAC que
tiene.) Reproduzca con precision y luego, a su vez, eje-
cute cada linea de la secuencia dada de instrucciones.

sol = NDSolve[{y"[t] + Sin[y[t]] == 0,

yl0] == Pi/12,y'[0] == —1/3},
Y, {t, 0, 5}] //Flatten

Solucion = y[t] /.sol

Clear[y]

y[t_]: = Evaluate[Solucién]

ylt]

grl = Plot[y[t], {t, 0, 5}]
root = FindRoot[y[t] == 0, {t, 1}]

g) Modifique de manera apropiada la sintaxis del inciso f) y
determine las siguientes dos raices positivas de 6(r) = 0.

Considere un péndulo que se libera desde el reposo con un
desplazamiento inicial de 6, radianes. Resolviendo el modelo
lineal (7) sujeto a las condiciones iniciales 6(0) = 6,, 6'(0) =
0se obtiene 6(r) = 6,cos Vg/It.El periodo de oscilaciones
que se predice con este modelo, se determina mediante la co-
nocida férmula 7 = 27 /Vg/l = 22 \V/l/g . Lo interesante
de esta formula para T es que no depende de 1a magnitud del
desplazamiento inicial 6. En otras palabras, el modelo lineal
predice que el tiempo que tardaria el péndulo en oscilar desde
un desplazamiento inicial de, digamos, 0,=m /2 (=90°a
—1r /2y de regreso otra vez, serfa exactamente el mismo que
tardaria en completar el ciclo de, digamos, 0,=m /360 (=
0.5°) a — /360. Esto es ilogico desde el punto de vista in-
tuitivo ya que el periodo real debe depender de 6.
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Si se supone que g = 32 pies/s® y [ = 32 pies, enton-
ces el periodo de oscilacion del modelo lineal es 7' = 27
s. Compare este tltimo nimero con el periodo predicho
mediante el modelo no lineal cuando 6, = /4. Usando
un programa de solucién numérica que sea capaz de gene-
rar datos concretos y reales, aproxime la solucién de

2

d-0 T ,
ﬁ+sen0=0, 0(0)=Z, 0'(0)=0

en el intervalo a 0 = ¢ = 2. Como en el problema 22, si t,
denota la primera vez que el péndulo alcanza la posicién
OP en la figura 5.3.3, entonces el periodo del péndulo no
lineal es 47,. Aqui estd otra forma de resolver la ecuacion
0(t) = 0. Experimente con tamafos de paso y haga avan-
zar el tiempo, comenzando en t = 0 y terminando en ¢t =
2. De sus datos concretos, observe el tiempo 7, cuando
0(¢) cambia, por primera vez de positiva a negativa. Use
el valor ¢, para determinar el valor verdadero del periodo
del péndulo no lineal. Calcule el error relativo porcentual
en el periodo estimado por T = 2.

Problema aportado

24.

Warren S. Wright

Profesor del Departamento
de Matematicas, Universidad
Loyola Marymount

El péndulo balistico His-
téricamente para mantener el
control de calidad sobre las
municiones (balas) producidas por una linea de montaje, el
fabricante usarfa un péndulo balistico para determinar la
velocidad de laboca de un arma, es decir, la velocidad de una
bala cuando deja el barril. El péndulo balistico (inventado en
1742) es simplemente un péndulo plano que consiste en una
varilla de masa despreciable que estd unida a un bloque de
madera de masam, . El sistema se pone en movimiento por el
impacto de una bala que se estd moviendo horizontalmente
con una velocidad desconocida v al momento del impacto,
que se toma como ¢ = 0, la masa combinada es m, +m,
donde m, es la masa de la bala incrustada en la madera. En
(7) vimos que en el caso de pequefias oscilaciones, el des-
plazamiento angular 6(¢) del péndulo plano que se mues-
traen la figura 5.3.3 estd dado por la ED lineal 08” + (g/1)6
= 0, donde 6 > 0 corresponde al movimiento a la dere-
cha de la vertical. La velocidad v, se puede encontrar mi-
diendo la altura /1 de lamasam , + m, en el dngulo de despla-
zamiento maximo 6 . que se muestra en la figura 5.3.10.

Intuitivamente, la velocidad horizontal V de la masa
combinada (madera mas bala) después del impacto es
sélo una fraccién de la velocidad v, de la bala, es decir,

V=—1v,.
m,, + m,

Ahora, recuerde que una distancia s que viaja por una parti-
cula que se mueve a lo largo de una trayectoria circular esta
relacionada con el radio /'y el 4ngulo central 6 por la férmula
s = 16. Derivando la dltima férmula respecto al tiempo 7, se
tiene que la velocidad angular w de la masa y su velocidad
lineal v estd relacionada por v = lw. Por tanto, la veloci-
dad angular w en el tiempo 7 para el que la bala impacta el
bloque de madera estd relacionada con Vpor V = lw 0

wy=\——]—.
m,, + my/) [
a) Resuelva el problema con valores iniciales

2
0 89-0. 60) =0,

d[z ] o' (O) = .

b) Use el resultado del inciso a) para demostrar que

_|._
Vo = <mW mh>\/l§0méw

my,

¢) Use la figura 5.3.10 para expresar cos 6 . en tér-
minos de [ y de h. Después utilice los primeros dos
términos de la serie de Maclaurin para cos 6 para ex-
presar 6 . en términos de [ y de h. Por tdltimo, de-
muestre que v, estd dado (aproximadamente) por

o+
)y = (u)x fagh.

my,
d) Useelresultado del inciso ¢) para encontrar v, cuando
m,=5¢g,m =1kgyh=6cm.

——
N
\
P
[ ’eméx\\\
N
T
h
mp——| m —
b vh w v 4

FIGURA 5.3.710 Péndulo balistico.

REPASO DEL CAPITULO 5

Las respuestas a los problemas con niimero impar
comienzan en la pdgina RES-8.

Conteste los problemas 1 al 8 sin consultar el texto. Complete
el espacio en blanco o conteste verdadero o falso.

1.

Si una masa que pesa 10 libras alarga 2.5 pies un resorte,
una masa que pesa 32 libras loalarga___ pies.

. El periodo del movimiento arménico simple de una masa

que pesa 8 libras, unida a un resorte cuya constante es
6.25 Ib/pie es de segundos.

. La ecuacién diferencial de un sistema resorte/masa es x”

+ 16x = 0. Si la masa se libera inicialmente desde un



punto que estd 1 metro arriba de la posicion de equilibrio
con una velocidad hacia abajo de 3 m/s, la amplitud de las
vibraciones es de metros.

La resonancia pura no tiene lugar en presencia de una
fuerza de amortiguamiento.

En presencia de una fuerza de amortiguamiento, los des-
plazamientos de una masa en un resorte siempre tienden
a cero cuando t — .

Una masa en un resorte cuyo movimiento estd critica-
mente amortiguado tiene posibilidades de pasar por la
posicién de equilibrio dos veces.

En amortiguamiento critico cualquier aumento de amorti-
guamiento dard como resultado un sistema
Si el movimiento armdnico simple se describe mediante

x = (\/2/2) sen(2t + ¢), cuando las condiciones inicia-
les sonx(0) = — 1 yx'(0) = 1.

En los problemas 9 y 10 los eigenvalores y las funciones pro-
pias del problema con valores en la frontera y” + Ay = 0, y'(0)
=0,y’(7‘r)=050n)\n=n2,n=0, 1,2, ..., yy = cos nx,
respectivamente. Llene los espacios en blanco.

9.

10.

11.

12.

13.

Una solucién del PVF cuando A = 8 esy =
porque

Una solucién del PVF cuando A = 36esy =
porque

Un sistema resorte/masa libre no amortiguado oscila con
un periodo de 3 segundos. Cuando se eliminan 8 libras
del resorte, el sistema tiene un periodo de 2 segundos.
(Cudl era el peso de la masa original en el resorte?

Una masa que pesa 12 libras alarga 2 pies un resorte. Al
inicio la masa se libera desde un punto 1 pie abajo de la posi-
cién de equilibrio con una velocidad ascendente de 4 pies/s.

a) Determine la ecuacién de movimiento.

b) (Cudles son la amplitud, periodo y frecuencia del
movimiento arménico simple?

¢) (En qué instantes la masa vuelve al punto situado a 1
pie abajo de la posicién de equilibrio?

d) (En qué instantes la masa pasa por la posicién de
equilibrio en direccién hacia arriba? ;En direccién
hacia abajo?

e) (Cudl es la velocidad de lamasaen ¢t = 37/16 s?

f) (En qué instantes la velocidad es cero?

Una fuerza de 2 libras estira 1 pie un resorte. Con un ex-
tremo fijo, se une al otro extremo una masa que pesa 8 libras.
El sistema yace sobre una mesa que imparte una fuerza de
friccién numéricamente igual a 3 veces la velocidad instan-
tanea. Al inicio, la masa se desplaza 4 pulgadas arriba de la
posicién de equilibrio y se libera desde el reposo. Encuentre
la ecuacién de movimiento si el movimiento tiene lugar a lo
largo de la recta horizontal que se toma como el eje x.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

REPASO DEL CAPITULO 5 ° 217

Una masa que pesa 32 libras alarga 6 pulgadas un resorte. La
masa se mueve en un medio que ofrece una fuerza de amor-
tiguamiento que es numéricamente igual a 3 veces la velo-
cidad instantdnea. Determine los valores de 8 > 0 para los
que el sistema resorte/masa exhibe movimiento oscilatorio.

Un resorte con constante k = 2 se suspende en un liquido
que ofrece una fuerza de amortiguamiento numéricamente
igual a 4 veces la velocidad instantdnea. Si una masa m se
suspende del resorte, determine los valores de m para que
el movimiento libre posterior sea no oscilatorio.

El movimiento vertical de una masa sujeta a un resorte se
describe mediante el PVI 3x" + x' + x = 0, x(0) = 4,
x'(0) = 2. Determine el desplazamiento vertical maximo
de la masa.

Una masa que pesa 4 libras estira 18 pulgadas un re-
sorte. Se aplica al sistema una fuerza periddica igual a
f(¢) = cos yt + sen yt comenzando en ¢t = (. En ausencia
de una fuerza de amortiguamiento, ;para qué valor de y
el sistema estd en un estado de resonancia pura?

Encuentre una solucién particular para x” + 2Ax" + w’x
= A, donde A es una fuerza constante.

Una masa que pesa 4 libras se suspende de un resorte cuya
constante es 3 Ib/pie. Todo el sistema se sumerge en un
liquido que ofrece una fuerza de amortiguamiento numé-
ricamente igual a la velocidad instantdnea. Comenzando
ent = 0, se aplica al sistema una fuerza externa igual f{7)
= ¢~". Determine la ecuacién de movimiento si la masa se
libera al inicio desde el reposo en un punto que estd 2 pies
abajo de la posicién de equilibrio.

a) Dos resortes se unen en serie como se muestra en la
figura 5.R.1. Si se desprecia la masa de cada resorte,
muestre que la constante de resorte efectiva & del sis-
tema se define mediante 1/k = 1/k + 1/k,.

b) Una masa que pesa W libras produce un alargamiento
de % pie en un resorte y uno de }‘ pie en otro resorte. Se
unen los dos resortes y después se fija la masa al resor-
te doble como se ilustra en la figura 5.R.1. Suponga que
el movimiento es libre y que no hay fuerza de amor-
tiguamiento presente. Determine la ecuacién de movi-
miento si la masa se libera al inicio en un punto situado
1 pie abajo de la posicion de equilibrio con una veloci-
dad de descenso de % pie/s.

¢) Demuestre que la velocidad mdxima de la masa es

%\/3g+1.

ky

FIGURA 5.R.1

Resortes unidos del problema 20.
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21.

22,

23.

24.

° CAPITULO 5 MODELADO CON ECUACIONES DIFERENCIALES DE ORDEN SUPERIOR

Un circuito en serie contiene una inductancia de L = 1
h, una capacitancia de C = 107 f y una fuerza electro-
motriz de E(f) = 100 sen 507 V. Al inicio, la carga ¢ y la
corriente i son cero.

a) Determine la carga g(?).
b) Determine la corriente i(z).

¢) Calcule los tiempos para los que la carga en el capa-
citor es cero.

a) Demuestre que la corriente i(f) en un circuito en serie
LRCsatisfacel "L—d2i+Rdi+1' 240)
satisface laecuacion - T = s

dr dt C

donde E’(r) denota la derivada de E(z).

b) Se pueden especificar dos condiciones iniciales i(0) e
i'(0) para la ED del inciso a). Si i(0) = i)y ¢(0) = q,,
(cudl es i'(0)?

Considere el problema con valores en la frontera
Y'+ Ay =0, y0)=y2m, y(0)=yQm.

Demuestre que excepto para el caso A = 0, hay dos fun-
ciones propias independientes que corresponden a cada
valor propio.

Una cuenta estd restringida a deslizarse a lo largo de una
varilla sin friccién de longitud L. La varilla gira en un
plano vertical con velocidad angular constante w respecto
a un pivote P fijo en el punto medio de la varilla, pero el
disefio del pivote permite que la cuenta se mueva a lo
largo de toda la varilla. Sea r(¢) la posicién de la cuenta
respecto a este sistema de coordenadas giratorio segin se
ilustra en la figura 5.R.2. Con el fin de aplicar la segunda
ley de Newton del movimiento a este marco de referencia
rotatorio, es necesario usar el hecho de que la fuerza neta
que actda en la cuenta es la suma de las fuerzas reales (en
este caso, la fuerza debida a la gravedad) y las fuerzas
inerciales (coriolis, transversal y centrifuga). Las mate-
maticas del caso son un poco complicadas, asi que s6lo
se da la ecuacion diferencial resultante para r:

d*r

m——- = mw

dr?

’r — mg senwt.

a) Resuelva la ED anterior sujeta a las condiciones ini-
ciales r(0) = r,, r'(0) = v,.

b) Determine las condiciones iniciales para las cuales la
cuenta exhibe movimiento arménico simple. ;Cudl es
la longitud minima L de la varilla para la cual puede ésta
acomodar el movimiento armdnico simple de la cuenta?

¢) Paralas condiciones iniciales distintas de las obtenidas en
el inciso b), la cuenta en algliin momento debe salir de la
varilla. Explique usando la solucién r(f) del inciso a).

d) Suponga que w = 1 rad/s. Use una aplicacién grafi-
cadora para trazar la solucién r(¢) para las condicio-
nes iniciales r(0) = 0, r'(0) = v,, donde v, es 0, 10,
15,16, 16.1y 17.

0’

25.

26.

e) Suponga que la longitud de la varilla es L = 40 pies.
Para cada par de condiciones iniciales del inciso d),
use una aplicacién para encontrar raices para calcular
el tiempo total que la cuenta permanece en la varilla.

FIGURA 5.R.2 Varilla rotando del problema 24.

Suponga que una masa m que permanece sobre una super-
ficie plana, seca y sin friccién estd unida al extremo libre de
un resorte cuya constante es k. En la figura 5.R.3a la masa
se muestra en la posicién de equilibrio x = 0, es decir, el
resorte no estd ni estirado ni comprimido. Como se ilustra
en la figura 5.R.3b, el desplazamiento x(¢) de la masa a la
derecha de la posicién de equilibrio es positivo y negativo a
la izquierda. Obtenga una ecuacién diferencial para el mo-
vimiento (deslizante) horizontal libre de la masa. Describa
la diferencia entre la obtencion de esta ED y el andlisis que
da lugar a la ecuacién (1) de la seccion 5.1.

apoyo
rigido

s

superficie sin friccién:]

0
a) equilibrio

AR

x(1) <0
b) movimiento

x(t) >0—

FIGURA 5.R.3 Sistema deslizante resorte/masa del
problema 25.

(Cudl es la ecuacion diferencial de movimiento en el
problema 25 si la friccién cinética (pero ninguna otra
fuerza de amortiguamiento) actia en la masa deslizante?
[Sugerencia: Suponga que la magnitud de la fuerza de
friccion cinética es f, = umg, donde mg es el peso de la
masa y la constante u > 0 es el coeficiente de friccion
cinética. Luego considere dos casos, x’ > 0y x" < 0.
Interprete estos casos desde un punto de vista fisico.]
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REPASO DEL CAPITULO 6

Hasta ahora se han resuelto principalmente ecuaciones diferenciales de orden
dos o superior cuando la ecuacion tiene coeficientes constantes. La tnica
excepcion fue la ecuacion de Cauchy-Euler que se estudié en la seccion 4.7. En
aplicaciones, las ecuaciones lineales de orden superior con coeficientes variables
son tan importantes o quizd mds que las ecuaciones diferenciales con coeficientes
constantes. Como se indic6 en la seccién 4.7, aun una ecuacion simple lineal
de segundo orden con coeficientes variables tales como y” + xy = 0 no tiene
soluciones que sean funciones elementales. Pero podemos encontrar dos soluciones
linealmente independientes de y” + xy = 0; veremos en las secciones 6.1 y 6.3 que
las soluciones de esta ecuacion estan definidas por series infinitas.

En este capitulo estudiaremos dos métodos de series infinitas para encontrar
soluciones de ED lineales homogéneas de segundo orden a,(x)y” + a,(x)y" +
a,(x)y = 0 donde los coeficientes variables a,(x), a,(x) y a,(x) son, la mayoria de las

veces, simples polinomios.
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CAPITULO 6 SOLUCIONES EN SERIES DE ECUACIONES LINEALES

6.1

SOLUCIONES RESPECTO A PUNTOS ORDINARIOS

convergencia
divergencia  absoluta
—
a—-R a

divergencia
,
!

a+R

X

Ila serie podriaj‘
converger o divergir
en los puntos extremos

FIGURA 6.1.1 Convergencia absoluta
dentro del intervalo de convergencia y
divergencia fuera de este intervalo.

REPASO DE MATERIAL

e Series de potencias (véase cualquier libro de cdlculo)

6.1.1

INTRODUCCION  En la seccién 4.3 vimos que resolver una ED lineal homogénea con coeficientes
constantes era en esencia un problema de dlgebra. Encontrando las raices de la ecuacién auxiliar es po-
sible escribir una solucién general de la ED como una combinacidn lineal de funciones elementales x*,
xte™, xke* cos Bx y xfe** sen Bx, donde k es un entero no negativo. Pero como se indicé en la introduc-
cion de la seccion 4.7, la mayoria de las ED lineales de orden superior con coeficientes variables no
se resuelven en términos de funciones elementales. Una estrategia usual para ecuaciones de esta clase
es suponer una solucion en la forma de series infinitas y proceder de manera similar al método de
coeficientes indeterminados (seccién 4.4). En esta seccidon se consideran ED lineales de segundo
orden con coeficientes variables que tienen soluciones de la forma de series de potencias.

Comenzamos con un repaso breve de algunos hechos importantes acerca de las series de poten-
cias. Para un mejor tratamiento del tema consulte un libro de cdlculo.

REPASO DE SERIES DE POTENCIAS

Recuerde de su curso de cdlculo que una serie de potencias en x — a es una serie infi-
nita de la forma

0

E c(x—a)y'=cy+ c;(x —a)+ cy(x —a)’+ - - -
n=0

Se dice que esta serie es una serie de potencias centrada en a. Por ejemplo, la serie
de potencias X7_, (x + 1)" estd centrada en @ = —1. En esta seccidn tratamos princi-
palmente con las series de potencias en x, en otras palabras, series de potencias como
e 27 = x + 2x% 4+ 4x° + - - - que estan centradas en @ = 0. La siguiente lista
resume algunos hechos importantes acerca de las series de potencias.

Convergencia Una serie de potencias >7_, ¢,(x — a)" s convergente en un
valor especificado de x si su sucesion de sumas parciales {S, (x)} converge, es
decir, si el 1\,11_1)113o Sy(x) = ;\}I_I)noc SN_, c,(x — a)" existe. Si el limite no existe
en x, entonces se dice que la serie es divergente.

Intervalo de convergencia Toda serie de potencias tiene un intervalo de
convergencia. El intervalo de convergencia es el conjunto de todos los nimeros
reales x para los que converge la serie.

Radio de convergencia Toda serie de potencias tiene un radio de convergencia
R. Si R > 0, entonces la serie de potencias 3*_; ¢, (x — a)" converge para |x
—a| < Ry diverge para |x — a| > R. Si la serie converge s6lo en su centro
a, entonces R = 0. Si la serie converge para toda x, entonces se escribe R =
o, Recuerde que la desigualdad de valor absoluto |x — a| < R es equivalente a
la desigualdad simultdnea ¢ — R < x < a + R. Una serie de potencias podria
converger o no en los puntos extremos ¢ — Ry a + R de este intervalo.
Convergencia absoluta Dentro de su intervalo de convergencia, una serie
de potencias converge absolutamente. En otras palabras, si x es un nimero en
el intervalo de convergencia y no es un extremo del intervalo, entonces la serie
de valores absolutos =7_|c,(x — a)"| converge. Véase la figura 6.1.1.
Prueba de la razén La convergencia de una serie de potencias suele determi-
narse mediante el criterio de la razén. Suponga que ¢, # 0 para toda n y que

lim Cn+1(x - a)n+l Cnt1

n—ow

= L.

= |x — allim
n—o

n

cx — a)



e‘senx =

KN Senx = X — — + — — -, cosx =1
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Si L < 1, la serie converge absolutamente; si L > 1, la serie diverge, y si
L = 1, el criterio no es concluyente. Por ejemplo, para la serie de potencias
>r_1(x — 3)"/2"n el criterio de la razén da

(x — 3)n+1
27" (n + 1
im |2 D) s i =L gy,
e | (x = 3)" = 2(n+ 1) 2
2'n

la serie converge absolutamente para % [x=3|<lo|lx—3|<20

I <x <5 Estaltima desigualdad define el intervalo abierto de convergencia.
La serie diverge para |x — 3| > 2, es decir, para x > 5 0 x < 1. En el extremo
izquierdo x = 1 del intervalo abierto de convergencia, la serie de constantes

SE ((—1)n) es convergente por la prueba de series alternantes. En el extremo
derecho x = 5, la serie =,~ (1/n) es la serie arménica divergente. El intervalo
de convergencia de la serie es [1, 5) y el radio de convergencia es R = 2.

Una serie de potencias define una funcién Una serie de potencias define una
funcién f(x) = 25_y ¢,(x — a)" cuyo dominio es el intervalo de convergencia
de la serie. Si el radio de convergencia es R > 0, entonces f'es continua,
derivable e integrable en el intervalo (¢ — R, a + R). Ademas, f'(x) y f fx)dx
se encuentran derivando e integrando término a término. La convergencia

en un extremo se podria perder por derivacion o ganar por integracion. Si

y = -, c,x" es una serie de potencias en x, entonces las primeras dos
derivadas son y' = X7_ nx" 'y y" = 2¥_,n(n — 1)x* 2. Observe que el
primer término en la primera derivada y los dos primeros términos de la segunda
derivada son cero. Se omiten estos términos cero y se escribe

o0 o]
y' = X cnx'! y V'= > e,n(n — DHx"2 (1)
I

n= n=2

Estos resultados son importantes y se usan en breve.

Propiedad de identidad Si =;,_, c,(x — a)" = 0,R > 0, para los
nimeros x en el intervalo de convergencia, entonces ¢, = 0 para toda n.
Analitica en un punto Una funcidn f'es analitica en un punto a si se puede
representar mediante una serie de potencias en x — a con un radio positivo o
infinito de convergencia. En célculo se ve que las funciones como e*, cos x,
sen x, In(1 — x), etcétera, se pueden representar mediante series de Taylor.
Recuerde, por ejemplo que

X X X oxt X

s )
31 5! 20 41 6!

para | x| < . Estas series de Taylor centradas en 0, llamadas series de
Maclaurin, muestran que e, sen x y cos x son analiticas en x = 0.

Aritmética de series de potencias Las series de potencias se combinan
mediante operaciones de suma, multiplicacion y division. Los procedimientos
para las series de potencias son similares a los que se usan para sumar,
multiplicar y dividir dos polinomios, es decir, se suman los coeficientes de
potencias iguales de x, se usa la ley distributiva y se retinen términos semejantes
y se realiza la division larga. Por ejemplo, usando las series de (2), tenemos que

D Ry @ X x
<1+x+—+—+—+~~><x——+—— +>
2 6 24 6 120 5040
(1)x+(1)x2+(—1+1>x3+(—1+1>x4+(L—L+i>x5+---
6 2 6 6 120 12 24
3 XS
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Puesto que las series de potencias para e* y sen x convergen para |x| < =, la
serie de productos converge en el mismo intervalo. Los problemas relaciona-
dos con multiplicacién o divisién de series de potencias se resuelven mejor
usando un SAC.

CORRIMIENTO DEL INDICE DE LA SUMA Para el resto de esta seccion, asi
como este capitulo, es importante que se acostumbre a simplificar la suma de dos
o mas series de potencias, cada una expresada en notacién de suma (sigma), en una
expresion con una sola >. Como se muestra en el ejemplo siguiente, la combina-
cion de dos o mds sumas en una sola suele requerir que se vuelva a indizar la serie,
es decir, que se realice un cambio en el indice de la suma.

I EJEMPLO T Suma de dos series de potencias

Escriba X7_, n(n — 1)c,x" % + 27_, ¢,x""! como una sola serie de potencias cuyo
término general implica a x*.

SOLUCION Para sumar las dos series es necesario que ambos indices de las sumas
comiencen con el mismo nimero y las potencias de x en cada caso estén “en fase”; es
decir, si una serie comienza con un mdltiplo de, por ejemplo, x a la primera potencia,
entonces se quiere que la otra serie comience con la misma potencia. Observe que en
el problema la primera serie empieza con x°, mientras que la segunda comienza con x'.
Si se escribe el primer término de la primera serie fuera de la notacién de suma,

serie comienza serie comienza

con x con x

paran =3 paran =0
0 0 <]
N — Dex 2+ D ex™ =2 1ex0 + D on(n — De,x 2 + 2 ¢,xn
n=2 n=0 n=3 n=0

©

vemos que ambas series del lado derecho empiezan con la misma potencia de x, en
particular x'. Ahora, para obtener el mismo indice de la suma, se toman como guia
los exponentes de x; se establece k = n — 2 en la primera serie y al mismo tiempo
k =n + 1 en la segunda serie. El lado derecho se convierte en

igual

20, + O (k4 2)(k + Deppoxh + D ¢ k. 3)
k=1 k=1
1 igual i)

Recuerde que el indice de la suma es una variable “muda”; el hecho de que k = n —
lenuncasoyk =n + 1 en el otro no debe causar confusion si se considera que lo
importante es el valor del indice de suma. En ambos casos k toma los mismos valores
sucesivos k = 1,2, 3, ... cuando n toma los valores n = 2,3, 4, ...parak=n—lyn =
0,1,2,...parak = n + 1. Ahora es posible sumar las series de (3) término a término:

©

N nn—1De,x 2+ X e, X = 2¢, + D [(k + 2)(k + 1)cpan + oy 145 4 m
n=2 n=0 k=1

Si no estd convencido del resultado en (4), entonces escriba algunos términos de
ambos lados de la igualdad.
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6.1.2 SOLUCIONES EN SERIES DE POTENCIAS

UNA DEFINICION Suponga que la ecuacién diferencial lineal de segundo orden
a(x)y" + ay(x)y" + ag(x)y =0 &)
se escribe en forma estandar
y'+ Py + 0(x)y =0 ©)

dividiendo entre el coeficiente principal a,(x). Se tiene la definicion siguiente.

DEFINICION 6.1.1 Puntos ordinarios y singulares

Se dice que un punto x, es un punto ordinario de la ecuacién diferencial (5) si
tanto P(x) como Q(x) en la forma estdndar (6) son analiticas en x,. Se dice que
un punto que no es punto ordinario es un punto singular de la ecuacién.

Cada valor finito de x es un punto ordinario de la ecuacién diferencial y” + (e¥)y’ +
(sen x)y = 0. En particular, x = 0 es un punto ordinario porque, como ya se vio en (2),
tanto e* como sen x son analiticas en este punto. La negacion en el segundo enunciado
de la definicidn 6.1.1 establece que si por lo menos una de las funciones P(x) y Q(x) en
(6) no es analitica en x, entonces x, es un punto singular. Observe que x = 0 €s un punto
singular de la ecuacion diferencial y” + (e*)y’ + (In x)y = 0 porque Q(x) = In x es dis-
continua en x = 0y, por tanto, no se puede representar con una serie de potencias en x.

COEFICIENTES POLINOMIALES Se pone atencién sobre todo al caso cuando (5)
tiene coeficientes polinomiales. Un polinomio es analitico en cualquier valor x y una
funcién racional es analitica excepto en los puntos donde su denominador es cero. Por
tanto si a,(x), a,(x) y a,(x) son polinomios sin factores comunes, entonces ambas fun-
ciones racionales P(x) = a,(x) / a,(x)y Q(x) = a,(x) / a,(x) son analiticas excepto donde
a,(x) = 0. Entonces, se tiene que

X = x, s un punto ordinario de (5) si a,(x,) # 0 mientras que x = x, €s un punto
singular de (5) si a,(x,) = 0.

Por ejemplo, los dnicos puntos singulares de la ecuacién (x> — 1)y” + 2xy’ + 6y = 0
son soluciones de x> — 1 = 0 0o x = = 1. Todos los otros valores finitos* de x son pun-
tos ordinarios. La inspeccién de la ecuacion de Cauchy-Euler ax?y” + bxy’ + cy = 0
muestra que tiene un punto singular en x = 0. Los puntos singulares no necesitan ser
numeros reales. La ecuacién (x> + 1)y” + xy’ — y = 0 tiene puntos singulares en las
soluciones x> + 1 = 0, en particular, x = =* i. Los otros valores de x, reales o comple-
jos, son puntos ordinarios.

Establecemos el siguiente teorema acerca de la existencia de soluciones en series
de potencias sin demostracion.

TEOREMA 6.1.1 Existencia de soluciones en series de potencias

Si x = x, es un punto ordinario de la ecuacion diferencial (5), siempre es po-
sible encontrar dos soluciones linealmente independientes en la forma de una
serie de potencias centrada en X, €8 decir, y = 3*_, ¢,(x — x,)". Una solu-
cién en serie converge por lo menos en un intervalo definido por |x — x0| <R,
donde R es la distancia desde x, al punto singular mds cercano.

“Para nuestros propdsitos, los puntos ordinarios y puntos singulares siempre serdn puntos finitos. Es
posible que una EDO tenga un punto singular en el infinito.
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Se dice que una solucién de la forma y = 27_, ¢,(x — x)" es una solucién res-
pecto a un punto ordinario x . La distancia R en el teorema 6.1.1 es el valor minimo
o limite inferior del radio de convergencia de las soluciones en serie de la ecuacién
diferencial respecto a x,.

En el ejemplo siguiente, se usa el hecho de que en el plano complejo, la distancia
entre dos nimeros complejos a + bi 'y ¢ + di es exactamente la distancia entre los
puntos (a, b) y (c, d).

I EJEMPLO 2 Limite inferior para el radio de convergencia

Los ndmeros complejos 1 £ 2i son puntos singulares de la ecuacion diferencial (x> —
2x + 5)y" + xy' —y =0. Yaque x = 0 es un punto ordinario de la ecuacion, el teorema
6.1.1 garantiza que es posible encontrar dos soluciones en serie de potencias centradas
en 0, es decir, soluciones que se parecen a y = >7_, ¢,x". Sin realmente encontrar
estas soluciones, se sabe que cada serie debe converger al menos para | x| < /5 por-
que R = V5 es la distancia en el plano complejo desde O (el punto (0, 0)) a cualquiera
de los niimeros 1 + 2i (el punto (1, 2)) o 1 — 2i (el punto (1, —2)). Sin embargo, una de
estas dos soluciones es vélida en un intervalo mucho mayor que —V/5 < x < V5;
de hecho, esta solucion es vdlida en (—2, ) porque se puede demostrar que una de las
dos soluciones en serie de potencias respecto a 0 se reduce a un polinomio. Por tanto
también se dice que V/5 es el limite inferior para el radio de convergencia de solucio-
nes en serie de la ecuacién diferencial respecto a 0.

Si se buscan soluciones de la ED dada respecto a un punto ordinario diferente, por
ejemplo, x = —1, entonces cada serie y = 27_, ¢,(x + 1)" converge al menos para
|x| < 2V2 porque ladistanciade —1al +2ioal —2iesR=V8=2V2. =

NOTA En los ejemplos que siguen, asi como en los ejercicios 6.1, por razones de
simplicidad, encontraremos soluciones en serie de potencias sélo respecto al punto or-
dinario x = 0. Si es necesario encontrar una solucién en serie de potencias de una ED
lineal respecto a un punto ordinario x, # 0, simplemente se hace el cambio de variable
t = x — x, en la ecuacion (esto traduce x = x, en ¢ = 0), para encontrar las soluciones de
la nueva ecuacion de la forma y = 2,_ ¢,t" y después volver a sustituir t = x — X,

DETERMINACION DE UNA SOLUCION EN SERIES DE POTENCIAS  La determi-
nacion real de una solucién en serie de potencias de una ED lineal homogénea de segundo
orden es bastante similar a lo que se hizo en la seccién 4.4 para encontrar soluciones par-
ticulares de ED no homogéneas con el método de coeficientes indeterminados. De hecho,
el método de serie de potencias para resolver una ED lineal con coeficientes variables
con frecuencia se describe como “método de coeficientes indeterminados de series”. En
resumen, la idea es la siguiente: sustituimos y = 2 _ ¢, X" en la ecuacién diferencial,
se combina la serie como se hizo en el ejemplo 1 y luego se igualan los coeficientes del
miembro derecho de la ecuacion para determinar los coeficientes ¢,. Pero como el miem-
bro derecho es cero, el dltimo paso requiere, por la propiedad de identidad en la lista de
propiedades anterior, que todos los coeficientes de x se deban igualar a cero. Esto no
significa que los coeficientes son cero; esto no tendria sentido después de todo; el teorema
6.1.1 garantiza que se pueden encontrar dos soluciones. En el ejemplo 3 se ilustra cémo la
sola suposicién de y = Zi_, ¢,x" = ¢y + ¢;x + ¢,x* + - - - conduce a dos conjuntos
de coeficientes, por lo que se tienen dos series de potencias distintas y (x) y y,(x), ambas
desarrolladas respecto al punto ordinario x = 0. La solucién general de la ecuacion dife-
rencial es y = Cy,(x) + C,y,(x); de hecho, se puede demostrar que C, = ¢,y C, = c,.

I EJEMPLO 3 Soluciones en series de potencias

Resuelva y” + xy = 0.

SOLUCION Puesto que no hay puntos singulares finitos el teorema 6.1.1 garantiza
dos soluciones en serie de potencias centradas en 0, convergentes para |x| < oo.
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Sustituyendo y = =7_, c,x" ylasegundaderivada y' = 27_, n(n — 1)c,x" 2 (véase
(1)) en la ecuacion diferencial, se obtiene

y'+xy = Denn— DX+ x D e x" = X cnn — D2+ D e, (7

n=2 n=0 n=2 n=0

En el ejemplo 1 ya se sumaron las dos ultimas series en el miembro derecho de la
igualdad en (7) corriendo el indice de la suma. Del resultado dado en (4),

V' 4+ xy =2c, + Xk + Dk + 2)cpun + ¢ y]x* = 0. 8)
k=1

En este punto se invoca la propiedad de identidad. Puesto que (8) es idénticamente cero,
es necesario que el coeficiente de cada potencia de x se iguale a cero, es decir, 2¢, = 0
(es el coeficiente de x°) y

k+ Dk +2)cin+ 0y =0, k=123,... )

Ahora 2¢, = 0 obviamente dice que ¢, = 0. Pero la expresién en (9), llamada relacién
de recurrencia, determina la ¢, de tal manera que se puede elegir que cierto subcon-
junto del conjunto de coeficientes sea diferente de cero. Puesto que (k + 1)(k + 2)
# 0 para los valores de k, se puede resolver (9) para ¢, , , en términos de ¢, _ :

Cr—1
R e N ]
U2 T Dk + 2) (10)

Esta relacion genera coeficientes consecutivos de la solucidn supuesta, una vez que k
toma los enteros sucesivos indicados en (10):

k=1, c3——2C°3
k:2, C4__3C14
Cy
k=3, C5:—4.5=0 < ¢, €s cero
C3 1
k = 4, = - =
“T75.6 2:3-5-6"
k=5 S R —
9T 67 3-4-6-7"
k= 6, Cg = — 7C58 =0 <— 5 €es cero
k=17 = - = !
9T 7897 2.3.5-6-8-9°°
cq 1
k:8’ = — =
‘0T 79010 3-4:6-7-9-10°"
Cg
k=9, C“:—IO'“:O < Cg €s cero

etcétera. Ahora sustituyendo los coeficientes obtenidos en la suposicion original

y=coF e x + 32 + o3 + cuxt Foosx® F cgx® F oogx” + cgx® F ocgx® + cppx!® + oyttt 4+ e,
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Ya(x) = x — X
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obtenemos

= ex+0— 3 - L0+ 0y

YT mar 2-3° " 3.4" 2-3-5-6

+#X7+O— €0 X - ! X0+ 0+ - -
3:4:6-7 2:3:5-6-8-9 3:4:6-7-9-10

Después de agrupar los términos que contienen ¢, y los que contienen c,, se obtiene
y = ¢, y(x) + ¢,y,(x), donde

1 1 1 © (— Dk
=1- 3 4 6 _ S ... =1+ 3k
N 2.3 "2:3:5-6° 2:3:5-6-8-9" k§12-3---(3k—1)(3k)x
1 44 1 ¥ — 1 X4+ =+ i (=D* 3k+1
3-4° 3-4-6-7° 3:4:6-7-9-10 Z34- -GGk + 1)

Debido a que el uso recursivo de (10) deja a ¢, y a ¢, completamente indeterminadas,
se pueden elegir en forma arbitraria. Como ya se menciond antes de este ejemplo, la com-
binacién lineal y = ¢ y,(x) + ¢,y,(x) representa en realidad la solucién general de la ecua-
cién diferencial. Aunque se sabe del teorema 6.1.1 que cada solucién en serie converge
para | x| < o, este hecho también se puede comprobar con el criterio de la razén. [ ]

La ecuacién diferencial del ejemplo 3 se llama ecuacion de Airy y se encuentra
en el estudio de la difraccidn de la luz, la difraccidon de ondas de radio alrededor de
la superficie de la Tierra, la aerodindmica y la deflexién de una columna vertical del-
gada uniforme que se curva bajo su propio peso. Otras formas comunes de la ecuacién
de Airy sony” — xy = 0y y" + a’xy = 0. Véase el problema 41 de los ejercicios 6.3
para una aplicacién de la dltima ecuacion.

I EJEMPLO 4 Solucién con series de potencias

Resuelva (x> + 1)y" + xy’' —y = 0.

SOLUCION Como se vio en la pagina 223, la ecuacién diferencial dada tiene puntos
singulares en x = = iy, por tanto, una solucién en serie de potencias centrada en O que
converge al menos para | x| < 1, donde 1 es la distancia en el plano complejo desde 0 a i
o —i. La suposicién y = 3*_ ¢,x" y sus primeras dos derivadas (véase (1)) conducen a

©

2+ DX nam— D2+ x 2 nex™ ! — D e x!

n=2 n=1 n=0
o

= E n(n — Dex" + 2 n(n — Dex"2 + 2 ne,x" — 2 X"

n=2 n=2 n=1 n=0

= 26,00 — ¢ + 6c3x + cx — ¢x + 2 n(n — Dex”
n=2

%(—)

K=n

+ D nn — Dex"2 + > nex" — > c X"

n=4 n=2 n=2
-
k=n—2 k=n k=n

=2¢, — ¢y + 6c3x + X, [k(k — D)y + (k + 2)(k + Degyy + kep — cplxk
k=2

=2¢, — ¢y + 6csx + 2 [(k + Dk — Ve + (k + 2)(k + Depoalk = 0.

k=2
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De esta identidad se concluye que 2¢, — ¢, = 0, 6¢, = 0,y

(k+ Dk — Dep + (k + 2)(k + 1)y, = 0.

1

Por tanto, Cy = <Cp
c3;=0
Crio k+20k, o I
Sustituyendo k = 2, 3, 4, ... en latltima férmula se obtiene
1 1 B 1
G Ty T Ty Ty«
2 0
Ce = ——(Cy; = <« ¢, es cer
5 3 3 5 €s cero
3 3 1-3
C6 — __C4 =

2-4-6° 231

¢ = _565 =0 < ¢ es cero
5 3.5 1-3-5
GT 8T a6 T T a
6
cg= 501 = 0, < ¢y es cero
7 3.5.7 1-3:5-7
010:_E68:2.4.6.8.1060: 235! o

etcétera. Por tanto,
=cy+ cix + X + o3 F x5 F cex® + cqx” + cgx® + cox® + cppx! + - -

1 1 1-3 1-3-5 1-3-5-7
co[l +§x2—22—2!x4+ 233!)66— i) x®+ T xlo—---]+c1x

= coeyi(x) t ¢y (x).

Las soluciones son el polinomio y,(x) = x y la serie de potencias

1 : 1:3-5---(2n—3
) =14+=x2+ X (=" (2n )xZ”, |x| < 1. [
2 n=2 2"n!

I EJEMPLO 5 Relacién de recurrencia de tres términos

Si se busca una solucién en serie de potencias y = 2 _ ¢, X" para la ecuacion diferencial
y' =1 +xy=0,
. _ 1 - . .
se obtiene ¢, = ;¢y y larelacion de recurrencia de tres términos

(o

—_—, k=1,2,3,...
k+ 1)k + 2)

Cr+2 =

Se deduce a partir de estos dos resultados que los coeficientes ¢ , para n = 3, se ex-
presan en términos de ¢, y ¢,. Para simplificar, se puede elegir primero ¢, # 0, ¢, = 0;
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©

esto conduce a coeficientes para una solucién expresada por completo en términos de
Cp A continuacion, si elegimos ¢, = 0, ¢, # 0, entonces los coeficientes para la otra
solucién se expresan en términos de ¢,. Usando ¢, = %co en ambos casos, la relacién
de recurrencia para k = 1, 2, 3, ... se obtiene

co#0,¢,=0 cg=0,c;, #0
1 1

€27 5% cz=§co=0
c:cl-l—co: € _ % c:c1+00: & _a
2.3 2.3 6 2.3 2.3 6
L=a2ta__a _ % L=ata_ a _a
3.4 2.3-4 24 Y344 344 12
=Gt |l I _a | _ate_ o _ o
S 4.5  4-5|6 2| 30| ° 4.5 4-5-6 120

etcétera. Por tltimo, vemos que la solucién general de la ecuacién es y = ¢ y,(x) +
¢, y,(x), donde

()_1+l2+l3+i4+i5+...
T 2V et Taat T3”

(x) +1 >+ ! 4+ : S+
X) = X — X — X — X AR
y Y2 ¢ T12" T 10

Cada serie converge para todos los valores finitos de x. [ ]

COEFICIENTES NO POLINOMIALES En el siguiente ejemplo se muestra como
encontrar una solucion en serie de potencias respecto a un punto ordinario x, = 0 de
una ecuacién diferencial cuando sus coeficientes no son polinomios. En este ejemplo
vemos una aplicacién de la multiplicacién de dos series de potencias.

I EJEMPLO 6 ED con coeficientes no polinomiales

Resuelva y” + (cos x)y = 0.

SOLUCION Vemos que x = 0 es un punto ordinario de la ecuacién porque, como ya
hemos visto, cos x es analitica en ese punto. Usando la serie de Maclaurin para cos x dada
en (2), junto con la suposicion usual y = 27_ ¢, x" y los resultados de (1), se encuentra

x2ooxr xS =
¥ + (cosx)y =X n(n — e 2 + (1 -t ===+ >2 cpx"
n=0

Py 21 41 6!
o ox
=2c2+6c3x+12c4x2+20c5x3+---+<1—5+Z+--->(c0+c|x+c2x2+c3x3+---)
! 2 ! 3
=2c¢, + ¢y t+ (6c; + c)x + 1264+c2—5c0x+ 2OCS+C3—§C] x>+ =0

Se tiene que

1 1
2¢y, + ¢y =0, 6c; + ¢, =0, 1204+c2—5c0=0, 2Oc5+c3—5c120,
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FIGURA 6.1.2 Curvas de solucién
numérica para la ED de Airy.
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£ 1 1 1 1
etcétera. Esto da ¢, = —5¢p, ¢35 = ¢, ¢4 = 5€0, €5 = 33Cy, - . . . Agrupando

términos se llega a la solucién general y = ¢,y (x) + ¢ y,(x), donde

@W=1-22+—x @) Lop =

X) = — —X —_— Xt — . X)=Xx——Xx —_—Xx —

I 2" T2 Yo 6" " 30

Debido a que la ecuacién diferencial no tiene puntos singulares finitos, ambas series
de potencias convergen para | x| < . [ |

CURVAS SOLUCION La grafica aproximada de una solucién en serie de potencias
y(x) = 2r_, c,x" se puede obtener de varias maneras. Siempre se puede recurrir a
trazar la gréfica de los términos en la sucesion de sumas parciales de la serie; en otras
palabras, las gréficas de los polinomios Sy (x) = 3V_, ¢,x". Para valores grandes de N,
S (x) debe darnos una indicacion del comportamiento de y(x) cerca del punto ordinario
x = 0. También se puede obtener una curva solucién aproximada o numérica usando
un programa, como se hizo en la seccién 4.9. Por ejemplo, si se examinan cuidado-
samente las soluciones en serie de la ecuacion de Airy del ejemplo 3, se debe ver que
¥,(x) y y,(x) son, a su vez, las soluciones de los problemas de valores iniciales

y' +xy=0, y0) =1, y'(0)=0,
y' +xy=0, y0) =0, y'(0) =1

(1)

Las condiciones iniciales especificadas “seleccionan” las soluciones y(x) y v,(x) de
Y = ¢,y,(x) + ¢,y,(x), puesto que debe ser evidente de la suposicién bdsica de series
y = 2Zr_gc,x" quey(0)=c,yy'(0) = c, Ahora,siel programa de solucién numérica
requiere un sistema de ecuaciones, la sustitucién y’ = u en y” + xy = 0 produce y" =
u' = — xyy, por consiguiente, un sistema de dos ecuaciones de primer orden equiva-
lente a la ecuacién de Airy es
Y =u
(12)

’

u' = —xy.

Las condiciones iniciales para el sistema en (12) son los dos conjuntos de condiciones
iniciales en (11) reescritas como y(0) = 1, u(0) = 0y y(0) = 0, u(0) = 1. Las gréficas
de y(x) y y,(x) que se muestran en la figura 6.1.2 se obtuvieron con la ayuda de un pro-
grama de solucién numérica. El hecho de que las curvas solucién numéricas parezcan
oscilatorias es consistente con el hecho de que la ecuacién de Airy se presento en la
seccién 5.1 (pagina 186) en la forma mx” + ktx = 0 como el modelo de un resorte cuya
“constante de resorte” K(f) = kt se incrementa con el tiempo.

I COMENTARIOS

i) En los problemas que siguen no espere poder escribir una solucién en términos
de la notacién de suma en cada caso. Aun cuando se puedan generar tantos térmi-
nos como se desee en una solucion en serie y = 25— ¢, X" ya sea usando una rela-
cién de recurrencia o como en el ejemplo 6, por multiplicacion, podria no ser posible
deducir ningun término general para los coeficientes ¢ . Podriamos tener que confor-
marnos, como se hizo en los ejemplos 5 y 6, con los primeros términos de la serie.

i) Un punto x, es un punto ordinario de una ED lineal no homogénea de se-
gundo orden y” + P(x)y" + Q(x)y = fix) si P(x), Q(x) y f(x) son analiticas en x,.
Ademds, el teorema 6.1.1 se amplia a esta clase de ED; en otras palabras, po-
demos encontrar soluciones en serie de potencias y = 3>_ ¢, (x — x,)" de ED
lineales no homogéneas de la misma manera que en los ejemplos 3 a 6. Véase el
problema 36 de los ejercicios 6.1.
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E] E RC I C I O S 6 . 1 Las respuestas a los problemas seleccionados con niimero impar comienzan en la pdgina RES-8.

6.1.1 REPASO DE SERIES DE POTENCIAS

En los problemas 1 a 4, determine el radio de convergencia y
el intervalo de convergencia para las series de potencias.

LY 2. 3 O+ gy
n=1 1 n=0 !
o (=D o
3> (x —5) 4. Ek!(x 1)
k=0

En los problemas 5 y 6 la funcién dada es analitica en x = 0.
Encuentre los primeros cuatro términos de una serie de po-
tencias en x. Efectiie la multiplicacién a mano o use un SAC,
como se indica.

5. senxcos x 6. ¢ *cosx

En los problemas 7 y 8, la funcién dada es analitica en x = 0.
Encuentre los primeros cuatro términos de una serie de po-
tencias en x. Efectie a mano la divisién larga o use un SAC,
como se indica. Dé un intervalo abierto de convergencia.
1 1 —x

8

7. .
2 +x

COS X

En los problemas 9 y 10, reescriba la serie de potencias de
modo que en su término general tenga x*.

9. jg nCan+2 10. 25 (2’1__ l)cnxn_3
n=1 n=3
En los problemas 11 y 12, reescriba la expresién dada como
una sola serie de potencias en cuyo término general tenga x*.
11. D 2nc,x '+ 6¢,x""!

n=1 n=0

12. Y nn— Dex” +22 n(n — De,x™2 43D neyx”
n=2 n=2 n=1

En los problemas 13 y 14, compruebe por sustitucién directa

que la serie de potencias dada es una solucién particular de la

ecuacién diferencial dada.

© (__1)n+l

13. y=2

X (et Dy"+y =0

14 y = E ) 2)1’

22n( ‘)2 xy"+y +xy=0

6.1.2 SOLUCIONES EN SERIES DE POTENCIAS

En los problemas 15 y 16, sin realmente resolver la ecuacién
diferencial dada, encuentre un limite inferior para el radio de
convergencia de las soluciones en serie de potencias respecto
al punto ordinario x = 0. Respecto al punto ordinario x = 1.

15. (x* = 25)y" +2xy" +y =0
16. (x> —2x + 10)y" +xy" —4y =10

En los problemas 17 a 28, encuentre dos series de potencias de
la ecuacion diferencial dada respecto al punto ordinario x = 0.

17. y"—xy =0

19. y" = 2xy' +y=0

21. y"+x%y' +xy=0

2. x—1y"+y' =0

25. y"—(x+ 1y —y=0
26. (2 +1)y" —6y=0
27. (2 +2)y"+3xy' —y=0
28. (x2—1)y"+xy' —y=0

18. y" + x>y =0

20. y' —xy' +2y=0

22, '+ 2xy' + 2y =0

24, (x+2)y"+xy' —y=0

En los problemas 29 a 32, use el método de series de potencias
para resolver el problema con valores iniciales.

29. = 1)y" —xy"+y =0, y0) =-2,y(0) =

30. x+1)y"—Q2—-—x)y +y=0, y0)=2,y0)=—
31. y"—2xy' + 8 =0, y(0)=3,y'0)=0

32. 2+ 1)y"+2xy' =0, y0)=0,y(0)=1

En los problemas 33 y 34, use el procedimiento del ejemplo 6
para encontrar dos soluciones en serie de potencias de la ecua-
cién diferencial respecto al punto ordinario x = 0.

33. y" + (senx)y =0 4. y'+tey —y=0

Problemas para analizar

35. Sin resolver en su totalidad la ecuacién diferencial (cos
x)y" + y" + 5y = 0, encuentre un limite inferior para el
radio de convergencia de las soluciones en serie de poten-
cias respecto ax = 0. Respectoax = 1.

36. ;Como se puede usar el método descrito en esta seccién
para encontrar una solucién en serie de potencias de la
ecuacion no homogénea y' — xy = 1 respecto al punto
ordinario x = 0? ;| De y" — 4xy’ — 4y = ¢*? Lleve a cabo
sus ideas al resolver ambas ED.

37. (Esx = 0un punto ordinario o singular de la ecuacion di-
ferencial xy” + (sen x)y = 0? Defienda su respuesta con
matematicas convincentes.

38. Para propésitos de este problema ignore las graficas pre-
sentadas en la figura 6.1.2. Si la ED de Airy se escribe como
' = — xy, (qué se puede decir respecto a la forma de una
curva soluciénsix >0y y>0?;Six>0yy<0?

Tarea para el laboratorio de computacién

39. a) Determine dos soluciones en serie de potencias para
y' 4+ xy’" +y = 0y exprese las soluciones y (x) y y,(x)
en términos de la notacién de suma.
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c)
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Use un SAC para graficar las sumas parciales S, (x)
paray (x). Use N = 2,3, 5, 6, 8, 10. Repita con las
sumas parciales S, (x) para y,(x).

Compare las graficas obtenidas en el inciso b) con
la curva obtenida por medio de un programa de
solucién numérica. Use las condiciones iniciales
y,(0) = 1, y/(0) = 0y y,(0) = 0, y3(0) = 1.
Reexamine la solucién y (x) del inciso a). Exprese
esta serie como una funcién elemental. Después use
la ecuacion (5) de la seccién 4.2 para encontrar una
segunda solucién de la ecuaciéon. Compruebe que
esta segunda solucién es la misma que la solucién en
serie de potencias y,(x).

40. a)

b)

¢)

d)
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Encuentre un término diferente de cero para cada una
de las soluciones y (x) y y,(x) del ejemplo 6.

Determine una solucién en serie y(x) del problema de
valor inicial y” + (cos x)y = 0, y(0) = 1, y'(0) = 1.
Use un SAC para trazar las graficas de las sumas par-
ciales S, (x) para la solucién y(x) del inciso b). Use
N=2,3,4,56,7.

Compare las graficas obtenidas en el inciso c) con
la curva obtenida usando un programa de solucion
numérica para el problema con valores iniciales del
inciso b).

6.2

SOLUCIONES EN TORNO A PUNTOS SINGULARES

REPASO DE MATERIAL

y'+xy=0

e Seccidn 4.2 (especialmente (5) de esa seccion)

xy//

INTRODUCCION Las dos ecuaciones diferenciales

+y=0

son similares sélo en que son ejemplos de ED lineales simples de segundo orden con coeficientes
variables. Eso es todo lo que tienen en comtn. Debido a que x = 0 es un punto ordinario de y" +
xy = 0, vimos en la seccion anterior que no hubo problema en encontrar dos soluciones en serie de
potencias distintas centradas en ese punto. En contraste, debido a que x = 0 es un punto singular
de xy” + y = 0, encontrar dos soluciones en series infinitas —observe que no se dijo series de po-
tencias—, de la ecuacion diferencial respecto a ese punto se vuelve una tarea més dificil.

El método de solucién analizado en esta seccidn, no siempre produce dos soluciones en series
infinitas. Cuando s6lo se encuentra una solucién, se puede usar la férmula dada en (5) de la seccién
4.2 para encontrar una segunda solucion.

UNA DEFINICION Un punto singular x, de una ecuacion diferencial lineal

a@)y" + a,()y" + ag(x)y =0

ey

se clasifica mds bien como regular o irregular. La clasificacién de nuevo depende de
las funciones Py Q en la forma estdndar

y'+ Py + Qy = 0.

2

DEFINICION 6.2.1

Puntos singulares regulares e irregulares

Se dice que un punto singular x, es un punto singular regular de la ecuacién
diferencial (1) si las funciones p(x) = (x — x)) P(x) y g(x) = (x — x,)*Q(x) son
analiticas en x;,. Un punto singular que no es regular es un punto singular
irregular de la ecuacidn.

El segundo enunciado en la definicién 6.2.1 indica que si una o ambas funciones
px) = (x = x)PX)yqlx) = (x— xO)2 Q(x) no son analiticas en x , entonces x, €s un
punto singular irregular.
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COEFICIENTES POLINOMIALES Como en la seccién 6.1, estamos principalmente
interesados en ecuaciones lineales (1) donde los coeficientes a,(x), a,(x) y a,(x) son po-
linomios sin factores comunes. Ya se ha visto que si a,(x,) = 0, entonces x = x; €s un
punto singular de (1), ya que al menos una de las funciones racionales P(x) = a,(x)/a,(x)
y O(x) = ao(x)/ a,(x) en la forma estandar (2) no es analitica en ese punto. Pero como
a,(x) es un polinomio y x, es una de sus raices, se deduce del teorema del factor del
dlgebra que x — x, es un factor de a,(x). Esto significa que después de que a,(x) /a,(x)
y ao(x)/ a,(x) se reducen a términos minimos, el factor x — x, debe permanecer, para
alguna potencia entera positiva, en uno o en ambos denominadores. Ahora suponga que
X = x, es un punto singular de (1) pero ambas funciones definidas por los productos
p(x) = (x — x) P(x) y g(x) = (x — x,)*Q(x) son analiticas en x,. Llegamos a la conclu-
sién de que multiplicar P(x) por x — x, y Q(x) por (x — x,)* tiene el efecto (por elimina-
cién) de que x — x, ya no aparezca en ninguno de los denominadores. Ahora se puede
determinar si x, es regular con una comprobacion visual rdpida de los denominadores:

Si x — x, aparece a lo mds a la primera potencia en el denominador de P(x) y a lo
mds ala segunda potencia en el denominador de Q(x), entonces x = x, €s un punto
singular regular.

Ademds, observe que si x = x es un punto singular regular y se multiplica la ecuacion
(2) por (x — x,)*, entonces la ED original se puede escribir en la forma

(= x)*y" + (x = x)p()y" + g(x)y = 0, (€)

donde p y g son analiticas en x = x,.

I EJEMPLO 1 Clasificacion de puntos singulares

Se debe aclarar que x = 2 y x = — 2 son puntos singulares de

(@ — 42" + 3(x — 2)y + 5y = 0.

Después de dividir la ecuacion entre (x* — 4)> = (x — 2)*(x + 2)* y de reducir los co-
eficientes a los términos minimos, se encuentra que

3 5

Po=C"20r2 ¥ 29T a2

Ahora se prueba P(x) y Q(x) en cada punto singular.

Para que x = 2 sea un punto singular regular, el factor x — 2 puede aparecer elevado
a la primera potencia en el denominador de P(x) y alo mds a la segunda potencia en el de-
nominador de Q(x). Una comprobacién de los denominadores de P(x) y Q(x) muestra que
ambas condiciones se satisfacen, por lo que x = 2 es un punto singular regular. En forma
alternativa, llegamos a la misma conclusion al notar que ambas funciones racionales

p) = (x — 2)P(x) = y g = (x =270 =

3
(x +2)? (x +2)?
son analiticas en x = 2.

Ahora, puesto que el factor x — (—2) = x + 2 aparece a la segunda potencia en
el denominador de P(x), se concluye de inmediato que x = —2 es un punto singular
irregular de la ecuacion. Esto también se deduce del hecho de que

3

p) = (x + 2)P(x) = -0 +2

es no analiticaen x = —2. |
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En el ejemplo 1, observe que como x = 2 es un punto singular regular, la ecuacién
original se puede escribir como

p(x) analitica ¢(x) analitica
len x=2 len x=2

x—=2%"+ (x—2) 0.

g , 5 B
AT
Como otro ejemplo, se puede ver que x = 0 es punto singular irregular de x*y”
—2xy" + 8y = 0 por inspeccién de los denominadores de P(x) = —2/x*y Q(x) =
8/x°. Por otro lado, x = 0 es un punto singular regular de xy” — 2xy" + 8y = 0, puesto
que x — 0y (x — 0)? incluso no aparecen en los denominadores respectivos de P(x) =
—2 y Q(x) = 8/x. Para un punto singular x = x,, cualquier potencia no negativa de
X — x, menor que uno (en particular, cero) y cualquier potencia no negativa menor que
dos (en particular, cero y uno) en los denominadores de P(x) y Q(x), respectivamente,
indican que x, es un punto singular irregular. Un punto singular puede ser un nimero
complejo. Se debe comprobar que x = 3i y que x = — 3i son dos puntos singulares
regulares de (x> + 9)y" —3xy’ + (1 — x)y = 0.

Cualquier ecuacién de Cauchy-Euler de segundo orden ax*y” + bxy’ + cy = 0,
donde a, b y ¢ son constantes reales, tiene un punto singular regular en x = 0. Se
debe comprobar que dos soluciones de la ecuaciéon de Cauchy-Euler %" — 3xy’ +
4y = 0 en el intervalo (0,) son y, = x>y y, = x* In x. Si se intenta encontrar una
solucién en serie de potencias respecto al punto singular regular x = 0 (en particular,
y = 2;-oc,X"), se tendrfa éxito en obtener s6lo la solucién polinomial y, = x*. El
hecho de que no se obtuviera la segunda solucién no es sorprendente porque In x (y en
consecuencia y, = x? In x) no es analitica en x = 0, es decir, ¥, no tiene un desarrollo
en serie de Taylor centrado en x = 0.

METODO DE FROBENIUS Para resolver una ecuacién diferencial (1) respecto a
un punto singular regular, se emplea el siguiente teorema debido a Frobenius.

TEOREMA 6.2.1 Teorema de Frobenius

Si x = x, es un punto singular regular de la ecuacion diferencial (1), entonces
existe al menos una solucién de la forma

y = (X 1 xO)rE Cn(x - xO)n = 2 Cn(x 1 Xo)"+r, (4)
n=0 n=0

donde el ndimero r es una constante por determinar. La serie converge por lo
menos en algdn intervalo 0 < x—x; <R.

Observe las palabras al menos en el primer enunciado del teorema 6.2.1. Esto significa
que en contraste con el teorema 6.1.1 el teorema 6.2.1 no garantiza que sea posible en-
contrar dos soluciones en serie del tipo indicado en (4). El método de Frobenius, para
encontrar soluciones en serie respecto a un punto singular regular x,, s similar al método
de coeficientes indeterminados de series de la seccidn anterior en la que se sustituye
y=27_, c,(x — x,)""" enlaecuacién diferencial dada y se determinan los coeficientes
desconocidos ¢, con una relacion de recurrencia. Sin embargo, se tiene una tarea mas en
este procedimiento: antes de determinar los coeficientes, se debe encontrar el exponente
desconocido 7. Si se encuentra que r es un nimero que no es un entero negativo, enton-
ces la solucién correspondiente y =>7_, ¢,(x — x,)"*" no es una serie de potencias.

Como se hizo en el andlisis de soluciones respecto a puntos ordinarios siempre
supondremos, por razones de simplicidad al resolver ecuaciones diferenciales, que el
punto singular regular es x = 0.
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I EJEMPLO 2 Dos soluciones en series

Debido a que x = 0 es un punto singular regular de la ecuacién diferencial
3xy" +y =y =0, 5
tratamos de encontrar una solucién de la forma y = 25—, ¢,x"*". Ahora

[ n+r—1 "
y' =

(n+ reyx y y'=2m+nrmn+r—1ex""72

=
1bs
=
1bs

por lo que

3xy" +y —y=3>2m+Am+r— De,x Y (n+ Pe, "= e x"t
n=0

n=0 n=0

=>(n+ rNGn+3r—2)ex" = ¢ xtr
n=0 n=0

=x"|r(3r — 2cox '+ X (n + Bn + 3r — e x =D cnx”}
n=0

L n=1

—
k=n—1 k=n

=x"|r@3r — Decox "+ 2 [(k + r+ DBk + 3r + ey — ck]x"} =0,

k=0

lo que implica que r(3r = 2)c, =0

y (k+r+ 1)Bk+3r+ ey — ¢, =0, k=0,1,2,...

Ya que no se ha ganado nada al hacer ¢, = 0, entonces debemos tener
r(3r—2)=0 (6)

y Cory = S k=0,1,2,... )

(k+r+ DGk +3r+1)

Cuando se sustituye en (7), los dos valores de r que satisfacen la ecuacion cuadrética
2 . . . .
(6), r, =35 yr, =0, se obtienen dos relaciones de recurrencia diferentes:

2 Ck
=2 =—* ——  k=0,1,2... 8
Ty N T B sk + 1) ®
=0 = % k=012 ©)
rs s Cr+1 k + D)3k + 1)’ s Ly 2y o
De (8) encontramos De (9) encontramos
Ccy = % c, = i
"5 1
_ . 06 _ . G
Cy = = CHy = =
8-2 2158 24 211-4
T11-3 315-8-11 3.7 311-4-7
_ G Co - Co
4= = Cy = =
14-4 4'5-8-11-14 410 4!11:-4-7-10
c = o o = Co
" onl5-8-11---CBn+2) " onlle4-7---GBn—2)
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Aqui se encuentra algo que no ocurrié cuando se obtuvieron soluciones respecto a un
punto ordinario; se tiene lo que parecen ser dos conjuntos de coeficientes diferentes,
pero cada conjunto contiene el mismo multiplo ¢,. Si se omite este término, las solu-
ciones en serie son

_ 23 S 1
N0 = x [1 +,§1 a5-8-11- - Gnt2)" (10)
2 1
— 40 n
y2(0) = x [”Enu-4.7---<3n—2>x]' an

Con el criterio de la razén se puede demostrar que (10) y (11) convergen para todos los
valores de x; es decir, x| < o, También debe ser evidente de la forma de estas solu-
ciones que ninguna serie es un multiplo constante de la otra y, por tanto y,(x) y y,(x)
son linealmente independientes en todo el eje x. Asi, por el principio de superposicion,
y = Cy,(x) + C,y,(x) es otra solucion de (5). En cualquier intervalo que no contenga
al origen, tal como (0,%), esta combinacion lineal representa la solucién general de la
ecuacion diferencial. [ |

ECUACION INDICIAL La ecuacién (6) se llama ecuacién indicial del problema y

los valores r; = % yr,=0se llaman raices indiciales, o exponentes, de la singularidad
x = 0. En general, después de sustituir y = 27_, ¢,x"*" en la ecuacién diferencial dada
y simplificando, la ecuacion indicial es una ecuacién cuadratica en r que resulta de igua-
lar a cero el coeficiente total de la potencia minima de x. Se encuentran los dos valores
de ry se sustituyen en una relacién de recurrencia como (7). El teorema 6.2.1 garantiza
que al menos se puede encontrar una solucién de la supuesta forma en serie.

Es posible obtener la ecuacion indicial antes de sustituir y = 27_, ¢,x"*" en laecua-
cién diferencial. Si x = 0 es un punto singular regular de (1), entonces por la definicién
6.2.1 ambas funciones p(x) = xP(x) y g(x) = x*Q(x), donde Py Q se definen por la forma
estandar (2), son analiticas en x = 0; es decir, los desarrollos en serie de potencias

px) =xPx) =ay+ax+ax*+--- Yy q@x)=x*0x) =by+ bx+ byx*+ - (12)

son validas en intervalos que tienen un radio de convergencia positivo. Multiplicando
(2) por x2, se obtiene la forma dada en (3):

2y" + x[xP@)ly + POy = 0. (13)

Después de sustituir y = 27_ ¢,x"*" y las dos series en las ecuaciones (12) y (13) y
realizando la multiplicacién de la serie, se encuentra que la ecuacién indicial general
es

r(r— 1) + agr + by = 0, (14)

donde a,y b, son como se define en (12). Véanse los problemas 13 y 14 de los ejerci-
cios 6.2.

I EJEMPLO 3 Dos soluciones en series

Resuelva 2xy” + (1 + x)y" + y = 0.

SOLUCION  Sustituyendo y = 37 ¢, x"*" se obtiene
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200"+ (1 +x)y +y=22@n+rm+r— Dexm 1+ X (n+ r)eamtr!
n=0 =0

+ D (n + PDe,xttr 4+ D e xnt

n=0 n=0

=D (n+N2n+2r— Dex™ 1+ D (n+ r+ De,x™”
n=0 n=0

r2r — Degx ' + 2 (n + 12+ 2r — De,xn™ ' + X (n + 1+ Deyx”
n=0

= x

n=1

~
k=n—1 k=n

= x' [r(Zr — Degx™' + Sk +r+ D2k +2r + Degyy + (k+r+ 1)ck]x"],

k=0
lo que implica que r@r—1)=0 (15)
y k+r+1DQRk+2r+ ), +k+r+ 1) =0, (16)
k=0,1,2,...De (15) vemos que las raices indiciales son r; = % yr,=0.
Para r| = % se puede dividir entre k + % en (16) para obtener
—c
=— k=0,1,2,...,
Cr+1 2k + 1) (17)
mientras que para r, = 0, (16) se convierte en
-
= , k=0,1,2,.... 18
Crk+1 %+ 1 (18)
De (17) encontramos De (18) encontramos
B —
T2 aT
—C1 Co —C Co
Ccy = = CH = — =
2.2 2221 3 13
_ _C2 _ _CO _ ﬁ _CO
I R ST S5 T1.3-5
L__C3: o C___C3: Co
Y24 244 Y7 1-3-5-7
(—1D)"cy _ (=D"¢q
c, = . c, = .
! 2"n! 1-3:-5-7---Q2n—1)

. . . _ 1 . sz
Por lo que para la raiz indicial 71 = ;5 se obtiene la solucién

yl(x) — x1/2|:] +i (_l)nxn:| :i ﬂxn%—llz,

a=1 2'n! a0 2"'n!

donde de nuevo se omitio c, Bsta serie converge para x = 0; como se ha dado, la serie
no estd definida para valores negativos de x debido a la presencia de x'/2. Para r, = 0,

una segunda solucién es

(-1’ .

=1+ , < .
»W ,211-3-5-7---(2;1—1))6 ] <o

En el intervalo (0,0) la solucién general es y = Cy,(x) + C,y,(x).
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I EJEMPLO 4 Sélo una solucién en serie

Resuelva xy” + y = 0.

SOLUCION De xP(x) = 0, x2Q(x) = x y el hecho de que 0 y x son sus propias series
de potencias centradas en 0, se concluye que a, = 0y b, = 0, por tanto, de la ecuacién
(14) la ecuacidn indicial es »(r — 1) = 0. Se debe comprobar que las dos relaciones de
recurrencia correspondientes a las raices indiciales r, = 1y r, = 0 producen exacta-
mente el mismo conjunto de coeficientes. En otras palabras, en este caso el método de
Frobenius produce sélo una solucién en serie

S (=1 1 1 1

— N 7 ntl = __2+_3__4+.... [}
n() Zon!(nﬂ)zx T2V TR Tt

TRES CASOS Por razones de andlisis, de nuevo se supone que x = 0 es un punto sin-
gular regular de la ecuacion (1) y que las raices indiciales r, y r, de la singularidad son
reales. Cuando usamos el método de Frobenius, se distinguen tres casos que correspon-
den a la naturaleza de las raices indiciales r, y r,. En los dos primeros casos el simbolo r,
denota la mds grande de dos raices distintas, es decir, r, > r,. En el dltimo caso r, = r,.

CASO I:  Sir, yr,sondistintas y la diferencia r, — r, no es un entero positivo, enton-
ces existen dos soluciones linealmente independientes de la ecuacién (1) de la forma

)‘l(x) = 2 Cn xu+r" Co i 0* .yl(x) = E bu x”Jﬂ‘z? b() # 0.
n=0

n=0
Este es el caso que se ilustra en los ejemplos 2 y 3.

A continuacién suponemos que la diferencia de las raices es N, donde N es un
entero positivo. En este caso la segunda solucién podria contener un logaritmo.

CASO Il:  Sir, yr,sondistintas y la diferencia r, — r, es un entero positivo, entonces
existen dos soluciones de la ecuacidn (1) linealmente independientes de la forma

yi(x) = Z e, X", ¢y # 0, (19)

n=0

Y (x) = Cy,(x) Inx + 2 b, X", by # 0, (20)

n=0
donde C es una constante que podria ser cero.
Finalmente, en el dltimo caso, el caso cuando r, = r,, una segunda solucién

siempre tiene un logaritmo. La situacién es similar a la solucién de la ecuacion de
Cauchy-Euler cuando las raices de la ecuacién auxiliar son iguales.

CASO lll:  Si r, y r, son iguales, entonces existen dos soluciones linealmente inde-
pendientes de la ecuacion (1) de la forma

.yl(x) = Ecnanﬂ“’ Co # Oa (21)
n=0

Y2(x) = y,(0) Inx + X b,x"*", (22)

n=1

DETERMINACION DE UNA SEGUNDA SOLUCION  Cuando la diferencia r-r,
es un entero positivo (caso II), se podria o no encontrar dos soluciones de la forma
y =27, c,x"*". Esto es algo que no se sabe con anticipacion, pero se determina des-



238

CAPITULO 6 SOLUCIONES EN SERIES DE ECUACIONES LINEALES

pués de haber encontrado las raices indiciales y haber examinado con cuidado la relacién
de recurrencia que definen los coeficientes ¢,. Se podria tener la fortuna de encontrar dos
soluciones que impliquen sélo potencias de x, es decir, y;(x) = Zi_, ¢,x"™" (ecuacién
19) y y,(x) = Z_ b,x""" (ecuacién (20) con C = 0). Véase el problema 31 de los
ejercicios 6.2. Por otro lado, en el ejemplo 4 se ve que la diferencia de las raices indiciales
es un entero positivo (r, —r, = 1) y el método de Frobenius falla en obtener una segunda
solucion en serie. En esta situacion, la ecuacién (20), con C # 0, indica que la segun-
da solucion se parece. Por tltimo, cuando la diferencia r, — r, es un cero (caso III), el mé-
todo de Frobenius no da una solucién en serie; la segunda solucién (22) siempre contiene
un logaritmo y se puede demostrar que es equivalente a (20) con C = 1. Una forma de
obtener la segunda solucién con el término logaritmico es usar el hecho de que

e—IP(x)dx
yix)

también es una solucién de y” + P(x)y" + Q(x)y = 0, siempre y cuando y (x) sea una
solucién conocida. En el ejemplo siguiente, se ilustra como usar la ecuacion (23).

Y(x) = )ﬁ(@j dx (23)

I EJEMPLO 5 Volver a analizar el ejemplo 4 usando un SAC

Encuentre la solucion general de xy” + y = 0.

SOLUCION De la conocida solucién dada del ejemplo 4,

( ) 1 2 + 1 3 1 4 +

X)=x—zx+—x ——x*+ -,

. 2t TR

se puede construir una segunda solucion y,(x) usando la férmula (23). Quienes tengan
tiempo, energia y paciencia pueden realizar el aburrido trabajo de elevar al cuadrado una
serie, la division larga y la integracién del cociente a mano. Pero todas estas operacio-

nes se realizan con relativa facilidad con la ayuda un SAC. Se obtienen los resultados:

@ ()fe_mdxd ()f &
X) = X — 5, adXx = X
YT er Lol T
X — =X X X
2 12 144
dx
= yi1(®)
2 3 5 4 U 5 £
X —x + —=x"— —<x> + - | < después de elevar al cuadrado
12 72
= ()f l+1+1+Q+ d lespués de la division |
- 2 N 12 72x X después de la division larga
() 1+1 +7+192+ después de i
= - n — - <« después de inteorar
yix X X lzx 144)( espués de integrar
() Inx + y,(x) 1+7+192+
= y,(x)Inx xX)|——+ —x+—x R B
. . x 12t 144
1 1
o y(x) =y x)Inx + | —1— Ex + Exz + e <« después de multiplicar
En el intervalo (0,%) la solucién general es y = Cy,(x) + C,y,(x), [ |

Observe que la forma final de y, en el ejemplo 5 corresponde a (20) con C = 1; la
serie entre paréntesis corresponde a la suma en (20) con r, = 0.
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I COMENTARIOS

i) Las tres formas distintas de una ecuacion diferencial lineal de segundo orden
en (1), (2) y (3) se usaron para analizar varios conceptos tedricos. Pero a nivel
practico, cuando se tiene que resolver una ecuacién diferencial con el método
de Frobenius, se recomienda trabajar con la forma de la ED dada en (1).

i) Cuando la diferencia de las raices indiciales r, — r, €s un entero positivo
(r, > r,), a veces da resultado iterar la relacién de recurrencia usando primero
la rafz r, més pequefia. Véanse los problemas 31 y 32 en los ejercicios 6.2.
iii) Debido a que una raiz indicial  es una solucién de una ecuacién cuadratica,
ésta podria ser compleja. Sin embargo, este caso no se analiza.

iv) Six = 0 es punto singular irregular, entonces es posible que no se encuentre
ninguna solucién de la ED de la forma y =>_ ¢, x"*".

EJ E R C | C | O S 6 . 2 Las respuestas a los problemas seleccionados con niimero impar comienzan en la pdgina RES-9.

En los problemas 1 a 10, determine los puntos singulares de
la ecuacién diferencial dada. Clasifique cada punto singular
como regular o irregular.

=

xX3y" +dxy' + 3y =0
2. x(x+3)H»" —y=0
3.2 =9+ (x+3)y +2y=0

4y -ty +——y=0
-y xy (x_])3y

3+ 4x)y" —2xy' +6y=0

XH(x —5)%" +4xy" + (x2 = 25)y=0
@WP+x—6)y"+x+3)y +(x—2)y=0

x(x2+ DH"+y=0

(2= 25)(x — 2)%" + 3x(x — 2)y' + 7(x +5)y =0
10. (3 —2x*+ 30" +x(x —3)%»' —(x+ 1)y=0

© % N o2 w;

En los problemas 11 y 12 escriba la ecuacién diferencial dada
en la forma (3) para cada punto singular regular de la ecua-
cion. Identifique las funciones p(x) y g(x).

11, x> = Dy"+5x+ 1Dy +(x*—x)y=0
12. xy" + (x +3)y' + Tx2y =0

En los problemas 13 y 14, x = 0 es un punto singular regular
de la ecuacion diferencial dada. Use la forma general de la
ecuacion indicial en (14) para encontrar las raices indiciales
de la singularidad. Sin resolver, indique el nimero de solu-

ciones en serie que se esperaria encontrar usando el método
de Frobenius.

13. x%y" + (%x + xz)y’ - %y =0

14. xy" +y +10y=0

En los problemas 15 a 24, x = 0 es un punto singular regular de
la ecuacién diferencial. Muestre que las raices indiciales de la
singularidad no difieren por un entero. Use el método de Frobe-

nius para obtener dos soluciones en serie linealmente indepen-
dientes respecto a x = 0. Forme la solucién general en (0, ).

15. 2xy" —y" +2y =0

16. 2xy" + 5y +xy =10

17. 4xy” + %y’ +y=0

18. 2x»" —xy' + >+ 1)y =0
19. 3xy" + 2 —x)y' —y=0

20 2y —(x—23y=0

21. 2xy" = 3+ 2x)y' +y=0
22, xBy" 4+ xy + (x2 - g)y =0
23. 9x%y" + 9x%y' +2y =0

24, 2x%y" +3xy' + 2x— 1)y =0

En los problemas 25 a 30, x = 0 es un punto singular regular
de la ecuacion diferencial dada. Demuestre que las raices indi-
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ciales de la singularidad difieren por un entero. Use el método
de Frobenius para obtener al menos una solucién en serie res-
pecto a x = 0. Use la ecuacién (23) donde sea necesario y un
SAC, como se indica, para encontrar una segunda solucion.
Forme la solucién general en (0,%°).

25, xy" +2y' —xy=0
26. x%y" + xy' + (x2 — i)y =0

27. xy" —xy' +y=0 28. y”+§y’—2y=0
x

29. xy"+ (1 —x)y' —y=0 30. xy"+y ' +y=0

En los problemas 31 y 32, x = 0 es un punto singular regular
de la ecuacion diferencial dada. Demuestre que las raices indi-
ciales de la singularidad difieren por un entero. Use la relacion
de recurrencia encontrada por el método de Frobenius primero
con la raiz mds grande r,. ;Cudntas soluciones encontr6? A
continuacién use la relacién de recurrencia con la raiz mas
pequefia r,. ;Cudntas soluciones encontr6?

3. xy" +(x—6)y —3y=0
32, x(x—1)y"+3y —2y=0

33. a) La ecuacion diferencial x*y” + Ay = 0 tiene un punto
singular irregular en x = 0. Demuestre que la sustitu-
cién t = 1/x produce la ED

e’ tdt
que ahora tiene un punto singular regular en r = 0.

Ay =0,

b) Use el método de esta seccion para encontrar dos so-
luciones en serie de la segunda ecuacién del inciso a)
respecto a un punto singular regular r = 0.

¢) Exprese cada solucién en serie de la ecuacion original
en términos de funciones elementales.

Modelo matematico

34. Pandeo de una columna cénica En el ejemplo 3 de
la seccidn 5.2, vimos que cuando una fuerza compresiva
vertical constante o carga P se aplica a una columna del-
gada de seccion transversal uniforme, la deflexién y(x)
fue una solucién del problema con valores en la frontera

d2
Eld—y2 +Py=0, y0)=0, y(L)=0 (24
X

La suposicién aqui es que la columna estd abisagrada en
ambos extremos. La columna se pandea sélo cuando la
fuerza compresiva es una carga critica P,.

a) En este problema se supone que la columna es de
longitud L, estd abisagrada en ambos extremos, tiene
secciones transversales circulares y es cénica como se
muestra en la figura 6.2.1a. Si la columna, un cono
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truncado, tiene un afilamiento lineal y = cx, como se
muestra en la seccion transversal de la figura 6.2.1b,
el momento de inercia de una seccién transversal res-
pecto a un eje perpendicular al plano xy es [ = iﬂiA ,
donde r = y y y = cx. Por tanto, escribimos I(x) =
Io(x/b)“, donde 1, = I(b) = %77'(019)4 Sustituyendo
I(x) en la ecuacién diferencial en (24), vemos que la
deflexion en este caso se determina del PVF

247y

==+ Ay =0, y@ =0, yb =0,
dx

donde A = Pb*/EI . Use los resultados del pro-
blema 33 para encontrar las cargas criticas P parala
columna cénica. Use una identidad apropiada para
expresar los modos de pandeo y (x) como una sola
funcioén.

b) Use un SAC para trazar la grifica del primer modo de
pandeo y (x) correspondiente a la carga de Euler P,
cuandob = 1lya = 1.

~—y=cx

a) b)
FIGURA 6.2.1

Columna cénica del problema 34.

Problemas para analizar

35. Analice como definirfa un punto singular regular para la
ecuacion diferencial lineal de primer orden

az;(x)y" + a,(x)y" + a;(x)y" + ap(x)y = 0.
36. Cada una de las ecuaciones diferenciales

3y +y=0 2"+ Bx—1)y +y=0

y
tiene un punto singular irregular en x = 0. Determine si
el método de Frobenius produce una solucién en serie de
cada ecuacidn diferencial respecto a x = 0. Analice y ex-
plique sus hallazgos.

37. Se ha visto que x = 0 es un punto singular regular de
cualquier ecuacién de Cauchy-Euler ax%"” + bxy’ + cy =
0. (Estan relacionadas la ecuacién indicial (14) para
una ecuaciéon de Cauchy-Euler y su ecuacién auxiliar?
Analice.
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6.3

FUNCIONES ESPECIALES

xzyn

REPASO DE MATERIAL
e Secciones 6.1y 6.2

INTRODUCCION Las dos ecuaciones diferenciales

2.,

X7y

(1 =x)y"=2xy' +nn+ 1Hy=0

+xy + (2= 1v)y=0

)
2)

se presentan en estudios avanzados de matemadticas aplicadas, fisica e ingenieria. Se llaman ecuacién
de Bessel de orden v y ecuacion de Legendre de orden n, respectivamente. Cuando resolvemos la
ecuacion (1) se supone que v = 0, mientras que en (2) sélo consideraremos el caso cuando n es un

entero no negativo.

+ay + -y =2

6.3.1

ECUACION DE BESSEL

LAS SOLUCION Debido a que x = 0 es un punto singular regular de la ecuacién
de Bessel, se sabe que existe al menos una solucion de la forma y = 3%_, ¢, x"*".
Sustituyendo la dltima expresion en (1), se obtiene

©

n=0

c,(n+ @+ r— Dx"+ X e, (n+ Hxm o+ D e x T — p2 Y e xttT

n=0 n=0 n=0

=c(P—r+r—vOx+x D cln+rm+r—1+m+r— 2x"+x D cx"?
n=1

=co(PP — v+ x" 2 ¢, [(n + N? — vAx" + x”
n=1

n=0

o0
2 ¢ xn+2
n .
n=0

3)

De (3) se ve que la ecuacién indicial es > — v*> = 0, de modo que las raices indiciales
sonr, =vyr,= —v.Cuando r, = v, la ecuacion (3) se convierte en

X D en(n + 2v)xt + x7 Y, ¢, x" T2

n=1

=X

=X

<

<

n=0

(1 + 2v)eix + 2 cn(n + 2v)x" + D, ¢, x"+2
n=0

n=2

k=n-—2 k=n

(1 +2v)cx + 2 [k + 2)(k + 2 + 2v)cppn + ck]x"”] =0.

k=0

Por tanto, por el argumento usual podemos escribir (1 + 2v)c, =0y

La eleccion ¢, = 0 en (4) implica que ¢; = ¢5 = ¢;

k=0,2,4,...

U2 T T DKk + 2 + 20)

(k + 2)(k + 2 + 2V)Ck+2 + Cp = 0

-

4)

k=20,1,2,...

= ... =0, por lo que para
2

se encuentra, después de establecerk + 2 =2n,n=1,2,3, ..., que
= — Con—2
2 2’n(n + v) (5)
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C
Porloque ¢, = —m
_ Cr _ Co
Ca 222+ 2-1-2(0+ 2+ )
Ce = — -

233+  2-1-2-30+ 02+ »3+ v

= (—1)"cy
2L+ QR4 v (n+ V)

n=1,273,.... (©6)

En la prictica se acostumbra elegir a ¢, como
_ 1
2T(1 + vy

donde I'(1 + v) es la funcién gamma. Véase el apéndice I. Puesto que esta tltima fun-
cién posee la propiedad conveniente ['(1 + «) = «a'(«), se puede reducir el producto
indicado en el denominador de (6) a un término. Por ejemplo,

ri+v»+10=00+pyl'd + v
ri+v+2)=Q2+vl@2+v=02+ vl + pl'd + ».

Co

Por tanto, se puede escribir (6) como

_ (=" _ (="
22"l 1+ R+ v) - -(n+ LA +v) 22"7all’Ad + v+ n)

Con

paran=0,1,2,...

FUNCIONES DE BESSEL DE PRIMERA CLASE  Si se usan los coeficientes ¢, ape-
nas obtenidos y r = v, una solucién en serie de la ecuacién (1) es y = Z7_c,, x** .
Esta solucion usualmente se denota por J (x):

J,(x) = E = (‘>

o n!ll'd + v+ n 2

(7N
Si v = 0, la serie converge al menos en el intervalo [0, o). También, para el segundo
exponente r, = —V se obtiene exactamente de la misma manera,
®© (=) (V)C)Zn v
J,(x) = —| =
’( ) ”2,() l’l’r(l — v+ n) 2 (8)

Las funciones J (x) y J_ (x) se llaman funciones de Bessel de primera clase de orden
vy —v, respectivamente. Dependiendo del valor de v, (8) puede contener potencias
negativas de x y, por tanto, converger en (0, %).*

Ahora se debe tener cuidado al escribir la solucién general de (1). Cuando v = 0,
es evidente que (7) y (8) son las mismas. Siv>0yr —r,=v — (—v) = 2vnoesun
entero positivo, se tiene del caso I de la seccion 6.2 que J (x) y J_ (x) son soluciones
linealmente independientes de (1) en (0, %) y, por tanto, la solucién general del inter-
valoesy = ¢ J (x) + ¢,J_ (x). Pero se sabe que del caso II de la seccion 6.2 que cuando
r, — r, = 2v es un entero positivo, podria existir una segunda solucion en serie de
(1). En este segundo caso se distinguen dos posibilidades. Cuando v = m = entero
positivo, J_ (x) definida por (8) y J, (x) no son soluciones linealmente independientes.
Se puede demostrar que J_ es un multiplo constante de J, (véase la propiedad i) en la
pagina 245). Ademads, r, — r, = 2v puede ser un entero positivo cuando v es la mitad de

“Cuando reemplazamos x por | x|, las series dadas en (7) y en (8) convergen para 0 < |x| < o,
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un entero positivo impar. En este tltimo caso se puede demostrar que J (x) y J_ (x) son

linealmente independientes. En otras palabras, la solucién general de (1) en (0, ») es
y = J,x) + e, (x), v # entero. 9)

En la figura 6.3.1 se presentan las grificas de y = J (x) y y = J ().

I EJEMPLO 1 Ecuaciones de Bessel de orden }

Al identificar v?> = i yv= %, se puede ver de la ecuacién (9) que la solucién general

de la ecuacion x2y” + xy’ + (x2 — i)y =0en(0,®esy=cJ/ (x)+c/ (). W

1¥1/2
FUNCIONES DE BESSEL DE SEGUNDA CLASE Si v # entero, la funcién defi-
nida por la combinacién lineal

cos v, (x) — J_,(x)

Y,(x) = (10)

sen v

y la funcién J (x) son soluciones linealmente independientes de (1), por lo que otra forma
de la solucion general de (1) es y = ¢ J (x) + ¢,Y (x) siempre que v # entero. Conforme
v — m con m entero (10) tiene la forma indeterminada 0/0. Sin embargo, se puede de-
mostrar por la regla de L'Hopital que el lim,,_,,, Y, (x) existe. Ademas, la funcién

Y, () = lim ¥,(x)
yJ, (x) son soluciones linealmente independientes de x*y” + xy” + (x> — m*)y = 0. Por tanto,
para cualquier valor de v la solucién general de (1) en (0, ) se puede escribir como
y = 1 J,(x) + X, (0.

(In

Y (x) se llama funcion de Bessel de segunda clase de orden v. La figura 6.3.2 muestra
las gréficas de Y, (x) y Y, (x).

I EJEMPLO 2 Ecuacién de Bessel de orden 3

Identificando v* = 9 y v = 3 vemos de la ecuacién (11) que la solucién general de la
ecuacién x*y" + xy’ + (x> = 9)y =0en (0, ®) es y = ¢ J,(x) + ¢,V (x). [ |

ED RESOLUBLES EN TERMINOS DE FUNCIONES DE BESSEL  Algunas veces
es posible convertir una ecuacion diferencial en la ecuacion (1) por medio de un cam-
bio de variable. Podemos entonces expresar la solucién de la ecuacién original en
términos de funciones de Bessel. Por ejemplo, si se establece que r = ax, « > 0, en

2y" 4+ xy 4+ (oPx? = vy =0, (12)
entonces por la regla de la cadena,
dy _dydr_dy
dx  didx "t
Por lo que (12) se convierte en

2 2
(i) 2
a dr?
La tltima ecuacion es la ecuacion de Bessel de orden v cuya soluciénes y = ¢ J () +

¢,Y (1).Volviendo a sustituir = ax en la ultima expresion, se encuentra que la solu-
cion general de (12) es

d_zy_£<ﬂ)£_ 4%y
Yo a ai\dx)dax ¢ ar

t\ dy d’>y dy
—Jla—=+@F—-v)Hy=0 0 F—S+1t—+ (- v)y=0.
(a)a dt ( )y dr? dt ( vy

y = ¢ J(ax) + Y, (ax). (13)
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La ecuacién (12), que se llama ecuacion paramétrica de Bessel de orden » y su solu-
cion general (13) son muy importantes en el estudio de ciertos problemas con valores
en la frontera relacionados con ecuaciones diferenciales parciales que se expresan en
coordenadas cilindricas.

Otra ecuacion semejante a (1) es la ecuacion modificada de Bessel de orden v,

X2y + xy' — (2 + vy = 0. (14)
Esta ED se puede resolver en la forma que se acaba de ilustrar para (12). Esta vez si
hacemos que ¢t = ix, donde i> = —1, entonces (14) se convierte en
d’y  dy
P—=+t—+ @ —v)y=0.
dr’ dt ( vy

Debido a que las soluciones de la ultima ED son J (1) y Y (#), las soluciones de valores
complejos de la ecuacién (14) son J (ix) y Y (ix). Una solucién de valores reales, que
se llama funcién modificada de Bessel de primera clase de orden v, estd definida en
términos de J (ix):

I(x) = i7"J,(ix). (15)
Véase el problema 21 en los ejercicios 6.3. Andlogamente a (10), la funcién modifi-
cada de Bessel de segunda clase de orden v # entero, se define como
() = LK)
2 sen v

K = (16)

Yy para v = n entero,
K,(x) = lim K,(x).
Debido a que /|y K son linealmente independientes en el intervalo (0, ) para cual-
quier valor de v, la solucién general de (14) es
y = c1,(x) + K, (x). (17)

Pero otra ecuacion, importante debido a que muchas ED se ajustan a su forma
mediante elecciones apropiadas de los pardmetros, es

1 — 2a
)+ —

v o+ <bzczxz(-z n ”1"'>\ =0, p=0. (18)

J 2
X~

X

Aunque no se dan los detalles, la solucioén general de (18),
y = x“[(rljl,(bx") + (‘ZY/,(Z)X[')W, (19)

se puede encontrar haciendo un cambio de las variables independiente y depen-

alc
diente: 7 = bx¢, y(x) = (i) w(z). Si p no es un entero, entonces Yp en (19) se pue-

de reemplazar por J_ .

I EJEMPLO 3 Usando (18)

Encuentre la solucion general xy” + 3y’ + 9y = O en (0, ).
SOLUCION  Escribiendo la ED como
3 9
y'+ -y +-y=0,
X X
podemos hacer las siguientes identificaciones con (18):

1 —2a =3, b*c? =9, 2ce—2=—-1 Yy a*>—p**=0.

. . . . 1
Las ecuaciones primera y tercera implican que a = —1 y ¢ = 5. Con estos va-
lores las ecuaciones segunda y cuarta se satisfacen haciendo b = 6 y p = 2.
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De (19) se encuentra que la solucién general de la ED en el intervalo (0, «) es
vy = x ey, (6x2) + ¢, Y, (6x7?)]. [ |

I EJEMPLO 4 Volver a revisar el problema del resorte envejecido

Recuerde que en la seccion 5.1 vimos que mx” + ke ®x = 0, « > 0 es un mo-
delo matemdtico para el movimiento amortiguado libre de una masa en un re-
sorte envejecido. Ahora se estd en posicion de encontrar la solucién general
de la ecuacion. Se deja como problema demostrar que el cambio de variables

2k o . .
s = — . [— e~ "2 transforma la ecuacion diferencial del resorte envejecido en
a \\m
d’x dx
P+ s — + s2x=0.
ds ds

La ultima ecuacién se reconoce como (1) con v = 0 y donde los simbolos x y s juegan
los papeles de y y x, respectivamente. La solucién general de la nueva ecuacién es
x = ¢ J(s) + ¢,Y,(s). Si se sustituye nuevamente s, entonces se ve que la solucion
general de mx" + ke *x = O es

2 |k 2 |k
x(1) = C1J0<; \/%e—m/z) + 02Yo<a \/n:1e—m/z>‘

Véanse los problemas 33 y 39 de los ejercicios 6.3. [ |

El otro modelo analizado en la seccién 5.1 de un resorte cuyas caracteristicas
cambian con el tiempo fue mx” + ktx = 0. Si se divide entre m, vemos que la ecuacion

k . . . .
x" + —tx = 0 eslaecuaciénde Airyy” + a’xy = 0. Véase el ejemplo 3 enlaseccion6.1.
m

La solucién general de la ecuacién diferencial de Airy también se puede escribir en
términos de funciones de Bessel. Véanse los problemas 34, 35 y 40 de los ejercicios 6.3.

PROPIEDADES Se listan a continuacién algunas de las propiedades mas utiles de
las funciones de Bessel de orden m, m = 0, 1,2, .. .

i J,x =D"J,(x), i) J,(—x)=(—1)"J,(x),

0, m>0

iii) J,,(0) = {1 A

iv) ll’n(}+ Y, (x) = —.

Observe que la propiedad ii) indica que J, (x) es una funcién par si m €s un entero par
y una funcién impar si m es un entero impar. Las gréficas de Y (x) y ¥ (x) en la figura
6.3.2 muestran la propiedad iv), en particular, Y, (x) no estd acotada en el origen. Este
ultimo hecho no es obvio a partir de la ecuacién (10). Las soluciones de la ecuacién
de Bessel de orden 0 se obtienen por medio de las soluciones y (x) en (21) y y,(x) en
(22) de la seccién 6.2. Se puede demostrar que la ecuacién (21) de la seccién 6.2 es
y,(x) = J (x), mientras que la ecuacion (22) de esa seccion es

Z (— 1)k 1 1)/ x\*
»(x) = Jo()Inx — zl )2 <1 + > + -+ E)(E) )

Entonces, la funcién de Bessel de segunda clase de orden O, Y (x) se define como la

combinacion lineal Yo(x) = % (y — In2)y,(x) + %yz(x) para x > 0. Es decir,
T T

_2 o2y (_1)"< 1. 1)(1‘)2"
Yo(x) = 77_Jo(x)[y + In 2] 77121 ) 1+ 5 + + J\a)

donde y = 0.57721566 ... es la constante de Euler. Debido a la presencia del término
logaritmico, es evidente que Y (x) es discontinua en x = 0.
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VALORES NUMERICOS En la tabla 6.1 se presentan las primeras cinco raices no
negativas de J (x), J,(x), ¥, (x) y ¥ (x). En la tabla 6.2 se presentan algunos otros valo-
res de la funcién de estas cuatro funciones.

TABLA 6.1 Raices no negativas de J, J, Y, y V.. TABLA 6.2 Valores numéricos de J, J, Y, y Y.
J(x) J,(x) Y, (x) Y (x) X J,(x) J,(x) Y, (x) Y (x)
2.4048 0.0000 0.8936 2.1971 0 1.0000 0.0000 — —

5.5201 3.8317 3.9577 5.4297 1 0.7652 0.4401 0.0883 —0.7812
8.6537 7.0156 7.0861 8.5960 2 0.2239 0.5767 0.5104 —0.1070
11.7915 10.1735 10.2223 11.7492 3 —0.2601 0.3391 0.3769 0.3247
14.9309 13.3237 13.3611 14.8974 4 —0.3971 —0.0660 —0.0169 0.3979
5 —0.1776 —0.3276 —0.3085 0.1479
6 0.1506 —-0.2767 —0.2882 —0.1750
7 0.3001 —0.0047 —0.0259 —0.3027
8 0.1717 0.2346 0.2235 —0.1581
9 —0.0903 0.2453 0.2499 0.1043
10 —0.2459 0.0435 0.0557 0.2490
11 —0.1712 —0.1768 —0.1688 0.1637
12 0.0477 —0.2234 —0.2252 —0.0571
13 0.2069 —0.0703 —0.0782 —0.2101
14 0.1711 0.1334 0.1272 —0.1666
15 —0.0142 0.2051 0.2055 0.0211

RELACION DE RECURRENCIA DIFERENCIAL Las férmulas de recurrencia que
relacionan las funciones de Bessel de diferentes drdenes son importantes en la teoria
y en las aplicaciones. En el ejemplo siguiente se deduce una relacién de recurrencia
diferencial.

I EJEMPLO 5 Deduccién usando la definicién de serie

Deduzca la féormula xJ,(x) = vJ,(x) — xJ,+1(x).

SOLUCION De la ecuacién (7) se tiene que

L~ (=1D)@2n+ ) X \2nty
VW= 2 T v ( )

n=0 2

_ < (_1)n X \2n+v < (_1)"71 X \2n+v
B V,FEO nlC( + v+ n) (2) - zgon!r(l Yo n)(Z)
_ d (=1 X \2ntv-l
= W) +xﬂ§ n— DIT( + v +n) (2)

. J

Y
k=n—1

* — 1) +v+
D (x)”‘ ) — (). 0

= v - x,;o T2+ v+ 0 \2

El resultado del ejemplo 5 se puede escribir en una forma alternativa. Dividiendo
xJi(x) — vJ,(x) = —xJ,.,(x) entre x, se obtiene

Th() — ;—:J,,(x) = ]y ().
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Esta ultima expresién se reconoce como una ecuacién diferencial lineal de primer
orden en J (x). Multiplicando ambos lados de la igualdad por el factor integrante x~*,
se obtiene

d
—[x,(0] = —x7 (). (20)
dx
Se puede demostrar de manera similar que
d
R ,/”VJ,V' — Vﬂl,JV ).
d.x[\ W] = x"T, (%) (21)

Véase el problema 27 en los ejercicios 6.3. Las relaciones de recurrencia diferencia-
les (20) y (21) también son vélidas para la funcién de Bessel de segunda clase Y (x).
Observe que cuando v = 0 se deduce de (20) que

Jo) = —Jix) Yy Yo = —Y(0). (22)

En el problema 39 de los ejercicios 6.3 se presenta una aplicacion de estos resultados.

FUNCIONES DE BESSEL ESFERICAS Cuando el orden v es la mitad de un en-

tero impar, es decir, i%, i%, i%, ..., las funciones de Bessel de primera clase J (x)

se pueden expresar en términos de las funciones elementales sen x, cos x y poten-

cias de x. Este tipo de funciones de Bessel se llaman funciones esféricas de Bessel.
: 1

Consideraremos el caso cuando v = 5. De (7),

. —1y 2+1/2
Jipx) = 2 #<E> .

o n'T(1+ 5 + 1) \2

En vista de la propiedad I'(1 + «) = al'(«) y del hecho de que F(%) = V7 los
valores de I‘(l + % + n) paran = 0,n = 1, n = 2 y n = 3 son, respectivamente,

Q) =1+ = i) - 1V

3 3 3
rQ) =1 +3) =31E) =5V
5.

3 54-3-2-1 5!
_ 5y _ 5§ 5) _ _
F(%) - F(l + 5) - Er(i) - 23 \/; B 234 .2 \/% B 2591 \/7;
75 7-6-5! 7!
9 _ _ —
F(E)_F(l +%)_%F(%)_zé_z!\/%_26,6,2!\/%_273!\/77‘
1 @n + 1)
En general, F<1 + 3 + n> = i, V.
o (—1)" <x>2n+1/2 7 & (—1)"
J — it — = N 7 2n+1.
Por lo que 1/2(x) ,,go (2]’! + 1), 2 X EO (2}1 + l)yx
! 22n+1n! \/%

Puesto que la serie infinita en la dltima linea es la serie de Maclaurin para sen x, se ha
demostrado que

2
Jyp(x) =  [— senux. (23)

mX
Se deja como ejercicio demostrar que

2
J 1) = \/;cos x. (24)

Véanse los problemas 31 y 32 de los ejercicios 6.3.
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6.3.2 ECUACION DE LEGENDRE

SOLUCION  Puesto que x = 0 es un punto ordinario de la ecuacion de Legendre (2),
sustituyendo la serie y = Z7_, ¢,x*, corriendo los indices de la suma y combinando
la serie se obtiene

(I —x)y" = 2xy" + n(n + )y = [n(n + D)y + 2¢,] + [(n — D(n + 2)¢; + 6¢5]x

M8

2 [+ 20+ Dejay + (n = pn +j + Dela/ =0

j=2

lo que implica que nn + l)cg + 2¢c, =0
nm— 1+ 2)c; + 6c;3=0
GHDG+ Dt —pHr+j+De=0

nn + 1)
o C = _TCO
n—1n+2)
= ———————¢
3!
— i +j+1
cm:—(" U )c,., i=2,3.4,... (25)
G+2G+ D
Si se deja que j tome los valores 2, 3, 4, . . ., la relacion de recurrencia (25) produce

(n—2)n+ 3) n—2)n(n + H(n + 3)C

“T Ty e 4! 0
B _(n —3)n+4)  m—3)n—-—DHn+2)n+4

s 5.4 97 51 “

(n—4n +5) n—4Hn —2)n(n + D(n + 3)(n +5)
Cg= ————————C4 = — o

6-5 6!

(n—5m + 6) n—5m—3)n—Dn+ 2)n+ 4)(n + 6)

i A T ‘

etcétera. Entonces para al menos | x| < 1, se obtienen dos soluciones en serie de poten-
cias linealmente independientes:

+1 - nn+ Dn + 3
yix) = co[l - n(nZ! )x2 + (n )”(’14! )(n )x“
(n =4 —Dnn + Hn + 3)(n +5) ]
B 6! X0+ - - -
— Din+2 — 3 — D(n + 2 + 4 (26)

yz(.x) = C1|:_x — (l’l ;(’l’l )x3 + (n )(n ;('n )(n )x5

. n—=5mn—=3)n—1Hn+ 2)n + 4Hn + 6) e :|

7! .

Observe que si n es un entero par, la primera serie termina, mientras que y,(x) es
una serie infinita. Por ejemplo, si n = 4, entonces

45 2.4-5-7 35
v (x) = co[l — x>+ x“} = co[l — 10x% + ?x“}.

2! 4!
De manera similar, cuando n es un entero impar, la serie para y,(x) termina con x"; es
decir, cuando n es un entero no negativo, obtenemos una solucion polinomial de grado
n de la ecuacién de Legendre.
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FIGURA 6.3.3 Polinomios de
Legendre paran =0, 1,2, 3,4, 5.
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Debido a que se sabe que un multiplo constante de una solucién de la ecuacién de
Legendre también es una solucién, se acostumbra elegir valores especificos para ¢, y
¢,, dependiendo de si n es un entero positivo par o impar, respectivamente. Paran = 0
elegimos ¢, = 1,y paran = 2,4,6, ...
1-3---(n—1)
mientras que paran = 1 seeligec, = 1l yparan = 3,5,7,...

1-3---n
24 (n—1)

co = (=12

Cl — (_ 1)(n71)/2

Por ejemplo, cuando n = 4, se tiene

1-3 35 1
y(x) = (—1)4’2m[1 — 10x* + ?x“] = §(35x4 — 30x2 + 3).

POLINOMIOS DE LEGENDRE Estas soluciones polinomiales especificas de
n-ésimo grado se llaman polinomios de Legendre y se denotan mediante P (x). De
las series para y (x) y y,(x) y de las opciones anteriores de ¢, y ¢, se encuentra que los
primeros polinomios de Legendre son

Py(x) = 1, P,(x) = x,

P,(x) = %(3)52 - 1), Pi(x) = %(5){3 — 3x), 27

1 1
Py(x) = §(35x4 - 30x% + 3), Ps(x) = §(63x5 — 70x% + 15x).

Recuerde que P (x), P (x), P,(x), P,(x), .. . son, a su vez, soluciones particulares de las
ecuaciones diferenciales

(I —xy” —2xy =0,

(1 —x»y” —2xy + 2y =0,
(1 —x2)y" —2xy' + 6y=0,
(1 —x2)y" —2xy" + 12y =0,

wryse

(28)

S I I 3

En la figura 6.3.3 se presentan las graficas en el intervalo [—1,1], de los seis poli-
nomios de Legendre en (27).

PROPIEDADES Se recomienda que compruebe las siguientes propiedades usando
los polinomios de Legendre en (27).
i) P,(—x) = (=D"P,(x)
i) P,(1) =1 iii) P,(—=1)=(=1)"
) P,(0) =0, v) P(0) =0,

La propiedad i) indica, como es evidente en la figura 6.3.3, que P (x) es una funcion
par o impar concordantemente con la condicién de si n es par o impar.

n impar, n par

RELACION DE RECURRENCIA Las relaciones de recurrencia que vinculan poli-
nomios de Legendre de diferentes grados también son importantes en algunos aspectos
de sus aplicaciones. Se establece, sin comprobacidn, la relacién de recurrencia de tres
términos

(k+ P (x) — 2k + DxPr(x) + kPr_;(x) = 0, (29)
que es valida para k = 1, 2, 3, .... En (27) se listan los primeros seis polinomios de
Legendre. Si decimos que se desea encontrar P (x), se puede usar la ecuacion (29) con

k = 5. Esta relacion expresa P(x) en términos de los conocidos P,(x) y P (x). Véase el
problema 45 de los ejercicios 6.3.
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Otra férmula, que aunque no es una relacién de recurrencia, puede generar
los polinomios de Legendre por derivacion, es la formula de Rodrigues que, para
estos polinomios es

1 a”
P.(x) = x> = D", n=0,12,.... (30)

2"n! dx"

Véase el problema 48 de los ejercicios 6.3.

I COMENTARIOS

i) Aunque se ha supuesto que el pardmetro n en la ecuacion diferencial de
Legendre (1 — x?)y” — 2xy" + n(n + 1)y = 0, representa un entero no negativo,
en una forma mas general n puede representar cualquier niimero real. Cualquier
solucién de la ecuacion de Legendre se llama funcion de Legendre. Si n no es
un entero no negativo, entonces ambas funciones de Legendre y,(x) y y,(x) dadas
en (26) son series infinitas convergentes en el intervalo abierto (—1, 1) y diver-
gentes (sin limite) en x = = 1. Si n es un entero no negativo, entonces, como
se ha visto, una de las funciones de Legendre en (26) es un polinomio y la
otra es una serie infinita convergente para —1 < x < 1. Se debe tener presente
que la ecuacion de Legendre tiene soluciones que estan acotadas en el intervalo
cerrado [—1, 1] sélo en el caso cuando n = 0, 1, 2, . . . Mas concretamente,
las unicas funciones de Legendre que estan acotadas en el intervalo cerrado
[—1, 1] son los polinomios de Legendre P (x) o multiplos constantes de estos
polinomios. Véase el problema 47 de los ejercicios 6.3 y el problema 24 en el
Repaso del capitulo 6.

it) En los Comentarios al final de la seccion 2.3 se mencion6 la rama de la mate-
matica llamada funciones especiales. Quiz4 una mejor denominacién para esta
area de las matematicas aplicadas podria ser funciones nombradas, puesto que
muchas de las funciones estudiadas llevan nombres propios: funciones de Bessel,
funciones de Legendre, funciones de Airy, polinomios de Chebyshev, funcién
hipergeométrica de Gauss, polinomios de Hermite, polinomios de Jacobi, po-
linomios de Laguerre, funciones de Mathieu, funciones de Weber, etcétera.
Histdéricamente, las funciones especiales fueron subproducto de la necesidad;
alguien necesitaba una solucién de una ecuacién diferencial muy especializada
que surgié de un intento por resolver un problema fisico.

E] E RC I C I O S 6 . 3 Las respuestas a los problemas seleccionados con niimero impar comienzan en la pagina RES-10.

6.3.1 ECUACION DE BESSEL En los problemas 7 a 10, use la ecuacién (12) para encontrar la
solucién general de la ecuacién diferencial dada en (0, ).

En los problemas 1 a 6 use la ecuacién (1) para encontrar la so-
lucién general de la ecuacion diferencial en el intervalo (0, o). 7. x" +xy' +(Ox* =4y =0
8 X%y +xy +(B6x2—Ly=0
Y+ xy (2 =dy=0 Y Y 2l
9. Xy" + xy + (25x2 — Yy =
. xzy// + xy/ + (xz _ 1)y =0 X7y Xy ( Sx Q)y 0
10. x2y" +xy" + (2x2 = 64)y =0
En los problemas 11 y 12 use el cambio de variable indicado
para determinar la solucién general de la ecuacién diferencial
Yy +Fxy=0 en (0, ).

11, x%y" + 2xy" + o’y =0; y = x""2p(x)

4
C eyl (x =Sy =
6 dx [xy'] (x x)y 0 12, x%y" + (a2x2 -2+ %)y =0; y=Vaxv(x)

1

2

3. 4x%y" +4xy’ + (4x2—=25)y=0
4. 16x%y" + 16xy" + (16x> — 1)y =0
5



En los problemas 13 a 20 use la ecuacién (18) para encontrar
la solucién general de la ecuacion diferencial en (0, ).

13. xy"+ 2y +4y=0 14. xy" +3y' +xy=0

15, xy" —y" +xy=0 16. xy" =5y +xy=0

17. x»y" + (> —=2)y=0

18. 4x%y" + (16x* + 1)y =0

19. xy" +3y" +x%y =0

20. 9x%y" + 9xy" + (x* — 36)y =0

21. Use la serie en (7) para comprobar que / (x) = i7"/ (ix) es
una funcién real.

22. Suponga que b en la ecuacién (18) puede ser un nimero
imaginario puro, es decir, b = Bi, 8 > 0, * = —1. Use
esta suposicion para expresar la solucién general de la
ecuacion diferencial en términos de las funciones modifi-
cadas de Bessel [ y K .

a) y'—xy=0 b) xy" +y —7x3y =0

En los problemas 23 a 26, use primero la ecuacién (18) para
expresar la solucién general de la ecuacién diferencial en térmi-
nos de funciones de Bessel. Luego use (23) y (24) para expresar
la solucién general en términos de funciones elementales.

23. y"+y=0
24, x¥y" +4xy' + (x*+2)y=0
25. 16x%y" + 32xy’ + (x* — 12)y =0
26. 4x*y" —4xy’ + (16x> + 3)y =0
27. a) Proceda como en el ejemplo 5 para demostrar que
xJ' (x) = —vJ () + xJ,_ (%)
[Sugerencia: Escriba2n + v =2(n + v) — v.]
b) Utilice el resultado del inciso a) para deducir (21).
28. Utilice la férmula del ejemplo 5 junto con el inciso a) del
problema 27 para deducir la relacién de recurrencia.

2w (x) = xJ

v+l

() +xJ,_ (0.

En los problemas 29 y 30 use la ecuacion (20) o (21) para
obtener el resultado dado.

29. Jx rdo(r)dr = xJ,(x)

0

30. J,(x) =J_(x) = —J,(x)

31. Proceda como en la pagina 247 para deducir la forma ele-

mental de J_| /z(x) dada en (24).

32. a) Use la relacion de recurrencia del problema 28 junto
con (23) y (24) para expresar J, /z(x), J_, /z(x) yJs /z(x)
en términos de sen x, cos x y potencias de x.

b) Use un programa de graficacion para trazar J| /z(x),
I )0, (0, T (0) y T ().
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. . 2 [k
33. Use el cambio de variables s = — \/: e”*"'* para de-
a \\'m
mostrar que la ecuacién diferencial del resorte envejecido
mx" + ke *x = 0, a > 0, se convierte en
d*x dx
2 2y —
s —+ts— + s°x=0.
ds? ds

34. Demuestre que y = x!/ zw(% ax® 2) es una solucién de la

ecuacion diferencial de Airy y" + a’xy = 0, x > 0, siem-
pre que w sea una solucién de la ecuacién de Bessel de
1

orden 1, es decir, 2w + tw' + (t2 — %)w =0, t>0.

[Sugerencia: Después de derivar, sustituir y simplificar,

2
entonces se hace t = Fax*’ 2]

35. a) Use el resultado del problema 34 para expresar la
solucién general de la ecuacién diferencial de Airy

para x > 0 en términos de funciones de Bessel.

b) Compruebe los resultados del inciso a) usando la
ecuacion (18).

36. Use la tabla 6.1 para encontrar los primeros tres valores
propios positivos y las funciones propias correspondien-
tes del problema de valores en la frontera.

xy" +y" + Axy =0,
y(x), y'(x) acotada conforme x — 0%, y(2) = 0.

[Sugerencia: Identificando A = &2, la ED es la ecuacién
de Bessel paramétrica de orden cero.]

37. a) Use la ecuacion (18) para demostrar que la solucién
general de la ecuacién diferencial xy” + Ay = O en el

intervalo (0,%) es
y = cl\/;cJI(Z \//\x) + cz\/;ch(Z \/)\x).

b) Compruebe por sustitucién directa que y = VaJ,
(2V/x) es una solucién particular de la ED en el caso
A =1

Tarea para el laboratorio de computacion

38. Use un SAC para trazar las graficas de las funciones mo-
dificadas de Bessel [ (x), [,(x), L,(x) y K (x), K (x), K,(x).
Compare estas graficas con las que se muestran en las fi-
guras 6.3.1 y 6.3.2. ;Qué diferencia principal es evidente
entre las funciones de Bessel y las funciones modificadas
de Bessel?

39. a) Use la solucion general dada en el ejemplo 4 para
resolver el PVI

4x" + e Olix =0, x(0) =1, x'(0) = —.

Tambiénuse Jj(x) = —J;(x)y Y{(x) = —Y,(x) junto
con la tabla 6.1 o un SAC para evaluar los coeficientes.

b) Use un SAC para trazar la grifica de la solucién ob-
tenida en el inciso a) en el intervalo 0 = ¢ = oo,
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40.

41.

42,
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a) Use la solucion general obtenida en el problema 35
para resolver el PVI

4x" +1x =0, x(0.1)=1, x'(0.1)= —1.

Use un SAC para evaluar los coeficientes.

b) Use un SAC para trazar la grafica de la solucién ob-
tenida en el inciso a) en el intervalo 0 = ¢ = 200.

Columna doblada bajo su propio peso Una columna
delgada uniforme de longitud L, colocada verticalmente
con un extremo insertado en el suelo, se curva desde la
vertical bajo la influencia de su propio peso cuando su
longitud o altura excede un cierto valor critico. Se puede
demostrar que la deflexion angular 6(x) de la columna
desde la vertical en un punto P(x) es una solucién del
problema con valores en la frontera:
2

d-0
Eld—2 + 6g(L—x)0 =0, 60)=0, 0'(L) =0,
X

donde E es el mdédulo de Young, I es el momento de iner-
cia de seccion transversal, 6 es la densidad lineal cons-
tante y x es la distancia a lo largo de la columna medida
desde su base. Véase la figura 6.3.4. La columna se dobla
sélo para aquellos valores de L para los que el problema
con valores en la frontera tiene una solucion no trivial.

a) Establezca de nuevo el problema con valores en la
frontera haciendo el cambio de variables t = L — x.
Luego utilice los resultados del problema anterior en
este conjunto de ejercicios para expresar la solucién
general de la ecuacion diferencial en términos de
funciones de Bessel.

b) Use la solucién general encontrada en el inciso a) para
encontrar una solucion del PVF y una ecuacién que de-
fina la longitud critica L, es decir, el valor mds pequefio
de L para la que se comience a doblar la columna.

¢) Con ayuda de un SAC, encuentre la longitud L de
una varilla de acero sélida de radio r = 0.05 pulg, &g
= 0.28 Alb/pulg, E = 2.6 X 107 Ib/pulg?, A = =r*

— 1,4
el = mr.

4
:
|
¢ P@)
:
|
|
|
|
|
|

suelo

FIGURA 6.3.4 Viga del problema 41.

Pandeo de una columna vertical delgada En el
ejemplo 3 de la seccién 5.2 vimos que cuando se aplica
una fuerza compresiva vertical constante o carga P a

43.

una columna delgada de seccion transversal uniforme y
abisagrada en ambos extremos, la deflexién y(x) es una

solucién del PVF:
d*y
El— +Py=0, y(0) =0, yL)=0.
dx?

a) Siel factor de rigidez a la flexién EI es proporcional
a x, entonces El(x) = kx, donde k es una constante de
proporcionalidad. Si EI(L) = kL = M es el factor de
rigidez mdxima entonces k = M/Ly, por tanto, EI(x)
= Mx/L. Use la informacién del problema 37 para
encontrar una solucién de

d%y

X
M=—=+Py=0, y(0)=0, yL)=0
L0 y ¥(0) (L)

si se sabe que VxY;(2V/Ax) no es cero en x = 0.

b) Use la tabla 6.1 para encontrar la carga de Euler P,
para la columna.

¢) Use un SAC para graficar el primer modo de pandeo
¥,(0) correspondiente a la carga de Euler P,. Por sim-
plicidad suponga que c,=lyL=1.
Péndulo de longitud variable Para el péndulo simple
descrito en la pagina 209 de la seccidn 5.3, suponga que la
varilla que sostiene la masa m en un extremo se sustituye
por un alambre flexible o cuerda y que el alambre pasa por
una polea en el punto de apoyo O en la figura 5.3.3. De
esta manera, mientras estd en movimiento en el plano
vertical la masa m puede subir o bajar. En otras palabras,
la longitud I(¢) del péndulo varia con el tiempo. Bajo las
mismas suposiciones que conducen a la ecuacién (6) en la
seccion 5.3, se puede demostrar® que la ecuacion diferen-
cial para el dngulo de desplazamiento 6 ahora es

10" +20'6" + gsenf = 0.
a) Silaumenta a una razon constante vy si /(0) = [, de-
muestre que una linealizacién de la ED anterior es

(ly + vHe" + 2v0' + g6 = 0. (31)
b) Realice el cambio de variables x = (I, + vi) /vy de-
muestre que la ecuacion (31) se convierte en

0 2d6
L4=0.

c¢) Use el inciso b) y la ecuacion (18) para expresar la
solucién general de la ecuacién (31) en términos de
funciones de Bessel.

d) Use la solucién general del inciso c) para resolver
el problema con valores iniciales que consiste en
la ecuacién (31) y las condiciones iniciales 6(0)
= 0, 0'(0) = 0. [Sugerencias: para simplificar
los célculos, use un cambio de variable adicional

2
u=—m=2\/§x'/2.
Vv 1%

“Véase Mathematical Methods in Physical Sciences, Mary Boas, John Wiley
& Sons, Inc., 1966. También vea el articulo de Borelli, Coleman and Hobson
en Mathematicas Magazine, vol. 58, nim. 2, marzo de 1985.
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Ademads, recuerde que la ecuacién (20) vale para
J () y Y,(w). Por dltimo, la identidad

2
Ji )Y, (w) — JH,w)Y,(u) = - serd muy util].

e) Use un SAC para trazar la grafica de la solucion
0(#) del PVI del inciso d) cuando [, = 1 pie, 6, =
1—10 radidny v = % pie/s. Experimente con la grafica
usando diferentes intervalos de tiempo, como [0, 10],
[0, 30], etcétera.

f) (Qué indican las graficas acerca del dngulo de des-
plazamiento 6(7) cuando la longitud / del alambre se
incrementa con el tiempo?

ECUACION DE LEGENDRE

44.

45.

46.

a) Use las soluciones explicitas y (x) y y,(x) de la ecua-
cion de Legendre dada en (26) y la eleccién apro-
piada de ¢, y ¢, para encontrar los polinomios de
Legendre P (x) y P,(x).

b) Escriba las ecuaciones diferenciales para las cuales
P (x) y P,(x) son soluciones particulares.

Use larelacion de recurrencia (29) y P (x) = 1, P,(x) = x,
para generar los siguientes seis polinomios de Legendre.

Demuestre que la ecuacién diferencial
2

sen0ﬂ+cos(9d—y+ (n + 1)(sen@)y =0
46° ap " Y

47.
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puede convertirse en la ecuacién de Legendre por medio
de la sustitucién x = cos 6.

Encuentre los primeros tres valores positivos de A para
los cuales el problema

(I —x)y" —2xy' + Ay =0,
y(0) =0, y(x),y'(x)estdacotadaen [—1,1]

tiene soluciones no triviales.

Tarea para el laboratorio de computacién

48.

49.

50.

En la realizacién de este problema, ignore la lista de
polinomios de Legendre que se presenta en la pagina
249 y las gréficas de la figura 6.3.3. Use la férmula de
Rodrigues (30) para generar los polinomios de Legendre
P (x), P,(x), . .., P,(x). Use un SAC para realizar las de-
rivadas y las simplificaciones.

Use un SAC para trazar las graficas de P (x), P,(x), . . .,
P_(x) en el intervalo [—1, 1].

Use un programa de célculo de raices para determinar las
raices de P (x), P,(x), . . . , P,(x). Si los polinomios de
Legendre son funciones incorporadas en su SAC, encuen-
tre los polinomios de Legendre de grado superior. Haga
una suposicién acerca de la localizacién de las raices de
algtn polinomio de Legendre P (x) y luego investigue si
es verdad.

REPASO DEL CAPITULO 6

Las respuestas a los problemas seleccionados con niimero impar
comienzan en la pdgina RES-10.

En los problemas 1 y 2 conteste falso o verdadero sin consul-
tar de nuevo el texto.

. La solucién general de x?y" + xy’ + (x> = 1)y = 0 es

y=cJ,x +cJ_ ().

Debido a que x = 0 es un punto singular irregular de
x3y" — xy" +y = 0, 1a ED no tiene solucién que sea ana-
liticaen x = 0.

(En cudl de los siguientes intervalos se garantiza que
convergen para toda x ambas soluciones en serie de po-
tencias de y” + In(x + 1)y" + y = 0 centradas en el punto
ordinario x = 0?

a) (—o,) b) (—1,)
o [-L! d) [—1,1]

x = 0 es un punto ordinario de cierta ecuacién diferen-
cial lineal. Después que se sustituye la solucién supuesta

5.

y = 2r_,c,x" enla ED, se obtiene el siguiente sistema
algebraico cuando los coeficientes de x°, x', x* y x* se
igualan a cero:

2¢y +2¢;+ ¢y =0
6C3+462+01:O
12c4+6c3+c2—%c1=0

20C5 + 8C4 + C3 — %Cz =0.

Teniendo en mente que ¢, y ¢, son constantes arbitrarias,
escriba los primeros cinco términos de dos series de po-
tencias que son solucién de la ecuacion diferencial.

Suponga que se sabe que la serie de potencias
7o c(x — 4 converge en —2 y diverge en 13. Analice
si la serie converge en —7, 0, 7, 10 y 11. Las respuestas
posibles son si, no, podria.
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6. Use la serie de Maclaurin para sen x y cos x junto con la
divisién larga para encontrar los primeros tres términos
diferentes de cero de una serie de potencias en x para la

senx

funcién f(x) = .
COS X

En los problemas 7 y 8 construya una ecuacién diferencial
lineal de segundo orden que tenga las propiedades dadas.

7. Un punto singular regular en x = 1 y un punto singular
irregular en x = 0.

8. Puntos singulares regularesenx = 1 yenx = — 3.
En los problemas 9 a 14 use un método de series infinitas

apropiado respecto a x = 0 para encontrar dos soluciones de
la ecuacidn diferencial dada.

9. 2xy"+y' ' +y=0
1. x—1)y"+3y=0
13. xy" —(x+2)y' +2y=0

10. y" —xy' —y=0
12. y" —x%' +xy=0
14. (cosx)y" +y =20

En los problemas 15 y 16, resuelva el problema con valores
iniciales dado.

15. y" +xy' +2y =0, y(0)=3,y'(0)= -2
16. (x +2)y" +3y=0, y(0)=0,y'(0)=1

17. Sin realmente resolver la ecuacion diferencial (1 — 2 sen
x)y" + xy = 0, encuentre un limite inferior para el radio
de convergencia de las soluciones en serie de potencias
respecto al punto ordinario x = 0.

18. Aunque x = 0 es un punto ordinario de la ecuacion dife-
rencial, explique por qué no es una buena idea tratar de
encontrar una solucién del PVI

Y +xy+y=0, y)=-6, y()=3

de laforma y = X_ c,x". Por medio de series de poten-
cias, determine una mejor forma de resolver el problema.

En los problemas 19y 20, investigue six = 0 es un punto ordina-
rio, singular o singular irregular de la ecuacién diferencial dada.
[Sugerencia: Recuerde la serie de Maclaurin para cos x y e*.]

19. xy" + (1 —cosx)y' +x2y =0
20. (e —1—x)y"+xy=0

21. Observe que x = 0 es un punto ordinario de la ecuacién
diferencial y” + x?y" + 2xy =5 — 2x + 10x3. Use la
suposicion y = Xr_ ¢,x" para encontrar la solucién ge-
neral y =y_+y que consiste en tres series de potencias
centradas en x = 0.

22. La ecuacion diferencial de primer orden dy/dx = x* + y?
no se puede resolver en términos de funciones elementa-
les. Sin embargo, una solucién se puede expresar en tér-
minos de funciones de Bessel.

ey 1du
a) Demuestre que la sustitucion y = ——— conduce
e udx
ala ecuacion u” + x°u = 0.

CAPITULO 6 SOLUCIONES EN SERIES DE ECUACIONES LINEALES

b) Use la ecuacién (18) de la seccién 6.3 para encontrar
la solucién general de u” + x’u = 0.

¢) Uselas ecuaciones (20) y (21) de la seccién 6.3 en las
formas

I(x) = ;—:Jy(x) — Ty ()

y I = - fJV(x) + 7,0

como ayuda para demostrar que una familia unipara-
métrica de soluciones de dy/dx = x* + y* estd dada por

J3,4(%x2) - CJ73/4(%XZ)

CJ1/4(%XZ) + J_1/4(%x2)
Use las ecuaciones (23) y (24) de la seccion 6.3 para
demostrar que

|2
Yllz(x) = - ECOS)C.

b) Uselaecuacién (15) de la seccion 6.3 para demostrar
que

|2 [2
I,,(x) = ;senhx y I px) = ;coshx.

¢) Use el inciso b) para demostrar que

|
Kyp(x) = §€7x~

De las ecuaciones (27) y (28) de la seccién 6.3 se sabe
que cuando n = 0, la ecuacién diferencial de Legendre
(1 = x?)y" — 2xy" = 0 tiene la solucién polinomial
y = P(x) = 1. Use la ecuacion (5) de la seccion 4.2
para demostrar que una segunda funcién de Legendre
que satisface la ED en el intervalo — 1 <x < 1es

11 <l+x>
= —-In .
YoM =&

b) También sabemos de las ecuaciones (27) y (28) de la
seccion 6.3 que cuando n = 1 la ecuacion diferencial
de Legendre (1 — x?)y” — 2xy" + 2y = O tiene la
solucién polinomial y = P (x) = x. Use la ecuacion
(5) de la seccidn 4.2 para demostrar que una segunda
funcion de Legendre que satisface la ED en el inter-
valo —1 <x<les

x1<1+x> ]
= —1|n f—
YT M =%

¢) Useun programa de graficacion para trazar las funciones
de Legendre logaritmicas dadas en los incisos a) y b).

23. a)

24. a)

25. a) Use series binomiales para mostrar formalmente que

(1 = 2xt + )72 = Y P,
n=0

b) Use el resultado obtenido en el inciso a) para demos-
trar que P (1) = 1y P(—=1) = (=1)". Véanse las
propiedades ii) y iii) de la pagina 249.
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7.1 Definicidn de la transformada de Laplace
7.2 Transformadas inversas y transformadas de derivadas
7.2.1 Transformadas inversas
7.2.2 Transformadas de derivadas
7.3 Propiedades operacionales I
7.3.1 Traslacién en el eje s
7.3.2 Traslacion en el eje ¢
7.4 Propiedades operacionales I1
7.4.1 Derivadas de una transformada
7.4.2 Transformadas de integrales
7.4.3 Transformada de una funcién periddica
7.5 Lafuncién delta de Dirac
7.6 Sistemas de ecuaciones diferenciales lineales
REPASO DEL CAPITULO 7

En los modelos matemadticos lineales para sistemas fisicos tales como un sistema
resorte/masa o un circuito eléctrico en serie, el miembro del lado derecho o entrada,
de las ecuaciones diferenciales
2 2

mZ—t;C+BZ—);+kx=f(t) 0 L%-FR%-F%QZE(I)
es una funcién de conduccidn y representa ya sea una fuerza externa f(¢) o un voltaje
aplicado E(f). En la seccién 5.1 consideramos problemas en los que las funciones
fy E eran continuas. Sin embargo, las funciones de conduccion discontinuas son
comunes. Por ejemplo, el voltaje aplicado a un circuito podria ser continuo en tramos
y periddico tal como la funcién “diente de sierra” que se muestra arriba. En este
caso, resolver la ecuacion diferencial del circuito es dificil usando las técnicas del
capitulo 4. La transformada de Laplace que se estudia en este capitulo es una valiosa

herramienta que simplifica la solucién de problemas como éste.

255




256

° CAPITULO 7 LA TRANSFORMADA DE LAPLACE

7.1

DEFINICION DE LA TRANSFORMADA DE LAPLACE

REPASO DE MATERIAL

e Integrales impropias con limites de integracién infinitos.
e Descomposicion en fracciones parciales.

INTRODUCCION En calculo elemental aprendié que la derivacion y la integracion son trans-
formadas; esto significa, a grandes rasgos, que estas operaciones transforman una funcién en otra.
Por ejemplo, la funcién f(x) = x* se transforma, a su vez, en una funcién lineal y en una familia de
funciones polinomiales cibicas con las operaciones de derivacion e integracion:

d 1

—x* = 2x y Xdx ==X+ c.

dx 3
Ademds, estas dos transformadas tienen la propiedad de linealidad tal que la transformada de una com-
binacién lineal de funciones es una combinacién lineal de las transformadas. Para « y 3 constantes

d
T [af(x) + Bg)] = af'(x) + Bg'(x)

y J[af(X) + Bg()]ldx = aff(X) dx + BJg(X) dx

siempre que cada derivada e integral exista. En esta seccién se examina un tipo especial de trans-
formada integral llamada transformada de Laplace. Ademads de tener la propiedad de linealidad,
la transformada de Laplace tiene muchas otras propiedades interesantes que la hacen muy util para
resolver problemas lineales con valores iniciales.

TRANSFORMADA INTEGRAL Sif(x, y) es una funcién de dos variables, entonces
una integral definida de f respecto a una de las variables conduce a una funcién de la
otra variable. Por ejemplo, si se conserva y constante, se ve que [72xy*> dx = 3y*. De
igual modo, una integral definida como [% K(s, £) f(¢) dt transforma una funcién f de
la variable 7 en una funcién F de la variable s. Tenemos en particular interés en una
transformada integral, donde el intervalo de integracion es el intervalo no acotado [0,
). Si f(¢) se define para r = 0, entonces la integral impropia [ K(s, ) f(f) dt se define
como un limite:
b

fwl((s, t)f(t)dtzbll’mj K(s, 1) f(¢) dt. (D)
0 —*Jo

Si existe el limite en (1), entonces se dice que la integral existe o es convergente; si
no existe el limite, la integral no existe y es divergente. En general, el limite en (1)
existird solo para ciertos valores de la variable s.

UNA DEFINICION La funcién K(s, t) en (1) se llama kernel o niicleo de la trans-
formada. La eleccién de K(s, f) = e como el niicleo nos proporciona una transfor-
mada integral especialmente importante.

| DEFINICION 7.1.1 Transformada de Laplace

Sea funa funcién definida para # = 0. Entonces se dice que la integral

L0} = JU e 'f() dt 2

es la transformada de Laplace de f, siempre que la integral converja.
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Cuando la integral de la definicién (2) converge, el resultado es una funcién de s. En
el andlisis general se usa una letra mintiscula para denotar la funcién que se transforma y
la letra mayuscula correspondiente para denotar su transformada de Laplace, por ejemplo,

LU =F@s),  Lg0) =Gl LL®) = Xe).

I EJEMPLO 1 Aplicando la definicién 7.1.1

Evalde #{1}.

SOLUCION De (2),

» b
F{1} = f e (1) dt = lim f e St dt
0 b—=Jo
o o—e b et 4+ 11
= lim = lim————— =-—
b s |0 b—>o s s

siempre que s > 0. En otras palabras, cuando s > 0, el exponente —sb es negativo y
e~**— 0 conforme b — . La integral diverge para s < 0. [ ]

El uso del signo de limite se vuelve un poco tedioso, por lo que se adopta la no-
tacién |jj como abreviatura para escribir 1im .. ( ) [§. Por ejemplo,

st | 1

{1} =J e (1) dt = =-, s> 0.
0 s 1o

N

En el limite superior, se sobreentiende lo que significa e™—> 0 conforme ¢ — o para s > 0.

I EJEMPLO 2 Aplicando la definicién 7.1.1

Evalie #{t}.

SOLUCION De la definicién 7.1.1 se tiene Pt} = [ e " tdt. Alintegrar por partes
y usando Iim te™* = 0, s >0, junto con el resultado del ejemplo 1, se obtiene

t—>
= 1 (" 1 11 1
+—f et dt = - £{1} =—<—> ==
o sJo s s\s s m

I EJEMPLO 3 Aplicando la definicién 7.1.1

— te*st

Lty =

Evalde ${e™%)}.

SOLUCION De la definicién 7.1.1 se tiene

g{eﬁSz} — f efstef3t dt = f e*(x+3)tdt
0 0
— o (st
s+ 3
1

=—— s> -3
s+3 s 3

©

0

El resultado se deduce del hecho de que lim _ e " =0 para s +3>0 o
s> =3, [ |
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I EJEMPLO 4 Aplicando la definicién 7.1.1

Evalde £{sen 2t}.
SOLUCION De la definicién 7.1.1 e integrando por partes se tiene que
* —e~Stsen2t |7 2 |7
F{sen 2t} = esen2tdt=———— |, t 3§ e cos 2t dt
0 0
2 e <]
=3 e s cos 2t dt, s>0
0
lime " cos2t=0,5s >0 Transformada de Laplace de sen 2¢
t— l
2[—estcos2t |© 2 |7
=57, = e s'sen 2t dt
s 0 s Jo
2

4
=3 " ;if{sen 2t}.
En este punto se tiene una ecuacion con #{sen 2} en ambos lados de la igualdad. Si
se despeja esa cantidad el resultado es

Flsen 2t} = s> 0. u

2+ 4
% ES UNA TRANSFORMACION LINEAL Para una combinacién lineal de funcio-
nes podemos escribir

©

f e Maf() + Bg(n)] dt = af e 'f (1) dt + Bf e Sg(r) dt
0 0 0
siempre que ambas integrales converjan para s > c¢. Por lo que se tiene que
Llaf() + Bgn)} = aZ{f(} + BL{gD} = aF(s) + BG(s). 3)

Como resultado de la propiedad dada en (3), se dice que £ es una transformacion
lineal. Por ejemplo, de los ejemplos 1y 2
5

U+ 51y = LAY + 5841y = - + =,

U | =
©

y de los ejemplos 3 y 4
4 20
s+3 2+ 4
Se establece la generalizacion de algunos ejemplos anteriores por medio del si-
guiente teorema. A partir de este momento se deja de expresar cualquier restriccién en
s; se sobreentiende que s estd lo suficientemente restringida para garantizar la conver-
gencia de la adecuada transformada de Laplace.

Fl4e 3 — 10sen 2t} = 4F{e ¥} — 10F{sen 2t} =

TEOREMA 7.1.1 Transformada de algunas funciones basicas

1
a) Z{l1} =;

n!

b) #{i"} =

n=1273,... ) Fle} =

g s—a

d) L{senkt}= Z T e) Plcoskt} = gD

f) L{senh kt}=s2 B g) P{coshkt} = - 2
- 2
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CONDICIONES SUFICIENTES PARA LA EXISTENCIA DE Z{f(t)} La integral
que define la transformada de Laplace no tiene que converger. Por ejemplo, no existe
F{1/t}ni & {e"}. Las condiciones suficientes que garantizan la existencia de L{f(¢)}
son que f'sea continua por tramos en [0,) y que f sea de orden exponencial para ¢ >
T. Recuerde que la funcidén es continua por tramos en [0,%) si, en cualquier intervalo
0 =< a =t =< b, hay un nimero finito de puntos ts k=1,2,...,n (’H < tk) en los que
JStiene discontinuidades finitas y es continua en cada intervalo abierto (z,_,, 7,). Vea la
figura 7.1.1. El concepto de orden exponencial se define de la siguiente manera.

|DEFINICI6N 7.1.2 Orden exponencial

Se dice que f'es de orden exponencial c si existen constantes ¢, M >0y T >
0 tales que | f(£)| < Me“ para toda t > T.

Si fes una funcidn creciente, entonces la condicién | f(t)| < Me“, t > T, simple-
mente establece que la grafica de fen el intervalo (7, %) no crece mds rapido que la
gréfica de la funcién exponencial Me“, donde c es una constante positiva. Vea la figura
7.1.2. Las funciones f(r) = ¢, f(f) = e™"y f(t) = 2 cos ¢ son de orden exponencial ¢ =
1 para > 0 puesto que se tiene, respectivamente,

[t| = e, |e'|=e, y |2 cos t| = 2e.

Una comparacién de las graficas en el intervalo (0, %) se muestra en la figura 7.1.3.

0 0 o

a) b) )
FIGURA 7.1.3  Tres funciones de orden exponencial ¢ = 1.

Una funcién como f() = €” no es de orden exponencial puesto que, como se
muestra en la figura 7.1.4, su gréfica crece mds rapido que cualquier potencia lineal
positiva de e parat > ¢ > 0.

Un exponente entero positivo de ¢ siempre es de orden exponencial puesto que,
parac > 0,

n
|tn| < Me‘! 0 —

ect

=M para t>T

es equivalente a demostrar que el 1im,_, .. /e’ es finito paran = 1, 2, 3, . . . El resul-
tado se deduce con n aplicaciones de la regla de L"Hopital.

TEOREMA 7.1.2  Condiciones suficientes para la existencia

Si f es una funcién continua por tramos en [0,¢) y de orden exponencial c,
entonces £{ f ()} existe paras > c.
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I

[SC N —
~

FIGURA 7.1.5 Funcién continua por
tramos.

DEMOSTRACION  Por la propiedad aditiva del intervalo de integrales definidas po-

demos escribir
T

©

L{f@) = f e () dt + f efydt =1 + L.

0 T
La integral /, existe ya que se puede escribir como la suma de integrales en los intervalos
en los que e™*'f(#) es continua. Ahora puesto que f'es de orden exponencial, existen cons-

tantes ¢, M > 0, T > 0 tales que |f(f)| < Me* para t > T. Entonces podemos escribir

e—u—wT

|| = f le™s'f(n)| dt =M f e Stecldt = M f e Nt =M
T T T s—c

para s> c.Puestoque [7 Me™“~ 9" dt converge,laintegral [7 |e™* f(¢)| dt converge por
la prueba de comparacion para integrales impropias. Esto, a su vez, significa que I, existe
paras > c. Laexistenciade I, € [, implicaque existe L{f(1)} = [§ e *'f(r) dt paras>c.
|

I EJEMPLO 5 Transformada de una funcién continua por tramos

0, 0=r<3

Evalie Z{f(n} donde f(1) = {2 t=3

SOLUCION La funcién que se muestra en la figura 7.1.5, es continua por tramos y de
orden exponencial para t > 0. Puesto que f'se define en dos tramos, £{f(7)} se expresa
como la suma de dos integrales:

o0 3 0
e f() dt = f e (0) dt + f e '(2) dt
0 3

0

L) = f

0

2—St
=0+ =

s ' m

Se concluye esta seccién con un poco mas de teoria relacionada con los tipos de
funciones de s con las que en general se estard trabajando. El siguiente teorema indica
que no toda funcién arbitraria de s es una transformada de Laplace de una funcién
continua por tramos de orden exponencial.

TEOREMA 7.1.3 Comportamiento de F(s) conforme s — o

Si fes continua por partes en (0, ®) y de orden exponencial y F(s) = L{f(¢)},
entonces el lim F(s) = 0.

§—>0

DEMOSTRACION  Puesto que f es de orden exponencial, existen constantes vy, M,
>0y T> 0 tales que |f(£)] < M e¥" para t > T. También, puesto que f es continua
por tramos en el intervalo 0 < ¢ =< T, estd necesariamente acotada en el intervalo; es
decir, |f(1)| < M, = M e* Si M denota el maximo del conjunto {M, M,} y c denota el
maximo de {0, y}, entonces

|F(s)| = L e ft)]dt = ML e Vet dt = ML e~ dt =

s —C

para s > ¢. Conforme s — o, se tiene |F(s)] — 0 y por tanto F(s) = L{f(t)} — 0.
[ ]
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I COMENTARIOS

i) En este capitulo nos dedicaremos principalmente a funciones que son continuas
por tramos y de orden exponencial. Sin embargo, se observa que estas dos condi-
ciones son suficientes pero no necesarias para la existencia de la transformada de
Laplace. La funcién f(z) = +~'* no es continua por tramos en el intervalo [0, %),
pero existe su transformada de Laplace. Vea el problema 42 en los ejercicios 7.1.

ii) Como consecuencia del teorema 7.1.3 se puede decir que las funciones de
s como F (s) = 1y F(s) =s /(s + 1) no son las transformadas de Laplace
de funciones continuas por tramos de orden exponencial, puesto que F(s) +> 0
y F2(s) #> 0 conforme s — 0. Pero no se debe concluir de esto que F,(s) y F,(s)
no son transformadas de Laplace. Hay otras clases de funciones.

EJ ERCICIOS 7.1 Lasrespuestasalos problemas seleccionados con niimero impar comienzan en la pagina RES-10.

En los problemas 1 a 18 use la definicién 7.1 para encontrar

L{f(D}.
1 = {_1’
=1
4, 0
2. f(n) = {0’
3 £ = {1’ 0
4. f(n = {0,
sent,
5. f(n) = {o,
03
6. f(n) = {
Cos t,
7.
FIGURA 7.1.6
8.
FIGURA 7.1.7
9.
FIGURA 7.1.8

0=r<1

t=1
=<2
tr=2
=<1
tr=1

r=1
0=r<m
t=m

0=t<m/2

t=a 2

Gréfica para el problema 7.

S 2.2)

1

I 1
1 t

Gréfica para el problema 8.

f

1

| r
1 t

Gréfica para el problema 9.

10. J®

FIGURA 7.1.9 Grifica para el problema 10.

11. f(z) = 7

13. f(t) = te*

15. f(r) = e 'sent
17. f(t) = tcost

12. f(t) = %73
14. f(¢) = P
16. f(f) = e'cos t
18. f(r) = tsent

En los problemas 19 a 36 use el teorema 7.1.1 para encontrar

L{f0}.

19. f(r) = 2¢*

21. f(r) = 4r— 10

23. f)=t>*+ 61— 3
25. f(t) = (¢t + 1)}

27. f(t) =1 + e¥

29. f(1) = (1 + e*)?

31. f(r) = 41> — 5 sen 3¢
33. f(¢) = senh kt

35. f(f) = e'senh ¢

20. f(t) =1¢°

22. f(H=Tt+3

24. f(t) = —4¢* + 16t + 9
26. f(r) = (2t — 1)}

28. f()=t>—e "+ 5
30. f(r) =(e' —e7')

32. f(r) = cos 5t + sen 2t
34. f(t) = cosh kt

36. f(t) = e 'cosht

En los problemas 37 a 40 encuentre £{f(¢)} usando primero

una identidad trigonométrica.

37. f(f) = sen 2t cos 2t

39. f(r) = sen(4t + 5)

38. f(r) = cos’t

40. () = 10 cos<t - %T)

41. Una definicion de la funcién gamma esta dada por la in-
tegral impropia I'(a) = [§t* le ' dt, @ > 0.
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a) Demuestre que I'(a + 1) = al'(«).

la observacion de que 2 > In M + ct, para M > 0 y ¢ sufi-

INa+1 i 2 ct ier ¢?
b) Demuestre que {1} — (ozﬂl+1 )’ a> 1. cientemente grande, que ¢’ > Me“' para cualquier c?
§ 46. Utilice el inciso c) del teorema 7.1.1 para demostrar que
42. Use el hecho de que T'(1) = el problema 41 para , —a+ib
d F<2) v yelp P Fletiny = AL , donde a y b son reales
encontrar la transformada de Laplace de (s — a)? + b?
a) fo=r'" b) fr)=1" c) f(r) = " e i = —1. Demuestre cémo se puede usar la férmula de

Problemas para analizar

Euler (pagina 134) para deducir los resultados

Flecos bt} = %

43. Construya una funcién F(r) que sea de orden exponen- (s—a)+b
cial pero donde f(t) = F’(¢) no sea de orden exponencial. b

Construya una funcién f que no sea de orden exponen- Z{evsenbt} = s — a + b

cial, pero cuya transformada de Laplace exista.

44. Suponga que Z{fi(D} = Fi(s) para s>¢; y que
L{fHD} = Fy(s) paras > c,. ;Cudndo
L@ + LD} = Fi(s) + Fy(s)?

45. La figura 7.1.4 indica, pero no demuestra, que la funcién
f(t) = € no es de orden exponencial. ;Cémo demuestra

47.

48.

(Bajo qué condiciones es una funcion lineal f(x) = mx +
b, m # 0, una transformada lineal?

La demostracion del inciso b) del teorema 7.1.1 requiere
el uso de la induccién matemadtica. Demuestre que si se
supone que F{t" '} = (n — 1)!/s" es cierta, entonces
se deduce que £{t"} = n!/s"".

7.2 TRANSFORMADAS INVERSAS Y TRANSFORMADAS
DE DERIVADAS

REPASO DE MATERIAL

e Descomposicion en fracciones parciales

INTRODUCCION  En esta seccién se dan algunos pasos hacia un estudio de cémo se puede usar
la transformada de Laplace para resolver ciertos tipos de ecuaciones para una funcién desconocida.
Se empieza el andlisis con el concepto de transformada de Laplace inversa o, mds exactamente, la
inversa de una transformada de Laplace F(s). Después de algunos antecedentes preliminares im-
portantes sobre la transformada de Laplace de derivadas f'(¢), f"(¢), . . . , se ilustra como entran en
juego la transformada de Laplace y la transformada de Laplace inversa para resolver ciertas ecua-
ciones diferenciales ordinarias sencillas.

7.2.1 TRANSFORMADAS INVERSAS

EL PROBLEMA INVERSO Si F(s) representa la transformada de Laplace de una
funcion (1), es decir, Z{f(f)} = F(s), se dice entonces que f(f) es la transformada
de Laplace inversa de F(s) y se escribe f(r) = ¥ '{F(s)}. Enel caso de los ejem-
plos 1, 2y 3 de la seccién 7.1 tenemos, respectivamente

Transformada Transformada inversa
1 1
F{1} = - 1=££‘{—}
s s
1 1
Ll = — t= 3*1 —
(=1 4
_ 1 _ B 1
${€ 3[} — e 3t — D% 1
s+3 s+ 3
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Pronto veremos que en la aplicacion de la transformada de Laplace a ecuaciones no se
puede determinar de manera directa una funcién desconocida f(f); mas bien, se puede
despejar la transformada de Laplace F(s) o f(f); pero a partir de ese conocimiento, se
determina f calculando f(f) = &% “HF(s)}. Laideaes simplemente esta: suponga que

F()_—2s+6
s 2+ 4

F{f ()} = F(s). En el ejemplo 2 se muestra como resolver este tltimo problema.
Para futuras referencias el andlogo del teorema 7.1.1 para la transformada inversa
se presenta como nuestro siguiente teorema.

es una transformada de Laplace; encuentre una funcion f(7) tal que

TEOREMA 7.2.1 Algunas transformadas inversas

a) | = 21{1}
s
! 1
e L R SR
s s—a
k s
— p-1 — -l
d) senkt =% {SZ m kz} e) coskt=% {sz " kz}
f) senh ki = ff‘Lz £ kz} g) cosh kt = x-l{sz = kz}

Al evaluar las transformadas inversas, suele suceder que una funcién de s que
estamos considerando no concuerda exactamente con la forma de una transformada
de Laplace F(s) que se presenta en la tabla. Es posible que sea necesario “arreglar” la
funcion de s multiplicando y dividiendo entre una constante apropiada.

I EJEMPLO T Aplicando el teorema 7.2.1

1 1
. -1 -1
Evalie a) ¥ {_SS} b) & {sz " 7}.

SOLUCION a) Para hacer coincidir la forma dada en el inciso b) del teorema 7.2.1,
se identifican + 1 = 5 on = 4 y luego se multiplica y divide entre 4!:

1 1 4! 1
- __ U — - — 4
. {ss} 4!"% {ss} u'

b) Para que coincida con la forma dada en el inciso d) del teorema 7.2.1, identificamos k>
=7y, por tanto, k = /7. Se arregla la expresién multiplicando y dividiendo entre V7.

1 | V7 1
21{52 " 7} = %21{—52 " 7} = Vi sen\V/7t. ™

Z~TES UNA TRANSFORMADA LINEAL La transformada de Laplace inversa es
también una transformada lineal para las constantes a y 8
FHaF(s) + BG()} = a¥ HF(s)} + BL HG(9)}, @))

donde F'y G son las transformadas de algunas funciones f'y g. Como en la ecuacién
(2) de la seccién 7.1, la ecuacién 1 se extiende a cualquier combinacion lineal finita de
transformadas de Laplace.



264

CAPITULO 7 LA TRANSFORMADA DE LAPLACE

I EJEMPLO 2 Divisién término a término y linealidad

—2s + 6
Evalie & _I{S—}.

s+ 4
SOLUCION Primero se reescribe la funcién dada de s como dos expresiones divi-

diendo cada uno de los términos del numerador entre el denominador y después se usa
la ecuacion (1):
divisién de cada uno de los términos linealidad y arreglo de

entre el denominador ! las constantes !

52+ 4 s2+4 s+ 4 2+ 4

g—l[ﬂ]zg—l[ —2s + 6 ]:_2$—1{ S }_,_gb(f—l{i

s2+4; @)

= —2cos 2t + 3sen 2t. <« incisose)yd)del

teorema 7.2.1 con k = 2 m
FRACCIONES PARCIALES Las fracciones parciales juegan un papel importante en la
determinacién de transformadas de Laplace inversas. La descomposicion de una expresion
racional en las fracciones componentes se puede hacer rapidamente usando una sola ins-
truccion en la mayoria de los sistemas algebraicos de computadora. De hecho, algunos SAC
tienen paquetes implementados de transformada de Laplace y transformada de Laplace
inversa. Pero para quienes no cuentan con este tipo de software, en esta seccién y en las
subsecuentes revisaremos un poco de dlgebra bdsica en los casos importantes donde el de-
nominador de una transformada de Laplace F(s) contiene factores lineales distintos, factores
lineales repetidos y polinomios cuadraticos sin factores reales. Aunque examinaremos cada
uno de estos casos conforme se desarrolla este capitulo, podria ser buena idea que consulta-

ra un libro de célculo o uno de precélculo para una revision mas completa de esta teoria.
En el siguiente ejemplo se muestra la descomposicién en fracciones parciales en el
caso en que el denominador de F(s) se puede descomponer en diferentes factores lineales.

I EJEMPLO 3 Fracciones parciales: diferentes factores lineales

2+ 65 +
Evah’leffl{ s H6s+9 }

(s — D —2)(s +4)
SOLUCION Existen constantes reales A, By C, por lo que
s2+ 65+ 9 A B C
= + +
t—D6s—2)(s+4) s—1 s—2 s+4
A2+ H+Bs—Ds+4H+Cls— Dis—2)
(s — D(s—2)(s +4) ’
Puesto que los denominadores son idénticos, los numeradores son idénticos:

S2+6s+9=A -2 +4) +Bs—Dis+4)+Cs—Dis—2). @B

Comparando los coeficientes de las potencias de s en ambos lados de la igualdad, sabe-
mos que (3) es equivalente a un sistema de tres ecuaciones con tres incognitas A, By C.
Sin embargo, hay un atajo para determinar estas incognitas. Sise haces = 1, s =2y s
= —4 en (3) se obtiene, respectivamente,

16 = A(—1)(5), 25 =B)6) y 1=C(=5)(-06),

y asi, A = —15—6, B = % yC= % Por lo que la descomposicién en fracciones par-
ciales es

2 + 65 + 2 1
2+ 6s+9 __16/5+ 5/6+ /30

= , (4)
(s — D@ —2)(s +4) s—1 s—2 s+4
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y, por tanto, de la linealidad de & ~' y del inciso c) del teorema 7.2.1,
e s+ 65 +9 :_1_6$71 1 +§$71 1 +i$71 1
(s — D(s — 2)(s + 4) 5 s — 1 6 s —2 30 s+ 4

1 2 1
= —?6e’+gse2’+%e_4’. %) m

7.2.2 TRANSFORMADAS DE DERIVADAS

TRANSFORMADA DE UNA DERIVADA Como se indic en la introduccién de este
capitulo, el objetivo inmediato es usar la transformada de Laplace para resolver ecuaciones
diferenciales. Para tal fin, es necesario evaluar cantidades como £{dy/dt}y ¥{d*y/dt*}.
Por ejemplo, si f* es continua para ¢ = 0, entonces integrando por partes se obtiene

LU 0) = L e di = e )| s L o) di
— (O + s2(f0)
o LU O) = 5Fs) — ). ©

Aqui hemos supuesto que e—*f(¥) — 0 conforme # — . De manera similar, con la
ayuda de la ecuacion (6),

Z{f"(} = JO e f' )y dt = e f'(1) ,ts L e (1) dt

—f(0) + sZ{f' (D)}
slsF(s) — f(O)] = f'(0) < de(o)

° L'} = s*F(s) — sf(0) — f'(0). )
De igual manera se puede demostrar que
L")} = $°F(s) — s*£(0) — s£'(0) — f"(0). ®)

La naturaleza recursiva de la transformada de Laplace de las derivadas de una funcién
fes evidente de los resultados en (6), (7) y (8). El siguiente teorema da la transformada
de Laplace de la n-ésima derivada de f. Se omite la demostracion.

TEOREMA 7.2.2 Transformada de una derivada

Sif,f’, ..., f" " son continuas en [0, ) y son de orden exponencial y si
f(¢) es continua por tramos en [0, ), entonces
L) = s"F(s) — 5" 'f(0) — s"°f"(0) — - - - = f@7D(0),

donde F(s) = L{f()}

SOLUCION DE EDO LINEALES  Es evidente del resultado general dado en el teo-
rema 7.2.2 que #{d"y/dt"} depende de Y(s) = FL{y(0)} y las n — 1 derivadas de y(¢)
evaluadas en r = 0. Esta propiedad hace que la transformada de Laplace sea adecuada
para resolver problemas lineales con valores iniciales en los que la ecuacién diferen-
cial tiene coeficientes constantes. Este tipo de ecuacién diferencial es simplemente una

combinacion lineal de términos y, y’, y", ..., y™:
dny dn—ly
a, dr + ap—1 dl‘nil +o F apy = g(t)’

y(0) =y, y'(0) = yy, ...,y P(O0) =y,
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dondelasa,i=0,1,...,nyy,y,...,y,_, sonconstantes. Por la propiedad de linea-
lidad la transformada de Laplace de esta combinacién lineal es una combinacion lineal
de transformadas de Laplace:

a,,x{gf } + a,llff{%} + o ay Ply) = Ple). )
Del teorema 7.2.2, la ecuacién (9) se convierte en
a,[s"Y() = 8"~ 'y(0) = - - - = Y V(O)]
[TV = 0 <= O] ag¥ ) = G,

donde L{y(H)} = Y(s) y F{g(®)} = G(s). En otras palabras, la transformada de
Laplace de una ecuacion diferencial lineal con coeficientes constantes se convierte en
una ecuacion algebraica en Y(s). Si se resuelve la ecuacion transformada general (10)
para el simbolo Y(s), primero se obtiene P(s)Y(s) = Q(s) + G(s) y después se escribe

_ 0w, G

YO =56 1 Py

an

donde P(s) = a s" + ast”’l + ...+ a, Q(s) es un polinomio en s de grado menor o
igual an — 1 que consiste en varios productos de los coeficientes a, i = 1,...,ny las
condiciones iniciales prescritas y, y,, . . ., y,_, y G(s) es la transformada de Laplace de
g(#)." Normalmente se escriben los dos términos de la ecuacion (11) sobre el minimo
comun denominador y después se descompone la expresion en dos o mds fracciones
parciales. Por tltimo, la solucién y(¢) del problema con valores iniciales original es y()
= %Y Y(s)}, donde la transformada inversa se hace término a término.

El procedimiento se resume en el siguiente diagrama.

Encuentre la y(7) La ED transformada
desconocida que [ Aplique la transformada—>| se convierte en una
satisface la ED y las de Laplace £ ecuacion algebraica
condiciones iniciales en Y(s)
ST . Resuelva la ecuacion
Rt D E— Aphque la transformgﬂa transformada para
inversa de Laplace < Y(s)

En el ejemplo siguiente se ilustra el método anterior para resolver ED, asi como
la descomposicién en fracciones parciales para el caso en que el denominador de Y(s)
contenga un polinomio cuadrdtico sin factores reales.

I EJEMPLO 4 Solucién de un PVI de primer orden

Use la transformada de Laplace para resolver el problema con valores iniciales

d

& 43y =13sen2s, y(0) = 6.

dt
SOLUCION Primero se toma la transformada de cada miembro de la ecuacién dife-
rencial. d

x{—y} +3L(y} = 13.%(sen ).

“El polinomio P(s) es igual al polinomio auxiliar de n-ésimo grado en la ecuacién (12) de la seccién 4.3
donde el simbolo m usual se sustituye por s.
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De (6), %{dy/dt) = sY(s) — y(0) = sY(s) — 6, y del inciso d) del teorema 7.1.1,
Flsen 2} = 2/(s* + 4), por lo que la ecuacién (12) es igual que

sY(s) — 6 + 3Y(s) = o (s+3)Y(s) =6+

s2+ 4 2+ 4

Resolviendo la dltima ecuacién para Y(s), obtenemos
26 65> + 50
Y(s) = + 5 = 5 .
s+3 (s+3)s +4)  (s+3)(s*+4)
Puesto que el polinomio cuadratico s* + 4 no se factoriza usando nimeros reales, se supone
que el numerador en la descomposicion de fracciones parciales es un polinomio lineal en s:

6s+50 A LBt C

(s+3)s?+4) s+3 $£2+4°
Poniendo el lado derecho de la igualdad sobre un comiin denominador e igualando los
numeradores, se obtiene 65> + 50 = A(s*> + 4) + (Bs + C)(s + 3). Haciendo s = —3

se obtiene inmediatamente que A = 8. Puesto que el denominador no tiene mads raices
reales, se igualan los coeficientes de s>y s: 6 = A + By 0 = 3B + C. Si en la primera

(13)

ecuacion se usa el valor de A se encuentra que B = —2, y con este valor aplicado a la
segunda ecuacion, se obtiene C = 6. Por lo que,
652 + 50 8 —25s+6
Y(s) =

= + :

(s+3)(s*+4) s+3 s+ 4

Adn no se termina porque la tltima expresion racional se tiene que escribir como dos
fracciones. Esto se hizo con la divisién término a término entre el denominador del
ejemplo 2. De (2) de ese ejemplo,

1 s 2
_ -1 _ - + -1 .
Yo =8< {s + 3} 2 {sz + 4} 3 {sz + 4}

Se deduce de los incisos ¢), d) y e) del teorema 7.2.1, que la solucién del problema con
valores iniciales es y(7) = 8¢ * — 2 cos 21 + 3 sen 21. [ |

I EJEMPLO 5 Solucién de un PVI de segundo orden

Resuelvay” — 3y’ + 2y =e¢*, y(0)=1, y'(0)=5.

SOLUCION  Procediendo como en el ejemplo 4, se transforma la ED. Se toma la suma
de las transformadas de cada término, se usan las ecuaciones (6) y (7), las condiciones
iniciales dadas, el inciso c) del teorema 7.2.1 y entonces se resuelve para Y(s):

4 d
z{d—g} - 32{(1—?} + 2Py} = Ple

s?Y(s) — sy(0) — y'(0) — 3[sY(s) — y(O)] + 2¥(s) =

s+ 4

1
=35+ 2)¥(s) =s+ 2+ ——
(s s () = s+ 4

s+2 1 _ s+ 65 + 9
s2=35+2 (2=3s+2+4) (s— D —2)(s +4)

Y(s) = (14)

Los detalles de la descomposicion en fracciones parciales de Y(s) ya se presentaron en
el ejemplo 3. En vista de los resultados en (3) y (4), se tiene la solucién del problema
con valores iniciales

25

16 1
y(n) = L HY(s)} = —?er + gez, n %6,4,_ .
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En los ejemplos 4 y 5, se ilustra el procedimiento basico de cémo usar la transfor-
mada de Laplace para resolver un problema lineal con valores iniciales, pero podria
parecer que estos ejemplos demuestran un método que no es mucho mejor que el apli-
cado a los problemas descritos en las secciones 2.3 y 4.3 a 4.6. No saque conclusiones
negativas de sélo dos ejemplos. Si, hay una gran cantidad de dlgebra inherente al uso
de la transformada de Laplace, pero observe que no se tiene que usar la variacion de
parametros o preocuparse acerca de los casos y el dlgebra en el método de coeficien-
tes indeterminados. Ademas, puesto que el método incorpora las condiciones iniciales
prescritas directamente en la solucion, no se requiere la operacion separada de aplicar
las condiciones iniciales a la solucion generaly = ¢y, + ¢y, + - +cy + Y, de la
ED para determinar constantes especificas en una solucién particular del PVI.

La transformada de Laplace tiene muchas propiedades operacionales. En las sec-
ciones que siguen se examinan algunas de estas propiedades y se ve codmo permiten
resolver problemas de mayor complejidad.

I COMENTARIOS

i) La transformada de Laplace inversa de una funcién F(s) podria no ser tnica;
en otras palabras, es posible que £{fi()} = ZL{ /(1)}y sin embargo f, # f,. Para
nuestros propositos, esto no es algo que nos deba preocupar. Si f, y £, son conti-
nuas por tramos en [0, «©) y de orden exponencial, entonces f, y f, son esencial-
mente iguales. Véase el problema 44 en los ejercicios 7.2. Sin embargo, si f, y f,
son continuas en [0, @) y L{ fi(t)} = £{ fo(1)}, entonces f, = f, en el intervalo.

ii) Este comentario es para quienes tengan la necesidad de hacer a mano des-
composiciones en fracciones parciales. Hay otra forma de determinar los coefi-
cientes en una descomposicion de fracciones parciales en el caso especial cuando
Z{f(®} = F(s) es una funcién racional de s y el denominador de F es un pro-
ducto de distintos factores lineales. Esto se ilustra al analizar de nuevo el ejemplo
3. Suponga que se multiplican ambos lados de la supuesta descomposicién

s+ 6s+9 A - B N C
s—D6s—2)(s+4) s—1 s—2 s+4

(15)

digamos, por s — 1, se simplifica y entonces se hace s = 1. Puesto que los coefi-
cientes de By C en el lado derecho de la igualdad son cero, se obtiene

>+ 65+ 9
s w16
(s —2)(s +4) [s=1 5
Escrita de otra forma,
2+ 6s+9 o )
(s = D](s — 2)(s + 4) |s=1 5 ’

donde se ha sombreado o cubierto, el factor que se elimina cuando el lado iz-
quierdo se multiplica por s — 1. Ahora, para obtener B y C, simplemente se
evalua el lado izquierdo de (15) mientras se cubre, a su vez, s — 2y s + 4:

s+ 6s + 9 _2_5_B

=D —2s+4d =2 6
s2+6s+9 _L_C
4 s— D —2fs+ D=4+ 30
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La descomposicion deseada (15) se da en (4). Esta técnica especial para determi-
nar coeficientes se conoce desde luego como método de cubrimiento.

iii) En este comentario continuamos con la introduccién a la terminologia de sis-
temas dindmicos. Como resultado de las ecuaciones (9) y (10) la transformada de
Laplace se adapta bien a sistemas dindmicos lineales. El polinomio P(s) = a s" +
a_s"'+ -+ a en(11)esel coeficiente total de ¥(s) en (10) y es simplemente el

lado izquierdo de la ED en donde las derivadas d*y/dt* se sustituyen por potencias s*,

k=0,1,...,n Escomin llamar al reciproco de P(s), en particular W(s) = 1/P(s),
funcion de transferencia del sistema y escribir la ecuacion (11) como
Y(s) = W(s)O(s) + W(s)G(s) (16)

De esta manera se han separado, en un sentido aditivo, los efectos de la respuesta
debidos a las condiciones iniciales (es decir, W(s)Q(s)) de los causados por la
funcién de entrada g (es decir, W(s)G(s)). Vea (13) y (14). Por tanto la respuesta
y(f) del sistema es una superposicion de dos respuestas:

y(®) = LHWEQ)} + LTHWESGE)} = yo(d) + 31(0).

Si la entrada es g() = 0, entonces la solucién del problema es y,(f) = £~ {W(s)
QO(s)}. Esta solucion se llama respuesta de entrada cero del sistema. Por otro
lado, la funcién y,(r) = £ '{W(s)G(s)} es la salida debida a la entrada g(?).
Entonces, si la condicion inicial del sistema es el estado cero (todas las condiciones
iniciales son cero), entonces Q(s) = 0y por tanto, la tinica solucion del problema con
valores iniciales es y,(#). La tltima soluci6n se llama respuesta de estado cero del
sistema. Tanto y (f) como y,(#) son soluciones particulares: y (f) es una solucién
del PVI que consiste en la ecuaciéon homogénea relacionada con las condiciones
iniciales dadas y y,(#) es una solucion del PVI que consiste en la ecuacién no ho-
mogénea con condiciones iniciales cero. En el ejemplo 5 se ve de (14) que la fun-
cién de transferencia es W(s) = 1/(s*> — 3s + 2), la respuesta de entrada cero es

= -1 s+2 = 23 2t
Y =% {(s ") = 2)} 3e' + 4¢%,

y la respuesta de estado cero es

1 i !
= =Il :__t+_21+_—4t.
n® =2 {(s "G - 26 + 4)} 5¢ 76 T3¢

Compruebe que la suma de y(7) y y,(?) es la solucion de y(7) en el ejemplo 5y
que yo(0) = 1, y5(0) = 5, mientras que y;(0) = 0, y{(0) = 0.

EJ E R C | C I O S 7 . 2 Las respuestas a los problemas seleccionados con niimero impar comienzan en la pdgina RES-10.

7.2.1 TRANSFORMADAS INVERSAS

En los problemas 1 a 30 use el dlgebra apropiada y el teorema
7.2.1 para encontrar la transformada inversa de Laplace dada. 9. ¥

1
1. 7 I{S?}

4s
14. !
45 + 1}
2

16. !

{ |

} 11. ff—l{sz > 49} 12. x—l{szlfsm}
| {
{ {
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17. & ‘{S - 33} 18, 2‘{; - is}

19. - '{S o 3} 20. ff‘{m}
2.4 1{(s ~o. (1))?; + 0. z)}

2. % 1{ > _S3+ \f)}

B4 l{(S = 2)(s — 3)(S - 6)}

ML 1L(s - 1>zsi o 2>}

25. - 1{ — ss} 26. xl{m}
7 {(s +Ss)<_s = 1)} . gl{s“ - 9}

_ 1 6s +3
29 ¥ N— 7 L
{(s + 1)(s* + 4)} 30. & {s“ + 552 + 4}

7.2.2 TRANSFORMADAS DE DERIVADAS

En los problemas 31 a 40, use la transformada de Laplace para
resolver el problema con valores iniciales.

dy
3. 2 —y=1, y0) =0
Y y(0)
dy
32. 2— + 0, y@0) = —
Ty y(0)
33. y +6y=¢*" y0)=2

34,y —y=2cos5t, y(0)=0
35. "+ 5y +4y =0, yO)=1, y'(0)=0
36. y' — 4y’ =6 — 3¢, y0)=1, y'(0)=—

37. v +y = V2senV2t, y0) =10, y'(0) =0
38. y"+9y=¢, y(0)=0, y'(©0)=0

39. 2y" +3y" =3y —2y=e", y0)=0, y(0)=
y!l(O) — l

40. y" +2y" —y —2y=sen3s, y(0)=0, y'(0)=
y'(0) =1

Las formas inversas de los resultados del problema 46 en los
ejercicios 7.1 son

-1 §s—a — Lat

—— 5 = e“cos bt
{(s —a)’ + bz} ¢

b
N5 5 = ¢ senbt.
(s—ayr+0b

En los problemas 41 y 42 use la transformada de Laplace y estas
inversas para resolver el problema con valores iniciales dado.

41. y' + y=e%cos2t, y(0)=0

42, y" =2y +5y=0, y0O) =1, y'(©0)=3

Problemas para analizar

43. a) Con un ligero cambio de notacién la transformada en
(6) esigual a
LU O} = sZ{f(D} — fO0).
Con f(f) = te", analice como se puede usar este re-
sultado junto con c) del teorema 7.1.1 para evaluar
Flte"'}.

b) Proceda como en el inciso a), pero esta vez examine
c6émo usar (7) con f(f) = t sen kt junto con d) y e) del
teorema 7.1.1 para evaluar #{t sen kt}.

44. Construya dos funciones f, y f, que tengan la misma trans-
formada de Laplace. No considere ideas profundas.

45. Lea de nuevo el Comentario iii) de la pagina 269.
Encuentre la respuesta de entrada cero y la respuesta de
estado cero para el PVI del problema 36.

46. Suponga que f(¢) es una funcién para la que f”(¢) es conti-
nua por tramos y de orden exponencial c. Use los resulta-
dos de esta seccion y la seccién 7.1 para justificar

f(0) = lim sF(s),

donde F(s) = Z{f(r)}. Compruebe este resultado con
f(t) = cos kt.

7.3

PROPIEDADES OPERACIONALES |

REPASO DE MATERIAL

e Completar el cuadrado.

definicion bdsica y a la integracion.

e Continde practicando la descomposicién en fracciones parciales.

INTRODUCCION No es conveniente usar la definicién 7.1 cada vez que se desea encontrar la
transformada de Laplace de una funcién f(¢). Por ejemplo, la integracién por partes requerida para
evaluar £ {e'f* sen 3t} es formidable en pocas palabras. En esta seccién y la que sigue se presentan
varias propiedades operacionales de la transformada de Laplace que ahorran trabajo y permiten cons-
truir una lista mds extensa de transformadas (vea la tabla del apéndice III) sin tener que recurrir a la
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FIGURA 7.3.1 Desplazamiento en el
eje s.
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7.3.1 TRASLACION EN EL EJE s

UNA TRASLACION Evaluar transformadas tales como F{e>13} y £{e % cos 41}
es directo siempre que se conozca (y asi es) L{13} y £{cos 41} . En general, si se co-
noce la transformada de Laplace de una funcién f, #{f(r)} = F(s), es posible calcular
la transformada de Laplace de un mdltiplo exponencial de f, es decir, L{e“f(1)}, sin
ningtn esfuerzo adicional que no sea trasladar o desplazar, la transformada F(s) a
F(s — a). Este resultado se conoce como primer teorema de traslacion o primer
teorema de desplazamiento.

TEOREMA 7.3.1 Primer teorema de traslacion

Si Z{f(r)} = F(s) y a es cualquier nimero real, entonces

Flef(H)} = F(s — a).

PRUEBA La demostracion es inmediata, ya que por la definicién 7.1.1

%

Llef(t)} = Lme_”e“’f(t) dt = f e UTIF() dt = F(s — a). n

0

Si se considera s una variable real, entonces la grafica de F(s — a) es la grafica de
F(s) desplazada en el eje s por la cantidad |a|. Si @ > 0, la grdfica de F(s) se desplaza
a unidades a la derecha, mientras que si a < 0, la grdfica se desplaza |a| unidades a la
izquierda. Véase la figura 7.3.1.

Para enfatizar, a veces es ttil usar el simbolismo

Lle ()} = PUOY oo

donde s — s — a significa que en la transformada de Laplace F(s) de f(f) siempre que
aparezca el simbolo s se reemplaza por s — a.

I EJEMPLO 1 Usando el primer teorema de traslacién

Evalie a) F{e”t’) b) F{e *cos 4t}.

SOLUCION  Los siguientes resultados se deducen de los teoremas 7.1.1y 7.3.1.

! 6
= -

s—5—5 (S - 5)4

a) L5} = PFY| s =

B s+ 2
s—s+2 (S + 2)2 + 16

N

b) ff{e*mCOS 4t} = g{cos 4t}|5'4>s*(*2) = 2 + 16
N

FORMA INVERSA DEL TEOREMA 7.3.1 Para calcular la inversa de F(s — a),
se debe reconocer F(s), para encontrar f(f) obteniendo la transformada de Laplace
inversa de F(s) y después multiplicar f(#) por la funcién exponencial e“. Este procedi-
miento se resume con simbolos de la siguiente manera:

FPUF(s — a)} = LTHF(S) |mya} = (1), (D
donde f(1) = L Y{F(s)}.

En la primera parte del ejemplo siguiente se ilustra la descomposicién en fracciones
parciales en el caso cuando el denominador de Y(s) contiene factores lineales repetidos.
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I EJEMPLO 2 Fracciones parciales: factores lineales repetidos

25 +5 . s/2+5/3
. 1 1 ey
Evalie a) < {(s — 3)2} b) < {Sz + 4s + 6}'

SOLUCION a) Un factor lineal repetido es un término (s — a)", donde a es un nu-
mero real y n es un entero positivo = 2. Recuerde que si (s — a)” aparece en el denomi-
nador de una expresion racional, entonces se supone que la descomposicién contiene n
fracciones parciales con numeradores y denominadores constantes s — a, (s — a)%, . . .,
(s — a)". Por tanto, cona = 3 y n = 2 se escribe

2s + 5 A B
= + :
(s—3?% s—3 (s—3)7

Colocando los dos términos del lado derecho con un denominador comun, se obtiene
el numerador 2s + 5 = A(s — 3) + By esta identidad produce A = 2y B = 11. Por
tanto,

2545 _ 2 1 5
(s—37 s—3 (s—3) @

- 2s+5}: ]{ 1} ]{ 1 }
y & {—(s_3)2 2% 3 + 1% ) (3)

Ahora 1/(s — 3)* es F(s) = 1/s* desplazada tres unidades a la derecha. Ya que
$H1/s*} = t, se tiene de (1) que
= 1.
s—>s5—3

B 1 1
+ l{u - 3)2} - 1{?

2s + 5
Por tltimo, (3) es 21{@ — 3)2} =263+ 116, 4)

b) Para empezar, observe que el polinomio cuadratico s> + 4s + 6 no tiene raices reales y

por tanto no tiene factores lineales reales. En esta situacién completamos el cuadrado:
s/2+5/3  5/2+5/3 s
P +4s+6  (s+2)72+2 ©®)

El objetivo aqui es reconocer la expresion del lado derecho como alguna transformada
de Laplace F(s) en la cual se hareemplazado s por s + 2. Lo que se trata de hacer es simi-
lar a trabajar hacia atrds del inciso b) del ejemplo 1. El denominador en (5) ya estd en la
forma correcta, es decir, s> + 2 con s + 2 en lugar de s. Sin embargo, se debe arreglar el
numerador manipulando las constantes: %s + g = %(s +2) + % - % = %(s +2) + %
Ahora mediante la division entre el denominador de cada término, la linealidad de
£ los incisos e) y d) del teorema 7.2.1 y por tltimo (1),
s/2+5/3  5(+2)+3 s+2 2 1

_1 L2
+224+2 (+224+2 2@6+22+2 3(s+2?>+2
3253 1] 542 | 24, 1
g{s2+4s+6 255 (s+27+2 3‘55 (s +27>+2
I N I 2 ] V2
_Zg {S2+2s—>s+2}+3\f2$ {S2+25ﬁﬁ'2} ©

1 2
= Ee’z’ cos V2t + %e’z’ sen V2t. (7) m
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I EJEMPLO 3 Un problema con valores iniciales

Resuelva y” — 6y’ + 9y = r2¢¥, y(0) =2, y'(0)=17.

SOLUCION Antes de transformar la ED, observe que su lado derecho es similar a la
funcion del inciso a) del ejemplo 1. Después de usar la linealidad, el teorema 7.3.1 y
las condiciones iniciales, se simplifica y luego se resuelve para Y(s) = Z{f(1)}:

FH" = 620} + 92y} = L{re¥}

s7Y(s) = sy(0) — ¥'(0) = 6[sY(s) — y(0)] + 9Y¥(s) =

(s — 3y
(52_6S+9)Y(S):2S+5+m
_ a2y _ s
(s — 3)°Y(s) 2s+5+(s—3)3
2s +5 2

Y(s) = - —3) + T

El primer término del lado derecho ya se ha descompuesto en fracciones parciales en
(2) del inciso a) del ejemplo (2).

2 11 2
+ + .
s—3 (s—3)?2 (s—3)

1 1 2 4!
Por 1 — )~ -1 Z g .
orloque y(t) =2% {S - 3} +11% {(s - 3)2} + T & {(s — 3)5} (8)

De la forma inversa (1) del teorema 7.3.1, los dos dltimos términos de (8) son

‘ipfl l — te3t ;’fﬂ £ — t463t
S2 s—s—3 y SS s—s5—3 '

Por lo que (8) es y(1) = 2¢™ + 1lre™ + Lrte™, [ ]

Y(s) =

I EJEMPLO 4 Un problema con valores iniciales

Resuelvay” + 4y’ + 6y =1+¢", y0)=0, y'(0)=0.

SOLUCION P+ ALY} + 62y} = L{1) + Fle)
52Y(s) — sy(0) — y'(0) + 4[sY(s) — y(0)] + 6Y(s) = Ty b
s s+1
) _ 2s + 1
(s + 4s + 6)Y(s) G )
2s + 1

Y(s) = D

s(s + 1)(s* + 45 + 6)
Puesto que el término cuadratico en el denominador no se factoriza en factores lineales
reales, se encuentra que la descomposicion en fracciones parciales para Y(s) es

1/6 1/3 2+5/3
ys) = L0 13 Sz/ /3
s s+1 s+4s5+6
Ademds, en la preparacién para tomar la transformada inversa, ya se manejé el tltimo

término en la forma necesaria del inciso b) del ejemplo 2. Por lo que en vista de los
resultados en (6) y (7), se tiene la solucién
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R 0 N O O U | 1{ s+2 }_2 1{ V2 }
Yo =gs {s}+3££ {s+1} o223l srae2

FIGURA 7.3.2 Griéfica de la funcién
escalén unitario.

FIGURA 7.3.3 La funcién es
fO =Qt—=3)U1t — 1).

f@
2 +—

FIGURA 7.3.4 La funcién es
f@®) =2 —=3U¢ — 2) + Ut — 3).

1 V2
+ et — Ee‘zf cos V2t — Te‘zfsen V24t

N~
W | —
|

7.3.2 TRASLACION EN EL EJE t

FUNCION ESCALON UNITARIO En ingenieria es comtn encontrar funciones que
estdn ya sea “desactivadas” o “activadas”. Por ejemplo, una fuerza externa que actia en
un sistema mecdnico, o un voltaje aplicado a un circuito, se puede desactivar después de
cierto tiempo. Es conveniente entonces definir una funcién especial que es el nimero 0
(desactivada) hasta un cierto tiempo t = a y entonces el nimero 1 (activada) después de
ese tiempo. La funcién se llama funcion escalon unitario o funcion de Heaviside.

DEFINICION 7.3.1 Funcién escalén unitario

La funcién escalon unitario %/(r — «) se define como

0, 0=1r<a

I, t=a.

Ut — a) —{

Observe que se define (¢ — a) sdlo en el eje ¢ no negativo, puesto que esto es
todo lo que interesa en el estudio de la transformada de Laplace. En un sentido mas am-
plio, U(t — a) = 0 para t < a. En la figura 7.3.2, se muestra la grafica de U(t — a).

Cuando una funcién f definida para r = 0 se multiplica por U(t — a), la funcién
escalén unitario “desactiva” una parte de la grafica de esa funcién. Por ejemplo, con-
sidere la funcién f(r) = 2¢ — 3. Para “desactivar” la parte de la grafica de fpara 0 < ¢
< 1, simplemente formamos el producto (2¢ — 3) (¢t — 1). Véase la figura 7.3.3. En
general, la grifica de f(r) U(t — a) es 0 (desactivada) para 0 <t < ay es la parte de
la grafica de f(activada) para t = a.

La funcién escalén unitario también se puede usar para escribir funciones defi-
nidas por tramos en una forma compacta. Por ejemplo, si consideramos 0 < 7 < 2,
2 <t <3,yt=3ylos valores correspondientes de U(t — 2) y U(t — 3), debe ser
evidente que la funcién definida por tramos que se muestra en la figura 7.3.4 es igual
que f(r) =2 — 33U — 2) + U(t — 3). También, una funcién general definida por
tramos del tipo
g, 0=t<a

fo = {h(r), 1=a ©)

es la misma que:
() = g(t) — g Ut — a) + h() Ut — a)- (10)

Andlogamente, una funcién del tipo

0, 0=r<a

f =180, a=t<b (11)
0, t=b
puede ser escrita como
J@® = gOlUEt — a) — UE — b)]. (12)



FIGURA 7.3.5 La funcién es
f(® =20t — 20t Ut — 5)
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FIGURA 7.3.6 Desplazamiento en el
eje t.
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I EJEMPLO 5 Una funcién definida por tramos

20, 0=r<>5
0, t=5

en términos de funciones escaldn unitario. Trace

Exprese f(r) = {

la grafica.

SOLUCION Enla figura 7.3.5 se muestra la grafica de f. Ahora, de (9) y (10) cona =
5, g(t) = 20ty h(t) = 0, se obtiene f(r) = 20r — 201 Y(r — 5). |

Considere una funcién general y = f(¢) definida para r = 0. La funcién definida

por tramos
0, 0=r<a
ft —a) Ut — a) {f(t . f=u (13)

juega un papel importante en la explicacién que sigue. Como se muestra en la figura
7.3.6, para a > 0 la grifica de la funcién y = f(t — a) U(t — a) coincide con la gra-
ficade y = f(t — a) parat = a (que es la grafica completa de y = f(t), t = 0 desplazada
a unidades a la derecha en el eje 7), pero es idénticamente cero para 0 < ¢ < a.

Vimos en el teorema 7.3.1 que un multiplo exponencial de f(¢) da como resul-
tado una traslacion de la transformada F(s) en el eje s. Como una consecuencia del
siguiente teorema, se ve que siempre que F(s) se multiplica por una funcién expo-
nencial e, a > 0, la transformada inversa del producto e™* F(s) es la funcién f
desplazada a lo largo del eje ¢ en la manera que se muestra en la figura 7.3.6b. Este
resultado, presentado a continuacién en su version de transformada directa, se llama
segundo teorema de traslacion o segundo teorema de desplazamiento.

TEOREMA 7.3.2 Segundo teorema de traslacion

Si F(s) = £{f(H}y a > 0, entonces
Lt — a) Ut — a)} = e “F(s).

DEMOSTRACION  Por la propiedad de intervalo aditivo de integrales,

Jme”f(t —a) Ut — a) dt
0

se puede escribir como dos integrales:

) =)

e f(t—a) Ut — a)dt +f e f(t—a) Ut — a)dt =f e f(t — a) dt.

a

0 H—/ H—/ ¢
cero para uno para
0=r<a t=a

Ahora si hacemos v = t — a, dv = dt en la Ultima integral, entonces

LLf(t—a) Ut — a)} = fwe“"”)f(v) dv = e‘”Jme”f(v) dv = e L f(D).
0 0

Con frecuencia se desea encontrar la transformada de Laplace de sélo una funcién
escalén unitario. Esto puede ser de la definicién 7.1.1 o teorema 7.3.2. Si se identifica
f(@®) = 1enel teorema 7.3.2, entonces f(t — a) = 1, F(s) = £{1} = 1/s y por tanto,

,—as

LLUE — a))y = —. (14)

N

Por ejemplo, si se usa la ecuacion (14), la transformada de Laplace de la funcién de la
figura 7.3.4 es

(O} = 22{1} — 3L{U(t — 2)} + L{Ut — 3)}

1 6*2.5‘ 6733
=2--3—+
N N N
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FORMA INVERSA DEL TEOREMA 7.3.2 Si f(r) = £ '{F(s)}, la forma inversa
del teorema 7.3.2 a > 0, es

P e F(s)} = f(t — a) Ut — a). (15)

I EJEMPLO 6 Uso dela férmula (15)

I
Evalte  a) ff‘l{s_ 4e‘25} b) x—l{szi 9e-m/2}.

SOLUCION a) De acuerdo con las identidades a = 2, F(s) = 1/(s — 4) y
FUF(s)} = e*, se tiene de (15)

ff‘l{ ! e‘zs} = ettt — 2).

b) Cona = 7/2, F(s) = s/(s* + 9) y £ '{F(s)} = cos 3t, de la ecuacién (15) se ob-

tiene
_ s ol T T
A l{sz n 93 ’2} = cos 3<t - 5) %(t — 5)

La tltima expresién se puede simplificar un poco con la férmula adicional para el

coseno. Compruebe que el resultado es igual a —sen 37 9 (7 - ;) [ ]

FORMA ALTERNATIVA DEL TEOREMA 7.3.2 Con frecuencia nos enfrentamos
con el problema de encontrar la transformada de Laplace de un producto de una funcién g
y una funcién escalén unitario (¢t — a) donde la funcién g no tiene la forma precisa de
desplazamiento f(r — a) del teorema 7.3.2. Para encontrar la transformada de Laplace
de g(1)U(t — a), es posible arreglar g(7) en la forma requerida f(t — a) usando élgebra.
Por ejemplo, si se quiere usar el teorema 7.3.2 para determinar la transformada de Laplace
de (¢t — 2), se tendria que forzar g(f) = £ a la forma f(t — 2). Se debe trabajar alge-
braicamente y comprobar que 72 = (¢ — 2)* + 4(t — 2) + 4 es una identidad. Por tanto,

LUEEUE — 2)} = L@ — 22 U@ — 2) + 4 — 2) U — 2) + 49U — 2)},

donde ahora cada término del lado derecho se puede evaluar con el teorema 7.3.2. Pero
como estas operaciones son tardadas y con frecuencia no obvias, es mas simple dise-
fiar una forma alternativa del teorema 7.3.2. Usando la definicién 7.1.1, la definicion
de U(t — a), y la sustitucién u = ¢ — a, se obtiene

Lleg®) Ut — a)} = Jwe“"g(t) dt = Jwes(”")g(u + a) du.
0

a

Es decir, Lle®U(t — a)} = e = Llgt + a). (16)

I EJEMPLO 7 Segundo teorema de traslaciéon: forma alternativa

Evalie F{cos t Ut — m)}.

SOLUCION Con g(t) = costya = m,entonces g(t + m) = cos (t + m) = —cos t por
la férmula de adiccién para la funcién coseno. Por tanto, por la ecuacién (16),

g{COSt%(t - 77)} = _eim'g{COS t} = — e s, ]

2+ 1
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I EJEMPLO 8 Un problema con valores iniciales

0, O0=r<m

’ — — t =
Resuelva y’ + y = f(1), y(0) = 5, donde J(O) {3 cos . f=

SOLUCION  La funcién f se puede escribir como f(r) = 3 cos t U(t — ), y entonces por
linealidad, por los resultados del ejemplo 7 y por las fracciones parciales usuales, se tiene

P} + Py} = 3F{cos t Ut — 7))

N

sY(s) — y(0) + Y(s) = —3me””
(5 DY) = 5 — 5o
g g 2+1°
Y( ) 5 3 1 —ars + 1 —TTs + s —1TSs
S) = — — | — e e h e
s+1 2| s+1 2+ 1 2+ 1 : (17

Ahora procediendo como se hizo en el ejemplo 6, se tiene de (15) con a = 7 que los
inversos de los términos dentro del paréntesis son

1 1
ff‘l{ n le_”} = e MU — m), $_1{ T le‘”} =sen(t — =) Ut — ™),
s s

—1 S —ms\ — — —
y A {s2+le } cos(t — m) Ut — ).

Por lo que el inverso de (17) es

h y() = 5e " + %e’(”’ﬂ Ut — ) — %sen(t —m Ut — ) — %cos(t - m Ut — m)

3
/\ =5¢ "+ E[e_(’_”) + sent + cost] U — ) < identidades trigonométricas

S5e7, O=s=r<m
i \/ _ (18)

3 3 3 3
-2\ Se™'+ —e "™ + Zgsent + —cos t, t= .
T 2 3 2 2 2

— N W R W

~

FIGURA 7.3.7 Grifica de la funcién Usando un programa de graficacién hemos obtenido la grafica de (18) que se muestra
en (18). en la figura 7.3.7. |

VIGAS En la seccién 5.2 vimos que la deflexion estética y(x) de una viga uniforme
de longitud L con carga w(x) por unidad de longitud se determina a partir de la ecua-
cion diferencial lineal de cuarto orden

4\,

EI div; = w(x), (19)
donde E es el médulo de Young de elasticidad e 7 es un momento de inercia de una
seccion transversal de la viga. La transformada de Laplace es particularmente ttil para
resolver la ecuacion (19) cuando w(x) se define por tramos. Sin embargo, para usar la

w(x) transformada de Laplace se debe suponer de manera tcita que y(x) y w(x) estan defini-
das en (0, =) y no en (0, L). Observe, también, que el siguiente ejemplo es un problema
con valores en la frontera mas que un problema con valores iniciales.

pared l Y I EJEMPLO 9 Un problema con valores en la frontera

L Una viga de longitud L se empotra en ambos extremos, como se muestra en la figura
l y 7.3.8. Determine la deflexion de la viga cuando la carga estd dada por

FIGURA 7.3.8 Viga empotrada con w0<1 — 2x>, 0<x<L/2
carga variable. w(x) = L
0, L/2 <x<L.
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SOLUCION Recuerde que debido a que la viga esta empotrada en ambos extremos,
las condiciones de frontera son y(0) = 0, y'(0) = 0, y(L) = 0, y'(L) = 0. Ahora usando
(10) se puede expresar w(x) en términos de la funcién escalén unitario:

W) = w0<1 - %x> B W°<1 B %x> %(x - %)
(o)

Transformando la ecuacién (19) respecto a la variable x, se obtiene

EI(s*Y(s) — $3(0) = 2Y'(0) = 5y"(0) — y"(0)) = %[% -1 éew}

L s
2wo| L/2 1 1
(8] S4Y(S) _ sy!/(o) _ ym(o) ﬁ?[L — ? + = s2 Ls/2:|'

g

Si hacemos ¢, = y"(0) y ¢, = y" (0), entonces

Y(s) = C_; + 2 4+ Mo ZW() [% _ 16 + leL.s/2:|’

s*  EIL 0

yeén consecuencia

)2 e o3 2w L2 A L S ]S
Y@ =52 {s3}+3!$ {s4 I R R E R

_C] 5 Cz,; Wo SL ( L)S ( L>
=t 2y 20 +lx-2 -1
2" T 6OEIL[ R R A

Aplicando las condiciones y(L) = 0y y'(L) = 0 al dltimo resultado, se obtiene un
sistema de ecuaciones para ¢, y c,:

LD, 49wl

—_ J’_ e
% T 26 T 1920E1
L2 85W0L3

oL+ c,—+ =
2 " 960EI

Resolviendo se encuentra que ¢, = 23wOL2 /(960El) y ¢, = —9WOL/ (40EI). Por lo que
la deflexidn estd dada por

23w, L2 2 3wl wo |[5L ( L>5 ( L>
+ e SR N C R [ P |}
to20Er” " goEr” Teorm| 2t XtV ) Ux—3) ™

y(x) =

El E RC I C I O S 7 . 3 Las respuestas a los problemas seleccionados con niimero impar comienzan en la pdgina RES-11.

7.3.1

TRASLACION EN EL EJE s 1 |
1. g 1. 7!
7 {(s + 2)3} . {(s - 1)4}

En los problemas 1 a 20 encuentre F(s) o f(f), como se indica.

° 2 vmow =

10.

Pty
FL{re?)
Flte' + )%}
F{e'sen 3t}

L{(A — e + 3e*) cos 5t}

1
—61 . . -1
2. Zlie™) B {s —6s+10} -7 {s2+2s+5}
10 ,—7
4 2T 15. %1 16. £! ﬁ
6. L{e*(t — 1)*} ) s+ 4s +5 ) s+ 65 + 34
8. F{e ' cos 4t) . g 18 g_l{ 5s }
’ (s + 1)2 ) (s — 2)?
t 2s — 1 s+ 1)?
3t _ + _ . 1 . 1
f{e (9 4t + 10 senz)} 19. ¥ { T 1)2} 20. & {(s n 2)4}



En los problemas 21 a 30, use la transformada de Laplace para

resolver el problema con valores iniciales.

21.
22,
23.
24.
25.
26.
27.
28.
29.
30.

En

y +tdy=e* y0)=2

vy —y=1+te, y0)=0
Y'+2y+y=0, y0)=1,y(0)=1

Y =4y + 4y =¥ y0)=0,y'0)=0
Y =6y +9y =1 y0)=0,y(0)=1

V' =4y +4y =1, y0)=1,y(0)=0
y'—6y"+ 13y =0, y0)=0,y'(0)= -3
2y" + 20y + 51y =0, y©0)=2,y(0)=0
y(0)=0,y(0)=0

y' =2y +5y=1+1t y0)=0,y'(0)=4

y' —y' =e'cost,

los problemas 31 y 32, use la transformada de Laplace

y el procedimiento descrito en el ejemplo 9 para resolver el
problema con valores en la frontera dado.

31.
32.
33.

34.

35.

q

Y42y +y=0, y(0)=2,y(1)=2
V' 4+ 8y +20y=0, y(0) =0,y () =0

Un peso de 4 1b estira un resorte 2 pies. El peso se libera a
partir del reposo 18 pulgadas arriba de la posicion de equili-
brio y el movimiento resultante tiene lugar en un medio que
ofrece una fuerza de amortiguamiento numéricamente igual
a % veces la velocidad instantdnea. Use la transformada de
Laplace para encontrar la ecuacién de movimiento x(7).

Recuerde que la ecuacion diferencial para la carga instan-
tdnea g(7) en el capacitor en un circuito RCL en serie esta
dada por
dzq dqg 1
Lﬁ‘f‘RE'FEq—E(t).

(20)
Véase la seccién 5.1. Use la transformada de Laplace para
encontrar ¢g(f) cuando L = 1 h, R = 20 ), C = 0.005 f,
E()=150V,t> 0, ¢g(0) = 0ei(0) = 0. ;Cudl es la co-
rriente i(¢)?

Considere una bateria de voltaje constante E, que carga el
capacitor que se muestra en la figura 7.3.9. Divida la ecua-
cién (20) entre L y defina 2A = R/Ly w* = 1/LC. Use la
transformada de Laplace para demostrar que la solucién g(f)
de " + 2Aq" + w’q = E /L sujetaa g(0) = 0, i(0) = Oes

(
E(,C[l — e™(cosh VAT — o

A
+ ———senh VA2 — wzt)}, A > o,

N
() = E,C[1 — e M(1 + AD)], = w,
EOC[I - e""(cos Vo — Nt
)\ /\ < w.
+ ———sen mt) ’

! Vo = X
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|
|
C

FIGURA 7.3.9 Circuito en serie del problema 35.
36. Use la transformada de Laplace para encontrar la carga g(f)

en un circuito RC en serie cuando g(0) = 0y E(t) = Ee ™",
k > 0. Considere dos casos: k # 1/RCy k = 1/RC.

7.3.2 TRASLACION EN EL EJE t

En los problemas 37 a 48 encuentre F(s) o f(f), como se indica.

37. L{(t — DUt — 1)} 38. Fle* Ut — 2)}
39. L{r Ut — 2)} 40. L{Gr + DU — 1)}
41. F{cos 2t Ut — m)} 42. f{sent %(r - g)}
43 gl{e—zs} 44 $1{—(1 - ezs)z}
) 53 ) s+ 2

. e~ » se—ﬂ's/Z
sorf) )

. e”s . 872‘?
g 9| o

En los problemas 49 a 54, compare la grafica dada con una de
las funciones de los incisos a) a f). La grafica de f() se pre-
senta en la figura 7.3.10.

a) f(0 — f() Ut — a)

b) f(t — b) U(t — b)

O f(O Ut~ a)

d) fo — f(0) Ut — b)

€ f(0 Ut — a) = f() Ut — b)

) f¢ —a) Ut —a) — ft — a) Ut — D)

U]

FIGURA 7.3.10 Gréfica para los problemas 49 a 54.

49. fo

[ Y S
S
-

FIGURA 7.3.11 Gréfica para el problema 49.
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50. f 0, 0=t<3m/2
58. f(n =
sent, t=3m/2
[ |
[ | t, 0=1r<2
1 1 . J@) =
| o b ! 5. /) {0, r=2
4 sent, 0=1r<2w
FIGURA 7.3.12 Gréfica para el problema 50. 60. f(1) = {
0, 1= 2
51. fo 61. fo
1 1
N |
| I } —>
- « b
|« b !
pulso rectangular
FIGURA 7.3.13  Grifica para el problema 51. FIGURA 7.3.17 Gréfica para el problema 61.
62. f@ !
\
52. f@® 31 ‘
\
| 27 — i
Lo
|
— L S e R
| a b ! o
, 12 03 o4 !
FIGURA 7.3.14 Gréfica para el problema 52.
funcién escalera
53. f@ FIGURA 7.3.18 Grifica para el problema 62.

En los problemas 63 a 70, use la transformada de Laplace para
resolver el problema con valores iniciales.

|
1
| b 1

63. Y +y =1, y©0)=0,dondef(r) = 0. 0=t<1
Y Ay =f@), y(0) =0, dondef(5) = o =

FIGURA 7.3.15 Gréfica para el problema 53.
64. y' +y=f(», y(0)=0,donde

1 0=r<1
54. J® n=1"
S 1 =1
| 65. y' + 2y =f(), y(0)=0,donde
i | t, 0=r<1
|« bt =1, =
FIGURA 7.3.16  Griéfica para el problema 54. 66. y" + 4y = f(1), y(0) =0,y (0) = —1, donde
En los problemas 55 a 62, escriba cada funcion en términos () = {1’ 0=r<1
de funciones escalon unitario. Encuentre la transformada de 0, r=1
Laplace de la funcién dada. 67. y"+d4y=sentUt—2m), y0)=1y(0)=0
55, ) = {2, 0=r<3 68. Yy =5y +6y=UCt— 1), y0)=0,y(0) =1
) -2, t=3 69. y' +y=f), y0)=0,y(0) =1,donde
I, 0=r<4 0, 0==t<nm
56.f([): 0, 4=1r<5 f(n =131, m=t<2=w
1, t=5 0, t=2m
7. f() = {02 0=r<1 70. v+ 4y +3y=1—U0—2)— Ut —4) + Ut — 6),
£ r=1 ¥(0)=0,y'(0) =0



71.

72.

Suponga que un peso de 32 libras estira un resorte 2 pies.
Si el peso se libera a partir del reposo en la posicion de
equilibrio, determine la ecuaciéon de movimiento x(f) si
una fuerza f(f) = 20r actia en el sistemapara) <r <5y
luego se retira (véase el ejemplo 5). Desprecie cualquier
fuerza de amortiguamiento. Use un programa de grafica-
cion para trazar x(f) en el intervalo [0, 10].

Resuelva el problema 71 si la fuerza aplicada f() = sen ¢
actda en el sistema para 0 < ¢ < 277 y después se retira.

En los problemas 73 y 74 use la transformada de Laplace para
encontrar la carga ¢(f) en el capacitor en un circuito RC en
serie sujeto a las condiciones indicadas.

73.

74.

75.

q(0) =0,R =250, C =0.08 f, E(f) dada en la figura
7.3.19.

E(t)

5 _£

I
|
|
I
|
1
3

t

FIGURA 7.3.19 E(t) en el problema 73.

q(0) = g, R =10 Q, C = 0.1 f, E(#) dada en la figura
7.3.20.

E()

30

FIGURA 7.3.20 E(¢) en el problema 74.

a) Use la transformada de Laplace para encontrar la co-
rriente i(#) en un circuito LR en serie de una sola malla
cuando i(0) = 0,L = 1h,R = 10 Q y E(f) es como se
ilustra en la figura 7.3.21.

b) Use un programa de computadora para graficar y di-
buje i(f) en el intervalo 0 < ¢ < 6. Use la grafica para
estimar I €, los valores maximo y minimo de la

X mi

corriente.

E(1)

1 sent, 0<t<3m/2
2 Nz/z !
-1
FIGURA 7.3.21 E(f) en el problema 75.

76.

77.

78.

79.

80.
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a) Use la transformada de Laplace para determinar la
carga ¢(t) en el capacitor en un circuito RC en serie
cuando ¢(0) = 0, R = 50 Q, C = 0.01 fy E(f) es
como se muestra en la figura 7.3.22.

b) Suponga que £ = 100 V. Use un programa de compu-
tadora para graficar y dibuje g(f) para0 < < 6. Use la
grifica para estimar g el valor mdximo de la carga.

E(r)

Eot

FIGURA 7.3.22 E(¢) en el problema 76.

Una viga en voladizo estd empotrada en su extremo iz-
quierdo y libre en su extremo derecho. Use la transfor-
mada de Laplace para determinar la deflexién y(x) cuando
la carga estd dada por

() Wo, 0<X<L/2
wx) =
0, L/)2=x<L

Resuelva el problema 77 cuando la carga estd dada por

0, 0<x<L/3
we, L/3<x<2L/3
0, 2L/3 <x < L.

wx) =

Encuentre la deflexién y (x) de una viga en voladizo empo-
trada en su extremo izquierdo y libre en su extremo dere-
cho cuando la carga total es como se da en el ejemplo 9.

Una viga estd empotrada en su extremo izquierdo y apo-
yada simplemente en el extremo derecho. Encuentre la
deflexién y (x) cuando la carga es como la que se da en el
problema 77.

Modelo matematico

81.

Pastel dentro de un horno Lea de nuevo el ejemplo 4 en
la seccion 3.1 acerca del enfriamiento de un pastel que se
saca de un horno.

a) Disefie un modelo matematico para la temperatura de
un pastel mientras estd dentro del horno con base en
las siguientes suposiciones: en r = 0 la mezcla de pas-
tel estd a temperatura ambiente de 70°; el horno no se
precalienta por lo que en r = 0, cuando la mezcla de
pastel se coloca dentro del horno, la temperatura den-
tro del horno también es 70°; la temperatura del horno
aumenta linealmente hasta r = 4 minutos, cuando se
alcanza la temperatura deseada de 300°; la temperatura
del horno se mantiene constante en 300° para r = 4.

b) Use la transformada de Laplace para resolver el pro-
blema con valores iniciales del inciso a).
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Problemas para analizar

82. Analice cdmo se podria arreglar cada una de las siguien-
tes funciones, de tal forma que el teorema 7.3.2 se pu-
diera usar directamente para encontrar la transformada de
Laplace dada. Compruebe sus respuestas con la ecuacion
(16) de esta seccion.

a)
)
83. a)

{2t + DU — D} b) Ll U@ —5)}
F{cost U(t — )} d) L — 30U —2)}

Suponga que el teorema 7.3.1 se cumple cuando el
simbolo a se reemplaza por ki, donde k es un nimero

b)

real e i = —1. Demuestre que F{te""'} se puede
usar para deducir

52 _ kz
fé’{tcoskt} = m
2ks
;f{tsenkt} = m

Ahora use la transformada de Laplace para resolver
el problema con valores iniciales x” + w*x = cos wt,
x(0) =0,x"(0)=0.

7.4

PROPIEDADES OPERACIONALES Il

REPASO DE MATERIAL

e Definicion 7.1.1
e Teoremas 7.3.1y 7.3.2

7.4.1

INTRODUCCION  En esta seccién se desarrollan varias propiedades operacionales mas de la transfor-
mada de Laplace. En especial, veremos cémo encontrar la transformada de una funcién f(f) que se multi-
plica por un monomio ", la transformada de un tipo especial de integral y la transformada de una funcién
periddica. Las dos tltimas propiedades de transformada permiten resolver ecuaciones que no se han en-
contrado hasta este punto: ecuaciones integrales de Volterra, ecuaciones integrodiferenciales y ecuaciones
diferenciales ordinarias en las que la funcién de entrada es una funcién periédica definida por tramos.

DERIVADAS DE UNA TRANSFORMADA

MULTIPLICACION DE UNA FUNCION POR t”

La transformada de Laplace del

producto de una funcién f(f) con ¢ se puede encontrar derivando la transformada de
Laplace de f(f). Para motivar este resultado, se supone que F(s) = Z{f(f)} existe y
que es posible intercambiar el orden de la derivada y de la integral. Entonces

ds

es decir,

=2 f Cenfy di = f D fepandr = - J Ceif de = ~ L)
ds Jo 0 0§ 0

d
LUf0} = = LU}

Se puede usar el tltimo resultado para encontrar la transformada de Laplace de 71 (7):

, d d{ d d>
f{tf(t)}=${l°tf(l)}=—$§f{tf(t)}=—— —af{f(t)} =@${f(t)}-

ds

Los dos casos anteriores sugieren el resultado general para £{¢" f(¢)} .

TEOREMA 7.4.1

Derivadas de transformadas

L{rf@} = (="

SiF(s) = £{f(H}yn=1,23,...,entonces

n

a
ds"

E(s).
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I EJEMPLO 1 Uso del teorema 7.4.1

Evalde %{r sen kt}.

SOLUCION Con f(f) = sen kt, F(s) = k/(s> + k*) y n = 1, el teorema 7.4.1 da

k ) 2ks

d d
Pltsenkt) = —gff{senkt} = __<s2 IYEY ARy

ds

Si se quiere evaluar #{t*senkt}y #{t*>senkt}, todo lo que se necesita hacer, a
su vez, es tomar el negativo de la derivada respecto a s del resultado del ejemplo 1 y
después tomar el negativo de la derivada respecto a s de £{t*sen kt}.

NOTA Para encontrar transformadas de funciones "¢, se puede usar el teorema
7.3.1 o el teorema 7.4.1. Por ejemplo,

1
Teorema 7.3.1:  F{te¥} = P{t},_, 3 = ol = m

d d 1 1
4.1: tedtl = — — 3y = — — — — —3)2 = .
Teorema 7.4.1:  F{te’'} dséf{e } A— (s ) 63

I EJEMPLO 2 Un problema con valores iniciales

Resuelva x” + 16x = cos 4t, x(0) =0, x'(0)=1.

SOLUCION  El problema con valores iniciales podrfa describir el movimiento forzado,

no amortiguado y en resonancia de una masa en un resorte. La masa comienza con una

velocidad inicial de 1 pie/s en direccidn hacia abajo desde la posicion de equilibrio.
Transformando la ecuacidn diferencial, se obtiene

s 1 s
24 16)X(s) = 1 + —— X(s) = ¥ .
(s ) X(s) s+16 ° XO= a6 T @+ 162

Ahora bien, en el ejemplo 1 se vio que

2%
xl{m} = rsenks (1

y por tanto, identificando k = 4 en (1) y en el inciso d) del teorema 7.2.1, se obtiene

| 4 | 8s
— —1 _ -J_____ -
=32 {sz n 16} t5? {(s2 n 16)2}

1 1
= —sen4t + —tsen 4t |
4 8

7.4.2 TRANSFORMADAS DE INTEGRALES

CONVOLUCION  Si las funciones [y g son continuas por tramos en [0, %), enton-
ces un producto especial, denotado por f * g, se define mediante la integral

fxg= ff(f) gt — ndr 2
0
y se llama convolucién de f'y g. La convolucién de f * g es una funcién de ¢. Por ejemplo,

! 1
e’*sentZJeTsen t—7ndr= E(—sent—cost +é). 3)
0
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N\

7:0tot

t

FIGURA 7.4.1 Cambio del orden de
integracién de primero 7 a primero 7.

Se deja como ejercicio demostrar que

fof(T)g(l —mndr= Lf(l — ngndrm;

es decir, / * ¢ = g * f. Esto significa que la convolucién de dos funciones es conmutativa.

No es cierto que la integral de un producto de funciones sea el producto de las in-
tegrales. Sin embargo, es cierto que la transformada de Laplace del producto especial
(2), es el producto de la transformada de Laplace de f'y g. Esto significa que es posible
determinar la transformada de Laplace de la convolucién de dos funciones sin evaluar
en realidad la integral como se hizo en (3). El resultado que sigue se conoce como
teorema de convolucion.

TEOREMA 7.4.2 Teorema de convolucion

Si f(#) y g (¢) son funciones continuas por tramos en [0, ) y de orden expo-
nencial, entonces

Lif* gt = L{f®O) ZL{g(} = F(s)G(s).

DEMOSTRACION Sea F(s) = #{f()} = f we’”f(’r) dr
0

y G(s) = L{g(n} = fo e Pg(B)dp-

Procediendo formalmente, tenemos

F(s)G(s) = <L e f(7) dT)(L e Pg(B) dB)

- f ’ f T B (g(B) dr dp
0 JO

= fowf(T) dffe”‘”ﬁ)g(ﬁ) dp.
Conservando 7 fija, hacemos t = 7 + B, dt = df3, por lo que
F(s)G(s) = J(:Of(T) dTJmes’g(t — 7)dt.
En el plano 7 se realiza la integracion en la regiéTn sombreada de la figura 7.4.1. Puesto

que f'y g son continuas por tramos en [0,%¢) y de orden exponencial, es posible inter-
cambiar el orden de integracion:

F(s)G(s) = fo e‘”dtfof(T)g(t —7ndr= J; e“{fof(T)g(t -7 d’T}dl = P{fxg}. N1

I EJEMPLO 3 Transformada de una convolucién

Evalie ${J e"sen(t — 1) d’T}.
0

SOLUCION Con f(r) = ' y g(t) = sen t, el teorema de convolucién establece que la
transformada de Laplace de la convolucién de f'y g es el producto de sus transformadas
de Laplace:

1 1
1 241 G-D2+1)

D%{frefsen(t -7 dT} = P{e'} - F{sent} = . 1
o _
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INVERSA DEL TEOREMA 7.4.2 El teorema de convolucion en ocasiones es util
para encontrar la transformada de Laplace inversa del producto de dos transformadas
de Laplace. Del teorema 7.4.2, se tiene

P HF(s)G(s)} = f = g. 4)
Muchos de los resultados de la tabla de transformadas de Laplace en el apéndice 111, se
pueden obtener usando la ecuacién (4). En el ejemplo siguiente, se obtiene el elemento
25 de la tabla:
2K

m- (5)

Flsenkt — kt cos kt} =

I EJEMPLO 4 Transformada inversa como una convolucién

) _ 1
Evalue Q% 1 {m} .

. 1
SOLUCION Sea F(s) = G(s) = ey por lo que
s

1 k 1
(o) =g = fol{sz " kz} = senkt.

En este caso la ecuacién (4) da
- 1 1|
N ]{m} = EJOSanTsenk(l - T) dr. (6)
Con la ayuda de la identidad trigonométrica

1
sen A cos B = E[COS(A — B) — cos(A + B)]

y las sustituciones A = k7 y B = k(t — 7) se puede realizar la integracién en (6):

- 1 muE
7 EEE) R yEs N [cos k(2T — 1) — cos kil dT
t

111
— [— senk(2T — 1) — Tcos kt}

2k 2k 0

sen kt — kt cos kt

2k3
Multiplicando ambos lados por 2k%, se obtiene la forma inversa de (5). [ |

TRANSFORMADA DE UNA INTEGRAL Cuando g() = 1y Z{g(®)} = G(s) = 1/s,
el teorema de convolucion implica que la transformada de Laplace de la integral de fes

{ f o } F(s)
K| f(ndry =—. @)
0 S

f fm dr = f{”;)} ®)
0 A

se puede usar en lugar de las fracciones parciales cuando s” es un factor del denomina-
dory f(r) = L Y{F(s)} es facil de integrar. Por ejemplo, se sabe para f(¢) = sen  que
F(s) = 1/(s* + 1) y por tanto usando la ecuacién (8)

1 t
fl{m} = f sentdtr =1 — cost
MN®) 0

1 t
g—l{m} = j (1 —cost)dr=1— sent
s=(s 0

La forma inversa de (7),
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FIGURA 7.4.2 Circuito RCL en serie.

1 ! 1
f{m} - L“‘ sent)dr =5 F — 1+ cost

etcétera.

ECUACION INTEGRAL DE VOLTERRA  El teorema de convolucién y el resultado
en (7) son ttiles para resolver otros tipos de ecuaciones en las que una funcién des-
conocida aparece bajo un signo de integral. En el ejemplo siguiente se resuelve una
ecuacion integral de Volterra para f(7),

f(t) = g + ff(T) h(t — ndr. 9
0

Las funciones g(#) y h(#) son conocidas. Observe que la integral en (9) tiene la forma
de convolucién (2) con el simbolo % jugando el papel de g.

I EJEMPLO 5 Una ecuacién integral

Resuelva f(f) = 31> — e — ftf(T)etTdT para f(1).
0

SOLUCION Enla integral se identifica i(t — 7) = €' 7 por lo que h(f) = ¢'. Se toma la
transformada de Laplace de cada término; en particular, por el teorema 7.4.2 la trans-
formada de Laplace es el producto de #{f(n)} = F(s)y Z{e'} = 1/(s — 1).

Después de resolver la tltima ecuacion para F(s) y realizar la descomposicién en frac-
ciones parciales, se encuentra

La transformada inversa entonces da

2! 3! 1 1
po-se - o 1)

=32 —£+1—2e". ]

CIRCUITOS EN SERIE En una sola malla o circuito en serie, la segunda ley de
Kirchhoff establece que la suma de las caidas de voltaje en un inductor, resistor y ca-
pacitor es igual al voltaje aplicado E(7). Ahora se sabe que las caidas de voltaje en un
inductor, resistor y capacitor son, respectivamente,

Ldi Ri(1) 1J‘t'()a’

-, i(0). — | i(7)dr,

dt y C J

donde i(?) es la corriente y L, R 'y C son constantes. Se deduce que la corriente en un
circuito, como el que se muestra en la figura 7.4.2, estd gobernada por la ecuacién
integrodiferencial

t

di 1
o . - . _ . 1
L " + Ri(t) + CJ() i(r)dt = E(¢) (10)
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FIGURA 7.4.3 Grifica de corriente
i(t) del ejemplo 6.
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I EJEMPLO 6 Una ecuacién integrodiferencial

Determine la corriente i(¢) en un circuito RCL de un sola malla cuando L = 0.1 h, R =
20, C=0.11,i0) =0y el voltaje aplicado es

E(t) = 120t — 120t Ut — 1).

SOLUCION Con los datos dados, la ecuacién (10) se convierte en
di . "
O.]d—t +2i+ 10| i(r)d7 = 120t — 120t Ut — 1).
0

Ahora usando (7), ££{f6 i(7) d'T} = I(s)/s, donde I(s) = Z{i(}. Por lo que la trans-
formada de Laplace de la ecuacién integrodiferencial es

1(s) r 1 4

0.1sI(s) + 2I(s) + 10— = 120| = — —e * — —e¢ *|. < por(16)de laseccion 7.3
s s

Multiplicando esta ecuacién por 10s, usando s* + 20s + 100 = (s + 10)* y después al

despejar I(s), se obtiene

1 1 1
I(s) = 1200 >~ se = se |
s(s + 10) s(s + 10) (s + 10)
Usando fracciones parciales,

-s

/100 1/100  1/10  1/100
- - - e
s+ 10 (s + 10)? s
/100 . 1/10 .
e e — e
s + 10 (s + 10)? (s + 10)?

De la forma inversa del segundo teorema de traslacion (15) de la seccién 7.3, final-
mente se obtiene

i() = 12[1 — Ut — D] — 12[e™"% — e 0D — 1)]
— 1207¢71% — 1080(r — e~V ay(r — 1).

1(s) = 1200[

Escrita como una funcién definida por tramos, la corriente es

(1) 12 — 1271 — 120z 1%, 0=1r<1
! 12710 4 1267106-D — 1207710 — 1080(1 — 1)e~ 106D, r=1.
Con esta dltima expresién y un SAC, se traza la grafica i(f) en cada uno de los dos interva-

los y después se combinan las graficas. Observe en la figura 7.4.3 que aun cuando la fun-
cién de entrada E(7) es discontinua, la salida o respuesta i(#) es una funcién continua. M

7.4.3 TRANSFORMADA DE UNA FUNCION
PERIODICA

FUNCION PERIODICA  Si una funcién periddica tiene periodo 7, T > 0, entonces
f(t + T) = f(r). El siguiente teorema muestra que la transformada de Laplace de una
funcién periddica se obtiene integrando sobre un periodo.

TEOREMA 7.4.3 Transformada de una funcion periédica

Si f(#) es continua por tramos en [0, ), de orden exponencial y periddica con
periodo T, entonces
T

1
ZIfO) = ]_e”vJOE“’f'(f) dt.
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E(t)

= — —
|
|
4

T
12 3

FIGURA 7.4.4 Onda cuadrada.

t

1
1 +x

DEMOSTRACION  Escriba la transformada de Laplace de f como dos integrales:

)

T
L{f(0)} =L e 1) dt+f e *1f(1) dt.

T

Cuando se hace t = u + T, la dltima integral se convierte en

©

jwe—stf(t) dt = fwe—f('“'T)f(u + T)du = e_STf e f(u) du = e TL{f(1)}.
T 0 0

T

Por tanto, LLf()} = f e f(f) dt + e TL{f(1)}-
0

Resolviendo la ecuacién de la tltima linea para £{ f(r)} se demuestra el teorema. [ ]

I EJEMPLO 7 Aplicacién de un voltaje periédico

Encuentre la transformada de Laplace de la funcién periddica que se muestra en la
figura 7.4.4.

SOLUCION La funcién E(f) se llama de onda cuadrada y tiene periodo 7 = 2. En el
intervalo 0 =< r < 2, E(f) se puede definir por

E@) = 1, 0=r<1
o, 1=1<2

y fuera del intervalo por f(¢t + 2) = f(¢). Ahora del teorema 7.4.3

1 2 1 1 2
g{E(l‘)} = — e*stE(t) dt = —_— e s 1dt + e~ - 0dt
1—e 2s 0 1 —e 2s o .

1 I —e™ .
=— —l—e¥=(1+e)1 —e™)

- (1) m
s(1 +e™)

I EJEMPLO 8 Aplicacién de un voltaje periédico

La ecuacion diferencial para la corriente i(f) en un circuito RL en serie de una sola
malla es
di

dt' + Ri = E(1). (12)

Determine la corriente i(f) cuando i(0) = 0y E(¢) es la funcidén de onda cuadrada que
se muestra en la figura 7.4.4.

L

SOLUCION  Si se usa el resultado de (11) del ejemplo anterior, la transformada de
Laplace de la ED es

B 1 B 1/L ) 1
LsI(s) + RI(s) = —s(l ap o I(s) = SGrRID 1+er (13)

Para encontrar la transformada de Laplace inversa de la dltima funcién, primero se
hace uso de la serie geométrica. Con la identificacion x = e~%, s > 0, la serie geomé-
trica

. 1
=1l—-x+x2-x¥+--- seconv1erteen1 =]l—e te B —e ¥+ .-,



FIGURA 7.4.5 Griafica de la corriente
i(t) en ejemplo 8.
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_ v _LR_
s(s+R/L)_ s

L/R

De s+ R/L

se puede reescribir la ecuacién (13) como

I()_l(l_;>(1_ S 4 T2 — *3s_|_...)
YTR\s  s+RIL core e

(1 e’ e 2s e 3s > 1< 1 1 B e—% e—% )

[ — + — + ... —_ - — e s —+ — + ... .

s s s s R\s + RIL s+ R/L s+ R/L s+ R/L
Aplicando la forma del segundo teorema de traslacion a cada término de ambas series,
se obtiene

i(t)=%(1—%(t—1)+0ll(t—2)—02l(t—3)+--~)

— %(e*RI/L _ efk(tfl)/L Oll(l‘ _ 1) + e—R(r—Z)/L Ull(t _ 2) _ efR(rf3)/L 02[([ _ 3) 4+ .. )
o, de forma equivalente

i(n = %(1 — e7Rily + % S (— 1y (1= Ry Ut — ).

n=1
Para interpretar la solucidn, se supone por razones de ejemplificacion que R = 1, L =
1y 0 =1t <4. Eneste caso

i=1-e'—(1—e HUt— 1)+ (1 —e U —2) — (1 — e INUG - 3);

2 en otras palabras,
1.5
1 1 —e, 0=r<1
0.5 ] —e !l 4 77D 1=r<2
L )’ o = I —et+ e ) — (72 2=r<3
1 2 3 4 —e T+ D — 7D 4 o7 3 << 4,

La gréfica de i(7) en el intervalo 0 < r < 4, que se muestra en la figura 7.4.5, se obtuvo
con la ayuda de un SAC. [ ]

EJ E RC I C I O S 7 . 4 Las respuestas a los problemas seleccionados con niimero impar comienzan en la pdgina RES-11.

7.4.1

DERIVADAS DE UNA TRANSFORMADA 11. y" + 9y =cos 31, y(0) =2, y'(0)=5

En los problemas 1 a 8 use el teorema 7.4.1 para evaluar cada
una de las transformadas de Laplace.

1
3
S.
7

12. y" + y =sent,
13. y" + 16y = f(2),

yO) =1, y'(©0) = -1
y(0) =0, y'(0) =1, donde

41, 0=r1<m
¥ —10¢ 2. ¥ 3t — Cos 41,
{te } {re'} f(t) {O, t=
Lt cos 2t} 4. P{tsenh 3t}
14. y" +y = f(0), 0) =1, y'(0) =0, donde
F{Fsenh t} 6. F{t*cos t} y'ry =5, y0 Y@
1 0=tr<m/2
2t =3t — ’
F{te*'sen 61} 8. F{te ' cos 3t} f(@ {sen " t= )2

En los problemas 9 a 14, use la transformada de Laplace para
resolver el problema con valores iniciales dado. Use la tabla de
transformadas de Laplace del apéndice III cuando sea necesario.

y(©0)=0
y@©0)=20

9.y +y=tsent,

10. y' — y =te'sent,

En los problemas 15 y 16, use un programa de graficacién
para trazar la grafica de la solucién indicada.

15. y(¢) del problema 13 en el intervalo 0 < ¢ < 27
16. y(¢) del problema 14 en el intervalo 0 < t < 37
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En algunos casos, la transformada de Laplace se puede usar
para resolver ecuaciones diferenciales lineales con coefi-
cientes monomiales variables. En los problemas 17 y 18, use
el teorema 7.4.1 para reducir la ecuacién diferencial dada a
una ED lineal de primer orden en la funcién transformada.
Resuelva la ED de primer orden para Y(s) = £{y(r)} y des-
pués encuentre y(r) = £ '{Y(s)}.

17. ty" —y' =212, y(0)=0
18. 2y" +ty' =2y =10, y(0)=y'(0)=0

7.4.2 TRANSFORMADAS DE INTEGRALES

En los problemas 19 a 30, use el teorema 7.4.2 para evaluar
cada una de las transformadas de Laplace. No evalde la inte-

gral antes de transformar.
19. £{1 = 3} 20. P te'}

Fle* «sent)

t

${j cos TdT}
0
t

f{f TSCIITLZ'T}
0

21. Fle'*xe'cost) 22.

t
23. f{f erT} 24.
0
t
25. ${f e "cos TdT} 26.
0
t t
27. &f{f Te’TdT} 28. f{f sentcos(t — 7) dT}
0 0
t t
29. ${tjsen7'd7} 30. D%{IJ’ TerT}
0 0

En los problemas 31 a 34, use (8) para evaluar cada transfor-
mada inversa.

Tl =l
3. & {S(S m— 2. ¥ ET—"

- ;} 1{ ! }
3. & {m 5 4. 2N

35. La tabla del apéndice III no contiene un elemento para

8k3s
—1
. {(s2 + k2)3}'

a) Use (4) junto con los resultados de (5) para evaluar
esta transformada inversa. Utilice un SAC como
ayuda para evaluar la integral de convolucién.

b) Vuelva a analizar su respuesta del inciso a). ;Podria
haber obtenido el resultado en una forma diferente?

36. Emplee la transformada de Laplace y los resultados del pro-
blema 35 para resolver el problema con valores iniciales

y(©0) =0, y'(0)=0.
Use un programa de graficacion para trazar la solucion.

y" + y =sent+ rsent,

En los problemas 37 a 46, use la transformada de Laplace para
resolver la ecuacidn integral o la ecuacién integrodiferencial.

37. f(v) + ft(t —7nf(ndr=t
0

38. f(t) = 2t — 4ftsen7'f(t —mndr
0

t

39. f(t) = te' + f Tf(t — 1) dT
0
40. f(r) + 2 ftf(f) cos(t — 7)dr=4e " + sent
0
41. f(r) + ftf('r) dr=1
0

42. f(t) = cost + fteTf(t —7ndrT

0

8 t
3. f=1+1 —gf (r—t)f(n)dr

0

44. t — 2f(r) = ft(ef — e ) f(t — TdrT
0

t

45. y'(t) =1 — sent — fy(a—) dr, y(0)=0
0

dy !
46. — +6y(t) + 9 | y(ndr=1,
dt 0

y(©0) =0

En los problemas 47 y 48, resuelva la ecuacién (10) sujeta a
i(0) =0con L, R, Cy E(f) como se dan para cada problema.
Use un programa de graficacion para trazar la solucién en el
intervalo 0 < ¢ < 3.

47. L=0.1h,R=3Q,C=0.05f,
E(t) = 100[U — 1) — Ut — 2)]

48. L=0.005h,R=1Q,C=0.02f,
E() = 100[r — (r — DU — D]

7.4.3 TRANSFORMADA DE UNA FUNCION
PERIODICA

En los problemas 49 a 54 use el teorema 7.4.3 para determi-
nar la transformada de Laplace de cada una de las funciones
periddicas.

49. J

17_

[ M
1 1
2(1; i

Lo

3a| 4a

| |

1 1

T T
a | | t
| |

funcién serpenteante

FIGURA 7.4.6 Grifica para el problema 49.



50. J®

funcién de onda cuadrada
FIGURA 7.4.7 Gréfica para el problema 50.
51. J@

VAL

‘ b 2b 3b 4b

t

funcion diente de sierra
FIGURA 7.4.8 Grifica para el problema 51.
52. J@

funcion triangular
FIGURA 7.4.9 Grifica para el problema 52.

53. J
1

T 2r  3m  4rm

rectificacion de onda completa de sen ¢

FIGURA 7.4.10 Gréfica para el problema 53.

54. f®
% AN
‘ T 2 4 !

rectificacién de media onda de sent

FIGURA 7.4.11

En los problemas 55 y 56 resuelva la ecuacién (12) sujeta a
i(0) = 0 con E(f) como se indica. Use un programa de gra-
ficacién para trazar la solucién en el intervalo 0 =< t < 4 en el
casocuando L =1y R = 1.

n  3r

Gréfica para el problema 54.

55. E(?) es la funcién serpenteante del problema 49 con am-
plitudlya = 1.

56. E(7) es la funcién diente de sierra del problema 51 con
amplitud 1y b = 1.

En los problemas 57 y 58 resuelva el modelo para un sistema
forzado resorte/masa con amortiguamiento
d*x dx
— + B— + kx = f(0),
mo T Btk =10
donde la funcién forzada f'es como se especifica. Utilice un pro-
grama de graficacion para trazar x(7) en los valores indicados de ¢.

x(0) =0, x'(0) =0,

7.4 PROPIEDADES OPERACIONALES Il o 291

57. m = %, B=1, k=15, f es la funcién serpenteante del
problema 49 con amplitud 10,y a = 7, 0 < ¢t < 277.

58. m=1,B=2,k=1,feslafuncién de onda cuadrada del
problema 50 con amplitud 5,y a = 7, 0 < t < 4.

Problemas para analizar

59. Examine como se puede usar el teorema 7.4.1 para en-

contrar
-3
# Ut .
s+ 1

60. En la seccidn 6.3 vimos que #y" + y" + ty = 0 es la ecua-
cién de Bessel de orden v = 0. En vista de (22) de esta
seccion y de la tabla 6.1, una solucion del problema con
valores iniciales ry” + y' + ty = 0, y(0) = 1, y'(0) = 0, es
y = J,(1). Use este resultado y el procedimiento descrito
en las instrucciones de los problemas 17 y 18 para demos-
trar que

1
L} = Verd
[Sugerencia: Podria ser necesario usar el problema 46 de
los ejercicios 7.2].

61. a) Se sabe que la ecuacion diferencial de Laguerre
' +(1 -0y +ny=0

tiene soluciones polinomiales cuando n es un entero
no negativo. Estas soluciones naturalmente se lla-
man polinomios de Laguerre y se denotan por L (7).
Determine y = L (1), paran = 0, 1, 2, 3, 4 si se sabe
que L (0) = 1.

b) Demuestre que

ed |
ff{; dt”[ e ’} = Y(s),

donde Y(s) = #{y} yy = L (?) es una solucién poli-
nomial de la ED del inciso a). Concluya que

! n

e
—_ -t
L= ran™e

Esta ultima relacion para generar los polinomios de
Laguerre es el andlogo de la féormula de Rodrigues
para los polinomios de Legendre. Véase (30) en la
seccién 6.3.

n=20,1,2,....

Tarea para el laboratorio de computacién

62. Eneste problema se indican las instrucciones de Mathema-
tica que permiten obtener la transformada de Laplace sim-
bélica de una ecuacién diferencial y la solucién del problema
de valores iniciales al encontrar la transformada inversa. En
Mathematica la transformada de Laplace de una funcién
() se obtiene usando LaplaceTransform [y[t], t, s]. En el
renglén dos de la sintaxis se reemplaza LaplaceTransform
[yl[t], t, s] por el simbolo Y. (Si no tiene Mathematica, en-
tonces adapte el procedimiento dado encontrando la sin-
taxis correspondiente para el SAC que tenga a la mano.)
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Considere el problema con valores iniciales

y'+ 6y +9y=tsent, y0) =2, (0 =-1

Cargue el paquete de transformada de Laplace. Repro-
duzca con precision y después, a su vez, ejecute cada ren-
glén de la siguiente secuencia de instrucciones. Copie los

63.

64.

Modifique de forma apropiada el procedimiento del pro-
blema 62 para encontrar una solucién de

Y+ 3y — 4y =0,
y(0) =0, y'(©0)=0, y"(0) =1

La carga ¢(7) en un capacitor en un circuito CL en serie

resultados

diffequat
transform

{y[0] —

LaplaceTransform [y[t], t,s] — > Y}

a mano o 1mpr1ma10. esti dada por

= y"[t] + 6y'[t] + 9y[t] == t Sin[t] 4’
deq = LaplaceTransform [diffequat, t, s] /.

L g =1—4%c— » + 6Ut — 3m),
>2,y'[0] — > -1,

dr?
q0) =0, ¢'(0)=0.

soln = Solve[transformdeq, Y]//Flatten

Y =Y/.so

InverseLaplaceTransform[Y, s, t]

Modifique de forma apropiada el procedimiento del problema
62 para determinar ¢(#). Trace la grafica de su solucion.

In

7.5

LA FUNCION DELTA DE DIRAC

FIGURA 7.5.1

INTRODUCCION  En el tdltimo parrafo de la pagina 261, se indic6 que como una consecuencia
inmediata del teorema 7.1.3, F(s) = 1 no puede ser la transformada de Laplace de una funcién f que
es continua por tramos en [0,%) y de orden exponencial. En el andlisis siguiente se introduce una
funcién que es muy diferente de las que ha estudiado en cursos anteriores. Mds tarde veremos que
de hecho existe una funcién o mas precisamente, una funcion generalizada, cuya transformada de
Laplace es F(s) = 1.

IMPULSO UNITARIO Los sistemas mecanicos suelen ser afectados por una fuerza ex-
terna (o fuerza electromotriz en un circuito eléctrico) de gran magnitud que actia s6lo por
un periodo muy corto. Por ejemplo, podria caer un rayo en el ala vibrante de un avién, un
martillo de bola podria golpear con precisién una masa en un resorte, una bola (de beisbol,
golf, tenis) podria ser enviada por el aire al ser golpeada de modo violento con un bate,
palo de golf o raqueta. Vea la figura 7.5.1. La grafica de la funcién definida por partes

0, 0=t<ty—a
8,(t — ty) = 2y fo-ast<ita (1)
0, t=t,+ a,

a>0,1,>0,quese muestraenlafigura7.5.2a, podria servir como modelo para tal fuerza.
Para un valor pequefio de a, 6 (¢ — f,) es en esencia una funcién constante de gran mag-
nitud que estd “activada” s6lo durante un periodo muy corto, alrededor de 7. El compor-
tamientode 6 (¢ — ¢,) conforme a—>0seilustraenlafigura7.5.2b. Lafunciénd (r — ¢ ) se
Ilama impulso unitario porque tiene la propiedad de integracién f 08t — 1) dt = 1.

Un palo de golf aplica

una fuerza de gran magnitud en la bola

durante un periodo muy corto.

LA FUNCION DELTA DE DIRAC En la practica es conveniente trabajar con otro tipo
de impulso unitario, una “funcién” que aproxima a 8 (t — ¢,) y se define por el limite

2

ot — ty) = lim 8,(t — t,).
a—0



yj{ f——2a——
1/2a ——

| | I—

|f0(l

T LI—

to to+a !

a) gréfica de §,(t — 1))

b) comportamiento de §,
conforme a — 0

FIGURA 7.5.2

Impulso unitario.
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La dltima expresion, que no es una funcién en absoluto, se puede caracterizar por las
dos propiedades

. w, t=1
1)80_%):{0 ra&to
) 0

El impulso unitario 8(t — ¢,) se llama funcién delta de Dirac.
Es posible obtener la transformada de Laplace de la funcién delta de Dirac por la
suposicion formal de que #{8(r — #,)} = lim,_, £{5,(t — t,)} -

ii)fwé‘(t — 1)) dt = 1.
0

TEOREMA 7.5.1 Transformada de la funcion delta de Dirac

Paraz, >0, FLo(t — 1)} = e (3)

DEMOSTRACION  Para empezar se puede escribir 3 (t — t,) en términos de la funcién
escalén unitario en virtud de (11) y (12) de la seccién 7.3:

1
6,(1 = 19) = Z[%(t — (ty — @) — U@ — (1o + a)].

Por linealidad y (14) de la seccién 7.3 la transformada de Laplace de esta dltima ex-

presion es
1 —s(ty—a) —s(tyta) sa . ,—sa
L8, — 1)) = —| - = e‘“"(—e - ) )
2a K s 2sa

Puesto que (4) tiene la forma indeterminada 0/0 conforme a — 0 se aplica la regla de
L'Hopital:

a—0 2sa

P18~ 1)} = lim L{8,(t — 1)} = e lim <l> = e, m

Ahora cuando 7, = 0, se puede concluir de (3) que
L{o(n} = 1.
El dltimo resultado enfatiza el hecho de que 6(¢) no es el tipo usual de funcién que

se ha estado considerando, puesto que se espera del teorema 7.1.3 que Z{f(H} —0
conforme s — .

I EJEMPLO T Dos problemas con valores iniciales

Resuelva y” + y = 45(t — 27) sujeta a

a) yO) =1, @ =0 b) y©0) =0, y(0)=0.

Dos problemas con valores iniciales podrian servir como modelos para describir el
movimiento de una masa en un resorte que se mueve en un medio en el cual el amor-
tiguamiento es despreciable. En t = 277 la masa recibe un golpe preciso. En a) la masa
se libera a partir del reposo una unidad abajo de la posicién de equilibrio. En b) la
masa estd en reposo en la posicion de equilibrio.

SOLUCION a) De (3) la transformada de Laplace de la ecuacién diferencial es

4 e*Z‘lTS

+5—

$+1 s$2+1
Con la forma inversa del segundo teorema de traslacion, se encuentra

y(f) = cost + 4sen(t — 2m) U(t — 2m).

S2Y(s) — s+ Y(s) =4e 2™ o Y(s) =

Puesto que sen(r — 277) = sen ¢, la solucién anterior se puede escribir como

o) = {cos 1, 0=tr<2mw (5)

cost + 4 sent, t =2
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y
1,

! AN N
-1+ 20 N+7 4m 1

FIGURA 7.5.3 Lamasa es golpeada en
t=2m.

FIGURA 7.5.4 Ningtin movimiento

hasta que la masa es golpeada en ¢t = 27r.

b) En este caso la transformada de la ecuacion es simplemente

Y( ) _ 46727”
VT err
y asi y(®) = 4sen(t — 2m) Ut — 2m)
0, 0=r<2m
4 sent, t = 2.

Enla figura 7.5.3 se ve de la gréfica de (5) que la masa presenta movimiento armoénico
simple hasta que es golpeada en r = 2. La influencia del impulso unitario es incre-
mentar la amplitud de vibracién a V17 parat > 2.

(6)

La gréafica de (6) de la figura 7.5.4 muestra, como se esperaria de las condiciones ini-
ciales, que la masa no exhibe movimiento hasta que es golpeada en t = 2.

COMENTARIOS

i) Si o(z - t,) fuera una funcién en el sentido usual, entonces la propiedad i) en
la pagina 293 implicaria [ 6(t — #,) dt = 0 envezde [§ 6(t — t,) dt = 1. De-
bido a que la funcién delta de Dirac no se “comporta” como una funcién ordinaria,
aun cuando sus usuarios produjeron resultados correctos, al inicio los matematicos
la recibieron con gran desprecio. Sin embargo, en 1940 la controversial funcién
de Dirac fue puesta en un fundamento riguroso por el matematico francés Laurent
Schwartz en su libro La Théorie de distribution y esto, a su vez, condujo una rama
completamente nueva de la matemadtica conocida como la teoria de las distribu-
ciones o funciones generalizadas. En esta teoria (2) no es una definicién acep-
tada de 6(7 - ,), ni se habla de una funcién cuyos valores son % 0 0. Aunque se deja
en paz este tema, basta decir que la funcién delta de Dirac se caracteriza mejor por
su efecto en otras funciones. Si f'es una funcién continua, entonces

JO J(0) 8t — 19) dt = [(t) (7

se puede tomar como la definicion de 8(t — t,). Este resultado se conoce como
propiedad de cribado, puesto que 8(7 — t)) tiene el efecto de separar el valor
f{(z,) del conjunto de valores de fen [0,). Note que la propiedad ii) (con f{r) =
1)y (3) (con f(f) = e~¥) son consistentes con (7).

ii) Los Comentarios en la seccion 7.2 indicaron que la funcion de transferencia
de una ecuacion diferencial lineal general de n-ésimo orden con coeficientes
constantes es W(s) = 1/(P(s), donde P(s) = as"+a _s""'+... +a,Lafun-
cion de transferencia es la transformada de Laplace de la funcién w(z), conocida
como funcién peso de un sistema lineal. Pero w(r) también se puede caracterizar
en términos del analisis en cuestion. Por simplicidad se considera un sistema
lineal de segundo orden en el que la entrada es un impulso unitario en t = 0:

ay" + ay' + agy = 8(1), y(0) =0, y'(0)=0.

Aplicando la transformada de Laplace y usando £{8(f)} = 1 se muestra que la
transformada de la respuesta y en este caso es la funcién de transferencia

1

Y = — = RN
() as* + a;s +ay,  P(s)

1
= W(s asi y=F 11— = w@.
(s) 'y y PG) O]
De esto se puede ver, en general, que la funcién peso y = w() de un sistema lineal
de n-ésimo orden es la respuesta de estado cero del sistema a un impulso unitario.
Por esta razén w(r) también se llama respuesta de impulso del sistema.
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En los problemas 1 a 12, use la transformada de Laplace para
resolver el problema con valores iniciales.

U A

NN N

12.

13.

.Y+ y =08 —2m) + 8(t — 4m),
LY 2y =68 1),

LY+ 4y + 5y =6(t — 2m),
10.
11.

y = 3y=268(-2),
yty=98(—1,
Y'+y=268@—2m), y0)=0,y(0) =1
y'+ 16y = 6(t — 2m), y(0)=0,y'(0)=0
y'+y= 8(1‘ — %77) + S(I - %77'),

y(0) = 0,y(0) =0

y©0)=0
y(0) =2

y(0)=1,y(0)=0
y(0) =0,y"(0) =1

Y =2y =1+68(t—2), y0)=0,y(0)=1

y(0) =0,y'(0) =0
y(0) =0,y(0) =0

Y+ 4y + 13y = 8@t — m) + 8(t — 3m),
y(0)=1,y'(0)=0

V' =Ty +6y=¢+8(t—2)+6(0—4),
y(0)=0,y"(0)=0

Una viga uniforme de longitud L soporta una carga concen-
— 1 - .
trada wyen X = 5L . La viga estd empotrada en su extremo

V' + 2y +y=06(—1),

14.

izquierdo y libre en su extremo derecho. Use la transfor-
mada de Laplace para determinar la deflexién y(x) de

d'y
Elﬁ = w05<x - %L),
donde y(0) = 0, y"(0) = 0, y"(L) = 0,y y"(L) = 0.

Resuelva la ecuacion diferencial del problema 13 sujeta a
¥(0) =0,y'(0) = 0,y(L) = 0,y'(L) = 0. En este caso la viga
estd empotrada en ambos extremos. Véase la figura 7.5.5.

Wo

S

L

FIGURA 7.5.5 Vigaen el problema 14.

Problemas para analizar

15.

Alguien afirma que las soluciones de dos PVI
y'+ 2y + 10y = 0, y(0) =0, y'(©) =1
y' 2y + 10y =8,  y0)=0, y(0) =0

son exactamente lo mismo. ;Estd de acuerdo o no?
Justifique su respuesta.

7.6

SISTEMAS DE ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES

REPASO DE MATERIAL

RESORTES ACOPLADOS

e Solucién de sistemas de dos ecuaciones con dos incognitas.

INTRODUCCION Cuando se especifican las condiciones iniciales, la transformada de Laplace
de cada ecuacién en un sistema de ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes constantes
reduce el sistema de ED a un conjunto de ecuaciones algebraicas simultdneas en las funciones trans-
formadas. Se resuelve el sistema de ecuaciones algebraicas para cada una de las funciones transfor-
madas y luego se determinan las transformadas de Laplace inversas en la manera usual.

Dos masas m, y m, estdn conectadas a dos resortes A y

B de masa despreciable con constantes de resorte k, y k, respectivamente. A su vez,
los dos resortes estdn unidos como se muestra en la figura 7.6.1. Sean x () y x,(1) los
desplazamientos verticales de las masas desde sus posiciones de equilibrio. Cuando
el sistema estd en movimiento, el resorte B estd sujeto a elongacién y compresion;
por lo que su elongacién neta es x, — x,. Por tanto, se deduce de la ley de Hooke que
los resortes A y B ejercen fuerzas —k x, y k,(x, — x,) respectivamente, en m,. Si nin-
guna fuerza externa se aplica al sistema y si ninguna fuerza de amortiguamiento estd
presente, entonces la fuerza neta en m, es —kx, + k,(x, — x)). Por la segunda ley de
Newton se puede escribir

d*x,

m—s = —kixy + k(e — xp).

dt
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De igual manera, la fuerza neta ejercida en la masa m, se debe sélo a la elongacion
neta de B; es decir, — k,(x, — x,). Por tanto, se tiene

d 2.x2
kyx my— === —k(x — x).
X = 0-- 11 dtz
AN, En otras palabras, el movimiento del sistema acoplado se representa por el sistema
de ecuaciones diferenciales simultdneas de segundo orden
k - "
2= mx| = —kix; + ky(x; — xp)
ry=0-- (1)
myx = —ky(x, — x)).
kz (X2 —X 1)

En el ejemplo siguiente se resuelve (1) bajo las suposiciones de que k, = 6, k, = 4,
H m, = 1, m, = 1y que las masas comienzan desde sus posiciones de equilibrio con
velocidades unitarias opuestas.

a) equilibrio b) movimiento c¢) fuerzas

FIGURA 7.6.1  Sistema resorte/masa I EJEMPLO 1 Resortes acoplados

acoplado.
Resuelva x| + 10x, —4x, =0 )
—4x + x5 +4x, =0
sujetaa x,(0) = 0, x1(0) = 1, x,(0) = 0, x5(0) = —1.
SOLUCION La transformada de Laplace de cada ecuacién es
$2X,(s) — sx,(0) — x}(0) + 10X,(s) — 4X,(s) = 0
—4X,(s) + $?X,(s) — 5x,(0) — x5(0) + 4X,(s) = 0,
donde X,(s) = L{x; ()} Y X,(s) = F{x,(r)}- El sistema anterior es igual a
(2 + 10) X,(s) — 4X,(s) = 1 3)
. 4’” —4X,(5) + (57 + D Xy(5) = —1.
0.2 Resolviendo (3) para X,(s) y usando fracciones parciales en el resultado, se obtiene
4 s 1/5 6/5
Xi(s) = = 2 -T2 T2 >
-0.2 (s + 2)(s* + 12) s+ 2 s+ 12
04 y por tanto
2.5 5 7.5 1012.5 15
1 2 12
2 V2 V3
0.4 = ———senV2t + — sen 2\/31.
10 5
|
I , Sustituyendo la expresion para X (s) en la primera ecuacion de (3), se obtiene
—-0.2 _ S2 + 6 _ 2/5 3/5
X(s) = =73 2 T2 T2
—0.4 (s* + 2)(s* + 12) ss+2 s+ 12
2.5 5 7.5 10 12.5 15 2 » V2 3 . V12
y x2(t) = - 2 - 2 2
5V2 s +2] 5V12 s2 4+ 12

b) grafica de x,(t) vs. ¢

FIGURA 7.6.2 Desplazamientos de las
dos masas.

2 3
—% sen V2t — % sen 2\/3t.
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Por ultimo, la solucidn del sistema (2) es

x, () = —% sen V2t + ? sen 2\/3t
4)

2 3
xX,(f) = — % sen V2t — l—f sen 2V/3t.

Las graficas de x, y x, de la figura 7.6.2 revelan el complicado movimiento oscilatorio
de cada masa. [ ]

REDES En (18) de la secci6n 3.3 vimos que las corrientes i) e i,(f) de la red que se
muestra en la figura 7.6.3 con un inductor, un resistor y un capacitor, estaban goberna-
das por el sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden

di, .
L— + Ri, = E(1)
dt
(5

dl.w . .
RC— + i, —i;, = 0.
dt

Resolvemos este sistema con la transformada de Laplace en el siguiente ejemplo.

I EJEMPLO 2 Una red eléctrica

Resuelva el sistema en (5) bajo las condiciones E(f) = 60 V,L=1h,R =50Q, C =
107* f'y al inicio las corrientes i, e i, son cero.

SOLUCION Debemos resolver
di,
— 4+ 50i, = 60
dt &

di, . .
50(10_4)7; +i,—i=0

sujeta a i,(0) = 0, i,(0) = 0.
Aplicando la transformada de Laplace a cada ecuacién del sistema y simplifi-
cando, se obtiene

60

sli(s) + 50L,(s) = —

s

—2001,(s) + (s + 200)15(s) = 0,

donde I,(s) = Z{ii(D}e L(s) = ZL{i(D)}. Resolviendo el sistema para I, e I, y des-
componiendo los resultados en fracciones parciales, se obtiene

fey = 0512000 _6/5 _6/5 60
TG 1002 s s+ 100 (s + 100)
12 000 6/5  6/5 120
L) = ——" =212 - -
s(s + 100) N s+ 100 (s + 100)

Tomando la transformada inversa de Laplace, encontramos que las corrientes son

— ée*IOOt _ 60t67100t
5

6
_ ge—IOOt _ 120[6_100’. m
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FIGURA 7.6.4 Péndulo doble.

Observe que tanto i () como i,(¢) del ejemplo 2 tienden hacia el valor E/R =
conforme ¢ — %. Ademds, puesto que la corriente a través del capacitor es i,(1) = i,(1)
— i,(1) = 60te™'*", se observa que i,(1) — 0 conforme ¢ —> .

6
5

PENDULO DOBLE Considere el sistema de péndulo doble que consiste en un pén-
dulo unido a otro como se muestra en la figura 7.6.4. Se supone que el sistema oscila
en un plano vertical bajo la influencia de la gravedad, que la masa de cada varilla es
despreciable y que ninguna fuerza de amortiguamiento actia sobre el sistema. En la
figura 7.6.4 también se muestra que el dngulo de desplazamiento 6, se mide (en radia-
nes) desde una linea vertical que se extiende hacia abajo desde el pivote del sistema
y que 6, se mide desde una linea vertical que se extiende desde el centro de masa m,.
La direccion positiva es a la derecha; la direccion negativa es a la izquierda. Como
se esperaria del andlisis que condujo a la ecuacién (6) de la seccion 5.3, el sistema de
ecuaciones diferenciales que describe el movimiento es no lineal:

(ml + mz)l%olﬂ + mzlllzezﬁ COS (01 - 02) + m21112(02,)2 sen (01 - 02) + (ml + mz)llg SCHOI =0

(6)
mzl%02" + mzlllzelncos (01 - 02) - lellz(O{)z sen (01 - 02) + mzlzg sen 02 = 0.

Pero si se supone que los desplazamientos 6,(1) y 6,(f) son pequefios, entonces las
aproximaciones cos(6, — 6,) = 1, sen(f, — ) = 0, sen 6, = 0 , sen 6, = 6, nos permi-
ten reemplazar el sistema (6) por la linealizacién

(m; + my)30] + myl,1,0; + (m; + my)l,g0, =0

2 n n (7)
myl50; + my[,1,0] + myl,g6, = 0.

I EJEMPLO 3 Doble péndulo

Se deja como ejercicio completar los detalles de usar la transformada de Laplace para
resolver el sistema (7) cuando my =3, my= 1,1 =1 =16, 6;(0) = 1, 6,(0) =
—1, 6;(0) = 0y 650) = 0. Debe encontrar que

1 2 3
0,(t) = —cos —=t + —cos 2t

47N3 4
(®)

0,(1) ! 2 t 3 2t
= —Ccos —=1 — —Cos 21.

273 2

En la figura 7.6.5 se muestran con la ayuda de un SAC las posiciones de las dos masas

en ¢t = 0y en tiempos posteriores. Véase el problema 21 en los ejercicios 7.6.

a) =0

b) t=14 ¢) t=25 d) =85

FIGURA 7.6.5 Posiciones de masas del péndulo doble en diferentes tiempos. |
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En los problemas 1 a 12, use la transformada de Laplace para

resolver el sistema dado de ecuaciones diferenciales.

1.

11.

12.

x(0) =0, y0) =3

dx _ _ + 2 ax _ 2y + ¢
dt Y TR
dy dy
= =2 = =8x—1
dt x dt o
x(0)=0, y0) =1 x(0)=1, y0O) =1
X dx dy
—=x-2 4. — +3x + — =1
d Y a T w
dy dx dy
— =5x - — — xt+—=—y =
dr Y a T ar?
x(0) = =1, y0) =2 x(0)=0, y0)=0
.2 dx + d _ 2x =1
dr dt
de (39
S Y a3y =
dr | dr Y
x(0) =0, y©0)=0
d d
e +x - & + y=0
dt dt
dx dy
dt dt y=0
x(0)=0, y0)=1
d’x d*x  dx dy
c—+x—y= 8. ——+ -4+ =Z=9
ae - r Y e dt dt
d?y d’>y dy dx
S ty-—x= — =2 —4==0
a0t e dr dr
x(0)=0, x'0)=-2, x(0=1, x'(0)=0,
y©0)=0, y'(0) =1 y©O0)=—-1, y'0)=5
d’x d*y dx d3y
s g 10 &g+ 22 6sens
a " ag ! dt dr sen
d*x  d%y x d?y
o) —+2x—2-==0
dt  di 4 d dr
x(0) =38, x'(0)=0, x(0) =0, y0) =0,
y0)=0, y'0)=0 y'(0)=0, y(0)=0
Ex 35y
dr? dt Y
d’x o,
ﬁ + 3y =te
x(0)=0, x'0)=2, y0)=0
dx
= =4x -2y + 21 — 1
P ( )
dy
= =3x— y+ Ut—1
XY ( )

13. Resuelva el sistema (1) cuando k, = 3, k, =2, m =1,

14.

15.

m, = 1yx,(0)=0, x{(0) = 1, x,(0) = 1, x50) = 0.
Construya el sistema de ecuaciones diferenciales que
describe el movimiento vertical en linea recta de los
resortes acoplados que se muestran en la figura 7.6.6.
Use la transformada de Laplace para resolver el sistema
cuandok, = 1k, = 1,k, = 1,m = 1,m, = 1yx(0) = 0,
x1(0) = —1,x2(0) = 0, x5(0) = 1.

FIGURA 7.6.6 Resortes acoplados del problema 14.

a) Demuestre que el sistema de ecuaciones diferenciales
para las corrientes i,(¢) e i,(¢) en la red eléctrica que se
muestra en la figura 7.6.7 es

i
L, ﬁ + Ri, + Riy = E(t)

diy . :
LZE + Rlz + Rl3 = E(t).

b) Resuelva el sistema del inciso a) si R = 5 (), L =0.01
h,L, = 0.0125h, E = 100 V, i,(0) = 0e i,(0) = 0.

¢) Determine la corriente i(0.

FIGURA 7.6.7 Red del problema 15.

Q0000
Q0000

16. a) En el problema 12 de los ejercicios 3.3 se pide demos-

trar que las corrientes 7,(7) e i () de lared eléctrica que
se muestra en la figura 7.6.8 satisface

diz di3 .
L=+ L=+ Ry, = E)
dt dt
di, di; 1.
— —_— + —_— + I — .
Ry dt R, i cP 0
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Resuelva el sistema si R, = 10 Q, R,=5 O, L=1h,
C=02f.

120, 0=1r<?2
E(n) =
0, t=2,

i,(0) =0,ei,(0) =0.
b) Determine la corriente i (7).

FIGURA 7.6.8 Red del problema 16.

17. Resuelva el sistema dado en (17) de la seccién 3.3 cuando
R =6Q,R =5Q,L, =1h,L =1h, Et)=50sent
V,i(0) =0ei(0) = 0.

18. Resuelva (5) cuando E=60V, L = %h ,R=500,C=
10741, (0) = 0e i (0) = 0.

19. Resuelva (5) cuando E=60V,L=2h,R=50Q, C =
10741, (0) = 0e i (0) = 0.

20. a) Demuestre que el sistema de ecuaciones diferenciales
para la carga en el capacitor () y la corriente i,(¢) en
la red eléctrica que se muestra en la figura 7.6.9 es

dg 1 .

RIE + ZJ] + Ryi; = E(1)
diy 1

L— 4+ Ri,——qg=0.
di 213 Cq

b) Determine la carga en el capacitor cuando L = 1 h, R,
=1Q,R,=10Q,C=1f.

E(n) = 0
50e~,

0<r<1
t=1,

i,(0) = 0y q(0) = 0.

FIGURA 7.6.9 Red del problema 20.

00000

Tarea para el laboratorio de computacién

21. a) Use la transformada de Laplace y la informacién
dada en el ejemplo 3 para obtener la solucién (8) del

sistema que se presenta en (7).

b) Use un programa de graficacién para trazar 60 (¢) y
0,(t) en el plano 6. ;Cudl masa tiene desplazamien-
tos extremos de mayor magnitud? Use las gréficas
para estimar la primera vez que cada masa pasa por
su posicién de equilibrio. Analice si el movimiento
del péndulo es periddico.

¢) Trace la grafica de 0 (?) y 0,(t) en el plano 6,6, como
ecuaciones paramétricas. La curva que definen estas
ecuaciones paramétricas se llama curva de Lissajous.

d) En la figura 7.6.5a se presentan las posiciones de las
masas en ¢t = 0. Observe que se ha usado 1 radidn
=~ 57.3°. Use una calculadora o una tabla de aplicacién
de un SAC para construir una tabla de valores de los
dngulos 6,y 6, parat = 1,2, ..., 10 s. Después dibuje
las posiciones de las dos masas en esos tiempos.

€) Use un SAC para encontrar la primera vez que 6,(r) =
0,(1) y calcule el correspondiente valor angular. Dibuje
las posiciones de las dos masas en esos tiempos.

f) Utilice un SAC para dibujar las rectas apropiadas para
simular las varillas de los péndulos, como se muestra
en la figura 7.6.5. Use la utilidad de animacién de
su SAC para hacer un “video” del movimiento del
péndulo doble desde + = 0 hasta + = 10 usando un
incremento de 0.1. [Sugerencia: Exprese las coorde-
nadas (x,(1), y,(1)) y (x,(5), y,(1)) de las masas m y m,
respectivamente, en términos de 6 (1) y 0,(1).]
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Las respuestas a los problemas seleccionados con niimero impar
comienzan en la pagina RES-12

En los problemas 1 y 2 utilice la definicion de la transformada
de Laplace para encontrar £{ f(1)} .

t 0=r<1
1. fo) =1~
o={5_, =12
0, 0=1r<?2
2. f=11, 2=1<4
0, t=4

En los problemas 3 a 24 complete los espacios en blanco o
conteste verdadero o falso.

3. Sifno es continua por tramos en [0, ), entonces £{ f ()}
no existira.

4. Lafuncién f(r) = (e')'? no es de orden exponencial.

5. F(s) = s*/(s* + 4) no es la transformada de Laplace de
una funcién que es continua por tramos y de orden expo-
nencial.



7.

9.
11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20. £~

21.
22,
23.

24.

En los problemas 25 a 28, use la funcién escalén unitario para
determinar una ecuacién para cada grafica en términos de la
funcién y = f(7), cuya grafica se presenta en la figura 7.R.1.

25.

Si Z{f(t)} = F(s) y £{g(H)} = G(s), entonces
LHF(5)G(s)} = f(D)g(n).
Fle} = 8. Flte '} =

Ffsen 2t} = 10. F{e ¥sen2t} =
Fltsen 2t} =

Flsen2t Ut — m)} =
P {20}
{35 - 1}
s —
s —5)°
s? — 5}

2 — 105 + 29} —

s+ }

{Lzs2 + n? 77} T

F{e™"} existe para s >

Si Z{f(} = F(s), entonces ff{teg’f(t)} =

Si Z{f()} = F(s) y k > 0, entonces
Lletf(t — U — k)} =

Pt [oe f(ndr) =
Ple [ f() dr)y =

8

-1

S

-1

=
B
e
a

s

s

s+7T

mientras que

y
y=f()

FIGURA 7.R.1

y

| ) !

FIGURA 7.R.2 Gréfica para el problema 25.

Gréfica para los problemas 25 a 28.
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26. Y

\
|
|

FIGURA 7.R.3 Grifica para el problema 26.

0

|

t

27. Y

t

FIGURA 7.R.4  Griéfica para el problema 27.

=
fing

FIGURA 7.R.5 Griéfica para el problema 28.
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En los problemas 29 a 32 exprese f'en términos de funciones

escaldn unitario. Encuentre £{f(1)}y L{e'f(1)}.

29. J®

|
T T T ;
| 1 2 3 4

FIGURA 7.R.6 Griéfica para el problema 29.

30. f@

FIGURA 7.R.7 Griéfica para el problema 30.

31. J®
T #3.3)
2,

1,,

—
123 !

FIGURA 7.R.8 Grifica para el problema 31.

32. f@
1

o 2

FIGURA 7.R.9 Griéfica para el problema 32.
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En los problemas 33 a 38, use la transformada de Laplace para
resolver la ecuacion dada.

33. y' =2y +y=¢e’, y0)=0,y'(0)=5
34. y" —8y' + 20y =te’, y(0)=0,y'(0)=0
35. y"+ 6y +5y=t—tU{I—2), y0)=1,y'(0)=
36. y' — 5y = f(t), donde
£ 0=r<l1
1) = , 0) =1
ﬂ){’ 0

37. y'(f) = cos t + ft y(7) cos(t — 7)dr, y(0) =
0

38. ftf(f)f(t — 7 dr =61
0

En los problemas 39 y 40, use la transformada de Laplace para
resolver cada sistema.

39. X' +y=t¢ 40. x"+y'= e
4x+y" =0 2x" +y" = —e¥
x(0)=1, y@0)=2 x(0) =0, y0) =

X(0) =0, y'(©0)=0

41. La corriente i(¢) en un circuito RC en serie se puede deter-
minar de la ecuacién integral

Ri + éJOl i(r)dt = E(1),

donde E(7) es el voltaje aplicado. Determine i(f) cuando R
=10Q,C=0.5fyE@) = 2( + 1).

42. Un circuito en serie contiene un inductor, un resistor y un
capacitor para el cual [ = %h, R=10Qy C=0.01f,
respectivamente. El voltaje

10, 0=¢r<5
E(n) =
0, t=5

se aplica al circuito. Determine la carga instantdnea g()
en el capacitor para t > 0 si ¢g(0) = 0y ¢'(0) = 0.

43. Una viga en voladizo uniforme de longitud L estd em-
potrada en su extremo izquierdo (x = 0) y libre en su
extremo derecho. Encuentre la deflexién y(x) si la carga
por unidad de longitud se determina por

w(x)=%[§—x+(x—%)%(x—%)].

44. Cuando una viga uniforme se apoya mediante una base
eléstica, la ecuacion diferencial para su deflexion y(x) es

d*y
EIF + ky = w(x),
donde k es el médulo de la base y — ky es la fuerza res-
tauradora de la base que actda en direccidn opuesta a la

de la carga w(x). Vea la figura 7.R.10. Por conveniencia

algebraica suponga que la ecuacién diferencial se escribe

como

£+4 4 W('x)

dx* EI’
donde a = (k/4ED". Suponga que L = wmy a = 1.
Encuentre la deflexion y(x) de una viga que estd apoyada
en una base eldstica cuando
a) laviga estd apoyada simplemente en ambos extremos
y una carga constante w, se distribuye uniformemente
a lo largo de su longitud,
b) la viga estd empotrada en ambos extremos y w(x) es
una carga concentrada w, aplicada en x = /2.

[Sugerencia: En ambas partes de este problema, use los
elementos 35 y 36 de la tabla de transformadas de Laplace

del apéndice III].
1 l

s X
base elastic
y

FIGURA 7.R.10  Viga sobre la base eldstica del problema 44.

45. a) Suponga que dos péndulos idénticos estdn acoplados
por medio de un resorte con k constante. Véase la fi-
gura 7.R.11. Bajo las mismas suposiciones hechas en el
andlisis anterior al ejemplo 3 de la seccién 7.6, se puede
demostrar que cuando los dngulos de desplazamiento
6,(t) y 0,(r) son pequefios, el sistema de ecuaciones di-
ferenciales lineales que describen el movimiento es

o7 + S,

k
(0= = (6~ 6)
m

v, 8 k
0; + 792 = —(6, — 6,).
m

Utilice la transformada de Laplace para resolver el
sistema cuando 6,(0) =0, 61’(0) =0, 6,000 =4,
6,(0) = 0, donde 6, y ¢, son constantes. Por conve-
niencia, sea w?> = g/I, K = k/m.

b) Use lasolucién del inciso a) para analizar el movimiento
de los péndulos acoplados en el caso especial cuando

las condiciones iniciales son 6,(0) = 6,, 6/(0) = 0,

0,(0) =6,,6,0) = 0. Cuando las condiciones iniciales
son 0,(0) = 6,,6/(0) = 0,0,(0) = —0,,0,(0) =
FIGURA 7.R.11 Péndulos acoplados del problema 45.
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En las secciones 3.3, 4.8 y 7.6 tratamos con sistemas de ecuaciones diferenciales y
pudimos resolver algunos de estos sistemas mediante eliminacion sistemética o con
transformada de Laplace. En este capitulo nos vamos a dedicar sélo a sistemas de
ecuaciones lineales diferenciales de primer orden. Aunque la mayor parte de los
sistemas que se consideran se podrian resolver usando eliminacién o transformada
de Laplace, vamos a desarrollar una teorfa general para estos tipos de sistemas y en
el caso de sistemas con coeficientes constantes, un método de solucién que utiliza
algunos conceptos basicos del dlgebra de matrices. Veremos que esta teoria general
y el procedimiento de solucién son similares a los de las ecuaciones de cdlculo
diferencial de orden superior lineales consideradas en el capitulo 4. Este material es

fundamental para analizar ecuaciones no lineales de primer orden.
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° CAPITULO 8 SISTEMAS DE ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES DE PRIMER ORDEN

8.1

TEORIA PRELIMINAR: SISTEMAS LINEALES

REPASO DE MATERIAL

e En este capitulo se usard la notacion matricial y sus propiedades se usardn con mucha frecuencia
a lo largo del mismo. Es indispensable que repase el apéndice II o un texto de dlgebra lineal si no
estd familiarizado con estos conceptos.

INTRODUCCION Recuerde que en la seccion 4.8 se ilustré como resolver sistemas de n ecuacio-
nes diferenciales lineales con n incégnitas de la forma

P(D)x; + Pp(D)x, + - -+ 4 P, (D)x,, = by(2)
Py (D)xy + Py(D)x, + -+ 4 Py, (D)x,, = by(1) 1)

Pau(D)x, + PuD)t, + - -+ + Po(D), = by(0),

donde las P, eran polinomios de diferentes grados en el operador diferencial D. Este capitulo se dedica al es-
tudio de sistemas de ED de primer orden que son casos especiales de sistemas que tienen la forma normal

dx,

dr = g1t x1, %, « . . ,X,)

dx,

SRy oK) @)
dx,

E = gn(t’-xhxb ... ,xn).

Un sistema tal como (2) de n ecuaciones diferenciales de primer orden se llama sistema de primer orden.

SISTEMAS LINEALES Cuando cada una de las funciones g, g,,..., g, en (2) es

lineal en las variables dependientes x, x,, . . . , x , se obtiene la forma normal de un
sistema de ecuaciones lineales de primer orden.

dx, .

m = an(Ox; + ap®Ox, + -+ ay,(0x, + f1(0)

at

dx, .

T = ay(Dx) + ap(Dx, + -+ -+ ay,(Dx, + f2(D) 3

at

C[..\'” .

r =a,(Ox, + a,,Ox, + - - -+ a,,(Ox, + 1,(0).

Nos referimos a un sistema de la forma dada en (3) simplemente como un sistema
lineal. Se supone que los coeficientes a, asi como las funciones f, son continuas en un
intervalo comtn /. Cuando f(t) = 0,i = 1,2, ..., n, se dice que el sistema lineal (3)
es homogéneo; de otro modo es no homogéneo.

FORMA MATRICIAL DE UN SISTEMA LINEAL Si X, A(7), y F(¢) denotan ma-
trices respectivas

x,(8) ap(t) ap(® - - a,@ SHi®
X,(1) an(®) ap() - - - ayd) NE )
X = R A(t) = R F(t) = 5

xn(t) anl(t) anZ(t) e ann(t) f;:(t)
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entonces el sistema de ecuaciones diferenciales lineales de primer orden (3) se puede
escribir como

Xy an(® ap® - - a,®)) X fi@®
d |* ay (1) ap(®) - - ay®|[x H®
Z1 =l . . A

Xn anl(t) anZ(t) e ann(t) Xn f;1(t)

o simplemente X' = AX + F. 4)
Si el sistema es homogéneo, su forma matricial es entonces
X' = AX, 5)

I EJEMPLO 1 Sistema escrito en notacién matricial

a) SiX = <x>’ entonces la forma matricial del sistema homogéneo
y
dx
—=3x+4
a7 34
es X' = X.
dy 5 —7
—=5—"Ty
dt
X
b) Si X = | y|, entonces la forma matricial del sistema homogéneo
z
Dot yrot
2 6y
d yre
6 1 1 t
dy ,
E=8x+7y—z+10t es X' =8 7 —1|X+(10z]).
2 9 -1 6t

d—Z—Z +9y —z+ 6t
" X y —z

DEFINICION 8.1.1 Vector solucién

Un vector solucion en un intervalo / es cualquier matriz columna

x,(1)
X,(1)

x,(2)

cuyos elementos son funciones derivables que satisfacen el sistema (4) en el
intervalo.

Un vector solucién de (4) es, por supuesto, equivalente a n ecuaciones escalares x, =
¢, @), x, = )0, ..., x, = ¢ (1)y se puede interpretar desde el punto de vista geométrico
como un conjunto de ecuaciones paramétricas de una curva en el espacio. En el caso
importante n = 2, las ecuaciones x, = ¢, (1), x, = ¢,(#) representan una curva en el plano
x,x,. Bs préctica comtin llamar trayectoria a una curva en el plano y llamar plano fase al
plano x x,. Regresaremos a estos conceptos y se ilustrardn en la siguiente seccion.
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I EJEMPLO 2 Comprobacién de soluciones

Compruebe que en el intervalo (—, ®)

1\ e 3 3
o= () s e (De- ()

son soluciones de X' = (; §>X (6)
. —2e ¥ 18¢°
SOLUCION De X = < 262{) y X, = <3oe6t> vemos que
- (5 N) - (3 730) - (55) -
() () - (o)

Gran parte de la teoria de sistemas de n ecuaciones diferenciales de primer orden
es similar a la de las ecuaciones diferenciales de n—¢&simo orden.

PROBLEMA CON VALORES INICIALES  Sea ¢, que denota un punto en un inter-

valo/ly
x,(%) Yi
Xy(tp) Y2
X(1y) = : y Xy = C )
xn(t0) ’Yn
donde las v,i=1,2,...,nson las constantes dadas. Entonces el problema

Resolver: X' = A(H)X + F(1)

, (7
Sujeto a: X(1,) = X

es un problema con valores iniciales en el intervalo.

TEOREMA 8.1.1 Existencia de una solucion inica

Sean los elementos de las matrices A(f) y F(¢) funciones continuas en un inter-
valo comtin / que contiene al punto #,. Entonces existe una solucion tnica del
problema con valores iniciales (7) en el intervalo.

SISTEMAS HOMOGENEOS  En las siguientes definiciones y teoremas se conside-
ran sélo sistemas homogéneos. Sin afirmarlo, siempre se supondrd que las a,y las f;
son funciones continuas de ¢ en algtin intervalo comtn /.

PRINCIPIO DE SUPERPOSICION EI siguiente resultado es un principio de super-
posicion para soluciones de sistemas lineales.

TEOREMA 8.1.2 Principio de superposicion

Sea X, X, ..., X un conjunto de vectores solucion del sistema homogéneo
(5) en un intervalo /. Entonces la combinacién lineal

X =X, + X, + -+ X,

donde las Cpll = 1,2, ..., kson constantes arbitrarias, es también una solucion
en el intervalo.
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Se deduce del teorema 8.1.2 que un multiplo constante de cualquier vector solu-
cién de un sistema homogéneo de ecuaciones diferenciales lineales de primer orden es
también una solucién.

I EJEMPLO 3 Usando el principio de superposicién

Deberia practicar comprobando que los dos vectores

cos t 0
X, =|—Scost+isent| y X,=|¢
—cost — sent 0

son soluciones del sistema

1 0 1
X' = 1 1 0 |X. (8)
-2 0 -1

Por el principio de superposicién la combinacién lineal

cos t 0
X =cX, + X, =¢ —% cost + %sent + ¢l €
—cost — sent 0
es otra solucion del sistema. |

DEPENDENCIA LINEAL E INDEPENDENCIA LINEAL Estamos interesados
principalmente en soluciones linealmente independientes del sistema homogéneo (5).

| DEFINICION 8.1.2 Dependencia/independencia lineal

SeaX, X ,..., X un conjunto de vectores solucion del sistema homogéneo
(5) en un intervalo /. Se dice que el conjunto es linealmente dependiente en el
intervalo si existen constantes ¢, ¢,, . . ., ¢,, no todas cero, tales que

X, teX,+ -+ X =0

para toda  en el intervalo. Si el conjunto de vectores no es linealmente depen-
diente en el intervalo, se dice que es linealmente independiente.

El caso cuando k = 2 debe ser claro; dos vectores solucion X, y X son linealmente
dependientes si uno es un multiplo constante del otro y a la inversa. Para k > 2 un
conjunto de vectores solucién es linealmente dependiente si se puede expresar por lo
menos un vector solucién como una combinacion lineal de los otros vectores.

WRONSKIANO  En la consideracion anterior de la teorfa de una sola ecuacién dife-
rencial ordinaria se puede introducir el concepto del determinante Wronskiano como
prueba para la independencia lineal. Se expresa el siguiente teorema sin prueba.

TEOREMA 8.1.3 Criterio para las soluciones linealmente independientes

X11 X12 Xin

Xo1 X2 Xon
Sean X, =1.1, X=1 . |, SR X,=

xnl an xnn
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n vectores solucion del sistema homogéneo (5) en un intervalo /. Entonces el
conjunto de vectores solucién es linealmente independiente en [ si y sélo si
el Wronskiano
X1 X2 - X
Xy Xy oo Xy
WX, X, ... X,)=| % P #0 ©)
Xl Xn2 - -0 X
para toda ¢ en el intervalo.
Se puede demostrar que si X, X, ..., X son vectores solucién de (5), entonces
paratodazen/yasea WX, X,..., X)# 00 WX,X,, ..., X) = 0.Por tanto, si

se puede demostrar que W # 0 para alguna 7, en I, entonces W # 0 para toda ¢y, por
tanto, las soluciones son linealmente independientes en el intervalo.

Observe que, a diferencia de la definicion de Wronskiano en la seccién 4, aqui la
definicién del determinante (9) no implica derivacion.

I EJEMPLO 4 Soluciones linealmente independientes

1
-1
sistema (6). Es evidente que Xy X, son linealmente independientes en el intervalo
(—90, ) puesto que ningtin vector es un multiplo constante del otro. Ademads, se tiene

3
En el ejemplo 2 vimos que X, = ( >62’ y X; = < 5)66’ son soluciones del

e —2t 3@6’

_6_2’ 566’ = 864{ #0

WX, X,) =

para todos los valores reales de . [ |

DEFINICION 8.1.3 Conjunto fundamental de soluciones

Cualquier conjunto X, X, ..., X de n vectores solucién linealmente inde-
pendientes del sistema homogéneo (5) en un intervalo / se dice que es un con-
junto fundamental de soluciones en el intervalo.

TEOREMA 8.1.4 Existencia de un conjunto fundamental

Existe un conjunto fundamental de soluciones para el sistema homogéneo (5)
en un intervalo /.

Los dos teoremas siguientes son equivalentes a los teoremas 4.1.5 y 4.1.6 para
sistemas lineales.

TEOREMA 8.1.5 Solucion general, sistemas homogéneos

Sea X, X,..., X un conjunto fundamental de soluciones del sistema ho-
mogéneo (5) en un intervalo /. Entonces la solucion general del sistema en el
intervalo es

X=X, + X, +- - +cX,

donde las Cpll = 1,2, ..., nson constantes arbitrarias.
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I EJEMPLO 5 Solucién general del sistema (6)

1 3
Del ejemplo 2 sabemos que X; = (_ ])e_z’ y X, = ( 5)86’ son soluciones lineal-

mente independientes de (6) en (—2©, ). Por tanto X, y X, son un conjunto fundamental
de soluciones en el intervalo. La solucién general del sistema en el intervalo entonces es

1\ _ 3
X =X, + 0,X, = ¢ )¢ %+ ¢, 5 es. (10) m

I EJEMPLO 6 Solucién general del sistema (8)

Los vectores

cos 0 sen ¢
X, = —%cos t+ %sent , X, =1|1]|é€, X; = —%sent — %cost
—cost — sent 0 —sent + cost

son soluciones del sistema (8) en el ejemplo 3 (vea el problema 16 en los ejercicios
8.1). Ahora,

cos t 0 sent
WX, X5, X3) = —%cost + %sent e —%sent — %COSZ‘ = #0
—cost —sent 0 —sent + cost

para todos los valores reales de 1. Se concluye que X, X, y X, forman un conjunto
fundamental de soluciones en (—, %). Por lo que la solucién general del sistema en el
intervalo es la combinacién lineal X = ¢ X, + ¢, X, + 63X3; es decir,

cos t 0 sent
X = ¢| —4cost + isent | + c| 1 |e' + c5| —isent — lcost|. m
—cos t — sent 0 —sent + cost

SISTEMAS NO HOMOGENEOS  Para sistemas no homogéneos una solucién par-
ticular Xp en el intervalo / es cualquier vector libre de pardmetros arbitrarios, cuyos
elementos son funciones que satisfacen el sistema (4).

TEOREMA 8.1.6 Solucién general: sistemas no homogéneos

Sea X una solucién dada del sistema no homogéneo (4) en un intervalo / y
sea

X, =X+t X, + -+ ¢, X,

que denota la solucién general en el mismo intervalo del sistema homogéneo
asociado (5). Entonces la soluciéon general del sistema no homogéneo en el
intervalo es

X =X, + X,

La solucién general X del sistema homogéneo relacionado (5) se llama
funcion complementaria del sistema no homogéneo (4).
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I EJEMPLO 7 Solucién general: sistema no homogéneo

3t—4
—5t+ 6

, (13 12— 11
X—<5 3>X+< L, ) (11)

en el intervalo (—o, ). (Compruebe esto.) La funcién complementaria de (11) en el

El vector X, = < ) es una solucion particular del sistema no homogéneo

mismo intervalo o la solucién general de X' = <1 §>X , como vimos en (10) del

1 3
ejemplo 5 que X, = ¢ (_ 1>€2t S <5>6’6t . Por tanto, por el teorema 8.1.6

1\ _ 3 3r—4
X=X +X,=c¢ 1 e+ ¢, 5 o + 546

es la solucién general de (11) en (—oe, ©). [ |

E] E RC I C | O S 8 . 1 Las respuestas a los problemas seleccionados con niimero impar comienzan en la pagina RES-13.

En los problemas | a 6 escriba el sistema lineal en forma ma- 7 5

tricial -9 0 8
e 8. X'=[4 1 1]|x+[2]e—o]e>
dx 0 -2 3 1 3
1. —=3x-5 2. =4x =17
a ) ’ ) ’ 1 1 2 1 3
Yoarr gy 5x o. Lyl=] 3 -4 1 , +(2]e = -1
d Z -2 5 6/\z 2 1
3.5 - x4y —9; 4 Z=x—y
df o 2000 0 B (e
. = = e
Doy Y = x+ 22 a\y) \t  1)\y) " \s 2+ 1
dt t
dz
at = 10x + 4y + 3z =—xtz En los problemas 11 a 16, compruebe que el vector X es una
solucién del sistema dado.
S - +z+t—1
a7 dx
dy 11. E=3x—4y
— =2x+y—z— 3
dt
d n -
dz 2 —=4x —Ty; X = e
—=x+y+tz+rP-r+2 d 2
dt
d
6. d—f=—3x+4y+e"sen2t 12. %C:_zx+5y
d—y=5x+9z+4e”cos2t dy 5cost
dt — = =2x + 4y; X=< )e’
d dt 3 cost — sent

dt

=y+6z—¢e'

: : : / -1 % —1)
En los problemas 7 a 10, reescriba el sistema dado sin el uso 13. X' = X; X= e

de matrices.

7. X =<_

4 2

1

3

Jx+(

1
1

)e

2
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2 1 -5 1
R Lt
15. X' = 6 —1 0lX; X= 6 I -1 2 3
-1 -2 -1 —13
, (21 1) (1, 1y
1 0 1 sent 23. X' = 3 4 X — 7 e, Xp— 1 e+ . te
16. X' = 1 1 01X; X = —%sent - %cost
-2 0 -1 —sent + cost 1 2 3 -1 sen 3t
2. X' =|1—-4 2 0|X+ 4]sen3t; X, = 0
En los problemas 17 a 20, los vectores dados son soluciones -6 1 0 3 cos 3¢

de un sistema X’ = AX. Determine si los vectores forman un
conjunto fundamental en (—o, ).

1 1
s (e

25. Demuestre que la solucién general de

0 6 0
X' =11 0 1|X
1 2 8
18. X, = (_l>e’, X, = <6>e’ + <_8>te’ L 10
1 1 1 en el intervalo (—o0, ®) es
19. X, =(-2|+¢2) X,=|-2]
4 2 4 6 -3 2
3 ’ X=c/|—1le"+c| 1]+ (1]
12 4
26. Demuestre que la solucién general de
1 1
20. X, = 6], X,=[-2]e* X;=[ 3| . (_1 _1>X ) <1>t2 +< 4>t+ <_1)
—13 -1 =2 -1 1 1 -6 5

En los problemas 21 a 24 compruebe que el vector Xﬂ es una

> . . en el intervalo (—oo, ©) es
solucién particular del sistema dado.

1 1
X = Var ) -2t
21.%=x+4y+2t—7 C‘<—1—\/§>e C2<—1+\/§e

Doy —ar— 18 X—( 2>t+<5> +<1)t2+<_2>t+(1>
a Y S | | 0 4 0/

8.2 SISTEMAS LINEALES HOMOGENEOS

REPASO DE MATERIAL
e Seccion I1.3 del apéndice II
INTRODUCCION  Vimos en el ejemplo 5 de la seccion 8.1 que la solucion general del sistema

1 3
¢ X' = X
homogéneo ( 5 3> es

1 3
X =c¢X, + X, = cl<_1>e_2[ + cz<5>e6’.

Ya que los vectores solucion X, y X, tienen la forma

k
X; = (é)e“, i=1,2,
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donde k, k,, A, y A, son constantes, nos inquieta preguntar si siempre es posible hallar una solucién
de la forma

X=|. [eM=KeV (D)

para la solucién del sistema lineal homogéneo general de primer orden
X' = AX, 2

donde A es una matriz n X n de constantes.

EIGENVALORES Y EIGENVECTORES Si (1) es un vector solucién del sistema
homogéneo lineal (2), entonces X' = KAe", por lo que el sistema se convierte en
KAeM = AKe". Después de dividir entre e* y reacomodando, obtenemos AK = AK o
AK — AK = 0. Ya que K = IK, la tltima ecuacién es igual a

(A — ADK = 0. 3)
La ecuacion matricial (3) es equivalente a las ecuaciones algebraicas simultdneas
(a;; — Mk, + apk, +- - + ak, =0
ank; + (ayp, — Nk, + -+ - + aryk, =0
anmk, + apk, + - -+ (a,, — Mk, = 0.

Por lo que para encontrar soluciones X de (2), necesitamos primero encontrar una
solucién no trivial del sistema anterior; en otras palabras, debemos encontrar un vector
no trivial K que satisfaga a (3). Pero para que (3) tenga soluciones que no sean la so-
lucién obvia kl = k2 == kn = (, se debe tener

det(A — AI) = 0.

Esta ecuacion polinomial en A se llama ecuacidn caracteristica de la matriz A. Sus
soluciones son los eigenvalores de A. Una solucién K # 0 de (3) correspondiente a
un eigenvalor A se llama eigenvector de A. Entonces una solucién del sistema homo-
géneo (2) es X = Ke'.

En el siguiente andlisis se examinan tres casos: eigenvalores reales y distintos (es
decir, los eigenvalores no son iguales), eigenvalores repetidos y, por ultimo, eigenva-
lores complejos.

8.2.1 EIGENVALORES REALES DISTINTOS

Cuando la matriz A n X n tiene n eigenvalores reales y distintos A, A,, ..., A en-
tonces siempre se puede encontrar un conjunto de n eigenvectores linealmente inde-
pendientes K, K, ..., Ky

Xl = Kle)\]t, X2 = Kze)\zt, ey XI‘L = K,,e‘)‘"l

es un conjunto fundamental de soluciones de (2) en el intervalo (—, ).

TEOREMA 8.2.1 Solucién general: Sistemas homogéneos

Sean A, A,,..., A n eigenvalores reales y distintos de la matriz de coeficientes
A del sistema homogéneo (2) y sean K, K, . .., K los eigenvectores correspon-
dientes. Entonces la solucién general de (2) en el intervalo (—, ) estd dada por

X = ¢, KM + ¢, Kye' + -+ - + ¢, K, eM




6f N
5
4
3
2
1
\ ¢
-3 -2 -1 1 2 3

a) grificadex = e + 3e¥

y
4 M\
t
-2
-4
—6 - J
-3 -2 -1 1 2 3

b) grificadey = —e™" + 2¢*

y
4l N
2
X
-2
—4
-6
-8
—10 \ J
2.5 5 7.5 10 12.5 15
¢) trayectoria definida por
x=e '+ 3e" y=—e'+ 2e"
en el plano fase
FIGURA 8.2.1 Una solucién particular

de (5) produce tres curvas diferentes en
tres planos diferentes.
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I EJEMPLO 1 Eigenvalores distintos

dx
Resuelva E =2x+ 3y
4)
dy
—=2x+ .
a7

SOLUCION Primero determine los eigenvalores y eigenvectores de la matriz de
coeficientes.
De la ecuacion caracteristica

2—-A 3
det(A — AI) = 5 I_A’=/\2—3/\—4=()\+1)()\_4):0
vemos que los eigenvalores son A, = =1y A, = 4.
Ahora para A, = —1, (3) es equivalente a
3k, + 3k, =0
2k, + 2k, = 0.
Por lo que k, = — k,. Cuando k, = —1, el eigenvector correspondiente es
()
K] = .
-1
Para A, = 4 tenemos =2k + 3k, =0
2k1 - 3k2 =0

por lo que k; = %kz; por tanto con k, = 2 el eigenvector correspondiente es

«-()

Puesto que la matriz de coeficientes A es una matriz 2 X 2 y como hemos encontrado
dos soluciones linealmente independientes de (4),

1 3
Xl = (_l>e[ y X2 = <2>e41,

Se concluye que la solucidn general del sistema es

S) m

1 3
X=X, +6X,= c1<_1>e" + cz<2>e4’.

DIAGRAMA DE FASE Debe considerar que escribir una solucién de un sistema de
ecuaciones en términos de matrices es simplemente una alternativa al método que se
empled en la seccion 4.8, es decir, enumerar cada una de las funciones y la relacién
entre las constantes. Si sumamos los vectores en el lado derecho de (5) y después igua-
lamos las entradas con las entradas correspondientes en el vector en el lado izquierdo,
se obtiene la expresion familiar

x = cie”" + 3cet, y = —cie" + 2c,e*.

Como se indico en la seccidn 8.1, se pueden interpretar estas ecuaciones como ecuacio-
nes paramétricas de curvas en el plano xy o plano fase. Cada curva, que corresponde
a elecciones especificas de ¢, y c,, se llama trayectoria. Para la eleccién de constantes
¢, = ¢,= 1 en la solucion (5) vemos en la figura 8.2.1, la gréfica de x(¢) en el plano
tx, la gréfica de y(7) en el plano ty y la trayectoria que consiste en los puntos (x(7), y(¢))
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FIGURA 8.2.2 Un diagrama de fase

del sistema (4).
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en el plano fase. Al conjunto de trayectorias representativas en el plano fase, como se
muestra en la figura 8.2.2 se le llama diagrama fase para un sistema lineal dado. Lo
que parecen dos rectas rojas en la figura 8.2.2 son en realidad cuatro semirrectas defi-
nidas paramétricamente en el primero, segundo, tercero y cuarto cuadrantes con las so-
luciones X,, =X, =X y X|, respectivamente. Por ejemplo, las ecuaciones cartesianas
y = %x, x>0yy= —x,x>0,de las semirrectas en el primer y cuarto cuadrantes se
obtuvieron eliminando el pardmetro ¢ en las soluciones x = 3¢*, y = 2¢*yx = ¢/, y =
—e ', respectivamente. Ademads, cada eigenvector se puede visualizar como un vector
bidimensional que se encuentra a lo largo de una de estas semirrectas. El eigenvector

-1
se encuentra junto con y = —x en el cuarto cuadrante. Cada vector comienza en el
origen; K, termina en el punto (2, 3) y K, termina en (1, —1).

El origen no es s6lo una solucién constante x = 0, y = 0 de todo sistema lineal
homogéneo 2 X 2, X' = AX, sino también es un punto importante en el estudio cua-
litativo de dichos sistemas. Si pensamos en términos fisicos, las puntas de flecha de
cada trayectoria en el tiempo ¢ se mueven conforme aumenta el tiempo. Si imaginamos
que el tiempo va de —o0 a o, entonces examinando la solucién x = ¢ e™" + 3c2e4’,
y = —ce' + 2ce" c, #0,c, # 0 muestra que una trayectoria o particula en mo-
vimiento “comienza” asintdtica a una de las semirrectas definidas por X, o =X, (ya
que e* es despreciable para t — —) y “termina” asintdtica a una de las semirrectas
definidas por X, y — X (ya que e es despreciable para t — ).

Observe que la figura 8.2.2 representa un diagrama de fase que es caracteristico
de todos los sistemas lineales homogéneos 2 X 2 X' = AX con eigenvalores reales de
signos opuestos. Véase el problema 17 de los ejercicios 8.2. Ademads, los diagramas
de fase en los dos casos cuando los eigenvalores reales y distintos tienen el mismo
signo son caracteristicos de esos sistemas 2 X 2; la tnica diferencia es que las puntas
de flecha indican que una particula se aleja del origen en cualquier trayectoria cuando
A,y A, son positivas y se mueve hacia el origen en cualquier trayectoria cuando A, y
A, son negativas. Por lo que al origen se le llama repulsor en el caso A, > 0, A, > 0
y atractor en el caso A, < 0, A, < 0. Véase el problema 18 en los ejercicios 8.2. El
origen en la figura 8.2.2 no es repulsor ni atractor. La investigacioén del caso restante
cuando A = 0 es un eigenvalor de un sistema lineal homogéneo de 2 X 2 se deja como
ejercicio. Véase el problema 49 de los ejercicios 8.2.

3 1
K, = (2) se encuentra junto con y = %x en el primer cuadrante y K, = ( >

I EJEMPLO 2 Eigenvalores distintos

Resuelva
S
- = —4X
dt Y <
dy
— = + 5y — 6
dt X y z (6)
dz
— = — 3z
dt Y ‘

SOLUCION Usando los cofactores del tercer renglén, se encuentra

—4 - A 1 1
det (A — AL = 1 5—A -1 =—-A+3IHA+4HA—-5)=0,
0 1 -3 -A

y asi los eigenvalores son A, = —3,A, = =4y A, = 5.
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Para A, = =3, conla eliminaciéon de Gauss-Jordan, se obtiene
- 1 1 1 O OpCl”dCi()l]CS 1 O - 1 0
(A + 31‘0) — 1 8 —1]0]|ente renglones 0 1 olo
0 1 0l/0 0 0 010

Por tanto k, = k, y k, = 0. La eleccién k, = 1 da un eigenvector y el vector solucion
correspondiente

1 1
K =(0], X, =[0]e? @)
1 1

De igual manera, para A, = —4

0 1 1 O opcrzlcioncs ] 0 _10 0
(A+410)=|1 9 —1|0[enerengonesio 1 1]0
0 1

110 00 010
implica que k, = 10k, y k, = —k,. Al elegir k, = 1, se obtiene un segundo eigenvector
y el vector solucién
10 10
K2 =1-1 N X2 =1-1 674’. (8)
1 1

Por ultimo, cuando A= 5, las matrices aumentadas

-9 1 10 operaciones 1 0 —1/0
(A+510)=| 1 0 —1|0|cnuerencons)g 1 —g8/0

0 1 —8|0 0 0 010
1
producen K, =18/, X; =8| 9)
1

La solucién general de (6) es una combinacion lineal de los vectores solucién en
(M, @)y 9):
1 10 1
X=c|0]|e3 +cf —1]e ¥ + 5] 8]e. [ |
1 1 1

USO DE COMPUTADORAS Los paquetes de software como MATLAB,
Mathematica, Maple y DERIVE, ahorran tiempo en la determinacién de eigenvalores
y eigenvectores de una matriz A.

8.2.2 EIGENVALORES REPETIDOS

Por supuesto, no todos los n eigenvalores A, A, ..., A deuna matriz A de n X n
deben ser distintos, es decir, algunos de los eigenvalores podrian ser repetidos. Por
ejemplo, la ecuacién caracteristica de la matriz de coeficientes en el sistema

X' - (3 —18)X (10)
2 -9
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se demuestra ficilmente que es (A + 3)* = 0, y por tanto, A, = A, = —3 es una raiz de
multiplicidad dos. Para este valor se encuentra el inico eigenvector
3 3
K, = 1) porloque X, = ) e (11)

es una solucién de (10). Pero como es obvio que tenemos interés en formar la solucién
general del sistema, se necesita continuar con la pregunta de encontrar una segunda
solucion.

En general, si m es un entero positivo y (A — A )" es un factor de la ecuacion
caracteristica, mientras que (A — A,)"*' no es un factor, entonces se dice que A, es un
eigenvalor de multiplicidad m. En los tres ejemplos que se dan a continuacion se
ilustran los casos siguientes:

i) Para algunas matrices A de n X n seria posible encontrar m eigenvectores
linealmente independientes K, K, ..., K , correspondientes a un
eigenvalor A, de multiplicidad m = n. En este caso la solucién general del
sistema contiene la combinacion lineal

o KeM + o, KyeM + - - -+ ¢, K, e

if)  Sisélo hay un eigenvector propio que corresponde al eingenvalor A, de
multiplicidad m, entonces siempre se pueden encontrar m soluciones
linealmente independientes de la forma

X, = KjeM
Xz : K21te/\'t + Kzze)”[

m—1 m—2

Xm : I(ml(—e/\'t + K

m— i Kyt K

At
mm€" "

donde las K,./. son vectores columna.

EIGENVALORES DE MULTIPLICIDAD DOS Se comienza por considerar eigenva-
lores de multiplicidad dos. En el primer ejemplo se ilustra una matriz para la que podemos
encontrar dos eigenvectores distintos que corresponden a un doble eigenvalor.

I EJEMPLO 3 Eigenvalores repetidos

1 -2 2
Resuelva X' = | —2 1 —2|X.
2 =2 1

SOLUCION Desarrollando el determinante en la ecuacion caracteristica
1 — A -2 2
det(A — AI) = | -2 1 —A -2 1 =0
2 -2 1—A
se obtiene —(A + 1)*(A —5) =0.Seveque A, = A, = —1y A, =5.
Para A, = —1, con la eliminacion de Gauss-Jordan se obtiene de inmediato
2 =2 210 operaciones I -1 0]0
(A + 1‘0) =[-2 2 —210|ente renglones 0 1 110l
2 =2 210 0 0 010
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El primer renglén de la ultima matriz indica que k, —k, + k, = 0 0 k, = k, — k,. Las

elecciones k, = 1,k, = 0y k, = 1, k, = 1 producen, a su vez, k, = 1 y k, = 0. Por lo

que dos eigenvectores correspondientes a A, = —1 son
1 0

K, =11 y Ky=[1

0 1

Puesto que ningiin eigenvector es un multiplo constante del otro, se han encontrado
dos soluciones linealmente independientes,

1 0
X] =11 671‘ y X2 =11 eit,
0 1

que corresponden al mismo eigenvalor. Por dltimo, para A, =5 la reduccion

—4 =2 210} operaciones 1 0 —11]0
(A+510)=|—2 —4 —2|0 |cnerenglonesio 1 1|0
2 -2 —4l0 00 o0

implica que k, = k, y k, = — k,. Al seleccionar k, = 1, se obtiene k, = 1, k, = —1; por
lo que el tercer eigenvector es

1
K,=|-1]
1

Concluimos que la solucién general del sistema es

1 0 1
X=cfl]e"+cy|1|e" + 5| —1]e% [ |
0 1 1

La matriz de coeficientes A del ejemplo 3 es un tipo especial de matriz conocida
como matriz simétrica. Se dice que una matriz A de n X n es simétrica si su trans-
puesta AT (donde se intercambian renglones y columnas) es igual que A, es decir, si A”
= A. Se puede demostrar que si la matriz A del sistema X' = AX es simétrica y tiene
elementos reales, entonces siempre es posible encontrar n eigenvectores linealmente
independientes K], Kz, R Kn, y la solucién general de ese sistema es como se mues-
tra en el teorema 8.2.1. Como se muestra en el ejemplo 3, este resultado se cumple aun
cuando estén repetidos algunos de los eigenvalores.

SEGUNDA SOLUCION Suponga que A, es un valor propio de multiplicidad dos y
que sélo hay un eigenvector asociado con este valor. Se puede encontrar una segunda
solucién de la forma

X, = KreM' + Pe! (12)
ky P
ky P2

donde K=|. y P=].

k, Dn
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y

,4/
=

FIGURA 8.2.3 Diagrama de fase del
sistema (10).

Para ver esto sustituya (12) en el sistema X' = AX y simplifique:

(AK — A, K)teM + (AP — \,P — K)eM' = 0.

Puesto que la dltima ecuacion es valida para todos los valores de 7, debemos tener
A-AMDK=0 (13)
y (A — 1DP =K. (14)
La ecuacién (13) simplemente establece que K debe ser un vector caracteristico de A
asociado con A,. Al resolver (13), se encuentra una solucién X, = Ke't'. Para encon-

trar la segunda solucién X, s6lo se necesita resolver el sistema adicional (14) para
obtener el vector P.

I EJEMPLO 4 Eigenvalores repetidos

Encuentre la solucién general del sistema dado en (10).

. 3
SOLUCION De (11) se sabe que A, = —3 y que una solucién es X; = <1>e3’.
3
Identificando K = ( > yP= (pl . encontramos de (14) que ahora debemos re-
solver 1 P2
6p, — 18p, =3
A+3P=K o P 2oP
2py— 6py =

Puesto que resulta obvio que este sistema es equivalente a una ecuacién, se tiene un
nlimer? infmito de eleccione.s de P,YP, Porlejemplo, allelegir p, = 1 se encuentra que
P2 = 5. Sin embargo, por simplicidad elegimos p; = 5 por lo que p, = 0. Entonces

1 3 : ,
P= (8) Asi de (12) se encuentra que X, = (1 te 3 + (2) e~ 3. La solucién gene-

ralde (10)es X = ¢ X, + ¢ X, 0

2772

3 3 :
X = cl< >e3’ + c2[< >te3’ + <2>e3’}. [ ]
1 1 0

Al asignar diversos valores a ¢, y ¢, en la solucién del ejemplo 4, se pueden
trazar las trayectorias del sistema en (10). En la figura 8.2.3 se presenta un diagrama
fase de (10). Las soluciones X y —X| determinan dos semirrectas y = %x, x>0
yy= %x, x < 0 respectivamente, mostradas en rojo en la figura. Debido a que el
unico eigenvalor es negativo y e * — 0 conforme ¢ — % en cada trayectoria, se
tiene (x(7), y(#)) — (0, 0) conforme ¢ — . Esta es la razén por la que las puntas
de las flechas de la figura 8.2.3 indican que una particula en cualquier trayectoria
se mueve hacia el origen conforme aumenta el tiempo y la razén de que en este
caso el origen sea un atractor. Ademads, una particula en movimiento o trayectoria
x =3cie™ + c,3te™ + e, y = cle™¥ + cyte™, ¢, # 0 tiende a (0, 0) tangen-
cialmente a una de las semirrectas conforme # — cc. En contraste, cuando el eigenvalor
repetido es positivo, la situacion se invierte y el origen es un repulsor. Véase el pro-
blema 21 de los ejercicios 8.2. Similar a la figura 8.2.2, la figura 8.2.3 es caracteristica
de fodos los sistemas lineales homogéneos X' = AX, 2 X 2 que tienen dos eigenvalo-
res negativos repetidos. Véase el problema 32 en los ejercicios 8.2.

EIGENVALOR DE MULTIPLICIDAD TRES Cuando la matriz de coeficientes A
tiene s6lo un eigenvector asociado con un eigenvalor A, de multiplicidad tres, podemos
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encontrar una segunda solucién de la forma (12) y una tercera solucién de la forma

5

2

X5 = KEQM + PreM’ + Qe (15)
ky P q1
ky P2 4>
donde K=|.| P=|.| y Q=
k, Pa n

Al sustituir (15) en el sistema X' = AX, se encuentra que los vectores columna K, P
y Q deben satisfacer

A-ADK=0 (16)
(A-ADP =K (17)
y (A—=—ADQ =P. (18)

Por supuesto, las soluciones (16) y (17) se pueden usar para formar las soluciones X y X.,.

I EJEMPLO 5 Eigenvalores repetidos

Resuelva X' =

S O N

1 6
2 5 |X.
0 2

SOLUCION  Laecuacién caracteristica (A — 2)* = 0 demuestra que A, = 2esuneigenva-
lor de multiplicidad tres. Al resolver (A — 2I)K = 0, se encuentra el tnico eigenvector

1

A continuacién se resuelven primero el sistema (A — 2I)P = Ky después el sistema
(A — 2I)Q = Py se encuentra que

0 0
P=11] y Q=[-3}
1
0 5
Usando (12) y (15), vemos que la solucién general del sistema es
1 1 0 1 P 0 0
X =c/|0]e¥+ [0+ |1]|e¥|+ c; 0§€2t+ e + | =S)e¥|. m
0 0 0 0 0 :

I COMENTARIOS

Cuando un eigenvalor A, tiene multiplicidad m, se pueden determinar m eigen-
vectores linealmente independientes o el nimero de eigenvectores correspon-
dientes es menor que m. Por tanto, los dos casos listados en la pdgina 316 no
son todas las posibilidades bajo las que puede ocurrir un eigenvalor repetido.
Puede suceder, por ejemplo, que una matriz de 5 X 5 tenga un eigenvalor de
multiplicidad cinco y existan tres eigenvectores correspondientes linealmente
independientes. Véanse los problemas 31 y 50 de los ejercicios 8.2.
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8.2.3 EIGENVALORES COMPLEJOS

SiA, =a+ BiyA,=a—Bi,f>0,i*= —1 soneigenvalores complejos de la matriz
de coeficientes A, entonces se puede esperar de hecho que sus eigenvectores corres-
pondientes también tengan entradas complejas.*

Por ejemplo, la ecuacién caracteristica del sistema

dx_ o
a7
o (19)
o sit4
a0
6-A —I
det(A — AI) = = X2~ 101 +29 =0,
. et ) ‘ 5 4—/\‘

De la férmula cuadrtica se encuentra A, = 5 + 2i, A, = 5 — 2i.
Ahora para A| = 5 + 2i se debe resolver

(1 = 2i)k, — ky =0
Sk, — (1 + 2i)k, = 0.

Puesto que k, = (1 — 2i)k ,"la eleccién k, = 1 da el siguiente eigenvector y el vector
solucién correspondiente:

(1) (e
1 — 2i 1 —2i

De manera similar, para A, = 5 — 2i encontramos

(1) (e
1+ 2i 1+ 2i

Podemos comprobar por medio del Wronskiano que estos vectores solucién son li-
nealmente independientes y por tanto la solucion general de (19) es

1 , 1 ,
X = CI<1 - 2i>€(5+21)t + C2<1 . 2i>e(521)t‘ (20)

Observe que las entradas en K, correspondientes a A, son los conjugados de las
entradas en K| correspondientes a A . El conjugado de A, es, por supuesto, A,. Esto se

escribe como A, = A}y K, = K. Hemos ilustrado el siguiente resultado general.

TEOREMA 8.2.2 Soluciones correspondientes a un eigenvalor complejo

Sea A una matriz de coeficientes que tiene entradas reales del sistema homogé-
neo (2) y sea K, un eigenvector correspondiente al eigenvalor complejo A, =
a + Bi, a 'y B reales. Entonces

. .
Kiet y KM

son soluciones de (2).

“Cuando la ecuacion caracteristica tiene coeficientes reales, los eigenvalores complejos siempre aparecen
en pares conjugados.
“Note que la segunda ecuacién es simplemente (1 + 2i) veces la primera.
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FIGURA 8.2.4 Un diagrama de fase
del sistema (19).
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Es deseable y relativamente facil reescribir una solucién tal como (20) en términos
de funciones reales. Con este fin primero usamos la férmula de Euler para escribir

P2 = 2 = l(cos 2t + isen 2t)
P2 = ™2 = (cos 2t — isen 2f).
Entonces, multiplicando los nimeros complejos, agrupando términos y reemplazando
¢, +c,por C y(c, — c)ipor C, (20) se convierte en
X =CX, + CX,, (21)

1 0
donde X, = [<1>cos 2t — (_2>sen 2t]e5’
0 1 s
y X, = _ cos 2t + ! sen 2t | e’

Ahora es importante entender que los vectores X, y X, en (21) constituyen un conjunto
linealmente independiente de soluciones reales del sistema original. Estamos justi-
ficados para despreciar la relacion entre C, C,y ¢, ¢, y podemos considerar C|y C,
como totalmente arbitrarias y reales. En otras palabras, la combinacién lineal (21) es
una solucién general alternativa de (19). Ademads, con la forma real dada en (21) pode-
mos obtener un diagrama de fase del sistema dado en (19). A partir de (21) podemos
encontrar que x(¢) y y(f) son

x = C,e>cos 2t + Cyed'sen 2t

y = (C; — 2C,)e cos 2t + (2C, + C,)e’'sen 2t.

Al graficar las trayectorias (x(#), y(t)) para diferentes valores de C, y C,, se obtiene el
diagrama de fase de (19) que se muestra en la figura 8.2.4. Ya que la parte real de A,
es 5 > 0, e — o conforme t — . Es por esto que las puntas de flecha de la figura
8.2.4 apuntan alejandose del origen; una particula en cualquier trayectoria se mueve en
espiral alejandose del origen conforme ¢ — <. El origen es un repulsor.

El proceso con el que se obtuvieron las soluciones reales en (21) se puede ge-
neralizar. Sea K, un eigenvector caracteristico de la matriz de coeficientes A (con
elementos reales) que corresponden al eigenvalor complejo A, = «a + i8. Entonces los
vectores solucién del teorema 8.2.2 se pueden escribir como

K,eM = K e%e® = K,e“(cos Bt + i sen )
K,exl’ = Ele“’e’fﬁ’ = Ele“’(cos Bt — i senf).

Por el principio de superposicion, teorema 8.1.2, los siguientes vectores también son
soluciones:

i — _ : _
X, = J(Kieh + Kie) = (K, + Kpetcos fr — 2 (~K, + Kpe® senfr

. - B | B
X, = é(_KleM + KeM') = é(—K1 + K)e“ cos Bt + E(KI + K)e* sen pr.

Tanto 2(z + Z) = acomo; z( z + z) = b son nimeros reales para Lualqmernumero
comple_]o z = a + ib. Por tanto, los elementos de los vectores columna (K, +K)y
l( K, + K,) son ntmeros reales. Definir

1 — i —
= E(Kl +K) y By= E(_Kl + K)), (22)

conduce al siguiente teorema.
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TEOREMA 8.2.3 Soluciones reales que corresponden a un eigenvalor

complejo

Sea A, = a + i3 un eigenvalor complejo de la matriz de coeficientes A en el
sistema homogéneo (2) y sean B, y B, los vectores columna definidos en (22).
Entonces

X, = [B; cos Bt — B, senft]e

X, = [B,cos Bt + B, sen Bt]e* (23)

son soluciones linealmente independientes de (2) en (—, ).

Las matrices B, y B, en (22) con frecuencia se denotan por
B, =Re(K)) y B,=ImK) (24)

ya que estos vectores son, respectivamente, las partes real e imaginaria del eigenvec-
tor K. Por ejemplo, (21) se deduce de (23) con

k=, L) = () (3)

1 0

I EJEMPLO 6 Eigenvalores complejos

Resuelva el problema con valores iniciales

. (2 8 (2
X —(_1 _2>X, X(O)—<_1). (25)

SOLUCION Primero se obtienen los eigenvalores a partir de

2—-A 8
det(A — AL = =X+4=0.
i U [ - )\‘
los eigenvalores son A, = 2iy A, = )\_1 = —2i. Para A el sistema
2 = 2i)k; + 8k, =0

—k + (=2 = 2i)k, = 0

dak = —(2 + 2i)k,. Eligiendo k, = —1, se obtiene

2+ 2i 2 2
k= (1) - () )
-1 -1 0
Abhora de (24) formamos

2 2
B, = Re(K)) = (_1) y By=ImK) = (0>.
Puesto que o = 0, se tiene a partir de (23) que la solucién general del sistema es

SR

<2 cos 2t — 2 sen 2t> N (2 cos 2t + 2 sen 2t>
=c c .
! —cos 2t ?

X

—sen 2t (26)
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FIGURA 8.2.5 Un diagrama de fase

del sistema (25).
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Algunas gréficas de las curvas o trayectorias definidas por la solucién (26) del sis-
tema se ilustran en el diagrama de fase de la figura 8.2.5. Ahora la condicién inicial

2
X(0) = (_1>, de forma equivalente x(0) = 2 y y(0) —1 produce el sistema

algebraico 2¢, +2c¢,=2,—c, = —1,cuya solucion es ¢, =1l,c,=0.Asfla solucién
2 cos 2t —2 sen 2t

). La trayectoria especifica definida
—cos 2t

para el problema es X = (

paramétricamente por la solucién particular x = 2 cos 21 — 2 sen 27,y = —cos 27 es la
curva en rojo de la figura 8.2.5. Observe que esta curva pasa por (2,—1). [ ]

I COMENTARIOS

En esta seccion hemos examinado solamente sistemas homogéneos de ecuacio-
nes lineales de primer orden en forma normal X’ = AX. Pero con frecuencia el
modelo matematico de un sistema dindmico fisico es un sistema homogéneo de
segundo orden cuya forma normal es X” = AX. Por ejemplo, el modelo para los
resortes acoplados en (1) de la seccién 7.6.

mx| = —kx; + k(x — xp)
" (27)
myxs = —ky(x; = xp),
se puede escribir como MX" = KX,

donde
M = (’"1 0 ) K= <_k1 ~h kz), v = (x‘(’)>.
0 my k2 _k2 xZ(t)
Puesto que M es no singular, se puede resolver X” como X” = AX, donde A =
M 'K. Por lo que (27) es equivalente a

_h kK
my - m my
X" = X.
ﬁ _& (28)
my my

Los métodos de esta seccion se pueden usar para resolver este sistema en dos
formas:

e Primero, el sistema original (27) se puede transformar en un sistema de
primer orden por medio de sustituciones. Si se hace x| = x; y x3 = x4,
entonces X3 = X| y x; = x} por tanto (27) es equivalente a un sistema de
cuatro ED lineales de primer orden.

17 %3 0 0 1 0
Xy = x4 0 0 0 1
k@ k k
x§=—<—1+—2>x1+—2x2 o X=|_b_k &k , ,Ix (9
my my m my m my
k k k k
e e ;2 _;2 g ¢
m2 m2 2 2

Al encontrar los eigenvalores y los eigenvectores de la matriz de coeficientes
A en (29), vemos que la solucidn de este sistema de primer orden proporciona
el estado completo del sistema fisico, las posiciones de las masas respecto a
las posiciones de equilibrio (x, y x,) asi como también las velocidades de las
masas (x, y x,) en el tiempo 7. V€ase el problema 48a en los ejercicios 8.2.
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* Segundo, debido a que (27) describe el movimiento libre no amortiguado,
se puede argumentar que las soluciones de valores reales del sistema de se-
gundo orden (28) tendran la forma

X =Vcoswt y X = Vsenowt, 30)

donde V es una matriz columna de constantes. Sustituyendo cualquiera de
las funciones de (30) en X" = AX se obtiene (A + w’I)V = 0. (Comprobar.)
Identificando con (3) de esta seccién se concluye que A = — w? representa
un eigenvalor y V un eigenvector correspondiente de A. Se puede demostrar
que los eigenvalores A; = —®7,i = 1,2 de A son negativos y por tanto
®; = V—A; es un nimero real y representa una frecuencia de vibracién
(circular) (véase (4) de la seccién 7.6). Con superposicion de soluciones, la
solucion general de (28) es entonces
X = ¢,V cos ot + c,V;senw;t + ¢;3V,cos wyt + ¢,V,senw,t
= (c;cos Wt + cysenw 1)V, + (c3c08 wyt + ¢ysenw,1)V,, ©1

donde V, y V, son, a su vez, eigenvectores reales de A correspondientes a

A YA

1 2
El resultado dado en (31) se generaliza. Si —w?, —w}, ..., —w? son
eigenvalores negativos y distintos y V,, V., ..., V son los eigenvectores

correspondientes reales de la matriz n X n de coeficientes A, entonces el
sistema homogéneo de segundo orden X" = AX tiene la solucién general

X = > (a;cos w;t + b; senw,1)V;, (32)
i=1

donde a, y b, representan constantes arbitrarias. Véase el problema 48b en
los ejercicios 8.2.

E] E R C | C | O S 8 . 2 Las respuestas a los problemas seleccionados con niimero impar comienzan en la pdgina RES-13.

8.2.1 EIGENVALORES REALES DISTINTOS -1 1 0
9. X' = 1 2 11X
En los problemas 1 a 12 determine la solucién general del sis- 0 3 —1
tema dado.
dx dx o1
I.E—X'i"zy 2.5-2){"‘!‘2}7 10. X’ =10 1 0|X
d d 1 0 1
oy + 3y Z—x+3y
dt dt -1 =1 0
dx dx 5 11. X' = % —% 31X
= —4x+2 4. —=——x+2
oy T TR a2 7 § 4
d 5 d 3
—y=——x+2y —y=—x—2y -1 4 2
v 2 4 12.X' = 4 -1 —2|x
1 — -6 2
5. X' = < 0 li)X 6. X' = < 6 1>X 0 0 ¢
8 - -3 En los problemas 13 y 14, resuelva el problema con valores
dx g dx iniciales.
7. —=x+y—z . —=2x—"Ty 1
5 0 3
jt ;” 13. X' = (f _1>X, X(0) = (5)
—y=2y —y=5x+10y+4z 2
di di 11 4 1
e E_ s i 4. X' =[0 2 0|X, X0 =3
dt dt 111 0



Tarea para el laboratorio de computacion

En los problemas 15 y 16, use un SAC o software de dlgebra
lineal como ayuda para determinar la solucién general del sis-
tema dado.

09 21 32
15. X' =107 65 42|X
1.1 1.7 34
1 0 2 —-1.8 0
0 5.1 0 —1 3
16. X' = 1 2 -3 0 00X
0 1 —3.1 4 0
—28 0 0 15 1

17. a) Utilice software para obtener el diagrama de fase del
sistema en el problema 5. Si es posible, incluya puntas
de flecha como en la figura 8.2.2. También incluya
cuatro semirrectas en el diagrama de fase.

b) Obtenga las ecuaciones cartesianas de cada una de las
cuatro semirrectas del inciso a).

¢) Dibuje los eigenvectores en el diagrama de fase del
sistema.

18. Encuentre los diagramas de fase para los sistemas de los pro-
blemas 2 y 4. Para cada sistema determine las trayectorias de
semirrecta e incluya estas rectas en el diagrama de fase.

8.2.2 EIGENVALORES REPETIDOS
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En los problemas 29 y 30, resuelva el problema de valores ini-

ciales
X’—( 2 4>X X(O)—<_1>
29. -1 6/7 6
00 1
30. X’ =0 1 0|X, X(0) =
1 00

31. Demuestre que la matriz de 5 X

2

N~ O O O

1
2
5
5
0 0
0
0
2
0

o oo O O
[ N S
S O O

tiene un eigenvalor A, de multiplicidad 5. Demuestre que
se pueden determinar tres eigenvectores linealmente in-
dependientes correspondientes a A .

Tarea para el laboratorio de computacién

32. Determine los diagramas de fase para los sistemas de los
problemas 20 y 21. Para cada sistema determine cual-
quier trayectoria de semirrecta e incluya estas lineas en el
diagrama de fase.

8.2.3 EIGENVALORES COMPLEJOS

En los problemas 19 a 28 encuentre la solucién general del sis-
tema.

dx dx
L= =3x - . —=—6x+5
19 ar X —y 20 ar X v
dy dy
— =9x—3 —= = —5x+4
dt ox Y dt x Y
21 X’—<_1 3>x 22 X’-(lz _9)X
’ -3 5 ) 4 0
23 d_x_3 -y - 24 @—3 + 2y + 4
T X —y—2z L X y z
dy dy
= =xty- = =2x+2
dt T dt o <
dz dz
“=x-y+ —=4x+2y+3
dt rTrTe dt x 4 ¢
5 =4 0 1 0 0
25. X' =11 0 21X 26. X' =1(0 3 11X
0 2 5 0o -1 1
1 0 0 4 1 0
27. X' =12 2 —1|X 28. X' =0 4 1|X
0 1 0 0 0 4

En los problemas 33 a 44, determine la solucién general del
sistema dado.

dx dx
. = - . —=x+
33 " 6x —y 34 I x+y
dy dy
it A + — = —DJx —
dt 5%+ 2y dt Y
dx dx
= + ., —=4dx+5
35 " S5x +y 36 0 X y
dy dy
— = —2x + —=-2x+6
0 2x + 3y it X y
4 -5 1 -8
. ! — . X/ — X
37. X <5 _4>X 38 <1 _3>
dx dx
= ., — =2x+y+2
39 0 z 40 7 Xty V4
dy dy
- = — —=3x+6
dt ¢ dt * ¢
dz dz
— = — = —4x -3
dt Y dt * ¢
1 -1 2 4 0 1
41. X' = | -1 1 0|X 42. X' = 0 6 0X
-1 01 -4 0 4
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2 51 2 4 4
43. X' =[-5 -6 4|X 44.X =[-1 —2 0|X
0 02 -1 0 -2

En los problemas 45 y 46, resuelva el problema con valores
iniciales.

1 —-12 —14 4
45. X' =11 2 31X, XO0)=| 6
1 1 -2 -7
6 —1 -2
46. X' = X, X(©) =
(s " xo-(5)

Tarea para el laboratorio de computacién

47. Determine los diagramas de fase para los sistemas de los
problemas 36, 37 y 38.

48. a) Resuelva (2) de la seccién 7.6 usando el primer método
descrito en los Comentarios (pagina 323), es decir, ex-
prese (2) de la seccion 7.6 como un sistema de cuatro
ecuaciones lineales de primer orden. Use un SAC o
software de dlgebra lineal como ayuda para determinar
los eigenvalores y los eigenvectores de una matriz de 4
X 4. Luego aplique las condiciones iniciales a su solu-
cién general para obtener (4) de la seccién 7.6.

b) Resuelva (2) de la seccién 7.6 usando el segundo mé-
todo descrito en los Comentarios, es decir, exprese (2)
de la seccién 7.6 como un sistema de dos ecuaciones

lineales de segundo orden. Suponga soluciones de la
forma X = V sen wt y X = V cos wt. Encuentre los
eigenvalores y eigenvectores de una matriz de 2 X 2.
Como en el inciso a), obtenga (4) de la seccién 7.6.

Problemas para analizar

49.

50.

51.

52.

Resuelva cada uno de los siguientes sistemas.

O L
11 -1 -1

Encuentre un diagrama de fase de cada sistema. ;Cuadl
es la importancia geométrica de la recta y = —x en cada
diagrama?

Considere la matriz de 5 X 5 dada en el problema 31.
Resuelva el sistema X’ = AX sin la ayuda de métodos
matriciales, pero escriba la solucién general usando nota-
cién matricial. Use la solucidn general como base para un
andlisis de como se puede resolver el sistema usando mé-
todos matriciales de esta seccién. Lleve a cabo sus ideas.

Obtenga una ecuacién cartesiana de la curva definida pa-
ramétricamente por la solucién del sistema lineal en el
ejemplo 6. Identifique la curva que pasa por (2, —1) en la
figura 8.2.5. [Sugerencia: Calcule x%, y* y xy.]

Examine sus diagramas de fase del problema 47. ;En
qué condiciones el diagrama de fase de un sistema lineal
homogéneo de 2 X 2 con eigenvalores complejos estd
compuesto de una familia de curvas cerradas? ;De una
familia de espirales? ;En qué condiciones el origen (0, 0)
es un repulsor? ;Un atractor?

8.3 SISTEMAS LINEALES NO HOMOGENEOS

REPASO DE MATERIAL

e Seccién 4.6 (Variacion de parametros)

remos dos métodos para obtener X,

o Seccidn 4.4 (Coeficientes indeterminados)

INTRODUCCION  En la seccién 8.1 vimos que la solucién general de un sistema lineal no homo-
géneo X' = AX + F(#) en un intervalo /es X = X+ Xp, dondeX =c¢ X +c X, + - +¢cX esla
funcion complementaria o solucion general del sistema lineal homogéneo asociado X' = AX 'y X,
es cualquier solucion particular del sistema no homogéneo. En la seccién 8.2 vimos cémo obtener
X, cuando la matriz de coeficientes A era una matriz de constantes n X n. En esta seccion considera-

Los métodos de coeficientes indeterminados y variacion de parametros empleados en el ca-
pitulo 4 para determinar soluciones particulares de EDO lineales no homogéneas, se pueden adaptar
a la solucion de sistemas lineales no homogéneos X' = AX + F(¢). De los dos métodos, variacion
de parametros es la técnica mds poderosa. Sin embargo, hay casos en que el método de coeficientes
indeterminados provee un medio rapido para encontrar una solucién particular.

8.3.1 COEFICIENTES INDETERMINADOS

LAS SUPOSICIONES

Como en la seccion 4.4, el método de coeficientes indetermi-
nados consiste en hacer una suposicién bien informada acerca de la forma de un vector
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solucién particular X:la suposicion es originada por los tipos de funciones que constitu-
yen los elementos de la matriz columna F(7). No es de sorprender que la versién matricial
de los coeficientes indeterminados sea aplicable a X’ = AX + F(¢) s6lo cuando los ele-
mentos de A son constantes y los elementos de F(¢) son constantes, polinomios, funcio-
nes exponenciales, senos y cosenos o sumas y productos finitos de estas funciones.

I EJEMPLO T Coeficientes indeterminados

-1 2 -8
Resuelva el sistema X' = (_1 1>X + < 3) en (—oo, ),

SOLUCION  Primero resolvemos el sistema homogéneo asociado

x'=<_1 2>X.
-1 1

La ecuacion caracteristica de 1la matriz de coeficientes A.
-1 —-A 2

det(A-ap=| _ ° "

‘=A2+1=0,

produce los eigenvalores complejos A, =iy A, = A; = —i. Con los procedimientos
de la seccidn 8.2, se encuentra que

cost + sent cost — sent
XL. = C + Cy .
cost —sent

Ahora, puesto que F(#) es un vector constante, se supone un vector solucién particular
a; . P N, . ..
constante X, = b ) Sustituyendo esta tltima suposicion en el sistema original e

1
igualando las entradas se tiene que

0 = —a + 2b| - 8
0 = —a + b] + 3
Al resolver este sistema algebraico se obtiene a, = 14y b, = 11 y asf, una solucién

14
particular X, = (11) . La solucién general del sistema original de ED en el intervalo

(=00, ) es entonces X = X+ Xp 0
cos t + sent cos t — sent 14
X = Cl + 62 + . [ |
cos t —sent 11

I EJEMPLO 2 Coeficientes indeterminados

6 1 6t
i X' = X + — o0, 00),
Resuelva el sistema <4 3) (—IOt N 4> en (—oe, ®©)

SOLUCION Se determina que los eigenvalores y los eigenvectores del sistema
. , 6 1 1 (1
homogéneo asociado X' = (4 3>X sonA, =2,A, =7, K, = <_4>, vy K, = (1>

Por tanto la funcién complementaria es

1 1
X, = cl<_4)ez’ + cz<1>e7’.
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6 0
Ahora bien, debido a que F(7) se puede escribir como F(?) = (_ { 0>t + ( 4>, se

tratard de encontrar una solucién particular del sistema que tenga la misma forma:

a, a,
X = (&) (&)

Sustituyendo esta tltima suposicion en el sistema dado se obtiene

G =8 NG G (o))

= r+ + r+

b2 4 3 b2 bl _10 4
(o)_( (6a, + b, + 6)t + 6a, + b, — a, >
0 (4a, + 3b, — 10)t + 4a, + 3b, — b, + 4)

De la dltima identidad se obtienen cuatro ecuaciones algebraicas con cuatro incgnitas

6(12+ b2+ 6:0 y 6a1+ bl_az :0
4a2+3b2_1020 4a1+3b1_b2+4:0.
Resolviendo de forma simultdnea las primeras dos ecuaciones se obtiene a, = =2y
b, = 6. Después, se sustituyen estos valores en las dos tltimas ecuaciones y se despeja

4 10 .
para a, y b,. Los resultados son a; = —7, b; = 3. Por tanto, se tiene que un vector
solucion particular es

la solucién general del sistema en (—, ®) es X = X+ Xp 0

1 1 =2 7
X = cl<_4>62’ + cz<1)e7’ + ( 6>t 1 ol [ |

7

IS

I EJEMPLO 3 FormadeX,

Determine la forma de un vector solucién particular Xp para el sistema

D b3y — e+ 1
- = X — Z€
dr Y

dy
—=-x+y+e=5+7.
d[ X y e

SOLUCION Ya que F(7) se puede escribir en términos matriciales como

F(1) = <_f>€’ * <—2>’ ’ C)

una suposicién natural para una solucién particular seria

as\ _ as a
%= (=)o () (%)
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I COMENTARIOS

El método de coeficientes indeterminados para sistemas lineales no es tan
directo como parecerian indicar los ultimos tres ejemplos. En la seccidn
4.4 la forma de una solucién particular y, se predijo con base en el cono-
cimiento previo de la funciéon complementaria y . Lo mismo se cumple para
la formacion de X . Pero hay otras dificultades: las reglas que gobiernan la
forma de y, en la seccion 4.4 no conducen a la formacién de Xp. Por ejem-
plo, si F(¢) es un vector constante como en el ejemplo 1 y A = 0 es un eigen-
valor de multiplicidad uno, entonces X contiene un vector constante. Bajo
la regla de multiplicacién de la pagina 146 se trataria comunmente de una

a;

b >l‘ . Esta no es la suposicion apropiada
1

solucién particular de la forma X, = (

para sistemas lineales, la cual debe ser Xp = (Zz>t aF (Zl> . De igual manera, en
2. 1

el ejemplo 3, si se reemplaza e~ en F(7) por ¢* (A = 2 es un eigenvalor), enton-
ces la forma correcta del vector solucién particular es

X, = (Zj)tem = (Zz)em + (Z)t o+ (Zi)

En vez de ahondar en estas dificultades, se vuelve al método de variacion de
parametros.

8.3.2 VARIACION DE PARAMETROS

UNA MATRIZ FUNDAMENTAL Si Xl, X2 R Xn es un conjunto fundamental de
soluciones del sistema homogéneo X' = AX en el intervalo /, entonces su solucién

general en el intervalo es la combinacion lineal X = ¢ X, + ¢, X, + - -+ ¢ X o
X1 X12 Xin Xyt opxpp T T,
X1 X2 X2 CiXy + Coxoy 00y,
X:C1 +C2 +...+Cn = . (1)
Xn1 Xn2 Xnn C1Xn1 + CoXmp +-F CnXnn

La dltima matriz en (1) se reconoce como el producto de una matriz n X n con una matriz
n X 1. En otras palabras, la solucién general (1) se puede escribir como el producto

X = ®(nC, (2)
donde C es un vector columna de n X 1 constantes arbitrarias C1rCprvvvs CY la matriz
n X n, cuyas columnas consisten en los elementos de los vectores solucién del sistema
X' = AX,

X1 X2 X1n

Xor Xy T Xy

P0) = - -l

Xnl X2 7T X

se llama matriz fundamental del sistema en el intervalo.



330 J CAPITULO 8 SISTEMAS DE ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES DE PRIMER ORDEN

En el andlisis siguiente se requiere usar dos propiedades de una matriz fundamental:

* Una matriz fundamental ®(¢) es no singular.
e Si ®(¢) es una matriz fundamental del sistema X' = AX, entonces

D'(1) = AD(). 3)

Un nuevo examen de (9) del teorema 8.1.3 muestra que det ¢(?) es igual al Wrons-
kiano W(X, X, .. ., Xn). Por tanto, la independencia lineal de las columnas de ®(¢)
en el intervalo / garantiza que det ®(r) # O para toda 7 en el intervalo. Puesto que
®(7) es no singular, el inverso multiplicativo ®@~!(¢) existe para todo 7 en el intervalo.
El resultado dado en (3) se deduce de inmediato del hecho de que cada columna de
(1) es un vector solucion de X' = AX.

VARIACION DE PARAMETROS Andlogamente al procedimiento de la seccion
4.6, nos preguntamos si es posible reemplazar la matriz de constantes C en (2) por una
matriz columna de funciones

uy (1)

uy(7)
U@ = - | por lo que X, = ®(1)U(?) 4)

(1)
es una solucidn particular del sistema no homogéneo
X' = AX + F(1). ©)
Por la regla del producto la derivada de la dltima expresion en (4) es
X, = ®(nU'(1) + ' (HUQ). (©6)

Observe que el orden de los productos en (6) es muy importante. Puesto que U(#) es una
matriz columna, los productos U’ (£)®(7) y U(t)®'(¢) no estan definidos. Sustituyendo
(4) y (6) en (5), se obtiene

DU (1) + D' (HUG) = AP(HU(®) + F(@2). @)

Ahora si usa (3) para reemplazar ®'(¢), (7) se convierte en

DU’ (1) + AD(HU(1) = AD(HU(1) + F(r)
) PHU'(1) = F(1). (8)
Multiplicando ambos lados de la ecuacién (8) por @!(7), se obtiene

U'@t) = ®'(nF@# portanto U@ = f‘l)l(t)F(t) dt.

Puesto que Xp = ®(r)U(¢), se concluye que una solucion particular de (5) es

X, = (I)(z)j(l)'(r)F(z) dt. 9)

Para calcular la integral indefinida de la matriz columna @~ !()F(¢) en (9), se integra
cada entrada. Asf, la solucion general del sistema (5) es X = X_+ Xp o

X =®HC + (I)(t)f(l) OF (1) dt. (10)
Observe que no es necesario usar una constante de integracion en la evaluacién de

[P '(1)F(f) dt por las mismas razones expresadas en la explicacién de variacion
de pardmetros en la seccion 4.6.
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I EJEMPLO 4 Variacién de parametros

-3 1 3t
X' = X + 11
( 2 —4> (6’) (4o
SOLUCION  Primero resolvemos el sistema homogéneo asociado

, (3 1
X _( ; _4>x. (12)

Resuelva el sistema

en (—, ),

la ecuacion caracteristica de la matriz de coeficientes es

—3—-A 1

5 _4_A’=(A+2)(A+5)=o,

det(A — AI) = ’

por lo que los eigenvalores son A, = =2y A, = —5. Con el método usual se encuentra

1
que los eigenvectores correspondientes a A, y A, son, respectivamente, K; = ( 1) y

K, = (_ 2). Entonces, los vectores solucidn del sistema (11) son

1 - efzr 1 B 675t
(=) v =)= (0)

Las entradas en X a partir de la primera columna de @(¢) y las entradas en X, a partir
de la segunda columna de ®(¢). Por tanto

-2t -51 202

e e N
(D([) - <82f _265t> y P l(t) - %65’

A partir de (9) obtenemos

X, =®@1) | P f “OF@) dt =

I
—
wlw |y
~ 0~

| |
Q0 L[
g 3y
+
Wl A=
Q Q

Lol
~ —

Por tanto a partir de (10) la solucién de (11) en el intervalo es
SIS B (v
e —2e¢7")\c, % + le!
— 1 =2t 1 —5t % i —t
_c1(1>e +c2<_2>e +()t—<21)+(l)e . |
50 2

wnlw Wy
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PROBLEMA CON VALORES INICIALES La solucién general de (5) en el inter-
valo se puede escribir en una forma alternativa

X = ®(1)C + P>) f [(I)_I(S)F(s) ds, (13)

donde ¢y ¢, son puntos en el intervalo. Esta tltima forma es qtil para resolver (5) sujeta

a una condicién inicial X(z)) =

X, porque los limites de integracion se eligen de tal

forma que la solucién particular sea cero en ¢ = £,. Sustituyendo = #, en (13) se obtiene
X, = ®(1,)C a partir de la que se obtiene C = ®~!(7))X,,. Sustituyendo este dltimo
resultado en (13) se obtiene la siguiente solucidn del problema con valores iniciales:

X = NP '(t)X, + D) f ’dr‘(s)F(s) ds. (14)

E] E RC I C I O S 8 . 3 Las respuestas a los problemas seleccionados con niimero impar comienzan en la pdgina RES-14.

8.3.1 COEFICIENTES INDETERMINADOS

En los problemas 1 a 8 utilice el método de los coeficientes
indeterminados para resolver el sistema dado.

dx
1. —=2x+3y—7
dt * Y
dy
= =—x—2y+5
dt * Y
dx
2. —=5x+9y+2
dt * Y
dy
= =-x+1ly+6
dt * Y
2
3_X,:<1 3>X+< 2;)
1 t+5
— + 6t
" x'=<1 4>X+<4r 9e>
4 1 —f + e
4 3 -3
sxo(t Do ()
(9 6 10)¢
6. X'=< 5) < sent)
1 —2cost
1 1 1 1
7. X' =0 2 3[X+|[—-1]e*
0O 0 5 2
0 0 5
8. X'=10 5 —10
5 0 0

9. Resuelva X' = <

vo- ()

SU.]eta a
3

10.

a) El sistema de ecuaciones diferenciales para las co-
rrientes (1) e i,(7) en la red eléctrica que se muestra
en la figura 8.3.1 es

i<i2> _ <_R1/L1 _Rl/Ll ><i2) + (E/L1>
dt i3 _RI/L2 _(Rl + Rz)/Lz 13 E/L2
Use el método de los coeficientes indeterminados para

resolver el sistemasi R, =2, R, =3Q,L =1h,
L,=1h,E=60V,i,(0)=0,ei(0) =

b) Determine la corriente i (7).

FIGURA 8.3.1 Red del problema 10.

8.3.2 VARIACION DE PARAMETROS

En los problemas 11 a 30 utilice variacién de pardmetros para
resolver el sistema dado.

11.

13.

dx
—=3x—-3y+4
dt * Y

y
—=2x—2y—1
dt x Y
dx

_:2 —
dt Y

dy
—=3x-2y+4
dt * Y

3 =5 1
<<t ()
P -1



14. X' =
15. X' =
16. X' =
17. X' =
18. X' =
19. X' =
20. X' =

21. X' =

(
(
(
(
[
[
[
[
-t s
[
[
[
[
[
[
|

1 -1 cos t
mxe = (1 s (),
1 1 sent
2%, X =2 _2>X+<1>eh
) 8§ —6 3) t
0 1) < 0 )
25. X' = X +
-1 0 sec ttant
26. X' = 0 1>X+< ! >
) -1 0 cot ¢
1 2 csct
27. X' = | X +
— 1 sec t
1 -2 tan ¢
X = X +
mx = () THx ()
1 1 0 e
2. X' =1 1 O|X+|e*
0 0 3 te’
3 -1 -1 0
30. X' =1 1 =1 X+ ¢
1 -1 1 2e'

En los problemas 31 y 32, use (14) para resolver el problema
con valores iniciales.

’ 1 3 4e ) ( ) 1
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33. El

sistema de ecuaciones diferenciales para las corrientes

i,(1) e i,(1) en la red eléctrica que se muestra en la figura
8.3.2es

il
dt

)=t ) ()

Utilice variacién de pardmetros para resolver el sis-
tema si R, =8, R =30, L =1h, L ,=1h,
E() =100sent V,i(0) =0,ei,(0) = 0.

FIGURA 8.3.2 Red del problema 33.

Problemas para analizar

34. Siy, yy, sonsoluciones linealmente independientes de las
ED homogéneas asociadas para y" + P(x)y’ + Qx)y =
fx), demuestre en el caso de una ED lineal no homogénea
de segundo orden que (9) se reduce a la forma de varia-
cioén de pardmetros analizada en la seccién 4.6.

Tarea

para el laboratorio de computacion

35. Resolver un sistema lineal no homogéneo X' = AX +
F(7) usando variacion de pardmetros cuando A es una ma-
triz 3 X 3 (o mds grande) es casi una tarea imposible de
hacer a mano. Considere el sistema

=3

)

)

2 -2 2 1 te'
-1 30 3 e
X' = X+,
0 04 -2 e
0 02 -1 1

Use un SAC o software de dlgebra lineal para encon-
trar los eigenvalores y los eigenvectores de la matriz
de coeficientes.

Forme una matriz fundamental ®(r) y utilice la
computadora para encontrar ®'(7).

Use la computadora para realizar los célculos de:
O (HF@®), [P 'OF@)dt, ®0[P (OF()dt,
D(NC, y ®(NC + [® (HF(¢) dt, donde C es una
matriz columna de constantes ¢, ¢,, ¢, y ¢,.
Reescriba el resultado de la computadora para la so-
lucién general del sistema en la forma X = XC + Xp,
donde X = ¢ X, + ¢ X, + X, + ¢ X,
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8.4

MATRIZ EXPONENCIAL

REPASO DE MATERIAL
e Apéndice II.1 (definiciones I1.10 y II.11)

INTRODUCCION  Las matrices se pueden usar de una manera completamente distinta para resol-
ver un sistema de ecuaciones diferenciales lineales de primer orden. Recuerde que la ecuacién dife-
rencial lineal simple de primer orden x" = ax, donde a es constante, tiene la solucién general x = ce®,
donde c es constante. Parece natural preguntar si se puede definir una funcién exponencial matricial
eM, donde A es una matriz de constantes por lo que una solucién del sistema X' = AX es e*'.

SISTEMAS HOMOGENEOS  Ahora veremos que es posible definir una matriz ex-
ponencial e*' tal que

X = eAMC (1)

es una solucion del sistema homogéneo X' = AX. Aqui A es una matriz n X n de
constantes y C es una matriz columna n X 1 de constantes arbitrarias. Observe en (1)
que la matriz C se multiplica por la derecha a ¢* porque queremos que e*’ sea una
matriz n X n. Mientras que el desarrollo completo del significado y teoria de la matriz
exponencial requeriria un conocimiento completo de dlgebra de matrices, una forma
de definir €A’ se basa en la representacién en serie de potencias de la funcién exponen-
cial escalar e

2

t * S
eatzl+at+a2_+...+ak_+...:Eak
2! k=0

i
o 2

k!

La serie en (2) converge para foda t. Si se usa esta serie, con la identidad / en vez de
1 y la constante a se reemplaza por una matriz A n X n de constantes, se obtiene una
definicién para la matriz n X n, e’

|DEFINICI6N 8.4.1 Matriz exponencial

Para cualquier matriz A n X n,
[2 tk o0 tk
eA’:I+At+A25+--'+Akf+'-':EAkf. 3)

Se puede demostrar que la serie dada en (3) converge a una matriz n X n para todo
valor de 7. También, A> = AA, A3 = A(A)?, etcétera.

DERIVADA DE e”! La derivada de la matriz exponencial es similar a la propiedad

d
de derivacion de la exponencial escalar — e* = ae® . Para justificar

dr
d
— M = Ae, )

dt

derivamos (3) término por término:

d d 7 it 1
—AM=— T +Ar+ A=+ A=+ [ A AT A+ AR+
dt dt 2! k! 2!

t2
:A[I+At+A25+---]:AeM.
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Debido a (4), ahora se puede probar que (1) es una solucién de X' = AX para todo
vector n X 1 C de constantes:

d
X' = —eMC = AeMC = A(eMC) = AX.

eAtES UNA MATRIZ FUNDAMENTAL  Si se denota la matriz exponencial e* con
el simbolo W(¢), entonces (4) es equivalente a la ecuacion diferencial matricial ¥'(z) =
A W(r) (véase (3) de la seccion 8.3). Ademas, se deduce de inmediato de la definicion
8.4.1 que W(0) = *° =1,y por tanto det ¥(0) # 0. Se tiene que estas propiedades son
suficientes para concluir que W(7) es una matriz fundamental del sistema X' = AX.

SISTEMAS NO HOMOGENEOS  Se vio en (4) de la seccion 2.4 que la solucion
general de la ecuacion diferencial lineal tnica de primer orden x" = ax + f{(t), donde a
es una constante, se puede expresar como

t
x=x,+x,=ce"+ e”’f e~ “f(s) ds.
Iy

Para un sistema no homogéneo de ecuaciones diferenciales lineales de primer orden,
se puede demostrar que la solucion general de X' = AX + F(z), donde A es una matriz
n X n de constantes, €s

t
X=X, +X,=¢e"C + e’“f e MF(s) ds. 5)
)
Puesto que la matriz exponencial e* es una matriz fundamental, siempre es no singular
y e ® = (e*)"!. En la préctica, e se puede obtener de e al reemplazar ¢ por —s.

CALCULO DE eA*  La definicién de e dada en (3) siempre se puede usar para calcular
eAl. Sin embargo, la utilidad practica de (3) estd limitada por el hecho de que los ele-
mentos de e* son series de potencias en z. Con un deseo natural de trabajar con cosas
simples y familiares, se trata de reconocer si estas series definen una funcién de forma
cerrada. Véanse los problemas 1 a 4 de los ejercicios 8.4. Por fortuna, hay muchas for-
mas alternativas de calcular e*; la siguiente explicacién muestra cémo se puede usar
la transformada de Laplace.

USO DE LA TRANSFORMADA DE LAPLACE Vimos en (5) que X = ¢*' es una
solucién de X’ = AX. De hecho, puesto que e’ = I, X = ¢* es una solucién de pro-
blema con valores iniciales

X' =AX, X0 =1L (6)
Si x(s) = L{X(H)} = L{e?"}, entonces la transformada de Laplace de (6) es
sx(s) — X(0) = Ax(s) o (sI — A)x(s) =L

Multiplicando la dltima ecuacion por (sI — A)~! se tiene que x(s) = (sI — A)~"' I = (sI
— A)~'. En otras palabras, £{e*} = (sI — A)'o

A= LT — A7) (7

I EJEMPLO T Matriz exponencial

1 -1
Use la transformada de Laplace para calcular e’ para A = (2 _2).
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SOLUCION  Primero calcule la matriz sI — A y determine su inversa:

-1 1
sI—A=<S ),
-2 s+2

(T — A)! = (s }

s+ 2 -1
11 )1_ ss+ 1) s(s+ 1)
2 s+2) 2 s—1 [

s(s+ 1) s(s+ 1)

Entonces, descomponiendo las entradas de la tltima matriz en fracciones parciales:

2 1 1 1
PR
s s
I-A)! = 8
(s ) %_ ) _l ) (8)
s s+1 s s+1

Se deduce de (7) que la transformada de Laplace inversa de (8) proporciona el resul-

tado deseado,

—1 4+ e ) -

oA — (2 —e!
2—2e" —1+ 2"

USO DE COMPUTADORAS Para quienes por el momento estidn dispuestos a
intercambiar la comprensién por la velocidad de solucidn, €A se puede calcular con la
ayuda de software. Véanse los problemas 27 y 28 de los ejercicios 8.4.

E] E RC I C | O S 8 . 4 Las respuestas a los problemas seleccionados con niimero impar comienzan en la pdgina RES-14.

En los problemas 1y 2 use (3) para calcular e*’ y e™ .

1.A:<1 0) 2.A:(O 1)
0 2 10

En los problemas 3 y 4 use (3) para calcular e*’.

1 1 1 0 0 0
3. A= 1 1 1 4 A=(|3 0 0
-2 -2 =2 510

En los problemas 5 a 8 use (1) para encontrar la solucién ge-
neral del sistema dado.

1
sx=( O ex=(* s
0 2 1 0
1 1 1 0 00
7. X' = 1 1 1[X 8. X' =(3 0 0JX
-2 -2 -2 510

En los problemas 9 a 12 use (5) para encontrar la solucién
general del sistema dado.

wx-(! - ()
0 2 et

w0 e ()
1 0 1

2. X' = (O 1>X N (cosh t)
1 0 senht
13. Resuelva el sistema en el problema 7 sujeto a la condi-
cién inicial
1
X)) =|[—4|
6

14. Resuelva el sistema del problema 9 sujeto a la condicién

inicial
X(0) = (4)
0) = 3)

En los problemas 15 a 18, use el método del ejemplo 1 para
calcular e para la matriz de coeficientes. Use (1) para encon-
trar la solucion general del sistema dado.

15. X' :< 4 3>X 16. X' = (4 _2)x
4 -4 11

17. X' = G :?)X 18. X' = (_2 _;>X



Sea P una matriz cuyas columnas son eigenvectores K,
K,, ..., K que corresponden a eigenvalores A, A,, ..., A
de una matriz A de n X n. Entonces se puede demostrar que A

= PDP', donde D se define por

A, 0 -+ 0
0 A, -+ 0

D= . . )
0 0 -+ A,

En los problemas 19 y 20, compruebe el resultado anterior

para la matriz dada.
19.A=< 2 1) 20.A=<2 1)
-3 6 1 2

21. Suponga que A = PDP~!, donde D se define como en (9).
Use (3) para demostrar que e’ = PeP P

22. Use (3) para demostrar que

e/\lt 0 P O

0 e/\zt PN 0
oDl = .

0 0 .- eMt

donde D se define como en (9).

En los problemas 23 y 24 use los resultados de los problemas
19 a 22 para resolver el sistema dado.

23, X,:< 2 ‘>X 24, X,:<2 1>X
3 6 1 2

Problemas para analizar

25. Vuelva a leer el andlisis que lleva al resultado dado en
(7). {La matriz sI — A siempre tiene inversa? Explique.
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26. Se dice que una matriz A es nilpotente cuando exis-

te algin entero m tal que A™ = 0. Compruebe que
-1 1 1
A =|—1 0 1 ]esnilpotente. Analice porqué es rela-

-1 1 1
tivamente fécil calcular ¢* cuando A es nilpotente. Calcule
€Ay luego utilice (1) para resolver el sistema X' = AX.

Tarea para el laboratorio de computacién

27. a) Utilice (1) para obtener la soluciéon general de

3

Luego emplee la computadora para determinar eigen-
valores y eigenvectores de la matriz de coeficientes

X' = (4 §>X Use un SAC para encontrar e’

A= (: i) y forme la solucién general de acuer-

do con la seccion 8.2. Por ultimo, reconcilie las dos
formas de la solucién general del sistema.

b) Use (1) para determinar la solucién general de

X' = ( ; DX Use un SAC, para determinar
eA. En el caso de un resultado complejo, utilice el
software para hacer la simplificacion; por ejemplo, en
Mathematica, si m = MatrixExp[A t] tiene elemen-
tos complejos, entonces intente con la instruccion
Simplify[ ComplexExpand[m]].

28. Use (1) para encontrar la solucién general de

4 06 0
x| 0 50 4
-1 01 0
0 30 2

Use MATLAB o un SAC para encontrar e,

REPASO DEL CAPITULO 8

Las respuestas a los problemas seleccionados con niimero impar
comienzan en la pdgina RES-15.

En los problemas 1 y 2 complete los espacios en blanco.

4
1. El vector X = k<5> es una solucion de

=, x-(0)

-1
1

para k =

5
2. El vector X = C1< )e_g’ + 02(3>e7’ es solucién del

1 10 2
problema con valores iniciales X'= <6 _3>X, X(0)= <0>

parac, = ye, = .

4 6 6
3. Considere el sistema lineal X’ = 1 3 2 [X.
-1 -4 -3
Sin intentar resolver el sistema, determine cada uno de los
vectores
0 1 3 6
K =(1], K,= 1], Ky= 1, K, = 2
1 -1 -1 -5

es un eigenvector de la matriz de coeficientes. ;Cudl es la
solucién del sistema correspondiente a este eigenvector?
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4. Considere un sistema lineal X' = AX de dos ecua-
ciones diferenciales, donde A es una matriz de coefi-
cientes reales. ;Cudl es la solucién general del sis-
tema si se sabe que A, = 1 + 2i es un eigenvalor y

K, = ( ) es un eigenvector correspondiente?
1

En los problemas 5 a 14 resuelva el sistema lineal dado.

dx dx
5. —=2x+ 6. — = —4x +
o x +y I 4x + 2y
dy dy
- = — —=2x—4
dt * dt * Y
1 2 —
N
-2 1 -2 4
1 -1 1 0 2 1
9. X' =10 1 3|X 10. X' =(1 1 —2(X
4 31 2 2 -1
woxe= (2 e (2)
0 4 16¢
1 2
o= (1 e (,0)
- 1 e'tan t
13. x':<_1 1>x+( 1)
-2 1 cot t

CAPITULO 8 SISTEMAS DE ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES DE PRIMER ORDEN

4. X' = ( : 1>X + <_2>62’
~1 1 1

15. a) Considere el sistema lineal X’ = AX de tres ecuacio-
nes diferenciales de primer orden, donde la matriz de
coeficientes es

5 3 3
A=| 3 5 3
-5 -5 -3

y A = 2 es un eigenvalor conocido de multiplicidad
dos. Encuentre dos soluciones diferentes del sistema
correspondiente a este eigenvalor sin usar una for-
mula especial (como (12) de la seccién 8.2)

b) Use el procedimiento del inciso a) para resolver

1 1 1
X=|11 1|X
I 1 1

Cy

16. Compruebe que X = <

)ef es una solucién del sistema
lineal

9}

1
x=(, x
0 1

para constantes arbitrarias ¢, y ¢,. A mano, trace un dia-
grama de fase del sistema.



SOLUCIONES NUMERICAS DE

ECUACIONES DIFERENCIALES

ORDINARIAS

9.1 Meétodos de Euler y analisis de errores

9.2 Meétodos de Runge-Kutta

9.3 Meétodos multipasos

9.4 Ecuaciones y sistemas de orden superior

9.5 Problemas con valores en la frontera de segundo orden
REPASO DEL CAPIiTULO 9

Aun cuando se pueda demostrar que la solucién de una ecuacién diferencial exista,
no siempre es posible expresarla en forma explicita o implicita. En muchos casos
tenemos que conformarnos con una aproximacion de la solucién. Si la solucién
existe, se representa por un conjunto de puntos en el plano cartesiano. En este
capitulo continuamos investigando la idea bésica de la seccién 2.6, es decir,
utilizar la ecuacién diferencial para construir un algoritmo para aproximar las
coordenadas y de los puntos de la curva solucién real. Nuestro interés en este
capitulo son principalmente los PVI dy/dx = f(x, y), y(x,) = y,. En la secci6n 4.9
vimos que los procedimientos numéricos desarrollados para las ED de primer
orden se generalizan de una manera natural para sistemas de ecuaciones de
primer orden y por tanto se pueden aproximar soluciones de una ecuacién de orden
superior remodeldndola como un sistema de ED de primer orden. El capitulo 9
concluye con un método para aproximar soluciones de problemas con valores en la

frontera lineales de segundo orden.

339
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° CAPITULO 9 SOLUCIONES NUMERICAS DE ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS

9.1

METODOS DE EULER Y ANALISIS DE ERRORES

REPASO DE MATERIAL

e Seccion 2.6

INTRODUCCION Enel capitulo 2 se examiné uno de los métodos numéricos mas simples para
aproximar soluciones de problemas con valores iniciales de primer orden y" = f(x, y), y(x)) = y,.
Recuerde que la estructura del método de Euler fue la férmula

Yn+t1 = Yn + hf(-xns yn)7 (1)

donde fes la funcién obtenida de la ecuacion diferencial y* = f(x, y). El uso recursivo de (1) para
n=0,1,2,...produce las ordenadas y, y , y,, ¥,, . . . de puntos en “rectas tangentes” sucesivas res-
pecto a la curva solucién en x, x,, X, . . . 0 x, = x, + nh, donde  es una constante y es el tamafio de
paso entre x y x . . Los valoresy,, y,, y,, ... aproximan los valores de una solucién y(x) del PVI en
X, X, X,, . . . Pero sin importar la ventaja que la ecuacion (1) tenga en su simplicidad, se pierde en la
severidad de sus aproximaciones.

UNA COMPARACION Enel problema 4 de los ejercicios 2.6 se pidi6 usar el mé-
todo de Euler para obtener el valor aproximado de y(1.5) para la solucién del problema
con valores iniciales y' = 2xy, y(1) = 1. Se debe haber obtenido la solucién analitica

x2—1

y = ¢y resultados similares a los que se presentan en las tablas 9.1 y 9.2.

TABLA 9.1 Método de Euler con 2 = 0.1 TABLA 9.2 Método de Euler con 2 = 0.05
Valor Valor % de error Valor Valor % de error
X, Y, real absoluto relativo X, y, real absoluto relativo
1.00 1.0000 1.0000 0.0000 0.00 1.00 1.0000 1.0000 0.0000 0.00
1.10 1.2000 1.2337 0.0337 2.73 1.05 1.1000 1.1079 0.0079 0.72
1.20 1.4640 1.5527 0.0887 5.71 1.10 1.2155 1.2337 0.0182 1.47
1.30 1.8154 1.9937 0.1784 8.95 1.15 1.3492 1.3806 0.0314 2.27
1.40 2.2874 2.6117 0.3244 12.42 1.20 1.5044 1.5527 0.0483 3.11
1.50 2.9278 3.4903 0.5625 16.12 1.25 1.6849 1.7551 0.0702 4.00
1.30 1.8955 1.9937 0.0982 4.93
1.35 2.1419 2.2762 0.1343 5.90
1.40 2.4311 2.6117 0.1806 6.92
1.45 2.7714 3.0117 0.2403 7.98
1.50 3.1733 3.4903 0.3171 9.08

En este caso, con un tamafo de paso 2 = 0.1, un error relativo de 16% en el
célculo de la aproximacion a y(1.5) es totalmente inaceptable. A expensas de duplicar
el ndmero de cdlculos, se obtiene cierta mejoria en la precision al reducir a la mitad el
tamafio de paso, es decir 2 = 0.05.

ERRORES EN LOS METODOS NUMERICOS Al elegir y usar un método numé-
rico para la solucién de un problema con valores iniciales, se debe estar consciente de
las distintas fuentes de error. Para ciertas clases de calculos, la acumulacion de errores
podria reducir la precision de una aproximacion al punto de hacer iniitil el célculo.
Por otra parte, dependiendo del uso dado a una solucién numérica, una precision ex-
trema podria no compensar el trabajo y la complicacién adicionales.

Una fuente de error que siempre estd presente en los célculos es el error de re-
dondeo. Este error es resultado del hecho de que cualquier calculadora o computadora
puede representar nimeros usando s6lo un ndmero finito de digitos. Suponga, por
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ejemplo, que se tiene una calculadora que usa aritmética base 10 y redondea a cuatro
digitos, de modo que % se representa en la calculadora como 0.3333 y é se representa
como 0.1111. Si con esta calculadora se calcula (x2 - é)/(x - %) para x = 0.3334,
se obtiene

(0.3334)2 — 0.1111 _ 0.1112 — 0.1111 _
03334 — 0.3333  0.3334 — 03333

Sin embargo, con ayuda de un poco de dlgebra, vemos que

2oy =gy
= I =x+ -,
X =3 X =3 3
por lo que cuando x = 0.3334, (x> — 1)/(x — 1) = 0.3334 + 0.3333 = 0.6667. Este
ejemplo muestra que los efectos del redondeo pueden ser bastante considerables a
menos que se tenga cierto cuidado. Una manera de reducir el efecto del redondeo es
reducir el nimero de calculos. Otra técnica en una computadora es usar aritmética de
doble precisiéon para comprobar los resultados. En general, el error de redondeo es
impredecible y dificil de analizar y se desprecia en el analisis siguiente, por lo que sélo
nos dedicaremos a investigar el error introducido al usar una férmula o algoritmo para
aproximar los valores de la solucién.

ERRORES DE TRUNCAMIENTO PARA EL METODO DE EULER  En la sucesién
de valores y , y,, y,, . . . generados de (1), usualmente el valor de y, no concuerda con la
solucidn real en x , en particular, y(x,), porque el algoritmo s6lo da una aproximacion de
linea recta a la solucién. Véase la figura 2.6.2. El error se llama error de truncamiento
local, error de formula o error de discretizacion. Este ocurre en cada paso, es decir,
si se supone que y, es precisa, entonces y | tendrd error de truncamiento local.

Para deducir una férmula para el error de truncamiento local del método de Euler,
se usa la férmula de Taylor con residuo. Si una funcién y(x) tiene k + 1 derivadas que
son continuas en un intervalo abierto que contiene a a y a x, entonces
(x — a)

+ ..+ y(k)(a)T + y(k+1)(c)

x—a
1!

(x _ a)k+1
k+ D

y(x) = y(a) + y'(a)

donde ¢ es algin punto entre a y x. Al establecerk = 1,a = x y x = x,
se obtiene

=x, t h,

+1
2

h
Y0i1) = y@6) +y'06) 77+ YO 5

n2
o y(xn+l) = n + hf(xm yn) + y,l(c) _' .
\AAAAV*AAAJ :
n+1
El método de Euler (1) es la dltima férmula sin el dltimo término; por tanto, el error
de truncamiento localeny _  es
h2
y"(0) 5 donde x, <c¢ < X4y

Usualmente se conoce el valor de ¢ (existe desde el punto de vista tedrico) y por tanto
no se puede calcular el error exacto, pero un limite superior en el valor absoluto del
error es Mh?/2!,donde M = méax |y"(x)|.

X, <X <X,

Al analizar los errores que surgen del uso de métodos numéricos, es titil usar la nota-
cién O(h"). Para definir este concepto, se denota con e(h) el error en un calculo numérico
dependiendo de /. Entonces se dice que e(h) es de orden A", denotado con O(h"), si existe
una constante C'y un entero positivo n tal que |e(h)| = Ch’ para h suficientemente pequeiia.
Por lo que el error de truncamiento local para el método de Euler es O(h?). Se observa que,
en general, si e(h) en un método numérico es del orden 4" y & se reduce a la mitad, el nuevo
error es mds o menos C(h/2)" = Ch"/2"; es decir, €l error se redujo por un factor de 1/2".
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I EJEMPLO 1 Limite para errores de truncamiento local

Determine un limite superior para los errores de truncamiento local del método de

Euler aplicado a y’ = 2xy, y(1) = 1.

SOLUCION De la solucién y = e* ! obtenemos y” = (2 + 4x>)e*" !, por lo que el

error de truncamiento es

0 = @+ s
c)— = e —,
Y5 2

donde c estd entre x, y x + h. En particular, para 2 = 0.1 se puede obtener un limite
superior en el error de truncamiento local para y, al reemplazar ¢ por 1.1:

(0.1)?

2 + (4)(1.1)2]e(“‘1>2‘”T = 0.0422.

De la tabla 9.1 se observa que el error después del primer paso es 0.0337, menor que

el valor dado por el limite.

De igual forma, se puede obtener un limite para el error de truncamiento local de
cualquiera de los cinco pasos que se muestran en la tabla 9.1 al reemplazar ¢ por 1.5
(este valor de ¢ da el valor mds grande de y"(c) de cualquiera de los pasos y puede ser
demasiado generoso para los primeros pasos). Al hacer esto se obtiene

(0.1)?

2+ (4)(1-5)2]6“"5)2")7 = 0.1920

como un limite o cota superior para el error de truncamiento local en cada paso.

Observe que si & se reduce a 0.05 en el ejemplo 1, entonces el limite de error es
0.0480, casi un cuarto del valor que se muestra en (2). Esto es de esperarse porque el
error de truncamiento local para el método de Euler es O(h?).

En el andlisis anterior se supone que €l valor de y, fue exacto enel cdlculodey, . |
pero no lo es porque contiene errores de truncamiento local de los pasos anteriores. El
error total en y . | es una acumulacion de errores en cada uno de los pasos previos.
Este error total se llama error de truncamiento global. Un andlisis completo del error
de truncamiento global queda fuera del alcance de este libro, pero se puede mostrar
que el error de truncamiento global para el método de Euler es O(h).

Se espera que para el método de Euler, si el tamafio de paso es la mitad, el error sera
mas o menos la mitad. Esto se confirma en las tablas 9.1 y 9.2 donde el error absoluto en
x=150conh = 0.1 es 0.5625 y con h = 0.05 es 0.3171, aproximadamente la mitad.

En general, se puede demostrar que si un método para la solucién numérica de
una ecuacion diferencial tiene error de truncamiento local O(h® ™ '), entonces el error

de truncamiento global es O(h®).

En lo que resta de esta seccion y en las siguientes, se estudian métodos mucho mas

precisos que el método de Euler.

METODO DE EULER MEJORADO  El método numérico definido por la férmula

f(xn* yrz) + .f(xn+ 1> ,\7’§+ I)

Vn+1 = Yn +h
E 1 » 2

donde ,\Y;E:Jrl =Y + /”l.f(,\'”, /\.U)’

se conoce cominmente como el método de Euler mejorado. Para calcular y | para
n=20,1,2,...de (3), se debe, en cada paso, usar primero el método de Euler (4)
para obtener una estimacion inicial y¥*,,. Por ejemplo, con n = 0, usando (4) se ob-
tiene yi = y, + hf(x,, yy), y después, conociendo este valor, se usa (3) para obtener

S (x5 yo) + fxy, )
2

Vi=yoth

,donde x, = x, + h. Estas ecuaciones se representan



curva
solucion

Y Mprom

7 fxg, yo) + £y, D)
2

prom—

FIGURA 9.1.1 La pendiente de la

recta roja punteada es el promedio

demyym,.

TABLA 9.3 Método de Euler mejorado con 2 = 0.1
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con facilidad. En la figura 9.1.1 se observa que m, = f(x;, y,) y my = f(x;, y§) son
pendientes de las rectas trazadas con la linea continua que pasan por los puntos (x,,
¥,) ¥ (x1, ¥T), respectivamente. Tomando un promedio de estas pendientes, es decir,

_ f(xo» yO) + f(xl’ yik)

prom

Con el primer paso, mds que avanzar a lo largo de la recta que pasa por (x,, y,) con pen-
diente f(x,, y,) al punto con coordenada y y{ obtenida por el método de Euler, se avanza
a lo largo de la recta punteada de color rojo que pasa por (x,, y,) con pendiente m.
hasta llegar a x,. Al examinar la figura parece posible que y, sea una mejora de yf.

En general, el método de Euler mejorado es un ejemplo de un método de predic-
cion-correccion. El valor de y;%, | dado por (4) predice un valor de y(x ), mientras que
el valor de y . | definido por la férmula (3) corrige esta estimacion.

, se obtiene la pendiente de las rectas paralelas inclinadas.

I EJEMPLO 2 Método de Euler mejorado

Use el método de Euler mejorado para obtener el valor aproximado de y(1.5) para la
solucidn del problema con valores iniciales y' = 2xy, y(1) = 1. Compare los resultados
parah = 0.1y h = 0.05.

SOLUCION Con x, =1y, = l,f(xn, y) = anyn, n =0y h = 0.1, primero se calcula
4):
Y=y, + (0.D2xpy0) = 1 + (0.1)2(1)(1) = 1.2

Se usa este ultimo valoren (3) juntoconx, =1 +h=1+0.1 = 1.1:

2D + 200D

2x0yo + 2x )7 — 1400

= + (0.1
yi = yo + (0.1) 2 2

En las tablas 9.3 y 9.4, se presentan los valores comparativos de los calculos para 7 =
0.1 y h = 0.05, respectivamente.

TABLA 9.4 Método de Euler mejorado con 2 = 0.05

Valor Valor % de error Valor Valor % de error
X, v, real absoluto relativo X, v, real absoluto relativo
1.00 1.0000 1.0000 0.0000 0.00 1.00 1.0000 1.0000 0.0000 0.00
1.10 1.2320 1.2337 0.0017 0.14 1.05 1.1077 1.1079 0.0002 0.02
1.20 1.5479 1.5527 0.0048 0.31 1.10 1.2332 1.2337 0.0004 0.04
1.30 1.9832 1.9937 0.0106 0.53 1.15 1.3798 1.3806 0.0008 0.06
1.40 2.5908 2.6117 0.0209 0.80 1.20 1.5514 1.5527 0.0013 0.08
1.50 3.4509 3.4904 0.0394 1.13 1.25 1.7531 1.7551 0.0020 0.11
1.30 1.9909 1.9937 0.0029 0.14
1.35 2.2721 2.2762 0.0041 0.18
1.40 2.6060 2.6117 0.0057 0.22
1.45 3.0038 3.0117 0.0079 0.26
1.50 3.4795 3.4904 0.0108 0.31

Aqui es importante hacer una advertencia. No se pueden calcular primero todos
los valores de y;f; y después sustituir sus valores en la férmula (3). En otras palabras,
no se pueden usar los datos de la tabla 9.1 para ayudar a construir los valores de la
tabla 9.3. ;{Por qué no?

ERRORES DE TRUNCAMIENTO PARA EL METODO DE EULER MEJORADO
El error de truncamiento local para el método de Euler mejorado es O(/%). La deduc-
cion de este resultado es similar a la deduccion del error de truncamiento local para el
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método de Euler. Puesto que el error de truncamiento para el método de Euler mejorado
es O(I?), el error de truncamiento global es O(h?). Esto se puede ver en el ejemplo 2;
cuando el tamafio de paso se reduce a la mitad de 4 = 0.1 a h = 0.05, el error abso-
Iuto en x = 1.50 se reduce de 0.0394 a 0.0108, una reduccién de aproximadamente

W1

EJERCICIOS 9.1

Las respuestas a los problemas seleccionados con niimero impar comienzan en la pdagina RES-15.

En los problemas I a 10, use el método de Euler mejorado
para obtener una aproximacion de cuatro decimales del valor
indicado. Primero use 7 = 0.1 y después & = 0.05.

I I R S

—
s

12.

13.

y =2x—3y+ 1,y(1)=5; y(.5)
Yy =4x—2y,y0) =2; y(0.5)

Y =1+y%y0)=0; y0.5)

Y =x2+y4y0) =1 y(0.5)

y' =7 y0)=0; ¥(0.5)

Yy =x+y%,y(0)=0; y(0.5)

Yy =x=y%y0) =05 y0.5)

Y =xy+ Vy,y(0) =15 y(0.5)
Y =xP =2 = 15 y()

.y =y —y4y(0)=0.5; y(0.5)

. Considere el problema con valores iniciales y’ = (x +y —

1), y(0) = 2. Use el método de Euler mejorado con h =
0.1 y o = 0.05 para obtener los valores aproximados de
la solucién en x = 0.5. En cada paso compare el valor
aproximado con el valor real de la solucién analitica.

Aunque podria no ser evidente de la ecuacidn diferencial,
su solucién podria tener “un mal comportamiento” cerca
de un punto x en el que se desea aproximar y(x). Los pro-
cedimientos numéricos podrian dar resultados bastante
distintos cerca de este punto. Sea y(x) la solucién del pro-
blema con valores iniciales y' = x*> + y3, y(1) = 1.

a) Use un programa de solucién numérica para trazar la
solucién en el intervalo [1, 1.4].

b) Con el tamafio de paso &2 = 0.1, compare los resul-
tados obtenidos con el método de Euler con los del
método de Euler mejorado en la aproximacién de
y(1.4).

Considere el problema con valores iniciales y' = 2y,

v(0) = 1. La solucién analitica es y = e*.

a) Aproxime y(0.1) con un paso y el método de Euler.

b) Determine un limite para el error de truncamiento

local en y,.
¢) Compare el error en y, con su limite de error.
d) Aproxime y(0.1) con dos pasos y el método de
Euler.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

e) Compruebe que el error de truncamiento global para
el método de Euler es O(h) al comparar los errores de
los incisos a) y d).

Repita el problema 13 con el método de Euler mejorado.
Su error de truncamiento global es O(h?).

Repita el problema 13 con el problema con valores inicia-
les y’ = x — 2y, y(0) = 1. La solucidn analitica es

y=1x—1+3e
Repita el problema 15 usando el método de Euler mejo-
rado. Su error de truncamiento global es O(4?).

Considere el problema con valores iniciales y’ = 2x — 3y
+ 1, y(1) = 5. La solucién analitica es

_ 1 2 38 —3(x—
y(x)—§+§x+3e 3 1).

a) Encuentre una férmula en la que intervengan ¢ y h
para el error de truncamiento local en el n-ésimo paso
si se usa el método de Euler.

b) Encuentre un limite para el error de truncamiento local

en cada paso si se usa & = 0.1 para aproximar y(1.5).

¢) Aproxime y(1.5) con 4 = 0.1 y 2 = 0.05 con el método
de Euler. Véase el problema 1 de los ejercicios 2.6.

d) Calcule los errores del inciso ¢) y compruebe que el
error de truncamiento global del método de Euler es

O(h).

Repita el problema 17 usando el método de Euler mejorado
que tiene un error de truncamiento global O(h?). Véase el
problema 1. Podria ser necesario conservar mas de cuatro
decimales para ver el efecto de reducir el orden del error.

Repita el problema 17 para el problema con valores iniciales
y" = e, y(0) = 0. La solucidn analitica es y(x) = In(x + 1).
Aproxime y(0.5). Véase el problema 5 en los ejercicios 2.6.

Repita el problema 19 con el método de Euler mejorado,
que tiene un error de truncamiento global O(h?). Véase el
problema 5. Podria ser necesario conservar mds de cuatro
decimales para ver el efecto de reducir el orden de error.

Problemas para analizar

21.

Conteste la pregunta “;Por qué no?” que sigue a los tres
enunciados después del ejemplo 2 de la pagina 343.
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9.2

METODOS DE RUNGE-KUTTA

REPASO DE MATERIAL

e Seccidén 2.8 (véase pagina 78).

INTRODUCCION  Probablemente uno de los procedimientos numéricos mds populares, asi como
mds preciso, usado para obtener soluciones aproximadas para un problema con valores iniciales y' =
fix, y), y(x,) =y, es el método de Runge-Kutta de cuarto orden. Como el nombre lo indica, existen
métodos de Runge-Kutta de diferentes 6rdenes.

METODOS DE RUNGE-KUTTA  En esencia, los métodos de Runge-Kutta son ge-
neralizaciones de la férmula bésica de Euler (1) de la seccion 9.1 en que la funcién
pendiente f'se reemplaza por un promedio ponderado de pendientes en el intervalo x,
=x=x_, . Esdecir,

promedio ponderado

A
yn+1 = yn + h (M’ylkl + "Vlkl + oot W",”]\',”). (1)
Aqui los pesos w,i=1, 2, ..., m, son constantes que generalmente satisfacen w, +
w,+ -+ w =1l ycadak,i=1,2,...,m,es lafuncion f evaluada en un punto

seleccionado (x, y) parael que x =x = x . Veremos que las k, se definen recursiva-
mente. El nimero m se llama el orden del método. Observe que al tomarm = 1, w, =
1yk, = f(x,y), se obtiene la conocida férmula de Eulery , =y + hf(x,y). Por
esta razon, se dice que el método de Euler es un método de Runge-Kutta de primer
orden.

El promedio en (1) no se forma a la fuerza, pero los pardmetros se eligen de modo
que (1) concuerda con un polinomio de Taylor de grado m. Como se vio en la seccién
anterior, si una funcidén y(x) tiene k + 1 derivadas que son continuas en un intervalo
abierto que contiene a a y a x, entonces se puede escribir

X—a (x — a)? k1

o Y@

N 0] &~ a)

y(x) = y(a) + y'(a) o SR

donde c es algtin niimero entre a y x. Si se reemplaza a por x y x por x
. . n n
entonces la férmula anterior se convierte en

=x +h

+1

2 k+1

h
YD) =y, + h) =y, + hy'(x,) + 21 Y, + e+ my(k“)(c),

donde ¢ es ahora algtin nimero entre x, y x . Cuando y(x) es una solucién de y’ =

f(x,y)enel caso k = 1y el residuo %hzy”(c) es pequefio, vemos que un polinomio de
Taylor y(x, , ) = y(x,) + hy'(x,) de grado uno concuerda con la férmula de aproxima-
cién del método de Euler

Yur1 = Yn + hy;‘l = n + hf(xn’ yn)

METODO DE RUNGE-KUTTA DE SEGUNDO ORDEN Para ilustrar més (1),
ahora se considera un procedimiento de Runge-Kutta de segundo orden. Este con-
siste en encontrar constantes o pardmetros w, w,, a 'y (8 tal que la férmula

Yur1 = Yo T hWik; + wrky), 2)
donde ki = (% ya)

k2 :f(xn + 0(/’1, Yn + Bhkl)’
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concuerda con un polinomio de Taylor de grado dos. Para nuestros objetivos es sufi-
ciente decir que esto se puede hacer siempre que las constantes satisfagan

1 1
W + Wy = 1, W = 5 y WZB - E (3)

Este es un sistema algebraico de tres ecuaciones con cuatro incognitas y tiene un nu-
mero infinito de soluciones:

w=l-w a=so oy B=s- @
donde w, # 0. Por ejemplo, la eleccion w, = % produce w; = %, a=1ypB=1ly,por
tanto (2) se convierte en
Ynr1 = Yn g(kl + k),
donde ki =f(y) Yy ke =flx, + hy, + hky).

Puestoquex +h=x , yy +hk =y + hf(x,y ) sereconoce al resultado anterior
como el método mejorado de Euler que se resume en (3) y (4) de la seccién 9.1.
En vista de que w, # 0 se puede elegir de modo arbitrario en (4), hay muchos posibles
métodos de Runge-Kutta de segundo orden. Véase el problema 2 en los ejercicios 9.2.
Se omite cualquier explicacién de los métodos de tercer orden para llegar al punto
principal de andlisis en esta seccion.

METODO DE RUNGE-KUTTA DE CUARTO ORDEN Un procedimiento de
Runge-Kutta de cuarto orden consiste en determinar pardmetros de modo que la
férmula

Vpr1 = Vo + hw ik + wok, + wiky + wyky), 5)
donde ki = f(Xu ya)
ky = f(x, + ajh,y, + B hk))
ky = f(x, + ayh,y, + Byhk, + B3hk,)
ky = f(x, + ash,y, + Bshk, + Bshk, + Bshks),

concuerda con un polinomio de Taylor de grado cuatro. Esto da como resultado un
sistema de 11 ecuaciones con 13 incdgnitas. El conjunto de valores usado con mads
frecuencia para los parametros produce el siguiente resultado:

/
Yut+1 = Yn + g(kl + Zkz + 2k3 + k4)’
0
kl - f (X/h Yn
ky = f(x” + iy, + %lzkl) (6)

by = o + U, + k)

k4 = .f(xrz + h’-\"” + /lk:;).

Mientras que las otras férmulas de cuarto orden se deducen con facilidad, el algoritmo
resumido en (6) que es muy usado y reconocido como una invaluable herramienta de
célculo, se denomina e/ método de Runge-Kutta de cuarto orden o método cldsico
de Runge-Kutta. De aqui en adelante, se debe considerar a (6), cuando se use la abre-
viatura método RK4.

Se le aconseja que tenga cuidado con las férmulas en (6); observe que k, depende
de k, k, depende de k, y k, depende de k,. También, k, y k, implican aproximaciones a

la pendiente en el punto medio x, + % h en el intervalo definido porx = x=x__ .



TABLA 9.5 Meétodo RK4 con i = 0.1

Valor Valor % de error
X, v, real absoluto relativo
1.00 1.0000 1.0000 0.0000 0.00
1.10 1.2337 1.2337 0.0000 0.00
1.20 1.5527 1.5527  0.0000 0.00
1.30 1.9937 1.9937 0.0000 0.00
1.40 2.6116 2.6117 0.0001 0.00
1.50 3.4902 3.4904 0.0001 0.00

TABLA 9.6 y' =2xy,y(1)=1
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I EJEMPLO 1T Msétodo RK4

Use el método RK4 con i = 0.1 para obtener una aproximacién a y(1.5) para la solu-
ciéon de y' = 2xy, y(1) = 1.

SOLUCION Para ejemplificar permitanos calcular el caso cuando n = 0. De (6) se
encuentra que

ky = f(x0, Yo) = 2xpy9 = 2
ky = flxo + 20.1), yo + 10.1)2)
=2(x + 10.))(y, + 1(02)) = 231
ks = flxo + 5(0.1), yo + 5(0.1)2.31)
=2(xo + 1(0.1))(yp + 1(0.231)) = 2.34255
ky = f(xo + (0.1), y, + (0.1)2.34255)
=2(x, + 0.1)(y, + 0.234255) = 2.715361

y por tanto

0.1
Y1 = Yo + ?(kl + Zkz + 2k3 + k4)

0.1
=1+ (2 +2(231) + 2(2.34255) + 2715361) = 123367435

Los célculos que restan se resumen en la tabla 9.5, cuyas entradas se redondean a
cuatro decimales. [ ]

Al examinar la tabla 9.5 se encuentra por qué el método de Runge-Kutta de cuarto
orden es popular. Si todo lo que se desea es una precision de cuatro decimales, es inne-
cesario usar un tamafio de paso mds pequefio. En la tabla 9.6 se comparan los resultados
de aplicar los métodos de Euler, de Euler mejorado y de Runge-Kutta de cuarto orden al
problema con valores iniciales y'= 2xy, y(1) = 1. (Véanse las tablas 9.1y 9.3.)

Comparacion de métodos numéricos con 2 = 0.1 Comparacion de métodos numéricos con 7 = 0.05
Euler Valor Euler Valor
X, Euler mejorado RK4 real X, Euler mejorado RK4 real
1.00 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.00 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000
1.10 1.2000 1.2320 1.2337 1.2337 1.05 1.1000 1.1077 1.1079 1.1079
1.20 1.4640 1.5479 1.5527 1.5527 1.10 1.2155 1.2332 1.2337 1.2337
1.30 1.8154 1.9832 1.9937 1.9937 1.15 1.3492 1.3798 1.3806 1.3806
1.40 2.2874 2.5908 2.6116 2.6117 1.20 1.5044 1.5514 1.5527 1.5527
1.50 2.9278 3.4509 3.4902 3.4904 1.25 1.6849 1.7531 1.7551 1.7551
1.30 1.8955 1.9909 1.9937 1.9937
1.35 2.1419 22721 2.2762 2.2762
1.40 24311 2.6060 2.6117 2.6117
1.45 27714 3.0038 3.0117 3.0117
1.50 3.1733 3.4795 3.4903 3.4904

ERRORES DE TRUNCAMIENTO PARA EL METODO RK4 En la seccién 9.1
vimos que los errores de truncamiento globales para el método de Euler y el método de
Euler mejorado son, respectivamente, O(h) y O(h?). Debido a que la primera ecuacién
en (6) concuerda con un polinomio de Taylor de cuarto grado, el error de truncamiento
global para este método es y*(c) 1°/5! 0 O(I°), y asi el error de truncamiento global es
O(h*). Ahora es evidente por qué el método de Euler, el método de Euler mejorado y
(6) son métodos de primero, segundo y cuarto orden, respectivamente.
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TABLA 9.7 Método RK4

h  Aproximacién Error

0.1 3.49021064 1.32321089 X 10°*
0.05 3.49033382 9.13776090 X 10¢

I EJEMPLO 2 Limite para errores de truncamiento locales

Determine un limite para los errores de truncamiento local del método RK4 aplicado
ay =2xy,y1l) = 1.
SOLUCION Al calcular la quinta derivada de la solucién conocida y(x) = e" lse

obtiene
5

n . h
y®(c) T (120c + 160c® + 32¢%)ec ! o @)

Por lo que con ¢ = 1.5, (7) se obtiene un limite de 0.00028 en el error de truncamiento
local para cada uno de los cinco pasos cuando 2 = 0.1. Observe que en la tabla 9.5 el
error en y, es mucho menor que este limite.

En la tabla 9.7 se presentan las aproximaciones a la solucién del problema con
valores iniciales en x = 1.5 que se obtienen del método RK4. Al calcular el valor de la
solucién analitica en x = 1.5, se puede encontrar el error en estas aproximaciones.
Debido a que el método es tan preciso, se deben usar muchos decimales en la solucién
numérica para ver el efecto de reducir a la mitad el tamafio de paso. Observe que
cuando / se reduce a la mitad, de 2 = 0.1 a & = 0.05, el error se divide entre un factor
de aproximadamente 2* = 16, como se esperaba. [ ]

METODOS DE ADAPTACION  Se ha visto que la precision de un método numérico
para aproximar soluciones de ecuaciones diferenciales mejora al reducir el tamafio de paso
h. Por supuesto, esta mayor precision tiene usualmente un costo, en particular, incremento
en el tiempo de cdlculo y mayor posibilidad de error de redondeo. En general, en el intervalo
de aproximacién podria haber subintervalos donde un tamafio de paso relativamente grande
es suficiente y otros subintervalos donde se requiere un tamafio de paso mas pequefio para
mantener el error de truncamiento dentro del limite deseado. Los métodos numéricos en
los que se usa un tamaio de paso variable se llaman métodos de adaptacién. Una de las
rutinas mas populares de adaptacion es el método de Runge-Kutta-Fehlberg. Debido a
que Fehlberg empleé dos métodos de Runge-Kutta de 6rdenes distintos, uno de cuarto y
otro de quinto, este algoritmo suele denotarse como método RKF45.”

“El método de Runga-Kutta de orden cuarto usado en RKF45 no es el mismo que se presenta en (6).

E] E RC I C | O S 9 . 2 Las respuestas a los problemas seleccionados con niimero impar comienzan en la pdgina RES-15.

1. Use el método RK4 con & = 0.1 para aproximar y(0.5), 6
donde y(x) es la solucién del problema de valores ini- 7
ciales y' = (x + y — 1)%, y(0) = 2. Compare este valor
aproximado con el valor real obtenido en el problema 11 8.

9

de los ejercicios 9.1.

2. Supongaque w, = % en (4). Use el método de Runge-Kutta
de segundo orden resultante para aproximar y(0.5), donde

"=+ yhy(0) =15 y(0.5)
"=e7,y(0)=0; y(0.5)
"=x+y%,y0) =0; y(0.5)

"= = ¥4 y(0) =055 ¥(0.5)
"=xy+ Vy,y0) =1; y(0.5)

- = = = =
Il

10.

y(x) es la solucién del problema con valores iniciales en el 11. y = xy* — X, y(I) =1; y(1.5)
problema 1. Compare este valor aproximado con el valor , ) X
obtenido en el problema 11 en los ejercicios 9.1. 2.y =y =y5y(0) =05 y(0.5)

En los problemas 3 a 12, use el método RK4 con /2 = 0.1 para ob-
tener una aproximacién de cuatro decimales del valor indicado.

3.y =2x—-3y+ Ly(l) =5, y(.5)

4. v =4x — 2y, y(0) =2; y(0.5)
5.y =1+y%y0)=0; »0.5)

13. Si la resistencia del aire es proporcional al cuadrado de la
velocidad instantdnea, entonces la velocidad v de una masa
m que se deja caer desde cierta altura se determina de

— = - k2, k> 0.
ma’t mg 1%

Seav(0) = 0,k = 0.125, m = 5 slugs y g = 32 pies/s



14.

a) Use el método RK4 con 2 = 1 para aproximar la ve-
locidad v(5).

b) Utilice un programa de solucién numérica para trazar
la gréfica solucién del PVI en el intervalo [0, 6].

¢) Utilice la separacion de variables para resolver el PVI
y luego determine el valor real v(5).

Un modelo matematico para el drea A (en cm?) que ocupa
una colonia de bacterias (B. dendroides) esta dada por

dA
m = A(2.128 — 0.0432A).*

Suponga que el drea inicial es 0.24 cm?.

a) Use el método RK4 con & = 0.5 para completar la
siguiente tabla:

t (dias) 1 2 3 4 5

A (observado) 278 13.53 3630 4750 49.40

A (aproximado)

15.

16.

17.

b) Use un programa de soluciéon numérica para trazar la
grafica de solucién del problema con valores iniciales.
Calcule los valores A(1), A(2), A(3), A(4) y A(5) de
la gréfica.

¢) Use la separacién de variables para resolver el pro-
blema con valores iniciales y calcular los valores rea-
les A(), A(2), A(3), A(4) y A(S).

Considere el problema con valores iniciales y’ = x> + y?,
y(1) = 1. Véase el problema 12 de los ejercicios 9.1.

a) Compare los resultados obtenidos de usar el método
RK4 en el intervalo [1, 1.4] con tamafios de paso h =
0.1y h =0.05.

b) Utilice un programa de solucién numérica para trazar
la gréfica solucidn del problema con valores iniciales
en el intervalo [1, 1.4].

Considere el problema con valores iniciales y' = 2y,
y(0) = 1. La solucién analitica es y(x) = e*.
a) Aproxime y(0.1) con un paso y el método RK4.

b) Determine un limite para el error de truncamiento
localeny,.

¢) Compare €l error en y, con el limite de error.
d) Aproxime y(0.1) con dos pasos y el método RK4.

e) Compruebe que el error global de truncamiento para
el método RK4 es O(h*) comparando los errores en
los incisos a) y d).

Repita el problema 16 con el problema con valores inicia-
lesy’ = —2y + x, y(0) = 1. La solucién analitica es

1 1 5 —
Y(X)ZEX_Z‘F;@ 2x,

*Véase V. A. Kostitzin, Mathematical Biology (Londond: Harrap, 1939).

18.

19.
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Considere el problema con valores iniciales y’ = 2x — 3y
+ 1, y(I) = 5. La solucién analitica es

y(x) = % + %x + % e 306D,

a) Encuentre una férmula en la que intervengan c y h
para el error de truncamiento local en el n-ésimo paso
si se emplea el método RK4.

b) Calcule un limite para el error de truncamiento local en
cada paso si se emplea 2 = 0.1 para aproximar y(1.5).

¢) Aproxime y(1.5) con el método RK4 conh =0.1yh
= 0.05. Véase el problema 3. Serd necesario conside-
rar mds de seis cifras para ver el efecto de reducir el
tamafio de paso.

Repita el problema 18 para el problema con valores ini-
ciales y' = e7*, y(0) = 0. La solucién analitica es y(x) =
In(x + 1). Aproxime y(0.5). Véase el problema 7.

Problemas para analizar

20. Se utiliza una cuenta del numero de evaluaciones de la

funcién usada para resolver el problema con valores ini-
ciales y’ = flx, y), y(x,) = y, como medida de la compleji-
dad de un método numérico. Determine el nimero de eva-
luaciones de frequeridas para cada paso de los métodos de
Euler, de Euler mejorado y RK4. Considerando algunos
ejemplos, compare la precision de estos métodos cuando
se usa con complejidades computacionales comparables.

Tarea para el laboratorio de computacién

21. El método RK4 para resolver un problema con valores ini-

ciales en un intervalo [a, b] da como resultado un conjunto
finito de puntos que se supone aproximan puntos en la grafica
de la solucién exacta. Para ampliar este conjunto de puntos
discretos a una solucién aproximada definida en los puntos
en el intervalo [a, b], se puede usar una funcién de interpo-
lacion. Esta es una funcién incluida en la mayor parte de los
sistemas de dlgebra computarizados, que concuerda de modo
exacto con los datos y asume una transicién uniforme entre
puntos. Estas funciones de interpolacién pueden ser polino-
mios o conjuntos de polinomios que se unen suavemente.
En Mathematica el comando y = Interpolation[data] se
usa para obtener una funcién de interpolacién por los puntos
data = {{x, y,}. {x,y,},.... {X,y,}}. La funcién de
interpolacion y[x] se puede tratar ahora como cualquier otra
funcién integrada en el sistema algebraico computarizado.

a) Encuentre la solucién analitica del problema con va-
lores iniciales y’ = —y + 10 sen 3x; y(0) = O en el
intervalo [0, 2]. Trace la gréafica de esta solucién y
determine sus raices positivas.

b) Use el método RK4 con 4 = 0.1 para aproximar una
solucién del problema con valores iniciales del inciso
a). Obtenga una funcién de interpolacion y trace la
gréafica. Encuentre las raices positivas de la funcién
de interpolacién del intervalo [0, 2].
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Problema aportado

22,

Layachi Hadji
Profesor Asociado del
Departamento de Matematicas de

Un enfoque energetlco a la Universidad de Alabama.

los sistemas resorte/masa
Considere un sistema que
consiste en una masa M conectada a un resorte de cons-
tante eldstica k. Despreciamos todos los efectos debidos a
la friccién, suponemos que una fuerza constante F actia
sobre la masa. Si el resorte se estira una cantidad x(z), en-
tonces la energia eldstica del resorte es E,; = 1x>. Esta

energia eldstica se puede convertir a energia cinética

E., = yM(dx/dt)*. La energia potencial es E,, = Fx. El
principio de la conservacion de la energia implica que £,
+E + Ep,,, = constante, en particular,

lM<@>2+lk 2+ Fx=C
2 Nar) 2T
donde C es una constante que denota la energia total en el
sistema. Véase la figura 9.2.2.

a) Considere el caso de movimiento libre, es decir, haga
F = 0. Muestre que el movimiento del sistema re-
sorte/masa, para el cual la posicién inicial de la masa
es x = 0 estd descrito por el siguiente problema con
valores iniciales (PVI) de primer orden:

d 2
(d_);> + > =C, x(0) =0,
donde w = Vk/M.

b) Si se toma la constante del inciso a) igual a C = 1,
demuestre que si se considera la raiz cuadrada posi-
tiva, el PVI se reduce a

d—y:w\/l—y27 y(0) =0, ®)

dt

donde y = wx.

¢)

d)

e)

g)

h)

Resuelva el PVI del inciso b) usando cualquier mé-
todo de Euler o el método RK4. Use los valores nu-
méricos M = 3 kg para la masa y k = 48 N/m para la
constante del resorte.

Observe que no importa qué tan pequeiio haga su ta-
mafio de paso £, 1a solucién empieza en el punto (0, 0) y
aumenta casi linealmente a la solucién constante (x, 1).
Demuestre que la solucién numérica estd descrita por

sent, si0=1t= /8,
@) = .
1, sit > /8.

(Esta solucién describe en forma real el movimiento
de la masa?

La ecuacién diferencial (8) es separable. Separe las
variables e integre para obtener una solucién anali-
tica. ¢La solucién analitica describe en forma real el
movimiento del resorte?

Esta es otra forma de modelar el problema numéri-
camente. Derivando ambos lados de (8) respecto a t,
demuestre que se obtiene el PVI de segundo orden
con coeficientes constantes

d2
d—tf +wy =0, y0)=0, y(0) = 1.
Resuelva el PVI en el inciso f) numéricamente usando

el método RK4 y compare con la solucién analitica.

Repita el andlisis anterior para el caso de movimiento
forzado. Tome F = 10 N.

FIGURA 9.2.2 Sistema resorte/masa.

9.3

METODOS MULTIPASOS

REPASO DE MATERIAL
e Secciones 9.1 y9.2.

uno de estos métodos.

INTRODUCCION  Los métodos de Euler, de Euler mejorado y de Runge-Kutta son ejemplos de
métodos de un sélo paso o de inicio. En estos métodos cada valor sucesivo y, . | se calcula sélo con
base en la informacién acerca del valor precedente inmediato y . Por otro lado, los métodos multipa-
$0s o continuos usan los valores de los diferentes pasos calculados para obtener el valorde y . Hay
un gran nimero de férmulas de métodos multipasos para aproximar soluciones de ED, pero como no
se tiene la intencion de estudiar el extenso campo de procedimientos numéricos, sélo consideraremos
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METODO DE ADAMS-BASHFORTH-MOULTON  EI método multipasos que se
analiza en esta seccion se llama método de Adams-Bashforth-Moulton de cuarto
orden. Al igual que el método de Euler mejorado es un método de prediccién-correc-
cioén, es decir, se emplea una férmula para predecir un valor y* , |, que a su vez se usa
para obtener un valor corregido y .. La prediccion en este método es la formula de
Adams-Bashforth

h
Vi = Y 21 (55y;, = 59y,—1 + 37y, — 9y,-3), (1

\;r = .[(X”, yn)
.y/,v*l = .[(xn* 15> Yn—1 )
.y/,r*Z = ./‘('YN*Z’ _".71*2)

.\'.1,7*3 = ./‘(xn*?w _".71*3)
para n = 3. Después se sustituye el valor de y*%., en la correccién de
Adams-Moulton

]/l ! !
Yn+1 = Yn + ﬁ(g.yr/ﬁrl + 19‘:1 - 5})1*1 + }‘//172) (2)
)'1/1+ 1= f(XuA 1> )ﬁ‘l )

Observe que la formula (1) requiere conocer los valores de y, y,, ¥, y y, para obtener
Y, Por supuesto, el valor de y, es la condicion inicial dada. El error de truncamiento
local del método de Adams-Bashforth-Moulton es O(/’), los valores de y,, y, y y, se
calculan generalmente con un método con la misma propiedad de error, tal como el
método de Runge-Kutta de cuarto orden.

I EJEMPLO T Método de Adams-Bashforth-Moulton

Use el método de Adams-Bashforth-Moulton con 2 = (.2 para obtener una aproxi-
macioén a y(0.8) para la solucién de

y=x+y—1, y0) =1
SOLUCION  Con un tamafio de paso de 4 = 0.2, y(0.8) se aproxima por ¥, En princi-

pio se emplea el método RK4 con x, = 0, y, = 1y & = 0.2 para obtener
v = 1.02140000, vy, = 1.09181796, y3 = 1.22210646.

Ahora con las identificaciones X, = 0,x, =02, x

— 1, encontramos
Yo = f(x:y0) =(0) + (1) =1 =0
v = f(x;, y) = (0.2) + (1.02140000) — 1 = 0.22140000
y5 = f(x5, y,) = (0.4) + (1.09181796) — 1 = 0.49181796
v = f(x3, y3) = (0.6) + (1.22210646) — 1 = 0.82210646.

=04, x,=06yf(x,y)=x+y

1 2

Con los valores anteriores entonces la prediccion (1) es

0.2
vi =y, + a(SSyg — 59y5 + 37y1 — 9y,) =1.42535975.
Para usar la correccién (2), primero se necesita

Vi =f(x, y%) = 0.8 + 142535975 — 1 = 1.22535975.
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Por 1ltimo, usando (2) se obtiene
02 ’ ’ ’ !
V4= y; + §(9y4 + 19y; — Sy, + y)) = 1.42552788. [ |

Se debe comprobar que el valor real de y(0.8) en el ejemplo 1 es y(0.8) =
1.42554093. Véase el problema 1 en los ejercicios 9.3.

ESTABILIDAD DE LOS METODOS NUMERICOS  Una consideracién importante
al usar métodos numéricos para aproximar la solucién de un problema con valores
iniciales es la estabilidad del método. En términos simples, un método numérico es
estable si cambios pequefios en la condicién inicial dan como resultado sélo cambios
pequeios en la solucién calculada. Se dice que un método numérico es inestable si no
es estable. La razén por la cual las consideraciones de estabilidad son importantes es
que en cada paso después del primero de una técnica numérica esencialmente se em-
pieza otra vez con un nuevo problema con valores iniciales, donde la condicién inicial
es el valor solucién aproximado calculado en el paso anterior. Debido a la presencia
del error de redondeo, es casi seguro que este valor varie al menos un poco respecto al
valor verdadero de la solucién. Ademas del error de redondeo, otra fuente comun de
error ocurre en la condicién inicial; en aplicaciones fisicas los datos con frecuencia se
obtienen con mediciones imprecisas.

Un posible método para detectar inestabilidad en la solucién numérica de un pro-
blema con valores iniciales especifico es comparar las soluciones aproximadas ob-
tenidas cuando se emplean tamaifios de paso reducidos. Si el método es inestable, el
error puede aumentar en realidad con tamafios de paso mas pequefios. Otra forma de
comprobar la inestabilidad, es observar lo que sucede con las soluciones cuando se
perturba un poco la condicién inicial (por ejemplo, cambiar y(0) = 1 a y(0) = 0.999).

Para un estudio mds detallado y preciso de la estabilidad, consulte un libro de
andlisis numérico. En general, los métodos examinados en este capitulo tienen buenas
caracteristicas de estabilidad.

VENTAJAS Y DESVENTAJAS DE LOS METODOS MULTIPASOS Intervienen
muchas consideraciones en la eleccién de un método para resolver de forma numérica
una ecuacion diferencial. Los métodos de un sélo paso, en particular el RK4, se eligen
debido a su precision y al hecho de que son féciles de programar. Sin embargo, una
desventaja importante es que el lado derecho de la ecuacidn diferencial se debe evaluar
muchas veces en cada paso. Por ejemplo, el método RK4 requiere cuatro evaluaciones
de funcién para cada paso. Por otro lado, si se han calculado y almacenado las eva-
luaciones de funcién del paso anterior, un método multipasos requiere sélo una nueva
evaluacién de funcién para cada paso. Esto puede originar grandes ahorros de tiempo
y reducir costos.

Como ejemplo, resolver en forma numéricay’ = f(x, y), y(x,) = y, usando n pasos
con el método de Runge-Kutta de cuarto orden requiere 4n evaluaciones de la funcién.
El método multipasos de Adams-Bashforth requiere 16 evaluaciones de la funcién
para el iniciador de cuarto orden de Runge-Kutta y n — 4 para los n pasos de Adams-
Bashforth, lo que da un total de n + 12 evaluaciones de la funcién para este método.
En general, el método multipasos de Adams-Bashforth requiere poco mds de un cuarto
del nimero de evaluaciones de funcidn necesarias para el método RK4. Si se complica
la evaluacion de f(x, y), el método multipasos serd mds eficaz.

Otro asunto relacionado con los métodos multipasos es cudntas veces se debe re-
petir en cada paso la férmula de correccidon de Adams-Moulton. Cada vez que se usa la
correccion, se hace otra evaluacién de la funcién y por tanto se incrementa la precision
a expensas de perder una ventaja del método multipasos. En la practica, la correccién se
calcula una vez y si se cambia el valor de y _ | por una cantidad grande, se reinicia todo
el problema con un tamaiio de paso mds pequefio. Esta es con frecuencia la base de los
métodos de tamaiio de paso variable, cuyo andlisis esta fuera del alcance de este libro.
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E] E RC I C I O S 9 . 3 Las respuestas a los problemas seleccionados con niimero impar comienzan en la pdgina RES-16.

1. Determine la solucién analitica del problema con valores ini- En los problemas 5 a 8, use el método de Adams-Bashforth-
ciales del problema 1. Compare los valores reales de y(0.2), Moulton para aproximar y(1.0), donde y(x) es la solucién del
¥(0.4), ¥(0.6) y y(0.8) con las aproximaciones y,, y,, ¥, ¥ y,- problema con valores iniciales dado. Primero use 7 = 0.2 y

2. Escriba un programa de computadora para ejecutar el mé-

después use 1 = 0.1. Use el método RK4 para calcular y , y,

todo de Adams-Bashforth-Moulton. MRES

En los problemas 3 y 4 use el método Adams-Bashforth-Moul- 5.y =1+y%, y0)=0
ton para aproximar y(0.8), donde y(x) es la solucién del problema ,
con valores iniciales dado. Use & = 0.2 y el método RK4 para 6. y'=y+tcosx, y0)=1

calculary, y, y y,.
3.y =2x—-3y+1, y0=1

7.y =@x—y?2% y0)=0

8. Yy =xy+Vy, y0) =1

4. v =4x — 2y, y0)=2

9.4

ECUACIONES Y SISTEMAS DE ORDEN SUPERIOR

REPASO DE MATERIAL
e Seccién 1.1 (forma normal de una ED de segundo orden)

e Seccién 4.9 (ED de segundo orden escrita como un sistema de ED de primer orden)

INTRODUCCION  Hasta ahora, nos hemos concentrado en técnicas numéricas que se pueden usar para
aproximar la solucién de un problema con valores iniciales de primer orden y' = f(x, y), y(x) = y,.
Para aproximar la solucién de un problema con valores iniciales de segundo orden, se debe expresar una ED
de segundo orden como un sistema de dos ED de primer orden. Para hacer esto, se empieza por escribir la
ED de segundo orden en forma normal al despejar y” en términos de x, yy y'.

PVI DE SEGUNDO ORDEN Un problema con valores iniciales de segundo orden

V' =100y, y(xo) = vo, Y (xg) = ug (D

se puede expresar como un problema con valores iniciales para un sistema de ecuacio-
nes diferenciales de primer orden. Siy" = u, la ecuacién diferencial en (1) se convierte
en el sistema

!

y =u
u' = fx,y, u).
Puesto que y'(x) = u(x,), las condiciones iniciales correspondientes para (2) son
y(x)) = ¥y, u(x,) = u,. El sistema (2) se puede resolver de forma numérica mediante la

simple aplicacién de un método numérico a cada ecuacién diferencial de primer orden
en el sistema. Por ejemplo, el método de Euler aplicado al sistema (2) seria

@

Yn+1 = Yn + h”n (3)
Uy — Uy + hf(xw Yns Ll”),
mientras que el método de Runge-Kutta de cuarto orden o método RK4, seria
h
Vpr1 = Vo T+ 8(’"1 + 2my, + 2my + my)
“4)

Uy

/
L=, + é(kl + 2%y + 2k + k)
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Método de Euler

Método RK4
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a) Método de Euler (roja) y
método RK4 (azul)
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b) Método RK4
FIGURA 9.4.1 Curvas solucién

numérica generadas con diferentes
métodos.

X

donde m; = u, ky = f(x,, v, u,)
m, = u, + %hk, ky :f(x,, + %h, v, t %hm,, u, + %hkl>
msy = u, + %hk2 ky = f(x,, + %h, v, t %hmz, u, + %hkz>
my = u, + hk; ks = f(x, + h,y, + hms, u, + hk;).

En general, se puede expresar cada ecuacion diferencial de n-ésimo orden y™ =
fG,y, ', ...,y D) como un sistema de n ecuaciones diferenciales de primer orden
usando las sustituciones y = u, y" = u,,y" = u,, ..., y" "V =u".

I EJEMPLO 1T Método de Euler

Use el método de Euler para obtener el valor aproximado de y(0.2), donde y(x) es la
solucién del problema con valores iniciales

Y'txy +y=0 y0) =1y =2 )

SOLUCION  En términos de la sustitucién y’ = u, la ecuacién es equivalente para el
sistema

[ —

Y =u
u' = —xu — y.
Por lo que de (3) se obtiene
Va1 = Yo T hu,
Uiy = Uy, + h[=2x,u, = y,].
Usando el tamafio de pasoh = 0.1y Yy = 1, u, = 2, encontramos
yi=y t O0.Duy=1+(0.1)2 =12
uy + (0.1) [—xpuy — yol =2 + (0.D[—(0)2) — 1] =19
Yo =y + (0.Du; = 1.2 + (0.1)(1.9) = 1.39
u, = uy + O0.D[—xu; —y;1 =19 + (0.D[—(0.1)(1.9) — 1.2] = 1.761.

Uy

En otras palabras, y(0.2) = 1.39y y'(0.2) = 1.761. [ |

Con ayuda de la aplicacién para graficar de un programa de solucién numérica, en la
figura 9.4.1a se compara la curva solucién de (5) generada con el método de Euler (7 =
0.1) en el intervalo [0, 3] con la curva solucién generada con el método RK4 (2 = 0.1).
De la figura 9.4.1b parece que la solucién y(x) de (4) tiene la propiedad que y(x) — 0
conforme x — .

Si se desea, se puede usar el método de la seccion 6.1 para obtener dos soluciones
en serie de potencias de la ecuacién diferencial en (5). Pero a menos que este método
revele que la ED tiene una solucién elemental, atn se puede aproximar y(0.2) con una
suma parcial. Examinando nuevamente las soluciones en serie infinitas de la ecuacion
diferencial de Airy y" + xy = 0, vistas en la pdgina 226, no muestran el compor-
tamiento oscilatorio que las soluciones y (x) y y,(x) presentan en las gréficas de la fi-
gura 6.1.2. Esas graficas se obtuvieron con un programa de solucién numérica usando
el método RK4 con tamaiio de paso de & = 0.1.

SISTEMAS REDUCIDOS A SISTEMAS DE PRIMER ORDEN  Usando un procedi-
miento similar al que se acaba de describir para ecuaciones de segundo orden, se reduce un
sistema de ecuaciones diferenciales de orden superior a un sistema de ecuaciones de primer
orden, determinando primero la derivada de orden superior de cada variable dependiente y
después haciendo las sustituciones apropiadas para las derivadas de orden menor.



9.4 ECUACIONES Y SISTEMAS DE ORDEN SUPERIOR ° 355

I EJEMPLO 2 Unsistema reescrito como un sistema de primer orden

Escriba X" =x" +5x+2y"=¢'

—2x +y"+2y =73

como un sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden.

SOLUCION  Escriba el sistema como
X"+ 2y"=¢€ — 5x + X'
y' =32+ 2x — 2y
y después elimine y” multiplicando la segunda ecuacion por 2 y restando. Esto da
x"==9x + 4y +x' + ¢ — 6%

Puesto que la segunda ecuacién del sistema ya expresa la derivada de y de orden su-
perior en términos de las demds funciones, ahora se tiene la posibilidad de introducir
nuevas variables. Si se hace x’ = u'y y’ = v, las expresiones para x" y y” respectiva-
mente, se convierten en

W =x"=-9x+4y+u+e — 61
v =y" =2x — 2y + 3.
El sistema original se puede escribir en la forma

X =u
Yy =v

w=-9x+4y+u+e — 67~

vi=2x — 2y + 32 n

No siempre es posible realizar las reducciones que se muestran en el ejemplo 2.

SOLUCION NUMERICA DE UN SISTEMA La solucién de un sistema de la forma

dx,
E :fl(t7xl’x27 SRS 7xn)
dx,
E =f2(l‘,x1,x2, PN ,x,,)
dx,
7;’ =t XX, . . . LX)

se puede aproximar con una version del método de Euler, de Runge-Kutta o de Adams-
Bashforth-Moulton adaptada al sistema. Por ejemplo, el método RK4 aplicado al sis-
tema

x' = flt, x,y)
y' =gt xy) (6)
x(t) = X, y(t) = Yos

se parece a:
h
Xpe1 = X, + 6(1111 + 2my + 2my + my)

! 7
Yn+1 = Yn + Z(kl + ZkZ + 2k3 + k4)9
0
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TABLA9.8 h =02

donde
my = f([m Xns Yn kl - g(zm X .y/z)
— 7 1 1 1y _ 1 1 I
m, —f(l” +3hx, +5hm,y, +5 /1/\1) ky = g([,l +3hx, +3hm,y, + 5/1/(])
. 8
my = f(l” + %h, x, + %hmz, vy, + %/zkz) ky = g(l” + %/7, x, + %hmz, vy, + %h kz) ®)
my = f(t, + h,x, + hms,y, + hky) ky =g, + h,x, + hms,y, + hks).

;L , Yy
0.00 —1.0000 6.0000
0.20 9.2453 19.0683
0.40 46.0327 55.1203
0.60 158.9430 150.8192

TABLA9.9 /= 0.1

L , Yy
0.00 —1.0000 6.0000
0.10 2.3840 10.8883
0.20 9.3379 19.1332
0.30 22.5541 32.8539
0.40 46.5103 55.4420
0.50 88.5729 93.3006
0.60 160.7563 152.0025

I EJEMPLO 3 Msétodo RK4

Considere el problema con valores iniciales

x'=2x+ 4y

y' = —x+ 6y
x(0) = —1, y(0) = 6.

Use el método RK4 para aproximar x(0.6) y y(0.6). Compare los resultados para
h=02yh=0.1.

SOLUCION  Se muestran los cilculos de X,y y, con tamafio de paso & = 0.2. Con las
identificaciones f(z, x, y) = 2x + 4y, g(t, x, y) = —x + 6y, t,= 0, X, = —ly Yo = 6,
se ve de (8) que

my = f(ty, Xo, Yo) = f(0, —=1,6) = 2(—1) + 4(6) = 22

ky = g(ty, xo, yo) = (0, —1,6) = —1(=1) + 6(6) = 37

my = flto + Lh, xo + Lhmy, yo + Lhk)) = £(0.1,1.2,9.7) = 41.2

ky = gty + Yh,xo + Lhmy, yo + Lhk,) = (0.1,1.2,9.7) = 57

my = flto + 1, xo + Lhmy, yo + Lhky) = £(0.1,3.12, 11.7) = 53.04

ks = glto + 1h, xo + Lhmy, yo + 1hk,) = g(0.1,3.12, 11.7) = 67.08

my = f(ty + h, xo + hms, yo + hks) = £(0.2,9.608, 19.416) = 96.88

ky = g(ty + h,xy + hms, y, + hks) = (0.2,9.608, 19.416) = 106.888.
Por tanto de (7) se obtiene

0.2
X1 = Xy + ?(ml + 2m2 + 2m3 + m4)
0.2
=—1+ ?(22 + 2(41.2) + 2(53.04) + 96.88) = 9.2453
0.2
yi=Y t ?(kl + 2ky + 2ks + ky)

0.2
= 6+~ (37 + 2(57) + 2(67.08) + 106.888) = 19.0683,



FIGURA 9.4.2 Curvas solucién
numérica para el PVI del ejemplo 3.
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donde, como es usual, los valores calculados de x, y y, estdn redondeados a cuatro lu-
gares decimales. Estos nimeros nos dan la aproximacion x, = x(0.2) y y, = y(0.2). Los
valores subsecuentes, obtenidos con la ayuda de una computadora, se resumen en las
tablas 9.8 y 9.9. |

Se debe comprobar que la solucién del problema con valores iniciales del ejemplo
3 estd dada por x(1) = (261 — 1)e*, y(r) = (131 + 6)e*. De estas ecuaciones vemos
que los valores reales x(0.6) = 160.9384 y y(0.6) = 152.1198 se comparan favora-
blemente con las entradas del dltimo renglén de la tabla 9.9. La gréfica de la solucién
en una vecindad de t = 0 que se muestra en la figura 9.4.2; la grafica se obtuvo de un
programa de solucién numérico usando el método RK4 con 7 = 0.1.

En conclusioén, establacemos el método de Euler para el sistema general (6):
Xnr1 = X + h_f(f”, Xns yn)

Yn+1 = Yn + hg(l‘n’ Xns Yn)-

E] E RC I C I O S 9 . 4 Las respuestas a los problemas seleccionados con niimero impar comienzan en la pdgina RES-16.

1. Use el método de Euler para aproximar y(0.2), donde y(x) donde i (0) = 0 ¢ i,(0) = 0. Use el método RK4 para
es la solucién del problema con valores iniciales aproximar i (f) e i,(f) en t = 0.1, 0.2, 0.3, 0.4 y 0.5. Use

y' =4y +4y =0, y0) = -2, y'(©0)=1.

h = 0.1. Mediante un programa de solucién numérica
obtenga la grifica de la solucién en el intervalo 0 = ¢ = 5.

Use h = 0.1. Encuentre la solucién analitica del problema Use las graficas para predecir el comportamiento de i ()
y compare el valor real de y(0.2) con y,- i,(¢) conforme ¢t — o,

2. Use el método de Euler para aproximar y(1.2), donde y(x)

es la solucién del problema con valores iniciales

2y —2xy' +2y=0, y(1) =4, yd)=09,

donde x > 0. Use h = 0.1. Encuentre la solucion analitica
del problema y compare el valor real de y(1.2) con y,.

En los problemas 3 y 4 repita el problema indicado con el mé-

FIGURA 9.4.3 Red del problema 6.

todo RK4. Primero utilice 7 = 0.2 y después & = 0.1.

3. Problema 1
4. Problema 2

En los problemas 7 a 12, use el método de Runge-Kutta para
aproximar x(0.2) y ¥(0.2). Primero use 27 = 0.2 y después h
= 0.1. Use un programa de solucién numéricay 2 = 0.1 para

5. Use el método RK4 para aproximar y(0.2), donde y(x) es trazar la gréifica de la solucién en una vecindad de ¢ = 0.
la solucién del problema con valores iniciales.

y"' =2y + 2y = e'cost,
Primero use 4 = 0.2 y después i = 0.1.

6. Cuando E = 100 V,R = 10 Q y L = 1 h, el sistema de

ecuaciones diferenciales para las corrientes i (¢) e i,(¢) en 9
la red eléctrica dada en la figura 9.4.3 es

di,
dt
di,

=2 = 10, — 20is,

dt

yO) =1, y'O) = 2. 7. X' =2x—y 8. x'=x+2y
vy =x y' =4x + 3y
x0)=6, y0)=2 x0)=1, y0) =1
. X' =—y+t 10. x'=6x+y+ 6¢
v =x—t y =4x+3y— 10t + 4

x(0)= -3, y0)=5 x(0) =0.5, y(0)=0.2

= —20i, + 10i; + 100

11. x' +4x—y' =Tt 12. x'+y'=4t
x'+y —2y=3t —x'+y +y=6r+10
x(0)=1, y0)=-2 x(0) =3, y0)=-1
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9.5

PROBLEMAS CON VALORES EN LA FRONTERA DE SEGUNDO ORDEN

REPASO DE MATERIAL
Seccion 4.1 (pagina 119)
Ejercicios 4.3 (Problemas 37-40)
Ejercicios 4.4 (Problemas 37-40)
Seccién 5.2

INTRODUCCION  En la secci6n 9.4 vimos c6mo aproximar la solucién de un problema con valores
iniciales de segundo orden

y”:f(x’y’y,)’ y('xo):y()? y,('xo):u()'
En esta seccidn se tratan dos métodos para encontrar una solucién aproximada de un problema con

valores en la frontera de segundo orden

Y =fxy,y), y@=a yb) =g

A diferencia del procedimiento utilizado en los problemas con valores iniciales de segundo orden, en
los métodos para los problemas con valores en la frontera de segundo orden no se requiere escribir la
ED de segundo orden como un sistema de ED de primer orden.

APROXIMACIONES POR DIFERENCIAS FINITAS El desarrollo en serie de
Taylor centrado en el punto a, de una funcién y(x) es

X —a L, (x—a)? e (x—a)?
o Py @T T Y@ T

y(x) = y(a) + y'(a) + o

Si se hace h = x — a, entonces el renglén anterior es igual a
! h ”n h2 ” h3
Y& =y@) +y@+y (a)5+y (a)§+ T

Para el andlisis posterior es conveniente volver a escribir la Gltima expresion en las dos
formas alternativas:

n? h?
yx+ h) =y +y'x)h+ y”(x)E + y’”(x)g + - (N
h? h3
y YO 1) = () = Y@h Y0 T =y @)

Si h es pequeiia, podemos despreciar los términos que implican a A, 2°, . . . puesto que
estos valores son despreciables. En realidad, si se ignoran todos los términos con A y
superiores, y resolviendo (1) y (2), respectivamente, para y’(x) se obtienen las aproxi-
maciones siguientes para la primera derivada:

1

y'x) = n [y(x + h) — y()] 3)
1

y'(x) = R D@ =y = h) “)

Restando (1) y (2) también se obtiene

1
[y + h) = y(x — h)]. ®)

y'(x) = 27
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Por otro lado, si se ignoran los términos con 4* y superiores, entonces al sumar (1) y
(2) se obtiene una aproximacion de la segunda derivada y"(x):

1
y'(x) = 2 @ ) = 2y() + y(x = h)]. 6)

Los lados derechos de (3), (4), (5) y (6) se llaman cocientes de diferencias. Las ex-
presiones

yx+h) -y, yx) —yx—h, yx+h —yx-—h),
y yx + h) —2yx) + y(x — h)

se llaman diferencias finitas. En particular, y(x + &) — y(x) recibe el nombre de dife-
rencia hacia adelante, y(x) — y(x — &) es una diferencia hacia atras y tanto y(x + h)
— y(x — h) como y(x + h) — 2y(x) + y(x — h) se llaman diferencias centrales. Los
resultados que se presentan en (5) y (6) se llaman aproximaciones por diferencias
centrales de las derivadas y' y y".

METODO DE DIFERENCIAS FINITAS Ahora considere un problema lineal con
valores en la frontera de segundo orden

y' 4+ Px)y + Qx)y = f(x), y(a) = a, y(b)=pB. @)

Supongaquea = x, <x, <x,<...<x | <x = brepresenta una particion regular
del intervalo [a, b], es decir, x, = a + ih,donde i = 0,1,2,...,nyh = (b — a)/n.
Los puntos

xy=a-+th, X, =a+2h,..., X,y =a+ (n— 1h

n

se llaman puntos de malla interiores del intervalo [a, b]. Si hacemos

Vi = yx), P; = P(x;), 0, =0x) y Ji =)

y siy”yy’ en (7) se reemplazan por las aproximaciones de diferencias centrales (5) y
(6), se obtiene

Yitr = 2¥i * yie Yit1 T Vi-1
+ P, + 0y = f;
h2 i 2h Qlyl f;
o después de simplificar
h ﬂ h o
1+ EP/' Yisr T (=2 + 0Dy, + |1 — EP/ Vi1 = I f. (8)

La ultima ecuacion se conoce como ecuacién de diferencias finitas y es una aproxi-
macion a la ecuacion diferencial. Permite aproximar la solucién y(x) de (7) en los
puntos de malla interiores x,, x,, . . . , X, _, del intervalo [a, b]. Si i toma los valores
1,2,...,n — len(8), se obtienen n — 1 ecuaciones con n — 1 incégnitas y,, y,, .. .,
y,_,- Considere que se conocen y, y y, porque son las condiciones prescritas en la
frontera y, = y(x,)) = y(a@) = ayy =y ) = y(b) = B.

En el ejemplo 1 se considera un problema con valores en la frontera para el que
se pueden comparar los valores aproximados con los valores reales de una solucién
explicita.

I EJEMPLO T Uso del método de diferencias finitas

Use la ecuacioén de diferencias (8) con n = 4 para aproximar la solucién del problema
con valores en la frontera y" — 4y = 0, y(0) = 0, y(1) = 5.
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SOLUCION Para usar (8), se identifica P(x) = 0, Q(x) = —4, fix)y = 0y
h=(1-0)/4= %. De donde la ecuacion de diferencia es

Yie1 — 225y + vy = 0. )

Ahora, los puntos interiores son X; = 0 + 1,x, = 0 + 3,x; = 0 + 3, por lo que para i
= 1,2y 3, laecuacion (9) genera el sistema siguiente para las correspondientes y , v, y y,

Vo — 225y, +y, =0
y3 — 225y, +y;, =0
vy — 2.25y; +y, = 0.
Con las condiciones en la frontera y, = 0y y, = 5 el sistema anterior se convierte en
—2.25y, + Yy, =0
y, — 225y, + y,=0
y, — 225y, = —5.

La solucién del sistema es y, = 0.7256, y, = 1.6327 y y, = 2.9479.

Abhora la solucién general de la ecuacion diferencial dada es y = ¢, cosh 2x + ¢,
senh 2x. La condicién y(0) = O significa que ¢, = 0. La otra condicién en la frontera
da c,. De este modo se ve que una solucién del problema con valores en la frontera es
y(x) = (5 senh 2x)/senh 2. Por tanto, los valores reales (redondeados a cuatro decima-
les) de esta solucion en los puntos interiores son los siguientes: y(0.25) = 0.7184,
¥(0.5) = 1.6201 y y(0.75) = 2.9354. ]

La precisién de las aproximaciones en el ejemplo 1 se puede mejorar usando un
valor mas pequefio de A. Por supuesto, usar un valor mas pequefio de 4 requiere resol-
ver un sistema mas grande de ecuaciones. Se deja como ejercicio demostrar que con
h = é, las aproximaciones a y(0.25), ¥(0.5) y y(0.75) son 0.7202, 1.6233 y 2.9386,
respectivamente. Véase el problema 11 en los ejercicios 9.5.

I EJEMPLO 2 Usando el método de diferencias finitas

Use la ecuacion diferencial (8) con n = 10 para aproximar la solucién de

y'+ 3y + 2y = 4x2, y(1) =1, y@2)=6.

SOLUCION En este caso se identifica P(x) = 3, Ox) =2,fx) =4x>yh = (2 —
1)/10 = 0.1, y asf (8) se convierte en

1.15y,., — 1.98y, + 0.85y,_, = 0.04x2. (10)

Abhora los puntos interiores son x, = 1.1, x, = 1.2, x, = 1.3, x, = 1.4, x, = 1.5, x, =
1.6,x, =17, x,=18yx, = 1.9.Parai = 1,2,...,9yy = 1,y , = 6, laecuacién
(10) da un sistema de nueve ecuaciones y nueve incognitas:

1.15y, — 1.98y, =—0.8016
1.15y; — 1.98y, + 0.85y, = 0.0576
115y, — 1.98y; + 0.85y, = 0.0676
1.15y5 — 1.98y, + 0.85y; = 0.0784
115y, — 1.98y5 + 0.85y, = 0.0900
1.15y, — 1.98y, + 0.85y5 = 0.1024
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1.15y5 — 1.98y, + 0.85y, = 0.1156
115y, — 1.98y, + 0.85y, = 0.1296
— 1.98y, + 0.85y5 = —6.7556.

Se puede resolver este grande sistema usando eliminacién de Gauss o, con relativa
facilidad, por medio de un sistema algebraico computarizado. El resultado que se en-
cuentra es y, = 2.4047, y, = 3.4432, y, = 4.2010, y, = 4.7469, y, = 5.1359, y, =
5.4124,y, = 5.6117,y, = 5.7620 y y, = 5.8855. ]

METODO DE TANTEOS Otro modo de aproximar una solucién de un problema
con valores en la frontera y” = fix, y, y'), y(a) = «a, y(b) = B se denomina método de
tanteos. El punto de partida de este método es reemplazar el problema con valores en
la frontera por un problema con valores iniciales

Y=y y), y@=a, yi(a) =m. (11
El nimero m, en (11) es simplemente una suposicién de la pendiente desconocida de
la curva solucién en el punto conocido (a, y(a)). Se puede aplicar entonces una de las
técnicas numéricas paso a paso a la ecuacién de segundo orden en (11) para encontrar
una aproximacion 3, del valor de y(b). Si 8, concuerda con el valor dado y(b) = B den-
tro de alguna tolerancia asignada antes, se detiene el cdlculo; de otro modo se repiten
los célculos, empezando con una suposicién distinta y'(a) = m, para obtener una se-
gunda aproximacion 3, para y(b). Se puede continuar con este método usando prueba
y error o las pendientes siguientes m,, m,, . . . se ajustan de alguna manera sistemdtica.
La interpolacién lineal proporciona, en especial, resultados satisfactorios cuando la
ecuacion diferencial en (11) es lineal. El procedimiento es similar al tiro al blanco (el
objetivo es elegir la pendiente inicial), se dispara hacia una objetivo ojo de buey y(b)
hasta que se acierta. Véase el problema 14 en los ejercicios 9.5.
Por supuesto, lo que subyace en el uso de estos métodos numéricos es la suposi-
cién de que existe una solucién para el problema con valores en la frontera, la que se
sabe, no esta siempre garantizada.

COMENTARIOS

El método de aproximacion con diferencias finitas se puede generalizar a proble-
mas con valores en la frontera en los que la primera derivada se especifica en una
frontera, por ejemplo, un problema del tipo y” = f(x, y, '), y'(@) = a, ¥(b) = B.
Véase el problema 13 de los ejercicios 9.5.

E] E R C I C I O S 9 . 5 Las respuestas a los problemas seleccionados con niimero impar comienzan en la pagina RES-16.

En los problemas 1 a 10 use el método de diferencias finitas y 8. x>y —xy'+y=Inx, y(1)=0,y2)=-2; n=238
el valor indicado de n para aproximar la solucién de los pro-

blemas con valores en la frontera.

y'+9 =0, y0)=4y2) =1
Y'=y=x% y(0)=0,y(1)=0;
y(©0)=0,y(1)=0; n=35
y' =10y +25y =1,
V' =4y + 4y = (x + 1)e*,

1.

A S

&

y'+ 2y +y=>5x,

y(0) =3, y(1) = 0;

Y+ 5y =4Vx, y()=1, yQ2)=-1; n=

n==~6

9. Y+ (1 —x)y +xy=x, y0)=0,y(1)=2; n=10
n=4 10. y"+xy'+y=x, yO)=1Ly(1)=0;, n=10
n=4 11. Resuelva de nuevo el ejemplo 1 usando n = 8.

12. El potencial electrostatico u entre dos esferas concéntri-

yO)=1Ly1)=0; n=35 cas de radio r = 1 y r = 4 se determina a partir de
du | 2du_ (1) = 50, u(4) = 100
— +=—=0, u(l) =50, u(4) = 100.
dr*  rdr

Use el método de esta seccién con n = 6 para aproximar

xy"+3xy" +3y=0, y(1)=5y2)=0; n=38 la solucién de este problema con valores en la frontera.
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Considere el problema con valores en la frontera y” + xy

=0,y'0)=1,y1) = —1.

a) Encuentre la ecuacion en diferencias correspondiente
a la ecuacion diferencial. Demuestre que para i = 0,
1,2,...,n — 1laecuacién en diferencias produce
nconn + 1. 1ncégp1tas Vo5 Vg Vo Vs o5 Y, - Aqui
Y_,¥ ¥, son incégnitas, puesto que y_, representa una
aproximacion a y al punto exterior x = —/h 'y y, no
estd especificada en x = 0.

b) Use la aproximacion de diferencias centrales (5) para

demostrar que y, — y_, = 2h. Utilice esta ecuacién
para eliminar y_, del sistema en €l inciso a).

¢) Usen = 5y el sistema de ecuaciones encontradas
en los incisos a) y b) para aproximar la solucién del
problema con valores en la frontera original.

Tarea para el laboratorio de computacién

14. Considere el problema con valores en la frontera y" = y’

—sen(xy), y(0) = 1, y(1) = 1.5. Use el método de tanteos
para aproximar la solucién de este problema. (La aproxi-
macion se puede obtener usando una técnica numérica,
digamos, el método RK4 con 4 = 0.1; o, atin mejor, si
tiene acceso a un SAC tal como Mathematica o Maple,
puede usar la funcién NDSolve).

REPASO DEL CAPITULO 9

Las respuestas a los problemas seleccionados con niimero impar
comienzan en la pagina RES-16.

En los problemas 1 a 4 construya una tabla para comparar
los valores indicados de y(x) mediante el método de Euler,
el método de Euler mejorado y el método RK4. Calcule re-
dondeando a cuatro cifras decimales. Primero use 7 = 0.1 y
después h = 0.05.

1.

Sy =yt

y' =2Inxy, y(l)=2;
y(1.1), y(1.2), y(1.3), y(1.4), y(1.5)

y' =senx?+ cosy?, y(0)=0;
¥(0.1), y(0.2), y(0.3), y(0.4), y(0.5)

y = Vx+y, y(0.5)=0.5;
v(0.6), y(0.7), y(0.8), ¥(0.9), y(1.0)

y() =1;
y(1.1), y(1.2), y(1.3), y(1.4), y(1.5)

Aplique el método de Euler para aproximar y(0.2), donde
y(x) es la solucién del problema con valores iniciales y”
- (2x + 1)y = 1, y(0) = 3, y'(0) = 1. Primero use un
paso con i = (.2 y después repita los cdlculos usando dos
pasos con i = 0.1.

. Utilice el método de Adams-Bashforth-Moulton para

aproximar y(0.4), donde y(x) es la solucién del problema
con valores iniciales y’ = 4x — 2y, y(0) = 2. Use h = 0.1
y el método de RK4 para calcular y , y,, y y,.

. Utilice el método de Euler para aproximar x(0.2) y y(0.2),

donde x(f), y(f) es la solucién del problema con valores
iniciales.

X' =x+y
y=x—y
x(0) =1, y(0) = 2.

. Use el método de las diferencias finitas con n = 10,

aproxime la solucién del problema con valores en la fron-
tera y" + 6.55(1 + x)y = 1, y(0) = 0, y(1) = 0.
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FUNCION GAMMA

La definicion integral de Euler de la funcion gamma es

I'x) = jll"e’ dt. (D
0

La convergencia de la integral requiere que x — 1 > —1 o x > 0. La relacién de
recurrencia

I'x+ 1) =xI'x), ()

como vimos en la seccién 6.3, se puede obtener de (1) al integrar por partes. Ahora
cuando x = 1,I°(1) = ﬁf e 'dt = 1, y por tanto de la ecuacién (2) da se obtiene

r@2) = 1rqa) =1
r@3)=2rQR)=2-1
F4) =3r3) =3-2-1

y asi sucesivamente. Asi de esta manera vemos que cuando 7 es un entero positivo,
I'(n + 1) = n!l. Por esto a la funciéon gamma se le llama con frecuencia funcion fac-
torial generalizada.

Aunque la forma integral (1) no converge cuando x < 0, se puede demostrar por
medio de definiciones alternativas, que la funcién gamma esta definida para todos
los niimeros reales y complejos, exceptox = —n,n =0, 1, 2, ... . Como una conse-

cuencia, la ecuacion (2) solo es valida para x # —n. La gréfica de I'(x), considerada
como una funcién de una variable real x, se presenta en la figura 1.1. Observe que los
enteros no positivos corresponden a las asintotas verticales de la grafica.

En los problemas 31 y 32 de los ejercicios 6.3 hemos usado el hecho de que
F(%) = /. Este resultado se puede deducir a partir de (1) y haciendo x = %:

r(l) = fo "2t ar, 3)

FIGURA 1.1 Gréfica de I'(x) para x
distinto de cero y que sea un entero no | . X
negativo. Cuando se hace t = u?, la ecuacidn (3) se puede escribir como F(E) =2 f o€ " du.

Pero [¢ e du = [; e dv, por lo que

(MO = (2 e au)(2[ ea) = o [ auan.

El cambiar a coordenadas polares, u = r cos 6, v = r sen 6 nos permite evaluar la

integral doble:
% (o w2 (o
4f j e dy dy = 4f f e " rdrdf=
0 Jo o Jo

r@Qf == o 1= v= (4)

Por tanto

APE-1
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I EJEMPLO 1  Valorde I'(-2)

Evaliie I‘(—%).

SOLUCION Usando las ecuaciones (2) y (4), con x = —%,

Por tanto

r(-) -

r(;) = =r(=3)

—2r(}) = -2V ]

EJERCICIOS PARA EL APENDICE I

Las respuestas a los problemas seleccionados con niimero
impar comienzan en la pdgina RES-29.

1. Evalude.
a) I'(5) b) I'(7)
o T( d I3

2. Utilice la ecuacién (1) y el hecho de que F(g) = 0.92 para
evaluar f e dx. [Sugerencia: Haga t = x°.]
0

3. Utilice la ecuacién (1) y el hecho de que F(%) = 0.89

—3
para evaluar | x*e ™ dx.
0

1 1 3
Evalde f X3 <ln —) dx [Sugerencia: Hagat = —In x.]
0 X

1

. Utilice el hecho de que I'(x) > f t*~le~"dt para demos-
0

trar que I'(x) no estd acotada cuando x — 0*.

Utilice (1) para deducir (2) cuando x > 0.
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MATRICES

I1.1 DEFINICIONES BASICAS Y TEORIA

| DEFINICION I1.1  Matriz

Una matriz A es cualquier arreglo rectangular de nimeros o funciones:

a  ap ap,
Ay Ay - - Ay

A=| - - (1)
Ay Ay App

Si una matriz tiene m renglones y n columnas, se dice que su tamafio es m por n
(se escribe como m X n). Una matriz n X n se llama matriz cuadrada de orden n.

El elemento, o entrada del i-ésimo renglén y la j-ésima columna de una matriz
A m X n se representa por a,. Una matriz A m X n se representa en la forma A =
(al.j)m ., 0 simplemente A = (aij). Una matriz 1 X 1 es s6lo una constante o funcion.

| DEFINICION 11.2 Igualdad de matrices

Dos matrices m X n A 'y B son iguales si a; = b,-,- paratodaiyj.

|DEFINICI6N 1.3 Matriz columna

Una matriz columna X es cualquier matriz que tenga n renglones y una
columna:

bll

b
X=]- :(bil)nxl-

Una matriz columna también se llama vector columna o simplemente vector.

DEFINICION 1.4 Muiltiplos de matrices

Un multiplo de una matriz A se define como

kall ka12 Ol kal,,
ka21 k1122 o kazn

kA = = (kaij)an’
Ky Kty - kdy,

donde & es una constante o una funcion.

APE-3
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APENDICE II

MATRICES

I EJEMPLO T Miiltiplos de matrices

2 -3 10 —15 1 e
a) 5|4 —-1|=(20 -5 b) e |—2]|=|-2¢
L6 1 30 4 4e' n

Observamos que para toda matriz A el producto kA es igual al producto Ak. Por

ejemplo,
2 2e73 2
-3t — — -3t
¢ (5) (5e3f> (5) ‘o

DEFINICION 1.5 Suma de matrices

La suma de dos matrices A y B m X n se define como la matriz

A+ B =(a;+ bipuxn

En otras palabras, cuando se suman dos matrices del mismo tamafio, se suman los
elementos correspondientes.

I EJEMPLO 2 Suma de matrices

2 -1 3 4 7 -8
Lasumade A=| 0 4 6y B= (9 3 S5|es
-6 10 -5 1 -1 2
2+4 —-1+7 3+ (-8) 6 6 -5
A+B=| 0+9 4 +3 6+5 = 9 7 11| ]
—-6+1 10+ (=1) —-5+2 -5 9 -3

I EJEMPLO 3 Una matriz escrita como una suma de matrices columna

312 — 2¢
Lamatriz sola | #> + 7t | se puede escribir como la suma de tres vectores columna:
5t
32 — 2¢ 3 0 —2é 3 0 =2
g+Te =2 |+ T+ 0 |=|1)2+ |7+ Ofe. ]
St 0 St 0 0 5 0

La diferencia de dos matrices m X n se define en la forma usual: A—-B = A +
(—B), donde -B = (—1)B.
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DEFINICION I1.6 Multiplicacién de matrices

Sea A una matriz con m renglones y n columnas y B una matriz con n renglo-
nes y p columnas. El producto AB se define como la matriz m X p

ay  dap blp
a1 axp by,
AB = *
) bnp
apby +apby + - - - +ayb, - - apby, +apby, + - - - +apb,
|a21b“ + aypby + - - -+ ayby, | . a21b1p + a22b2p A 0 0 o SF aannp
amlbll + am2b21 il |+ amnbnl - amlblp + am2b2p A amnbnp

= (E aikbkj)
k=1

mXp

Observe con cuidado en la definicion I1.6, que el producto AB = C estd definido
s6lo cuando el nimero de columnas en la matriz A es igual al nimero de renglones en
B. El tamaiio del producto se determina de

A, «,B C

mXn+nXp = mXp*
También, reconocera que los elementos en, digamos, el i-€simo renglén de la matriz
producto AB se forman aplicando la definicién en componentes del producto interior,

o punto, del i-ésimo renglén de A con cada una de las columnas de B.

I EJEMPLO 4 Multiplicacién de matrices

4 17 9 =2
A= B =
a) Para <3 5) y (6 8>’

AB_<4-9+7-6 4-(—2)+7-8>_<78 48)
3:945-6 3-(-2)+5-8 57 34)

5 8
b) Para A = | 1 y B=(_4 _3>,
20
2 7
5-(-4)+8-2 5-(=3)+8-0\ [—4 15
AB=[1-(-4+0-2 1-(-3)+0-0|=|-4 -3|
2o(-4)+7-2 2-(=3)+7-0 6 —6 -

En general, la multiplicacion de matrices no es conmutativa; es decir, AB # BA.
30 53
48 82
b) el producto BA no estd definido, porque en la definicién I1.6 se requiere que la
primera matriz, en este caso B, tenga el mismo niimero de columnas como renglones
tenga de la segunda.

Nos interesa en particular el producto de una matriz cuadrada por un vector co-
lumna.

Observe en el inciso a) del ejemplo 4, que BA = ( ), mientras que en el inciso
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MATRICES

I EJEMPLO 5 Multiplicacién de matrices

2 -1 3\[-3\ [2:¢-3H+(-1)-6+3-4 0
a) |0 4 5| 6|=[0-(-3+ 4-6+5-4|=|44
1 -7 9/\ 4/ \1-(=3)y+C7n-6+9-4/ \-9

b) (—4 2><x> _ (—4x + 2y> .
3 8/\y 3x + 8y

IDENTIDAD MULTIPLICATIVA Para un entero positivo n, la matrizn X n

100 -0
010 -0
1= :
000 -1

se llama matriz identidad multiplicativa. Por la definicién II.6, para toda matriz
An Xn.

Al =TA = A.

También se comprueba con facilidad que si X es una matriz columna n X 1, entonces
IX =X

MATRIZ CERO Una matriz formada s6lo por elementos cero se conoce como ma-
triz cero y se representa por 0. Por ejemplo,

o o0 o

y asi sucesivamente. Si A y 0 son matrices m X n, entonces

(=Rl e RN ]

A+0=0+A=A

LEY ASOCIATIVA  Aunque no lo demostraremos, la multiplicacion de matrices es aso-
ciativa. Si A es una matriz m X p, B una matriz p X ry C una matriz r X n, entonces

A(BC) = (AB)C

es una matriz m X n.

LEY DISTRIBUTIVA Si todos los productos estdn definidos, la multiplicacién es
distributiva respecto de la suma:

AB+C)=AB+AC vy (B + C)A = BA + CA.

DETERMINANTE DE UNA MATRIZ Asociado a toda matriz cuadrada A de cons-
tantes hay un nimero llamado determinante de la matriz, que se denota por det A.

I EJEMPLO 6 Determinante de una matriz cuadrada

3 6 2
Para A=| 2 5 1] desarrollamos det A por cofactores del primer rengl6n:
-1 2 4
3 6 2
A—251_351—621+225
2 4 -1 4 -1 2
-1 2 4

=320—-2)—6(8 + 1)+ 24 +5) =18. [
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Se puede demostrar que un determinante, det A se puede desarrollar por cofactores
usando cualquier renglén o cualquier columna. Si det A tiene un renglén (o una co-
lumna) con muchos elementos cero, el sentido comin aconseja desarrollar el determi-
nante por ese renglén (o columna).

DEFINICION I1.7 Transpuesta de una matriz

La transpuesta de la matriz (1) m X n es la matriz AT de n X m dada por

ay Ayt
AT A Ay - Uy
ay, dyy, - Ay

Es decir, los renglones de una matriz A se convierten en las columnas de su
transpuesta A

I EJEMPLO 7 Transpuesta de una matriz

3 6 2 32 -1
a) Latranspuestade A =| 2 5 1|esAT=|6 5 2.
-1 2 4 2 1 4
5
b) SiX =|0/, entonces X" = (5 0 3). [ |
3

DEFINICION I1.8 Inversa multiplicativa de una matriz

Sea A una matriz n X n. Si existe una matriz B n X n tal que
AB = BA =1,

en donde I es la identidad multiplicativa, se dice que B es la inversa multipli-
cativa de A y se denota por B = A",

DEFINICION I1.9 Matrices no singular/singular

Sea A una matriz n X n. Si det A # 0, entonces se dice que A es no singular.
Si det A = 0, entonces A es singular.

El siguiente teorema especifica una condicién necesaria y suficiente para que una
matriz cuadrada tenga inversa multiplicativa.

TEOREMA I1.1 La no singularidad implica que A tiene una inversa

Una matriz A n X n tiene una inversa multiplicativa A~! si y s6lo si A es no
singular.

El siguiente teorema describe un método para determinar la inversa multiplicativa
de una matriz no singular.
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TEOREMA I1.2 Una férmula para la inversa de una matriz

Sea A una matriz no singular n X n'y sea C,= (=D M, donde M, es el de-
terminante de la matriz de (n — 1) X (n — 1) obtenido al eliminar el i-ésimo
renglén y la j-ésima columna de A, entonces

1
Al = M (Cij)T. 2)

Cada CU en el teorema II.2, es simplemente el cofactor (el menor con signo) del ele-
mento a, en A. Observe que en la férmula (2) se utiliza la transpuesta.
Para futuras referencias observe que en el caso de una matriz no singular 2 X 2

ay Ay
A= (
Ay dn

2w Cp=7a,,C,=—a

que C,, =a y C,, = a,,. Por tanto

12°

Afl o 1 [25%) Clz[)’lv o 1 ( an (113> (3)
det A\—a,, ap det A \—a,, ay)

Para una matriz no singular 3 X 3

aypp dp  dap
A =lay axn axn)

az;  dzp A4z

_ |9 dp _ dy  dj3 _ |9 dx
Cll - > C12 - > C13 - >
dsz  ds; asz a4z asz  dz
y asi sucesivamente. Al realizar la transposicidn se obtiene
1 C‘] 1 CZI C}l
Al=——C C C 4)
12 22 32 )
det A
Cis Cpn Gy

I EJEMPLO 8 Inversa de una matriz 2 X 2

1 4
Encuentre la inversa multiplicativa de A = (2 10>'

SOLUCION Puesto que det A = 10 — 8 = 2 # 0, A es no singular. De acuerdo con
el teorema II.1, A~" existe. Utilizando la ecuacion (3) encontramos que

e -0 :
2\-2 1 -1 !

2 2
No toda matriz cuadrada tiene inversa multiplicativa. La matriz A = ( )
es singular, porque det A = 0. Por tanto, A™! no existe.

I EJEMPLO 9 Inversa de una matriz 3 X 3

2 20
Encuentre la inversa multiplicativade A = [ -2 1 1
3 01
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SOLUCION Puesto que det A = 12 # 0, la matriz dada es no singular. Los cofactores
correspondientes a los elementos de cada renglén de det A son

co=1" Y= ch=-2 Y=s Co=|2 =3
11 0 1 12 3 1 13 3 0
2 0 2 0 2 2
Cy = - = -2 Cy = =2 Cop = — -6
21 ‘0 1‘ 22 ‘3 1‘ 23 ‘3 0
=" % =2 Co=- 2 %=2 c,=| 2% =6
31 1 1 32 -] 1 33 ) 1 .
Utilizando la ecuacion (4) se tiene que
1 1 1
N I I
1471 = E 5 2 =2 = T% ? _§ .
-3 6 6 i 2 3
Le pedimos que compruebe que A™'A = AA™' =L ]

La férmula (2) presenta dificultades obvias cuando las matrices no singulares son
mayores de 3 X 3. Por ejemplo, para aplicarla a una matriz 4 X 4 necesitarfamos calcular
dieciséis determinantes 3 X 3. Para una matriz grande, hay métodos més eficientes para
calcular A~". El lector interesado puede consultar cualquier libro de dlgebra lineal.

Puesto que nuestra meta es aplicar el concepto de una matriz a sistemas de ecuacio-
nes diferenciales lineales de primer orden, necesitaremos las definiciones siguientes:

DEFINICION I1.10 Derivada de una matriz de funciones

SiA(r) = (a,-,-(t))m ., €8 una matriz cuyos elementos son funciones derivables en
un intervalo comun, entonces

dA (d >
— =\|—a; .
dt dt ), xn

| DEFINICION 1111 Integral de una matriz de funciones

SiA(r) = (aij(t))m », €8 una matriz cuyos elementos son funciones continuas en
un intervalo que contiene a ¢ y #,, entonces

ftA(s) ds = (J'taij(s) ds) .

Para derivar o integrar una matriz de funciones, sélo se deriva o integra cada uno
de sus elementos. La derivada de una matriz también se denota por A'(¢).

I EJEMPLO 10 Derivada/integral de una matriz

d
d—tsen 2t
sen 2t 2 cos 2t
Si X =| &' |, entonces X'(f) = d—te” =| 3&
8r— 1 8
i(St — 1)
dt

“Estrictamente hablando, un determinante es un nimero, pero a veces conviene manejarlo como si fuera

un arreglo.
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. fgsenZSds —%cos 2% + %
y JOX(S) ds = ftoe“ds = %631 _ % _ -
[o(8s — 1)ds 412 — ¢

1.2 ELIMINACION GAUSSIANA Y DE GAUSS-JORDAN

Las matrices son una ayuda insustituible para resolver sistemas algebraicos de n ecua-
ciones lineales con n incégnitas

apx, +apx, + -+ a,x, = b
Ay X, t apx, + + 0+ ayx, = b,

. ; 5)
anx; + apx, + -+ +a,x, = b,

Si A denota a la matriz de los coeficientes en (5), sabemos que es posible usar la regla de
Cramer para resolver el sistema, siempre que det A # O. Sin embargo, para seguir esa
regla se necesita realizar un gran trabajo si A es mayor de 3 X 3. El procedimiento que
describiremos a continuacion tiene la particular ventaja de no s6lo ser un método eficiente
para manejar sistemas grandes, sino también una forma de resolver sistemas consistentes
(5), en los que det A = 0y para resolver m ecuaciones lineales con 7 incognitas.

DEFINICION I1.12 Matriz aumentada

La matriz aumentada del sistema (5) es la matriz n X (n + 1)
ap ap - ay b
Gy Gy -+ Gy, |b
(2 % S bn
Si B es la matriz columna de las bl,, i=1,2,...,n,lamatriz aumentada de (5)

se denota por (A[B).

OPERACIONES ELEMENTALES DE RENGLON Recuerde de algebra que pode-
mos transformar un sistema algebraico de ecuaciones en un sistema equivalente (es
decir, un sistema que tenga la misma solucién) multiplicando una ecuacién por una
constante distinta de cero, intercambiando el orden de dos ecuaciones cualesquiera del
sistema y sumando un miltiplo constante de una ecuacién a otra. A estas operaciones,
sobre un sistema de ecuaciones, se les define como operaciones elementales de ren-
glon en una matriz aumentada:

i) Multiplicar un renglén por una constante distinta de cero.
ii)  Intercambiar dos renglones cualesquiera.

iii)  Sumar un multiplo constante, distinto de cero, de un renglén a cualquier
otro renglon.

METODOS DE ELIMINACION  Para resolver un sistema como el (5), con una matriz
aumentada, se emplea la eliminacion de Gauss o ¢l método de eliminacion de Gauss-
Jordan. En el primero de los métodos se realiza una secuencia de operaciones elementa-
les de rengldn hasta llegar a una matriz aumentada que tenga la forma renglén escalon.
i) El primer elemento distinto de cero en un renglén distinto de cero es 1.
ii)  Enlos renglones consecutivos distintos de cero el primer elemento 1, en el
renglén inferior, aparece a la derecha del primer 1 en el renglén superior.
iii)  Los renglones formados tinicamente con ceros estdn en la parte inferior de
la matriz.
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En el método de Gauss-Jordan se continda con las operaciones de renglén hasta obtener
una matriz aumentada que este en la forma escalonada reducida. Una matriz escalo-
nada reducida presenta las mismas tres propiedades de arriba, ademas de la siguiente:

iv) Una columna que contiene un primer elemento 1 tiene ceros en todos sus
demas lugares.

I EJEMPLO 11 Formas escalonada/escalonada reducida

a) Las matrices aumentadas

1 50 2

001 -6 22
0 10 _1y<000 01‘4)
00 0 0

estdn en su forma escalonada. Debe comprobar que se satisfacen los tres criterios.

b) Las matrices aumentadas

1 00 7

010 —1y<

11 4
00 0 0 000 O

001 —6 0 ‘ - 6)
estan en su forma escalonada reducida. Observe que los elementos restantes en las co-
lumnas contienen un 1 como entrada principal y que los elementos son igualesa 0. M

Observe en la eliminacién de Gauss que nos detenemos una vez obtenida una matriz
aumentada en su forma escalonada. En otras palabras, al usar operaciones consecutivas
de rengldn llegaremos a formas escalonadas distintas. Este método requiere entonces del
uso de sustitucion regresiva. En la eliminacion de Gauss-Jordan nos detenemos cuando
se ha llegado a la matriz aumentada en su forma escalonada reducida. Cualquier orden
de operaciones de renglén conduce a la misma matriz aumentada en su forma escalo-
nada reducida. Este método no necesita sustitucion regresiva; la solucién del sistema se
conocerd examinando la matriz final. En términos de las ecuaciones del sistema original,
nuestra meta con ambos métodos es simplemente hacer el coeficiente de x, en la primera
ecuacion” igual a 1 y después utilizar multiplos de esa ecuacién para eliminar x, de las
otras ecuaciones. El proceso se repite con las otras variables.

Para mantener el registro de las operaciones de renglén, que se llevaron a cabo en
una matriz aumentada, se utilizard la siguiente notacién:

Simbolo Significado

p Intercambio de los renglones i y j

CR, Multiplicacién del i-ésimo renglén por la constante ¢, distinta
de cero
cR, + R, Multiplicacién del i-ésimo renglén por ¢ y suma del

resultado al j-ésimo renglén

I EJEMPLO 12 Solucién por eliminacién

2x; + 6x, + x3 =7

Resuelva
x] + 2.X2 - X3 = _1

Sx; + 7Tx, —4x3;=9
utilizando a) eliminacién de Gauss y b) eliminacién de Gauss-Jordan.

“Siempre se pueden intercambiar ecuaciones de tal forma que la primera ecuacion contenga a la variable x,.
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R,

SOLUCION a) Usando operaciones de renglén en la matriz aumentada del sistema,
obtenemos

2 6 1| 7 1 2 =1 -1} 28+k (1 2 —1]|-1
T T B B e R TS B 2 [ IR T
5 7 —41 9 5 7 —41 9 0 -3 11 14
1 2 —1]-1 1 2 —-1] -1 ) I 2 —1|-1
0 1 : ; 3R, + R, 0 1 : ) iR, 0 1 : 5 |
0 -3 1114 oo Y1 2 0o 0 1 5
La tdltima matriz estd en la forma escalonada y representa al sistema
X+ 2x— x3=-1
9
X, + 5x3 = 5
X3 = 5.
Sustituyendo x, = 5 en la segunda ecuacion se obtiene x, = — 3. Sustituyendo ambos

valores en la primera ecuacion finalmente se obtiene x, = 10.

b) Comenzamos con la tltima de las matrices anteriores. Como los primeros elemen-
tos en el segundo y tercer renglones son 1, debemos hacer que los elementos restantes
en las columnas dos y tres sean iguales a 0:

12 -1l 10 —4(-10) &k [1 0 010
777 o 3 2

o1 3l loor 3] 3| o 10 -3)

00 1l s 00 1l 5 00 1/ 5

La dltima matriz ya se encuentra en su forma escalonada reducida. Debido al signifi-
cado de esta matriz, en términos de las ecuaciones que representa, se ve que la solu-
cion del sistema es x, =10,x, = =3,x, = 5. |

I EJEMPLO 13 Eliminacién de Gauss-Jordan

Resuelva x+ 3y —2z=-7
4x+ y+3z=5
2x — 5y + 7z = 19.

SOLUCION Resolveremos este sistema con la eliminacién Gauss-Jordan:

1 3 =2 =7\ 4R +R 1 3 =2| -7
—2R; + Ry
4 1 3 5| ——— |0 —11 11| 33
2 =5 7119 0 —11 111 33
*rj]Rz 1 3 =2 -7 3RTtER 1 0 1 1
—iikR; 0 1 —=11]-=3 —R, + R; 0 1 —1 -3
0 1 —-11-3 0 0 0 0

En este caso, la tltima matriz, en su forma escalonada reducida, implica que el sistema
original de tres ecuaciones con tres incognitas es equivalente, en realidad, a dos ecua-
ciones con tres incégnitas. Puesto que sélo z es comutn a ambas ecuaciones (los renglo-
nes distintos de cero), le podemos asignar valores arbitrarios. Si hacemos z = ¢, donde
t representa cualquier nimero real, veremos que el sistema tiene una cantidad infinita
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de soluciones: x =2 — 1,y = — 3 + ¢, z = t. Geométricamente, esas ecuaciones son
las ecuaciones paramétricas de la recta de interseccién de los planos x + 0y + z =2y
Ox+y—z=23. [ |

USO DE OPERACIONES DE RENGLON PARA ENCONTRAR UNA INVERSA
Debido a la cantidad de determinantes que hay que evaluar, casi no se usa la férmula
(2) del teorema I1.2 para determinar la inversa cuando la matriz A es grande. En el caso
de matrices de 3 X 3 o mayores, el método que se describe en el siguiente teorema es
particularmente eficiente para determinar A~

TEOREMA I1.3 Determinaciéon de A~! usando las operaciones elementales
de renglon

Si una matriz A n X n se puede transformar en la matriz identidad I n X n
con una secuencia de operaciones elementales de renglén, entonces A es no
singular. La misma secuencia de operaciones que transforma A en la identidad
I también transforma a I en A"

Es conveniente realizar estas operaciones de renglén en forma simultdnea en A
y en I, mediante una matriz n X 2n obtenida aumentando A con la identidad I, como
aqui se muestra:

all a12 .« .. aln 1 O .« .. ()

Gy @y - @y |l O -2 0
AlD= :

ay ap - a, 10 0 --- 1

En el diagrama siguiente se indica el procedimiento para encontrar A™!:

Realice las operaciones de renglon
en A hasta que obtenga I. Esto
significa que A es no singular.

(i]l I — TIA™H.

Simultdneamente aplique las
mismas operaciones sobre I,
para obtener A~ 1.

I EJEMPLO 14 Inversa por operaciones elementales de renglén

[\S]
o b=

0
Determine la inversa multiplicativade A = | =2 3
-5 5

SOLUCION Usaremos la misma notacién que cuando redujimos una matriz aumen-
tada a la forma escalonada:

2.0 1[1 0 0} | 10 30z 00 225k [1.0 3]3 0 0
23 4]0 1 o P23 4]0 1 0 50035011 0
-5 5 610 0 1 -5 5 610 0 1 05 Y13 01
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1o b5 00 10 3[; 00

sRs s |11 Ry + Ry 5111

— |0 1 5|35 5 O] ———=|0 1 5|3 3 0

0 1 3wl2 03 00 5ls =5 3

1 0 5[5 00 &*&R 1 00]-2 5 -3
30R; s . —3R;+ R,

— 1o 1 3|t Lol —""0010/-8 17 —10|

00 115 —10 6 00 1l 5 -10 6

Puesto que I se presenta a la izquierda de la recta vertical, concluimos que la matriz a
la derecha de la recta es

-2 5 -3
Al=|-8 17 —10).
5 —10 6 [ ]

Si la reduccidn de renglones (A|I) conduce a la situacién
Operaciones entre

(AlD) B[O,

renglones

donde la matriz B contiene un renglén de ceros, entonces A es necesariamente singu-
lar. Como una reduccién adicional de B siempre produce otra matriz con un renglén
de ceros, nunca se transformara A en L.

II.3 EL PROBLEMA DE EIGENVALORES

La eliminacion Gauss-Jordan se puede emplear para determinar los eigenvectores
(vectores propios) de una matriz cuadrada.

| DEFINICION I1.13 Eigenvalores y eigenvectores

Sea A una matriz n X n. Se dice que un nimero A es un eigenvalor de A si
existe un vector solucion K distinto de cero del sistema lineal

AK = AK. (6)

El vector solucion K es un eigenvector que corresponde al eigenvalor A.

La palabra eigenvalor es una combinacién de alemdn y espaifiol adaptada de la
palabra alemana eigenwert que, traducida literalmente, es “valor propio”. A los eigen-
valores y eigenvectores se les llama también valores caracteristicos y vectores carac-
teristicos, respectivamente.

I EJEMPLO 15 Eigenvector de una matriz

1
Compruebe que K = | —1 | es un eigenvector de la matriz
1
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SOLUCION Al realizar la multiplicacién AK vemos que

eigenvalor
0 —1 =31/ 1 =2 1 |
AK=| 2 3 3f|-1|=| 2= |-1|=(2)K.
-2 1 1 1 —2 1
Vemos de la definicién I1.3 y del renglén anterior que A = — 2 es un eigenvalor de A. W

Usando las propiedades del dlgebra matricial, podemos expresar la ecuacion (6)
en la forma alternativa

(A — ADK = 0, 7)

donde I es la identidad multiplicativa. Si hacemos

ki
k
K=["]
k,
entonces (7) es igual que
(ay; — Mk, + apk, + - - - + ak,=0
ayiky +(ap = Mk + - - gk, =0
: 3)
Clnlkl + anzkz + ...+ (a’m - )\)kn = O.
Aunque una solucion obvia de la ecuacion (8) esk, = 0,k, = 0,...,k = 0, s6lo nos inte-
resan las soluciones no triviales. Se sabe que un sistema homogéneo de n ecuaciones linea-
les con n incognitas (esto es, b, = 0,7 = 1,2, ..., nenla ecuacién (5)) tiene una solucion

no trivial si y sélo si el determinante de la matriz de coeficientes es igual a cero. Por tanto,
para determinar una solucién K distinta de cero de la ecuacién (7) se debe tener que

det(A — AI) = 0. )

Examinando la ecuacién (8) se ve que el desarrollo del det(A — AI) por cofactores
da como resultado un polinomio en A de grado n. La ecuacién (9) se llama ecuacion
caracteristica de A. Por lo que, los eigenvalores de A son las raices de la ecuacion
caracteristica. Para encontrar un eigenvector que corresponde a un eigenvalor A, sélo
se resuelve el sistema de ecuaciones (A — AI)K = 0 aplicando la eliminacién Gauss-
Jordan a la matriz aumentada (A — )\I|0).

I EJEMPLO 16 Eigenvalores/eigenvectores

1 2 1
Determinar los eigenvalores y los eigenvectores de A = 6 -1 0].
-1 -2 -1

SOLUCION Para desarrollar el determinante y formar la ecuacién caracteristica usa-
remos los cofactores del segundo renglén:

1-A 2 1
det(A — AI) = 6 -1 -A 0 =-AMB-A2+121=0.
-1 -2 -1 —A
Puesto que —A* — A% + 120 = —A(A + 4)(A — 3) = 0 vemos que los eigenvalores

son A, = 0, A, = —4 y A, = 3. Para determinar los eigenvectores debemos reducir
tres veces (A — AI|0), que corresponden a los tres diferentes eigenvalores.
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Para A L= 0 tenemos

I 2 1|0 &/ +R [] 2 110
R, + R,
A-0110)=| 6 -1 O|0|]——|0 —13 =610
-1 -2 —-110 0 0 010
1 2110 1 0 510
—i5R, 6 —2R, R, 6
— |0 1 Z/0]—————|0 1 3|0/
00 010 0 0 010
Por lo que vemos que k| = —%k3 y k, = —%k3. Eligiendo k, = —13, obtenemos el
eigenvector®
1
—13
Para A, = —4,
5 2 110} % [1 2 =3|0
RA
A+4110)=| 6 3 0|0|—"|6 3 0/0
-1 -2 310 5 2 110
OR\+ R, (1 2 =3]0| 9k [1 2 =3]0) 2%+k [1 0 10
—5R, + R, —3 Ry —R, + Ry
-0 -9 18/0|—>([0 1 —2|0)]——|0 1 =210
0 -8 1610 01 —210 00 010
lo que implica que k, = —k, y k, = 2k.. Eligiendo k, = 1 se obtiene el segundo
eigenvector
-1
K2 = 2 .
1
Finalmente, para A, =3 con la eliminacién de Gauss se obtiene
-2 2 10 operacion 1 0 110
(A—3I‘0)= 6 —4 olo entre renglones 0 1 % 0
-1 =2 =410 00 010
porlo que k, = —k,y k, = —%k3. La eleccién de k, = —2 conduce al tercer eigen-
vector:
2
K; = 3
-2
Cuando una matriz A n X n tiene n eigenvalores distintos A, A, . . ., A, se

puede demostrar que es posible determinar un conjunto de n eigenvectores lineal-

mente independientes’ K,.K,..., Kn. Sin embargo, cuando la ecuacidén caracte-

ristica tiene raices repetidas, tal vez no se pueda determinar n eigenvectores de A

linealmente independientes.

"Por supuesto k, pudo ser cualquier nimero distinto de cero. En otras palabras, un mdltiplo constante distinto

de cero de un eigenvector también es un eigenvector.
"La independencia lineal de los vectores columna se define igual que la de las funciones.
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I EJEMPLO 17 Eigenvalores/eigenvectores

3 4
Determine los eigenvalores y los eigenvectores de A = <_1 7).

SOLUCION De la ecuacién caracteristica

3—-A 4

det(A—/\I)z‘ IR

‘=(/\—5)2=0

vemos que A, = A, = 5 es un eigenvalor de multiplicidad dos. En el caso de una matriz
de 2 X 2 no se necesita usar la eliminacién Gauss-Jordan. Para determinar los eigen-
vectores que corresponden a A, = 5, recurriremos al sistema (A — 51|0) en su forma

equivalente
=2k +4k, =0
—k, + 2k, = 0.

En este sistema se ve que k; = 2k,. Por lo que si elegimos k, = 1, encontraremos un

solo eigenvector:

I EJEMPLO 18 Eigenvalores/eigenvectores

9 1 1
Determine los eigenvalores y eigenvectoresde A = |1 9 1|
1 1 9
SOLUCION La ecuacién caracteristica
9—-1A 1 1
det(A — AI) = 1 9 —A 1 =—-A—1DA—82=0
1 1 9—A

muestra que A, = 11y que A, = A, = 8 es un eigenvalor de multiplicidad dos.

Para A = 11, usando eliminacién Gauss-Jordan se obtiene

0

-2 1 10 operaciones 1 0 —-11]0
(A—11L[0)=| 1 -2 1|0 fcuerenonsio | —]
11 —21]0 00 010

Por tanto, kl = k2 y k2 = k3. Si k3 = 1, entonces

1
K, =1)

Ahora para A, = 8 tenemos que

1 11]|0 operaciones 1 1 110
(A — 81 ‘ 0) =[(1 1110 entre renglones 00 0l0]
1 1 110 0 0 010
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En la ecuacién k, + k, + k, = O seleccionamos libremente dos de las variables.
Eligiendo, por un lado que k, = 1, k, = Oy, por otro, k, = 0, k, = 1, obtendremos dos
eigenvectores linealmente independientes:

EJERCICIOS DEL APENDICE II

Las respuestas a los problemas seleccionados con niimero impar
comienzan en la pdgina RES-29.

1.1 DEFINICIONES BASICAS Y TEORIA
1. SiA = < 4 5) yB = (_2 6), determine
-6 9 8 —10
a) A+B b) B—A c) 2A + 3B
-2 0 3 -1
2. SiA = 4 1)yB= 0 2 |, determine
7 3 —4 =2
a) A—-B b B-A ¢ 2A+B)

2 =3 -1 6
CSiA = B = ’ .
3. Si (_ 5 4> y ( 3 2) determine

a) AB b) BA ¢ A’=AA d) B>’=BB
: 4 —4 6 -3
4. SiA=(5 10]yB= < ) determine
1 -3 2
8 12
a) AB b) BA
1 -2 6 3 0o 2
5. SiA = B = = de-
! (—2 4)’ (2 1)’ y€ <3 4>’ ¢
termine
a) BC b) A(BC) ¢) C(BA) d) AB+C)
3
6. SIA=(G5 -6 7),B-= 41,y
-1
1 2 4
C=|0 1 —1]|,determine
3 2 1
a) AB b)BA ¢ (BAC d) (AB)C
4
7. SiA = 8lyB=(2 4 5), determine
—-10
a) A’A b) BB c) A+ BT

SS'A—(1 2) B—<_2 3>dt i
. 1 = 2 4 y = 5 7, clermine

a) A+ BT b) 2AT — BT ¢) AT(A — B)
3 4 5 10
9. Si A= < >y B = < >, determine
8 1 -2 =5
a) (AB)” b) B'AT

59 59
. Si A= A= i
10. Si (_ 4 6> y (_ 4 6) determine
a) AT+ B’ b) (A + B)”

En los problemas 11 a 14 escriba la suma en forma de una sola
matriz columna:

() -2(5)+2(%5)

2 -1 3t
12, 3¢ |+ @ — 1| —¢t| -2 4
-1 3 —5t

S e R

1 -3 4 t —t 2
14. |2 5 —=1\2t—=1]+]| 1]~ 8
0 —4 -2 —t 4 -6

En los problemas 15 a 22 determine si la matriz dada es sin-
gular o no singular. Si es no singular, determine A~' usando
el teorema II.2:

15. A = <_3 6)
—2 4

17. A = < 4 8) 18. A = ’ 10>
-3 =5 2
2 1 0 3 2 1
19. A=(-1 2 1 20 A=| 4 1 0
1 2 1 -2 5 -1



2 1 1 4 1 -1
2. A=|1 -2 -3 22. A=| 6 2 -3
3 2 4 -2 -1 2

En los problemas 23 y 24 demuestre que la matriz dada es
no singular para todo valor real de ¢. Encuentre A7!(¢) con el
teorema I1.2:

—t A4t
23. A1) = <2€ ¢ )

4e™t 3e*
2. A = <2e’sent —2¢é'cos t)
) e'cos t ¢'sent

En los problemas 25 a 28 determine dX/dt.

S5e!

25 X = | 20 26 X-( ésen2t—4c0521>
T 7eﬁ ) —3sen 2t + 5 cos 2t
— /e
1 2 2t
27. X = 2( >62’+ 4( >e3’ 28. X = ( e )
-1 1 tsen 3¢

e*  cos mt

T 1>. Determine

29. Sea A(r) = (

2 t
a) @ b) fA(t)dt c) fA(s)ds
dt 0 0
oy,
2 +1 6r 2
30. Sea A(r) = B(r) = .
ea AQ) 12 i) @ <1/t 4t>
Determine
dA ) 4B
a) dt ) dt

I 2
) fA(t)dt d) fB(t)dt
0 I

d
e) ADB®) f) d—tA(t)B(t)
2) th(s)B(s)ds
1

1.2 ELIMINACION DE GAUSS Y DE
GAUSS-JORDAN

En los problemas 31 a 38 resuelva el correspondiente sistema
de ecuaciones, por eliminacién de Gauss o por eliminacion de
Gauss-Jordan.

3. x+ y—2z=14
2x— y+ z=0
6x +3y+4z=1

32. 5x =2y +4z=10
x+ y+ z=9
4x —3y+3z=1

33. y+ z=-5 4. 3x+ y+ z=4
5x + 4y — 16z = —10 dx+2y— z=17
x— y— 5z=17 x+ y—3z=6

APENDICE II MATRICES ° APE-19

35. 2x+ y+ z=4 36. x+ 2z=38
10x — 2y +2z=—1 x+2y—2z=4
6x —2y +4z=38 2x+ 5y —6z=06

37 x, +x,— x,—x,=—-1 38 2x + x,+ x,=0
x, +x,+ x,+x,=3 x, +3x,+ x,=0
x, —x,+ x,—x,=3 Tx, + x,+3x,=0
dx, +x,—2x, +x,=0

En los problemas 39 y 40 utilice la eliminacién de Gauss-
Jordan para demostrar que el sistema dado de ecuaciones no
tiene solucion.

39. x+2y+4z=2
2x +4y +3z=1
x+2y— z=17

40. x, + ox,— x,+3x,=1
x, = x,—4x,=0

x, +2x,—2x,— x,=6

dx, + Tx, — Tx, =9

En los problemas 41 a 46 aplique el teorema 11.3 para deter-
minar A~! para la matriz dada o demuestre que no existe la
inversa.

4 2 3 2 4 =2
41. A=| 2 1 0 2. A=(4 2 =2
-1 -2 0 8 10 -6

-1 30 1 2 3

43. A = 1 -2 1 4. A=(0 1 4

0 1 2 0 0 8
1 2 31 1 0 0 0
-1 0 2 1 0 0 1 O

A= A=

43 21 -3 0 46 0 0 0 1
1 1 2 1 01 0 0

11.3 EL PROBLEMA DE LOS EIGENVALORES

En los problemas 47 a 54 encuentre los eigenvalores y los
eigenvectores de la matriz dada.

47. <_1 2) 48. <2 1)
-7 8 2 1
—8 -1 11
o (5 o (1)
16 0 1
5 -1 0 3.0 0
5. [0 -5 9 52.10 2 0
5 -1 0 4 0 1
0 4 0 1 6 0
53.-1 -4 o0 5.0 2 1
0 0 -2 0 1 2
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En los problemas 55 y 56 compruebe que cada matriz tiene
eigenvalores complejos. Encuentre los eigenvectores respec-
tivos de la matriz:

. o 2 1 0
55 ( 5 1) 56. |5 2 4
0 1 2

Problemas diversos

57. Si A(?) es una matriz de 2 X 2 de funciones derivables y
X(?) es una matriz columna de 2 X 1 de funciones deriva-
bles, demuestre la regla de la derivada de un producto

d
7, [AOX(@] = ADOX' () + A'(OX(©).

58. Demuestre la férmula (3). [Sugerencia: Encuentre una

matriz
b b
B = ( 11 12)
by by

para la que AB = 1. Despeje b, b

demuestre que BA = 1IJ.

> by by, Y b,,. Después

59.
60.

61.

62.

Si A es no singular y AB = AC, compruebe que B = C.
Si A y B son no singulares, demuestre que (AB)™' =
B'AL

Sean A y B matrices n X n. En general, ;es

(A + B)? = A2 + 2AB + B??

Se dice que una matriz cuadrada es una matriz diagonal
si todos sus elementos fuera de la diagonal principal son
cero, esto es, a, = 0, i # j. Los elementos a, en la dia-
gonal principal pueden ser cero o no. La matriz identidad
multiplicativa I es un ejemplo de matriz diagonal.

a) Determine la inversa de la matriz diagonal de 2 X 2

<a11 O )
O azz
usandO Cl” # O, a22 ;t O.

b) Encuentre lainversa de una matriz diagonal Ade 3 X 3
cuyos elementos a, en la diagonal principal son todos
distintos de cero.

¢) En general, ;cudl es la inversa de una matriz diagonal
A den X ncuyos elementos de la diagonal principal a,,
son distintos de cero?
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TRANSFORMADAS DE LAPLACE

f@ LD} = F(s)
1
1. 1 -
K
1
2.t ?
n!
3. ey 7 un entero positivo
4. 12 \/Z"
s
5. 112 Va
. 22
IMNa+ 1
6. 1 Y -
K
k
7. senkt
set 2+ k2
K
8. k
cos kt R
2k?
9. 2k —
sent i S+ A1)
s2 + 2k
10. cos® —_—
0. cos” kt R
11. !
s—a
k
12. senhkt m
K
13. cosh kt m
2k2
14. h’kt —
sen S — 4K)
15. cosh®kt o2k
) s(s2 — 42
1
16. te™ D
¢ (s — a)’
n!
n ,at . L.
17. t"e G_a 7 un entero positivo

APE-21
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0 L{f D} = F(s)
18. e senkt (STI;Jrkz
19. e cos kt ﬁ
20. ¢ senhkt (ST];Z—ICZ
21. e cosh kt ﬁ
22. tsenkt (Sziikgkz)z
23. tcos kt %
24. senkt + kt cos kt #s;)z
25. senkt — kt cos kt (Szi_iliz)z
26. tsenhkt ﬁ
27. tcosh kt %
b5 &1 1
a—b (s —a)s—Db)
29. act = be" —_—
a—b (s —a)s —b)
30. 1 — cos kt S(vzkijrkz)
31. kr — senkt sz(szkiji-kz)

32.

33.

34.

35.

36.

37.

asenbt — b senat
ab(a®> — b?)

cos bt — cos at
& — b

senkt senhkt

senkt cosh kt

cos kt senhkt

cos kt cosh kt

1
(2 + a (s> + b

s
2 + ad)(s* + b?)

2k%s
st 4 4k

k(s> + 2k%)
s+ Akt
k(s> — 2k%)
s+ Akt
3

s
s+ 4Kt
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f@® LD} = F(s)
38. Jo(kt) L
o Vs + k2
el — et s—a
39. 1
t ns —b
2(1 — cos kt 2+ 2
40, 20— cos kn) n<t
t K
_ 2 _ 12
AL 2(1 — cosh kt) lns i k
t 5
42. senat arctan (ﬂ)
t N
senat cos bt 1 at+b 1 a—>b
43, —— —arctan + —arctan
t 2 2 s
1 e*ll\/;
44. 76—412/4: -
Tt \/;
45. a e*az/ztr 67”%
2Vt
7(l\/.;
a e
46. erfc| ——
(2%) s
[ *ll\/;
t a e
47. 2 |=e ¥ — qerfl (—)
\/ﬂ_e a erfc v/ Y
48. e“bel’ erfe (b\ﬁ + -2 > e
. etle — —_—
2Vt Vs(Vs + b)
) be Vs
49. —ebel f<b\/z+—a > =
e*P el rerfc N Vst b
a
+ erfc <7)
2Vt
50. e f(z) F(s — a)
51. U1 — a) ¢
s
52. f(t — @)Ut — a) e “F(s)

53. g(HUt — a)
54. £ ()

55. 1" f(r)

56. frf(r)g(t — 7)dTt
0

57. 6(1)

58. 8(t — tg)

e UPl{g(t+ a)}
S"F(S) — s(n—l)f(o) — . s _f(n—l)(o)

dVl
ds"

(—1)"— F(s)

F(s)G(s)

e st







RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS

SELECCIONADOS CON NUMERACION IMPAR

EJERCICIOS 1.1 (PAGINA 10)

1.
S.
9.
15.

17.

19.

27.
33.

lineal, segundo orden 3. lineal, cuarto orden

no lineal, segundo orden 7. lineal, tercer orden

lineal en x pero no lineal en y

el dominio de la funcidn es [ —2, «©); el intervalo mas

grande de definicion para la solucion es (—2, )

el dominio de la funcién es el conjunto de niimeros

reales excepto en x = 2 y x = —2; los intervalos de

definicién mds grandes para la solucién son (—%, —2),

(=2,2),0(2,%)

e —1
et —

m= -2

y=2

X

definicién en (—o0, In 2) 0 en (In 2, ©)

29. m=2,m=3 3l.m=0,m=—1
35. ninguna solucién es constante

EJERCICIOS 1.2 (PAGINA 17)

13.
17.
19.
21.

23.
25.
27.
29.

31.

Ly =1/ —4e)

Cy=1/G2 = 1) (1, %)

Y= 1/(2+ 1) (o0, )

. x= —cost+ 8sent

X = %cost +isent 1. y =3¢ —le™
y =51 15. y=0,y = x°
semiplanos definidos pory > 00y <0
semiplanos definidos porx > 0o0x <0
las regiones definidas pory > 2,y < —2,0
—2<y<?2
cualquier regién que no contenga (0, 0)
si
no
a) y=cx
b) cualquier region rectangular que no toque el eje y
¢) No, la funcion no es derivable en, x = 0.
b) y=1/(1—x)en(—x,1);

y=—1/(x+ 1)en(—1, ®);
¢) y=0en(—%,x)

EJERCICIOS 1.3 (PAGINA 27)

1.

11.

P ip+rn®_ip-
r “ar '

dpP
— = kP — kP
kP~ k

aX (1000 — )
- = KX — X
dt

%JFLA = 0; A(0) = 50

dt 1000 B

dA 7 dh c

— + A=6 13. — = ——

dt 600 — ¢ 3 dt 450\@

di d
15. Ld_; + Ri = E(@) 17. md—‘; =mg — kv’
d*x d*r  gR?
19. m? = —kx 21. ﬁ 7 =0
dA dx
23, — =k(M — A, k>0 25. — +kx=rk>0
dt ( ) dt e
yy Y _—at Va2 + )2
" dx y
REPASO DEL CAPITULO 1 (PAGINA 32)
1@=10y 3.y +ky=0
° dx ° y y
5.9/ =2y +y=0 7. a),d)
9. b) 11. b)

13. y=c,y,y = c,e’, c,y, c, constantes,

15. y' = x? + y?

17. a) El dominio es el conjunto de todos los ntimeros reales.
b) yasea, (=, 0) 0 (0, )

19. Para X, = —1 el intervalo es (—, 0), y para X, = 2el
intervalo es (0, o).
—x% x<0
21. ¢ = ’ 23. (—o0, ©
) Yy {xz’ =0 ( )
25. (0, ) 27. y =3 — et — 2x

29, y= %63)(73 + %efx“ — 2x.
3. y,= —3,y,=0

dp
33. = k(P = 200 + 101)

EJERCICIOS 2.1 (PAGINA 41)

21. 0 es asintéticamente estable (atractor); 3 es inestable
(repulsor).

23. 2 es semiestable.

25. —2 es inestable (repulsor); O es semiestable; 2 es
asintéticamente estable (atractor).

27. —1 es asintéticamente estable (atractor); O es inestable
(repulsor).

39. 0<P,<h/k

41. Vmg/k

EJERCICIOS 2.2 (PAGINA 50)
3. y= %673"‘ + c

5. y=cx* 7. —3e ¥ =2e*+¢
9. 1¥Inx —gx* =1y* + 2y + In|y| + ¢

1. y = —tcosSx + ¢

RES-1

s
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11.
13.

15.

19.

23.

27.

31.
33.

35.
37.
41.
49.

4cosy=2x+sen2x +c
e+ D2 +2e+ 1) '=c

!

S = cet 17. p= —<¢
1+ cé
(y+3)Per=clx+4)ye 21. y= sen(%x2 + c)
e*(l+l/x)
x = tan (41 — 3 m) 25. y=—
y=%x+? 1 — 22 29, y=efie-lzd'
3 — 641*1
=% y=-2 y=2=—__
a) y=2y Y =2
y = —1yy = 1son soluciones singulares del problema
21; y = 0 del problema 22
y=1
y=1+ %tan(%x)
a) y=-VZtx—1 o (—= —1-1V5)

y(x) = (4h/L)x* + a

EJERCICIOS 2.3 (PAGINA 60)

1. y = ce’, (—», )
3. y= ie“ + ce ¥, (—%, ®); ce” ™ es transitoria
5. y =1+ ce ™, (—w, ) ce es transitoria
7. y=x""lnx + cx7', (0, %); la solucién es transitoria
9. y =cx — xcosx, (0, ®)
11. y = %x3 — %x + cx74, (0, ®©); cx~* es transitoria
13. y = Jx72e" + cx 2e ™, (0, %); cx % es transitoria
15. x = 2y° + cy*, (0, »)
17. y=senx + ccosx, (—m /2, 7/2)
19. (x + 1)e*y = x* + ¢, (—1, ); la solucidn es transitoria
21. (secO +tan O)r =0 —cos 0 + ¢, (—m /2, 7/2)
23. y = e + cx e, (0, »); la solucién es transitoria
25. y=x"le*+ (2 — e)x ', (0, )
E E
27. i=—+ iy — = |e R, (o0,
i=- <lo R>e , (=00, )
29. (x + )y=xInx — x + 21, (0, »)
1 —2x
(1 —e , 0=x=3
3. y= %( . 22
S = 1e™, x>3
33 ytie, 0=x<I
) y - (%e + %)eixi x = 1
2x — 1 + 4e7 2, 0=x=1
5. y= 2 —2y,2
dx*Inx + (1 + 4e *)x>, x>1
37. y ="+ 1 Vmer (erf(x) — erf(1))
47. E() = E, e 0-9/k¢

RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS SELECCIONADOS CON NUMERACION IMPAR

EJERCICIOS 2.4 (PAGINA 68)
. 2—x+3y"+7Ty=c 3.
5. x%y*—3x+4y=

c 7. no exacta
9. xy* + y’cosx — 1x

2 =
11. no exacta

13. xy — 2xe* + 2¢* — 2x* =c¢

15. ¥’y —tan"'3x = ¢

17. —In|cos x| + cosxseny = ¢

19. t'y =583 —ty+y*=c¢

21 3+ Pyt -y =4

23. 4ty + > — 5t +3y? —y=28

25. y?senx — x’y —x*+ylny—y=0

27. k=10 29. x?y*cosx =c¢
3l. x»y*+ X =¢ 33. 3yl +yt=c
35, —2ye + Qe+ x=c

37. (P + 4) =20
39.¢0 yy(x)=—-x¥—-Vxt—x+4
VX)) = =+ Vxt =X+ 4

x 9
45. a) v(x) = 8\/5 - ;

EJERCICIOS 2.5 (PAGINA 74)

b) 12.7 pies/s

1. y+ xlIn|x| = cx

3. =yhlx —y[=y+cx—-y)

5. x +yln|x| = ¢y

7. In(x*> +y?) + 2 tan"'(y/x) = ¢

9. 4x = y(In|]y| — ¢)? 11. y* + 3x* In|x| = 8x3
13. Injx| = e — 1 15. y3 =1+ cx3

17. y3=x+ % + ce 19. e™ = ct

21,y = —ix !+ Px0

23. y=—x—1+tan(x + ¢)

25. 2y —2x+sen2(x +y)=c

27. 4(y —2x + 3) = (x + ¢)?

29, —cot(x +y) +cse(x +y)=x+ V2 -1

3.b) v =2 (et e

EJERCICIOS 2.6 (PAGINA 79)
.y, =29800, y,=3.1151

—

3. y,,= 25937, y,, =2.6533;y = e*
5. y,=04198, y, 6 =04124
7. y,=10.5639, y, = 0.5565
9. y,= 12194, y, = 1.2696
13. Euler:y = 3.8191, y, = 5.9363

RK4: y,, = 429931, y, =84.0132

X+ dxy -2yt =c
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REPASO DEL CAPITULO 2 (PAGINA 80)

—A/k, un repulsor para k > 0, un repulsor para k < 0
verdadero

dy

i Al VR h

X

semiestable para n par e inestable para n impar;
semiestable para n par y asintéticamente estable para n
impar.

. 2x+sen2x=2In(y*+ 1) +c
. (6x+ 1Dy’ = -3x*+ ¢

. O=ct '+ L (—1+5In1)
Ly=itc@+ 4

. y=cscx, (m, 2m)

cb) Yy =1+ 2V — x0% (% — 2 Ve ®)

EJERCICIOS 3.1 (PAGINA 89)

21.
23.
25.
27.
29.

31.

33.

35.

39.

. 7.9 afos; 10 afios

. 760; aproximadamente 11 personas/afio

. 11h

. 136.5h

. 1(15) = 0.000981, o aproximadamente 0.1% de I

. 15600 afios

. T(1) = 36.67° F; aproximadamente 3.06 min

. aproximadamente 82.1 s; aproximadamente 145.7 s
. 390°

. aproximadamente 1.6 horas antes de descubierto el

cuerpo
A(f) = 200 — 170e~"%
A(f) = 1000 — 100010
A(t) = 1000 — 10t — 75(100 — H)% 100 min
64.38 Ib
i) =1%—2e i —3comot—> o

1

q(t) = 155 — je0¢ O i(r) = S
@ 60 — 60e™119, 0=1r=<20
l =

60(62 — 1)6—1/10, t>20

a) v() = % + (vo — %)ek”m

m
b) v—>7gcom0t—>00

g m mg\ _m
c) S(I)ZTI—;<V0—7> kel
m mg
+;(V()_ k)
3
P8 P8y o
1= —\|—t -
a) v() M& J o

c) 33 % segundos

41. a) P(r) = Pyetkhr
43. a) Como r — ©, x(r) = r/k

b) x(©) =r/k— (r/k)e™; (In2)/k
47. ¢) 1.988 pies

EJERCICIOS 3.2 (PAGINA 99)

1. a) N =2000
2000 ¢!
b) NG =——;N(10) = 1834 S
) N®) 1999 + ¢ (10)

3. 1000000; 5.29 meses

4Py — 1) — (Py — 4)e?!

(Py— 1) = (Py — 4e™

¢) Para0 < P <1, el tiempo en que desaparecera es

5. b) P =

1 4P, — 1)
t=—=In————.
3 PO - 4 N
5 V3 V3 <2P0 - 5>
7. P(t) =~ + —tan| ———1 + tan”" ;
O=3%73 an[ 2 T T\
el tiempo en que desaparecerd es

t= 2 [tan‘li + tan™! <2P0 - 5>]
V3 V3 V3
9. 293 g; X—>60comor—>»;0gde Ay30gdeB

44, \?
11. a) h(») = (\/ﬁ o ’%) :Tes 0= 1= VHA, /44,

b) 576 V10 s 0 30.36 min
13. a) aproximadamente 858.65 s o0 14.31 min
b) 243 s04.05 min

k
15. a) v(r) = @tanh(w /—gt + c1>
k m
B k
donde ¢, = tanh™! (, /—v0>
mg

mg
b -3
) k

[k
c) s(r) = %ln cosh< th + c1> + ¢,

donde ¢, = —(m/k)In cosh ¢,

dv
17. a — = — kv — pV,
)mdt mg — kv: —p

donde p es la densidad del agua
—pV Vkmg — kpV
i S tanh( i P t+ c1>
m

RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS SELECCIONADOS CON NUMERACION IMPAR e CAPITULO 3

b) v() =

mg — pV
O/£7L

19.a) W=0yW=2
b) Wi(x) = 2 sech’(x — ¢))
¢) W(x) = 2sech’x

k
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EJERCICIOS 3.3 (PAGINA 110)

1. x(t) = xyge M
XoA,

)\2 - /\1

A A
20 = x (1 — R ehi g —‘mr)
A=A A=A

3. 5, 20, 147 dias. El tiempo cuando y(¢) y z(?) son iguales
tiene sentido porque se ha ido la mayor parte de A y

la mitad de B ha desparecido asi que se debe haber
formado la mitad de C.

y() = (7 = )

dx
5. d—;=6—%xl + 5%
de
o CEN s
dx1 X Xy
7. — =3 -2
D 73700 -1 2700 + ¢
@ ) X _3 X
dt 100 + ¢ 100 — ¢
b) x,(1) + x,(t) = 150; x,(30) =47.41b
diz . .
13. Li— + (R, + R)i, + Rji5 = E(Y)

dt
dis . .
LzE + Rii, + (R, + Ry) i35 = E(1)

15. i(0) = i, (0) = n — i, 7(0) = 0

REPASO DEL CAPITULO 3 (PAGINA 113)

1. dP/dt = 0.15P
3. P(45) = 8.99 miles de millones

10 + V100 — y2
5. x= 101n<—y) — V100 — 2
y
L BLET BT+,
‘A U1 g 1+B
b) T(t) _ BT] + T2 + Tl - T2 ek(l+B)t

1+B 1+B
o [ar=1if 0=t<10
. ’(t)_{zo, £= 10

Cleak,t

11. x(») = 1+—

akt® y(t) = C2(1 + clea/\’ﬂ)kz/k,
ce !
13. x=—y+1+ce”
1
15 @) po) = —P(X)g<y T J q(x) dx>

b) El cociente esta aumentando; el cociente es constante

I _ \/ __ Kk
B @ s(Ky + Jq dx) P @ 2(CKp — Bgx)

EJERCICIOS 4.1 (PAGINA 128)
Loy=jze—je"

3. y=3x—4xlnx

9. (=, 2)

11. a) y =

S @ —e¢") b y=

13. a) y=e"cosx —e*senx
b) ninguna solucién
¢) y=-e*cosx t+ e e senx
d y= c,etsen x, donde c,es arbitraria

15. dependiente 17. dependiente

19. dependiente 21. independiente

23. Las funciones satisfacen la ED y son linealmente
independientes en el intervalo ya que W(e >,
e¥) =Te* # 0;y = ce™ + ce™

25. Las funciones satisfacen la ED y son linealmente
independientes en el intervalo ya que W(e* cos 2x, e* sen
2x) = 2e* # 0;y = c,e*cos 2x + c,e* sen 2.

27. Las funciones satisfacen la ED y son linealmente
independientes en el intervalo ya que W(x?, x*)

=x*#0;y=cx’+ cxh

29. Las funciones satisfacen la ED y son linealmente
independientes en el intervalo ya que W(x, x™2, x™2 In x)
=0 C#F0y=cxtcx?+cxtlnx

3
35.b) y =x>+3x+ 3>y, = —207 — 6x — ;¢

w2

EJERCICIOS 4.2 (PAGINA 132)

Ly, =xe* 3.y, =sen4x

5.y, = senhx 7.y, =xe*”

9. y, = x*In|x]| 1. y, =
13. y, = xcos (In x) 15. y, =x>+x+2
17. Yo = €%y, = =) 19. y, = &y, =3

EJERCICIOS 4.3 (PAGINA 138)

x/4 2x

L.y=c +ce”
S5.y=ce ™ +cxe
9. y = c,cos 3x + c,sen 3x

11. y = e*(c,cos x + c,sen x)

13. y = e"‘”(c1 cos1V2x + c,sen : \fo)

15. y=c +c,e* + c.e™

17. y = ce™* + c,e™ + c xe™

19. u=ce'+ e ' (c,cost + c,sent)

2l. y=ce ™+ cxe* +cxle™

23, y=c, + cx + e (eyc08 1 V3x + ¢ seniV3x)

25. y = ¢ cos%\/§x + czsen%\/gx

1 1
+ c3x cosi\ﬁx + cyx seni\/gx

— 3x -
3. y=ce*+che

4x 7. y = 6162x/3 + Cze*x/A

27. u=ce +cyre’ +ce " tere tee™”
29. y= 20054x—%sen4x

— _1 _—a1 1501
3. y=—3e D+ 350D

33.y=0



3s.

37.
39.

41.

RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS SELECCIONADOS CON NUMERACION IMPAR ° RES-5

_ 5 _ 5 —6x 1 —6x
Y= T3¢ Tgxe
y:eSX_xeSX
y=0

1 5 1 5
=1 == —\/§x+_1+_ \/§x;
Y 2( \/§>e 2( \@)e

5
y = cosh V3x + V3 senhV3x

EJERCICIOS 4.4 (PAGINA 148)

21.
23.
25.

27.
29.
31.

33.

3s.
37.

39.

41.

. y=ce*t+ cyxe

— —x —2x

Y cles+c2e 5+36 \
j— X X

sy =@t T oxet Hixt 3

— o2 -2 2 _ 7
y=ce 7t oxe T+ xt —4x + 5

.y =rc,cos V3x + ¢, sen V3x + (—4x2 T4y — %)e“

y=c, *ce+3x
y—cle"/2+cxe"/2+ 12 + Jx%e?
3

. y=ccos2x + cysen2x — ;xcos 2x
_ _ 1.2 1
. Y= CO8SX T ¢ysenx — ;X7 COSX + ;X senx

1 -
. Yy =cecos2x + cesen 2x + ;xe* sen 2x

—X

— Jcos x
+%sen2x—%c052x

y=c + x4 cze® — 12 — Lcosx + - senx

y=cef + cxet + exdet —x — 3 — 2

y=ccosxtc,senx + cxcosx + cxsenx
+x2—=2x—3

y=\V2sen2x — %

y = —200 + 200e™> — 3x% + 30x

y=—10e"2*cosx + 9¢ >*sen x + Te™*

_ Iy _Fy
X = —sen wf — —1 Cos wt
20 2w
y =11 = 1le* + 9xe* + 2x — 12x%¢* + 1™
y=6cosx — 6(cot1)senx + x> — 1
_ —4 sen V3x
¥ sen’ V3 + V3 cos \[

_{0052x+gsen2x+;senx, O0=x=m/2

2cos 2x + 2 sen 2x, x> 7/2

EJERCICIOS 4.5 (PAGINA 156)

. 3D —2)(3D + 2)y =senx

. (D—=6)(D+2)y=x—6

. DD+ 5)%y =¢*

. (D—=1)(D —2)(D + 5y=xe*

. DD+ 2)(D*—2D + 4)y=4

. D* 17. D(D — 2)
.D*+ 4 21. D3(D* + 16)

. (D+ DD - 1) 25. D(D> — 2D + 5)
 1ox x? x3 xt 29, %, e 2

. cos V3x, sen V5x 33. 1, e, xe>

35. y=c, e’3x+c e —6
3. y=c, +cex+3x
39, y—cezx-i-cxe x4 1 sx+ 1

41, y=c; + ox + e+ 3xt — 30 + 842
43. y = cje 3 + e + %xe‘“
— —-x 3x — px
45. y=ce "+ cpe e*+3
47. y = ¢, cos 5x + ¢, sen Sx + %senx
49. y = cje ¥ + cpxe ™ — Lxet + %e“"
51. y = cje* + e + txet — 1x%et + jxef = 5
53. y = e*(c,cos 2x + c,sen 2x) + gex sen x

55. y = ¢,cos 5x + ¢,sen 5x — 2x cos 5x
V3 V3
57. y = ex’2<cl cos—=x + ¢, sen—-x

+ senx + 2 cosx — x Ccos x
59, y=1c, + cx + cze ¥ + 256x2 + 50—
61. y = cjef + crxet + 3xPet + X%t +x — 13
63. y = ¢ +c2x+c3ex+c4xe"+§x e‘+§x
_5,-8 S 8x 1
65.y—ge x+7ex 1
_ _ 1.2
67. y = 125+ 1256 10x +25x
69. y = —ﬂ-cosx—gsenx—gcost + 2xcosx
71. y = 2€¥cos 2x — e sen2x + g1 + ox% + 5x

EJERCICIOS 4.6 (PAGINA 161)

1. y=c,cosx + ¢,senx + xsenx + cos x In|cos x|
3. y=cjcosx + c,senx — 1xcos x

5. y =cjcosx + cysenx + 1 — ¢ cos 2x

7. y=cie" + ce* + %x senh x

] X e4t
9. y=ce®+ ce >+ i(ezx In|x| — e‘z"f Tdt ,

Xo

Xy >0

1. y=ce*+ce ™+ (e*+e™)Inl + e
13. y=ce > +c,e*—e > sene’

15. y=cie' + cpte” + S Int — 3 e
17. y = cye*senx + c e cosx + %xex sen x

+ le*cosxlr1|cosx|
19. y =

1 =2 x/2 1 2e2 1 12
i€ + e + 4xe"
4=4x 4 25 ox
21. y=ge ¥+ e

l —2x 1 —x
i€ +ge

—-1/2 —1/2 —1/2

23. y=cx"cosx +cxsenx + x
25. y = ¢, + ¢, cosx + cysenx — In|cos x|

— senx In|sec x + tan x|

EJERCICIOS 4.7 (PAGINA 168)
Ly=cx'+cx
3.y=c +c,Inx
5. y=rc,cos(2Inx) + c,sen(2 In x)

s

z

RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS SELECCIONADOS CON NUMERACION IMPAR e CAPITULO 4
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RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS SELECCIONADOS CON NUMERACION IMPAR ¢ CAPITULO 4

RES-6 ° RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS SELECCIONADOS CON
7.y = x2VO + )x2+HV0 19.
9. y = ¢, cos (é In x) + o sen(é In x)

21.

1. y=cx?+cx?Inx

13. y = x e cos(E V31 x) + ¢;sen(t V31n x)| 23.

15. y = ¢, x* + czcos(\/iln x) + ¢ sen(\ﬁln x)

17. y=c, +tcx+cx’+cx™

19. y=c¢ +ex’ + 1 Inx

21. y=cxx + c,xInx + x(Inx)*

23. y=cx'+cx—Inx

25, y=2—2x72 27. y = cos(In x) + 2 sen(In x) 3.

29. y=3—Inx+ix* 3L y=cx '+ 5

Boy=cx '+t +5x°

7.

35. y = x*[c; cos(31Inx) + ¢, sen(3 Inx)] + % + l%x

37. y=2(—x)" = 5(—x)" In(—x), x < 0 9.

EJERCICIOS 4.8 (PAGINA 172) 11.
1. x=ce' + c,te

y={(c, —c)e + c,te 13.
3. x=c cost+c,sent+t+1 15.

y=c sent—c,cost+1t—1
17.

S.

11.

13.

15.

17.

x =1cysent + 3¢, cost — 2cysen V6t — 2¢, cos V61
y =c;sent + c,cost + c3sen'V6r + ¢, cos Vot
x = ce* + ce® + cysen 2t + ¢, cos 2t + %et
y = c;e®" + ce”* — cysen 2t — ¢4 cos 2t — %e’
X =c¢ —cco8t+ cysent + %63’
y =c¢; + cysent + ¢c;cost — %63’
X =ce+ cze—zlz cos%\/gt + c3e_”2 sen%\/gt
v= (=3¢ =3 V3ey)e " cos V3

+(3V3e, = 3es)e " sens V3t
x=cet +3e
y = —%cle‘” + ¢, + 5¢'
x=c + ot + e + e — 37
y=(;—c,+2)+ (c, + 1)t + qe”—%ﬂ
X =ce+ Cze"/z sen%\/§t + c3e"/2 COS%\@[
y=ce + (_%Cz - %\/§C3)e*tl2 sen%\/?;t

+(1V3e, = Les)e ™ cos L V3t
7=ce+ (—%c2 + %\/563)e"/2 sen%\/gt
+ (=13, — %(,‘3)6_’/2 cos 3 V3t

NUMERACION IMPAR

x = —6ce —3c,e*+ 2"
— ot . =2 3

y=ce'tce " tcee

z=5ce" + cze’z’ + c,e’

X = e 313 — fp 3143
y — _673l+3 + 2t8731+3
mx" =0

my" = —mg;

x = le + c,

y=—1g +ct+ ¢

EJERCICIOS 4.9 (PAGINA 177)

y = In|cos(c; — x)| + ¢,

1 1
y==hlex+ 1] ——x+ ¢
o €

Woay=xto
:tan(l _1)_1 <y<?3
y 47T 2)C, 2’7T X 2’7T
1
y=——VI—-cx’*+ ¢,
€1

y=1+x+%x2+%x3+éx“+%x5+---

y=l4+x—12+23 -1+ 25+

y=—-V1—x?

REPASO DEL CAPITULO 4 (PAGINA 178)

1. y=0
3. falso
5. (=%,0); (0,2)
7. y= cle“ + cze’i" + c3xe’5“‘ + ¢t + cxe + cexze”;
— 3 =5 =5 2
y=cx'+cx?+cexInx+cx+cxlnx +cox(Inx)
9, y= Cle(1+\/§)x + Cze(l—\ﬁ)x
— —5x —5x
11. y =c, +ce™ + cxe
13. y=ce ™3 + ¢ 32 (czcos%\ﬁx + cysen) \ﬁx)
15. y = 63"’2(62 cos 2 V11x + cysen \/llx) + %x3 + %xz
46 22
T isX T &5
17. y = ¢; + e + ¢3¢ + Lsenx — Lcosx + 5x
19. y = e*(c;cosx + cysen x) — e*cos xIn|sec x + tan x
2. y=cx P +cx'?
2. y=cx*+cxX+x*—x*Inx
25. a) y = c,cos wx + ¢,sen wx + Acos ax

+ Bsenax, o ¥ «;
y = ¢,c08 wx + ¢;sen wx + Axcos wx

+ Bxsenwx, w = «



RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS SELECCIONADOS CON NUMERACION IMPAR ° RES-7

b) y=cie "+ e + Ae™, w #F o V3
13. 120 Ib/pies; x(f) = — sen 8\V/3 ¢

y = ce "+ et + Axe”, w = « 12
27. a) y=ccoshx+ c,senhx + ¢ xcosh x 17. a) arriba b) apuntando hacia arriba
-1—1 c,x senh x2 ’ 19. 211) 1abaj01 . b) apunta}ndo hacia arriba
b) y = Ax?coshx + Bx? senh x 21. ZS?ES’X(E) = ¢~ % esto es, la pesa estd
2. y = - aproximadamente 0.14 pies debajo de la posicion de
Py T e oSy equilibrio.
31. y = %ex — %eﬂ — X — %senx 23. a) x(t) — 2672[ _ %678[
= 42
3B.y=x*t4 . s b) x() = —%e‘z’ + %e—gf
37. x= ¢ — 500" + 3 2:( 4y 1 4)
_ _ ) 1) = e *'(—cos4t — 5 sen 4t
y—C1€t+C2€2t 3 25 a) x() e 2

39. x=ce' + e + te

V5
= =, 2
Y= —cel+ 3eeh — el + 26 b) x(n) = e sen(41 + 4.249)

¢) t=129%s
27.a) B> b)B=3 o B=:
EJERCICIOS 5.1 (PAGINA 194) 29. x() = e”2<—icos V47t 64 cen V47 t)
3 2 3v47 2
L V2w 10
T8 + EY (cos 3t + sen 3¢)
3. x(r) = —%cos 461t
31, x(0) = e ¥ + te ¥ — }cos 4t
o ) -lf) 209 s
. X\ —=]=——=x(— =—=x\=]=—- — _1 9 1 -
12 4 3 B 6 4 33. x(?) scos4t + ;sendt + 5e > cos 4t
<7_T> 1 (9_77> B ﬁ — 2e *'sen 4t
N4) " 2"\32) " 4
b) 4 pies/s; hacia abajo 35. a) d_zx = —k(x — h) — B@ o
@ ’+ 1l C e * dt
n
O 1="——Tn=012... x| dx
16 — + 20— + wx = 0*h(),
7. a) lamasade 20 kg dt dt
donde 2A = B/my w> = k/m

b) la masa de 20 kg; la masa de 50 kg b) B _21( s - 5 ) s

¢) t=nm,n=0,1,2,...;enlaposicién de equilibrio; x0) = e 13 COS 21— g3 sen &) 7 5 cos !
la masa de 50 kg se estd moviendo hacia arriba + % sent
Ime.ntras.que la masa de 20 kg se <?sta m9v1end0 37. x(1) = —cos 2t — % sen 2t + %t sen 2t + %tcos 2
hacia arriba cuando n es par y hacia abajo cuando n F
es impar. 39. b) 2—0t sen wt

1)
1 3 V13 .
9. x(r) = ~cos 2t + ~sen2t = sen(27 + 0.5880) 45. 4568 C; 0.0509 s
2 4 47. q(t) = 10 — 10e~*(cos 3t + sen 31)
11. a) x() = —2cos 107 + Lsen 10z i(f) = 60e " sen 3¢; 10.432 C
s 49. qp=%sent+%cost
= zsen(107 — 0.927)
i, = 19 cost — 2P sent
5 . 9w
b) o pies; o 53. () = —1e71% (cos 101 + sen 10) + 3;3C
¢) 15ciclos E,C ) t
57. q(t) = —

d) 0.721's q(0) <qo 1= L) S Vic
@n* DT 60927, 0 = 0,1,2 ¢ E.C
—_— . ,n=0,1,2,...

© 20 + VLCi, sen + ¢ > cos yt

f) x(3) = —0.597 pies g) x'(3) = —5.814 pies VLC 1 — y°LC

h) x"(3) = 59.702 pies> i) =81 pies/s i = iy cos t 1 (q E,C )sen t

. =1 - [

B 0.1451 + ”5—77; 03545 + "S—Wn —0,1,2,... VLC VIC 1-9yLC) ™ VLC

niw E,Cvy

k) 03545+ —,n=0,1,2 — —————sen yt

. 5 ) ) ’ LR 1 _ ’)/ZLC

z

z

RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS SELECCIONADOS CON NUMERACION IMPAR e CAPITULO 5
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RES-8 J RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS SELECCIONADOS CON NUMERACION IMPAR

EJERCICIOS 5.2 (P[\GINA 204)

1. —4Lx + x*
a) ykx) = 24E 4Lx% + x%)
3. L*x* — 5Lx> + 2x*
a) ykx) = 48EI X S5Lx° x%)
5. — 10L%¢° + 3x°
a) yx) = 360EI X 0L*x’ + 3x°)

¢) x=0.51933,y = 0.234799

max

EI P
Yo co h\/i
P? EI

7. y(x) = —
N
sen
woEl P wLVEI E
+ ——senh |/ —L —
P El P\VP p
cosh , |—L
EI
+W0 2+W0EI
2P P?
9. A, =n*n=1273,...; y=sennx
2n — 1)
oA =T o
417
B 2n — Dmx
y COS—QL
13. A, =n’n=0,1,2,...; y=cosnx
27
1. )\,,=n25,n=1,2,3,...; y=e"‘senn,5ﬂ
17. A, =n’n=1,2,3,...; y=sen(nlnx)
19. A =n'm*, n=1,2,3,...; y=sennmx
21. x=L/4,x=L/2,x=3L/4
VT
25.wn—n:\[n—123 ,;y:senn—zx
27. u(r) = <—>@+—”lb — td
b—a)r b—a

EJERCICIOS 5.3 (PAGINA 213)

15. a) Spies b) 4V10 pies/s ¢) 0 =1 = 2V/10;7.5 pies
17.a) xy"=rV1+ ()~
Cuandot=0,x=a,y =0,dy/dx =0
b) Cuandor # 1,

B g|: 1 <E>1+r 3 1 <£>lr:|
y(x)_Zl—i-ra 1 —r\a

-7

Cuandor =1,

2 a x

1[1 oo 1 a}
Yy == |— &> —a* + —In—

¢) Las trayectorias se intersecan cuando r < 1.

REPASO DEL CAPITULO 5 (PAGINA 216)

1. 8 pies
3. 2m

5. Falso; podria existir una fuerza aplicada que impulsa al

sistema.
7. sobreamortiguado
9. y = 0 puesto que A = 8 no es un eigenvalor

11. 1441b 13 x(n) = ~2e 2 + Lo

15. 0<m=2 17.y=§\f

19. x(r) = e"“(%’ cos 2V2¢ + 3 V2 sen 2\f2t) + 8

S -t
17 €

21. a) q(f) = —7i sen 100¢ + = sen 50¢

b) () = —3cos 100 + 3 cos 50¢

n
t=—n=20,1,2,...
c) 5On

d2
25. m? +kx=0
E]ERCICIOS 6.1 (PAGINA 230)
LR=3 1))
3. R=10, (-5,15)
5. x—%x3+%x5—%x7+~-
7. 1+ 1)cz-|—24x +720x6+ (=2, 7/2)
9. Dk —2)cp
k=3
11. 2¢; + D22k + Degyy + 6¢,1x*
k=1
15. 5;4

17. y(x) = I+ ! 6
C T 3.2 T6.5.3.2"

1
+ x9+...
9-8:6-5-3-2 ]
1
7
7-6-4-3

1
= + 4+
() cl[x 3"

1
+ X0 4
10:9:7-6-4-3

1 3 21
19. y,x») = Co|:1 - 2_!)62 — Z!x4 — ax6 — .. :|
1 5 45
Y@ = x + ;x + ;x + ?x +



21.

23.

25.

27.

29.

31.
33.

RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS SELECCIONADOS CON NUMERACION IMPAR °

42 42
v (x) = 1 ——x3 4+ —x°— X+
3! 6! 9!
22 52 . 22
yax) = TR T
82.5%2.22
_ 10
T }
|
N0 = 12 (0) = ¢ X
n=1
yix) = co[l A2+ i+ ]
v, (x) = cl[x +i+ i+ + ]
1 7 23 -7
— 4 6 _ ...
ne) = [ LSOO TR ST ]
_ _13+ 14 5_34'147_
R ST I TR
1 1 1
y(x) = 1+—x + =X+ —x"+- + 6x
TR,
= 8x — 2e*
y(x) =3 — 12x% + 4x*
yi(x) = co[l — éx3 + FIOXS + - ]
V,(x) = cl[x — %x“ + ﬁ)ﬁ + - ]

EJERCICIOS 6.2 (PAGINA 239)

1. x = 0, punto singular irregular
3. x = —3, punto singular regular;
x = 3, punto singular irregular
5. x =0, 2i, —2i, puntos singulares regulares
7. x = —3, 2, puntos singulares regulares
9. x = 0, punto singular irregular;
x = =5, 5, 2, puntos singulares regulares
—1 2
11 parax = 1: p(x) = 5, q(y) = 20—
x+1
S5x+ 1) )
parax = —l:p(x) = —1, glx) =x"+x
X —
13. ry = 3, ry = —1
15. r :E’VZZO
2 22
=C 3/2 1—=x + 2
Y@) = Cix [ Rt

3
—2—)63 4+ .
9-7+5-3! }

23
92 3_ ...
+C2[1+2x 2x +3.3!x }

17.

19.

21.

23.

25.

27.

29.

RES-9

I"1=8,}”2_0
2 22
=81 = 2+ —=— 2
Y clx[ 157 231527
2%
- X3+"'
31-23-15-3!
2
+ |l —2x+ 2
c2[ X 9.2x
23
- 34+ ... N
17-9-31" }
r1=%,r2=0

1
yx) = Cx3| 1+ -x +
3 3.2

+; 3+
.30

z

RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS SELECCIONADOS CON NUMERACION IMPAR e CAPITULO 6

+ C 1+l + 1 2+ : 3+
T2 st Tees
rIZ%,rZZO
2.2 22.3
— sl + 225 + 2
y(x) Clx[ 7x 9.7x

24
3t
11-9-7

+ C 1_|_1 _12_13_
o
2
rn=5h=3
y(x) = C1x2/3[1 — %x + %xz — 7|1x3 + .- ]
+ 1 = x4 I — T3 ]
rl—O,rz— 1
o0 o 1
:C - 211+C —1 2n
YW =6 o S G 2
—C —1 2I’L+1 C -1 2n
- %(zwn' 2 ,;0(2n>'
1
= ;[Cl senhx + C, cosh x]
r=1r,=0

y(x) = Cix + Cz[xlnx —1+1x
I 1
+§x3+ﬁx4+ "']

r=r,=0

1
y(x) = Cy() + Cz[yl(x)lnx + yl(x)<—x + sz

1 1
_ v+ )C4_"‘>
3.3 44

E x”—e

=01

donde y,(x) =



s

z
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RES-10 ° RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS SELECCIONADOS CON NUMERACION IMPAR

5o (=1 . sen(VA1) 1 1 1
-y 0 A ) 21. =1 -2+ 6 _ I
B.b) 0= 25 1)!(Wt) VA1 R T TR TP T
= (=1y cos (Vr 1 1
vy = 1S S (VR = cos VA1) T [x PRl
a0 (2n)! t
\/X \/X _;x10+...j|+|:§x2_lx3
¢) y=Cuxsen|— | + Cyxcos|— 4-7-10 2 3
X x
1 1
) +32-2!x6_33-3!x9+”}
EJERCICIOS 6.3 (PAGINA 250) )
EJERCICIOS 7.1 (PAGINA 261)
L y=cJ,x)+cJ  ,(x) 5 i | |
3. y=cJ,,(x) +c,J 5, () 1. S — = 3. S —Se
5. y=cJ,x) +c,Y (%) s s s°s
7.y =cJ,(3x) + ¢,Y,(3x) 1 +e™ 1 1
s. POE—— 7. —e % s
9. y=cJ, (50 +cJ_, (5% 21 56 TR
11 y = cx 2] (ax) + c,x 2] (ax) 11 1 o
13. y = xo12 [01]1(4)61/2) + CQY1(4)C1/2)] 9, ; - ? + Feﬂ 11. 1
15. y = x[cJ,(x) + ¢,Y, ()] | s |
17. y =x"[c,J,,(x) + ¢,Y,,(x) 13. — 15—
19. y = x’l[clJl,z(%xz) + czl,l,z(%xz)] (s ) s"+2s 42
2 _
23y = x e ,(0) + ¢, ()] . =L 19. 8
= C,senx + C,cos x (s + 1) s
25. y= xil/z[clJl,z(éxz) + CZJ,,,Z(éxz)] 21. % - IS—O 23. % + % _3
$ s s
= Clx’msen(%xz) + sz’mcos(éxz) 6 6 3 1 1 |
25 S b ok h- 27 Ly
35. y= clxl/2]1/3(% ax”) + szl/zJ_m(% ozx3/2) ) K ) ) s s—4
45. P,(x), P,(x). P,(x). y P(x) estin dados en el texto, g9 L, 2 1 a1 g . 15
Ps(x) = 1 (231x5 — 315x* + 1052 — 5), o872 54 s+
-1 7 _ 5 3 _ kt _ =kt
Pr() = 56 (429x7 = 693x7 + 315x° = 35x) 33. Utilice senh kr = £ ¢ para mostrar que
47. A, =2,A,= 12,1, =30 2
k
. . ff{senhkr} =5
REPASO DEL CAPITULO (PAGINA 253) sT—k
1 1 2
1. Fal _— — — -
5 e ¥ - MANEIT:
<[22
7. G~ Dy Yy =0 39, €083+ (send)s
9. r1=%,r2=0 s+ 16
M) = C[1 = Jx 4 4@ = o + -] EJERCICIOS 7.2 (PAGINA 269)
00 = Gl = x + 2 = g + -] 1L 1p 3002
1 y,(0) = co[l +32+ 18 + 34 + -+ ] 5. 143432+ T.or—1+e
y,(x) = ¢, [x +id+ x4 ] 9. te 11. 2sen 7t
t
13. r,=3,r,=0 13. cos 5 15. 2 cos 3¢t — 2 sen 3t
— 3 1 124 1 .3
yix) = Cix [1 + 4)51+ 20X T Xt ] 17. 11 19. %e_*” n %e’
y,(x) = C2[1 + x + §x2] 303
21. 03¢ + 0.6e70% 23, 1o — &3 4 Lo
15. y(x)=3[l—x2+%x4—%x6+---] L
—2[x—lx3‘+lx5—ix7+~-~] 25. g—gcos\gt 27. —4 + 3¢+ cost+ 3sent
1 ’ ; ® 29. %sent—ésenZt 3l.y=—-1+¢

17. g’?T 3

. = L4 19 ,-6 — 4, _ 1,4
19. x = 0 es un punto ordinario 3. y=qee t e 35 y=3et— 5"



RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS SELECCIONADOS CON NUMERACION IMPAR

37. y=10cost + 2 sent — \fsen\ft
39. y= fe’”z + le’Z[ + g+ 1 e’
41. y=je ' — e 3’(:os2t-|—4ez 3’sen2t
EJERCICIOS 7.3 (PAGINA 278)
6
(I 30—
(s — 10)? (s +2)
1 2 1 3
5. + + 7.
(s—=2° (=37 (s—4y (s—1*+9
K s — 1 s+ 4
9. —
s2+25 (s—1)72+25 (s +4)> + 25
11. 1fe 13. e¥sent
15. e ¥ cost— 2e > sent 17. 7' — te!
19. 5—1—Se ' —4te" — 3
21. y=te ™™ + 2e 4 23. y=e¢ '+ 2te”!
25, y=lr+ 2 = 2o Wped 27,y = —JeVsen 2t
29. y=%—%e cost+5e sent
3l. y=(e+ Dte™" + (e — 1)e™*
3 V15 V15 V15
33. x() = -3¢ e "2cos Tt — Te‘”’z sen— t
e’ e*Z,s 8*23'
37. 39. +2
52 52 s
N
41. s 43. Lt — 22 U —
s2+4e =22 Ut — 2)
45. —sen tUGt — m 4T UGt — 1) — e OYE — 1)
49. ¢) 51. f)
53. a)
2 4
55. f(=2—4U¢ —3); P{f) == — —e 3
S S
57. f(1) = ¢
S
1 e—2s e 2s
59. fO)=t—tUt— 2); L{f)} = i 2 .
e 48 —bs
61. f() = Ut —a) — Ut — b); Z{f(D} = -
63. y=1[5—Se "V ur—1)
65. y=—F+3t+ie X —1Ut— 1)
— 1= DUE— 1) + Fe 20U — 1)
67. y = cos2t— Ltsen2(t— 2m) Ut — 2m)
+ Isen (r— 2m) Ut — 2m)
69. y=sent+ [1 — cos(t — m)]U{t — )
— [1 — cos(t — 2m)] Ut — 2m)
71 x() =3t — Zsendt—32(t — 5) Ut — 5)

+ 2send(t— 5) Ut — 5) —
+ Zcos 4(r — 5) Ut — 5)

Bt - 5)

e  RES-11
73, q(1) =21 — 3) — 2e I — 3)
1 10
75. a) i(t) = ——e 1% — —cost + —sent
101 101 101
10 3
_ Y —104-372) o m
101° %<t 2 >
3T 3
+ — _ 27 _om
101 cos(t 2)%(; 2>
3 3 \
+ — t—— Ut — —
101se“< 2 ) ( > )
b)i =~O0latt=17,i =~ —0.1atr~47
W0L2 WOL WO
71. = 2 3 4 4
YO = Y65t T et T uE”
sl 33
MHG:2>%X > \
L? L
79, y(x) = 0 g2 - 20 3
48E1 24E]

5
4+ Mo S—Lx—xs-l—(x—é)%(x—é)
60EIL 2 2

81. a) a1 _ k(T — 70 — 57.5t —

dt
EJERCICIOS 7.4 (PAGlNA 289)
1 1 3 st —4
" (s + 10 S (4
5 6s% + 2 . 125 — 24
T2 -1y T s — 2)* + 36)°
9. y=—le '+ lcost—jtcost+ yrsent

11. y =2cos3t + %sen 3+ étsen 3t
13. y=%sen4t+étsen4t
- é(t — msend@ — mUFT — m)

17. y =38+ ¢,/ 19.
21. s 1 23.
(s + D[(s — 1)*> + 1]
+ 1
%5, — >~ 27.
s[(s + 1) + 1]
352 + 1
29, —— 31.
s2(s2 + 1)?
3B 1P —1t—1 37.

39. f(t) = —ge " + g’ +
43. f(1) = 3e* +

Lo-2e 4 1 1
ge o+ jcos 2t + 4sen2t

(230 — 57.50U(t — 4))

EIPRITI
qte' + jte 41.

RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS SELECCIONADOS CON NUMERACION IMPAR e CAPITULO 7

f() =sent
f=e
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RES-12 o

45.
47.

49.

51.

53.

55.

57.

y(t) = sent — %tsent
i(f) = 100[e~100=D — =201t — 1)
— 100[6710(172) — 6720(#2)]0”([ — 2)
1 —e
s(1 + e )

E(L_ ! )
s\bs e —1

coth (7rs/2)
s+ 1

ir) = (1 — e HilL)
+ 231y = e R —
R n=1

x(t) = 2(1 — e"'cos 3t — %e”sen 31)

+4 3 (=11 — e "™ cos 3(t — nm)

n=1

— Lemtmmgen 3(1 — nm)| UG — nm)

EJERCICIOS 7.5 (PAGINA 295)

° W

11.

13.

y =D — 2)
y =sent + sent U(t — 2m)
y = —cost%(t - 75’) + cost%(r - 37”)
y=1—teap [I—Le2en] gqr — 1)
y = e 2 2Msent Ut — 21T)
y = e *cos 3t + %e‘z"sen 3t

+1e 2 Msen 3(t — m) Ut — )

+3e 23 sen 3(t — 3m) Ut — 3m)

Py(L 1 L
—0(—x2 ——x3>, 05x<5

o= [FNT

y P0L2<1 L) L
2 {ox——=), Z=x=L
4E1\2° T 12) 2

EJERCICIOS 7.6 (PAGINA 299)

1.

5.

9.

11.

x:—%e*2’+%e’ 3. x:—c053t—§sen3t
y:%e—2z+2et y=200s3t—%sen3t
x=-2+32 -1 7 x=-l1-3V2sen V2
y=§e3’ ;ez’—é y= %;+%\ﬁsen\ﬁt

2 1
_ L34 4
x—8+3!t +4!t
2 1
— S 3 4 4
y 3't+4!t

x=1P+t+1—e"

y = —% + %e” + %te”

13.

15.

17.

19.

RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS SELECCIONADOS CON NUMERACION IMPAR

1 V6 2 2
x| = gsent + Fsen\@t + gcost - gcos Vo6t
2 6 4 1
Xy = gsent - Fsen\/@t + gcost + gcos V6t
b) i, = 100 _ Me—oom
9 9
iy = % _ %06900’

¢) i, =20 — 20

= 20,2 4 375 15 4 145
= —Re 4+ 2715 + Weost + Lsent
= 30, 250 - 280 810
iy =3¢ 2+ fege 7 = j5cost + jysent
6 6 9V2
i ==—=e % cosh 502 — ——¢ 1% senh 50V21¢
5 5 0
6 6 6V2
i, = $75¢ ~100rcosh 50V2t — —— e 19 senh 50 V21

REPASO DEL CAPITULO 7 (PAGINA 300)

1.

5.

13.
17.

19.
21.

25.
29.

31.

1 2
i ; e’ 3. falso
S
1

verdadero 7. C+ 7

2 1 —2
s>+ 4 TP+ 4y
of 15. ;7%

e%'cos 2t + 3 e'sen 2t

cos (t — 1)%(t -1 +senw(t— DUE— 1)
-5 23. e M OF(s — a)
FOUE = 1) 27. f(t = 1) Ut — 1)
fO =t—@— DUC— 1) — UC — 4);

1 1 1
LM} =5 — 5 ——e™y

s N N

1 1
t — _ —(s—1)

L{ef(n} =17 G- 1)26

_ 1 P )]

s—1

F0) =2+ (t = 2) Ut - 2:
2 1
LUO) =+ e
N s

2 1
Llefo} = T T ~2(s-1)
33. y=5te' + %tze’
By =g+l e - Bet S -0
— e =2 Ur —2) + Le D@ - 2)
~ e TP UG- 2)
37. y=1+t+%t2
39. x=—j+ge M+ 1

9 —21_1 2t
y=t+3 4



RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS SELECCIONADOS CON NUMERACION IMPAR °

41. i(t) = =9 + 2t + 9e¢™ S

Wo 1, L, >, I,
43. =—— |-+ =P+
3.y 12EIL[ 57T Tt Ty
1 L\’ L
+olx=Z) wulx-=
5<x 2) (x 2)]
6, + 6y —
45. a) Ol(t)ZOT%coswt+oT%cos w? + 2Kt
6, + 6o —
0,(f) = — djocoswt—o—%cos w? + 2Kt
2 2
EJERCICIOS 8.1 (PAGINA 310)
3 -5 X
X = X, X =
N
-3 4 -9 x
3.X'=( 6 -1 0|X, dondeX = |y
10 4 3 z
1 -1 1 0 t -1
5. X' =(2 1 —1|X+[=32]+]| 0)|+]| Of
1 1 1 I —t 2
X
donde X = |y
Z

d
7. —x=4x+2y+e’
dt
y=—x+3y—e[
t
=x—y+2z+e'—3t

d
dt
d
dt
%=3x—4y+z+26_’+t
dz

Z=—2x+5y+6z+2ef’—t

dt

17. Si; W(X, X)) = —2¢7% # 0 implica que X, y X, son
linealmente independientes en (—o, ®).

19. No; W(X, X, X3) = 0 para toda z. Los vectores
solucién son linealmente dependientes en (—, %)
Observe que X y X..

EJERCICIOS 8.2 (PAGINA 324)

1 -1

1. X = c,( )eS’ + cz< >e’
2 1
2 2

3. X = cl<1>e_3’ + c2<5>e’

11.

13.

19.

21.

23.

25.

27.

29.
31.

33.

35.

37.

X =

Correspondiendo al eigenvalor A, = 2 de multiplicidad
5, los eigenvectores son

RES-13

1 2 1
c|0le + )| 3|e* + 3|0 |e!
0 1 2
-1 1 1
ol Ole ™+ |4 + 5| —1|e?
1 3 3
4 —12 4
ol Ole "+ ¢, 6le "+ cy| 2|e 3
-1 5 -1 :

eefi
aci SH(GNER

cl(l e+ c, 1)e2’+c; 0]e*

z

RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS SELECCIONADOS CON NUMERACION IMPAR e CAPITULO 8

-4
=5+ c,
2

Oe

OteS’—i— -
_1 — |
0 0 0
cill]e+cf|1|te + |1
1 1 0
0\ , 0
+o|| ]| ze + |1 ]te +
1 0

2 2t + 1
—7( )e‘” + 13( )e‘”
1 t+1

S5t

+C3 e

— = N =

Q

O O I
(.!N

1 0 0
0 0 0

K =0, K=|1|. Ky=|o0l
0 0 1
0 0 0

coS 1 sent

X = c,< >e4’ + cz< >e4’
2cost + sent 2sent — cost

X=c1< et + ¢,
—cost — sent,

cos ¢ sent

>e4t
—sent + cost
5sen3t >

4t

< 5cos 3t ) <
X = ¢ + ¢,
4cos 3t + 3sen3t, 4sen3t — 3cos 3t
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z

RES-14 o

39.

41.

43.

45.

1 —cost sen t
X=¢|0|+cy| cost|+ c3] —sent
0 sen ¢ cos t
0 sent cos t
X =c¢/|2]e + cy|cost|e + c3| —sent |e
1 cos t —sent
28 4 cos 3t — 3 sen 3¢
X =c¢/|-5]|e+c, —5 cos 3t e
25 0
3 cos 3t + 4 sen 3t
+ ¢, —5 sen 3¢ e
0
25 cos 5t — 5 sen 5¢
X=—|-7]e — cos 5t
6 cos 5t
5 cos 5t + sen 5t
+ 6 sen 5t
sen 5¢

EJERCICIOS 8.3 (PAGINA 332)

11.

13.

15.

17.

1 1 1
Xcl(Oe—f—cz 1]e* + c;| 2 e

4t

DN NI NIWw

0 0 2

oo ()

1 3 11 15
x=afy)re()e- (- ()
1 2 11 10
2 10 = 15
X = cl<1>et/2 +c ( >e31/2 _ <123>tez/2 _ (3
4 4
2 1 3 4
X = cl< )e’ + cz< )eZ’ + < >e’ + < >te’
1 1 3 2
4 - -12 :
X = c1< )e” + cz< )e” + ( )t — (i)
0 s
3

RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS SELECCIONADOS CON NUMERACION IMPAR

1 t
19. X = ¢, e+ e,
-1 5

1
r 4 2\ ,-t
Je ()

2. X = (cost) ( sen f ) N <cos t)t
sen t —cos t sen t
—sen
+ < >ln|cost|
t t t
2. X = (cos ) . ( sen )e[ N (cos )te’
sent —Cos t sent
25 X = ¢ (cost) (sent>+<cost>t
—sent cos t —sent
—sent sent
+ ( ) ( >ln|cost|
senftan ¢ cos t
2 sent 2 cost 3sent
7. X = ( ) ( )+( )fez
cos t —sent Scost
cos t 2 cost
+ e'In|sent| + e'In|cos |
2se —sent
0
29. X =¢ +czlez’+c3Oe
1
1 2t + tezt
—e' + ez’ + tez’
t2 3
2 -2 2
31.X—(>t2’+< >2’+< )te‘”-i—()e‘”
2 2 0

o

3 4 (19
> = 2< >ez’ + —< )e'z’ - —( )cost
3 20\ —1 29\42

EJERCICIOS 8.4 (PAGINA 336)

e 0
1. A = (0 e2’>;

_ e’ 0
e At — <O e—27>

t+1 t t
Al — t t+ 1 t
—2t =2t —2t+1

1 0
5 X = cl<0>e’ + cz(l>ez’

t+1 t t
7. X = (& t + Cy t+ 1)+ C3 t
—2t —2t —2t+1
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( 1) (0> 3 EJERCICIOS 9.1 (PAGINA 344)
9. X =¢ e+ c ez’—l—( >
\0 “\1 ] 1. parah = 0.1,y, = 2.0801; parah = 0.05,y, = 2.0592
3. parah = 0.1, y, = 0.5470; parah = 0.05, y,, = 0.5465
1L X = ¢, (COSh ! ) + o (Senh ’) _ <1> 5. parah = 0.1,y, = 0.4053; parah = 0.05,y, = 04054
senh ¢ coshz/ Al 7. parah = 0.1,y, = 0.5503; parah = 0.05, y,, = 0.5495
PR / / 9. parah = 0.1, y, = 1.3260; parah = 0.05,y,, = 1.3315
_ 11. para h = 0.1 Vs = 3.8254; para h = 0.05, Yo = 3.8840;
B.X={ ¢ |-4r+1]+6{ 1 enx = 0.5 el valor real es y(0.5) = 3.9082
—2t —2t —2r+1
13. a) y =12
3 o 1 —2¢ 3 2t 3 -2t
A _ [2€¢7 T 2¢ 1€ T g€ . h? 0.1)?
15. ¥ (—6‘2t + 72 1 e+ e_2’>’ b) y”(C)E = 462”—( 2) = 0.02¢2%¢ < 0.02¢"2
- <§e2’ - ;e2'> N ( jed — e ) = 0.0244
=c c 0
=2 + 72 \—Let 4 3o ¢) Elvalorreal es y(0.1) = 1.2214. El error es 0.0214.
3 | d) Sin=0.05y, =121
X = c3< >e2f + c4< )e—zf e) Elerrorconi = 0.1 es0.0214. El error con
—2 —2 h = 0.05 es 0.0114.
17. oA = (ez’ +31e2 =9z ) 15.a) y =038
’ te?! e — 3te*)’ 2 (01)2
b) y"(c) = = Se % ——— = 0.025¢7% = 0.025
1+ 3¢ —Ot 2 2
X = ¢ e+ ¢, e
t 1 — 3t para0 < c = 0.1.
330 L5t L34 1 eiz ¢) Elvalorreal es y(0.1) = 0.8234. El error es 0.0234.
23. X = cl(geh B §e§t> + c2< : o 3 5[> d) Sih=0.05,y,=0.8125.
2 2 e) Elerror con 7 = 0.1 is 0.0234. El error con & = 0.05
1 1 es 0.0109.
X =q¢ e+ ey e
1 3 17. a) El error con 19k%¢ 3D,
. z " hz
REPASO DEL CAPITULO 8 (PAGINA 337) b) vy (C)_ = 19(0.1)*(1) = 0.19
1 k=1 ¢ Sih=0.1,y = 1.8207.
Sih=0.05,y,= 19424,
5 ( )e +oe ( 1>te’ n (O)e’ d) Elerror con & = 0.1 is 0.2325. El error con & = 0.05
' 1\=1 1 es 0.1109
- ( cos 2t > (sen 2t> . 1 - 1w
) —sen 2t 2\ cos 21/¢ - ) erores o + 122"
7 h? (0 1)?
b ‘ "o)—| = (1)—— = 0.005
9. X 31e* + ¢, 1 e‘” +ocy| 12 |e7 P 2
1 —16 ¢) Sih=0.1,y,=04198.1f h = 0.05,y, , = 0.4124.

d) Elerror con h = 0.1 is 0.0143. El error con 2 = 0.05

()
el (Ge() TR
o

cos ) ( sen ¢ ) (1) EJERCICIOS 9.2 (PAGINA 348)

13. X
cost —sent sent + cost 1 1. y, = 3.9078; el valor real es y(0.5) = 3.9082
cent 3. y,=2.0533 5. y, = 0.5463
+ ( > ]n| csct — cot [| 7. Vs = 0.4055 9. Vs = 0.5493
sent + cost 11. y. = 1.3333
: .

13. a) 35.7130
-1 -1 1

_ 3 k
I5.b) X=c| 1+ 0f+cl]e! O vt) = "8 tanh /<81 u(5) = 35.7678
0 1 1 k m

z

z

RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS SELECCIONADOS CON NUMERACION IMPAR e CAPITULO 9
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z

RES-16

15.

17.

p—
o

5
L&) D =

a) parah = 0.1, y, = 903.0282;
para h = 0.05,y, = 1.1 X 10"
a) y, = 0.82341667
e 0.1)°

hS
Gy L = -2 20) W17
b) (6)5! 40e 5 = 40e =

=3333 X 1076
¢) Elvalorreal es y(0.1) = 0.8234134413. El error es
3.225 X 107°=3.333 X 10°°.
d) If2=0.05,y, = 0.82341363.
e) Elerroresh =0.1es3.225 X 10°°. El error con
h=0.05es1.854 X 1077,
_n o
51 (¢c+ 1)5!
5 5
24 - 0.1
(c + 1)°5! 5!
¢) Delcdlculocon i = 0.1, y, = 0.40546517.
Del célculo con i = 0.05, y,, = 0.40546511.

b) = 2.0000 X 10~

EJERCICIOS 9.3 (PAGINA 353)

1.

1

y(x) = —x + % los valores reales son

v(0.2) = 1.0214, y(0.4) = 1.0918, y(0.6) = 1.2221,
v(0.8) = 1.4255; las aproximaciones estdn dadas en el
ejemplo 1.

y, = 0.7232

parah = 0.2, y, = 1.5569; parah = 0.1,y = 1.5576
parah = 0.2, y, = 0.2385; parah = 0.1,y = 0.2384

EJERCICIOS 9.4 (PAGINA 357)

1.

now

[,
[

y(x) = —2e* + Sxe>; y(0.2) = —1.4918,
y, = —1.6800
y, = —1.4928,y, = —1.4919

y, = 14640, y, = 1.4640
x, = 8.3055,y, = 3.4199;
x, = 8.3055,y, = 3.4199
x, = —3.9123,y, = 4.2857;
x, = —3.9123,y, = 4.2857
. x, = 04179,y = —2.1824;
x, = 0.4173,y, = —2.1821

EJERCICIOS 9.5 (PAGINA 361)

-,

y, = —5.6774,y, = —2.5807, y, = 6.3226

= —0.2259, y, = —0.3356, y, = —0.3308,
y, = —02167
y, = 33751, y, = 3.6306, y, = 3.6448, y, = 3.2355,
v, =2.1411

y, = 3.8842, y, = 2.9640, y, = 2.2064, y, = 1.5826,
v, = 10681, y, = 0.6430, y, = 0.2913

9. y, = 0.2660, y, = 0.5097, y, =
v, = 1.1465, y, = 1.3353, y,
v, = 1.8474
11. y, = 03492, y, = 0.7202, y, = 1.1363, y, = 1.6233,
v, = 22118, y, = 2.9386,y, = 3.8490
13. ©) y, = —2.2755,y, = —2.0755,y, = —1.8589,

RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS SELECCIONADOS CON NUMERACION IMPAR

y, = —1.6126,y, = —1.3275

REPASO DEL CAPITULO 9 (PAGINA 362)

0.7357,y, = 0.9471,
1.5149, y, = 1.6855,

1. Comparacién de los métodos numéricos con i1 = 0.1:

X

n

1.10
1.20
1.30
1.40
1.50

Euler

2.1386
2.3097
2.5136
2.7504
3.0201

Euler
mejorado

2.1549
2.3439
2.5672
2.8246
3.1157

RK4

2.1556
2.3454
2.5695
2.8278
3.1197

Comparacién de los métodos numéricos con 2 = 0.05:

X

n

1.10
1.20
1.30
1.40
1.50

Euler

2.1469
2.3272
2.5409
2.7883
3.0690

Euler
mejorado

2.1554
2.3450
2.5689
2.8269
3.1187

RK4

2.1556
2.3454
2.5695
2.8278
3.1197

3. Comparacién de los métodos numéricos con &

X

n

0.60
0.70
0.80
0.90
1.00

Euler

0.6000
0.7095
0.8283
0.9559
1.0921

Euler
mejorado

0.6048
0.7191
0.8427
0.9752
1.1163

RK4

0.6049
0.7194
0.8431
0.9757
1.1169

0.1:

Comparacién de los métodos numéricos con & = 0.05:

X

n

0.60
0.70
0.80
0.90
1.00

Euler

0.6024
0.7144
0.8356
0.9657
1.1044

Euler
mejorado

0.6049
0.7193
0.8430
0.9755
1.1168

RK4

0.6049
0.7194
0.8431
0.9757
1.1169

5. h=02:y0.2)=32; h=0.1:y(0.2) =3.23
7. x(0.2) = 1.62,y(0.2) = 1.84
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enfriamiento/calentamiento, 21, 28,
85-86
evaporacion de las gotas de lluvia, 31
evaporacion, 101
fechado con carbono, 84-85
fluido girando, 31
hora de muerte, 90
hueco a través de la Tierra, 30
inmigracién, 97, 102
interés compuesto continuamente, 89
marcapasos de corazon, 62, 93

masa deslizando hacia abajo de un
plano inclinado, 93-94
masa variable, 211
memorizacién, 30, 93
mezclas, 22-23, 86, 106-107
movimiento de un cohete, 211
movimiento del péndulo, 209, 298
movimiento oscilatorio de un barril
flotando, 29
nadando en un rio, 103
paracaidismo, 29, 92, 102
péndulos acoplados, 298, 302
pesca constante, 92
poblacién de Estados Unidos, 99
poblacién dindmica, 20, 27, 94
poblacién fluctuante, 31
problema del quitanieves, 32
propagacién de una enfermedad, 22,
112
reabastecimiento de una pesqueria, 97
reacciones quimicas, 22, 97-98
recoleccion de pesca, 97
redes, 297
reloj de agua, 103-104
resonancia, 191, 197-198
resorte girando, 203
resorte viejo, 185-186, 245, 251
resortes acoplados, 217, 295-296, 299
series de decaimiento radiactivo, 62,
106
sistemas resorte/masa, 29-30, 182,
186, 189, 218, 295-296, 299, 302
suministro de un medicamento, 30
superficie reflejante, 30, 101
temperatura en un anillo circular, 206
temperatura en una esfera, 206
tractriz, 30, 114
tsunami, forma del, 101
vaciado de un tanque, 28-29
varilla girando que tiene una cuenta
deslizandose, 218
velocidad terminal, 44
Modo de primer doblamiento, 202
Modos de doblamiento, 202
Moédulo de Young, 199
Movimiento amortiguado, 186, 189
Movimiento arménico simple de un
sistema resorte/masa, 183
Movimiento de cohete, 211
Movimiento de proyectiles, 173
Movimiento forzado de un sistema resorte/
masa, 189-190
Movimiento forzado, 189
Movimiento libre de un sistema resorte/masa
amortiguado, 186
no amortiguado, 182-183
Muerte de caracoles de mar, 85
Multiplicacién
de matrices, APE-4
de serie de potencias, 221
Multiplicidad de eigenvalores, 315
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Niveles de solucién de un modelo
matemdtico, 20

Notacion de Leibniz, 3

Notacién de punto para la derivada de
Newton, 3

Notacion de subindices, 3

Notacion para derivadas, 3

Notacién prima, 3

Notacién punto, 3

O

Ohms, (), 24

Onda cuadrada, 288, 291

Onda senoidal rectificada, 291

Onda triangular, 291

Operaciones de rengldn, elementales,
APE-10

Operaciones elementales entre renglones,
APE-10
notacién para, APE-11

Operador diferencial anulador, 150

Operador diferencial de n-ésimo orden,
121

Operador diferencial, 121, 150

Operador lineal, 121

Operador lineal diferencial, 121

Operador polinomial, 121

Orden de un método de Runge-Kutta, 345

Orden de una ecuacion diferencial, 3

Orden exponencial, 259

P

Paracaidismo, 29, 92, 102
pardametro n familia de soluciones, 7
Pelicula, 300
Péndulo balistico, 216
Péndulo doble, 298
Péndulo fisico, 209
Péndulo no lineal amortiguado, 214
Péndulo no lineal, 208
Péndulo
acoplado con un resorte, 302
balistico, 216
de longitud variable, 252
doble, 298
fisico, 209
lineal, 209
no amortiguado, 214
no lineal, 209
periodo de, 215-216
simple, 209
Péndulos acoplados, 302
Pérdida de una solucion, 47
Periodo de un movimiento armonico
simple, 183
Peso, 182
Pinturas de la cueva de Lascaux, fechado
de las, 89
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Plano de fase, 305, 313-314
Polinomio de Taylor, 177-346
Polinomios de Laguerre, 291
Polinomios de Legendre, 249
férmula de Rodrigues, para 250
gréficas de, 249
propiedades de, 249
relacion de recurrencia para, 249
Posicién de equilibrio, 182, 183
Primera ley de Kirchhoff, 109
Primera ley de Newton, 24
Principio de superposicion,
para ecuaciones diferenciales lineales
no homogéneas, 127
para una ecuacioén diferencial
homogénea, 121
para una ecuacién diferencial parcial
homogénea, 306
Problema de segundo orden con valores
iniciales, 11, 118, 353
Problema con valores iniciales de n-ésimo
orden, 13, 118
Problema con valores iniciales de primer
orden, 13
Problema del quitanieves, 32
Problemas con valores en la frontera
método de tanteo para, 361
métodos numéricos para EDO, 358
modelos matematicos involucrados, 199
para una ecuacion diferencial
ordinaria, 119, 199
Propagacién de una enfermedad
contagiosa, 22, 112
Propiedad de linealidad, 256
Promedio pesado, 345
Propiedad de tamizado, 294
Prueba de proporcién, 220
Puente suspendido, 25-26, 52
Pulga de agua, 95
Pulso rectangular, 280
Pulsos, 197
Punto critico aislado, 43
Punto critico de una ecuacidn diferencial
de primer orden
aislado, 43
asintoticamente estable, 40-41
definicion de, 37
inestable, 41
semiestable, 41
Punto critico estable asociado, 40-41
Punto critico inestable, 41
Punto critico semiestable, 41
Punto de equilibrio, 37
Punto estacionario, 37
Punto ordinario de una ecuacién
diferencial de segundo orden,
223,229
solucidn respecto a, 220, 223
Punto rama, 109
Punto singular irregular, 231
Punto singular regular, 231

Punto singular
en o, 223
irregular, 231
de una ecuacién diferencial parcial
de primer orden, 57
de una ecuacién diferencial lineal de
segundo orden, 223
regular, 231
Puntos de inflexion, 44
Puntos espirales, 182
Puntos interiores de la malla, 359
PVF, 119
PVI, 13

R

Radio de convergencia, 220

Raices de indices, 235

Raices de las funciones de Bessel, 246

Raices racionales de una ecuacion
polinémica, 137

Rapideces criticas, 205-206

Razén de crecimiento especifico, 94

Razon de crecimiento relativo, 94

Reabastecimiento de una pesqueria,
modelo de, 97

Reaccioén quimica de primer orden, 22,
83

Reaccién quimica de segundo orden,
22,97

Reacciones quimicas, 22, 97-98
de primer orden, 22, 83
de segundo orden, 22, 97

Reactancia, 193

Recoleccién de pesca, modelo de, 97,
99-100

Recta de minimos cuadrados, 101

Recta de regresion, 102

Rectas tangentes, método de, 75-76

Rectificacion de media onda de la funcion
seno, 291

Rectificacion de onda completa de la
funcién seno, 291

Redes, 109-110, 297

Redes eléctricas, 192
forzadas, 193

Reduccion de orden, 130, 174

Regla de Cramer, 158, 161

Regresion lineal, 102

Relacion de recurrencia de tres términos,
227

Relacion de recurrencia diferencial, 246-
247

Relacion de recurrencia, 225, 249, 251
diferencial, 247

Resistencia del aire
proporcional al cuadrado de la

velocidad, 29

proporcional a la velocidad, 25

Reloj de agua, 103-104

Repulsor, 41, 314, 321

Resistencia
aire, 25, 29, 44, 87-88, 91-92, 101
eléctrica, 24, 192-193
Resonancia pura, 191
Resorte duro, 208
Resorte lineal, 207
Resorte no lineal, 207
duro, 208
suave, 208
Resorte rotando, 203
Resorte suave, 208, 304
Resorte viejo, 185, 245
Resortes acoplados, 217, 295-296, 299
Respuesta al impulso, 294
Respuesta de entrada cero, 269
Respuesta de estado cero, 269
Respuesta
de un sistema, 27
entrada-cero, 269
estado-cero, 269
impulso, 294
Resultado, 60, 128, 182
Rigidez flexional, 199

S

Segunda ley de Kirchhoff, 24, 109
Segunda ley de Newton del movimiento,
24,182
como razén de cambio de la cantidad
de movimiento, 211-212
Segundo teorema de traslacion, 275
forma alternativa de, 276
forma inversa de, 276
Separacion de variables, método
para ecuaciones diferenciales
ordinarias de primer orden, 45
Serie de potencias convergente, 220
forma inversa de, 285
Serie de potencias divergente, 220
Serie de potencias, repaso de, 220
Serie de Taylor, uso de, 175-176
Serie
de potencias, 220
soluciones de ecuaciones
diferenciales ordinarias, 223,
231, 233
Series de decaimiento radiactivo, 62, 106
Singular, solucién, 7
Sistema de ecuaciones diferenciales de
primer orden, 304
Sistema de ecuaciones diferenciales no
lineales, 106
Sistema dinamico, 27
Sistema homogéneo asociado, 309
Sistema lineal homogéneo de segundo
orden, 323
Sistema lineal, 106, 128, 304
Sistema no homogéneo de ecuaciones
diferenciales lineales de primer orden,
304, 305



solucién general de, 309
solucién particular de, 309, 326
Sistema resorte/masa criticamente
amortiguado, 187
Sistema resorte/masa no amortiguado,
181-182, 187
Sistema resorte/masa sobreamortiguado,
186
Sistema resorte/masa
amortiguador, amortiguamiento
para, 186
ley de Hooke y, 29, 182,
295-296
modelos lineales para, 182-192, 218,
295-296
modelos no lineales para, 207-208
Sistemas, auténomos, 363
Sistemas de doble resorte, 195, 295-296,
299
Sistemas de ecuaciones diferenciales
ordinarias, 105, 169, 295, 303
lineal, 106, 304
no lineal, 106
solucién de, 8-9, 169, 305

Sistemas de ecuaciones lineales de primer

orden, 8, 304-305
conjunto fundamental de soluciones
para, 308
existencia y unicidad de la solucién
para, 306
forma matricial de, 304-305
forma normal de, 304
homogéneos, 304, 311
no homogéneos, 304, 309, 326
principio de superposicién para,
306
problema con valores iniciales para,
306
solucion de, 305
solucién general de, 308, 309
Wronskiano para, 307-308
Sistemas homogéneos
de ecuaciones algebraicas,
APE-15
de ecuaciones lineales de primer
orden, 304
Sistemas lineales de ecuaciones
algebraicas, APE-10
Sistemas lineales de ecuaciones
diferenciales, 106, 304
forma matricial de, 304-305
método de solucion, 169, 295, 311,
326, 334
Sistemas reducidos de primer orden
354-355
Solucién de equilibrio, 37
Solucién de estado estable, 88, 190, 193,
457
Solucién de forma cerrada, 9
Solucién de una ecuacion diferencial
ordinaria

constante, 11
definicién de, 5
definida en partes, 8
equilibrio, 37
explicita, 6
general, 9, 124, 126
grafica de, 5
implicita, 6
integral, 7
intervalo de definicién para, 5
n paramétrica familia de, 7
numero de, 7
particular, 7, 53-54, 125, 140, 150,
157, 231
respecto a un punto ordinario,
224
respecto a un punto singular,
231
singular, 7
trivial, 5
Solucién de un sistema de ecuaciones
diferenciales
definida, 8-9, 169, 305
general, 308, 309
particular, 309
Solucién explicita, 6
Solucién general
de la ecuacion diferencial de Bessel,
242-243
de una ecuacién diferencial de
Cauchy-Euler, 163-165
de una ecuacion diferencial, 9, 56
de una ecuacion diferencial lineal
homogénea, 124, 134-135
de una ecuacién diferencial lineal no
homogénea, 126
de un sistema homogéneo de
ecuaciones diferenciales lineales,
308, 312
de una ecuacion diferencial lineal
de primer orden, 56
de un sistema de ecuaciones
diferenciales lineales no
homogéneas, 309
Solucién implicita, 6
Solucién particular, 7
de una ecuacion diferencial lineal,
53-54, 125, 140, 150, 157, 231
de un sistema de ecuaciones
diferenciales lineales, 309, 326
Solucién transitoria, 190, 457
Solucién trivial, 5
Solucionador numérico, 78
Soluciones con serie de potencias
curvas solucion de, 229
existencia de, 223
método de determinacion, 223-229
Schwartz, Laurent, 294
Sudario de Turin, fechado de, 85, 89
Sumidero, 377
Sustituciones en una ecuacion diferencial, 70
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Tabla de transformadas de Laplace,
APE-21
Tamaiio de la malla, 513
Tamafio de paso, 76
Tanques con fuga, 23-24, 28-29, 100,
103-105
Temperatura ambiente, 21
Temperatura en un anillo, 206
Temperatura en una esfera, 206
Teorema de convolucioén, transformada de
Laplace, 284
Teorema de Frobenius, 233
Teorema de la primera traslacion, 271
forma inversa de, 271
Teoremas de corrimiento para
transformadas de Laplace, 271,
87-88, 192
Teoremas de traslacion para la
transformada de Laplace, 271, 275,
276
formas inversas de, 271, 276
Teoremas de unicidad, 15, 118, 306
Teoria de distribuciones, 294
Término de competencia, 95
Término de estado estable, 88, 193
Término de inhibicién, 95
Tiempo de muerte, 90
Tractriz, 30, 113-114
Transformada de la integral, 256
nucleo (kernel) de, 256
Transformada de Laplace
comportamiento, cuando s — %,
260
de la funcién delta de Dirac, 293
de la funcion escalén unitario, 275
de sistemas de ecuaciones
diferenciales lineales, 295
de una derivada, 265
de una funcién periddica, 287
de una integral, 284, 285
definicion de, 256
del problema con valores iniciales,
265-266
existencia, condiciones suficientes
para, 259
inversa de, 262
linealidad de, 256
tablas de, 285, APE-21
teorema de convolucién para, 284
teoremas de translacion para, 271, 275
Transformada lineal, 258
Transformada inversa de Laplace,
262-263
linealidad de, 263
Transpuesta de una matriz, APE-7
Trayectorias
ecuaciones paramétricas de, 305,
313
ortogonales, 115
Tsunami, 101
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Valores caracteristicos, APE-14
Variables de estado, 27, 128
Variables, separables, 45-46
Variacién de parametros
para ecuaciones diferenciales de
primer orden, 54
para ecuaciones diferenciales lineales
de orden superior, 158, 160-161
para sistemas de ecuaciones
diferenciales lineales de primer
orden, 326, 329-330
Vector solucion, 305
Vectores caracteristicos, APE-14
Velocidad de escape, 214
Velocidad terminal de un cuerpo cayendo,
44,91, 101

Verhulst, P. F., 95
Vibraciones antisimétricas, 208
Vibraciones eléctricas armoénicas
simples, 192
Vibraciones eléctricas forzadas, 193
Vibraciones, sistemas resorte/masa, 182-191
Vida media, 84
del carbono, 14, 84
del plutonio, 84
del radio-226, 84
del uranio-238, 84
Viga en voladizo, 200
Vigas sujetas en los extremos con
abrazaderas, 200
Vigas
voladizo, 200
curva de deflexion de, 199

deflexion estatica de, 199

integrada, 200

libre, 200

simplemente soportadas, 200

soportada por un fondo eléstico, 302
Virga, 31
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Wronskiano
para un conjunto de funciones, 123
para un conjunto de soluciones de
una ecuacion diferencial lineal
homogénea, 123
para un conjunto de vectores solucién
de un sistema lineal homogéneo,
308
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Reglas

d
1. Constante:—c =0
onsanedxc

3. Suma: %[f(x) T g)=f"(x)* g’(x)
d fx) _ g)f (x) - f(x)g’(x)

5. Cociente:

2. Multiplo constante: %cf(x) =cf’(x)

dx g(x)

7. Potencia: iJc” =nx
x

Funciones
Trigonométricas:

9. d—senx =CosXx

x
12. —cotx =—csc®x
dx
Trigonométricas inversas:
15. isen‘1 g= !
dx 1-x2
18. icot*1 x=- ! >
dx 1+x
Hiperbodlicas:

21. isenhx =coshx
dx

24. icothx =—csch?x
dx

Hiperbolicas inversas:

27. isenh_1 = 1
dx

x®+1

30. icoth*1 7= 1
dx 1-x?

Exponencial:

33. iex =e”

dx

Logaritmica:

d 1

[g(x)

n-1

4. Producto:%f(x)g(x) =f(x)g’(x) + g(x) f'(x)

6. Cadena: %f(g(x)) =f"(g(x)g’(x)

8. Potencia: %[g(x)]” = n[g(x)]nflg’(x)

10. —cosx =—senx
dx

13. —secx =secxtanx
dx

16. icos_:l xXx=- L
dx 1-x2
19. isecf1 G = !
d |x| xZ-1

22. icosh x = senhx
dx

25. i sech x = —sech x tanh x
dx

d 1
28. —cosh™ x =
I cosh™ «x

d -1
31. —sech™ x=-
T sech™ x

34. ibx =b*(Inb)
dx

1

d
36. —1 =—
%8 ¥ x(Inb)

dx

11.

14.

17.

20.

23.

26.

29.

9
—tanx =sec” x
dx

—cscx =—cscxcotx
dx

—~ tanlx= L >
dx 1+x
—cscilx——;
dx |x|\/x2—1
d 2
— tanh x = sech
dxa x =sech” x
icschx——cschxcothx
dx
itanh_lx= 1
dx 1-x2

1
—eschtx=—
dx |x| xZ+1
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&=

&

-J

©

11.

13.

15.

17.

19.

21.

23.

25.

27.

29.

31.

33.

35.

37.

39.

41.

43.

. J.u"duzu

n+l

+C,n#-1
n+l1
Je” du=e"+C
J.senudu:—cosu—i-C

. J.seczudu:tan u+C

J.sec utan udu =sec u+C

jtan udu :—1n|cos u|+C

jsec udu :ln|sec u + tan u|+C

jusen udu=senu—ucosu+C

2
jsen udu =u—+sen 2u+ C

jtanzudu:tan u—u+C

jsen3 udu = —%( 2+ sen u) cosu+ C

jtan3 udu :%tan2 u+ 1n|cos u| +C

jsec3 udu =%secutanu +%ln|secu + tan u|+ C

Isen au cosbudu =

I ¢ sen budu=

sen(a—bu

_sen(a+ bu N

2(a—b)

au

2(a+Db)

a +b

J.senh udu = coshu+C

J.sechz udu=tanh u+C

J.tanh udu =In(cosh u)+C

Iln udu=ulnu—u+C

j\/a —u?
2
IVaz —u’ du =%\/a2 —u’ + %sen’lZ+C
a

J

1

2
a +u

2

du =

du = sen’ —+C

a

1 L u
—tan'—+ C

a

(asenbu—b cosbu)+ C

S

e

*

10.

12.

14.

16.

18.

20.

22.

24.

26.

28.

30.

32.

34.

36.

38.

4

(=]

42.

Do

44.

J.ldu =In|u|+C
u

J

a" duzLa“ +C

Ina

J.cos udu=senu+C

J.cscz udu=—cotu+C

jcsc ucot udu=—cscu+C

jcot udu = 1n|sen u| +C

jcsc udu :ln|csc u —cot u|+C

ju cos udu=cosu+ usenu+C

'[cosz udu=Ju++sen 2u+ C

jcotzudu:—cot u—u+ C

'[cos3udu %(2+cos u)senu +C

'[cot3 udu = —%cot2 u— ln|sen u| +C

3
jcsc udu =—tcscucotu +%ln|cscu —cotu| +C

Icos au cos budu =

Ie‘“‘ cos budu =

a

sen(a—byu

N sen(a+b)u +

2(a

au

+b

J.cosh udu =senhu+C

J.cschz udu=—coth u+C

J.coth udu = 1n|senh u| +C

—b)

Iuln uduz%uzlnu—%u2+c

J

1

2
a —u

1
' J‘\/a2+u2

2

du =In

du = Lln
2a

atu

a—u

u++a* +u’
2
J‘\laz + u® du =%\/a2 +u? +a7ln

+C

2(a+Db)

> (acos bu+bsenbu)+C

+C

u++ja* + u’

+C



GUIA DE CORRELACION DE TOOLS

Herramientas de ED (DE Tools) es un conjunto de simulaciones que proporcionan una exploracion interactiva y visual de los
conceptos que se presentan en este libro. Visite academic.cengage.com/math/zill para encontrar mds o para contactar con los re-
presentantes de ventas de su localidad para que les pregunte acerca de otras opciones para utilizar DE Tools con este libro.

HERRAMIENTAS DEL TEXTO

PROYECTOS

Capitulo 1

Intervalo de definicién
Tlustra el concepto de intervalo de definicion de una solucién de una
ecuacion diferencial.

Capitulo 2

Campo direccional
Apoya la exploracion visual de la relacion entre campos direccionales
y las soluciones de las ecuaciones diferenciales ordinarias de primer
orden (EDO) de la forma dy/dx = f(x, y).

Linea de fase
Le permite ver la linea de fase, las graficas solucion y la gréfica de la
ecuacion diferencial para algunas ecuaciones diferenciales de primer
orden.

Método de Euler
Apoya la comparacion visual y numérica del método de Euler y del
método Runge-Kutta para aproximar soluciones de las EDO de primer
orden de la forma dy/dx = f(x, y).

Capitulo 3

Crecimiento y decaimiento
Exploracién visual del crecimiento exponencial y decaimiento de las
EDO de primer orden, dx/dt = rx, o su solucién x(z).

Mezclas
Le permiten variar la proporcién de entrada-salida y la concentracion de
entrada, esta herramienta le permite ver como cambia la cantidad de sal
cuando dos disoluciones son mezcladas en un gran tanque.

Circuitos LR
Exploracion cualitativa del comportamiento de un modelo de un
circuito en serie que contiene un inductor y un resistor cuando varian
los pardmetros.

Presa-Depredador
Tlustra las curvas solucién para el modelo presa-depredador de Lotka-
Volterra.

Capitulo 5

Masa/Resorte
Apoya la exploracion gréfica de los efectos del cambio de parame-
tros en el movimiento del sistema masa/resorte: mx” + Bx’ + kx =
F, sen(y1).

Capitulo 7

Péndulo lineal doble
Exploracién visual de un péndulo doble.

Capitulo 8

Diagrama de fase lineal
Le permite generar diagramas de fase y curvas solucion para sistemas
X" = AX de dos ecuaciones diferenciales de primer orden con coefi-
cientes constantes. Podra ver como el diagrama de fase depende de los
eigenvalores de la matriz A de coeficientes.

Capitulo 9

Meétodos numéricos
Comparacién visual y numérica del método de Euler, el método de Euler
mejorado y el método de Runge-Kutta de aproximacién de soluciones
para sistemas de dos ecuaciones diferenciales.

Capitulo 1

Proyecto: Deception Pass
Apoya la exploracion visual del efecto de la marea y la amplitud de
canal en la velocidad del agua moviéndose a través del Deception Pass.

Capitulo 2

Proyecto: Logistic Harvest
Exploracion del crecimiento logistico de la poblacién con cualquier
constante o recoleccién proporcional.

Capitulo 3

Proyecto: Swimming
Determine la relacion entre la velocidad de un rio y la velocidad de una
persona nadando a través del rio.

Capitulo 4

Proyecto: Bungee Jumping
Explore las fuerzas que acttiian en un saltador de bungee cuando usted
cambia el peso del saltador y la elasticidad de la cuerda del bungee.

Capitulo 5

Proyecto: Tacoma Bridge
Exploracion del levantamiento y caida de la carpeta asfaltica de un
puente.

Capitulo 6

Proyecto: Tamarisk
Exploracion de la series solucion para el crecimiento de un drbol tama-
risco en un cafién desértico.

Capitulo 7

Proyecto: Newton’s Law of Cooling
Use el modelo matemético de la ley de enfriamiento de Newton para de-
terminar la rapidez con la que un cuerpo se calienta o se enfria para en-
contrar el tiempo que le toma al “Mayfair Diner Murder” ocupar su lugar
y el tiempo en el que el caddver fue llevado de la cocina al refrigerador.

Capitulo 8

Proyecto: Earthquake
Exploracién visual de los desplazamientos de los pisos de tres edificios
durante un terremoto.

Capitulo 9

Proyecto: Hammer
Exploracién de un modelo de péndulo usando diferentes métodos nu-
méricos, tiempo y tamaiio de paso, y condiciones iniciales.
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NOTAS




Ecuaciones diferenciales con aplicaciones de modelado 9a. edicién
logra un equilibrio razonable entre los acercamientos analiticos, cuali-
tativos y cuantitativos al estudio de ecuaciones diferenciales. Este texto
probado y accesible habla a los estudiantes de ingenieria y de mate-
mdticas que comienzan, con una abundancia de ayudas pedagégi-
cas, incluyendo una variedad de ejemplos, explicaciones, recuadros
de “observaciones”, definiciones y de proyectos de grupo. Usando un
estilo directo, legible y provechoso, este libro proporciona un trata-
miento exhaustivo de las ecuaciones diferenciales para cursos de un
semestre.

Caracteristicas:

El desarrollo del material en este texto progresa intuitivamente y
las explicaciones son claras y concisas. Los ejercicios refuerzan
y estructuran el contenido del capitulo.

Este texto guia a los estudiantes a través del material necesario
para progresar al siguiente nivel de estudio; su presentacién
clara y precisién matemética sirve como excelente herramienta
de referencia en cursos futuros.

Mientras que este texto ha sido probado a través del tiempo y
extensamente aceptado, se mantiene actualizado segin lo
demuestran los nuevos “problemas de contribucién” agregados.

Lo nuevo:

e El autor supervisé la creacién de cada seccién de arte para
asegurarse de que estd tan matemdticamente correcta como el
texto.

* los problemas de tarea al final de la seccién de ejercicios selec-
cionados fueron sometidos y probados por el salén de clase y
por los miembros de la comunidad de ensefianza de matemati-
cas.

* Los ejercicios se han puesto al dia para mejorar la prueba y para
desafiar a estudiantes. Las revisiones se basan en las sugeren-
cias del revisor y del usuario, asi como la comprensién del autor
de las metas del curso.
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