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PREFACIO

Xiv

El proceso de preparacion de la nueva edicion de un libro es una mezcla muy particular de
esfuerzo y satisfaccion. A lo largo de un gran niimero de horas y pequefios detalles, las ta-
reas de incorporar nuevas ideas que expandan las ya existentes y quitar las que se han vuel-
to tediosas proporciona momentos muy gratificantes. Durante este proceso se experimenta
la sensacién de que este nuevo libro serd mejor y mds util.

En el caso de la materia de teoria electromagnética la parte fundamental nunca cambia,
por lo que se puede pensar que la manera de abordar estos temas en ediciones anteriores se
ha dejado intacta. Este fue mi enfoque al preparar la sexta edicién de este libro. Sin embar-
g0, en la preparacion de esta séptima edicién me he tomado algunas libertades. Los temas
que han estado presentes desde la primera edicién se volvieron a analizar y algunos se eli-
minaron por completo y otros se reubicaron en otras partes del libro. Estas modificaciones
las llevé a cabo muy rara vez, ya que mi objetivo siempre fue mejorar la continuidad del ma-
terial tratando a la vez de evitar cualquier elemento que pudiera quitarle el atractivo y el éxi-
to que ha tenido por casi cincuenta afios la obra original del doctor Hayt.

En afios mds recientes, muchos cursos sobre la materia de teorfa electromagnética han
resaltado en particular la teoria de las lineas de transmision de una manera consistente con
la popularidad de la ingenieria en computacién como una materia de primordial importan-
cia dentro del plan de estudios de la carrera de ingenieria eléctrica. Esto ha tenido como con-
secuencia el cambio mds importante en esta nueva edicion: la reescritura de un capitulo (e
independiente en esta nueva edicion) sobre lineas de transmision. Este nuevo capitulo es el
nimero 11 (antes capitulo 13) y estd ubicado antes de los capitulos que tratan el tema de on-
das electromagnéticas. En el capitulo 11, el tratamiento de las lineas de transmision se lle-
va a cabo por completo en el contexto de la teorfa de circuitos; se presenta el tema del
fenémeno ondulatorio y se utiliza exclusivamente en forma de voltajes y corrientes. Asimis-
mo, se aborda el tema de pérdidas en lineas de transmisién junto con un minucioso trata-
miento de la ecuacién de onda. Los conceptos de inductancia y capacitancia se consideran
parametros conocidos y por tanto no dependen de otros capitulos. Esto permite que, si as{
se desea, las lineas de transmisién sea el tema inicial del curso. Los temas de concepto de
campo y calculo paramétrico en lineas se han conservado; sin embargo, aparecen al comienzo
del capitulo 14 donde juegan un papel muy importante pues ayudan a presentar los concep-
tos de guia de ondas a la vez que proporcionan una mejor perspectiva respecto al problema
del guiado de ondas. El tratamiento que se le administra a las lineas de dos hilos, coaxiales
y planas con diferentes regimenes de frecuencias ha sido el mismo que en ediciones ante-
riores; sin embargo, se ha adicionado una nueva seccion acerca de lineas de microcinta. Es-
te material puede estudiarse después del capitulo 12 y no requiere del capitulo 13.

Los capitulos sobre ondas electromagnéticas, el 12 y el 13 (antes el 11 y el 12), conti-
ndan siendo independientes del tema teoria de las lineas de transmision en el sentido de que
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el estudiante puede abordar el capitulo 12 inmediatamente después del capitulo 10. De esta
forma, el tema del fendmeno ondulatorio se presenta desde sus principios fundamentales pe-
ro dentro del contexto de las ondas planas uniformes. El capitulo 12 alude al capitulo 11 en
puntos donde éste pueda proporcionar una mejor perspectiva y mayores detalles. Sin embar-
20, si el profesor o el estudiante desean proceder en ese orden, en el capitulo 12 se presen-
ta todo el material necesario para aprender el tema de ondas planas sin tener que estudiar el
tema de lineas de transmision primero.

El estudio de los temas de reflexién de ondas planas y dispersion en el capitulo 13 conti-
nuda en el capitulo 14; en éste se analizan los fundamentos del guiado de ondas con la ayuda
de los modelos de reflexioén de ondas planas, asi como mediante la solucidn directa de la ecua-
cién de onda. Este capitulo conserva el contenido original de la sexta edicién; sin embargo,
ahora incluye una seccion adicional sobre fibras dpticas, ademads del tema de estructura de
lineas de transmisiéon mencionado antes. La tltima parte del capitulo 14 trata sobre los con-
ceptos bésicos de radiacion, el cual es un tema estudiado en las ediciones precedentes.

En la reestructuracién de los capitulos anteriores se encuentra la division del capitulo 5
(conductores, dieléctricos y capacitancia) en dos capitulos (5 y 6) que tratan sobre conduc-
tores y capacitores de forma independiente. El capitulo 6 (el cual trataba los temas de
mapeo de campo y técnicas numeéricas) se ha suprimido, pero se ha conservado parte de es-
te material en otros capitulos. El tema de mapeo cuadratico curvilineo y el estudio y el ané-
lisis de analogias de corriente son parte del capitulo sobre capacitancia (6), y la seccién
sobre la solucidn iterativa es ahora parte del desarrollo de las ecuaciones de Laplace y Pois-
son en el capitulo 7.

Un suplemento importante en esta ediciéon es un CD con demostraciones por computa-
dora y programas interactivos desarrollados por Natalia Nikolova de la Universidad de Mc-
Master, y Vikram Jandhyala e Indranil Chowdhury de la Universidad de Washington. Sus
excelentes contribuciones son muy apropiadas para este texto. Cuando se presenta un ejer-
cicio relacionado con el texto, aparecen iconos de CD en el margen izquierdo. Asimismo,
con la finalidad de servir como ayuda al estudio, el CD contiene pequefios exdmenes. Se
presenta también un gran nimero de animaciones (incluyendo algunas creadas por mi) que
ayudan a visualizar la mayor parte de los fenémenos que se describen en el texto.

Se ha reemplazado aproximadamente un cuarenta por ciento de los problemas de la sex-
ta edicién. Ademads de la gran cantidad de problemas nuevos, he incluido algunos proble-
mas “clasicos” de Bill Hayt que aparecen en ediciones anteriores de este libro. He tomado
la decisidn de revivir los que, desde mi particular punto de vista, fueron los mejores y mas
relevantes. Los problemas de repaso se han reconstruido por completo y se les han corregi-
do errores.

Adicionalmente a estas modificaciones, el tema medular del texto se ha conservado
desde su primera edicién en 1958. Se ha utilizado un método inductivo que sea consistente
con el desarrollo histérico. En dicho método se presentan las leyes experimentales como
conceptos independientes que, posteriormente, se unifican en las ecuaciones de Maxwell.
Después del primer capitulo que trata el andlisis vectorial se presentan herramientas mate-
madticas adicionales a medida que éstas se van necesitando. A lo largo de todas las ediciones
anteriores, asi como en ésta, el objetivo fundamental ha sido que los estudiantes aprendan
de manera independiente. Con la finalidad de facilitar este proceso se proporciona un gran
nimero de ejemplos, problemas de repaso (que por lo general contienen multiples partes),
problemas al final de cada capitulo y en CD. Se proporcionan las respuestas a los proble-
mas de repaso debajo de cada uno de ellos. En el apéndice E se encuentran las respuestas a
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los problemas del final del capitulo que tienen nimero impar. En un futuro estard dispo-
nible el manual de respuestas para el profesor, que junto con el contenido del CD y otros
recursos de aprendizaje se encuentran disponibles en la pigina web de este texto,
http://www.mhhe.com/haytbuck. La herramienta COSMOS (Complete Online Solutions
Manual Operating System), disponible para los instructores en CD-ROM, contiene todos los
problemas del libro, incluyendo el texto y las imagenes a los que se refieren, asi como la so-
lucién a todos los problemas del libro. Este material ayudara al profesor a organizar, distri-
buir y rastrear problemas a medida que los asigne a los estudiantes. Asimismo, se agradece
el apoyo de las compafifas ANSOFT y Faustus Scientific Corp.

Este libro contiene material mds que suficiente para un curso de un semestre. Como es
l6gico, se destacan los conceptos sobre estdtica y éstos se presentan en la primera parte del
texto. En un curso que resalte los conceptos sobre dindmica se puede estudiar el tema sobre
lineas de transmision primero o en cualquier otro punto del curso. El material que versa so-
bre estdtica puede cubrirse de una forma mds rdpida omitiendo el capitulo 1 (disefiado para
leerse como repaso) y saltdndose las secciones 2.6, 5.5, 5.6, 6.5, 6.6, 7.4 hasta la 7.6, 8.6,
8.7y 9.3 hastala 9.6, 9.8 y 10.5. Se puede lograr una presentacién mas directa del tema de
ondas planas omitiendo las secciones 12.5, 13.5 y 13.6. El objetivo del capitulo 14 es el es-
tudio de temas avanzados en los que el desarrollo de los conceptos de guias de ondas y an-
tenas se presenta por medio de la aplicacién de los métodos aprendidos en capitulos
anteriores, lo que ayuda al estudiante a afirmar sus conocimientos. Asimismo, puede servir
como un puente entre el curso basico y cursos mds avanzados que le precedan.
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El objetivo principal de este libro es presentar la teoria electromagnética de una forma clara, in-
teresante y facil de aprender. A continuacién se le presentan al estudiante algunos consejos tti-
les para que le ayuden a estudiar y tener éxito durante el curso.

Ejemplos: En cada capitulo se presenta un gran nimero de ejemplos de facil acceso para
que el alumno refuerce los conceptos estudiados.

—"Pm)= TOTog,, LMJ =20Tog,, [WJ ‘ ()]

donde [V, (2)] = [V, ()¢~

En una linea de transmisién de 20 m de longitud se presenta una caida de potencia de 2.0 db
de extremo a extremo. a) ;Qué fraccién de la potencia de entrada llega a la salida? b) ;Qué
fraccion de la potencia de entrada llega a la mitad de la linea? ¢) ;Qué coeficiente de ate-
nuacién exponencial, o, representa esto?
Solucién. a) La fraccién de potencia serd
(P(20))
(PO)
b) 2 dB en 20 m equivale a una pérdida de 0.2 dB/m. Asi que, en un tramo de 10 me-
tros, la pérdida serd de 1.0 dB. Esto representa una fraccion de potencia de 10~ = 0.79.
o) El iente de atenuacién e ial se encuentra a través de

=102 =0.63

2.0 dB
=
(8.69 dB/Np)(20 m)
Como punto final se plantea la pregunta: ;Por qué utilizar decibeles? La respuesta ine-
ludible es que cuando se evalda la potencia acumulada de varias lineas y dispositivos conec-

= 0.012 [Np/m]

Problemas de repaso: Cada capitulo contiene un nimero considerable de problemas de re-
paso. Estos problemas, que incluyen su respuesta, sirven para que el estudiante verifique, de
una manera rdpida, su comprension del material presentado.

D14.3 Los conductores de una linea de transmision bifilar tienen un radio de 0.8 mm
cada uno y una conductividad de 3 x 107 S/m. Se encuentran separados por una dis-
tancia de 0.8 cm entre centros en un medio para el cual €/ = 2.5, u, = ly o0 =4 x
1072 S/m. Si la linea opera a 60 Hz, encuéntrese: a) 8; b) C; ¢) G; d) L; e) R.

Respuesta: 1.2 cm; 30 pF/m; 5.5 nS/m; 1.02 ©H/m; 0.033 Q/m
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Problemas al final del capitulo: Cada capitulo contiene un gran nimero de problemas, in-
cluyendo respuestas a los problemas seleccionados en el apéndice E con el fin de ofrecer al
estudiante la oportunidad de practicar lo aprendido.

14.17 Una guia de ondas rectangular tiene como dimensiones, a =6 cmy b =4 cm. a) (En
qué rango de frecuencias operard la guia en un solo modo? b) (En qué rango de fre-
cuencias la gufa s6lo soportard ambos modos, TE,; y TM,?

14.18 Dos guias de onda rectangulares estdn unidas de extremo a extremo. Las guias tienen
dimensiones idénticas, donde a = 2b. Una guia estd llena con aire; la otra estd llena
con un dieléctrico sin pérdidas caracterizado por €. a) Determine el valor mdximo
permisible de tal manera que pueda asegurarse una operacién en un solo modo, si-
multdneamente, de ambas guias a una frecuencia. b) Escriba una expresion para el
rango de frecuencias en el que ocurrird la operacién en un solo modo en ambas guifas;
su respuesta deberd estar escrita en términos de €/, dimensiones de las gufas y otras
constantes conocidas.

CD-ROM del estudiante: Este libro contiene un CD-ROM para mejorar atin mds la com-
prensién del estudiante de la teoria electromagnética. (Los detalles sobre el contenido del
CD-ROM se presentan en las dos paginas siguientes.) A lo largo del libro se indica con el
icono de un CD, en el margen izquierdo del texto, cuando se debe utilizar éste para obtener
ayuda adicional con respecto a un determinado tema.

U7 1018 mC; .28 C

2.4 Campo de una linea de carga

Hasta el se han considerado dos tipos de distribuciones de carga: la carga puntual

y la carga distribuida a través de un volumen con densidad p, C/m®. Si ahora se considera o,

una distribucion de densidad de carga volumétrica en forma de filamento, por ejemplo, la ~ [Iteractivos |
de un fino haz de electrones en un tubo de rayos catédicos o la de un conductor cargado y de

radio muy pequefio, s conveniente tratar la carga como una linea con densidad de carga p,

C/m. En el caso del haz de electrones, las cargas estdn en movimiento y es cierto que no se

trata de un problema electrostdtico. Sin embargo, si el movimiento de los electrones se man-

Xix
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Student Media Suite

El CD-ROM se creé para proporcionarle al estudiante recursos de aprendizaje adicionales
y asi pueda comprender los conceptos complejos de la teoria electromagnética. Esta herra-
mienta de autoestudio posee una interfaz en la que es fécil navegar, lo que permite que el
estudiante encuentre el material de cada capitulo.

Sphere

Recurso de aprendizaje # 1: Ilustraciones:
Con la finalidad de ayudar al estudiante a visua-
lizar los conceptos estudiados se incluyen ilus-
traciones en cuatro colores.

Recurso de aprendizaje # 2: Animaciones: Un gran —
nimero de animaciones va incluso un paso mas alla
presentando al estudiante una demostracién de los fend-
menos electromagnéticos por medio de animacidn
Flash.




Visita guiada

Recurso de aprendizaje # 3: Figuras interactivas: Las figuras interactivas no solamente
permiten al estudiante ver los conceptos, sino también ajustar las variables fisicamente e in-
cluso la misma figura para ver los conceptos en accién.

Recurso de aprendizaje # 4: Examenes rapidos: Para evaluar la comprension del estu-
diante se incluye una prueba rapida de cada capitulo. El sistema ofrece realimentacion in-
mediata para que el estudiante sepa que ha contestado correctamente las preguntas.

T

QUIZ — CHAPTER 1 (Vector Analysis)

1. The cross product of #a, + 6ay (first vactor) and %a, —4a, (8cond vector) iz
X [Seket T2a, - 2da,
v [Soet] -24a, +32a, -Ha,

[Sekat] TZa, +2da, +16a,

L

w

A

£l

2da, —32a, +5da,

2. 4 wector function whose divergence is 4x could be
b4 IE] dxa,

[Eeeat] (47" +a,

[seet] 4x'a,
o [Sekct] (227 -ya,

3. The pradient of the scalar function xyz i3
X [seect| xa, tym, tra
% [seect] 0

W [seet]| jwa, tmpa,t+oaza

X [Sebt | pma, +oaysa, e,






Analisis vectorial

I andlisis vectorial es un campo de las matematicas que imparten mucho mejor los
matematicos que los ingenieros. Sin embargo, muchos estudiantes de ingenierfa del
pentltimo y dltimo afios no han tenido el tiempo (o quizés la inclinacién) de tomar
un curso de andlisis vectorial, aunque es probable que varios de los conceptos elementales
de vectores y sus operaciones les hayan sido presentados en los cursos de célculo. Estos
conceptos fundamentales y sus operaciones se explican en este capitulo, y el tiempo que se
les dedique dependerd de las bases precedentes.

El enfoque de este texto es el de un ingeniero o un fisico y no el de un matematico, ya
que las demostraciones se bosquejan en vez de exponerse rigurosamente y se destaca la
interpretacion fisica. Es mds facil para los ingenieros tomar cursos mds rigurosos y comple-
tos en el departamento de matemadticas después de haber estudiado algunos esquemas fisi-
cos y sus aplicaciones.

El andlisis vectorial es una taquigraffa matematica. Contiene algunos simbolos nuevos,
algunas reglas nuevas, una que otra trampa y, como la mayor parte de los nuevos campos de es-
tudio, demanda concentracidn, atencién y practica. Los problemas de repaso, que se presentan
por primera vez al final de la seccién 1.4, deben considerarse como parte integral del texto.
Todos deberan resolverse. No deben presentar dificultad si el material que acompafia esta sec-
cién del texto ha sido comprendido por completo. Se requiere un poco mds de tiempo para
“leer” de esta manera el capitulo, pero la inversién en tiempo producird buenos dividendos. l

1.1 Escalares y vectores

El término escalar se refiere a una cantidad cuyo valor puede representarse con un simple
nimero real (positivo o negativo). Las x, y y z usadas en dlgebra bdsica son escalares, y las
cantidades que representan también lo son. Si hablamos de un cuerpo que cae a una distancia L
en un tiempo ¢, o de la temperatura T en cualquier punto en un tazén de sopa cuyas coorde-
nadas son x, y y z, entonces L, f, T, x, y y z son escalares. Otras cantidades escalares son la
masa, la densidad, la presién (pero no la fuerza), el volumen y la resistividad volumétrica.
El voltaje también es una cantidad escalar, aunque la representacién compleja en nimeros
complejos de un voltaje sinusoidal (un procedimiento artificial) produce un escalar comple-
Jjo o fasor, cuya representacion necesita dos nimeros reales, como la amplitud y el dngulo
de fase, o parte real y parte imaginaria.
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Una cantidad vectorial tiene tanto magnitud! como direccién en el espacio. Sélo se-
ran de interés los espacios de dos y tres dimensiones, aunque en aplicaciones mads avan-
zadas los vectores pueden definirse en espacios de n dimensiones. La fuerza, la velocidad, la
aceleracion y una linea recta que van de la terminal positiva a la negativa de un acumula-
dor son ejemplos de vectores. A cada cantidad la caracterizan tanto una magnitud como
una direccion.

Los campos escalares y vectoriales serdn de mayor importancia. Un campo (escalar o
vectorial) puede definirse matemdticamente como la funcién del vector que conecta un ori-
gen arbitrario con un punto cualquiera en el espacio. En general, es posible asociar algtin
efecto fisico con un campo, como la fuerza sobre la aguja de una bridjula en el campo mag-
nético de la Tierra o el movimiento de las particulas de humo en el campo que define el vec-
tor velocidad del aire en alguna regién del espacio. Es necesario observar que el concepto
de campo invariablemente se relaciona con una regioén. Algunas cantidades se definen en ca-
da punto de una regién. Tanto los campos escalares como los vectoriales tienen una exis-
tencia real. La temperatura de un tazén de sopa y la densidad en cualquier punto de la Tierra
son ejemplos de campos escalares. Los ejemplos de campos vectoriales son los campos gra-
vitacional y magnético de la Tierra, el gradiente de voltaje en un cable y el gradiente de tem-
peratura en la punta de un cautin. En general, el valor de un campo varia tanto con la posicion
como con el tiempo.

En este libro, asi como en muchos otros que utilizan la notacién vectorial, los vectores
se indicardn con negritas: A. Los escalares se escribirdn en cursivas: A. Cuando escribimos a
mano o usamos una maquina de escribir es costumbre dibujar una raya o una flecha sobre la
letra que la representa para mostrar el cardcter vectorial de la cantidad. (PRECAUCION: Esta es
la primera trampa. Una notacién incorrecta, como la omisién de la raya o de la flecha para
un vector, es la principal causa de error en el andlisis vectorial.)

1.2 Algebra vectorial

Con las definiciones de vectores y campos vectoriales que se han establecido es posible de-
finir las reglas de la aritmética vectorial, del dlgebra vectorial y, posteriormente, del cdlculo
vectorial. Ciertas reglas serdn similares a las del dlgebra escalar; otras, ligeramente diferen-
tes, y otras, por completo nuevas y extrafias. Esto es de esperarse, ya que un vector presen-
ta mds informacién que un escalar, y la multiplicaciéon de dos vectores, por ejemplo, serd
mds complicada que la multiplicacién de dos escalares.

Las reglas son de una rama de las matemadticas que se encuentra firmemente estableci-
da. Todos “juegan con las mismas reglas” y nosotros, por supuesto, simplemente observa-
remos e interpretaremos estas reglas. Sin embargo, es ilustrativo considerarnos pioneros en
este campo. Si uno establece sus propias reglas, es posible establecer cualquiera que se de-
see. El tinico requerimiento es que sean autoconsistentes. Claro estd, seria agradable que las
reglas concordaran con las del dlgebra escalar hasta donde fuera posible, y seria aiin mejor
si nos habilitaran para resolver algunos problemas pricticos.

La suma vectorial sigue la ley del paralelogramo, y ésta es facil de realizar en forma
grafica, aunque resulta imprecisa. La figura 1.1 muestra la suma de dos vectores, A y B. Es

! Se adopta la convencién de que “magnitud” implica “valor absoluto”; por lo tanto, la magnitud de cualquier can-
tidad es siempre positiva.
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A A‘\’B

Figura 1.1 Dos vectores pueden sumarse graficamente dibujandolos desde un

origen comun y completando el paralelogramo o haciendo que el segundo vector
comience en la punta del primero y completando el triangulo; cada uno de estos

métodos es facilmente generalizado para el caso de tres 0 mas vectores.

facil observar que A + B =B + A, es decir, que la suma de vectores tiene la propiedad con-
mutativa. La suma vectorial también tiene la propiedad asociativa,

A+B+C=A+B)+C

Obsérvese que cuando un vector se dibuja como una flecha de longitud finita, su loca-
lizacion la define la cola de la flecha.

Los vectores coplanares o vectores que pertenecen a un plano comtn, como los que
muestra la figura 1.1, y que estdn sobre el plano del papel, pueden agregarse también expre-
sando cada vector en términos de sus componentes “horizontal” y “vertical” y sumando las
componentes correspondientes.

Los vectores en tres dimensiones pueden, asimismo, sumarse expresando cada uno de
ellos en términos de sus componentes y sumando éstas a los términos correspondientes. Se
encontrardn ejemplos de estos procesos de adicién después de estudiar las componentes
vectoriales en la seccion 1.4.

La regla para la sustraccién de vectores se define facilmente con respecto a la suma, da-
do que siempre se puede expresar A — B como A + (—B); el signo y la direccion del se-
gundo vector se invierten, y entonces este vector se suma al primero siguiendo la regla de
la adicién vectorial.

Los vectores pueden multiplicarse por escalares. Cuando el escalar es positivo, la mag-
nitud del vector cambia pero no su direccién. Sin embargo, la direccién se invierte al mul-
tiplicarla por un escalar negativo. La multiplicacién de un vector por un escalar también tie-
ne las propiedades asociativa y distributiva del dlgebra, es decir,

r+s)A+B)=r(A+B)+s(A+B)=rA+rB+sA+sB

La divisién de un vector por un escalar es simplemente la multiplicacién por el reciproco de
dicho escalar.

La multiplicacién de un vector por un vector se estudiard en las secciones 1.6 y 1.7.

Se dice que dos vectores son iguales si su diferencia es cero,0 A=BsiA — B =0.

Cuando se utilizan campos vectoriales se suman o restan siempre que estén definidos
en el mismo punto. Por ejemplo, el campo magnético fotal alrededor de un pequefio iman
de herradura aparecerd como la suma de los campos que producen la Tierra y el iméan per-
manente; es decir, el campo total en cualquier punto es la suma de los campos individuales
en dicho punto.

De cualquier manera, si no se estd considerando un campo vectorial se pueden sumar o
restar vectores que no estén definidos en el mismo punto. Por ejemplo, la suma de la fuerza
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gravitacional que actiia sobre un hombre de 150 1b, (libras-fuerza) en el Polo Norte y la
que actiia sobre un hombre de 175 1b. en el Polo Sur puede obtenerse trasladando cada
vector fuerza al Polo Sur antes de hacer la suma. La resultante es una fuerza de 25 b, di-
rigida hacia el centro de la Tierra en el Polo Sur; si se quieren hacer dificiles las cosas se
puede describir la fuerza como 25 Ib ) alejdndose del centro de la Tierra (o “hacia arriba”),
en el Polo Norte.?

1.3 EIl sistema de coordenadas
rectangular

Para describir con precisién un vector deben darse algunas longitudes especificas, direccio-
nes, dngulos, proyecciones o componentes. Existen tres métodos sencillos para hacer esto,
y cerca de otros ocho o diez métodos que resultan utiles en casos muy especiales. Se utili-
zardn Unicamente los tres métodos sencillos, y el mds sencillo de éstos es el del sistema de
coordenadas cartesianas o rectangulares.

En el sistema de coordenadas cartesianas se utilizan tres ejes coordenados perpendicu-
lares entre si, llamados eje x, y y z. Se acostumbra elegir un sistema de coordenadas de ma-
no derecha en el cual una rotacién (que describe un pequefio dngulo) del eje x hacia el eje
y causaria que un tornillo derecho avanzara en la direccién del eje z. Los dedos de la mano
derecha, pulgar, indice y medio, pueden entonces identificar los ejes x, y y z, respectivamen-
te. La figura 1.2a muestra un sistema de coordenadas cartesianas de la mano derecha.

La localizacién de un punto se hace por medio de sus coordenadas x, y y z. Estas son,
respectivamente, las distancias desde el origen a cada una de las intersecciones de una pro-
yeccion perpendicular desde el punto de los ejes x, y y z. Un método opcional para interpre-
tar los valores de las coordenadas, y que corresponde al que debe usarse en todos los demds
sistemas de coordenadas, es considerar el punto como la interseccién de tres superficies, los
planos x = constante, y = constante y z = constante, siendo las constantes los valores de las
coordenadas del punto.

La figura 1.2b muestra los puntos P y Q, cuyas coordenadas son (1, 2, 3) y (2, —2, 1),
respectivamente. Por consiguiente, el punto P se localiza en la interseccién de los planos
x=1,y=2yz=3, mientras que el punto Q se localiza en la interseccién de los planos x = 2,
y=-2,z=1.

A medida que aparezcan otros sistemas de coordenadas en las secciones 1.8 y 1.9, se
espera encontrar puntos que se localicen en la interseccién comun de tres superficies, no
necesariamente planos, pero que sigan siendo mutuamente perpendiculares en el punto de
interseccion.

Si se visualiza la interseccion de tres planos en cualquier punto P, cuyas coordenadas
sean x, y y z, puede incrementarse el valor de cada coordenada por una cantidad diferencial
y obtenerse tres planos ligeramente desplazados que se intersecten en un punto P’, cuyas
coordenadas serdn x + dx, y + dy y z 4 dz. Los seis planos definen un paralelepipedo rec-
tangular cuyo volumen es dv = dxdydz; las superficies tienen diferenciales de dreas dS de
dxdy, dydz 'y dzdx. Por tltimo, la distancia dL de P a P’ es la diagonal del paralelepipedo y

2 Algunos han hecho notar que la fuerza debe describirse en el ecuador como si siguiera una direccién “norte”.
Tienen razon, pero €sa es una explicacién redundante.
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x=0 plano
y=0 plano )
Origen
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z=0 plano
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Volumen = dx dy dz
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Figura 1.2 a) Un sistema de coordenadas cartesianas de la mano derecha. Si los dedos
doblados de la mano derecha indican la direccion de giro por medio de la cual el eje x se
haria coincidir con el eje y, el pulgar muestra la direccion del eje z. b) Localizacion de los
puntos P(1, 2, 3) y Q(2, —2, 1). c¢) Elemento diferencial de volumen en coordenadas
cartesianas; dx, dy y dz son, en general, diferenciales independientes.

tiene una longitud de \/ (dx)? 4+ (dy)* + (dz)®. El elemento diferencial de volumen lo

muestra la figura 1.2¢; el punto P’ estd indicado, pero el punto P se localiza en la dnica es-
quina invisible.

Todo esto es familiar desde la perspectiva de la trigonometria o de la geometria del espa-
cio, y hasta ahora involucra tinicamente cantidades escalares. En la siguiente seccién se em-
pezara con la descripcion de los vectores en términos de un sistema de coordenadas.

1.4 Componentes vectoriales
y vectores unitarios
Para describir un vector en un sistema de coordenadas cartesianas se considera primero un

vector r que se extiende alejandose del origen. Una manera l6gica de identificar este vector
es proporcionar los tres componentes vectoriales, que se encuentran a lo largo de los tres
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/ y

r=xtytz

a) b)

0(2,-2,1)

c)

Figura 1.3 a) Componentes vectoriales x, y y z del vector r. b) Los vectores
unitarios del sistema de coordenadas cartesianas tienen magnitud unitaria y se
dirigen hacia donde aumentan los valores de las respectivas variables. c) El
vector Ry, es igual al vector diferencia ry — rp.

ejes coordenados y cuya suma vectorial debe ser igual al vector dado. Si las componentes
vectoriales de un vector r son X, y y z, entonces r = X + y + z. Las componentes vectoria-
les se muestran en la figura 1.3a. En vez de un vector ahora se tienen tres, pero esto signi-
fica un paso hacia adelante porque los tres vectores son de naturaleza muy sencilla y cada
uno se orienta siempre a lo largo de uno de los ejes coordenados.

En otras palabras, las componentes vectoriales tienen una magnitud que depende del
vector dado (tal como el r citado antes), pero cada una tiene una direccién constante cono-
cida. Esto sugiere el uso de vectores unitarios, los cuales tienen magnitud unitaria por defi-
nicién y se orientan a lo largo de los ejes coordenados en la direccidn en la que crecen los
valores de las coordenadas. Se reservard el simbolo a para un vector unitario y se identifica
su direccion con un subindice apropiado. Entonces a, a ya_son los vectores unitarios en
el sistema de coordenadas cartesianas.?> Son dirigidos a lo largo de los ejes x, y y z, respec-
tivamente, como lo muestra la figura 1.3b.

3 Los simbolos i, j y k también se usan comtinmente para los vectores unitarios en coordenadas cartesianas.
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Si la componente vectorial y tiene una magnitud de dos unidades y se dirige hacia
donde aumentan los valores de y, se debera escribir entonces y = Zay. Un vector r, que
apunta desde el origen a un punto P(1, 2, 3) se escribe como r,, = a + Za\, + 3az. El vector
desde el punto P a Q se puede obtener aplicando la regla de la suma vectorial. Esta regla
muestra que el vector desde el origen a P mds el vector desde P a Q es igual al vector des-
de el origen a Q. El vector deseado desde P(1, 2, 3) a Q(2, —2, 1) es, por lo tanto,

RPQ =Trg —Ip= 2—-Da, + (-2 - 2)35: + (1 - 3)az

=a, —4a, — 2a,

Los vectores r,, r, y RPQ se muestran en la figura 1.3c.

Este dltimo vector no empieza en el origen, como lo hacia el vector r considerado al
principio. Sin embargo, hemos aprendido que los vectores que tienen la misma magnitud y
apuntan en la misma direccion son iguales, asi que para ayudar al proceso de visualizacién
se tiene la libertad de desplazar cualquier vector hasta el origen, antes de determinar sus
componentes vectoriales. Desde luego, el paralelismo se debe mantener durante el proceso
de desplazamiento.

Si se considera un vector fuerza F en vez de cualquier otro vector, excepto uno de des-
plazamiento tal como el vector r, el problema radica en proporcionar letras apropiadas pa-
ra los tres componentes vectoriales. No serfa apropiado llamarlas X, y y z, pues representan
desplazamientos o distancias dirigidas, medidas en metros (abreviado m) o alguna otra unidad
de longitud. El problema se evita usando componentes escalares, simplemente llamadas
componentes F, F 'y F_. Las componentes son las magnitudes, con signo positivo o nega-
tivo, de los componentes vectoriales. Se escribe entonces F = Fa +F \a, + F . Los com-
ponentes vectoriales son F a , F, Ay Fa.

Cualquier vector B, entonces, se puede describir por B =B a_+ Ba + Ba_.Lamag-
nitud de B, denotada por |B| o simplemente B, estd dada por

B = /B2 + B2 + B2 ()

Cada uno de los tres sistemas coordenados que se estudiardn tendrd tres vectores unita-
rios fundamentales y mutuamente ortogonales, los cuales se utilizardn para descomponer
cualquier vector en sus componentes vectoriales. Sin embargo, los vectores unitarios no se
limitardn a esta aplicacién. Es muy necesario saber como escribir un vector unitario que ten-
ga una direccién especifica. Esto es muy sencillo, pues un vector unitario en una direccién
dada es simplemente un vector en esa direccién dividido entre su magnitud. Un vector uni-
tario en la direccién r es r'y/x2 + y2 + z2, y un vector unitario en la direccién B es

B B

—L 32 ,
/B2 + B2+ B2 Bl 2)

ap =




CAPITULO 1 Andlisis vectorial

Especificar el vector unitario dirigido desde el origen hacia el punto G(2, =2, —1).

Solucién. Como primer paso se construye un vector que se extienda desde el origen has-
ta el punto G,

G=2a, —2a, —a,

Entonces se encuentra la magnitud de G,

Gl = V(2? + (=22 + (=17 =3
y, por ultimo, se expresa el vector unitario deseado como el cociente,

G 2
3

=g =i a, — a. = 0.667a, — 0.667a, — 0.333a,

acG
Es deseable escoger un simbolo que identifique un vector unitario de modo que su ca-
rdcter sea inmediatamente captado. Los simbolos que se han utilizado son u, a,, 15, 0 in-
cluso b. Se usard consistentemente la letra mintiscula a con un subindice apropiado.
[Nora: A lo largo del texto aparecen problemas de repaso después de las secciones en
las que se presenta un nuevo principio, asi el estudiante examinard por si mismo su com-
prension de las ideas basicas. Los problemas son ttiles para que se familiaricen con los nue-
vos términos e ideas, por lo que todos deben resolverse. Las respuestas a los problemas se
dan en el mismo orden que las partes del problema.]

D1.1 Dados los puntos M(—1, 2, 1), N(3, —3, 0) y P(—2, —3, —4), encontrar: a) R,
D) R,y + Ry pi0) [yl d) ay,; e) [2r, — 3r,

Respuestas: 4a — 5ay —aj 3a, — 1an — 6az; 245; —0.14a, — 0.7ay — 0-731; 15.56

1.5 EI campo vectorial

Se ha definido ya el campo vectorial como una funcién vectorial de un vector posicién. En ge-
neral, la magnitud y direccion de la funcién cambiardn conforme se esté moviendo a través de
la regidn, y el valor de la funcién vectorial debe determinarse a partir de los valores de las
coordenadas del punto en cuestién. Puesto que se ha considerado solamente un sistema de coor-
denadas cartesianas, se espera que el vector sea una funcién de las variables x, y y z.

Si se presenta nuevamente el vector posicion como r, entonces el campo vectorial G se
puede expresar en notacién funcional como G(r); un campo escalar 7 se escribe 7(r).

Si se inspecciona la velocidad del agua de mar en alguna regién cercana a la superficie
donde las mareas y las corrientes son importantes, se las podria representar por medio de un
vector velocidad, que tendria cualquier direccidn, incluso hacia arriba o hacia abajo. Si se es-
coge el eje z hacia arriba, el eje x en direccidn norte, el eje y en direccidn oeste y el origen en
la superficie, tenemos un sistema de coordenadas de mano derecha y el vector velocidad se
puede escribir como: v =v a_+ v,a, +va,o v(r) = v (r)a, + vy(r)ay + vz(r)az, en don-
de cada componente v, v,y v, puede ser una funcién de las tres variables x, y y z.
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Si el problema se simplifica, suponiendo que se estd en alguna porcién de la Corriente del
Golfo donde el agua se mueve sélo hacia el norte, entonces v, y v_son cero. Ademds, es po-
sible hacer mds suposiciones para simplificar si declina la velocidad segtn la profundidad
y cambia muy lentamente conforme nos movemos al norte, al sur, este u oeste. Una expre-
sién apropiada podria ser v = 2¢¥!%%a . Con esta expresion se obtiene una velocidad de
2 m/s en la superficie y una velocidad de 0.368 x 2, 0 0.736 m/s, a una profundidad de 100 m
(z = —100), y la velocidad continda disminuyendo con la profundidad; en este ejemplo el
vector velocidad tiene direccién constante.

Mientras que el ejemplo precedente es bastante sencillo y sélo es una burda aproxima-
cion a una situacion fisica, una expresion mds exacta corresponderia a una interpretacion
mucho mds compleja y dificil. Se encontrardn, en el estudio de la electricidad y el magne-
tismo, varios campos mds sencillos que el ejemplo de la velocidad, en el cual sélo intervie-
nen una variable y una componente (la componente x y la variable z). También se estudia-
ran campos mas complicados, y los métodos de interpretacion fisica de estas expresiones se
analizardn en su momento.

D1.2 Un campo vectorial S puede expresarse en coordenadas rectangulares como
S={125/[x -1+ (-2 + @+ D& - Da_+ (y — 2)a + (z+ Da}. a)
Evaluar S en P(2, 4, 3). b) Determinar un vector unitario que proporcione la direccion
de S en P. ¢) Especificar la superficie f{x, y, z) en la que |S|= 1.

Respuesta: 5.95a + 11.90::1y +23.8a;0.218a, + 0.436a, + 0.873a;
Vx—1)24+@—22+c+1)? = 125.

1.6 EIl producto punto

Aqui se considera el primero de dos tipos de multiplicacion vectorial. El segundo tipo se es-
tudiard en la seccion siguiente.

Dados dos vectores A y B, el producto punto o producto escalar, se define como el pro-
ducto de la magnitud de A, la magnitud de B y el coseno del dngulo entre ellos,

A-B = |A||B|cosOsp (3)

El punto que aparece entre los dos vectores debe remarcarse para hacer hincapié en €l. El
producto escalar o producto punto, que es un escalar, como lo implica uno de sus nombres,

obedece a la ley conmutativa,
A-B=B-A (4)

puesto que el signo del dngulo no afecta el término del coseno. La expresion A - B se lee
“A punto B”.

Quizd la aplicacién mds comun del producto punto sea en mecdnica, donde una
fuerza constante F aplicada sobre un desplazamiento L produce una cantidad de trabajo
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FL cos 0, que se escribe mas sencillamente como F - L. Puede anticiparse uno de los resul-
tados del capitulo 4 sefialando que si la fuerza varia a lo largo de la trayectoria es necesario
realizar una integracién para obtener el trabajo total, y el resultado se convierte en

Trabajo = /F-dL

Puede tomarse otro ejemplo de los campos magnéticos, un tema acerca del cual tendre-
mos mucho que decir mds adelante. El flujo total & que atraviesa una superficie de drea S
estd dado por BS si la densidad de flujo magnético B es perpendicular a la superficie y uni-
forme sobre ella. Se define el vector de superficie S como aquel cuya magnitud es el drea
geométrica de la superficie y cuya direccién es normal a la superficie (por el momento se
evitard el problema de cudl de las dos posibles normales debe elegirse). El flujo que atra-
viesa la superficie es por consiguiente B - S. Esta expresion es valida para cualquier direccion
de la densidad de flujo magnético uniforme. Sin embargo, si la densidad de flujo no es cons-
tante sobre la superficie, el flujo total es ® = [ B-dS. En el capitulo 3 se presentan inte-
grales de esta forma cuando estudiemos la densidad de flujo eléctrico.

Determinar el angulo entre dos vectores en un espacio tridimensional es una tarea que
con frecuencia se prefiere evitar. Por esta razén, la definiciéon de producto punto en general
no se utiliza en su forma bdsica. Se obtiene un resultado més 1til al considerar dos vectores
expresados en componentes cartesianos como A = A a_+ Ayay +Aa yB=Ba + Ba,
+ B_.a_. El producto punto también obedece la ley distributiva y, por lo tanto, A - B produ-
ce la suma de nueve términos escalares, cada uno de los que involucra el producto punto de
dos vectores unitarios. Puesto que el dngulo entre dos vectores unitarios diferentes es 90°
en el sistema de coordenadas cartesianas, se tiene:

a,-a,=a,-a, =4a,-a,=4a;-a, =a,-a, =a;-a, =0

Los tres términos restantes incluyen el producto punto de un vector unitario por si mismo,
lo cual da como resultado la unidad. Finalmente, se obtiene:

|A-B=A,B.+A,B,+AB )

que es una expresion que no incluye dngulos.
Un vector multiplicado por si mismo en forma punto da como resultado el cuadrado de
la magnitud, es decir:

[A-a=a2=iar] ©)

y cualquier vector unitario multiplicado por si mismo en forma punto da como resultado
la unidad,

as-a, =1

Una de las aplicaciones mds importantes del producto punto consiste en encontrar la
componente de un vector en una direccién dada. Si se observa la figura 1.4a, es posible ob-
tener la componente escalar de B en la direccion que especifica el vector unitario a como:

B-a = |B||a|cosfOp, = |B|cos Oz,

El signo de la componente es positivo si 0 <6, <90° y negativo cuando 90° < 0, < 180°.
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B B
gBa eBa
a a
B-a (B-a)a
a) b)

Figura 1.4 a) La componente (escalar) de B en la direccion del vector
unitario a es B - a. b) La componente vectorial de B en la direccién del
vector unitario a es (B - a)a.

Para obtener la componente vectorial de B en la direccién de a, simplemente se multi-
plica la componente (escalar) por a, como se ilustra en la figura 1.4b. Por ejemplo, la com-
ponente de B en la direccién de a_es B - a_= B_y la componente vectorial es B a_o
(B - a)a_. Por lo tanto, el problema de encontrar la componente de un vector en cualquier
direccién deseada se convierte en el problema de encontrar un vector unitario en esa direc-
cion, y eso siempre se puede hacer.

El término geométrico proyeccion también se expresa con el producto punto. De mane-
ra que B - a resulta ser la proyeccién de B en la direccién de a.

Con la finalidad de ilustrar estas definiciones y operaciones, considérese el campo vectorial
G =ya — 2.5xay + 3a_y el punto Q(4, 5, 2). Se desea encontrar: G en Q; la componente
escalar de G en Q en la direccién de a,, = %(23)( +a, - 2a); la componente vectorial de

G en Q en la direccion de a,; y, por dltimo, el dngulo 6., entre G(rQ) y ay.

Solucion. Sustituyendo las coordenadas del punto Q en la expresion de G, se tiene

G(ry) = 5a, — 10a, + 3a,

Posteriormente se encuentra la componente escalar. Utilizando el producto punto se tiene

G-ay = (5a, — 10a, +3a.) - (2a, +a, —2a;) = (10 — 10 — 6) = —2

La componente vectorial se obtiene multiplicando la componente escalar por el vector uni-
tario en la direccion a,,

(G-ay)ay = —(2)%(Zax +a, —2a;) = —1.333a, — 0.667a, + 1.333a,

El angulo entre G(rQ) y a,, se obtiene de
G-ay = |G| cosbg,
—2 =4/25+ 100 + 9 cos g,

OGa = cos™! — = —=999°

V134
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D1.3 Los tres vértices de un tridngulo se encuentran en A(6, —1, 2), B(—2, 3, —4) y
C(=3, 1, 5). Encontrar: a) R, z; b) R, ; ¢) el dngulo 0, - en el vértice A; d) la proyec-
cién (vectorial) de R, en R, .

Respuesta: —8a + 4ay — Gaz; —9a_ + 2ay + 3az; 53.6°%; —5.94a + 1.319ay + 1.979&1Z

1.7 EIl producto cruz

Dados dos vectores A y B, se define el producto cruz o producto vectorial de A 'y B, que se
indica por medio de una cruz entre estos vectores como A x By se lee “A cruz B”. El pro-
ducto cruz A x B es un vector; la magnitud de A x B es igual al producto de las magnitu-
des de A, B y el seno del angulo mds pequeiio entre A y B; la direccion de A x B es per-
pendicular al plano que contiene a A y a B, y de las dos posibles perpendiculares, esta a lo
largo de aquella que apunta en la direccidn en la que avanzaria un tornillo derecho si A se
girara hacia B. Esta direccion se ilustra en la figura 1.5. Recuérdese que cada vector puede
ser desplazado a voluntad, manteniendo una direccidn constante, hasta que los dos vectores
tengan un “origen comun”. Esto determina al plano que contiene a ambos. Sin embargo, en
la mayor parte de las aplicaciones se trabajara con vectores definidos en el mismo punto.
Como ecuacion, se puede escribir:

A xB =ay|A| |B|senb,p (7

donde una explicacién adicional, semejante a la que se dio antes, atn se requiere para de-
terminar la direccién del vector unitario a,. El subindice significa la “normal”.

1A><B

Figura 1.5 La direccion de A X B esta en la direcciéon de un tornillo de
rosca derecha cuando A se gira hacia B.
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Si se invierte el orden de los vectores A y B resulta un vector en la direccién opuesta a
la del vector unitario, y se ve que el producto cruz no es conmutativo puesto que B x A =
—(A x B). Si la definicion del producto cruz se aplica a los vectores unitarios a, y a,, seen-
cuentraque a, X a =a_, pues cada vector tiene una magnitud unitaria, los dos vectores son
perpendiculares, y la rotacion de a,_ hacia a, indica la direccion positiva de z por la defini-
cion del sistema de coordenadas de la mano derecha. De manera similar a xa=aya
xa =a. Observe la simetria alfabética. En tanto los tres vectores a,aya, se escriban
en orden (y suponiendo que a_ le sigue a_, como tres elefantes en circulo, agarrados de sus
colas, de modo que también se pueda escribir a.,a,ao0a,a, ay), entonces la cruz y el
signo igual se pueden colocar en uno u otro de los dos espacios vacantes. En realidad, aho-
ra es mas facil definir un sistema de coordenadas cartesianas de la mano derecha diciendo
quea xa =a_.

Un ejemplo sencillo del uso del producto cruz se puede tomar de la geometria o la tri-
gonometria. Encontrar el drea de un paralelogramo requiere multiplicar el producto de las
longitudes de los lados adyacentes por el seno del dngulo entre ellos. Cuando se usa la no-
tacion vectorial para los dos lados, entonces se puede expresar el drea (escalar) como la
magnitud de A x B o |A x BJ.

El producto cruz se puede usar como reemplazo de la regla de la mano derecha, fami-
liar para todos los ingenieros eléctricos. Considérese la fuerza sobre un conductor recto de
longitud L, donde la direccién asignada a L. corresponde a la direccién de la corriente esta-
ble /, en presencia de un campo magnético uniforme de densidad de flujo B. Por medio de
la notacién vectorial se puede escribir sencillamente el resultado como F = /L. x B. Esta
relacién se obtendrd posteriormente en el capitulo 9.

La evaluacién del producto cruz por medio de su definicidn resulta mds laboriosa que
la evaluacién del producto punto por medio de su definicién, pues no sélo se debe encon-
trar el dngulo entre los vectores, sino tambi€n una expresion para el vector unitario a,. Es-
ta tarea se puede evitar usando componentes cartesianos para los dos vectores A y B y de-
sarrollando el producto cruz como una suma de nueve productos cruz simples, donde cada
uno involucra dos vectores unitarios,

AxB=A:B,a, xa,+A;B,a, xa,+A,B.a, xa,
+A,B.a, xa,+A,Bya, xa,+A,B.a, xa;
+A;B.a; xa,+A;Bya, xa,+A;B.a;, xa,

Ya se ha demostrado que a_ x a = a, a xa =aya xa=a, Los tres términos
restantes son cero, pues el producto cruz de cualquier vector a si mismo es cero, dado que
el dngulo entre ellos es cero. Estos resultados se pueden combinar para dar:

AxB=(A,B, — A Bya, +(A;B, — A, B,)a, + (A B, — A, By)a, (8)

o pueden escribirse en forma de un determinante que resulta mucho més fécil de recordar:

a, a, a
AxB=|A, A, A, )
B, B, B,

13
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Entonces, si A = 2a —3a +a yB=—4a —2a + 5a, se tiene que
a, a, a
AxB=|2 -3 1
-4 -2 5

[(=3)5) — (I(=2)]a, — [2)OB) — (D(=Dla, + [(2)(=2) — (=3)(—=D]a,
—13a, — 14a, — 16a;

D1.4 Un triangulo se define por tres puntos: A(6, —1, 2), B(—2, 3, —4) y C(-3, 1, 5).
Encuéntrese: a) R, , x R, ; b) el drea del tridngulo; ¢) un vector unitario perpendi-
cular al plano en el cual se localiza el tridngulo.

Respuesta: 24a + 78ay + 20a ; 42.0; 0.286a, + 0.928a  + 0.238a_

1.8 Otros sistemas de coordenadas:
coordenadas cilindricas circulares

En general, el sistema de coordenadas cartesianas es el que mas prefieren los estudiantes pa-
ra resolver todos los problemas. Esto implica con frecuencia un mayor trabajo, ya que mu-
chos problemas poseen un tipo de simetria que requiere un tratamiento mas légico. Es mas
facil esforzarse de una vez por todas para familiarizarse con las coordenadas esféricas y ci-
lindricas en vez de aplicar después un esfuerzo igual o mayor en cada problema que inclu-
ya simetria cilindrica y esférica. Teniendo en mente que se ahorrard trabajo, se estudiardn
con cuidado y sin prisas las coordenadas cilindricas y esféricas.

El sistema de coordenadas cilindricas es una version en tres dimensiones de las coor-
denadas polares de la geometria analitica plana. En las coordenadas polares de dos dimen-
siones se localizaba un punto en un plano dando su distancia p al origen y el dngulo ¢ entre
la linea desde el punto al origen y un eje radial arbitrario, en el que se toma ¢ = 0.* Un sis-
tema tridimensional de coordenadas cilindricas circulares se obtiene en forma similar espe-
cificando la distancia z del punto con respecto a un plano de referencia z = O arbitrario, en
donde es perpendicular a la linea p = 0. Por comodidad, generalmente se hace referencia a
las coordenadas cilindricas circulares sencillamente como coordenadas cilindricas. Esto no
debe causar confusion a lo largo de este libro, pero es razonable sefialar que existen otros
sistemas de coordenadas, por ejemplo: las coordenadas cilindricas hiperbdlicas, las coorde-
nadas cilindricas parabdlicas y otras.

4 Las dos variables de las coordenadas polares cominmente se llaman 7y 6. Con tres coordenadas, sin embargo,
es mds comun usar p para la variable radial de las coordenadas cilindricas y r para la variable radial (diferente) de
las coordenadas esféricas. También se acostumbra llamar ¢ a la variable angular de las coordenadas cilindricas,
dado que 6 se usa para un dngulo distinto en coordenadas esféricas. El dngulo ¢ es el mismo tanto en las coorde-
nadas esféricas como en las cilindricas.
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Ya no se utilizaran tres ejes como en las coordenadas cartesianas, sino que cada punto
debe considerarse como la interseccién de tres superficies mutuamente perpendiculares. Es-
tas superficies son: un cilindro circular (p = constante), un plano (¢ = constante) y otro
plano (z = constante). Esto corresponderia a la localizacién de un punto en un sistema de
coordenadas cartesianas por la interseccion de tres planos (x = constante, y = constante y z
= constante). Las tres superficies de las coordenadas cilindricas circulares se muestran en
la figura 1.6a. Obsérvese que las tres superficies pueden hacerse pasar por cualquier punto,
a menos que éste se encuentre sobre el eje z, en cuyo caso es suficiente un plano.

Tendran que definirse también tres vectores unitarios, pero ya no se dirigirdn siguien-
do los “ejes coordenados”, ya que éstos existen s6lo en las coordenadas cartesianas. En su
lugar, se tomardn en cuenta caracteristicas mas generales de los tres vectores unitarios en las
coordenadas cartesianas, y se entenderd que se dirigen hacia donde aumentan los valores de
las coordenadas y que son perpendiculares a la superficie sobre la cual ese valor de la coor-

a (p1:91:21)

z = una constante
\\\

a
P oP P1 ¢
Pi z

~

b)

z+dz

9

Figura 1.6 a) Las tres superficies mutuamente perpendiculares de un
sistema de coordenadas cilindricas circulares. b) Los tres vectores
unitarios de un sistema cilindrico circular. ¢) Elemento diferencial de
volumen en un sistema de coordenadas cilindricas circulares; dp, pd¢ y
dz son elementos de longitud.

15
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denada es constante; por ejemplo, el vector unitario a_ es normal al plano x = constante y
apunta hacia valores crecientes de x. En forma similar, se definen ahora tres vectores unita-
rios en coordenadas cilindricas, a 8,y 4.

El vector unitario a_ es un punto P(p,, ¢,, z,) y se dirige radialmente hacia fuera y es
normal a la superficie cilindrica p = p,. Estd contenido en los planos ¢ = ¢, y z = z,. El
vector unitario a e normal al plano ¢ = ¢,, apunta en la direccion en que crece el valor de
¢, pertenece al plano z = z, y es tangente a la superficie cilindrica p = p,. El vector unita-
rio a_es el mismo que el vector unitario a_ del sistema de coordenadas cartesianas. La
figura 1.6b muestra los tres vectores unitarios en coordenadas cilindricas.

En coordenadas cartesianas, los vectores unitarios no estan en funcion de las coordena-
das. Sin embargo, dos de los vectores unitarios en coordenadas cilindricas, a pY A varian
seglin la coordenada ¢, puesto que cambian sus direcciones. Entonces, la integracion o di-
ferenciacion con respecto a ¢, a ,Y a,no deben tratarse como constantes.

De nuevo, los vectores unitarios son perpendiculares entre si, ya que cada uno es nor-
mal a una de las tres superficies mutuamente perpendiculares; puede definirse un sistema
coordenado cilindrico de mano derecha como aquel enel cuala_ x a y=12,0 (para quie-
nes tienen dedos flexibles) como aquel en el cual el pulgar, el indice y el dedo medio indi-
can la direccién de crecimiento de p, ¢ y z, respectivamente.

Un elemento diferencial de volumen en coordenadas cilindricas se puede obtener au-
mentando los valores de p, ¢ y z por medio de incrementos diferenciales dp, d¢ y dz. Los
dos cilindros de radios p'y p + dp, los dos planos radiales con dngulos ¢ y ¢ + d¢ y los dos
planos “horizontales” con “elevaciones” z y z + dz encierran un volumen pequefio, como lo
muestra la figura 1.6¢, que tiene la forma de una cufa truncada. A medida que el elemento
diferencial de volumen empequefiece, su forma se aproxima a la de un paralelepipedo rec-
tangular cuyos lados son de longitud dp, pd¢ y dz. Debe notarse que dp y dz son dimensio-
nalmente longitudes, pero de¢ no lo es; en cambio, pde si tiene dimensiones de longitud. Las
superficies tienen areas de p dp d¢, dp dz 'y pdpdz, y el volumen es p dp de dz.

Las variables de los sistemas de coordenadas cilindricas y rectangulares se relacionan
facilmente unas con otras. Con respecto a la figura 1.7 se observa que

X = pCcos¢
y = pseng (10)
z=z

Desde otro punto de vista, las variables cilindricas pueden expresarse en términos de x, y y z:

=Vx2+y* (p=0)

0

¢ =tan' 2 (11)
X

Z

Z

Se considerard que la variable p es positiva o cero, y por lo tanto se usa sélo el signo posi-
tivo para el radical en (11). El valor correcto del dngulo ¢ se determina por inspeccion de
los signos de x y y. Por ejemplo, si x = —3 y y = 4, se encuentra que el punto estd en el se-
gundo cuadranteen p =5y ¢ = 126.9°. Parax =3y y = —4, se tiene ¢ = —53.1° 0 306.9°,
escogiéndose el valor que sea mds conveniente.
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Figura 1.7 Relacion entre las variables
cartesianas x, y, z y las variables
cilindricas p, ¢, z. No existe diferencia en
la variable z entre los dos sistemas.

Cuando se utiliza (10) u (11), las funciones escalares dadas en un sistema de coordena-
das se transforman con facilidad a otro sistema.

No obstante, una funcién vectorial en un sistema de coordenadas requiere dos pasos pa-
ra transformarla a otro sistema de coordenadas, porque generalmente se necesita un conjun-
to distinto de componentes vectoriales. Esto es, se puede dar un vector cartesiano

A=Aa,+Aa, +A.a;

para el cual cada componente se escribe como funcién de x, y y z, y se necesita un vector
en coordenadas cilindricas

A= Aﬂap + A¢a¢> +Aa;

en la cual cada componente se da como funcién de p, ¢ y z.

Para encontrar cualquier componente deseada de un vector, recuérdese como se estudié
en el producto punto, que una componente en cierta direcciéon deseada puede obtenerse to-
mando el producto punto del vector con un vector unitario en la direccidn deseada. De aqui,

A, =A-a, y Ay =A-ay

Al desarrollar estos productos punto se tiene

A, =(A,a, +Aya, +Aa)-a,=Aa,-a,+Aa, -a, (12)
Ay = (Aya, +Aya, +Aa)-a; = Aca,-a, + Aya, -ag (13)

y
A, =(Aya, +Aja, +Aa)-a,=Aa -a, =A; (14)

puesto que a_ - ap ya - a¢ son cero.

17
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Tabla 1.1 Producto punto de vectores unitarios del sistema de
coordenadas cilindricas y del sistema cartesiano

a, a, a
a. cos ¢ —sen @ 0
a,. sen ¢ cos ¢ 0
a. 0 0 1

Completar la transformacion de las componentes requiere conocer los productos punto
a-a,a -a,a -a,ya -a, Por medio de la definicién de producto punto se observa
que, dado que se trabaja con vectores unitarios, el resultado es simplemente el coseno del
angulo entre los dos vectores unitarios implicados. Con respecto a la figura 1.7, y si se pien-
sa con ahinco, se identifica el dngulo entre a_y a , COMo ¢, y entonces a_- a , = COs ¢, pe-
ro el dngulo entre a y a,es 90° —¢ya, - a, = cos (90° — ¢) = sen ¢. Los restantes pro-
ductos punto de los Vectores unitarios se encuentran de manera similar, y los resultados se
tabulan como funciones de ¢ en la tabla 1.1.

La transformacién de vectores de coordenadas cartesianas a cilindricas y viceversa se
realiza empleando (10) u (11) para cambiar variables, y empleando los productos punto de
los vectores unitarios dados en la tabla 1.1 para cambiar componentes. Los dos pasos pue-
den efectuarse en cualquier orden.

Transformar el vector B = ya_— xa + za_en coordenadas cilindricas.

Solucion. Las nuevas componentes son:

B, =B-a, =y(a,-a,) —x(a,-a,)

= ycos¢ —xsen¢ = psengcos¢ —pcos¢pseng =0
By =B-ay = y(a,-ag) — x(a, -ay)

= —ysen¢g —xcos¢ = —psen’ ¢ — pcos’p = —p

De esta manera,

B = —pa; +za,

D1.5 a) Dé las coordenadas cartesianas del punto C(p = 4.4, ¢ = —115°, z = 2).
b) Dé€ las coordenadas cilindricas del punto D(x = —3.1, y = 2.6, z = —3). ¢) Espe-
cifique la distancia de C a D.

Respuesta: C(x = —1.860,y = —3.99, z = 2); D(p = 4.05, ¢ = 140.0°, z = —3); 8.36



1.9 Elsistema de coordenadas esféricas

D1.6 Transformar a coordenadas cilindricas: a) F = 10a, — Say + 6az, en el punto
P(10, =8,6); ) G=2x +y)a, — (y — 4x)ay en el punto O(p, ¢, z). ¢) Dar las com-
ponentes cartesianas del vector H = 20a = 10a¢ +- ?aaZ en el punto P(x =5,y = 2,
z=-—1).

Respuesta: 12.81a, + 6a; (2p cos® ¢ — p sen® ¢ + 5p sen ¢ cos Pa, + (4p cos’ ¢ — p
sen’? ¢ — 3p sen ¢ cos pa; H =223, H =—1857,H =3
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1.9 EIl sistema de coordenadas esféricas

A diferencia del caso del sistema de coordenadas cilindricas, no existe un sistema de coor-
denadas bidimensional que pueda ayudarnos a entender el sistema de coordenadas esféricas
en tres dimensiones. Pero en cierto modo pueden aplicarse los conocimientos con respecto
al sistema latitud y longitud para localizar un lugar sobre la superficie, y no puntos internos
o externos a ella.

Se empezara construyendo un sistema de coordenadas esféricas tomando como referen-
cia tres ejes cartesianos (figura 1.8a). Se define primero la distancia r desde el origen a cual-
quier punto. La superficie » = constante es una esfera.

La segunda coordenada es un dngulo 6 entre el eje z y la linea trazada desde el origen
hasta el punto considerado. La superficie & = constante es un cono, y las dos superficies,
cono y esfera, son perpendiculares en todas partes a lo largo de su interseccion, la cual es
un circulo de radio r sen 6. La coordenada 6 corresponde a la latitud, excepto que la latitud
se mide desde el ecuador y 0 se mide desde el “Polo Norte”.

La tercera coordenada ¢ también es un dngulo y es exactamente igual que el dngulo ¢
de las coordenadas cilindricas. Este es un dngulo entre el eje x y la proyeccion en el plano
z = 0 de la linea trazada desde el origen hasta el punto. Este corresponde al dngulo de lon-
gitud, sélo que el dngulo ¢ aumenta hacia el “este”. La superficie ¢ = constante es un pla-
no que pasa a través de la linea 6 = 0 (o el eje 2).

Nuevamente se considera cualquier punto como la interseccion de tres superficies mu-
tuamente perpendiculares —una esfera, un cono y un plano—, cada una orientada en la for-
ma descrita previamente. Las tres superficies se muestran en la figura 1.8b.

Pueden definirse otra vez tres vectores unitarios en cualquier punto. Cada vector unita-
rio es perpendicular a una de las tres superficies mutuamente perpendiculares y se orienta
en la direccién en la cual la coordenada aumenta. El vector unitario a, apunta radialmente
hacia fuera, es normal a la esfera » = constante y estd contenido en el cono € = constante y
el plano ¢ = constante. El vector unitario a, es normal a la superficie cdnica, estd conteni-
do en el plano y es tangente a la esfera. Se dirige a lo largo de una linea de “longitud” y
apunta hacia el “sur”. El tercer vector unitario a 4 ©8 el n}ismo de las coordenadas cilindri-
cas, es normal al plano y tangente al cono y a la esfera. Este se dirige hacia el “este”.

Los tres vectores unitarios los muestra la figura 1.8¢. Desde luego, son mutuamente
perpendiculares y definen un sistema de coordenadas de la mano derecha en el cual a, x a,
=a, Este sistema es derecho, como lo demostrard una inspeccion de la figura 1.8¢ cuando se
aplica la definicién de producto cruz. La regla de la mano derecha sirve para identificar
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Figura 1.8 a) Las tres coordenadas esféricas. b) Las tres superficies
mutuamente perpendiculares de un sistema de coordenadas esféricas.
¢) Los tres vectores unitarios de unas coordenadas esféricas: a, X a, =
a,. d) Elemento diferencial de volumen en un sistema de coordenadas
esféricas.

el pulgar, el indice y el medio con la direccién de crecimiento de r, 6 y ¢, respectivamente.

(Obsérvese que esta identificacion en las coordenadas cilindricas se hacia con p, ¢ y z, y en
las coordenadas cartesianas con x, y y z.) Un elemento diferencial de volumen se puede cons-
truir en coordenadas esféricas aumentando r, 6y ¢ por dr, df y d¢, respectivamente, como
lo muestra la figura 1.84. La distancia entre dos superficies esféricas de radios ry r 4 dr es
dr; la distancia entre los dos conos generados por los dngulos 0y 0 + d es rdf; y la distan-
cia entre los dos planos radiales con dngulos ¢ y ¢ + d¢ es r sen 0d¢, después de razo-

nar un poco con los conceptos de trigonometria. Las dreas de las superficies son r dr do,
rsen @ drdg,y r*sen 0 df de, y el volumen es > sen 0 dr dO de.



1.9 Elsistema de coordenadas esféricas

La transformacion de escalares de un sistema de coordenadas cartesianas a esféricas se
hace facilmente utilizando la figura 1.8a para relacionar los dos conjuntos de variables:

X = rsenfcosq¢
y = rsenf sen¢ (15)
z =rcosf

La transformacién en la direccién opuesta se lleva a cabo con la ayuda de:

r=vxr+yr 422 (r=0

f=cos ! —— = (0°<6<180°) (16)

VAt yr 422
¢ =tan' 2
X

La variable radial r no es negativa, y 6 esta restringida al rango de 0° a 180°, inclusive. Los
dngulos se colocan en los cuadrantes adecuados inspeccionando los signos de x, y y z.

La transformacién de vectores requiere la determinacion de los productos de los vectores
unitarios en coordenadas cartesianas y esféricas. Estos productos se resuelven a partir de la fi-
gura 1.8c y con un poco de trigonometria. Puesto que el producto punto de cualquier vector
unitario esférico por cualquier vector unitario cartesiano es igual a la componente del vec-
tor esférico en la direccién del vector cartesiano, los productos punto con a_ son:

a,-a, = cosf
a,-ag = —send

a,-a, =0

Los productos punto con a,y a, requieren primero la proyeccién del vector unitario es-
férllco sobre el plano xy y luego la proyeccion sobre el eje deseado. Por ejemplo, a, - a_ se
obtiene proyectando a, sobre el plano xy, dando sen 6, y proyectando después sen 6 sobre €l
eje x, lo cual produce sen 6 cos ¢. Los otros productos punto se encuentran de manera simi-
lar, y se muestran en la tabla 1.2.

Tabla 1.2 Productos punto de vectores unitarios en sistemas
de coordenadas esféricas y cartesianas

a a, a,
a. sen 6 cos ¢ cos 0 cos ¢ —sen ¢
a sen 6 sen ¢ cos 0 sen ¢ cos ¢

=

a. cos 6 —sen 6 0

2
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Se ilustra este procedimiento transformando el vector G = (xz/y)a, en sus componentes es-
féricas y variables.

Solucion. Se encuentran las tres componentes esféricas aplicando el producto punto de G
con el vector unitario apropiado y cambiando las variables durante el procedimiento:

Xz Xz
G, =G-a, = —a,-a, = —senfcos¢
y y
cos? ¢
=rsenf cosf
sen ¢
Xz Xz
Gyg=G-ay = —a,-ag = —cosbcos¢
y y
2
cos” ¢
= rcos’@
n¢

Gp=G-ay=—a,-a; = x—Z(—semp)
y y
= —rcosf cos¢

Se recopilan estos datos y se tiene:

G =rcosfcos¢ (senb cotga, 4+ cost cotpag — ay)

El apéndice A describe el sistema general de coordenadas curvilineas del cual los sis-
temas de coordenadas cartesianas, cilindricas y esféricas son casos especiales. La primera
seccion de este apéndice podria estudiarse en este momento.

D1.7 Dados los puntos, C(—3, 2, 1) y D(r = 5, 6 = 20°, ¢ = —70°), encontrar: a)
las coordenadas esféricas de C; b) las coordenadas cartesianas de D; ¢) la distancia
desde C hasta D.

Respuesta: C(r=3.74,0 = 74.5°, ¢ = 146.3°); D(x = 0.585,y = —1.607, z = 4.70); 6.29

D1.8 Convierta los vectores siguientes a coordenadas esféricas en los puntos dados:
a) 10a_en el punto P(x = =3,y =2,z=4); b) Ian en el punto O(p =5, ¢ = 30°,
z=4); ¢c) IOaz en el punto M(r =4, 6 = 110°, ¢ = 120°).

Respuesta: —5.57a_— 6.18a, — 5.SSa¢; 3.90a, + 3.12a, + 8.66a¢; —3.42a —9.40a,

Lecturas complementarias

1. Grossman, S. 1., Calculus, 3a. ed., Academic Press and Harcourt Brace Jovanovich, Orlando,
1984. El dlgebra vectorial y las coordenadas esféricas y cilindricas aparecen en el capitulo 17, y
el cdlculo vectorial se presenta en el capitulo 20.
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Spiegel, M. R., Vector Analysis, Schaum Outline Series, McGraw-Hill Book Company, Nueva
York, 1959. Numerosos ejemplos y problemas con respuestas se dan en este libro conciso y poco
costoso de la serie Schaum.

Swokowski, E. W., Calculus with Analytic Geometry, 3a. ed., Prindle, Weber & Schmidt, Boston,
1984. El dlgebra vectorial y los sistemas de coordenadas cilindricas y esféricas se estudian en el
capitulo 14, y el cdlculo vectorial aparece en el capitulo 18.
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que se utilizaron se analizan en el capitulo 13. Otras operaciones vectoriales se estudian en los
capitulos 15y 17.

Problemas

1.1

1.2

1.3

14

1.5

1.6

1.7

1.8

1.9

Dados los vectores M = —10a_ + 4a_ 8a yN=28a + 7a — 2a,, encontrar:
a) un vector unitario en la dlreccmn de —M + 2N b)la magmtud de Sa + N —3M;
¢) IM| [2N| (M + N).

Los vértices de un tridngulo estdn en A(—1, 2, 5), B(—4, —2, —3) y C(1, 3, —2).
a) Encontrar el perimetro del tridngulo. ) Encontrar un vector unitario dirigido des-
de el punto medio del lado AB al punto medio del lado BC. ¢) Demostrar que este
vector unitario multiplicado por un escalar es igual al vector de A a C' y que, por lo
tanto, el vector unitario es paralelo al lado AC.

Un vector desde el origen hasta el punto A estd dado por (6, —2, —4), y un vector uni-
tario dirigido desde el origen hasta el punto B estd dado por (2, —2, 1)/3. Si los puntos
Ay B se encuentran a diez unidades entre si, encontrar las coordenadas del punto B.

Un circulo con centro en el origen y un radio de 2 unidades esté en el plano xy. De-
terminar el vector unitario en coordenadas cartesianas que estd en el plano xy, es
tangente al circulo en el punto (V 3, 1, 0) y estd en la direccién positiva del eje y.

Un campo vectorial estd dado por G = 24xya_+ 12(x% + 2)a + 18zza Dados dos
puntos, P(1, 2, —1) y O(=2, 1, 3), encontrar: @) G en P; b) un vector umtarlo en la
direccién de G en Q; ¢) un vector unitario de Q a P; d) la ecuacién de la superficie
en la que |G| = 60.

Si a es un vector unitario en una determinada direccién, B es un escalar constante y
r=uxa +ya +za, describir la superficie r - a = B. ;Cuadl es la relacion entre el
vector unitario a y el escalar B en esta superficie? (PISTA: Considerar un ejemplo sen-
cillo donde a = a_y B = 1y, posteriormente, cualquier a 'y B.)

Dado el campo vectorial E = 4zy? cos 2xa_+ 2zy sen 2xa, + y* sen 2xa_en la region
|x], [yl y |z] menor a 2, encontrar: a) las superﬁcles en las que Ey = 0; b) la region en
la que Ey = E; c)laregionen la que E = 0.

Demostrar la ambigiiedad que se produce cuando se utiliza el producto cruz para en-
contrar el dngulo entre dos vectores y se obtiene el dngulo formado entre A = 3a_
—2a + 4a_y B =2a + a — 2a_ ;Se presenta esta ambigiiedad cuando se utiliza
el producto punto?

Dado el campo G = [25/(x* + yz)](xax + yay), encontrar: ¢) un vector unitario en la
direccién de G en P(3, 4, —2); b) el angulo entre G y a_en P; ¢) el valor de la doble
integral en el planoy = 7.

23
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1.10

1.11

1.12

1.13

1.14

1.15

1.16

1.17

1.18

1.19

1.20

1.21

1.22

Utilizando la definicién del producto punto y expresando diagonales como vectores,
encontrar el dngulo mds pequefio entre cualquier par de diagonales de un cubo, don-
de cada diagonal conecte dos esquinas diametralmente opuestas y pase por el centro
del cubo.

Dados los puntos M (0.1, —0.2, —0.1), N(—0.2, 0.1, 0.3) y P(0.4, 0, 0.1), encontrar:
a) el vector R,; b) el producto punto R, - R, ; ¢) la proyeccion escalar de R,
sobre R,,; d) el dngulo entre R, y R, .

Demostrar que los campos vectoriales A = p cos ¢ap + psen ¢a s T Ay B = pcos
¢ap + p sen ¢a s — Pa, son ortogonales entre si en cualquier punto.

MP

a) Encontrar la componente vectorial de F = 10a — 6ay + 5a_ que es paralelo a
G =0.1a  + O.Zay + 0.3a_. b) Encontrar la componente vectorial de F perpendicu-
lar a G. c¢) Encontrar la componente vectorial de G perpendicular a F.

Demostrar que los campos vectoriales A = a (sen 20)/r* + 2a,(sen 0)/r* y B =rcos
Oa, + ra, son paralelos entre sf en cualquier punto.

Tres vectores que se extienden desde el origen estdn dados porr, = (7, 3, =2), r, =
(=2,7,-3)y r,= (0, 2, 3,). Encontrar: a) un vector unitario ortogonal ar, y r,; b)
un vector unitario perpendicular a los vectores r; — r, y r, — I3; ¢) el drea del tridn-
gulo formado por r, y r,; d) el drea del tridngulo que forman las puntas de los vec-
tores ry, ¥, y Iy

El campo vectorial E = (B/p )a, donde B es constante se desplazard de tal forma que
su origen estard en la linea x = 2, y = 0. Escribir el desplazamiento de E en coorde-
nadas cartesianas.

Un tridngulo lo definen el punto A(—4, 2, 5) y los vectores R, = (20, 18, —10) y
R,, = (=10, 8, 15). @) Encontrar un vector unitario perpendicular al tridngulo, b) en-
contrar un vector unitario coplanar al tridngulo y perpendicular a R,,, ¢) encontrar
un vector unitario coplanar al tridngulo que bisecta al dngulo interior en A.

Convertir de coordenadas cilindricas a esféricas el campo vectorial H = (A/p)a »
donde A es constante.

a) Expresar con componentes y variables cilindricas el campo D = (x? + y?)~! (xa,
+ yay); b) evaluar D en el punto donde p = 2, ¢ = 0.27 y z = 5, expresando el re-
sultado en componentes cilindricas y cartesianas.

Un cilindro de radio a y centro sobre el eje z, gira con respecto al eje z con una ve-
locidad angular de € rad/s. El sentido de rotacién es opuesto al de las manecillas del
reloj respecto a la direccion positiva del eje z. @) Utilizando componentes cilindricas,
obtener una expresion para el campo de velocidad v, el cual proporcione la velocidad
tangencial en cualquier punto del cilindro; b) convertir a componentes esféricas el re-
sultado del inciso anterior; ¢) convertirlo a componentes cartesianas.

Expresar en componentes cilindricas: @) el vector desde C(3, 2, —7) hasta D(—1, —4,
2); b) un vector unitario en D dirigido hacia C; c¢) un vector unitario en D dirigido ha-
cia el origen.

Una esfera con centro en el origen y radio a, gira con respecto al eje z a una veloci-
dad angular de Q rad/s en direccion opuesta a las manecillas del reloj en la direccion
positiva del eje z. a) Escribir una expresion, utilizando componentes esféricas, del
campo de velocidad v, que proporciona la velocidad tangencial en cualquier punto de
la esfera; b) convertirla a componentes cartesianas.



1.23

1.24

1.25

1.26

1.27

1.28

1.29

1.30

Problemas

Una superficie cerrada estd definida por las superficies p =3, p =5, ¢ = 100°, ¢ =
130°, z =3 y z = 4.5. a) Encontrar el volumen encerrado; b) hallar el 4rea total de la
superficie encerrada; c) encontrar la longitud total de las doce esquinas de las super-
ficies; d) encontrar la longitud de la linea recta mas larga que estd encerrada dentro
del volumen.

Expresar el campo E = Aa, /r* en @) coordenadas cartesianas; b) coordenadas cilin-
dricas.

Dado el punto P(r = 0.8, 8 = 30°, ¢ = 45°) y E = 1/7? (cos ¢a_+ sen ¢/sen Oad)),
a) encontrar E en P; b) encontrar |E| en P; ¢) hallar un vector unitario en la direccion
de E en P.

Expresar el campo vectorial uniforme F = 5a_en a) componentes cilindricas; b) com-
ponentes esféricas.

Una superficie cerrada estd definida por las superficies r = 2 y 4, 6 = 30° y 50°
y ¢ = 20° y 60°. a) Encontrar el volumen encerrado; b) hallar el drea de la superfi-
cie encerrada; c) encontrar la longitud total de las doce orillas de la superficie; d) ha-
Ilar la longitud de la linea recta mds larga que se encuentra dentro de la superficie.

Expresar el campo vectorial G = 8 sen ¢a, en a) componentes cartesianas; b) com-
ponentes cilindricas.

Expresar el vector unitario a, en componentes esféricas en el punto: a) r = 2, 6 =1
rad, p =08rad; b)) x =3, y=2,z=—1;¢c) p=2.5,¢=0.7rad, z = 1.5.

Un campo vectorial tiene el valor A = —12a_— 5a, + 15a s €N el punto B(5, 120°,
75°). Encontrar la componente vectorial de A que: @) es perpendicular a la superficie
r = 5; b) tangente a la superficie r = 5; ¢) tangente al cono 8 = 120°. d) Encontrar
un vector unitario que sea perpendicular a A y tangente al cono 8 = 120°.
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Ley de Coulomb e intensidad
de campo eléctrico

hora que se ha formulado un nuevo lenguaje en el capitulo 1, se establecerdan unos

cuantos principios basicos de electricidad y se procurard describirlos en esos térmi-

nos. Después de haber utilizado el cdlculo vectorial durante varios afios y teniendo
algunas ideas correctas acerca de la electricidad y el magnetismo, seria posible dar un gran
salto y de una vez presentar un puilado de ecuaciones, incluyendo las de Maxwell y algu-
nas otras auxiliares, y proceder a su descripcion fisica en virtud del conocimiento adquiri-
do del andlisis vectorial. Quiza sea éste el camino ideal: comenzar con los resultados mas
generales y entonces mostrar que las leyes de Ohm, Gauss, Coulomb, Faraday, Ampere,
Biot-Savart, Kirchhoff y otras menos familiares constituyen casos especiales de aquellas
ecuaciones. Es filoséficamente satisfactorio tener el resultado mds general y sentir que se
estd capacitado para obtener resultados, a voluntad, de cualquier caso especial. Sin embar-
go, un salto asi conducird a muchos gritos frenéticos de “jAuxilio!” y a no pocos estudian-
tes desesperados con el agua al cuello.

En vez de ello, se presentardn a intervalos adecuados las leyes mencionadas, expresan-
do cada una en notacién vectorial y se usardn para resolver diversos problemas sencillos. De
este modo, la familiaridad con el andlisis vectorial y los campos eléctricos y magnéticos se
incrementard en forma gradual, y cuando finalmente se llegue al puiado de ecuaciones ge-
nerales se requerirdn pocas explicaciones adicionales. Entonces, el campo completo de la
teorfa electromagnética se abrird y se podran aprovechar las ecuaciones de Maxwell para des-
cribir la propagacién de las ondas, la radiacién de las antenas, el efecto peculiar de corrien-
tes superficiales, las guias de ondas y las lineas de transmision, asi como los tubos de onda
viajera, e incluso obtener una nueva visién de los transformadores de potencia ordinarios.

En este capitulo la atencién se restringird a los campos eléctricos estdticos en el vacio
o en el espacio libre. Para todo propdsito practico, los resultados también serdn aplicables
al aire y otros gases. Se presentard otro tipo de materiales en el capitulo 6, y los campos va-
riables con el tiempo se estudiaran en el capitulo 10.

Se comenzard con la descripcidon de un experimento cuantitativo que se llevé a cabo en
el siglo xvii. &
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2.1 La ley experimental de Coulomb

Hay registros de por lo menos 600 afios a.C. que evidencian el conocimiento de la electri-
cidad estdtica. Los griegos acufiaron el término electricidad, del griego ilektron, dambar. Al-
gunos pensadores griegos pasaban muchas horas de ocio frotando un pedacito de ambar
sobre sus mantas y observando cémo éste podia atraer pelusa y pedacitos de pafio. Sin em-
bargo, como su interés principal se asentaba en la filosofia y la 16gica, y no en la ciencia
experimental, tuvieron que pasar muchos siglos antes de que el efecto de atraccion se con-
siderara mas que magia o “fuerza vital”.

El doctor Gilbert, médico de la reina de Inglaterra, fue el primero que realizé un verda-
dero trabajo experimental en este campo y en 1600 afirmé que el vidrio, el azufre, el ambar
y otros materiales que menciona “no sélo se atraian entre si, pajas y hollejos, sino también
a casi todos los metales, madera, hojas, piedra, tierra y aun al agua y al aceite”.

Poco después, un coronel perteneciente al Cuerpo de Ingenieros del Ejército Francés,
el coronel Charles Coulomb, efectud una elaborada serie de experimentos, por medio de una
delicada balanza de torsion inventada por €l mismo, para determinar cuantitativamente la
fuerza que ejercia la balanza entre dos objetos que tenfan una carga estatica de electricidad.
El resultado que obtuvo ahora lo conocen muchos estudiantes de preparatoria y guarda una
estrecha similitud con la ley gravitacional de Newton (descubierta unos cien afios antes).
Coulomb afirmé que la fuerza entre dos objetos muy pequefios separados en el vacio, o en
el espacio libre por una distancia comparativamente grande en relacion con el tamafio de los
objetos, es proporcional a la carga en cada uno e inversamente proporcional al cuadrado de
la distancia que las separa, o sea,

010>

F=k R

donde Q, y O, son las cantidades de carga positiva o negativa, R es la separacion y k es una
constante de proporcionalidad. Si se utiliza el Sistema Internacional de Unidades' (SI), Q
se mide en culombios (coulombs) (C), R en metros (m) y la fuerza en newtons (N). Esto se
cumple si la constante k se escribe como

1

k =
drep

El factor 4 aparecerd en el denominador de la ley de Coulomb, pero no en las ecuaciones
mds utiles (incluyendo las ecuaciones de Maxwell) que posteriormente se obtendrdn con la
ayuda de la ley de Coulomb. La nueva constante €, se denomina permitividad del espacio
libre y tiene una magnitud medida en faradios por metro (F/m),

1
€ = 8.854 x 1072=—10"° F/m (1)
367

! El Sistema Internacional de Unidades (sistema mks) se describe en el apéndice B. Las abreviaturas para las
unidades se dan en la tabla B.1. Las conversiones a otros sistemas de unidades se dan en la tabla B.2, los prefijos
para las potencias de 10 en el SI se dan en la tabla B.3.
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R,=r, - 1, /
MQ
a

0,®

F,

r
°

Origen

Figura 2.1 Si Q, y Q, tienen el mismo
signo, el vector fuerza F, sobre Q, tiene la
misma direccion que el vector R,

La cantidad €, no es adimensional, ya que la ley de Coulomb demuestra que sus unida-
des son C*N - m?. El faradio serd definido mas adelante y se mostrard que sus dimensiones
son C%N - m. Se ha anticipado esta definicién al utilizar antes la unidad F/m en (1).

La ley de Coulomb resulta ahora

- 47T€0R2

No todas las unidades del SI son familiares en los paises de habla inglesa, pero ahora
se han estandarizado en la ingenieria eléctrica y la fisica. El newton es una unidad de fuer-
za igual a 0.2248 1b ¢y €s la fuerza requerida para dar a 1 kilogramo (kg) masa una acelera-
cién de 1 metro por segundo por segundo (m/s?). El coulomb es una unidad de carga
extremadamente grande, pues la cantidad mds pequena de carga conocida es la del electrén
(negativo) o la del protén (positivo), que en unidades mks tiene un valor de 1.602 x 1071 C,
y de aqui que una carga negativa de un coulomb representa alrededor de 6 x 10'® electro-
nes.? La ley de Coulomb muestra que la fuerza entre dos cargas de un coulomb cada una,
separadas un metro, es de 9 x 10° N, o casi de un millén de toneladas. El electrén tiene
una masa en reposo de 9.109 x 107! kg y un radio de un orden de magnitud de 3.8 x 107> m.
Esto no significa que el electrén sea esférico, tan sélo sirve para describir el tamafio de la
regién mds probable en la cual puede encontrarse un electrén en movimiento lento. Todas
las otras particulas cargadas conocidas, incluyendo al protdn, tienen masas y radios mayo-
res, y ocupan un volumen probabilistico mayor que el del electrén.

Escribir la forma vectorial de (2) requiere el hecho adicional (también proporcionado
por el coronel Coulomb) de que la fuerza actda a lo largo de la linea que une a las dos car-
gas y es repulsiva si las cargas son similares en signo, y atractiva si son de signos opuestos.
Sear, el vector que localiza a Q, y r, el que localiza a Q,. Entonces, el vector R, =1, — 1,
representa el segmento de recta dirigido de O, a Q,, como lo muestra la figura 2.1. El

2 La carga y la masa de un electrén se encuentran en la tabla C.4 del apéndice C.
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V.CCtOI‘ F, es la fuerza sobre Q, y se muestrg para el caso en el que Q, y Q, tienen el mismo
signo. La ley de Coulomb en forma vectorial es

010>
b= 3)
meoRY,
donde a,, = un vector unitario en la direccién de R,,, 0 sea
a R, R, r, — Iy @
12 ==
[Ri2]  Rip |rp —ry]

Para ilustrar el uso de la forma vectorial de la ley de Coulomb ubiquemos una carga
0,=3x 107*Cen M(l, 2, 3) y otra carga O, = —10~* C en N(2, 0, 5) en el vacio. Se de-
sea encontrar la fuerza que ejerce Q, en Q,.

Solucion. Se empleardn las ecuaciones (3) y (4) para obtener el vector fuerza. El vector
R, es

Rp=r,—r=Q2-Da,+(0~-2)a,+ (5 —3)a, =a, —2a, + 2a,

lo que lleva a |R,| = 3, y el vector unitario, a,, = %(ax — Zay + 2a)). Por lo tanto,

3 x 1074(—107%) (ax —2a, + Zaz)
2

= 47(1/367)10° x 32 3

= 30 (—a)‘ - 2? * 231) N

La magnitud de la fuerza es de 30 N (aproximadamente 7 lbf) y su direccion la especifica
el vector unitario que se ha puesto entre paréntesis para resaltar la magnitud de la fuerza. La
fuerza sobre Q, también puede considerarse como la suma de tres componentes de fuerzas,

F, = —10a, + 20a, — 20a,

La fuerza expresada por la ley de Coulomb es una fuerza mutua, pues cada una de las
dos cargas experimentan una fuerza de la misma magnitud, aunque en direccién opuesta. De
igual modo se pudo haber escrito

Fi= _F,— 010, 4%

= =— a ®)
dmeoR%, AmegR%,

La ley de Coulomb es lineal, ya que si se multiplica Q, por un factor n, la fuerza sobre
0, también se multiplica por el mismo factor n. También es cierto que la fuerza sobre una
carga debida a la presencia de varias cargas es la suma de las fuerzas que sobre dicha carga
ejercerian individualmente cada una de las otras cargas.
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D2.1 Lacarga Q, = —20 uC estd en el punto A(—6, 4, 7) y la carga Q, = 50 uC
estd en el punto B(5, 8, —2) en el espacio libre. Si las distancias estdn dadas en me-
tros, encontrar: a) R, ,; b) R, ,. Determinar la fuerza vectorial ejercida por Q, sobre
Q, si €, =;¢) 107/ (36m) F/m; d) 8.854 x 10~'2 F/m.

Respuesta: lla + 4a — 9a m; 14.76 m; 30.76a, + 11.184ay — 25.16a, mN; 30.72a, +
11.169a — 25.13a, mN “

.
Interactivos

2.2 Intensidad de campo eléctrico

Si ahora se considera una carga en posicion fija, por ejemplo Q,, y se mueve lentamente una
segunda carga a su alrededor se nota que en todas partes existe una fuerza sobre esta segun-
da carga. En otras palabras, esta segunda carga muestra la existencia de un campo de fuer-
za. A esta segunda carga se le llama carga de prueba Q,. La fuerza sobre ella estd dada por
la ley de Coulomb,

_ Q0

= aj;
4reoR?,

Si se escribe esta fuerza como una fuerza por unidad de carga se obtiene

F__0 (6)

= aj;
0, 4neoR%t

La cantidad en el lado derecho de (6) es funcion dnicamente de Q, y del segmento de linea
dirigido desde Q, a la posicion de la carga de prueba. Se trata de un campo vectorial al cual
se le llama intensidad de campo eléctrico.

Se define la intensidad de campo eléctrico como el vector fuerza sobre cada unidad de
carga positiva de prueba. La intensidad de campo eléctrico no se puede medir experimen-
talmente encontrando la fuerza sobre una carga prueba de 1-C, ya que esto tal vez origine
una fuerza tal sobre Q; que modifique la posicién de dicha carga.

La intensidad de campo eléctrico debe medirse en unidades de newtons por coulomb:
la fuerza por unidad de carga. Nuevamente, se introduce por adelantado una nueva cantidad
dimensional, el volt (V), que se presentard hasta el capitulo 4 y cuyas unidades son joules
por coulomb (J/C) o newton-metros por coulomb (N - m/C); la intensidad de campo eléctri-
co se medird de una vez en las unidades practicas de volts por metro (V/m). Si se utiliza una
E mayiscula para designar la intensidad del campo eléctrico se obtiene finalmente

P 7)
O;

=2 ., ®)
dmeg Ry,

La ecuacioén (7) es la expresion que define la intensidad de campo eléctrico y la (8) es la
expresion para la intensidad de campo eléctrico en el vacio debido a una carga puntual Q,.
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En las secciones siguientes se obtendrdn e interpretardn las expresiones para la intensidad
de campo eléctrico debido a configuraciones de carga mas complicadas; por ahora sélo se
verd qué informacién puede obtenerse de (8), el campo de una carga puntual Unica.

Primero se evitard el uso de la mayoria de los subindices en (8), sin renunciar al dere-
cho de aprovecharlos de nuevo cuando exista la posibilidad de un malentendido.

Q

= ——=agp
47T€0R2

€))

Se debe recordar que R es la magnitud del vector R, el segmento de recta dirigido des-
de el punto en donde se localiza la carga puntual Q hasta el punto en el cual se desea cono-
cer E, y que a,, es un vector unitario en la direccién de R.?

Se localizard arbitrariamente Q, en el centro de un sistema de coordenadas esféricas. El
vector unitario a, serd entonces el vector unitario radial a, y R serd r. De aqui que

01
E= -~ a 1
4neor2a (10)
0
E - 21
4 egr?

Esto evidencia que el campo sélo tiene componente radial, con lo que la relacién del inver-
so al cuadrado de la distancia resulta bastante obvia.

Estas expresiones escritas en coordenadas cartesianas para una carga Q en el origen, y toman-
doencuentaque R=r=uxa +ya +za ya,=a =(xa, +ya +za)V x*>+ 3% + 7> dan co-
mo resultado

0 X
E= ay
4reo(x® +y2 +22) \ /x2 + y2 + 22

y z
+ a, + a
ryi+2 . Sty +2 (1)

Esta expresion ya no muestra en forma inmediata la naturaleza simple del campo, y su
complejidad es el precio que se paga por resolver un problema que posee una simetria esfé-
rica utilizando un sistema de coordenadas con el que (por ahora) es posible que estemos mas
familiarizados.

Sin el empleo del andlisis vectorial la informacién contenida en (11) hubiera tenido que
expresarse mediante tres ecuaciones, una para cada componente y, con el fin de obtenerlas,
se hubiera tenido que partir la magnitud de la intensidad de campo eléctrico en tres compo-

3 Se intenta firmemente evitar la confusién entre la pareja r y a_y la pareja R y a,. La primera pareja se refiere
especificamente al sistema de coordenadas esféricas, mientras que R y a, no se refieren a ningin sistema de coor-
denadas (en especial la eleccion de lo que representen se hace segtin el criterio propio).
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E

P(x, y. 2)

([
Origen

Figura 2.2 El vector r' localiza la carga puntual
Q, el vector r determina cualquier punto P(x, y, z)
del espacio y el vector R de Q a P(x, y, ) es
entoncesR=r —r'.

nentes y asi encontrar la proyeccion sobre cada uno de los ejes coordenados. Esto se hace
automdticamente utilizando la notacién vectorial por medio del vector unitario.

Si se considera una carga que no esté en el origen del sistema de coordenadas, el cam-
po ya no tiene simetria esférica (ni simetria cilindrica, a menos que pase sobre el eje z) y en
este caso es posible utilizar las coordenadas cartesianas. Para una carga Q situada como
fuente puntual en r’ = x’ax + y’ay + z’az, como se ilustra en la figura 2.2, la intensidad en
un punto cualquiera del campo r = xa,_ + ya, + za se encuentra expresando R como
r — r’, lo cual da como resultado

0 r—r O(r—r)
dreglr — 2 r—r| 4dmelr — 3

_ Olx —xNa, + (y — y)ay + (z — 2)a,]
Cdmeol(x — X2+ (y — ¥+ (z — 2P

E(r) =

12)

Al principio se definié un campo vectorial como una funcién vectorial del vector de posi-
cion, y esto se destaca sustituyendo la simple letra E por la notacién funcional E(r).
La ecuacion (11) no es mas que un caso especial de la (12), donde x"' =y’ =z"= 0.
Dado que las fuerzas de coulomb son lineales, la intensidad de campo eléctrico debido
a dos cargas puntuales, Q, enr,; y Q, enr,, es la suma de las fuerzas sobre Q, causadas por
0,y O, cuando actdan individualmente, o sea,

01 0>

a; + ay
47T60|l'—l'1|2 4JTE()|I'—I'2|2

E(r) =

donde a, y a, son vectores unitarios en la direccién de (r — r,) y (r — r,), respectivamen-
te. Los vectores r, r,r, r—r,r—r,a, ya,semuestran en la figura 2.3.
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0,

E(r)

Figura 2.3 La suma vectorial de las
intensidades de campo eléctrico total en P
debido a Q, y Q, puede hacerse por el
caréacter lineal de la ley de Coulomb.

Si se agregan mds cargas en otras posiciones el campo debido a n cargas puntuales sera:

Ql Q2 Qn

E(r) = a; + a+--+———"——a
4ep|r — 1|2 4 ep|r — a2 dreglr — |2 "

13)

Esta expresién ocupa menos espacio cuando se usa el signo de Y, y un indice de suma m
que toma todos los valores enteros sucesivos entre 1 y n,

Er) =Y 9, (14)

m
“—dmeolr — 1,

Cuando (14) se desarrolla es idéntica a (13), y los estudiantes que no estén familiarizados
con los signos de sumatoria deberdn verificar dicho resultado.

33
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Interactivos

Con la finalidad de mostrar la aplicacién de (13) y (14), encontrar E en el punto P(1, 1, 1) que
causan cuatro cargas idénticas de 3-nC (nanocoulombs) localizadas en los puntos P (1, 1, 0),
Py(—=1,1,0), Py(—=1, =1,0)y P,(1, —1, 0), como lo muestra la figura 2.4.

Solucion. Se encuentra que r = a_ + a, +a,r =a +a,y,por lo tanto, r — r; = a. Las
magnitudes son: | r —r |=1,|r —r)| = \/g, Ir—ry|=3y[r—r)= V5.
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r—r;

Py(-1,1,0
Py1,-1,0) g PO 1D Lohho

r-r,

r—r,

P,(1,-1,0) P (1,1,0)

Figura 2.4 Una distribucion simétrica de cuatro cargas puntuales idénticas cuyo
valor es de 3 nC produce un campo en P, E = 6.82a, + 6.82a, + 32.8a, V/m.

Puesto que Q/4me =3 x 107%/(4m x 8.854 x 10712) =26.96 V - m, se puede utilizar (13)
0 (14) y asi obtener

2696 1_i_2ax+aZ 1 +2ax+2ay+azl+2ay+az 1
1T (5 35

E = 6.82a, + 6.82a, + 32.8a, V/m

D2.2 Una carga de —0.3 uC se encuentra en el punto A(25, —30, 15) (en cm) y una
segunda carga de 0.5 uC se encuentra en el punto B(—10, 8, 12) cm. Encontrar E en:
a) el origen; b) en P(15, 20, 50) cm.

Respuesta: 92.3a — 77.6a — 94.2a_kV/m; 11.9a — 0.519a  + 12.4a kV/m

1+ (D" )Z(Ol)’"—H

D2.3 Evaliie las sumas siguientes: a) Z R N T
m

Respuesta: 2.52;0.176

2.3 Campo debido a una distribucion continua
de carga volumétrica

Si ahora se visualiza una region del espacio con un enorme niimero de cargas separadas por

distancias diminutas —por ejemplo, el espacio entre la rejilla de control y el cidtodo de un

() cafidn de electrones de un tubo de rayos catédicos que opera con una carga espacial—, se
observa que es posible reemplazar esta distribucion de muchas particulas pequefias por una
distribucién suave y continua de carga, caracterizada por una densidad de carga volumétrica,
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tal y como se hace para el agua, de la cual se dice que tiene una densidad de 1 g/cm? (gra-
mo por centimetro ctibico) aun cuando se sabe que la constituyen particulas de tamafios
atémicos y moleculares. Es posible hacerlo sélo si no se toman en cuenta las pequefias irre-
gularidades (o fluctuaciones) en el campo, conforme se pasa de electrén en electrén o si no
resulta importante el hecho de que la masa del agua se incrementa en pasos pequefios pero
finitos conforme se afiade cada nueva molécula.

Esto realmente no es una limitacién ya que nuestros resultados finales, como ingenie-
ros eléctricos, casi siempre estdn en términos de la corriente en una antena receptora, del
voltaje en un circuito electrénico, o de la carga en un condensador, o en general en térmi-
nos de algtin fenémeno macroscopico a gran escala. En raras ocasiones es necesario cono-
cer una corriente electrén por electrén.*

La densidad de carga volumétrica se simboliza con p, , cuyas unidades son coulomb por
metro ctbico (C/m?3).

La pequeiia cantidad de carga AQ en un volumen pequefio Av es:

AQ = p,Av (15

y se puede definir p, matematicamente mediante la utilizacién de un proceso de limite so-
bre (15),

A
oy = lim — (16)

La carga total dentro de cualquier volumen finito se obtiene por integracioén sobre todo el
volumen,

0= fvol pvdv (17)

La diferencial dv significa una integracion a través de todo el volumen e implica una integra-
cién triple; sin embargo, se acostumbra indicarla con un solo simbolo de integracién. Por for-
tuna, es posible conformarse con sélo indicar la integracién, pues existen muchas dificultades
para evaluar las integrales multiples en la mayoria de los problemas, excepto en los simétricos.

Como ejemplo de evaluacién de una integral de volumen, se procederd a encontrar la carga
total contenida en el haz de electrones de longitud igual a 2 cm que muestra la figura 2.5.

Solucion. En la figura se puede ver que la densidad de carga es
oy = =5 x 1075712 C/m?
La diferencial de volumen en coordenadas cilindricas se dio en la seccién 1.8; por lo tanto,

0.04 p2r (0.0l .
0= / / / —5x10% " pdpdpdz
0 o Jo

.02

4 El estudio del ruido que generan los electrones en semiconductores y resistencias requiere analizar dicha carga
por métodos estadisticos.
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° z=4cm
— _5,10%z C/m?
-~ Py Se uC/m
o\ z=2cm
p=1cm

Figura 2.5 La carga total contenida dentro
del cilindro recto circular puede obtenerse
evaluando

Q=/ pudv.
vol

Se integra primero respecto a ¢, puesto que resulta mas facil,

0.04 0.01 s
0 =/ / —10%we % pd pdz
0.02 0

y luego respecto a z, ya que asi se simplificard la dltima integracion respecto a p,

0.01 =5 2=0.04
—10"°m S
0= / <7e_10 "p d,o)
0 —10°p 2=0.02

0.01
:/ —10_57T(€_2000p _ 8_4()00p)d,0
0

Finalmente,

20000 ,—4000p 0.01
Q=-10"7 -
—2000  —4000 /,

0=—10"07 (—— — L\ =7 _o7s5pC
2000 4000) ~ 40

donde pC indica picocoulombs.



2.4 Campo de unalinea de carga

Como una estimacién aproximada, si se da por sentado que los electrones se mueven
con una velocidad constante igual a 10% de la velocidad de la luz, el paquete de 2 cm de
longitud deberd moverse 2 cm en ns, y la corriente serd mas o menos igual al cociente:

AQ  —(m/40)107"
At (2/3)107°
o 118 nA, aproximadamente.

La contribucién incremental de la intensidad de campo eléctrico en r producida por un
incremento de carga AQ en r'es:

AE(r) = AQ r—r oAV r—r

deglr — Y2 r —r|  4dwelr — 1|2 r — 1|

Si se suman las contribuciones de toda la carga dentro del volumen de una regién dada y se
deja que el elemento de volumen Av se aproxime a cero, a medida que el nimero de estos
elementos se hace infinito, la sumatoria se convierte en una integral:

E(r):/ p(@)dv r—r (18)

ol 4ol — )2 [r — 1|

Nuevamente, ésta es una integral triple, y (excepto en el ejercicio que sigue) se evitard, has-
ta donde sea posible, realizar efectivamente la integracion.

El significado de las diversas cantidades dentro del signo de integracién en (18) mere-
ce una pequeiia revision. El vector r’ que parte del origen localiza el punto del campo don-
de E se estd determinando, mientras que el vector r’ se extiende desde el origen a donde se
localiza la fuente puntual p (r')dv’. La distancia escalar entre el punto fuente y punto cam-
poes |r —r'|,y la fraccion (r — r’)/|r — r’| es un vector unitario dirigido desde la fuente
puntual al punto del campo. Las variables de integracion en coordenadas cartesianas son x’

y'y 7\

D2.4 Calcular la carga total dentro de los volimenes siguientes: a) 0.1 < [x|, |y,
2 £0.2: p, = %;b)OSpSO.l,0S¢Sn,2Sz£4;pvz,ozzzsen0.6¢;
x°y’z

¢) universo: p, = e~ */r’.

Respuesta: 0; 1.018 mC; 6.28 C
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2.4 Campo de una linea de carga

Hasta el momento se han considerado dos tipos de distribuciones de carga: la carga puntual
y la carga distribuida a través de un volumen con densidad p, C/m?. Si ahora se considera
una distribucién de densidad de carga volumétrica en forma de filamento, por ejemplo, la
de un fino haz de electrones en un tubo de rayos catddicos o la de un conductor cargado y de
radio muy pequefio, es conveniente tratar la carga como una linea con densidad de carga p,
C/m. En el caso del haz de electrones, las cargas estdn en movimiento y es cierto que no se
trata de un problema electrostético. Sin embargo, si el movimiento de los electrones se man-
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(0,0,2")

PL

dE, dE

Figura 2.6 La contribucion df = dE a +dE a ala
intensidad de campo eléctrico que genera un elemento
de carga dQ = p,dz’ ubicado a una distancia z" del
origen. La densidad de carga lineal es uniforme y se
extiende a lo largo de todo el eje z.

tiene en régimen estacionario y uniforme (una cd) y si se ignora por el momento el campo
magnético que se produce, el haz de electrones puede considerarse como una composicion
de electrones estacionarios, pues cualquier fotografia instantdnea tomada en cualquier mo-
mento mostraria la misma distribucién de carga.

Supongase una linea recta de carga extendida a lo largo del eje z en un sistema de coor-
denadas cilindricas de —oo a 0o, como lo muestra la figura 2.6. Se desea calcular la inten-
sidad de campo eléctrico E en todos y cada uno de los puntos debido a una densidad de car-
ga lineal uniforme p;, .

En primer lugar, se deberd considerar la simetria para determinar dos factores especifi-
cos: 1) con cudles de las coordenadas no varia el campo, y 2) cudles componentes del cam-
po no aparecen. La respuesta a estas preguntas entonces indicard cudles componentes estan
presentes y para cudles coordenadas existe la variacion.

Si se estudia la figura 2.6, se puede ver que conforme nos movemos alrededor de la 1i-
nea de carga haciendo variar ¢, mientras se conservan p y z constantes, la linea de carga pa-
rece ser la misma desde cada dngulo. En otras palabras, existe simetria azimutal y ninguna
componente del campo puede variar con ¢.

Otra vez, si mantenemos p y ¢ constantes mientras subimos y bajamos la linea de car-
ga cambiando z, la linea de carga continuard extendiéndose a distancias infinitas en ambas
direcciones y el problema no variard. Esta simetria axial conduce a concluir que el campo
es independiente de z.

Si se mantienen ¢ y z constantes y se varia p, el problema cambia, y la ley de Cou-
lomb nos hace esperar que el campo disminuya a medida que p se incrementa. De aqui que,
mediante un proceso de eliminacion, se ha llegado al hecho de que el campo varia tnica-
mente con p.
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Ahora, ;cudles componentes estan presentes? Cada incremento de longitud de la linea
de carga actia como una carga puntual y produce una contribucién que aumenta la intensi-
dad del campo eléctrico, la cual tiene una direccién que se aleja de la pequeia carga (supo-
niendo una linea con carga positiva). Ningtin elemento de carga produce una componente ¢
de intensidad eléctrica; E 4 €8 cero. Sin embargo, cada elemento produce una componente
E y una componente £, pero la contribucion a E_ se cancelard, debido a que existen ele-
mentos de carga situados a distancias iguales por encima y por debajo del punto en el cual
estamos determinando el campo.

Por lo tanto, lo que se ha encontrado es que s6lo existe una componente E , que varia
unicamente con p. Ahora se procederd a buscar esta componente.

Se elige un punto P(0, y, 0) sobre el eje y en el cual determinar el campo. Este es un
punto perfectamente general en vista de la carencia de variaciones del campo con ¢ y z. Se
aplica (12) para encontrar el incremento del campo en P debido al incremento de carga
dQ = p,dz', y se tiene que:

d / _ /
JE = Préz (r—r)
dreglr — 1|3
donde
r = ya, = pa,
r =7a,
y

r—r =pa, —7a,
Por lo tanto,

_ prdZ(pa, —2'a;)

dE =
dreg(p? +2/2)32

Ya que sélo estd presente la componente E o S€ puede simplificar:

prpdz’

dE, = — PEPT2
P 47T60(,02 +Z/2)3/2

£ _ / * prLpdz
? —oo dmeg(p? + 7/2)3/2

Se integra por tablas de integrales o cambio de variable, z' = p cot 0y se tiene

. pL p 1 4
P g TS
drep Jo ,02+Z/2 -
y
E, =L (19)

- 2T €Y P
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Esta es la respuesta deseada, pero hay muchas otras maneras de obtenerla. Pudo haber-
se usado el dngulo 6 como variable de integracion; en la figura 2.6 se observa que z' = p

cot 6, y dz' = —p csc?0 db. Puesto que R = p csc 6, la integral es, simplemente,
dz sen6 do
dEp — M enfd = — pLi
4eoR? degp
0 0
E,=— PL / senfdf =L cosd
4enp J, 4menp .
_ P
2mwenp

Aqui la integracion fue mds sencilla, pero es necesaria cierta experiencia en problemas
de este tipo antes de elegir infaliblemente la variable de integracién que simplifica el proce-
so al inicio del problema.

También pudo haberse considerado (18) como punto de partida,

E— / pydv'(r —1')
v

o 4meglr — 1|3

haciendo p dv' = p, dz’ e integrando a lo largo de la linea que ahora se convierte en el “vo-
lumen” que contiene toda la carga. Supéngase que esto ya se hizo y olvidese todo lo apren-
dido acerca de la simetria del problema. Ahora se elige un punto P en cualquier lugar (p, ¢, z)
(figura 2.7) y se escribe

r = pa, +za;

r =7a,

R=r—r' =pa,+(z—27)a,
P

pa, + (z — Z/)az

arp =
V24 (z—2)?
E— /°° prdz'[pa, + (z — 2)a;]
oo dmeg[p? + (z — )

_pL {/‘” pdz'a, + /00 (z —2)da; }
B B G B L g VR e O N

Antes de integrar una expresion vectorial se debe saber si el vector dentro del simbolo
de integral (en este caso los vectores unitarios a ,ya) varia o no con la variable de integra-
cion (en este caso, dz'). Si no varia, el vector es constante y se puede suprimir de la integral
dejando dentro un escalar que puede integrarse aplicando métodos normales. Por supuesto,
los vectores unitarios no pueden cambiar en magnitud, pero un cambio en direccioén es
igualmente problematico. Afortunadamente, la direccién de a, no cambia con z’ (ni con p,
pero cambia con ¢), y a_es siempre constante.
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(0,0,2")

P(p, ¢, z)

PL

Figura 2.7 La geometria del problema de un
campo alrededor de una carga lineal infinita
conduce a iteraciones mas dificiles cuando se
ignora la simetria.

Por lo tanto, los vectores unitarios se suprimen de las integrales y se integran de nuevo
por medio de tablas o mediante el cambio de variables,

g PL {a /°° pd7 ta /"O (z—2)d7 }
Cdme | e 02+ @2 PR T s [0+ (e = 2P

oL I —@—2) I h
4 AP 2 N2 M N2
€0 PENPpP (=2 | VRt @E=2) ]
J3 2 oL
= — 0 =
4me |:app aa( )i| 2neopap

Se obtiene otra vez la misma respuesta, como deberia ser, puesto que no hay nada erré-
neo en el método, excepto que la integracion fue mads ardua y hubo que hacer dos integra-
ciones. Este es el precio de despreciar la simetria y obstinarse en seguir con el proceso
matematico. Es preciso observar antes de integrar.

Mis tarde se estudiardn otros métodos para la resolucion de estos problemas bésicos,
después de presentar la ley de Gauss y el concepto de potencial.

Abhora, atiéndase la respuesta en si,

PL_qa (20)

E =
2megp

Se observa que el campo decae inversamente con la distancia a la linea de carga, a diferen-
cia del caso de la carga puntual, donde el campo disminuye con el cuadrado de la distancia.
El hecho de mover diez veces mds lejos una carga puntual conduce a que el campo dnica-
mente tenga 1% de la intensidad inicial, pero al moverla diez veces mds lejos de la linea de

()
llustraciones
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carga, el campo se reduce tnicamente en 10% de su valor inicial. Puede hacerse una analo-
gia con una fuente de iluminacién. La intensidad luminosa desde una fuente puntual de luz
también disminuye inversamente con el cuadrado de la distancia a la fuente. El campo de
un tubo fluorescente de longitud infinita disminuye inversamente a la primera potencia de la
distancia radial al tubo, y se esperaria que la intensidad de la luz alrededor del tubo de lon-
gitud finita obedezca esta ley en puntos cercanos al tubo. Sin embargo, conforme los pun-
tos se alejan cada vez mds del tubo de longitud finita, éste eventualmente parecerd ser una
fuente puntual y el campo obedecerd la relacién del inverso al cuadrado.

Antes de terminar este primer vistazo del campo de una linea de carga infinita, se debe
reconocer el hecho de que no es necesario que todas las lineas de carga estén situadas a lo
largo del eje z. Como ejemplo se considera una linea de carga infinita paralela al eje z en
x =6,y y= 8 (figura 2.8). Se desea encontrar E en un punto P(x, y, z) cualquiera del campo.

Se reemplaza p en (20) por la distancia radial entre la linea de carga y el punto

P,R= \/(x — 6)? + (y — 8)?, y sustituyendo a, por a,. Se obtiene,

E = L a
= R
2egy/(x — 6)2 + (y — 8)2

donde
_ R (x—6a +(y—8a,
R /(x = 6)> + (y — 8)

agR

Por lo tanto,

_ p (x—06)a, +(y — 8)a,
 2mep (x —6)> + (y — 8)?

Otra vez se observa que el campo no es funcién de z.

(6,8,2)
x Ple.y.2)

(0,8,0)

PL

(6,0,0)
(6.8,0) \
R’ *,0)

Figura 2.8 Se identifica un punto P(x, y, z) cerca de una
carga lineal uniforme infinita ubicada en x = 6, y = 8.




2.5 Campo de una lamina de carga

En la seccién 2.6 se describird como pueden esbozarse los campos y se empleard el
campo de una linea de carga como ejemplo.

D2.5 A lo largo de los ejes x y y (positivo y negativo) en el espacio libre se encuen-
tran lineas de carga uniforme e infinitas de 5 nC/m. Encontrar el valor de E en: a)
P,(0,0,4); b) Py (0, 3, 4).

Respuesta: 45::1Z V/m; 10.Say F 36.9:;1Z V/m

2.5 Campo de una lamina de carga

La carga en un plano infinito es otra configuracién basica que posee una densidad uniforme
o C/m?. Tal distribucién de carga se usa con frecuencia para determinar aproximadamen-
te lo que sucede en las cintas conductoras de una linea de transmisioén o en un condensador
de placas paralelas. Como se verd en el capitulo 5, las cargas estaticas residen en las super-
ficies de un conductor y no en su interior; por esta razon, p; cominmente se COnoce como
densidad de carga superficial. La familia de distribuciones de carga estd completa: puntual,
lineal, superficial y volumétrica, o Q, p,, pgy o,

Se coloca una ldmina de carga en el plano yz y de nuevo se considerard la simetria
(figura 2.9). En primer lugar se ve que el campo no puede variar con y o z, y que, por lo tan-
to, las componentes y y z, debidas a los elementos diferenciales de la carga simétricamente
localizados con respecto al punto en el cual se desea calcular el campo, se cancelan. De aqui
que sélo estard E_ presente, componente que serd en funcién sélo de x. Otra vez se enfren-
ta la eleccion de muchos métodos mediante los cuales evaluar esta componente, y en esta
ocasion se utilizard un método y se dejardn los otros como ejercicios para una tranquila tarde
de domingo.

Se utilizard el campo de una linea de carga infinita (19) dividiendo la ldmina infinita en
tiras de ancho infinitesimal. Una de dichas tiras se muestra en la figura 2.9. La densidad de
carga lineal, o carga por unidad de longitud, es p, = p, dy’, y la distancia desde esta linea

P(x, 0, 0)

Figura 2.9 Una placa con carga infinita en el plano yz, un
punto general P sobre el eje x, y la carga lineal con ancho
diferencial son utilizados como el elemento para determinar
el campo en P por dE = pdy’'ag/(2me R).
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de carga a cualquier punto P sobre el eje x es R = Vx> + y'2. La contribucién a E_ debida
a la tira de anchura infinitesimal situada en P es, entonces,

psdy’ ps  xdy'
dE, = — 2~ _cosf = ———
2megy/x2 + y? 2mey x>+ y

Al sumar los efectos de todas las tiras, resulta

Ps /°° xdy' Ps ly_’r _ ps

x = = tan =
2mey J_oo X2+ Y2 2me X 2€0

—0o0
Si el punto P se eligié sobre el eje x negativo, entonces

s

E,=—
* 260

el campo siempre se dirige alejandose de la carga positiva. Esta dificultad con los signos
usualmente se supera especificando un valor unitario a, normal a la ldamina y va dirigido
hacia afuera, es decir, alejandose de ella. Entonces,

E=a, 1)
260

Este es un resultado asombroso pues el campo resulté constante en magnitud y direc-
cion. Es tan intenso a miles de kilometros de la lamina como en puntos que casi tocan la su-
perficie. Si se considera otra vez la analogia con la luz, se descubre que una fuente unifor-
me de luz en el techo de una recdmara grande produce una iluminacién sobre cada metro
cuadrado del piso igual a la que produce sobre un metro cuadrado a pocos centimetros de-
bajo del techo. Si lo que se desea es leer mejor esta pagina con una iluminacién mayor, na-
da se logra acercando el libro a una fuente de luz similar.

Si una segunda ldmina infinita, cargada, con una densidad de carga negativa — py, se si-
tda en el plano x = a, el campo total resultante se encuentra sumando la contribucién de ca-
da una de las hojas. En la regién x > q,

E,=2a E =-a EZE,+E =0
260 260
y para x < 0,
E,=-2a E =4 E=ZE,+E =0
260 260
ycuando 0 <x<a,
E+ — ﬂax E_= & N
260 260
y
E—E, +E_ = a, (22)
€0

Este es un importante resultado préctico, pues se trata del campo existente entre las placas
paralelas de un condensador, con la condicién de que las dimensiones lineales de las placas sean
mucho mayores que su separacién y suponiendo también que se estd considerando un
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punto alejado de los bordes. El campo externo del condensador, aunque no es cero, como se
encontrd para el caso ideal de arriba, normalmente es insignificante.

D2.6 Tres ldminas infinitas cargadas uniformemente se localizan en el espacio libre
como sigue: 3 nC/m? en z = —4, 6 nC/m? en z = 1 y —8 nC/m? en z = 4. Encontrar
E en el punto: a) P,(2, 5, =5); b) Py(4, 2, =3); ¢) P(—1, =5, 2); d) P;(=2,4,5).

Respuesta: —56.Saz; 283az; 96laz; 56.5aZ todas en unidades V/m

2.6 Lineas de flujo y esquemas de campos

Ahora hay ecuaciones vectoriales para la intensidad del campo eléctrico resultante debido a
la configuracion de varias cargas diferentes, y se han tenido pocas dificultades para inter-
pretar la magnitud y direccién de las ecuaciones de campo. Desafortunadamente, esta sim-
plicidad no puede durar mucho mads, pues ya se ha resuelto la mayor parte de los casos
sencillos y las nuevas distribuciones de carga conducen a expresiones mas complicadas pa-
ra los campos y a una mayor dificultad en la visualizacién de los campos por medio de las
ecuaciones. Sin embargo, es cierto que una imagen dice mas que mil palabras, si tan sélo
se supiera cudl imagen dibujar.
Considérese el campo sobre una linea de carga

E= "L

= a
2me,p

1Y

La figura 2.10a muestra la seccion transversal de la linea de carga, y puede considerarse co-
mo el primer esfuerzo encaminado a dibujar el campo, cortos segmentos de linea dibujados
en cualquier lugar y que poseen una longitud proporcional a la magnitud de E y con la mis-
ma direccion de E. La figura no logra mostrar la simetria con respecto a ¢. Asi que en la fi-
gura 2.10b se intenta de nuevo con una localizacién simétrica de los segmentos de linea.
Ahora aparece el problema real: es dificil dibujar las lineas mds largas en una pequefia
region cercana a la carga y el problema no se resuelve aunque se usen segmentos de linea
de igual longitud pero de un espesor proporcional a E (figura 2.10c). Otros esquemas que
se han propuesto incluyen el dibujo de lineas cortas para representar campos mads fuertes (lo
que resulta inherentemente engafioso) y utilizan la intensidad del color para representar
campos mds fuertes.

Por el momento, es necesario conformarse con sélo mostrar la direccion de E en to-
das partes. La figura 2.10d es un ejemplo al respecto. Una distribucién simétrica de lineas
(cada una a 45°) indica que hay simetria azimutal, y que las puntas de flecha muestran la
direccion.

Estas lineas comiinmente se denominan lineas de campo, aunque se aplican también
otros términos, por ejemplo: lineas de flujo y lineas de direccién. Una pequefia carga de
prueba situada en cualquier punto dentro del campo y que esté libre para moverse se acele-
rarfa en direccion de la linea de flujo que pasa por el punto. Si el campo representa la velo-
cidad de un liquido o de un gas (los cuales incidentalmente debieron tener una fuente con
p = 0), pequeiias particulas suspendidas en el liquido o gas evidenciarian las lineas de flujo.

llustraciones

as
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\
a) b)
c) d)

Figura 2.10 a) Un esquema muy pobre, b) y c¢) dos graficas correctas, y d) la forma
comun de una grafica de linea de corriente. En la Ultima grafica, las flechas representan
la direccién del campo en cada punto a lo largo de la linea, y el espaciamiento entre las
lineas es inversamente proporcional a la magnitud del campo.

Mis tarde se encontrard que existe una ventaja adicional en este esquema de lineas de
flujo en algunos casos especiales importantes; la magnitud del campo resulta inversamente
proporcional al espaciamiento de las lineas de flujo. Cuanto més cerca estén unas de otras,
mads intenso es el campo. Llegado el momento, se mostrard un método mds facil y preciso
de hacer este tipo de esquemas de lineas de campo.

Si se intenta bosquejar el campo de una carga puntual, la variacién del campo hacia la
pagina o fuera de ella causarfa dificultades de naturaleza insuperable; por esta razon, el es-
quema por lo general se limita a campos de dos dimensiones.

En el caso de un campo de dos dimensiones se puede establecer arbitrariamente que
E_ = 0. Las lineas de campo estén, entonces, confinadas en planos para los que z es cons-
tante, y su bosquejo se repite para cada uno de dichos planos. La figura 2.11 muestra varias
lineas de campo, donde se indican las componentes £y E , para un punto cualquiera. Con
base en la geometria, es evidente que

E, dy
=2 =2 23
E, dx (23)

el conocimiento de la forma funcional de £ y E, (ademads de la habilidad para resolver la
ecuacion diferencial resultante) permitird obtener las ecuaciones de las lineas de flujo.
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o

Figura 2.11 La ecuacion de una linea de
corriente se obtiene resolviendo la ecuacion
diferencial £,/E, = dy/dx.

Como una ilustracién de este método, considérese el campo de una linea de carga uni-
forme con p, = 2me,

1
E=-a,

En coordenadas cartesianas,

X y
= x2+y2ax + 2 +y2ay

Se establece asi la ecuacion diferencial:
dy E, 'y dy dx

_— = 0 Y = —

dx E, «x y X

Por lo tanto,
Iny=Inx+ C, 0 Iny=Inx+InC

de lo cual se obtienen ecuaciones de las lineas de flujo
y=Cx

Si se quiere encontrar la ecuacion de una linea de flujo en particular —por ejemplo, aque-
lla que pasa por P(—2, 7, 10)—, sencillamente se sustituyen las coordenadas de ese punto en
la ecuacién y se evalda C. Entonces, 7 = C(—2) y C = —3.5, de modo que y = —3.5x.

Cada linea de flujo estd asociada con un valor especifico de C, y las lineas radiales que
muestra la figura 2.10d se obtienen para C =0, 1, —1y 1/C = 0.

Las ecuaciones de las lineas de flujo también pueden obtenerse directamente en coor-
denadas cilindricas o esféricas. Un ejemplo con coordenadas esféricas se examinard en la
seccién 4.7.
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D2.7 Obtener las ecuaciones de las lineas de flujo que pasan por el punto P(1, 4, —2)

_ 2
en el campo E = : a) =i a_+ 4% a; b) 2e% [y(5x + Da_+ xa].
y y

Respuesta: x> + 2y> = 33;y> = 15.7 + 0.4x — 0.08 In(5x + 1)

Lecturas complementarias

1.

Boast, W.B., Vector Fields, Harper and Row, Publishers, Nueva York, 1964. Este libro contiene nu-
merosos ejemplos y esquemas de campos.

Della Torre, E. y C.L. Longo, The Electromagnetic Field, Allyn and Bacon, Inc., Boston, 1969.
Los autores presentan toda la teorfa electromagnética con un desarrollo cuidadoso y riguroso ba-
sado en una sola ley experimental, la de Coulomb. Comienzan desde el capitulo 1.
Schelkunoff, S.A., Electromagnetic Fields, Blaisdell Publishing Company, Nueva York, 1963.

Muchos de los aspectos fisicos de los campos se estudian al principio del texto sin la aplicacién
de matemdticas avanzadas.

Problemas

2.1

2.2

2.3

24

2.5

2.6

2.7

2.8

Cuatro cargas positivas de 10nC se ubican en el plano z = 0 en las esquinas de un
cuadrado de 8 cm de lado. Una quinta carga positiva se sitda en un punto ubicado a
8 cm de distancia de las demds. Calcular la magnitud de la fuerza total sobre esta
quinta carga para € = €.

Dos cargas puntuales de O, coulombs cada una se encuentran en (0, 0, 1) y (0, 0, —1).
Determinar la disposicion de las posibles posiciones de una tercera carga Q, donde Q,
puede tener cualquier valor positivo o negativo, de tal forma que el campo total E = 0
en el punto (0, 1, 0). ;Cudl es la disposicion si las dos cargas originales son Q, y —Q,?
Cuatro cargas puntuales de 50nC cada una se ubican en el espacio libre en los pun-
tos A(1, 0, 0), B(—1, 0, 0), C(0, 1, 0) y D(0, —1, 0). Encontrar la fuerza total sobre la
carga que estd en A.

Ocho cargas puntuales idénticas de Q C se ubican en las esquinas de un cubo de aris-
ta a, con una carga en el origen y las tres cargas mds cercanas en (a, 0, 0), (0, a, 0) y
(0, 0, a@). Encontrar la expresion de la fuerza vectorial total sobre la carga en el pun-
to P(a, a, a), suponiendo que estdn en el espacio libre.

Una carga puntual O, = 25nC estd en el punto P,(4, —2, 7) y una carga Q, = 60 nC
estd en Py(—3, 4, —2). a) Si € = ¢, encontrar E en el punto P,(1, 2, 3). b) (En qué
punto sobre el eje y £ = 0?

Tres cargas puntuales de 5 x 10~ C estdn sobre el eje xen x = —1, 0, 1 en el espa-
cio libre. @) Encontrar E en x = 5. b) Determinar el valor y ubicacién de una tnica
carga puntual equivalente que produciria el mismo campo a grandes distancias. ¢) De-
terminar E en x = 5 utilizando la aproximacion de b).

Una carga puntual de 2 nC estd en el espacio libre en A(4, 3, 5). Encontrar £ »EyY
EZ en el punto P(8, 12, 2).

Un dispositivo para medir cargas consiste de dos pequefias esferas aisladas de radio
a, una de las cuales estd fija. La otra se puede desplazar a lo largo del eje x y esta
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Problemas

sujeta a una fuerza restrictiva kx, donde k es la constante del resorte. Las esferas sin
carga tienen su centro en x = 0 y x = d; la dltima esta fija. Si las esferas tienen car-
gas iguales y opuestas de O coulombs, obtener la expresién para obtener Q en fun-
cién de x. Determinar la méxima carga que puede medirse en términos de €, k y d,
y obtener la separacién de las esferas. ;Qué pasa si se aplica una carga mayor?

Una carga puntual de 100 nC estd en A(—1, 1, 3) en el espacio libre. a) Encontrar la
ubicacion de todos los puntos P(x, y, z) en los que E_ = 500 V/m. b) Encontrar y, si
P(=2, y,, 3) se encuentra en dicho lugar.

Una carga de prueba positiva se utiliza para obtener el campo que produce una carga
puntual positiva Q en P(a, b, ¢). Si la carga de prueba se coloca en el origen, la fuer-
za sobre ella se presenta en la direccién 0.5a, — 0.5\/3a_, y cuando la carga de prue-
ba se desplaza al punto (1, 0, 0), la fuerza estd en la direccién O.6ax — O.Say. Encon-
trara, by c.

Una carga Q,, que estd en el origen genera un campo cuyo valor £ = 1 kV/m en el
punto P(=2, 1, —1). a) Encontrar Q.. Encontrar E en M(1, 6, 5) en b) coordenadas
cartesianas; c¢) coordenadas cilindricas; d) coordenadas esféricas.

En una determinada regién del espacio hay electrones moviéndose aleatoriamente.
En cualquier intervalo de 1 us, la probabilidad de encontrar un electrén en una su-
bregién de volumen 10715 m? es 0.27. ; Qué densidad volumétrica de carga debe asig-
ndrsele a esa subregion para dicho intervalo?

Una densidad volumétrica de carga uniforme de 0.2 £C/m? estd en una concha esfé-
rica que se extiende de r =3 cm a r = 5 cm. Si p, = 0 en cualquier otra parte, en-
contrar: a) la carga total presente en la concha, y b) el valor de r; si la mitad de la
carga total estd en laregion 3cm <r<r,.

En un sistema de coordenadas cilindricas la densidad de carga varfa en funcién del
radio de acuerdo con p, = py/(p* + a?)* C/m3. ;A qué distancia del eje z se encuen-
tra la mitad de la carga total?

Un volumen esférico de 2 um de radio tiene una densidad volumétrica de carga de
10" C/m?3. a) ;Cudl es la carga total encerrada en €l volumen esférico? b) Suponer
que una region de gran tamafio contiene una de estas pequenas esferas en cada esqui-
na de un enrejado cibico de 3 mm de lado y que no hay cargas entre las esferas.
(Cudl es la densidad volumétrica de carga en dicha regién?

Una densidad de carga estd dada por p, = pyr/a C/m? en una regién del espacio libre
donde p, y a son constantes. Encontrar la carga total dentro: a) la esfera, r < a; b) el
cono, r<a,0<60<0.1m; c) laregion, r<a,0<0<0.1m, 0 < ¢ <0.27.

Una carga lineal uniforme de 16 nC/m se ubica a lo largo de la linea definida por y
= —2,z=1>5.8Si € = ¢, a) encontrar E en P(1, 2, 3). b) Encontrar E en ese punto so-
bre el plano z = 0 donde la direccién de E estd dada por ( 1/3)ay — (2/3)az.

Una carga lineal uniforme e infinita o, = 2 nC/m se ubica a lo largo del eje x en el
espacio libre a la vez que cargas puntuales de 8 nC se localizan en (0, 0, 1) y (0, O,
—1). a) Encontrar E en (2, 3, —4). b) (A qué valor se debe modificar p, para provo-
car que E sea cero en (0, 0, 3)?

Una carga lineal uniforme de 2 uC/m esté sobre el eje z. Encontrar E en el punto
P(1, 2, 3) en coordenadas cartesianas si la carga estd entre: a) —00 < z < 00;
b) -4 <z<4.
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2.20

221
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2.23

2.24

2.25
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2.27
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2.30

La porcion del eje z para el que |z| <2 conlleva una densidad de carga lineal no uni-
forme de 10|z] nC/my p, = 0 en cualquier otro lugar. Determinar E en el espacio li-
bre en: a) (0, 0, 4); b) (0, 4, 0).

Dos cargas lineales uniformes del mismo valor con p; = 75 nC/m estédn ubicadas en
el espacio libre en x = 0, y = £0.4 m. ;Qué fuerza por unidad de longitud ejerce ca-
da una de las cargas lineales sobre la otra?

Dos ldminas de cargas uniformes idénticas tienen el valor p. = 100 nC/m? y estén
ubicadas en el espacio libre en z = £2.0 cm. ;Cudl es la fuerza por unidad de drea
que una hoja ejerce sobre la otra?

Dada la densidad de carga de superficie Py = 2 uC/m?, en la regién p < 0.2 m, z=0,
y tiene el valor de cero en cualquier otro punto, encontrar E en: a) P,(p = 0, z = 0.5);
b) Py(p =0,z=-0.5).

Para el caso del disco cargado del problema 2.23, demostrar que: a) el campo a lo lar-
go del eje z se reduce al correspondiente de una ldmina de carga infinita para valores
pequeiios de z; b) el campo en el eje z se reduce al correspondiente de una carga pun-
tual para valores grandes de z.

Encontrar el valor de E en el origen si las distribuciones de carga siguientes estan pre-
sentes en el espacio libre: carga puntual, 12 nC en P(2, 0, 6); densidad de carga lineal
uniforme, 3 nC/m, en x = —2, y = 3; densidad de carga uniforme, 0.2 nC/m?en x = 2.

Un dipolo eléctrico (estudiado con detalle en la seccion 4.7) consta de dos cargas
puntuales de la misma magnitud pero con signos contrarios =0 a una distancia d en-
tre si. Cuando las cargas se encuentran sobre el eje z en los puntos z = £d/2 (estan-
do la carga positiva en la posicion positiva z), el campo eléctrico en coordenadas es-
féricas estd dado por: E(1;, ) = [Qd/(4yreor3)][2 cos 0 a_+ sen 0 a,l, donde r >> d.
Determinar las expresiones de la fuerza vectorial en un punto de carga 6 utilizando
coordenadas cartesianas: a) en (0, 0, z); b) en (0, y, 0).

Dado el campo eléctrico E = (4x — 2y)a, — (2x + 4y) a, encontrar: a) la ecuacion
de la linea que pasa por el punto P(2, 3, —4); b) un vector unitario que especifique la
direccion de E en Q(3, —2, 5).

Un campo estd definido por E = 2xzzax + 2z(x* + Da_. Encontrar la ecuacién de la
linea que pasa por el punto (1, 3, —1).

Si E = 20e~%(cos Sxa, — sen Sxay), encontrar: a) |E| en P(x/6, 0.1, 2); b) un vector
unitario en la direccién de E en P; ¢) la ecuacién de la linea que pasa por P.

Para campos que no cambian con respecto a z en coordenadas cilindricas, las ecua-
ciones de las lineas se obtienen resolviendo la ecuacion diferencial E /E b =
dpl(pd¢). Encontrar la ecuacién de la linea que pasa por el punto (2, 30° 0) y por el
campo E = p cos 2¢ap — psen 2¢a¢.



Densidad de flujo
eléctrico, ley de Gauss
y divergencia

espués de dibujar algunos de los campos descritos en el capitulo anterior y familia-
rizarse con el concepto de lineas de flujo, que muestran la direccion de la fuerza so-
bre una carga prueba en cualquier punto, es dificil dejar de dar a estas lineas un
significado fisico y pensar en ellas como lineas de flujo. Ninguna particula fisica se proyec-
ta radialmente hacia fuera desde la carga puntual, y no existen tentdculos que se extiendan
hacia fuera para atraer o repeler una desprevenida carga de prueba, pero en cuanto las lineas
de flujo se dibujan sobre un papel surge un dibujo que muestra que de alguna manera “al-
g0” estd presente.

Resulta muy util inventar un flujo eléctrico que fluya simétricamente desde la carga
puntual y que coincida con las lineas de flujo, de manera que siempre se visualice este flu-
jo donde quiera que haya un campo eléctrico.

Este capitulo presenta y utiliza los conceptos de flujo eléctrico y densidad de flujo
eléctrico para resolver nuevamente algunos de los problemas tratados en el dltimo capitu-
lo. El trabajo resultard mucho més fcil ahora, debido a la extrema simetria de los proble-
mas considerados.

3.1 Densidad de flujo eléctrico

Alrededor de 1837, el director de la London Royal Society, Michael Faraday, comenzé a
interesarse mucho en los campos eléctricos estdticos y en el efecto de varios materiales ais-
lantes sobre ellos. Este problema lo habia preocupado durante los dltimos diez afios, cuan-
do estaba completamente inmerso en los experimentos de su ahora famoso trabajo sobre la
fuerza electromotriz inducida, que se estudiard en el capitulo 10. Al finalizar este trabajo
habia construido un par de esferas metdlicas concéntricas. La exterior consistia de dos he-
misferios que se podian unir firmemente. También preparé ciscaras esféricas de material
aislante (o material dieléctrico, o simplemente dieléctrico) para que ocuparan el volumen
entre las esferas concéntricas. Por lo pronto, no se utilizaran sus descubrimientos acerca de
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los materiales dieléctricos porque sélo se tratardn campos en el vacio hasta el capitulo 6.
En este momento se verd que los materiales que usé tendran que clasificarse como dieléc-
tricos ideales.

Su experimento consistié esencialmente de los siguientes pasos:

1. Con el equipo desarmado, a la esfera interior se le daba una carga positiva conocida.

Los hemisferios se unian rodeando la esfera cargada con cerca de 2 cm de material die-
léctrico entre ellas.

3. La esfera exterior se descargaba conectdndola momentdneamente a tierra.

4. Laesfera exterior se separaba cuidadosamente usando instrumentos hechos de material
aislante para no perturbar la carga inducida en ella, y se media la carga negativa indu-
cida en cada hemisferio.

Faraday descubri6 que la carga total en la esfera exterior era igual en magnitud a la car-
ga original positiva colocada en la esfera interior, y que esto se cumplia independientemen-
te del material dieléctrico que separaba las dos esferas. Concluy6 que habia algin tipo de
“desplazamiento” desde la esfera interior a la exterior y que era independiente del medio;
ahora a este flujo se le conoce como desplazamiento, flujo de desplazamiento, o simplemen-
te flujo eléctrico.

Los experimentos de Faraday también mostraron, desde luego, que una carga positiva
mayor en el interior de la esfera inducia una correspondiente carga negativa mayor en la es-
fera exterior. Esto condujo a establecer la existencia de una proporcionalidad directa entre
el flujo eléctrico y la carga de la esfera interior. El valor de la constante de proporcionali-
dad depende del sistema de unidades y resulta afortunado utilizar unidades SI, ya que asi la
constante es unitaria. Si el flujo eléctrico se denota por W (psi) y la carga total de la esfera
interior por Q, entonces, por el experimento de Faraday

V=0

de manera que el flujo eléctrico W se mide en coulombs.

Es posible obtener mds informacién cuantitativa considerando una esfera interior de ra-
dio a y una exterior de radio b, con cargas Q y —Q, respectivamente (figura 3.1). Las tra-
yectorias del flujo eléctrico W que se extienden desde la esfera interior a la exterior las
indican las lineas de flujo dibujadas en forma radial y simétrica desde una esfera a otra.

En la superficie de la esfera interior, ¥ coulombs de flujo eléctrico los produce la car-
ga de Q(= W) coulombs distribuidos uniformemente sobre una superficie que tiene un drea
de 47 a®> m?. La densidad de flujo en esta superficie es W/4m a®, o Q/4ma* C/m?, y ésta es
una importante cantidad nueva.

A la densidad de flujo eléctrico, medida en coulombs por metro cuadrado (unidad al-
gunas veces descrita como “lineas por metro cuadrado”, puesto que cada linea se debe a un
coulomb), se le asigna la letra D, que se eligi6 originalmente debido a los nombres alterna-
tivos de densidad de flujo de desplazamiento o densidad de desplazamiento. La “densidad
de flujo eléctrico” es un nombre mds descriptivo, y por ello se usard de manera consistente.

La densidad de flujo eléctrico D es un campo vectorial que pertenece a la clase de cam-
pos vectoriales de “densidades de flujo” y distinta de la clase “campos de fuerza”, en la que
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Aislante o
Esferas .
P material
metélicas e 14t
dieléctrico
conductoras

Figura 3.1 El flujo eléctrico en la region entre un
par de esferas concéntricas cargadas. La
direccién y magnitud de D no son funcién del
dieléctrico colocado entre las esferas.

se incluye la intensidad de campo eléctrico E. La direccién de D en un punto es la direccion
de las lineas de flujo en ese punto, y su magnitud es igual al nimero de lineas de flujo que
atraviesan una superficie normal a las lineas, dividida entre el drea de la superficie.

Obsérvese de nuevo la figura 3.1. La densidad de flujo eléctrico esta en direccién radial
y tiene un valor de

0 L
D = ——a (esfera interior)
rea 4ma
D = a2 ar (esfera exterior)
r=b T
y a una distancia r, donde a < r < b,
_ o
A2

Si se deja ahora que la esfera interior comience a hacerse mas y mas pequefia, mientras si-
gue reteniendo una carga Q, en el limite se convertird en una carga puntual; no obstante, la
densidad de flujo eléctrico en un punto a r metros de la carga puntual sigue siendo:

0

= —ar
47 r?

ey

para Q lineas de flujo que se dirigen simétricamente alejandose del punto y que pasan a tra-
vés de una superficie esférica imaginaria de drea 4772,

Este resultado debe compararse con la ecuacién (10) de la seccién 2.2, que describe la
intensidad de campo eléctrico radial de una carga puntual en el espacio libre.

g _%

=—a
dreqr?
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Por lo tanto, en el espacio libre,

D = ¢E | (s6lo espacio libre) 2)

Aunque (2) es aplicable so6lo al vacio, no se restringe Unicamente al campo de una carga
puntual. Para una distribucién de carga volumétrica en general en el espacio libre

dv
E =/ hal? (s6lo espacio libre) 3)
vol 0

donde esta relacién se deduce a partir del campo de una sola carga puntual. De manera si-
milar, (1) conduce a

pvdv
D= /VOI 4nR2aR 4)

y (2) es, por consiguiente, verdadera para cualquier configuracién de carga en el espacio li-
bre. La expresion (2) puede considerarse como la definiciéon de D en el espacio libre.

Como preparacion para después estudiar los dieléctricos, se debe sefialar ahora que pa-
ra una carga puntual sumergida en un medio dieléctrico ideal infinito, los resultados de Fa-
raday muestran que (1) sigue siendo aplicable, y lo mismo sucede con (4). La ecuacion (3)
no es aplicable, de modo que la relacion entre D y E serd un poco mas complicada que (2).

Puesto que D es directamente proporcional a E en el espacio libre, en apariencia resulta
innecesario utilizar un nuevo simbolo. Sin embargo, se hard por varias razones. Primero, D
se asocia con el concepto de flujo, que es una idea nueva e importante. Segundo, los cam-
pos D que se obtengan serdn un poco mas sencillos que los correspondientes campos E, ya
que €, no aparecerd. Y finalmente, es ttil para empezar a familiarizarse con D antes de apli-
carlo a materiales dieléctricos en el capitulo 6.

Considérese un sencillo ejemplo numérico para ilustrar estas cantidades y unidades nuevas.

Se desea encontrar D en la regién circunvecina a una carga uniforme de 8 nC/m colocada a
lo largo del eje z.

Solucion. El campo E es

8 x 107° 143.8
E= -2 a, = * a, = a, V/m
2megp 27(8.854 x 10~12)p
Enp=3m,E= 47.9aﬂ V/m.
Asociado con el campo E, se encuentra:
8 x 107? 1.273 x 107°
= 'O—Lap = X a, = x a, C/m?
2P 2P 0

El valorde p =3 mes D = O.424ap nC/m.
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El flujo total que deja a 5 m de longitud de la linea de carga es igual a la carga total
contenida en esa longitud, o W = 40 nC.

D3.1 Una carga puntual de 60 uC se localiza en el origen. Calcular el flujo eléctrico
b3

que pasa a través de: a) la porcioén de la esfera » = 26 cm limitada por 0 < 6 < > Y

O<op< g; b) la superficie cerrada p = 26 cm y z = =26 cm; ¢) el plano z = 26 cm.

Respuesta: 7.5 uC; 60 uC; 30 uC

D3.2 Encontrar D (en coordenadas cartesianas) en P(2, —3, 6) causado por: @) una
carga puntual Q, = 55 mC en Q(—2, 3, —6); b) una linea de carga uniforme p, , =
20 mC/m en el eje x; ¢) una superficie cargada con una densidad uniforme p. =
120 uC/m? en el plano z = —5m.

Respuesta: 6.38a, — 9.57a, + 19.14a, wC/m? —212a + 424a, nC/m?; 60a_ uC/m?
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3.2 Ley de Gauss

Los resultados de los experimentos de Faraday con las esferas concéntricas pueden resumir-
se en una ley experimental que establece lo siguiente: el flujo eléctrico que pasa a través de
cualquier superficie esférica imaginaria situada entre las dos esferas conductoras es igual a
la carga encerrada en esa superficie imaginaria. Esta carga encerrada puede estar distribui-
da sobre la superficie de la esfera interior, o concentrada como carga puntual en el centro de
la esfera imaginaria. Sin embargo, puesto que un coulomb de flujo eléctrico lo produce un
coulomb de carga, la forma del conductor inferior pudo haber sido un cubo o una llave de
latén, y la carga total inducida en la esfera exterior hubiera sido la misma. Es cierto que la
densidad de flujo habria cambiado su distribucién simétrica anterior a alguna otra configu-
racién desconocida, pero +Q coulombs en cualquier conductor interior producird una carga
inducida de —Q coulombs sobre la esfera que lo rodea. Si se sigue yendo adelante se po-
drian reemplazar ahora los dos hemisferios exteriores por una lata vacia de sopa, pero com-
pletamente cerrada. Q coulombs en la llave de latén producirdin W = Q lineas de flujo
eléctrico e inducirfan —Q coulombs sobre la lata.!

Esta generalizacion del experimento de Faraday conduce al siguiente enunciado, que se
conoce como ley de Gauss:

El flujo eléctrico que pasa a través de cualquier superficie cerrada es igual a la carga total ence-
rrada por esa superficie.

La contribucién de Gauss, uno de los mds grandes matematicos que el mundo ha dado,
no fue, en realidad, el que haya establecido la ley que se acaba de mostrar, sino que propor-
ciond la forma matematica de este enunciado, la cual se obtendra ahora.

! Si éste fuese un aislante perfecto, la sopa podria dejarse incluso en el envase sin que haya diferencia en los
resultados.
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D S normal

Figura 3.2 La densidad de flujo eléctrico Dg en P debido a la
carga Q. El flujo total que pasa a través de Ag es DS - AS.

Supoéngase una distribucion de carga, que se muestra como una nube de cargas puntua-
les en la figura 3.2, rodeada por una superficie cerrada de cualquier forma. La superficie
cerrada puede ser de la de algtin material real, pero generalmente estd en una superficie ima-
ginaria cerrada que queremos visualizar. Si la carga total es Q, entonces pasardn Q cou-
lombs de flujo eléctrico a través de la superficie cerrada. En todo punto sobre la superficie
el vector densidad de flujo eléctrico D tendrd algtin valor D, donde el subindice § s6lo in-
dica que el vector D debe evaluarse en la superficie. En general, D variard en magnitud y
direccién de un punto a otro de la superficie.

Se debe considerar ahora la naturaleza de un pequefio elemento de superficie. Un pe-
queno elemento de superficie cuya drea sea AS se parece mucho a una porcién de una su-
perficie plana; la descripcién completa de este elemento de superficie requiere no sélo
establecer su magnitud sino también su orientacién en el espacio. En otras palabras, al pe-
queno elemento de superficie debe darsele un cardcter vectorial. La tnica direccién posible
que puede asociarse con AS es la direccion de la normal a un plano, el cual es tangente a la
superficie en el punto en cuestion. Desde luego, existen dos normales, y la ambigiiedad se
evita escogiendo la normal hacia fuera, siempre y cuando la superficie sea cerrada y “hacia
fuera” y tenga un significado especifico.

Considérese, en cualquier punto P, un pequefio elemento de superficie AS 'y que D for-
ma un dngulo 6 con AS, como lo muestra la figura 3.2. El flujo a través de AS es, entonces,
el producto de la componente normal de Dy y AS,

AV = flujo coordenado AS = D

S, normal

AS =D cos 0 AS = Dg - AS

donde se ha aplicado la definicién de producto punto, desarrollada en el capitulo 1.
El flujo total que pasa a través de la superficie cerrada se obtiene sumando las contri-
buciones diferenciales que cruzan cada elemento de superficie AS,

\l/:/d\ll:f’g D; - dS
superficie
cerrada

La integral resultante es una integral de superficie cerrada, y puesto que el elemento
de superficie dS siempre implica las diferenciales de dos coordenadas, tales como dx dy,
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0 d¢ dp o r* sen 0 df d¢, se trata de una integral doble. Normalmente se emplea s6lo un
simbolo de integral y se coloca debajo de €l una § para indicar que la integral es de super-
ficie; aunque en realidad esto no seria necesario puesto que la diferencial dS indica automa-
ticamente que se trata de una integral de superficie. Una dltima convencién es colocar un
pequeiio circulo sobre el mismo simbolo de integral para indicar que la integracién debe ha-
cerse sobre una superficie cerrada. Dicha superficie se llama con frecuencia superficie
gaussiana. La formulacién matemadtica de la ley de Gauss es, entonces:

V= %DS -dS = carga superficial = Q Q)
5

La carga encerrada pueden componerla varias cargas puntuales, en cuyo caso
Q0 =3X0n

o por una linea de carga

Q=/,0LdL

o por una carga superficial,
0= / psdS  (no necesariamente una superficie cerrada)
S

o por una distribucién de carga volumétrica,

0= / pvdv
vol

Por lo general se usa la dltima férmula, y no es dificil ponerse de acuerdo y aceptar que
representa cualquiera o todas las otras formas. Segtin este acuerdo, la ley de Gauss puede
expresarse en términos de la distribucién de carga como:

ygDS-dS=/ oy dv (6)
S vol

Esta ecuacién matemadtica significa simplemente que el flujo eléctrico total a través de cual-
quier superficie cerrada es igual a la carga encerrada.

Para ilustrar la aplicacién de la ley de Gauss se comprobaran los resultados del experi-
mento de Faraday colocando una carga puntual Q en el origen de un sistema de coordena-
das esféricas (figura 3.3), y se elegird como superficie cerrada una esfera de radio a. La
intensidad del campo eléctrico de la carga puntual es:

0

= —ar
4 eqr?

y puesto que,

DIE()E

llustraciones
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Figura 3.3 Aplicacion de la ley de
Gauss al campo de una carga puntual Q
sobre una superficie esférica cerrada de
radio a. La densidad de flujo eléctrico D
es normal en todos los puntos de la
superficie esférica y siempre tiene una
magnitud constante en dichos puntos.

se tiene, como ya se sabe,

0

= —ar
4 r?

En la superficie de la esfera,

0

Ds=-—a
dga?”"

En el capitulo 1 se encontré que el elemento diferencial de drea sobre una superficie esféri-
ca es, en coordenadas esféricas,

dS = r*> sen 6 df d¢ = a® sen 0 db do

dS=a’sen0dodga,

El integrando es

D;-dS = &az senf db doa, - a, = 9 send do d¢
47 a? 4

lo cual conduce a la integral cerrada de superficie:

¢=2m

O=m Q
/ —senf dO d¢
$=0 0=¢ 4
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donde los limites de la integracién han sido elegidos de modo que la operacién se realice
sobre toda la superficie de la esfera de una sola vez.> La integracién nos da

2 Q . 27TQ /
—(—cos8),d¢p = —d¢p = Q 2z
A i b 0 27 | Animaciones |

obteniéndose un resultado que muestra que Q coulombs de flujo eléctrico atraviesa la su-
perficie, tal como debe ser puesto que la carga encerrada es de Q coulombs.

La siguiente seccion contiene ejemplos de la aplicacion de la ley de Gauss a problemas con
simetria geométrica sencilla, cuyo objetivo es encontrar la intensidad del campo eléctrico.

D3.3 Dada la densidad de flujo eléctrico, D = 0.3r?a, nC/m? en el espacio libre:
a) encontrar E en el punto P(r = 2, 6 = 25°, ¢ = 90°); b) encontrar la carga total den-
tro de la esfera r = 3; c) encontrar el flujo eléctrico total que sale de la esfera r = 4.

Respuesta: 135.5a, V/m; 305 nC; 965 nC

D3.4 Encontrar el flujo eléctrico total que sale de la superficie ctibica que forman
los seis planos x, y, z = =5 si la distribucién de carga es: a) dos cargas puntuales de
0.1 uCen (1, —2,3)y % nCen (—1, 2, —2); b) una linea de carga uniforme de w
uwC/men x = —2, y = 3; ¢) una carga de superficie uniforme de 0.1 C/m? en el pla-
noy = 3x.

Respuesta: 0.243 uC; 31.4 uC; 10.54 uC

3.3 Aplicacion de la ley de Gauss:
algunas distribuciones de carga simétricas

Se considerard ahora la manera de aplicar la ley de Gauss,

Q:fns.ds
S

para determinar D cuando se conoce la distribucion de carga. Este es un ejemplo de una ecua-
cién integral en la cual la cantidad desconocida que se determinard aparece dentro de la integral.

La solucién es facil si se tiene la capacidad de elegir una superficie cerrada que satis-
faga dos condiciones:

1. Dy sea en cualquier punto normal o tangencial a la superficie cerrada, de modo que
Ds - dS se convierte en D, dS o en cero, respectivamente.

2. Sobre esta porcién de la superficie cerrada para la cual Dg - dS no es cero, D¢ =
constante.

2 Nétese que si tanto § como ¢ variaran en el rango desde 0 a 27, la superficie esférica serfa cubierta dos veces.
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Esto permite reemplazar el producto punto con un producto de escalares Dy dS, y lle-
var D fuera del simbolo de la integral. La integral se reduce, entonces, a [(dS, sobre esa
porcién de la superficie cerrada que D atraviesa normalmente, y su valor es sélo el drea de
esa seccion de la superficie.

Sélo el conocimiento de la simetria del problema permite elegir la superficie encerrada
adecuada, y se obtiene con facilidad si se recuerda que la intensidad del campo eléctrico de-
bida a una carga puntual positiva se dirige radialmente hacia fuera desde dicha carga.

Considérese de nuevo una carga puntual Q en el origen de un sistema de coordenadas
esféricas y decidase en qué superficie cerrada adecuada se cumplen los dos requerimientos
enunciados antes. La superficie en cuestion obviamente es una superficie esférica de cual-
quier radio r centrada en el origen. D es normal a la superficie en todas partes; Dg tiene el
mismo valor en todos los puntos sobre la superficie.

Entonces tenemos,

Q:ygl)s-dszyé DsdS
S esf

$=2m O=mn
= DS% ds = DS/ / r?senf dé d¢
esf = =

= 4qr? Dy

y de aqui,

Q

D¢ =
ST 4mr2

Puesto que r puede tener cualquier valor y ya que Dy se dirige radialmente hacia fuera,

Q o

a, = a,
412 4mreqr?

esto coincide con los resultados del capitulo 2. El ejemplo es trivial, y se podria objetar que
es necesario saber de antemano que el campo es simétrico y se dirige radialmente hacia fue-
ra para obtener la respuesta. Esto es cierto, y la relacion del inverso cuadrado queda como
la tnica verificacién obtenida a partir de la ley de Gauss. El ejemplo sirve, sin embargo, pa-
ra ilustrar un método aplicable a otros problemas, incluyendo varios que son casi imposi-
bles de resolver con la ley de Coulomb.

(Existen algunas otras superficies que pudieran satisfacer las dos condiciones pedidas?
El estudiante deberd determinar qué superficies, como un cubo o un cilindro, no retinen los
requisitos.

Como un segundo ejemplo, considérese una distribucion de carga lineal uniforme p,
colocada a lo largo del eje z y que se extiende de —oo a +o00. Primero debe tenerse un
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conocimiento de la simetria del campo, y se podrd considerar completo este conocimiento
cuando se conozcan las respuestas a estas dos preguntas:

1. (Qué coordenadas influyen en la variacién del campo, o de qué variables es funcién D?

2. (Cudles componentes de D estdn presentes?

Se plantearon estas mismas preguntas cuando se emple6 la ley de Coulomb para resol-
ver este problema en la seccion 2.5. Se encontrd entonces que el conocimiento obtenido al
responderlas permitia una integracién mucho mds simple. El problema pudo haber sido (y
fue) resuelto sin ninguna consideracién de la simetria, pero resultaba mds dificil.

Sin embargo, al emplear la ley de Gauss, la cuestion no es utilizar la simetria para simpli-
ficar la solucion, pues la aplicacion de la ley de Gauss depende de la simetria, y si no se puede
demostrar que esta simetria existe, entonces no es posible recurrir a la ley de Gauss para ob-
tener una solucién. Responder las dos preguntas anteriores se vuelve ahora “una obligacién”.

A partir del estudio anterior de la linea de carga uniforme, se hace evidente que sélo la
componente radial de D estd presente, o

D=Da,
y esta componente estd en funcién sélo de p:
D, = flp)

La eleccion de una superficie cerrada ahora es sencilla, pues una superficie cilindrica es la
Unica superficie para la cual D_es normal en todas partes y pueden encerrarla superficies
planas normales al eje z. La figura 3.4 muestra un cilindro circular cerrado recto de radio p
que abarcadesde z =0az=L.

Se aplica la ley de Gauss,

0= DS-dS=DSf

cilindro lados

dS—I—Oﬁane dS+0ﬁane ds

superior inferior
L 2
= DS/ / pdpdz = Ds2mpL
z=0 J¢=0

y se obtiene,

Ds=D,= Q
2npL
En términos de la densidad de carga p,, la carga total encerrada es:
0= IOLL
lo cual da
_ P
P 2mp
0
p
E =_——
P 2meyp

Al compararlo con la ecuacion (20) de la seccion 2.4 se muestra que se ha obtenido el
resultado correcto, y con mucho menos trabajo. Una vez que se ha elegido la superficie
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Linea de carga

PL

>

N

Figura 3.4 La superficie gaussiana
para una linea de carga finita y uniforme
es un cilindro circular recto de longitud L
y radio p. D es constante en magnitud y
es perpendicular a la superficie cilindrica
en cada uno de sus puntos; D es
paralelo a las tapas de dicho cilindro.

apropiada, hacer la integracién sdlo consiste en escribir el drea de la superficie en la cual
D es normal.

El problema de un cable coaxial es casi idéntico al de la linea de carga y es un ejemplo
extremadamente dificil de resolver desde el punto de vista de la ley de Coulomb. Sup6nga-
se que se tienen dos conductores cilindricos coaxiales, el interior de radio a y el exterior de
radio b, y los dos de longitud infinita (figura 3.5). Se supondré una distribucion de carga pg
sobre la superficie exterior del conducto interior.

Cilindros

/7 conductores

p=a

Figura 3.5 Dos conductores cilindricos
coaxiales que forman un cable coaxial
proporcionan una densidad de flujo
eléctrico uniforme dentro de los cilindros
dada por D, = apg/p.
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Las consideraciones de simetria permiten observar que sélo estd presente la componente D
y que sélo puede estar en funcién de p. Un cilindro circular de longitud L y de radio p, donde
a < p < b, debe elegirse necesariamente como la superficie gaussiana, y con rapidez se obtiene:

Q = D2rpL

La carga total en una longitud L del conductor interior es:

L 2
0= / / psadpdz =2malpg
z=0 J¢=0
de lo cual se tiene,

a a
DS=ﬁ D=%ap (a<p<b)

0

Este resultado puede expresarse en términos de carga por unidad de longitud, porque el con-
ductor interior tiene 27mps coulombs en cada metro de longitud, y de aqui, con p, = 27m,05,

D= p—Lap
2 p

y la solucién tiene una forma idéntica a la que se obtuvo para una linea de carga infinita.

Puesto que cada linea de flujo eléctrico que sale de la carga en el cilindro interior debe
terminar en una carga negativa en la superficie interior del cilindro exterior, la carga total en
esta superficie debe ser

Q cilindro exterior —Q,JTGL,O S cilindro interior

y se encuentra que la carga superficial del cilindro exterior es

2ﬂbL'OS cilindro exterior —27mL,05 cilindro interior

a

P S cilindro exterior b 1% S cilindro interior

(Qué sucederia si se usara un cilindro de radio p, p > b para la superficie gaussiana?
La carga total encerrada seria entonces cero, por haber cargas iguales y opuestas en cada ci-
lindro conductor. De aqui que,

0= Dg2mpL (p>b)
Dg=0 (p>D)

Un resultado idéntico se obtendria para p < a. Entonces, el cable coaxial o condensa-
dor no tiene campo externo (con esto se demuestra que el conductor exterior es un “blinda-
je”), y no hay campo dentro del conductor central.

Este resultado también es 1til aunque el cable coaxial tenga una longitud finita y esté
abierto en los extremos, a condicién de que la longitud L sea mucho mayor que el radio b,
de manera que la asimetria en los extremos no afecte apreciablemente la solucién. Tal dis-
positivo se llama también condensador coaxial. Ambos, el cable y el condensador coaxial,
apareceran con frecuencia en temas posteriores.

Quizds un ejemplo numérico ayude a aclarar algunos de estos resultados.

llustraciones
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Considérese un cable coaxial de 50 cm de longitud, con un radio interior de 1 mm y un ra-
dio exterior de 4 mm. Se supone que el espacio entre ambos conductores estd lleno de aire.
La carga total en el conductor interior es 30 nC. Se desea conocer la densidad de carga en
cada conductor, asi como los campos E y D.

Solucién. Se empieza averiguando la densidad de carga superficial del cilindro interior,

Q citindro interi 30 x 10~°
Ps cilindro interior — Clzn;rrzllzenor = 27‘[(10_3)(05) =9.55 /’LC/mz

La densidad de carga negativa en la superficie interior del cilindro externo es

Q cilindro exteri —30 x 107°
Ps cilindro exterior — = 1;7;;;2’( - = 27 (4 x 1073)(0.5) = —-2.39 /,LC/II’IZ
Por lo tanto, los campos internos pueden calcularse facilmente:
a -3 —6
D = ps  _ 107°(9.55 x 107 _ 9.55 2C/m?
p P P

D -9
E — —P _ 9.55 x 10 —1079V/m

P g 8854x107%p  p
Ambas expresiones se aplican a la region donde 1 < p <4 mm. Para p < 1 mm o p >4 mm,
E y D son cero.

D3.5 Una carga puntual de 0.25 uC se localiza en r = 0 y algunas densidades
uniformes superficiales de carga se ubican como sigue: 2 mC/m> en r = | cm y
—0.6 mC/m2 en r = 1.8 cm. Calcular D en: @) r = 0.5 cm; ) r = 1.5 cm; ¢) r = 2.5 cm.
d) (Qué densidad uniforme superficial de carga deberd haber en r = 3 cm para pro-
vocar que D =0 en r = 3.5 cm?

Respuesta: 796a .C/m?; 977a_;C/m?; 40.8a, ;C/m?; —28.3 ;1C/m?

3.4 Aplicaciones de la ley de Gauss:
elemento diferencial de volumen

Ahora se aplicardn los métodos de la ley de Gauss a un tipo de problemas ligeramente dis-
tintos, unos que no poseen simetria alguna. A primera vista pareceria que nuestro caso es
imposible, pues sin simetria no puede elegirse una superficie gaussiana simple para la cual
la componente normal de D sea constante o cero en todos los lados de la superficie. Sin di-
cha superficie, la integral no se puede evaluar. Existe s6lo una manera de evitar estas difi-
cultades: elegir una superficie muy pequefia cerrada donde D sea casi constante sobre la
superficie y representar un cambio pequefio en D adecuadamente usando los primeros dos
términos del desarrollo en serie de Taylor para D. Lo correcto del resultado se ird mejorando
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P(x,y,z2)
D=Dy=Da,+Dya,+D,a,
/

Figura 3.6 Una superficie gaussiana de tamano diferencial
alrededor de un punto P se usa para investigar la razén de
cambio espacial de D en la vecindad de P.

a medida que el volumen encerrado por la superficie gaussiana disminuya, y en algunos ca-
sos se llegard hasta el limite, cuando este volumen tiende a cero.

Este ejemplo también difiere de los anteriores en que el valor de D no se obtendra co-
mo respuesta, sino que en su lugar se adquirird cierta informacién extremadamente valiosa
acerca de como varia D en la regién de la pequefia superficie escogida. Esto lleva a estable-
cer directamente una de las cuatro ecuaciones de Maxwell, que constituyen el fundamento
de la teoria electromagnética.

Considérese cualquier punto P, como el de la figura 3.6, localizado en un sistema de
coordenadas cartesianas. El valor de D en el punto P puede expresarse en componentes
cartesianas, D, = D ja + Dga + D . Se elige como superficie cerrada una pequefia
caja rectangular, centrada en P, que tiene lados de longitudes Ax, Ay y Az, y se aplica la
ley de Gauss,

£D-dS=Q

La evaluacién de la integral sobre la superficie cerrada requiere separarla en seis inte-
grales, una sobre cada cara,

f D.dS = + f + / + / + / + /
S enfrente posterior izquierda derecha arriba debajo

Considérese la primera de ellas en detalle. Puesto que el elemento de superficie es muy
pequefio, D es esencialmente constante (sobre esta porcién de toda la superficie cerrada) y

/ = Denfrente * ASenfrente
enfrente
= Denfrcnte * Ay Az ay
= x,enfrente Ay AZ
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donde sélo se tiene que expresar el valor aproximado de D para esta cara frontal. La cara
frontal estd a una distancia Ax/2 de P, y de aqui,
. Ax . :
Dy enfrente = Dxo + > X razdén de cambio a x de D,

Ax 0D,
2 dx

w0 +

donde D  es el valor de D_en P, y donde se debe emplear una derivada parcial para expre-
sar la raz6n de cambio con respecto a x de D, puesto que D, en general también varia con
vy z. Esta expresion podria haberse obtenido mds formalmente empleando sélo el término
constante y el término que involucra la primera derivada del desarrollo en serie de Taylor
para D_en la vecindad de P.

Se tiene ahora,
. Ax 0D,
=\ Do+ — Ay Az
enfrente 2 0x

Se considera ahora la integral sobre la cara posterior,

/ = Dposterior * ASposterior
posterior
= Dposterior ° (_Ay Az ax)

= _Dx,posterior Ay Az
y
b —p. _ AxriD,
x,posterior — Lx0 ) 9x
que da,

. Ax 0D,
/ = <—on + — ) Ay Az
posterior 2 0x

Si se consideran estas dos integrales, se tiene,

'/enfrente \/pmterlor

Al aplicar exactamente el mismo proceso se encuentra que,

. D,
+ = —Ax Ay Az
derecha izquierda ay

. dD,
+ = —Ax Ay Az
arriba abajo 0z

y estos resultados se pueden reunir para dar:

oD, D, dD
?gD-dsi + 24+ =) AxAy Az
S ox ay 0z

oD, oD,  aD.
?ﬁp.ds:Qﬁ L AN %
S ox ay 0z
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La expresion es una aproximacion que resulta mejor conforme Av se reduce, y en la si-
guiente seccién se dejard que Av tienda a cero. Por el momento, se ha aplicado la ley de
Gauss a la superficie cerrada que rodea el elemento de volumen Av y se obtiene como re-
sultado la aproximacion (7) afirmandose que,

oD, 0D oD
—2 1 %

8
P o P ) x volumen Av ¢))

Carga encerrada en el volumen Ay = (

Encontrar el valor aproximado de la carga total encerrada en un volumen incremental de
10~ m® ubicada en el origen, siD = e senya_ — e *cosy a +2za, C/m?,

Solucion. Primero se evaldan las tres derivadas parciales en (8):

oD,
ax
oD,
Ay
oD,
9z

= —e¢ “seny
=e “seny

=2

En el origen, las dos primeras expresiones son cero y la dltima es 2. Por lo tanto, se ve que
la carga encerrada es un elemento de volumen pequefio que debe ser de aproximadamente
2Av. Si Av es 1072 m?, entonces se habran encerrado aproximadamente 2 nC.

D3.6 En el espacio libre sea D = 8xyz*a_+ 4x224ay + 16x2yz3az pC/m?. a) En-
contrar el flujo eléctrico total que pasa a través de la superficie rectangular z = 2,
0<x<2,1<y<3,enladireccion a_. b) Encontrar E en P(2, —1, 3). ¢) Encontrar
un valor aproximado de la carga total contenida en una esfera incremental ubicada en

P(2, —1, 3) y que tenga un volumen de 10~'2 m3.

Respuesta: 1365 pC; — 146.4a _+ 146.4a — 195.2a, V/m; —2.38 x 10721 C

3.5 Divergencia

Se obtendra ahora una relacién exacta para (7), que permitird que el elemento de volumen
Av tienda a cero. Escribiendo esta ecuaciéon como,

oDy , 8Dy  8D:) _ $D-dS 0
ox dy 3z ) Av  Av

0, como el limite,

o Av—0 Av - Av—0 Av

oD, 9D, 09D, D.-dS
+ L4 = —ll’me;—ll’m2
ox ay 9z
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donde el signo de aproximacion ha sido reemplazado por el de igualdad. Es evidente que el
tltimo término es la densidad de carga volumétrica p , y de aqui que,

oD, 9D, 4D D.dS
>+ =) = lim §sD-ds
ax dy 0z Av—=0  Av

= Pv )

Esta ecuacién contiene demasiada informacién para analizarla de inmediato y por ello
se escribird como dos ecuaciones separadas,

oD, +% oD, ~ lim st.dS (10)
ax dy 9z Av—0  Av

oD, dD, 0D,
— | = 11
(8x + ay * 82) Py (n

por ahora se reservard (11) para considerarla en la siguiente seccién.

La ecuacién (10) no involucra densidad de carga, de manera que los métodos de la sec-
cién anterior se pueden aplicar con cualquier vector A para encontrar fsA - dS sobre una
pequefia superficie cerrada, lo cual conduce a,

0A, +% 0A, ~ lim fSA-dS
ax dy 9z Av—0  Av

12)

donde A puede representar velocidad, gradiente de temperatura, fuerza o cualquier otro
campo vectorial.

Esta ecuacion apareci6 tantas veces en las investigaciones fisicas en el dltimo siglo que
recibi6 el nombre descriptivo de divergencia. La divergencia A se define como,

: . . . $A-dS
Divergenciade A= divA = lim —=—
Av—>0 Av

13)

y se abrevia div A. La interpretacion fisica de la divergencia de un vector se obtiene descri-
biendo cuidadosamente las operaciones implicadas en el lado derecho de (13), donde A de-
bera considerarse como miembro de la familia de vectores de densidades de flujo con el fin
de ayudar a la interpretacion fisica.

La divergencia de un vector del tipo densidad de flujo A es el limite de la cantidad de flujo por
unidad de volumen que sale de una pequefia superficie cerrada cuando el volumen tiende a cero.

La interpretacion fisica de la divergencia que proporciona esta afirmacion es util a me-
nudo en la obtencién de informacién cualitativa acerca de la divergencia de un campo vec-
torial sin recurrir a la investigacion matemadtica. Por ejemplo, considérese la divergencia de la
velocidad del agua en una bafiera después de que el desagiie ha sido abierto. El flujo de sa-
lida neto de agua en cualquier superficie cerrada que se encuentre enteramente dentro del
agua debe ser cero. El agua es en esencia incompresible, y la cantidad de agua que entra y
sale en diferentes regiones de la superficie cerrada debe ser la misma. De aqui que la diver-
gencia de su velocidad sea cero.
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Sin embargo, si se considera la velocidad del aire en un tubo perforado con un clavo,
se observa que el aire se expande a medida que la presiéon baja y que en consecuencia hay
un flujo neto en cualquier superficie cerrada que se encuentre dentro del interior del tubo.
La divergencia de esta velocidad es, por consiguiente, mayor que cero.

Si la divergencia de una cantidad vectorial es positiva indica la existencia de una fuen-
te de la cantidad vectorial de ese punto. Del mismo modo, una divergencia negativa indica
un sumidero. Puesto que la divergencia de la velocidad del agua antes mencionada es cero,
no existen fuentes o sumideros.? Sin embargo, el aire al expandirse produce una divergen-
cia positiva de la velocidad y cada punto interior puede considerarse una fuente.

Si se expresa (10) con el nuevo término, se tiene

oD, dD, aD
divD = e (14)
ax ay 0z

Nuevamente esta expresion tiene una forma que no involucra la densidad de carga. En rea-
lidad s6lo es el resultado de aplicar la definicion de la divergencia (13) al elemento diferen-
cial de volumen en coordenadas cartesianas.

En caso de haber escogido el volumen diferencial p dp d¢ dz en coordenadas cilindri-
cas o 7% sen 6 dr df d¢ en coordenadas esféricas, se habrian obtenido expresiones para la di-
vergencia en términos de las componentes del vector en el sistema de coordenadas particular,
y en términos de las derivadas parciales con respecto a las variables de ese sistema. Estas
expresiones se obtienen en el apéndice A y se dan aqui por conveniencia:

aD oD oD
divD= — 4+ =Y 1 7% (rectangular)

v ox ay 0z ¢ (5)

1 0 1 oD, 1)) s
divD=——(pD,)+ — et z (cilindrica) (16)

p 0p p 0¢ 0z
1 0 d 1 aD, .

divD = — — 2D, = iemn@ D =% (esférica) 17
WD = 5 P ene ae SO DOt s s {17

Estas relaciones también se muestran en las tltimas péginas del libro.

Debe notarse que la divergencia es una operacion que se aplica sobre un vector y cuyo
resultado es un escalar. Debe recalcarse que, de manera similar, el producto punto, o esca-
lar, era una multiplicacion de dos vectores, la cual resultaba un producto escalar.

3 Habiéndose elegido un elemento diferencial de volumen dentro del agua, la disminucién gradual en el nivel del
agua con el tiempo ocasionard que el elemento de volumen quede encima de la superficie del agua. En el instante
en que la superficie del agua intercepta al elemento de volumen, la divergencia se vuelve positiva y el pequefio vo-
lumen se convierte en una fuente. Este problema se evita especificando un punto interno.
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Por alguna razén resulta comtn cometer el error, cuando se utiliza la divergencia por
primera vez, de impartirle una cualidad vectorial a la operacién repartiendo vectores unita-
rios entre las derivadas parciales. La divergencia simplemente indica cudnto flujo sale de un
pequeiio volumen, por unidad de volumen; no se asocia ninguna direccién con ella.

Se puede ilustrar el concepto de divergencia continuando con el ejemplo del final de la
seccién 3.4.

Encontrar div D en el origensiD =e¢™*senya, — e " cosy a, + 2za.
Solucion. Utilizando (14) y (15) se obtiene

oD, 0D, 9D,

ax dy 0z

=—e 'seny+e Tseny+2=2

divD =

Sin considerar la ubicacion, el valor es la constante 2.
Si las unidades de D son C/m?2, entonces las unidades de div D son C/m>. Esta es una
densidad de carga volumétrica cuyo concepto se estudiard en la seccion siguiente.

D3.7 Encontrar el valor numérico de la divergencia de D en los puntos indicados si:
a) D = (2xyz — y)a, + (¥’z — 2xy)a, + x’ya, C/m? en P,(2, 3, —1); b) D = 2pz?
sen® ga, + pz* sen 2¢a, + 2p’z sen® pa_ C/m* en Py(p = 2, ¢ = 110°, z = —1);
c)D=2rsen0cos ¢ a, + rcos6cos ¢ a,— rsen¢a¢ C/m? en P.(r=1.5,0=30°,
¢ = 50°).

Respuesta: —10.00; 9.06; 1.29

3.6 Primera ecuacion de Maxwell
(electrostatica)
Ahora se desea consolidar lo aprendido en las dos dltimas secciones y proporcionar una in-

terpretacion de la operacion de la divergencia en su relacion con el flujo eléctrico. Las ex-
presiones desarrolladas pueden expresarse como:

D-dS
divD = lim L (18)
Av—0 Av
aD, 9D, 9D
divD= — 4+ — 2 (19)
ox ay 9z
y
divD = p, (20)

La primera ecuacion es la definicion de divergencia; la segunda es el resultado de aplicar la de-
finicién a un elemento diferencial de volumen en coordenadas cartesianas, con lo que se obtie-
ne una ecuacién por medio de la cual puede evaluarse la divergencia de un vector expresada en



3.6 Primera ecuacion de Maxwell (electrostéatica)

coordenadas cartesianas; y la tercera es simplemente (11) expresada usando el nuevo término
div D. La ecuacidn (20) es casi un resultado obvio si se ha obtenido alguna familiaridad con el
concepto de divergencia definido por (18), puesto que, dada la ley de Gauss,

?{ D-dS=0
N
se obtiene, por unidad de volumen,
$D-dS 0
Av T Av

A medida que el volumen tiende a cero,

. fs D-dS . o
lim =2>— = lim —
Av—>0 Av Av—>0 Av

En esta expresion debe verse la div D a la izquierda y la densidad de carga volumétrica a

la derecha,

Esta es la primera de las cuatro ecuaciones de Maxwell como se aplican en la electros-
tatica y los campos magnéticos estables, y establece que el flujo eléctrico por unidad de vo-
lumen que sale de un pequefio volumen unitario es exactamente igual a la densidad de carga
volumétrica que existe en €l. Esta ecuacion se llama atinadamente forma puntual de la ley
de Gauss. La ley de Gauss relaciona el flujo que sale de cualquier superficie cerrada con la
carga encerrada, y la primera ecuacién de Maxwell establece exactamente lo mismo, pero
la hace por unidad de volumen y para un volumen que se hace cada vez mds pequefio y que
en el limite se reduce a un punto. Cuando se considera que la divergencia se puede expre-
sar como la suma de tres derivadas parciales, la primera ecuaciéon de Maxwell también se
conoce como la forma diferencial de la ley de Gauss, e inversamente, la ley de Gauss se reco-
noce como la forma integral de la primera ecuacién de Maxwell.

Como ejemplo especifico, considérese la divergencia de D en la regién cercana a una
carga puntual Q localizada en el origen. Se tiene el campo

Q

= —ar
47 r?

y utilizando (17), la expresién para la divergencia en coordenadas esféricas dada en la seccién 3.5:

9 9 D,
(r°D;) + —(Dg sen ) +

1
divD = — — =
r? or rsenf 060 rsenf 0¢

Puesto que D,y D SO CEro, se tiene,

1 d 0
divD=— —(r* =0 (sir#0
r? dr ( 472 (sir#0)
Entonces, p, = 0 en todas partes excepto en el origen, donde es infinita.
La operacion de la divergencia no se limita a la densidad de flujo; se puede aplicar a
cualquier campo vectorial. Se aplicard a algunos conceptos electromagnéticos en los capi-
tulos posteriores.
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D3.8 Encontrar una expresion para la densidad de carga volumétrica asociada con
. dxy 2x2 2x2%y
cada uno de los siguientes campos: @) D = ——a_+ ——a, — —-aj; byD =z
Z y Z
sen¢ap+zcos¢a¢+psen¢az; D= sen@sen¢ar+cosesen¢ae+cos¢a¢.

4
Respuesta: —f @2 +72;0;0
Z

3.7 EIl operador vectorial V
y el teorema de la divergencia

Si nuevamente se recuerda que la divergencia es una operacion sobre un vector, que da como
resultado un escalar, al igual que el producto punto de dos vectores que da un escalar, parece
posible encontrar algo que pudiera “puntearse” formalmente con D para producir el escalar

oD, aD, n aD,
ox ay 0z
Obviamente, esto no puede hacerse aplicando un producto punto; el proceso debe ser una
operacion punto.

Con esto en mente, se define el operador “nabla” V como un operador vectorial.
0 ad 0

Ve=—a +—a+-—
e +8yay+82

a; 1)

Aparecen operadores escalares semejantes en varios métodos de soluciones de ecuaciones

diferenciales donde con frecuencia D reemplaza a d/dx, D* a d%/dx?, y asi sucesivamente.*

Se conviene al definir V (digase “nabla”) que se le trate como un vector ordinario con la im-

portante excepcion de que resultan derivadas parciales en vez de productos de escalares.
Considérese que V - D significa,

0 0 d
V:-D=|_—a,+ —a,+ —a;| -(D,a, + Dya, + D.a;)
ox ay 0z T
Primero considérense los productos punto de los vectores unitarios, descartando los seis tér-
minos que son cero. Asf se tiene
d 0 a
V-D=_—(Dy)+ —(Dy)+ —(D;)
0x ay 0z
donde los paréntesis pueden suprimirse para operar o diferenciar:
D, N oD, n D,
ox ay 0z

Reconocemos éstos como la divergencia de D, asi que

V-D=

oD, oD, 9D
divD=V.D= -4+ 24 =
dx ay 9z

4 Este operador escalar D, que no volverd a aparecer en el texto, no debe confundirse con la densidad de flujo eléctrico.



3.7 Eloperador vectorial V'y el teorema de la divergencia

El uso de V - D es mucho mds comtn que div D, aunque ambos tienen sus ventajas. Me-
diante el uso de V - D se pueden obtener simple y rapidamente las derivadas parciales correc-
tas, pero sdlo en coordenadas cartesianas, como se verd mds adelante. Por otro lado, div D es
un excelente recordatorio de la interpretacion fisica de la divergencia. Se utilizara la notacion
del operador V - D de ahora en adelante para indicar la operacion de divergencia.

El operador vectorial V no sélo se usa con las divergencias, sino que aparecerd en mu-
chas otras operaciones importantes, como veremos mas adelante. Una de éstas es Vu, don-
de u es cualquier campo escalar, y que da como resultado

v a n d L a du . Bua n aua
u=|(—a,+—a,+—a |u=—a +—a, + —
dx ay 8z © dx ay 9z ¢

El operador V no tiene una forma especifica en otros sistemas de coordenadas. Si se con-
sidera D en coordenadas cilindricas, entonces V - D sigue indicando la divergencia de D, o

D by s L Do 0D
0P TL 9e T oz

VD=

|-

Esta expresion se ha tomado de la seccién 3.5. No se tiene una forma propia de V que ayu-
de a obtener esta suma de derivadas parciales. Esto significa que Vu, hasta ahora sin nom-
bre pero facilmente expresada antes en coordenadas cartesianas, no puede expresarse por
ahora en coordenadas cilindricas. Asi que esta expresion se obtendrd cuando se defina Vu
en el capitulo 4.

Este estudio sobre la divergencia finalizard la presentacion de un teorema que se nece-
sitard varias veces en capitulos posteriores: el teorema de la divergencia. Este teorema se
aplica a cualquier campo vectorial para el cual existen las derivadas parciales apropiadas,
aunque serd mds sencillo establecerlo por medio de la densidad de flujo eléctrico. De he-
cho, ya se ha obtenido y ahora queda poco por hacer, excepto sefialarlo y nombrarlo, empe-
zando desde la ley de Gauss,

fD-dS:Q
s

sea,

0= / pvdv
vol

se reemplaza entonces o, por su equivalente,

V-D=p,

%D-dS:Q:/ p,,dv:/ V-Ddv
N vol vol

La primera y tltima expresiones constituyen el teorema de la divergencia,

%D-dS:/ V-Ddv (22)
S vol

se tiene,
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f __ Superficie cerrada §
i g
~ / R —
/ \ \\
Volumen v

Figura 3.7 Elteorema de la divergencia establece que el flujo total
que atraviesa la superficie cerrada es igual a la integral de la
divergencia de la densidad de flujo en todo el interior del volumen
cerrado. El volumen se muestra aqui en un corte transversal.

el cual se puede enunciar como sigue:

La integral de la componente normal de cualquier campo vectorial sobre una superficie cerrada
es igual a la integral de la divergencia de ese campo vectorial a través del volumen encerrado por
la superficie cerrada.

De nuevo debe remarcarse que el teorema de la divergencia es vélido para cualquier
campo vectorial, aunque se obtuvo especificamente para la densidad del flujo eléctrico D, y
después se tendrd la ocasion de aplicarlo a varios campos diferentes. Los beneficios deriva-
dos de este hecho son que se relaciona una triple integracion sobre algiin volumen con una
doble integracidn sobre la superficie que encierra ese volumen. Por ejemplo, es mucho mas
facil explicar la agitacidon de un liquido que llena una botella buscando fugas en la superfi-
cie de la botella que calculando la velocidad del liquido en cada punto del interior.

El teorema de la divergencia se vuelve obvio fisicamente si se considera un volumen v,
mostrado en un corte transversal en la figura 3.7, al cual lo rodea una superficie cerrada S.
Se divide el volumen en un nimero de compartimientos pequefios de tamano diferencial; si
se considera una de las celdas, se observa que el flujo divergente desde ella entra o conver-
ge en las celdas adyacentes a menos que la celda considerada contenga una porcién de la
superficie exterior. En resumen, la divergencia de la densidad de flujo en todo el interior de
un volumen conduce al mismo resultado que la determinacion del flujo neto que atraviesa
la superficie que lo encierra.

Para ilustrar el teorema de divergencia, considérese este ejemplo.

Evaluar ambos lados del teorema de divergencia para el campo D = 2xya_+ xzay C/m?yel
paralelepipedo rectangular que forman los planosx =0y 1,y=0y2yz=0y 3.

Solucién. Evaluando en primer término la integral de superficie, se puede notar que D es
paralelo a las superficies en z =0y z = 3, por lo que D + dS = 0 ahi. Para las cuatro super-
ficies restantes se tiene



Lecturas complementarias

3 2 3 2
fD-dS = / / (D)o - (—dy dza,) +/ f (D) - (dydza,)
S 0 0 0 0
3 1 3 1
+/ / (D)y—o-(—dxdzay) +/ / (D)y—> - (dx dzay)
0 0 0 0
3 2 3 2
= - / / (Dx)xzody dz + / / (Dx)x=1dy dz
0 0 0 0
3 1 3 1
- / f (Dy)y=0dx dz + / / (Dy)yzzdx dz
0 0 0 0

Sin embargo, como (D,) _, =0y (Dy)y:O = (Dy)v:Z’ se reduce a:

3 2 3 2
fD-dS:/ /.(Dx),ledydzzf / 2ydydz
s 0o Jo o Jo
3
=/ 4dz =12
0

3 )
V.D=_—Q2xy)+—x* =2y
ox ay

Puesto que

la integral de volumen se convierte en:

3 02 pl 3 02
fV-de:/ //2ydxdydz=/ / 2ydydz
vol 0 0 JO 0 0
3
:/ 4dz =12
0

y la demostracién ha concluido. Si se recuerda, cuando se utilizé la ley de Gauss también
se determind que una carga total de 12 C estaba dentro del mismo paralelepipedo.

D3.9 Dada la densidad de flujo D = 6p sen %q& a, + 1.5p cos %qﬁ a, C/m?,
evaluar los dos lados del teorema de divergencia para la region definida por p = 2,
=0, p=mz=0yz=>5.

Respuesta: 225; 225
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Lecturas complementarias

1. Kraus, J. D., y D. A. Fleisch, Electromagnetics, 5a. ed., McGraw-Hill, Nueva York, 1999. El cam-
po electrostdtico en el espacio libre se presenta en el capitulo 2.

2. Plonsey, R. y R. E. Collin, Principles and Applications of Electromagnetic Fields, McGraw-Hill,
Nueva York, 1961. El nivel de este libro es un poco mds elevado que el que se estd leyendo aho-
ra, pero es un excelente texto para ser leido “enseguida”. La ley de Gauss aparece en el segundo
capitulo.
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3.

Plonus, M. A., Applied Electromagnetics, McGraw-Hill, Nueva York, 1978. Este libro contiene
descripciones bastante detalladas de varios dispositivos practicos que ilustran las aplicaciones
electromagnéticas. Por ejemplo, véase el estudio de la xerografia en las pp. 95-98 como una apli-
cacién de la electrostatica.

Skilling, H. H., Fundamentals of Electric Waves, 2a. ed., John Wiley and Sons, Nueva York, 1948.
Las operaciones de célculo vectorial estdn bien presentadas. La divergencia se analiza en las pp. 22
y 38. La lectura del capitulo 1 resulta interesante.

Thomas, G. B., Jr. y R. L. Finney (véanse las lecturas recomendadas del capitulo 1). El teorema
de la divergencia se desarrolla y ejemplifica desde varios puntos de vista en las pp. 976-980.

Problemas

31

3.2

33

34

3.5

3.6

3.7

Un bote metalico de pintura, vacio, se coloca sobre una mesa de marmol, la tapa se
retira y ambas partes se descargan eléctricamente haciendo tierra. Se pega un hilo de
nailon en el centro de la tapa, y se adhieren al hilo una moneda de 1 centavo, otra de 5
y una mas de 10 centavos, sin que se toquen una con otra. A la moneda de 5 centa-
vos se le da una carga de +5 nC, mientras que las otras dos permanecen descargadas.
Todo este arreglo se baja dentro del bote de modo que las monedas cuelguen sin tocar
las paredes y se asegura la tapa. El exterior del bote se pone momentdneamente ha-
ciendo tierra. El dispositivo se desarma cuidadosamente con guantes y herramientas
aislantes. a) ;Qué cargas se encuentran en cada una de las cinco piezas metélicas?
b) Si a la moneda de 1 centavo se le ha dado una carga de +2 nC y a la de 5 centa-
vos una carga de —1 nC, ;cudl serfa el arreglo final de cargas?

Una carga puntual de 20 nC se encuentra en (4, —1, 3) y una carga lineal uniforme
de —25 nC/m se extiende a lo largo de la interseccién de los planos x = —4 y z = 6.
a) Calcular D en (3, —1, 0). b) ;Qué cantidad de flujo eléctrico abandona la superfi-
cie de una esfera de radio 5 y con centro en el origen? c) Repetir la parte b si el
radio de la esfera es de 10.

La superficie cilindrica p = 8 cm contiene una densidad de carga superficial py =
5¢=2k nC/m?. a) {Cudl es la cantidad de carga presente? b) ;Qué cantidad de flujo
eléctrico abandona la superficie p = 8 cm, 1 cm <z < 5 cm, 30° < ¢ < 90°?

En coordenadas cilindricas sea D = (pa , + za)/[47(p* 4 z»)']. Determinar el flu-
jo total que abandona: a) la superficie cilindrica p = 7 de longitud infinita; ») el ci-
lindro finito, p = 7, |z] £ 10.

Sea D = 4xya_+ 2(x* + z%)a, + 4yza, C/m% Evaluar las integrales de superficie y
encontrar la carga total encerrada en el paralelepipedo rectangular 0 < x <2,0 <y <
3,0<z<5m

Un volumen de carga de densidad constante p, = p,, estd en el espacio libre dentro
de laregién —oo <x < 00, —00 <y < 00,y —d/2 < z<d/2. Encontrar D y E en cual-
quier parte.

Una densidad volumétrica de carga se encuentra en el espacio libre como p = 2¢™! 000~

nC/m? para0 <r<1mmy p, = 0 en cualquier otra parte. @) Encontrar la carga to-
tal encerrada por la superficie esférica r = 1 mm. b) Utilizando la ley de Gauss, cal-
cular el valor de D, sobre la superficie » = 1 mm.



3.8

3.9

3.10

3.11

3.12

3.13

3.14

3.15

3.16

3.17

3.18

Problemas

Aplicar la ley de Gauss en su forma integral para demostrar que un campo de distan-
cia inversa en coordenadas esféricas, D = Aa, /r, donde A es una constante, requiere
que cada circulo esférico de 1 m de ancho contenga 47 A coulombs de carga. ;Esto
indica una distribucién de carga continua? Si es asi, encontrar la variacién de la den-
sidad de carga con r.

Una densidad de carga volumétrica uniforme de 80 ;«C/m? estd presente en la regién
8 mm < r < 10 mm. Sea p, = 0 para 0 < r <8 mm. a) Encontrar la carga total den-
tro de la superficie esférica r = 10 mm. b) Encontrar D, en r = 10 mm. ¢) Si no exis-
te carga en r > 10 mm, encontrar D, en r = 20 mm.

Una densidad de carga volumétrica en coordenadas esféricas varia como p, = (p, sen
7)/¥?, donde P, €s una constante. Encontrar las superficies en las que D = 0.

Sea p, = 0 para p < 1 mm, p, =2 sen(2 000 7p) nC/m’ paral mm< p<1.5mmy
p, = 0 para p > 1.5 mm en coordenadas cilindricas. Encontrar D en cualquier lugar.

El Sol radia una potencia total de 2 x 10%° watts (W). Si se pudiera determinar la
latitud y longitud de la superficie del Sol y se pudiera suponer una radiacién unifor-
me, a) ;qué potencia radiarfa la regién cuya latitud fuera 50° N y 60° N y una longi-
tud de 12° O y 27° O? b) (Cudl es la densidad de potencia sobre una superficie
esférica a una distancia de 93 000 000 millas del Sol en W/m??

Tres superficies esféricas ubicadas en r = 2, 4 y 6 m tienen densidades uniformes de
superficie de carga de 20 nC/m?, —4 nC/m? y Py Tespectivamente. a) Encontrar D
enr = 1,3y 5 m. D) Determinar pg, talque D =0en r=7m.

Una fuente de luz dentro de una esfera translicida de 20 cm de didmetro genera una
densidad de flujo luminoso de 1 000 cos? (6/2)a, lumens/m? en la superficie de la es-
fera. a) En qué direccién es minima la densidad de flujo? b) Determinar el dngulo 6
= 6, en el que la densidad de flujo es la mitad de su médximo valor. ¢) Determinar el
dngulo 6 = 6, tal que la mitad del flujo total de luz se emita dentro del cono 6 < 6,.

Una densidad volumétrica de carga estd localizada de la forma siguiente: p, = 0 pa-
rap<lmmy parap>2mm, p =4p wC/m3 para 1 < p < 2 mm. a) Calcular la
carga total en laregion 0 < p < p,, 0 <z <L, donde 1 < p, <2 mm. b) Utilizar la ley
de Gauss para determinar Dp en p = p,. ¢) Evaluar Dp en p = 0.8 mm, 1.6 mm
y 2.4 mm.

Una densidad volumétrica de carga en coordenadas esféricas de p, = 10e=%" C/m3 se
encuentra presente. @) Determinar D. b) Verificar el resultado del inciso @) evaluan-
do V- D.

Un cubo estd definido por 1 <x, y, z< 1.2. Si D = 2x*ya_+ 3x2yzay C/m?. a) Apli-
car la ley de Gauss para encontrar el flujo total que abandona la superficie cerrada
del cubo. b) Evaluar V - D en el centro del cubo. ¢) Estimar la carga total encerrada
dentro del cubo utilizando la ecuacién (8).

Determinar si la divergencia de los campos vectoriales siguientes es positiva, negati-
va o cero: a) el flujo de energia térmica en J/(m? — s) en cualquier punto de un cubo
de hielo; b) la densidad de corriente en A/m? en una barra donde fluya corriente di-
recta; ¢) la velocidad de flujo de masa en kg/(m? — s) bajo la superficie del agua con-
tenida en una palangana donde el agua circule en sentido de las manecillas del reloj
mirdndola desde arriba.
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3.19

3.20

3.21

3.22

3.23

3.24

3.25

3.26

3.27

3.28

3.29

Una superficie esférica de radio igual a 3 mm y centro en P(4, 1, 5) estd en el espa-
cio libre. Sea D = xa, C/m?. Utilizar los resultados de la seccién 3.4 para calcular el
flujo eléctrico neto que abandona la superficie de la esfera.

Suponer que la densidad de flujo eléctrico en coordenadas cilindricas es D = D a A p
Describir la dependencia de la densidad de carga p, en coordenadas p, ¢y z si a) D,
f(@.2:b) D, = (1p)fig. 2): ©) D, = f(p).

Calcular V - D en el punto especificado si a) D = (1/z%)[10xyz a + 5x%z a + 273
— 5x%y)a_| en el punto P(=2, 3, 5); b) D = 5z%a, + 10pz a_en P(3, —45°, 5);
c)D =2rsensen¢a + rcos6sen¢pa,+ rcos ¢a en P(3, 45°, —45°).

a) Un campo de densidad de flujo estd dado por F, = 5a_. Evaluar el flujo saliente
de F| a través de la superficie hemisférica , r = a, 0 <0<ml2,0< ¢ <2m. b) (Qué
observacmn sencilla hubiera ahorrado mucho trabajo en la parte a? ¢) Suponer que
el campo estd dado por F, = 5za_. Utilizando las integrales de superficie apropiadas,
evaluar el flujo neto de sahda de F, a través de la superficie cerrada formada por el
hemisferio de la parte a y su base 01rcu1ar en el plano xy. d) Repetir la parte ¢) utili-
zando el teorema de la divergencia y la integral de volumen apropiada.

a) Una carga puntual Q estd en el origen. Demostrar que div D es cero en cualquier
parte que no sea el origen. b) Reemplazar la carga puntual con una densidad de car-
ga volumétrica uniforme de p , para 0 < r < a. Establecer una relacién entre p y O
y a de tal forma que la carga total sea la misma. Encontrar div D en cualquier punto.

a) Una densidad lineal de carga uniforme p, se extiende a lo largo del eje z. Demos-
trar que V - D = 0 en cualquier parte excepto en la linea de carga. b) Reemplazar la
linea de carga por una densidad de carga volumétrica uniforme p, en 0 < p < a. Es-
tablezca una relacion entre p, y p, de tal forma que la carga por unidad de longitud
sea la misma. Encuentre V - D en cualquier otro punto.

Dentro de la drbita esférica definida por 3 < r < 4 m, la densidad de flujo eléctrico estd
dada por D = 5(r — 3)° a, C/m?. a) {Cuél es la densidad volumétrica de carga en r = 47
b) (Cudl es la densidad de flujo eléctrico en r = 47? ¢) ;Qué cantidad de flujo eléctrico
abandona la esfera en r = 4? d) ;Cudnta carga estd contenida en la esfera r = 4?

Si se tiene un gas perfecto con una densidad de masa p, kg/m?, y se asigna una ve-
locidad U m/s a cada elemento diferencial, entonces la velocidad de flujo de masa es
p,,U kg/(m? — s). El razonamiento fisico lleva entonces a la ecuacion de continuidad,
V (p,,U) = — dp,/ot. a) Explicar la interpretacion fisica de esta ecuacion. b) De-

m

mostrar que fv p,, U+ dS = —dM/dt, donde M es la masa total del gas dentro de la
superficie cerrada constante S, y explicar el significado fisico de la ecuacion.
Sea D = 5.00r’a mC/m? para r < 0.08 m y D = 0.205 a _/r? ;uC/m? para r > 0.08 m.

a) Encontrar p, para r = 0.06 m. b) Encontrar p para r = 0.1 m. ¢) ;Qué densidad de
superficie de carga podra ubicarse en » = 0.08 m paraque D = 0en r> 0.08 m?

Repetir el problema 3.8, utilizando V - D = p y tomando una integral volumétrica
apropiada.
En una regién del espacio libre se encuentra el volumen 2 <x, y, z<3,D = % Oza,

+xza, — 2xya) C/m?. a) Evaluar el lado de la integral volumétrica del teorema de
divergencia para el volumen definido aqui. ») Evaluar el lado de la integral de super-
ficie para la superficie cerrada correspondiente.



3.30

3.31

Problemas

Sea D = 20p0? a_n/Cm?. a) {Cudl es la densidad volumétrica de carga en el punto
P(0.5, 60°, 2)? b) Utilizar dos métodos diferentes para encontrar la cantidad de car-
ga dentro de la superficie cerrada limitada por p = 3,0<z<2.

Dada la densidad de flujo D = % cos (20) a, C/m?, utilizar dos métodos diferentes
para encontrar la carga total dentro de laregiéon 1 <r<2m, 1 <6<2rad, 1 <¢
<2 rad.
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Energia y potencial

n los capitulos 2 y 3 se ha adquirido cierta familiaridad con la ley de Coulomb y su

aplicacién para encontrar el campo eléctrico que produce algunas distribuciones de

carga sencillas, y también con la ley de Gauss y sus aplicaciones en la determinacion
del campo eléctrico alrededor de cualquier arreglo simétrico de cargas. La aplicacion de la
ley de Gauss resulto, invariablemente, mds sencilla para aquellas distribuciones de carga con
gran simetria porque la integracién no presenta ninguna dificultad si se selecciona en forma
adecuada la superficie cerrada.

No obstante, si se hubiese intentado determinar un campo ligeramente mas complicado,
como el que forman dos cargas puntuales diferentes, separadas por una distancia pequefa,
hubiese sido imposible encontrar la superficie gaussiana apropiada y con ello la solucién. La
ley de Coulomb, por otro lado, es mds poderosa y permite solucionar problemas en los que
la ley de Gauss es inaplicable. Sin embargo, la aplicacién de la ley de Coulomb es laborio-
sa, detallada y casi siempre compleja. La razén de que asi sea radica en el hecho de que la
intensidad de campo eléctrico, un campo vectorial, debe encontrarse en forma directa a par-
tir de la distribucién de carga. Tres integraciones diferentes se requieren normalmente para
cada componente, y encontrar el vector solucién en sus tres componentes se suma a la com-
plejidad de las integrales.

Seria deseable, sin lugar a dudas, que se pudiese encontrar la funcion escalar, ain no
definida, cuya integracién fuera sencilla y que por medio de este escalar se pudiera deter-
minar el campo eléctrico empleando algtin procedimiento directo y sencillo, como la dife-
renciacion.

Esta funcién escalar existe y se conoce como el potencial o potencial campo. Se encon-
trard que este potencial tiene una interpretacion fisica real y que es mds familiar para la ma-
yoria de la gente que el campo eléctrico que se puede obtener con él.

Se puede, entonces, tener la esperanza de contar pronto con un tercer método para en-
contrar campos eléctricos que consista en una sencilla integracion escalar, aunque no siem-
pre tan sencilla como podria desearse, seguida de una grata diferenciacion.

La dificultad restante de la tarea, correspondiente a la integracion, se tratard de allanar
en el capitulo 7. H
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4.1 Energia para mover una carga
puntual en un campo eléctrico

La intensidad del campo eléctrico se definié como la fuerza por cada unidad de carga que
se ejerce sobre una pequefia carga de prueba unitaria colocada en el punto en donde se de-
sea encontrar el valor de este campo vectorial. Si se intenta desplazar la carga de prueba en
contra del campo eléctrico, se tiene que ejercer una fuerza igual y opuesta a la que ejerce el
campo, lo cual requiere un gasto de energia debido al trabajo que es preciso realizar. Si se
desea que la carga se mueva en la direccién del campo, el gasto de energia se torna negati-
vo; no hay que realizar trabajo, el campo lo hace.

Supdngase que se quiere desplazar la carga Q a una distancia dL en un campo eléctri-
co E. La fuerza que ejerce sobre Q el campo eléctrico es

en donde el subindice sefiala que esta fuerza se debe al campo. La componente de la fuerza en
la direccidn dL, la cual se debe vencer, es

F,=F-a =QF-a,

en donde a, es un vector unitario en la direccion de dL.
La fuerza que debe aplicarse es igual y opuesta a la que ejerce el campo,

Fap1= _QE - aL

y el gasto de energia es el producto entre la fuerza y la distancia. El trabajo diferencial que
realiza el agente externo que desplaza a Q esiguala Q = —QE - a, dL = —QE - dL

0 dW = —QE-dL 2)

donde se ha sustituido a,dL por la expresién més sencilla, dL

Esta cantidad de trabajo diferencial requerido puede ser cero en ciertas condiciones que
se determinan facilmente mediante (2). Existen las condiciones triviales en las cuales E, Q
o dL son cero, y un caso, mucho mds importante, en el cual E y dL son perpendiculares en-
tre si. En este ultimo caso la carga se desplaza en una trayectoria cuya direccion siempre
forma dngulos rectos con el campo eléctrico. Existe una buena analogia entre el campo eléc-
trico y el campo gravitacional, en ambos debe gastarse energia para moverse en contra de
la direccién del campo. Deslizar una masa con velocidad constante sobre una superficie irre-
gular sin friccién es un proceso en el que no se necesita realizar esfuerzo si la masa se des-
plaza a lo largo de un contorno con elevacién constante; sin embargo, el movimiento a una
mayor o menor elevacién si implica la realizacion de trabajo positivo o negativo, respecti-
vamente.

Regresando al problema de la carga en el campo eléctrico, el trabajo necesario para mo-
ver la carga a una distancia finita debe determinarse cuando se integra,

final
W=-0 E-dL (3

inicial

Interactivos
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donde la trayectoria debe especificarse antes de evaluar la integral. Ademads, se supone que
la carga estd en reposo tanto al partir de la posicion inicial como al llegar a la final.

Esta integral definida es fundamental en la teoria de campo, y la seccion siguiente se
dedica a interpretarla y evaluarla.

D4.1 Dado el campo eléctrico E = Lz (8xyza, + 4xzzay — 4x2yaz) V/m, encontrar
b4

la cantidad diferencial de trabajo para mover una carga de 6 nC una distancia de 2um,

comenzando en P(2, —2, 3) y procediendo en la direccion a, = : a) — g a + %ay
20.py 06, 3, _2,.33 6
+7az,b) 7ax 7ay 7az,c) 7ax+ 7ay.

Respuesta: —149.3 {J; 149.3 {]; 0

4.2 La integral de linea

La expresion de la integral para el trabajo realizado al desplazar una carga puntual Q de una
posicion a otra, ecuacién 3, es un ejemplo de una integral de linea, la cual, en la notacién
del andlisis vectorial, siempre tiene la forma de una integral evaluada a lo largo de una tra-
yectoria preestablecida del producto punto entre el campo vectorial y el vector diferencial
de longitud dL de la trayectoria. Sin utilizar el andlisis vectorial, se tiene que escribir
final
W=-0 E; dL

inicial
en donde E, = componente de E en la direccién de dL.

Una integral de linea es esencialmente descriptiva y esta caracteristica la comparte con
otras integrales utilizadas en el andlisis avanzado, incluyendo la integral de superficie que
aparece en la ley de Gauss. Resulta mds grato entender su significado que tratar de resolver-
la. La integral de linea sugiere escoger una trayectoria, dividirla en un gran nimero de seg-
mentos pequefios, multiplicar las componentes del campo paralelas a cada segmento por la
longitud del segmento y sumar todos los productos restantes. Esto es s6lo una sumatoria,
claro estd, y el valor exacto de la integral se obtendrd cuando el ndmero de los segmentos
se vuelva infinito.

Este procedimiento se indica en la figura 4.1, donde la linea curva representa la trayec-
toria escogida desde la posicién inicial B hasta la posicién final A,! y en donde se ha selec-
cionado un campo eléctrico uniforme por simplicidad. La trayectoria se divide en seis

segmentos, AL, AL,, . . ., AL, y las componentes de E paralelas a cada segmento son E, ,,
E,,, ..., E, . Entonces, el trabajo realizado en el movimiento de una carga Q desde B has-

ta A es aproximadamente

W=—-0(EnAL + EnALy+ -+ Er6ALe)
o utilizando notacién vectorial,

W=—-QE; AL +E;-AL; +--- 4+ E¢- ALg)

!' La posicion final se ha designado con la letra A para que corresponda con la convencién utilizada respecto de la
diferencia de potencial, que se estudia en la seccion siguiente.
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Posicion final A

Posicién inicial
Figura 4.1 Interpretacién gréfica de una integral de linea en un campo uniforme.
La integral de linea de E entre los puntos B y A es independiente de la trayectoria

seleccionada, aun en un campo no uniforme. Este resultado no es valido, en
general, para campos que varian con el tiempo.

y como se ha supuesto que el campo es uniforme,

El=E=--=F
W =—QE-(AL; + ALy + - -- + ALg)

(Qué significado tiene la suma de los segmentos vectoriales dentro del paréntesis en la
expresion anterior? Los vectores se suman utilizando la ley del paralelogramo y la suma es

justamente el vector L, dirigido del punto inicial B al punto final A. Por lo tanto,

W = —QE-Lg4 (uniforme E) “4)
Si se recuerda la interpretacion de la integral de linea como una sumatoria, este resul-

tado para el campo eléctrico uniforme se puede obtener rapidamente de la siguiente expre-
sion integral:

A
W=-0 f E-dL 5
B
que aplicada a un campo uniforme resulta
A
W =—-QE- f dL
B

en donde la ultima integral se transforma en L, y
W = —QE-Lp, (uniforme E)

A este caso especial con campo eléctrico uniforme se debe que el trabajo necesario pa-
ra mover la carga s6lo dependa de Q, E y L,, vector trazado del punto inicial al punto

83



84

CAPITULO 4 Energiay potencial

final de la trayectoria escogida. No depende de ninguna trayectoria en particular seleccio-
nada para trasladar la carga. Si se lleva desde B hasta A a lo largo de una linea recta o de
cualquier curva, sin importar lo complicado que sea, la respuesta es siempre la misma. Se
mostrard en la seccién 4.5 que un argumento idéntico puede emplearse en un campo (esta-
tico) E no uniforme.

Considérense los ejemplos siguientes para ilustrar la forma en que se establece la inte-
gral de linea (5).

Se proporciona el campo no uniforme
E = ya, +xa, + 2a;
y se pide determinar el trabajo realizado en transportar una carga de 2C de B(1, 0, 1) a A(0.8,
0.6, 1) a través del arco mas corto del circulo
X4yP=1 z=1
Solucion. Se utiliza W = —Q /BA E - dL, donde E no es necesariamente una constante. Si

se trabaja en coordenadas cartesianas, la diferencial de trayectoria dL es dxa  + dyay +dza,
y la integral se transforma en

A
—Q/ E-dL
B

A
—2/ (ya, +xa, +2a;)-(dxa, +dya, +dza,)
B

0.8 0.6 1
—Zf ydx—Z/ xdy—4/ dz
1 0 1

en donde los limites de la integral se escogieron de acuerdo con los valores inicial y final de
las variables de integracién apropiadas. Utilizando la ecuacién de la trayectoria circular (y
escogiendo el signo correcto del radical de acuerdo con el cuadrante en el que se esté traba-
jando), tenemos

w

08 0.6
-2 V1—x2dx -2 V1—y2dy -0

1 0

0.8 0.6
—[x 1 —x2+sen”! x]l — [y\/l —y24sen”! y]o
—(0.48 +0.927 — 0 — 1.571) — (0.48 + 0.644 — 0 — 0)
—0.96]

=
[

Encontrar de nuevo el trabajo que se requiere para llevar una carga de 2C de B a A en el mis-
mo campo, pero en esta ocasion utilizando la trayectoria en linea recta de B a A.

Solucién. Primero se determinan las ecuaciones de la linea recta. Cualquier par de las siguien-
tes tres ecuaciones para los planos que pasan a través de la linea son suficientes para definirla:
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YA — VB
y—yp= (x —xB)
— AB
ZA —ZB
Z—2Zp= (y =)
— VB
XA — X
x —xp=—2""B(z—2zp)
ZA — B

De la primera de las ecuaciones anteriores tenemos
y=-3x-1)

y de la segunda
z=1

0.8 0.6 1
W=—2/ ydx—Z/ xdy—4/ dz
1 0 1
0.8 0.6
y
6 —1Ddx -2 1—=)d
/1 (x — dx /0 (1-2) a

=—-096]J

Asi que:

Esta es la misma respuesta que se obtuvo utilizando la trayectoria circular entre los mis-
mos puntos y una vez mds se demuestra el enunciado (atin no probado) de que el trabajo
realizado es independiente de la trayectoria tomada si el campo es electrostatico.

Debe notarse que las ecuaciones de la linea recta muestran que dy = —3dx y dx =
—3dy. Estas sustituciones pueden realizarse en las dos primeras integrales anteriores, junto
con un cambio en los limites, obteniéndose la solucién final evaluando las nuevas integra-
les. Este método es normalmente mds sencillo cuando el integrando es una funcién de una
sola variable.

Obsérvese que en las expresiones para dL en los tres tipos de sistemas de coordenadas
se deben utilizar las diferenciales de longitud obtenidas en el primer capitulo (rectangular
en la seccion 1.3, cilindrica en la seccion 1.8 y esférica en la seccion 1.9):

dL=dxa, +dya,+dza, (rectangular) (6)
dL =dpa, + pdpa, +dza, (cilindrica) @)
dL =dra, +rdfag+rsenf dpa, (esférica) 8)

La relacién que guardan las diversas variables en cada expresion las determina la ecuacién
especifica de la trayectoria.

Como tltimo ejemplo ilustrativo de evaluacion de la integral de linea, se consideraran va-
rias trayectorias tomadas cerca de una linea de carga infinita. La expresién del campo ya se ha
obtenido varias veces antes y se sabe que s6lo tiene componente en la direccion radial,

PL

E=E,, = —2n€0pap
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Linea infinita
de carga p; Pr

Pi

|

dL=dpa,
dL=p,d¢pa,

a) b)

Figura 4.2 2a) Una trayectoria circular y b) una trayectoria recta radial a lo largo de las
cuales una carga Q es trasladada en el campo creado por una linea de carga infinita.
Ningun trabajo se realiza en el primer caso.

Se calculard primero el trabajo realizado al mover una carga positiva Q a lo largo de
una trayectoria circular de radio p,, centrada en la linea de carga como lo ilustra la figura
4.2a. No vale la pena siquiera tomar un lapiz, se ve inmediatamente que el trabajo debe ser
nulo porque la trayectoria es siempre perpendicular a la direccion de la intensidad de cam-
po eléctrico o, dicho de otra forma, la fuerza ejercida en la carga forma siempre un dngulo
recto con la direccién en la cual se estd moviendo. S6lo como préctica se realizard la inte-
gracion para obtener la solucién.

Se seleccionan las coordenadas cilindricas para expresar el elemento diferencial dL y la tra-
yectoria circular requiere que dp y dz sean cero, asi que dL. = p, dp a 5 El trabajo es, entonces,

final oL

—Qf ———a,-prdoa
inicial 27T€0I01 ! ¢
2

—Q/ e d¢ap-a¢=0

Si ahora la carga se mueve de p = a a p = b a lo largo de una direccién radial (figura
4.2b), resulta dL. = d,oap y

w

final
oL PL
inicial 2 €0 P a 2 € P
(0]
OprL , b
=— In —
2wey  a

Como b es mayor que a, In(b/a) es positivo, y se observa que el trabajo realizado es ne-
gativo, esto indica que el agente externo que interacciona con la carga recibe energia al no
permitir que se acelere.

Uno de los errores mds frecuentes que se comete al evaluar la integral de linea es utili-
zar demasiados signos negativos cuando una carga se mueve en la direccién en que decre-
cen los valores de alguna de las coordenadas. Esto ya se toma en cuenta completamente en
los limites de la integral y no tiene por qué haber confusidn, ni intentar cambiar el signo de
dL. Supéngase que se traslada Q desde b hasta a (figura 4.2b). Atn tenemos dL = d,oap y
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el cambio en la direccién queda automaticamente incluido con sélo tomar p = b como pun-
to inicial y p = @ como punto final,

W:_Q/“ p_dp _ QpL b
p, 2mey p 2wey  a

Este resultado es el negativo de la solucién anterior e indudablemente es correcto.

D4.2 Calcular el trabajo realizado para llevar una carga de 4 C de B(1, 0, 0) a A(0, 2, 0)
a lo largo de la trayectoria y = 2 — 2x, z = 0 en el campo E =: a) 5a_V/m; b) Sxa,
V/m; c¢) Sxax + Syay V/m.

Respuesta: 20J; 10J; —30J

D4.3 Se verd después que un campo E variable con el tiempo no es necesariamente
conservativo. [Si no fuera conservativo, el trabajo expresado en la ecuacién (3) podria
estar en funcién de la trayectoria utilizada.] Sea E = ya, V/m en cierto instante, calcu-
le el trabajo necesario para mover una carga de 3 C desde (1, 3, 5) a (2, 0, 3) a lo lar-
go de segmentos rectilineos que unen los puntos: a) (1, 3, 5) con (2, 3, 5) con (2, 0,
5) con (2, 0, 3); b) (1, 3, 5) con (1, 3, 3) con (1, 0, 3) con (2, 0, 3).

Respuesta: —9J; 0
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4.3 Definicion de diferencia
de potencial y potencial
Ahora todo queda listo para definir un nuevo concepto a partir de la expresion para el tra-

bajo que realiza un agente externo al mover una carga Q de un punto a otro en un campo
eléctrico E, “Diferencia de potencial y trabajo”.

final
W=— E-dL

inicial

De la misma manera que se defini6 a la intensidad de campo eléctrico como la fuerza
por unidad de carga, se define ahora la diferencia de potencial V como el trabajo que se rea-
liza (por un agente externo) al mover una unidad de carga positiva de un punto a otro en un
campo eléctrico,

final
Diferencia de potencial =V = — / E-dL )

inicial

Se debe llegar a un acuerdo sobre la direccién del movimiento utilizado para que coin-
cida con el lenguaje, y esto se logra estableciendo que V, , significa la diferencia de poten-
cial entre los puntos A y B y es el trabajo realizado al mover una carga unitaria desde B
(mencionada en segundo lugar) hasta A (mencionada en primer lugar). Asi, al determinar

V,p B es el punto inicial, y A el punto final. La razén de esta definicién peculiar serd com-

(N
llustraciones
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prendida mds adelante, cuando se vea que al punto inicial B se le asocia normalmente un
punto al infinito, mientras que el punto final A representa la posicion fija de la carga; por lo
tanto, el punto A es de naturaleza mds significativa.

La diferencia de potencial se mide en joules por coulomb, de lo cual se define el volt,
la unidad mds cominmente utilizada y cuya abreviatura es V. Por consiguiente, la diferen-
cia de potencial entre los puntos A y B estd dada por

A
VAB=_/ E-dLV (10)
B

donde V, , es positivo si se realiza trabajo cuando la carga se mueve de B a A.
En el ejemplo de la linea de carga de la seccidn anterior encontramos que el trabajo rea-
lizado al desplazar una carga Q desde p = b hasta p = a era
OpL . b
n
2mey a

Vap = —=-—1In— an

Se puede comprobar la validez de la definicién determinando la diferencia de potencial
entre los puntos A y B localizados a las distancias r, y r, medidas radialmente desde una
carga puntual Q positiva. Escogiendo el origen en Q,

E=E,a = Lar
47'[601’2
y
dL = dra,

se tiene

A ra 1 1

VA3=—/ E-dL:—/ derz Q(———) (12)
B ry  dmMEQT dmeg \ry 1

Si r > r,, la diferencia de potencial V,, es positiva, lo que indica que el agente exter-
no gasta energia para llevar una carga positiva de r, a r,. Esto concuerda con la imagen fi-
sica que muestra a dos cargas similares repeliéndose mutuamente.

A veces es conveniente hablar del potencial o potencial absoluto de un punto, mas que
de la diferencia de potencial entre dos puntos. Esto sélo significa medir la diferencia de po-
tencial de cada punto con respecto a un punto especifico de referencia y que se considera
como un potencial igual a cero. Debe llegarse a un acuerdo acerca de la referencia cero si
se quiere que el potencial tenga un significado claro. Una persona que con una mano toca
las placas deflectoras de un tubo de rayos catédicos, localizados en “un potencial de 50 V”,
y que con la otra toca el catodo estaria probablemente demasiado agitada por el “toque” re-
cibido como para darse cuenta de que el cidtodo no es la referencia cero, sino que todos los
potenciales del circuito comtinmente se miden con respecto a la caja metdlica que rodea al
tubo. El catodo podria ser de varios miles de volts mds negativo con respecto a tal cubierta.

Quiza el punto de referencia cero mas utilizado para las medidas tanto experimentales
como fisicas es la “tierra”, término con el que se denota el potencial de la region superficial
de la Tierra misma. Tedricamente, se acostumbra representar esta superficie por medio de
un plano infinito con potencial cero, aunque en problemas a gran escala, como los relativos
a la propagacion de sefiales a través del océano Atldntico, se requiere que la superficie sea
esférica con un potencial cero.
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Otro “punto” de referencia muy utilizado es el infinito. Generalmente aparece en proble-
mas tedricos en los que se modelan situaciones fisicas en las que la Tierra estd relativamente
lejos de la region cuyo estudio interesa; ejemplos de este tipo es el campo estdtico cerca de la
punta del ala de un aeroplano que ha adquirido carga al volar a través de una tormenta o el
campo en el interior de un d&tomo. En el caso del campo de potencial gravitacional cercano a
la superficie de la Tierra, la de referencia cero se toma generalmente al nivel del mar; sin em-
bargo, para una misién interplanetaria resulta mds conveniente localizarlo en el infinito.

En ciertas ocasiones, cuando existe simetria cilindrica y el infinito resulta inconvenien-
te, puede utilizarse una superficie cilindrica con radio definido como referencia cero. En un
cable coaxial se elige el conductor externo como el potencial de referencia cero. Por otro la-
do, existen numerosos problemas especiales en los cuales es necesario seleccionar como su-
perficie de potencial cero un hiperboloide de doble hoja o una esfera achatada; sin embargo,
este tipo de problemas no debe preocupar por el momento.

En resumen, si el potencial en el punto A es V, y en B es V, entonces

Vap = V4 — Vp (13)

en la cual necesariamente V, y V, deben medirse con respecto al mismo punto de potencial
de referencia cero.

D4.4 Un campo eléctrico se expresa en coordenadas cartesianas como E = 6xzax
F 6yay + 4a_V/m. Encontrar: a) V,,, si los puntos M y N estdn definidos como
M2, 6, —1)y N(—=3, =3,2);b) V,,si V=0en Q(4, =2, =35);¢c) V,si V=2en
P(1, 2, —4).

Respuesta: —139.0V; —120.0V; 19.0V

4.4 EIl campo de potencial
de una carga puntual

En la seccién anterior se encontr6 la expresion (12) para la diferencia de potencial existen-
te entre dos puntos localizados en r = r, y r = r, en el campo de una carga punto Q loca-
lizada en el origen,

1 1
VAB=£<___> =Vs—Vp (14)

A rp

Se supuso entonces que los dos puntos pertenecian a la misma linea radial o que tenian
las mismas coordenadas 6 y ¢, permitiendo asi establecer un camino simple sobre dicha ra-
dial para llevar la carga positiva. Debemos preguntarnos ahora si en los diferentes valores
de 0y ¢ para las posiciones inicial y final afectardn la respuesta, y también si podemos
escoger trayectorias mas complicadas entre los dos puntos sin que existan cambios en los
resultados. Se resolveran ambas preguntas simultdneamente escogiendo dos puntos cuales-
quiera A y B (figura 4.3), localizados a distancias radiales r, y r,, y cualquier valor para las
otras coordenadas.

La diferencial dL de longitud de la trayectoria tiene componentes r, 6 y ¢, en tanto que
el campo eléctrico sélo tiene en la direccion radial. Utilizando el producto punto resulta

ra ra 1 1
VABZ—/ Erdrz—/ derz Q(———)
. ry Aegr dmeo \ra  Ts
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A(ry, 64, ¢4)

/—dL=dra.+rdfag+rsen6dpa,

Trayectoria <

rp 'B(VB,GB,d)B)

1Q o

Figura 4.3 Una trayectoria cualquiera entre los puntos B y A del campo
de una carga puntual Q localizada en el origen. La diferencia de potencial
V,5 s independiente de la trayectoria seleccionada.

Se obtiene la misma respuesta, con lo que se demuestra que la diferencia de potencial
entre dos puntos, en el campo que produce una carga punto, depende solamente de la dis-
tancia de cada punto a la carga y no de la trayectoria en particular utilizada para mover la
carga unitaria de un punto a otro.

(Cémo se podria definir convenientemente un potencial con referencia cero? La posi-
bilidad mds sencilla es hacer que V = 0 en el infinito. Si alejamos el punto r = r, hasta el
infinito, el potencial r, se convierte en

V=2
47T€07'A

0, como no existe razén para identificar a este punto con el subindice A,

0
V= dmegr (15

Esta expresion define el potencial en cualquier punto ubicado a una distancia » de una
carga punto Q situada en el origen, tomando como referencia cero al potencial en un punto
cuya distancia a la carga sea infinito. Considerando la interpretacion fisica, puede decirse
que Q/4mer joules de trabajo se necesitan para transportar una carga de 1 C desde el infi-
nito a cualquier punto que se encuentre a r metros de la carga Q.

Un método para expresar convenientemente el potencial sin tener que definir una refe-
rencia cero consiste en identificar otra vez r, como r y haciendo Q/4rmer, una constante.
Entonces se tiene que

_ 9

T dweyr

C (16)

y C, se puede escoger de tal forma que V = 0 para cualquier valor de r. También es posible
seleccionar la referencia cero de una manera indirecta eligiendo V como V para r = r,,.

Se debe observar que la diferencia de potencial entre dos puntos no es una funcién de C,.

La ecuacion (15) o la (16) representan el campo de potencial de una carga puntual. El
potencial es un campo escalar y no involucra ningiin vector unitario.

Ahora puede definirse la superficie equipotencial como la superficie que componen to-
dos aquellos puntos cuyo potencial tiene el mismo valor. No es necesario realizar ningtin
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trabajo para mover una carga sobre una superficie equipotencial, ya que por definicién no
hay diferencia de potencial entre cualquier par de puntos situados en la superficie.

Las superficies equipotenciales en el campo de potencial de una carga puntual son es-
feras centradas en la carga puntual.

Si se inspecciona la forma del potencial campo de una carga punto se observa que es
un campo que varia inversamente con la distancia, mientras que la intensidad del campo
eléctrico lo hace inversamente al cuadrado de la distancia. Un resultado similar ocurre con
el campo de fuerza gravitacional de una masa puntual (fuerza que varia inversamente con la
distancia). La fuerza gravitacional que ejerce la Tierra sobre un objeto a un millén de km de
ella es cuatro veces mayor a la ejercida sobre el mismo objeto a una distancia de dos millo-
nes de km. Sin embargo, la energia cinética que adquiere un cuerpo que cae libremente em-
pezando desde el “final” del Universo, con velocidad inicial cero, es solamente dos veces
mayor cuando llega a un millén de km de distancia que cuando se llega a dos millones de
km de la Tierra.

D4.5 Una carga puntual de 15 nC se encuentra en el espacio libre situada en el ori-
gen. Calcular V| si el punto P, se encuentra en P (—2,3, —=1)y: a) V=_0en (6, 5, 4);
b) V =0 en el infinito; ¢) V=5V en (2, 0, 4).

Respuesta: 20.67 V; 36.0 V; 10.89 V

4.5 EIl campo de potencial de un sistema
de cargas: propiedad conservativa

El potencial en un punto se definié como el trabajo realizado al llevar hasta €l una unidad
de carga positiva desde el punto de referencia cero. Existen indicios de que este trabajo, y
por ende el potencial, es independiente de la trayectoria tomada. Si no ocurriera asi, el po-
tencial no seria un concepto tan util.

Ahora se demostrara esta afirmacion. Para lograrlo se comenzara con el campo de po-
tencial de una carga puntual, para el cual ya se ha demostrado, en la seccidn anterior, la in-
dependencia del trabajo con respecto a la trayectoria, tomando en cuenta que el campo es
lineal con respecto a la carga, y que, por lo tanto, la superposicién es aplicable. En conse-
cuencia, se concluird que el potencial de un sistema de cargas tendrd un valor en cualquier
punto que es independiente de la trayectoria empleada para llevar la carga de prueba hasta
ese punto.

Por lo tanto, el campo de potencial de una carga punto, Q,, localizada en r, involucra
solo la distancia [r — r,| desde Q, hasta el punto r donde se requiere establecer el valor del
potencial. Si se elige el punto de referencia de potencial cero en el infinito, se tiene

01

V)= ———
® 4eglr — 1y |

El potencial del')ldo a'dos cargas, 0, enr,y Q2 en r,, serd funcion solamente de [r —r,| y
[r — r,]|, las| distancias de Q, y Q,, respectivamente, al punto en el cual se desea cono-
cer el campo

Vi) = Qi 0>

" dmeglr — 1| 4meglr — 1o

llustraciones
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Si se continda afadiendo cargas, se encuentra que el potencial debido a n cargas puntuales es

01 0> Oy

dreglr — ry|  4dmep|r — ;| 4 eg|r — 1|

V(r)=

v =Y O (7

= dmeolr — 1y

Si ahora se considera que cada carga puntual puede representarse por un pequefio elemento

de una distribucion de carga volumétrica continua p Av, entonces se tiene

Pu(r)Av; Pu(r2)Avy Pu(r,)Av,
V(r) = Lo M
dreglr — ry|  4meplr — ;| dreplr — 1, |

En el limite, cuando el nimero de elementos tiende a infinito, se obtiene la expresién
integral

V(r)zf M (18)

ol 4megir — 1|

Se ha avanzado una buena distancia desde que se comenzé con el campo de potencial
creado por una sola carga puntual y serfa conveniente hacer un alto y examinar (18) para re-
frescar la memoria sobre el significado de cada término. El potencial V(r) estd determinado
respecto de una referencia cero en el infinito y es la medida exacta del trabajo realizado al
traer una unidad de carga desde el infinito hasta el punto r en donde se requiere conocer el
valor del potencial. La densidad de carga volumétrica ,oy(r’) y el elemento diferencial de vo-
lumen dv’ se combinan para representar una cantidad diferencial de carga p (r')dv’ locali-
zada en r'. La distancia |r — r'| es la distancia entre la fuente puntual de carga y el lugar en
el que se desea medir el potencial. La integral es una integral mdltiple (de volumen).

Si se trata de una distribucion lineal o superficial de carga, la integracidn se realiza a lo
largo de la linea o sobre la superficie involucrada:

V(r)sz (19)

dreplr — 1|

V(r):/M (20)
s 4meglr — 1|

La expresién mds general para el potencial se obtiene combinando (17), (18), (19) y (20).

Estas expresiones integrales del potencial, en términos de la distribucién de carga, se
pueden comparar con expresiones similares para la intensidad de campo eléctrico, tal como
lIa (18) de la seccién 2.3:

Er) — / o@)dv r—r

o 4meglr — /|2 |r —r/|

De nuevo se observa que el potencial cambia inversamente con la distancia, y que la in-
tensidad del campo eléctrico lo hace inversamente al cuadrado de la distancia. Y que este
ultimo es, por supuesto, un campo vectorial.

La forma en que se utiliza una de estas integrales para el potencial se ilustra determi-
nando el campo V en el eje z debido a una distribucién con densidad de carga lineal p,, en
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Figura 4.4 El campo de potencial de un anillo que tiene
una densidad de carga lineal uniforme se obtiene facilmente
de V= [p,(r)dL’/(4meyr — 1')).

forma de anillo con radio p = a, y contenido en el plano z = 0, como lo muestra la figura 4.4.
Si se trabaja con (19), se tiene que dL' = ad¢’, r = za, r'= aa, r—r|=Va+22y

2 l
d
V:/ pradg pLa
0

dmegpal + 22 2epval + 22

En resumen, con la referencia cero en el infinito se tiene lo siguiente:

1. El potencial debido a una carga puntual es el trabajo requerido para trasladar una uni-
dad de carga positiva desde el infinito hasta el punto en el cual se desea conocer el po-
tencial. Ademas, el trabajo es independiente de la trayectoria seleccionada.

2. El campo de potencial debido a cierto nimero de cargas puntuales es la suma de los
campos de potencial individuales que cada una de ellas produce.

3. El potencial en un punto debido a cierto nimero de cargas puntuales o a una distribu-
cién de carga continua puede encontrarse desplazando una unidad de carga desde el in-
finito hasta el punto en cuestién a lo largo de cualquier trayectoria que se escoja.

En otras palabras, la expresion del potencial (con la referencia cero en el infinito),

A
VA:—/ E-dL

o]

o la diferencia de potencial,

A

VAB=VA—VB=—/ E-dL
B

no dependen de la trayectoria escogida para evaluar la integral de linea, cualquiera que sea
la fuente productora del campo E.
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Este resultado se establece frecuentemente de una manera mas concisa tomando en
cuenta que no se realiza trabajo cuando una carga se lleva por cualquier trayectoria cerra-
da, es decir,

fE-dL:O 1)

Se traza un pequefo circulo sobre el signo de la integral para indicar que la trayectoria
es cerrada. Este simbolo también apareci6 en la expresién de la ley de Gauss, en donde se
utilizé una superficie cerrada para la integracion.

La ecuacién (21) es verdadera para campos estdticos, pero como se verd en el capitulo
10, Faraday demostré que resulta incompleta cuando esta presente un campo magnético que
varia con el tiempo. Una de las mayores contribuciones de Maxwell a la teoria electromag-
nética fue demostrar que un campo eléctrico que varfa con el tiempo produce un campo
magnético, por lo que debe esperarse que la ecuacion (21) resulte incorrecta cuando E o H
varien con el tiempo.

Fijando la atencién inicamente en el caso de un campo estatico E que no cambia con
el tiempo, se considerard el circuito de cd de la figura 4.5. Se han marcado dos puntos, A
y B, y la ecuacién (21) afirma que no se realiza trabajo para mover una unidad de carga
desde A hasta B pasando por R, y R;, y luego de regreso hasta A pasando por R, o dicho
de otra manera, la suma de las diferencias de potencial a lo largo de cualquier trayectoria
cerrada es cero.

La ecuacioén (21) resulta ser, por lo tanto, una expresion mds general que la ley circui-
tal de Kirchhoff para voltajes. Es mds general en cuanto a que se puede aplicar a cualquier
regioén donde exista un campo eléctrico y no se restringe a un campo convencional compues-
to de alambres, resistencias y baterias. La ecuacién (21) debe corregirse antes de que se pue-
da utilizar para campos que varien con el tiempo. Se tendrd el cuidado de hacerlo en los
capitulos 10 y 13, en donde se estard en posibilidad de establecer la forma general de la ley
de voltajes de Kirchhoff para corrientes y voltajes que varien con el tiempo.

Cualquier campo de fuerza que satisface una ecuacion de la forma de (21), es decir, en
donde una integral de linea cerrada dentro del campo es cero, se le llama campo conserva-
tivo. El nombre se origina en el hecho de que no es necesario realizar trabajo (la energia se
conserva) alo largo de una trayectoria cerrada. El campo gravitacional es conservativo, por-
que cualquier energia invertida en mover (elevar) un objeto en contra de €l se recupera com-

L I

.
B

Figura 4.5 Un problema sencillo con un circuito cd que
debe resolverse considerando ¢ E - dlL = 0 como la ley
circuital de Kirchhoff para voltajes.
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pletamente cuando el objeto regresa (baja) a su posicién inicial. Un campo gravitacional no
conservativo podria solucionar nuestros problemas de energia para siempre.

Dado un campo no conservativo, es posible que la integral de linea sea cero para algu-
nas trayectorias cerradas. Por ejemplo, considérese el campo de fuerza F =senm pa,. Alo
largo de una trayectoria circular de radio p = p,, se tiene dL. = p d¢ a 5 Y

(4

2 2
?gF-dL = / senmpag - prdg a, = / p1senmp; do
0 0
= 27 p; sen TPy

La integral es cero si p, = 1, 2, 3, . . ., etc., pero no para todos los valores de p,; es de-
cir, para la mayoria de las trayectorias cerradas. El campo dado es, por tanto, no conserva-
tivo. En un campo conservativo la integral de linea a lo largo de cualquier trayectoria
cerrada se debe anular.

D4.6 Suponiendo que la referencia cero se halla en el infinito, encuentre el poten-
cial en (0, 0, 2) que causa la siguiente configuracioén de carga en el espacio libre:
a) 12 nC/m en la linea p = 2.5 m, z = 0; b) una carga puntual de 18 nC en (1, 2, —1); ¢)
12 nC/m en la linea y = 2.5, z = 0.

Respuesta: 529V;43.2V; 674V

4.6 Gradiente de potencial

Se tienen ahora dos métodos para determinar el potencial, uno se calcula directamente de la
intensidad de campo eléctrico por medio de una integral de linea, y el otro a partir de la dis-
tribucién de carga, evaluando una integral de volumen. Ninguno de ambos métodos es util pa-
ra la determinacién de los campos en la mayoria de los problemas practicos, porque, como se
verd después, la intensidad de campo eléctrico y la distribucién de carga son, por lo general,
desconocidos. La informacién preliminar con la que se cuenta consiste principalmente de la
descripcion de las superficies equipotenciales, como decir que se tienen dos placas paralelas
conductoras de seccion circular a potenciales de 100 V' y —100 V. En un caso asi, es posible
que se quiera encontrar la capacitancia entre los dos conductores o la distribucién de carga y
de corriente sobre los mismos, puesto que esto permite calcular pérdidas.

Estas cantidades se obtienen facilmente, si se sabe cémo, del campo de potencial, por
lo que la meta principal serd encontrar un método sencillo para determinar la intensidad de
campo eléctrico a partir del potencial.

Se tiene ya la relacion general entre estas cantidades por medio de la integral de linea,

V:—/E-dL (22)

sin embargo, ésta es mucho mas facil de utilizar en la direccion contraria, es decir, dado E,
encontrar V.

Sin embargo, (22) se puede aplicar a un pequefio elemento de longitud AL a lo largo
del cual E es basicamente constante, y producir un incremento AV en la diferencia de po-
tencial dado por

AV = —E-AL (23)
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Figura 4.6 Un vector incremento de longitud AL se
muestra formando un angulo 6 respecto al campo E,
indicado por las lineas de flujo. No se muestra la fuente que
produce el campo.

En primer lugar, se tratard de ver si es posible determinar con esta ecuacién alguna nue-
va informacién acerca de la relacién de V con E. Considérese una regién cualquiera del es-
pacio, como la que muestra la figura 4.6, en la cual tanto E como V cambian continuamente
de un punto a otro. La ecuacién (23) sugiere que se escoja un incremento vectorial de lon-
gitud AL = AL a, para multiplicar su magnitud por la componente de E en la direccién de
a, (una interpretacion del producto punto) y asi obtener la pequefia diferencia de potencial
entre los puntos de los extremos final e inicial de AL.

Si se escoge la letra 6 para designar el angulo entre AL y E, se obtiene

AV = —EALcosf

Se desea ahora tomar el limite para considerar la derivada dV/dL. Para esto, es necesa-
rio mostrar que V puede interpretarse como una funcion V(x, y, z). Hasta el momento, V no
es mds que el resultado de la integral de linea (22). Si se supone un punto inicial especifico
o punto de referencia de potencial cero y se le asignan al punto final las coordenadas (x, y, z),
se sabe que el resultado de la integracién tendrd que ser una funcién que depende solamente
del punto final (x, y, z) dado que E es un campo conservativo. Por lo tanto, V es una funcién
univalente V(x, y, z). Se puede proceder a tomar el limite y entonces obtener

dv
— = —FEcosf
dL

(Qué direccion debe tener AL para obtener un valor maximo de AV? Recuérdese que E
tiene un valor definido en el punto en el cual se estd trabajando e independiente de la direc-
cién de AL. La magnitud AL también es constante y nuestra variable es a,, el vector unita-
rio que muestra la direccion de AL. Es evidente que el incremento maximo positivo del
potencial, AVméX, ocurre cuando cos 6 es —1, o sea, cuando AL apunta en la direccién opues-
ta al campo E. Con esta condicién se tiene

dv

- —E
dL

max
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Figura 4.7 Un campo de potencial se muestra mediante sus
superficies equipotenciales. En cualquier punto, el campo E es
normal a la superficie equipotencial que pasa a través de ese
punto y se dirige hacia las superficies mas negativas.

+10

Este pequefio ejercicio sirvid para mostrar dos caracteristicas de la relacién entre Ey V
para cualquier punto:

1. La magnitud de la intensidad del campo eléctrico estd dada por el maximo valor de la
razén de cambio del potencial con respecto a la distancia.

2. Este valor maximo se obtiene cuando la direccion del incremento de distancia es opues-
ta a E, o dicho con otras palabras, la direccién E es opuesta a la direccién en la cual el
potencial aumenta mas rdpidamente.

Ahora se ilustrardn estas relaciones en términos del potencial. Supéngase que la figura 4.7
muestra la informacién obtenida en relacién con algtin campo de potencial. Dicha informa-
cién la muestran las superficies equipotenciales (indicadas por medio de curvas en el dibujo
bidimensional). Lo que se desea es determinar la intensidad de campo eléctrico en el punto P.
Trazando en varias direcciones un pequefio incremento de distancia AL con origen en P, se
busca la direccién en la cual el potencial cambia (aumenta) con mayor rapidez. De acuerdo
con el dibujo, esta direccién se dirige hacia la izquierda y ligeramente hacia arriba. Tomando
en cuenta la segunda caracteristica, la intensidad de campo eléctrico estd en la direccion
opuesta, es decir, hasta la derecha y ligeramente hacia abajo en P. La magnitud se obtiene di-
vidiendo el tamaiio del incremento de potencial entre el pequefio elemento de longitud.

Parece razonable suponer que la direccién en la cual el potencial se incrementa mas ra-
pidamente es aquella perpendicular a las equipotenciales (en el sentido en el que el poten-
cial aumenta), lo cual resulta correcto, ya que si AL estd dirigido a lo largo de una
equipotencial AV = 0, por la misma definicién de superficie equipotencial. Pero entonces

AV =—-E-AL=0

y puesto que ni E ni AL son cero, E debe ser perpendicular a AL, o sea, perpendicular a las
equipotenciales.

Puesto que es mds probable que la informacién sobre el potencial de campo se deter-
mine en primera instancia, se describird matematicamente la direccion de AL que conduce
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a un aumento maximo en el potencial, en términos del campo de potencial y no de la inten-
sidad de campo eléctrico. Se empezard llamando a,, al vector unitario normal a la superficie
equipotencial y dirigido hacia los valores mds altos del potencial. De esta manera, la inten-
sidad de campo eléctrico puede expresarse en términos del potencial como

av
dL max

ay (24)

en donde se muestra que la magnitud de E estd dada por la médxima variacion espacial de V
y que la direccién de E es normal a la superficie equipotencial (en el sentido en que dismi-
nuye el potencial).

Como dV/dL| . ocurre cuando AL estd en la direccion de a,, se puede poner de mani-
fiesto este hecho por medio del cambio de notacién

av _dav
dL |, dN
y escribir que
av
E = —ﬁaN (25)

Las ecuaciones (24) y (25) resultan adecuadas para proporcionar una interpretacion fi-
sica del proceso y asi encontrar la intensidad de campo eléctrico a partir del potencial. Am-
bas describen un procedimiento general y no es conveniente utilizarlas directamente para
obtener informacién cuantitativa. Este procedimiento que lleva de V a E no se aplica tnica-
mente para este par de cantidades eléctricas; también aparece relacionado con un escalar y
un campo vectorial en hidrdulica, termodindmica y magnetismo y, de hecho, se presenta en
casi todos los temas en los que se aplica el andlisis vectorial.

La operacién sobre V mediante la cual se obtiene —E se conoce con el nombre de gra-
diente; la definicion del gradiente de un campo escalar 7 estd dada por

dT
Gradiente de 7' = grad T = WaN (26)

en donde a, es un vector unitario normal a las superficies equipotenciales, y cuyo sentido
es aquel en el que se aumentan los valores de 7.
Si se utiliza esta nueva terminologia, la relacion entre V' y E se puede expresar como

E=—gradV 27

Puesto que ya se ha demostrado que V es sélo funcién de x, y y z, se puede tomar su di-
ferencia total
aVv av aVv
dV = —dx + —dy + —dz
ox ay 0z

Pero como también se cumple

dV = —E-dL = —E,dx — E,dy — E.dz
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Y dado que ambas expresiones son verdaderas para cualquier dx, dy y dz, entonces

oV
E,=——
0x
A%
E, = ——
dy
oV
E.=——
0z

Estos resultados se pueden expresar de manera vectorial como

E= 8Va —|—8Va +8Va 28
= Ty T (28)

y comparando (27) y (28) se obtiene una expresion que puede utilizarse para evaluar el gra-
diente en coordenadas cartesianas,

Ly V. v av
gra = —ax—i— ay—i—a—z

o a a; (29)

El gradiente de un escalar es un vector. Desde hace mucho tiempo los exdmenes esco-
lares muestran que los vectores unitarios que se afiaden de manera incorrecta a la expresion
de la divergencia son los que se omiten incorrectamente en el gradiente. Una vez que se cap-
ta que el gradiente, dado por (26), debe interpretarse fisicamente como la maxima razén es-
pacial de cambio de una cantidad escalar y proporcionando la direccion en la que este
mdximo ocurre, la naturaleza vectorial del gradiente se vuelve evidente.

El operador vectorial

0 d 0

V=—a,+—a,+ —
ox +8y}+82

puede utilizarse formalmente como un operador sobre un escalar, 7, VT, produciendo
_ar oT oT

a,+—a,+ —a
dx Jray’JrazZ

VT = gradT

Esto permite usar una expresién muy compacta para relacionar E y V,

a;

vT

de donde se observa que

E=-VV (30)

El gradiente se puede expresar en términos de derivadas parciales en otros sistemas de
coordenadas aplicando la definicién (26). Estas expresiones se derivan en el Apéndice A y
se muestran a continuacién por comodidad para cuando se necesiten en problemas que ten-
gan simetria esférica o cilindrica. También aparecen en las paginas finales del libro.

Interactivos
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VV = aVa 4k aVa 1k aVa (rectangular) 31

S 9 ey e E (3D

VV = aVa + ! 8Va + 8Va (cilindrico) (32)
o " pagt ez ¢

VV = aVa + ! 8Va + ! BVa (esférico) 33

T ar T T r a0t rsen98¢¢ (33)

Obsérvese que el denominador de cada término tiene la forma de una de las componentes
de dL en el sistema de coordenadas respectivas, excepto que una diferencial parcial reem-
plaza a la diferencial ordinaria; por ejemplo, r sen 6 d¢ se convierte en r sen 6 d¢.

Se ilustrard ahora el concepto de gradiente con un ejemplo.

Dado el campo de potencial V = 2x*y — 5z y el punto P(—4, 3, 6), se desea encontrar algu-
nos valores numéricos en el punto P: el potencial V, la intensidad de campo eléctrico E, la
direccion de E, la densidad de flujo eléctrico D y la densidad volumétrica de carga p,.

Solucioén. El potencial en P(—4, 5, 6) es
Vp = 2(—4)*(3) — 5(6) = 66 V

Enseguida se puede utilizar la operacién gradiente para obtener la intensidad de campo
eléctrico,

E = —VV = —4xya, — 2x%a, + 5a, V/m

El valor de E en el punto P es
Ep =48a, —32a, + 5a, V/m

IEp| = /482 + (—32)> + 52 = 57.9 V/m
La direccién de E en P la da el vector unitario
ar p = (48a, — 32a, + 5a.)/57.9

= 0.829a, — 0.553a, + 0.086a,
Si se supone que estos campos se encuentran en el espacio libre, entonces

D = ¢E = —35.4xya, — 17.71x* a, + 44.3a, pC/m’

Por ultimo, se puede utilizar la relacion de la divergencia para encontrar la densidad de car-
ga volumétrica que produce el campo de potencial dado,

oy = V-D = —35.4y pC/m?
En P, p, = —106.2 pC/m°.
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110V

106 V

Figura 4.8 \Veéase el problema D4.7.

D.4.7 La figura 4.8 muestra una porcién de un potencial bidimensional (E, = 0).
Las lineas de la cuadricula tienen una separacion de 1 mm en el campo real. Deter-
mine de una manera aproximada los valores para E en coordenadas cartesianas en:
a) a; b) b; ¢) c.

Respuesta: —107Say V/m; —600a, — 7003), V/m; —500a, — 650ay V/m

100
D.4.8 Dado un campo de potencial en coordenadas cilindricas, V = S PCOSPV,
un punto P en p = 3 m, ¢ = 60°, z = 2 m, encontrar los valores de P para: a) V; b)
E; ¢) E; d) dV/dN; e) a,; /) p, en el espacio libre.

Respuesta: 30.0 V; —10.00ap + 17.3a¢ + 24.0a, V/m; 31.2 V/m; 31.2 V/m; 0.32ap -
0.55a, — 0.77a; —234 pC/m3
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4.7 El dipolo

El campo producido por un dipolo, que se estudiard en esta seccion, es de gran importancia
puesto que proporciona las bases para entender el comportamiento de materiales dieléctricos
en campos eléctricos, lo cual veremos en partes del siguiente capitulo, asi como la justifi-
cacion para utilizar el método de imdgenes descrito en la seccién 5.5 del siguiente capitu-
lo. Mas atin, este andlisis servird para ejemplificar la importancia del concepto de potencial
presentado en este capitulo.

Un dipolo eléctrico, o simplemente dipolo, es el nombre dado a dos cargas puntuales
de igual magnitud y signo contrario, separadas por una distancia pequefia comparada con la
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a)

R, Distancia

al punto P

b)

/'é—RI:dcose

Figura 4.9 a) La geometria del problema del dipolo eléctrico.
El momento dipolar p = Qd esta en la direccion de a,. b) Para
un punto lejano P, R, es esencialmente paralelo a R,, por lo
que R, — R, =d cos 6.

distancia al punto P en el cual se desea conocer los campos eléctrico y potencial. La fi-
gura 4.9a muestra un dipolo. La distancia al punto P la describen las coordenadas esféri-
cas r, 0y ¢ = 90°, en virtud de la simetria axial con respecto a z. Las cargas puntuales

positiva y negativa tienen una separacion d y coordenadas cartesianas (0, 0, % d)y (0,0,

— % d), respectivamente.

Con esto termina la geometria. ;Con qué se debe continuar? ;Se debe calcular la inten-
sidad total del campo eléctrico sumando los ya conocidos campos de cada carga? ;Serd mas
facil calcular primero el campo de potencial? De todas maneras, aun antes de resolver el
problema, ya se sabe que si se encuentra uno, se puede conocer otro.

Si se elige encontrar E primero, se tendrd que seguir la pista a dos componentes en
coordenadas esféricas (por la simetria £ 4 €5 Cero), y la tnica manera de encontrar V a par-
tir de E es por medio de una integral de linea. Este ultimo paso incluye el establecimiento
de una referencia cero apropiada para el potencial, ya que la integral de linea solamente pro-
porciona la diferencia de potencial entre los puntos inicial y final de la trayectoria.
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Por otro lado, la determinacién de V primero representa un problema mucho mas sen-
cillo. Esto se debe a que se puede encontrar el potencial en funcién de la posicién simple-
mente sumando los potenciales escalares de las dos cargas. La magnitud y direccién del
vector E dependiente de la posicién se obtienen con relativa facilidad calculando el gradien-
te negativo de V.

Seleccionando este método mds simple, sean las distanciasde Qy —Q aPes R, y R,
respectivamente. El potencial total se puede escribir como

v 0 1 1 Q0 R,—R;
_47T€0(R1 R2> o 47T€0 R|R2
Obsérvese que el plano z = 0, a la mitad del camino entre las dos cargas puntuales, es el lu-
gar geométrico de los puntos para los cuales R, = R,, y, por lo tanto, es un plano con po-
tencial cero, al igual que cualquier punto en el infinito.

Para un punto muy lejano con respecto a las cargas R, = R,, y el producto R|R, en el de-
nominador se puede reemplazar por 72. Sin embargo, esta aproximacién no debe realizarse en
el numerador, ya que se obtendria la solucién trivial en la que el potencial se aproxima a cero

al alejarnos del dipolo. Sin retirarse mucho del dipolo, en la figura 4.9b se observa que pa-
ra R, — R, puede encontrarse una aproximacion facilmente, si R, y R, se suponen paralelos,

R, — Ry =dcosb

El resultado final es, entonces,

d cos 6
V= Qﬂ (34)
4 E()rz
Se observa, como ya se dijo, que el plano z = 0 (6 = 90°) estd a un potencial cero.
Si se utiliza la ecuacién del gradiente en coordenadas esféricas,
E vV aV n 10V n 1 9V
=— =—|—a, +-—a —a
ar r 30 " rsen@ ag ¢
se obtiene
Qd cos b Qd senf
E - — - ar - a 35
2megr3 4mepr3 (35)
0
d
E = Q (2cosfa, + senf ag) (36)
47T€0r3

Estas son las expresiones buscadas para el punto distante del dipolo y obtenidas con
muy poco esfuerzo. Cualquier estudiante que quiera invertir varias horas de trabajo puede
intentar resolver el problema en la direccion contraria. El autor considera que el proceso es
demasiado largo y tedioso para incluirlo, aun con fines didacticos.

Para graficar el campo de potencial se puede escoger un dipolo de forma que
Qd/(4mey) = 1, y entonces cos 6 = V2. Las lineas mds gruesas en la figura 4.10 indican
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Figura 4.10 Campo electrostatico de un dipolo puntual con su momento en la direccion
a,. Seis superficies equipotenciales estan marcadas con los valores relativos de V.

las equipotenciales para las cuales V =0, 0.2, +0.4, +0.6, +-0.8 y 41, como estd indicado.
El eje del dipolo es vertical con la carga positiva en la parte superior. Las lineas de flujo del
campo eléctrico se obtienen aplicando los métodos de la seccion 2.6 en coordenadas esféricas,

Ey rdo _ sen 6

E,  dr ~ 2cosf

dr

— =2cothdo
P

de la cual se obtiene

r==_C sen’ 6

Las lineas de flujo (mds delgadas) mostradas en la figura 4.10 son para C; = 1, 1.5, 2y 2.5.
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El campo de potencial del dipolo, ecuacién (34), se puede simplificar utilizando el con-

cepto del momento dipolar. Primero se identifica el segmento vectorial dirigido de —Q a
+Q con la letra d, luego se define el momento bipolar como Qd y se le asigna el simbolo

p. De manera que,
Las unidades de p son C - m.
Como d - a, = d cos 0, se tiene entonces

P-ar

Este resultado puede generalizarse como

1 r—r

- 4neo|r—r’|2p' Ir —r'| (39)

donde r determina la localizacién del campo en el punto P, y r’ el centro del dipolo. La
ecuacioén (39) es independiente de cualquier sistema de coordenadas.

El momento dipolar p aparecerd de nuevo cuando se analicen los materiales dieléctri-
cos. Dado que resulta de la multiplicacion de la carga por su separacién, ni el momento di-
polar ni el potencial cambiardn cuando Q se incremente y d se disminuya, si se tiene
cuidado de que su producto permanezca constante. El caso limite que produce un dipolo
puntual se logra cuando d tiende a cero y Q a infinito de tal manera que el producto p se
mantenga finito.

Poniendo atencién a los campos resultantes, es interesante notar que el campo de po-
tencial disminuye con el inverso del cuadrado de la distancia, mientras que la intensidad de
campo eléctrico lo hace con el inverso del cubo de la distancia al dipolo. Cada campo dis-
minuye mds rdpido que el campo correspondiente para una carga puntual, pero esto no es
mds que lo que se esperaria de dos cargas opuestas, que a gran distancia se ven tan juntas
que necesariamente se comportan como una carga puntual de 0 C.

Arreglos simétricos con gran niimero de cargas puntuales producen campos que dismi-
nuyen con el inverso de r elevado a un exponente cada vez mayor. Se les llama multipolos
a estas distribuciones de carga y se utilizan en series infinitas para lograr aproximaciones de
distribuciones de carga mds complicadas.

D4.9 Un dipolo eléctrico ubicado en el origen en el espacio libre tiene un momento
p=3a — Zay +a_nC - m. a) Encontrar Ven P,(2, 3, 4). b) Encontrar Ven r = 2.5,
0 = 30°, ¢ = 40°.

Respuesta: 0.23V; 197V

D4.10 Un dipolo tiene un momento p = 6a_nC - m y estd localizado en el origen en
el espacio libre. a) Encontrar Ven P(r = 4, 6 = 20°, ¢ = 0°). b) Encontrar E en P,

Respuesta: 3.17 V; 1.58a + 0.29a, V/m
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4.8 Densidad de energia
en el campo electrostatico

Se ha presentado el concepto de potencial considerando el trabajo realizado o la energia uti-
lizada al transportar una carga puntual a través de un campo eléctrico. Ahora es el momen-
to de atar los cabos que quedaron sueltos en el estudio indicando los flujos de energia en
cada paso.

Trasladar una carga positiva desde el infinito a través del campo de otra carga positiva
requiere trabajo; es decir, el trabajo que realiza el agente externo que mueve la carga. Su-
poéngase que el agente externo lleva la carga hasta un punto cercano a la carga fija y la man-
tiene ahi. La energia debe conservarse, y la energifa utilizada en llevar dicha carga a esa
posicién se ha convertido en energia potencial. Si el agente externo libera la carga, ésta se
acelerard alejandose de la carga fija, adquiriendo energia cinética y la capacidad de realizar
trabajo.

Encontrar la energia potencial presente en un sistema de cargas requiere hallar el traba-
jo que realizé el agente externo al acomodar las cargas.

Se puede comenzar visualizando un universo vacio. Trasladar una carga Q, desde el in-
finito a cualquier posicién no requiere trabajo, ya que no hay ningiin campo presente.” Pa-
ra colocar otra carga Q, en algtn punto del campo de Q, es necesaria cierta cantidad de
trabajo dada por el producto de la carga Q, por el potencial debido a la carga Q,. Si se re-
presenta este potencial como V,, |, en donde el primer subindice indica la carga colocada, y

2,10
el segundo, la fuente, esto es, V, , es el potencial al colocar Q, en el campo de Q,, entonces

Trabajo total de posicionamiento Q> = 0,2 V> g

De manera similar, se puede expresar el trabajo necesario para colocar cada carga adi-
cional en el campo de las ya presentes:

Trabajo total de posicionamiento O3 = Q3V3.1 + Q3V32
Trabajo total de posicionamiento Q4 = Q4Va 1+ Q4Vi2 + Q4Va3

y asi sucesivamente. El trabajo total se obtiene sumando cada contribucion:

Trabajo total de posicionamiento = energia potencial del campo

=Wp=0Vo1+ 03V31+ 03V30+ Q4Vs

+04Vao+ 04Vasz+ - (40)
Si se observa la forma de los términos representativos en la ecuacién anterior,
0 03
V = —_— = —_—
Q3 31 Q347‘[60R13 Ql47‘[60R31

donde R, y R, representan la distancia escalar entre Q, y Q;, se observa que en el lado iz-
quierdo también podria haberse escrito Q, V| 5. Si cada término de la energfia total se reem-
plaza con su equivalente, se tiene

Weg=01Vipo+O01Vig+ 0aVosz+ 01Vig+ O2Vou+ O3V3a+--- (41)

2 Sin embargo, alguien en un taller en el infinito ha tenido que realizar una cantidad infinita de trabajo para crear
la carga puntual. ;Cudnta energia es necesaria para unir dos medias cargas que formen una unidad de carga?
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Sumando ambas expresiones de la energia (40) y (41) es posible simplificar un poco el
resultado:
2Weg = Q1(Vip+Vig+Vig+--)
+0o(Vay+Vaz+Vag+--)
+03(Vasi+ Vs + Vaat o)
R

Cada suma de potenciales en los paréntesis es el potencial resultante debido a todas las car-
gas, con excepcion de aquella ubicada en el punto donde existe este potencial resultante. En
otras palabras,

Via+Vizg+Via+---=V,
es el potencial en la posicién de Q, debido a la presencia de Q,, 05, . . . Entonces se tiene
m=N
Weg=3(Q1Vi4+ Q:Va+ Q3Va+--) =13 Om Vi (42)

Obtener la expresion de la energia almacenada en una regién en donde existe una dis-
tribucién de carga continua requiere reemplazar cada carga por p dvy la suma se convierte
en una integral,

Wi = %/ vV dv (43)
vol

Las ecuaciones (42) y (43) permiten encontrar la energia potencial total presente en un
sistema de cargas puntuales o distribuidas uniformemente en un volumen. Estas expresiones
semejantes se pueden encontrar con facilidad para densidades de cargas lineales y superfi-
ciales. En general se prefiere utilizar (43) como representativa de todos los tipos de carga
que pueden encontrarse. Esto puede hacerse siempre que se consideren las cargas puntua-
les, las densidades de carga lineales o superficiales como pequefias regiones con una densi-
dad de carga volumétrica continua. Este procedimiento se ilustrard mediante un ejemplo.

Antes de intentar cualquier aplicacién de este resultado, deben considerarse unos cuan-
tos renglones de andlisis vectorial mds complicados para obtener una expresion equivalen-
te a (43) escrita en términos de E y D.

Para empezar, la expresion (43) se hard un poco mds larga. En la primera ecuacién de
Maxwell se sustituye p  por su equivalente V - D y se utiliza la siguiente identidad vecto-
rial, que resulta cierta para cualquier funcién escalar de V'y la funcién vectorial D,

V.(VD)= V(V-D)+D-(VV) (44)

Esta identidad se puede demostrar desarrolldndola en coordenadas cartesianas. Entonces se
tiene, sucesivamente,

Wi = %/ vadv=%/ (V-D)Vdv
vol vol

- %/I[V-(VD) —D-(VV)]dv
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Por medio del teorema de la divergencia visto en el capitulo anterior, la primera inte-
gral de volumen de la dltima ecuacién puede cambiarse a una integral sobre una superficie
cerrada que envuelve el volumen considerado. Este volumen, presentado por primera vez en
(43), debe contener cada una de las cargas y no deben existir cargas fuera de él. Si es nece-
sario puede considerarse que la extensién del volumen es infinita. Se tiene entonces

Wi = %f(VD)-dS— %/ D-(VV)dv
S vol

La integral de superficie es igual a cero, puesto que, sobre la superficie cerrada que ro-
dea al universo, V se aproxima a cero cuando menos como 1/r (las cargas parecen una car-
ga puntual desde muy lejos), y D se aproxima a cero cuando menos como 1/72. Por lo tanto,
el integrando se aproxima a cero al menos tan rapido como 1/r3, mientras que el elemento
diferencial de superficie se parece mas a una porcién de esfera y crece sélo con 2. En el li-
mite r — 00, el integrando y la integral son cero. Por dltimo, sustituyendo E = —VVen la
integral de volumen restante, se tiene la respuesta,

WE:%/ DEdv:%[ 60E2dV (45)
vol vol

Al utilizar esta dltima expresion, se calculard la energia almacenada en el campo elec-
trostdtico de una seccion de un cable coaxial, o el capacitor, de longitud L. Con base en la
seccién 3.3 se tiene que

aps
D,=—
P
De aqui que
a
E = ﬁap
€0P

en donde Py €8 la densidad superficial de carga en el conductor interno, de radio a. Por lo tanto,

L p2r pb 2.2 2.2
a wlLa b
WE:%/ / /60 zpi,odpdtbdz:ipsln—
o Jo Ja €p €0 a

Este mismo resultado se puede obtener de (43). Si se le asigna al conductor externo co-
mo una referencia de potencial cero, el potencial del cilindro interno es, entonces,

a a
b
b b €oP €0 a

La densidad superficial de carga pg en p = a puede considerarse como una densidad de
carga volumétrica P, = Pg/1, que se extiende desde p = a — %t hasta p = a + % t, donde

t << a. Por lo tanto, el integrando en (43) es cero en cualquier regién entre los cilindros
(donde la densidad de carga volumétrica es cero), asi como sobre el cilindro exterior (donde
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el potencial es cero). La integracion se efectia solamente dentro de la delgada capa cilindri-
ca localizada en p = q,

2w a+t/2 b
WE:%/ oy Vdv =1 / / / &ap—jln pdpdedz
VO a—t/2

de la cual una vez mas se obtiene

a® /’5 1n(b/a)
€0

Wi =

Esta expresion se puede transformar en una forma mejor conocida, si se toma en cuen-
ta que la carga total del conductor interno es Q = 2walpg. La combinacion de ésta con la
diferencia de potencial V entre los cilindros conduce al resultado mas familiar

We =10V,

que se conoce como la energia almacenada en un capacitor.

La pregunta de dénde se almacena la energia en un campo eléctrico atin no ha sido con-
testada. La energia potencial nunca podrd estar restringida a los términos de una localiza-
cion fisica. Alguien levanta un ldpiz, y éste adquiere energia potencial. {Dénde se almacena
la energia?, ;en las moléculas del lapiz?, ;entre el campo gravitacional entre el lapiz y la
Tierra?, ;o0 en algtin oscuro y desconocido lugar? La energia en un capacitor, ;se almacena
en las cargas mismas?, ;en el campo?, ;o dénde? Nunca nadie ha ofrecido una prueba que
sustente su opinién particular y el asunto mejor se deja a los fildsofos.

La teorfa electromagnética, sin mucha dificultad, posibilita aceptar que la energia de un
campo eléctrico o de una distribucién de carga se almacena en el campo mismo; si se toma
(45), una expresion rigurosamente exacta y correcta,

Wi = %/ D-Edv
vol

y se escribe en forma diferencial

dWg = iD-Edv

dWg

D-E (46)

se obtiene la cantidad %D -E, que tiene las dimensiones de una densidad de energia, joules
por metro cibico. Ademds, si se integra esta densidad de energia sobre todo el volumen que
contiene al campo, el resultado es, sin lugar a dudas, la energia total presente, pero en el ca-
so diferencial no existe ninguna justificacion para decidir si es mejor escoger D - E dv co-
mo la energia almacenada en cada elemento diferencial de volumen dv, o tomando en
cuenta (43), es decir, que la energia almacenada es % p, V dv. Sin embargo, la interpretacion

fundamentada por (46) es conveniente y seguird siendo utilizada mientras no se pruebe que
sea incorrecta.
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D4.11 Encontrar la energia almacenada en el espacio libre en la regi(’)n 2mm<r<

3mm, 0 <0< 90° 0 < ¢ < 90° dado el campo de potencial V =: a) 200 V;

,
b) 300 cos 6 V.

72

Respuesta: 46.4 1J;36.7 ]

Lecturas complementarias

1.

Attwood, S. S., Electric and Magnetic Fields, 3a. ed., Nueva York, John Wiley & Sons, 1949. Con-
tiene un gran nimero de mapas de campos bien dibujados para varias distribuciones de carga, in-
cluyendo el campo del dipolo. No utiliza andlisis vectorial.

Skilling, H. H. (Revise las lecturas complementarias del capitulo 3.) El gradiente se describe en
las paginas 19-21.

Thomas, G. B., Jr. y R. L. Finney. (Revise las lecturas complementarias del capitulo 1.) La deri-
vada direccional y el gradiente se presentan en las paginas 823-830.

Problemas

4.1

4.2

4.3

44

4.5

4.6

4.7

El valorde E en P(p = 2, ¢ = 40°, z = 3) estd dado por E = IOOap — 2003¢ + 300a,
V/m. Determinar el trabajo incremental requerido para mover una carga de 20 uC
una distancia de 6 um: @) en la direccion de a ~ b) en la direccién de a 5 ¢) en la di-
reccion de a; d) en la direccion de E; e) en la direccion de G = 2a, — 3a +4a..

Un campo eléctrico estd dado por E = —10e” (sen 2za_ + x sen 2za + 2x cos 2za )
V/m. a) Encontrar E en P(5, 0, 7/12). b) ;Cuanto trabajo se realiza en mover una car-
ga de 2 nC a una distancia incremental de 1 mm desde P en la direccion de a ? ¢) ;de
av? d) ;de az? e) (de (a, + a, + az)?

SiE = IZOap V/m, encontrar la cantidad de trabajo incremental realizado para mo-

ver una carga de 50 uC una distancia de 2 mm de: a) P(1, 2, 3) hacia Q(2, 1, 4);
b) O(2, 1, 4) hacia P(1, 2, 3).
Se ha visto que la energia necesaria para llevar una carga de 4 nC desde el origen

(x, 0, 0) a lo largo del eje x es directamente proporcional al cuadrado de la longitud de
la trayectoria. Si E =7 V/men (1, 0, 0), determine E, sobre el eje x como funcién de x.

Calcular el valor de f AP G-dL para G = 2ya _con A(l, —1,2)y P(2, 1,2) utilizando
la trayectoria: a) segmentos de linea rectos entre los puntos A(1, —1, 2) a B(1, 1, 2)
a P(2, 1, 2); b) segmentos de linea rectos entre los puntos A(1, —1, 2) a C(2, —1,2) a
P2, 1, 2).

Determinar el trabajo realizado en llevar una cargade 2 — uCde (2,1, —1)a (8,2, —1)
en el campo E = ya_+ xa alo largo de a) la pardbola x = 2y2, b) la hipérbole
x = 8/(7 — 3y); ¢) la linea recta x = 6y — 4.

Sea G = 3xy2a + 2za Dado un punto inicial P(2, 1, 1) y un punto final Q(4, 3, 1),
encontrar [ G - dL utlllzando la trayectoria: a) linea recta: y = x — 1, z = 1; b) pa-
rabola: 6y = x> 4+ 2,z = 1.
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Problemas

Dado E = —xa_ + ya_, encontrar el trabajo necesario para mover una carga unitaria
x ¥
positiva en un arco circular centrado en el origen desde x = a hastax =y =a /\/5.

Una densidad volumétrica de superficie uniforme de 20 nC/m? se encuentra en la su-
perficie de la esfera de radio r = 0.6 cm en el espacio libre. a) Encontrar el potencial
absoluto en P(r = 1 cm, 6 = 25°, ¢ = 50°). b) Encontrar V,, dados los puntos
A(r=2cm, 0 =30° ¢ = 60°) y B(r =3 cm, 6 = 45°, ¢ = 90°).

Exprese el campo de potencial de una carga lineal infinita a) con la referencia cero
en p = py; b) con V="V, en p = p,. ¢) {Puede localizarse la referencia cero en el in-
finito? ;Por qué?

Una densidad de carga de superficie uniforme de 5 nC/m? estd presente en el plano
7 =0, otra densidad de carga de superficie uniforme de 8 nC/m? estd presente en x = 0,
z =4, y una carga puntual de 2 uC en P(2, 0, 0). Si V=0 en M(0, 0, 5), encontrar V
en N(1, 2, 3).

E = 2r/(% + az)zar V/m, en coordenadas esféricas. Encontrar el potencial en cual-
quier punto utilizando la referencia @) V = 0 en el infinito; b)) V=0enr=0;¢c) V
=100V enr=a.

Tres cargas puntuales idénticas de 4 pC cada una se localizan en las esquinas de un
tridngulo equilatero de 0.5 mm de lado en el espacio libre. ;Cudnto trabajo debe rea-
lizarse para mover una carga a un punto equidistante de los otros dos sobre la linea
que los une?

Dado un campo electrostético E = (y + 1)a, + (x — l)ay + 2a_, encontrar la di-
ferencia de potencial entre los puntos a) (2, =2, —1) y (0, 0, 0); b) (3,2, —1) y
(_25 _3, 4)'

Dos lineas de carga uniformes de 8 nC/m, cada una se localizanenx =1,z =2,y
enx = —1, y =2 en el espacio libre. Si el potencial en el origen en 100 V, encontrar
Ven P4, 1, 3).

El potencial en cualquier punto del espacio esta dado por la expresién V = (k/p?) cos
(b¢) V/m, donde k y b son constantes. a) ;Dénde se encuentra la referencia de poten-
cial cero? b) Encontrar la intensidad del campo eléctrico vectorial en cualquier pun-
to (p, ¢, 2).

Dos densidades de carga de superficie uniformes de 6 y 2 nC/m? estdn presentes en
p =2y 6 cm, respectivamente, en el espacio libre. Suponer que V=0en p =4 cm
y calcular Ven: a) p=5cm; b) p =7 cm.

Encontrar el potencial en el origen que produce la linea de carga p, = kx/(x* + a?)
que se extiende a lo largo del eje x desde x = a hasta 400, donde a > 0. Suponer que
el punto de referencia cero estd en el infinito.

Una superficie anular de 1 cm < p < 3 cm, z = 0, tiene una densidad de carga de
superficie no uniforme p_ = 5p nC/m?2. Encontrar V en P(0, 0,2 cm)si V=0en
el infinito.

Una carga puntual Q se localiza en el origen. Expresar el potencial en coordenadas
cartesianas y cilindricas y utilizar la operacion gradiente en esos sistemas de coorde-
nadas para encontrar la intensidad de campo eléctrico. Puede verificarse el resultado
convirtiéndolos a coordenadas esféricas.
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4.29

4.30

4.31

4.32

4.33

Sea V = 2xy?z3 + 3 In(x? + 2y? + 3z%) Ven el espacio libre. Evaluar cada una de las
cantidades siguientes en P(3, 2, —1): a) V; b) |V|; ¢) E; d) |[E|; ¢) a,; f) D.

Un determinado campo de potencial estd dado por V = V| (+/a) sen 0 en coordenadas
esféricas. Encontrar la carga total contenida dentro de la region r < a.

Se sabe que un potencial estd dado por V = 80,%° V. Suponiendo condiciones en el
espacio libre, encontrar: a) E; b) la densidad de carga volumétrica en p = 0.5 m;
¢) la carga total dentro de la superficie cerrada p = 0.6, 0 <z < 1.

La superficie que define la ecuacién x3 + y*> 4+ z = 1 000, donde x, y y z son positi-
vas, es una superficie equipotencial en la que el potencial es de 200 V. Si |[E| = 50
V/m en el punto P(7, 25, 32) sobre la superficie, encontrar E en ese punto.

Dentro del cilindro p = 2, 0 < z < 1, el potencial estd dado por V = 100 + 50p + 1500
sen ¢ V. a) Encontrar V, E, D'y p, en P(1, 60°, 0.5) en el espacio libre. b) ;Cuénta
carga se encuentra dentro del cilindro?

Supéngase que se tiene un plano conductor imperfecto de forma cuadrada muy del-
gado de 2 m de lado, ubicado en el plano z = 0 con una esquina en el origen de tal
forma que se localice totalmente dentro del primer cuadrante. El potencial en cual-
quier punto de la placa estd dado por V= —e * sen y. a) Un electrén ingresa a la pla-
ca por el punto x = 0, y = 7/3 con una velocidad inicial de cero; ;en qué direccion
es su movimiento inicial? ») Debido a colisiones con particulas en la placa el elec-
trén alcanza una velocidad relativamente baja y poca aceleracién (el trabajo que el
campo realiza en ella se convierte en su mayor parte en calor). Por lo tanto, el elec-
trén se mueve aproximadamente en linea recta. (En qué parte el electrén abandona
la placa y en qué direccion se estd moviendo?

Dos cargas puntuales de 1 nC en (0, 0,0.1) y —1 nC en (0, 0, —0.1) se encuentran en
el espacio libre. @) Calcular V en P(0.3, 0, 0.4), b) Calcular |[E| en P. ¢) Supdngase
que las dos cargas forman un dipolo en el origen, calcular V en P.

Utilizar la intensidad de campo eléctrico del dipolo de la [seccién 4.7, ecuacién (36)]
para encontrar la diferencia de potencial entre puntos 6y ,, cada uno de ellos te-
niendo las mismas coordenadas ry ¢. {En qué condiciones la respuesta cumple con
la ecuacion (34) para el potencial en 0,7

Un dipolo tiene un momento p = 3a_— 5a + 10a_nC - my se localiza en Q(1, 2, —4)
en el espacio libre. Encontrar V en P(2, 3. 4).

Un dipolo para el que p = 10¢j,a_ C - m se ubica en el origen. ;Cudl es la ecuacion
de la superficie en la que E_ = 0 pero E # 0?

Un campo de potencial en el espacio libre se expresa como V = 20/(xyz) V. a) En-
contrar la energia total almacenada dentro del cubo 1 < x, y, z < 2. b) ;Cuadl es el va-
lor que se obtendria suponiendo una densidad de energia uniforme igual a la que hay
en el centro del cubo?

a) Utilizando la ecuacién (36), encontrar la energia almacenada en el campo dipolar
en la regién r > a. b) ;Por qué no es posible que a se aproxime a cero como limite?

Una esfera de cobre de radio igual a 4 cm contiene una carga total distribuida unifor-
memente de 5 uC en el espacio libre. a) Utilice la ley de Gauss para encontrar D fue-
ra de la esfera. b) Calcular la energia total almacenada en el campo electrostético.
c) Utilizar W, = 0*(2C) para calcular la capacitancia de la esfera aislada.
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4.35

Problemas

Una esfera de radio a contiene una densidad uniforme de carga volumétrica de
Py C/m3. Encontrar la energfa total almacenada aplicando a) la ecuacién (43); b) la
ecuacion (45).

Cuatro cargas puntuales de 0.8 nC se ubican en el espacio libre en las esquinas de un
cuadrado de 4 cm de lado. a) Encontrar la energia potencial total almacenada. b) Una
quinta carga de 0.8 nC estd en el centro del cuadrado. Encontrar de nuevo la energia
total almacenada.
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Corriente y conductores

n este capitulo se aplicardn las leyes y los métodos estudiados de los capitulos ante-

riores para algunos materiales con los que un ingeniero debe trabajar. Antes de defi-

nir la corriente y la densidad de corriente y con esto desarrollar la ecuacién
fundamental de continuidad, es preciso tomar en cuenta al conductor y exponer la ley de
Ohm, tanto en su forma microscépica como macroscépica. Con estos resultados serd posi-
ble calcular valores de la resistencia para algunas formas geométricas sencillas que las re-
sistencias pueden adoptar. Se obtendrédn las condiciones de frontera que deben encontrarse
en un conductor, y este conocimiento permitird presentar el uso del método de imédgenes. Se
concluird el capitulo considerando las propiedades de un semiconductor en general.

En el capitulo 6 se investigard la polarizacion de los materiales dieléctricos y se definird
la permitividad relativa, o constante dieléctrica, pardmetro muy importante en ingenieria.
Teniendo tanto conductores como dieléctricos se pueden combinar para formar capacitores.
La mayoria del trabajo realizado en los capitulos anteriores se utilizard para determinar la
capacitancia de varios tipos de capacitores.

El asunto principal de este capitulo y del capitulo 6 son los principios fundamentales
electromagnéticos que describen las resistencias y los capacitores; la inductancia se presen-
tard en el capitulo 9. B

5.1 Corriente y densidad de corriente

Las cargas eléctricas en movimiento constituyen una corriente. La unidad de la corriente es
el ampere (A), definida como la razén de cambio del movimiento de las cargas al pasar
por un punto de referencia dado (o por un plano de referencia dado) a razén de un coulomb por
segundo. La corriente se simboliza con /, y entonces

o

I =— (1)

dt

La corriente se define entonces como el movimiento de las cargas positivas, aunque la con-
duccion en metales la realiza el movimiento de electrones, como se vera en breve.
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AQ=p,Av

\ AQ=p,A v

AS AL

a) b)

Figura 5.1 Un incremento de carga AQ = p AS AL, que se mueve una distancia Ax en un
tiempo At, produce en el limite una componente de la densidad de corriente de J, = p, v,.

En la teoria del campo, el interés recae generalmente en fendémenos que ocurren en un
punto en lugar de una region, por lo que se crea el concepto de densidad de corriente, me-
dida normalmente en amperes por metro cuadrado (A/m?). La densidad de corriente es un
vector! que se representa con J.

El incremento de corriente A/ que atraviesa una superficie AS normal a la densidad de
corriente es

Al = JyAS
y en el caso en que la densidad de corriente no es perpendicular a la superficie,
Al =]J-AS

La corriente total se obtiene integrando,

I=fJ-dS 2)
§

La densidad de corriente se puede relacionar con la velocidad de una densidad de car-
ga volumétrica en un punto. Considérese el elemento de carga AQ = p Av = p AS AL, co-
mo lo muestra la figura 5.1a. Para simplificar la explicacion, supdngase que el elemento de
carga estd orientado con sus aristas paralelas a los ejes coordenados y que su velocidad s6-
lo tiene componente en x. En el intervalo de tiempo At, el elemento de carga se ha movido
una distancia Ax, como estd indicado en la figura 5.1b. Entonces se ha movido una carga

! La corriente no es un vector. Esto es facil visualizarlo en un problema en el cual la corriente total / en un con-
ductor con seccién transversal no uniforme (como puede ser una esfera) puede tener una direccion diferente en
cada punto de dicha seccién transversal. La corriente en un alambre extremadamente fino, o corriente filamenta-
ria, ocasionalmente estd definida como un vector, pero es preferible ser consistentes y dar la direccion del filamen-
to o trayectoria y no de la corriente.
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AQ = p, AS Ax, a través de un plano de referencia perpendicular a la direccion del movi-
miento, durante el intervalo de tiempo A, y la corriente resultante es

AQ Ax
Al = — =p, AS—
At At

Si se toma el limite con respecto al tiempo, se tiene
Al = p, ASv,

donde v representa la componente x de la velocidad v.2 En términos de la densidad de co-
rriente, se tiene

Jy = py vy
y en general

J=pv 3

Este dltimo resultado muestra con claridad que las cargas en movimiento constituyen
una corriente. El nombre dado a este tipo de corrientes es el de corrientes de conveccion, y
aJ o pv el de densidad de corriente de conveccion. Obsérvese que la densidad de corriente
de conveccidn se relaciona linealmente tanto con la densidad de carga como con la veloci-
dad. La razén de flujo de masa de automdviles (automéviles por metro cuadrado por segun-
do) en un tinel podria incrementarse, ya sea aumentando la velocidad o incrementando la
densidad de autos por metro ctbico, si los conductores tuvieran la posibilidad de lograrlo.

D5.1 Un vector de densidad de corriente estd dado por J = 10pzzar —4pcospa
mA/m2. a) Encontrar la densidad de corriente en P(p = 3, ¢ = 30°, z = 2); b) deter-
minar la corriente total que pasa a través de una banda circular p = 3, 0 < ¢ < 2,
2<z<28.

Respuesta: 180a — 9a, mA/m?%; 3.26 A

5.2 Continuidad de la corriente

Aunque se han estado suponiendo hasta el momento campos estdticos, la presentacion del
concepto de corriente es seguido l6gicamente por un estudio de la conservacién de la carga
y la ecuacién de continuidad. El principio de conservacién de la carga se fundamenta en que
las cargas no se crean ni se destruyen, aunque cantidades iguales de cargas positivas y ne-
gativas pueden ser simultdneamente creadas, obtenidas por separacion, destruidas o perdi-
das por recombinacion.

La ecuacién de continuidad se obtiene de este principio cuando se considera una region li-
mitada por una superficie cerrada. La corriente que circula a través de la superficie cerrada es

I:fJ-dS
s

y a este flujo hacia fuera de la carga positiva debe equilibrarlo una disminucién de cargas
positivas (o tal vez un aumento de cargas negativas) dentro de la superficie cerrada. Si la

2 La v mindscula se usa tanto para el volumen como para la velocidad. Sin embargo, se puede notar que la veloci-
dad siempre aparece como un vector v, como componente v,, 0 como magnitud |v|, mientras que el volumen
aparece como la diferencial dv o como Av.
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carga dentro de ésta se denota con Q,, entonces la razon de cambio a la que disminuye es
—dQ;/dt y el principio de conservacion de la carga exige que

e do
z_ﬁst_ = @)

Es conveniente responder en este momento a una pregunta frecuente, pensando en que
I =dQldt: {Existe un error de signo en (4)? La presencia o ausencia de signos negativos de-
pende del tipo de corriente o de carga que se considere. En la teoria de circuitos se asocia
generalmente el flujo de corriente hacia dentro de una de las terminales de un capacitor, con
la razén de incremento de carga en esa placa con respecto al tiempo. Sin embargo, la co-
rriente de (4) es una corriente que fluye hacia fuera.

La ecuacién (4) es la forma integral de la ecuacién de continuidad, y la forma diferen-
cial o puntual se obtiene cambiando la integral de superficie por una integral de volumen
por medio del teorema de la divergencia:

%J-dS:/ (V-Ddv
N vol

Representando la carga Q, encerrada por la integral de volumen de la densidad de carga,

d
(V-Dadv = ——/ pvdv
/\;ol dt vol

Si se conviene en mantener la superficie constante, la derivada se convierte en una de-
rivada parcial y puede aparecer dentro de la integral

9py
(V-Ddv = [ — dv
/vol vol ot

Dado que la expresion es verdadera para cualquier volumen, por pequefio que sea, €s
verdadera para cualquier incremento de volumen,

apy
—pAv
1t

V-DHAv =

de la cual se tiene la forma punto de la ecuacién de continuidad,

9py
ot (5)

V-=-

Si se recuerda la interpretacion fisica de la divergencia, esta ecuacién indica que la corrien-
te, o carga por segundo, que sale de un volumen pequeiio por unidad de volumen es igual a la
razén de cambio a la que la carga decrece con el tiempo por unidad de volumen en cada punto.

Como ejemplo numérico para ilustrar algunos conceptos que se han encontrado en las
dos ultimas secciones, considérese una densidad de corriente que estd dirigida radialmente
hacia fuera y decrece en forma exponencial con el tiempo,

1
J=-¢"a, A/m’
p

Si se elige el instante r = 1 s, es posible calcular la corriente total que sale en r = 5 m:

I=175=(ic")@4r5%) =23.1A
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En el mismo momento, pero para un radio ligeramente mayor r = 6 m, se tiene
I=1758=(te")(4n6?) =277 A

Asi, la corriente total es mayor en r = 6 que en r = 5.
Entender este comportamiento requiere considerar la densidad de carga del volumen y
la velocidad. Utilizando primero la ecuacién de continuidad:

apy 1 _ 1 0 1 _ 1 _
_ :V . :V . _ tar - _ 2_ t I t
ot 7 (re ) r2 or (r e ) rz¢

Se busca después la densidad de carga volumétrica por medio de la integracidn respecto a
t. Como p, estd dada por una derivada parcial respecto al tiempo, la “constante” de integra-
cién puede ser una funcién de r:

1 1
Py = —/—Ze_’ dt + K(r)y = —e " + K(r)
.

)
Si se supone que p, — 0 cuando  — oo, entonces K(r) = 0,y
1
py=—e ' C/m?
,
Se utiliza ahora J = p v para encontrar la velocidad,

_e_

r—ze
La velocidad es mayor en r = 6 que en r = 5, y puede notarse que alguna fuerza (no espe-
cificada) estd acelerando la densidad de carga hacia fuera.
En resumen, se tiene una densidad de corriente que es inversamente proporcional a r,

una densidad de carga que es inversamente proporcional a 2, y una velocidad y una corrien-
te total proporcionales a » Todas las cantidades varian como e~

D.5.2 La densidad de corriente estd dada en coordenadas cilindricas J = —10°'%a,
A/m? en la regién 0 < p < 20 um; para p =20 um, J = 0. a) Encontrar la corriente
total que cruza la superficie z = 0.1 m en la direccion a_. b) Si la velocidad de la car-
gaes 2 x 10°m/s en z = 0.1 m, encontrar p,. c) Si la densidad de carga volumétrica
en z = 0.15 m es —2000 C/m?, encontrar la velocidad de la carga.

Respuesta: —39.7 A; —15.8 mC/m3; 29.0 m/s.

5.3 Conductores metalicos

Hoy los fisicos describen el comportamiento de los electrones que rodean al nicleo positi-
vo en términos de la energia total del electron con respecto a un nivel de referencia cero pa-
ra el electrén situado a una distancia infinita del nicleo. La energia total es la suma de la
energia cinética y potencial, y dado que para alejar un electrén del nicleo hay que suminis-
trar energia, la energia de cada electrén en el dtomo es una cantidad negativa. Aun cuando
la siguiente visualizacién tiene ciertas limitaciones, es conveniente asociar estos valores de
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las energias con Orbitas alrededor del nticleo, de tal manera que es mds negativa la energia
para las érbitas con radio mds pequefio. De acuerdo con la teoria cudntica, sélo ciertos ni-
veles discretos de energia, o estados de energia, son permitidos en un cierto dtomo, y enton-
ces un electrén debe absorber o emitir cantidades discretas de energia, o cuantos, al pasar
de un nivel a otro. Un 4tomo normal a la temperatura del cero absoluto tiene un electrén en
cada una de las capas inferiores de energia, comenzando desde el nicleo hacia fuera y con-
tinuando hasta que la provision de electrones se termine.

En un sdlido cristalino, como un metal o un diamante, los d&tomos estdn empaquetados
apretadamente; muchos electrones mds estan presentes y otros muchos niveles permitidos
de energia estdn disponibles debido a las fuerzas de interaccién entre 4tomos adyacentes.
Se encuentra que las energias que los electrones pueden poseer estdn agrupadas en inter-
valos muy amplios o “bandas”; cada banda la constituyen numerosos niveles localizados
unos muy cerca de otros. A la temperatura de cero absoluto también el sélido tiene cada
nivel ocupado, comenzando con los mds bajos y continuando en orden hasta que todos los
electrones estén colocados. Los electrones con los niveles de energia superiores (menos
negativos), los electrones de valencia, se localizan en la banda de valencia. Si existen nive-
les permitidos con niveles de energia mds altos en la banda de valencia o si ésta se traslapa
suavemente a una banda de conduccion, se puede suministrar energia cinética adicional a
los electrones de valencia por un campo externo, lo que produce un flujo de electrones. Si
esto ocurre al sélido se le llama conductor metdlico. La figura 5.2a muestra la banda de
valencia llena y la banda de conduccién vacia para un conductor con temperatura de ce-
ro absoluto.

Sin embargo, si el electrén con la mayor energia ocupa el nivel mds alto en la banda de
valencia y existe una brecha entre la banda de valencia y la de conduccién, entonces el electrén
no puede recibir la energia adicional en pequefias cantidades y el material es un aislante. Esta
estructura de bandas la muestra la figura 5.2b. Obsérvese que si una cantidad relativamente
grande de energia pudiera transferirse al electrén, éste seria excitado lo suficiente como pa-
ra brincar a la banda siguiente, donde la conduccién puede ocurrir mas facilmente. En este
punto es cuando se rompe el aislante.

Una condicién intermedia ocurre cuando sélo una pequefia “regién prohibida” separa
las dos bandas, como lo indica la figura 5.2¢. Se necesita una pequefia cantidad de energia

Banda de
conduc}cmn Banda de
vacia -
conduccion
vacia
Banda de Banda de energia —
conduccién (Banda prohibida) Banda de en,erfgla
Energia — (Banda prohibida)
Banda de Banda de Banda de
valencia valencia valencia
llena llena llena
Conductor Aislante Semiconductor

a) b) )

Figura 5.2 La estructura de bandas de energia en tres diferentes tipos de materiales a 0° K.
a) El conductor no presenta una brecha de energia entre las bandas de valencia y
conduccion. b) El aislante tiene una gran brecha de energia. c) El semiconductor tiene
solamente una pequefa brecha de energia.
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en forma de calor, luz o campo eléctrico para aumentar la energia de los electrones de la
parte superior de la banda llena y dar las bases para la conduccién. Estos materiales son ais-
lantes que muestran muchas de las propiedades de los conductores, por lo que se denomi-
nan semiconductores.

Se considerard primero un conductor. Aqui los electrones de valencia, de conduccion o
libres, se mueven bajo la influencia de un campo eléctrico. Cuando el electrén tiene una
carga de Q = —e y el campo es E, entonces el electrén experimenta una fuerza

F = —¢cE

En el vacio el electrén podria acelerarse e incrementar continuamente su velocidad (y ener-
gia); en el material cristalino el avance del electrén lo impiden colisiones continuas contra
la estructura cristalina de la red térmicamente excitada y pronto se establece una velocidad
promedio. Esta velocidad v, se denomina velocidad de arrastre, y se relaciona linealmente
con la intensidad de campo eléctrico debido al coeficiente de movilidad del electrén en di-
cho material. Se designa la movilidad con la letra p (mu),

Vg = _,ueE (6)

donde 1 _es la movilidad del electrén y es positiva por definicion. Obsérvese que la veloci-
dad del electrén tiene una direccion opuesta a la direcciéon de E. La ecuacion (6) también
muestra que la movilidad se mide en unidades de metros cuadrados por volt-segundo. Al-
gunos valores tipicos® son: 0.0012 para el aluminio, 0.0032 para el cobre y 0.0056 para la
plata.

Para estos buenos conductores una velocidad de arrastre de unos cuantos centimetros
por segundo es suficiente para producir un notable aumento en la temperatura, lo que pue-
de hacer que el cable se funda si el calor no se remueve rdpidamente por medio de conduc-
cién térmica o radiacion.

Sustituyendo (6) en la ecuacion (3) de la seccion 5.1, se obtiene

J=—pep.E Q)

en donde p, es la densidad de carga de los electrones libres con un valor negativo, por defi-
nicién. La densidad de carga total p  es cero, ya que igual nimero de cargas positivas y ne-
gativas estd presente en el material neutro. El valor negativo de p, y el signo de menos llevan
a una densidad de corriente J en la misma direccién de la intensidad de campo eléctrico E.

La relacién entre J y E para un conductor metdlico también se especifica por la con-
ductividad o (sigma),

J=0E ®)

en donde o estd medida en siemens* por metro (S/m). Un siemens (1 S) es la unidad bésica
de conductancia en el sistema SI y se define como un ampere por volt. Originalmente a la
unidad de conductancia se le llamaba mho y se simbolizaba por una € invertida. Al igual

3 Wert y Thompson, p. 238, citado en las lecturas complementarias al final del capitulo.

4 Este es el apellido paterno de dos hermanos nacidos en Alemania, Kart Wilhelm y Werner von Siemens, quienes
fueron unos inventores famosos en el siglo xix. Kart se hizo britanico y fue hecho caballero, por lo que se convir-
ti6 en sir William Siemens.
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que el siemens debe su nombre a las hermanos Siemens, el reciproco de la unidad de resis-
tencia que llamamos ohm (1 Q es un volt por ampere) honra a Georg Simon Ohm, un fisi-
co alemadn, quien fue el primero en describir la relacién corriente-voltaje implicita en (8). Se
llama a esta ecuacion la forma puntual de la ley de Ohm; en breve se verd la forma mas co-
mun de la ley de Ohm.

Sin embargo, es ttil observar primero los valores ordinarios de varios metales conduc-
tores; valores comunes (en siemens por metro) son 3.82 x 107 para el aluminio, 5.80 x 107
para el cobre, y 6.17 x 107 para la plata. Datos acerca de otros conductores se pueden en-
contrar en el Apéndice C. Al observar datos como éstos es natural suponer que se presentan
como valores constantes, lo que es esencialmente cierto. Los conductores metalicos obedecen
la ley de Ohm, la cual es una relacion lineal; 1la conductividad es constante en una amplia
gama de densidades de corriente e intensidades de campo eléctrico. La ley de Ohm y los
conductores metdlicos se describen también como isotrépicos o que tienen las mismas pro-
piedades en cualquier direccién. Un material que no es isotrépico se llama anisotropico y
se retomard dicho material unas cuantas paginas después.

Sin embargo, la conductividad es una funcién de la temperatura. La resistividad, el re-
ciproco de la conductividad, cambia casi linealmente con la temperatura, para temperatura
en la region de la temperatura ambiente, y para el aluminio, el cobre y la plata, aumenta cer-
ca de 0.4% para un incremento en la temperatura de 1 K.> Para varios metales la resistencia
cae abruptamente a cero a temperaturas de unos cuantos grados Kelvin; esta propiedad se
llama superconductividad. El cobre y la plata no son superconductores, aunque el aluminio
lo es (para temperaturas menores a 1.14 K).

Si se combinan (7) y (8), se puede expresar la conductividad en términos de la densi-
dad de carga y de la movilidad del electrén.

0 = —Pelle 9

A partir de la definicién de movilidad (6), se observa que a mayor temperatura se produce
una mayor vibracién de la red cristalina; en consecuencia, el avance del electrén estd mas
obstaculizado para una intensidad de campo eléctrico dado, lo que da lugar a menor veloci-
dad de arrastre. Por tanto, menor movilidad, menor conductividad de acuerdo con (9) y fi-
nalmente mayor resistividad.

La aplicacion a una regién macroscépica, visible a simple vista, de 1a ley de Ohm en la for-
ma puntual conduce a una forma mucho mds familiar. Inicialmente, supéngase que J y E son
uniformes, como lo muestra la region cilindrica de la figura 5.3. Dado que son uniformes,

I=/J-dS=JS (10)
S
vabz_f E-dL:—E-/ dL = —E - Ly,
b b
—E-Ly, (1n

3 Gran cantidad de datos sobre temperatura de los materiales conductores se encuentra disponible en el Standard
Handbook for Electrical Engineers, citado en las lecturas complementarias al final de este capitulo.
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Conductividad o

Figura 5.3 Densidad de corriente uniforme J e intensidad de
campo eléctrico E en una region cilindrica de longitud L y area
de la seccion transversal S. Aqui V = IR, donde R = L/oS.

0
V=EL
Asi,
1 \%
J=—=0Fk=0—
S L
0
L
V=—I
oS

Sin embargo, en la teoria elemental de circuitos se conoce como resistencia del cilin-
dro a la relacién de la diferencia de potencial entre las terminales del cilindro con la corrien-
te que entra por el extremo mas positivo,

V =1IR (12)

donde
R = L 13
T oS (13)

La ecuacién (12) es, por supuesto, conocida como la ley de Ohm, y (13) permite calcular la
resistencia R, la cual se mide en ohms (abreviado como ), de los objetos conductores que
poseen campos uniformes. Si el campo no es uniforme, la resistencia puede estar definida
como el cociente de V e 1, donde V es la diferencia de potencial entre dos superficies equi-
potenciales especificas del material, e / es la corriente total que cruza a la superficie mas po-
sitiva dentro del material. De las relaciones integrales generales (10) y (11), y de la ley de
Ohm (8), se puede escribir esta expresion general cuando los campos no son uniformes,

Var _ —J, E-dL
I fscrE-dS

Se toma la integral de linea entre dos superficies equipotenciales en el conductor, y la inte-
gral de superficie se evalia sobre la mas positiva de estas dos equipotenciales. En este mo-

R = (14)
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mento no se pueden resolver estos problemas que no son uniformes; serd posible hacerlo
después de estudiar los capitulos 6y 7.

Como ejemplo de la determinacion de la resistencia de un cilindro, encontrar la resistencia
de un alambre de cobre del nimero 16 que tiene una milla de longitud y un didmetro de
0.0508 pulgadas.

Solucién. El didmetro del alambre es de 0.0508 x 0.0254 = 1.291 x 1073 m, el 4rea de
la seccién transversal es (1.291 x 1073/2)? = 1.308 x 10~°m?, y la longitud es de 1 609
metros. Utilizando una conductividad de 5.80 x 107 S/m la resistencia del alambre es, por
lo tanto,
1609
R =
(5.80 x 107)(1.308 x 10-9)

El alambre puede llevar con seguridad 10 A cd, que corresponden a una densidad de corrien-
te de 10/(1.308 x 107°) = 7.65 x 10° A/m2, o 7.65 A/mm?. Con esta corriente la diferen-
cia de potencial entre los extremos del cable es 212 V; la intensidad de campo eléctrico,
0.312 V/m; la velocidad de arrastre, 0.000422 m/s, o un poco mas que un furlong a la sema-
na; y la densidad de electrones libres, —1.81 x 1010 C/m3 mds o menos un electrén en un
cubo de 2 angstroms por lado.

=212Q
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D5.3 Calcular la magnitud de la intensidad de campo eléctrico en una muestra de pla-
ta que tiene o = 6.17 x 107 S/m y p, = 0.0056 m?V - s si: a) la velocidad de arrastre
es de 1.5 um/s; b) la intensidad de campo eléctrico es de 1 mV/m; ¢) la muestra es un
cubo de 2.5 mm de lado y tiene un voltaje de 0.4 mV entre las caras opuestas; d) la
muestra es un cubo de 2.5 mm de lado y transporta una corriente total de 0.5 A.

Respuesta: 16.5 kA/m?%; 61.7 kA/m?; 9.9 MA/m?; 80.0 kA/m?

D5.4 Un conductor de cobre tiene un didmetro de 0.6 pulgadas y una longitud de
1 200 pies. Suponer que transporta una corriente total de cd de 50 A. a) Encontrar la
resistencia total del conductor. b) ;Qué densidad de corriente tiene el conductor? c)
(Cudl es el voltaje de cd entre los extremos del conductor? d) ;Cudnta potencia es di-
sipada en el alambre?

Respuesta: 0.035 Q; 2.74 x 10° A/m?; 1.73 V; 86.4 W

5.4 Propiedades de los conductores
y condiciones de frontera

Una vez mds hay que dejar, por lo tanto, las supuestas condiciones estdticas y hacer variar
el tiempo durante unos cuantos microsegundos para ver qué ocurre cuando una distribucion
de carga es desbalanceada sibitamente dentro de un material conductor. Supdngase, tenien-
do en cuenta lo anterior, que de improviso aparece un cierto nimero de electrones en el in-
terior de un conductor. Los campos eléctricos de estos electrones no los neutraliza ninguna
carga positiva, asi que los electrones se aceleran alejandose unos de otros. Esto continda
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hasta que los electrones alcanzan una de las superficies del conductor o hasta que un nime-
ro de electrones igual al de los electrones introducidos alcanza la superficie.

Aqui la salida de los electrones la detiene el material que rodea al conductor, suponien-
do que es un aislante que no posee la banda de conduccién apropiada. Ninguna carga per-
manece dentro del conductor. Si asf tratara de hacerlo, el campo eléctrico resultante obligaria
a las cargas a permanecer en la superficie.

De aqui que dentro de un conductor el resultado final sea densidad de carga igual a ce-
ro, por lo que reside en la superficie exterior una densidad de carga de superficie. Esta es
una de las dos caracteristicas de un buen conductor.

La otra caracteristica, establecida para las condiciones estdticas en las cuales no existe
un flujo de corriente, se obtiene directamente de la ley de Ohm: la intensidad de campo eléc-
trico dentro del conductor es cero. Fisicamente, se ve que si un campo eléctrico estuviera
presente los electrones de conduccién se moverian y producirian una corriente, con la cual
se generaria una situacion no estética.

En resumen, para una situacion electrostatica no existen cargas ni campos eléctricos en
ningin punto dentro de un conductor. Sin embargo, la carga puede aparecer en la superficie
como una densidad de carga superficial, y la tarea ahora es investigar los campos externos
al conductor.

Se quieren relacionar los campos externos con la carga localizada en la superficie del
conductor. El problema es simple y primero se hablard de una manera particular de encon-
trar la solucién con un poco de matemadticas.

Si el campo eléctrico externo se descompone en dos componentes, una tangencial y otra
normal a la superficie del conductor, se ve que la tangencial es cero. Si asf no ocurriera, una
fuerza tangencial se aplicaria en las cargas de la superficie, lo que daria como resultado su
movimiento y condiciones no estdticas. Pero como se han supuesto condiciones estéticas, el
campo eléctrico tangencial y la densidad de flujo deben ser cero.

La ley de Gauss contesta la pregunta relativa a la componente normal. El flujo eléctri-
co que abandona una superficie pequefia debe ser igual a la carga que en ella se encuentra.
El flujo no puede salir en una direccion tangencial, ya que su componente es cero, por lo
que lo debe hacer normal a la superficie. Cuantitativamente, se puede decir que la densi-
dad de flujo eléctrico, medido en coulombs por metro cuadrado, tiene una direccién nor-
mal a la superficie y es igual a la densidad de carga, medida en coulombs por metro
cuadrado; es decir, D), = p.

Si utilizamos algunos de los resultados obtenidos antes para realizar un andlisis mds
cuidadoso (e incidentalmente introduciendo un método general que se utilizard mds adelan-
te), se puede proponer una regioén de frontera entre el conductor y el espacio libre (figura
5.4) donde se muestran las componentes normal y tangencial de D y E en el lado de la fron-
tera que da al espacio libre. Ambos campos son cero dentro del conductor. El campo tan-
gencial puede determinarse aplicando la ecuacién (21) de la seccién 4.5,

%E-dL:O

a lo largo de una pequefia trayectoria cerrada abcda. La integral se debe separar en cua-

tro partes
b c d a
[off L=
a b c d
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D Espacio libre

Conductor

Figura 5.4 Una trayectoria y una superficie gaussiana seleccionadas
apropiadamente se utilizan para determinar las condiciones de frontera en la
interfase entre un conductor y el espacio libre; £, =0y D,, = ps.

Se debe recordar que E = 0 dentro del conductor. Sean Aw la longituddeaa by decad,
y Aw de b a c y de d a aAh, entonces se obtiene

E,AW — EyenpsAh+ Enena 3Ah =0

Al aproximarse Ah a cero, manteniendo Aw pequeiio pero finito, no importa si las com-
ponentes normales son, o no, iguales en los puntos a y b, ya que Ah hace estos productos
despreciablemente pequefios. Asi

E:Aw =0
y, por lo tanto,
E, =0

La condicion sobre el campo normal se demuestra mds réapido si se considera D), en el
lugar de E,, y se escoge un pequefio cilindro como superficie gaussiana. Sea la altura Ah, y
el drea de las tapas AS. Una vez mds se hace tender Ak a cero. Utilizando la ley de Gauss,

?gn-dszg
S

integrando sobre las tres superficies diferentes

/ +/ + / =0
arriba abajo lados

Se encuentra que las dos ultimas son cero (por razones diferentes). Entonces

DyAS = Q = psAS

Dy = ps
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Las siguientes son las condiciones de frontera que se estaban buscando para la fronte-
ra de un conductor con el espacio libre en el caso electrostético:

| Dy = &oEw = ps | (16)

El flujo eléctrico sale del conductor en una direccién normal a la superficie y el valor de la
densidad del flujo eléctrico es numéricamente igual a la densidad superficial de carga.

Una consecuencia inmediata e importante de que la componente tangencial de la inten-
sidad de campo eléctrico sea cero es el hecho de que la superficie de un conductor es una
superficie equipotencial. Evaluar la diferencia de potencial entre dos puntos cualquiera en
la superficie por medio de la integral de linea nos da como resultado cero, debido a que la
trayectoria se puede escoger sobre la superficie misma donde se cumple E - dL. = 0, en to-
dos los puntos.

Para resumir los principios aplicables a conductores en campos electrostéticos se puede
decir lo siguiente:

1. La intensidad de campo eléctrico dentro de un conductor es cero.
La intensidad de campo eléctrico estatico es normal a la superficie del conductor.

3. La superficie del conductor es una superficie equipotencial.

Al utilizar estos tres principios, existe un buen nimero de cantidades susceptibles de
calcularse en la frontera de un conductor, si se tiene conocimiento del campo de potencial.

Dado el potencial,
V = 100(x> — y?)

en el punto P(2, —1, 3) ubicado en la frontera entre el conductor y el espacio libre encon-
trar V, E, Dy pg en P, y también la ecuacion de la superficie del conductor.

Solucion. El potencial en el punto P es
Vp = 100[2° — (—1)*] =300 V

Dado que el conductor es una superficie equipotencial, el potencial en toda la superficie de-
be ser 300 V. Més atin, si el conductor es un objeto sélido, el potencial en todo punto inte-
rior y sobre la superficie del conductor es de 300 V, puesto que E = 0 dentro del conductor.

La ecuacién que representa el lugar geométrico de todos los puntos que tienen un po-
tencial de 300 V es

300 = 100(x> — y?)

2oyr=3
Esta es, por lo tanto, la ecuacién de la superficie del conductor; se trata de un cilindro hi-
perbdlico, como lo muestra la figura 5.5. Supdngase arbitrariamente que el conductor sélido



5.4 Propiedades de los conductores y condiciones de frontera

1 z=23 plano
1 3
0
x2_y2=3
V=300V
1 P2,-1,3)
7
/
/
/
-2 /
/ xy=-2
/
/

Figura 5.5 Dado el punto P(2, —1, 3) y el campo de
potencial V = 100(x2 — y?), se encuentra que la superficie
equipotencial que pasa por P es x° — y° = 3, y la linea de
flujoen P es xy = —2.

queda arriba y a la derecha de la superficie equipotencial en el punto P, mientras el espacio
libre estd abajo y a la izquierda.
Ahora, encuéntrese E por medio del operador gradiente,

E = —100V(x* — y*) = —200xa, + 200ya,
En el punto P,
E, = —400a, —200a, V/m
Como D = eOE, se tiene

Dy = 8.854 x 107 "*Ep = —3.54a, — 1.771a, nC/m’

El campo estd dirigido hacia abajo y hacia la izquierda de P, y es normal a la superficie equi-
potencial. Entonces,

Dy = |Dp| = 3.96 nC/m>
Asf, la densidad de carga superficial en P es

psp = Dy = 3.96 nC/m>
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Obsérvese que si se hubiera tomado la regién a la izquierda de la superficie equipoten-
cial como el conductor, el campo E ferminaria en la carga superficial y se tendria p, =
—3.96 nC/m>.

Por dltimo, determinar la ecuacion de las lineas de flujo que pasan por P.
Solucion. Obsérvese que
E, 200y  y dy

E, —=200x  x dx

Asi

dy dx _

y X
y

Iny+1Inx =C
Por lo tanto,
xy =C

La linea (o superficie) que pasa por P se obtiene cuando C, = (2)(—1) = —2. Asi, la linea

de flujo es el trazo de otro cilindro hiperbdlico,
xy = -2

Esto también lo muestra la figura 5.5.

D5.5 Dado un campo de potencial en el espacio libre V = 100 senh 5x sen 5y V'y
un punto P(0.1, 0.2, 0.3), encontrar en el punto P: a) V; b) E; ¢) |E[; d) |pgl si se sa-
be que el punto P se localiza sobre la superficie del conductor.

Respuesta: 43.3V; —474a — 140.8av V/m; 495 V/m; 4.38 nC/m?

5.5 EIl método de las imagenes

Una caracteristica importante del campo de un dipolo, estudiado en el capitulo anterior, es
el plano infinito con potencial cero que existe a la mitad entre las dos cargas. Tal plano pue-
de representarse por un conductor extremadamente delgado que se extiende al infinito. El
conductor es una superficie equipotencial en el punto V = 0 y la intensidad de campo eléc-
trico es entonces normal a la superficie. Asi, si se reemplaza la configuracion del dipolo
mostrada en la figura 5.6a por la de una sola carga y un plano conductor (figura 5.6b), los
campos en la mitad superior de cada figura son iguales. Debajo del plano conductor el cam-
po es cero, ya que no se ha suministrado carga en ninguna regioén. Por supuesto, también se



5.5 Elmétodo de las imagenes

0o 0,
-0
+Qe +Q e
Superficie equipotencial V=0 Plano conductor V=0
—Qe
a) b)

Figura 5.6 a) Dos cargas iguales pero de signo opuesto pueden reemplazarse por b) una
sola carga y un plano conductor, sin que afecte los campos encima de la superficie V = 0.

puede sustituir por una sola carga negativa debajo de un plano conductor para el arreglo del
dipolo y obtener campos equivalentes en la parte inferior de cada region.

Si se observa esta equivalencia desde un punto de vista opuesto, empezando primero
por una carga arriba de un plano perfectamente conductor, se ve que se puede mantener el
mismo campo en la parte superior al plano, quitdndolo y colocando una carga negativa en
una posicién simétrica por debajo del plano. Esta carga se denomina la imagen de la carga
original y tiene un valor negativo al valor de la carga inicial.

Si es vélido realizar esto una vez, la linealidad permite hacerlo una y otra vez, de ma-
nera que cualquier configuracién de cargas arriba de un plano infinito con potencial cero
puede reemplazarse con un arreglo similar de cargas, su imagen y quitando el plano con-
ductor. Esto lo sugieren las dos ilustraciones de la figura 5.7. En muchos casos el campo de
potencial del nuevo sistema es mucho mds facil de encontrar, ya que no contiene un plano
conductor con una distribucién superficial de carga desconocida.

Como ejemplo del uso de las imagenes, encuéntrese la densidad de carga superficial en
P(2, 5, 0) en un plano conductor z = 0 si existe una linea de carga de 30 nC/m localizada

—4 ° -4 )
+1 L] p +1 ° p
L/ L/
Plano conductor V=0 Superficie equipotencial V=0
>~
“le
+4e
a) b)

Figura 5.7 a) Una configuracion de cargas dada ubicada arriba de un plano conductor
infinito puede reemplazarse por b) la configuracion de cargas dada mas su configuracion
imagen sin el plano conductor.
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30 nC/m 30 nC/m
Plano conductor R :
e Va
+
. Py
P(2,5,0) I
-30nC/m R\

a) b)

Figura 5.8 a) Una linea de carga arriba de un plano conductor. b) El conductor se suprime
y se anade la imagen de una linea de carga.

en x = 0, z =3, como lo muestra la figura 5.8a. Se quita el plano y se introduce una linea
de carga, que sea la imagen de la anterior, de —30 nC/m en x = 0, z = —3, como lo ilustra
la figura 5.8b. El campo en P ahora se puede obtener por superposicion de los campos co-
nocidos de las lineas de carga. El vector radial de la linea de cargaa Pes R, = 2a _— 3a,
mientras que R_ = 2a_+ 3az. Asi, los campos individuales son

oL 30 x 10~ 2a, — 3a,

E = ——a =
7 2ne0R, o 2reg/13 W13

30 x 107 2a, + 3a,
T 2neV/13 /13
Sumando ambos resultados se tiene
—180 x 10~°a,

E=—— " — "t — _249a, V/m
2meo(13)

E_

Este es el campo en P (o justo arriba de P) en ambas configuraciones de la figura 5.8, y
ciertamente satisface ver que el campo es normal al plano conductor. Asi, D = ¢E =
—2.20a, nC/m?, y como su direccién es hacia el plano conductor, Py €8 negativa y tiene un
valor —2.20 nC/m? en P.

D5.6 Un plano perfectamente conductor estd ubicado en el espacio libre en x = 4, y
una linea de carga infinita y uniforme de 40 nC/m se ubica a lo largo de la linea x = 6,
y = 3. Sea V = 0 en el plano conductor. En el punto P(7, —1, 5) encontrar: a) V; b) E.

Respuesta: 317V; —45.3a, —99.2av V/m

5.6 Semiconductores

Ahora se pondra atencién a un material semiconductor intrinseco, como lo es el germanio
o el silicio puros, en el cual estdn presentes dos tipos de portadores de carga, electrones y
huecos. Los electrones se encuentran en la capa superior de la banda de valencia ocupada
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y han recibido suficiente energia (por lo general térmica) para atravesar la relativamente an-
gosta banda prohibida y llegar a la banda de conduccién. La banda prohibida del espacio de
energia en los semiconductores comunes es mas o menos de un electrén-volt. Las vacantes
dejadas por estos electrones son estados de energia no ocupados en la banda de valencia, los
cuales pueden moverse de un dtomo a otro dentro del cristal. La vacante es llamada hueco,
y muchas propiedades de los semiconductores se describen tratando el hueco como si tuvie-
ra una carga positiva de e, una movilidad p, y una masa efectiva comparable a la del elec-
trén. Ambos portadores se mueven en un campo eléctrico en direcciones opuestas; asi, cada
forma contribuye a una corriente total, la cual es en la misma direccion para ambas. La con-
ductividad entonces es una funcién de las concentraciones y movilidades tanto de huecos
como de electrones,

0 = —Pelbe + Pulln (17)

Para el silicio puro, o intrinseco, las movilidades de los huecos y de los electrones son
0.12 y 0.025, respectivamente, mientras que para el germanio éstas son 0.36 y 0.17, respec-
tivamente. Estos valores estdn dados en metros cuadrados por volt-segundo y estdn en un in-
tervalo de 10 a 100 veces la del aluminio, cobre, plata y otros conductores metalicos.® Las
movilidades citadas son vélidas a una temperatura de 300°K.

La concentracién de electrones y huecos depende significativamente de la temperatu-
ra. A 300°K la densidad volumétrica, tanto de electrones como de huecos, es de 0.0024
C/m? en silicio intrinseco y de 3.0 C/m3 en germanio puro. Estos valores dan una conduc-
tividad de 0.00035 S/m en el silicio y de 1.6 S/m en el germanio. Conforme la tempera-
tura aumenta, las movilidades disminuyen, pero las densidades aumentan muy
rapidamente. Como resultado, la conductividad del silicio aumenta por un factor de 10
cuando la temperatura se incrementa desde 300°K hasta aproximadamente 330°K, y decre-
ce por un factor de 10 cuando la temperatura disminuye de 300°K hasta aproximadamente
275°K. Obsérvese que la conductividad de un semiconductor intrinseco aumenta con la
temperatura; ésta es una de las diferencias caracteristicas que distingue a los semiconduc-
tores de los conductores metdlicos.

Los semiconductores intrinsecos también satisfacen la forma puntual de la ley de Ohm,
esto es, la conductividad es razonablemente constante con la densidad de corriente y con la
direccion de la densidad de corriente.

El nimero de portadores de carga y la conductividad pueden aumentarse drasticamen-
te si se afladen pequefias cantidades de impurezas. Materiales donadores suministran elec-
trones adicionales y forman el semiconductor fipo n, mientras que materiales aceptores
proveen de huecos extra y forman los materiales tipo p. El proceso es conocido como con-
taminacién, y una concentracién de donadores de una parte en 107 en el silicio produce un
aumento en la conductividad con un factor de 10°.

El intervalo de valores de la conductividad es muy amplio, desde los materiales aislantes
hasta los semiconductores y los mejores conductores. En siemens por metro, intervalos pa-
ra s van desde 10~!7 para cuarzo fundido, 10~ para aislantes de plésticos malos, y casi 1
para semiconductores hasta casi 10% para metales conductores a la temperatura ambiente.
Estos valores cubren un intervalo de unos 25 érdenes de magnitud.

¢ Los valores para la movilidad en los semiconductores estdn en las referencias 2, 3 y 5, enumeradas al final de
este capitulo.
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Examenes

CAPITULO 5 Corriente y conductores

D5.7 Utilizando los valores de movilidad de electrones y huecos en el silicio a
300°K dados en esta seccion y suponiendo densidades de carga de huecos y electro-
nes de 0.0029 C/m3 y —0.0029 C/m3, respectivamente, encontrar: a) la componente
de la conductividad que producen los huecos; b) la componente de la conductividad
que producen los electrones; ¢) la conductividad.

Respuesta: 7.25 ©S/m; 348 puS/m; 421 pS/m

Lecturas complementarias

1.

Adler, K. H., A. C. Smith y R. L. Longini, Introduction to Semiconductor Physics, Nueva York,
John Wiley & Sons, 1964. La teoria de los semiconductores se trata a nivel universitario.
Dekker, A. J., Electrical Engineering Materials, Englewood Cliffs, N.J., Prentice-Hall, 1959. Es-
te libro admirable cubre temas acerca de dieléctricos, conductores, semiconductores y materiales
magnéticos.

Fink, D. G. y H. W. Beaty, Standard Handbook for Electrical Engineers, 12a. ed., Nueva York,
McGraw-Hill, 1987.

Maxwell, J. C., A Treatise on Electricity and Magnetism, 3a. ed., Nueva York, Oxford University
Press, 1904, o una edicion rdstica, Dover Publications, Nueva York, 1954.

Wert, C. A., y R. M. Thomson, Physics of Solids, 2a. ed., Nueva York, McGraw-Hill, 1970. Este
es un texto avanzado para nivel universitario y cubre temas como metales, semiconductores y die-
1éctricos.

Problemas

5.1

5.2

5.3

54

5.5

Dada la densidad de corriente J = —10%[sen(2x)e">a_+ cos(2x)e">a ] kKA/m*: a)
Encontrar la corriente total que cruza el plano y = 1 en la direccién de a en la re-
gién 0 < x < 1, 0 < z < 2. b) Encontrar la corriente total que abandona la regién 0 < x,
y< 1,2 <z<3integrando J - dS sobre la superficie del cubo. ¢) Repetir el inciso
b) utilizando el teorema de la divergencia.

Una cierta densidad de corriente est4 dada por J = 100e=% (pa , T a) A/m?. Encon-
trar la corriente total que pasa a través de las superficies: @) z=0,0< p < 1,enla
direccion a; b)z=1,0<p <1, en ladireccién de a; ¢) cilindro cerrado definido
por0<z<1,0< p<1,en ladireccién saliente.

Sea J =400 sen 0 /(r* + da, A/m?. @) Encontrar la corriente total que fluye a través
de la porcién de la superficie esférica r = 0.8, limitada por 0.1 1 <6< 0.3 7w, 0 < ¢
< 2m. b) Encontrar el valor promedio de J en el drea en cuestion.

Suponer que un rayo electrénico uniforme de seccién circular de radio 0.2 mm lo ge-
nera un citodo en x = 0y lo recibe un dnodo en x = 20 cm. La velocidad de electro-
nes varfa en funcién a x en la forma v_= 10%x%3 m/s, dado x en metros. Si la densidad
de corriente en el 4anodo es de 10* A/m2, encontrar la densidad volumétrica de carga
y la densidad de corriente como funcidén de x.

Sea J = 25/,0a — 20/(p* + 0. Ol)a A/m?. a) Encontrar la corriente total que cruza el
plano z = 0.2 en la direccion a_ para p <0.4. b) Calcular dp /dt. ¢) Encontrar la co-
rriente saliente que cruza a la superflcle cerrada definida por p = 0.01, p = 0.4,



5.6

5.7

5.8

5.9

5.10

5.11

5.12

5.13

Problemas

z =0y z=0.2. d) Demostrar que J y la superficie definida en el inciso ¢) satisfa-
cen el teorema de la divergencia.

La densidad de corriente en una cierta region es de aproximadamente J = (0.1/r) exp
(— 106t)ar A/m? en coordenadas esféricas. a) En t = 1us, ;qué cantidad de corriente
atraviesa la superficie r = 5? b) Repetir lo anterior para r = 6. ¢) Utilizar la ecuacién
de continuidad para encontrar p (1, 1) suponiendo que p, — 0 a medida que t — oo.
d) Encontrar una expresion para la velocidad de la densidad de carga.

Suponiendo que no hay transformacién de masa a energia y viceversa, se puede es-
cribir una ecuacién de continuidad para la masa. a) Si se utiliza la ecuacién de con-
tinuidad para la carga como en nuestro modelo, ;qué cantidades corresponden a J y
a p,? b) Dado un cubo de 1 cm de lado, algunos datos empiricos demuestran que las
velocidades a las que la masa abandona las caras son 10.25, —9.85, 1.75, —2.00,
—4.05 y 4.45 mg/s. Si se supone que el cubo es un elemento de volumen incremen-
tal, determinese un valor aproximado de la rapidez de cambio de la densidad en su
centro.

La conductividad del carbén es de 3 x 10* S/m. a) ;{Qué forma y tamafio de una
muestra de carbén tiene una conductancia de 3 x 10* S? b) (Cudl es la conductan-
cia si todas las dimensiones de la muestra encontrada en el inciso a) se redujeran a
la mitad?

a) Utilizando los datos tabulados en el Apéndice C, calcular el didmetro que se re-
quiere para que un alambre de nicromo de 2 m de longitud disipe una potencia pro-
medio de 450 W cuando se le aplique un voltaje de 120 V rms a 60 Hz. b) Calcular
el valor rms de la densidad de corriente en el alambre.

Un alambre sélido con una conductividad a; y un radio a tiene una cubierta de un
material que tiene una conductividad o, su radio interior es a y su radio exterior es b.
Demostrar que la relacion de las densidades de corriente de los dos materiales es in-
dependiente de a y b.

Dos superficies cilindricas conductoras de longitud ¢ estdn ubicadas en p = 3
y p =5 cm. La corriente total que fluye radialmente hacia fuera a través del medio
entre los dos cilindros es de 3 A de cd. @) Encontrar el voltaje y la resistencia entre
los cilindros y E en la regién entre los cilindros si un material conductor que tiene
una o = 0.05 S/m estd presente en 3 < p < 5 cm. b) Demostrar que integrando la po-
tencia disipada por unidad de volumen a través de todo el volumen se obtiene la poten-
cia disipada total.

Dos placas conductoras idénticas que tienen un drea A se ubicanen z =0y z = d.
La region entre las placas estd llena de un material cuya conductividad o(z) = ooe—Z/d
depende de z, donde o, es una constante. Un voltaje V,, se aplica a la placa en z = d;
en z = 0, la placa estd a cero potencial. Encontrar en términos de los pardmetros da-
dos: a) la resistencia del material; b) la corriente total que fluye a través de las pla-
cas; ¢) la intensidad de campo eléctrico E dentro del material.

Un tubo cilindrico hueco con una seccién rectangular mide externamente 0.5 pulg
por 1 pulg y un grosor de pared de 0.05 pulg. Suponer que el material es latén y tie-
ne una o = 1.5 x 107 S/m. Por el tubo fluye una corriente de 200 A de cd. a) ;Qué
caida de voltaje se presenta en un metro de tubo? b) Encontrar la caida de voltaje si
el interior del tubo se llena con material conductor cuyo valor de o = 1.5 x 10° S/m.
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5.14

5.15

5.16

517

5.18

5.19

5.20

5.21

5.22

5.23

Una placa conductora rectangular estd ubicada en el plano xy y ocupa la regién 0 <
x < a, 0 <y < b. Otra placa conductora idéntica se coloca en posicién paralela a la
primera en z = d. El espacio entre las placas se llena con un material cuyo o(x) =
o, e donde 0, €s una constante. Se aplica un voltaje V, a la placa en z = d; la pla-
ca estd a potencial cero en z = 0. Encontrar en términos de los pardmetros dados: a) la
intensidad de campo eléctrico E dentro del material; b) la corriente que fluye entre
las placas; c) la resistencia del material.

Sea V.= 10(p + 1)z% cos ¢ V en el espacio libre. a) Una superficie equipotencial
V = 20 V define una superficie conductora. Encontrar la ecuacién de la superficie
conductora. b) Encontrar p y E en el punto de la superficie del conductor donde
¢ =0.27y z=1.5. ¢) Encontrar |p | en ese punto.

V = 100002 en coordenadas cilindricas. @) Si la regién 0.1 < p < 0.3 m es el espa-
cio libre mientras que las superficies p = 0.1 y p = 0.3 m son conductores, especi-
ficar la densidad de carga de superficie de cada conductor. b) ;Cudl es la carga total
en un metro de longitud de la regién del espacio libre, 0.1 < p < 0.3 (sin incluir los
conductores)? c) (Cudl es la carga total en un metro de longitud incluyendo ambas
cargas de superficie?

Dado el campo de potencial V = 100xz/(x> + 4) V en el espacio libre: a) Encontrar
D en la superficie z = 0. b) Demostrar que la superficie z = 0 es una superficie equi-
potencial. ¢) Suponer que la superficie z = 0 es un conductor y encontrar la carga to-
tal en la porcién del conductor definida por 0 <x <2, -3 <y <0.

Un campo de potencial estd dado por V = 100 In {[(x + 1)*> + y*}/[(x — 1)> +y*]} V.
Se sabe que el punto P(2, 1, 1) estd en una superficie conductora y que el conductor
se encuentra en el espacio libre. En el punto P encontrar un vector unitario normal a
la superficie, asi como el valor de la densidad de carga de superficie en el conductor.

Sea V = 20 x?yz — 10z? en el espacio libre. a) Determinar las ecuaciones de las su-
perficies equipotenciales en las que V = 0y 60 V. b) Suponer que éstas son superfi-
cies conductoras y encontrar la densidad de carga de superficie en el punto de la
superficie V=60V donde x =2y z = 1. Se sabe que 0 < V<60V es la regién que
contiene el campo. c¢) Proporcionar el vector unitario en el punto que es normal a la
superficie conductora y estd dirigida hacia la superficie V = 0.

Dos cargas puntuales de —1007 1 C se ubican en (2, —1, 0) y (2, 1, 0). La superficie
x = 0 es una superficie conductora. a) Determinar la densidad de carga de superficie
en el origen. b) Determinar pg en P(0, h, 0).

Sea la superficie y = 0 un conductor perfecto en el espacio libre. Dos cargas lineales
infinitas y uniformes de 30 nC/m estdn ubicadasenx =0,y =1yx =0,y = 2.
a) Sea V = 0 en la superficie y = 0, encontrar V en P(1, 2, 0). b) Encontrar E en P.

El segmento de linea x = 0, —1 <y <1, z = 1 tiene una densidad de carga lineal
p, = 7 |yl nC/m. Sea z = 0 una superficie conductora y determinar la densidad de
carga de superficie en: a) (0, 0, 0); b) (0, 1, 0).

Un dipolo cuyo valor de p = 0.1a, £C - m estd ubicado en A(1, 0, 0) en el espacio
libre y la superficie x = 0 es perfectamente conductora. a) Encontrar Ven P(2, 0, 1).
b) Encontrar la ecuacién de la superficie equipotencial de 200 V en coordenadas
cartesianas.



5.24

5.25

5.26

Problemas

A cierta temperatura, las movilidades de electrones y huecos en el germanio son de
0.43y 0.21 m?/V - s, respectivamente. Si las concentraciones de huecos y electrones
son de 2.3 x 10" m~3, encontrar la conductividad a esa temperatura.

Las concentraciones de electrones y huecos se incrementan con la temperatura. Para
el silicio puro, p, = —p, = 6200T" =707 C/m3. La dependencia funcional de las
movilidades con la temperatura estd dada por p1, = 2.3 x 10727 m*V - sy pu, =
2.1 x 10°T=2> m?/V - s, donde la temperatura T estd en grados Kelvin. Encontrar o
en: a) 0°C; b) 40°C; ¢) 80°C.

Una muestra de semiconductor tiene una seccion transversal rectangular de 1.5 mm por
2.0 mm y una longitud de 11.0 mm. El material tiene unas densidades de electrones y
huecos de 1.8 x 108 y 3.0 x 10" m~3, respectivamente. Si 1, = 0.082 m*/V - s
y i, = 0.0021 m?/V - s, encontrar la resistencia ofrecida entre las caras de los extre-
mos de la muestra.
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Dieléctricos y
capacitancia

na vez que se han investigado las propiedades de los conductores en el capitulo 5,

se enfocard la atencidn en el estudio de los materiales aisladores o dieléctricos. Es-

tos materiales difieren de los conductores en que, idealmente, no existen cargas li-
bres que puedan transportarse a través de ellos para producir una corriente eléctrica. En
lugar de ello, toda la carga estd confinada formando moléculas o enrejados por las fuerzas
de Coulomb. La aplicacién de un campo eléctrico tiene el efecto de desplazar las cargas li-
geramente, lo cual genera la formacion de conjuntos de dipolos eléctricos. La medida en que
esto ocurre se mide por medio de la permitividad relativa o constante dieléctrica. La polari-
zacion del medio modifica el campo eléctrico, cuya magnitud y direccién puede variar de
los valores que tendria en dieléctricos diferentes o en el espacio libre. Se estudiardn las con-
diciones de frontera de los campos en las interfases entre los dieléctricos para poder evaluar
estas diferencias.

El principio de desplazamiento de carga constituye un mecanismo de almacenamiento
de energia muy util en la construccién de capacitores. Ademads, la respuesta de los materia-
les dieléctricos a los campos que varian en el tiempo, en particular a las ondas electromag-
néticas, es extremadamente importante en la comprensiéon de muchos fendmenos fisicos y
en el desarrollo de dispositivos de gran utilidad, como se podrd observar en capitulos pos-
teriores. También se observard que la mayoria de los materiales posee propiedades tanto die-
léctricas como conductoras; esto es, un material que se considere dieléctrico puede ser un
poco conductor y un material que basicamente sea conductor puede polarizarse ligeramen-
te. Estas desviaciones de los casos ideales llevan a un comportamiento muy interesante, en
particular en cuanto a los efectos de la propagacion de ondas, como se podrd ver despu€s.

Una vez estudiados los materiales dieléctricos se analizardn los capacitores, particular-
mente respecto a la capacitancia que se puede obtener a partir de una combinacién determi-
nada de conductores y dieléctricos. El objetivo es presentar los métodos con que se calcula
la capacitancia para diferentes casos bdsicos, incluyendo las geometrias de las lineas de
transmision, y para poder emitir juicios sobre cémo puede modificarse la capacitancia por
cambios en los materiales o en sus configuraciones. Se estudian tanto métodos graficos como
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analiticos para determinar la capacitancia. En el capitulo 7 se aplican procedimientos ana-
liticos y métodos numéricos adicionales para el cédlculo de la capacitancia. ll

6.1 Naturaleza de los materiales
dieléctricos

Aunque se han mencionado los materiales aislantes o dieléctricos, no se tienen relaciones
cuantitativas para ellos. Sin embargo, pronto se verd que un dieléctrico en un campo eléc-
trico puede considerarse como un arreglo de dipolos eléctricos microscopicos compuestos
por cargas positivas y negativas cuyos centros no coinciden perfectamente.

No se trata de cargas libres y no contribuyen al proceso de conducciéon. Mds atn, se
mantienen en su lugar por las fuerzas atémicas y moleculares, y sélo pueden cambiar su po-
sicién ligeramente en respuesta a campos eléctricos externos. Se denominan cargas ligadas,
en contraste a las cargas libres que determinan la conductividad. Las cargas ligadas pueden
tratarse como cualquier otra fuente de campo electrostatico. Si no se desea, no es necesario
introducir la constante dieléctrica como un nuevo pardmetro o tratar con permitividades di-
ferentes de la permitividad del espacio libre; sin embargo, la alternativa serfa considerar a
cada carga dentro de un pedazo de material dieléctrico. Esto seria pagar un precio muy alto
por utilizar todas las ecuaciones anteriores de una manera inalterable; por lo tanto, se dedi-
card cierto tiempo teorizando acerca de los dieléctricos de un modo cuantitativo, introdu-
ciendo la polarizacion P, la permitividad €, y la permitividad relativa € ; y desarrollando
algunas relaciones cuantitativas que involucren estas nuevas cantidades.

La caracteristica comtin de todos los dieléctricos, ya sean sélidos, liquidos o gases, ten-
gan o no estructura cristalina, es su capacidad para almacenar energia. Este almacenamien-
to ocurre al cambiar las posiciones relativas de las cargas positivas y negativas ligadas en el
interior en contra de las fuerzas moleculares y atémicas.

Este desplazamiento en contra de la fuerza de restitucion es similar a levantar un peso
o estirar un resorte, ya que representan energia potencial. La fuente de esta energia es el
campo externo, el desplazamiento de estas cargas puede producir una corriente transitoria a
través de la bateria que produce el campo.

El mecanismo real por el cual la carga se desplaza es diferente entre varios materiales
dieléctricos. Algunas moléculas, llamadas moléculas polares, tienen un desplazamiento per-
manente entre el centro de “gravedad” de la carga positiva y negativa, y cada par de cargas
actia como un dipolo. Normalmente los dipolos estdn orientados en forma aleatoria en el
interior del material, y la accién del campo eléctrico externo sobre estas moléculas las ali-
nea, hasta cierto punto, en la misma direccién. Un campo lo suficientemente intenso puede
incluso producir desplazamientos adicionales entre las cargas positivas y negativas.

Una molécula no polar no tiene este tipo de arreglo sino hasta que se aplica un campo.
Las cargas positivas y negativas se desplazan en direcciones opuestas en contra de su atrac-
cién mutua y producen un dipolo que se alinea con el campo eléctrico.
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Ambos tipos de dipolos pueden describirse por su momento bipolar p, analizado en la
seccion 4.7, ecuacion (37),

p=0d (D

en donde Q es la carga positiva de las dos cargas ligadas que forman el dipolo y d es el vec-
tor que va de la carga negativa a la positiva. Se puede notar que las unidades de p son cou-
lombs-metros.

Si hay n dipolos por unidad de volumen y se trabaja con un volumen Av, entonces hay
n Av dipolos, y el momento bipolar total se obtiene por medio de una suma vectorial,

nAv

Ptotal = Z Pi

i=I

Si los dipolos estdn alineados en la misma direccion, p, ., puede tener un valor significati-
vo. Sin embargo, una orientacion aleatoria producird un p,_ . esencialmente cero.

Se define ahora la polarizaciéon P como el momento dipolar por cada unidad de
volumen,

nAv

P= lim —Zp, (2)

Av—0 Av

con unidades de coulomb por metro cuadrado. Se manejard P como un campo continuo comiin,
aun cuando es obvio que estd indefinido en puntos interiores de un dtomo o una molécula. Sin
embargo, se puede pensar que su valor en cualquier punto es el valor promedio tomado de una
muestra de volumen Av lo suficientemente grande para contener muchas moléculas (n Av en
nimero), pero suficientemente pequefio como para utilizar el concepto de diferencial.

La tarea inmediata es mostrar que una densidad de carga volumétrica ligada actda co-
mo la densidad de carga libre volumétrica en cuanto a la produccién de un campo eléctrico
externo; finalmente se obtendra un resultado similar al de la ley de Gauss.

Para ser especificos, supéngase que se tiene un dieléctrico que contiene moléculas no
polares. Ninguna molécula tiene un momento dipolar y P = 0 dentro del material. En algtin
lugar en el interior del dieléctrico se toma un incremento de superficie AS, como lo mues-
tra la figura 6.1a, y se aplica un campo eléctrico E. El campo eléctrico produce un momen-
to dipolar p = Qd en cada molécula, de tal forma que p y d forman un angulo 0 con AS,
como lo indica la figura 6.1b.

Ahora inspeccidnese el movimiento de las cargas ligadas a través de AS. Cada una de las
cargas asociadas con la creacioén de un dipolo debe haberse movido una distancia de d cos 6
en la direccién perpendicular a AS. Asi, cualquier carga positiva que inicialmente se en-
cuentre debajo de la superficie AS y dentro de una distancia de %d cos 6 debe haber cruza-
do la superficie desplazandose hacia arriba. También cualquier carga negativa, inicialmente
encima de la superficie y dentro de distancia ( d cos 0) de AS debe haber cruzado la super-
ficie desplazandose hacia abajo. Entonces, como existen n moléculas/m?, la carga total que
cruza hacia arriba es nQd cos 8 AS, o
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Material
dieléctrico

a)
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Figura 6.1 a) Se muestra un elemento de superficie AS en el interior de
un dieléctrico en el cual esta presente un campo eléctrico E. b) Las
moléculas no polares forman momentos dipolares p y polarizacion P
Existe una transferencia neta de cargas ligadas a través de AS.

en donde el subindice de Q, recuerda que se estd trabajando con cargas ligadas y no libres.
En términos de la polarizacidn, se tiene

AQ,=P-AS
Si se interpreta AS como un elemento de una superficie cerrada dentro de un material die-

léctrico, entonces la direccion de AS es hacia fuera y el incremento neto de la carga ligada
dentro de la superficie cerrada se obtiene por medio de la integral

Qb=—7gP-ds )

Esta dltima relacion tiene cierto parecido con la ley de Gauss, y podemos ahora generalizar
la definicién de densidad de flujo eléctrico de forma tal que se aplique a medios diferentes
al espacio libre. Primero se escribe la ley de Gauss en términos de € E y la carga total Q,
encerrada por la superficie, tanto ligada como libre:

Or = ?ﬁeoE.ds )
N
donde

Or=0,+0
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y O es la carga total libre encerrada por la superficie S. Obsérvese que la carga libre apare-
ce sin subindice, ya que es el tipo mds importante de carga y aparecerd en las ecuaciones de
Maxwell.

Al combinar estas tres tltimas ecuaciones se obtiene una expresion para la carga libre
encerrada,

Q=QT—Qb=§€(eoE+P>-ds )

Ahora se puede definir D en términos mds generales que los utilizados en el capitulo 3.

D=¢E+P (6)

Es asi como aparece incluido un término adicional en la expresiéon de D cuando un material
polarizable estd presente. Asi,

Q=féD-dS (7

donde Q es la carga libre encerrada.
Por medio de las diferentes densidades de carga volumétricas se puede escribir,

Qb=/pbdv
QZ/)OvdV

QT=/pTdv

Con la ayuda del teorema de la divergencia se pueden transformar las ecuaciones (3), (4) y
(7) en sus relaciones equivalentes divergentes,

V-P=—p,
V-.eE = pr

Debe subrayarse que s6lo las ecuaciones (7) y (8), que se utilizardn en lo sucesivo, son
las que involucran a la carga libre.

Darles una utilidad real a estos nuevos conceptos requiere conocer la relacion que exis-
te entre la intensidad de campo eléctrico E y la polarizacion P. Por supuesto, esta relacion
serd una funcién del tipo de material, por lo que se limitard la exposicion a aquellos mate-
riales isotrépicos para los cuales E y P se relacionan linealmente. En un material isotrépi-
co los vectores E y P siempre son paralelos, sin importar la orientacién del campo. A pesar
de que la mayoria de los dieléctricos utilizados en la ingenieria son lineales e isotropicos para
intensidades de campo que van desde moderadas hasta altas, los monocristales pueden ser
anisotrépicos. La naturaleza periddica de los materiales cristalinos provoca que los momentos
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dipolares se alineen con mayor facilidad a lo largo de los ejes del cristal, y no necesariamen-
te en la direccién del campo aplicado.

En materiales ferroeléctricos la relacién entre P y E no es solamente no lineal, sino que
también presenta efectos de histéresis, esto es, la polarizacién producida por una intensidad
de campo eléctrico depende de la historia pasada de la muestra. Ejemplos importantes de
este tipo de dieléctrico son el titanato de bario, el cual con frecuencia se utiliza en capaci-
tores cerdmicos, y la sal de Rochelle.

La relacion lineal entre P y E es

donde , (ji) es una cantidad adimensional llamada susceptibilidad eléctrica del material.
Se aplica esta relacién en (6) y se obtiene

D = ¢E + x.€0E = (x. + 1)eoE

La expresion dentro del paréntesis se define ahora como
€ =X+ 1 (10)

Esta es otra cantidad adimensional y es conocida como la permitividad relativa o constan-
te dieléctrica del material. Asi,

D = ¢y, E =€cE (In

en donde

€ = €€, (12)

y € es la permitividad. Las constantes dieléctricas para algunos materiales representativos
aparecen en el apéndice C.

Los materiales dieléctricos anisotrépicos no pueden describirse en términos sencillos co-
mo sélo los pardmetros de susceptibilidad y permitividad. En su lugar, se encuentra que
cada componente de D puede ser una funcién de cada una de las componentes de E, entonces
D = €E se convierte en una ecuacién matricial en donde D y E son en cada una matrices
columna de 3 x 1y € es una matriz cuadrada de 3 x 3. Al desarrollar la ecuacién matricial
se obtiene

D, = €, Ex + ExyEy + e E;
Dy =€ E, +€,E, + €, E;
D, =€, E, +eyEy + €, E;

Obsérvese que los elementos de la matriz dependen de la seleccion de los ejes coordenados en
el material anisotrépico. Ciertas direcciones elegidas para los ejes simplifican las matrices.!

! Un estudio més completo de esta matriz puede encontrarse en la referencia Ramo, Whinnery y Van Duzer cita-
da al final del capitulo.
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Dy E (y P) ya no son paralelos y aunque la ecuacion D = ¢ E + P sigue siendo vali-
da para materiales anisotrépicos, se puede continuar usando D = €E solamente si se inter-
preta como una ecuacién matricial. Se considerardn s6lo materiales isotrépicos lineales y se
dejard el caso mds general para textos mds avanzados.

En resumen, se tiene ahora la relacion entre D y E, la cual depende del material dieléc-
trico presente,

D =¢cE (11D
donde

€ = €€, (12)

Esta densidad de flujo eléctrico atn estd relacionada con la carga libre por medio de cual-
quiera de las formas de la ley de Gauss, puntual o integral,

fD-dS:Q 7)
S

El uso de la permitividad relativa, como lo indica (12), vuelve innecesarias las conside-
raciones de la polarizacion, los momentos dipolares y la carga ligada. Sin embargo, ya no
es aplicable la permitividad relativa en forma de un sencillo escalar cuando se debe tomar
en cuenta un material anisotrépico o no lineal.

Se ilustrardn estos nuevos conceptos con un ejemplo numérico.

Una placa de teflén se encuentra en la regién 0 < x < g, y espacio libre donde x < 0y x > a.
Fuera de la placa se encuentra un campo uniforme E_, = Eja_V/m. Se desea encontrar va-
lores de D, E y P en cualquier lugar.

Solucion. La constante dieléctrica del teflén es 2.1 y, por lo tanto, la susceptibilidad eléc-
trica es de 1.1.

Fuera de la placa se tiene D, = € E,a . Asimismo, puesto que no existe material die-
léctrico ahi, P, = 0. Ahora bien, ninguna de las cuatro o cinco ecuaciones permiten rela-

ex
cionar entre si los diferentes campos dentro del material. Por lo tanto,

D;, = 2.1¢0E;, O<x<a)
P, = L.1¢KE;, 0O<x<a)

Tan pronto como se establezca un valor para cualquiera de estos tres campos dentro del
dieléctrico, los otros dos se pueden encontrar inmediatamente. La dificultad estriba al atra-
vesar la frontera desde los campos externos conocidos hasta los campos desconocidos den-
tro del dieléctrico. Para realizar esto se necesitan condiciones de frontera y éste serd el tema
de la apasionante seccién que procede a ésta. Hasta entonces se terminard este ejemplo.
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En lo que resta de este capitulo se describirdn los materiales polarizables en términos
de Dy € en lugar de Py yx,. El andlisis se limitard a los materiales isotrépicos.

D6.1 Cierta placa de material dieléctrico tiene una constante dieléctrica relativa de
3.8 y una densidad de flujo eléctrico uniforme de 8 nC/m?. Si el material no tiene pér-
didas, encontrar: a) E; b) P; c) el nimero promedio de dipolos por metro ctibico si el
momento promedio del dipolo es de 1072°C - m.

Respuesta: 238 V/m; 5.89 nC/m?%; 5.89 x 1020 m—3
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(Como se podrd atacar el problema en el que existen dos diferentes dieléctricos, o un die-
léctrico y un conductor? Este es otro ejemplo de condiciones de frontera, tales como las
condiciones que se imponen en la superficie de un conductor en la cual los campos tangen-
ciales son cero y la componente normal de la densidad de flujo eléctrico es igual a la den-
sidad superficial de carga en el conductor. El primer paso que se realiza para resolver el
problema de dos dieléctricos o de un conductor y un dieléctrico es determinar el comporta-
miento de los campos en la interfase dieléctrica.

Considérese primero la interfase entre dos dieléctricos, que tengan permitividades €, y
€, y que ocupan regiones 1y 2, como lo muestra la figura 6.2. Examinense primero la com-
ponente tangencial por medio de

f E-dL =0

a lo largo de la pequeiia trayectoria cerrada que se encuentra a la izquierda. Se obtiene

Ewn1 AW — Egna Aw =0

Regién 1
€

tan 1
Regién 2

=
/Elan 2 &

Figura 6.2 Frontera entre dieléctricos perfectos con permitividades €, y
€,. Se muestra la continuidad de D, por medio de la superficie
gaussiana, en el lado derecho, y la continuidad de £, por medio de la
integral de linea a lo largo de una trayectoria cerrada a la izquierda.

llustraciones
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La pequeia contribucién a la integral de linea dada por la componente normal de E a
lo largo de las secciones de longitud Ak se hace despreciable cuando A4 disminuye y la tra-
yectoria cerrada se amontona en la superficie. Entonces, inmediatamente, se tiene que

3

y se puede apreciar que la ley de voltajes de Kirchhoff ain es aplicable en este caso. Efectiva-
mente, se ha mostrado que una diferencia de potencial entre dos puntos en la frontera, separa-
dos por una distancia Aw, es la misma inmediatamente arriba y debajo de la frontera.

Si la intensidad de campo eléctrico tangencial es continua a través de la frontera, en-
tonces la componente tangencial de D es discontinua, pues

Dtanl DtanZ
= Eun1 = Eun2 =
€] €
(0]
D €
tan 1 — _1 (14)
Dy €2

Las condiciones de frontera sobre las componentes normales se encuentran aplicando
la ley de Gauss a una pequeiia region en forma de frasco de pildoras mostrada a la derecha
en la figura 6.2. Los lados son de nuevo muy cortos, y el flujo que abandona la tapa y el fon-
do es igual a la diferencia

DNIAS - DNzAS = AQ = ,05AS

de lo cual

Dy — Dyo = ps (15)

(Qué significa esta densidad superficial de carga? No puede ser una densidad superfi-
cial de carga ligada porque los efectos de la polarizacién del dieléctrico se consideran por
medio de una constante dieléctrica diferente de la unidad, esto es, en lugar de considerar
cargas ligadas en el espacio libre se utiliza una permitividad aumentada. Ademads, es muy
improbable que cualquier carga libre esté en la interfase, puesto que no existen cargas libres
en los dieléctricos perfectos que se estan considerando. Entonces esta carga se colocé ahi
deliberadamente, desbalanceando la carga total dentro y sobre el cuerpo del dieléctrico. Con
excepcion de este caso especial, se puede suponer que pg es cero en la interfase y

(16

o que la componente normal a D es continua. Se sigue que
€1Eyi = €En (17

y que la componente normal E es discontinua.

Estas condiciones pueden combinarse para mostrar las variaciones de los vectores D y
E en la superficie. Supéngase que D, (y E,) forman un dngulo 6, con la normal a la super-
ficie (figura 6.3). Y dado que las componentes normales de D son continuas,
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D,

tan 1

Figura 6.3 Refraccion de D en la interfase
dieléctrica. Para el caso mostrado, €, > ¢,;

E,y E, estan dirigidos a lo largo de D, y D,,
conD, >D,yE, <E,.

DNI = D1 COS@l = D2 Cos 92 = DNz (18)

El cociente de las componentes tangenciales estd dado por (14) como

Dian1 Disenf; ¢

Do Dysenf, e

62D1 sen 91 = 61D2 sen 92 (19)

y la divisién de esta ecuacion entre (18) da

tan 0, _ € (20)
tan6, €
En la figura 6.3 se ha supuesto que €, > €,, y por lo tanto 6, > 0,.

La direccién de E en cada lado de la frontera es idéntica a la direccién D, porque D = €E.
La magnitud de D en la regién 2 puede encontrarse de (18) y (19).

2
D, = Dl\/cos2 0 + <6—2) sen” 6, 2n
€1
y la magnitud de E, es
2
2 €1 2
E, = El\/sen 01+ (—) cos” 61 (22)
€

Una inspeccién de estas ecuaciones muestra que D es mayor en la regién con la permitivi-
dad mayor (a menos que 6, = 6, = 0°, en cuyo caso la magnitud no cambia) y que E es ma-
yor en la regién con menor permitividad (a menos que 6, = 6, = 90°, en cuyo caso la
magnitud no cambia).
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Las condiciones de frontera, (13), (14), (16) y (17), o las relaciones de magnitud y di-
reccién (20) a (22) que se derivan de ellas, permiten encontrar rdpidamente el campo en un
lado de la frontera si se conoce el campo en el otro extremo. Este es el caso del ejemplo que
se inici6 al final de la seccion pasada. Ahora se terminard dicho problema.

Terminar el ejemplo 6.1 encontrando los campos dentro del teflon (e, = 2.1) dado el cam-
po externo uniforme E_ = Eja_en el espacio libre.

Solucion. Recordando que se tenia una placa de teflén que se extendiadex =0 ax = a,
como lo muestra la figura 6.4, con el espacio libre a ambos lados de la ldmina y un campo
externo E ext = £ También se tenia que D ext = ek, yP,, =0. .

La continuidad de D, en la frontera permite encontrar que D, =D_ = ¢ ,Ea enelin-
terior. Esto da que E,, = D, /e = ¢ Eja /(€. €,) = 0.476Ea . Para obtener el campo de po-
larizacion en el dieléctrico, se utiliza D = ¢ E + Py se obtiene

Pin = Din — GQEin = Goanx — 0.47660E03X = 0.52460E03X

Resumiendo lo anterior se obtiene,

D;, = ¢yEpa, 0O<x<a)
E,, = 0476E)a, 0 < a)
P, = 0.524¢pEpa, O<x<a)

La mayoria de las veces, un problema préctico no proporciona un conocimiento direc-
to del campo en ambos lados de la frontera. Las condiciones de frontera deben usarse para

/_,_\/_\/_\
Teflon
g =21
Xe=1.1
E=E) @—> o—> E=0476E, o———> E=E,
D=¢yE) @——> o———> D=¢)kE, o———> D=¢)kE,
pP=0e ——> P =0.524¢)E, [ P=0
_/_\_/_\/\/
x=0 x=a

Figura 6.4 El conocimiento del campo eléctrico externo en
un dieléctrico permite encontrar, primero, los campos
externos restantes, y después, utilizando la continuidad de
la componente normal de D, los campos internos.
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ayudar a determinar los campos en ambos lados de la frontera por medio de la informacién
suministrada. En la seccién 6.4 se mostrard un ejemplo sencillo de este tipo.

Las condiciones de frontera que existen en la interfase entre un conductor y un dieléc-
trico son mucho mds sencillas que las ya citadas. Primero, se sabe que tanto D como E son
cero dentro del conductor. Segundo, las componentes tangenciales de E y D deben ser cero

para satisfacer
f E-dL=0

D =c¢E

Por dltimo, la aplicacién de la ley de Gauss,

fndszg
N

muestra una vez mds que tanto D como E son normales a la superficie del conductor y que
D, = pyy Ey = pg/e. Entonces se observa que las condiciones de frontera que se desarro-
llaron pdrrafos atrds para la frontera de un conductor en el espacio libre son vélidas para la
frontera de un conductor con un dieléctrico si se sustituye €, por €. Asf,

‘ Dy = €Ey = pg ’ (24)

Es interesante dedicar un momento mds para descubrir cémo cualquier carga que se in-
troduce a un material conductor llega a la superficie como una carga superficial. Se debe en-
tender que esto no es usual, sin embargo, su estudio proporcionard una mejor comprension
de las caracteristicas de un conductor.

Dada la ley de Ohm,

J=0E

y la ecuacién de continuidad,

9Py
at

en la cual J y p, s6lo involucran cargas libres, se tiene,

V.]=—

9py
V.oE=_2
Py
0
Py
v.2p=_2%
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Si se supone que el medio es homogéneo, de tal manera que o y € no son funciones de la
posicion,
€ 9py

V-D= ——
o ot

Se puede utilizar ahora la primera ecuacién de Maxwell para obtener

€ 9py
o ot

Pv =

Hagase ahora una suposicion que simplifique las cosas: que o no sea una funcién de p,.
Tal vez ésta no sea una muy buena suposicién debido a que en la seccién 5.3 (ecuacién 9)
se encontré que o depende tanto de p, como de la movilidad. Pero esta suposicién nos con-
duce a una solucién sencilla que permite al menos comparar diferentes conductores. Sim-
plemente se hace un reacomodo y se integra en forma directa para obtener

py = poe” 7

en donde p, = densidad de carga en ¢ = 0. Esto muestra un decaimiento exponencial de la
densidad de carga en cualquier punto con una constante de tiempo €/o. Esta constante de
tiempo, comtinmente llamada tiempo de relajacion, puede calcularse para conductores re-
lativamente malos; por ejemplo, el agua destilada, que de los datos del apéndice C es

80 x 8.854 x 10~12
€2 1077 354 s
o 2 x 104

En 3.54 us cualquier carga que se deposite en el interior de una porcién de agua desti-
lada habra disminuido cerca de 37% de su valor inicial. Esta caida rdpida es caracteristica
de los buenos conductores y se ve que, con excepcidn de periodos de transiciéon demasiado
cortos, se puede considerar con seguridad que la densidad de carga debe ser cero en el inte-
rior de un buen conductor.

Con los materiales fisicos con los que se trabaja, ningin material dieléctrico carece de
algunos electrones libres. Todos tienen conductividades diferentes de cero y la carga que se
introduce en el interior de cualquiera de ellos con el tiempo alcanza la superficie.

Con lo que se sabe hasta el momento sobre materiales conductores, materiales dieléc-
tricos y las condiciones de frontera necesarias es posible definir y analizar la capacitancia.

D6.2 Sealaregion z < 0 compuesta por un material dieléctrico uniforme cuya e, = 3.2,
mientras que la regién z > 0 estd caracterizada por €, = 2. Sea D, = —30a_ + San -+
70a, nC/m?, encontrar: a) D,,; b)) D ; ¢) D, ; d) D;e)0;f)P,.

NI > 1
Respuesta: 70 nC/m? —30a_+ 50a, nC/m?; 58.3 nC/m?; 91.1 nC/m?; 39.8% —20.6a_+
34.4ay + 48.laz nC/m?2

D6.3 Continuar el problema D6.2 encontrando: a) D, ,; b) D, ,; ¢) D,; d) P,; e) 6,

N2>

Respuesta: 70a_ nC/m? —18.75a, + 31.25a, nC/m?; —18.75a_+ 31.25a, + 70a, nC/m?;
—9.38a + 15.63ay + 3531 nC/m?; 27.5°
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Considérense dos conductores inmersos en un dieléctrico homogéneo (figura 6.5). El con-
ductor M, lleva una carga positiva Q, y M, una cantidad igual de carga s6lo que negativa.
No existen otras cargas presentes y la carga fotal del sistema es cero.

Se sabe ahora que la carga llega a la superficie como una densidad de carga superficial,
y también que el campo eléctrico es normal a la superficie del conductor. Mas atin, cada
conductor es una superficie equipotencial. Dado que M, lleva la carga positiva, el flujo eléc-
trico se dirige de M, a M, y M, tiene el potencial més positivo. Dicho en otras palabras, de-
be realizarse trabajo para llevar una carga positiva desde M, hasta M,.

Designese la diferencia de potencial entre M, y M, como V,,. Ahora es posible definir
la capacitancia de este sistema de conductores como el cociente de la magnitud de la carga
total de cualquiera de los conductores, y la magnitud de la diferencia de potencial que exis-
te entre ellos.

C== (25)

En términos generales, se determina Q por medio de una integral de superficie sobre el con-
ductor positivo y se encuentra V,, llevando una carga unitaria positiva de la superficie nega-
tiva a la positiva,

_ fy€E-dS

=J8 " 7 26
— [TE-dL (26)

Figura 6.5 Dos conductores cargados con cargas
opuestas, M, y M,, rodeados por un dieléctrico uniforme. El
cociente de la magnitud de la carga en cualquier conductor
entre la magnitud de la diferencia de potencial entre ellos es
la capacitancia C.
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Superficie —Ps z=d
del conductor
. E
Densidad de carga
superficial uniforme
Superficie
del conductor +Ps 220

Figura 6.6 El problema del capacitor de
placas paralelas. La capacitancia por metro
cuadrado de la superficie es €/d.

La capacitancia es independiente del potencial y de la carga total porque el cociente es
constante. Si la densidad de carga se incrementa por un factor de N, la ley de Gauss indi-
ca que la densidad de flujo eléctrico o la intensidad de campo eléctrico también se incre-
menta por N, como lo hace la diferencia de potencial. La capacitancia s6lo estd en funcidn
de las dimensiones fisicas del sistema de conductores y de la permitividad del dieléctrico
homogéneo.

La capacitancia se mide en farads (F), donde el farad estd definido como un coulomb
por volt. Los valores comunes de la capacitancia son fracciones muy pequefias de un farad
y consecuentemente es mds practico utilizar como unidades el microfarad (uF), el nanofa-
rad (nF) y el picofarad (pF).

Se puede aplicar la definicién de la capacitancia a un sistema sencillo de dos conduc-
tores idénticos, con la forma de dos planos paralelos infinitos con una separacién d entre
ellos (figura 6.6). Se localiza el plano conductor inferior en z = 0 y el superior en z = d.
Una capa superficial uniforme con carga +pg que se encuentra en cada conductor produce
un campo uniforme [seccion 2.5, ecuacion (22)]

E:ﬁaZ
€

en donde la permitividad del dieléctrico homogéneo es €, y
D = psa,

La carga en el plano inferior debe ser positiva, ya que D esta dirigido hacia arriba, y el
valor de la componente normal de D

Dy =D, = ps

es igual a la densidad superficial de carga que existe en ese lugar. Sobre el plano superior,

y la carga superficial ahi es la negativa de la carga en el plano inferior.
La diferencia de potencial entre los planos superior e inferior es

inferior 0
Voz—/ E-dL:—/ Paz="4
N d €

uperior €
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Como la carga total en cualquiera de los planos es infinita, la capacitancia también lo
es. Se puede obtener una respuesta mas practica si se consideran planos con drea S, cuyas
dimensiones lineales sean mucho mayores que su separacién d. Entonces el campo eléctri-
co y la distribucién de carga son casi uniformes en todos los puntos lejanos de las orillas, y
esta dltima regién contribuye sélo con un pequefio porcentaje de la capacitancia total, lo que
permite escribir un resultado familiar

0 = psS
Vo = —d

C====2" 27)

En forma un poco mds rigurosa, se puede considerar (27) como la capacitancia de una
seccién de drea S de un arreglo de planos infinitos. Los métodos para calcular el efecto de
la distribucién no uniforme y desconocida cerca de los bordes deben esperarse hasta que sea
posible resolver problemas de potencial mds complicados.

Calcular la capacitancia de un capacitor de placas paralelas que tiene una mica dieléctrica cu-
yo valor es de €, = 6, un érea de placa de 10 pulg? y una separaci6n entre ellas de 0.01 pulg.

Solucion. Se puede ver que
S =10 x 0.0254%> = 6.45 x 10> m?
d =0.01 x 0.0254 =2.54 x 107*m
y, por lo tanto,

6 x 8.854 x 10~12 x 6.45 x 10-3
C= — 1.349 nF
254 x 10-° n

La obtencién de una mayor drea de placas en capacitores de dimensiones pequefias re-
quiere apilar pequefias placas, 50 o 100, como las tapas de pan de un emparedado mdltiple,
o enrollando placas laminares separadas por un dieléctrico flexible.

La tabla C.1, en el apéndice C, indica que existen materiales disponibles con constan-
tes dieléctricas mayores a 1 000.

Si se utilizan dos conductores se deben definir capacitancias parciales entre cada par
de conductores. Esto se analiza en forma interesante en los trabajos de Maxwell.?

Por dltimo, la energia total almacenada en el capacitor es

S rd 02
WE:%/ eEzdv:%/ f %dzdS:%—SSd
vol o Jo ¢ €

€S p§d2
d

1
2 €2

2 Véanse las referencias al final del capitulo 5.
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Wg=1iCcvi=10Vy= (28)

=
ol

las cuales son expresiones habituales. La ecuacion (28) también indica que la energia alma-
cenada en un capacitor con una diferencia de potencial fija entre sus placas se incrementa
al aumentar la constante dieléctrica del medio.

D6.4 Encontrar la permitividad relativa de un material dieléctrico utilizado en un ca-
pacitor de placas paralelas si: @) § = 0.12 m?, d = 80 um, V, = 12 V y el capacitor
contiene 1uJ de energia; b) la densidad de energia almacenada es de 100 J/m?, Vo=
200V y d =45 um; c¢) E = 200 kV/m, p, = 20 uUC/m?y d = 100 um.

Respuesta: 1.05; 1.14; 11.3

6.4 Varios ejemplos de capacitancia

Como primer ejemplo se escoge un cable coaxial o un capacitor coaxial con radio interno
a, radio externo b y longitud L. No es necesario realizar un gran esfuerzo para derivar, por-
que la diferencia de potencial estd dada como la ecuacion (11) de la seccién 4.3, y todo lo que
se hace es dividirla entre la carga p, L a lo largo de la longitud L. Asf,

2mwel

- In(b/a) 29)

Enseguida considérese un capacitor esférico formado por dos cascarones conductores
esféricos concéntricos de radios a y b, b > a. La expresion para el campo eléctrico se obtu-
vo antes por medio de la ley de Gauss,

Q

E, =
4mer?

en donde la region entre las esferas la ocupa un dieléctrico con permitividad €. La expresion
para la diferencia de potencial se obtuvo de ésta por medio de una integral de linea [seccién 4.3,

ecuacion (12)]. Asi,
1 1
v @ (11
4dme \a b

Aqui Q representa la carga total sobre la superficie de la esfera interna y la capacitancia que
se tiene es:

(30)




6.4 Varios ejemplos de capacitancia

Si se permite que la esfera exterior sea infinitamente grande, se obtiene la capacitancia
de un conductor esférico aislado,

Para el didmetro de 1 cm o una esfera del tamafio aproximado al de una canica,
C = 0.556 pF

en el espacio libre.
Cubriendo esta esfera con diferentes capas dieléctricas, para las cuales € = €, que se
extienden desde r = a hasta r = r,,

D, = Q
472
0
E, = o (a<r <ry
0
" dmegr? (re <)
y la diferencia de potencial es
¢ Qd " Qd
Vi — Voo = — Qr—/ Qdr
r, Amer? oo dmeqr?
1/1 1 1
&3]
dn e \a n €ory
Por lo tanto,
4
C = (32)

1 (1 1) 1
R - - +_
€1 \da r €071

Para visualizar un poco més a fondo el problema de capas miltiples dieléctricas, con-
sidérese un capacitor de placas paralelas de drea S y separacién d, con la suposicién comiin
de que d es pequeia, comparada con las dimensiones lineales de las placas. La capacitancia
es €,5/d, utilizando una permitividad del dieléctrico €,. Sustitiyase ahora una parte de este
dieléctrico por otro con permitividad €,, colocando la frontera entre los dos dieléctricos pa-
ralela a las placas (figura 6.7).

Se puede sospechar de inmediato que esta combinacidn es en realidad la de dos capa-
citores en serie, que tienen una capacitancia total de

1
1 n 1
¢ G

C =

endonde C, = €,57d, y C, = €,5/d,. Este es el resultado correcto, pero es posible obtener-
lo utilizando menos la intuicién y con un método mas sencillo.
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1
C=

i + diz Area, S
£S5 &,
Placas & 2 d
conductoras
€ d;

Figura 6.7 Un capacitor de placas paralelas que
contiene dos dieléctricos en los que su interfase es
paralela a las placas conductoras.

Dado que la definicién de capacitancia, C = Q/V, incluye una carga y un voltaje, se
puede asumir como conocido alguno de los dos y determinar el otro en términos de aquél.
La capacitancia no es funcién de ellos sino sélo de los dieléctricos y la geometria. Supén-
gase una diferencia de potencial V|, entre las placas. Las intensidades de campo eléctrico en
las dos regiones, E, y E|, son uniformes y V, = E,d, + E,d,. En la interfase del dieléctri-
co, E es perpendicular y D, = D,,, o igualmente € E, = ¢,E,. Eliminando E, en la rela-
cién de V/;, se tiene

Vo
dy + dy(€1/€2)

y, por lo tanto, la densidad de carga superficial tiene la magnitud

Vo
051=D1=€1E1=m
_+_

€] €2

E;

Como D, = D,, la magnitud de la carga superficial es la misma en cada placa. Enton-
ces, la capacitancia es
_ 0 _psS 1 1
Ve Vv, d d ~ 1 1
Voo oo 4@ & 2 2
€1S EQS C1 C2
Como una solucidn alternativa (y ligeramente mds sencilla), se podria suponer una car-
ga Q en una placa, lo que lleva a una densidad Q/S y un valor de D que es también Q/S.
Esto es cierto en ambas regiones, ya que D, = D,, y D es normal. Entonces E, = D/e, =
0/(€,9), E, = D/e, = Q/(€,S), y las diferencias de potencial a través de las regiones son V,
=Ed = 0d /(€9),yV, =E,d, = Qd,/(€,S). La capacitancia es
1
c-2__9 _ (33)
VIV T d d
€1S EQS

(Qué cambios experimentarian el método y la respuesta si hubiera una tercera placa a
lo largo de la interfase? Se esperaria encontrar una carga superficial sobre cada lado del con-
ductor, y las magnitudes de estas cargas deberian ser iguales. En otras palabras, no se supo-
ne que las lineas eléctricas traspasen directamente de un plano al otro, sino que terminan en
el lado interior de la placa y entonces contindan en el otro lado. La capacitancia no cambia,
a condicién, por supuesto, de que el conductor introducido tenga un espesor despreciable.




6.5 Capacitancia de una linea de dos hilos

Si se introduce una placa conductora gruesa, aumentard la capacitancia si la separacién de
las placas externas se mantiene constante, y éste es un ejemplo de un teorema mas general
en el cual se establece que si se reemplaza cualquier seccién del dieléctrico por un cuerpo
conductor causard un aumento en la capacitancia.

Si la frontera del dieléctrico se colocara normal a las dos placas conductoras y los die-
léctricos ocuparan dreas de S, y S,, entonces si se supone una diferencia de potencial V se
produciria una intensidad de campo E, = E, = V,,/d. Estos son campos tangenciales en la
interfase y deben ser iguales. Entonces se puede encontrar sucesivamente D,, D,, pg,, pg, ¥
Q para obtener la capacitancia

S S
CZ%-’_G“:CH-FCE (34)

como se esperaba que sucediera.

Hasta el momento se puede hacer muy poco con un capacitor en el cual se utilizan dos
dieléctricos de tal forma que su interfase no sea en algtin lugar normal o paralela al campo.
Ciertamente se conocen las condiciones de frontera en cada conductor y en la interfase del die-
léctrico; sin embargo, se desconocen los campos a los cuales se deben aplicar las condiciones
de frontera. Tal problema debe posponerse hasta que el conocimiento acerca de la teorfa de
campo aumente, y se quiera y se puedan utilizar técnicas matematicas mds avanzadas.

D6.5 Determinar la capacitancia de: a) un cable coaxial 35B/U de 1 pie de longitud,
que tiene un conductor interno de 0.1045 pulg de didmetro interno, un dieléctrico
de polietileno (e, = 2.26 de la tabla C.1) y un conductor externo con didmetro inter-
no de 0.680 pulgadas; b) una esfera conductora de 2.5 mm de didmetro cubierta con
una capa de polietileno de 2 mm de espesor rodeada por una esfera conductora de ra-
dio igual a 4.5 mm; ¢) dos placas conductoras metélicas de 1 por 4 cm con un espe-
sor despreciable, entre las cuales existen tres capas de dieléctrico, cada una de 1 por
4 cmy 0.1 mm de espesor, con constantes dieléctricas de 1.5, 2.5y 6.

Respuesta: 20.5 pF; 1.41 pF; 28.7 pF

6.5 Capacitancia de una linea de dos hilos

A continuacién se considera el problema de una linea de dos hilos. La configuracién con-
sistird de dos cilindros conductores paralelos, cada uno con una seccidn transversal circular
y se debera tener la capacidad para encontrar la informacién completa acerca de la intensi-
dad de campo eléctrico, los campos de potencial, la distribucion de la intensidad de carga
superficial y la capacitancia. Este arreglo es de una clase importante de lineas de transmi-
sidén, asi como el cable coaxial, del cual ya se ha comentado varias veces.

Se empieza por investigar el campo de potencial de dos lineas de carga de longitud in-
finita. La figura 6.8 muestra una linea de carga positiva que pasa en x = a y otra con carga
negativa en x = —a, ambas yacen en el plano xz. El potencial de una sola de las lineas con
la referencia cero en el punto de radio R es
Ly Ro

= n
2me R
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P(x,y,0)

]

—PL z oL

Figura 6.8 Dos lineas de carga paralelas de longitud infinita llevan cargas
opuestas. El positivo se encuentraen x = a, y = 0y el negativo en x = —a,
y = 0. Un punto cualquiera P(x, y, 0) en el plano xy esta a distancias radiales
R,y R, de las lineas de carga positiva y negativa, respectivamente. Las
superficies equipotenciales son cilindros circulares.

Abhora se escribe la expresion para los campos de potencial combinados en términos de las
distancias radiales que van a la linea positiva y a la negativa, R, y R,, respectivamente,

oL Rio Ry pL . RioR>
— 1 = —In

210 2
2me R, R, 2me  RoyoR;

V =

Se escoge R, = R, asi se localiza la referencia cero a una distancia igual de cada linea.
Esta superficie es el plano x = 0. Exprésense R, y R, en términos de x y y,

2 4 \2 2., .2
V:p—Lln x+a)y+y :ﬁln(x—i_a) +y (35)
2me (x—a)P+y? dme (x —a)*+y?

Para reconocer las superficies equipotenciales y entender en forma adecuada el proble-
ma que se va a resolver, es necesario un poco de dlgebra. Escdjase una superficie equipoten-
cial V.=V, se define K| como un pardmetro adimensional que es funcién del potencial V|,

K, = e4ﬂ€V1/PL (36)
de tal forma que
(x +a) +y?
Ki=—-"+-—
(x —a)2+y?
Después de multiplicar y agrupar por exponentes, se obtiene
K;+1
2 1 2 2
-2 =0
X ax K —1 +y +a

Se completa el cuadrado

< K1+1)2 B (2&«/[(1)2
X —a +y =

K, -1 K, -1



6.5 Capacitancia de una linea de dos hilos

Esto muestra que la superficie equipotencial en la que V = V, es independiente de z (es un
cilindro) e interseca el plano xy en un circulo de radio b,

b= 261«/[(1
K —1
el cual estd centrado en x = A, y = 0, donde
K 1
h=a L+
K —1

Ahora se atacard un problema fisico considerando un plano conductor a potencial ce-
ro localizado en x = 0 y un cilindro conductor de radio b y potencial V|, con su eje situa-
do a una distancia £ del plano. Se resuelven las dos tltimas ecuaciones para a y K, en
términos de b y h,

a=+h?>—b? (37)

y
h+ v/ h? —b?
O (38)
b
Pero el potencial del cilindro es Vo asi que (36) conduce a,
\/K_l — 62716 Vo/pL
Por lo tanto,
_ 4me V()
pL = X, (39)

Asi dados h, by V| se puede determinar a, p, y €l pardmetro K. La capacitancia entre el ci-
lindro y el plano es ahora accesible. Para una longitud L en la direccién z, se tiene

pLL  4mel 2mel.
C = — = =
Vo InK; InJK;

C— 2mel. _ 2mel
" In[h + A2 —b2/b]  cosh™'(h/b)

El circulo de menor tamaio en la figura 6.9 muestra la seccién transversal de un cilin-
dro de radio 5 m que se encuentra a un potencial de 100 V en el vacio, con su eje a 13 m de
distancia de un plano con potencial cero. Asi, b =5, h = 13, Vo= 100, rapidamente se lo-
caliza la linea de carga equivalente por medio de (37),

(40)

a=vVh—p=+132-52=12m
el valor del pardmetro de potencial K|, de (38),

\/? h+~h*—0> 13412
1: = =
b 5

5 K, =25
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Linea de carga \
equivalente

\

_Centro, x =13, |

y=0,V= 100/
Centro, x=18,y=0
\ _radio=1342
S v=s0 7
~ -~

~ —

Figura 6.9 Un ejemplo numérico de la capacitancia,
densidad de carga lineal, localizacién de una linea de
carga equivalente y caracteristicas de la superficie
media equipotencial para un cilindro conductor de

5 m de radio a un potencial de 100V, paralelo, y a

13 m de un plano conductor a potencial cero.

la densidad de carga lineal de la linea equivalente de (39),

dneVy  4m x 8.854 x 10712 x 100
pp =20 _ X . X =346 nC/m
InK, In25

y la capacitancia entre el cilindro y el plano de (40),

27re 27 x 8.854 x 10712
~ cosh™ l(h/b) cosh™'(13/5)

= 34.6 pF/m

También se puede identificar la superficie equipotencial cilindrica que estd a 50 V, en-
contrando los nuevos valores para K, i y b. Primero se utiliza (36) para obtener

—12 -9
K, = e4r[eV]/pL — e471><8.854><10 x50/3.46x107 _ 5.00

Entonces, el nuevo radio es,

20K 2 x 1245
p= VAL _ X “/—=13.42m
K —1 51

y el valor correspondiente de £ es

K, +1 541
heat T 2T g
K —1 51

Este cilindro se muestra (el circulo mayor) en la figura 6.9.
La intensidad de campo eléctrico puede encontrarse tomando el gradiente del campo de
potencial como lo indica (35),

2
E_—V[ (x+a) +y:|

47re (x —a)? + y?



6.5 Capacitancia de una linea de dos hilos

Por lo tanto,

pL |:2(x +a)a, +2ya, 2(x —a)a, +2ya, |

T T dme| (xtap+y? (x —aP +y* |
y
oL | (x +a)a, + ya, (x—a)ax-l-yay-
D=¢E=—— -
2| (x +a)+y? (x —ay* +y* |

Si se evalda D en x = i — b, y = 0, se obtiene pg .

ool h—b+a h—b—a
2| (h—b+a)* (h—b—a)?

LS. max = _DX,X:hfb,y:O =

Para el ejemplo presentado,

3.46x10‘9|: 13—5+12 13—5-—12
LS, max =

— = 0.165 nC/m’
o (13—5+ 127 (13—5—12)2} rm

De manera similar, pg . =D _, ., oY

3.46 x 107° [13+5+12 134+5-12
PS,min = -

_ 2
- e 5 } = 0.073 nC/m

De esta forma,
PS,mix = 2.2508 min

Si se utiliza (40) en el caso de un conductor para el cual b < h, entonces,

In[(h + v h? — b?)/b] =In[(h + h)/b] =1In(2h /D)

2mel

= —— b<h (41)
In(2h/b) ( )

La capacitancia entre dos conductores circulares separados por una distancia 2/ es la
mitad de la capacitancia dada por (40) o (41). Este ultimo resultado es interesante, ya que
da una expresién para la capacitancia de una seccién de dos conductores de una linea de
transmision, la cual es una de las lineas de transmision que se estudiardn en el capitulo 14.

D6.6 Un cilindro conductor de radio igual a 1 cm y a un potencial de 20 V se ubica
paralelamente a un plano conductor que esta a potencial cero. El plano estd a 5 cm de
distancia del eje del cilindro. Si los conductores se encuentran inmersos en un dieléc-
trico perfecto cuya €, = 4.5, encontrar: a) la capacitancia por unidad de longitud en-
tre el cilindro y el plano; b) pg .. en el cilindro.

Respuesta: 109.2 pF/m; 42.6 nC/m
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6.6 Utilizacion de mapas de campo
para la estimacion de la capacitancia
en problemas bidimensionales

En problemas que involucran capacitancias en los cuales las configuraciones de los conducto-
res no pueden describirse facilmente mediante un Unico sistema de coordenadas, por lo
general se aplica otro tipo de técnicas de andlisis. Dichos métodos involucran de manera carac-
teristica la determinacién numérica de los valores de campo y potencial de un enrejado dentro
de la regién de interés, como se estudiard con brevedad en el capitulo 7. En esta seccidn se des-
cribird otro método que implica la elaboracién de mapas de lineas de campo y superficies equi-
potenciales siguiendo algunas reglas sencillas. Este método, a pesar de que carece de la
precision de otros métodos mds refinados, permite el cdlculo relativamente rdpido de capacitan-
cias y a la vez que proporciona un panorama muy util de la configuracién del campo.

Este método sdlo requiere de lapiz y papel. Ademds de su sencillez, también es capaz de
producir un campo con buena exactitud si se hace con habilidad y paciencia. Una buena exac-
titud (5 a 10% en la determinacién de la capacitancia) la puede lograr cualquier participante
con solo seguir las instrucciones y las sugerencias de este arte. El método que se describird se
aplica s6lo a campos en los cuales no existen variaciones en la direccién normal al plano en
que se grafica. El procedimiento se basa en varios hechos que ya se han demostrado.

1. La frontera de un conductor es una superficie equipotencial.

2. Laintensidad de campo eléctrico y la densidad de flujo eléctrico son perpendiculares a
las superficies equipotenciales.

3. Por lo tanto, E y D son perpendiculares a las superficies de los conductores y poseen
valores tangenciales de cero.

4. Las lineas del flujo eléctrico, o lineas de flujo, empiezan y terminan en cargas y, por lo
tanto, en un material dieléctrico homogéneo y libre de cargas empiezan y terminan s6-
lo en las fronteras del conductor.

Considérense las implicaciones de estos argumentos dibujando las lineas de flujo en un
esquema en el que ya estén dibujadas las superficies equipotenciales. La figura 6.10a muestra

Equipotenciales

Superficie
del conductor

y Superficie A LN] 4

del conductor
a) b)

Figura 6.10 a) Diagrama de las superficies equipotenciales entre dos conductores. El
aumento de potencial entre cada par de equipotenciales adyacentes es el mismo. b) Una
linea de flujo se dibujé de Aa A’, y una segunda, de B a B’.
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dos superficies conductoras. Las superficies equipotenciales se dibujaron considerando una
diferencia de potencial constante entre las lineas. Debe recordarse que estas lineas sélo son
las secciones de transversales de las superficies equipotenciales, las cuales son cilindricas
(aunque no de base circular), ya que no se permiten variaciones en la direccién normal a la
superficie del papel. Se escoge arbitrariamente para empezar una linea de flujo en A sobre
la superficie del conductor mds positivo. La linea abandona la superficie en forma perpen-
dicular y debe cruzar, formando dngulos rectos, las superficies equipotenciales que aunque
no estén dibujadas tienen existencia real y se hallan entre el conductor y la primera superfi-
cie mostrada. Se continda la linea hasta el otro conductor, obedeciendo la sencilla regla de
que la interseccién con cada equipotencial debe ser un dngulo recto. Al girar el papel a uno
y otro lado mientras se dibuja la linea se logra mantener la perpendicularidad mds exacta.
La linea completa la muestra la figura 6.10b.

De manera similar, se puede empezar en B y graficar otra linea de flujo que termine en
B’. Antes de continuar se interpretard el significado de este par de lineas de flujo. La linea
de flujo, por definicidn es, en cada punto, tangente a la intensidad de campo eléctrico o a la
intensidad de flujo eléctrico. Dado que la linea de flujo es tangente a la densidad de flujo,
ésta es tangente a aquella, entonces ningun flujo eléctrico cruza las lineas de flujo. En otras
palabras, si existe una carga de 5 «C en la superficie entre A y B (y se extiende 1 m dentro
del papel), entonces 5 «C de flujo empiezan en esta regién y todo el flujo debe terminar en-
tre A" y B'. Tal par de lineas se llama a veces un fubo de flujo porque fisicamente parece lle-
var un flujo de un conductor al otro sin pérdida alguna.

Constriyase ahora una tercera linea de flujo, tanto la interpretacion visual como la ma-
temadtica que se podrian hacer en la gréfica se simplificarian mucho si se pudiera dibujar es-
ta linea desde algin punto C, escogido de tal forma que la misma cantidad de flujo
contenida en AB esté en BC. ;Cémo encontrar la posicién de C?

La intensidad de campo eléctrico en el punto medio de la linea que une a A con B se
puede aproximar suponiendo un valor para el flujo en el tubo AB, por ejemplo AW, lo cual
permite expresar la densidad de flujo eléctrico por medio de AW/AL,, donde la profundidad
del tubo en el papel es de 1 m, y AL, la longitud de la linea que une A con B. La magnitud
de E es, entonces,

1 AV
E=-
€ AL;

Sin embargo, es posible encontrar también la magnitud de la intensidad de campo eléc-
trico dividiendo la diferencia de potencial entre los puntos A 'y A|, y que quedan en dos su-
perficies equipotenciales adyacentes, entre la distancia que separa a A y A,. Si se designa
esta distancia como AL, y se supone un incremento de potencial entre equipotenciales de
AV, entonces

AV

E =
ALy

La aplicacién de este valor es mds exacta en el punto intermedio del segmento rectili-
neo que va de A a A, mientras que el valor anterior lo es en el punto medio de la recta que
une A con B. Sin embargo, si las equipotenciales son muy cercanas (AV pequeiia) y las dos
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lineas de flujo también (AW pequeiia), los dos valores para la intensidad de campo eléctri-
co deben ser aproximadamente iguales,

1AW AV
€ AL, ALy

(42)

Se ha supuesto, en todas las regiones del esquema, un medio homogéneo (e constante),
un incremento constante de potencial entre equipotenciales (AV constante) y una cantidad
constante de flujo en cada tubo (AW constante). Para satisfacer todas estas condiciones, la
ecuacion (42) muestra que

AL, 1 AW
= constante = — — (43)
ALy e AV

Un argumento similar se puede hacer en cualquier punto de la grifica y se llega a la
conclusién de que una razén constante debe mantenerse entre la distancia de las lineas de
flujo medida a lo largo de una equipotencial, y la distancia entre las equipotenciales medi-
da alo largo de una linea de flujo. Este es el cociente que debe tener el mismo valor en cual-
quier punto y no las longitudes individuales. Cada longitud debe disminuir en las regiones
con mayor intensidad de campo, ya que AV es constante.

El cociente mds sencillo que puede utilizarse es la unidad y para esto la linea de flujo
de B a B’ mostrada en la figura 6.10b debe salir en un punto para el cual AL = AL,. Dado
que el cociente de estas distancias permanece como unidad unitaria, las lineas de flujo y las
equipotenciales dividen la regién que contiene el campo en cuadrados curvilineos, término
relativo a una figura de la geometria plana, la cual difiere de un cuadrado verdadero ya que
tiene una ligera curvatura y una tenue diferencia en los lados pero que se aproximan a un
cuadrado al disminuir sus dimensiones. Estos incrementos de superficie en los tres sistemas
de coordenadas que se estdn utilizando, los cuales son planos, también pueden dibujarse co-
mo cuadrados curvilineos.

Se puede, ahora, dibujar rdpidamente el resto de las lineas de flujo manteniendo ca-
da cuadrildtero pequefo tan cuadrado como sea posible. El dibujo completo lo muestra la
figura 6.11.

La unica diferencia entre este ejemplo y la creacién de un mapa de campo mediante el
método de los cuadrados curvilineos consiste en que no se dan las superficies intermedias

Figura 6.11 Se anadieron las lineas de flujo
que faltaban en la figura 6.10b empezando
cada nueva linea normal a la superficie del
conductor y manteniendo cuadrados
curvilineos a lo largo de todo el dibujo.



6.6 Utilizacion de mapas de campo para la estimacion de la capacitancia

de los potenciales. Las lineas de flujo y las equipotenciales deben dibujarse sobre un esque-
ma en el que originalmente s6lo se muestran las superficies de los conductores. Solamente
es posible una solucién, como se probard en el teorema de la unicidad de la ecuacién de La-
place, y las reglas que se han esbozado en el ejemplo previo son suficientes. Se empieza una
linea de flujo y una equipotencial se ajusta a ella, se agrega otra linea de flujo para formar
un cuadrado curvilineo y el mapa se extiende en forma gradual a lo largo de toda la regién
deseada. Como nadie puede siquiera esperar ser perfecto en esto, se encuentra pronto que
no se puede seguir haciendo cuadrados y manteniendo dngulos rectos en las esquinas. Un
error se va acumulando al dibujar y las dificultades que se presentan deben indicar la natu-
raleza del tipo de correccién que debe realizarse en el trabajo inicial; por lo general es me-
jor iniciar de nuevo en una hoja limpia, teniendo el anterior como referencia.

Construir un mapa de campo que sea titil es un arte; la ciencia simplemente propone las
reglas. La adquisicién de destreza en cualquier arte requiere practica. Un buen problema pa-
ra principiantes es un cable o un capacitor coaxial, dado que todas las equipotenciales son
circulos, mientras que las lineas de flujo son lineas rectas. El siguiente intento podria ser el
de dos conductores circulares paralelos, en donde las equipotenciales son una vez mas circu-
los pero con un centro que cambia. Cada uno de éstos es dado como un problema al final
del capitulo y la exactitud del dibujo debe revisarse con un cédlculo de capacitancia como se
indica en los siguientes parrafos.

La figura 6.12 muestra un mapa completo para un cable que contiene un conductor in-
terior cuadrado al que rodea un conductor circular. La capacitancia que se encuentra es de
C = Q/V, reemplazando Q por NQAQ = NQA\IJ, en donde N, es el nimero de tubos de flujo

Frontera
del conductor

Repeticiones

Frontera
del conductor

Repeticiones

Figura 6.12 Un ejemplo de un mapa de
campo con cuadrados curvilineos. El lado del
cuadrado es dos tercios el radio del circulo.
N, =4y N, =28 x 325 x 26y entonces

C =¢yNy/N, = 57.6 pF/m.
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que unen los dos conductores, haciendo Vo =N, AV, en donde N, es el nimero de incre-
mentos de potencial entre los conductores,

_ NoAQ
~ NyAV

al utilizar (43),

No AL N
C = —QE d =€—Q
Ny ALy Ny

(44)

yaque AL /AL, = 1. La capacitancia se determina sencillamente a partir del diagrama de
flujo contando los cuadros en dos direcciones, entre los conductores y alrededor de cada
conductor. A partir de la figura 6.12 se obtiene

8 x 3.25
C= eOXT — 57.6 pF/m

Ramo, Whinnery y Van Duzer tienen un andlisis excelente sobre la construcciéon de ma-

pas de campo por medio de cuadrados curvilineos; ofrecen las siguientes sugerencias:>

1.

Planear a partir de un buen nimero de esquemas burdos, dedicando s6lo un minuto mas
0 menos a cada uno. La utilizacién de papel transparente sobre la frontera basica agili-
zard los dibujos preliminares.

Fraccionar la diferencia de potencial conocida entre los electrodos en un nimero de
divisiones iguales; por ejemplo, cuatro u ocho para empezar.

Comenzar con el dibujo de las equipotenciales en la regién en donde el campo se co-
noce mejor; por ejemplo, en alguna regién en donde se aproxime a un campo unifor-
me. Contintdense las equipotenciales utilizando la intuicién lo mejor posible. Obsérvese
que deberdn tender a estrecharse en dngulos agudos de la superficie conductora y a dis-
persarse en la vecindad de dngulos obtusos.

Dibujar el conjunto ortogonal de lineas de campo. Al comienzo debe tenderse a formar
cuadrados curvilineos, pero al extenderse es importantisimo conservar la condiciéon de
ortogonalidad, aun cuando de esto resulte algtn rectdngulo con lados cuya razén sea di-
ferente a la unidad.

Poner atencién en las regiones con las razones entre lados mas alejadas de la unidad e
intentar hallar qué hubo de malo con la primera suposicion acerca de las equipotencia-
les. Corregir y repetir el procedimiento mientras no aparezcan cuadrados curvilineos ra-
zonables en todo el dibujo.

En las regiones con baja intensidad de campo debe haber figuras grandes, comtinmen-
te de cinco o seis lados. Para juzgar qué tan correcto es el dibujo en esa regidn, estas
grandes figuras deben subdividirse. Las subdivisiones deben empezar lo mds alejado de
la regién que necesita subdividirse y cada vez que un tubo de flujo se divida a la mitad,
las divisiones de potencial en esta regién deben dividirse por el mismo factor.

3 Con autorizacién de S. Ramo, J. R. Whinnery y T. Van Duzer, pp. 51-52. Véanse las lecturas complementarias al
final de este capitulo. Los mapeos curvilineos se estudian en las pp. 50-52.



6.7 Analogia con corrientes

Figura 6.13 \Véase problema D6.7.

D6.7 La figura 6.13 muestra la seccion transversal de dos cilindros circulares a po-
tenciales de 0 y 60 V. Sus ejes son paralelos y la region entre ellos estd llena de aire.
También se muestran equipotenciales a 20 V' y 40 V. Preparar un mapa con cuadrados
curvilineos sobre la figura y utilizarla para establecer los valores apropiados para: a) la
capacitancia por metro de longitud; b) E en el lado izquierdo del conductor que estd
a 60V, si su radio verdadero es de 2 mm; ¢) pg en ese punto.

Respuesta: 69 pF/m; 60 kV/m; 550 nC/m?

6.7 Analogia con corrientes

Existe una analogfa ttil entre la densidad de corriente en el medio conductor y la densidad
de flujo eléctrico en un medio dieléctrico. La analogia se demuestra con facilidad, dado que
en un medio conductor la ley de Ohm y la relacién con el gradiente inicamente se aplican
para corrientes directas

J =0E,
E, =-VV,
mientras que para un dieléctrico homogéneo
D = ¢E.
E.=-VV,
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Los subindices sirven para identificar los problemas andlogos. Es evidente que los potencia-
les V_y V_, las intensidades de campo eléctrico E_y E_, la conductividad y la permitividad
o'y €, asi como la densidad de corriente y la densidad de flujo eléctrico J y D estan apare-
jadas por analogia. En cuanto a un mapa de cuadrados curvilineos, deben interpretarse los
tubos de flujo como tubos de corriente, en donde ahora cada tubo lleva un incremento de
corriente que no puede salir del tubo.

Por tltimo, se deben observar las fronteras. ;Cudl es el andlogo para la frontera del con-
ductor, en la cual termina perpendicularmente el flujo eléctrico y es una superficie equipo-
tencial? La analogia suministra la respuesta, y se ve que en la superficie debe terminar la
densidad de corriente perpendicularmente y también ser una superficie equipotencial. Esta
es la superficie de un conductor perfecto, aunque en la practica sélo se necesita utilizar uno
cuya conductividad sea muchas veces mayor que la del medio conductor.

Entonces, si se quiere encontrar el campo dentro de un capacitor coaxial, el cual, como
ya se ha visto varias veces, es una parte del campo de un alambre infinito, se podrian tomar
dos cilindros de cobre y rellenar la region entre ellos, por comodidad, con una solucién elec-
trolitica. Si se aplica una diferencia de potencial entre los cilindros se puede utilizar una sonda
para establecer el potencial en cualquier punto intermedio, o para encontrar todos aquellos
puntos que tienen el mismo potencial. Esta es la esencia de la cuba o tanque electrolitico.
La mayor ventaja de este método radica en el hecho de que no se limita a problemas de dos
dimensiones. Varias sugerencias practicas para la construccién y uso del tanque se dan en
muchos lugares.

La determinacion de la capacitancia a partir de las mediciones hechas en la cuba electro-
litica es particularmente fécil. La corriente total que abandona el conductor mds positivo es

I=¢‘J-dS=a¢‘Ea-dS
s s

donde la integral de superficie cerrada se toma sobre toda la superficie del conductor. La di-
ferencia de potencial estd dada por la integral de linea negativa de la placa menos positiva
a la mds positiva,

Voo = — f E, -dL
y la resistencia total es, entonces,

oo Voo _ —JE,-dL
"I ofsE,-dS

La capacitancia se da por la relacion de la carga total entre la diferencia de potencial,

c_ 0 ef B -dS
Voo —[E.-dL

Ahora se toma en cuenta la analogia haciendo que V_, =V _y E_= E_. El resultado es

RC = (45)

€
o

Conocer la conductividad del electrolito y la permitividad del dieléctrico permite determi-
nar la capacitancia por medio de una sencilla medicién de la resistencia.

Otra utilizacion obvia de la formula (45) es la rdpida evaluacion de la resistencia de una
configuracion dada de dos conductores, sabiendo su capacitancia y viceversa. Esto serd



Problemas

particularmente titil en el capitulo 14, cuando se determinen expresiones para los parame-
tros de las lineas de transmisién. Sin embargo, debe observarse que la férmula (45) puede
aplicarse sin problemas s6lo en medios lineales, homogéneos e isotrépicos. Especificamen-
te, la permitividad y la conductividad no pueden depender en la magnitud del campo, ubi-
cacién en el medio o de la orientacién del campo.

Lecturas complementarias

1.

Fano, R. M., L. J. Chu y R. B. Adler, Electromagnetic Fields, Energy and Forces, Nueva York,
John Wiley & Sons,1960. En la primera parte del capitulo 5 se analiza la polarizacién en dieléc-
tricos. Este libro para el grado de licenciatura supone que se ha llevado un curso de fisica en elec-
tricidad y magnetismo y estd, por lo tanto, a un nivel un poco mds avanzado. Se recomienda leer
la introduccién que comienza en la p. 1.

Fink, D. G. y H. W. Beaty, Standard Handbook for Electrical Engineers, 12a. ed., Nueva York,
McGraw-Hill, 1987.

Matsch, L. W. Capacitors, Magnetic Circuits and Transformers, Englewood Cliffs, N.J., Prenti-
ce-Hall, 1964. En el capitulo 2 se estudian muchos aspectos practicos acerca de los capacitores.

Ramo, S., J. R. Whinnery y T. Van Duzer, Fields and Waves in Communications Electronics, 3a.
ed., Nueva York, John Wiley & Sons, 1994. En esencia, este libro es la quinta edicién de los tex-
tos de 1944 y 1953 de los autores. Aunque estdn dirigidos basicamente a los estudiantes que co-
mienzan estudios superiores, también pueden leerlos cualquier persona familiarizada con los
conceptos basicos de electromagnetismo. Los materiales dieléctricos anisotrépicos se estudian en
las pp. 699-712. El mapeo cuadrado curvilineo se describe en las pp. 50-52.

Problemas

6.1

6.2

6.3

6.4

El hidrégeno atémico tiene 5.5 x 10 dtomos/m? a cierta presién y temperatura.
Cuando se aplica un campo eléctrico de 4 kV/m, cada dipolo formado por un elec-
trén y el nicleo positivo tiene una longitud efectiva de 7.1 x 10~ m. a) Encontrar P.
b) Encontrar e€,.

Encontrar la constante dieléctrica de un material cuya densidad de flujo eléctrico es
cuatro veces mayor que su polarizacion.

Un conductor de cable coaxial tiene radios a = 0.8 mm y b = 3 mm y un poliestire-
no dieléctrico cuyo valor €, = 2.56. Si P = (2/,o)ap nC/m? en el dieléctrico, encon-
trar: a) D y E en funcién de p; b) V, y x,. ¢) Si hay 4 x 10" moléculas por metro
cubico en el dieléctrico, encontrar p(p).

Considerar un material compuesto elaborado con dos especies que tienen densidades
de N,y N, moléculas/m?, respectivamente. Los dos materiales estdan mezclados de
manera uniforme formando una densidad total de N = N, + N,. La presencia de un
campo eléctrico E induce los momentos dipolares moleculares p, y p, dentro de las
especies individuales, mezcladas o no. Demostrar que la constante dieléctrica del ma-
terial compuesto estd dada por €, = f'€,, + (1 — f) €,,, donde f'es la fraccion de
dipolos de especie 1y donde €, y €,, son las constantes dieléctricas que las especies
no mezcladas tendrian si cada una tuviera una densidad N.
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6.5

6.6

6.7

6.8

6.9

6.10

6.11

6.12

6.13

6.14

6.15

La superficie x = 0 separa dos dieléctricos perfectos. Para x > 0, sea e, =€, = 3,
mientras que €, = 5 donde x < 0. Si E, = 80a, — 60a — 30a_ V/m, encontrar:
a) Ey; b) Ep; ) Ep; d) el dngulo 6, entre E, y la normal a la superficie; e) D
) Dyy, ) Dy h) Py i) el dngulo 6, entre E, y una normal a la superficie.

N2>

El campo de potencial en una placa de material dieléctrico para el que €, = 1.6 estd
dado por V = —5 000x. a) Encontrar D, E y P en el material. b) Evaluar p, p, y p,en
el material.

Dos dieléctricos perfectos tienen permitividades relativas €, = 2y € , = 8. La inter-
fase planar entre ellos es la superficie x — y + 2z = 5. El origen se encuentra en la
region 1: Si E; = 100a_+ 200a, — 50a_ V/m, encontrar E,.

Laregion 1 (x > 0) es un dieléctrico con € | = 2, mientras que la regién 2 (x < 0) tie-
ne un valor de € , = 5. Sea E; = 20a, — 10a  + 50a_ V/m. a) Encontrar D,. b) En-
contrar la densidad de energia en ambas regiones.

Dos cufias de dieléctricos perfectos €, =2 para0 < ¢ < w/2ye€ ,=5paraw/2 <
¢ < 2m estdn encerradas por las superficies cilindricas p =4 cmy p=9cm. SiE,
= (2 000/, ,o)ap V/m, encontrar: a) E,; b) la energia electrostatica total almacenada en
un metro de longitud de cada region.

Sea S =100 mm? d = 3 mm y €, = 12 para un capacitor de placas paralelas. a) Calcu-
lar la capacitancia. b) Después de conectar una bateria de 6 V en el capacitor, calcular
E, D, Q y la energia electrostatica total almacenada. ¢) Con la fuente atin conectada
se remueve cuidadosamente el dieléctrico situado entre las placas. Una vez sin el die-
Iéctrico, recalcular E, D, Q y la energia electrostdtica total almacenada. d) Si la car-
ga y la energia encontrada en el inciso ¢) son menores a los valores encontrados en
b) (los cuales ya se debieron haber encontrado), ;qué le pasé a la carga y a la ener-
gia perdidos?

Los capacitores tienden a ser mds caros a medida que su capacitancia y voltaje ma-
ximo V_ . se incrementan. El voltaje V. estd limitado por la intensidad del campo
al cual el dieléctrico rompe, E .. (Cudl de estos dieléctricos proporciona el produc-
to CV_, mads grande para dreas de placa iguales?: a) aire: €, = 1, £y, = 3 MV/m;
b) titanato de bario: €, = 1 200, E;, = 3 MV/m; ¢) diéxido de silicio; €, = 3.78,
E, = 16 MV/m; d) polietileno: €, = 2.26, £y, = 4.7 MV/m?

Un capacitor de placas paralelas lleno de aire con separacion entre placas d y drea de
placa A estd conectado a una bateria que suministra un voltaje V|, entre las placas. De-
jando la bateria conectada, las placas se alejan a una distancia de 10d. Determinar por
qué factor cambian cada una de las cantidades siguientes: a) Vo b) C; c) E; d) D,
e) O; f) ps; &) Wg.

Un capacitor de placas paralelas estd lleno de un dieléctrico no uniforme caracterizado
pore, =2+ 2 x 10%2 donde x es la distancia entre placas en metros. Si § = 0.02 m?
y d = 1 mm, encontrar C.

Repetir el problema 6.12 suponiendo que la bateria se encuentra desconectada antes
de que aumente la separacion entre placas.

Seae,=25para0 <y <lmm,e,=4paral <y<3mmye, para3 <y<5mm
(regién 3). Estan presentes superficies conductoras en y = 0y y = 5 mm. Calcular la
capacitancia por metro cuadrado de drea si: a) la region 3 es aire; b) € ; = € ;; €) €5
= €,,; d) laregion 3 es plata.



6.16

6.17

6.18

6.19

6.20

6.21

6.22

6.23

6.24

6.25

6.26

6.27

Problemas

Un capacitor de placas paralelas estd elaborado utilizando dos placas circulares de ra-
dio a, con la placa del fondo en el plano xy, centrada en el origen. La placa superior
estd ubicada en z = d, con su centro en el eje z. El potencial de la placa superior es
V,; la placa inferior estd aterrizada. La region entre las placas estd llena de dieléctri-
co con una permitividad que depende del radio. La permitividad estd dada por €(p)
= ¢,(1 + p/a). Encontrar: a) E; b) D; ¢) Q; d) C.

Dos cilindros coaxiales conductores de radios 2 cm y 4 cm tienen una longitud de 1 m.
La region entre los cilindros tiene una capa de material dieléctricocon p =cap=d
con €, = 4. Encontrar la capacitancia si: @) c =2 cm,d =3 ¢cm; b) d = 4 cm y el vo-
lumen del dieléctrico es el mismo que el del inciso a).

a) Si se pudiera especificar un material para utilizarse como dieléctrico en un capa-
citor coaxial para el cual la permitividad varie continuamente con el radio, ;qué va-
riacién con p se debera utilizar con el fin de mantener un valor uniforme de la
intensidad de campo eléctrico? b) En las condiciones del inciso a), ;cémo aparecen
los radios interno y externo en la expresioén de capacitancia por unidad de distancia?

Dos cascarones esféricos conductores tienen un radio a = 3 cm y b = 6 cm. El inte-
rior es un dieléctrico perfecto cuyo €, = 8. @) Encontrar C. b) Una porcion del die-
léctrico se quita porloque €, = 1.0,0 < ¢ < 7w/2y €, =8, /2 < ¢ < 27. De nuevo,
encontrar C.

Mostrar que la capacitancia por unidad de longitud de un cilindro de radio a es igual
a cero.

Con referencia a la figura 6.9, sea b = 6 m, h = 15 m y el potencial del conductor
250 V. Tomar el valor de € = €)- Encontrar los valores de K, p,ay C.

Dos conductores de cobre del nimero 16 (1.29 mm de didmetro) estan paralelos con
una separacion d entre ejes. Determinar d de tal forma que la capacitancia entre los
alambres en el aire sea de 30 pF/m.

Un conductor de 2 cm de didmetro estd suspendido en el aire con su eje a 5 cm de un
plano conductor. Sea el potencial del cilindro 100 V y el del plano 0 V. Encontrar la
densidad de carga de superficie en a) el cilindro en el punto mds cercano al plano;
b) el plano en el punto més cercano al cilindro.

Para la configuracién de los conductores del problema 6.23, determinar la capacitan-
cia por unidad de volumen.

Construir un mapa de cuadrados curvilineos para un capacitor coaxial de 3 cm de
radio interno y 8 cm de radio externo. Estas dimensiones son adecuadas para el
dibujo. a) Utilice su dibujo para calcular la capacitancia por metro de longitud, su-
poniendo que €, = 1. b) Calcular un valor exacto para la capacitancia por unidad de
longitud.

Construir un mapa de cuadrados curvilineos para el campo de potencial alrededor de
dos cilindros circulares paralelos, cada uno de 2.5 cm de radio, con una separacion
entre sus centros de 13 cm. Estas dimensiones son adecuadas para realizar el dibujo
si se considera la simetria. Como comprobacién, calcular la capacitancia por metro
de longitud por medio del dibujo y de la férmula exacta. Suponer €, = 1.

Construir un mapa de cuadrados curvilineos para el campo de potencial que existe
entre dos cilindros circulares paralelos, uno de 4 cm de radio dentro de otro de 8 cm
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6.28

6.29

de radio. Ambos ejes estdn separados 2.5 cm. Estas dimensiones son adecuadas para
dibujar. Como comprobacion de la exactitud, calcular la capacitancia por metro de
longitud por medio del dibujo y de la férmula exacta.

2me
cosh™! [(a? + b2 — D?)/(2ab)]

donde a y b son los radios del conductor y D es la separacién entre los ejes.

Un cilindro conductor sélido de 4 cm de radio estd centrado dentro de un cilindro
conductor rectangular de 12 cm por 20 cm de seccién transversal. ) Haga un dibujo
de tamafio real de un cuadrante de esta configuracién y construya un mapa de cua-
drados curvilineos para su interior. b) Suponer € = ¢, y estimar C por unidad de
longitud.

El conductor interno de la linea de transmisién que muestra la figura 6.14 tiene una
seccién transversal cuadrada 2a x 2a, mientras que el externo es de 4a x 5a. Los
ejes estan desplazados como se muestra. @) Construir un dibujo de buen tamafio de
esta linea de transmision, digamos con a = 2.5 cm, y después preparar una grafica
del campo electrostético entre los conductores. ») Utilizar el mapa para calcular la

%

Figura 6.14 Véase problema 6.29.



6.30

6.31

Problemas

capacitancia por metro de longitud si € = 1.6¢,. ¢) ;Cémo cambiaria el resultado del
inciso a) si a = 0.6 cm?

Para el capacitor coaxial del problema 6.18, suponer que el dieléctrico tiene una fu-
ga y permite que la corriente fluya entre los conductores interno y externo, mientras
que el campo eléctrico ain es uniforme con el radio. a) ;Qué forma funcional debe
asumir la conductividad del dieléctrico? b) ;Cudl es la forma bdésica funcional de la
resistencia por unidad de distancia R? ¢) ;Qué pardmetros permanecen en el produc-

to RC, donde la forma de C, capacitancia por unidad de distancia, se determina en el
problema 6.18?

Una linea de transmisién de dos hilos estd formada de dos cilindros conductores per-
fectamente paralelos, con un radio de 0.2 mm, separados por una distancia de 2 mm
de centro a centro. El medio que estd a los alrededores de los hilos tiene un valor de
€, =3y o= 15mS/m. Una bateria de 100 V estd conectada entre los hilos. Calcu-
lar: @) la magnitud de la carga por metro de longitud en cada hilo; b) la corriente de
la bateria.
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CAPITULO

Ecuaciones de Poisson
y de Laplace

asta el momento se han aprendido algunos métodos para encontrar la intensidad de

campo eléctrico dada una distribucién de carga o un campo de potencial conocidos.

Para una carga conocida con una distribucién espacial de una forma general se pue-
de utilizar la ley de Coulomb (como se ejemplificé en la ecuacion [18], capitulo 2) y asi ob-
tener la suma vectorial de los campos de todas las cargas puntuales que forman la
distribucién. En los casos donde se involucran distribuciones de carga simétricas, la ley de
Gauss (representada en la ecuacion [6], capitulo 3) a veces es Util para obtener el campo
con mayor rapidez. También se encontré que la intensidad de campo eléctrico puede obte-
nerse indirectamente evaluando el campo de potencial asociado con una distribucion de car-
ga (como se ejemplifico en la ecuacién [18], capitulo 4), y después calculando el gradiente
negativo del resultado para obtener E.

En el capitulo 6 se aprendié mds acerca de la estrecha relacién entre los campos eléc-
tricos y de potencial dentro de las regiones en las cuales conductores perfectos sirven como
fronteras. En éstas se presentan potenciales constantes y, a menudo, se especifican como un
primer paso en la evaluacién de la capacitancia o en la construccién de mapas de cuadrados
curvilineos. En consecuencia, el estudio de estas configuraciones en el capitulo 6 propor-
ciond un primer vistazo a la resolucién de problemas con valores en la frontera, en los cua-
les el campo y el potencial estdn determinados en una regién dada, sujeta a valores de
potencial o de densidad de carga en las superficies que forman la frontera.

En este capitulo se solucionan dichos problemas en una forma mds directa, desarrollan-
do y utilizando las herramientas matemadticas apropiadas para este propdsito especifico: las
ecuaciones de Laplace y de Poisson. Estas ecuaciones permiten encontrar campos de poten-
cial dentro de regiones encerradas por potenciales o densidades de carga conocidas. Los
problemas que involucran de una a tres dimensiones pueden resolverse tanto analitica como
numéricamente, como se estudiard en este capitulo. Cuando se comparan las ecuaciones de
Laplace y de Poisson con los otros métodos, tal vez sean mucho mds ttiles debido a que
muchos problemas en la practica de la ingenieria se relacionan con dispositivos en los cua-
les las diferencias de potencial aplicadas se conocen y ademads los potenciales constantes se
presentan en las fronteras. Como antes, los campos eléctricos se obtienen rdpidamente de
las distribuciones de potencial por medio del gradiente negativo. l
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7.1 Deduccion de las ecuaciones
de Poisson y Laplace

Obtener la ecuacion de Laplace es sumamente sencillo a partir de la forma puntual de la ley
de Gauss,

V.D=p, (1)
de la definicién de D,
D = ¢E (2)
y de la relacion de gradiente
E=-VV 3)

por sustitucion se tiene
V:D=V-:(E)=—-V-(eVV) =p,

v.vy =2 (4)
€
para una regién homogénea en la que € es constante.
La ecuacion (4) es la ecuacion de Poisson, pero la operacion “doble V”” debe interpre-
tarse y desarrollarse, al menos en coordenadas cartesianas, antes de que la ecuacién pueda
ser util. En coordenadas cartesianas,

A, A, 9A.

V.A: _ PR
ox + dy * 0z
vV 1% N 1% n k1%
= —a,+—a,+—a
ox ay Y a7 ¢

y, por lo tanto,

VVV—B v +8 v +8 av
~ ax \ ox dy \ dy az \ 0z

V.V 9V
T T e ®

La operacién V - V se abrevia escribiendo V? (pronunciada como “delta cuadrada”); esta
abreviatura es un buen recordatorio de las derivadas parciales de segundo orden que apare-
cen en (5), por lo tanto,

g2y = 2V N 9°V N 3V py
oax2 0 9yr 92 e

(6)

en coordenadas cartesianas.

Si p, = 0, lo que indica una densidad de carga volumétrica cero, pero se permite que
existan cargas puntuales, densidad de carga lineal y densidad de carga superficial como
fuentes de campo localizadas en lugares bien definidos, entonces
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g

que constituye la llamada ecuacion de Laplace. La operacién V? se llama el laplaciano de V.
En coordenadas cartesianas la ecuacién de Laplace es

S\ A i A 4

2 8—y2 4F e =0 (rectangular) (8)

y la forma de V2V en coordenadas cilindricas y esféricas puede obtenerse usando las expre-
siones para la divergencia y el gradiente, obtenidas para dichos sistemas de coordenadas.
Como referencia, el laplaciano en coordenadas cilindricas es

vy L (VY L (BVN BV indrica) )
"o\ ) T 2\ a9 dz?

y en coordenadas esféricas es

vy Lo (20Vy, 1 3 eV, 1 4 (esférica) | (10
= — — | rcF— — | sen @ — —_— €sicrica
ar ) rsend 30 r2sen® 0 d¢? (10

Estas ecuaciones pueden desarrollarse mas efectuando las derivadas parciales indicadas; sin
embargo, con frecuencia es mds til tenerlas en las formas dadas previamente; es mas, re-
sulta mucho mas fécil desarrollarlas después, en caso necesario, que recomponer de nuevo
los términos .

La ecuacién de Laplace abarca mucho, dado que, como se aplica a todos los casos en
los cuales la densidad de carga volumétrica es cero, asegura que cualquier configuracién
concebible de electrodos o conductores produce un campo para el cual V2V = 0. Todos es-
tos campos son diferentes, con distintos valores de potencial y diferentes razones de cam-
bio espaciales, sin embargo para cada una de ellas V>V = 0. Puesto que todo campo (si
p, = 0) satisface la ecuacién de Laplace, parece imposible esperar que pueda invertirse el
procedimiento y usar tal ecuacién para encontrar un campo especifico en el que se tenga in-
terés. Si puede lograrse, sélo que para ello se requiere mds informacién, y la ecuacién de
Laplace debe resolverse sujeta a ciertas condiciones de frontera.

Todo problema fisico debe contener al menos una frontera conductora, aunque con fre-
cuencia contiene dos o mds. Los potenciales sobre estas fronteras tienen valores asignados,
como V,, V,,..., 0 tal vez valores numéricos. Estas superficies equipotenciales definidas
proporcionan las condiciones de frontera para el tipo de problema que se resolverd en este
capitulo. En otros tipos de problemas, las condiciones de frontera toman la forma de valo-
res especificados de E (de manera alterna, una densidad de carga superficial, pg) sobre una
superficie cerrada, o una combinacién de valores conocidos de Vy E.

Antes de aplicar la ecuacién de Laplace o la de Poisson en varios ejemplos, es necesa-
rio detenerse un momento para mostrar que si una respuesta satisface la ecuacion de Laplace
y las condiciones de frontera, entonces ésta es la tnica respuesta posible. Seria decepcio-
nante trabajar en un problema con la ecuacién de Laplace resolviéndola correctamente
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por medio de dos métodos distintos y obtener dos respuestas diferentes. Se demostrard que
lo anterior no puede suceder y que las dos respuestas deben ser equivalentes.

D7.1 Calcular los valores numéricos de V'y p, en el punto P en el espacio libre si:

a)V= 24yz ,enelpuntoP(1,2,3);b)V=5pzcos2¢>enP(p=3,¢:%,z=2);
x-+1

2 cos ¢

)

) V= ,en P(r=0.5,0 =45°, ¢ = 60°).

Respuesta: 12V, —106.2 pC/m3;22.5V, 0; 4V, 0

7.2 Teorema de unicidad

Supéngase que se tienen dos soluciones de la ecuacion de Laplace, V| y V,, ambas funcio-
nes generales de las coordenadas utilizadas. Por consiguiente,

ViV, =0

V2V, =0

de lo cual
ViV, = Vo) =0
Cada solucién debe satisfacer también las condiciones de frontera, y si se representan

los valores del potencial sobre las fronteras por V,, entonces el valor de V| de sobre la fron-
tera es V,, y el valor de V, sobre la frontera es V,,, y ambos deben ser idénticos a V,

Vb=V =V,

Vie—Vap =0
En la seccion 4.8, ecuacion (44), se utilizo la identidad vectorial,
V-(VD)=V(V-D)+D-(VV)

la cual es valida para cualquier escalar V'y cualquier vector D. En la presente aplicacion se
seleccionard V, — V, como el escalar y V(V, — V,) como el vector, es decir,

V- [(Vi = V)V(Vi = Vo)l = (Vi = V[V - V(V; — V)]
+ VIV = Vo) - V(Vi = V,)

esta expresion debe integrarse sobre todo el volumen encerrado por las superficies de fron-
tera especificadas:

/ V- [(Vi = V)V(V) — Vo)]ldv
vol

E/ (Vi = W)V -V(Vi = Vy)ldv +/ [V(V; — V)P dv (11)
vol vol
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El teorema de la divergencia permite reemplazar la integral de volumen del lado iz-
quierdo de la identidad por la integral cerrada de superficie sobre la superficie que rodea el
volumen. Esta superficie tiene fronteras ya especificadas en las cuales V,, =V, por con-
siguiente

/ V- [(Vi = V)V(V) — V)ldv = %[(Vw = Vu)V(Vip — Vap)]-dS =0
vol S

Uno de los factores de la primera integral del lado derecho de (11) es V - V(V, — V)
o V? (V, = V,) que, por hipétesis, debe anularse, y por lo que la integral tambi€n es cero.
En consecuencia, la integral de volumen restante queda igualada a cero:

f [V(Vi = V)2 dv = 0
vol

Existen en general dos razones por las cuales una integral se anula: o el integrando (la
cantidad debajo del simbolo de la integral) es cero en todo punto, o el integrando es positi-
VO en unas regiones y negativo en otras, de manera que las contribuciones se cancelan alge-
braicamente. En este caso, la primera razon es la que debe ser vélida porque [V(V, — V2)]2
no puede ser negativo. Por lo tanto,

[V(V; — V)] =0

V(Vi=V)=0

Por tltimo, si el gradiente de V|, — V, es cero en todas partes, entonces V, — V, no pue-
de cambiar con ninguna de las coordenadas y

Vi — V, = constante

Si es posible demostrar que esta constante es cero estaria demostrada la prueba. El va-
lor de la constante se determina con facilidad considerando un punto sobre la frontera.
Ahi, V, =V, =V, —V, =0, lo que indica que efectivamente la constante es cero, y
por lo tanto

Vi=W,

es decir, las dos soluciones son en esencia la misma.

El teorema de unicidad también se aplica a la ecuacién de Poisson, pues si V2V1 =
—p, /ey V2V2 = —p, /€, entonces como antes VZ(V1 — V,) = 0. Las condiciones de fronte-
ra exigen que V,, — V,, = 0, y la prueba es idéntica a partir de este punto.

Esto constituye la prueba del teorema de unicidad. Visto como la respuesta a la pregun-
ta: “;Como comparar dos soluciones de la ecuacién de Laplace o de Poisson si ambas sa-
tisfacen las mismas condiciones de frontera?”, el teorema de unicidad debe apreciarse por
la seguridad que brinda al establecer que las respuestas son idénticas. Una vez que se pue-
de encontrar algiin método de solucidn para las ecuaciones de Laplace o de Poisson sujetas
a las condiciones de frontera dadas, se tiene resuelto el problema de una vez y para siem-
pre. Ningtin otro método puede dar una respuesta diferente.
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D7.2 Considérense dos campos de potencial V, =y y V, =y + ¢' sen y. a) ;Es
V2V, =0?b) (Es V2V, =0?¢) (Es V,=0eny=0?d) (Es V,=0eny =0?¢) (Es
Vi=meny=mn?f)EsV,=meny=mn?g);Son V,y V,idénticos? h) ;Por qué el
teorema de unicidad no se satisface?

Respuesta: Si, si, si, si, si, si; no; las condiciones de frontera no se dan en una superficie
cerrada

7.3 Ejemplos de la solucion
de la ecuacion de Laplace

Se han desarrollado varios métodos para resolver la ecuacion diferencial parcial de segun-
do orden conocida como ecuacién de Laplace. El primero y mas sencillo es la integracién
directa, la cual se empleard en esta seccion para trabajar varios ejemplos que involucran
variaciones de potencial en una dimension en diferentes sistemas de coordenadas. En la sec-
cién 7.5 se consideran problemas que involucran variaciones de potencial en dos dimensio-
nes desde el punto de vista analitico. Dichos problemas se estudian en la seccion 7.6, en la
cual se estudia un método de iteracién numérica para solucionarlos. Métodos adicionales,
que requieren un conocimiento matematico mas avanzado, se describen en las lecturas re-
comendadas al final del capitulo.

El método de la integracién directa se aplica s6lo a problemas en “una dimension”, es
decir, aquellos en los cuales el campo de potencial es una funcién de sélo una de las tres
coordenadas. Puesto que se estd trabajando sé6lo con tres sistemas de coordenadas, parece-
ria que hay nueve problemas por resolver, sin embargo, una pequeiia reflexién muestra que
un campo que varia sélo con x es fundamentalmente el mismo que un campo que varia sé-
lo con y. La rotacién de un cuarto de vuelta no cambia el problema fisico. En realidad, hay
s6lo cinco problemas que resolver, uno en coordenadas cartesianas, dos en cilindricas y dos
en esféricas. Se disfrutard de la vida al maximo resolviéndolos todos.

Supdngase que V es s6lo funcion de x y se guardard para mds tarde la preocupacién por sa-
ber cudl problema fisico se estd resolviendo cuando se tenga la necesidad de las condicio-
nes de frontera. La ecuacion de Laplace se reduce a

v

9x?2
y la derivada parcial se puede reemplazar por una derivada ordinaria, ya que V no es fun-
cion de y ni de z,

drv
dx?

Integrando dos veces, se obtiene primero
dv

— =A
dx
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y después
V=Ax+B (12)

donde A y B son constantes de integracion. La ecuacion (12) contiene dos de estas constan-
tes, como se esperaria en la solucién de una ecuacion diferencial de segundo orden. Estas
constantes se determinan s6lo a partir de las condiciones de frontera.

(Qué condiciones de frontera se deben dar? Se estd en libertad de escogerlas, puesto
que ningin problema fisico se ha especificado todavia, a excepcion de la hipétesis original
de que el potencial varia s6lo con x. Se intentard ahora visualizar tal campo. Quizds ya se
sospeche la respuesta; sin embargo, se obtendrd por métodos exactos.

Puesto que el campo varia s6lo con x y no es funcién de y ni de z, entonces V serd cons-
tante si x es constante o, en otras palabras, las superficies equipotenciales se describen diando-
le a x un valor constante. Estas superficies son planos paralelos normales al eje x. El campo es
entonces el de un condensador de placas paralelas, y tan pronto como se especifique el poten-
cial en cualquier pareja de planos se pueden evaluar las constantes de integracion.

Para tratar el problema en general, sea V=V, enx=x,y V=1V, en x = x,. Estos va-
lores se sustituyen en (12), lo que da

Vi=Ax +B Vo =Ax, + B
Vi—VWV, Voxi — Vixa

A= —= B =
X1 — X2 X1 — X2

~ Vilx —x) — Valx — x1)
X1 — X2

1%

Se pudo haber obtenido una respuesta mds sencilla eligiendo condiciones de frontera més
sencillas. Por ejemplo, si se fijan los valores V=0enx=0y V=V, en x = d, entonces

A=Y p_o
= =
y
V()x
V=" (13)
d

Supdngase que la primera meta es encontrar la capacitancia de un condensador de pla-
cas paralelas. Se ha resuelto la ecuacién de Laplace, obteniendo (12) con las dos constantes
Ay B. ;|Deben evaluarse o dejarse como estdn? Por presuncion, no se estd interesado en el
campo de potencial mismo, sino sélo en la capacitancia, y se puede continuar exitosamen-
te con A y B o simplificar el dlgebra con un poco de prevision. La capacitancia estd dada por
el cociente de la carga entre la diferencia de potencial, entonces, si se elige la diferencia de
potencial como V,,, lo que es equivalente a fijar una condicion de frontera, se puede escoger
luego una segunda condicién de frontera, cualquiera que sea, que ayude a simplificar lo mas
que se pueda la forma de la ecuacién. Esta es la razén de ser del segundo conjunto de con-
diciones de frontera que produjeron (13). La diferencia de potencial fue fijada como V,,, eli-
giendo el potencial de una placa cero y el otro V|;; la colocacion de estas placas se hizo de
la manera mds simple posible utilizando V=0en x = 0.



7.3 Ejemplos de la solucién de la ecuacién de Laplace 179

Utilizando (13) atin se necesita la carga total sobre cada placa antes de que sea factible
encontrar la capacitancia. Se debe recordar que cuando se resolvié por primera vez este pro-
blema del condensador en el capitulo 5, la Idmina de carga proporcionaba el punto de par-
tida. No fue muy dificil encontrar la carga, pues todos los campos estaban expresados en sus
términos. El trabajo, entonces, era encontrar la diferencia de potencial. Ahora el problema
es al revés (y mds sencillo).

Después de que las condiciones de frontera se han seleccionado, los pasos necesarios son:

Dado V, utilicese E = —VV para encontrar E.

Utilicese D = €E para encontrar D.

Evaltiese D en cada placa del condensador, D = Dy = Dyay.

Reconézcase que ps = Dy.

Encontrar Q por medio de una integracién de superficie sobre la placa del condensador
0= f s Ps ds.

A

Al aplicarlos, se tiene

X
V= VOE
E= Ea)C
d
%
D= —e—Oax
d
Vi
Ds =D|,_,=—¢a
ay = ay
Dy = —e& =
N = d Ps
—€eV, VoS
Q—/ Yogs = 202
s d
y la capacitancia es
Q| €S
C = —— = —
7 p (14)

Se empleard este procedimiento varias veces en los ejemplos siguientes.

Puesto que la eleccién de campos que varien sélo con y o con z en coordenadas cartesianas
no conduce a la solucién de problemas nuevos, se pasard a coordenadas cilindricas en el si-
guiente ejemplo. Nuevamente las variaciones con respecto a z no constituyen nada nuevo;
suponiendo sélo variaciones con respecto a p, la ecuacién de Laplace se transforma en

19 ( 3v>
p op\' 9dp
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1 d( dv>
pdpo\ dp

Como p estd en el denominador, se excluye p = 0 de la solucién, multiplicando por p e in-
tegrando
dv
P% =A
rearreglando e integrando de nuevo,
V=Alhp+B (15)

Las superficies equipotenciales estdn dadas por p = constante y son cilindros, y el pro-
blema es el de un condensador coaxial o una linea de transmisién coaxial. Eligiendo una di-
ferencia de potencial V|, y utilizando V.=V en p =a, V=0en p = b, b > a, se obtiene

_In(b/p)
V=" In(b/a) (16)

de lo cual

Vo 1

o In(b/a)
eVp

~ alnb/a)

€ Vo2malL

aln(b/a)

ap

C— 2mel
~ In(b/a) a7

lo que concuerda con el resultado del capitulo 6.

Supdngase que V es sélo funcién de ¢ en coordenadas cilindricas. Para variar, se conside-
rard primero el problema fisico; resulta evidente que las superficies equipotenciales estdn
dadas por ¢ = constante. Estos son planos radiales. Las condiciones de frontera serdn V =
Oen¢p =0y V=V;en ¢ = «a, que dan lugar al problema fisico detallado en la figura 7.1.
La ecuacién de Laplace es ahora
1 9%V

p? 07
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Espacio
aislante V=",

s <
o
o O

Figura 7.1 Dos planos radiales infinitos con un angulo
interior a. Un hueco aislante infinitesimal existe en p = 0. El
campo de potencial se puede encontrar utilizando la
ecuacion de Laplace en coordenadas cilindricas.

Si se excluye p = 0, se tiene
’v
d¢?
La solucién es
V=A¢+B

Las condiciones de frontera determinan A y B, y

v=1? (18)
o

Tomando el gradiente de (18) se obtiene la intensidad de campo eléctrico,

V() ay
ap

E= (19)

es interesante notar que E es funcién de p y no de ¢. Esto no contradice las suposiciones
originales, las cuales fueron sélo restricciones sobre el campo de potencial. Sin embargo,
nétese que el campo vectorial E es una funcién de ¢.

Un problema que involucra la capacitancia de estos dos planos radiales se incluye al fi-
nal del capitulo.

Ahora se considerardn coordenadas esféricas, las variaciones con respecto a ¢ quedan eli-
minadas de inmediato porque es un problema ya resuelto y se tratard primero con V = V(r).
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Los detalles se dejan para un problema posterior, pero el campo de potencial final estd

dado por

1 1
e
a b

(20)

donde las condiciones de frontera son evidentemente V=0enr=>0by V = Voenr=a,
b > a. El problema es el de las esferas concéntricas. La capacitancia se encontré antes en la
seccién 5.10 (por un método un poco diferente) y es

dre

21

En coordenadas esféricas ahora se restringe la funcién potencial a V = V(6), con lo que

se obtiene

1 d dv
—| senf0— | =0
r2senf df do

Al excluir r =0y 6 =0 o 7, se tiene

dv
senf— = A

La segunda integral es, entonces,

-

do

Ado

+ B
sen @

la cual no es tan obvia como las anteriores. A partir de tablas de integrales (o de una buena

memoria) resulta

6
V = Aln(tan§> + B

Las superficies equipotenciales son conos. La figura 7.2 ilustra el caso donde V =0en
O=m/2yV=V,en8=oa,a < m/2.Se obtiene

V="

(=3)
In( tan —
2

o
In{ tan —

(22)

Para encontrar la capacitancia entre un cono conductor con su vértice separado de un
plano conductor por un espacio infinitesimal aislante y con su eje normal al plano, se en-
cuentra primero la intensidad de campo:

Vo

o
rsend In (tan —>
2

Ay
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Espacio

Ve

V=0

Figura 7.2 Paraelconod=aenV, yelplanod=n/2a
V=0, el campo de potencial esta dado por V =V, [In(tan
6/2)]/[In(tan «/2)].

La densidad de carga superficial en el cono es, entonces,

—€ Vo

ps =
o
rsenaln (tan E)

con lo que se produce una carga total Q,

0= —eVp >//2”rsenozd¢dr

sen« In (tan

—2men V, o
2771600[0/' dr
ln(tan—) 0
2

Esto lleva a un valor infinito de carga y capacitancia; asi, se vuelve necesario considerar un
cono de tamaiio finito. La respuesta serd ahora sélo una aproximacién, porque la superficie
equipotencial tedrica es la superficie cénica & = «, que se extiende desde r = 0 a r = o0,
mientras que la superficie conica fisica se extiende s6lo desde » = 0 a, digamos, r = r,. La
capacitancia aproximada es

2mery

( o ) (23)
In{ cot —
2

Si se desea una respuesta mas exacta se puede estimar la capacitancia de la base del co-
no al plano de potencial cero y sumar esta cantidad a la respuesta anterior. Los campos no

C =
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uniformes o campos de borde, que aparecen en los bordes de las superficies finitas, se han
despreciado y con ello se introduce una fuente adicional de error.

D7.3 Encontrar |E| en P(3, 1, 2) para el campo de: a) dos cilindros conductores
coaxiales, V=50Ven p=2my V=20V en p =3 m; b) dos planos conductores ra-
diales, V=50V en¢ =10°y V=20V en ¢ = 30°.

Respuesta: 23.4 V/m; 27.2 V/m

7.4 Ejemplos de la solucion
de la ecuacion de Poisson

Con el propésito de seleccionar un problema razonablemente simple que ilustre la aplica-
cién de la ecuacién de Poisson, serd necesario suponer que la densidad de carga volumétri-
ca estd especificada. Sin embargo, éste no es cominmente el caso; de hecho, a menudo ésta
es la cantidad acerca de la cual se estd buscando informacidn. El tipo de problema mas real,
que podria encontrarse, comenzaria con sélo el conocimiento de los valores de frontera de
potencial, de la intensidad del campo eléctrico y de la densidad de corriente. A partir de es-
ta informacién habria que aplicar la ecuacién de Poisson, la ecuacién de continuidad y al-
guna relacién que exprese las fuerzas sobre las particulas cargadas, tal como la ecuacién de
la fuerza de Lorentz o la ecuacién de difusién, y resolver todo el sistema de ecuaciones en
forma simultdnea. Esta prueba rigurosa estd mas alld del alcance de este texto y, por lo tan-
to, se supondra que se tiene una cantidad razonablemente mayor de informacién.

Como ejemplo, se selecciona una unién pn entre dos mitades de una barra semiconduc-
tora, que se extiende en la direccién x. Se supondrd que la regién para x < O tiene impure-
zas que la hacen tipo p y que la regién para x > 0 es tipo n. El grado o concentracién de
impurezas es idéntico en cada lado de la unién. Para revisar cualitativamente algunos de es-
tos hechos (acerca de la unién semiconductora), obsérvese que al principio hay un exceso
de huecos a la izquierda de la unién y un exceso de electrones a la derecha. Cada uno se di-
funde a través de la unién hasta que se establece un campo eléctrico en una direccion tal que
la difusién de corriente decae a cero. Entonces, con el fin de impedir que mds huecos se
muevan a la derecha, el campo eléctrico en la vecindad de la unién debe dirigirse a la iz-
quierda; ahi, E, es negativo. Este campo deben producirlo una carga neta positiva a la dere-
cha de la unién y una carga neta negativa a la izquierda. Nétese que la capa de carga positiva
consiste de dos partes: los huecos, que han cruzado la unién, y los iones positivos donado-
res, de donde han salido los electrones. La capa negativa de carga la constituyen de manera
opuesta electrones e iones aceptores negativos.

El tipo de distribucién de carga que resulta lo muestra la figura 7.3a, y el campo nega-
tivo producido, la figura 7.3b. Después de observar ambas figuras se puede leer de nuevo el
parrafo anterior y obtener mayor provecho.

Una distribucién de carga de esta forma puede aproximarse mediante muchas expresio-
nes diferentes. Una de las mas sencillas es
X

Oy = 2000 sechg tanh (24)

a
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Py

Puo

x/la
a)
ek,
Zpuoa
=5 —4. =308l 1 2003405 y
x/a
—0.5
=1
b)
zeV
2,01./0“2
LVO x/a
2p1}0a2

9]

Figura 7.3 a) La densidad de carga; b) la intensidad de
campo eléctrico y c) el potencial para una unién pn
graficado como funcion de la distancia desde el centro de
la union. El material tipo p esté en la izquierda, y el tipo n,
en la derecha.
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la cual tiene una densidad de carga mdxima Pv,mix = Pvolocalizada en x = 0.881a. Se pue-
de ver que la densidad de carga maxima Ov0 se relaciona con las concentraciones N,y N,
de aceptores y donadores, notando que todos los iones donadores y aceptores en esta region
(capa de agotamiento) han sido despojados de un electrén o de un hueco y, por lo tanto,

Pvo = eN, =eNy
Al resolver la ecuacion de Poisson,

ViV =-=

sujeta a la distribucion de carga anterior,

d*v 2
—_ == Pro sechf tanh il
dx? € a a

para este problema en una dimensién en la cual las variaciones con respecto a y y z no es-
tan presentes. Si se integra una vez,

dV  2pya X
ar _ 2P sech— + Cy
dx a
se obtiene la intensidad de campo eléctrico,
2pyp0a X
E,=— P08 ceen” — C
€ a

Para evaluar la constante de integracion C,, nétese que no pueden existir densidad neta de
carga ni campos lejos de la unién. Entonces, a medida que x — +o00, E, debe aproximarse
a cero. Por consiguiente, C, =0, y

20,00 X
E, =— Pro8 cech” (25)
€ a
Al integrar nuevamente
4p,0a*
V= Tovod tan~' /% + C,
€
Si se selecciona arbitrariamente el cero de referencia del potencial en el centro de la unién, x = 0,
4p,0a®
0= Lv0 4 C2
€ 4
y, por ultimo,
4 2
V= M(tanl il z) 26)
€ 4

La figura 7.3 muestra la distribucién de carga a), la intensidad de campo eléctrico b) y
el potencial c), dados por (24), (25) y (26), respectivamente.

El potencial se vuelve constante una vez que se estd a una distancia de alrededor de 4a
0 5a de la unién. La diferencia de potencial total V, a través de la union se obtiene de (26),

27 pyoa’
VW=Vitoo = Viso = M (27)

€
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Esta expresion sugiere la posibilidad de determinar la carga total en un lado de la unién pa-
ra luego aplicar (27) y encontrar la capacitancia de la unién. La carga total positiva es

o X X
0= Sf 2pyosech— tanh — dx = 2p,0a S
0 a a

donde S es el drea de la seccion transversal de la unién. Si se emplea (27) para eliminar el
parametro de distancia a, la carga se convierte en

Q _ g ;2,0U70Te VQ (28)

Puesto que la carga total es funcién de la diferencia de potencial, se debe tener cuidado en
definir una capacitancia. Pensando en términos de “circuito” por un momento,

dQ A
I=—=C—
dt dt

y, por lo tanto,

_de

C =
dVy

Derivando (28) se tiene, por consiguiente, la capacitancia,

C= [Pweg_ €5 (29)
27V 2ma

La primera forma de (29) muestra que la capacitancia varfa inversamente como la raiz cua-
drada del voltaje. Esto es, un voltaje alto causa una separacion mayor de las capas de carga
y una capacitancia mas pequefia. La segunda forma es interesante, pues indica la factibili-
dad de considerar la unién como un condensador de placas paralelas con una separacién de
“placas” de 2ma. En vista de las dimensiones de la regién en la cual la carga estd concen-
trada, éste es un resultado 16gico.

La ecuacién de Poisson se aplica en cualquier problema que involucre densidad de car-
ga volumétrica. Ademads del diodo semiconductor y modelos de transistor, se encuentra que
los bulbos electrénicos al vacio, la conversién de energia magnetohidrodindmica y la pro-
pulsién idnica requieren aplicarla en la construccion de teorias satisfactorias.

D7.4 En la vecindad de cierta unién semiconductora, la densidad de carga volumé-
trica estd dada por p, = 750 sech 10° zx tanh 7x C/m>. La constante dieléctrica del
material semiconductor es 10 y el drea de la unién es de 2 x 10~7 m2. Encontrar: a) V.
b) C; ¢) E en la union.

Respuesta: 2.70 V; 8.85 pF; 2.70 MV/m
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D7.5 Dada la densidad de carga volumétrica p, = —2 x 107¢, Vx Cim3en el espa-
cio libre,sea V=0enx=0y V=2V enx = 2.5 mm. En x = | mm, encontrar:
a) V:b) E,

Respuesta: (0.302 V; —555 V/m

7.5 Solucion producto de la ecuacion
de Laplace

Esta seccion abordard la clase de campos de potencial que varfan con més de una de las tres
coordenadas. Aunque los ejemplos se desarrollan en el sistema de coordenadas cartesianas,
el método general es aplicable a los demds sistemas de coordenadas. Sin embargo, no se em-
plearan esas aplicaciones porque los campos de potencial quedan expresados en términos de
funciones matemadticas mds avanzadas, como las funciones de Bessel y las armonicas esfé-
ricas y cilindricas; ademds, el interés no radica en estudiar nuevas funciones matematicas,
sino en las técnicas y métodos de solucién de problemas de campo electrostético.

Se puede proporcionar una clase general de problemas especificando simplemente que
el potencial es una funcién de x y y, asi que

0’V 3%V

Ahora, supdngase que el potencial se puede expresar como el producto de una funcién s6-
lo de x, y una funcién sé6lo de y. Pareceria que esto prohibe muchas soluciones, como V =
X + y, o cualquier suma de una funcién de x y una funcién de y, pero debe considerarse que
la ecuacion de Laplace es lineal y la suma de cualesquiera dos soluciones es también una
solucion. Se podria tratar V = x + y como la suma de V, = xy V, =y, donde cada uno de
estos dltimos potenciales es ahora una solucién producto (trivial).

Al representar la funcién de x por X y la funcién de y por Y, se tiene

V =XY 3D
la cual se sustituye en (30),
Y X + X oy =0
dx2 ay?
Puesto que X no involucra a y y Y no involucra a x, pueden emplearse las derivadas ordinarias
deX +Xd2Y _o 2
dx? dy? (32)

La ecuacién (32) puede resolverse por separacion de variables por medio de la divisién en-
tre XY, dando
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1 d°X 1 d*Y
X dx? Y dy?

Ahora se necesita uno de los argumentos mateméaticos mas habiles: puesto que (1/X)d>
X/dx* no involucra a y y —(1/Y)d?Y/dy* no involucra a x, y puesto que las dos cantidades
son iguales, entonces (1/X)d>X/dx> no puede ser funcién de x, del mismo modo que
—(1/Y)d?Y/dy? no puede ser una funcién de y. En otras palabras, se ha demostrado que cada

uno de estos términos debe ser igual a la misma constante, que por comodidad se llamara o2,

12X “
22

X dx? (33)
1y a
7

Y dy?

La constante o se llama constante de separacién porque su uso genera la separacion
de una ecuacién en dos ecuaciones mds simples,
La ecuacién (33) puede escribirse como

X _ oa’X (35)

dx?
ahora debe ser resuelta. Existen varios métodos por los cuales se puede obtener una solu-
cion. El primero es el de la experiencia o reconocimiento, el cual se vuelve mas poderoso
con la practica, pero cuando se es principiante a duras penas se reconoce la ecuacién de La-
place en si misma. El segundo método serd la integracién directa, en caso de ser aplicable,
desde luego. Al aplicarlo aqui, se debe escribir

dX )
dl — | = a“Xdx
dx

dX
——a2/de
dx

y entonces es necesario pasar al siguiente método, pues X es alguna funcién desconocida de
x, y el método de integracién no es aplicable en este caso. El tercer método se puede des-
cribir por intuicién, sentido comun o inspeccién. Ello implica observar detenidamente la
ecuacion, quizds traduciendo la operacion en palabras. Este método funcionara en (35) si se
hace la pregunta “;Qué funcién tiene una segunda derivada, la cual tiene la misma forma
que la funcién original, excepto por la multiplicacién de una constante?” La respuesta es,
por supuesto, la funcién exponencial, y se podria partir de aqui para construir la solucién.
En su lugar, para evidenciar la intuicién y sufrir por ello, se aplicard un poderoso, aunque
laborioso método: la sustitucion en series de potencia infinitas.
Se supone, y se espera que asi sea, que X pueda representarse por

o0
X = E a,x"
a=0
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al sustituir en (35),

acx & X
= Zn(n — Dax"?=ao? Za,,x"

2
dx 5 5

Si estas dos series infinitas, diferentes, son iguales para toda x, entonces deben ser idénticas,
y los coeficientes de la misma potencia de x deben igualarse término por término. Entonces

2><1><a2=052a0

3x2xa3 =a’a

y en general se tiene la relacion de recurrencia
2
(n+2)(n+ Da,2 = aay
Los coeficientes pares se pueden expresar en términos de a, como

2

o
2T Tx2®
052 054
ay = maz = E(lo
Ol6
ag = aao

y, en general, para n par, como

al
a, = —ap (n Par)

n!
Para valores impares de n, se tiene
Ol2 013 ay
a3 = ay = — —
2x3 3! o
Ols aq
as = — —
5! o
y en general, para n impar,
o a; .
a, = — — (n impar)
n! o

Mediante la sustitucién en la serie original de potencias de X, se obtiene

o n o n

o ai o
X =ay E —x”—l——g —x"
n! o n!

O,par """ 1,impar

X =ay i (ax')” + 4 i (ox)”

|
0,par n: 1,impar n:

Aunque la suma de estas dos series infinitas es la solucidn de la ecuacién diferencial en x,
la forma de la solucién puede mejorarse considerablemente reconociendo la primera serie
como el coseno hiperbdlico,
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>\ (ax)" (x)*  (ax)*
coshozx_oz 0 =1+ 3 + a 4.
,par

y la segunda serie como el seno hiperbélico

o0 n 3 5
(ax) (ax) (ax)
senh ax = E 0 =ax + T + 5 4.

1,impar
Por lo tanto, la solucién puede escribirse como

aj
X = apcoshax + — senh ax
o

X = Acoshax + Bsenhax

donde las letras A y B han reemplazado a a, y a,/a, respectivamente, y son las dos constan-
tes que deben evaluarse en términos de las condiciones de frontera. La constante de separa-
cién no es una constante arbitraria en lo que concierne a la solucién de (35), puesto que ya
aparece en dicha ecuacion.

Una solucién alternativa se obtiene expresando las funciones hiperbdlicas en términos
de exponenciales, y seleccionando nuevas constantes arbitrarias, A" y B'.

X =A'e*™ + Ble**

Si ahora se vuelve la atencién a (34) se ve que su resolucién puede llevarse por li-
neas similares, conduciendo a dos series de potencias, que representan el seno y el cose-
no, y se tiene

Y = Ccosay+ Dsenay
por lo que el potencial es

V = XY = (A coshax + B senhax)(C cosay + Dsenay) (36)

Antes de describir un problema fisico y obligar a las constantes a aparecer en (36) pa-
ra estar de acuerdo con las condiciones de frontera preescritas, se considerard la naturaleza
fisica del campo de potencial dada por una simple eleccioén de estas constantes. Haciendo
que A=0,C=0yBD =1V, se tiene

V = V) senh ax senay (37)

El factor senh ax es cero en x = 0 y aumenta levemente con x, convirtiéndose casi en
una forma exponencial, puesto que

senh ax = %(e‘“ — e %)

El término sen « y provoca que el potencial seaceroeny =0,y = n/a, y = 2n/a, 'y
asi sucesivamente. Por lo tanto, se pueden colocar planos conductores de potencial cero
enx =0,y =0yy= n/a. Finalmente, se puede describir la superficie equipotencial V| ha-
ciendo V =V, en (37), se obtiene

senh ax sen ay = 1
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1.0

0.87

0.6
ay

047

0.27

ax

Figura 7.4 Grafica de la funcién bivalente oy = sen—!
(1/senh ax), 0 < ay < m.

1

oy =sen  ———
senh ax

Esta no es una ecuacién familiar, pero una calculadora o un conjunto de tablas pueden
proporcionar suficientes valores numéricos para graficar ay como funcién de ax. Esta cur-
va la muestra la figura 7.4. Nétese que la curva es divalente y simétrica con respecto a la
linea ay = 7/2 cuando «y estd restringida al intervalo entre O y 7. La informacién de la fi-
gura 7.4 se transfiere directamente a las superficies equipotenciales conductoras V = 0
y V=1V, enlafigura7.5. Las superficies se muestran en una seccion transversal, puesto que
el potencial no es una funcién de z.

Figura 7.5 Seccion transversal de las superficies
equipotenciales V= 0y V =V, para el campo potencial
V=V, senh ax sen ay.
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y=b r=0 Espacio aislante
V=0 V=7,
X
V=0 Espacio aislante

x=d

Figura 7.6 El problema de potencial requiere una suma
infinita de campos de la forma V = V, senh ax sen ay. Una
configuracion similar se analizé para el método de iteracion en
el capitulo 6.

Es muy poco probable que alguna vez se pida encontrar el campo vectorial de estos
electrodos formados de modo peculiar, pero se debe tener en mente la posibilidad de com-
binar un nimero de estos campos que tienen la forma dada por (36) o (37) y, entonces, sa-
tisfacer las condiciones de frontera de un problema mads practico. Este capitulo se concluye
con dicho ejemplo.

El problema por resolver lo muestra la figura 7.6. Las condiciones de frontera ex-
puestasson V=0enx=0,y=0yy=>b;y V=V enx =d paratoda yentre 0y b. Se
capta de inmediato que el potencial de campo dado por (37) y bosquejado en la figura 7.5
satisface dos de las cuatro condiciones de frontera. La tercera condicién, V=0eny = b,
se puede satisfacer con la eleccion de a, pues la sustitucién de estos valores en (37) con-
duce a la ecuacién

0 = Vi senh ax sen ab

la cual se puede satisfacer haciendo

ab =mm m=1,2,3,...)

0
mm
a=—
b
La funcién de potencial
V=V senh? sen%) 38)

produce entonces el potencial correcto en x =0, y = 0y y = b, independientemente de la elec-
ci6én de m o el valor de V,. Es imposible elegir m o V, de tal manera que V=V, en x =d
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para todos y cada uno de los valores de y entre 0 y b. Debe combinarse una cantidad infinita
de estos campos, cada uno con un valor diferente de m y un correspondiente valor de V,,

> b1 b1
V = Z Vim senh% sen%)

m=0
El subindice en V,, indica que este factor de amplitud tendrd un valor diferente para cada
valor de m. Ahora, aplicando la dltima condicién de frontera,

o.¢]

d

V()zzvlmsenh%sen$ O<y<bm=1,2,..)
m=0

Dado que V,, senh(md/b) es funcion sélo de m, puede simplificarse la expresion reempla-
zando este factor por c,,

o0
Vozzcmsean”y O<y<bm=1,2..)

m=0

Esta es una serie de Fourier de senos, y los coeficientes c,, pueden determinarse por los
métodos' estandares de las series de Fourier con la condicién de que V,, pueda interpretar-
se como una funcién periddica de y. Dado que al problema fisico lo limitan planos conduc-
toreseny = 0y y = b, y el interés en el potencial no se extiende fuera de esta region, se
puede definir el potencial en x = d para valores de y fuera del rango de 0 a b de cualquier
manera que se elija. Probablemente la expresion periddica mas simple se obtiene seleccio-
nando el intervalo 0 < y < b como medio periodo y eligiendo V = —V, en el medio perio-
do adyacente, o

V=V x=d,0<y<b)
V==V (x=d,b<y<?2b)
Los coeficientes ¢, son, entonces,

1 b 2b
Cn = —|:/ Vo sen@]dy +
0 b b

: (—Vo) sean”ydy]

lo que conduce a

Vo .
cm = — (m impar)
mi
=0 (m par)
Sin embargo, ¢, = V|, senh (mmd/b)y, por lo tanto,

4V, .
Vim = (m solo impar)
mm senh (mmd/b)

! Las series de Fourier se estudian en casi cualquier texto de ingenieria eléctrica que trate sobre teoria de circuitos.
Los autores no son imparciales y recomiendan la referencia de Hayt y Kemmerly proporcionada en las lecturas
complementarias al final del capitulo.
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lo cual puede sustituirse en (38) para dar la funcién potencial deseada,

_ 4Vo 1 osenh(mmx/b)  mmy

%
m senh(mud/b) " b

(39)

1,impar

El mapa de este campo se puede obtener evaluando (39) en un cierto nimero de pun-
tos y dibujando equipotenciales por interpolacién entre estos puntos. Si se hace b =d y
V,, = 100, el problema es idéntico al utilizado como ejemplo en el estudio del método de
iteracion. Si se investiga uno de los puntos de la cuadricula de este problema, sea x = d/4
=Dbl4, y=5b/2=dl2y V,= 100y se obtiene

400 N 1 senh(mm/4) mm
v="" el
— 2 e

impar M senh mm 2
B 400 (senh (r/4) 1 senh(37/4) 1 senh(5w/4) N )
b4 senh 3 senh 37 5 senh 5w
_ @(0.8687 B 5.228 ‘. >
o \11.549 3 x6195.8
=9.577-0.036 + - --
=0.541V

Las equipotenciales se dibujan en incrementos de 10 V en la figura 7.7 y las lineas de
flujo incluidas se han determinado graficamente para producir un mapa curvilineo.

El material cubierto en el estudio de la solucién producto es méds complicado que el tra-
bajo precedente y ademads se han presentado tres nuevas ideas. La primera fue la suposicién
de que el potencial puede expresarse como el producto de una funcién de x y una funcién

V=0 V=100

V=0

Figura 7.7 Mapeo del campo correspondiente a
4V & 1 senh(mmx/b) mny

V = — —_— —_— =
7 1%2& m senhmad/b) °" b NP =1

yV,=100V.
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de y, y la separacion resultante de la ecuacién de Laplace en dos ecuaciones diferenciales
ordinarias mds sencillas. La segunda fue haber empleado una nueva forma de aproxima-
cién cuando se propuso una solucién en series de potencia infinita como la solucién de una
de las ecuaciones diferenciales ordinarias. Por dltimo, se consideré un ejemplo que requi-
rié la combinacién de un ndmero infinito de soluciones producto mds sencillas, cada una
con una amplitud diferente y con una variacidn distinta en una de las direcciones de las
coordenadas. Todas estas técnicas son muy poderosas. Son utiles en cualquiera de los sis-
temas de coordenadas y pueden emplearse en problemas en los cuales el potencial varia
con las tres coordenadas.

Lo tnico que se ha hecho aqui es presentar el tema; se puede obtener mds informacién
en las referencias listadas al final del capitulo, varias de las cuales dedican cientos de pagi-
nas a la solucién de la ecuacion de Laplace.

7.6 Resolucion de la ecuacion de Laplace
por medio de la iteracion numérica

En la practica, algunos, si no es que la mayor parte, de los problemas que involucran la
solucién de un campo de potencial no favorecen una solucién analitica. Ademds de otras
complicaciones, las regiones de interés pueden tener formas muy irregulares o estar confi-
guradas de tal forma que las fronteras no pueden representarse mediante superficies de coor-
denadas constantes dentro de un unico sistema de coordenadas. Es comun encontrar estos
casos cuando se estudia el mapeo cuadrado curvilineo como un método para la estimacién
de la capacitancia en el capitulo 6. En general, se deben emplear métodos numéricos con el
fin de obtener resultados razonablemente precisos. En otro de los métodos que se presenta-
rd aqui la region dentro de la cual se debe encontrar el potencial estd segmentada y forma
un enrejado de forma adecuada, seguido de la tarea de calcular valores estimados de poten-
cial en diferentes puntos del enrejado. El cdlculo mds refinado de estos valores se realiza nu-
méricamente de tal forma que el resultado final sea consistente con la ecuacién de Laplace.
Existe una gran cantidad de técnicas numéricas similares a ésta, ademds de otras muchas
diferentes. En el mercado existe software que emplea una o mds de estas técnicas. En esta
seccién se presentard un ejemplo de un método iterativo basico aplicable a medios senci-
llos. Un estudio mds amplio puede encontrarse en las lecturas complementarias 8 a 10 al
final del capitulo.

Supdngase un problema bidimensional en el cual el potencial no cambia con la coorde-
nada z y dividase el interior de una seccion transversal de la region donde se desea conocer
el potencial en cuadrados con lados de longitud /. La figura 7.8 muestra una porcién de es-
ta region. Los valores desconocidos del potencial en cinco puntos adyacentes se indican por
Ve Vs Vo, Vay V. La ecuacién de Laplace en dos dimensiones que debe resolverse es

3%V n 0%V —0
ax2 o ay?
Se pueden obtener valores aproximados para las derivadas parciales en términos del po-
tencial supuesto por medio de

v . Vi—W
ax | h

a
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obh

v,

Figura 7.8 Una parte de una regioén que contiene un campo de
potencial bidimensional dividido en cuadrados con longitud h por
lado. El potencial V,, es aproximadamente igual al promedio de los

potenciales de los cuatro puntos vecinos.

y
ovV| .  Vo—Ws
x|,
de la cual
A% av
V| L ax|, ox|, . Vi—Vo—Vo+Vs
axz |, h - h?
y de manera semejante,
PV V= Vo—Vo+Vu
vl 2

Al combinarse se tiene

%V 82V;V1+V2+V3+V4—4V0

Ty 02

Vo= 1(Vi+ Va4 Va+Vy)

=0

(40)

La expresion se torna exacta cuando 4 se aproxima a cero y puede escribirse sin el sig-
no de aproximacion. Esto es correcto en forma intuitiva, y dice que el potencial es el pro-
medio del potencial de los cuatro puntos vecinos. El método iterativo simplemente utiliza
(40) para determinar el potencial en la esquina de cada subdivisién cuadrada considerando-
las una por una, y entonces el proceso se repite a lo largo de toda la regién tantas veces co-
mo sea necesario hasta que los valores no cambien mds. El método se muestra mejor, y en

detalle, por medio de un ejemplo.
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V=100
Separacién infinitesimal ;’ Separacién infinitesimal

43.8 532 43.8

188 250 188
V=0 V=0
62 94 6.2
V=0

Figura 7.9 La seccion transversal de una artesa con un potencial
cero en los lados y en la parte inferior, y uno de 100 V en la parte
superior. La seccion transversal se dividié en 16 cuadrados, con la
estimacion del potencial en cada esquina. Se pueden determinar
valores més exactos por medio del método de iteracion.

Por simplicidad, considérese una region cuadrada con fronteras conductoras (figura 7.9).
El potencial en la parte superior es 100V, y el de los lados y el fondo, cero. El problema es
bidimensional y el dibujo es una seccién transversal de la configuracion fisica. Se divide pri-
mero la regién en 16 cuadrados y ahora debe hacerse una estimacion del potencial en cada
cruce antes de aplicar el método iterativo. Entre mejor sea la primera estimacion, menor se-
rd el tiempo para encontrar la solucién, aunque el resultado final resulta independiente de
esta primera seleccién. Cuando se emplea una computadora para la iteracion, los potencia-
les iniciales se escogen, por lo general, como cero para simplificar el programa. Se pueden
obtener valores razonablemente exactos de un mapa de cuadrados curvilineos hecho con
rapidez, o se puede aplicar (40) a los cuadrados mayores. En el centro de la figura el

potencial estimado es %(100 + 040+ 0)=25.0.

El potencial se puede estimar ahora en el centro de cuatro cuadrados de doble tamafo
por medio del promedio de los potenciales en las cuatro esquinas o aplicando (40) a lo lar-
go de un conjunto de ejes diagonales. El uso de este “promedio diagonal” se realiza sélo pa-
ra preparar las estimaciones iniciales. Respecto a los dos cuadrados dobles superiores se
selecciona un potencial de 50 V para la separacién (el promedio de 0 y 100), y entonces
V= %(50 + 100 + 25 + 0) = 43.8 (redondeando a décimas de volt),”y para las inferiores,

V=210+254+0+0)=62

El potencial en los cuatro puntos restantes se puede obtener aplicando (40) directamen-
te. El conjunto completo de valores estimados lo muestra la figura 7.9.

2 Cuando se redondea una cifra cuyo decimal termina exactamente en cinco, el digito que la precede debe hacerse
par (por ejemplo, 42.75 se transforma en 42.8, y 6.25, en 6.2). Esta regla por lo general asegura un proceso aleato-
rio que produce una mejor exactitud que la que se obtiene si siempre se incrementa el digito anterior en 1.
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Se realiza ahora el paso inicial diagonal para obtener un correcto conjunto de potencia-
les, empezando en la esquina superior izquierda (con el valor 43.8, no con la frontera, en
donde los potenciales son conocidos y fijos), trabajando a lo largo del rengldén hacia la de-
recha, y después descendiendo al segundo renglén y continuando de izquierda a derecha de
nuevo. Asi, el valor de 43.8 cambia a i(lOO + 53.2 4+ 18.8 + 0) = 43.0. Los nuevos o me-
jores potenciales se utilizan siempre cuando se aplica (40), asi que los dos puntos marcados
con 43.8 se cambian por 43.0 por la evidente simetria, y el valor 53.2 se convierte en
(100 + 43.0 4 25.0 + 43.0) = 52.8.

A causa de la simetria, muy poco se puede ganar si se continda a lo largo de la linea su-
perior. Cada punto de esta linea ha sido mejorado una vez. Al proseguir con la siguiente li-
nea, el valor 18.8 se transforma en

V=1430+250+62+0) =186

y de esta manera se continda la travesia diagonal. Los valores al final de este ciclo se mues-
tran al principio de cada columna en la figura 7.10. Otras etapas diagonales adicionales de-
ben realizarse hasta que el valor de cada esquina no muestre cambio alguno. Los valores
de las etapas sucesivas por lo general se colocan debajo de las anteriores en forma de co-
lumna, como lo muestra la figura 7.10, y el valor final se muestra al fondo de la columna.
En este ejemplo sélo se necesitan cuatro travesias diagonales.

V=100
43.0 52.8 43.0
426 525 426
428 52.6 428
428 52.6 428
V=0 : : : V=0
18.6 24.8 18.6
18.6 248 18.6
18.7 25.0 18.7
18.7 25.0 18.7
7.0 9.7 7.0
7.1 9.8 7.1
7.1 9.8 7.1
7.1 9.8 7.1

V=0

Figura 7.10 Se muestran los resultados de las cuatro etapas diagonales necesarias del
problema de la figura 7.8 ordenados en columnas. Los valores finales, que resultaron sin
alteracion en la Ultima etapa, estan al final de cada columna.
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., V=100
Separacion
482 66.2 73.8 75.0 73.8
I 66.2 73.0 74.6 73.0
I 66.0 72.8 74.7 72.8
} 66.0 72.9 74.8 72.9
| 66.0 73.0 74.8 73.0
| 66.0 i 74.9 i
i 66.0 I I I
1 66.0 ! ! !
! 66.1 ! ! !
482 66.1 73.0
26.6 4238 51.0
26.6 429 50.8
26.8 43.0 50.9
26.9 430 51.0
I 430 51.1 .
I 43.0 51.1 .
I 430 512 I
! 431 I ! I
] I I
26.9 43.1 51.2 53.6 51.2
15.4 27.9 34.8 36.8 34.8
16.2 282 34.8 37.0 34.8
16.4 I 349 37.0 349
| I 349 37.0 349
I | 349 37.1 34.9
I | 35.0 37.2 35.0
| I I I
| } I I I
1 | | | 1
16.4 28.2 35.0 372 5.0
V=0 10.1 18.7 234 25.0 23.4
10.4 18.4 I I I
10.3 | I I I
! ! i i i
! ! I I I
I 1
| | 1 1 1
| | I I I
| | I I I
i i i
10.3 18.4 23.4 25.0 234
6.4 11.8 15.2 16.3 15.2
6.5 I 152 16.3 152
i I 15.1 16.2 15.1
! ! 1 I 1
! ! 1 ] 1
! ! I ] I
! ! I ] I
! ! I I I
! } I I I
' | .
6.5 11.8 15.1 16.2 15.1
3.8 7.1 9.1 9.8 9.1
i 7.0 9.0 9.7 9.0
I I I I
I I I I I
1 | I | I
1 | 1 | 1
1 | 1 | 1
I I 1 I 1
| | I | I
1 1 I I I
38 7.0 9. 9. 9.
1.8 33 42 46 42
1 32 1 4.5 1
I I I I I
I | I I I
1 | 1 I 1
1 | 1 1 1
1 | 1 1 1
I I I 1 I
I | | | |
i i i i i
1.8 32 42 45 42
V=0

Figura 7.11 El problema que aparece en las figuras 7.9 y 7.10 se divide en cuadrados
mas pequenos. Los valores obtenidos de nueve etapas sucesivas estan ordenados en
columnas.
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Tabla 7.1

Calculo original 53.2 25.0 9.4
4 x 4 enrejado 52.6 25.0 9.8
8 x 8 enrejado 53.6 25.0 9.7
16 x 16 enrejado 53.93 25.00 9.56
Exacto 54.05 25.00 9.54

Si cada uno de los nueve valores iniciales se hubiera puesto igual a cero, seria intere-
sante percatarse que hubieran sido necesarias diez travesias. El costo de tener una compu-
tadora que realice estas travesias adicionales es tal vez menor al costo de la programacioén
necesaria para realizar unas estimaciones iniciales aceptables.

Dado que existe una gran diferencia en el potencial de cuadro a cuadro, no se espera-
ria que las respuestas tuvieran una exactitud de décimas del voltaje mostrado (tal vez ni si-
quiera al voltaje entero mds cercano). Un aumento en la exactitud se logra dividiendo cada
cuadro en cuatro cuadros mds pequefios, y no calculando el potencial con un gran nimero
de cifras significativas en cada esquina.

En la figura 7.11, en donde se muestra una de las mitades simétricas, mds una colum-
na adicional, la subdivisién mencionada se ha llevado a cabo, y el potencial con las esquinas
recién creadas se estima aplicando (40) directamente donde sea posible y en forma diago-
nal cuando sea necesario. El conjunto de valores estimados aparece en la parte superior de
cada columna, y los valores que produzcan las etapas diagonales sucesivas apareceran en or-
den, de arriba hacia abajo. Aqui se necesitaron nueve conjuntos de valores y puede obser-
varse que ningin valor cambia en la dltima etapa (condicion necesaria para que sea la
ltima), s6lo un valor cambia en las tres etapas anteriores. Ningun valor en las cuatro co-
lumnas del fondo se modifica después de la segunda etapa; esto se traduce en un gran aho-
rro de tiempo, ya que si ninguno de los cuatro potenciales de (40) cambia, la respuesta
obviamente permanece inalterada.

En este problema es posible comparar los resultados finales con el de los potenciales
exactos obtenidos por medio de la evaluacién de algunas series infinitas, como se analizard
al final del siguiente capitulo. En el punto en el que la estimacién original era 53.2 el valor
final de la malla gruesa fue 52.6, y el valor final de la malla fina fue 53.6; el valor final de
una malla de 16 x 16 es 53.93 V y hasta dos décimas. El potencial exacto obtenido con el
método de la solucién producto es 54.05 V y hasta dos décimas. En la tabla 7.1 también se
comparan otros dos puntos.

Muy pocas configuraciones de electrodos tienen una seccién transversal cuadrada o
rectangular que pueda subdividirse en una malla cuadrada perfecta. Superficies, curvas, es-
quinas con dngulos agudos u obtusos, formas reentrantes y otras irregularidades requieren
ligeras modificaciones a los fundamentos del método. Una de estas irregularidades impor-
tantes se describe en el problema 33 al final del capitulo; otros ejemplos irregulares apare-
cen en los problemas 30, 32 y 34.

Un refinamiento del método de iteracién se conoce como el método de relajacion. En
general, se necesita menos trabajo pero mas cuidado en el desarrollo matematico.>

3 Una descripcién detallada aparece en Scarborough. Véanse las lecturas complementarias al final del capitulo.
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V=100V

7/

V=100V

/=0 Separacién

7

V=100V

Separacion /=100 V

V=40V

M
N

Separacion V=40V

Figura 7.12 Véase el problema D7.6.

D7.6 La figura 7.12 muestra un enrejado cuadrado dentro de un potencial irregular.
Utilizando el método iterativo para encontrar el potencial al volt mds cercano, deter-
minar el valor final en: @) el punto a; b) el punto b; c) el punto c.

Respuesta: 18V;46V;91V

Lecturas complementarias

1. Dekker, A. J. Véanse las lecturas complementarias del capitulo 5.

2. Hayt, W. H, Jr. y J. E. Kemmerly, Engineering Circuit Analysis, 5a. ed., Nueva York, McGraw-
Hill, 1993.

3. Push, E. M. y E. W. Pugh, Principles of Electricity and Magnetism, 2a. ed., Reading, Mass., Ad-
dison-Wesley, 1970. Este texto ofrece el punto de vista de los fisicos de la electricidad y el mag-
netismo, sin embargo, los estudiantes de ingenieria eléctrica deben encontrarlo fécil de leer. En
el capitulo 4 se estudia la solucién de la ecuacién de Laplace por diferentes métodos.

4. Ramo, S., J. R. Whinnery y T. Van Duzer. (Véanse las referencias del capitulo 6.) En el capitulo
7 se proporciona un estudio mds completo y avanzado de los métodos para resolver la ecuacién
de Laplace.

5. Seeley, S. y A. D. Poularikas, Electromagnetics: Classical and Modern Theory and Applications,
Nueva York, Marcel Dekker, 1979. En el capitulo 4 aparecen ejemplos de la solucién de la ecua-
cién de Laplace por separacion de variables.

6. Smythe, W. R., Static and Dynamic Electricity, 3a. ed., Nueva York, McGraw-Hill, 1968. El ca-
pitulo 4 proporciona un tratamiento avanzado a la teoria de potencial.



10.

Problemas

Weber, E. (Véanse las referencias del capitulo 6.) Hay un gran nimero de soluciones de poten-
cial dadas con las referencias originales.

Scarborough, J. B., Numerical Mathematical Analysis, 6a. ed., Baltimore, Md., The Johns Hop-
kins Press, 1966. Describe los métodos de iteracion relajada y proporciona ejemplos muy com-
pletos. Se analizan los errores inherentes.

Mitra, Raj, Numerical and Asymptotic Techniques in Electromagnetics. (Topics in Applied Phy-
sics, vol. 3), Nueva York, Springer-Verlag, 1975.

Sadiku, M. N. O., Numerical Techniques in Electromagnetics, 2a. ed., Boca Raton, Fla., CRC
Press, 2000.

Problemas

71

7.2

7.3

7.4

7.5

7.6

7.7

7.8

7.9

Sea V = 2xy?*z3 y € = € Dado el punto P(1, 2,—1), encontrar: a) Ven P; b) E en P;
¢) p, en P; d) la ecuacién de la superficie equipotencial que pasa por P; e) la ecua-
cion de la linea que pasa por P. f) ;Satisface V la ecuacién de Laplace?

Dado el campo de potencial simétrico esféricamente en el espacio libre, V = Ve~
encontrar: a) p, en r = a; b) el campo eléctrico en r = a; ¢) la carga total.

Sea V(x, y) = 4e> + f(x) — 3y? en una regién del espacio libre donde p, = 0. Se sa-
be que tanto £ como V son cero en el origen. Encontrar f(x) y V(x, y).

Dado un campo de potencial V(p, ¢) = (V,,0/d) cos ¢: a) Demostrar que V(p, ¢) sa-
tisface la ecuacién de Laplace. b) Describir las superficies de potencial constante. c)
Describir especificamente las superficies en las que V =V, y V = 0. d) Escribir la
expresion del potencial en coordenadas cartesianas.

Dado el campo de potencial V = (Ap* + Bp~*) sen 4¢: a) Demostrar que V?V = 0.
b) Seleccionar A y B de tal forma que V = 100 V y |[E| = 500 V/m en P(p = 1,
¢ =225°z=2).

Un capacitor de placas paralelas tiene sus placas localizadasenz =0y z =d. La
region entre las placas estd llena con un material que tiene un volumen de carga
de densidad uniforme /ooC/m3 y tiene una permitividad €. Ambas placas se encuen-
tran aterrizadas. a) Determinar el campo de potencial entre las placas. b) Determi-
nar la intensidad de campo eléctrico E entre las placas. ¢) Repetir los incisos a)
y b) para el caso de que la placa en z = d eleve su potencial a V, con la placa z = 0
aterrizada.

Sea V = (cos 2¢)/p en el espacio libre. a) Encontrar la densidad de carga volumétri-
ca en el punto A(0.5, 60°, 1). b) Encontrar la densidad de carga superficial en la su-
perficie de un conductor que pase por el punto B(2, 30°, 1).

Una carga volumétrica uniforme tiene una densidad constante p, = p, C/m3 y llena
la regién r < a, en la que se supone que la permitividad es €. Un cascarén esférico
conductor estd ubicado en r = a y se encuentra aterrizado. Encontrar: a) el potencial
en cualquier punto; b) la intensidad de campo eléctrico, E, en cualquier lugar.

Las funciones V (o, ¢, 2) y V,(p, ¢, 2) satisfacen la ecuacién de Laplace en la region
a<p<b,0<¢ < 2w, —L < z < L; tienen un valor de cero sobre las superficies p =
bpara —L <z<L;z=—Lparaa < p <b;yz=Lparaa < p < b;y cadauna
tiene 100 V en la superficie p = a para —L < z < L. a) En la regién especificada,
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7.10

7.11

7.12

7.13

7.14

7.15

7.16

717

(las funciones V|, + V,, V, — V,, V| + 3y V|V, satisfacen la ecuacién de Laplace?
b) En las superficies de frontera que se especifican, ;existen valores de potencial dados
en este problema que hayan sido obtenidos de las funciones V|, + V,, V, = V,, V, +3
y V,V,?¢) (Son las funciones V, + V,, V, — V,, V, + 3y V|V, idénticas a V,?
Considérese el capacitor de placas paralelas del problema 7.6, pero esta vez el dieléc-
trico cargado existe solamente entre z =0y z = b, donde b < d. Laregién b < z <
d estd llena por el espacio libre. Ambas placas estdn aterrizadas. Encontrar, resolvien-
do las ecuaciones de Laplace y Poisson: a) V(z) para 0 < z < d; b) La intensidad de
campo eléctrico para 0 < z < d. No existe carga superficial en z = b, por lo que V'y
D son continuos ahi.

Los planos conductores 2x + 3y = 12 y 2x 4+ 3y = 18 estdn a potenciales de 100 V
y 0V, respectivamente. Sea € = ¢,y encontrar: a) V en P(5, 2, 6); b) E en P.

La deduccién de las ecuaciones de Laplace y Poisson suponen una permitividad cons-
tante, sin embargo, existen casos de permitividad espacial variable en los cuales las
ecuaciones aun se aplicardan. Considérese la identidad vectorial, V- (W G) =G - VU
+ WV .G, donde ¥y G son funciones escalares y vectoriales, respectivamente. De-
terminese una regla general de las direcciones permitidas en las que € puede variar
con respecto al campo eléctrico local.

En p=0.5cmy p= 1.2 cm se localizan dos cilindros conductores coaxiales. La re-
gién entre los cilindros estd llena de material dieléctrico perfecto y homogéneo. Si el
cilindro interior estd a 100 V y el exterior a 0 V, encontrar: a) la ubicacién de la su-
perficie equipotencial de 20 V; b) Ep ¢) €, si la carga por metro de longitud del
cilindro interior es de 20 nC/m.

méx’

Repetir el problema 7.13, pero con el dieléctrico llenando parcialmente el volumen,
dentro de 0 < ¢ < m, y con el espacio libre llenando el resto del volumen.

Los dos planos conductores que muestra la figura 7.13 estan definidos por 0.001 < p
<0.120m,0 <z < 0.1 m, ¢ =0.179 y 0.188 rad. El medio en el que se encuentran
los planos es aire. Para la region 1, 0.179 < ¢ < 0.188; desprecie los efectos de bor-
de y encuentre: a) V(¢); b) E(p); ¢) D(p); d) pg en la superficie superior del plano de
abajo; e) O en la superficie superior del plano de abajo; f) Repetir los incisos a) hasta
c¢) paralaregion 2 haciendo que la ubicacién del plano superior sea ¢ = 0.188 — 2,
y después encontrar pgy O en la superficie de abajo del plano superior. g) Encontrar
la carga total en el plano inferior y la capacitancia entre los planos.

Un capacitor de placas paralelas estd hecho de dos placas circulares de radio a, don-
de la placa inferior estd en el plano xy, centrada en el origen. La placa superior se ubi-
caen z = d y su centro estd sobre el eje z. La placa superior estd a un potencial de
V,;; la placa inferior estd aterrizada. La region entre las dos placas estd rellena de ma-
terial dieléctrico que tiene una permitividad que depende del radio. La permitividad
estd dada por €(p) = €,(1 + p/a). Encontrar: a) V(z); b) E; ¢) Q; d) C. Esto es una
repeticioén del problema 6.16, pero comienza con la ecuacién de Laplace.

Dos esferas conductoras concéntricas se encuentran en ¥ = S mm y r = 20 mm. La
region entre las esferas estd llena de un dieléctrico perfecto. Si la esfera interior estd
a 100 V y la exterior a O V: a) Encontrar la ubicacién de la superficie equipotencial
de 20 V. b) Encontrar E___ ... ¢) Encontrar € si la densidad de carga superficial en la
esfera interior es de 1.0 uC/m?.
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p=12cm

p=1mm

10 cm

Region 2

0 _ 0188, V=20V - _r
V;200V

~

. o= 0.179, Region 1

Separacion

Figura 7.13 Véase el problema 7.15.

7.18

7.19

7.20

7.21

7.22

7.23

La semiesfera definida por 0 < r < a, 0 < 6 < m/2 estd compuesta de material con-
ductor homogéneo de conductividad o. El lado plano de la semiesfera descansa so-
bre un plano perfectamente conductor. Ahora, el material dentro de la regién cénica
0 <6 <a,0<r<aesremovido y reemplazado con un material que es un conduc-
tor perfecto. Se conserva una capa de aire entre ¥ = 0 y el plano. ;Cual es la resis-
tencia entre los dos conductores perfectos? Despreciar los campos de borde.

Dos conos conductores coaxiales tienen sus vértices en el origen y en el eje z como
sus ejes. El cono A tiene al punto A(1, 0, 2) sobre su superficie, mientras que el co-
no B tiene al punto B(0, 3, 2) sobre su superficie. Sea V, =100V y V, =20 V. En-
contrar: @) « para cada cono; b) Ven el punto P(1, 1, 1).

Un campo de potencial en el espacio libre estd dado por V = 100 In tan(@ /2) 4+ 50 V.
a) Encontrar el valor maximo de |E,| sobre la superficie 6 = 40° para 0.1 < r < 0.8 m,
60° < ¢ < 90°. b) Describir la superficie V = 80 V.

Sea p, = 200¢, /r** en el espacio libre. a) Utilizar la ecuacién de Poisson para encon-
trar V(r) si se supone que r’E_— 0 cuando r — 0, y también que V — 0 a medida
que r — oo. b) Encontrar V(r) utilizando la ley de Gauss y una integral de linea.

A través de la solucién apropiada de las ecuaciones de Laplace y Poisson, determi-
nar el potencial absoluto en el centro de la esfera de radio a, y que tiene una den-
sidad de carga volumétrica uniforme p,. Suponer una permitividad €, en cualquier
punto. Pista: ;Qué puede asegurarse respecto al potencial y campo eléctrico en
r=0yenr=a?

Un valle rectangular lo forman cuatro planos conductores ubicados enx =0y 8 cm
yy =0y 5 cmen el aire. La superficie que estd en y = 5 cm se encuentra a un po-
tencial de 100 V, y los otros tres a cero potencial, y los orificios necesarios se locali-
zan en las dos esquinas. Encontrar el potencial en x = 3 cm, y = 4 cm.
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Separacion

\

Z

V=0 Yo V=100V

S .
7, Separacion

Figura 7.14 Véase el problema 7.30.

7.24

7.25

7.26

7.27

7.28

Los cuatro lados de un valle cuadrado estdn a potenciales 0, 20, —30 y 60 V; los po-
tenciales mds altos y mds bajos se encuentran en lados opuestos. Encontrar el poten-
cial en el centro del valle.

En la figura 7.7, cambiar el lado derecho de tal forma que el potencial varie lineal-
mente de 0 en el fondo de ese lado hasta 100 V en la parte superior. Hallar el poten-
cial en el centro del valle.

Si X es una funcién de x y X' + (x — 1)X — 2X = 0, suponer una solucién en la for-
ma de una serie de potencias infinita y determinar los valores numéricos de a, hasta
agsia,=1lya,=—1

Se sabe que V = XY es la solucién de la ecuacion de Laplace, donde X es una funcién
solamente de x y Y es una funcién solamente de y. Determinar cudl de las siguientes
funciones de potencial son también soluciones de la ecuacioén de Laplace: a) V =
100X; b) V=50XY;c) V=2XY +x — 3y;d) V= xXY; e) V = X?Y.

Suponer una solucién producto V = PF de la ecuacién de Laplace en coordena-
das cilindricas, donde V no sea funcién de z, P es una funcién solamente de p y
F es s6lo una funcién de ¢. a) Obtener las dos ecuaciones separadas si la cons-
tante de separacion es n%. b) Demostrar que P = Ap" + Bp~" satisface la ecuacién p.



7.29

7.30

7.31

7.32

7.33

Problemas

¢) Construir la solucién V(p, ¢). Las funciones de esta forma se denominan armoni-
cas circulares.

En referencia al capitulo 6, figura 6.14, el conductor interior de la linea de transmi-
sién estd a un potencial de 100 V, mientras que el exterior estd a cero potencial. Cons-
truir un enrejado de 0.5a de lado y utilizar la iteracion para encontrar V en un punto
ubicado a a unidades sobre la esquina superior derecha del conductor interior. Traba-
jar en el volt mds cercano.

Utilizar el método de iteracién para calcular los potenciales en los puntos x y y en el
valle triangular de la figura 7.14. Trabajar en el volt mas cercano.

Utilizar métodos iterativos para estimar el potencial en el punto x en el valle mostra-
do en la figura 7.15. Es suficiente trabajar en el volt mds cercano.

Utilizando el enrejado de la figura 7.16, trabajar en el volt mas cercano para calcular
el potencial en el punto A.

Los conductores que tienen fronteras curvilineas u oblicuas generalmente no per-
miten que cada uno de los puntos del enrejado coincida con la frontera real. La

100 V

7//

Separacion

X 7/, . Separacién

ov

Figura 7.15 Veéase el problema 7.31.
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CAPITULO 7 Ecuaciones de Poisson y de Laplace

V=0 Separacion Separacién V=0

% ¥ \\//

V=0
Figura 7.16 Véase el problema 7.32.

figura 7.17a ilustra la situacion donde el potencial en V|, se va a calcular en términos
de V|, V,, V. y V, y las distancias desiguales i, h,, h, y h,. a) Demostrar que

V V.
1 n 2

hy hihs hy hohy
14+ — 1+ — 14+ = 1+ =
( +h3>< Jrh4hz) ( +h4)< +h1h3)

V3 n Vi

h3 hihs hy hahy
1+ — 1 - 1+ — 1+ —=
( +h1)( +h4h2) ( +h2)< +h3h1>

b) determinar V en la figura 7.17b.

Vo=

+

7.34 Considere la configuracién de conductores y potenciales mostrada en la figura 7.18.
Utilizando el método descrito en el problema 7.33, calcular los potenciales en los
puntos x, y y z.

Vy B
-
y=100 V . « s
hy 60V Centro
hy h Vo 80V
Ve 7 ® ° )
Y=100 V.
Radio = 1.54 7
hy
Va
a) b)

Figura 7.17 Véase el problema 7.33.



Problemas

Separacion

ov

d ‘«— Separacion

oV

7/
(\AY%

Figura 7.18 Véase el problema 7.34.

Separic:m 50V Sepaf/acmn 50V Separacién
° °
100 V
ov L4 L4 0V
X
° ° °

‘ oV ‘
| 4 cm

Figura 7.19 Véase el problema 7.35.

7.35 a) Después de calcular los potenciales de la configuracién mostrada en la figura
7.19, utilizar el método de iteracién con un enrejado cuadrado de 1 cm de lado pa-
ra encontrar mejores cdlculos en los siete puntos. Trabajar en el volt mds cercano.
b) Construir un enrejado de 0.5 cm, establecer célculos generales y después utilizar
el método de iteracién en el enrejado de 0.5 cm. De nuevo, trabajar con el volt mas

cercano. c¢) Utilice una computadora para obtener los valores de un enrejado de 0.25 cm.
Trabaje en el 0.1 V mds cercano.
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El campo magnético estable

n este momento el concepto de campo debe sonarnos familiar. Desde que se aceptd

por vez primera la ley experimental de las fuerzas existentes entre dos cargas pun-

tuales y se defini6 la intensidad de campo eléctrico como la fuerza por unidad de car-
ga sobre una carga de prueba en presencia de una segunda carga, han aparecido numerosos
campos. Estos campos no poseen bases fisicas reales; las mediciones fisicas deben estar
siempre en términos de las fuerzas sobre las cargas en el equipo de deteccion. Aquellas car-
gas que son la fuente producen fuerzas medibles que se ejercen sobre otras cargas, las cua-
les pueden considerarse como cargas de deteccion. El hecho de que se le atribuya un campo
a las cargas fuente y se determine entonces el efecto de este campo sobre las cargas de de-
teccidn, simplemente divide, por conveniencia, el problema bdsico en dos partes.

El estudio del campo magnético se iniciard definiéndolo en si mismo, y se mostrarda
como se produce de una distribucién de corriente. El efecto de este campo sobre otras co-
rrientes, que resulta la segunda parte del problema fisico, se estudiard en el siguiente capi-
tulo. Tal y como se hizo para el campo eléctrico, el andlisis inicial estard confinado a las
condiciones del espacio libre, y el estudio de los efectos de medios materiales se reservara
para el capitulo siguiente.

La relacion del campo magnético estable con su fuente es mds complicada que la del
campo eléctrico con su fuente. Serd necesario aceptar temporalmente varias leyes tan s6lo
como un acto de fe, relegando su demostracién (bastante més dificil) a la Gltima seccién de
este capitulo. Esta seccién puede omitirse cuando los campos magnéticos se traten por pri-
mera vez. Se incluye para que la aceptacion de las leyes resulte un poco mas sencilla; la de-
mostracion de las leyes existe y estd disponible para los estudiantes incrédulos y los mas
avanzados. ll

8.1 Ley de Biot-Savart

La fuente de un campo magnético estable puede ser un iman permanente, un campo eléctri-
co que cambia linealmente con el tiempo, o una corriente directa. No se tomard en cuenta
el imdn permanente y se excluird el campo eléctrico variable con el tiempo, por el momento,



8.1 Ley de Biot-Savart

Espacio libre

R,
Punto 1 ~® P
dLMntO 2
AR12
I dL; X agp,
VO

Figura 8.1 a) La ley de Biot-Savart expresa la
intensidad de campo magnético dH, producida
por un elemento diferencial de corriente /,dL,. La
direccion de dH, es hacia adentro de la pagina.

para estudiarlo después. Las relaciones que se presentan se refieren al campo magnético que
produce un elemento diferencial de corriente directa en el espacio libre.

Estos elementos diferenciales de corriente se pueden considerar como pequeias seccio-
nes de un filamento conductor portador de corriente, donde el filamento es el caso limite de
un conductor cilindrico de seccién transversal circular conforme el radio se aproxima a cero.
Se supone una corriente / que fluye en un diferencial de longitud vectorial dL del filamen-
to. La ley de Biot-Savart! establece que en cualquier punto P la magnitud de la intensidad
de campo magnético que produce el elemento diferencial es proporcional al producto de la
corriente, la magnitud del diferencial de longitud y el seno del dngulo formado entre el fi-
lamento y la linea que lo conecta con el punto P en donde se busca el campo. La magnitud
de la intensidad de campo magnético es inversamente proporcional al cuadrado de la distan-
cia desde el elemento diferencial al punto P. La direccién de la intensidad de campo mag-
nético es normal al plano que contiene el filamento diferencial y a la linea dibujada desde
el filamento hasta el punto P. De las dos normales posibles, se elige aquella que estd en la
direccién de avance de un tornillo derecho girado desde dL a través del dngulo mds peque-
flo que forma con la linea desde el filamento hasta P. Utilizando unidades mks racionaliza-
das la constante de proporcionalidad es 1/47.

La ley de Biot-Savart recién descrita utilizando alrededor de 150 palabras puede escri-
birse en forma concisa con notacién vectorial como

IdL x ag IdL xR
dH = =
47 R? 4 R3 M

Las unidades de la intensidad de campo magnético H son, evidentemente, amperes por me-
tro (A/m). La geometria se ilustra en la figura 8.1. Los subindices pueden utilizarse para
indicar el punto al cual una de las cantidades en (1) se refiere. Si se localiza el elemento

! Biot y Savart fueron colegas de Ampere y los tres fueron profesores de fisica en el Colegio de Francia en uno u
otro tiempo. La ley de Biot-Savart fue propuesta en 1820.
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CAPIiTULO 8 El campo magnético estable

de corriente en el punto 1 y se describe el punto P en el cual se va a determinar el campo
como 2, entonces

IldLl X aAR12

dH, =
: 47R?,

2

La ley de Biot-Savart es algunas veces llamada ley de Ampere para el elemento de co-
rriente, pero se retendrd el primer nombre para evitar una posible confusién con la ley cir-
cuital de Ampere, la cual se estudiard luego.

En algunos aspectos, la ley de Biot-Savart es una reminiscencia de la ley de Coulomb
cuando ésta se escribe para un elemento diferencial de carga,

Ambas muestran una dependencia de la ley del inverso al cuadrado de la distancia, asi co-
mo una relacion lineal entre la fuente y el campo. La principal diferencia aparece en la di-
reccion del campo.

Es imposible verificar experimentalmente la ley de Biot-Savart tal como estd expresa-
daen (1) y (2) debido a que el elemento diferencial de corriente no se puede aislar. La aten-
cion se tiene que restringir slo a corrientes directas, por lo que la densidad de carga no esta
en funcién del tiempo. La ecuacion de continuidad de la seccién 5.2, ecuacién (5),

9py
V.J]=—
J ot
por lo tanto, muestra que
V- J=0

o después de aplicar el teorema de la divergencia,

%J'dS:O

La corriente total que cruza cualquier superficie cerrada es cero, y esta condicién sélo pue-
de satisfacerse si se supone un flujo de corriente alrededor de una trayectoria cerrada. Esta
corriente que fluye dentro de un circuito cerrado debe ser la fuente experimental del cam-
po, y no el elemento diferencial.

De esto se deduce que sélo la forma integral de la ley de Biot-Savart sea la que puede
verificarse en forma experimental.

IdL x ag
H=
% 47 R? 3)

La ecuacién (1) o (2) conduce directamente a la forma integral (3); sin embargo, otras
expresiones diferenciales producen la misma formulacién integral. Cualquier término cuya
integral alrededor de una trayectoria cerrada sea cero puede sumarse a (1). El gradiente de
cualquier campo escalar siempre produce un campo conservativo, y por lo tanto se podria
sumar un término VG a (1), donde G es un campo escalar general, sin cambiar (3) en lo mds
minimo. Esta caracteristica de (1) y (2) se menciona para mostrar que si después se hacen
algunas preguntas tontas que no pueden someterse a cualquier verificaciéon experimental,
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Figura 8.2 La corriente total / dentro de
una anchura transversal b en la que existe
una densidad de corriente superficial
uniforme K es igual a Kb.

concernientes a la fuerza que ejerce un elemento diferencial de corriente sobre otro, se es-
peren respuestas andlogas.

La ley de Biot-Savart puede expresarse también en términos de fuentes distribuidas, ta-
les como la densidad de corriente J y la densidad superficial de corriente K. La corriente
superficial fluye en una hoja cuyo espesor tiende a cero, y la densidad de corriente J, medi-
da en amperes por metro cuadrado, resulta, por lo tanto, infinita. La densidad superficial de
corriente se mide, sin embargo, en amperes por metro de ancho y se designa por K. Si la
densidad superficial de corriente es uniforme, la corriente total / en cualquier ancho b es

I =Kb

donde se ha supuesto que el ancho b se mide perpendicularmente a la direccién en la cual
fluye la corriente. La geometria la muestra la figura 8.2. La integracion es necesaria para
una densidad superficial de corriente no uniforme:

= f KdN @)

donde dN es un elemento diferencial de la trayectoria fransversal al flujo de corriente. De
manera que el elemento diferencial de corriente / dL, donde dL esta en la direccién de la
corriente, puede expresarse en términos de una densidad superficial de corriente K o densi-
dad de corriente J,

IdL=KdS =Jdv )
y formas alternas de la ley de Biot-Savart se obtienen,
K x ardS

H=| ———— 6

/S 47 R? ©

47 R?

H=/ J x agdv )
vol
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CAPIiTULO 8 El campo magnético estable

LdL
Punto 1 ] Espacio libre

Py Punto 2

Figura 8.3 Un filamento recto de longitud
infinita portador de una corriente directa /. El
campo en el punto 2 es H = (//271,0)a¢.

Se puede ejemplificar una aplicacion de la ley de Biot-Savart considerando un filamen-
to recto de longitud infinita. Se aplicard primero (2) para después integrarla. Por supuesto
que esto es lo mismo que utilizar la forma integral (3) desde un principio.?

La simetria de este campo se reconocerd en la figura 8.3. No pueden existir variaciones
con z 0 ¢. El punto 2, en el cual se determinara el campo, se escoge, por lo tanto, en el plano
z = 0. El punto de campo r es, por lo tanto, r = pa . La fuente se localizaenr’' =z ’az. Asi,

Rp=r—r =pa, —7a,

de manera que

pa, —7'a,

arp = i e

Vort+z
Tomando dL = dz’az, (2) se convierte en
_ Id7'a; x (pa, — 7'a;)

4 (p2 + 7232

Dado que la corriente se dirige hacia los valores crecientes de z’, los limites son —oco y oo
sobre la integral, y se tiene

dH,

H — © Id7a; x (pa, — z'a;)
2= 47 (p? + 712)32
—00

1 /°° pdz'ag
T 4w e (p2+z/2)3/2

2 La trayectoria cerrada para la corriente puede considerarse como que incluye un filamento, que trae de regreso a la
corriente, paralelo al primer filamento y a una distancia infinita. Un conductor coaxial exterior de radio infinito es otra
posibilidad tedrica. Practicamente, el problema es imposible, pero nétese que la respuesta serd muy exacta cerca de
un alambre recto muy largo, que tiene una trayectoria de regreso para la corriente muy alejada.
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Figura 8.4 Lineas de campo de la
intensidad de campo magnético alrededor
de un filamento recto de longitud infinita
portador de una corriente directa /. La
direccion de / esta hacia adentro de la
pagina.

En este momento el vector unitario a " bajo el simbolo de integral se debe investigar, ya que
no siempre es constante, como lo son los vectores unitarios del sistema de coordenadas car-
tesianas. Un vector es constante cuando su magnitud y direccion son constantes. El vector
unitario ciertamente tiene magnitud constante, pero su direccién puede cambiar. Aqui a "
cambia con la coordenada ¢ pero no con p o z. Afortunadamente, la integracién aqui es con
respectoaz’,y a » €8 constante y puede sacarse del simbolo de la integral,

I,oa¢ e dZ/
H, = 2 2\3)2
4 J_ (p*+z )/

o0

!/

_ Ipay z

4 p2 /IO2+Z/2 .

1

H, =—a
2 27p

®)

La magnitud del campo no es una funcién de ¢ o z, y varia inversamente con la distan-
cia desde el filamento. La direccién del vector intensidad de campo magnético es circunfe-
rencial. Las lineas de flujo son, por lo tanto, circulos alrededor del filamento, y el campo
puede trazarse en secciones transversales como en la figura 8.4.

La separacion de las lineas de flujo es proporcional al radio, o inversamente proporcio-
nal a la magnitud de H. De manera especifica, las lineas de flujo se han dibujado pensando
en cuadrildteros curvos. Todavia no se tiene un nombre para la familia de lineas® perpendicu-
lares a esas lineas de campo circulares, pero el espaciamiento de las lineas de campo se ha

3 Si no puede esperar, vea la seccion 8.6.

llustraciones
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CAPIiTULO 8 El campo magnético estable

ajustado de manera que, al afiadir este segundo conjunto de lineas, se produzca un arreglo
de cuadrildteros curvos.

Una comparacién de la figura 8.4 con el mapa del campo eléctrico alrededor de una li-
nea de carga infinita muestra que las lineas del campo magnético corresponden exactamen-
te a las equipotenciales del campo eléctrico, asi como la familia de lineas perpendiculares
“sin nombre” (y sin dibujar) en el campo magnético corresponde a las lineas del campo
eléctrico. Esta correspondencia no es un accidente, pero hay otros conceptos que deben do-
minarse antes de que la analogia entre los campos eléctricos y magnéticos se pueda explo-
rar a fondo.

La utilizacién de la ley de Biot-Savart para encontrar H es similar en muchos aspectos
a la utilizacién de la ley de Coulomb para encontrar E. Cada una requiere la determinacién
de un integrando moderadamente complicado que contiene cantidades vectoriales, seguidas
por una integracién. Cuando el objeto de interés fue la ley de Coulomb se resolvieron mu-
chos ejemplos, incluyendo los campos de una carga puntual, linea de carga y ldmina de car-
ga. La ley de Biot-Savart puede utilizarse para resolver problemas andlogos en campos
magnéticos, y algunos de estos problemas no aparecen como ejercicios a final del capitulo,
sino como ejemplos en esta parte del libro.

Un resultado ttil es el del campo de un elemento de corriente de longitud finita como
el que muestra la figura 8.5. Se obtiene como consecuencia (véase el problema 8.8 al final
del capitulo) que H se expresa con mayor facilidad en términos de los dngulos «, y a,, co-
mo se identifican en la figura. El resultado es

1
H= —(senay — sena)ag )
4 p

Si uno o ambos extremos estdn debajo del punto 2, entonces «,, 0 o y o, SOn negativos.

s

Punto 2

Figura 8.5 La intensidad de campo
magnético producida por un filamento de
corriente de longitud finita sobre el eje z es

(I/Amp)(sen a, — sen ay)a,.
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La ecuacioén (9) es ttil para encontrar la intensidad de campo magnético que causan los
filamentos de corriente dispuestos como una secuencia de segmentos de linea recta.

EJEMPLO 8.1

Como un ejemplo numérico para ilustrar el uso de (9) se determinard H en P,(0.4, 0.3, 0)
en el campo de una corriente filamentaria de 8 A que viene desde el infinito, acercandose
hacia el origen, sobre el eje x positivo y después alejandose hacia el infinito, a lo largo del
eje y. Este arreglo se muestra en la figura 8.6.

Solucion. Se considera primero la corriente semiinfinita sobre el eje x, identificando los
dos dngulos, o, = —90° y a, = tan—1(0.4/0.3) = 53.1°. La distancia radial p es medida
desde el eje x, y se tiene P, = 0.3. Por lo tanto, esta contribucién a H, es

8 2 12
Ho = —(sen53.1° + Day, = ——(1.8)a, = —
20 = g0 Send3 A Dag == (1.8)ay = —ray

se puede referir también al eje x. Se convierte en —a_. Por lo tanto,

12
Hz(x) = —;az A/m

El vector unitario a "

Para la corriente sobre el eje y se tiene o, = —tan—1(0.3/0.4) = —36.9°, ), = 90°, y Py =
0.4. Esto lleva a que

8 8
H2(y) = m(l —+ sen 3690)(—31) = — ;az A/m

8A

8 A/ ay,
Ay ‘\\?2y
a

[ 2
P,(0.4,0.3, 0)

x

Figura 8.6 Los campos individuales de dos
segmentos semiinfinitos de corriente se determinan por
medio de (9) y luego se suman para obtener H, en P,.
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Al sumar los resultados se tiene,

20
H2 = H2(x) + H2(y) = —;az = —6.37az A/m

D8.1 Dados los valores de P,, P,y I,AL,, calcular AH,: a) P (0, 0, 2), P,(4, 2, 0),
ZnazuA - m; b) P,(0, 2, 0), P,(4, 2, 3), 27'[az/LA -m; c) P(1, 2, 3), Py(=3, —1, 2),
2n(—a, + a, + 2a )puA - m.

Respuesta: —8.5la + 17.0lay nA/m; 1621V nA/m; 18.9a — 33.9ay + 26.4aZ nA/m

D8.2 Un filamento de corriente que transporta 15 A en la direccién a_ estd ubicado
totalmente sobre el eje z. Encontrar H en coordenadas cartesianas en: a) P,(V 20, 0, 4);
b) Py(2, —4, 4).

Respuesta: O.534ay A/m; 0.477a + 0.239ay A/m

8.2 Ley circuital de Ampere

Después de haber resuelto cierto ntimero de problemas sencillos de electrostatica con la ley
de Coulomb, se encontré que los mismos problemas pueden resolverse mucho mas facil-
mente utilizando la ley de Gauss, siempre que hubiera un alto grado de simetria. De nuevo,
existe un procedimiento andalogo en los campos magnéticos. Aqui, la ley que ayuda a resol-
ver los problemas con mayor facilidad se conoce como la ley circuital de Ampére,* algunas
veces llamada ley de trabajo de Ampere. Es factible derivar esta ley de la de Biot-Savart, y
la derivacion se realiza en la seccion 8.7. Por el momento, conviene aceptar temporalmente la
ley circuital de Ampere como otra ley susceptible a pruebas experimentales. Su utilizacién
requerird también de cuidadosas consideraciones de la simetria del problema para determi-
nar cudles de las variables y componentes estin presentes.

La ley circuital de Ampere establece que la integral de linea de H sobre cualquier tra-
yectoria cerrada es exactamente igual a la corriente encerrada por dicha trayectoria,

7§H-dL=1 (10)

La corriente positiva se define como aquella que fluye en la direccién de avance de un tor-
nillo derecho que se gira en la direccién en la cual recorre la trayectoria cerrada.

En la figura 8.7, que muestra un alambre circular que transporta una corriente directa /,
la integral de linea de H alrededor de las trayectorias cerradas marcadas con las letras a y b
conduce a una respuesta igual a /. La integral alrededor de la trayectoria cerrada ¢, que pa-
sa a través del conductor, da un resultado menor que / y es exactamente igual a la porcién
de la corriente total que queda encerrada por la trayectoria c. Aunque las trayectorias a y b
dan el mismo resultado, los integrandos son, por supuesto, diferentes. La integral de linea

4 La pronunciacién més aceptada coloca el acento en “circ-".
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7

Figura 8.7 Un conductor tiene una corriente total /. La integral de linea en H
alrededor de las trayectorias cerradas a 'y b son iguales a /, y la integral alrededor
de la trayectoria ¢ es menor que /, dado que no toda la corriente estéa encerrada
por la trayectoria.

indica que se debe multiplicar la componente de H en la direccién de la trayectoria por un
pequeiio incremento de la longitud de la trayectoria localizado en cierto punto de la trayec-
toria, luego moverse a lo largo de la trayectoria al siguiente incremento de longitud y repe-
tir el proceso, continuando asi hasta no recorrer la trayectoria por completo. Dado que H
variard generalmente de punto a punto y dado que las trayectorias a y b no son semejantes,
la contribucién a la integral hecha por, digamos, cada milimetro de longitud de cada trayec-
toria serd diferente por completo. S6lo los resultados finales son los mismos.

Se considerard también qué es lo que exactamente se quiere decir mediante la expre-
sién “corriente encerrada por la trayectoria”. Supdngase que se suelda un circuito después
de pasar una vez el conductor a través de una liga, con la cual se representard la trayectoria
cerrada. Algunas trayectorias enormes y extrafias pueden construirse mediante el estira-
miento, retorcimiento y el anudamiento de la liga, sin que ella ni el circuito conductor se
rompan; la corriente encerrada por la trayectoria es aquella que transporta el conductor.
Ahora se reemplaza la liga por un anillo circular de acero flexible en cuyo contorno se aco-
pla una hoja de hule estirada. El lazo de acero forma la trayectoria cerrada y el conductor
portador de corriente debe traspasar la hoja de hule, si es que la corriente debe quedar en-
cerrada por la trayectoria. Otra vez, se puede retorcer el lazo de acero, y también se puede
deformar la hoja de hule empujandola con el pufio o dobldndola de cualquier manera que se
desee. Un conductor portador de corriente continuard traspasando la hoja una vez, y ésta es
la medida real de la corriente encerrada por la trayectoria. Si se ensarta una vez el conduc-
tor a través de la hoja desde el anverso hacia el reverso y otra vez desde el reverso hasta el
anverso, la carga total encerrada por la trayectoria es la suma algebraica, que es cero.

En un lenguaje mds general, dada una trayectoria cerrada, se reconoce esta trayectoria
como el perimetro de un nimero infinito de superficies (superficies no cerradas). Cualquier
conductor portador de corriente encerrado por la trayectoria deberd pasar una vez a través
de cualquiera de esas superficies. Ciertamente, algunas de las superficies pueden elegirse de
tal modo que el conductor las traspase dos veces en una direccién y una vez en la otra, pe-
ro la corriente total algebraica sigue siendo la misma.

Se encontrard que la trayectoria cerrada es normalmente de una naturaleza simple en
extremo y se puede dibujar sobre un plano. La superficie mds simple es entonces aquella
porcién del plano encerrada por la trayectoria. Tan s6lo se necesita encontrar la corriente to-
tal que pasa a través de esta region del plano.
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La aplicacién de la ley de Gauss implica encontrar la carga total encerrada por una su-
perficie cerrada; la aplicacion de la ley circuital de Ampere involucra encontrar la corriente
total encerrada por una trayectoria cerrada.

Se encontrard de nuevo la intensidad de campo magnético producida por un filamento
largo llevando una corriente /. El filamento est4 situado sobre el eje z en el espacio libre (co-
mo en la figura 8.3), y la corriente fluye en la direccion dada por a . La inspeccion de la si-
metria viene primero, lo que muestra que no hay variacién con z o ¢. Después se determina
cudles componentes de H estdn presentes por medio de la ley de Biot-Savart. Sin la utiliza-
cion especifica del producto cruz, se puede decir que la direccién de dH es perpendicular al
plano que contiene dL y Ry, por lo tanto, estd en la direccién de a & De aqui que la tinica
componente de H es H Y estd en funcién Unicamente de p.

Por lo tanto, se elige una trayectoria para la cual H sea perpendicular a algunas de sus
secciones, o tangencial, o mantenga su magnitud H constante. El primer requisito (perpen-
dicularidad o tangencialidad) permite sustituir el producto punto de la ley circuital de Am-
pere con el producto de magnitudes escalares, excepto a lo largo de aquellas porciones de
la trayectoria donde H sea normal a la trayectoria, en cuyo caso el producto punto es cero;
el segundo requisito (constancia) permite sacar la intensidad de campo magnético del sim-
bolo de integral. La integral resultante es comtinmente trivial y se reduce a encontrar la lon-
gitud de la porcién de la trayectoria con respecto a la cual H es paralela.

En el ejemplo, la trayectoria debe ser un circulo de radio p y la ley circuital de Ampe-
re se convierte en

2 2w
%H-dL: H¢pd¢=H¢pf d¢ = Hy2mp =1
0 0

H 1
" 2mp
como antes.

Como un segundo ejemplo de la aplicacion de la ley circuital de Ampere, considérese
una linea de transmision coaxial de longitud infinita, llevando una corriente total / unifor-
memente distribuida en el conductor central y —7 en el conductor exterior. La linea la mues-
tra la figura 8.8a. La simetria muestra que H no es una funcién de ¢ ni de z. En la
determinacion de las componentes presentes se pueden usar los resultados del capitulo pre-
vio si se consideran los conductores sélidos como si estuvieran compuestos de un gran ni-
mero de filamentos. Ningtin filamento tiene componente z de H. Ademads, la componente H,
en ¢ = 0°, producida por un filamento localizado en p = p,, ¢ = ¢,, se cancela por la com-
ponente Hp producida por un filamento localizado simétricamente en p = p,, # = —¢,. Es-
ta simetria la ilustra la figura 8.8b. De nuevo se encuentra una sola componente H » la cual
varia con p.

Una trayectoria circular de radio p, donde p es mayor que el radio del conductor inte-
rior, pero menor que el radio interior del conductor exterior, lleva inmediatamente a

1
H¢:—2np (a<p<b)
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P =P P =P
/ R R A
o Hy solamente
1
/ —

a) b)

Figura 8.8 a) Seccion transversal de un cable coaxial portador de una corriente
uniformemente distribuida / en el conductor interior y —/ en el conductor exterior. EI campo
magnético en cualquier punto se determina mas facilmente por medio de la aplicacién de la
ley circuital de Ampere alrededor de una trayectoria cerrada. b) Filamentos de corriente en

p = p,, ¢ = £¢, producen componentes Hp que se cancelan. Para el campo total, H = H¢a¢.

Si se elige p mas pequefia que el radio del conductor interior, la corriente encerrada es
2

0
Tencerrada = 1 -
a
y
2
0
2npHy = [ —
Py a2
(0]
Ip
Hy, = <a
0 =53 (p <a)

Si el radio p es mayor que el radio exterior del conductor exterior, no se encierra nin-
guna corriente y

Hy=0 (p>c)

Por tltimo, si la trayectoria queda dentro del conductor exterior, se tiene
sty = 1 —1( =0
T =1—-1(—-—7
PHe 2 _p2

1 C2 _ ,02
H¢:%c2—4bz b<p<ec)

Las variaciones de la intensidad del campo magnético con respecto al radio se mues-
tran en la figura 8.9 para un cable coaxial en el cual b = 3a, ¢ = 4a. Debe notarse que la in-
tensidad de campo magnético H es continua en todos los bordes conductores. En otras
palabras, un ligero incremento en el radio de la trayectoria cerrada no resulta en el confina-
miento de una corriente sustancialmente diferente. El valor de H » N0 muestra ningtn salto
repentino.

llustraciones
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7]
2ma
3a
1
ima 4a
0 0 2a 3a=b 4a=c

Figura 8.9 La intensidad de campo magnético como
funcién del radio, en una linea coaxial de transmision de
longitud infinita con las dimensiones mostradas.

El campo externo es cero. Esto se deduce de las corrientes positivas y negativas igua-
les que encierra la trayectoria. Cada una produce un campo externo de magnitud /2 p, pe-
ro éstos se cancelan. Este es otro ejemplo de “blindaje’’; como un cable coaxial portador de
grandes corrientes que no producirian ningtin efecto notable sobre un circuito adyacente.

Como ejemplo final, considérese una ldmina de corriente que fluya en la direccién po-
sitiva de y y se localice en el plano z = 0. Se puede pensar de la corriente de retorno como
igualmente dividida entre dos ldminas distantes sobre cada uno de los lados de la 1dmina que
se estd considerando. Una ldmina con densidad superficial de corriente uniforme K=K a_ se
muestra en la figura 8.10. H no puede variar con x o y. Si la ldmina esta subdividida en un
cierto nimero de filamentos, es evidente que ningun filamento puede producir una compo-
nente H . Mads atn, la ley de Biot-Savart muestra que se cancela la contribucién a H_ pro-
ducida por un par de filamentos simétricamente situados. De aqui que H_ también es cero;
s6lo estd presente la componente H,. Por lo tanto, se elige la trayectoria 1-1'-2"-2-1

3'\
(BN
1 \]31
|
1
) —
; K=K, a, e
2 ——

"N

Figura 8.10 Una lamina uniforme de corriente
superficial K = K a_en el plano z = 0. Se puede
encontrar H aplicando la ley circuital de Ampére
alrededor de las trayectorias 1-1'-2'-2-1y 3-3'-2'-2-3.
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compuesta de segmentos de linea recta en donde son paralelos o perpendiculares a H,. La
ley circuital de Ampere da

Ho L+ Ho(=L) = KyL

H, —H,=K,
Si ahora se elige la trayectoria 3-3'-2'-2-3 se encierra la misma corriente, y
Hs;— Ho, =K,
y, por lo tanto,
H,; = Hyy

Se sigue que H es el mismo para todo z positivo. Del mismo modo, H, es igual para todo z
negativo. Debido a la simetria, entonces la intensidad de campo magnético sobre un lado de
la lamina de corriente es el negativo de la del otro lado. Sobre la ldmina,

H,=1K, (z>0)
mientras que debajo de ella
H, = —%Ky (z <0

Por medio de un vector unitario a, normal (hacia afuera) a la 1dmina de corriente, el resul-
tado puede escribirse en forma correcta para todo z como

H:%KxaN (11)

Si una segunda ldmina en la que la corriente fluye en la direccién opuesta K = —Ka,
se coloca en z = A, (11) muestra que el campo en la region entre las 1dminas de corriente es

|H=Kxay O<z<h]| (12)

y es cero en cualquier otro lugar

[H=0 (<0z>h| (13)

La parte mas dificil de la ley circuital de Ampere es la determinacién de las componen-
tes del campo presentes. El método mds seguro es la aplicacion légica de la ley de Biot-Sa-
vart y un conocimiento de los campos magnéticos de forma simple.

El problema 8.13 al final de este capitulo delinea los pasos involucrados en la aplicacién
de la ley circuital de Ampere a un solenoide infinitamente largo de radio a y densidad de co-
rriente uniforme Ka 4 COMO lo muestra la figura 8.11a . Como referencia, el resultado es

H=K,a, (p<a) (14a)

H=0 (p > a) (14b)
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—_—
p=a
H=K,a,p<a H:%Iaz
H=0,p>a

(dentro de la bobina)
a) b)
Figura 8.11 a) Un solenoide ideal de longitud infinita con una l&amina de corriente

circular K = Ka% b) Un solenoide de N vueltas de longitud finita d.

Si el solenoide tiene una longitud finita d y consiste en N espiras estrechamente enro-
lladas, de un filamento que lleva una corriente /, entonces el campo en los puntos muy den-
tro del solenoide es en forma aproximada

Z

NI
H= 73' (muy dentro del solenoide) (15)

La aproximacion es 1til si no se aplica a distancias menores de dos radios de los extremos
abiertos, ni a distancias de la superficie del solenoide menores que dos veces la separacion
entre las espiras.

Para los toroides que muestra la figura 8.12 se puede mostrar que la intensidad de cam-
po magnético para el caso ideal (figura 8.12a) es

Po —

H=K, a ay (toroide interior) (16a)

H=0 (exterior) (16b)
Para el toroide de N espiras de la figura 8.12b se obtiene una buena aproximacién con

NI
H = ——a,, (toroide interior) (17a)
2w p

H=0 (exterior) (17b)

mientras que se consideren los puntos alejados de la superficie del toroide varias veces la
separacion entre espiras.

Los toroides con secciones transversales rectangulares no presentan mucha complica-
cion, como puede verse al intentar resolver el problema 8.14.

Las formulas exactas para solenoides, toroides y bobinas de otras formas estan dispo-
nibles en la seccion 2 del Standard Handbook for Electrical Engineers (véanse las lecturas
complementarias en el capitulo 5).
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Po%

\/Z/////

N vueltas

K=K,a,a p=py-a,z=0

H= % a, (muy adentro del toroide)

H=K, Po=¢ ay (en el interior del toroide)

H=0 (en el exterior)
a) b)
Figura 8.12 ga) Un toroide ideal portador de una corriente superficial K en la

direccion mostrada. b) Un toroide de N vueltas portador de una corriente
filamentaria /.

D8.3 Exprese el valor de H en coordenadas cartesianas en P(0, 0.2, 0) en el campo
de: a) un filamento de corriente, 2.5 A en la direccion aenx= 0.1,y =0.3; b) un
coaxial centrado en el eje z, con a = 0.3, b = 0.5, ¢ = 0.6, I = 2.5 A en la direccién
a_en el centro del conductor; c) tres placas de corriente, 2.7ax A/meny=0.1, —1 .4ax
A/meny=0.15y —1.3a_ A/meny = 0.25.

Respuesta: 1.989a — 1.989ay A/m; —0.884a  A/m; 1.300&1Z A/m

8.3 EIl rotacional

El estudio de la ley de Gauss se complet6 aplicindola en un elemento diferencial de volu-
men, lo cual condujo al concepto de divergencia. Ahora se aplicard la ley circuital de Am-
pere al perimetro de un elemento diferencial de superficie y hard su aparicion la tercera y
dltima de las derivadas especiales del andlisis vectorial, el rotacional. El objetivo inmedia-
to es obtener la forma puntual de la ley circuital de Ampere.

Se eligen otra vez coordenadas cartesianas y una trayectoria cerrada incremental de la-
dos Axy Ay (figura 8.13). Se supone que alguna corriente, hasta ahora no especificada, pro-
duce un valor de referencia de H en el centro de este pequeno rectdngulo,

Ho = H,oa, + Hyoa, + Ha;,

La integral cerrada de linea de H alrededor de esta trayectoria es, entonces, aproximada-
mente la suma de los cuatro valores de H + AL sobre cada lado. Se elige la direccién de tra-
vesia como 1-2-3-4-1, que corresponde a una corriente en la direccion de a_, y la primera
contribucion es, por lo tanto,

(H-AL);_» = Hy 1 2Ay

El valor de H sobre esta seccion de la trayectoria se puede dar en términos del valor de re-
ferencia Hy() en el centro del rectdngulo, de la razén de cambio de Hy con x, y de la distan-
cia Ax/2 desde el centro hasta el punto medio del lado 1—2:
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H=H,=Hya,+H,a

y+1_120 a;

Figura 8.13 Una trayectoria incremental
cerrada en coordenadas cartesianas se
selecciona para la aplicacion de la ley circuital
de Ampere con la intencion de determinar la
razdn de cambio espacial de H.

H - H +8H" 1A
. 1—2 — — | - AX
i W e \2

. 10H,
(H-AL);—» = ( Hyo+ z—Ax |Ay
2 0x

A lo largo de la siguiente seccién de la trayectoria se tiene

. . 10H,
(H-AL), 3 = Hyp 3(=Ax) = —| Hyo+ =
2 dy

Si se continda con los dos segmentos restantes y la suma de los resultados,

0H, 0H,
%H-dL =2 - AxAy
ax dy

Con base en la ley circuital de Ampere, este resultado debe ser igual a la corriente encerra-
da por la trayectoria, o la corriente que atraviesa cualquier superficie que haya limitado la
trayectoria. Si se supone una densidad de corriente general J, la corriente encerrada es, en-
tonces, Al = JZAxAy, y

0H, 0H
?{H-dL = (2 — —2)AxAy = J.AxAy
dax dy

Ay) Ax

fH-dL . 0Hy, 0H, . ]
AxAy — dx ay ¢

A medida que la trayectoria cerrada se contrae, la expresion se hace mas exacta, y en el li-
mite se tiene la igualdad
fH-dL  0H, 9dH,

im = — =J
Ax,Ay—>0 AxAy ax ay ‘ (18)
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Después de empezar con la ley circuital de Ampere, igualando la integral de linea ce-
rrada de H con la corriente encerrada, se ha llegado a una relacién que involucra tanto la in-
tegral de linea cerrada de H por unidad de drea encerrada como la corriente por unidad de
drea encerrada, o densidad de corriente. Un andlisis similar se realizé al pasar de la forma
integral de Gauss, que involucra el flujo a través de una superficie cerrada y la carga ence-
rrada, a la forma puntual, relacionando el flujo a través de una superficie cerrada por uni-
dad de volumen encerrada y la carga encerrada por unidad de volumen o densidad de carga
volumétrica. En cada caso es necesario un limite para producir una igualdad.

Si se eligen trayectorias cerradas, las cuales se orienten perpendicularmente a cada uno
de los dos ejes coordenados restantes, procedimientos andlogos conducen a expresiones pa-
ra las componentes x y y de la densidad de corriente,

fH-dL _0H. 0H, _

= J,
Ay,lAI?HO AyAz dy 0z 19)
y
fH-dL oH, 0H, 7
m - = - - =
Az,Ax—0 AzAXx 0z ox Y (20)

Al comparar (18), (19) y (20) se observa que cada una de las componentes de la densi-
dad de corriente estd dada por el limite del cociente de la integral de linea cerrada de H, al-
rededor de una pequefa trayectoria en un plano normal a esa componente entre el drea
encerrada, conforme la trayectoria se reduce a cero. Este limite tiene su contraparte en otros
campos de la ciencia y desde hace mucho tiempo recibié el nombre de rotacional. El rota-
cional de cualquier vector es un vector, y cualquier componente del rotacional estd dada por
el limite del cociente de la integral cerrada de linea del vector alrededor de una pequeiia tra-
yectoria en un plano normal a la componente deseada entre el drea encerrada, conforme la
trayectoria se reduce a cero. Debe notarse que la definicién de rotacional dada antes no se
refiere en forma especifica a un sistema de coordenadas particular. La forma matematica pa-
ra la definicién es

H-dL
(rotacional H),, = lim u

21
ASy—0  ASy @D

donde AS,, es el drea plana encerrada por la integral cerrada de linea. El subindice N indica
que la componente del rotacional es aquella componente normal a la superficie encerrada
por la trayectoria cerrada. Esta expresion puede representar cualquier componente en cual-
quier sistema de coordenadas.

En coordenadas cartesianas la definicion (21) muestra que las componentes x, y y z del
rotacional de H estan dadas por (18), (19) y (20), y por lo tanto,

onal H = 0H, 0H, . 0H, 0H, . 0H, 0dH, a 22)
RS e ay az )" 0z ax )7 ax ay )¢
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Este resultado puede escribirse en forma de un determinante

a, a, a

ional H = 0 0 0 23
rotacional H = | - oy 9z (23)
H, Hy H,

y también en términos del operador vectorial,

rotacional H = V x H (24)

La ecuacién (22) resulta de aplicar la definicién (21) al sistema de coordenadas carte-
sianas. Se obtuvo la componente z de esta expresion al evaluar la ley circuital de Ampere
respecto de una trayectoria incremental de lados Ax y Ay, y se pudieron haber obtenido las
otras dos componentes tan facilmente con sélo elegir las trayectorias apropiadas. La ecua-
cién (23) es un método preciso para mantener en la memoria la expresién en coordenadas
cartesianas del rotacional; la forma es simétrica y facil de recordar. La ecuacion (24) es atin
mds concisa y conduce a (22) si se aplican las definiciones del producto cruz y del opera-
dor vectorial.

Las expresiones para el rotacional H en coordenadas cilindricas y esféricas se derivan
en el apéndice A aplicando la definicion (21). Aunque pueden escribirse en forma de deter-
minante, como se explica ahi, éste no tiene vectores unitarios en el primer renglén ni tam-
poco componentes en el dltimo, y no son ficilmente memorizadas. Por esta razén, el
desarrollo del rotacional en coordenadas cilindricas y esféricas que aparece a continuacion,
y en las paginas finales del libro, servirdn de referencia siempre que sea necesario.

| 0H,  0Hy 0H, 0H,
VxH=|——-—)a,+|— — ay
P 9¢ 0z 0z ap

2
+(1 0(pHy) _ 1 aHP)a (cilindrica) =
—_— - ——= indri
pdp p o )"
UxHo L (Hgsen6) 8Hy\ 10 1 BH, dGHy)\
7 sen 30 3o )7 " r\sen6 99 ar ) 6
1 /0(rHy) 0H, L. ()
- 5~ 30 a, (esférica)

Aunque el rotacional se describié como una integral de linea por unidad de 4rea, a mu-
cha gente no le proporciona una imagen fisica satisfactoria de su naturaleza, puesto que la
misma integral cerrada de linea requiere una interpretacion fisica. Esta integral se presentd
por primera vez en el campo electrostético, donde se vio que ¢ E - dL. = 0. Como la inte-
gral fue cero, no se apeld a la imagen fisica. Mds recientemente se estudi6 la integral de li-
nea cerrada de H, § H - dL. = I. Cualquiera de estas integrales de linea cerrada se conoce
también con el nombre de circulacion, un término que obviamente se tomé prestado del
campo de la dindmica de fluidos.
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H
*
NG * Corriente que penetra
= perpendicularmente
> al plano de la pagina
a) b)

Figura 8.14 a) El medidor de rotacional muestra una componente del rotacional de la
velocidad del agua hacia adentro de la pagina. b) Se muestra el rotacional de la intensidad
de campo magnético alrededor del filamento de longitud infinita.

Esta circulacién de H, o § H - dL, se obtiene multiplicando la componente de H tan-
gente en cada punto a la trayectoria cerrada especifica a lo largo de ésta por la diferencial
de longitud de la trayectoria y sumando los resultados conforme las diferenciales de longi-
tud se aproximan a cero y a medida que su nimero se hace infinito. No se requiere una tra-
yectoria que tienda a cero. La ley circuital de Ampere dice que si H posee circulacion
alrededor de una trayectoria dada, la corriente atraviesa esta trayectoria. En electrostatica se
vio que la circulacion de E es cero alrededor de todas las trayectorias, una consecuencia di-
recta del hecho de que el trabajo requerido para llevar una carga alrededor de una trayecto-
ria cerrada sea cero.

Ahora se puede describir el rotacional como la circulacion por unidad de drea. La tra-
yectoria cerrada se va reduciendo a cero y el rotacional queda definido en un punto. El ro-
tacional de E debe ser cero, porque la circulacién es cero. Sin embargo, el rotacional de H
no es cero; la circulaciéon de H por unidad de édrea es la densidad de corriente de acuerdo
con la ley circuital de Ampere [o (18), (19) y (20)].

Skilling? sugiere la utilizacién de una pequefia rueda con paletas como un “medidor de
rotacional”. La cantidad vectorial, entonces, debe considerarse como una capacidad de apli-
cacion de una fuerza a cada paleta de la rueda, mientras la fuerza es proporcional a la com-
ponente del campo normal a la superficie de la paleta. Probar si un campo tiene rotacional
requiere sumergir la rueda con paletas dentro del campo, con el eje de la rueda de paletas
alineado en la direccién de la componente del rotacional deseada y observando la accion del
campo sobre las paletas. Si no hay rotacion significa que no hay rotacional; velocidades an-
gulares mayores significan valores superiores del rotacional; una inversién en la direccién
de giro significa una inversion en el signo del rotacional. Encontrar la direccién del vector
rotacional y no simplemente establecer la presencia de cualquier componente particular re-
quiere poner la rueda con paletas en el campo y buscar la orientaciéon que produce la torca
mds grande. La direccion del rotacional serd entonces la del eje de la rueda de paletas de
acuerdo con la regla de la mano derecha.

Como ejemplo, considérese el flujo de agua en un rio. La figura 8.14a muestra la sec-
cioén longitudinal de un rio ancho tomada a la mitad de éste. La velocidad del agua es cero
en el fondo y se incrementa linealmente conforme se acerca a la superficie. Una rueda de
paletas puesta en la posicién mostrada, con su eje perpendicular al papel, girard en direc-
cién de las manecillas del reloj, mostrando la presencia de una componente del rotacional

5 Véanse las lecturas complementarias al final del capitulo.
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en la direccion de la normal hacia adentro de la superficie de la pdgina. Si la velocidad del
agua no cambia conforme va corriente arriba o corriente abajo y si ademds muestra que no
hay variaciones conforme se cruza el rio (o aun si decrece de la misma manera hacia cual-
quiera de las dos orillas), entonces esta componente es la tnica presente en el centro de la
corriente, y el rotacional de la velocidad del agua tiene una direccidn hacia el interior de
la pagina.

La figura 8.14bH muestra las lineas de intensidad del campo magnético alrededor de un
filamento conductor de longitud infinita. El medidor de rotacional situado en este campo de
lineas curvas muestra que un nimero mayor de paletas sienten una fuerza ejercida sobre
ellas en la direccién de rotacion de las manecillas del reloj, pero esta fuerza es en general
mucho menor a la ejercida sobre un nimero menor de paletas cercanas al alambre en senti-
do contrario a las manecillas del reloj. Parece posible, entonces, que si la curvatura de las
lineas de campo es la correcta, y también si la variacion de la intensidad del campo es jus-
to la adecuada, la torca neta sobre la rueda de paletas puede ser cero. En realidad, la rueda
de paletas, que no estd rota en este caso puesto que H = (I/2mp)a s S€ puede sustituir den-
tro de (25), con lo que se obtiene

rotacional H = —aﬂap + lMaZ =0
0z p dp

Como un ejemplo de la evaluacion del rotacional H a partir de la definicién y de la evalua-
cion de otra integral de linea, supéngase que H = 0.2zza)C para z > 0, y H = 0 en cualquier
otra parte, como lo muestra la figura 8.15. Calcular § H - dL para una trayectoria cuadra-
da con lados iguales a d, centrada en (0, 0, z,) en €l plano y = 0, donde z, > d/2.

Figura 8.15 Una trayectoria cuadrada de lado d con su centro sobre el ejezenz =z, es
utilizada para evaluar f H - dL y encontrar el rotacional H.
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Solucion. Se evalia la integral de linea de H a lo largo de cuatro segmentos, empezando
por el superior:

fH.dL —02(z1 4+ 4d)°d+0-02(z — 1d)’d +0
= 0.4z,d>
En el limite, conforme el drea se aproxima a cero, se encuentra

C fH-dL 047,42
(VXH)yI(%I_I;%fTZ}I_IR)TZIZO421

Las otras componentes son cero, asi V. x H= 0.4z a .
Para evaluar el rotacional sin que se intente ilustrar la definicién o la evaluacién de una
integral de linea, simplemente se toma la derivada parcial indicada en (23):

a, a, a;
9 a9 9 )
Vx H= a 5 8_2 = 8_2(02Z )ay = 0.4zay
02z2 0 0

lo cual concuerda con el resultado de arriba cuando z = z,.

Si se regresa ahora a completar el andlisis original de la aplicacién de la ley circuital de
Ampere para una trayectoria de tamafio diferencial, combinando (18), (19), (20), (22) y (24),

. 0H, 0H, oH, 0H,
rotacional H=V x H = — — Ja, + — —)a,
dy 0z 0z ax ) -

n 0H,  0H, 0 — .
ax ay ) 27
se llega a la forma puntual de la ley circuital de Ampere,

Esta es la segunda de las cuatro ecuaciones de Maxwell cuando se aplican a condicio-
nes que no varian con el tiempo. También se puede escribir la tercera de ellas en este mo-
mento; se trata de la forma puntual de f E-dL=0,0

La cuarta ecuacion aparece en la seccion 8.5.
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D8.4 o) Evaluar la integral de linea cerrada de H alrededor de la trayectoria rectan-
gular P,(2, 3,4) a Py(4,3,4)a Py(4,3,1)aP,2,3,1)a P, dado H = 3za — 2x3aZ
A/m. b) Determinar el cociente de la integral de linea cerrada y el area encerrada por
la trayectoria como una aproximacién a (V x H)y. ¢) Determinar (V x H)y en el cen-
tro del rectangulo.

Respuesta: 354 A; 59 A/m?; 57 A/m?

D8.5 Calcular el valor del vector densidad de corriente: a) en coordenadas cartesianas
enP,(2,3,4)siH= xzzay — yzxaz; b) en coordenadas cilindricas en P(1.5, 90°, 0.5) si

a

H= Z (cos O.2¢)ap; c) en coordenadas esféricas en P (2, 30°, 20°) si H = .
0

sen 6

Respuesta: —16a _+ 9a + 16a, A/m?; 0.055a, A/m?; a 5 A/m?

8.4 Teorema de Stokes

Aunque en la seccidn 8.3 se estudi6 sobre todo el operador rotacional, su contribucién al te-
ma de los campos magnéticos no se debe soslayar. De la ley circuital de Ampere se deriva
una de las ecuaciones de Maxwell, V x H = J. Esta tltima ecuacién se debe considerar co-
mo la forma puntual de la ley circuital de Ampere aplicada basandose en el criterio de “por
unidad de drea”. La presente seccion se dedicard de nuevo en gran parte al teorema mate-
madtico conocido como teorema de Stokes, y en el proceso se mostrard que la ley circuital
de Ampere se puede obtener de V x H = J. En otras palabras, se estard preparado para
obtener la forma integral a partir de la forma puntual, o de la forma puntual a partir de la
forma integral.

Considérese la superficie S de la figura 8.16 que estd dividida en pequefios incremen-
tos de superficie de drea AS. Si se aplica la definicién de rotacional a uno de esos incremen-
tos de superficie, entonces

fH-dLys

= (VxH
AS (VxH)y

donde el subindice N indica de nuevo la direccién normal a la superficie, con la regla de la
mano derecha. El subindice sobre dL, indica que la trayectoria cerrada es el perimetro de
un incremento de drea AS. Este resultado también puede escribirse

fH-dLys

AS = (VxH)-ay

7§H-dLAS = (VxH)-ayAS = (V x H)- AS

donde a,, es un vector unitario en la direccion normal a AS de la mano derecha.
Ahora se determinard esta circulacion para cada AS, incluyendo Sy sumando los resulta-
dos. Conforme se evalte la integral cerrada de linea para AS, ocurrirdn algunas cancelaciones
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ay

AS

AS
AS

Figura 8.16 La suma de las integrales de linea cerradas alrededor del perimetro de cada
AS es la misma que la integral de linea cerrada alrededor del perimetro de S, debido a la
cancelacion sobre cada trayectoria interior.

porque cada pared interior se recorre dos veces, una vez en una direccién, y la otra en la di-
reccién contraria. Las tinicas fronteras sobre las cuales la cancelacién no puede ocurrir for-
man la frontera exterior, que es la trayectoria que encierra a S. Por lo tanto, se tiene

5£H-dLE/<vXH)-ds (30)
S

donde dL se toma sdlo sobre el perimetro de S.
La ecuacion (30) es una identidad vélida para cualquier campo vectorial y se conoce
como teorema de Stokes.
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EJEMPLO 8.3

Un ejemplo numérico ayuda a ilustrar la geometria involucrada en el teorema de Stokes.
Considérese la porcion de esfera mostrada en la figura 8.17. La superficie estd especificada
porr=4,0<6<0.1r,0 < ¢ < 0.37, y la trayectoria cerrada que forma su perimetro es-
td compuesta de tres arcos circulares. Dado el campo H = 6r sen ¢a_ + 18r sen 6 cos ¢a »
se pide evaluar cada lado de la identidad del teorema de Stokes.

Solucion. El primer segmento de trayectoria se describe en coordenadas esféricas por
r=4,0<6<0.1m, ¢ = 0; el segundo por r =4, 6 = 0.17, 0 < ¢ < 0.37; y el tercero
porr=4,0 <0 <0.lr, ¢ = 0.37. El elemento diferencial de trayectoria dL es la suma
vectorial de las tres diferenciales de longitud del sistema de coordenadas esféricas tratadas
por vez primera en la seccién 1.9,

dL =dra, +rdfays+rsenfdpay
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Figura 8.17 Una porcidon de una capa esférica se utiliza como una
superficie y trayectoria cerrada para ilustrar el teorema de Stokes.

El primer término es cero sobre cada uno de los tres segmentos de la trayectoria, dado que
r=4ydr=0, el segundo es cero sobre el segmento 2, dado que 6 es constante, y el tercer
término es cero sobre los segmentos 1y 3. As{

fH-dL:/ngd9+/H¢rsen9d¢+/H9rd9
1 2 3

Dado que H, = 0, dnicamente se tiene que evaluar la segunda integral,

0.37
fH-dL = / [18(4)sen 0.1 cospl4dsen0.17d¢
0

= 288sen’ 0.1 sen0.37 = 22.2 A

Lo siguiente es enfrentarse a la integral de superficie. Primero se utiliza (26) para encontrar

1 1 1
VxH=——36rsen6cosfcos¢p)a, + —
rsend r \ send

6r cos ¢ — 36r senb cos ¢>a9

Dado que dS = r* sen 0 df d¢ a , 1a integral es

037 p0.17
/(VxH)-dS: / / (36cosB cosgp)l6senb db dg
s 0 0
0.37 0.17
:/ 576 (% sen’ 9)’0 cospdo
0

= 288sen? 0.1 sen0.37 = 22.2 A
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Asi, el resultado comprueba el teorema de Stokes, y se puede notar el paso de una co-
rriente de 22.2 A que fluye hacia arriba a través de esta seccion de la capa esférica.
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Ahora se verd lo facil que es obtener la ley circuital de Ampere a partirde V x H=].
Sencillamente se tiene que hacer el producto punto de cada lado con dS, integrar cada lado
sobre la misma superficie S (abierta), y aplicar el teorema de Stokes:

/(VxH)-dS:/J-dS:fH-dL
S N

La integral de la densidad de corriente sobre la superficie S es la corriente total I que pasa
a través de la superficie, y por lo tanto

Esta breve derivacién muestra claramente que la corriente /, descrita como “encerrada
por la trayectoria cerrada”, también es la corriente que pasa a través de un niimero infinito
de superficies que tienen la trayectoria cerrada como perimetro.

El teorema de Stokes relaciona la integral de superficie con una integral de linea cerrada.
Debe recordarse que el teorema de la divergencia relaciona una integral de volumen con una
integral cerrada de superficie. Ambos teoremas encuentran su mayor utilidad en demostracio-
nes vectoriales generales. Como un ejemplo, se encontrard otra expresion para V - V x A,
donde A representa cualquier campo vectorial. El resultado debe ser un escalar (;por qué?), y
sea T este escalar, o

V.-VxA=T

Al multiplicar por dv e integrar sobre cualquier volumen v,

/(V-VxA)dv:f T dv
vol vol

se aplica primero el teorema de la divergencia al lado izquierdo; se obtiene

?{(VxA)-dS:/ T dv
N vol

El lado izquierdo es la integral de superficie del rotacional de A sobre la superficie ce-
rrada que rodea el volumen v. El teorema de Stokes relaciona la integral de superficie del
rotacional de A sobre la superficie abierta encerrada por una trayectoria cerrada. Si se con-
sidera la trayectoria como una bolsa de lavanderia abierta y la superficie abierta como su
superficie, se observa que conforme se aproxima gradualmente a la superficie cerrada, ja-
lando las agujetas, la trayectoria cerrada se hace mas y mds pequefa, y finalmente desapa-
rece a la vez que la superficie se hace cerrada. De aqui que la aplicacién del teorema de
Stokes a una superficie cerrada produzca un resultado igual a cero, y se tiene

/ Tdv=0
vol
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Dado que esto es verdad para cualquier volumen, es cierto para la diferencial de volumen dv,

Tdv=0

y por lo tanto

T=0

V:-VxA=0 3D

La ecuacion (31) es una identidad ttil del cdlculo vectorial.® Por supuesto, también pue-
den comprobarse facilmente mediante un desarrollo directo en coordenadas cartesianas.
Se aplicard la identidad al campo magnético, no variable en el tiempo, para el cual
VxH=]
Entonces se demuestra que
vV-J=0

que es el mismo resultado obtenido al principio del capitulo utilizando la ecuacién de
continuidad.

Antes de presentar varias cantidades nuevas del campo magnético en la siguiente sec-
cion, se deben revisar los avances en este punto. Inicialmente se acept6 la ley de Biot-Sa-
vart como un resultado experimental

f I1dL x ag
H=
47 R?

y se aceptd en forma tentativa la ley circuital de Ampere, sujeta a una demostracion posterior,

Con base en la ley circuital de Ampere, la definicién del rotacional conduce a la forma pun-
tual de esta misma ley,

VxH=]

Ahora se observa que el teorema de Stokes lo habilita para obtener la forma integral de la
ley circuital de Ampere a partir de la forma puntual.

D8.6 Evaliie ambos lados del teorema de Stokes para el campo H = 6xya, — 3y2ay
A/m y la trayectoria rectangular alrededor de la regién, 2 <x <5, -1 <y <1,z=0.
Sea a_la direccién positiva de dS.

Respuesta: —126 A; —126 A

6 Esta y otras identidades vectoriales estdn tabuladas en el apéndice A.3.
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8.5 Flujo magnético y densidad
de flujo magnético

En el espacio libre, la densidad de flujo magnético B se define como

(s6lo espacio libre) (32)

donde B se mide en webers por metro cuadrado (Wb/m?) o en una nueva unidad adoptada
en el Sistema Internacional de Unidades, el tesla (T). Una unidad mas antigua que con fre-
cuencia se utiliza para la densidad de flujo magnético es el gauss (G), donde 1 T o 1 Wb/m?
es lo mismo que 10 000 G. La constante ,, no es adimensional y tiene un valor especifico
para el espacio libre, dado en henrys por metro (H/m), de

wo = 4 x 1077 H/m (33)

El nombre dado a p es el de permeabilidad del espacio libre.

Se debe notar que debido a que H se mide en amperes por metro, el weber es dimen-
sionalmente igual al producto de henrys y amperes. Considerando el henry como una nue-
va unidad, el weber es simplemente una abreviatura conveniente para el producto de henrys
y amperes. Cuando se introduzcan los campos variantes con el tiempo, se mostrard que un
weber también equivale al producto de volts y segundos.

El vector de densidad de flujo magnético B es un miembro de la familia de densidad
de flujo de campos vectoriales, como el nombre weber por metro cuadrado lo implica. Una de
las posibles analogias entre los campos eléctrico y magnético’ resulta al comparar las le-
yes de Biot-Savart y de Coulomb. Asi se establece una analogia entre H y E. Las relacio-
nes B =y Hy D = ¢,E conducen a una analogia entre B y D. Si B se mide en teslas o
webers por metro cuadrado, entonces el flujo magnético se debe medir en webers. Se re-
presentara el flujo magnético por @ y se definird ® como el flujo que pasa a través de cual-
quier drea escogida,

@:/B-dSWb (34)
S

La analogia debe ahora traer a la memoria la densidad de flujo eléctrico W, medida en
coulombs, y la ley de Gauss, la cual establece que el flujo total que pasa a través de cual-
quier superficie cerrada es igual a la carga encerrada,

\pzjﬁn-dszg
N

La carga Q es la fuente de las lineas de flujo eléctrico y esas lineas comienzan y terminan
en cargas positivas y negativas, respectivamente.

Ninguna fuente asi ha sido descubierta para las lineas de flujo magnético. En el ejem-
plo del filamento recto infinitamente largo que transporta una corriente /, el campo H forma

7 Una analogia alterna se presenta en la seccién 10.2.
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circulos concéntricos alrededor del filamento. Dado que B = i H, el campo B es de la mis-
ma forma. Las lineas de flujo magnético son cerradas y no terminan en una “carga magné-
tica”. Por esta razon la ley de Gauss para el campo magnético es

fB.dS=o (35)
S

y la aplicacién del teorema de la divergencia muestra que
V:B=0 (36)

No se ha probado (35) o (36), tan sélo se sugiri6 la veracidad de estas afirmaciones al
considerar un dnico caso individual, el del campo de un filamento infinito. Es posible mos-
trar que (35) o (36) se obtienen de la ley de Biot-Savart y de la definicion de B, B = p H,
pero ésta es otra demostracién que se remite a la seccion 8.7.

La ecuacidn (36) es la dltima de las cuatro ecuaciones de Maxwell cuando se aplican a
campos eléctricos estaticos y a campos magnéticos estables. Entonces, al reunir estas ecua-
ciones para los campos eléctricos estdticos y campos magnéticos estables se tiene

V-D=p,
VxE= 0
(37)
VxH=]
V:-B=0

A estas ecuaciones se les pueden afiadir las dos expresiones que relacionan a D con E
y a B con H en el espacio libre,

También se encontrd que es titil definir un potencial electrostético,
E=-VV (40)

y en la siguiente seccidn se estudiard un potencial para el campo magnético estable. Ade-
mds, también se extendio el alcance de los campos eléctricos al incluir materiales conduc-
tores y dieléctricos, y se introdujo la polarizacién P. Se aplicard un tratamiento similar a los
campos magnéticos en el siguiente capitulo.

Si se pone atencién otra vez en (37), se puede notar que las cuatro ecuaciones especi-
fican la divergencia y el rotacional de un campo eléctrico y uno magnético. El conjunto
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correspondiente de las cuatro ecuaciones integrales que se aplican a campos eléctricos esta-

ticos y a campos estables es
%D-ds = Q:/ pydv
S vol

%E-dL:O
(41)
%H-dL:Iz/.J-dS
§
%B-dS:O
s

El estudio de los campos eléctrico y magnético hubiera sido mucho mds simple adop-
tando uno de los dos conjuntos de ecuaciones, (37) o (41). Con un buen conocimiento del
andlisis vectorial, como el que ahora se debe tener, uno de los conjuntos debe obtenerse
del otro aplicando el teorema de la divergencia o el de Stokes. Varias leyes experimentales
se pueden obtener facilmente a partir de estas ecuaciones.

Como un ejemplo del uso del flujo y de la densidad de flujo en campos magnéticos, se
encontrard el flujo entre los conductores de la linea coaxial de la figura 8.8a. Se encontré
que la intensidad de campo magnético es

1
H¢=% (a<p<b)

y, por lo tanto,

B=uyuH=-—7a
o 271,0¢

El flujo magnético contenido entre los conductores en una longitud d es el flujo que
cruza a cualquier plano radial extendiéndose desde p = a hasta p = b y desde, por ejemplo,

z=0hastaz=d
d b
ol
CD:/B'dS:// —ay-dpdza
S 0 Ja 27Tp ¢ ¢

Id b
Hold 1,2 (42)
2 a
Esta expresion se utilizard después para obtener la inductancia de la linea de transmi-

sidén coaxial.

b =

D8.7 Un conductor sdlido de seccion transversal circular estd hecho de material homo-
géneo no magnético. Si su radio es a = 1 mm, el eje del conductor estd sobre el eje z y la
corriente total en la direccién a_ seria de 20 A, encontrar: a) H, en p = 0.5 mm; b) B, en
p = 0.8 mm; c) el flujo magnético total por unidad de longitud dentro del conductor;
d) el flujo total para p < 0.5 mm; e) el flujo magnético total fuera del conductor.

Respuesta: 1 592 A/m; 3.2 mT; 2 uWb/m; 0.5 uWb; oo
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8.6 Potenciales magnéticos
escalares y vectoriales

La solucién de problemas de campo electrostético se simplifica bastante utilizando el po-
tencial electrostatico escalar V. Aunque este potencial posee un significado fisico muy real,
matematicamente no es mas que un escalén que permite resolver un problema en varios pa-
sos mds pequefios. Dada una configuracion de carga, primero se encuentra el potencial y en-
tonces, a partir de éste, la intensidad de campo eléctrico.

Se podria preguntar si se puede disponer, o no, de este tipo de ayuda en los campos
magnéticos. ;Se puede definir una funcién de potencial que pueda encontrarse a partir de la
distribucién de corriente y de la cual los campos magnéticos puedan determinarse con faci-
lidad? ;Puede definirse un potencial magnético escalar similar al potencial electrostatico es-
calar? En las paginas siguientes se mostrard que la respuesta a la primera pregunta es “Si”,
pero la respuesta a la segunda es “A veces”. Primero se abordara la dltima pregunta supo-
niendo la existencia de un potencial magnético escalar, el cual se designa como V _, de cu-
yo gradiente se obtenga la intensidad de campo magnético

H=-VV,

La seleccién de un gradiente negativo proporcionard una analogia mds cercana al potencial
eléctrico y a los problemas que ya se resolvieron.

Esta definiciéon no debe estar en conflicto con los resultados anteriores para el campo
magnético, y por lo tanto,

VxH=]J=Vx(-VV,)

Sin embargo, el rotacional del gradiente de cualquier escalar es igual a cero; la prueba de
esta identidad vectorial se deja para un rato de ocio. Por lo tanto, si H se define como el gra-
diente de un potencial magnético escalar, la densidad de corriente debe ser cero a través de
la regién en la cual el potencial magnético escalar estd definido asi. Se tiene entonces

H=-VV, J=0) (43)

Dado que muchos problemas magnéticos involucran geometrias en las cuales los conducto-
res portadores de corriente ocupan una fraccién relativamente pequeia del drea total de in-
terés, es evidente que un potencial magnético escalar seria util. El potencial magnético
escalar también es aplicable en el caso de imanes permanentes. Obviamente, las dimensio-
nes de V son en amperes.

Este potencial escalar también satisface la ecuacién de Laplace. En el espacio libre,

V-B:MoV'HZO

y de aqui que

oV (=VVy) =0
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ViV, =0 J=0) (44)

Posteriormente se verd que V, continda satisfaciendo la ecuacion de Laplace en materiales
magnéticos homogéneos, y no estd definido en ninguna regién en la que una densidad de
corriente esté presente.

Aunque se considerard el potencial magnético escalar con mayor extensioén en el si-
guiente capitulo, cuando se introduzcan los materiales magnéticos y se trate el circuito mag-
nético, una diferencia entre V'y V  se sefialard ahora: V, no es una funcién univalente de la
posicién. El potencial eléctrico V si es una funcién univalente; una vez que se asigna una re-
ferencia cero, hay un valor tnico de V asociado con cada punto del espacio. Este no es el
caso de V, . Considérese la seccion transversal de la linea coaxial mostrada en la figura 8.18.
Enlaregiéna < p < b, J = 0, y es posible establecer un potencial magnético escalar. El
valor de H es

1

H=—
2mp

L)
donde I es la corriente total que fluye en la direccion de a_en el conductor interior. Se en-
contrard V, por la integracion de la componente apropiada del gradiente. Aplicando (43),

1 1 9V,

m

2o o p g

W 1
o 27

P(p, m/4,0)

@

\

Figura 8.18 El potencial magnético escalar V,, es una funcién multivalente de ¢ en la
regién a < p < b. El potencial electrostéatico es siempre univalente.
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Asi

v 1

m — 27_[ ¢
donde la constante de integracion ha sido igualada a cero. ;Qué valor del potencial se pue-
de asociar con el punto P, donde 6 = 7/47 Si se permite que V, sea ceroen ¢ = 0y se pro-
cede a recorrer el circulo en direccidén contraria a las manecillas de reloj, el potencial
magnético se torna negativo linealmente. Cuando se completa una vuelta, el potencial es —1,

pero ése era el punto en el cual se dijo hace un momento que el potencial era cero. En P,
entonces, ¢ = n/4, 9n/4, 177/4, ..., 0 —Tn/4, —157/4, —237/4, ... , 0

sz—L@n—Hn (n=0,%1,42,..)
nu 27_[ 4 ’ ’ EERE I

Vap=1(n—13%) (=0+1,%+2,..)

La razén de esta multivalencia puede mostrarse en comparacion con el caso electrosta-
tico. En €l, se sabe que

VXxE=0

%E-dL:O

Vab:—f E-dL
b

y por lo tanto la integral de linea

es independiente de la trayectoria. Sin embargo, en el caso magnetostético,

VxH=0 (dondeJ=0)

aun en el caso de que J sea cero a lo largo de la trayectoria de integracién. Cada vez que se
dé una vuelta completa alrededor de la corriente, el resultado de la integracion se incremen-
ta en /. Si ninguna corriente / es encerrada por la trayectoria, entonces se puede definir una
funcién de potencial univalente. Sin embargo, en general,

pero

a
Vinab = — / H.dJdL (trayectoria especificada) (45)
b

en donde se debe seleccionar una trayectoria especifica o tipo de trayectoria. Se debe recor-
dar que el potencial electrostdtico V es un campo conservativo; el potencial magnético es-
calar V, no es un campo conservativo. En el problema coaxial se puede erigir una barrera®

8 Esta corresponde al término matemdtico més preciso “corte de rama”.
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en ¢ = m; se acuerda no seleccionar una trayectoria que cruce este plano. Por lo tanto, no
se puede encerrar /, y se puede tener un potencial univalente. Se ve que el resultado es

Vm=—i¢ (-7 <¢ <m)
2

Vo — 1 m

El potencial magnético escalar es evidentemente la cantidad cuyas superficies equipo-
tenciales formardn cuadrildteros curvos con las lineas de campo de H en la figura 8.4. Esta
es una faceta mds de la analogfa entre campos eléctricos y magnéticos acerca de los cuales
habra mds que decir en el siguiente capitulo.

Ahora se dejard temporalmente el potencial magnético escalar y se investigara el poten-
cial magnético vectorial. Este campo vectorial es uno de los mas ttiles en el estudio de la
radiacién de antenas, de aperturas y de dispersion de radiacién en lineas de transmision,
guias de ondas y hornos de microondas. El potencial magnético vectorial se utiliza en regio-
nes donde la densidad de corriente sea cero o no, y también se extenderd posteriormente al
caso de campos variantes con el tiempo.

La eleccion de un potencial magnético vectorial es sugerida al notar que

V:B=0

Luego, la identidad vectorial demostrada en la seccién 8.4 muestra que la divergencia del
rotacional de cualquier campo vectorial es cero. Por lo tanto, se selecciona

donde A significa un potencial magnético vectorial, y automaticamente se satisface la con-
dicién de que la densidad de flujo magnético debe tener divergencia cero. El campo H es
1

H=—VxA
o

1
VxH=J=—VxVxA
H“o

El rotacional del rotacional de un campo vectorial no es cero y estd dado por una ex-
presién bastante complicada,’ la cual no es necesario conocer ahora en forma general. En
casos especificos para los cuales la forma de A es conocida, la operacién rotacional puede
aplicarse dos veces para determinar la densidad de corriente.

® Vx VxA=V(V-A)-V?A. En coordenadas cartesianas, se puede demostrar que V?°A = V?A a_+ V?A a_
+ VzAzaZA En otros sistemas de coordenadas, V2 A puede encontrarse por medio de la evaluacion de las derivadas
parciales de segundo orden en V2ZA = V(V - A) -V x V x A.
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La ecuacién (46) sirve como una definicion ttil del potencial magnético vectorial A.
Dado que la operacidn rotacional implica la derivacion con respecto a una longitud, las uni-
dades de A son webers por metro.

Hasta ahora lo tnico que se ha visto es que la definicién de A no estd en conflicto con
ningtn resultado anterior. Todavia resta demostrar que esta definicion particular ayuda a de-
terminar con mayor facilidad los campos magnéticos. Sin duda, no se puede identificar a A
con una cantidad facilmente medible o con un experimento de los que hacen historia.

En la siguiente seccién se mostrard que, dada la ley de Biot-Savart, la definicién de B y la
definicién de A, A puede determinarse a partir de los elementos diferenciales de corriente por

/,L()I dL
A= 7

El significado de los términos en (47) es el mismo que en la ley de Biot-Savart; una corrien-
te directa [ fluye a lo largo de un filamento conductor, en donde cualquier diferencial de lon-
gitud dL se encuentra a una distancia del punto en el cual A se debe determinar. Dado que
A se ha definido unicamente a través de la especificacion de su rotacional, es posible afia-
dir el gradiente de cualquier campo escalar a (47) sin cambiar a B o H, porque el rotacional
del gradiente es igual a cero. En campos magnéticos estables se acostumbra igualar a cero
este potencial electrostatico,

El hecho de que A es un potencial magnético vectorial es mas evidente cuando (47) se
compara con la expresion similar para el potencial electrostético,

rdL
V= / P
dmegR
Cada expresion es la integral a lo largo de una fuente lineal, en caso de una linea de carga,
y en el otro, una corriente lineal; cada integrando es inversamente proporcional a la distan-
cia desde la fuente hasta el punto de interés; y cada una involucra una caracteristica del me-

dio (el espacio libre), la permeabilidad o la permitividad.
La ecuacién (47) se puede escribir en forma diferencial,

pLoI dL
4 R

dA = (48)
si de nuevo se acuerda no atribuir ningtin significado fisico a ninglin campo magnético que
pueda obtenerse de (48), hasta que toda la trayectoria cerrada en la cual la corriente fluya
sea considerada.

A reserva de lo anterior, puede proseguirse y considerar el potencial vectorial del campo
magnético alrededor de una diferencial de filamento. Se sitta €ste en el origen, en el espacio
libre como lo muestra la figura 8.19, extendiéndose en la direccién positiva de z de modo que
dL = dz a_. Se utilizan coordenadas cilindricas para encontrar dA en el punto (p, ¢, 2):

dA — ol dz a;
4/ p? + 72
(0]
/,L()I dZ

dA; =

" 4n/p? + 22

dAy =0 dA,=0 (49)
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Espacio libre

R= p2+22

\ » P(p, $,2)

IdL =1dz a_

~—a

S N

¢

Figura 8.19 El elemento diferencial de
corriente / dza, en el origen establece la
diferencial del campo de potencial magnético,
N L ST

NS

Primero se nota que la direccién de dA sea la misma que la de / dL.. Cada pequeiia sec-
cién de un conductor portador de corriente produce una contribucién al potencial magnético
vectorial total, que tiene la misma direccién que la corriente que fluye en el conductor. La
magnitud del potencial magnético vectorial varfa inversamente con la distancia al elemento
de corriente, por lo que es mds fuerte en la vecindad de la corriente y decae gradualmente a
cero en puntos distantes. Skilling!® describe el potencial magnético vectorial “parecido a la
distribucién de corriente pero borroso alrededor de los bordes, o como una fotografia de la co-
rriente fuera de foco”.

Encontrar la intensidad de campo magnético requiere tomar el rotacional de (49) en
coordenadas cilindricas, lo que conduce a

1 1 adA
dH:—deA:—(— Z>a¢
Mo Ho ap

l1dz 0

= — 2
4 (p? + 2227

facilmente se puede demostrar que esta expresion es la misma que el valor dado por la ley
de Biot-Savart.

Expresiones para el potencial magnético vectorial A también se pueden obtener cuan-
do la fuente es una distribucion de corrientes. Para una lamina de corriente K, el elemento
diferencial de corriente viene a ser

IdL =KdS

En el caso del flujo de corriente a través de un volumen con una densidad J se tiene

IdL =Jdv

10" Véanse las lecturas complementarias al final del capitulo.

llustraciones
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En cada una de estas expresiones se da el cardcter vectorial a la corriente. Esto se acostum-
bra para el elemento diferencial de un filamento, aunque no es necesario utilizar I dL. en lu-
gar de I dL.. Dado que la magnitud de la corriente en el filamento es constante, se ha elegido
la forma que permite quitar una cantidad de la integral. Las expresiones alternativas para A
son entonces

K
A:/“O e (50)
S 47TR
y
A:/ Hod dv (51)
vol 47TR

Las ecuaciones (47), (50) y (51) expresan el potencial magnético vectorial como una
integracion sobre todas sus fuentes. Por medio de una comparacién de la forma de estas in-
tegrales con aquellas que por el potencial electrostético, es evidente que una vez mads la re-
ferencia cero para A estd en el infinito, puesto que ningtn elemento de corriente no finito
puede producir alguna contribucién, conforme R — co. Se debe recordar que muy rara vez
se han utilizado expresiones similares para V; con mucha frecuencia los problemas tedéricos
tratados incluyen distribuciones de carga que se extienden hasta el infinito y el resultado se-
ria un potencial infinito en todas partes. En realidad, se calcularon muy pocos campos de
potencial hasta que la forma diferencial de la ecuacién del potencial fue obtenida, V2V =
— p,/€, 0 aun mejor, V2V = 0. Entonces se estaba en la libertad de seleccionar una referen-
cia cero adecuada.

Las expresiones andlogas para A se derivaran en la siguiente seccion, y se presentara
un ejemplo completo del cdlculo de un potencial magnético vectorial.

D8.8 Una placa de corriente, K = 2.4a_A/m, estd presente en la superficie p = 1.2
pulg en el espacio libre. a) Encontrar H para p > 1.2. Encontrar V, en P(p = 1.5,
¢=0.6m,z=1)si:b) V, =0en ¢ =0y hay una barreraen ¢ = m;¢c) V, = 0 en
¢ = 0y hay una barrera en ¢ = 7/2; d) V, = 0 en ¢ = 7 y hay una barrera en ¢ = 0;
e) V. =5V en ¢ =y hay una barrera en ¢ = 0.87.

Respuesta: % a; —5.43V;12.7V;3.62V; —9.48V

D8.9 El valor de A dentro de un conductor sélido no magnético de radio a trans-
porta una corriente total / en la direccion a_ puede encontrarse facilmente. Utilizan-
do el valor conocido de H o B para p < a, entonces se puede obtener A de la
ecuacion (46). Seleccionar A = (u,l In 5)/27 en p = a (para que haya una corres-
pondencia con un ejemplo de la seccion siguiente) y encontrar A en p =: a) 0;
b) 0.25a; c) 0.75a; d) a.

Respuesta: 0.422]a_ UWb/m; 0.416IaZ 1Wb/m; 0.366IaZ “Wb/m; 0.322]a, “Wb/m
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8.7 Derivacion de las leyes de campos
magnéticos estables

Ahora se llevardn a cabo las comprobaciones prometidas de varias relaciones entre cantidades
del campo magnético. Todas estas relaciones se pueden obtener a partir de las definiciones de H,

H— %‘ IdL x ap 3)
47 R?
o de B (en el espacio libre),
B = uoH (32)
yde A,
B=VxA (40)

Supdngase primero que se puede expresar A por medio de la tltima ecuacion de la sec-

cién precedente,
noJ dv
A= 51
/;01 47TR ( )

y entonces demostrar la validez de (51) mostrando que de ella se deriva (3). Primero se afa-
den subindices para indicar el punto en el cual se localiza el elemento de corriente (x;, y,,
z,) y el punto en el cual se da A(x,, y,, z,). El elemento diferencial de volumen dv se escri-
be entonces como dv, y en coordenadas cartesianas es dx, dy, dz,. Las variables de integra-
¢ién son X5 V1Y 2 Utilizando estos subindices, entonces,

MoJldl)]
A, = —_—
? /vol 4R > (52)
De (32) y (46) se tiene
B VxA
H= — = (53)
Mo Mo

Para mostrar que (3) es consecuencia de (52), es necesario sustituir (52) en (53). Este paso
implica tomar el rotacional de A,, cantidad expresada en términos de las variables x,, y, y
25, y por lo tanto el rotacional involucra las derivadas parciales con respecto a x,, y, y z,. Es-
to se hace poniendo un subindice en el operador del para recordar las variables implicadas
en el proceso de derivacion parcial,

Vo x A 1 d
H, = 2 X 2=—V2x/ wodidvy
vol 4‘7TR12

o o

El orden de la derivaci6n parcial y de la integracion es indiferente y p /47 es constan-
te, permitiendo escribir
1 Jidv
_ L / v, x 214V
4w vol R 12

La operacion derivacién dentro de la integral representa una derivacién parcial con res-
pecto a x,, ¥, y z,. El elemento diferencial de volumen dv, es un escalar y una funcién sélo
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de x,, y, y z;. Consecuentemente, se puede factorizar fuera de la operacion rotacional como
cualquier otra constante, conduciendo a

1
H2 = — (Vz X L)dl)l (54)
47 vol 12

El rotacional del producto de un escalar y un vector estd dado por una identidad, la cual
puede verificarse por medio de su desarrollo en coordenadas cartesianas o aceptada con gra-
titud de parte del apéndice A.3,

Vx(SV)=(VS) x V4 S5(VxV) (55)
Esta identidad se utiliza para desarrollar el integrando de (54),

1 1 1
H = — Vo — — (V. d 56
2= V01|:< 2R12)XJ1+R12( 2XJ1)} V1 (56)

El segundo término del integrando es cero, porque V, x J, indica las derivadas parciales
de una fqncién de x;, y, Yz tomando con respecto a las variables X3 ¥2Y 23 e.l primer conjun-
to de variables no es funcion del segundo conjunto, y todas las derivadas parciales son cero.

El primer término del integrando puede determinarse expresando R,, en términos de los
valores de las coordenadas,

Riz=/(x2 — x> + (v2 — 1) + (22 — 21)?

y tomando el gradiente de su reciproco. El problema 8.42 muestra que el resultado es

v I Rp  agn
e TR, TR
12 12 12

Si este resultado se sustituye en (56), se tiene
1 agp X Ji

H=——
4 vol R%Z

Jix aRlZ
H2 _/ 2 1
vol 4mR7,

dl)]

la cual es equivalente a (3) en términos de la densidad de corriente. Si se reemplaza J, dv,
por I, dL,, se puede reescribir la integral de volumen como una integral cerrada de linea,

1,dL
H2=f]£ 1 1><23R12
4Ry,

La ecuacién (51) es, por lo tanto, correcta y concuerda con las tres definiciones (3),
(32) y (46).

Al continuar con esta orgia matematica se comprobard la ley circuital de Ampere en su
forma punto,

VxH=] (28)
De la combinacién de (28), (32) y (46), se obtiene
B 1

VxH=Vx—=—VxVxA (57)

Ho H“o
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Ahora es necesario el desarrollo en coordenadas cartesianas de V x V x A. Efectuando la
derivacion parcial indicada y recolectando los términos resultantes, se puede escribir el re-
sultado como

VxVxA=V(V-A)— VA (58)

donde

VA = V?A,a, + V?Aja, + VZA.a, (59)

La ecuacion (59) es la definicion (en coordenadas cartesianas) del Laplaciano de un vector.
Sustituyendo (58) en (57), se tiene

VxH= L[V(v -A) — V?A] (60)
Mo

y ahora se requieren las expresiones para la divergencia y el Laplaciano de A.
Se puede encontrar la divergencia de A por medio de la aplicacién del operador diver-
gencia en (52),

o Ji
Vo Ay = — V,« —dv 61
2+ A= . 2 Ry (61)

y con la identidad vectorial (44) de la seccion 4.8,

V.-SV)=V-(VS)+S(V-V)

De aqui que,

1 1
VA= [J1 : (sz—z) + R—Z(vz-m}dv] 62)
vol 1 1

La segunda parte del integrando es cero porque J, no es funcién de x,, y, y z,.
Ya se ha utilizado el resultado de que V, (1/R,,) = —R,,/R3,, y es muy sencillo de-
mostrar que

1 R»
1= = —%
R, R,
o que
A\ ! Vv !
15— =—Vo—
Ri» Ry

Por lo tanto, la ecuacion (62) puede escribirse como

1
Vz'Azzf—; |:_J1‘<V1R_>i|dvl
vol 12

y se aplica otra vez la identidad vectorial,

1
VyAp = et} |:—(V1'J1)—V1°(;—l>:|dvl (63)

4 Jyor L R12 12
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Dado que sélo interesan los campos magnéticos estables, la ecuacién de continuidad
muestra que el primer término de (63) es cero. Con la aplicacién del teorema de la diver-
gencia al segundo término, se tiene

V,-A, = 10 J_l.dsl

7 Js, Riz

donde la superficie S, encierra el volumen a través del cual se estd integrando. Este volu-
men debe incluir toda la corriente, porque la expresion integral original de A fue una inte-
gracion tal que incluye el efecto de toda la corriente. Dado que no hay corriente afuera de
este volumen (de no ser asi se debidé haber incrementado el volumen para incluirla), se de-
be integrar sobre un volumen ligeramente mayor o una superficie envolvente levemente mas
grande, sin cambiar a A. Sobre esta superficie mayor la densidad de corriente J, debe ser
cero y, por lo tanto, la integral sobre la superficie cerrada es cero, dado que el integrando
es cero. De aqui que la divergencia de A sea cero.

Para encontrar el Laplaciano del vector A, comparese la componente x de (51) con la
expresion similar para el potencial electrostatico,

Jedv dv
Ax=/ Moy V:/ Py
vol 4mR vol 4m€QR
Se nota que una expresion puede obtenerse de la otra por un cambio directo de variable, J
por p,, i, por 1/€, y A por V. Sin embargo, se ha obtenido alguna informacién adicional

acerca del potencial electrostatico, cuya derivacion no tiene que repetirse ahora para la com-
ponente x del potencial magnético vectorial. Esta toma la forma de la ecuacién de Poisson,

Py
€0

ViV = —

la cual se convierte, después de un cambio de variables, en

VA, = —pols
De igual manera, se tiene
VA, = —poly
y
VA, = —pol;
0
VA = —pod (64)

Si se considera (60) otra vez, ahora se puede sustituir por la divergencia y el Laplacia-
no de A, y obtener la respuesta deseada,

VxH=] (28)

Ya se ha demostrado el uso del teorema de Stokes en la obtencién de la forma integral de la
ley circuital de Ampere de (28), por lo que no es necesario repetir esa labor aqui.
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Entonces, se ha tenido éxito en mostrar que cada resultado ha sido esencialmente arran-
cado del aire tenue'! para los campos magnéticos partiendo de las definiciones bésicas de
H, B y A. Las derivadas no son sencillas, pero debieron ser entendibles paso por paso. Se
espera que nunca sea necesario encomendar el procedimiento a la memoria.

Por dltimo, se regresard a (64) y empleando esta formidable ecuacién diferencial par-
cial vectorial de segundo orden se encontrard el potencial magnético vectorial en un ejem-
plo sencillo. Se considerard el campo entre los conductores de un cable coaxial, con radio
a'y b, como siempre, y corriente / en la direccién a_ en el conductor interior. Entre los con-
ductores, J = 0y, por lo tanto,

VA =0

Ya se dijo también (y el problema 8.44 da la oportunidad de comprobar el resultado) que el
Laplaciano vectorial puede desarrollarse como la suma de los Laplacianos escalares de las
tres componentes en coordenadas cartesianas,

VA = V?A,a, + V?Aa, + V?A.a,

pero tal resultado relativamente simple no es posible en otros sistemas de coordenadas. En
coordenadas cilindricas, por ejemplo,

VA # V?Apa, + Vi Aza, + V?Aa,

Sin embargo, no es dificil demostrar que, para coordenadas cilindricas, la componente z del
Laplaciano vectorial es el Laplaciano escalar para la componente z de A, o sea,

V2A| = V24, (65)
z

y dado que la corriente estd enteramente en la direccion z, en este problema A tiene sélo
componente en z. Por lo tanto,

V2A.=0

1 a( 8AZ> 1 324, 9%A,
P — =0

pap\"dp ) " p? 897 " 82

Por consideraciones de simetria acerca de (51) se sigue que A_ es funci6n tnicamente de p,

y entonces
1 d [/ dA
pdp\' dp

Esta ecuacion se ha resuelto antes, y el resultado es

A, =Cilnp+C,

Si se elige la referencia cero en p = b, entonces

P
AZ:CIIHE

11 Espacio libre.
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Para relacionar C, con las fuentes del problema, se puede tomar el rotacional de A,

0A C
VxA=-— Za¢=——1a¢=B
ap o
obtener H,
C
H= ——la¢
Hop
y evaluar la integral de linea,
2w
2nC
ng dL = :/ —La, pdpas = ———
0 Hop Mo
De aqui que
1
c, = kol
2
0
I b
A= n2 (66)
21 p
y
H— I
" 2mp

como antes. Una gréfica de A_ versus p para b = 5a se muestra en la figura 8.20; la dismi-
nucién de |A| con la distancia desde la fuente concentrada de corriente, la cual representa
el conductor interior, es evidente. El resultado del problema D8.9 se afiadi6é también a la gra-
fica de la figura 8.20. La extension de la curva dentro del conductor exterior se deja como
el problema 8.43.

También es posible encontrar A_entre los conductores mediante la aplicacion de un pro-
ceso informalmente llamado por algunos como “desenrotacionar”. Esto es, conocidos H o

ol
T

A, (Wb/m)
o=
Q=

pla

Figura 8.20 El potencial magnético vectorial se muestra en el interior de un conductor y
en la regién entre los conductores para un cable coaxial, con b = 5a portando / en la
direccion a,. Se selecciona A, = 0 arbitrariamente en p = b.



Problemas

B para el coaxial, se puede seleccionar la componente ¢ de V x A = B e integrando para
obtener A .. jInténtelo!, le gustara.

D8.10 La ecuacién (66) también es, evidentemente, aplicable al exterior de cual-
quier conductor de seccion transversal circular que transporta una corriente / en la
direccion a_en el espacio libre. La referencia cero es arbitrariamente fijada en p = b.
Ahora considérense dos conductores, cada uno de los cuales tiene un radio de 1 cm,
y son paralelos al eje z con sus ejes sobre el plano x = 0. Un conductor cuyo eje estd
en (0, 4 cm, z) y transporta 12 A en la direccién a. El otro eje estd en (0, —4 cm, 7)
y transporta 12 A en la direccién —a_. Cada una de las corrientes tiene referencia ce-
ro para A a 4 cm de su eje. Encontrar el campo total A en: a) (0, 0, z), b) (0, 8 cm, z);
¢) (4 cm, 4 cm, z); d) (2 cm, 4 cm, 7).

Respuesta: 0; 2.64 uWb/m; 1.93 uWb/m; 3.40 uWb/m

Lecturas complementarias

1.

Boast, W. B. (Véase las lecturas complementarias del capitulo 2). El potencial magnético escalar
se define en la p. 220, y su uso en el mapeo de campos magnéticos se analiza en la p. 444.

Jordan, E. C. y K. G. Balmain, Electromagnetic Waves and Radiating Systems, 2a. ed., Englewood
Cliffs, N. J., Prentice-Hall, 1968. El potencial magnético vectorial se estudia en las pp. 90-96.

Paul, C. R., K. W. Whites y S. Y. Nasar, Introduction to Electromagnetic Fields, 3a. ed., Nueva
York, McGraw-Hill, 1998. El potencial magnético vectorial se presenta en las pp. 216-220.

Skilling, H. H. (Véase las lecturas complementarias del capitulo 3). La “rueda de paletas” se pre-
senta en las pp. 23-25.

Problemas

8.1

8.2

8.3

84

a) Encontrar H en componentes cartesianas en el punto P(2, 3, 4) si hay una corrien-
te filamentaria de 8 mA en el eje z en la direccién a_. b) Repetir el problema si el fi-
lamento se encuentra en x = —1, y = 2. ¢) Encontrar H si ambos filamentos estdn
presentes.

Un conductor filamentario forma un tridngulo equildtero cuyos lados son de longitud ¢
y transporta una corriente /. Encontrar la intensidad de campo magnético en el cen-
tro del tridngulo.

Dos filamentos semiinfinitos estdn sobre el eje x en las regiones —00 <z < —aya <
z < oo. Cada uno transporta una corriente / en la direccion a_. a) Calcular H como
funcién de py ¢ en z = 0. b) ;Cudl es el valor de a que provocard que la magnitud
de Hen p = 1, z =0, sea la mitad del valor obtenido para un filamento infinito?

a) Un filamento forma un circulo de radio a, centrado en el origen sobre el plano z
= 0. Transporta una corriente / en la direccién a s Encontrar H en el origen. ) Un
segundo filamento en forma de cuadrado esta en el plano z = 0. Los lados son paralelos
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8.5

8.6

8.7

8.8

8.9

8.10

8.11

8.12

0,-1,0)
0,1,0)

"7 in

Figura 8.21 Véase el problema 8.5.

a los ejes coordenados y una corriente / fluye en la direccién a, general. Determinar
la longitud del lado & (en términos de a), tales que H en el origen tenga la misma
magnitud que la del circulo del inciso a).

Los filamentos conductores paralelos mostrados en la figura 8.21 se encuentran en el
espacio libre. Graficar |H| versus y, —4 <y <4 alo largo de lalineax =0, z = 2.

Un disco de radio a se encuentra en el plano xy, con el eje z como su centro. Una car-
ga superficial de densidad uniforme p_ estd en el disco, el cual gira con respecto al eje
z auna velocidad angular € rad/s. Encontrar H en cualquier punto sobre el eje z.

Dados los puntos C(5, —2, 3) y P(4, —1, 2), un elemento de corriente IdL = 10~4(4,
—3, DA - men C produce un campo dH en P. a) Especificar la direcciéon de dH por
medio de un vector unitario a,,. b) Encontrar |dH|. ¢) ;Qué direccion a, debe tener
IdL en C para que dH = 0?

Para un elemento de corriente de longitud finita sobre el eje z, como se muestra en la
figura 8.5, utilizar la ley Biot-Savart para deducir la ecuacion (9) de la seccién 8.1.

Una placa de corriente K = 8a_  A/m fluye en la region —2 < y < 2 en el plano z =
0. Calcular H en P(0, 0, 3).

Un cascarén conductor esférico hueco de radio a tiene conexiones filamentarias en la
parte superior (r = a, & = 0) y en la inferior (r = a, 8 = 7). Una corriente directa /
fluye desde el filamento superior, pasa por la superficie esférica y llega al filamento
inferior. Encontrar H en coordenadas esféricas a) dentro y b) fuera de la esfera.

Un filamento infinito sobre el eje z transporta una corriente de 20r mA en la direc-
cion a_. También estdn presentes tres placas de corrientes cilindricas uniformes: 400
mA/men p=1cm, =250 mA/men p =2 cm y —300 mA/m en p = 3 cm. Calcu-
lar H¢ enp=05,15,25y35cm.

En la figura 8.22, sean las regiones 0 < z < 0.3 my 0.7 < z < 1.0 m barras conduc-
toras que transportan densidades de corriente uniformes de 10 A/m? en direcciones



8.13

8.14

8.15

8.16

8.17

Problemas
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Figura 8.22 \/éase el problema 8.12.

opuestas como se muestra. Encontrar H en z =: a) —0.2; b) 0.2; ¢) 0.4; d) 0.75;
e) 1.2 m.

Un cascar6n cilindrico hueco de radio a estd centrado en el eje z y transporta una den-
sidad de corriente superficial uniforme de K a 4 @ Demostrar que H no es funcién
de ¢ o de z. b) Demostrar que H sy H, valen cero en cualquier lugar. ¢) Demostrar
que H_= 0 para p > a. d) Demostrar que H_ = K para p < a. ¢) Una segunda pla-
ca, p = b, transporta una corriente de K,a 4 Encontrar H en cualquier punto.

Un toroide que tiene una seccién transversal de forma rectangular estd definido por
las siguientes superficies: los cilindros p =2y p=3cm, ylosplanosz=1y z =
2.5 cm. El toroide transporta una densidad de corriente de superficie de —50a_ A/m
sobre la superficie p = 3 cm. Encontrar H en el punto P(p, ¢, 2): a) P,(1.5 cm, 0, 2
cm); b) Py(2.1 ¢cm, 0, 2 cm); ¢) P(2.7 cm, 7w/2, 2 cm); d) P(3.5 cm, /2, 2 cm).

Suponer que existe una regiéon con simetria cilindrica con una conductividad dada por
o = 1.5¢71307 kS/m. Un campo eléctrico de 30a_V/m esté presente. a) Encontrar J.
b) Encontrar la corriente total que cruza la supefﬁcie P < pyz=0, todo ¢. c) En-
contrar H utilizando la ley circuital de Ampere.

Un cable coaxial balanceado tiene tres conductores coaxiales de resistencia despre-
ciable. Suponer un conductor interno sélido de radio a, un conductor intermedio de
radio interior b, y radio exterior b, y un conductor exterior de radio interior y exte-
rior ¢; y ¢, respectivamente. El conductor intermedio transporta una corriente / en la
direccion positiva de a_y estd a un potencial V. Los conductores interior y exterior
se encuentran a potencial cero y transportan corrientes de /2 (cada uno) en la direc-
cion negativa de a_. Suponiendo que la distribucién de corriente en cada conductor es
uniforme, encontrar: a) J en cada conductor; b) H en cualquier lugar; ¢) E en cual-
quier lugar.

Un filamento de corriente sobre el eje z transporta una corriente de 7 mA en la direc-
cién a_y placas de corriente de 0.5a, A/my —0.2 a, A/m se ubicanen p =1 cmy
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8.18

8.19
8.20

8.21

8.22

8.23

8.24

8.25

o = 0.5 cm, respectivamente. Calcular Hen: @) p=0.5cm; b) p=15cm; ¢) p =4 cm.
d) (Qué placa de corriente debe ubicarse en p = 4 cm para que H = 0 para todo
p >4 cm?

Un alambre de 3 mm de radio esta fabricado de un material interior (0 < p < 2 mm)
para el cual o = 107 S/m y el material exterior (2 mm < p < 3 mm) para el que
o =4 x 107 S/m. Si el alambre transporta una corriente total de 100 mA de cd, de-
terminar H en cualquier punto como funcién de p.

Calcular V x [V(V - G)] si G = 2x*yza_— 20y a + x? —a
Un conductor s6lido con seccidn transversal triangular tiene un radio de 5 mm y una
conductividad que varia con el radio. El conductor es de 20 m de longitud y entre sus
extremos hay una diferencia de potencial de 0.1 V de cd. Dentro del conductor, H =

10°p%a " A/m. a) Encontrar o como funcién de p. b) ;Cudl es la resistencia entre los
dos extremos?

7

Los puntos A, B, C, D, E'y F se encuentran cada uno a 2 mm del origen sobre los ejes
coordenados que se indican en la figura 8.23. Se proporciona el valor de H en cada
punto. Calcular un valor aproximado de V x H en el origen.

Un cilindro sélido de radio a y longitud L, donde L > a, contiene una carga volumé-
trica de densidad uniforme p, C/m?. El cilindro gira respecto a su eje (el eje z) a una
velocidad angular Q rad/s. a) Determinar la densidad de corriente J en funcién de la
posicion en el cilindro giratorio. b) Determinar H sobre su eje aplicando los resulta-
dos del problema 8.6. ¢) Determinar la intensidad de campo magnético H adentro y
afuera. d) Verificar los resultados del inciso ¢) calculando el rotacional de H.

Dado el campo H = 20p’a " A/m: a) Determinar la densidad de corriente J. b) Inte-
grar J sobre la superficie circular p = 1, 0 < ¢ < 2w, z = 0, para determinar la co-
rriente total que pasa a través de la superficie en la direccion a_. ¢) Encontrar la
corriente total una vez mds, esta vez con una integral de linea alrededor de la trayec-
toria circular p = 1,0 < ¢ < 27, 7 = 0.

Evaluar ambos lados del teorema de Stokes para el campo G = 10 sen 6 a sy la su-
perficie r = 3,0 < ¢ < 90°, 0 < ¢ < 90°. La superficie estd en la direccion a,.

Cuando x, y y z son positivos y menores de 5 se puede expresar cierto campo magné-
tico por H = [x?yz/(y + D]a_ + 3’)C2Z221y — [y (y + D]a_. Encontrar la corriente

Punto H (A/m)
A | 11342, -1378a, +142la
Ee i
B | 1068, -12.19a, +15.82a
*B

C | 1049a, -12.19a, +15.69a, D 7

; —_——.— °
D 11.49a, -13.78a, +14.35a, I c

]

E | 1llla, -13.88a, +15.10a, s
F | 1088, -13.10a, +14.90a, |

Figura 8.23 Véase el problema 8.21.
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Problemas

total en la direccion a_que cruza lafranjax=2,1 <y <4,3 <z <4, por un méto-
do que utilice: @) una integral de superficie; b) una integral de linea cerrada.

Sea G = 15ra¢. a) Determinar fG - dL para la trayectoria circular r = 5, 8 = 25°,
0 < ¢ < 2x. b) Evaluar fs (V x G) - dS sobre la gorra esféricar =5,0 <6 <
25°,0 < ¢ <2m.

Una intensidad de campo magnético estd dada en cierta region del espacio por H =
[(x + 2y)/zz]ay + (2/z)a_ A/m. a) Encontrar V x H. b) Encontrar J. ¢) Utilizar J pa-
ra encontrar la corriente total que pasa a través de la superficie z=4,1 <x<2,3 <
z <5, en la direccién a. d) Demostrar que se obtiene el mismo resultado utilizando
el otro lado del teorema de Stokes.

Dado H = (3r%/sen 0)a, + 54r cos ta " A/m en el espacio libre: a) Encontrar la co-
rriente total en la direccion a, a través de la superficie conica 6 = 20°, 0 < ¢ < 2,
0 < r <5 por cualquier lado del teorema de Stokes que se desee. b) Verificar el resul-
tado utilizando el otro lado del teorema de Stokes.

Un conductor largo, recto y no magnético tiene un radio de 0.2 mm y transporta una
corriente distribuida uniformemente de 2 A cd. a) Encontrar J dentro del conductor.
b) Utilizar la ley circuital de Ampere para encontrar H y B dentro del conductor. ¢)
Demostrar que V x H = J dentro del conductor. d) Encontrar H y B fuera del con-
ductor. e) Demostrar que V x H = J fuera del conductor.

(Lo opuesto al problema 8.20.) Un conductor sélido no magnético de seccién transver-
sal circular tiene un radio de 2 mm. El conductor es no homogéneo con o = 10°(1 +
10%0%) S/m. Si el conductor es de 1 m y tiene un voltaje de 1 mV entre sus extremos,
encontrar: a) H en el interior; b) el flujo magnético total dentro del conductor.

El cascarén cilindrico definido por 1 cm < p < 1.4 cm consiste en un material con-
ductor no magnético y transporta una corriente total de 50 A en la direccién a_. En-
contrar el flujo magnético total que cruzael planop =0,0 <z < 1:a) 0 < p <12
cm; b)) 1.0cm < p < 14cm;c) 1.4cem < p < 20 cm.

La region del espacio libre definida por 1 <z <4 cmy 2 < p < 3 cm es un toroide
de seccion transversal rectangular. Sea una superficie en p = 3 cm que transporta una
corriente de superficie K = 2a_kA/m. a) Especificar las densidades de corriente so-
bre las superficiesen p =2 cm, z =1 cm y z = 4 cm. b) Encontrar H en cualquier
lugar. c) Calcular el flujo total dentro del toroide.

Utilice una expansién en coordenadas cartesianas para demostrar que el rotacional de
gradiente de cualquier campo escalar G es igual a cero.

Un conductor filamentario que estd sobre el eje z transporta una corriente de 16 A en
la direccion a, un cascarén conductor en p = 6 transporta una corriente total de 12
A en la direccioén —a_y otro cascarén en p = 10 transporta una corriente total de 4 A
en la direccién —a. a) Encontrar H para 0 < p < 12. b) Graficar H  VEIsus p. ¢) En-
contrar el flujo total ® que cruza la superficie | < p < 7,0 <z < 1.

Una placa de corriente, K = 20a_ A/m, estd ubicada en p = 2, y una segunda placa,
K = —10a_A/m, estaublcadaen,o 4.a)SeaV, =0enP(p=3,¢=0,z=35)y
una barrera en ¢ = 7. Encontrar V, (p, ¢, z) para —m < ¢ <mw.b)SeaA=0enPy
encontrar A(p, ¢, 7) para2 < p < 4.

Sea A =3y —za, + 2xzay Wb/m en una cierta region del espacio libre. a) Demos-
trar que V- A = 0. b) En P(2, —1, 3), encontrar A, B, Hy J.
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8.38

8.39

8.40

8.41

8.42
8.43

8.44

SeaN=1000,/=0.8A, p,=2cmya=0.8 cm para el toroide que se muestra en
la figura 8.12b. Encontrar V, en el interior del toroide si V, = 0 en p = 2.5 cm,
¢ = 0.3m. Encontrar ¢ dentro del rango 0 < ¢ < 2.

Suponer una corriente directa de / amperes fluyendo en la direccion a_de un filamen-
to que se extiende en el rango —L < z < L sobre el eje z: @) Utilizando coordenadas
cilindricas, encontrar A en cualquier punto P(p, 0°, 7). PISTA: utilizar la forma senh™!
de la evaluacién de la integral. b) Del inciso a) encontrar By H. ¢) Sea L — oo y de-
mostrar que la expresion de H se reduce a la conocida para un filamento infinito.

Dos placas de K = 30a, A/m y —30a_A/m estdn ubicadas en el espacio libre en x
= 0.2 y x = —0.2, respectivamente. Para la regiéon —0.2 < x < 0.2: a) Encontrar H;
b) obtener una expresion para V, si V, = 0 en P(0.1, 0.2, 0.3); ¢) Encontrar B;
d) Obtener una expresion para A si A = 0 en P.

Demostrar que la integral de linea de un potencial vectorial A alrededor de cualquier
trayectoria encerrada es igual al flujo magnético encerrado por la trayectoria o yg A-dL
= [B-dS.

Suponer que A = 50,02aZ Wb/m en una cierta regién del espacio libre. a) Encontrar
H y B. b) Encontrar J. ¢) Utilizar J para encontrar la corriente total que cruza la su-
perficie 0 < p < 1,0 < ¢ < 2w, z = 0. d) Utilizar el valor de H¢ en p = 1 para
calcular fH dLparap=1,z=0.

Demostrar que V,(1/R,,) = —V,(1/R,,) =R, /R3,.

Calcular el potencial magnético vectorial dentro del conductor exterior de una linea
coaxial cuyo potencial magnético vectorial se muestra en la figura 8.20, si el radio
externo del conductor exterior es 7a. Seleccionar la referencia cero apropiada y gra-
ficar los resultados en una figura.

Expandiendo la ecuacién (58), seccién 8.7 en coordenadas cartesianas, demostrar
que (59) es correcta.



CAPiTULO

Fuerzas magnéticas,
materiales
e inductancia

las cantidades del campo magnético, H, B, @,V 'y A introducidas en el capitulo 8
no se les ha dado mucho significado fisico. Cada una de estas cantidades s6lo se ha
definido en términos de la distribucién de fuentes de corriente a través del espacio.
Si se conoce la distribucién de corriente se esperaria que H, B y A estén determinadas en
cada punto en el espacio, aun cuando no se pueda evaluar las integrales por la complejidad
matemadtica.

Abhora se cuenta con la preparacion necesaria para emprender la segunda mitad del pro-
blema del campo magnético, la determinacién de las fuerzas y torcas que ejerce el campo
magnético sobre otras cargas. El campo eléctrico ejerce una fuerza sobre una carga esta-
cionaria o en movimiento; se verd que el campo magnético estable es capaz de ejercer una
fuerza s6lo sobre una carga en movimiento. Este resultado parece razonable; un campo mag-
nético pueden producirlo cargas en movimiento y es capaz de ejercer fuerzas sobre cargas
en movimiento; un campo magnético no puede provenir de cargas estacionarias ni ejercer
fuerza alguna sobre una carga estacionaria.

En este capitulo se consideran primero las fuerzas y torcas sobre conductores con co-
rriente, que tal vez sean de una naturaleza filamentaria o posean una seccién transversal fi-
nita con una distribuciéon de densidad de corriente conocida. Los problemas asociados con
el movimiento de particulas en el vacio se evitan en general.

Al comprender los efectos fundamentales que produce el campo magnético es factible
considerar los distintos tipos de materiales magnéticos, el andlisis elemental de circuitos
magnéticos, las fuerzas sobre materiales magnéticos y, por dltimo, los conceptos de circui-
tos eléctricos de autoinductancia e inductancia mutua. H
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9.1 Fuerza sobre una carga en movimiento

En un campo eléctrico, la definicién de intensidad de campo eléctrico muestra que la fuer-
za sobre una particula cargada es

F = QE (D

La fuerza estd en la misma direccién que la intensidad de campo eléctrico (para una carga
positiva) y es directamente proporcional a E y Q. Si la carga estd en movimiento, la fuerza
en cualquier punto de su trayectoria estd dada por (1).

Experimentalmente se encuentra que una particula cargada y en movimiento, en un
campo magnético de densidad de flujo B, experimenta una fuerza cuya magnitud es propor-
cional al producto de las magnitudes de la carga Q; su velocidad, v, la densidad de flujo, B,
y el seno del dngulo entre los vectores, vy B. La direccion de la fuerza es perpendicular a
vy B, y estd dada por un vector unitario en la direccién de v x B. La fuerza puede, por lo
tanto, expresarse como

Esto muestra una diferencia fundamental en el efecto de los campos eléctrico y magné-
tico sobre particulas cargadas, puesto que una fuerza, que siempre se aplica en una direc-
cioén perpendicular a aquella en la cual la particula se mueve, nunca cambiard la magnitud
de la velocidad de la particula. En otras palabras, el vector aceleracion es siempre normal
al vector velocidad. La energia cinética de la particula permanece invariable, y de esto se
deduce que el campo magnético estable es incapaz de transferir energia de la carga en mo-
vimiento. El campo eléctrico, por otra parte, ejerce sobre la particula una fuerza indepen-
diente de la direccién en la cual la particula estd avanzando y, por lo tanto, efectia una
transferencia de energia entre el campo y la particula, por lo general.

Los dos primeros problemas al final de este capitulo ilustran los diferentes efectos de
los campos eléctrico y magnético en la energia cinética de una particula cargada que se mue-
ve en el espacio libre.

La fuerza sobre una particula en movimiento debido a campos eléctricos y magnéticos
combinados se obtiene facilmente por superposicion,

F= QE +v x B) 3)

Esta ecuacién se conoce como la ecuacion de la fuerza de Lorentz, y es preciso emplear-
la para determinar las 6rbitas del electrén en el magnetrdn, las trayectorias del protén en
el ciclotrén, las caracteristicas de plasma en el generador magnetohidrodindmico (MDH)
0, en general, en el movimiento de particula cargada en campos eléctricos y magnéticos
combinados.

D9.1 Una carga puntual Q = 18 nC tiene una velocidad de 5 x 10° m/s en la direc-
cién a, = 0.60a, + 0.7Say + 0.30a_. Calcular la magnitud de la fuerza que ejerce el



9.2 Fuerza sobre un elemento diferencial de corriente

campo sobre la carga: ) B = —3a +4a + 6a mT,; b) E= —3a +4a + 6a kV/m;
¢) B y E actuando en conjunto.

Respuesta: 660 uN; 140 uN; 670 uN

9.2 Fuerza sobre un elemento
diferencial de corriente

La fuerza sobre una particula cargada y en movimiento a través de un campo magnético
estable puede escribirse como la fuerza diferencial ejercida sobre un elemento diferencial
de carga.

dF=dQvxB 4)

Fisicamente, el elemento diferencial de carga consiste en un gran nimero de cargas dis-
cretas muy pequefias que ocupan un volumen que, aunque pequefio, es mucho mayor que el
promedio de separacion entre las cargas. La fuerza diferencial expresada por (4) es, enton-
ces, simplemente, la suma de las fuerzas sobre cargas individuales. Esta suma, o fuerza re-
sultante, no es una fuerza aplicada a un solo objeto. De manera andloga, se puede considerar
la fuerza gravitacional diferencial que experimenta un pequefio volumen dentro de un cho-
rro de arena. El pequefio volumen contiene un gran nimero de granos de arena, y la fuerza
diferencial es la suma de las fuerzas sobre granos individuales dentro del pequefio volumen.

Sin embargo, si en un conductor las cargas son electrones en movimiento se puede mos-
trar que la fuerza es transferida al conductor y que la suma de este niimero extremadamen-
te grande de fuerzas muy pequefias es de importancia practica. Dentro del conductor los
electrones estdn en movimiento a través de una region de iones positivos inméviles, que for-
man un arreglo cristalino que confiere al conductor sus propiedades de s6lido. Un campo
magnético que ejerce fuerzas sobre los electrones tiende a provocarles un leve cambio de
posicién y produce un pequefio desplazamiento entre los centros de “gravedad” de las car-
gas positivas y negativas. Las fuerzas de Coulomb entre electrones e iones positivos, sin em-
bargo, tienden a resistir tal desplazamiento. Cualquier intento de mover los electrones, por
lo tanto, genera una fuerza de atraccién entre electrones e iones positivos de la red cristali-
na. De esta manera la fuerza magnética es transferida a la red cristalina, o al mismo conduc-
tor. En buenos conductores las fuerzas de Coulomb son tan grandes respecto a las fuerzas
magnéticas que el desplazamiento efectivo de los electrones es casi imposible de medir. Sin
embargo, la separacion de cargas que resulta se descubre por la presencia de una leve dife-
rencia de potencial a través del conductor en una direccién perpendicular, tanto al campo
magnético como a la velocidad de las cargas. El voltaje se conoce como voltaje Hall y el
efecto en si mismo es llamado efecto Hall.

La figura 9.1 ilustra la direccién del voltaje Hall tanto para las cargas positivas como
para las negativas en movimiento. En la figura 9.1a v estd en la direccién —a , v x B estd
en la direccion a,y Q es positiva, lo que causa que F, esté en la direccion a_; entonces, las
cargas positivas se mueven a la derecha. En la figura 9.1b v esté ahora en la direccién + a ,
B sigue en la direccién a, v x B estd en la direccion —a,y O es negativa; entonces F, estd
nuevamente en la direccién a,. Por lo tanto, las cargas negativas finalizan en la orilla derecha.
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- — 4 + —_— _
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A i
a) b)

Figura 9.1 Las corrientes iguales dirigidas en el material las
proporcionan cargas positivas que se mueven hacia adentro en a) y
cargas negativas que se mueven hacia afuera en b). Los dos casos
pueden distinguirse por los voltajes Hall dirigidos en forma opuesta, tal
como se muestra.

Las corrientes iguales, dadas por huecos y electrones en semiconductores, pueden, en con-
secuencia, diferenciarse por sus voltajes Hall. Este es un método para determinar si un se-
miconductor dado es de tipo n o de tipo p.

Hay dispositivos que utilizan el efecto Hall para medir la densidad de flujo magnético,
y en algunas aplicaciones se logra que la corriente que cruza el dispositivo sea proporcional
al campo magnético a través de €l. Estos dispositivos sirven de wattimetros electrénicos,
elementos de precision, etcétera.

Volviendo a (4), entonces se puede decir que si se estd considerando un elemento de
carga moviéndose en un haz de electrones, la fuerza es simplemente la suma de las fuerzas
sobre los electrones individuales en ese pequefio elemento de volumen, pero si se estd con-
siderando un elemento de carga moviéndose dentro de un conductor, la fuerza total se apli-
ca al mismo conductor sélido. Ahora se limitard la atencién a las fuerzas sobre conductores
con corriente.

En el capitulo 5 se defini6 la densidad de corriente de conveccién en términos de la ve-
locidad y de la densidad volumétrica de carga,

El elemento diferencial de carga en (4) puede expresarse en términos de la velocidad, y de
la densidad volumétrica de carga,!

dQ = p,dv
Entonces

dF = p,dvv x B

! Recuérdese que dv es un elemento diferencial de volumen y no un aumento diferencial en la velocidad.



9.2 Fuerza sobre un elemento diferencial de corriente
Se vio en el capitulo anterior que Jdv puede interpretarse como un elemento diferencial de
corriente; esto es,
Jdv=KdS =1dL

y entonces la ecuacion de la fuerza de Lorentz se puede aplicar a la densidad de corriente
superficial,

| dF =K x Bds | ©6)

o a un filamento diferencial de corriente,

|dF = 14L xB | (7)

Integrando (5), (6) o (7) sobre un volumen, una superficie que puede ser abierta o ce-
rrada (;por qué?), o sobre una trayectoria cerrada, respectivamente, conduce a las formula-
ciones integrales

F:/Jdev (8)
vol
F:/KdeS 9
N
y
F:fldeB:—I%Bde (10)

Un resultado se obtiene de inmediato aplicando (7) o (10) a un conductor recto en un

campo magnético uniforme,
F=ILxB (11)

La magnitud de la fuerza estd dada por la conocida ecuacién
F = BILsen6 (12)

donde 6 es el dngulo entre los vectores que representan la direccién en que fluye la corrien-
te y la direccion de la densidad de flujo magnético. La ecuacién (11) o (12) se aplica sé6lo a
una porcidén del circuito cerrado, pero el resto del circuito debe considerarse también en
cualquier problema practico.
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Considérese la figura 9.2 como un ejemplo numérico de estas ecuaciones. Se tiene un circui-
to cerrado de alambre de forma cuadrada en el plano z = 0 que conduce 2 mA en el campo de
un filamento infinito sobre el eje y, tal como se muestra. Encuentre la fuerza total en el lazo.

Solucion. El campo producido en el plano del lazo cerrado por el filamento recto es

I 15
H=—a, = —a,  A/m
2mx 2mx
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Espacio libre

-~ 15A

(1,0,0) (1,2,0)

6,00 .

Figura 9.2 Un lazo cerrado de alambre en el plano xy que conduce
2 mA se somete a un campo magnético no uniforme B.

Por lo tanto,

_7 3x 107
B=puH=47x100'H= ———2a, T
X

Usando la férmula integral (10),
F=-1 yg B x dL

Se supone que el circuito es rigido de tal forma que la fuerza total es la suma de las fuerzas
sobre los cuatro lados. Comenzando con el lado izquierdo:

3 2
F=—2x103x3x106[/ 3xdxax+/ L« dya,
X y

=1 X =0 3
1 0
a a
—l—/ —zxdxax—i—/ —zxdyav:|
x=3 X y=2 1 i
3 1 2 1 0
=—6x107° |:1nx a, + gy (—ay)+1Inx| a, +y (—ax)]

1 0 3 2

2 1
=—-6x107"° [(1n3)ay — §a~‘ + <ln §> a, + Zax]

= —8a, nN

Entonces, la fuerza neta sobre el circuito esta en la direccion —a.
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D9.2 Elcampo B = —2a_+ 3a, + 4a_mT estd presente en el espacio libre. Encon-
trar el vector fuerza que se ejerce sobre un segmento de alambre recto por el que
circulan 12 A en la direccién a, 5, dados A(1, 1, 1) y: a) B(2, 1, 1); b) B(3, 5, 6).

Respuesta: —48ay +36a_mN; 12a_— 216ay + 168a, mN

D9.3 La muestra semiconductora que muestra la figura 9.1 es de silicio tipo n, tie-
ne una seccion transversal rectangular de 0.9 mm por 1.1 cm y una longitud de 1.3
cm. Supéngase que las movilidades de los electrones y los huecos son de 0.13 y 0.03
m?/V - s, respectivamente, a la temperatura de operacion. Sea B = 0.07 T y la inten-
sidad de campo eléctrico en la direccién de la corriente, 800 V/m. Encontrar la mag-
nitud de: @) el voltaje a través de la longitud de la muestra, b) la velocidad de arrastre;
¢) la fuerza transversal por coulomb del movimiento de la carga causado por B; d) la
intensidad de campo eléctrico transversal; e) el voltaje de Hall.

Respuesta: 10.40 V; 104.0 m/s; 7.28 N/C; 7.28 V/m; 80.1 mV
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9.3 Fuerza entre elementos
diferenciales de corriente

El concepto de campo magnético se introdujo para separar en dos partes el problema de en-
contrar la interaccién de una distribucién de corriente sobre una segunda distribucién de co-
rriente. Es posible expresar la fuerza sobre un elemento de corriente directamente en términos
de un segundo elemento de corriente sin encontrar el campo magnético. Puesto que se tiene
claro que el concepto de campo magnético simplifica el trabajo, este problema resulta conve-
niente para mostrar que evitar este paso intermedio conduce a expresiones mas complicadas.

El campo magnético en el punto 2 debido a un elemento de corriente en el punto 1 se
encontrd que era

_ I]dL] X aRr12

dH
: 4R ]22

Ahora, la fuerza diferencial sobre un elemento diferencial de corriente es
dF =1dL xB

y aplicada al problema, permitiendo que B sea dB, (la densidad de flujo diferencial en el
punto 2 causada por el elemento de corriente 1), identificando I dL. como I,dL,, y simboli-
zando la cantidad diferencial de la fuerza diferencial sobre el elemento 2 como d(dF,):

d(sz) = Izsz X dB2
Dado que dB, = i dH,, se obtiene la fuerza entre dos elementos diferenciales de corriente,
L1

d(dF,) = np——=dL dL
(dF») M04an2 2 X (dLy x agy2) (13)

Como un ejemplo ilustrativo del uso (y mal uso) de estos resultados, considérense los dos
elementos diferenciales de corriente mostrados en la figura 9.3. Se quiere encontrar la fuer-
za diferencial ejercida sobre dL,.
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LdL,
d(dF,)

Espacio libre
Punto 2

-—
IdLy

Punto 1

Figura 9.3 Dados P,(5, 2, 1), P,(1, 8, 5), ,dL, = —Say A-meldl, =
—4a, A - m, la fuerza sobre /,dL, es 8.56 nN en direccion a,.

Solucioén. Setiene /| dL, = —3a A -men P(5,2,1)e [,dL, = —4a_A - men Py (1, 8, 5).
Entonces, R, = —4a,_+ 6a), + 4éz, y se pueden sustituir estos datos en (13),

471077 (—4a,) x [(—3a,) x (—4a, + 6a, + 4a,)]
4 (16 + 36 + 16)15
= 8.56a, nN

d(dF,) =

Algunos capitulos antes, cuando se estudi6 la fuerza que ejerce una carga puntual so-
bre otra carga del mismo tipo, se encontré que la fuerza sobre la primera carga era la ne-
gativa de la fuerza sobre la segunda. Esto es, la fuerza total sobre el sistema es cero. Ello
no sucede con los elementos diferenciales de corriente, y d(dF,) = —12.84aZ nN en el
ejemplo anterior. La razén de este comportamiento distinto es la naturaleza no fisica del
elemento de corriente. Mientras que las cargas puntuales pueden aproximarse muy bien por
cargas pequeiias, la continuidad de corriente demanda considerar un circuito completo. Es-
to se hard ahora.

La fuerza total entre dos circuitos filamentarios se obtiene integrando dos veces:

11[2¢ %dLl X ar12
F, = no— dL _—
2 = Mo ar |: 2 X R%z

1112 % f apriy X dL1
= po—= TRE 2T dL
e |: R}, o ahe

La ecuacidn (14) es espantosa, sin embargo la familiaridad ganada en el dltimo capitu-
lo con el campo magnético habilita para reconocer la integral interior como la integral ne-
cesaria para encontrar el campo magnético en el punto 2 debido a un elemento de corriente
en el punto 1.

Aunque aqui sélo se dara el resultado, no es muy dificil emplear (14) para encontrar la
fuerza de repulsion entre dos conductores filamentarios rectos paralelos e infinitamente

(14)
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At

F <— —>F

19 g

Figura 9.4 Dos filamentos infinitos y paralelos
con separacion d 'y corrientes iguales pero
opuestas / experimentan una fuerza de repulsion
de pu, 2/(27d) N/m.

largos con separacién d, y que conducen corrientes iguales pero opuestas /, como lo mues-
tra la figura 9.4. Las integraciones son simples, y la mayoria de los errores se cometen
en la determinacion de expresiones adecuadas para a,,,, dL, y dL,. Sin embargo, puesto
que la intensidad de campo magnético en cualquiera de los alambres causado por el otro ya
se sabe que es I/(2nd), se ve facilmente que la respuesta es una fuerza de ,uolz/(an) new-
tons por metro de longitud.

D9.4 Dos elementos diferenciales de corriente, ILAL, =3 x 10_6ay A-men P (1,
0,0) e LAL, =3 x 10‘6(—0.521)r A 0.4ay +0.3a) A - men Py(2, 2, 2), estén ubica-
dos en el espacio libre. Encontrar el vector fuerza ejercido sobre: a) ,AL, por /,AL;
b) I,AL, por L,AL,.

Respuesta: (—1.333a +0.333a — 2.67a)10" N; (4.67a, + 0.667a)10"° N

9.4 Fuerza y torca sobre un circuito cerrado

Se han obtenido ya las expresiones generales para las fuerzas ejercidas sobre sistemas de
corriente. Un caso especial se obtiene con facilidad si se toma la relacién de la fuerza sobre
un circuito filamentario cerrado, dado por la ecuacién (10), seccién 9.2,

F:—I%Bde

y con la suposicion de una densidad de flujo magnético uniforme, entonces B puede sacar-
se de la integral:

F:—IBx%dL

Sin embargo, se descubrid durante el estudio de integrales de linea cerrada en un campo po-
tencial electrostitico que de = 0, y que, por lo tanto, la fuerza sobre un circuito filamen-
tario cerrado en un campo magnético uniforme es cero.

Si el campo no es uniforme, la fuerza total no es necesariamente cero.
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T T
) 0
R F Rl F‘
/ R2 /
P Py
R
/Pz 21
a) F,=-F, b)

Figura 9.5 a) Dado un brazo de palanca R que se extiende desde el origen O al punto P
donde la fuerza F es aplicada, el par con respectoaOesT=R x F b) SiF, = -F,,
entonces el par T = R,, x F, es independiente de la eleccion del origen para R, y R,

Este resultado para campos uniformes no tiene que restringirse s6lo a circuitos filamen-
tarios. El circuito también puede contener corrientes superficiales o densidad de corriente
en un volumen. Si la corriente total se divide en filamentos, la fuerza sobre cada uno es ce-
ro, como se mostrd antes, y la fuerza total es nuevamente cero. Por lo tanto, cualquier lazo
cerrado real portador de corriente experimenta una fuerza vectorial total que es cero en un
campo magnético uniforme.

Aunque la fuerza es cero, el par generalmente no es igual a cero.

La definicién de par o momento de una fuerza requiere considerar tanto el origen con
respecto al cual el par serd calculado, como el punto en el cual la fuerza se aplica. En la fi-
gura 9.5a se aplica una fuerza F en un punto P, y se establece un origen en O con un brazo
de palanca rigido R, extendiéndose desde O hasta P. El par con respecto al punto O es un
vector cuya magnitud es el producto de las magnitudes de R, de F y del seno del dngulo en-
tre estos dos vectores. La direccion del vector par T es normal a la fuerza F y el brazo de
palanca R, y estd en la direccidn de avance de un tornillo de rosca derecha si el brazo de pa-
lanca se gira hacia el vector fuerza a través del dngulo menor. El par se puede expresar co-
mo el producto cruz,

T=RxF
Ahora supéngase que dos fuerzas, F, en P, y F, en P, con brazos de palanca R, y R,
extendiéndose desde un origen comiin O como muestra la figura 9.5, se aplican a un obje-
to rigido y que éste no sufre ninguna traslacion. Entonces, la torsién alrededor del origen es
T=R;, xF;+Ry, xF,
donde

F,+F,=0
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y, por lo tanto,
T:(Rl—Rg)XFl :R21 XF1

El vector R,; = R, — R, une al punto de aplicacioén de F, con el de F, y es independiente
de la eleccion del origen para los dos vectores R, y R,. Por lo tanto, el par resulta indepen-
diente de la eleccion del origen, si se cumple la condicion de que la fuerza total sea cero.

Considérese la aplicacién de una fuerza vertical hacia arriba en el extremo del mango
de la manivela de un viejo automévil. Esta no puede ser la inica fuerza aplicada; si asi fue-
ra, el mango de la manivela entera se aceleraria en una direccion hacia arriba. Una segunda
fuerza, igual en magnitud a la ejercida en el extremo del mango de la manivela, la aplica en
direccién hacia abajo por la superficie del cojinete del auto que sostiene el eje de rotacidn.
Para una fuerza de 40 N sobre el mango de una manivela de longitud igual a 0.3 m, el par
es 12 N - m. Este cdlculo se obtiene ya sea que se considere el origen sobre el eje de rota-
cion (lo que lleva a 12 N - m mds O N - m), en el punto medio del mango (lo que lleva a 6
N - m més 6 N - m) o en algiin punto fuera del mango o en una extension de €l.

Se puede, por lo tanto, elegir el origen mas conveniente, y éste usualmente estd en el
eje de rotacion y en el plano que contiene las fuerzas aplicadas cuando las diversas fuerzas
son coplanares.

Con esta introduccién al concepto de par, considérese ahora el par sobre un circuito di-
ferencial de corriente en un campo magnético B. El 1azo estd en el plano xy (figura 9.6); los
lados del lazo son paralelos a los ejes x y y, y son de longitud dx y dy. El valor del campo
magnético en el centro del lazo se toma como B, Puesto que el lazo es de tamafio diferencial,

Figura 9.6 Un lazo diferencial de corriente en un campo
magnético B. El par sobre el lazo es dT = /(dx dya,) x B, =/dS x B.
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el valor de B en todos los puntos sobre el circuito puede ser tomado como B,. (;Por qué
esto no era posible en el estudio de la divergencia y el rotacional?) La fuerza total sobre
el lazo es, por lo tanto, cero, y se estd en libertad de elegir el origen para el par en el cen-
tro del lazo.

La fuerza vectorial sobre el lado 1 es

dFl :Idxax XB()

0
dF] = Id)C(BoyaZ — Bozay)
Para este lado del lazo el brazo de palanca R se extiende desde el origen al punto me-
dio de este lado, R, = — %dy a.y la contribucién al par total es

dT, = R; x dF,
= —1dya, x I dx(Bo,a, — Bo.a,)
= —%dx dy 1 Boya,
Asf, la contribucién al par sobre el lado 3 es la misma,
dTs = Rs x dF; = 1dya, x (—Idxa, x By)
= —3dxdy IByya, = dT,
dT +dT3 = —dx dy IBy,a,
Al evaluar el par en los lados 2 y 4, se encuentra
dTy +dT4 = dx dy IBy.a,
de este modo, el par total es, entonces,
dT = I dx dy(Boya, — Boyay)
La cantidad dentro del paréntesis puede representarse por un producto cruz,

dT = Idxdy(a, x By)

dT = 1dS x B (15)

donde dS es €l vector de drea del lazo diferencial de corriente y el subindice sobre By, se ha
suprimido.

Se define ahora el producto de la corriente del lazo por el vector drea del lazo como el
momento dipolar magnético diferencial dm, con unidades de A - m?. Entonces,
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dT =dm x B a7

Si se amplian los resultados obtenidos en la seccién 4.7 para el dipolo eléctrico dife-
rencial y se determina el par que produce sobre €l un campo eléctrico, se advierte un resul-
tado similar,

dT =dp x E

Las ecuaciones (15) y (17) son resultados generales, validos para lazos diferenciales de
cualquier forma, no sélo rectangulares. El par sobre un lazo circular o triangular también es-
t4 dado en términos del vector superficie o del momento por (15) o (17).

Dado que se selecciond un lazo diferencial de corriente de manera que se pudiera su-
poner B constante a lo largo de €l, se sigue que el par sobre un lazo plano de cualquier ta-
maiio o forma en un campo magnético uniforme estd dado por la misma expresion,

T=ISxB=mxB (18)

Notese que el par sobre el lazo de corriente siempre tiende a girar el lazo para alinear
el campo magnético que produce el 1azo con el campo magnético aplicado causante del par.
Esta es, quizd, la manera mds facil de determinar la direccién del par.

271

Para ilustrar algunos célculos de par y fuerza, considérese el lazo rectangular de la figura
9.7. Calcular el par utilizando T = IS x B.

Solucion. El lazo tiene dimensiones de 1 por 2 m y se encuentra dentro del campo magné-

tico uniforme B0 = —O.6ay + O.Saz T. La corriente del lazo es de 4 mA, valor lo suficiente-
mente pequefio para evitar que se genere cualquier campo magnético que pudiera afectar a B,
Se tiene

T =4 x 107°[(1)(2)a.] x (—0.6a, + 0.8a,) = 4.8a, mN - m

Entonces, el lazo debe girar con respecto a un eje paralelo del eje x positivo. El pequefio
campo que generan los 4 mA de corriente del circuito tiende a alinearse con B,

EJEMPLO 9.4

Ahora se calculard el par de nueva cuenta, esta vez obteniendo la fuerza total y la contribu-
cién al par para cada lado.

Solucioén. Sobre el lado 1 se tiene

F; = IL; x By =4 x 107%(1a,) x (—0.6a, + 0.8a,)
—3.2a, — 2.4a, mN
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By =—0.6a,+0.8a_ T

Figura 9.7 Un lazo cerrado rectangular se encuentra colocado en
una densidad de flujo magnético uniforme By,

Sobre el lado 3 se obtiene el negativo de este resultado,

F; =3.2a, +2.4a, mN

Luego, tomando el lado 2:

F, = IL, x By = 4 x 107°(2a,) x (—0.6a, + 0.8a,)
= 6.4a, mN

con el lado 4 de nuevo se da el negativo de este resultado,
F, = —6.4a, mN

Puesto que las fuerzas estan distribuidas uniformemente a lo largo de cada lado, se pue-
de tratar cada fuerza como si estuviera aplicada en el centro del lado. El origen del par se
puede establecer en cualquier lugar, puesto que la suma de las fuerzas es cero, y se elige el
centro del lazo. Entonces,

T=T+T+T;+Ts=R; xF + Ry xF, + R3 xF3 + Ry x F4
= (—lay) x (=3.2a, —2.4a;) + (0.5a,) x (6.4a;)
+(la,) x (3.2a, +2.4a;) + (—0.5a,) x (—6.4a,)
=2.4a, +2.4a, = 4.8a, mN-m

Realizar el producto cruz del momento del circuito con la densidad de flujo magnético cier-
tamente es muy facil.
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D9.5 Un tridngulo conductor filamentario une los puntos A(3, 1, 1), B(5, 4, 2) y
C(1, 2, 4). Por el segmento AB fluye una corriente de 0.2 A en la direccién a e Esta
presente un campo magnético B = 0.2a_ — 0.1a, + 0.3a_T. Encontrar: a) la fuerza
sobre el segmento BC; b) la fuerza total sobre el lazo; ¢) el par sobre el lazo con res-
pecto al origen en A; d) el par sobre el lazo respecto al origen en C.

Respuesta: —0.08a + O.3Zay + 0.1621Z N; 0; —0.16a, — 0.0821y + 0.0821Z N - m; —0.16a, —
0.0Sav + 0.08511Z N -m

9.5 La naturaleza de los materiales magnéticos

Ahora se estd en posicion de combinar el conocimiento de la accién de un campo magné-
tico sobre la corriente de un circuito cerrado con un modelo sencillo de un 4tomo y
vislumbrar la diferencia en comportamiento de varios tipos de materiales en campos
magnéticos.

Aunque resultados cuantitativos exactos sélo se predicen mediante la teoria cudntica, el
modelo atdmico sencillo, que supone la presencia de un niicleo central positivo rodeado por
electrones en varias Orbitas circulares, produce resultados cuantitativos razonables y propor-
ciona una teoria cualitativa satisfactoria. Un electrén en una 6rbita es andlogo al pequefio
lazo de corriente (en el cual la corriente se dirige en direccién opuesta a la direccion de via-
je del electrén), y como tal experimenta un par en un campo magnético externo. El par tien-
de a alinear el campo magnético que produce el electrén orbital con el campo magnético
externo. Si no hubiese otros momentos magnéticos se concluiria que todos los electrones or-
bitales en el material cambiarfan de tal manera que sumarfan su campo magnético al cam-
po aplicado, y entonces el campo magnético resultante en cualquier punto del material seria
mayor que el que se tendria si el material no estuviese presente.

Un segundo momento, sin embargo, se atribuye al espin del electron. Aunque para mo-
delar este fendmeno resulta tentador considerar al electron como girando alrededor de su
propio eje y generando asi un momento dipolar magnético, al hacerlo no se obtienen resul-
tados cuantitativos satisfactorios de la teoria. En su lugar, es necesario digerir las matema-
ticas de la teoria cudntica relativista para demostrar que un electron puede tener un
momento de espin magnético cercano a = 9 x 1072* A - m?; los signos mds y menos indi-
can que el alineamiento puede ser ayudando u oponiéndose al campo magnético externo. En
un atomo, con muchos electrones presentes, sélo los espines de los electrones pertenecien-
tes a capas no completamente llenas contribuirdn al momento magnético del dtomo.

Una tercera contribucién al momento de un dtomo la causa el espin nuclear. Aunque
este factor proporciona un efecto despreciable sobre el total de las propiedades magnéticas
de los materiales, constituye la base del procedimiento de imagenes por resonancia magné-
tica nuclear, servicio que proporcionan ahora algunos de los mayores hospitales.

En resumen, cada dtomo contiene muchas componentes diferentes de momento y su
combinacién determina las caracteristicas magnéticas del material y suministra su clasifica-
cién magnética general. Se describirdn en forma breve seis tipos diferentes de materiales:
diamagnéticos, paramagnéticos, ferromagnéticos, antiferromagnéticos, ferrimagnéticos y
superparamagnéticos.

273



274

CAPITULO 9 Fuerzas magnéticas, materiales e inductancia

Considérense primero aquellos d4tomos en los cuales los campos magnéticos pequefios
que genera el movimiento de los electrones en sus Orbitas y aquellos que produce el espin
del electrén se combinan para producir un campo magnético neto cero. Nétese que se estan
considerando aqui los campos que produce el movimiento del electrén en si mismo en au-
sencia de cualquier campo magnético externo; también se puede describir este material co-
mo uno en el cual el momento magnético permanente m,, de cada dtomo es cero. Tal material
es llamado diamagnético. Pareceria, entonces, que un campo magnético externo no produ-
ciria par sobre el 4&tomo, ni el realineamiento de los campos dipolares y consecuentemente
el campo magnético interno seria el mismo que el campo aplicado. Con un error de sélo una
parte en cien mil, esto es correcto.

Seleccidnese un electrén orbital cuyo momento m estd en la misma direccioén que el
campo aplicado B, (figura 9.8). El campo magnético produce una fuerza hacia afuera sobre
el electrén orbital. Puesto que el radio orbital estd cuantizado y no se puede cambiar, la
fuerza (de Coulomb) interior de atraccién tampoco cambia. La fuerza desbalanceada pro-
ducto de la fuerza magnética externa se debe, por lo tanto, compensar por una reduccién
de la velocidad orbital. Por lo tanto, el momento orbital decrece, lo que implica un campo
interno menor.

Si se hubiera seleccionado un dtomo para el cual m y B, fueran opuestos, la fuerza
magnética seria hacia adentro, la velocidad se irfa incrementando, el momento orbital tam-
bién se irfa incrementando y una apreciable cancelacién de B, ocurriria. De nuevo resulta-
rfa un campo magnético interno mds pequefio.

El bismuto metédlico muestra un efecto diamagnético mayor que muchos otros materia-
les del mismo tipo, entre los cuales estdn el hidrégeno, helio y otros gases “inertes”, cloru-
ro de sodio, cobre, oro, silicio, germanio, grafito y azufre. También se puede notar que el
efecto diamagnético estd presente en todos los materiales, puesto que proviene de una inter-
accion del campo magnético externo con cada electron orbital; sin embargo, lo enmascaran
otros efectos en los materiales que se considerardn a continuacion.

Se estudiard ahora un dtomo en el cual los efectos del espin del electrén y del movi-
miento orbital no se cancelan completamente. El 4&omo como un todo tiene un pequefio mo-
mento magnético, y debido a la orientacion al azar de los 4tomos en una muestra grande
produce un momento magnético promedio de cero. El material no muestra efectos magnéticos

B, By

Figura 9.8 Se muestra un electron orbital que tiene un momento
magnético m en la misma direccion que el campo aplicado B,
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en ausencia de un campo exterior. Sin embargo, cuando se aplica un campo externo, existe
un pequefio par en cada momento atémico, y estos momentos tienden a alinearse con el
campo magnético externo. Este alineamiento conduce a un aumento del valor de B dentro
del material sobre el valor externo. Sin embargo, el efecto diamagnético sigue actuando so-
bre los electrones orbitantes y puede contrarrestar el incremento antes dicho. Si el resulta-
do neto es una disminucién en B, el material sigue llamdndose diamagnético. Sin embargo,
si hay un incremento en B, el material se denomina paramagnético. Entre las sustancias pa-
ramagnéticas estdn las siguientes: potasio, oxigeno, tungsteno, tierras raras y muchas de sus
sales, como cloruro de erbio, 6xido de neodimio y 6xido de itrio, uno de los materiales mas
usados en los mdseres.

Las cuatro clases restantes de materiales, ferromagnéticos, antiferromagnéticos, ferri-
magnéticos y superparamagnéticos, tienen intensos momentos atémicos. Ademads, la inter-
accién de dtomos adyacentes causa un alineamiento de los momentos magnéticos de los
atomos, en ocasiones sumandose y en otras restindose exactamente.

En los materiales ferromagnéticos cada dtomo tiene un momento dipolar relativamente
grande, causado sobre todo por los momentos de espin del electrén no equilibrados. Las
fuerzas interatémicas causan que estos momentos se alineen en forma paralela por regiones
que contienen un gran nimero de dtomos. Estas regiones, llamadas dominios, pueden tener
una variedad de formas y tamafios que fluctian desde un micrémetro a varios centimetros,
segun el tamafio, la forma, el material y la historia magnética de la muestra. Materiales vir-
genes ferromagnéticos tendran dominios en que cada uno tiene un momento magnético in-
tenso; los momentos de los dominios, sin embargo, varfan en direccién, de dominio a
dominio. El efecto completo es, por consiguiente, de cancelacién, y el material como un to-
do no tiene momento magnético. Con la aplicacién de un campo magnético externo, sin em-
bargo, aquellos dominios, que tienen momentos en direccidn del campo aplicado, aumentan
su tamafio a expensas de sus vecinos; el campo magnético interno aumenta en forma consi-
derable por encima del campo magnético externo. En general, cuando se retira el campo ex-
terno no se produce un alineamiento azaroso de dominios, y un residuo, o remanente de
campo dipolar, permanece en la estructura macroscopica. El hecho de que el momento mag-
nético del material sea diferente después de que el campo se ha retirado, o que el estado
magnético sea funcién de su historia magnética, se llama histéresis, tema que se estudiarda
de nuevo cuando se traten los circuitos magnéticos en la seccién 9.8.

Los materiales ferromagnéticos no son isotrépicos en monocristales y, por lo tanto, se
limitard el estudio a materiales policristalinos, excepto para mencionar que una de las ca-
racteristicas de los materiales magnéticos anisotrépicos es la magnetoestriccién o el cambio
en dimensiones del cristal cuando se le aplica un campo magnético.

Los tnicos elementos ferromagnéticos a la temperatura ambiente son hierro, niquel y
cobalto, y pierden todas sus caracteristicas ferromagnéticas arriba de una temperatura lla-
mada de Curie, la cual es 1 043 K (770°C) para el hierro. Algunas aleaciones entre éstos y
otros metales también son ferromagnéticas; por ejemplo, alnico, una aleacién de aluminio-
niquel-cobalto con una pequefia cantidad de cobre. A bajas temperaturas, algunas tierras ra-
ras, como el gadolinio y el disprosio, son ferromagnéticas. También es interesante que
algunas aleaciones de metales no ferromagnéticos son ferromagnéticas, como bismuto-man-
ganeso y cobre-manganeso-estaiio. En los materiales antiferromagnéticos las fuerzas entre
atomos adyacentes provocan que los momentos atémicos magnéticos se alineen de manera
antiparalela. El momento magnético es cero, y a los materiales antiferromagnéticos los afec-
ta s6lo levemente la presencia de un campo magnético externo. Este efecto se descubrid
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Tabla 9.1 Caracteristicas de los materiales magnéticos

Clasificacion Momentos magnéticos Valores de B Comentarios
Diamagnético Morb + Megpin = 0 Bint < Bapl Bint = Bap
Paramagnético Morh + Megpin = pequenio  Bine > Bapl Bint = Bapl
Ferromagnético [Megpin| > (Mo | Bint > Bap Dominios
Antiferromagnético  [Megpin| >> [Moyb| Bint= Bapl Momentos adyacentes
opuestos
Ferrimagnético [Megpm| > Mo Bint > Bapl Momentos adyacentes
desiguales y opuestos;
baja o
Superparamagnético  [megpin| 3> (Mg | Bint > Bapl Matriz no magnética;

cintas de grabacion

primero en el 6xido de manganeso, pero varios cientos de materiales antiferromagnéticos se
han identificado desde entonces. Se incluyen muchos 6xidos, sulfuros y cloruros, como el
6xido de niquel (NiO), sulfuro ferroso (FeS) y cloruro de cobalto (CoCl,). El antiferromag-
netismo sélo se presenta a temperaturas relativamente bajas, y a menudo muy por debajo de
la temperatura ambiente. En la actualidad el efecto no es importante para la ingenieria.

Las sustancias ferrimagnéticas también muestran un alineamiento antiparalelo de mo-
mentos atémicos adyacentes, pero los momentos no son iguales. Por lo tanto, se origina una
respuesta grande al campo magnético externo, aunque no tan grande como en materiales fe-
rromagnéticos. El grupo mds importante de materiales ferrimagnéticos es el de las ferritas,
en las cuales la conductividad es baja, varios érdenes de magnitud menores que la de los se-
miconductores. El hecho de que estas sustancias tengan una resistencia mayor que los ma-
teriales ferromagnéticos genera corrientes inducidas mucho menores en el material cuando
se aplican campos alternantes, como en el caso de niicleos de transformadores que operan
a altas frecuencias. Las corrientes reducidas (corrientes de hedi) conducen a bajas pérdidas
6hmicas en el nicleo del transformador. La magnetita de 6xido de fierro (Fe,0,), la ferrita
de niquel-zinc (Ni, ,Zn, ,Fe,0,) y la ferrita de niquel (NiFe,O,), son ejemplos de esta cla-
se de materiales. El ferrimagnetismo también desaparece a temperaturas mayores que la
temperatura de Curie.

Los materiales superparamagnéticos se componen de un montaje de particulas ferro-
magnéticas en una matriz no ferromagnética. Aunque existen dominios dentro de las parti-
culas individuales, las paredes de dominio no pueden penetrar el material matriz intermedio
a la particula adyacente. Un ejemplo importante es la cinta magnética que se emplea en gra-
baciones de audio o video.

La tabla 9.1 resume las caracteristicas de los seis tipos de materiales magnéticos que se
han estudiado.

9.6 Magnetizacion y permeabilidad

Con el propésito de describir los materiales magnéticos sobre bases mds cuantitativas, se de-
dicard una pagina, mas o menos, a mostrar cémo los dipolos magnéticos actian como una
fuente distribuida con respecto al campo magnético. El resultado serd una ecuacién que se
parece mucho a la ley circuital de Ampere, f H . dL = I. La corriente, sin embargo, serd el
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movimiento de cargas ligadas (electrones orbitales, espin del electrén y espin nuclear), y el
campo, el cual tiene las dimensiones de H, serd llamado magnetizacién M. La corriente que
producen las cargas ligadas se denomina corriente ligada o corriente amperiana.

Se comenzard definiendo la magnetizacién M en términos del momento dipolar mag-
nético m. La corriente ligada /, circula a lo largo de una trayectoria que encierra una dife-
rencial de drea dS, estableciendo el momento dipolar (A - m3),

m = [,dS

Si hay n dipolos magnéticos por unidad de volumen y se considera un volumen Av, enton-
ces el momento dipolar magnético total se encuentra por la suma vectorial

nAv

M =y m; (19)
i=1
Cada uno de los m, puede ser diferente. Se define la magnetizacién M como el momento di-
polar magnético por unidad de volumen,

i 1
M= Jim 2 2

y se ve que sus unidades deben ser las mismas de H, amperes por metro.

Considérese ahora el efecto de algtin alineamiento de dipolos magnéticos como resul-
tado de la aplicacién de un campo magnético. Se investigard este alineamiento a lo largo de
una trayectoria cerrada, una pequefia porcién de la cual la muestra la figura 9.9. En la figu-
ra se aprecian varios momentos magnéticos m que forman un dngulo 6 con el elemento de
trayectoria dL; cada momento consiste de una corriente ligada I, que circula alrededor de
un area dS. Por lo tanto, se estd considerando un pequefio volumen dS cos 6dL o dS - dL,
dentro del cual hay ndS - dL dipolos magnéticos. Al cambiar de una orientacién al azar a
este alineamiento parcial, la corriente ligada que cruza la superficie encerrada por la trayec-
toria (la superficie queda a la izquierda, viajando en la direccién a, en la figura 9.9) se ha
incrementado en /, por cada uno de los ndS - dL dipolos. Entonces

dly, =nlpdS-dL =M-dL (20)

y dentro de un contorno completo cerrado,

1,,=7§M.dL 21

Superficie definida por la

/ trayectoria cerrada

m = 1,dS

dL

Figura 9.9 Una seccion dl a lo largo de una trayectoria cerrada cuyos dipolos magnéticos
estan parcialmente alineados por algin campo magnético externo. La alineaciéon causa que
la corriente de frontera que cruza la superficie definida por la trayectoria cerrada aumente en
nl,dS - dL amperes.
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La ecuacién (21) sencillamente dice que si se va alrededor de una trayectoria cerrada y se
encuentran momentos dipolares apuntando en la direccién de nuestro camino con mayor
frecuencia, habrd una correspondiente corriente compuesta de, por ejemplo, electrones or-
bitales que cruzan la superficie interior.

Esta dltima expresion tiene alguna semejanza con la ley circuital de Ampere, y ahora
se puede generalizar la relacion entre B y H para aplicarlos a otros medios, ademads del es-
pacio libre. El presente estudio se basa en las fuerzas y pares sobre lazos diferenciales de
corriente en un campo B y, por lo tanto, se toma B como cantidad fundamental y se busca
una definicién mejorada de H. Entonces, escribiendo la ley circuital de Ampere en términos
de la corriente total, ligada més libre,

B
—.dL = Iy (22)
Mo
donde
Ir=1,+1

e I es la corriente [ibre total encerrada por la trayectoria cerrada. Nétese que la corriente li-
bre aparece sin el subindice, puesto que éste es el tipo mds importante de corriente y serd la
Unica que aparezca en las ecuaciones de Maxwell.

Al combinar estas tres Ultimas ecuaciones se obtiene una expresion para la corriente li-
bre encerrada,

I=IT—Ib=¢‘<£—M)-dL (23)
Mo

Se define ahora H en términos de B y M,

B
H=—-M (24)
Ko
y se ve que B = 1, H en el espacio libre donde la magnetizacion es cero. Esta relacion se

escribe por lo general en una forma que evita fracciones y signos menos:

[B= o+ | 25)

Abhora se puede utilizar el campo H, recién definido en (23),

1:7§H.dL (26)

y se obtiene la ley circuital de Ampere en términos de las corrientes libres.
Al utilizar las diversas densidades de corriente, se tiene

Ib:/-]b'ds
s

IT:/JT'dS
s

= [ aas
N
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Con la ayuda del teorema de Stokes se pueden transformar (21), (26) y (22) a las equivalen-
tes relaciones en términos del rotacional:

VXM:Jb

Vx —=]Jr
Ho
o
Se destacardn (26) y (27), s6lo las dos expresiones que involucran la carga libre, en el
trabajo que sigue.

La relacién entre B, H y M expresada en (25) puede simplificarse para medios lineales
e isotrépicos donde la susceptibilidad magnética yx, puede definirse:

M = x,H (28)

Entonces, se tiene

B = wo(H + x,H)
= H’O:u'rH

donde
mr =1+ Xm (29)
se define como la permeabilidad relativa p.. Ademds, se define la permeabilidad p:

= fopr (30)

y esto habilita para escribir una relacién sencilla entre B y H,

B = uH (31)

Dado un material de ferrita que opera en modo lineal con B = 0.05 T, suponer que i, = 50
y calcular los valores de x,, My H.

Solucién. Puesto que i, =1 + ¥, se tiene
Jon = 1ty — 1 =49
También,

B =, pnoH

0.05

- P 796 A/
50 x 47 x 107 m
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La magnetizacion es x, H, 0 39 000 A/m. Algunas formas alternativas de relacionar By H
son, primero,

B = po(H + M)

0.05 = 47 x 1077(796 + 39 000)

y se advierte que las corrientes ligadas producen 49 veces la intensidad de campo magnéti-
co que causan las cargas libres, y segundo,

B = prpoH

0.05 =50 x 47 x 1077 x 796

donde se utiliza la permeabilidad relativa de 50 y se deja que esta cantidad explique com-
pletamente la parte correspondiente al movimiento de cargas ligadas. Se pondra especial
cuidado en esta interpretacion en los capitulos siguientes.

Las dos primeras leyes que se estudiaron para campos magnéticos fueron las de Biot-
Savart y la ley circuital de Ampere. Ambas restringieron su aplicacion al espacio libre. Aho-
ra se puede extender su aplicacién a cualquier material magnético homogéneo, lineal e
isotrépico que pueda describirse en términos de una permeabilidad relativa (.

Tal como se encontrd para materiales dieléctricos anisotrépicos, la permeabilidad de un
material magnético anisotropico debe darse como una matriz de 3 x 3, mientras que para B
y H son matrices de 3 x 1. Se tiene

B, = . Hy + I'nyHy + i H;
By = wy Hy + pnyyHy + py H;
B, = u. H, + l/«zyHy + o H,

Entonces, para materiales anisotropicos, B = yH es una ecuacién matricial; sin embargo,
B =y (H + M) sigue siendo vilida, aunque B, H y M no sean paralelas en general. El ma-
terial magnético anisotropico mds comun es un monocristal ferromagnético, aunque tam-
bién presentan anisotropia las peliculas magnéticas delgadas. Sin embargo, la mayoria de
las aplicaciones de materiales ferromagnéticos involucran arreglos policristalinos que son
mucho mads ficiles de hacer.

Las definiciones de susceptibilidad y permeabilidad también dependen de la suposicién
de linealidad. Desgraciadamente, esto es verdad s6lo para los materiales paramagnéticos y
diamagnéticos menos interesantes, para los cuales la permeabilidad relativa rara vez difiere de
la unidad en més de una parte en mil. Algunos valores tipicos de susceptibilidad para mate-
riales diamagnéticos son: hidrégeno, —2 x 107>; cobre, —0.9 x 107>; germanio, —0.8 x 107;
silicio, —0.3 x 107, y grafito —12 x 107. Varias susceptibilidades paramagnéticas repre-
sentativas son: oxigeno, 2 x 1076 tungsteno, 6.8 x 107>; 6xido férrico (Fe,0,), 1.4 x 1073,
y 6xido de itrio (Y,0,), 0.53 x 10°. Si se toma simplemente la razén de By UoH como la
permeabilidad relativa de un material ferromagnético, los valores tipicos de u, fluctuaran
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desde 10 a 100 000. Se dice con frecuencia que a los materiales diamagnéticos, paramagné-
ticos y antiferromagnéticos se les llama no magnéticos.

D9.6 Encontrar la magnetizacién en un material magnético donde: a) u = 1.8 x
10->H/my H = 120 A/m; b) ui, = 22, y hay 8.3 x 10?® dtomos/m?, y cada dtomo tie-
ne un momento dipolar de 4.5 x 1072 A - m? ¢) B=300 uTy x, = 15.

Respuesta: 1 599 A/m; 374 A/m; 224 A/m

D9.7 La magnetizacion en un material magnético para el que x, = 8 tiene un valor,
en una cierta region, de 150zzax A/m. En z = 4 cm, encontrar la magnitud de: a) J,,
b)J;c) ),

Respuesta: 13.5 A/m?; 1.5 A/m?%; 12 A/m?

9.7 Condiciones de frontera magnéticas

No sera dificil obtener condiciones adecuadas de frontera para aplicar B, H y M en la inter-
faz entre dos materiales magnéticos diferentes, pues se han resuelto problemas similares pa-
ra materiales conductores y dieléctricos. No se necesitan nuevas técnicas.

La figura 9.10 muestra una frontera entre dos materiales isotropicos, homogéneos y li-
neales con permeabilidades u, y i,. La condicién de frontera para las componentes normales

By, " H,
. \ /
Area AS \
o ay
Ho
/ "\
By,

Figura 9.10 Una superficie gaussiana y una trayectoria cerrada se
construyen en la frontera entre el medio 1y el 2, que tienen
permeabilidades de u, y u,, respectivamente. A partir de ello, se
determinan las condiciones de frontera B,, = B, y H,; — H,, =K, la
componente de la densidad de corriente superficial esta dirigida hacia el
interior de la pagina.
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se determina permitiendo que la superficie corte una pequefia superficie gaussiana cilindri-
ca. Si se aplica la ley de Gauss para el campo magnético que se presento en la seccion 8.5,

%BwiS:O
s

BNlAS - BNZAS = 0

se encuentra que

0
Entonces,
Hys = “LHy, (33)
“2

La componente normal de B es continua, pero la componente normal de H es discontinua
por el cociente W, /.

La relacion entre las componentes normales de M, desde luego, se fija una vez que se
conoce la relacion entre las componentes de H. Respecto a materiales magnéticos lineales
el resultado se escribe simplemente como

M1 Xm2 M1
My, = Xm2M_HN1 =2 My, (34)
2

Xm1 M2

A continuacion, la ley circuital de Ampere,

se aplica con respecto a una pequefa trayectoria cerrada en un plano normal a la superficie
de frontera, como se muestra a la derecha en la figura 9.10. Tomando un recorrido, en sen-
tido de las manecillas del reloj alrededor de la trayectoria, se encuentra que

Hy AL — HoAL = KAL

donde se supone que la frontera puede conducir una corriente superficial K cuya componen-
te normal al plano de la trayectoria cerrada es K. Entonces

Htl - sz =K (35)

Las direcciones se especifican con mayor exactitud empleando el producto cruz para iden-
tificar las componentes tangenciales,

H; —Hy) xay;; =K

donde a,,, es la normal unitaria en la frontera dirigida desde la regién 1 a la regién 2. Una
formulacién equivalente en términos de las componentes tangenciales vectoriales puede re-
sultar mds conveniente para encontrar H:

H;  —Hpy =ay;; xK
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Para B tangencial, se tiene

By B
L L (36)
231 “2

La condicién de frontera sobre la componente tangencial de la magnetizacién para materia-
les lineales es, por lo tanto,

Xm2

ml

M, =

Mtl - XmZK (37)

Las ultimas tres condiciones de frontera sobre las componentes tangenciales son, des-
de luego, mucho mds sencillas si la densidad de corriente superficial es cero. Esta es una
densidad de corriente libre y debe ser cero si ninglin material es conductor.
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EJEMPLO 9.6

Para ilustrar estas relaciones con un ejemplo, suponer que (= y, = 4 yH/m en la regién 1
donde z > 0, mientras que (4, = 7uH/m en la regioén 2 dondequiera que z < 0. Ademads, sea
K= 80ax A/m sobre la superficie z = 0. Se establece un campo, B, = Zax — 3ay +a, mT,
en laregién 1y se busca el valor de B,.

Solucién. La componente normal de B, es
Byi = (Bi-ayip)ayi2 = [(2a, — 3a, +a;)-(—ay)](—a;) = a, mT
Por lo tanto,
Byo =By =a, mT
Enseguida se determinan las componentes tangenciales:

Btl = Bl — BNl = Zax — 33), mT

y

B 2a, —3a,)1073

H = o @A 230 S 950a, A/m

I 4 x 106

Entonces,
H;» = H;; —ay;» x K=500a, — 750a, — (—a;) x 80a,
= 500a, — 750a, + 80a, = 500a, — 670a, A/m
y
By, =wH,),=7x 10_6(SOOaX —670a,) = 3.5a, — 4.69a, mT

Asi,

B, =By + By, =3.5a, —4.69a, +a, mT
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D9.8 Sea una permitividad de 5 yH/m en la region A donde x < 0 y de 20 yH/m en
la regién B donde x > 0. Si existe una densidad de corriente de superficie K = ISan
— 200a,A/menx =0y si H, = 300a, — 40an + 500a_ A/m, encontrar: a) |[H
b) [HyJ; ) [H,l; d) [Hy).

aalle

Respuesta: 640 A/m; 300 A/m; 695 A/m; 75 A/m

9.8 EIl circuito magnético

En esta seccidn se hard una breve digresion para comentar las técnicas fundamentales invo-
lucradas en la solucién de una clase de problemas magnéticos conocidos como circuitos
magnéticos. Como se verd en breve, el nombre proviene de la gran similitud con el andlisis
de circuitos resistivos de cd con los que se supone que todo es facil. La tnica diferencia im-
portante es la naturaleza no lineal de las porciones ferromagnéticas del circuito magnético;
los métodos que se deben adoptar son similares a aquellos que se requieren en circuitos
eléctricos no lineales que contienen diodos, termistores, filamentos incandescentes y otros
elementos no lineales.

Como punto de partida conveniente, se identificardn aquellas ecuaciones de campo en
las que se basa el andlisis de circuitos resistivos. Al mismo tiempo se indicardn o derivardn
las ecuaciones andlogas para el circuito magnético. Se empezard con el potencial electros-
tatico y su relacion con la intensidad de campo eléctrico,

E=-VV (384)

El potencial magnético escalar ya se definid, y su relacién andloga con la intensidad de cam-
po magnético es

He—vV, (38b)

Tratdndose de circuitos es conveniente llamar a V, la fuerza magnetomotriz, o fmm, y se
debe reconocer la analogia con la fuerza electromotriz o fem. Las unidades de la fmm son,
desde luego, amperes, pero para reconocer que se emplean con mucha frecuencia las bobi-
nas con muchas vueltas, se utiliza el término “ampere-vueltas”. Recuérdese que no puede
fluir ninguna corriente en ninguna region en la que V, est€ definido.

La diferencia de potencial eléctrico entre los puntos A y B puede escribirse como

B
Vag = / E-dL (39a)
A

y la correspondiente relacion entre la fmm y la intensidad de campo magnético,

B
Viuap = / H-dJdL (39b)
A

se analiz6 en el capitulo 8, donde se aprendié que la trayectoria seleccionada no debe cru-
zar la barrera de superficie elegida.
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La ley de Ohm para circuitos eléctricos tiene la forma punto
J=0E (40a)
y se ve que la densidad de flujo magnético serd andloga a la densidad de corriente,
Encontrar la corriente total requiere integrar:
1= [3-as (“1a)
s

Una operacidén correspondiente es necesaria para determinar el flujo total magnético que
fluye a través de la seccién transversal de un circuito magnético:

@:/B-dS (41b)
S

Entonces, se define la resistencia como la relacion de la diferencia de potencial y la co-
rriente, o
V =1IR (42a)

y ahora se define la reluctancia como la relacioén de la fuerza magnetomotriz y el flujo to-

tal; entonces
V= ®NR (42b)

donde la reluctancia se mide en ampere-vueltas por weber (A - t/Wb). En resistencias he-
chas de material lineal isotrépico y homogéneo de conductividad o y con seccidn transver-
sal de drea S y de longitud d, la resistencia total es

d

" oS

(43a)

Si se es bastante afortunado como para tener un material magnético lineal, isotrépico y ho-
mogéneo de longitud d y seccion transversal uniforme S, entonces la reluctancia total es

N=— 43b
S (43b)

El dnico material de este tipo para el cual se aplicard esta relacion es el aire.
Por tltimo, considérese el andlogo de la fuente de voltaje en un circuito eléctrico. Se
sabe que la integral de linea cerrada de E es cero,

%E-dL:O

En otras palabras, la ley de Kirchhoff de voltajes establece que la elevaciéon de potencial a
través de la fuente es exactamente igual a la caida de potencial a través de la carga. La ex-
presion para el fendmeno magnético toma una forma ligeramente diferente,
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f H.-dL = Lol

puesto que la integral de linea cerrada no es cero. Dado que la corriente total unida por la
trayectoria se obtiene, por lo general, permitiendo a una corriente / fluir a través de una
bobina de N vueltas, se puede expresar el resultado como

?{H-dL = NI (44)

En un circuito eléctrico la fuente de voltaje es una parte de la trayectoria cerrada; en el cir-
cuito magnético la bobina portadora de corriente rodeard o unird al circuito magnético. Al
trazar un circuito magnético no se puede identificar un par de terminales en las cuales la
fuerza magnetomotriz esté aplicada. La analogia mds cercana aqui consiste en un par de cir-
cuitos acoplados en los cuales existan voltajes inducidos (y para los cuales, como se verd en
el capitulo 10, la integral de linea cerrada de E es también distinta a cero).

Se aplicardn algunas de estas ideas en un circuito magnético sencillo. Con el propdsito
de evitar por ahora las complicaciones de materiales ferromagnéticos, se supondrd que se
tiene un toroide de 500 vueltas con nucleo de aire, con una seccion transversal igual a 6 cm?,
un radio medio de 15 cm y una corriente de la bobina de 4 A. Como se sabe ya, el campo
magnético estd confinado al interior del toroide, y si se considera la trayectoria cerrada del
circuito magnético a lo largo del radio medio, se encerrardn 2 000 A - t,

Vm, fuente = 2 000 A - ¢

Aunque el campo en el toroide no es muy uniforme, para fines practicos se supondra que lo
es; se puede calcular la reluctancia total del circuito de la siguiente manera

d 27 (0.15)

== =125x10° A - /Wb
uS  4w1077 x 6 x 1074

N

Por lo tanto,

Vs 2000

= =1.6x107°Wb
R 1.25 x 10°

b =

. . 1 2
Este valor del flujo total tiene un error menor a %, en comparacion con el valor que se ob-
tiene cuando se utiliza una distribucién exacta de flujo sobre la seccidn transversal.
De aqui

) 1.6 x 107°
B =22 _267x1073T
S 6 x 10~*
y, por ultimo,
_ B 2.67x 1073

= = 5 =2120A-Unm
" T

Como una prueba, aplicando directamente la ley circuital de Ampere con este problema
simétrico,

H¢27[r = NI
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con lo que se obtiene

NI 500 x 4

Hy=—=——-—=2120A/m
2nr 6.28 x 0.15
en el radio medio.

El circuito magnético en este ejemplo no da ninguna oportunidad para encontrar la fmm
a través de elementos diferentes en el circuito, pues hay sélo un tipo de material. El circui-
to eléctrico andlogo es, desde luego, una sola fuente y una tnica resistencia. Sin embargo,
se podria haber hecho lucir tan largo como el andlisis anterior si se hubiese encontrado la
densidad de corriente, la intensidad de campo eléctrico, la corriente total, la resistencia y
la fuente de voltaje.

Aparecen problemas de mayor interés y mas practicos cuando hay materiales ferromag-
néticos en el circuito. Se empezard considerando la relacién de B y H en tal material. Se
puede suponer que se estd estableciendo una curva de B vs H para una muestra de material
ferromagnético que estd completamente desmagnetizado; ambos, B y H, son cero. Al co-
menzar a aplicar una fmm, la densidad de flujo también aumenta, pero no linealmente,
como lo muestran los datos experimentales cerca del origen en la figura 9.11. Después de
que H alcanza un valor de alrededor de 100 A - t/m, la densidad de flujo aumenta mas len-
tamente y comienza a saturarse cuando H estd en varios cientos de A - t/m. Después de al-
canzar una saturacién parcial, véase ahora la figura 9.12, donde se continu6 el experimento
en el punto x reduciendo H. Los efectos de la histéresis comienzan a mostrarse y no se
puede trazar de nuevo la curva original. Aun cuando H sea cero, B = B, la densidad de
flujo remanente. A medida que H se invierte y después regresa a cero y el ciclo comple-
to se traza varias veces, se obtiene el circulo de histéresis de la figura 9.12. La fmm que
se requiere para reducir la densidad de flujo a cero se identifica como H , la “fuerza” coer-
citiva. Para pequefios valores maximos de H se obtienen pequefios circuitos de histéresis

1.4

0 100 300 500 700 900
H(A- t/m)

Figura 9.11 Curva de magnetizacion de una muestra de
hoja de acero al silicio.
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Figura 9.12 Un lazo de histéresis para el acero al silicio. Se
indica la fuerza coercitiva H, y la densidad de flujo remanente B.,.

y el lugar geométrico de las puntas es casi el mismo de la curva de magnetizacion origi-
nal de la figura 9.11.

Se utilizard la curva de magnetizacién del acero al silicio para resolver un problema de cir-
cuito magnético que es ligeramente distinto al del ejemplo anterior. Se usard un nicleo de
acero en el toroide, excepto en una banda de aire de 2 mm. Los circuitos magnéticos con
bandas de aire se presentan porque las desuniones o espacios se introducen deliberadamen-
te en algiin dispositivo, como las bobinas que deben conducir grandes corrientes directas, o
porque son inevitables en otros dispositivos como maquinas rotativas, o debido a problemas
inevitables en el ensamble de los dispositivos. Existen 500 vueltas alrededor del toroide, y
se quiere saber qué corriente se necesita para establecer una densidad de flujode 1 T en to-
das partes del ntcleo.

Solucion. Este circuito magnético es andlogo a un circuito eléctrico que contiene una
fuente de voltaje y dos resistencias, una de las cuales no es lineal. Puesto que se proporcio-
na la “corriente” es facil encontrar el “voltaje” a través de cada elemento y de aqui obtener
la “fem” total. En la banda de aire,

dy; 2x 1073
9{aire =—= X =2.65x 106 A - t/Wb
uS 471077 x 6 x 10~4

Conociendo el flujo total,

®=BS=16x10%H=6x10"*Wb
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que es el mismo, tanto para el aire como para el acero, se puede encontrar la fmm requeri-
da para la banda,

Vipaire = (6 x 1074)(2.65 x 10%) = 1590 A - t

Respecto a la figura 9.11, se requiere un campo magnético intenso de 200 A - t/m para pro-
ducir una densidad de flujo de 1 T en el acero. Entonces
Hycero =200 A - t
Vm,acero = Hacero dacero = 200 x 0.307
= 188A-t

Por lo tanto, la fmm total es 1 778 A - t, y la corriente requerida en la bobina es de 3.56 A.
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Deben tomarse en cuenta las varias aproximaciones realizadas para obtener esta res-
puesta. Se ha mencionado ya la falta de una seccién transversal completamente uniforme, o
una simetria cilindrica; la trayectoria de cada linea de flujo no es de la misma longitud. La
elecciéon de una longitud de trayectoria “media” puede ayudar a compensar este error en
problemas en los que pueda tener mds importancia que en este ejemplo. El flujo de los bor-
des en la banda de aire es otra fuente de error, y se dispone de férmulas para las cuales se
puede calcular una longitud efectiva y un drea de seccidn transversal para el espacio que
proporciona resultados mds exactos. Existe también una fuga de flujo entre las espiras de
alambre, y en dispositivos con espiras concentradas en una seccién del nicleo unas pocas
lineas de flujo “puentean” el interior del toroide. El efecto de bordes y fugas son problemas
que rara vez aparecen en el circuito eléctrico, ya que la relacién de la conductividad del
aire y la conductividad o resistencia de los materiales utilizados es muy alta. En contraste,
la curva de magnetizacion para el acero al silicio muestra que el cociente de H'y B en el ace-
ro es de alrededor de 200 en la “rodilla” de la curva de magnetizacién, lo que se compara
con un cociente en el aire de alrededor de 800 000. Por lo tanto, aunque el flujo prefiere al
acero en vez del aire con una razén dominante de 4 000 a 1, este valor estd muy alejado de
la razén de conductividades de 10" para un buen conductor y un buen aislante.

EJEMPLO 9.8

Como tltimo ejemplo considérese el problema inverso. Dada una corriente en la bobina de
4 A en el circuito magnético anterior, ;cudl serd la densidad de flujo?

Solucion. Primero hay que linealizar la curva de magnetizacién mediante una linea recta
desde el origen a B = 1, H = 200. Se tiene entonces B = H/200 en el acero y B = [;H en
el aire. Las dos reluctancias son 0.314 x 10° para la trayectoria en el acero, y 2.65 x 10°
para el espacio de aire 0 2.96 x 10° A - /Wb total. Ya que V., es 2000 A -t el flujo es
6.76 x 107* Wb, y B = 1.13T. Se obtiene una solucién mds exacta tomando varios valores de
By calculando la fmm necesaria. Graficando los resultados se determina el valor verdade-
ro de B por interpolacion. Con este método se obtiene B = 1.10 T. La exactitud del modelo
lineal se debe a que la reluctancia de la banda de aire en el circuito magnético es con fre-
cuencia mucho mayor que la de la porcion ferromagnética del circuito. Entonces, puede to-
lerarse una aproximacion relativamente pobre para el hierro o el acero.
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L;y=8cm
Iy L,=16cm

| itk =\ Material: acero al silicio

1 \

| |

| |

L1 I

| |

' \

l

| S,=3 cm?2 * 0.5 cm
S;=5cm? | 1

| |

| |

1 1

| 1

S _

Figura 9.13 Véase el problema D9.9.

D9.9 Dado el circuito magnético de la figura 9.13, supéngase B = 0.6 T en el pun-
to medio del trayecto izquierdo y encuéntrese: a) V, . :b) V, . c) la corriente re-
querida en un embobinado de 1300 vueltas rodeando el trayecto izquierdo.

Respuesta: 3980A - t;72A - t;3.12 A

D9.10 La curva de magnetizacion para el material X en condiciones de operacion
normales puede aproximarse mediante la expresién B = (H/160)(0.25 + e~1320),
donde H estd en A/m y B estd en 7. Si un circuito magnético contiene una longitud de
12 cm de material X, asi como 0.25 mm de banda de aire, supéngase una seccién
transversal uniforme de 2.5 cm? y encuéntrese la fmm total requerida para producir
un flujo de: @) 10 uWb; b) 100 uWhb.

Respuesta: 8.58 A - (;86.7A -t

9.9 Energia potencial y fuerzas
en materiales magnéticos

En el campo electrostatico se introdujo la carga puntual y la ley experimental de fuerza en-
tre cargas puntuales. Después de definir la intensidad de campo eléctrico, la densidad de flu-
jo eléctrico y el potencial eléctrico se encontrd una expresion para la energia en el campo
electrostatico definida como el trabajo necesario para llevar una carga puntual desde el in-
finito hasta su lugar final de reposo. La expresién general para la energia es

1
WEz—/ D-Edv (45)
2 vol

donde se supone una relacién lineal entre D y E.
Esto no es tan facil de realizar respecto al campo magnético estable. Podria parecer que
se debe partir de dos fuentes simples, tal vez dos ldminas de corriente, encontrar la fuerza



9.9 Energia potencial y fuerzas en materiales magnéticos

sobre una debida a la otra, mover la lamina un diferencial de distancia en contra de esta fuer-
za e igualar el trabajo necesario con el cambio de la energfa. Si se hiciera asi se cometeria
un error, ya que la ley de Faraday (propuesta en el capitulo siguiente) muestra que habra un
voltaje inducido en la ldmina de corriente que fue desplazada (de la placa) contra la cual la
corriente se debe mantener. Cualquiera que sea la fuente que suministre la ldmina de co-
rriente, llegard a recibir la mitad de energia que se suministra al mover el circuito.

En otras palabras, la densidad de energia en el campo magnético se determinard mds fa-
cilmente después de analizar los campos variantes con el tiempo. Se analizard la expresion
apropiada en el estudio del teorema de Poynting en el capitulo 11.

Sin embargo, en este momento resulta posible una aproximacién alternativa, ya que es
posible definir un campo magnetostatico basado en la suposicién de polos magnéticos (o
cargas magnéticas). El empleo del potencial magnético escalar permite encontrar entonces
una expresion para la energia por medio de métodos similares a los utilizados para obtener
la expresion respecto a la energia electrostatica. Introducir estas nuevas cantidades magne-
tostaticas serfa pagar un precio muy alto por un resultado sencillo, y por lo tanto se presen-
tard simplemente el resultado, por el momento, y se demostrard que la misma expresién
aparecerd después en el teorema de Poynting. La energia total almacenada en un campo
magnético estable en el cual B se relaciona linealmente con H es

1
WH=—/ B-Hdv (46)
2 vol

Poniendo B = uH se tienen las formulaciones equivalentes

1
Wy = L / WHdy @7)
2 vol
(0]
1 B2
Wy = / B4 (48)
2 vol M

De nuevo, es conveniente pensar que esta energia se distribuye a través del volumen con
una densidad de energia de %B - H J/m?3, aunque no haya una justificacién matematica para ello.

A pesar del hecho de que estos resultados son validos s6lo para medios lineales, se pueden
emplear en el cdlculo de las fuerzas sobre materiales magnéticos no lineales si se centra la
atencion en el medio lineal (aire, en general) que puede rodearlos. Por ejemplo, supéngase
que se tiene un solenoide largo con ntcleo de acero al silicio. Una bobina que tiene n vuel-
tas/m con una corriente / lo rodea. La intensidad de campo magnético en el centro es por lo
tanto n/ A - t/m, y la densidad de flujo magnético se puede obtener de la curva de magneti-
zacion del acero al silicio. Lldmese a este vector B . Supdngase que el nicleo estd compues-
to de dos cilindros semiinfinitos?> que apenas se tocan. Se aplica ahora una fuerza mecénica
para separar estas dos secciones del centro mientras se mantiene una densidad de flujo cons-
tante. Al aplicar una fuerza F sobre una distancia dL se hace entonces un trabajo F' dL. La
ley de Faraday no se aplica aqui, pues los campos en el nicleo no cambian, y se puede

2 Un cilindro semiinfinito es un cilindro de longitud infinita que tiene un extremo localizado en el espacio finito.
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aplicar entonces el principio de trabajo virtual para determinar que el trabajo realizado al
mover uno de los nicleos aparece como energia almacenada en el espacio de aire que se ha
creado. Mediante (48) este incremento es

1 B2
dWy = FdL = = —2SdL
2 1o

donde S es el drea de la seccion transversal del nicleo. Entonces

2
P BZS
210
Si, por ejemplo, la intensidad de campo magnético es suficiente para producir saturacién en
el acero, aproximadamente de 1.4 T, la fuerza es

F=7.80x10’S N

o alrededor de 113, 1b/pulg®.

D9.11 ) ;Qué fuerza se ejerce sobre las caras de los polos del circuito descrito
en el problema D9.9 y la figura 9.13? b) ;La fuerza intenta cerrar o abrir la banda
de aire?

Respuesta: 1 194 N; como diria Wilhelm Eduard Weber, “schliessen’.

9.10 Inductancia e inductancia mutua

La inductancia es el Gltimo de los tres pardmetros familiares de la teorfa de circuitos que se
definird en términos mds generales. La resistencia se defini6 en el capitulo 5 como la razén
de la diferencia de potencial entre dos superficies equipotenciales de un material conductor
y la corriente total a través de una u otra superficie equipotencial. La resistencia es solamen-
te funcion de la geometria y la conductividad. La capacitancia se definié en el mismo capi-
tulo como la razén de carga total en una de las superficies equipotenciales, y la diferencia
de potencial entre las superficies. La capacitancia es funcion solamente de la geometria de
las dos superficies conductoras y la permitividad del medio dieléctrico entre ellas.

Como un preludio para definir la inductancia, es necesario introducir primero el con-
cepto de eslabonamiento de flujo. Considérese un toroide de N vueltas en el cual una co-
rriente / produce un flujo total ®. Se supondrd primero que este flujo forma un eslabén o
rodea cada una de las N vueltas, y se verd que cada una de las N vueltas eslabona el flujo
total ®@. El eslabonamiento de flujo N® se define como el producto del nimero de vueltas
Ny el flujo ® que forma un eslabén en cada una de ellas.? Para una bobina que tiene una
sola vuelta, el eslabonamiento de flujo es igual al flujo total.

3 El simbolo A se usa comtinmente para el eslabonamiento del flujo; sin embargo, este concepto se utilizard sélo
ocasionalmente, asi que se continuard escribiendo como N®.
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Ahora se define inductancia (o autoinductancia) como la razén del total de eslabona-
miento de flujo entre la corriente a la cual eslabonan,

_N®
T

L (49)

La corriente I que fluye en la bobina de N vueltas produce el flujo total ® y un eslabo-
namiento de flujo N®, donde se supondra por el momento que el mismo flujo ® eslabona
cada vuelta. Esta definicion se aplica s6lo a medios magnéticos lineales, de manera que el
flujo es proporcional a la corriente. Si hay materiales ferromagnéticos no existe una defini-
cioén particular de inductancia que sea ttil en todos los casos, por lo que se restringird la
atencion a materiales lineales.

La unidad de inductancia es el henry (H), que equivale a un weber-vuelta por ampere.

Se aplicard (49) en forma directa para calcular la inductancia por unidad de longitud de
un cable coaxial de radio interior a y radio exterior b. Se puede tomar la expresion para el
flujo total sefialada como ecuacién (42) en el capitulo 8,

Mo Id b

In —
2 a

P

y obtener, rapidamente, la inductancia para una longitud d,

L=tdy by
2 a
0, por unidad de longitud,
b
L="1%2 wm (50)
27 a

En este caso N = 1 vuelta, y todo el flujo eslabona toda la corriente.
En el problema de una bobina toroidal de N vueltas y corriente I que se muestra en la
figura 8.12b, se tiene

NI
By = Mo

2rp
Si las dimensiones de la seccion transversal son pequefias comparadas con el radio medio
del toroide 0y, entonces el flujo total es

NIS
b — Mo

27 po

donde S es el drea de la seccion transversal. Al multiplicar el flujo total por N se tiene el es-
labonamiento de flujo, y dividiéndolo entre I se tiene la inductancia
[LQN 2S

L= 51
2o oD

Una vez mas se ha supuesto que todo el flujo eslabona todas lasvuetas y resulta una
buena suposicién para una bobina toroidal de muchas vueltas muy juntas. Sin embargo, su-
péngase que el toroide tiene un espaciamiento apreciable entre vueltas, una pequefia parte
del cual aparece en la figura 9.14. El eslabonamiento de flujo ya no es el producto del flujo
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Figura 9.14 Una porcién de una bobina que muestra un
eslabonamiento parcial de flujo. El eslabonamiento total de flujo
se obtiene sumando los flujos que eslabonan cada vuelta.

en el radio medio por el niimero de vueltas. Con el propdsito de obtener un eslabonamien-
to total de flujo se debe observar la bobina vuelta por vuelta.

(N®)ota = D1+ Do+ -+ -+ D+ -+ Dy

N
=) @
i=1

donde @, es el flujo que eslabona la i-€sima vuelta. Antes de hacerlo con frecuencia se con-
fia en la experiencia y las cantidades empiricas llamadas factores de devanado, asi como en
factores de paso, para ajustar la férmula basica al aplicarla al mundo fisico real.

Una definicidn equivalente para la inductancia puede hacerse aplicando un punto de
vista energético,

2w
=
[2

(52)

donde [/ es la corriente total que fluye en la trayectoria cerrada, y W, la energia en el cam-
po magnético que produce la corriente. Después de emplear (52) en la obtencién de otras
expresiones para la inductancia, se mostrard que resulta equivalente a (49). Primero, la ener-
gia potencial W, se expresa en términos de los campos magnéticos,

fvo]B.HdU

B (53)

L=
y reemplazando B por V x A,

1
L=7/ILNXMW
I vol
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La identidad vectorial

V:AxH)=H-(VxA)—A-(VxH) (54)
puede probarse desarrolldndola en coordenadas cartesianas. Entonces, la inductancia es
1
L:ﬁ[/ V-(AxH)dv—i—/ A-(VxH)dv} (55)
vol vol

Después de aplicar el teorema de la divergencia a la primera integral y poniendo V x
H = J en la segunda integral, se tiene

L= i|:f(AxH)-dS+f A-Jdv]
12 N vol

La integral de superficie es cero, puesto que la superficie encierra el volumen que con-
tiene toda la energia magnética, y esto requiere que A y H sean cero en la superficie limi-
tante. Por lo tanto, la inductancia puede escribirse como

1
12 vol

La ecuacidén (56) expresa la inductancia en términos de una integral de los valores A y
J en cada punto. Puesto que la densidad de corriente existe s6lo dentro del conductor, el in-
tegrando es cero en todos los puntos fuera del conductor y el potencial magnético vectorial
no necesita determinarse ahi. El vector potencial es el que proviene de la corriente J, y cual-
quier otra fuente de corriente que contribuya al campo de vector potencial en la regién de
la densidad de corriente original debe ignorarse por ahora. Después se verd que esto condu-
ce a la inductancia mutua.

El potencial magnético vectorial A debido a J estd dado por la ecuacién (51), capitulo 8,

A:/ LIPS
vol 47TR

y, por lo tanto, la inductancia puede expresarse bdsicamente como una doble integral de vo-

lumen bastante complicada,
1
L:—/ / ) g (57)
12 vol vol 4R

Se obtiene una expresion integral algo mas sencilla restringiendo la atencién a filamentos
de corriente de seccion transversal pequefia para los cuales J dv puede reemplazarse por I dL,
y la integral de volumen por una integral cerrada de linea a lo largo del eje del filamento,

1 il dL
L=— -1 dL
12 (?g 4R >

- )

El unico interés presente en las ecuaciones (57) y (58) recae en la implicacién de que
la inductancia es una funcion de la distribucion de la corriente en el espacio o de la geome-
tria de la configuracién del conductor.

Con el propésito de obtener la definicién original de la inductancia (49) se planteard la
hipétesis de la existencia de una distribucién de corriente uniforme en un conductor fila-
mentario de seccidn transversal pequeiia de modo que Jdv en (56) se convierte en I dL,

L A-Jdv (56)

(58)
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L=%¢A-dL (59)

En una seccién transversal pequefia dL. puede tomarse a lo largo del centro del filamento.
Aplicando ahora el teorema de Stokes se obtiene

L=1f(vXA)-ds
I Js

0
1
L=—fB-dS
IJs
0
()
L =— 60
7 (60)

Al repasar los pasos con que se obtuvo (60) es preciso advertir que el flujo @ es esa
porcidn del flujo total que pasa a través de cualquiera y aun una superficie abierta cuyo pe-
rimetro es la trayectoria de la corriente filamentaria.

Ahora, si el alambre hace N vueltas idénticas con respecto al flujo total, una idealiza-
cion que puede realizarse estrechamente en algunos tipos de bobinas, la integral cerrada de
linea debe consistir de N vueltas con respecto a esta trayectoria comun y (60) se vuelve

_NO
T

L (61)
El flujo @ es ahora el flujo que cruza cualquier superficie cuyo perimetro es la trayectoria
que ocupa una de las N vueltas. Sin embargo, la inductancia de una bobina de N vueltas pue-
de seguir obteniéndose de (60), si se tiene en cuenta que el flujo es aquel que cruza la su-
perficie complicada* cuyo perimetro consiste en todas las N vueltas.

Al emplear cualquiera de las expresiones de la inductancia para un conductor filamen-
tario verdadero (que tiene radio cero) se llega a un valor infinito de la inductancia, a pesar
de la configuracion del alambre. La ley circuital de Ampere muestra que cerca del conduc-
tor la intensidad del campo magnético varia inversamente con la distancia desde el conductor,
y una sencilla integracion muestra que una cantidad infinita de energia y una cantidad
infinita de flujo estdn contenidas en cualquier cilindro finito alrededor del filamento. Este
problema se elimina especificando un pequefio pero finito radio filamentario.

El interior de cualquier conductor contiene también flujo magnético, y este flujo esla-
bona una fraccidn variable de la corriente total, lo que depende de su localizacion. Este es-
labonamiento de flujo origina una inductancia interna, que debe combinarse con la
inductancia total. La inductancia interna de un alambre largo recto de seccién transversal
circular, de radio a y distribucién de corriente uniforme es

La,int = % H/m (62)

un resultado que se pide en el problema 9.43 al final de este capitulo.

4 Algo asi como una rampa en espiral.



9.10 Inductancia e inductancia mutua

En el capitulo 12 se verd que la distribucién de corriente en un conductor a altas fre-
cuencias tiende a concentrarse cerca de la superficie. El flujo interno se reduce y, por lo ge-
neral, es suficiente considerar sélo la inductancia externa. Sin embargo, a bajas frecuencias
la inductancia interna puede ser una parte importante de la inductancia total.

Para concluir se define la inductancia mutua M, entre los circuitos 1y 2, en términos
de eslabonamientos mutuos del flujo

M, = (63)

donde @, significa el flujo que produce 1, que eslabona la trayectoria de la corriente fila-
mentaria [,, y N, es el nimero de vueltas del circuito 2. La inductancia mutua, por lo tanto,
depende de la interaccién magnética entre dos corrientes. S6lo con una u otra corriente la
energia total almacenada en el campo magnético puede encontrarse en términos de una in-
ductancia sencilla, o autoinductancia; con ambas corrientes que tienen valores distintos de
cero, la energfa total es una funcién de las dos autoinductancias y la inductancia mutua. En
términos de la energia mutua es factible mostrar que (63) es equivalente a

1
My = / (B, - Hy)dv (64)
L Jyo
(0]
1
My = —— / (uH, - Hy)dv (65)
Ll Jyo

donde B, es el campo que resulta de I, (con I, = 0) y H, es el campo debido a I, (con I, =
0). Al intercambiar los subindices no hay cambio en el lado derecho de (65) y, por lo tanto,

(66

La induccién mutua también se mide en henrys, y se confia en que el contexto en que
se utiliza permita diferenciarla de la magnetizacion, que también se representa con M.
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EJEMPLO 9.9

Calcular las autoinductancias y las inductancias mutuas entre dos solenoides coaxiales de
radios R, y R, R, > R, que conducen corrientes I, e I, con n, y n, vueltas/m, respectiva-
mente.

Solucion. En primera instancia se resolverdn las inductancias mutuas. De la ecuacién
(15), capitulo 8, haciendo que n, = N/d, se obtiene

H] =nlllaz (0<,O<R1)
=0 (p>Ry)

H2 = nz[zaz (0 <p< Rg)
=0 (p>Ry)
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Entonces, para este campo uniforme

@1y = pon )R}

My = poninanR;
De manera similar,
®y1 = pona LRT
My = poninamR} = My,
Si n; = 50 vueltas/cm, n, = 80 vueltas/cm, R, = 2 cm y R, = 3 c¢m, entonces
My = My = 47 x 1077(5 000)(8 000)7(0.02%) = 63.2 mH/m
Las autoinductancias se encuentran facilmente. El flujo que produce la bobina 1 por I, es
@1y = pon )R}
y, por lo tanto,
Ly =puoniSid H
La inductancia por unidad de longitud es, por lo tanto,

L[ = MQH%S] H/m

Ly =395 mH/m

De manera similar,

Ly = puon3S, =22.7 mH/m

Se ve, por consiguiente, que existen muchos métodos disponibles para el cdlculo de la
autoinductancia y la inductancia mutua. Desafortunadamente, aun los problemas con un al-
to grado de simetria presentan integrales que implican un reto para su evaluacion y sélo es-
tdn disponibles unos cuantos problemas para probar nuestra destreza.

La inductancia se estudiard en términos de circuito en el capitulo 11.

D9.12 Calcular la autoinductancia de: @) 3.5 m de cable coaxial con a = 0.8 mm y
b = 4 mm, relleno con un material en el que i, = 50; b) una bobina toroidal de 500
vueltas, envuelta en fibra de vidrio que tenga una seccidn transversal cuadrada de 2.5
x 2.5 cm y radio interior de 2 cm; ¢) un solenoide que tenga 500 vueltas alrededor de
un nucleo cilindrico de 2 cm de radio en el que g, = S0 para0 < p < 0.5cmy p =1
para 0.5 < p < 2 cm; la longitud del solenoide es de 50 cm.

Respuesta: 56.3 yH; 1.01 mH; 3.2 mH



Problemas

D9.13 Un solenoide de 50 cm de largo y 2 cm de didmetro tiene 1 500 vueltas. El
nucleo cilindrico tiene un didmetro de 2 cm y una permitividad relativa de 75. Esta
bobina es coaxial con un segundo solenoide, también de 50 cm de longitud, pero con
un didmetro de 3 cm y 1 200 vueltas. Calcular: a) L para el solenoide interior; b) L
para el solenoide exterior; c¢) el valor de M entre los dos solenoides.

Respuesta: 133.2 mH; 86.7 mH; 106.6 mH

Lecturas complementarias

1.

Kraus, J. D. y D. A. Fleisch (véanse las lecturas complementarias del capitulo 3). En las pp. 99-
108 se citan ejemplos del cdlculo de la inductancia.

Matsch, L. W. (véanse las lecturas complementarias del capitulo 6). El capitulo 3 estd dedicado a
circuitos magnéticos y materiales ferromagnéticos.

Paul, C. R., K. W. Whites y S. Y. Nasar (véanse las lecturas complementarias del capitulo 8). Los
circuitos magnéticos, incluyendo aquellos con imanes permanentes, se estudian en las pp. 263-270.

Problemas

9.1

9.2

9.3

94

9.5

Una carga puntual, Q = —0.3 uC y m = 3 x 1076 kg, se mueve a través del campo
E = 30a_ V/m. Utilizar la ecuacién (1) y las leyes de Newton para desarrollar las
ecuaciones diferenciales apropiadas y resolverlas, sujetas a las condiciones iniciales
ent=0,v=3 x 1053 m/s en el origen. En # = 3 us, encontrar: a) la posicion P(x,
y, z) de la carga; b) la velomdad v; ¢) la energia cinética de la carga.

Una carga puntual, Q = —0.3 uC y m = 3 x 1070 kg, se mueve a través del campo
B = 30a, mT. Empléense la ecuacion (2) y las leyes de Newton para desarrollar las
ecuaciones diferenciales apropiadas y resuélvanse, sujetas a la condicién inicial en
t=0,v=3x 105ax m/s en el origen. Resolver estas ecuaciones (quizd con la ayu-
da del ejemplo dado en la seccién 7.5) para evaluar en t = 3 us: a) la posicién P(x,
¥, z) de la carga; b) su velocidad; c) y su energfa cinética.

Una carga puntual con Q =2 x 1071 Cym =5 x 10720 kg se estd moviendo a tra-
vés de los campos combinados E = 100a, — 2003 + 3003 VimyB = —3a_+ Za,
—a_mT. Si la velocidad de la cargaen 7 = 0 es v(O) (23 —3a,—4a) 105 m/s
a) proporcwnar el vector unitario que muestra la direccion en la que la carga se ace-
lera en t = 0; b) encontrar la energfa cinética de la carga en t = 0.

Demostrar que una particula cargada en un campo magnético uniforme describe una
orbita circular con un periodo orbital que es independiente al radio. Encontrar la re-
lacién entre la velocidad angular y la densidad de flujo magnético para un electrén
(la frecuencia del ciclotron).

Un circuito rectangular de alambre en el espacio libre une los puntos A(1, 0, 1), B(3,
0, 1), C@3,0,4)y D(1, 0, 4) a A. El alambre lleva una corriente de 6 mA que fluye
en la direccion de a_ de B a C. Una corriente filamentaria de 15 A fluye a lo largo del
eje z en la direccion a. a) Encontrar F en el lado BC. b) Encontrar F en el lado AB.

¢) Encontrar F,_  en el lazo.
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9.6

9.7

9.8

9.9

9.10

9.11

9.12

Figura 9.15 Véase el problema 9.6.

La densidad de flujo magnético en una regién del espacio libre estd dada por B =
—3xa, + Sya, — 2za_T. Encontrar la fuerza total en el lazo rectangular que muestra
la figura 9.15 si se encuentra en el plano z = 0 y estd limitada porx =1, x =3,y =2
y y = 5, todas las dimensiones estdn en cm.

Una placa de corriente uniforme estd ubicada en el espacio libre como sigue: 8a_ A/m
eny=0,—4a A/meny=1y —4a A/meny = —1. Encontrar el vector fuerza por
metro de longltud ejercida en un ﬁlamento de corriente que lleva 7 mA en la direc-
cion a; si el filamento estd ubicado en: a) x =0,y =0.5,ya, =a;b)y=0.5,z=0
ya,=ajc)x=0,y=15ya =a.

Dos corrientes filamentarias de —25a_y 25a_A estdn ubicadas en el plano x = 0 en
el espacio libre en y = —1 y y = 1, respectivamente. Una tercera corriente filamen-
taria de 10*3az A se encuentra ubicada en x = k, y = 0. Encontrar el vector fuerza so-
bre una longitud de 1 m de un filamento de 1 mA y graficar |F| versus k.

Una corriente de —100a_ A/m fluye en un cilindro conductor de p = 5 mm y otra co-
rriente +500a, A/m estd presente en el cilindro conductor de p = 1 mm. Encontrar
la magnitud de la fuerza total por metro de longitud que actda para separar el cilin-
dro exterior longitudinalmente.

Una linea de transmisién plana consiste en dos planos conductores de ancho b sepa-
rados d m en el aire, transportando corrientes iguales y opuestas de / A. Si b > d, en-
contrar la fuerza de repulsién por metro de longitud entre los dos conductores.

a) Utilizar la ecuacién (14), seccién 9.3, para demostrar que la fuerza de atraccion
por unidad de longitud entre dos conductores filamentarios en el espacio libre con co-
rrientes /ja_enx =0,y =d2el,a enx =0,y = —d/2, es yyl,1,(2rnd). b) Demos-
trar como puede utilizarse un método mds sencillo para verificar el resultado.

Una franja de corriente conductora que lleva K = 12a_ A/m se encuentra en el plano
x=0entre y = 0.5y y = 1.5 m. También hay una corriente filamentaria / = 5 A en
la direccion a_ sobre el eje z. Encontrar la fuerza ejercida sobre a) el filamento por la
franja de corriente; b) la franja por el filamento.



9.13

9.14

9.15

9.16

9.17

9.18

9.19

9.20

9.21

Problemas

Una corriente de 6 A fluye desde M(2, 0, 5) a N(5, 0, 5) en un conductor sélido y rec-
to en el espacio libre. Un elemento filamentario infinito esta sobre el eje z y lleva 50 A
en la direccion a_. Calcular el par vectorial en el segmento de alambre utilizando un
origen en: a) (0, b, 5); b) (0, 0, 0); ¢) (3, 0, 0).

El circuito rectangular del problema 9.6 se encuentra sujeto al campo B que produ-
cen dos placas de corriente K| = 400ay A/menz=2yK,=300a, A/meny =0,
en el espacio libre. Encontrar el par vectorial en el lazo en relacwn con el origen a)
en (0, 0, 0); b) en el centro del lazo.

Un filamento conductor sélido se extiende de x = —b a x = b a lo largo de la linea y
= 2, z = 0. Este filamento lleva una corriente de 3 A en la direccién a . Un filamen-
to infinito en el eje z lleva 5 A en la direccién a_. Obtener una expresion para el par
ejercida sobre el conductor finito alrededor de un origen ubicado en (0, 2, 0).

Supéngase que un electrén describe una 6rbita circular de radio a alrededor de un
nucleo cargado positivamente. a) Seleccionando una corriente y un drea apropiadas,
demostrar que el momento dipolar orbital equivalente es ea’w/2, donde  es la velo-
cidad angular del electrén. b) Demostrar que el par producida por un campo magné-
tico paralelo al plano de la 6rbita es ea?wB/2. ¢) Igualando las ecuaciones de la fuerza
de Coulomb y centrifuga, demostrar que w es (4meym a’le?)~"2, donde m, es la ma-
sa del electron. d) Encontrar valores para la velocidad angular, par, y momento mag-
nético orbital para el 4tomo de hidrégeno, donde a es de alrededor de 6 x 10~!'m
seaB=05T.

El 4tomo de hidrégeno descrito en el problema 9.16 estd ahora sujeto al campo mag-
nético que tiene la misma direccién que el dtomo. Demostrar que las fuerzas causa-
das por B resultan en una disminucion de la velocidad angular en eB/(2m,) y una
disminucion del momento orbital en ezazB/(4m6). (Cudles son estas disminuciones
para el &tomo de hidrégeno, en partes por millon, para una densidad de flujo magné-
tico externo de 0.5 T?

Calcular el par vectorial sobre el lazo cuadrado cerrado de alambre que muestra la fi-
gura 9.16 con respecto al origen de A en el campo B, dado por: a) A(0, 0,0) y B =
100a, mT; b) A(0, 0, 0) en B = 200a, + 100a, mT; ¢) A(1, 2, 3) y B =200a, + 100a,
— 3003 mT; d) A(1,2,3)y B _2003 + 100a — 300a, mT para x > 2yB —0
en cualqu1er otro lado.

Dado un material en el que Koy = 3.1 y dentro del cual B = O.4yaZ T, encontrar: a) H;
byu,oyu,dyM;e)J; H J,: 8 Jr

Encontrar H en un material en el que a) u, = 4.2, existen 2.7 x 10% dtomos/m?, y
cada 4tomo tiene un momento dipolar de 2.6 x IO‘XOa) A - m?% b) M = 270a, A/m
y 4 =2uHm;c) x, =0.7y B =2a_T. d) Encontrar M en un material donde hay
densidades de corriente de superficie enlazadas de 12a_A/my —9a_A/men p = 0.3
m y 0.4 m, respectivamente.

Encontrar la magnitud de la magnetizacién en un material para el cual: @) la densi-
dad de flujo magnético es 0.02 Wb/m?; b) la intensidad de campo magnético, de 1 200
A/m, y la permeabilidad relativa, 1.005; ¢) hay 7.2 x 10?3 4tomos por metro ctbico,
cada uno con momento dipolar magnético de 4 x 1073® A - m? en la misma direc-
cion, y la susceptibilidad magnética es de 0.003.
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9.22

9.23

9.24

9.25

9.26

9.27

-2,-2,0) -2,2,0)

(2,-2,0)

Figura 9.16 Véase el problema 9.18.

En ciertas condiciones es posible aproximar los efectos de los materiales ferromag-
néticos suponiendo linealidad en la relacion de By H. Sea . = 1 000 para un cier-
to material con el que estd fabricado un alambre cilindrico de radio de 1 mm. Si/ =1
A'y la distribucién de corriente es uniforme, encontrar @) B, b)) H,c) M, d) Jy e) J,,
en el alambre.

Calcular los valores de H¢, B¢ y M¢ en p = ¢ para un cable coaxial con a = 2.5 mm
y b = 6 mm si lleva una corriente / = 12 A en el centro del conductor y ¢t = 3 uH/m
para25 mm < p <35 mm, 4 =5 yH/m para 3.5 mm < p <45 mmy y = 10 uH/m pa-
ra4.5 mm < p < 6 mm. Utilizar ¢ =: @) 3 mm; b) 4 mm; ¢) 5 mm.

Una linea de transmision coaxial tiene a = 5 mm y b = 20 mm. Su centro coincide
con el eje z y una corriente directa / fluye en la direccion a_en el centro del conduc-
tor. El volumen entre los conductores contiene un material magnético para el que
U, = 2.5, asi como aire. Encontrar H, B y M en cualquier punto entre los conductores

si H = 600 A/men p=10mm, ¢ = % y los materiales magnéticos se localizan
b4

donde: a)a < p <3a;b) 0 < p<m.
Un filamento conductor en z = 0 lleva 12 A en la direccion a . Sea y, = 1 para p <
lcem, g, =6paral <p<2cmyu, =1parap < 2 cm. Encontrar: @) H en cual-
quier punto; ) B en cualquier punto.

Dos placas de corriente, K@a A/menz =0y _Kan A/m en z = d, estan separadas
por dos barras de material magnético, u, para0 <z <ay U ,paraa <z <d.Siu,
= 3u,,, encontrar el cociente a/d tal que 10 por ciento del flujo magnético total estd
en laregion 0 < z < a.

Sea u,, = 2 en la regioén 1, definida por 2x + 3y — 4z > 1, donde u_, = 5 en la re-
gién 2 donde 2x + 3y — 4z < 1. Enlaregién 1, H; = 50a_ — 3an + 20a_ A/m. En-
contrar: ) Hy,; b) H,; ) H,; d) Hy; e) 0,, el dngulo entre H, y a,,; f) 0,, €l dngulo
entre H, y a,,,.

zl;



9.28

9.29

9.30

9.31

9.32

9.33

Problemas

i

Figura 9.17 Véase el problema 9.28.

Para valores de B por debajo de la rodilla de la curva de magnetizacién para el acero
al silicio, aproximar la curva por una linea recta con ¢ = 5 mH/m. El nicleo mostra-
do en la figura 9.17 tiene dreas de 1.6 cm? y longitudes de 10 cm en cada pierna ex-
terna, y un drea de 2.5 cm? y una longitud de 3 cm en la pierna central. Una bobina de
1 200 vueltas que lleva 12 mA se coloca alrededor de la pierna central. Encontrar B
en: a) la pierna central; b) la pierna central si hay una banda de aire de 3 mm en ella.

En el problema 9.28, la aproximacion lineal sugerida en el planteamiento del proble-
ma lleva a una densidad de flujo de 0.666 T en la pierna central. Utilizando este va-
lor de By la curva de magnetizacion para el acero al silicio, ;qué corriente se requiere
en la bobina de 1 200 vueltas?

Un nicleo toroidal tiene una seccion transversal circular de 4 cm?. El radio medio del
toroide es de 6 cm. El nicleo se compone de dos segmentos semicirculares, uno de
acero al silicio y el otro de un material lineal con u = 200. Hay una banda de aire
de 0.4 mm en cada una de las uniones y al niicleo lo rodea una bobina de 4 000 vuel-
tas que lleva una corriente de cd /,. a) Encontrar /; si la densidad de flujo en el ni-
cleo es de 1.2 T. b) Encontrar la densidad de flujo en el nicleo si I, = —0.3 A.

Un toroide esté construido de un material magnético que tiene una seccidn transver-
sal de 2.5 cm? y una longitud efectiva de 8 cm. También existe una pequefia banda de
aire de 0.25 mm de longitud y un drea efectiva de 2.8 cm?. Una fmm de 200 A - t se
aplica al circuito magnético. Calcular el flujo total en el toroide si el material mag-
nético: a) se supone que tiene una permeabilidad infinita; b) se supone que es lineal
con = 1000; c) es acero al silicio.

Determinar la energia total almacenada en una regién esférica de 1 cm de radio, cen-
trada en el origen en el espacio libre en un campo uniforme: a) H, = —60an Alm;
b) H, = 600a, + 1200a A/m; ¢) H; = —600a, + 1 200a  A/m; d) H, = H, + H;
e) 1000a, A/m + 0.001a, T.

Un nicleo toroidal tiene una seccidn transversal cuadrada, 2.5 cm < p < 3.5 cm, —0.5
cm < z < 0.5 cm. La mitad superior del toroide, 0 < z < 0.5 cm, estd construida de un
material lineal para el que u,. = 10, mientras que la mitad inferior, —0.5 cm < z < 0,
tiene un (= 20. Una fmm de 150 A - t establece un flujo en la direccién a,. Para
z > 0, encontrar: a) H ¢(,0); b)B ) (p); ©) D d) Repetir con z > 0. ¢) Encontrar ®

total”®
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9.34

9.35

9.36

9.37

9.38

9.39

Figura 9.18 Véase el problema 9.35.

Determinar la energia almacenada por unidad de longitud en el campo magnético in-
terior de un alambre recto, infinitamente largo de radio a, que lleva una corriente
uniforme /.

Los conos 6 = 21° y 6 = 159° son superficies conductoras y llevan corrientes totales
de 40 A, como lo muestra la figura 9.18. Las corrientes regresan sobre una superficie
esférica conductora de 0.25 m de radio. a) Encontrar H en la regiéon 0 < r < 0.25,
21° < 0 < 159°, 0 < ¢ < 2m. b) ;Cudnta energia estd almacenada en esta regién?

Las dimensiones del conductor exterior de un cable coaxial son b y ¢, donde ¢ > b.
Suponiendo 4t = p,,, encontrar la energia magnética almacenada por unidad de lon-
gitud en la regién b < p < ¢ para una corriente total distribuida uniformemente / que
fluye en direcciones opuestas en los conductores interior y exterior.

Encontrar la inductancia de la configuracién cono-esfera descrita en el problema 9.35
y la figura 9.18. La inductancia es la correspondiente a la region entre los vértices del
cono.

Un nucleo toroidal tiene una seccién transversal rectangular definida por las superfi-
ciesp=2cm, p=3cm,z=4cmy z=4.5 cm. El material del nicleo tiene una
permeabilidad relativa de 80. Si el ndcleo estd enrollado con una bobina que tiene
8 000 vueltas de alambre, encontrar su inductancia.

Los planos conductores colocados en el aire en z = 0 y z = d llevan corrientes super-
ficiales £K,a, A/m. a) Encontrar la energia almacenada en el campo magnético por
unidad de longitud (0 < x < 1) en una anchura w(0 < y < w). b) Calcular la inductan-
cia por unidad de longitud de esta linea de transmision a partir de W, = %LI 2, don-
de I es la corriente total en una anchura w en cualquiera de los dos conductores.
¢) Calcular el flujo total que pasa a través del rectdngulo 0 <x < 1,0 <z < d,enel
plano y = 0 y a partir de este resultado encontrar nuevamente la inductancia por uni-
dad de longitud.



9.40

9.41

9.42

9.43

Problemas

Las dimensiones de los conductores de un cable coaxial son de 1 y 5 mm. La regién

. T 3 .
entre los conductores es aire parael que 0 < ¢ < 0 ymw<¢< - y un material

. b4 3
no conductor que tiene una , = 8 para ) <¢p<my > < ¢ < 2. Encontrar

la inductancia por metro de longitud.

Una bobina rectangular tiene 150 vueltas de conductor filamentario. Encontrar la in-
ductancia mutua en el espacio libre entre esta bobina y un filamento recto infinito en
el eje z si las cuatro esquinas de la bobina se encuentran ubicadas en: a) (0, 1, 0), (0,
3,0),0,3, )y (0, 1,1);b)(1,1,0),(1,3,0), (1,3, 1) y (1, 1, 1).

Encontrar la inductancia mutua entre dos filamentos que forman anillos circulares de
radio a y Aa, donde Aa < a. El campo se debe determinar a través de métodos apro-
ximados. Los anillos son coplanares y concéntricos.

a) Utilizar las relaciones de energia para demostrar que la inductancia interna de un
alambre cilindrico no magnético de radio a que lleva una corriente distribuida unifor-
memente [ es U,/(8) H/m. b) Encontrar la inductancia interna si se quita la porcion
del conductor para la cual p < c < a.
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Campos variantes
con el tiempo y ecuaciones
de Maxwell

as relaciones fundamentales de la electrostatica y los campos magnéticos estables se

obtuvieron en los tltimos nueve capitulos y ahora se estd en condiciones de analizar

los campos que varian con el tiempo. El estudio serd breve, puesto que el andlisis y
el célculo vectorial ahora deberan ser herramientas mucho mas familiares; algunas relacio-
nes no cambian y la mayoria sélo lo hace ligeramente.

Se presentardn dos conceptos nuevos: el campo eléctrico que produce un campo mag-
nético cambiante y el campo magnético que genera un campo eléctrico cambiante. El pri-
mero de estos conceptos es el resultado del trabajo experimental de Michael Faraday, y el
segundo, de los esfuerzos tedricos de James Clerk Maxwell.

En realidad, Maxwell se inspird en el trabajo experimental de Faraday y en la imagen
mental de las “lineas de fuerza” que éste introdujo en el desarrollo de su teoria eléctrica y
magnética. Era 40 afios mds joven que Faraday, pero se trataron durante los cinco afios que
Maxwell permanecié en Londres como un joven profesor, pocos afios después de que Fara-
day se retirara. Maxwell desarroll6 su teoria después de desempefiar su puesto de profesor
y mientras trabajaba solo en su casa en Escocia. Esto le tom6 cinco afios, entre los 35 y los 40.

Las cuatro ecuaciones fundamentales de la teoria electromagnética presentadas en este
capitulo llevan su nombre. ll

10.1 Ley de Faraday

Después de que Oersted' demostrara en 1820 que una corriente eléctrica afecta la aguja de
una brijula, Faraday manifest6 su creencia de que si una corriente podia producir un cam-
po magnético, entonces un campo magnético deberia ser capaz de producir una corriente.

! Hans Christian Oersted fue profesor de fisica en la Universidad de Copenhague, en Dinamarca.



10.1 Ley de Faraday

El concepto de “campo” no existia en ese entonces y el éxito de Faraday consisti6 en de-
mostrar que una corriente podia producirse por “magnetismo’.

Trabaj6 en este problema de manera intermitente a lo largo de un periodo de 10 afios,
hasta que finalmente tuvo éxito en 1831.2 Enroll6 dos alambres separados alrededor de un
toroide de hierro y colocé un galvanémetro en un circuito, y en el otro, una baterfa. Al ce-
rrar el circuito de la bateria observo una deflexion momentdnea del galvanémetro; una
deflexién similar, pero en sentido contrario, ocurria cuando se desconectaba la baterfa. Es-
to, por supuesto, fue el primer experimento en el que se incluia un campo magnético varia-
ble, que fue seguido por una demostracién de que tanto un campo magnético maovil como
una bobina mévil podian producir una deflexién del galvanémetro.

En términos del campo, ahora se puede decir que un campo magnético que varia con el
tiempo produce una fuerza electromotriz (fem) capaz de producir una corriente en un circui-
to cerrado adecuado. Una fuerza electromotriz no es otra cosa que un voltaje procedente de
los conductores que se mueven en un campo magnético o de campos magnéticos variantes,
que serdn definidos mas adelante. Se acostumbra expresar la ley de Faraday como

dd
fem=—-—V (D
dt

La ecuacién (1) implica una trayectoria cerrada, aunque no necesariamente conductora; la
trayectoria cerrada, por ejemplo, puede incluir un capacitor o ser solamente una linea ima-
ginaria en el espacio. El flujo magnético es el flujo que cruza a través de cualquier superfi-
cie cuyo perimetro sea una trayectoria cerrada y d®/dt es la razén de cambio de dicho flujo
con respecto al tiempo.

Un valor diferente de cero de d®/dt puede ser el resultado de cualquiera de las siguien-
tes situaciones.

1. Un flujo que cambia con el tiempo circundando una trayectoria cerrada fija.
2. El movimiento relativo entre un flujo estable y una trayectoria cerrada.

3. Una combinacion de las dos.

El signo de menos indica que la fem tiene una direccién tal que produce una corriente,
cuyo flujo, si se suma al flujo original, reduciria la magnitud de la fem. Este enunciado que
establece que el voltaje inducido actda para producir un flujo opuesto se conoce como la /ey
de Lenz.’

Si la trayectoria cerrada es un filamento conductor enrollado de N vueltas, por lo gene-
ral es suficientemente preciso considerar las vueltas como coincidentes y hacer

dd
fem = —N— 2)
dt

donde & se interpreta como el flujo que pasa a través de cualquiera de las N trayectorias
coincidentes.

2 Joseph Henry obtuvo resultados similares en la Albany Academy, en Nueva York, mas o menos al mismo tiempo.
3 Henri Frederic Emile Lenz naci6 en Alemania pero trabajé en Rusia. Publicé su ley en 1834.
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Se necesita definir la fem de acuerdo con su utilizacién en (1) y en (2). Obviamente la
fem es un escalar y (esto quizds no es tan obvio) un andlisis dimensional muestra que se mi-
de en volts. Se define la fem como

km:%EdL 3)

obsérvese que es el voltaje a lo largo de una trayectoria cerrada especifica. Si se cambia cual-

quier parte de la trayectoria, la fem por lo general cambia. La desviacién con respecto a los

resultados estdticos se observa claramente en (3), puesto que una intensidad de campo eléctri-

co resultado de una distribucién de carga estdtica genera una diferencia de potencial cero a lo

largo de una trayectoria cerrada. En electrostatica, la integral de linea da lugar a una diferen-

cia de potencial; con campos variantes con el tiempo, el resultado es una fem o un voltaje.
Al sustituir @ en (1) por la integral de superficie de B, se tiene

km:%EdL:—i/BdS @)
dt Jg

en donde los dedos de la mano derecha indican la direccién de la trayectoria cerrada, y el
pulgar, la direccidn dS. Una densidad de flujo B en la direccion de dS que aumenta con
el tiempo produce un valor promedio de E que es opuesto a la direccién positiva en que se
recorre la trayectoria cerrada. La relacién de mano derecha entre la integral de superficie y
la integral de linea cerrada en (4) siempre debe tenerse en mente durante las integraciones
de flujo y la determinacién de la fem.

La investigacion se dividird en dos partes, primero se encontrard la contribucion total
que hace a la fem un campo variable dentro de una trayectoria estacionaria (fem de trans-
formador), y después se considerard una trayectoria en movimiento dentro de un campo
constante (fem de generador).

Considérese primero una trayectoria estacionaria. El flujo magnético es la unica canti-
dad que varia con el tiempo en el lado derecho de (4), y la derivada parcial puede introdu-
cirse dentro de la integral,

B
km:fEdL:— B s )
s o1

Antes de aplicar este sencillo resultado a un ejemplo, se obtendra la forma puntual de es-
ta ecuacion integral. Aplicando el teorema de Stokes a la integral de linea cerrada, se tiene

9B
/(VxE)-dS:—/—-dS

en donde las integrales de superficie pueden evaluarse sobre superficies idénticas. Las su-
perficies son generales y pueden escogerse como diferenciales,

9B
(V xE)-dS =~ -dS

VXE= 0 6
xE=——
at ©)




10.1 Ley de Faraday

Esta es una de las cuatro ecuaciones de Maxwell escrita en forma diferencial o puntual;
forma en la que generalmente se emplea. La ecuacién (5) es la forma integral de esta ecua-
cién y es equivalente a la ley de Faraday aplicada a una trayectoria fija. Si B no es una funcién
del tiempo, (5) y (6) evidentemente se reducen a las ecuaciones electrostaticas,

f E.dL =0 (electrostiticas)

V x E =0 (electrostaticas)

Como ejemplo de la interpretacion de (5) y (6), supéngase un campo magnético senci-
llo que aumente exponencialmente con el tiempo dentro de una regién cilindrica p < b,

B = Bye"'a, (7

en donde B, = constante. Escogiendo la trayectoria circular p = a, a < b, en el plano z = 0,
alo largo de la cual E " debe ser constante por simetria, entonces se tiene a partir de (5)

fem = 2naE, = —kBoeM' wa®
La fem a lo largo de esta trayectoria cerrada es —kBOek’ymz. Es proporcional a a2, ya que la
densidad de flujo magnético es uniforme y el flujo que pasa a través de la superficie en cual-
quier momento es proporcional al drea.

Si se sustituye a por p, p < b, la intensidad de campo eléctrico en cualquier punto es

E= —%kBoek’pa(b (8)

Ahora se intentard obtener el mismo resultado de (6), que se transforma en

1 0(oE
(V x E), = —kBpelt = 1 2PEe)
o dp

Se multiplica por p y se integra de 0 a p (tratando a f como una constante, ya que la deriva-
da es una derivada parcial),

- %kBoek’,o2 = pEy

E = —1kBye" pa,

una vez més.

Si B, se considera positivo, un filamento conductor con resistencia R tendrfa un flu-
jo de corriente en la direccién negativa de a s Y €sta corriente estableceria un flujo dentro
de un anillo circular en la direccion negativa de a_. Dado que E » crece exponencialmente
con el tiempo, la corriente y el flujo también lo hacen tendiendo a reducir la razén de cam-
bio con respecto al tiempo del flujo aplicado y también la fem resultante de acuerdo con
la ley de Lenz.

Antes de dejar este ejemplo, resulta conveniente sefialar que el campo dado B no satis-
face todas las ecuaciones de Maxwell. Tales campos se suponen muy a menudo (siempre en
problemas de circuitos ca) y no causan dificultades cuando se interpretan adecuadamente.
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B (Uniforme)

1

2 V'] Voltimetro —_—y

Figura 10.1 Un ejemplo ilustrativo de la aplicacion de la ley de Faraday en el caso de una
densidad de flujo magnético constante y una trayectoria variable. La barra transversal se
mueve a la derecha con una velocidad v y el circuito se cierra a través de los dos rieles y un
voltimetro muy pequefo con una alta resistencia interna. La lectura del voltimetro es

Vi, = —Bvd.

Sin embargo, en ocasiones producen sorpresas. Estos campos en particular se estudiardn
mads adelante en el problema 10.19 al final de capitulo.

Ahora considérese el caso de un flujo constante en el tiempo y una trayectoria mévil
cerrada. Antes de obtener cualquier resultado especial con la ley de Faraday (1), se utiliza-
rd la ley fundamental para analizar el problema especifico planteado en la figura 10.1. El
circuito cerrado consiste de dos conductores paralelos conectados en un extremo por un vol-
timetro de alta resistencia y de dimensiones despreciables, y en el otro extremo, de una
barra deslizante que se mueve a una velocidad v. La densidad de flujo magnético B es cons-
tante (tanto espacial como temporalmente) y es normal al plano que contiene la trayectoria
cerrada.

La posicidn de la barra mdvil transversal serd denotada por y; entonces, el flujo que pa-
sa a través de la superficie dentro de la trayectoria cerrada en cualquier tiempo ¢ es,

o = Byd
De (1) se obtiene
do d
fem = —— = —B—yd = —Bvd )
dt dt

Como la fem estd definida como f E - dL y se tiene una trayectoria conductora, aho-
ra es posible determinar E en cualquier punto a lo largo de la trayectoria cerrada. Se en-
contrd en electrostdtica que la componente tangencial de E es cero en la superficie de un
conductor, y se demostrard en la seccidon 10.4 que la componente tangencial es cero en la
superficie de un conductor perfecto (o = 00) para toda condicidn de variacion con el tiem-
po. Esto equivale a decir que un conductor perfecto siempre produce un ‘“corto circuito”.
La trayectoria cerrada, mostrada en la figura 10.1, puede considerarse en su totalidad co-
mo un conductor perfecto, a excepcion del voltimetro. Entonces la evaluacién efectiva de

E - dL no debe involucrar contribuciones a lo largo de la barra mévil, los rieles y las ter-
minales del voltimetro. Dado que se estd integrando en la direccién inversa al movimiento
de las manecillas del reloj (manteniendo el interior del lado positivo de la superficie a la



10.1 Ley de Faraday

izquierda, como es usual), la contribucién E AL a través del voltimetro debe ser —Bvd, mos-
trando que la intensidad de campo eléctrico en el instrumento estd dirigida de la terminal 2
a la terminal 1. Para obtener una lectura de la escala, la terminal positiva del voltimetro de-
be ser, por consiguiente, la terminal 2.

La direccion del pequefio flujo de corriente resultante puede confirmarse observando
que el flujo encerrado se reduce debido a una corriente en sentido de las manecillas del re-
loj de acuerdo con la ley de Lenz. Se ve una vez mds que la terminal positiva del voltime-
tro debe ser la terminal 2.

Considérese ahora este ejemplo utilizando el concepto de fem de movimiento. La fuer-
za sobre una carga Q que se mueve a la velocidad v en el campo magnético B es

gzva (10)

La barra conductora deslizable estd compuesta de cargas positivas y negativas, y cada una
experimenta esta fuerza. La fuerza por unidad de carga, dada por (10), se llama intensidad

de campo eléctrico movil E, ,
v

Si el conductor moévil estuviera arriba de los rieles, la intensidad de campo eléctrico forza-
ria a los electrones a moverse hacia un extremo de la barra (el mds lejano) hasta que el cam-
po estdtico debido a estas cargas equilibrara al campo que indujo el movimiento de la barra.
La intensidad del campo eléctrico resultante en la direccion tangencial seria entonces cero
a lo largo de la longitud de la barra.

La fem de movimiento que produce el desplazamiento del conductor es entonces

fem=?§Em-dL=¢.(va)-dL (12)

en donde la dltima integral puede tener un valor diferente de cero solamente a lo largo de la
porcién de la trayectoria en movimiento a lo largo de cualquier porcidn para la cual v ten-
ga un valor distinto de cero. Evaluando el lado derecho de (12), se llega a

0
%(VXB)-dL:/ vBdx = —Bvd
d

como anteriormente se obtuvo. Esta es la fem total, puesto que B no es una funcién del tiempo.

En el caso de un conductor que se mueve en un campo magnético constante se puede
asociar una intensidad de campo eléctrico de movimiento dada por E,, = v x B a cada par-
te del conductor mévil y evaluar la fem resultante por medio de

fem:%E-dL:y{Em-dL=¢(va)-dL (13)

Si la densidad de flujo magnético también cambia con el tiempo, entonces se deben in-
cluir ambas contribuciones, la fem de transformador (5) y la fem de movimiento (12),

IB
femsz.sz— 5-als+f(v><B)-dL (14)
S
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Figura 10.2 Un aumento aparente en eslabonamientos de
flujo no conduce a un voltaje inducido cuando una parte del
circuito es simplemente sustituida por otra mediante la
apertura de un interruptor. Ninguna indicacién se observara
en el voltimetro.

Esta expresion es equivalente al sencillo enunciado

fem = o (1)
y cualquiera de las dos puede emplearse para determinar estos voltajes inducidos.

A pesar de que (1) parece sencilla, existen algunos ejemplos inventados en los cuales
su aplicacion adecuada es muy dificil. Generalmente, estos ejemplos involucran contactos
deslizantes o interruptores; siempre incluyen la sustitucién de una parte del circuito por una
nueva.* Como ejemplo, considérese el sencillo circuito de la figura 10.2, que contiene va-
rios alambres conductores perfectos, un voltimetro ideal, un campo uniforme y constante B
y un interruptor. Cuando el interruptor se abre, obviamente hay un mayor flujo encerrado en
el circuito del voltimetro, sin embargo, continlia marcando cero. El cambio en el flujo no
fue producido ni por un B que varia en el tiempo [primer término de (14)] ni por un con-
ductor moviéndose a través del campo magnético [segunda parte de (14)]. En su lugar, un
nuevo circuito sustituy6 al viejo. Asi que es necesario tener cuidado al evaluar el cambio en
eslabonamientos de flujo.

La separacion de la fem en dos partes indicada en (14), una debida a la razén de cam-
bio de B con el tiempo y la otra al movimiento del circuito, es de alguna manera arbitraria
considerando que esto depende de la velocidad relativa del observador y del sistema. Un
campo que cambia tanto en el tiempo como en el espacio pareceria constante a un observa-
dor que se mueve con el campo. Esta linea de razonamiento se desarrolla con mayor pro-
fundidad aplicando la teoria especial de la relatividad a la teoria electromagnética.’

D10.1 Dentro de cierta regién, ¢ = 107" F/my 4 = 107> H/m. Si B =2 x 107*

JE
cos 103 sen 1073y T: a) utilizar V x H = ¢ N para encontrar E; b) encontrar el
ir

flujo magnético total que pasa a través de la superficiex =0,0 <y <40m,0 < z<2 m,

4 Véase Bewley en las lecturas complementarias al final del capitulo, en particular las pp. 12-19.
3 Esto se estudia en algunas de las referencias listadas en las lecturas complementarias al final de este capitulo.
Véase Panofsky y Phillips, pp. 142-151; Owen, pp. 231-245; y Harman en varios lugares.
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en =1 us; c) encontrar el valor de la integral de linea cerrada de E alrededor del pe-
rimetro de la superficie dada.

Respuesta: —20 000 sen 10% cos 1073 ya, V/m; 0.318 mWb; —3.19 V

D10.2 En relacion con la barra deslizante que se muestra en la figura 10.1, sea d =
7cm,B=03a_Tyv=0.1a¢* m/s. Seay = 0 en ¢ = 0. Encontrar: a) v(z = 0); b)
yt=0.1);0)v(t=0.1);d) V,ent=0.1.

Respuesta: 0.1 m/s; 1.12 cm; 0.125 m/s; —2.63 mV

10.2 Corriente de desplazamiento

Se utiliz6 la ley experimental de Faraday para obtener una de las ecuaciones de Maxwell en
forma diferencial,

V xE 9B 15
R T (15
la cual muestra que un campo magnético variante con el tiempo produce un campo eléctri-
co. Si se recuerda la definicién de rotacional, se ve que este campo eléctrico tiene la propie-
dad espacial de la circulacién; su integral de linea a lo largo de una trayectoria cerrada en
general no es cero. Ahora se prestard atencion al campo eléctrico que varia con el tiempo.
Primero se debe observar la forma diferencial o puntual de la ley circuital de Ampere
cuando se aplica a campos magnéticos estables,

VxH=] (16)

y mostrar que es inadecuada para condiciones que varian con el tiempo, tomando la diver-
gencia de ambos lados de la ecuacion,

V.-VxH=0=V-]

Como la divergencia del rotacional es igual a cero, V - J es también cero. Sin embargo, la
ecuacion de continuidad,

_ 9py

ot
muestra que entonces (16) puede ser verdadera solamente si dp /dr = 0. Esta es una limi-
tante irreal, y (16) debe corregirse antes de aceptarla para campos variantes con el tiempo.
Supdngase que se afiade un término desconocido G a (16),

V.J:

VxH=J+G
Aplicando de nuevo la divergencia, se tiene

O:V-J+V.G

_0py
EY;

V.-G
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Reemplazando p por V - D,

0 oD
V.-G=—(V:-D)=V.—
at at
de la cual se obtiene la solucién mas sencilla para G.
B oD
Y]
Entonces la ley circuital de Ampere, en su forma diferencial o puntual, se transforma en
oD
VxH=J+ W (17)

La ecuacién (17) no ha sido demostrada, es simplemente una forma que se ha obteni-
do para que no haya desacuerdo con la ecuacion de continuidad. Ademads, es consistente con
todas las ecuaciones ya obtenidas y se acepta como se hizo para cada ley experimental y las
ecuaciones que de ella se derivan. Se ha construido una teoria y se tiene todo el derecho de
usar las ecuaciones a menos que se pruebe lo contrario, y esto nadie lo ha hecho, todavia.

Ahora se tiene la segunda de las ecuaciones de Maxwell y se investigard su significa-
do. El término adicional dD/dt tiene dimensiones de densidad de corriente, amperes sobre
metro cuadrado. Como resulta de una densidad de flujo eléctrico variante con el tiempo (o
densidad de desplazamiento), Maxwell lo nombré una densidad de corriente de desplaza-
miento. Algunas veces se denota por J :

VxH=J+1J,;
5, =D
Y

Este es el tercer tipo de densidad de corriente que se ha presentado hasta el momento. La
densidad de corriente de conduccidn,

J=0E
es la carga eléctrica en movimiento (generalmente electrones) en una regién con densidad
neta de carga nula, y la densidad de corriente de conveccion,

J= PV

es el movimiento de la densidad de carga volumétrica. Ambas se representan por J en (17).
La densidad de corriente ligada, por supuesto, también estd incluida en H. En un medio no
conductor en que no estd presente una densidad de carga volumétrica, J = 0, y entonces

oD
VxH=— (iJ=0) (18)
ot
Obsérvese la simetria entre (18) y (15):
VXxE=—-—— (15)
ot

Una vez mas, la analogfa entre los vectores de intensidad E y H y los vectores de den-
sidad de flujo D y B es aparente. Sin embargo, no se puede confiar mucho en esta analogfia,
ya que falla cuando se investigan fuerzas sobre particulas. La fuerza sobre una carga esta
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B
~

N

Figura 10.3 Un filamento conductor forma un lazo
conectando las dos placas paralelas de un capacitor. Un
campo magnético variante con el tiempo dentro de la
trayectoria cerrada produce una fem V,, cos ot a lo largo de
la trayectoria cerrada. La corriente / es igual a la corriente
de desplazamiento entre las placas del capacitor.

relacionada con E y B, y existen muy buenos argumentos que muestran una analogia entre
E y B, y entre D y H. Sin embargo, se omitirdn y sélo se apuntard que el concepto de co-
rriente de desplazamiento tal vez le fue sugerido a Maxwell por la primera simetria mencio-
nada anteriormente.®

La corriente total de desplazamiento que cruza cualquier superficie se expresa por la in-
tegral de superficie,

oD
Id=/Jd-dS= —-dS
s g ot
y se puede obtener la versidn para variantes con el tiempo de la ley circuital de Ampere in-

tegrando (17) sobre la superficie S,

oD
/(VxH)-dS:/J-dS+/ -dS
s s s ot
y aplicando el teorema de Stokes
oD
%H-dL:I—i—Id:I—i-/ = -dS (19)
s

(Cuadl es la esencia de la densidad de corriente de desplazamiento? Estidiese el circuito senci-
llo de la figura 10.3, que contiene un circuito filamentario y un capacitor de placas paralelas.

6 La analogia que relaciona B con D y H con E la defienden con decisién Fano, Chu y Adler (véanse las lecturas
complementarias en el capitulo 6) en las pp. 159-160 y 179; el caso para la comparacién de B con E y D con H se
presenta en Halliday y Resnick (véanse las lecturas complementarias de este capitulo) en las pp. 665-668 y 832-836.
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Dentro del lazo se establece un campo magnético, que varia sinusoidalmente con el tiempo,
para producir una fem sobre la trayectoria cerrada (el filamento mds la linea punteada entre
las placas del capacitor) que se tomard como

fem = V|, cos wt

Utilizando la teoria elemental de circuitos y suponiendo que el lazo tiene una resisten-
cia y una inductancia despreciables, se obtiene la corriente en el lazo dada por

I = —wCV,sen wt

eSV .
—w—Vysenw
70

en donde las cantidades €, S'y d conciernen al capacitor. Si se aplica la ley circuital de Am-
pere sobre la trayectoria circular cerrada mas pequefia k, y despreciando por el momento la
corriente de desplazamiento, resulta:

fH-dL:Ik
k

La trayectoria y el valor de H a lo largo de la trayectoria son cantidades definidas (aunque
dificiles de determinar) y f « H - dL es una cantidad definida. La corriente /, es la corrien-
te que atraviesa cada superficie cuyo perimetro sea la trayectoria k. Si se escoge una super-
ficie sencilla, la perforada por el alambre, como la superficie circular plana definida por la
trayectoria circular k, la corriente es evidentemente la corriente de conduccién. Suponga
ahora que se considera la trayectoria cerrada k como la boca de una bolsa de papel cuyo fon-
do pasa entre las placas del capacitor. La bolsa no se traspasa por el filamento y la corrien-
te de conduccidn es cero. Ahora es cuando se torna necesaria la corriente de desplazamiento,
puesto que para la parte interior del capacitor

Vo
D =¢E =¢ Fcoswt

I BDS eSV ,
=—85=—-w—Vysenw
a4 ot d

y, por lo tanto,

Este es el mismo valor que el de la corriente de conduccién en el filamento del lazo. De
esta manera la aplicacion de la ley circuital de Ampere con la corriente de desplazamiento
incluida para la trayectoria k conduce a que la integral de linea de H tenga un valor defini-
do. Este valor debe ser igual al de la corriente total que atraviesa la superficie escogida. Pa-
ra algunas superficies la corriente es casi en su totalidad corriente de conduccién, pero para
aquellas que pasan entre las placas del capacitor, la corriente de conduccién es cero y es la
corriente de desplazamiento la que ahora es igual a la integral de linea cerrada de H.

Fisicamente se debe observar que un capacitor almacena carga y que el campo eléctri-
co entre las placas del capacitor es mucho mayor que los pequefios campos externos de fu-
ga. Entonces, el error cometido cuando no se toma en cuenta la corriente de desplazamiento
sobre todas esas superficies que no pasan entre las placas es muy pequefio.

Las corrientes de desplazamiento estdn asociadas con campos eléctricos variantes
con el tiempo y, por lo tanto, existen en todo conductor imperfecto que lleva una corrien-
te de conduccidn variante con el tiempo. La dltima parte del siguiente problema de entre-
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namiento indica la razén de por qué esta corriente adicional nunca fue descubierta en for-
ma experimental.

D10.3 Encontrar la amplitud de la densidad de la corriente de desplazamiento: a)
adyacente a una antena de automovil donde la intensidad de campo magnético de una
sefial de FM es H, = 0.15 cos[3.12(3 x 108 — y)] A/m; b) en el espacio libre en un
punto dentro de un transformador de distribucién de gran potencia donde B = 0.8
cos[1.257 x 107%(3 x 103 — x)]ay T; c¢) dentro de un capacitor de potencia grande lle-
no de aceite donde €, = 5y E =0.9 cos[1.257 x 10753 x 10% — z\/g)]ax MV/m;
d) en un conductor metdlico de 60 Hz, si € = € = g, O = 5.8 x 107 S/m y
J =sen(377t — 117.1z)a. MA/m>.

Respuesta: 0.468 A/m?; 0.800 A/m?; 0.0150 A/m?; 57.6 pA/m?

10.3 Ecuaciones de Maxwell
en forma puntual

Se han obtenido dos de las ecuaciones de Maxwell para campos variantes con el tiempo,

9B
VxE=—— (20)
at
y
1))
VxH=J+ 1)

Las dos ecuaciones restantes permanecen sin cambio con respecto a la forma que tienen
cuando no existe dependencia temporal:

V:-B=0 (23)

La ecuacién (22) esencialmente establece que la densidad de carga es una fuente (o sumi-
dero) de las lineas de flujo eléctrico. Obsérvese que no se puede seguir diciendo que fodo
flujo eléctrico comienza y termina en una carga porque la parte importante de la ley de Fa-
raday (20) muestra que E, y también D, pueden tener circulacion si estd presente un campo
magnético variable. Por ello las lineas de flujo eléctrico pueden formar trayectorias cerra-
das. Sin embargo, sigue siendo cierto que cada coulomb de carga debe tener un coulomb de
flujo eléctrico saliendo de él.

Con la ecuacién (23) se reconoce el hecho de que se desconoce la existencia de “car-
gas magnéticas” o polos. El flujo magnético siempre se encuentra en circuitos cerrados y
nunca diverge de una fuente puntual.

Estas cuatro ecuaciones son la base de toda la teoria electromagnética. Son ecuacio-
nes diferenciales parciales que relacionan el campo eléctrico y el magnético entre si y
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con sus fuentes, cargas y densidades de corriente. Las ecuaciones auxiliares que relacio-
nan Dy E,

D =¢E (24)
B con H

B =uH (25)
que define la densidad de corriente de conduccion,

J=0E (26)

y que define la densidad de corriente de conveccién en términos de la densidad de carga vo-
lumétrica p,,

J=pv 27)

también son necesarias para definir y relacionar las cantidades que aparecen en las ecuacio-
nes de Maxwell.
Los potenciales V'y A no se incluyen en estas ecuaciones porque no son estrictamente ne-
cesarios, a pesar de lo mucho que se utilizan. Serdn analizados al final del presente capitulo.
Si no se cuenta con materiales apropiados para trabajar, entonces se debe sustituir (24)
y (25) por las relaciones que involucran los campos de polarizacién y de magnetizacion,

o

[B= o +M) | 29)

Para materiales lineales se puede relacionar P con E

P = x.¢FE (30)
y M con H

M = x,,H (31)

Por tltimo, debido a su importancia fundamental se debe incluir la ecuacién de la fuer-
za de Lorentz, escrita en su forma puntual como la fuerza por unidad de volumen,

f=p,(E+vxB) (32)

Los capitulos siguientes estdn dedicados a las aplicaciones de las ecuaciones de Max-
well en varios problemas sencillos.



10.4 Ecuaciones de Maxwell en forma integral

D10.4 Sea = 105 H/m, e =4 x 10° F/m, 0 =0y p, = 0. Encontrar k (inclu-
yendo sus unidades) de forma que cada uno de los siguientes pares de campos satis-
faga las ecuaciones de Maxwell: a) D = 6a_— 2yay + 2za_ nC/m? H = kxa + IOyay
—25za_ A/m; b) E = (20y —knja, V/m, H = (y + 2 x 106t)aZ A/m.

Respuesta: 15 A/m% —2.5 x 108 V/(m - s)

10.4 Ecuaciones de Maxwell
en forma integral

Las formas integrales de las ecuaciones de Maxwell son, generalmente, mds faciles de re-
conocer en términos de las leyes experimentales de las cuales se han deducido a través de
un proceso de generalizacion. Los experimentos deben tratar con cantidades fisicas macros-
copicas y sus resultados tienen que expresarse en términos de relaciones integrales. Una
ecuacion diferencial siempre representa una teoria. Se recopilaran ahora las formas integra-
les de las ecuaciones de Maxwell obtenidas en la seccién anterior.

Integrando (20) sobre una superficie y aplicando el teorema de Stokes, se obtiene la ley

de Faraday,
% E-dL = / o8 ds
s ot (33)
y si se aplica el mismo proceso a (21) se produce la ley circuital de Ampere,
oD
fH-szI%—/—-dS (34)
g ot

Las leyes de Gauss para los campos magnéticos y eléctricos se obtienen integrando (22)
y (23) sobre un volumen y utilizando el teorema de la divergencia:

f D.dS = / podv (35)
B vol

ygB-dSZO (36)
]

Estas cuatro ecuaciones integrales permiten encontrar las condiciones en la frontera de B,
D, H y E, las cuales son necesarias para evaluar las constantes obtenidas al resolver las
ecuaciones de Maxwell en forma de ecuaciones diferenciales parciales. Estas condiciones
de frontera no cambian en general la forma que tienen para los campos estaticos o estables
y se pueden utilizar los mismos métodos para obtenerlas. Entre cualquier par de medios fi-
sicos (donde K debe ser cero sobre la superficie), (33) permite relacionar las componentes
tangenciales del campo E,

En=Ep 37
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y de (34)
Hzl = sz (38)

Las integrales de superficie producen las condiciones de frontera sobre las componentes
normales,

Dyy — Dy2 = ps (39)

By = By2 (40)

Normalmente es recomendable considerar un problema fisico ideal suponiendo un con-
ductor perfecto para el cual o es infinita pero J es finita. Entonces de la ley de Ohm, en un
conductor perfecto,

E=0
y se sigue de la forma diferencial de la ley de Faraday que
H=0

para campos variantes en el tiempo. La forma punto de la ley circuital de Ampere muestra
que el valor finito de J es

J=0

y la corriente debe conducirse sobre la superficie del conductor como una corriente superficial
K. Asi, si la regién 2 es un conductor perfecto, (37) a (40) se transforman, respectivamente, en

E =0 (41)
H,=K M, =Kxay) 42)
Dy = ps (43)
By =0 (44)

en donde a,, apunta hacia fuera y es normal a la superficie del conductor.

Obsérvese que la densidad de carga superficial se considera como una posibilidad fisica
tanto para dieléctricos, conductores perfectos o conductores imperfectos, pero la existencia
de una densidad de corriente superficial se supone solamente en relacién con conductores
perfectos.

Las condiciones de frontera establecidas previamente son parte necesaria de las ecua-
ciones de Maxwell. Todos los problemas fisicos reales tienen fronteras y requieren una so-
lucién de las ecuaciones de Maxwell en dos o mds regiones, de manera que estas soluciones
concuerden con las condiciones de frontera. En el caso de conductores perfectos, la solu-
cién de las ecuaciones en el interior del conductor es trivial (todos los campos variantes con
el tiempo son cero), pero la aplicacién de las condiciones de frontera (41) y (44) pueden re-
sultar muy complicadas.

Ciertas propiedades fundamentales de la propagacién de ondas se manifiestan cuando
las ecuaciones de Maxwell se resuelven para una regién ilimitada. Este problema se trata en
el capitulo siguiente. Esta representa la mas simple de las aplicaciones de las ecuaciones de
Maxwell, porque es el unico problema en el cual no se necesita la aplicacién de ninguna
condicién de frontera.



10.5 Los potenciales retardados

D10.5 El vector unitario 0.64a_+ 0.6a - 0.48a_ estd dirigido de la region 2 (e, = 2,
u,=3,0,=0) hacia laregion 1 (er, =4, u,, =2,0,=0).SiB, = (a, - Zay +3a)
sen 3007 T en el punto P en la region 1 adyacente a la frontera, encontrar la amplitud
en P de: a) By,; b) B,; ¢) B,,; d) B,.

Respuesta: 2.00T;3.16 T; 200 T; 5.15 T

D10.6 La superficie y = 0 es un plano conductor perfecto, mientras que la region y
> Otienee, =5, u, =3 yo=0.SeaE =20 cos (2 x 108 — 2.58z)ay V/m paray >
0, y encontrar en ¢ = 6 ns; a) pgen P(2, 0, 0.3); b)) Hen P; ¢) Ken P.

Respuesta: 0.81 nC/m?% —62.3a, mA/m; —62.3a, mA/m

10.5 Los potenciales retardados

Los potenciales variantes con el tiempo, llamados por lo general potenciales retardados por ra-
zones que se explicardn en breve, tienen su mayor aplicacién en problemas de radiacién en los
que la distribucién de la fuente se conoce en forma aproximada. Debe recordarse que el poten-
cial eléctrico escalar V puede expresarse en términos de una distribucién de carga estatica,

d
V= / P8V (estatica) (45)
vol 4T€R

y el potencial magnético vectorial puede encontrarse de una distribucién de corriente que
sea constante con el tiempo,

uJdv
A= d 46
/v xR (de) (46)
Las ecuaciones diferenciales satisfechas por V,
V2V = P (estdtica) (47)
€
y A,

VA = —uJ  (do) (48)
pueden considerarse como las formas puntuales de las ecuaciones integrales (45) y (46), res-

pectivamente.

Encontrados V' y A, los campos fundamentales se obtienen simplemente utilizando el
gradiente,

E=—-VV (estitica) (49)
o el rotacional,

B=VxA (do) (50)

Se desea ahora definir potenciales adecuados variantes con el tiempo que sean consis-
tentes con las expresiones anteriores, las cuales se aplican cuando sélo estdn involucradas
cargas estdticas y corrientes directas.

La ecuacién (50) aparentemente aun es consistente con las ecuaciones de Maxwell. Es-
tas ecuaciones establecen que V - B = 0, y la divergencia de (50) conduce a la divergencia

()
Animaciones
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del rotacional, que es igual a cero. Se aceptard en forma tentativa (50) como satisfactoria pa-
ra campos variantes con el tiempo y se enfocard la atencién en (49).

Lo inadecuado de (49) es obvio, porque al aplicar el operador rotacional en cada lado
y reconociendo que el rotacional del gradiente es igual a cero, confronta con V x E = 0. La
forma puntual de la ley de Faraday establece que V x E no es, en general, cero. Para tratar
de hacer una mejora se afade un término desconocido a (49),

E=-VV +N
tomando el rotacional,
VXxE=0+VxN

utilizando la forma puntual de la ley de Faraday,

oB
VXN=——
ot

y utilizando (50), da

a
VxN=—-——(VxA)
ot

o
VxN=-Vx %
at
La solucién mas sencilla de la ecuacién es
0A
T
y conduce
E=-VV — % (51)
ot

Y se deben comprobar (50) y (51) sustituyéndolas en las dos restantes ecuaciones de
Maxwell:

aD
VxH=J+ —
at

V:D=p,
Haciendo esto, se obtienen unas expresiones mds complicadas

1 0 32A
—VXVXA=J+6<—V—V——>
n

(52)

v 9A
ot ot?

V(V~A)—V2A=,uJ—,ue<V— +
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_bv (53)

0
2

VoV + o (V-A) =
Aparentemente no existe una inconsistencia en (52) y (53). En condiciones estéticas o
decd, V-A =0,y (52)y (53) se deducen de (48) y (47), respectivamente. Entonces es fac-
tible suponer que los potenciales variantes con el tiempo pueden definirse de manera tal que
B y E pueden obtenerse de ellos por medio de (50) y (51). Sin embargo, estas ultimas dos
ecuaciones no sirven para definir A y V completamente. Representan condiciones necesarias,
pero no suficientes. La suposicién original fue simplemente que B =V x A, y un vector no
se puede definir dando sélo su rotacional. Supdngase, por ejemplo, que se tiene un vector

campo potencial muy sencillo en el cual Ay A_son cero. El desarrollo de (50) conduce a

B, =0
0A
B, =
; 0z
0A,
B, =—
. 3y

y se ve que no se cuenta con ninguna informacién disponible para saber la manera en que
A varfa con x. Esta informacién podria encontrarse si tambi€n se conociera el valor de la
divergencia de A, puesto que, en el ejemplo

dA,

ax
Por tltimo, se debe notar que la informacion acerca de A sélo la dan las derivadas parciales y
que un término especialmente constante podria agregarse. En todos los problemas fisicos en
los cuales la region de la solucion se extiende hasta el infinito, este término constante debe
ser cero, ya que no pueden existir campos en el infinito.

Generalizando a partir de este ejemplo, se puede decir que un campo vectorial queda
definido por completo cuando tanto su rotacional como su divergencia estdn dados y cuan-
do sus valores son conocidos en cualquier punto (incluyendo el infinito). Entonces, como se
estd en libertad de especificar la divergencia de A, se puede echar un vistazo a (52) y (53)
en busca de la expresion mds sencilla. Se define

VA=

v
V-A=—pue— 54
He (54)
y (52) y (53) se convierten en
1%
V-A=—pue— 55
e (55)
y
1%
V-A=—pe— 56
e (56)

Estas ecuaciones estdn relacionadas con la ecuacién de onda, que se estudiard en los ca-
pitulos 11 y 12. Muestran una simetria considerable y se debe estar muy satisfecho con las
definiciones de V'y de A,
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B=VxA (50)
v
V-A=—pue— 54
pe— (54)
0A
E=-VV - —
ot D

Los equivalentes en forma integral de (45) y (46) para potenciales variantes con el tiem-
po se obtienen de las definiciones (50), (51) y (54), pero s6lo se presentaran los resultados
finales y se indicard su naturaleza general. En el capitulo 12 se verd que cualquier perturba-
cion electromagnética viaja a la velocidad

1
NS

VvV =

a través de cualquier medio homogéneo descrito por 1 y €. En el caso del espacio libre es-
ta velocidad resulta ser la velocidad de la luz, aproximadamente 3 x 108 m/s. Es légico, en-
tonces, sospechar que el potencial en cualquier punto se debe no al valor de la densidad de
carga en cualquier punto distante en el mismo instante, sino a su valor en algin tiempo an-
terior, dado que el efecto se propaga a una velocidad finita. Asi, (45) se convierte en

V:/ [ov] dv (57)
vol 4dmreR

donde [p,] indica que cada t que aparece en la expresion para p, ha sido reemplazada por

un tiempo retardado,

R
=t — —
V

Por lo tanto, si la densidad de carga en todo el espacio fuera dada por

oy = e coswt

_ R
[py] = e " cos |:a) (t — —)i|
v

donde R es la distancia entre el elemento diferencial de carga que se estd considerando, y el
punto en el cual se quiere determinar el potencial.
El vector potencial magnético retardado estd dado por

A— / ma (58)
vol 4R

entonces

El uso de un tiempo retardado hace que a los potenciales variantes con el tiempo se les
haya dado el nombre de potenciales retardados. En el capitulo 14 se aplicara (58) a situa-
ciones sencillas de un elemento diferencial de corriente en el cual / es una funcién sinusoidal



Problemas

del tiempo. Otras aplicaciones sencillas de (58) se consideran en los problemas al final de
este capitulo.

Se puede resumir el uso de los potenciales estableciendo que un conocimiento de la dis-
tribucién p, y de J en todo el espacio permite determinar teéricamente V'y A de (57) y (58).
Entonces los campos magnéticos y eléctricos se obtienen aplicando (50) y (51). Si las dis-
tribuciones de carga y la corriente se desconocen o no se puede hacer una aproximacién de
ellas, estos potenciales generalmente no ofrecen otro camino mds sencillo hacia la solucién
que la aplicacién directa de las ecuaciones de Maxwell.

D10.7 Una carga puntual de 4 cos 1087t C estéd ubicada en P (0,0, 1.5), mien-
tras que la carga puntual —4 cos 10377 uC estd en P_(0, 0, —1.5), ambas en el
espacio libre. Encontrar V en P(r = 450, 6, ¢ = 0) en t = 15 ns para 6 =: a) 0%
b) 90°; (c) 45°.

Respuesta: 159.8V;0; 143V

Lecturas complementarias

1. Bewley, L. V., Flux Linkages and Electromagnetic Induction, Nueva York, Macmillan, 1952. Es-
te pequefio libro analiza varios de los ejemplos paraddjicos que contienen voltajes inducidos (?).

2. Faraday, M., Experimental Researches in Electricity, Londres, B. Quaritch, 1839, 1855. Una lec-
tura muy interesante sobre las primeras investigaciones cientificas. Una fuente mds reciente y dis-
ponible es Great Books of the Western World, vol. 45, Enciclopedia Britdnica, Inc., Chicago, 1952.

3. Halliday, D., R. Resnick y J. Walker, Fundamentals of Physics, 5a. ed., Nueva York, John Wiley
& Sons, 1997. Este texto se utiliza ampliamente en el primer curso universitario de fisica.

4. Harman, W. W., Fundamentals of Electronic Motion, Nueva York, McGraw-Hill, 1953. Aqui se
analizan con claridad y de modo interesante los efectos relativistas.

5. Nussbaum, A., Electromagnetic Theory for Engineers and Scientists, Englewood Cliffs, N.J.,
Prentice-Hall, 1965. Véase el ejemplo de rocket-generator que principia en la pagina 211.

6. Owen, G. E., Electromagnetic Theory, Boston, Allyn and Bacon, 1963. La ley de Faraday se ana-
liza con relacion con el marco de referencia en el capitulo 8.

7. Panofsky, W. K. H. y M. Phillips, Classical Electricity and Magnetism, 2a. ed., Reading,
Mass., Addison-Wesley, 1962. El capitulo 15 trata de la relatividad en un nivel moderadamen-
te avanzado.

Problemas

10.1 Enla figura 10.4, sea B = 0.2 cos 120x¢ T, y supéngase que el conductor que une los
dos extremos de la resistencia es perfecto. Se puede suponer que el campo magnéti-
co producido por /(1) es despreciable. Encontrar: a) V,,(1); b) I(1).

10.2 En la figura 10.1, reemplazar el voltimetro por una resistencia, R. a) Encontrar la co-
rriente / que fluye como resultado del movimiento de la barra deslizante. b) La co-
rriente de la barra genera una fuerza ejercida sobre la barra conforme se mueve.
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10.3

10.4

10.5

Figura 10.4 \Véase el problema 10.1.

Determinar esta fuerza. ¢) Determinar la potencia mecdnica requerida para mantener
una velocidad constante v y demostrar que esta potencia es igual a la potencia absor-
bida por R.

Dado H = 300a_ cos (3 x 10% — y) A/m en el espacio libre, encontrar la fem desa-
rrollada en la direccion a,, alrededor de la trayectoria cerrada que tiene sus esquinas
en: a) (0,0, 0), (1,0,0), (1, 1,0) y (0, 1, 0); ) (0, 0, 0), (27, 0, 0), (27, 27, 0), (0,
2m, 0).

Las superficies de un conductor se encuentran en el espacio libreen p =1 cmy

p=2cm. El volumen 1 cm < p < 2 cm contiene los campos Hy = 2z cos(6 x 1087t
0

2407 cos (6 x 1087wt — 27z) V/m. a) Demostrar que estos dos

—2nz)A/myEp=

campos satisfacen la ecuacion (6), seccioén 10.1. b) Evaluar ambas integrales de la
ecuacion (4) para una superficie plana definida por ¢ = 0,1 cm < p <2cm, 0 < z
< 0.1 m, y su perimetro, y demostrar que se obtienen los mismos resultados.

La ubicacién de la barra deslizante de la figura 10.5 estd dada por x = 5¢ + 283, y la
separacion entre los dos rieles es de 20 cm. Sea B = O.8xzaz T. Encontrar la lectura
del voltimetro en: @) t = 0.4 s; b) x = 0.6 m.

VM —_—

Figura 10.5 Véase el problema 10.5.



10.6

10.7

10.8

10.9

Problemas

1)
O] ®©
0.5 m B §SOOQ
O] ®

Figura 10.6 Veéase el problema 10.6.

Un filamento perfectamente conductor que tiene una pequefia resistencia de 500 Q
estd en forma de cuadrado, como se ve en la figura 10.6. Encontrar /() si B =: a) 0.3
cos(120mt — 30")21Z T; b) 0.4 cos[m(ct — y)]aZ T, donde ¢ = 3 x 10® m/s.

Cada uno de los rieles de la figura 10.7 tiene una resistencia de 2.2 Q/m. La barra
se mueve a la derecha a una velocidad constante de 9 m/s en un campo magnético
uniforme de 0.8 T. Encontrar I(f), 0 <t < 1 s,silabarraestienx=2ment=0
y: a) una resistencia de 0.3 Q se encuentra en el extremo izquierdo con el extremo
derecho formando un circuito abierto; b) una resistencia de 0.3 € se ubica en cada
extremo.

La figura 10.1 se ha modificado con el fin de mostrar que la separacion del riel es
mayor cuando y es mayor. Especificamente, sea la separacion d = 0.2 + 0.02y. Da-
da una velocidad uniforme v, = 8 m/s y una densidad de flujo magnético uniforme
B_= 1.1 T, encontrar V,, como una funcién de tiempo si la barra estd ubicada en
y=0entr=0.

Un lazo filamentario cuadrado de alambre tiene 25 cm de lado y una resistencia de
125 Q por unidad de longitud. El lazo se ubica en el plano z = 0 y sus esquinas

16 m

Figura 10.7 \éase el problema 10.7.
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estdn en (0, 0, 0), (0.25, 0, 0), (0.25, 0.25, 0) y (0, 0.25, 0) en r = 0. El lazo se
estd moviendo a una velocidad v, = 50 m/s en el campo B_ = 8 cos (1.5 x 108¢
— 0.5x)uT. Desarrollar una funcmn de tiempo que exprese la potencia 6hmica que
se entrega al lazo.

10.10 a) Demostrar que el cociente de las amplitudes de la densidad de corriente de con-
duccién y la densidad de corriente de desplazamiento es o/we si se aplica un campo
E = E, cos wt. Suponer p = o. b) ;Cudl es el cociente de dichas amplitudes si el
campo aplicado es E = Eme_’/’, donde 7 es real?

10.11 Sean las dimensiones internas de un capacitor coaxial, a = 1.2 cm, b =4 cmy
[ = 40 cm. Los pardmetros del material homogéneo que hay dentro del capacitor
son € = 107" F/m, © = 107> H/m, y o0 = 107> S/m. Si la intensidad de campo eléc-
trico es E = (10%p) cos 105ta V/m, encontrar: a) J; b) la corriente de conduccién
total /_ a través del capacitor; c) la corriente de desplazamiento total /, que pasa
a traves del capacitor; d) el cociente de la amplitud de 1,y de I, el factor de ca-
lidad del capacitor.

10.12 Demostrar que la corriente de desplazamiento que circula entre dos cilindros conduc-
tores de un capacitor coaxial sin pérdidas es exactamente el mismo que la corriente
de conduccién que circula en el circuito exterior si el voltaje aplicado entre los con-
ductores es V|, cos wr volts.

10.13 Considerar la regién definida por |x|, [y| y [z] < 1. Seae, =5, u, =4y o=0.Si
J, =20 cos(1.5 x 10% — bxa, wA/m?: a) encontrar D y E; b) utilizar la forma pun-
tual de la ley de Faraday y una integracidn con respecto al tiempo para encontrar B y
H; ¢) utilizar V x H =], + J para encontrar J ,. d) ;Cudl es el valor numérico de b?

10.14 Una fuente de voltaje V, sen wt estd conectada entre dos esferas conductoras concén-
tricas, r =ay r = b, b > a, donde la regién entre ellas es un material para el que
€ =¢€.€5 L = 4y y 0 = 0. Encontrar la corriente de desplazamiento total a través del
dieléctrico y compararlo con la corriente de la fuente como se determiné a partir de
la capacitancia (véase seccién 6.4) y por métodos de andlisis de circuitos.

10.15 Sea u =3 x 107> H/m, e = 1.2 x 107! F/m y o = 0 en cualquier otro lado. Si
H = 2 cos(10'0 ¢ — ,3x)aZ A/m, utilizar las ecuaciones de Maxwell para obtener ex-
presiones para B, D, Ey B.

10.16 Deducir la ecuacién de continuidad de las ecuaciones de Maxwell.

10.17 La intensidad de campo eléctrico en laregion 0 < x < 5,0 <y < /12,0 < z < 0.06
m en el espacio libre estd dado por E = C sen 12y sen az cos 2 x 1010 ta_V/m. Co-
menzando por la relaciéon V x E, utilizar las ecuaciones de Maxwell para encontrar
un valor numérico de a, si se sabe que a es mayor que cero.

10.18 La linea de transmision de placa paralela que muestra la figura 10.8 tiene dimensio-
nes de b =4 cmy d = 8 mm, y el medio entre las placas se caracteriza por u, = 1,
€, =20y o = 0. Despreciar los campos fuera del dieléctrico. Dado el campo H = 5
cos(10% — ,3z)aV A/m, utilizar las ecuaciones de Maxwell para encontrar: a) B, si
B > 0; b) 1a densidad de corriente de desplazamiento en z = 0; ¢) la corriente de des-
plazamiento total que atraviesa la superficie x =0.5d, 0 <y < b,0 <z < 0.l men
la direccion de a.
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Figura 10.8 \Véase el problema 10.18.

En la seccion 10.1 se utilizé la ley de Faraday para demostrar que el campo E =
—kBOe pa, es consecuencia del campo magnético variable B = Boek’a a) Demos-
trar que estos campos no satisfacen la otra ecuacion rotacional de Maxwell. b) Si se
hace By=1Ty k= 106 s~!, se estd estableciendo una densidad de flujo magnético
muy grande en 1 ws. Utilice la ecuacién V x H para demostrar que la razén a la cual
B_ deberia (pero no lo hace) cambiar con p es aproximadamente 5 x 10~° T por me-
tro en el espacio libre para t = 0.

El punto C(—0.1, —0.2, 0.3) esta sobre la superficie de un conductor perfecto. La in-
tensidad de campo eléctrico en C es de (500a, — 30an + 600a) cos 107t V/m y el
medio que rodea el conductor esté caracterizado por u, =35, ¢, =10y 0 = 0. a) En-
contrar un vector unitario normal a la superficie del conductor en C, si el origen se
encuentra dentro del conductor. ») Encontrar la densidad de carga de superficie en C.

a) Demostrar que en condiciones de campo estdtico la ecuacién (55) se reduce a la
ley circuital de Ampere. b) Verificar que la ecuacion (51) se convierte en la ley de Fa-
raday cuando se toma el rotacional.

En un medio sin fuentes en el que J = 0y p, = 0, suponer un sistema de coordena-
das cartesiano en el que E y H son funciones solamente de z y 7. El medio tiene una
permitividad € y permeabilidad . @) STE = Ea y H = Ha , comenzar con las
ecuaciones de Maxwell y determinar la ecuacién dlferenmal pannal de segundo or-
den que E_ debe satisfacer. b) Demostrar que E = E cos(wt — Bz) es una solucién
de la ecuacion para un valor especifico de . ¢) Encontrar 8 como funcién de para-
metros dados.

Enlaregion 1,z <0,€, =2 x 107" F/m, u;, =2 x 100°H/my o, = 4 x 1073
S/m; en laregion 2,z > 0, €, = €,/2, u, = 2u, y 0, = 0,/4. Se sabe que E, = (30a,
+20a, + 10a,) cos 10°# V/m en P(O 0,07). a) Encontrar E,.E,. D,y D en P,.
b) Encontrar J y Y J, enP,. c)Encontrar E , D,y J,en P,(0,0, ot ) d) (mas com—
plicado) Utilizar la ecuamon de continuidad para demostrar que J,, — J,, = dD,,/0t
— aD,,/0t, y después determinar D,,, J,, y E,,.

En un medio en el que p, = 0, y la permitividad es una funcién de la posicion, deter-

minar las condiciones sobre la variacién de la permitividad tales que a) V - E = 0;
b)yV-E=0.
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10.25 En una regién donde u, = €, = 1y o = 0, los potenciales retardados estin dados por

V=x(z—ct) VyA=x (£ — z‘)aZ Wb/m, donde ¢ = 1V M€, @) Demostrar que
c

VA= —pe v . b) Encontrar B, H, E y D. ¢) Demostrar que estos resultados

ot
satisfacen las ecuaciones de Maxwell si J 'y p  son cero.

10.26 La corriente / = 807 A estd presente en la direccion a_sobre el eje z en el espacio li-
bre dentro del intervalo —0.1 < z < 0.1 m. a) Encontrar AZ en P(0, 2, 0) y b) hacer
una grafica de A versus t sobre el intervalo de tiempo —0.1 <¢< 0.1 us.
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Lineas de transmision

as lineas de transmision se utilizan para transmitir energia eléctrica y sefiales de un

punto a otro; especificamente, desde una fuente hasta una carga. Los ejemplos inclu-

yen la conexidn entre un transmisor y una antena, las conexiones entre las compu-
tadoras en una red o entre una planta generadora hidroeléctrica y la subestacién a cientos de
kilometros de distancia. Otros ejemplos muy comunes son la interconexioén entre compo-
nentes de un sistema estéreo y la conexion entre un proveedor de servicios de cable y el apa-
rato televisor. Como ejemplos menos comunes estdn las conexiones entre los dispositivos
de una tablilla de circuito impreso, disefiada para operar a muy altas frecuencias.

El factor comun de los ejemplos citados es que los dispositivos por conectar estin se-
parados entre si por distancias del orden de una longitud de onda o mds, mientras que en los
métodos de andlisis bdsico de circuitos se supone que las conexiones entre elementos se ubi-
can a distancias despreciables. Esta tltima condicién permite, por ejemplo, asegurar que el
voltaje a través de una resistencia en un lado del circuito estd en fase precisa con el voltaje
de la fuente del otro lado del circuito o, de una manera mds general, que el tiempo medido
en el sitio de la fuente es exactamente el mismo que se mide en los demds puntos del cir-
cuito. Cuando las distancias son lo suficientemente grandes entre la fuente y el receptor, los
efectos del retardo de tiempo son considerables, lo que resulta en la existencia de diferen-
cias en fase inducidas por el retardo. En pocas palabras, se estd tratando con el fenomeno
ondulatorio en las lineas de transmision, de la misma forma que en la propagacién de ener-
gia punto a punto en el espacio libre o en los dieléctricos.

Los elementos bdsicos de un circuito —resistencias, capacitores, bobinas y las conexio-
nes, entre ellos— se consideran elementos concentrados si el retardo de tiempo en atravesar
los elementos es despreciable. Por otro lado, si los elementos o interconexiones son lo sufi-
cientemente grandes en nimero, tal vez sea necesario considerarlos como elementos distri-
buidos. Esto significa que sus caracteristicas resistivas, capacitivas e inductivas deben
evaluarse en funcion de su distancia unitaria. Las lineas de transmision, en general, tienen
esta propiedad y, por lo tanto, se convierten en elementos de circuito por si mismos con im-
pedancias que contribuyen al problema del circuito. La regla bésica es que se deben consi-
derar los elementos como distribuidos si el retardo de propagacion a través del tamafo del
elemento es del orden del intervalo mds corto de interés. En el caso de armonicas de tiempo,
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esta condicién podria llevar a una diferencia en fase susceptible de medirse entre cada ex-
tremo del dispositivo en cuestion.

En este capitulo se investiga el fenémeno ondulatorio en las lineas de transmision. En-
tre los objetivos de este capitulo se incluyen: (1) comprender como tratar las lineas de trans-
mision considerdndolas elementos de circuito que procesan impedancias complejas que estdn
en funcidén de la longitud de la linea de transmision y la frecuencia; (2) comprender la pro-
pagacién de ondas en las lineas, incluyendo los casos en los que se presentan pérdidas; (3)
aprender métodos para combinar diferentes lineas de transmision y asi alcanzar un determi-
nado objetivo, y (4) comprender el fendmeno transitorio en las lineas de transmisién. ll

11.1 Descripcion fisica de la propagacion
en las lineas de transmision

La siguiente demostracion serd de ayuda para obtener una idea acerca de como se propagan
las ondas en una linea de transmisién. Considérese una linea sin pérdidas, como lo muestra
la figura 11.1. Mediante la expresion sin pérdidas se manifiesta que toda la potencia envia-
da a la linea en el extremo de entrada llegard eventualmente al extremo de salida. Una ba-
terfa con un voltaje V|, se conecta a la entrada a través de un apagador S, en el tiempo ¢ = 0.
Cuando el apagador se cierra, el efecto es el envio de un voltaje, V* = V. Este voltaje no
aparece instantdneamente en todas partes en la linea, sino que comienza a viajar, a cierta ve-
locidad, desde la bateria hacia la resistencia de carga R. El frente de onda, simbolizado con
la linea discontinua vertical en la figura 11.1, representa la frontera instantdnea entre la sec-
cién de la linea que ha sido cargada a un voltaje V,, y la seccidn restante que ain estd por
cargarse. Asimismo, representa la frontera entre la seccién de la linea que lleva la corriente
de carga, I, y la seccién restante que no lleva corriente. Tanto la corriente como el voltaje
son discontinuos a través del frente de ondas.

A medida que la linea se carga, el frente de onda se mueve de izquierda a derecha a una
velocidad v, la cual estd por determinarse. Una vez que ha llegado el extremo lejano,
una fraccién o todo el voltaje y corriente de la onda se reflejard, en funcién de en donde es-
té conectada la linea. Por ejemplo, si la resistencia en el extremo lejano se deja desconecta-
da (el apagador S, estd abierto), entonces alguna fraccién del voltaje incidente se reflejard.
Los respectivos detalles se estudiardn en la seccion 11.9. El interés en este momento se cen-
tra en los factores que determinan la velocidad de ondas. La clave para la comprension y

—_—
Sl ! SZ
o0—o o o)
I* A
Y l
:V+=‘{) R
—‘>

Figura 11.1 Circuito basico de una linea de transmision que muestra
las ondas de voltaje y corriente que surgen al cerrar el apagador S,.
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Figura 11.2 Modelo de elementos distribuidos de una linea de transmision.
Todos los valores de las inductancias y capacitancias son iguales.

cuantificacién de esto es advertir que la linea de transmisién tendrd capacitancias e induc-
tancias susceptibles de expresarse en términos de unidades de longitud. Ya se han deducido
expresiones para estos factores y se han evaluado en los capitulos 6 y 9 para ciertas geome-
trias de lineas de transmision. Si se saben las caracteristicas de estas lineas es posible cons-
truir un modelo de la linea de transmisién utilizando capacitancias e inductancias
concentradas, como lo muestra la figura 11.2. La red en escalera formada asi se conoce con
el nombre de red formadora de pulsos, por razones que se aclarardn posteriormente. '

Considérese ahora qué pasa cuando se conecta la misma fuente conmutada de voltaje a
la red. Como se aprecia en la figura 11.2, en cuanto se cierra el apagador cercano a la bate-
rfa, la corriente comienza a aumentar en L, por lo que C, se carga. A medida que C, alcan-
za su mdxima carga, la corriente en L, comienza a aumentar y provoca que C, se cargue.
Este proceso progresivo de carga continda a través de la red hasta que los tres capacitores
alcancen su mdxima carga. Dentro de la red, es posible identificar la ubicacién de un fren-
te de onda como el punto entre dos capacitores adyacentes que presenta la mayor diferen-
cia entre sus niveles de carga. A medida que el proceso de carga continda, el frente de onda
se mueve de izquierda a derecha. Su velocidad depende de qué tan rdpido cada inductancia
alcanza su estado de carga total y, simultineamente, de qué tan rdpido se carga al maximo
voltaje cada capacitor. La onda es mds rdpida si los valores de L; y C, son menores. Por lo
tanto, se espera que la velocidad de la onda sea inversamente proporcional a una funcién
que involucre el producto de la inductancia y la capacitancia. En una linea de transmision
sin pérdidas se vera que (como se mostrard después) la velocidad de la onda estd dada por
V= 1/\/II‘, donde L y C estan especificadas por unidad de longitud.

Un comportamiento similar puede notarse en la linea y la red cuando cualquiera se en-
cuentra inicialmente cargada. En este caso, la bateria permanece conectada y se conecta una
resistencia (por medio de un apagador) en el extremo de salida, como se observa en la figu-
ra 11.2. En el caso de la red en escalera, el capacitor mds cercano el extremo derivado (&N
se descargard primero a través de la resistencia, seguido del siguiente capacitor mas cerca-
no, y asi sucesivamente. Cuando la red se haya descargado por completo se habrd formado
un pulso de voltaje a través de la resistencia, por lo que se entiende por qué a esta configu-
racién en escalera se le conoce como red formadora de pulsos. En esencia, se observa un
comportamiento idéntico en una linea de transmisién cargada cuando se conecta una resis-
tencia entre los conductores en el extremo de salida. Los voltajes conmutados ejercidos, co-
mo se utilizan en este andlisis, son ejemplos de problemas de transitorios en las lineas de
transmision. Los transitorios se estudiardan con detalle en la seccion 11.14. Al comienzo, se
destacan las respuestas lineales a las sefiales sinusoidales.

! Los disefios y aplicaciones de las redes formantes de pulso se estudian en la lectura complementaria nimero 1.
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Por dltimo, se conjetura que la existencia de voltaje y corriente a través y en los conduc-
tores de la linea de transmision implica la presencia de campos eléctricos y magnéticos en el
espacio que circunda los conductores y que se asocian con el voltaje y la corriente. En con-
secuencia, hay dos métodos posibles para analizar las lineas de transmisién: (1) Se pueden
resolver las ecuaciones de Maxwell sujetas a la configuracién de la linea con el fin de obte-
ner los campos y, con €stos, encontrar expresiones generales para obtener la potencia y la ve-
locidad de las ondas y otros pardmetros de interés. (2) O se pueden (por ahora) evitar los
campos y encontrar los voltajes y las corrientes aplicando el modelo de circuitos apropiado.
Este tltimo método es el que se utilizard en este capitulo: la contribucion de la teoria de cam-
po es sélo en la inicial (y supuesta) evaluacion de los pardmetros de inductancia y capacitan-
cia. Sin embargo, se verd que los modelos de circuitos se tornan inconvenientes o intitiles
cuando las pérdidas en las lineas de transmision se caracterizardn en su totalidad o en el ané-
lisis de un comportamiento més complicado de las ondas (es decir, modal), lo cual puede
ocurrir a medida que aumentan las frecuencias. Los asuntos asociados con las pérdidas se re-
tomardn en la seccién 11.5. El fenémeno de los modos se estudiara en el capitulo 14.

11.2 Ecuaciones de la linea de transmision

El objetivo primordial es obtener las ecuaciones diferenciales, conocidas como ecuaciones
de onda, que el voltaje y la corriente deben satisfacer en una linea de transmisién uniforme.
Hacerlo requiere construir un modelo de circuitos para una linea de longitud incremental y
escribir dos ecuaciones del circuito y utilizarlas para obtener las ecuaciones de onda.

El modelo de circuitos contiene las constantes principales de la linea de transmision.
Entre ellas estan la inductancia, L, y la capacitancia, C, asi como la conductancia de desvia-
cién, G, y la resistencia en serie, R; todas ellas tienen valores especificados en unidades de
longitud. La conductancia de desviacion se utiliza para modelar la corriente de fuga a tra-
vés del dieléctrico que se pudiera presentar a lo largo de la linea; la suposicién es que el die-
léctrico podria tener una conductividad, o ademds de una constante dieléctrica, €, donde
esta dltima afecta la capacitancia. La resistencia en serie estd asociada con cualquier con-
ductividad finita, o, en los conductores. Cualquiera de estos ultimos pardmetros, Ry G, se-
rd responsable de la pérdida de potencia en la linea de transmision. En general, ambas estdn
en funcién de la frecuencia. Si se saben la frecuencia y las dimensiones, es factible deter-
minar los valores de R, G, L y C utilizando las férmulas que se desarrollaron en capitulos
anteriores.

Supéngase que la propagacion ocurre en la direccion a_. El modelo consiste de una sec-
cién de linea de longitud Az que contiene una resistencia R Az, una inductancia L Az, una
conductancia G Az y una capacitancia C Az, como lo muestra la figura 11.3. Como el seg-
mento de la linea se ve igual desde cualquier extremo, se dividen en dos los segmentos en
serie para producir una red simétrica. También se hubiera podido poner de una manera equi-
valente las mitades de la conductancia y la capacitancia en cada extremo.

El objetivo es determinar la manera y el grado en que el voltaje de salida y la corriente
varian con respecto a sus valores de entrada en el limite a medida que la longitud se apro-
xima a un valor muy pequefio. En consecuencia, se obtiene un par de ecuaciones diferen-
ciales que describen la rapidez de cambio del voltaje y la corriente con respecto a z. En la
figura 11.3, los voltajes de entrada y salida y las corrientes difieren respectivamente en can-
tidades AV y Al las cuales se determinardn. Las dos ecuaciones se obtienen mediante la
aplicacion sucesiva de la ley de voltajes de Kirchoff (KVL) y la ley de corrientes de Kir-
choff (KCL).
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Figura 11.3 El modelo de elementos concentrados de una seccién corta
de linea de transmision con pérdidas. La longitud de la seccion es Az. El
anélisis involucra la aplicacion de las leyes de corriente y voltaje de Kirchoff
(KVL y KCL) a los circuitos y nodos indicados, respectivamente.

Primero, se aplica KVL al circuito que incluye toda la longitud de la seccién, como lo
muestra la figura 11.3:

v triacy 2 ag Lo (00 9RY )
2 D e P I S T ot ¢

+ %R(1+A1)Az+(V+AV) (1)

Se puede despejar en la ecuacién (1) el cociente AV/Az, obteniendo:

AV

= RI—i-LaI—l-lLaAI—i-lRAI 2
Az ar 27 a2 @
Enseguida se escribe:
al aV
Al = —Az y AV = —Az 3)
0z 0z
la cual después se sustituye en (2) para obtener
v ]+Az8 RI+LaI 4
9z 2 oz at @

Ahora, en el limite a medida que Az se aproxima a cero (o a un valor lo suficientemente pe-
quefio para considerarse despreciable), (4) se simplifica a su forma final:

A% al
—=—({RI+L— 5
0z ( * Bt) ©)

La (5) es la primera de las dos ecuaciones que se estan buscando. Encontrar la segun-
da ecuacién requiere aplicar KCL al nodo central superior del circuito de la figura 11.3, no-
tando que, por simetria, el voltaje en el nodo serd V + AV/2:

AV
I=Ig+lc+(I+AI):GAz(V+T>

9 AV
+CAZE <V+T) +U + Al (6)
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Después, utilizando (3) y simplificando, se tiene

I Az 9 v
—=—(1+==)(GV+Cc— 7
3z ( T3 8z>< * zn) @

De nuevo, se obtiene la forma final mediante la reduccién de Az a un valor despreciable. El
resultado es

al A%

3_z:_<GV+CE) (®)

Las ecuaciones diferenciales (5) y (8) describen la evolucion de la corriente y el volta-
je en cualquier linea de transmision. Histéricamente, se les conoce con el nombre de ecua-
ciones del telegrafista. Su solucién lleva a la ecuacién de onda para la linea de transmision,
la cual se deduce ahora. Se comienza derivando la ecuacién (5) con respecto a z y la ecua-
cion (8) con respecto a t, obteniendo:

v al 9
— =—-R—-L— )
972 9z 91dz
y
ol E1% 92V
— =-G—-C— (10)
dz0t at 12

A continuacidn, las ecuaciones (8) y (10) se sustituyen en (9). Después de rearreglar los tér-
minos el resultado es:

92V 92V 1%
—ZLCW+(LG+RC)W+RGV (11)

Un procedimiento andlogo implica la derivacién de la ecuacién (5) con respecto a ¢ty la
ecuacion (8) con respecto a z. Después, la ecuacion (5) y su derivada se sustituyen en la de-
rivada de (8) y asi obtener una ecuacion para la corriente que tiene una forma idéntica a la
ecuacion (11):

i =LC ] + (LG + RC) o + RGI (12)
az2 =~ a2 at

Las ecuaciones (11) y (12) son las ecuaciones de onda generales para la linea de transmi-
sién. Sus soluciones en diferentes condiciones constituyen la mayor parte de este analisis.

11.3 Propagacion sin pérdidas

La propagacion sin pérdidas significa que la potencia no se disipa o, de otra forma, no se
desvia conforme la onda viaje a través de la linea de transmision; toda la potencia en el ex-
tremo de entrada finalmente llega a la salida. De una forma mas realista, el efecto de cual-
quier mecanismo que pudiera producir pérdidas se considera despreciable. En el modelo
que se estd estudiando la propagacidn libre de pérdidas se presenta cuando R = G = 0.



11.3 Propagacion sin pérdidas

En esta condicién, sé6lo el primer término del miembro derecho de la ecuacién (11) o la
ecuacioén (12) no se elimina. La ecuacién (11), por ejemplo, se convierte en,

2 2
¥V _ 1oV (13)

Al considerar la funcién de voltaje que satisfard la ecuacién (13), es mas rdpido esta-
becer simplemente la solucién y, después, demostrar que es correcta. La solucién de (13) es
de la forma:

Vi, 1) = fi (t—§)+f2(t+§)=v++\/* (14)

donde v, la velocidad de onda, es una constante. Las expresiones (¢ * z/v) son los argumen-
tos de las funciones f; y f,. Las identidades de las funciones en si no son criticas para la so-
lucién de la ecuacién (13). Por lo tanto, f, y f, pueden ser cualquier funcion.

Los argumentos de f; y f, indican, respectivamente, el desplazamiento de las funciones
en la direccién de z hacia delante y hacia atrds. Se asignan los simbolos V* y V= para iden-
tificar las componentes hacia delante y hacia atrds de la onda de voltaje. Para comprender
el comportamiento, considérese, por ejemplo, el valor de f; (cualquiera que €ste sea) igual
a cero en su argumento, el cual ocurre cuando z =t = 0. Ahora, a medida que el tiempo au-
menta a valores positivos (como debe ser), y si se rastrea f,(0), entonces el valor de z se de-
be incrementar para mantener el argumento (¢ — z/v) igual a cero. Por lo tanto, la funcion f,
se mueve (o propaga) en la direccién positiva de z. Utilizando un razonamiento similar, la
funcién f, se propagard en la direccion negativa de z, puesto que z en €l argumento (7 — z/v)
debe disminuir para contrarrestar el incremento de ¢. Por lo tanto, se asocia el argumento
(t—z/v) con la propagacion de z hacia adelante, y el argumento (7 + z/v) con la propagacion
de z hacia atrds. Este comportamiento se presenta independientemente de lo que signifiquen
fi v f,- Como es evidente en las formas de los argumentos, la velocidad de propagacion
en ambos casos es v.

A continuacién se verifica que las funciones que tengan las formas de argumento ex-
presadas en la ecuacién (14) sean soluciones de (13). Primero, se obtienen las derivadas par-
ciales de f;, por ejemplo, con respecto a z y t. Utilizando la regla de la cadena, la derivada
parcial de z es

o i d—z/v) 1
dz At —z/v) 0z T

fi 15)

donde es aparente que la funcién prima, denota la derivada de f; con respecto a su argu-
mento. La derivada parcial con respecto al tiempo es

i afi 9 —z/v)
at At —z/v) ot

= fi (16)

Posteriormente, las segundas derivadas parciales con respecto a z y t pueden obtenerse uti-
lizando un razonamiento similar:

azfl 1// a2f1 "
a2 — w2t Y e T a7

Animaciones
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donde f|" es la segunda derivada de f; con respecto a su argumento. Los resultados en (17)
ahora pueden sustituirse en la ecuacion (13) y obtener

1 " "
ﬁfl =LCf (18)

Abhora se identifica la velocidad de onda para la propagacion sin pérdidas, que es la condi-
cion de igualdad de la ecuacion (18):

py =

19)

1
VLC

Llevando a cabo el mismo procedimiento utilizando f, (y su argumento) conduce a la mis-
ma expresion de v.

La forma de v como estd expresada en la ecuacién (19) confirma la expectativa origi-
nal que la velocidad de onda podria estar en proporcién inversa a L y C. El mismo resulta-
do serd vélido para la corriente, ya que la ecuacién (12) en condiciones de pérdidas nulas
llevaria a una solucion de la forma idéntica a la de la ecuacidén (14), con la velocidad dada
por la ecuacion (19). Sin embargo, lo que todavia no se sabe es la relacion entre el voltaje
y la corriente.

Se ha encontrado que el voltaje y la corriente estdn relacionados por medio de las ecua-
ciones del telegrafista (5) y (8), las cuales, en condiciones sin pérdidas (R = G = 0), se pue-
den expresar como,

aVv al
-l @
al A%
- @

Al utilizar la funcién de voltaje se puede sustituir la ecuacién (14) en la (20) y utilizar los
métodos demostrados en la ecuacién (15) para escribir,

al 19V 1, ,

= re TR @)
A continuacién se integra (22) sobre el tiempo y se obtiene la corriente en términos de sus
componentes de propagacién hacia delante y hacia atrés:

T I R

Al llevar a cabo esta integracién todas las constantes de integracion se fijan en cero. La
razén, como se demostré en las ecuaciones (20) y (21), es que un voltaje variante con el
tiempo debe llevar a una corriente andloga, y lo opuesto también es verdadero. El factor
1/Lv que aparece en la ecuacién (23) multiplica el voltaje para obtener la corriente y asi se
identifica el producto Lv como la impedancia caracteristica, Zy de la linea sin pérdidas.
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Figura 11.4 Direcciones de la corriente en ondas que tienen polaridad de
voltaje positiva.

Z,, se define como el cociente del voltaje y la corriente en una dnica onda de propagacion.
Utilizando (19) se puede escribir la impedancia caracteristica como

IL
C

Inspeccionando (14) y (23) se puede observar que

El significado de las relaciones anteriores puede observarse en la figura 11.4. Esta mues-
tra las ondas de voltaje de propagacion hacia delante y hacia atrds, V*y V-, las cuales tie-
nen polaridad positiva. Las corrientes asociadas con estos voltajes fluirdn en direcciones
opuestas. Se define una corriente positiva como la que fluye en el sentido de las manecillas
del reloj en la linea, y una corriente negativa como la que fluye en el contrasentido al de
las manecillas del reloj. El signo menos en (25b), por lo tanto, asegura que la corriente ne-
gativa estard asociada con una onda que se propaga hacia atrds que tiene polaridad positiva.
Esta es una convencién general que también se aplica a las lineas con pérdidas. La propa-
gacion con pérdidas se estudia resolviendo (11) bajo el supuesto que R o G (0 ambos) son
diferentes de cero. Esto se llevard a cabo en la seccién 11.7 en el caso especial de voltajes
y corrientes sinusoidales. En la seccién 11.4 se estudiardn las sinusoides en las lineas de
transmision sin pérdidas.

11.4 Propagacion sin pérdidas
de voltajes sinusoidales

Es importante la comprensién de las ondas sinusoidales en las lineas de transmisién debido
a que cualquier sefial transmitida en la practica puede descomponerse en una suma discreta
o continua de senoides. Esto es el fundamento del andlisis de sefiales en el dominio de la
frecuencia en las lineas. En dichos estudios, el efecto de las lineas de transmisién en cual-
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quier sefial puede determinarse observando los efectos sobre las componentes de frecuen-
cia. Esto significa que uno puede propagar de manera eficiente el espectro de una determi-
nada sefial utilizando pardmetros lineales que dependan de la frecuencia, y después, rearmar
dichas componentes de frecuencia en una sefial en el dominio del tiempo. El objetivo en es-
ta seccidon es comprender la propagacion sinusoidal y sus implicaciones en el comporta-
miento de la sefial en el caso de una linea sin pérdidas.

Se empieza asignando funciones sinusoidales a las funciones de voltaje de la ecuacién
(14). Particularmente, se considera una frecuencia especifica, f = w/27w, y se escribe f; =f,
=V, cos(wt + ¢). Por convencion, se selecciona la funcién coseno; la funcién seno se pue-
de obtener, como se sabe, fijando el valor de ¢ = —m/2. Posteriormente, se reemplaza ¢ por
(r+ z/vp), obteniendo

V(z, 1) = |Vl cosla(t £ z/vp) + @] = | Vo] cos[wt £ Bz + @] (26)

donde se ha asignado una nueva notacién a la velocidad, la cual ahora se llama velocidad
de fase, v, Esto es aplicable a una sinusoide pura (que sélo tiene una frecuencia) y se verd
que depende de la frecuencia en algunos casos. Si, por el momento, se selecciona el valor
de ¢ = 0, se obtienen las dos posibilidades de la propagacion hacia delante y hacia atrds con
respecto a z, escogiendo el signo menos o mds en la ecuacién (26). Los dos casos son:

Vi(z, 1) = |Vo| cos(wt — Bz) | (propagacién z hacia delante) 27a)

Vi(z, 1) = |Vo| cos(wr + Bz) | (propagacion z hacia atrds) (27b)

donde el factor de magnitud, |V, es el valor de ven z = 0, t = 0. Se define la constante de
fase B, obtenida en la ecuacién (26), como

= — 28)

Las soluciones expresadas en las ecuaciones (27a) y (27b) se conocen como formas
reales instantdneas del voltaje de las lineas de transmisién. Estas son las representaciones
matemdticas de lo que uno podria medir de forma experimental. Los términos wt y fz, que
aparecen en estas ecuaciones, tienen unidades de dngulo y, generalmente, se expresan en ra-
dianes. Se sabe que w es la frecuencia en radianes que mide el corrimiento de fase por uni-
dad de tiempo y tiene unidades de rad/s. En forma similar, se puede observar que 8 puede
interpretarse como una frecuencia espacial, la cual, en este caso mide el corrimiento de fa-
se por unidad de distancia a lo largo de la direccién en z. Sus unidades son rad/m. Si se fue-
ra a fijar el tiempo en ¢ = 0, las ecuaciones (27a) y (27b) se convertirian en,

Vi(2,0) = Vi(z, 0) = [Vo| cos(Bz) (29)

que se pueden identificar como una funcién periddica simple que se repite cada distancia
incremental, A, conocida con el nombre de longitud de onda. El requisito es que A = 2,
y, por lo tanto,

(30)




11.5 Andlisis complejo de sefales sinusoidales

Posteriormente, se considera un punto (como la cresta de una onda) en la funcién coseno de
la ecuacidén (27a), cuya presencia requiere que el argumento del coseno sea un multiplo en-
tero de 2. Considerando la cresta m-ésima de la onda, la condiciéon en t = 0 es

Bz =2mm

Recordar este punto de la onda requiere que todo el argumento del coseno sea el mismo
multiplo de 27 todo el tiempo. De la ecuacién (27a), la condicién es

wt — Bz = ot — z/v,) = 2mm 3D

De nuevo, conforme el tiempo pasa, la posicién de z deberd también incrementarse con el
fin de satisfacer (31). En consecuencia, la cresta de la onda (y toda la onda) viaja en la di-
reccion positiva de z a una velocidad v, La ecuacion (27b), que tiene el argumento coseno
(wt + Bz), describe una onda que viaja en la direccién negativa de z, puesto que a medida
que el tiempo aumenta z debe disminuir con el objetivo de mantener el argumento constan-
te. Un comportamiento similar se observa en la corriente ondulatoria; sin embargo, se pre-
sentan algunas complicaciones por la presencia de diferencias lineales de fase que ocurren
entre el voltaje y la corriente. Estos problemas se atacan mejor una vez que se estd familia-
rizado con el andlisis complejo de las sefiales sinusoidales.

11.5 Analisis complejo
de senales sinusoidales

Es de mucha utilidad (y, esencialmente, indispensable) expresar ondas sinusoidales como
funciones complejas, ya que facilita en gran medida la evaluacion y visualizacion de la fa-
se, que se verd acumularse a través de muchos mecanismos. Ademads, se estudiardn muchos
casos en los que dos o mds ondas sinusoidales deberdn combinarse para formar una onda
resultante, una tarea que se realizard con mayor facilidad si se utiliza el andlisis complejo.

La expresion de las funciones sinusoidales en forma compleja se basa en la identidad
de Euler:

e/* = cos(x) % j sen(x) (32)

de la cual se puede escribir el coseno y el seno, respectivamente, como las partes real e ima-
ginaria del exponente complejo:

. I . . 1 .
cos(x) = Re[e*/*] = E(e” +e ) = Ee” +c.c. (33a)

. 1 . . 1 .
sen(x) = £Im[e™*] = —(e/* — e %) = —e/¥ +c.c. (33b)
2j 2j

donde j = \/—_1 y donde c.c. denota el complejo conjugado del término que le precede. El con-
jugado se forma cambiando el signo de j dondequiera que aparezca en la expresién compleja.

Se puede aplicar, posteriormente, la ecuacion (33a) a la funcién de onda de voltaje,
ecuacion (26):

1 . . .
V(z, 1) = Vol coslor + Bz + ¢] = = (IVole??) e®/Peel® + c.c. (34)
——

Obsérvese que se han arreglado las fases en (34) de tal manera que pueda identificarse la
amplitud compleja de 1a onda como V, = (| V0|ef¢). De aqui en adelante, un solo simbolo (V,,
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en este ejemplo) se utilizard usualmente para denotar amplitudes de voltaje o de corriente en
el entendido que dichas amplitudes serdn por lo general complejas (tendrdn magnitud y fase).

Dos definiciones adicionales se deducen de las ecuacién (34). Primero se define el
voltaje instantdneo complejo como:

(35)

‘ Ve(z, 1) = Voe™iPel®

El fasor voltaje se forma, entonces, eliminando el factor &' de la forma instantidnea
compleja:

| V() = Vo™i (36)

El fasor voltaje puede definirse siempre y cuando se tengan condiciones de estado estable
en la sinusoide; es decir, que V|, sea independiente del tiempo. De hecho, €ste ha sido el su-
puesto desde el principio, ya que una amplitud que varia con el tiempo implicaria la exis-
tencia de otros componentes de frecuencia de la sefal. De nuevo, se estd manejando una
onda de una sola frecuencia. El significado del fasor voltaje es que efectivamente se estd de-
jando que el tiempo se detenga por completo y observando a la onda estacionaria en el es-
pacio en t = 0. Los procesos para evaluar las fases relativas entre diferentes posiciones
lineales y combinar multiples ondas se hace de una manera mucho mds simple utilizando la
forma fasorial. Otra vez, lo anterior sélo funciona si todas las ondas consideradas tienen la mis-
ma frecuencia. De las definiciones en (35) y (36), el voltaje real instantdneo puede formar-
se utilizando (34):

V(z,t) = |Vp| cos[wt £ Bz + ¢p] = Re[V.(z,1)] = %VC + c.c. (37q)

O, en términos del fasor de voltaje:

V(z, 1) = |Vo| cos[wt + Bz + ¢] = Re[Vy(z)e!' ] = %Vs(z)ej“” + c.c. (37b)

En términos llanos, es posible obtener una onda de voltaje sinusoidal real multiplicando el
fasor de voltaje por ¢ (reincorporando la dependencia temporal) y, después, tomando la
parte real de la expresion resultante. Es imperativo que uno se familiarice con estas relacio-
nes y su significado antes de continuar.

Dos ondas de voltaje con frecuencias y amplitudes iguales se propagan en direcciones opues-
tas a través de una linea de transmision sin pérdidas. Determinar el voltaje total como una fun-
cion del tiempo y la posicion.

Solucion. Las ondas tienen la misma frecuencia y por ello se puede escribir su combina-
cién utilizando sus formas fasoriales. Suponiendo una fase constante, 8, y una amplitud real,
V,» los dos voltajes de la onda se pueden combinar de esta forma:

Vir(z) = Voe P + Voe™9P* = 2V cos(Bz)



11.6 Ecuaciones de las lineas de transmision y sus soluciones en forma fasorial
En su forma real instantanea, esto se convierte en
V(z, t) = Re[2V, cos(Bz)e’®' ] = 2V, cos(Bz) cos(wt)

Lo anterior puede reconocerse como una onda estacionaria, en la cual la amplitud varia en
la forma cos(Bz), y oscila en el tiempo en la forma cos(wt). En determinados puntos fijos se
presentan amplitudes iguales a cero (nulas), z, = (mm)/(2f8), donde m es un entero impar.
Este concepto se amplia en la seccién 11.10, donde se analiza la relacion de onda estacio-
naria de voltaje como una técnica de medicion.
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y sus soluciones en forma fasorial

En esta parte se aplican, comenzando con la ecuacion general de onda (11), los resultados
de las secciones anteriores a las ecuaciones de las lineas de transmision. La ecuacion puede
escribirse para el voltaje real instantdneo, v(z, f), como sigue:

% % ay

5 = LC o2 + (LG + RC) a7 + RGYV (38)
Posteriormente, se sustituye V(z, f) en la forma como se dio en el lado extremo derecho de
(37D), notando que el término complejo conjugado (c.c.) formara una ecuacién separada re-
dundante. También se utiliza el hecho que el operador d/0%, cuando se aplica a la forma com-
pleja, equivale a multiplicar por el factor jw. Después de la sustitucion, y en seguida de
aplicar todas las derivadas con respecto al tiempo, el factor ¢/’ se separa. Lo que queda es
la ecuacién de onda en términos del fasor voltaje:

d*v,
dz?

= —w?LCV, + jo(LG + RC)V, + RGV, (39)

Acomodando términos se llega a la forma simplificada:

2

Vs
= (R + jwL)(G + jwC) Vs = y*V; (40)
N — ——J\W—/
Z Y

donde Z'y Y, como se indica, son la impedancia neta en serie y la admitancia neta de des-
viacion en la linea de transmision, ambas medidas por unidad de distancia. La constante de
propagacion en la linea se define como

¥ = V(R4 joL) G+ joC)=~ZY =a + jB 41)

El significado del término se explicara en la seccién 11.7. Para efectos inmediatos, la solu-
cién de (40) sera:

Vi) = Vo e 7" + Vye's (42a)
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La ecuacién de onda para la corriente serd idéntica en forma a la ecuacién (40). Por lo tan-
to, se espera que el fasor corriente esté en la forma:

L(z) = I e 7* + I " (42b)

Abhora se encontrard la relacién entre las ondas de corriente y de voltaje, como se hizo
previamente, a través de las ecuaciones del telegrafista, (5) y (8). De forma consistente con
la ecuacién (37h), se escribe la corriente sinusoidal como

N =

. ) . 1 .
Tz, 1) = ol cos(et & pz+ &) = = (ole’) /el + c.o. = L@ +cc. (43)

———
Iy

Sustituyendo los lados extremos derechos de (37h) y (43) en (5) y (8), se transforman estas

dltimas ecuaciones de la manera siguiente:

Y 0z dVs .
Yo (r7+1LZE) = = —(R+ joL)I, = —ZI, (44a)
0z or dz
y
01 cv+c) o %G jweyv, = —vv 44b
= — —_— = — @ s — — s
0z ot dz / ( )

Abhora se puede sustituir (42a) y (42b) en cualquiera de las ecuaciones (44a) o (44b) [se uti-
lizara (44a)] para encontrar:

—y Ve Vit yVy et = —Z(I eV + Iy e"F) (45)

Enseguida, igualando los coeficientes de e 7% y €%, se encuentra la expresion general para
la impedancia caracteristica de la linea:

v vy oz oz |z 46)
S 1,y Jzv VY

Incorporando las expresiones para Zy Y, se encuentra la impedancia caracteristica en tér-
minos de los pardmetros de linea conocidos:

R+ joL )
Zo= i = |Zyle’? 7
G+ joC

Nétese que con el voltaje y la corriente proporcionados en las ecuaciones (37b) y (43) se
podria identificar la fase de la impedancia caracteristica, = ¢ — &.

Zy

Una linea de transmisién sin pérdidas tiene 80 cm de largo y opera a una frecuencia de
600 MHz. Los pardmetros de la linea son L = 0.25 uH/m y C = 100 pF/m. Encontrar su
impedancia caracteristica, la constante de fase y la velocidad de fase.
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Solucion. Puesto que la linea no tiene pérdidas, tanto R como G son iguales a cero. La im-

pedancia caracteristica es
L 0.25 x 10-°
Zo=4==,———=50Q
C 100 x 10-12

Puestoque y = a + jB = /(R + joL)(G + jwC) = jw+/LC, se puede observar que

B =wvLC =2m(600 x 106)\/(0.25 x 1076)(100 x 10~12) = 18.85 rad/m
Asimismo,

277(600 x 109
Up=8=M=2X 108 m/s
B 18.85

11.7 Propagacion sin pérdidas
y con bajas perdidas
Una vez obtenidas las formas fasoriales del voltaje y la corriente de una linea de transmi-

sién en general [ecuaciones (42a) y (42b)], se puede observar mas de cerca el significado
de estos resultados. Primero se incorpora (41) en (42a) para obtener

Vi(2) = Vife e /P2 4 Y e*2e /P (48)

Posteriormente, multiplicando (48) por ¢’ y tomando la parte real se obtiene €l voltaje real
instantineo:

V(z, 1) = Vy e % cos(wt — Bz) + V, e cos(wt + Bz) 49)

En este ejercicio, se ha determinado que V" y V,;” sean reales. La ecuaci6n (49) describe on-
das que se propagan hacia delante y hacia atrds que se atenian en amplitud con la distancia
en funcion a e~°% para la onda hacia delante, y ¢ para la onda hacia atrds. Se dice que
ambas ondas se ateniian con la distancia de propagacion a una velocidad que determina el
coeficiente de atenuacion, o, expresada en unidades de nepers/m [Np/m].?

La constante de fase, 8, que se encontré tomando la parte imaginaria de (41), es muy
probable que sea una funcién complicada y dependerd en general de R y G. Sin embargo,
se define atin como el cociente a)/vp, y la longitud de onda atin se define como la distancia
que ofrece un corrimiento de fase de 2z rad, de tal forma que A = 27/f. Al revisar la ecua-
cién (41) se observa que las pérdidas de propagacién se pueden eliminar (es decir, 0 = 0
s6lo cuando R = G = 0. En ese caso, (41) da y = jB =ja)\/L_C, por lo que v, = 1/VLC,
como se encontrd antes.

Las expresiones de o'y 8 cuando las pérdidas son pequefas se obtienen facilmente de
(41). En la aproximacion de bajas pérdidas, se requiere que R << wL 'y G << oC, una

2 Se selecciond el término neper (seguramente por alguien con mala pronunciacién) en honor a John Napier, un
matemadtico escocés que propuso por primera vez el uso de los logaritmos.
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condicién que con frecuencia es vdlida en la practica. Antes de aplicar estas condiciones, la
ecuacion (41) puede escribirse en la forma:

y=a+jf=I[R+ joL)G + joC)]'?

R \12 G \'2
= jovLC |:(1 + —) (1 + —) :| (50)
joL joC

La aproximacion de baja pérdida, entonces, posibilita el uso de los tres primeros términos
de la serie binomial:

2

Jﬂ}il%—% x < 1) (51)

Se utiliza (51) para expandir los términos en corchetes de (50) y se obtiene:

R R? G G*
= joviC|(1+ ¢+ = V(142 4+ T 2
y=Je [( Yo T 8a)2L2)< tiwe t 8a)2C2>:| (52)

Se realizan todos los productos en (52), despreciando los términos que involucran a RG?, R>G
y R’G?, puesto que éstos serdn despreciables comparados con los demds. El resultado es

1 (R G 1 (R* 2RG G?
a4 jB=jovIC|l+ — (242 )+ — (Z_2Z2Y L5 )| (53
y=atijp=jo [+j2a)(L+C)+8a)2(L2 LC +C2)] (53)

Ahora, al separar las partes real e imaginaria de (53) se obtienen o y B:

1 C i
o= 3 <R\/g+ G\/g> (54a)

2
;sﬁw«/ﬁ[ur%(%—ﬁ)] (54b)

Se puede observar que « aumenta en proporcién directa a R 'y G, como se esperaba. Tam-
bién se puede advertir que los términos en (45b) que involucran a R y G conducen a una ve-
locidad de fase, v = w/B, que depende de la frecuencia. Ademads, la velocidad de grupo,
v, = dw/dp, también dependera de la frecuencia y generard una distorsion en la sefial, como
se verd en el capitulo 13. Nétese que cuando R y G son diferentes de cero, las velocidades
de fase y grupo, constantes con la frecuencia, se pueden obtener cuando R/L = G/C, cono-
cida como condicion de Heaviside. En este caso, (54b) se convierte en § = a)\/E y se di-
ce que la linea esta libre de distorsion. Se presentan mds complicaciones cuando se toman
en cuenta posibles dependencias dentro de R, G, L'y C. En consecuencia, generalmente se
presentardn condiciones de propagacién sin distorsion o de baja pérdida en rangos limita-
dos de frecuencia. Como una regla, las pérdidas aumentan con el aumento de frecuencia, so-
bre todo debido al incremento de R con la frecuencia. La naturaleza de este ultimo efecto,
conocido con el nombre de pérdidas por efecto piel, requiere comprender y cuantificar la
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teoria de campo. Esto se estudiard en el capitulo 12 y se aplicardn a las estructuras de las li-
neas de transmision en el capitulo 14.
Por dltimo, se puede aplicar la aproximacién de baja pérdida a la impedancia caracte-
ristica, ecuacién (47). Utilizando (51) se puede ver
JjoL ( )
= /= (55)

4 _ |R+joL
0= — =
Gt jec joC (1 + ng) ¢ (1 + jZ?uC + 8agzcz>

Enseguida, se multiplica (55) por el factor 1, en la forma del complejo conjugado del deno-
minador de (55) dividido por si mismo. La expresion resultante se simplifica eliminando
todos los términos del orden de R®G, G*R, y mads altos. Adicionalmente, la aproximacion,
1/(1 + x) 1 — x, donde se utiliza x << 1. El resultado es

L 1 [1/R G\* @G> i (G R
Zo==V1l+—|-=+=) = |+=(=-~+ 56
0 C{+2a)2|:4(L+C) C2i|+2a)<C L) (56)
Notese que cuando es valida la condicién de Heaviside (de nuevo, R/L = G/C), Z, se redu-
ce s6lo a V' L/C, asi como cuando R y G son cero.

1+ -2

R R?
jwL L (1 + J20L + SwZLZ)
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Supdngase una cierta linea de transmisién donde G = 0, pero R tenga valores finitos y sa-
tisfaga el requisito de bajas pérdidas, R << wL. Utilicese la ecuacién (56) para escribir la
magnitud y fase aproximada de Z,.

Solucion. Con G = 0, la parte imaginaria de (56) es mucho mayor que el segundo térmi-
no de la parte real [proporcional a (R/wL)2]. Por lo tanto, la impedancia caracteristica es

Z(G = 0) = ﬁ L= ) = | Zole”
C 2wL

donde 1Zo| = /L/C,y6 = tan™'(—R/2wL).

D11.1 A una frecuencia de operacion en radianes de 500 Mrad/s, los valores tipicos
de circuito de una determinada linea de transmision son: R = 0.2 Q/m, L = 0.25
puH/m, G = 10 uS/m y C = 100 pF/m. Encontrar: a) o; b) ; ¢) A; d) v e) Z,

Respuesta: 2.25 mNp/m; 2.50 rad/m; 2.51 m; 2 x 108 m/seg; 50.0 — j0.0350 Q

11.8 Caracterizacion de la transmision
de potencia y pérdidas

Una vez hallados el voltaje y la corriente sinusoidal en una linea de transmision, se evalia
la potencia transmitida en una distancia especifica como funcién de las amplitudes del vol-
taje y la corriente. Se comienza con la potencia instantdnea, que estd dada simplemente co-
mo el producto del voltaje y la corriente reales. Considérese el término que se propaga hacia
delante en la ecuacién (49), donde, de nuevo, la amplitud, V0+ = |Vy|, se considera real. La
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forma de onda de la corriente serd muy parecida; sin embargo, generalmente tendrd un
corrimiento en fase. Tanto la corriente como el voltaje se atendan de acuerdo con el factor
e~ %. Por lo tanto, la potencia instantdnea se convierte en:

Pz, 1) = V(z, )I(z, t) = |Vol|Iole > cos(wt — Bz)cos(wt — Bz + 0) (57)

En general, la potencia promediada en el tiempo, (P), es de interés. Esto se encuentra a
través de:

T
(P) = % / |V0||Io|e’2‘)‘Z cos(wt — Bz) cos(wt — Bz + 0)dt (58)
0

donde T = 27/w es el periodo correspondiente a un ciclo de la oscilacién. Utilizando una
identidad trigonométrica, el producto de cosenos en el integrando puede escribirse como la
suma de los cosenos individuales a las frecuencias de suma y diferencia:

T
(P) = % / %|V0| |o|[cosRat — 2Bz + 6) + cos(6)] dt (59)
0

El primer término coseno se integra a cero, dejando el término cos 6. La integral restante se
evalda ficilmente como

1|Vol?

—2az
e cosf [W] 60
212 (00)

1 —2az
(P)= §|Vo||10|6’ cost =

Se puede obtener el mismo resultado directamente del voltaje y la corriente del fasor. Se co-
menzard por éstos, expresandolos como

V() = Voe e i o)
y
az —i Vo . _in.
I,(2) = pe % /P = — %% P2 (62)
0

donde Z, = |Z0|ei". Ahora se observa que la potencia promediada en el tiempo expresada en
(60) puede obtenerse de la forma fasorial a través de:

(P) = SRelViL) 63)

donde, de nuevo, el asterisco (*) denota el complejo conjugado (aplicado en este caso s6lo
al fasor de corriente). Utilizando (61) y (62) en (63), se encuentra que

1 . %A )
_ - —az ,—jBz 0 —az ,+jBz
(P) = 2Re{Voe e —|Zo|€_jee e }
2
= lRe —VOVO* e 2% i0 1 — l—WO' e 2 cos 6 (64)
2 | Zo] 2 |Zo|

la cual se puede advertir que es idéntica al resultado integrado en el tiempo de la ecuacién
(60). La ecuacién (63) se aplica a cualquier onda de una sola frecuencia.
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Un resultado importante del ejercicio anterior es que la potencia se atenia como e “%, o

(P(2)) = (P(0))e > (65)

La potencia disminuye a una velocidad equivalente a dos veces la velocidad exponencial
con la distancia, ya sea voltaje o corriente.

Una forma conveniente de medir la pérdida de potencia es utilizando el decibel. Esto
se basa en expresar una caida de potencia como una potencia de 10. Especificamente, se
puede escribir

(P(2))
(P(0))

donde la constante, «, se determinara después. Fijando oz = 1, se encuentra que

— 672o¢z — 10 *ez (66)

e?=10" =« =log,(e*) =0.869 (67)

Ahora, por definicién, la pérdida de potencia de decibeles (dB) es

Pérdida de potencia (dB) = 10log, [%} = 8.69z (68)

donde se puede observar que invirtiendo la relacién de potencias en el argumento de la fun-
cién log [en comparacion con el cociente de (66)] la pérdida en dB resulta un nimero posi-
tivo. Asimismo, notando que (P) o |Vy|*, se puede escribir de forma equivalente:

0
Pérdida de potencia (dB) = 10log, [m] = 201log, [

69
(P(2) ©

[Vo(O) }
[Vo(2)]

donde [V (z)| = |V, (0)|e~=
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En una linea de transmisién de 20 m de longitud se presenta una caida de potencia de 2.0 db
de extremo a extremo. a) ;Qué fraccién de la potencia de entrada llega a la salida? b) ;Qué
fraccion de la potencia de entrada llega a la mitad de la linea? c) ;Qué coeficiente de ate-
nuacién exponencial, o, representa esto?

Solucioén. a) La fraccién de potencia serd

(P20))
(PO))
b) 2 dB en 20 m equivale a una pérdida de 0.2 dB/m. Asi que, en un tramo de 10 me-

tros, la pérdida serd de 1.0 dB. Esto representa una fraccién de potencia de 10701 = 0.79.
¢) El coeficiente de atenuacién exponencial se encuentra a través de

2.0dB
o =
(8.69 dB/Np)(20 m)

Como punto final se plantea la pregunta: ;Por qué utilizar decibeles? La respuesta ine-
ludible es que cuando se evalda la potencia acumulada de varias lineas y dispositivos conec-

=102 =0.63

= 0.012 [Np/m]
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tados de extremo a extremo, la pérdida neta en dB de todo el tramo es precisamente la su-
ma de las pérdidas en dB de los elementos individuales.

D11.2 Dos lineas de transmision van a conectarse de extremo a extremo. La linea 1
es de 30 m de longitud y tiene una pérdida de 0.1 dB/m. La linea 2 es de 45 m de lon-
gitud y tiene una pérdida de 0.15 dB/m. La conexién no estd bien hecha y produce una
pérdida de 3 dB. ;Qué porcentaje de la potencia de entrada llega a la salida de la com-
binacién?

Respuesta: 5.3%

11.9 Reflexion de la onda
en las discontinuidades

El concepto de la reflexién de ondas se presentd en la seccion 11.1. Como se sobreentien-
de, la necesidad de una onda reflejada tiene su origen en necesidades imperativo de satisfa-
cer todas las condiciones de frontera de voltaje y de corriente en los extremos de las lineas
de transmision, asi como en los puntos donde dos lineas diferentes se conectan entre si. Las
consecuencias de las ondas reflejadas usualmente son indeseables, en el sentido de que par-
te de la potencia que se pretende transmitir a una carga, por ejemplo, se refleja y propaga
de regreso hacia la fuente. Por lo tanto, es importante comprender las condiciones para lo-
grar que no se reflejen las ondas transmitidas.

El problema bdsico de la reflexion lo ilustra la figura 11.5. Ahi se muestra que una li-
nea de transmision con impedancia caracteristica Z, termina en una carga que tiene una im-
pedancia caracteristica Z, = R, + jX,. Si la linea tiene pérdidas, entonces se sabe que Z,
también serd compleja. Por conveniencia, se asignan coordenadas de tal forma que la carga
se encuentre en z = 0. Por lo tanto, la linea ocupa la regién z < 0. Se supone que una onda
de voltaje incide en la carga y se expresa en forma fasorial para toda z como:

Vi(z) = Voie e /P (70a)

Cuando la onda llegue a la carga, se generard una onda reflejada que se propagard hacia
atrds:

Vi (z) = Voretcetibe (70b)

Z, Z, = R + jX,

|
z=0

Figura 11.5 Reflexion de la onda de voltaje que produce una impedancia
de carga compleja.
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Ahora, el voltaje del fasor en la carga es la suma de los fasores de voltaje incidente y refle-
jado evaluados en z = O:

Vi = Voi + Vor (711)
Ademads, la corriente a través de la carga es la suma de las corrientes incidente y reflejada,

también en z = 0:

1 V 1
I=1Io+ I = Vo = Vol = 5 = ——[Voi + Vo] (72)
0 L L

Ahora, se puede despejar el cociente de la amplitud de voltaje reflejado y la amplitud del
voltaje incidente, definido como el coeficiente de reflexion, I':

VorBh Zp—Z .
R s L (73)

r =
Voo  Zp+ 2y

en donde se resalta la naturaleza compleja de I', significando que, en general, la onda refle-
jada experimentard una reduccién de amplitud y un corrimiento de fase en relacién con la
onda incidente.

Ahora, utilizando (71) y (73), se puede escribir

Vi = Voi + IV, (74)

a partir de la cual se encuentra el coeficiente de transmision, que se define como el cocien-
te de la amplitud del voltaje de la carga y la amplitud del voltaje incidente:

,.
1

=14 =" =|r]e/* (75)

Un punto que en principio podria alarmar al lector es que si I es un nimero real positivo, en-
tonces T > 1; la amplitud de voltaje en la carga es, por lo tanto, mayor que el voltaje inciden-
te. Aunque esto podria estar en contra de la intuicién, no representa un problema debido a que
la corriente en la carga serd menor que la de la onda incidente. Se vera que esto siempre re-
sulta en una potencia promedio en la carga menor o igual que la de 1a onda incidente. Un pun-
to adicional tiene que ver con la posibilidad de encontrar pérdidas en la linea. La amplitud de
la onda incidente utilizada en (73) y (75) es siempre la amplitud que se presenta en la carga,
después de que se hayan presentado pérdidas de propagacién desde la entrada.

Generalmente, el objetivo principal de la transmision de potencia a una carga es configu-
rar la combinacién linea/carga de tal forma que no haya reflexién. En consecuencia, la carga
recibe toda la potencia transmitida. La condicién para que esto suceda es que I' = 0, lo cual
significa que la impedancia de la carga debe ser igual a la impedancia de la linea. En dichos
casos, se dice que la carga estd acoplada a la linea (o viceversa). Existen varios métodos para
empatar impedancias, muchos de los cuales se estudiardn mds tarde en este capitulo.

Por ultimo, es necesario determinar las facciones de la potencia de la onda incidente
que refleja y disipa la carga. La potencia incidente puede encontrarse con la ayuda de (64),
en donde esta vez se posiciona la carga en z = L, con la entrada de la linea en z = 0.

1 VOVO* —2aL j6 1|V0|2 —2al
(P;) = —Re{—e “el?t = ———e "% cosh (76a)
2 [Zo] 2 |Zy|

351



352

Q..
llustraciones

CAPITULO 11 Lineas de transmisién

Posteriormente, la potencia reflejada se halla sustituyendo el voltaje de la onda reflejada en
(76a), donde este ultimo se obtiene multiplicando el voltaje incidente por I™:

1T [Vol? ~2aL
2 |2

0s6 (76b)

(P,) = lRe{

5 (F VO)(F*VO*)e—Z&LejG}

[Zo]

La fraccién de la potencia reflejada en la carga la determinan el cociente de (76b) y (76a):

{P:)
(Pi)

=TT =|I? (77a)

La fraccion de la potencia incidente que se transmite a la carga (o que ésta disipa) es, por
lo tanto,

(P)

=1—|I)? 77b
(P;) - 77

El lector debe estar consciente de que la fraccién de la potencia transmitida no es |z|%, co-
mo uno podria ser tentado a concluir.

En situaciones que vislumbren la conexién de dos lineas de transmision semiinfinitas
que tengan diferentes impedancias caracteristicas, se presentardn reflexiones en la unidn,
donde la segunda linea se trata como la carga. Para una onda incidente de la linea 1 () a
la linea 2 (Z,,), se encuentra que

Zy — Zoi

_fe—‘fn (78)
Zn + Zo

La fraccién de la potencia que se propaga en la segunda linea es entonces 1 — |I'|%.

Una linea de transmisién sin pérdidas de 50 € termina en una impedancia de carga, Z, =
50 — j75 Q. Si la potencia incidente es de 100 mW, encontrar la potencia que disipa la carga.

Solucion. El coeficiente de reflexion es

Zy1—Zy 50— j75—50
CZi+Zy 50— 75450

=0.36 — j0.48 = 0.60e /3

Entonces
(Pr) =(1 — |F|2)(’P,-) =[1- (0.60)2](100) = 64 mW

Dos lineas con pérdidas se conectardn extremo con extremo; la primera tiene 10 m de largo
y una pérdida de 0.20 dB/m; la segunda tiene 15 m de largo y una pérdida de 0.10 dB/m. El
coeficiente de reflexién en la unién (de la linea 1 con la linea 2) es I' = 0.30. La potencia
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de entrada (a la linea 1) es de 100 mW. a) Determinese la atenuacion total de la combina-
ci6én en dB. b) Determinese la potencia transmitida al extremo de salida de la linea 2.

Solucioén. a) La atenuacién en dB en la union es
L;(dB) =101 L 101 _ 0.41dB
. = [0} = (0] == U.
j g10 NE g10 1-0.09
La pérdida total del enlace en dB es
L,(dB) = (0.20)(10) 4+ 0.41 + (0.10)(15) = 3.91 dB

b) La potencia de salida serd P_ .. = 100 x 107031 = 41 mW.

salida

11.10 Relacion de onda estacionaria
de voltaje

En muchos casos, las caracteristicas del desempefio de las lineas de transmisién son medi-
bles. Dentro de estas mediciones se encuentran las impedancias de carga o impedancias de
entrada de lineas que terminan en impedancias de carga conocidas o desconocidas. Dichas
técnicas se basan en la habilidad de medir amplitudes de voltaje que ocurren como funcio-
nes de posicion dentro de una linea, generalmente disefada para ese propdsito. Un aparato
tipico consiste de una linea ranurada. Esta es una linea de transmisién coaxial sin pérdidas
que tiene una banda longitudinal en el conductor exterior a lo largo de toda su extension. La
linea se coloca entre la fuente de voltaje sinusoidal y la impedancia que se medird. A través
de la banda de la linea ranurada, un medidor de voltaje se inserta para medir la amplitud del
voltaje entre los conductores interior y exterior. A medida que el medidor de voltaje se mue-
ve a través de la longitud de la linea se registran las amplitudes de voltaje mdxima y mini-
ma y se determina su relacion, conocida como relacion de onda estacionaria de voltaje, o
VSWR, por sus siglas en inglés. El significado de esta medicién y su utilidad es el tema de
esta seccion.

La comprension de significado de las mediciones de voltaje requiere considerar algu-
nos casos especiales. Primero, si la linea ranurada termina en una impedancia empatada, en-
tonces no se presenta ninguna onda reflejada; el medidor indicard la misma amplitud de
voltaje en cada punto. Por supuesto que el voltaje instantdneo que el medidor de voltaje
muestrea diferird en fase una cantidad igual a B(z, — z,) radianes a medida que el medidor
se desplace de z =z, a z = z,; sin embargo, el sistema es insensible a la fase del campo. Los
voltajes iguales en amplitud son caracteristicos de una onda viajera sin atenuacion.

Segundo, si la linea ranurada termina en un circuito abierto o cortocircuito (o, en ge-
neral, una impedancia de carga imaginaria pura), el voltaje total en la linea es una onda
estacionaria y, como se mostrard en el ejemplo 11.1, el medidor de voltaje no proporcio-
nard ninguna lectura cuando se ubique en los nodos; esto se presenta periédicamente con
un espaciamiento de la mitad de la longitud de onda. A medida que cambia la posicién
del medidor, su lectura cambia en una cantidad igual a |[cos(8z + ¢)|, donde z es la dis-
tancia desde la carga y donde la fase, ¢, depende de la impedancia de la carga. Por ejem-
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plo, si la carga estd en cortocircuito, el requisito de voltaje cero en el corto conduce a un
valle en ese punto y, por lo tanto, el voltaje en la linea variard en funcién de |sen (Bz)|
(donde ¢ = £m/2).

Una situacién mds complicada surge cuando el voltaje reflejado no es el 0% ni el 100%
del voltaje incidente. Parte de la energia la absorbe la carga y parte se refleja. Por lo tanto,
la linea ranurada soporta un voltaje que se compone tanto la onda viajera como la onda es-
tacionaria. Es muy usual describir este voltaje como una onda estacionaria, a pesar de que
también estd presente una onda viajera. Se verd que el voltaje no tiene una amplitud cero en
cualquier punto todo el tiempo, y que el grado en que se divide el voltaje entre una onda via-
jera y una estacionaria verdadera se expresa como el cociente entre la amplitud médxima en-
contrada por el medidor y la amplitud minima (VSWR). Esta informacién, junto con las
posiciones del minimo y méximo de voltaje con respecto a los de la carga, permite determi-
nar la impedancia de la linea. E1 VSWR también ofrece una medida de la calidad de la ter-
minacion. Especificamente, una carga bien empatada da un VSWR igual a 1. Una carga
reflejante por completo produce un VSWR infinito.

La deduccién de la forma especifica del voltaje total requiere comenzar con las ondas
que se propagan hacia delante y hacia atrds que se presentan dentro de la linea ranurada. La
carga se ubica en z = 0, por lo que todas las posiciones dentro de la linea ranurada se pre-
sentan para valores negativos de z. Tomando la amplitud de la onda de entrada como V,,, el
voltaje total del fasor es

Vir(z) = Voe 7P 4+ T Vpe P (79)

La linea, siendo sin pérdidas, tiene una impedancia caracteristica real, Z . La impedancia de
la carga, Z,;, es compleja, lo cual lleva a un coeficiente de reflexion complejo:

Zy —Zy

=———— =/ (80)
Zr+ 2y

Si la carga es un cortocircuito (Z, = 0), ¢ es igual a 7; si Z, es real y menor a Z, ¢ es tam-
bién igual a 7r; y si Z,; es real y mayor que Zo, ¢ es cero. Utilizando (80) se puede reescri-
bir (79) de la manera siguiente:

Vir(z) = Vi (e—jﬁz + |1'*|ej(,31+¢)) — Voej¢/2 (e—jﬁze—j¢/2 + |F|ejﬁzej¢’/2) (81)

Para expresar (81) de una manera mads 1til se puede aplicar el truco algebraico de sumar y
restar el término V,, (1 — [T|)e 7%

Vir(2) = Vo1 — [T e 5% 4 V| T|e/#/2 (e /2e=19/2 1 ¢iP2e79/2) (82)

El dltimo término en paréntesis de (82) se convierte en un coseno, y se puede escribir

Vr(2) = Vo(1 — D7 + 2Vg|T}e?®” cos(Bz + ¢/2) | (83)
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Las caracteristicas mas importantes de este resultado se ven mas facilmente convirtiéndolo
a la forma instantdnea real:

V(z, t) = Re[V,r(2)e!*'] = Vo(1 — |T|) cos(wt — Bz)
onda viajera
+ 2|T"|Vy cos(Bz + ¢ /2) cos(wt + ¢ /2) (84)

onda estacionaria

La ecuacion (84) se conoce como la suma de una onda viajera con amplitud (1 — [['[)V,y
una onda estacionaria con amplitud 2|I"|V,,. Los eventos se pueden visualizar de la manera
siguiente: la porcién de la onda incidente que se refleja y se propaga de regreso en la linea
ranurada interfiere con una porcién equivalente de la onda incidente para formar una onda
estacionaria. El resto de la onda incidente (que no interfiere) es la parte de la onda viajera
de (84). Es posible localizar la amplitud maxima observada en la linea donde las amplitu-
des de los dos términos de (84) se suman directamente para dar (1 + |I'|)V,,. La amplitud
minima se observa donde la onda estacionaria llega a cero, dejando s6lo una amplitud de la
onda viajera de (1 — [[')V,. El hecho de que los dos términos en (84) se combinen asi con
la fase adecuada no es aparente inmediatamente; sin embargo, los argumentos siguientes
mostraran que en verdad esto ocurre.

Las amplitudes de los voltajes minimo y maximo se obtienen observando la primera
parte de la ecuacién (81):

Vir(z) = Vo (e 7P 4 |7 [/ PH9) 85)

Primero, la amplitud minima del voltaje se obtiene cuando los dos términos de la ecuacién
(85) se restan directamente (los cuales tienen una diferencia en fase de ). Esto se presenta en

Zmin = —#@5 +QCm+1r) (m=0,1,2,...) (86)

Notese de nuevo que todas las posiciones dentro de la linea ranurada se presentan en valo-
res negativos de z. Sustituyendo (86) en (85) se logra la amplitud minima:

Vsr@min) = Vo(I — |I']) (87)

EIl mismo resultado se obtiene sustituyendo (86) en el voltaje real, (84). Esto genera un va-
lor cero en la parte de la onda estacionaria, y se obtiene,

V(zmin, 1) = £Vo(1 — [T|) sen(wr + ¢/2) (88)

El voltaje oscila (pasa a través de cero) en el tiempo, con una amplitud V(1 — |T'|). Los sig-
nos de mds y menos en (88) se aplican a los valores pares y nones de m en la ecuacién (86),
respectivamente.

A continuacién se obtiene la amplitud del voltaje maximo cuando los dos términos de
la ecuacion (85) se suman en fase. Esto ocurrird en los puntos dados por,

Zmax = —%(qﬁ +2mmx) (m=0,1,2,...) (89)
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Al sustituir (89) en (85) se obtiene
Vsr (Zmax) = Vo(1 + |T')) (90)

Como antes, es factible sustituir (89) en el voltaje instantdneo real (84). El efecto es produ-
cir un maximo en la parte de la onda estacionaria, la cual después se suma en fase a la on-
da viajera. El resultado es

V(Zmax, 1) = £Vo(1 + |T']) cos(wt + ¢/2) 1)

donde los signos de mds y menos se aplican, respectivamente, a los valores positivo y nega-
tivo de m en (89). De nuevo, el voltaje oscila alrededor de cero en el tiempo con una ampli-
tud de V(1 + |T)).

Noétese que un voltaje maximo se ubica en la carga (z = 0) si ¢ = 0; ademds, ¢ = 0
cuando I es real y positivo. Esto se presenta cuando Z, es real y Z, > Z,. Por lo tanto, hay
un voltaje mdximo en la carga cuando la impedancia de la carga es mayor que Z, y ambas
impedancias son reales. Cuando ¢ = 0, tambi€n se presenta un maximo en 7. = —mn/f =
—mA/2. Cuando la impedancia de la carga igual a cero, ¢ = m, y el maximo se encuentra
enz . = 7/(2B), =3n/(2B), 0 7,5, = —A4, —3A/4, y asi sucesivamente.

El valor minimo lo separan multiplos de media longitud de onda (asi como el valor
maximo), y para una impedancia de la carga igual a cero, el primer minimo ocurre cuando
—Bz =0, o en la carga. En general, el voltaje minimo se encuentra en z = 0 siempre que
¢ = m; esto ocurre si Z, < Z; donde Z, es real. Los resultados generales los muestra la
figura 11.6.

|V |

A2

‘ ‘

/\/\/\/\ i
1 : ‘ —— a-irhy,

2 @ +6m) 2 @ +4m) 2 @+ 2m) 2 0 z
F@EST H@+3m F@+D

Figura 11.6 Gréfica de la magnitud de V,; de la ecuacién (85) en funcion

de la posicion, z, enfrente de la carga (en z = 0). La fase del coeficiente

de reflexion es ¢, lo cual conduce a las posiciones indicadas de amplitud de
voltaje maximo y minimo, como lo expresan las ecuaciones (86) y (89).
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Por dltimo, la relacién de onda estacionaria de voltaje se define como:

VenGEnn) o 1+ |T|

= 92
V1 (Zmin) I — | ©2)

S =

Puesto que las amplitudes de voltaje absolutas se han separado, el VSWR medido permite
la evaluacién inmediata de |I"|. La fase de I" se encuentra, entonces, midiendo la ubicacion
del primer maximo o minimo con respecto a la carga y después utilizando (86) o (89) como
convenga. Una vez conocida I se puede encontrar la impedancia de carga suponiendo que
Z, se conoce.

D11.3 ;Qué relacion de onda estacionaria de voltaje resulta cuando I' = £1/2?

Respuesta: 3

Como resultado de mediciones de linea ranurada se tiene un VSWR de 5, un espaciamien-
to maximo entre voltajes sucesivos de 15 cm, y el primer minimo a una distancia de 0.75 cm
enfrente de la carga. Determinese la impedancia de la carga, suponiendo una impedancia de
50 Q en la linea ranurada.

Solucion. El espaciamiento de 15 cm entre maximos es A/2, lo que implica una longitud
de onda de 30 cm. Puesto que la linea ranurada estd llena con aire, la frecuencia es f = ¢/A
= 1 GHz. EI primer mdximo en 7.5 cm estd, por lo tanto, a una distancia de A/4 de la car-
ga, lo que significa que el voltaje minimo se presenta en la carga. Por lo tanto, I" serd real y
negativa. Se utiliza la ecuacién (92) para escribir,

s—1 5-1 2

IT| = E
s+ 1 5+1 3
Asi que
2 Zp—Z
F—_2_%tL 0
3 Zp+Zy
en la que se despeja Z, para obtener
50
ZL=—ZQ=?=IOQ

Hustraciones |
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de longitud finita

Surge un nuevo tipo de problema cuando se considera la propagacién de voltajes sinusoida-
les en lineas de longitud finita con cargas sin empatar. En casos asi se presenta un gran nu-
mero de reflexiones en la carga y el generador, formando en la linea una distribucién de
voltaje bidireccional multionda. Como siempre, el objetivo es determinar la potencia neta
transferida a la carga en estado estable; sin embargo, en este caso se debe incluir el efecto
de un gran nimero de ondas que se reflejan hacia delante y hacia atras.
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Figura 11.7 Configuracion de una linea de transmision de longitud finita y su circuito equivalente.

La figura 11.7 muestra el problema bdsico. La linea, supuestamente sin pérdidas, tiene
una impedancia caracteristica Z, y una longitud /. La fuente de voltaje sinusoidal a una fre-
cuencia w proporciona el fasor de voltaje V.. Asociada con la fuente, existe una impedancia
interna compleja, Z > COMO se muestra. Se supone que la impedancia de carga, Z,, es com-
pleja y que se ubica en z = 0. Por lo tanto, la linea existe a lo largo del eje negativo de z. El
método mds facil de resolver el problema es no intentar analizar cada reflexién en forma in-
dividual, sino reconocer que en estado estable existird una onda neta hacia delante y otra ha-
cia atrds, lo que representard la superposicion de todas las ondas que inciden en la carga y
de todas las ondas que se reflejan en ella. Por lo tanto, se puede escribir el voltaje total en
la linea como

Vir(z) = VO-&-e*J'ﬂZ + Vo—ejﬂz (93)
enla que V," y V, son amplitudes complejas, compuestas, respectivamente, de la suma

de todas las amplitudes y fases de las ondas individuales hacia delante y hacia atrds. De ma-
nera similar, se puede expresar la corriente total en la linea como:

Lr(z) = I e 9P I eP* (94)

Ahora se define la impedancia de la onda, Z (z), como el cociente del voltaje total del fa-
sor y la corriente total del fasor. Utilizando (93) y (94) se puede escribir:

Vir(z Vite i 4 V= eif?
Zyy=2t® YotV e (95)
IsT(Z) I() e Jpz F IO elpz
A continuacién se utilizan las relaciones V,” = T'V,", I = V' /Zo, e Iy = =V, /Zy. La
ecuacion (95) se puede simplificar en
e /Pt 4 elP
Zyw(2) = Zy [m} (96)

Abhora, utilizando la identidad de Euler, (32) y sustituyendo I' = (Z, — Z)/(Z, + Z), la
ecuacion (96) se convierte en

7)

Z.(2) = Zo |:ZL cos(Bz) — jZo sen(ﬁz)i|

Zocos(Bz) — jZ; sen(Bz)

La impedancia de la onda en la linea de entrada se halla al evaluar (97) en z = —/, obteniendo,
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(98)

Zui = Zo [ZL cos(Bl) + jZy sen(ﬂl):|

Zocos(Bl) + jZy sen(Bl)

Esta es la cantidad que se necesita para obtener el circuito equivalente de la figura 11.7.
Un caso especial es en el que la longitud de la linea es de media longitud de onda o de
un multiplo entero de ésta. En ese caso,

ﬁl_anA_ (m=0.12 )
_kz_mn m=0,1,2,...

Al utilizar este resultado en (98) se obtiene

Zell = mrj2) = Z; (99)

El circuito equivalente para una linea de media onda puede construirse simplemente quitan-
do la linea por completo y colocando la impedancia de la carga en la entrada. Por supuesto,
esta simplificacién funciona siempre y cuando la longitud de la linea sea en realidad un
multiplo entero de la mitad de la longitud de onda. Una vez que la frecuencia comienza a
variar, esta condicién deja de cumplirse y se debe utilizar (98) en su forma general para en-
contrar Z, .

Otro caso especial que también es importante se presenta cuando la longitud de la linea
en un mdltiplo impar de un cuarto de la longitud de onda:

Bl=Zomi ) =@m+ 1T m=0.1.2...)
—km 4—m 2m—,,,...

La utilizacion de este resultado en (98) conduce a

Z
Zem(l = 0/4) =% (100)
I,

Una aplicacion inmediata de (100) es en el problema de la unién de dos lineas con impedan-
cias caracteristicas diferentes. Supdongase que las impedancias son (de izquierda a derecha),
Zy Y Zy;- En la union se puede insertar una linea adicional, cuya impedancia caracteristica
sea Z,, y su longitud, de A/4. Por lo tanto, se tiene una secuencia de lineas unidas cuyas im-
pedancias aumentan en el orden Z,, Z, y Zos- Ahora, una onda de voltaje incide de la linea
1 ala unién entre Z, y Z,. Ahora la carga efectiva en el extremo lejano de la linea 2 es Z,y,.
La impedancia de entrada a la linea 2 para cualquier valor de frecuencia es,
Zoz cos Bol + jZy sen Byl

Zey =2 101
ent 02 Zoz COS ,321 + jZ(B sen ,321 ( )

Entonces, puesto que la longitud de la linea 2 es A/4,

Z2
Zent (linea 2) = =2 (102)
Zos
En la interfase Z),—Z, no se presentardn reflexiones si Z, = Z,,. Por lo tanto, es posible
empatar la unién (permitiendo que haya una transmision completa a través de la secuencia
de las tres lineas) si Z, se escoge de tal forma que
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Zi =~/ Zo1Zo3 (103)

A esta técnica se le conoce con el nombre de acoplamiento de un cuarto de onda y, de nue-
vo, estd limitada a una frecuencia (o banda angosta de frecuencias) de tal forma que [ = (2m
+ 1)A/4. Se presentardn mds ejemplos de estas técnicas al estudiar la reflexion de ondas
electromagnéticas en el capitulo 13. Mientras tanto, se presentardn en la seccién 11.12
ejemplos adicionales que involucran el empleo de la impedancia de entrada y el VSWR.

11.12 Algunos ejemplos de la linea
de transmision

En esta seccidn se aplicardn a varios problemas ordinarios de lineas de transmisiéon muchos
de los resultados obtenidos en las secciones precedentes. Se simplificard el trabajo restrin-
giéndose a lineas que no sufren pérdidas.

Se comenzard suponiendo una linea con cable bipolar o bialambrico de 300 Q (Z, =
300 ), como el cable de la antena de un televisor o un receptor de FM. El circuito lo mues-
tra la figura 11.8. La linea tiene 2 m de largo y los valores de L y C son tales que la veloci-
dad en la linea es de 2.5 x 10% m/s. Se finaliza la linea en un receptor que tiene una
resistencia de entrada de 300 €2, y en una antena representada por su equivalente Thevenin,
Z =300 Q en serie con V. = 60 V a 100 MHz. Este voltaje de antena es mayor por un fac-
tor de 10° que el que se tendrfa en un caso prictico, pero tiene la cualidad de dar valores
sencillos con los cuales trabajar. En términos practicos, se pueden dividir las corrientes y los
voltajes entre 107, las potencias entre 10'° y dejar intactas las impedancias.

Como la impedancia de carga es igual a la impedancia caracteristica, la linea estd aco-
plada; el coeficiente de reflexion, cero, y la relacién de onda estacionaria, igual a uno. Res-
pecto a la velocidad y la frecuencia dadas, la longitud de onda sobre la linea es v/f = 2.5 m,
y la constante de fase, 27/1 = 0.87 rad/m; la constante de atenuacién es cero. La longitud
eléctrica de la linea es Bl = (0.87)2, o 1.67 rad. Esta longitud se puede expresar también
como 288° o 0.8 longitudes de onda.

La impedancia de entrada viendo desde las terminales de la fuente de voltaje es 300 €2,
y dado que la impedancia interna de la fuente es de 300 €, el voltaje a la entrada de la 1i-
nea es la mitad de 60V, es decir, 30 V. La fuente estd acoplada a la linea y entrega el maximo

300 Q

300 Q

(Rent de receptor)

o +
oV - Zy=300Q,v=2.5 x 108 m/s
100 MHz

Figura 11.8 Linea de transmision acoplada en ambos extremos que no produce
reflexiones y, por lo tanto, entrega la maxima potencia a la carga.
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de potencia disponible a la linea. Como no hay reflexion ni atenuacidn, el voltaje en el cir-
cuito de carga es 30 V, pero tiene un retraso de fase de 1.6 7 rad. Por lo tanto,

Vent = 30cos(210%) V

mientras que

Vi = 30cos(2n 108 — 1.67) V

La corriente de entrada es

1%
Lont :ﬁ‘; = 0.1cos(2m 10%) A

mientras que la corriente en el circuito de carga es
I = 0.1cos(2710% — 1.6m) A

El suministro promedio de potencia a la entrada de la linea por la fuente debe entregarse to-
talmente al circuito de carga por medio de la linea.

1
Pen[ZPL=§X30XO.1=1.5W

Supdngase ahora que se conecta un segundo receptor que también tiene una resistencia
de entrada de 300 Q a lo largo de la linea, en paralelo con el primer receptor. La impedan-
cia de carga ahora es 150 Q, el coeficiente de reflexion es

_150-300 1

150 + 300 3

y la relacién de onda estacionaria en la linea es
143

1 —

=2

S =

La impedancia de entrada ya no es de 300 €2, sino que es

ZycosBl+ jZosen Bl 150 cos 288° 4 j300 sen 288°
O Zocospl+ jZrsenpl " 300cos288° + ;150 sen 288°
= 510/—-23.8° = 466 — j206

Zent = Z

la cual es una impedancia capacitiva. Fisicamente, esto significa que esta longitud de linea
almacena mds energia en su campo eléctrico que en el magnético. El fasor de corriente de
entrada resulta ser

60

Ix ent — N =0.0756/15.0° A
’ 300 + 466 — j206

y la potencia suministrada a la linea por la fuente es
1
Pent = 7 X (0.0756)* x 466 = 1.333 W

Dado que no existen pérdidas en la linea, 1.333 W deben entregarse al circuito de car-
ga. Noétese que es inferior a los 1.50 W que serfa imperativo entregar a un circuito de carga
acoplado; mds atn, esta potencia debe sufrir una equiparticion en los dos receptores, y asi
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cada receptor recibe sélo 0.667 W. Como la impedancia de entrada de cada receptor es de
300 Q, facilmente se encuentra que el voltaje a través del receptor es

1|V, |

0.667 = L1 Vorl
2300

[Vl =20V

en comparacién con los 30 V obtenidos a través de un solo circuito de carga.

Antes de terminar con este ejemplo, se hardn varias preguntas acerca de los voltajes de
la linea de transmision. {Dénde estd el voltaje maximo o minimo y cudles son estos valo-
res? ;La diferencia de fase entre el voltaje en el circuito de carga y el voltaje de entrada to-
davia es de 288°? Presumiblemente, si se responden estas preguntas para el voltaje también
se podrian responder para la corriente.

La ecuacién (89) se ocupa para localizar el voltaje mdximo en

1
Zmax = _ﬁ(qb +2mm) (m=0,1,2,...)

donde T' = |T'|€/®. Asi, con B = 0.87 y ¢ = 7, se encuentra que
Zmix = —0.625 'y  —1.875m
mientras que el minimo estd a una distancia de A/4 del médximo,
Zmn =0 y —125m

y se encuentra que el voltaje en el circuito de carga (en z = 0) es un voltaje minimo. Esto,
por supuesto, verifica la conclusién general alcanzada parrafos atrds: un minimo de voltaje
se presenta en el circuito de carga si Z, < Z;y se presenta un voltaje maximo si Z, > Z,,
en donde ambas impedancias son puramente resistivas.

Entonces sucede que el voltaje minimo en la linea es el voltaje del circuito de carga,
20 V; el voltaje maximo debe ser 40 V, puesto que la relacidon de onda estacionaria es 2. El
voltaje en el extremo de entrada de la linea es

Vs.ent = Lsent Zent = (0.0756 £15.0°)(510£—23.8") = 38.5/—8.8°

El voltaje de entrada es casi tan grande como el voltaje maximo en cualquier lado de la li-
nea, ya que ésta tiene una longitud que es casi tres cuartos de la longitud de onda, una lon-
gitud que harfa que el voltaje maximo se localizara en la entrada cuando Z;, < Z,,.

Por tltimo, es de interés determinar el voltaje de la carga en magnitud y fase. Se co-
menzard con el voltaje total en la linea, utilizando (93)

Vir = (e7P7* + Te/P*) v (104)
Se puede utilizar esta expresion para determinar el voltaje en cualquier punto sobre la linea

en términos del voltaje en cualquier otro punto. Como se conoce el voltaje a la entrada de
la linea, se hace z = —I,

Vs,ent = (ejﬂl + Feijﬁl) V0+ (105)
y se despeja V,,
. Vi 38.5/-8.8°

V= e = e e = 30.0£72.0° V
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Si ahora se hace z = 0 en (104) para encontrar el voltaje en el circuito de carga,
Vo = (1+T)V," =20,72° = 20/—288°

La amplitud concuerda con el valor anterior. La presencia de una onda reflejada causa que

Vi en YV, difieran en una fase aproximada de —279° en lugar de —288°.
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EJEMPLO 11.8

Con la finalidad de ofrecer un ejemplo un poco mas complicado, se considerard ahora una
impedancia puramente capacitiva de —j300 € en paralelo con los dos receptores de 300 Q.
Se desea encontrar la impedancia de entrada y la potencia entregada a cada receptor.

Solucion. La impedancia de la carga es ahora de 150 Q en paralelo con —j300 Q o
_150(—j300)  —;300
ET150—j300 T 11— j2

=120 — j60 Q

Primero se calculan el coeficiente de reflexién y el VSWR:
_120— 760 —300  —180 — j60
~ 120 — j60+300 420 — j60

1+0.447

§ = ————— =262
1 —0.447

Asf, la relacion de onda estacionaria resulta mayor y el desacoplamiento es, por lo tanto,
peor. Como siguiente paso se calculard la impedancia de entrada. La longitud eléctrica de
la linea es 288°, asi que

(120 — j60) cos 288° + ;300 sen 288°
300 cos 288° + j(120 — j60)sen288°

= 0.447/—153.4°

Zene = 300

755 — j138.5 Q

Esto conduce a una corriente en la fuente de

Vra 60

- — 0.0564/7.47° A
Zrn + Zew 300+ 755 — j138.5

Is,em =

Por lo tanto, la potencia promedio entregada a la entrada de la linea es P, =
12(0.0564)%(755) = 1.200 W. Como la linea no sufre pérdidas, se deduce que P, = 1.200
W, y cada receptor solamente recibe 0.6 W.

Como ejemplo final, se supondrd que la linea termina en una impedancia puramente capa-
citiva, Z, = —j300 Q. Se desea encontrar el coeficiente de reflexion, el VSWR 'y la poten-
cia entregada a la carga.

Solucion. Obviamente, no se puede entregar ninguna potencia promedio a la carga pues-
to que se trata de una reactancia pura. En consecuencia, el coeficiente de reflexion es,

—j300-300

T = 1/—90°
—j300+300 '



364

CAPITULO 11 Lineas de transmisién

y la onda reflejada es igual a la amplitud de la onda incidente. Por tanto, no debe causar ex-
trafieza que el VSWR sea
L+ —/1
S = —_— =
I—|—j1]
y la impedancia de entrada sea una puramente reactiva,

—j300 cos 288° + ;300 sen 288°
Lo = 300 20 €08 208 + /500 sen — 589
300 cos 288° + j(—,300) sen 288°

Por lo tanto, la fuente no puede entregar ninguna potencia promedio a la impedancia de en-
trada y, por ende, no se puede entregar a la carga ninguna potencia promedio.

Aunque se podria continuar encontrando un gran nimero de hechos y cifras para estos
ejemplos, la mayoria del trabajo se realizard con mayor facilidad en los problemas de este
tipo utilizando técnicas gréificas. Se encontrardn éstas en la seccién 11.13.

D11.4 Una linea sin pérdidas de 50 W tiene una longitud de 0.41. La frecuencia de
operacion es de 300 MHz. Una carga Z, = 40 + j30 € se conecta en z = 0 y la fuen-
te equivalente de Thevenin en z = —/ es 12£0° V en serie con Z,, = 50 + jO Q. En-
contrar: a) I'; b) s; ¢) Z_ .

Respuesta: 0.333 £90°; 2.00; 25.5 + j5.90 Q

D11.5 En lalinea de transmision del problema D11.4 también encontrar: a) el fasor
voltaje en z = —/; b) el fasor voltaje en z = 0; ¢) la potencia promedio entregada a Z, .

Respuesta: 4.14 /8.58°V; 6.32/ —125.6° V; 0.320 W

11.13 Métodos graficos

Los problemas de lineas de transmisién a menudo involucran manipulaciones con nimeros
complejos, lo que hace que el tiempo y el esfuerzo necesarios para encontrar una solucién
sean varias veces mayores que para una secuencia similar de operaciones con nimeros rea-
les. Un medio para reducir la labor sin dafiar mucho la exactitud es utilizar las cartas de 1i-
neas de transmisién. Tal vez la mas ampliamente utilizada sea la carta de Smith.?
Fundamentalmente, este diagrama muestra las curvas de resistencia y reactancia cons-
tante, que pueden representar tanto a una impedancia de entrada como a una impedancia de
carga. Por supuesto, la tltima es la impedancia de entrada de una linea de longitud cero.
También se indica la posicion a lo largo de la linea, generalmente en términos de la fraccién
de una longitud de onda del voltaje mdximo o minimo. Aunque no se muestran en forma ex-
plicita en la carta, la relacién de onda estacionaria, la magnitud y el dngulo del coeficiente

3 P. H. Smith, “Transmission Line Calculador”, Electronics, vol. 12, pp. 29-31, enero de 1939.
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[T

Figura 11.9 Las coordenadas polares de la carta de Smith son la
magnitud y el &ngulo de fase del coeficiente de reflexion; las coordenadas
cartesianas son las partes real e imaginaria del coeficiente de reflexion. La
carta completa se encuentra dentro del circulo |T'| = 1.

de reflexién se determinan rdpidamente. De hecho, el diagrama se construye, dentro de un
circulo con radio unitario, utilizando coordenadas polares con radio variable |I'| y un dngu-
lo variable ¢ medido en sentido inverso del movimiento de las manecillas del reloj, donde
I' = |I'|e/®. La figura 11.9 muestra este circulo. Como |I'| < 1, toda la informacién debe es-
tar sobre o dentro del circulo unitario. Resulta peculiar que el coeficiente de reflexién por
si mismo no se grafica en la carta final, debido a que estas lineas adicionales dificultarian
mucho la lectura de la carta.
La relacién bésica sobre la cual se construye la carta es

ZL—Z

_fr=%0 (106)
Zr+ 27y

r

Las impedancias que se grafican en la carta se normalizan respecto a la impedancia carac-
teristica. Se denotard la impedancia de carga normalizada con z,,

ZL _ R +jXy

WET IS Zy Zy
y, por lo tanto,
oz —1
7+ 1
0
1+T
L = -1 (107)
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En forma polar se ha utilizado |I'| y ¢ como magnitud y dngulo de I". Con ', y a T, como
las partes real e imaginaria de I, respectivamente, se puede escribir

[=T,+jI; (108)
Por lo tanto,
1+T,+ /I
x=—— - ° 109
r+jx =T, — L, (109)

Las partes real e imaginaria de esta ecuacién son

22

r=1Fr7Fi (110)
(1 - Fr)2+rl2

x:L (111)
A—-T,)2+T1?

Después de varios renglones de dlgebra elemental, se pueden escribir (110) y (111) en for-
matos que muestren rdpidamente la naturaleza de las curvas en los ejes I y T',,

ro\? 1 \2
(r, - —) + 12 = < > (112)
1+r 14+r
2 2
(T, — 2+ (r,- - %) _ (%) (113)

Esta primera ecuacién describe una familia de circulos, en donde cada uno se asocia
con un valor especifico de la resistencia r. Por ejemplo, si ¥ = 0 se observa que el radio de
este circulo de resistencia cero es unitario y estd centrado en el origen (I', = 0, I'; = 0). Esto
es correcto, ya que una terminacién puramente reactiva conduce a un coeficiente de refle-
xién de magnitud unitaria. Por otro lado, si r = o0, entonces z;, = 0o y se tiene I' = 1 + ;0.
El circulo descrito en (112) esté centrado en I', = 1, T, = 0 y tiene un radio cero. Entonces
se trata del punto I' = 1 + jO, como se decidié que deberia ser. Como otro ejemplo, el circu-
lo de radio = 1 estd centrado en I', = 0.5, I' ;= 0y tiene un radio de 0.5. Este circulo lo
muestra la figura 11.10, junto con los circulos para » = 0.5 y r = 2. Todos los circulos es-
tdn centrados en el eje I' , y pasan por el punto I' = 1 + ;0.

La ecuacién (113) también representa una familia de circulos, pero a cada uno de éstos
lo define un valor particular de x, y no de r. Si x = 00, entonces de nuevoz, =ocoy I' =1
+ jO. El circulo descrito por (113) estd centrado en I' = 1 + jO y tiene un radio cero; se tra-
ta entonces del punto I' = 1 + jO. Si x = +1, entonces el circulo estd centradoen I' = 1 + 1
y tiene un radio unitario. Solamente un cuarto de este circulo estd dentro de la frontera de
la curva [I'| = 1, como lo muestra la figura 11.11. Un cuarto de circulo similar aparece aba-
jo del eje I' , para x = —1. También se muestran las partes de otros circulos para x = 0.5,
—0.5, 2 'y —2. El “circulo” representado por x = 0 es entonces el eje I' ; éste también se
identifica en la figura 11.11.

Ambas familias de circulos aparecen en la carta de Smith, como lo muestra la figura
11.12. Ahora es evidente que si se da Z,, se podria dividir por Z; para obtener z,, localizar
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ITI=1

Figura 11.10 Circulos con r constante se
muestran en el plano T',, T',. El radio de cualquier
circulo es 1/(1 +r).

los circulos r y x apropiados (interpolando si fuera necesario) y determinar I por medio de
la interseccion de dos circulos. Como la carta no tiene circulos concéntricos que muestren los
valores de |I'|, es necesario medir la distancia radial desde el origen hasta la interseccion
con divisores o compases, utilizando una escala auxiliar para encontrar |I'|. El segmento
rectilineo graduado abajo de la carta en la figura 11.12 sirve para este propésito. El dngulo
de I es ¢ y se mide en contrasentido a las manecillas del reloj a partir del eje I',. Una vez
mas, las lineas radiales que muestran el dngulo llenan la carta, por lo que el dngulo se

Figura 11.11 Las porciones de los circulos de x
constante que se ubican dentro de |T°| = 1 se muestran
en los ejes T',, T,. El radio de un determinado circulo es
1/]x].
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+180°

-150°

Figura 11.12 La carta de Smith contiene circulos de r constante y
de x constante, la escala radial auxiliar para determinar |T'| y una
escala angular en la circunferencia para medir ¢.

indica en la circunferencia del circulo. Una linea recta desde el origen a la interseccion se
puede extender al perimetro de la carta. Por ejemplo, si Z, = 25 + j50 Q en una linea de
50Q,z, =0.5+j1 yel punto A de la figura 11.12 muestran la interseccion de los circulos
r = 0.5y x = 1. El coeficiente de reflexién es aproximadamente 0.62 para un dngulo ¢
de 83°.

Se complementa la carta de Smith afiadiendo sobre la circunferencia una segunda esca-
la con la cual se pueden calcular distancias a lo largo de la linea. Esta escala estd en unida-
des de longitud de onda, pero los valores localizados sobre ella no son tan obvios;
obtenerlos, requiere primero dividir el voltaje en cualquier punto a lo largo de la linea,

Vy = Vi (e /P + Te’F?)

entre la corriente
) +
I = V—O(e—fﬂz —TelP?)
Zy

con lo que se obtiene la impedancia normalizada de entrada

V, e P L el

Zol, e~ iBr —Teibz

Reemplazando z por —/ y dividiendo el numerador y el denominador entre ¢/, se tiene la
ecuacion general que relaciona: la impedancia de entrada, el coeficiente de reflexion y la lon-
gitud de la linea,

Zent =
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14+ Te /2L 1 4|D|e/@-26D
I—Te 2P~ 1= [T|el-28D

(114)

Zent =

Obsérvese que cuando I = 0, la localizacion corresponde al circuito de cargay z,,, = (1 +
/(I — T') = z,, como lo muestra la ecuacion (107).

La ecuacion (114) muestra que la impedancia de entrada en cualquier punto z = —/ pue-
de obtenerse reemplazando I, el coeficiente de reflexién del circuito de carga, por I'e72F.
Esto es, el dngulo I' disminuye por 28! radianes desde el circuito de carga hasta la entrada
de la linea. Solamente se cambia el dngulo de I', la magnitud permanece constante.

Por lo tanto, comenzando en el circuito de carga z, y moviéndose hacia la impedancia
de entrada z_ hay una distancia / recorrida hacia el generador sobre la linea de transmision,
pero en la carta de Smith corresponde a un movimiento en el que se describe un dngulo 21
en el sentido de las manecillas del reloj. Dado que la magnitud de I" permanece constante,
el movimiento hacia la fuente se realiza a lo largo de un circulo de radio constante. Una
vuelta alrededor de la carta se completa siempre que S/ cambie en 7 radianes o que / cam-
bie una y media longitud de onda. Esto concuerda con el primer descubrimiento de que la
impedancia de entrada de una linea de media longitud de onda sin pérdidas es igual a la im-
pedancia del circuito de carga.

La carta de Smith se completa, por lo tanto, agregando una escala que muestre un cam-
bio de 0.5\ para una circunvolucién del circulo unitario. Por comodidad, en general se pre-
sentan dos escalas, una que muestra incrementos en la distancia para el movimiento en el
sentido de las manecillas del reloj y otra que presenta incrementos para el viaje en sentido
contrario. Estas dos escalas las muestra la figura 11.13. Obsérvese que la denominada “lon-
gitud de onda hacia el generador” (wtg, por sus siglas en inglés) muestra valores que se in-
crementan en I/A para un viaje en el sentido de las manecillas del reloj, como ya se
describid. El punto cero de la escala wtg se localiza arbitrariamente a la izquierda. Esto co-
rresponde a las impedancias de entrada que tienen dngulos de fase de 0° y R, < Z,. Se ha
visto también que el voltaje minimo siempre se localiza ahi.

El uso de la carta de lineas de transmisién se muestra mejor con la ayuda de un ejemplo. De
nuevo, considérese la impedancia de carga, Z, = 25 + j50 €2, al final de una linea de 50 Q.
La longitud de la linea es de 60 cm y la frecuencia de operacion es tal que la longitud de
onda en la linea es de 2 m. Se desea obtener la impedancia de entrada.

Solucién. Se tiene z; = 0.5 + jl1, que se marca con una A en la figura 11.14, y se lee I' =
0.62/82°. Dibujando una linea recta del origen a través de A y hasta la circunferencia, se
observa una lectura de 0.135 en la escala wtg. Se tiene I/A = 0.6/2 = 0.3, y est4, por lo tan-
to, a 0.3A desde el circuito de carga hasta la entrada. Entonces se encuentra z, sobre el
circulo |I'| = 0.62 correspondiendo a una lectura wtg de 0.135 + 0.300 = 0.435. Esta cons-
truccion se muestra en la figura 11.14 y el punto que localiza a la impedancia de entrada es-
td marcado con B. La impedancia de entrada normalizada se lee como 0.28 — j0.40, y asi
Z,.. = 14 — j20. Un célculo analitico més exacto da Z_ = 13.7 — j20.2.

en
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También se puede obtener inmediatamente de la carta de Smith informacién concer-
niente a los voltajes maximo y minimo. Ya se sabe que el maximo o el minimo deben ocurrir
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Figura 11.13 Reduccion fotografica de una versién de la carta de Smith (cortesia de
Emeloid Company, Hillside, N.J.). Para un trabajo méas preciso, hay disponibles cartas
de mayor tamano en cualquier lugar donde se vendan libros técnicos avanzados.

en el circuito de carga cuando Z,; es puramente resistiva si R, > Z existe un maximo en el
circuito de la carga, y si R, < Z, existe un minimo. Se puede ampliar este resultado, ahora
observando que se podria acortar el circuito de carga al final de la linea de transmisién en
un punto en donde la impedancia de entrada fuera puramente resistiva y reemplazar esta sec-
cién por una resistencia R, ; no habria cambios en la parte del generador de la linea. Enton-
ces se deduce que la localizacién del voltaje mdximo y minimo debe estar en esos puntos
donde Z_ es puramente resistiva. Impedancias de entrada puramente resistivas deben apa-
recer sobre la linea x = 0 (el eje I')) de la carta de Smith. El voltaje méaximo o la corriente
méxima se presentan cuando r > 1 o en wtg = 0.25 y el voltaje minimo o corriente maxima
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Figura 11.14 La impedancia normalizada de entrada
producida por una impedancia de carga normalizada
z, = 0.5+ j1 en una linea de 0.3 de longitud es
Z,,= 0.28 —j0.40.

surgen cuando r < 1 o en wtg = 0. Entonces, en el ejemplo 11.10, el maximo en wtg = 0.250
debe aparecer a 0.250 — 0.135 = 0.115 longitudes de onda hacia el generador partiendo del
circuito de carga. Esta es una distancia de 0.115 x 200, o sea, 23 cm del circuito de carga.

También se debe notar que dado que la relacién de onda estacionaria producida por un
circuito de carga resistiva R, es R,/R, 0 R/R,, cualquiera de los dos que sea mayor que la
unidad, el valor de s se puede leer directamente como el valor de r en la interseccién del
circulo |I'| y el eje r, r > 1. En el ejemplo, la interseccién se marca con el punto C'y r =
4.2; asi, s = 4.2.

Las cartas de lineas de transmision también pueden utilizarse para admitancias norma-
lizadas, aunque existen varias diferencias pequefias en su uso. Siy, = Y,/Y, = g + jb los
circulos r se pueden usar como circulos g, y los circulos x como circulos b. Entonces, las
dos diferencias son: primero que g > 1, b = 0, corresponden al voltaje minimo, y segundo,
que se deben agregar 180° al dngulo I leido en el perimetro de la carta. Se utilizard la car-
ta de esta manera en la seccién 11.14.

Existen también cartas especiales disponibles para lineas no normalizadas, particular-
mente cartas de 50 y 20 Q.

D11.6 Una carga Z, = 80 — j100 Q estd ubicada en z = 0 sobre una linea de 50 Q
sin pérdidas. La frecuencia de operacién es de 200 MHz y la longitud de onda en la li-
nea es de 2 m. a) Si la linea tiene una longitud de 0.8 m, utilicese la carta de Smith pa-
ra encontrar la impedancia de entrada. b) {Qué es s? ¢) ;Cuadl es la distancia de la carga
al voltaje maximo mds cercano? d) ;Cudl es la distancia de la entrada al punto mas cer-
cano, en el cual el resto de la linea podria reemplazarse por una resistencia pura?

Respuesta: 79 + j99 Q: 4.50; 0.0397 m; 0.760 m
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Linea ranurada

Sonda y de 50 O

cursor

Carga o
cortocircuito

Cortocircuito

Voltaje relativo de la sonda

47 26 -115
Escala de distancia (cm)
Figura 11.15 Un dibujo de una linea coaxial ranurada. La escala de distancia esta sobre
la linea ranurada. Con la carga en su lugar, s = 2.5y el minimo ocurre a una distancia de
47 cm. En un cortocircuito, el minimo se ubica a una distancia de 26 cm. La longitud
de onda es de 75 cm.

A continuacién se consideran dos ejemplos practicos de problemas sobre lineas de
transmisién. El primero es la determinacién de la impedancia de carga a partir de datos ex-
perimentales, y el segundo, el disefio de una red acoplada con una sencilla derivacién en
cortocircuito.

Supdngase que se han realizado mediciones experimentales sobre una linea de aire de
50 Q, la cual muestra que existe una relaciéon de onda estacionaria de 2.5. Esto se determi-
né moviendo un cursor deslizante hacia atras y hacia adelante a lo largo de la linea para de-
terminar la lectura maxima y minima. Una escala marcada sobre el trayecto a lo largo del
cual se mueve el cursor indica que el minimo ocurre cuando la lectura de la escala es 47.0
cm, como lo muestra la figura 11.15. El punto cero de la escala es arbitrario y no correspon-
de con el de la localizacién del circuito de carga. Generalmente se especifica la posicion del
minimo en lugar de la del maximo porque la primera puede determinarse con mayor preci-
sién que la segunda; se puede pensar en el pico minimo de una onda senoidal rectificada.
La frecuencia de operacion es de 400 MHz, asi que la longitud de onda es de 75 cm. Para
localizar perfectamente la posicidn del circuito de carga, se retira y se sustituye por un cor-
tocircuito, entonces la posiciéon del minimo queda determinada como 26.0 cm.

Se sabe que el cortocircuito se debe localizar a un nimero entero de medias longitudes
de onda del minimo; arbitrariamente se supondra localizado a media longitud de onda mas
alla, en 26.0 — 37.5 = —11.5 cm en la escala. Como el cortocircuito ha reemplazado la
carga, ¢ésta también se localiza en —11.5 cm. Asi, los datos muestran que el minimo esta
47.0 — (—11.5) = 58.5 cm del circuito de carga, o sustrayendo una y media longitud de
onda, un minimo esta a 21.0 cm del circuito de carga. El voltaje mdximo entonces estd en
21.0 — (37.5/2) = 2.25 cm del circuito de carga, o, 2.25/75 = 0.030 longitudes de onda del
circuito de carga.

Con esta informacion, ahora se puede utilizar la carta de Smith. En el voltaje maximo,
la impedancia de entrada es puramente resistiva e igual a R; con base en los pardmetros

normalizados, Zopt = 2.5. Entonces se comienza la carta en Zey = 2.5y se lee 0.250 sobre la
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Figura 11.16 Siz_ =25+ 0 enuna

t
linea de 0.3 Iongituggs de onda de largo,

entonces z, = 2.1 4 /0.8.

escala wtg. Restando 0.030 longitudes de onda para alcanzar el circuito de carga, se encuen-
tra que la interseccién del circulo s = 2.5 (o |I'| = 0.429) y la linea radial hacia 0.220 lon-
gitudes de onda estd en z, = 2.1 + j0.8. Esta construccion se dibuja en la carta de Smith de
la figura 11.16. Asf, Z, = 105 + j40 €, un valor que supuestamente se localiza en una lec-
tura de la escala de —11.5 cm, o un nimero entero de medias longitudes de onda de esa posi-
cién. Por supuesto, se puede escoger la “localizacién” del circuito de carga a voluntad,
colocando el cortocircuito en aquel punto que se desee considerar como la posicion del circuito
de carga. Debido a que la posicién del circuito de carga no esta bien definida, es importante
especificar el punto (o plano) en el cual la impedancia de carga esta determinada.

Como un ejemplo final, se tratard de acoplar este circuito de carga a la linea de 50 Q
colocando una derivacion en cortocircuito de longitud d, a una distancia d del circuito de
carga (figura 11.17). La linea de derivacién tiene las mismas caracteristicas de impedancia
que la linea principal. Se tienen que determinar las longitudes d y d,.

Figura 11.17 Una derivacion en cortocircuito de longitud d,, localizada a
una distancia d del circuito de carga Z,, se utiliza para proporcionar un
circuito de carga acoplada a la izquierda de la derivacion.
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La impedancia de entrada en la derivacion en cortocircuito es puramente reactiva; cuando
se combina en paralelo con la impedancia de entrada de la longitud d que contiene el cir-
cuito de carga, la impedancia de entrada resultante debe ser 1 + j0. Dado que es mds sen-
cillo combinar admitancias en paralelo que impedancias, es mejor parafrasear la meta que
debe alcanzarse en lenguaje de admitancia: la admitancia de entrada de la longitud d que
contiene al circuito de carga debe ser 1 + jb, para que la suma con la admitancia de entra-
da del cortocircuito jb_ dé€ como resultado una admitancia total de 1 + j0. Asf, la admitan-
cia del cortocircuito es —jb_ . Entonces se puede utilizar la carta de Smith como una carta
de admitancia en lugar de una de impedancia.

La impedancia de la carga es 2.1 4 j0.8 y se localiza en —11.5 cm. La admitancia
de carga es entonces 1/(2.1 4 j0.8) y este valor puede determinarse agregando un cuarto de
longitud de onda en la carta de Smith, ya que Z_ para una linea de un cuarto de longitud
deondaes/Z, 0z, = 1/z,0y,, =z, Secomienza en la carta (figura 11.18) en z;, = 2.1
4+ 70.8, se lee 0.220 sobre la escala wtg; se suma (o resta) 0.250 y se encuentra la admitan-
cia 0.41 — j0.16 correspondiente a esta impedancia. Este punto todavia se localiza sobre el
circulo s = 2.5. Ahora, jen qué punto o puntos sobre este circulo es la parte real de la ad-
mitancia igual a uno? Existen dos respuestas, 1 4+ j0.95 en wtg = 0.16 y 1 — j0.95 en
wtg = 0.34, como lo muestra la figura 11.18. Se seleccionard el primer valor puesto que
proporciona la derivacién en cortocircuito de menor longitud. Asf, y . = —j10.95, y la po-
sicion del cortocircuito corresponde a wtg = 0.16. Dado que se encontrd la admitancia de
carga en wtg = 0.470, entonces se debe realizar un desplazamiento de (0.5 — 0.47) 4 0.16
= 0.19 longitudes de onda para obtener la posicion del cortocircuito.

Por dltimo, se puede usar la carta para determinar la longitud necesaria del cortocircui-
to. La conductancia de entrada es cero para cualquier longitud de la derivacién en cortocir-
cuito, asf que esto restringe a ocupar sélo el perimetro de la carta. En el cortocircuito, y = oo
y wtg = 0.250. Se encuentra que b, = —0.95 se logra en wtg = 0.379, como lo muestra la
figura 11.18. Por lo tanto, el cortocircuito debe ser entonces de 0.379 — 0.250 = 0.129 lon-
gitudes de onda, 0 9.67 cm de largo.

0.160

0.220
2.1+,0.8
0.250

2.5+50

0.379

Figura 11.18 Un circuito de carga normalizado conz, = 2.1 +,0.8 se
acopla colocando una derivaciéon en cortocircuito de 0.129 longitudes de
onda a 0.19 longitudes de onda del circuito de carga.
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D11.7 Las mediciones realizadas a una onda estacionaria en una linea sin pérdidas
de 75 Q muestran un maximo de 18 V y un minimo de 5 V. Un minimo se localiza en
una lectura de 30 cm. Si la carga se reemplaza por un cortocircuito, se encuentran dos
minimos adyacentes en 17 y 37 cm. Encontrar: a) s; b) A; ¢) f; d) I';; e) Z,.

Respuesta: 3.60; 0.400 m; 750 MHz; 0.704 £ —33.0; 77.9 + j104.7 Q

D11.8 Una carga normalizada, z;, =2 — j1, se localiza en z = 0 en una linea sin pér-
didas de 50 Q. Sea la longitud de onda de 100 cm. a) En z = —d se colocara una de-
rivacion de cortocircuito. ;Cudl es el valor mds pequefio de d? b) ;Cudl es la longitud
mds corta de derivacion? Encontrar s: ¢) sobre la linea principal en z < —d; d) sobre
la linea principal en —d < z < 0; e) sobre la derivacion.

Respuesta: 12.5 cm; 12.5 cm; 1.00; 2.62; oo

11.14 Analisis de transitorios

A lo largo de este capitulo se ha considerado la operacion de las lineas de transmision en
condiciones de estado estable, en las cuales el voltaje y la corriente eran sinusoidales y te-
nian una sola frecuencia. Esta seccidn se aleja un poco del simple caso de arménicas en el
tiempo y toma en cuenta las respuestas de las lineas de transmision a los pulsos y funciones
escalon de voltaje, las cuales se pueden agrupar bajo el titulo de transitorios. Este tipo de
casos se tratd brevemente en la seccién 11.2 en relacidn con corrientes y voltajes conmuta-
dos. El estudio de la operacion de las lineas de transmisiéon en modo transitorio es impor-
tante, ya que permite comprender cémo se utilizan las lineas para almacenar y liberar
energia (por ejemplo, en aplicaciones de formacién de pulsos). La propagacién de pulsos,
en general, es importante puesto que las sefiales digitales, que estdn formadas por secuen-
cias de pulsos, se utilizan muy ampliamente.

El estudio se restringird a la propagacion de transitorios en lineas sin pérdidas y sin dis-
persion, de tal forma que se puedan aprender tanto el comportamiento bdsico como los mé-
todos de andlisis. Sin embargo, se debe recordar que las sefiales transitorias se componen,
necesariamente, de un gran nimero de frecuencias, como lo muestra el andlisis de Fourier.
En consecuencia, se presenta la cuestion de la dispersion en las lineas, puesto que, como se
ha visto, las constantes de propagacién y los coeficientes de reflexion en las lineas con car-
gas complejas dependen de la frecuencia. Asi que, en general, existe una probabilidad de
que los pulsos se ensanchen con la distancia de propagacion y las formas de los pulsos cam-
bien cuando éstos sean reflejados por cargas complejas. Estos problemas no se considera-
ran en detalle aqui; sin embargo, se resuelven riapidamente cuando se conocen las
dependencias precisas en frecuencia de 8y I'. En particular, se puede encontrar f(w) eva-
luando la parte imaginaria de y, como se expresa en la ecuacion (41), la cual incluye en ge-
neral la dependencia con la frecuencia de R, C, G y L que surge a raiz de diferentes
mecanismos. Por ejemplo, el efecto piel (que afecta tanto a la resistencia del conductor co-
mo a la inductancia interna) traerd como consecuencia que R y L dependan de la frecuen-
cia. Una vez que se conoce B(w), el ensanchamiento de los pulsos se evalda utilizando los
métodos que se presentardn en el capitulo 13.

El estudio bdsico de transitorios se comenzard considerando una linea de transmision
sin pérdidas de longitud / terminada en una carga acoplada, R, = Z> como lo muestra la

Animaciones
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Figura 11.19 a) El cierre del apagador ent = 0 genera el arranque de las ondas de
voltaje y de corriente V* e I*. La orilla delantera de ambas ondas se indica con la linea
punteada, la cual se propaga en la linea sin pérdidas hacia la carga a una velocidad v.
En este caso, V* = V,; el voltaje de linea es V* en cualquier lado a la izquierda de la orilla
delantera, donde la corriente es I+ = V*/ZO. A la derecha de la orilla delantera, tanto la
corriente como el voltaje son iguales a cero. La corriente en el sentido de las manecillas
del reloj, indicada aqui, se considera positiva y ocurrira cuando V* sea positivo. b) El
voltaje en la resistencia de carga como funcién del tiempo, mostrando el retardo del
trdnsito en una sola direccioén, //v.

figura 11.19a. En el extremo frontal de la linea se coloca una baterfa, con un voltaje V,,, co-
nectada a la linea a través del cierre de un apagador. En el tiempo ¢ = 0 el apagador esta ce-
rrado y el voltaje de la linea en z = 0 es igual al voltaje de la baterfa. Sin embargo, este
voltaje no aparece en la carga sino hasta que haya transcurrido un lapso apropiado debido
al tiempo de propagacién. En especifico, en ¢ = 0, surge una onda de voltaje en la linea en
el extremo de la baterfa y que, posteriormente, se propaga hacia la carga. La orilla delante-
ra de la onda, denominada V* en la figura 11.19, tiene el valor V* = V.. Se puede pensar
como una funcién escalén que se propaga, ya que en todos los puntos a la izquierda de V*
el voltaje de la linea es igual a cero. La onda se propaga a una velocidad v, la cual en gene-
ral es la velocidad de grupo de la linea.* La onda llega a la carga en un tiempo ¢ = [/v y no
se refleja debido a que la carga estd acoplada. Por lo tanto, la fase del transitorio desapare-
ce y el voltaje en la carga es igual al de la bateria. Una gréfica del voltaje de la carga como
funcién del tiempo la muestra la figura 11.19b, en la que se indica un retardo de propaga-

4 Puesto que se tiene una funcién escalén (compuesta por muchas frecuencias) en contraposicién con una sinu-
soide de una sola frecuencia, la onda se propagard a la velocidad de grupo. En una linea sin pérdidas sin disper

sion como se considerd en esta seccién, B = »V LC, donde Ly C son constantes con la frecuencia. En este caso se

puede ver que las velocidades de grupo y de fase son iguales; es decir, dw/df = w/p = v = 1/ LC. Por lo tanto,
se expresard la velocidad como v, en el entendido que puede ser ambas, VYV,
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cién de t = I/v. Asociada a la onda de voltaje V* estd una onda de corriente cuya orilla
delantera tiene un valor I*. Esta onda también es una funcién escalén cuyo valor en todos
los puntos a la izquierda de V* es I = V*/Z,; en todos los puntos a la derecha la corriente
es igual a cero. Por lo tanto, una grafica de la corriente que pasa a través de la carga como
funcién del tiempo serd idéntica en forma a la grafica de voltaje de la figura 11.19b, excep-
to que la corriente de la cargaent = [/vserd I, = V,/Z, =V, IR,.

A continuacién se considera un caso mas general en el que la carga de la figura 11.19a
es de nuevo una resistencia, pero no estd acoplada ala linea (R, # Z)). Por lo tanto, se pre-
sentardn reflexiones en la carga, lo que complica el problema. En 7 = 0, el apagador estd ce-
rrado igual que antes y se propagard hacia la derecha una onda de voltaje, V;* = V,.. Sin
embargo, una vez que llegue a la carga la onda no se reflejard, lo que producird una onda de
propagacién hacia atrds, V;~. La relacion entre V" y V" es a través del coeficiente de refle-
xién en la carga:

i =T, = R -2 (115)
v, R. + Z

A medida que V|~ se propaga hacia atrds rumbo a la baterfa, va dejando atrds de su orilla
delantera un voltaje total de V" + V~. El voltaje V' existe en cualquier parte delante de la
onda V|~ hasta que llega a la baterfa, donde se carga toda la linea a un voltaje V;* 4 V. En
la baterfa, la onda V" se refleja para generar una nueva onda hacia delante, V. La relacién
entre V" y V" se encuentra a través del coeficiente de reflexion en la baterfa:

vt
Voo

Zo—Z0 0-2Z
=28 70 _ 0 — (116)

T, = = =
Zo+Zo 0+ Z

donde la impedancia en el extremo del generador, Zg, es la de la bateria, o cero.

V;t (igual a —V|") se propaga ahora hacia la carga, donde se refleja para la onda ha-
cia atrds V- = I', V;". Esta onda después regresa a la baterfa, donde se refleja con Fg =—1,
y el proceso se repite. Es importante observar que en cada viaje de ida y vuelta se reduce
en magnitud el voltaje de la onda puesto que |I';| < 1. Debido a lo anterior, los voltajes
de la onda de propagacion a la postre se aproximardn a un valor cero y se alcanzari el es-
tado estable.

El voltaje a través de la resistencia de carga puede encontrarse en cualquier momen-
to sumando las ondas de voltaje que llegan a la carga y se reflejan en ella hasta ese mo-
mento. Después de un gran nimero de viajes de ida y vuelta, el voltaje de la carga, en
general, serd:

Ve= Vi VeV V-V Ve
=V (14T, + I, +T,I] + ;0] +T:T; +--°)

A través de una simple operacion de factorizacion, la ecuacidn anterior se transforma en

Vi=VPA4+T) (14T, ML+ T +--) (117)
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Figura 11.20 Con resistencias conectadas en serie a la bateria, se forma un divisor de
voltaje cuando se cierra el apagador, como V, = V,g + V. Se muestra la primera onda
reflejada, la cual deja atrés al voltaje V;* + V,~ de su orilla delantera. Asociada con la onda,
se encuentra la corriente /,~, la cual es —V,7/Z,,. La corriente en contrasentido al de las
manecillas del reloj se considera negativa y ocurrira cuando V,~ sea positivo.

Haciendo que el tiempo se aproxime a infinito, el segundo término entre paréntesis de (117)
se convierte en la expansion en series de potencias de la expresiéon 1/(1 — T L) Por lo tan-
to, en condiciones de estado estable se tiene

1+T
v, =V Tt (118)
1-T,I;
En el presente ejemplo, V;* =V y I, = —1. Al sustituir estos valores en (118) se encuen-

tra el resultado esperado en estado estable: V, = V,,.

Una situacién mds general involucra una impedancia diferente de cero en la bateria, co-
mo lo muestra la figura 11.20. En este caso, una resistencia con valor R se conecta en serie
con la baterfa. Cuando el apagador se cierra, el voltaje de la baterfa se presenta en la combi-
nacién en serie de R .Y la impedancia caracteristica de la linea, Z,. El valor de la onda de vol-
taje inicial, VlJr , es, por lo tanto, encontrada a través de un simple divisor de voltaje, o

W2y

_ _Yo%o (119)
R, + Zy

V1+

Con este valor inicial, la secuencia de reflexiones y el desarrollo del voltaje a través de la
carga se presenta en la misma forma que se determina en (117), donde el valor en estado es-
table se establece en (118). El valor del coeficiente de reflexién en el extremo del genera-
dor que determina (116) es I" . = (Rg — Z)I(R .+ Zy).

Una manera muy util para mantener un récord del voltaje en cualquier punto de la li-
nea consiste en emplear un diagrama de reflexion de voltaje. Dicho diagrama se muestra en
la figura 11.21a para la linea de la figura 11.20. Consiste de una grafica de dos dimensio-
nes en la cual la posicion de z se muestra en el eje horizontal. El tiempo estd graficado en
el eje vertical y estd expresado apropiadamente puesto que relaciona la posicién y la velo-
cidad a través de r = z/v. Esta dibujada una linea vertical ubicada en z = /, la cual, junto con
la ordenada, define las fronteras con el eje z de la linea de transmisién. Con el apagador lo-
calizado en donde estd la bateria, la onda de voltaje inicial, V1+ , comienza en el origen, es
decir, en la esquina inferior izquierda del diagrama (z = ¢ = 0). La ubicacioén de la orilla
delantera de V;" como funcién del tiempo se muestra como una linea diagonal que une al
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Figura 11.21 a) El diagrama de reflexion de voltaje de la linea de la figura 11.20. Se utiliza
una linea de referencia ubicada en z = 3/ /4 para evaluar el voltaje en esa posicién en
funcién del tiempo. b) La linea de voltaje en z = 3/ /4 que se determind en el diagrama de
reflexion de a). Notese que el voltaje se aproxima al valor esperado VORL/(RQ + R,) amedida
que el tiempo se hace infinito.

origen con el punto ubicado en la linea vertical del lado derecho que corresponde al tiempo
t = I/v (el tiempo de transito de ida). De ahi (el punto donde esta la carga), la posicion de la
orilla delantera de la onda reflejada, V|-, se muestra como una linea “reflejada” que une el
punto ¢t = I/v ubicado en la frontera derecha con el punto ¢ = 2[/v ubicado sobre la ordena-
da. De ahi (el punto donde estd la bateria), la onda se refleja otra vez, formando V;, mos-
trada como una linea paralela a la de V~. Se muestran las ondas reflejadas subsecuentes, asi
como sus valores.

379



380

CAPITULO 11 Lineas de transmisién

El voltaje como funcién del tiempo en una posicidn determinada sobre la linea puede
determinarse ahora sumando los voltajes de las ondas a medida que éstas intersecan una li-
nea vertical dibujada en la ubicacidn deseada. Esta adicion se lleva a cabo comenzando en
la parte inferior del diagrama (t = 0) y yéndose hacia arriba (en el tiempo). En cualquier
momento que una onda de voltaje cruce la linea vertical, su valor se suma al total en ese
tiempo. Por ejemplo, el voltaje que se ubica a tres cuartos de la distancia de la bateria a la
carga estd graficado en la figura 11.21b. Esta gréfica se obtiene dibujando en el diagrama
la linea z = (3/4)l. En cualquier momento que una onda cruce esta linea, el voltaje de la on-
da se sumard al voltaje que se ha acumulado en z = (3/4)/ en todos los tiempos anteriores.
Este procedimiento general permite determinar ficilmente el voltaje en cualquier momento
y lugar especificos. En el proceso, los términos en (117) que han acontecido hasta el mo-
mento seleccionado se suman, pero con la informacién sobre el momento en el cual cada
término aparece.

La corriente de linea se encuentra de una manera similar por medio de un diagrama de
reflexion de corriente. Es mds facil construir el diagrama de corrientes directamente del dia-
grama de voltaje determinando un valor de corriente que esté asociado con cada onda de
voltaje. Siempre que se trate con la corriente, es importante llevar un control de su signo, ya
que éste se relaciona con las ondas de voltaje y sus polaridades. En las figuras 11.19a y
11.20 se utiliza la convencién en que la corriente asociada con una onda de voltaje de pola-
ridad positiva que viaje en el eje z hacia delante es positiva. Esto podria generar que la co-
rriente fluyera en el sentido de las manecillas del reloj, como lo muestra la figura 11.19a.
La corriente asociada con una onda de voltaje de polaridad positiva (por lo tanto, fluyendo
en contrasentido a las manecillas del reloj) que viaje en el eje z hacia atrds es negativa. Di-
cho caso lo muestra la figura 11.20. En las figuras de lineas de transmisién de dos dimen-
siones se asigna una polaridad positiva a las ondas de voltaje que se propagan en cualquier
direccidn, si el conductor superior lleva una carga positiva, y el inferior, una negativa. En
las figuras 11.19a y 11.20 ambas ondas de voltaje son de polaridad positiva, por lo que sus
corrientes asociadas serdn netas positivas para la onda hacia delante, y netas negativas para
la onda hacia atrds. En general, se puede escribir

V+
ItT=— 120
Z0 (120)
€
I~ = —E (121)
Zy

Encontrar la corriente asociada con una onda de voltaje que se propaga hacia atrds requiere
un signo de menos, como lo indica la ecuacién (121).

La figura 11.22a muestra el diagrama de reflexion de corrientes que se dedujo del dia-
grama de voltajes de la figura 11.21a. Obsérvese que los valores de corriente estan identifi-
cados, en términos de los valores de voltaje, con el signo apropiado afiadido, como se indica
en (120) y (121). Una vez elaborado el diagrama de corrientes se puede encontrar la corrien-
te en un determinado lugar y tiempo, exactamente de la misma forma como se encontré el
voltaje utilizando el diagrama de voltajes. La figura 11.22b muestra la corriente como fun-
cién del tiempo en la posicioén z = (3/4)], que se determina sumando los valores de las on-
das de corriente a medida que cruzan la linea vertical dibujada en ese lugar.
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Figura 11.22 a) Diagrama de reflexion de corrientes de la linea de la figura 11.20 como
se obtuvo en el diagrama de voltajes de la figura 11.21a. b) La corriente z = 3/ /4 como se
determind en el diagrama de reflexién de corrientes, mostrando el valor en estado estable

de Vy/(R, + R,).

En la figura 11.20, R, =27,= 50 Q, R, =25 Q, y el voltaje de la baterfa es V, = 10 V. El
apagador se cierra en el tiempo ¢ = 0. Determinese el voltaje en la resistencia de carga y la
corriente en la baterfa como funciones del tiempo.

Solucion. Los diagramas de reflexion de voltaje y corriente se muestran en las figuras
11.23a y b. En el momento en el que se cierra el apagador, la mitad del voltaje de la bateria
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Figura 11.23 Diagrama de voltajes
a) y corrientes b) del ejemplo 11.11.

se presenta en la resistencia de 50 2, mientras que la otra mitad forma la onda inicial de vol-
taje. Por lo tanto, V;© = (1/2)V,; = 5 V. La onda llega a la carga de 25 Q, donde se refleja
con un coeficiente de reflexion de

_25-50 1
FT 25450 3
Asique, V- = —(1/3)V;" = —5/3 V. Esta onda regresa a la baterfa, donde encuentra el coe-

ficiente de reflexion I"g = 0. Por lo tanto, no se presentan otras ondas; se logra el estado
estable.

Una vez que se conocen los valores de la onda de voltaje se elabora el diagrama de re-
flexién de corrientes. Los valores de las dos ondas de corriente son

v 5_ 1,

=1 = =
! Zo 50 10



11.14 Andlisis de transitorios

e 5\ (1 1
11 == | —- —_ = — A
Zy 3/ \50 30

Obsérvese que aqui no se ha intentado deducir /;~ de /;*. Ambas se obtienen de manera in-
dependiente a partir de sus respectivos voltajes.

Ahora se procede a encontrar el voltaje en la carga en funcién del tiempo, sumando los
voltajes a lo largo de la linea vertical en la ubicacién de la carga. La gréfica que resulta la
muestra la figura 11.24a. La corriente en la bateria se encuentra sumando las corrientes a lo
largo del eje vertical, y la figura 11.24b muestra la grafica que resulta. Notese que, en esta-
do estable, se considera el circuito concentrado, donde la bateria esta en serie con las resis-
tencias de 50 y 25 Q. Por lo tanto, se espera tener una corriente en estado estable a través
de la bateria (y en cualquier otro lado) de

10 1
Ip(estado estable) =— = — A
g(estado estable) 50525 G

"L
Vi+Vi=5-53
o
3
Ilv t
a)
[B
11
I'+I7 =17 +735
1| 17770 T30
75 1

[~
—_
S

—_
(=]

b)

Figura 11.24 a) Voltaje en la carga y b) corriente en la bateria que
se determinaron en los diagramas de reflexion de la figura 11.23
(ejemplo 11.11).
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Figura 11.25 En una linea inicialmente cargada, el cierre del apagador,
como se muestra, genera una onda de voltaje de polaridad opuesta a la del
voltaje inicial. Por lo tanto, la onda vacia del voltaje de la linea y la descarga
totalmente en una viaje de ida y vuelta si R, = Z,

Este valor también se encuentra a partir del diagrama de reflexién de corrientes para t > 2//v.
De forma similar, el voltaje de la carga en estado estable debiera ser

R, (10)25) 10
R,+R, 50+25 3

Vi (estado estdble) = Vj

el cual se encuentra también a partir del diagrama de reflexién de voltajes para ¢ > [/v.

Otro tipo de problema de transitorios tiene que ver con lineas inicialmente cargadas.
En estos casos es de especial interés la forma en que la linea se descarga a través de una car-
ga. Considérese la situacién que muestra la figura 11.25: una linea cargada con impedancia
caracteristica Z, se descarga a través de una resistencia con valor R, en el momento que se
cierra un apagador ubicado cerca de la resistencia.> Considérese la resistencia en el punto
z = 0; el otro extremo de la linea esta abierto (necesariamente) y se ubica en z = [.

Cuando se cierra el apagador, la corriente /, comienza a fluir a través de la resistencia
y empieza el proceso de descarga de la linea. Dicha corriente no fluye por todas partes de
la linea de transmisién inmediatamente, sino que comienza en la resistencia y, a medida que
pasa el tiempo, se presenta en puntos mas distantes de la linea de transmisién. Por analogia,
considérese una larga fila de automéviles en un seméaforo en rojo. Cuando la luz cambia a
verde, los automdviles al frente de la fila atraviesan la interseccién primero, seguidos suce-
sivamente por aquellos que les siguen hasta llegar a la cola de la fila. El punto que divide a
los automoviles en movimiento con los que estan detenidos es, de hecho, una onda que se
propaga hacia el final de la fila. En la linea de transmision, el flujo de carga se lleva a cabo
de manera similar. Una onda de voltaje, V", arranca y se propaga hacia la derecha. A la iz-
quierda de su orilla delantera existen cargas en movimiento; a la derecha de la orilla delan-
tera la carga es estacionaria y conserva su densidad original. Junto con la carga en
movimiento hacia la izquierda de V" se presenta una caida de la densidad de carga a medi-
da que ocurre un proceso de descarga, por lo que el voltaje de la linea a la izquierda de V;"
se reduce parcialmente. Este voltaje estard dado por la suma del voltaje inicial, V,,, y V;, lo

! A pesar de que esta es una resistencia de carga, se denominard Rg debido a que se ubica en el extremo frontal
(en el generador) de la linea.
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que significa que, de hecho, V| debe ser negativo (o de signo opuesto a V,)). El proceso de
descarga de la linea se analiza conservando un registro de V;* a medida que se propaga y ex-
perimenta reflexiones miiltiples en los dos extremos. Los diagramas de reflexion de voltajes
y corrientes se utilizan para este propdsito de manera muy parecida a como ya se hizo.

En la figura 11.25 se observa que para valores positivos de V| la corriente a través de
la resistencia fluird en contrasentido a las manecillas del reloj y, por lo tanto, serd negativa.
Asimismo, se sabe que para que haya continuidad se requiere que la corriente por la resis-
tencia sea igual a la corriente asociada con la onda de voltaje, o

V+
Ig=—I =——-
Zy
Ahora, el voltaje en la resistencia serd
V+
Ve =Vo+ V" =IgR; = —I;'R, = ———R,
Zy
Despejando V,* se obtiene
Vi = —VZo (122)
Zoy + Rg

Una vez que se ha encontrado se establecen los diagramas de reflexién de voltajes y
corrientes. El diagrama correspondiente a voltajes lo muestra la figura 11.26. Obsérvese que
la condicion inicial del voltaje V/;, en cualquier parte de la linea, se toma en cuenta asignan-
do un voltaje V,, al eje horizontal del diagrama de voltajes. De otra forma, el diagrama se di-
buja como antes, pero con I', = 1 (en el extremo de la carga en circuito abierto). Por lo
tanto, las variaciones de como se descarga la linea dependen del valor de la resistencia en
el extremo del apagador, Rg, el cual determina el coeficiente de reflexion, I'g, en ese pun-
to. El diagrama de reflexion de corriente se deduce del diagrama de voltajes de la manera
acostumbrada. No se toma en cuenta ninguna corriente inicial.

t X
2
V; ;Yg V\
4l
v pZ\:I‘O y]+
i 3l
x v
V; ;ng\
2 |
! Vi=p+
1
- 1
Vi '
1
VO
0 ! z

Figura 11.26 Diagrama de reflexién de voltajes de la
linea cargada de la figura 11.25 que muestra la condicion
inicial de V,, en cualquier punto de la linea ent = 0.
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21 t

v

Figura 11.27 \oltaje en una resistencia en funcion del
tiempo, como se determiné en el diagrama de reflexion
de la figura 11.26, en el que Rg =Z,('=0).

Un caso especial de importancia préictica es aquel en el que la resistencia estd acopla-
da ala linea, o Rg = Z,. En este caso, la ecuacion (122) da un valor de V1+ = —V,/2. Lali-
nea se descarga totalmente en un viaje de ida y vuelta de V;" y produce un voltaje a través
de la resistencia cuyo valor es V, = V| /2, que permanece por un tiempo T = 2//v. La figu-
ra 11.27 muestra el voltaje de la resistencia como una funcién del tiempo. La linea de trans-
mision en esta aplicacién se conoce como una linea formadora de pulsos; los pulsos
generados de esta manera estdn bien formados y son de bajo ruido, siempre y cuando el apa-
gador sea lo suficientemente rapido. Existen en el mercado unidades capaces de generar pul-
sos de alto voltaje con una anchura del orden de algunos cuantos nanosegundos utilizando
apagadores basados en tiratron.

Cuando la resistencia no estd acoplada a la linea también se presenta una descarga to-
tal; sin embargo, lo hace después de varias reflexiones, lo cual produce una forma de pulso
bastante complicada.

En la linea cargada de la figura 11.25 la impedancia caracteristica es Z, = 100 €, y Rg =
100/3 Q. La linea estd cargada a un voltaje inicial V; = 160V, y el apagador se cierra en ¢
= 0. Determinese y grafiquese el voltaje y la corriente a través de la resistencia en el tiem-
po 0 < ¢ < 8l/v (cuatro viajes ida y vuelta).

Solucién. Con los valores proporcionados de Rg y Z, la ecuacion (47) da Fg = —1/2. En-
tonces, con I', = 1y utilizando (122), se obtiene
3
V=V = _ZVO =—120V

Vb=V, =T,V =460V

V,i=vy =T,V, =-30V

V=V, =T,V; =+15V
Utilizando estos valores en el diagrama de reflexién de voltajes, el voltaje en el tiempo de
la resistencia se evaliia moviendo el eje vertical del lado izquierdo, sumando voltajes a me-

dida que se avanza y comenzando con V, + V| en t = 0. Nétese que cuando se suman vol-
tajes a lo largo del eje vertical se encuentran los puntos de interseccién entre las ondas
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incidentes y reflejadas, las cuales ocurren (en el tiempo) en cada multiplo entero de 2//v. Por
lo tanto, cuando se mueve el eje, se suman los voltajes de ambas ondas al total cada vez que
ocurra. El voltaje en cada intervalo de tiempo es, por lo tanto:

Ve = Vo+ Vf =40V (0 <t <2l/v)
=Vo+ Vi +V, +V, =-20V Ql/v <t <4l)v)
=Vo+Vii+ VvV, +V, +V, + V=10V (4l/v <t <6l/v)

=Vo+V+V, +V,r 4V, + VS Vv + V=5V (6l/v <t <8l/v)

La grafica del voltaje resultante en el rango de tiempo deseado la muestra la figura 11.28a.

Vr
40
10
| E—
[ | -5 t
i -20
2 M ol 81
1% 1% 1% 1%
a)
]R
12+
0.6 0.6
0.15
I ‘ !
06 -0.3
-1.2 =3
21 4 6l 8l
[~ % 14 \% 14
b)

Figura 11.28 a) \oltaje en la resistencia y b) corriente en funcion
del tiempo para la linea de la figura 11.25, con los valores que se
especifican en el problema 11.12.
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La corriente a través de la resistencia se obtiene mds facilmente dividiendo los voltajes
de la figura 11.28a por —Rg. Como demostracién, utilicese también el diagrama de corrien-
tes de la figura 11.22a para obtener este resultado. Utilizando (120) y (121) se evaldan las
ondas de corriente como sigue:

If=V/Zy=-12A

17 ==V /Zy=+12A

Iy =—-1, =V, /Zy=40.6A
Iy =-1; =V;/Zy = -030A
ILf=—1; =V /Zy=40.15A

Utilizando estos valores en el diagrama de reflexién de corrientes, figura 11.22a, se incre-
mentan corrientes en la resistencia en el tiempo moviendo el eje del lado izquierdo, como
se hizo con el diagrama de voltajes. El resultado se muestra en la figura 11.285. Como una
verificacion adicional de que la construccién del diagrama es correcta, nétese que la corrien-
te en el extremo abierto de la linea (Z = [) debe ser siempre cero. Por lo tanto, la suma de
las corrientes del eje del lado derecho debe dar cero todo el tiempo. Se invita al lector a rea-
lizar esta verificacion.

Lecturas complementarias

1. White, H. J., P. R. Gillette y J. V. Lebacqz, “The Pulse-Forming Network”, Capitulo 6, en Pulse
Generators, editado por G. N. Glasoe y J.V. Lebacqz, Nueva York, Dover, 1965.

2. Brown, R. G., R. A. Sharpe, W. L. Hughes y R. E. Post, Lines, Waves and Antennas, 2a. ed., Nue-
va York, The Ronald Press Company, 1973. Las lineas de transmisidn se tratan en los primeros
seis capitulos con numerosos ejemplos.

3. Cheng, D. K., Field and Wave Electromagnetics, 2a. ed., Reading, Mass., Addison-Wesley, 1989.
Proporciona numerosos ejemplos de problemas con la carta de Smith y transitorios.

4. Seshadri, S. R., Fundamentals of Transmission Lines and Electromagnetic Fields, Reading, Mass.,
Addison-Wesley, 1971.

Problemas

11.1 Los pardmetros de una cierta linea de transmisién que opera a 6 x 103 rad/s son L =
0.4 uH/m, C = 40 pF/m, G = 80 uS/my R = 20 Q/m. a) Encontrar y, o, B, A y Z.
b) Si la onda de voltaje recorre 20 m a través de la linea, ;qué porcentaje de la am-
plitud de la onda original permanece y por cudntos grados se desplaza su fase?

11.2  Una linea de transmisi6n sin pérdidas cuyo valor Z, = 60 € opera a 60 MHz. La ve-
locidad de la linea es de 3 x 10% m/s. Si la linea estd en cortocircuito en z = 0, en-
cuentre Z,_ enz = :a) —1 m;b) =2 m; c) =2.5m, d) —1.25 m.

11.3 Laimpedancia caracteristica de una determinada linea de transmision sin pérdidas es
de 72 Q. Si L = 0.54H/m, encuentre: a) C; b) v, ¢) B si f= 80 MHz; d) la linea esta
terminada con una carga de 60 Q. Encuentre I' y s.

11.4 Una linea de transmision sin pérdidas tiene una Z, = 120 Q y operaa w = 5 x 10®
rad/s. Si la velocidad de la linea es de 2.4 x 108 m/s, encuentre: a) L; b) C. c) Sea Z



11.5

11.6

11.7

11.8

11.9

11.10

11.11

11.12

Problemas

la representacion de una inductancia de 0.6 ©H en serie con una resistencia de 100 €.
Encontrar I" y s.

Dos de las caracteristicas de una determinada linea de transmision sin pérdidas son
Zy,=50Qyy=0+,02n m~! a f= 60 MHz: a) encuentre L y C para la linea.
b) Una carga Z;, = 60 + j80 € estd ubicada en z = 0. ;Cudl es la distancia mds cor-
ta de la carga aun puntoenel que Z, = R +j0?

La constante de propagacion de una linea de transmisién con pérdidas es de 1 + j2
m~! y su impedancia caracteristica es de 20 + j0 Q a w = 1 Mrad/s. Encuentre L, C,
Ry G de la linea.

ent

Un transmisor y un receptor se conectan utilizando un par de lineas de transmisién
en cascada. A la frecuencia de operacion, la linea 1 tiene una pérdida medida de 0.1
dB/m, y la linea 2, de 0.2 dB/m. El enlace estd compuesto de 40 m de la linea 1 uni-
dos a 25 n de la linea 2. En la unién, se mide una pérdida en el empalme de 2 dB. Si
la potencia transmitida es de 100 mW, ;cudl es la potencia recibida?

Una medida de potencia absoluta es la escala en dBm, en la cual la potencia se es-
pecifica en decibeles en relacién con 1 miliwatt. Especificamente, P(dBm) = 10
log,, [P(mW)/1 mW]. Suponga que un receptor tiene una sensibilidad de —5 dBm,
lo que indica la potencia minima que debe recibir a fin de interpretar adecuadamen-
te los datos transmitidos. Considere un transmisor que tenga una salida de 100 mW
conectado a este receptor por medio de un tramo de linea de transmisién cuya pér-
dida sea de 0.1 dB/m. ;Cudl es la longitud médxima de la linea de transmisién que
puede utilizarse?

Una fuente de voltaje sinusoidal alimenta una combinacién en serie de una impedan-
cia, Zg =50 — j50 €, y una linea de transmisién sin pérdidas de longitud L, estd en
cortocircuito en el extremo de la carga. La impedancia caracteristica de la linea es 50
Q y la longitud de onda A se mide en la linea. a) Determine, en términos de la longi-
tud de onda, la longitud de linea mds corta que producira que la fuente de voltaje ali-
mente a una impedancia total de 50 Q. b) ;Cumplen otras longitudes de la linea de
transmision los requerimientos del inciso a)? Si es asf, ;jcudles son?

Una fuente de voltaje de 100 MHz alimenta una combinacién en serie de una im-
pedancia, Z . = 25 4 j25 Q y una linea de transmision sin pérdidas de longitud
igual a A/4, terminada en una impedancia de carga, Z,. La impedancia caracteristi-
ca de la linea es de 50 Q. a) Determine el valor de la impedancia de la carga que
se requiere para lograr una impedancia neta (vista por la fuente de voltaje) de 50 Q.
b) Si la inductancia en la linea es de L = 1 H/m, determine la longitud de la linea
en metros.

Una linea de transmisién que tiene como constantes principales L, C, Ry G tiene una
longitud y estd terminada en una carga cuya impedancia compleja es R, + jX,. En
el extremo de entrada de la linea, se encuentra conectada una fuente de voltaje de cd,
V,- Suponga que todos los pardmetros se conocen a la frecuencia cero, encuentre la
potencia de estado estable disipada por lacargasia) R=G=0;b)R#0,G =0; ¢)
R=0,G#0;d)R#0,G=#0.

En un circuito en el que una fuente de voltaje sinusoidal alimenta su impedancia in-
terna en serie con una impedancia de carga, se sabe que la maxima transferencia de

389



390

CAPITULO 11 Lineas de transmisién

120/0° V

11.13

11.14

11.15

11.16

11.17

€
0.5/0° A l Zy=50Q

12Q

Sin pérdidas v=2c/3

¢
Zy=50Q Vialida

80 Q

80 m

Figura 11.29 Véase el problema 11.15.

potencia a la carga ocurre cuando las impedancias de la fuente y de la carga forma
un par complejo conjugado. Suponga que la fuente (con su impedancia interna) ali-
menta ahora una impedancia de carga compleja, Z, = R, + jX, que ha sido despla-
zada a un extremo de una linea de transmision sin pérdidas de longitud que tiene una
impedancia caracteristica Z. Si la impedancia de la fuente es Z, = R, + jX , escriba
una ecuacion que exprese la longitud de linea de requerida, ¢, tal que la carga despla-
zada reciba la maxima potencia.

La onda de voltaje incidente de una cierta linea de transmision para la que Z, = 50 Q
yv,= 2 x 108 m/s es V*t(z, t) = 200cos(wt — 7z) V. a) Encuentre w. b) Encuentre
I*(z, 1). La seccién de la linea para la que z > 0 se reemplaza por una carga Z, = 50
+j30 Qen z = 0. Encuentre: ¢) I';; d) (2);e) V,enz = —-22m.

Una linea de 50 Q sin pérdidas estd terminada en dos resistencias de 60 Q 'y 30 € co-
nectadas en paralelo. El voltaje a la entrada de la linea es V(r) = 100 cos(5 x 10°1) y
la linea tiene una longitud de tres octavos de longitud de onda. ;Qué potencia prome-
dio es entregada a cada resistencia de carga?

En la linea de transmisién representada en la figura 11.29, encuentre VS’ «al sif=:
a) 60 Hz; b) 500 kHz.

Una linea de transmisién de 300 Q tiene 0.8 m de longitud y esta terminada en cor-
tocircuito. La linea opera en el aire a una longitud de onda de 0.3 m y no tiene pér-
didas. a) Si la amplitud del voltaje de entrada es de 10V, ;cudl es la amplitud maxima
de voltaje en cualquier punto de la linea? b) ;Cudl es la amplitud de la corriente en
el cortocircuito?

Determine la potencia promedio absorbida en cada resistencia de la figura 11.30.

Sin pérdidas v =2¢/3

I

25Q

Figura 11.30 Véase el problema 11.17.
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11.18

11.19

11.20

11.21

11.22

11.23

100/0°V
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~j 100 Q

Figura 11.31 Véase el problema 11.18.

La linea mostrada en la figura 11.31 no tiene pérdidas. Encuentre s en ambas seccio-
nesde 1y2.

Una linea de transmisién sin pérdidas tiene una longitud de 50 cm y opera a una fre-
cuencia de 100 MHz. Los parametros de la linea son L = 0.2 uH/m y C = 80 pF/m.
La linea estd terminada en cortocircuito en z = 0, y hay una carga Z, = 50 + j20 Q
en la linea en z = —20 cm. ;Qué potencia promedio se entrega a Z; si el voltaje de
entrada es de 100£0° V?

a) Determine s en la linea de transmision de la figura 11.32. Observe que el dieléc-
trico es aire. b) Encuentre la impedancia de entrada. ¢) Si wL = 10 L, encuentre /.
d) Qué valor de L producird un valor maximo de |/ | en w = 1 Grad/s? Para este va-
lor de L, calcule la potencia promedio: e) proporcionado por la fuente; f) entregado a
Z, =40 + j30 Q.

Una linea de transmisién sin pérdidas tiene como dieléctrico el aire y una impedancia
caracteristica de 400 Q. La linea opera a 200 MHz y Z_ = 200 — 200 €. Utilice mé-
todos analiticos o la carta de Smith (o ambos) para encontrar: a) s; b) Z,, si la linea es
de 1 m de longitud; c) la distancia de la carga al voltaje maximo mds cercano.

Una linea de transmisién de dos hilos sin pérdidas tiene una impedancia caracteristi-
ca de 300 Q y una capacitancia de 15 pF/m. La carga en z = 0 consiste de una resis-
tencia de 600 Q en paralelo con un capacitor de 10 pF. Si w = 103 rad/s y la linea tiene
una longitud de 20 m, utilice la carta de Smith para encontrar: a) |I';|; b) s; ¢) Z_, .

La carga normalizada de una linea de transmision sin pérdidas es 2 + j1. Sea A = 20 m.
Utilice la carta de Smith para encontrar: @) la distancia mds corta de la carga al pun-
to en el que Zept = Fene +J0s donde o > 05 b) Z,,,, €n este punto. ¢) La linea es cor-
tada en este punto y la parte donde estd Z; se desecha. Una resistencia r = r, de la

40 Q

Aire, sin pérdidas /\/\/\/\

Z,=50Q j30Q

2.7\

Figura 11.32 Véase el problema 11.18.
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20 Q

Sin pérdidas Sin pérdidas

Zy=50Q Zy=50Q 20 Q

Figura 11.33 \Véase el problema 11.24.

parte a) se conecta a la linea. ;Cudl es el valor de s en el resto de la linea? d) ;Cudl
es la distancia mds corta de la resistencia al punto en el que z,,, = 2 + j1?

11.24 Con la ayuda de la carta de Smith, grafique una curva de |Z_ | versus [ en la linea de
transmision que muestra la figura 11.33. Cubra el rango 0 < I/A < 0.25.

11.25 Una linea de transmision de 300 Q estd en cortocircuito en z = 0. Un voltaje maxi-
mo |V| .. = 10V, se encuentra en z = —25 c¢m, y uno minimo, |V| . = 0, estd en
z = —50 cm. Utilice la carta de Smith para encontrar Z, (con el cortocircuito reem-
plazado por la carga) si las lecturas de voltaje son: @) |[V| . =12Venz= —5cm
Yy =5Vib) V] ,=17Venz=-20cmy|V| . =0.

11.26 Una linea de transmision de 50 € sin pérdidas opera a una velocidad de 3/4 c¢. Una
carga Z, = 60 + j30 Q estd localizada en z = 0. Utilice la carta de Smith para en-
contrar: a) s; b) la distancia de la carga al voltaje minimo mds cercano si f = 300 MHz;
¢) la impedancia de entrada si f = 200 MHz y la entrada se encuentraen z = —110 m.

méx min

11.27 La admitancia caracterfstica (¥, = 1/Z;) de una linea de transmision sin pérdidas es de
20 mS. La linea estd terminada en una carga ¥, = 40 — j20 mS. Utilice la carta de
Smith para encontrar: a) s; b) Y, sil = 0.154; c) la distancia en longitudes de onda
de Y, al voltaje mdximo mds cercano.

11.28 La longitud de onda de una determinada linea sin pérdidas es de 10 cm. Si la im-
pedancia de entrada normalizada es z,, = 1 + j2, utilice la carta de Smith para de-
terminar: a) s; b) z;, si la longitud de la linea es de 12 cm; ¢) x,, si z; = 2 + jx;
donde x, > 0.

11.29 Una linea de 60 Q sin pérdidas tiene una relaciéon de onda estacionaria de 2.5. Una
sonda ubica un voltaje minimo en la linea en un punto marcado por una pequefia mar-
ca. Cuando la carga se reemplaza por un cortocircuito, se localiza el minimo a 25 cm
y un minimo en un punto a 7 cm hacia la fuente desde la marca. Encuentre Z, .

11.30 Una linea de dos hilos, construida con alambre sin pérdidas con seccién transversal
circular, se abre gradualmente en una pareja de espiras en forma de un batidor de hue-
vos. En el punto X, indicado por las flechas en la figura 11.34, se coloca un cortocir-
cuito a través de la linea. Una sonda se mueve a lo largo de la linea e indica que el
primer minimo de voltaje a la izquierda de X estd a 16 cm de X. Sin el cortocircuito,
un minimo de voltaje se encuentra a 5 cm a la izquierda de X y se localiza un maxi-
mo de voltaje que es tres veces mayor que el voltaje del minimo. Utilice la carta de
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X

Figura 11.34 Véase el problema 11.30.

Smith para determinar: a) f; b) s; ¢) la impedancia de entrada normalizada del bati-
dor de huevos mirando hacia la derecha del punto X.

11.31 Con la finalidad de comparar la agudeza relativa del mdximo y el minimo de una on-
da estacionaria, suponga una carga z;, =4 + jO ubicadaenz =0.Sea |[V| . =1y
A = 1 m. Determine el ancho de: a) el minimo donde |V| < 1.1; b) el maximo don-
de |V| > 4/1.1.

11.32 Una linea sin pérdidas opera con Z, = 40 €, f = 20 MHz y B = 7.57 rad/m. Si un
cortocircuito reemplaza la carga, se encuentra un minimo en un punto marcado me-
diante una pequefia mancha de pintura. Con la carga instalada, el valorde s = 1.5y
un voltaje minimo se ubica a 1 m hacia la fuente desde el punto de pintura. a) Encon-
trar Z,. b) ;;Qué circuito de carga producirfa s = 1.5 con |V| . en la manchita?

11.33 En la figura 11.17, Z, = 40 — j10 Q, Z, = 50 Q, f= 800 MHz y v = c. @) Encuen-
tre la distancia d, mds corta de una derivacion en cortocircuito y la distancia mds cor-
ta d a la que se podria colocar desde la carga, para tener un acoplamiento perfecto en
la linea principal a la izquierda del cortocircuito. b) Repita para una derivacion con
circuito abierto.

11.34 La linea sin pérdidas que se muestra en la figura 11.35 opera con A = 100 cm. Si
d, =10 cm, d = 25 cm y la linea se acopla a la izquierda de la derivacién en corto-
circuito, ;cudl es Z,?

11.35 Una carga, Z, = 25 + j75 €, se ubica en z = 0 en una linea de dos hilos sin pérdi-
das para la que Z, = 50 Q y v = c. (a) Si f = 300 MHz, encuentre la distancia mds

dy s.c.

/ Z,=300Q

Figura 11.35 Véase el problema 11.34.
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S.C

dl
Acoplada ——» 100 Q
d
Figura 11.36 \Véase el problema 11.36.
corta d (z = —d) a la cual la admitancia de entrada tenga una parte real igual a 1/Z

11.36

11.37

11.38

11.39

11.40

y una parte imaginaria negativa. b) ;Qué valor de capacitancia C deberd conectarse a
la linea en ese punto para que la relaciéon de onda estacionaria sea igual a uno en la
porcién de linea restante?

Las lineas de dos hilos que se muestran en la figura 11.36 son sin pérdidas y tienen
un valor de Z;, = 200 Q. Encuentre d y el menor valor posible de d, para proporcio-
nar una carga acoplada si A = 100 cm.

En la linea de transmision de la figura 11.20, R, = Zy= 50 Qy Rg = 25 Q. Deter-
mine y grafique el voltaje en la resistencia de carga y la corriente en la bateria en fun-
cioén del tiempo construyendo los diagramas apropiados de reflexién de voltajes y
corrientes.

Repita el problema 11.37 con Z, =50 Qy R, = R, = 25 Q. Realice el andlisis para
el periodo 0 < t < 8i/v.

En la linea de transmisién de la figura 11.20, Zo =50Qy R, = Rg = 25 Q. El apa-
gador se cierra en t = 0 y se vuelve a abrir en t = l/4v, lo que crea un pulso rectan-
gular de voltaje en la linea. Construya un diagrama de reflexioén de voltaje apropiado
para este caso y utilicelo para elaborar una gréfica del voltaje en la resistencia de car-
ga en funcién del tiempo para O < ¢ < 8I/v (observe que el efecto que tiene la aper-
tura del apagador es iniciar una segunda onda de voltaje, cuyo valor es tal que deja
una corriente neta igual a cero en su vela).

En la linea cargada de la figura 11.25, la impedancia caracteristica es Z, = 100 Q y
R, = 300 Q. La linea estd cargada a un voltaje inicial, V, = 160 V, y el apagador se

V="V, O/O V=0

I .
5

Figura 11.37 Véase el problema 11.41.
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Figura 11.38 \Véase el problema 11.42.

cierra en r = 0. Determine y grafique el voltaje y la corriente en la resistencia en el
tiempo 0 < ¢ < 8//v (cuatro viajes ida y vuelta). Este problema es similar al ejemplo
11.12 en que es otro caso especial del problema bésico de lineas cargadas en el que
ahora R, > Z,

11.41 En la linea de transmisién de la figura 11.37 el apagador estd ubicado en la mitad de
la linea y se cierra en t = (. Construya un diagrama de reflexion de voltaje para este
caso, donde R, = Z,. Grafique el voltaje de la resistencia de carga en funcion del
tiempo.

11.42 En la figura 11.38 se muestra un simple generador de onda congelada. Ambos apa-
gadores se cierran en forma simultdnea en # = 0. Construya un diagrama apropiado
de reflexion de voltaje para el caso en el que R, = Z,. Determine y grafique el volta-
je de la resistencia de carga en funcion del tiempo.
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La onda plana
uniforme

n este capitulo se estudian las aplicaciones de las leyes de Maxwell en el problema

de la propagacién de ondas electromagnéticas. La onda plana uniforme representa el

caso mas simple, y en tanto que es apropiado como introduccién tiene una gran im-
portancia practica. A menudo, se supone que en la practica se presenta de esta forma. En este
capitulo se estudiardn los principios fundamentales de la propagacién de ondas electromag-
néticas, y se comprenderdn los procesos fisicos que determinan la velocidad de propagacion
y el grado en el que se atenta la sefal. Se deducird y utilizara el teorema de Poynting para
encontrar la potencia de una onda electromagnética. Por dltimo, se aprenderd como descri-
bir la polarizacion de dicha onda. H

12.1 La propagacion de la onda en el espacio libre

Se comienza con un repaso de las ecuaciones de Maxwell, en las cuales se buscan las cla-
ves del fenémeno ondulatorio. En el capitulo 11 se estudié cémo los voltajes y las corrien-
tes se propagan en forma de ondas en las lineas de transmisién, y se sabe que la existencia
de voltajes y corrientes implica la presencia de campos eléctricos y magnéticos. De tal for-
ma que se puede identificar una linea de transmisién como una estructura que confina los
campos a la vez que les permite viajar a lo largo de su longitud como ondas electromagné-
ticas. Se puede argiiir que estos campos son los que generan el voltaje y la corriente de la
onda en la linea de transmisién, y que —aunque no existiera ninguna estructura en la que el
voltaje y la corriente pudieran existir— los campos existirfan y se propagarian. En el espa-
cio libre a los campos no los encierra ninguna estructura de confinamiento, por lo que pue-
den tener cualquier magnitud y direccion, las cuales se determinan por el dispositivo (por
ejemplo, una antena) que las genere.

Cuando se consideran ondas electromagnéticas en el espacio libre se observa que el me-
dio carece de fuente (p, = J = 0). En estas condiciones, las ecuaciones de Maxwell sdlo se
pueden escribir en términos de E y H en la siguiente forma,
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JE

VxH=¢— 1
X €0 Y ()

oH
VxE=—uy— 2)

% Ho at
V-E=0 3)
V-H=0 “)

Ahora se verd si es posible inferir el movimiento de la onda a partir de estas cuatro
ecuaciones sin resolverlas realmente. La primera ecuacion establece que si E estd cambian-
do con el tiempo en algtin punto, entonces H tiene rotacional en ese punto; por lo tanto, H
varia espacialmente en una direccién normal a su direccion de orientacion. Ademads, si E
cambia con el tiempo, entonces, en general, también H lo hard, aunque no necesariamente
de la misma manera. Después, a partir de la ecuacién (2), se observa que un campo H cam-
biante produce un campo eléctrico E, el cual, al tener un rotacional, varia espacialmente en
la direccién normal a su orientacién. Una vez mds se tiene un campo eléctrico cambiante,
nuestra hipétesis original; sin embargo, este campo estd presente a una pequefia distancia
del punto de la perturbacién original. Se podria presuponer (en forma correcta) que la velo-
cidad con la cual el efecto se propaga alejandose del punto original es la velocidad de la luz;
sin embargo, esto se debe verificar por medio de un andlisis mds detallado de las ecuacio-
nes de Maxwell.

Se presupone la existencia de una onda plana uniforme en la que ambos campos, E y
H, se encuentran en el plano transversal, es decir, el plano cuya perpendicular es la direc-
cién de propagacion. Ademas, por definicién, ambos campos tienen una magnitud constante
en el plano transversal. Por esta razon, dicha onda a menudo se denomina onda electromag-
nética transversal (TEM, por sus siglas en inglés). La variacién espacial que requieren
ambos campos en la direccién normal a su orientacién ocurrird, por lo tanto, sélo en la di-
reccion de la propagacion de la onda, o perpendicular al plano transversal. Por ejemplo, su-
pongase que E = E a_o que el campo eléctrico estd polarizado en la direccién de x. Si
ademds se supone que la propagacion de la onda es en la direccién de z, la variacién espa-
cial de E solamente puede ser con z. Al utilizar la ecuacién (2) se observa que con estas res-
tricciones el rotacional de E se reduce a una ecuacién con un solo término:

0E oH 0H,
VxE= 3 xay = —po— = —Ho——
Z

)
ot ot

La direccion del rotacional de E en (5) determina la direcciéon de H, la cual se observa
que es a lo largo de la direccion y. Por lo tanto, en una onda plana uniforme, las direccio-
nes de E, H y la de propagacién son mutuamente perpendiculares. Utilizando el campo
magnético dirigido hacia y, y el hecho de que éste varia solamente con z, se simplifica la
ecuacién (1) a,

J0H, JE oE
— }ax = €)— 2608—;3)[ (6)

VxH=——-
a0z Jt

397



398

o,

CAPITULO 12 La onda plana uniforme

Las ecuaciones (5) y (6) pueden escribirse mds sucintamente como:

3E, 9H,
__, 98 7
3z Ho=a; M
H
o, _ 9L ®
0z ot

Estas ecuaciones pueden compararse directamente con las del telegrafista para una linea de
transmision sin pérdidas [ecuaciones (20) y (21) del capitulo 11]. Manipulaciones adiciona-
les de (7) y (8) pueden realizarse de la misma forma como se hizo con las ecuaciones del
telegrafista. Especificamente, se deriva (7) con respecto a z y se obtiene:

’E,  9°H, 0

02 Mz ©)
Después, (8) se deriva con respecto a ¢:

92H, 9’E,

- _ 10

ozor a2 (10
Sustituyendo (10) en (9) se obtiene

I

02 M (1

Esta ecuacién, andloga a la ecuacién (13) del capitulo 11, se conoce como la ecuacién de
onda del campo eléctrico TEM polarizado en x en el espacio libre. Mediante la ecuacién
(11) se identifica, ademds, la velocidad de propagacién:

1
+/ Ho€0

donde la letra ¢ denota la velocidad de la luz en el espacio libre. Un procedimiento similar
que incluya la derivada de (7) con respecto a ¢ y (8) con respecto a z da como resultado la
ecuacién de onda del campo magnético; es idéntica en forma a (11):

=3x108m/s =¢

(12)

y =

92H 9%H.
Y= MOGO—y

9z2 a2

(13)

Como se estudi6 en el capitulo 11, la solucién de las ecuaciones de la forma (11) y (13)
serdn ondas que se propagan hacia delante y hacia atrds que tienen la forma genérica [en es-
te caso para la ecuacién (11)]:

Ex(z, 1) = filt —z/v) + fo(t +z/v) (14)

donde, de nuevo, f; y f, pueden ser cualquier funcién cuyo argumento es de la forma ¢ & z/v.
De ahora en adelante, inmediatamente se especializa en funciones sinusoidales con una
frecuencia especifica y se escribe la solucién de (11) en la forma de cosenos que se propagan
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hacia delante y hacia atrds. Puesto que las ondas son sinusoidales, su velocidad se expresa
como la velocidad de fase v - Las ondas pueden escribirse como:
Ex(z’ t) = gx(z’ t) + 8;(Z7 t)
= |Exol cos [o(t — z/vp) + ¢1] + | Epl cos [t + 2/v,) + ]
= |Eo| cos [wf — koz 4+ ¢1] + | ELol cos [wt + koz + ¢2] (15)

propagacion z hacia adelante propagacion z hacia atrds

La escritura de la segunda linea de (15) se basa en el hecho de que las ondas se estan pro-
pagando en el espacio libre, en cuyo caso la velocidad de fase, v, =c. Ademads, el niimero
de onda en el espacio libre se define como,

ko = ? rad/m (16)
c

En forma consistente con el estudio de las lineas de transmision, las soluciones expre-
sadas en (15) se conocen como las formas instantdneas reales del campo eléctrico. Ellas son
las representaciones matemadticas de lo que uno mide de manera experimental. Los térmi-
nos wt 'y kyz, que aparecen en (15), tienen unidades angulares y, generalmente, se expresan
en radianes. Se sabe que w es la frecuencia radidn, que mide el corrimiento de fase por uni-
dad de tiempo, tiene unidades de rad/s. De forma similar, se puede observar que k, se inter-
pretard como una frecuencia espacial, que en este caso mide el corrimiento en fase por
unidad de distancia a lo largo de la direccion z en rad/m. Se puede ver que k, es la constan-
te de fase de la propagacioén sin pérdidas de ondas planas uniformes en el espacio libre. La
longitud de onda en el espacio libre es la distancia en la que la fase espacial experimenta un
corrimiento de 2 radianes, suponiendo un tiempo constante, o,

2
koz=koh =21 — |A= k—ﬂ (espacio libre) 17)
0

La forma en la que se propagan las ondas es la misma que se encuentra en las lineas de
transmision. En especifico, supdngase que se considera algtin punto (por ejemplo, la cresta
de una onda) en la funcién coseno de la onda que se propaga hacia delante de la ecuacién
(15). Para que se presente una cresta, el argumento del coseno debe ser un multiplo entero
de 2. Considérese la m—€sima cresta de la onda, la condicién se transforma en,

koz = 2mm

Entonces, considérese el punto en el coseno seleccionado, y obsérvese qué pasa si se per-
mite el incremento del tiempo. El requisito es que todo el argumento del coseno sea el mis-
mo multiplo de 27 todo el tiempo, con el fin de mantener el rastro del punto seleccionado.
La condicién se transforma en

ot —koz = o(t — z/c) = 2mm (18)

A medida que el tiempo se incrementa, la posicién z también debe hacerlo para satisfacer
(18). La cresta de la onda (y la onda completa) se desplaza en la direccién positiva de z a
una velocidad de fase ¢ (en el espacio libre). Utilizando un razonamiento similar, la onda de
la ecuacion (15) tiene una argumento coseno (wt + k,z) que describe una onda que se mueve
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en la direccion negativa de z, puesto que a medida que se incrementa el tiempo z debe dis-
minuir y asi mantener el argumento constante. Por simplicidad, se restringird la atencion en
este capitulo s6lo a ondas que se propagan en la direccion positiva de z.

Tal como se hizo se hizo con las ondas en las lineas de transmision, los campos instan-
tdneos reales de la ecuacion (15) se expresan en t€rminos de sus formas fasoriales. Utilizan-
do el campo que se propaga hacia delante en la ecuacién (15) se puede escribir:

1 : . . 1 : )
Ez, 1) = =|Eyole!?P e T 0%l 4 c.c. = —E e/ + c.c. = Re[Ey e’ (19)
D——— 2

Eyo

donde c.c. expresa el complejo conjugado y se identifica al campo eléctrico fasorial co-
mo E = E e~ Como se indica en (19), E  es la amplitud compleja (la cual incluye
la fase, ¢,).

Exprésese &£,(z, 1) = 100cos(10% — 0.5z 4 30°) V/m como un fasor.
Solucion. Antes que nada, se expresa en forma exponencial,

5y(z, {) = Re[lOOe j(lOSt—().Sz+3O")]
y después se elimina Re y se suprime ¢/!%%, obteniendo el fasor,

Eys(z) = 100~ /0-52+30°

Notese que, en este caso, se utiliza una nomenclatura mezclada para el dngulo; esto es, 0.5z
estd en radianes, mientras que 30°, en grados. Dada una componente escalar o un vector ex-
presado como un fasor, ficilmente se puede recuperar la expresion en el dominio del tiempo.

Dada la amplitud compleja de campo eléctrico de una onda plana uniforme, E, = 100a,_+
20£30°a, V/m, constriyase el fasor y los campos instantdneos reales si se sabe que la on-
da se propaga hacia delante en la direccion de z en el espacio libre y que tiene una frecuen-
cia de 10 MHz.

Solucion. Se comienza construyendo la expresion para el fasor general:
E,(z) = [100a, + 20e/*" a,] e~/%
donde k, = w/c = 27 x 107/3 x 108 = 0.21 rad/m. La forma real instantdnea entonces se
encuentra por medio de la regla expresada en la ecuacién (19).
E(z, 1) = Re[looe—j()llzej27r><1()7tax + 2Oej3()°e—j0.2126j27r><107zay]
— Re[loogj(an107f70,212)ax + ZOej(Z”X107”0'21”303)%]

= 100cos (27 x 107t — 0.21z)a, 4+ 20cos (27 x 107t — 0.21z + 30°) a,
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Es evidente que calcular la derivada parcial de cualquier campo con respecto al tiempo
equivale a multiplicar el fasor correspondiente por jo. Como ejemplo, se puede expresar la
ecuacion (8) (utilizando campos sinusoidales) como

oH, &
— = 20
oz or 0
donde, de forma consistente con (19):
1 jot 1 jwt
E(z, ) = 3 () e! +c.c. y Hy(z, 1) = EHys(Z) e/’ L. 21
Sustituyendo los campos de (21) en (20), esta tltima ecuacion se simplifica a,
dH,(z .
D@ _ _ joeyEe(@ (22)
dz

En el proceso para obtener esta ecuacion se observa, primero, que los términos complejos con-
jugados de (21) originan su propia ecuacién independiente, redundante con (22); segundo, los
factores ¢/, que son comunes en ambos lados, se eliminan; tercero, la derivada parcial con
respecto a z se convierte en la derivada total, puesto que el fasor H s6lo depende de z.
Enseguida, este resultado se aplica a las ecuaciones de Maxwell para obtenerlas en forma
fasorial. Sustituyendo el campo expresado en (21) en las ecuaciones (1) a (4), se obtiene,

V x Hy = joweoE; (23)
V x E; = —jouoH; (24)
V.-E,=0 (25)
V-Hy =0 (26)

Obsérvese que (25) y (26) ya no son relaciones independientes, pues se pueden obtener
calculando la divergencia de (23) y (24), respectivamente.

Las ecuaciones (23) a (26) pueden utilizarse para obtener la forma vectorial sinusoidal
en estado estable de la ecuacién de onda en el espacio libre. Se comienza calculando el ro-
tacional en ambos lados de (24):

V xV xE; =—jouV x Hy = V(V-E) — VZE, (27)

donde la dltima igualdad es una identidad que define el vector laplaciano de E :

| V’E, = V(V-E) -V x V xE,

Por la ecuacion (25) se puede ver que V - E_ = 0. Utilizando esta ecuacion y sustituyendo
(23) en (27), se obtiene,

(28)

| V’E, = —KE,
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donde, de nuevo, k0 =w=wV Ho€o La ecuacion (28) se conoce como la ecuacién vec-
torial de Helmholtz para el espacio libre.! Cuando dicha expresion se expande resulta una
ecuacién enorme, aun en coordenadas cartesianas, ya que resultan tres ecuaciones fasoria-
les (una para cada componente vectorial), y cada una tiene cuatro términos. La componen-
te x de (28), aunque se utilice la notacién con el operador del, se convierte en,

szxs = _k(z)Exs (29)

y la expansidén del operador lleva a la ecuacion diferencial parcial de segundo orden,

PE,, IE, 9°E,
+ +

0x2 9y? 92 ko B

De nuevo, suponiendo una onda plana uniforme en la que £ no varia con x o y, las dos de-
rivadas correspondientes son cero, y se obtiene

d’E, )
de = _k() Exs (30)

ecuacion cuya solucién ya se conoce:

Exs(z) = EerijkOZ + E;Oejkoz (31)

Vuélvase a las ecuaciones de Maxwell, (23) a (26), y determinese la forma del campo
H. Dado E, H| se obtiene muy fécilmente de (24):

V x E; = —jouoH; (24)
la cual se simplifica enormemente para una sola componente £ variando tnicamente con z,
dj; = —jouoHy;
Utilizando (31) en E . se tiene,
Hys = —# (ko) Exoe ™% + (ko Efge’™’]

= Ey /—e—fkoz El, / e]k‘)z = Hyoe /"% + H] e/ (32)

En la forma instantanea real esto se convierte en:

Hy(z,t) = Eyo /E—O cos(wt — koz) — E.y | il cos(wt + koz) (33)
Mo Mo

!
donde se supone que £, y E'  son reales.

! Hermann Ludwig Ferdinand von Helmholtz (1821-1894) fue profesor en Berlin, y se dedicaba a investigaciones
en los campos de la fisiologia, la electrodindmica y la 6ptica. Hertz fue uno de sus alumnos.
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En general, a partir de (32) se encuentra que las amplitudes de los campos eléctrico y
magnético de la onda que se propaga hacia delante en el espacio libre se relacionan por

EXO = ?Hy() = ]’]QHyQ (34(1)
Y €0

También se observa que las amplitudes de las ondas que se propagan hacia atrds se relacio-

nan por medio de
Elo = =\ =" Hjo = ~moHy, (34b)

donde la impedancia intrinseca del espacio libre se define como

o= " =377 = 120n Q@ (35)
€0

La magnitud de 1, €n ohms es evidente, de manera inmediata, de su definicién como el co-
ciente de E (en unidades de V/m) sobre H (en unidades de A/m). Esta en directa analogia
con la impedancia caracteristica, Zy, de una linea de transmision, donde se define esta ulti-
ma como el cociente del voltaje sobre la corriente en una onda de propagacion. Obsérvese
que la diferencia entre (34a) y (34b) es el signo menos. Esto es consistente con la analogia
de la linea de transmisién que condujo a las ecuaciones (25a) y (25b) del capitulo 11. Di-
chas ecuaciones incluyeron las definiciones de las corrientes positivas y negativas asociadas
con las ondas de voltaje hacia delante y hacia atrds. De manera similar, la ecuacion (34a)
especifica que en una onda plana uniforme que se propaga hacia delante en el eje z —cuyo
vector de campo eléctrico se encuentra en la direccién positiva de x en un determinado pun-
to en el tiempo y espacio— el vector de campo magnético esta en la direccién positiva de y
en las mismas coordenadas de tiempo y espacio. En el caso de una onda de propagacién ha-
cia atrds en z que tenga un campo eléctrico positivo en direccién de x, el vector de campo
magnético estd en la direccién negativa de y. El significado fisico de esto se relaciona con
la definicién de flujo de potencia en la onda, como lo especifica el vector Poynting, S = E
x H (en watts/m?). El producto vectorial de E y H debe proporcionar la direccién correcta
de propagacién de la onda, por lo que es aparente la necesidad del signo menos en (34b).
Los asuntos relacionados con la transmisién de potencia se estudiardn en la seccién 12.3.

Mediante las figuras 12.1a y 12.1b se puede intuir la forma en la que los campos varian
en el espacio. La intensidad de campo eléctrico de la figura 12.1a se muestraen =0, y el
valor instantdneo del campo se representa a lo largo de tres lineas, el eje z y las lineas arbi-
trarias paralelas al eje z en los planos x = 0 y y = 0. Puesto que el campo es uniforme en
planos perpendiculares al eje z, la variacién a lo largo de las tres lineas es la misma. En una
longitud de onda A transcurre un ciclo completo de la variacion. Los valores de H, para los
mismos tiempo y posicidn se muestran en la figura 12.1b.

Una onda plana uniforme no puede existir fisicamente, pues se extenderia hasta el infi-
nito al menos en dos dimensiones y representaria una cantidad infinita de energfa. Sin em-
bargo, el campo distante de una antena transmisora es esencialmente una onda plana
uniforme en alguna regién limitada; por ejemplo, una sefial de radar que choca con un ob-
jetivo distante es casi una onda plana uniforme.
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Figura 12.1 a) Las flechas representan los valores instantaneos de E,, cos[w(t — z/c)] en
t=0alo largo del eje z, a lo largo de una linea arbitraria en el plano x = 0 paralela al eje z,
y a lo largo de una linea arbitraria en el plano y = 0 paralela al eje z. b) Los valores
correspondientes de Hy estan indicados. Notese que £, y Hy estan en fase en todo punto y
para todo instante.

Aunque solamente se ha considerado una onda que varia de forma sinusoidal con el
tiempo y el espacio, es posible elaborar una combinacién apropiada de soluciones de la
ecuacion de onda con el fin de llegar a una onda de cualquier forma deseada, pero que sa-
tisfaga la ecuacién (14). La suma de un ndmero infinito de armonicas utilizando una serie
de Fourier puede producir una onda periddica de forma cuadrada o triangular, tanto en el es-
pacio como en el tiempo. Las ondas no periédicas pueden obtenerse de la solucién basica
empleando métodos integrales de Fourier. Estos temas se estudian en libros mds avanzados
sobre teoria electromagnética.

D12.1 La amplitud de campo eléctrico de una onda plana uniforme que se propaga
en la direccion a_es de 250 V/im. Si E = E a_y @ = 1.00 Mrad/s, encuéntrese: a) la
frecuencia; b) la longitud de onda; ¢) el periodo; d) la amplitud de H.

Respuesta: 159 kHz; 1.88 km; 6.28 us; 0.663 A/m

D12.2 Sea H = (2£-40°a, — 3420°a)) ¢7%072 A/m para una onda plana unifor-
me que viaja en el espacio libre. Encuéntrese: a) w; b) H_en P(1, 2, 3) en t = 31 ns;
¢) |H| ent = 0 en el origen.

Respuesta: 21.0 Mrad/s; 1.934 A/m; 3.22 A/m

12.2 Propagacion de ondas en dieléctricos

El tratamiento analitico de la onda plana uniforme se amplia a la propagacién en un mate-
rial dieléctrico de permitividad € y permeabilidad . Se supone que el medio es homogéneo



12.2 Propagacion de ondas en dieléctricos

(los pardmetros i y € son constantes respecto a la posicion) e isotrépico (en el que 1 y € no
cambian con la orientacién del campo). La ecuacién de Helmholtz es,

(36)

| V’E, = —KE,

donde el nimero de onda es una funcién de las propiedades del material, como lo descri-
ben pny e:

’ k = w. /e = ko /i€, 37
Para £, se tiene,
d*E . 5
iz = —k“E,, (38)

Una caracteristica importante de la propagacion de ondas en dieléctricos es que k puede
tener un valor complejo y, como tal, se conoce con el nombre de constante de propagacion
compleja. De hecho, una solucion general de (38) permite la posibilidad de un complejo &, y
es muy comun escribirlo en términos de sus partes real e imaginaria de la manera siguiente:

@)

(40)

Una solucién de (38) sera:

| Exs = Eer_JkZ = Eer_aZe_JﬁZ

Multiplicando (40) por ¢’ y tomando la parte real se obtiene una forma del campo que pue-
de visualizarse de una manera mas ficil:

‘ E, = Epe % cos(wt — Bz) ‘ 41

Esto se conoce como una onda plana uniforme que se propaga hacia delante en la direccién
z con fase constante t, pero que (para valores positivos de «) pierde amplitud al incremen-
tarse z de acuerdo con el factor e~*<. Por lo tanto, el efecto general de una k con valor com-
plejo es la obtencion de una onda de propagacidon que cambia su amplitud con la distancia.
Si o es positivo, se le llama coeficiente de atenuacion. Si a es negativo, aumenta en ampli-
tud con la distancia y a « se le llama coeficiente de ganancia. Este ultimo efecto podria pre-
sentarse, por ejemplo, en amplificadores ldser. En la presente y futuras exposiciones en este
libro, s6lo se considerardn medios pasivos, en los cuales estdn presentes uno o mis meca-
nismos de pérdida y, por lo tanto, producirdn un valor de « positivo.

El coeficiente de atenuacioén se mide en nepers por metro (Np/m), de tal forma que el
exponente de e se mide en unidades adimensionales llamadas nepers. Por lo tanto, si o =
0.01 Np/m, la amplitud de la cresta de la onda en z = 50 serd e~%/e=0 = 0.607 de su valor
en z = 0. La amplitud de la onda se reduce en un factor con el cual el lector estd familiari-
zado de e~! 0 0.368, al propagarse la onda una distancia 1/« en la direccién +z.

Las formas en que los procesos fisicos en un material pueden afectar el campo eléctri-
co de la onda se describen por medio de la permitividad compleja de la forma

e=¢€ — je" =ey(e, — je) 42)
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Dos importantes mecanismos que originan una permitividad constante (y, por lo tanto, ge-
neran pérdidas en la onda) son el electrén ligado u oscilaciones idnicas y el relajamiento
dipolar; ambos se estudian en el apéndice D. Un mecanismo adicional es la conduccién de
electrones libres o huecos, los cuales se estudian a fondo en este capitulo.

También pueden presentarse pérdidas que surgen como respuesta del medio al campo
magnético y éstas se modelan a través de una permeabilidad compleja, 1 = ju'— ju'" = 1,
(u, — ju,"). Como ejemplos de dichos medios estdn los materiales ferrimagnéticos o ferri-
tas. La respuesta magnética es, en general, muy débil comparada con la respuesta del die-
léctrico en la mayoria de los materiales destinados para la propagacién de ondas; en dichos
materiales, u ~ . En consecuencia, el estudio acerca de los mecanismos de pérdida se res-
tringird a los descritos por medio de la permitividad compleja, y se supondrd que u es to-
talmente real en este estudio.

Es posible sustituir (42) en (37), lo que resulta en,

E//
k=w e — je')=w\ e’y 1 — j? (43)

Nétese la presencia de un segundo factor radical en (43), que se hace unitario (y real) a me-
dida que €'’ desaparece. Para un valor de €'’ diferente de cero, k es compleja por lo que se
presentan pérdidas que pueden cuantificarse por medio del coeficiente de atenuacién, o, en
(39). La constante de fase, S (y, en consecuencia, la longitud de onda y la velocidad de fa-
se) también serd afectada por €”'. o y B se encuentran calculando las partes real e imagina-
ria de jk de (43). Se obtiene

1/2

) /1,6/ e 2

1/2

/ V4 2
ﬂ:Im{jk}:w,/% 1+(€6—,> 1 (45)

Se puede observar que un valor de « (y, por lo tanto, de pérdidas) se obtiene si la par-
te imaginaria de la permitividad, estd presente. Asimismo, se puede observar en (44) y (45)
la presencia de la relacién €"'/e', 1a cual se conoce con el nombre de tangente de pérdidas.
El significado del término se demostrard cuando se investigue el caso especifico del medio
conductor. La importancia prictica de esta relacion estriba en su magnitud comparada con
la unidad, la cual permite la simplificacién de (44) y (45).

Ya sea que se presenten pérdidas o no, se puede ver a partir de (41) que la velocidad de
fase de la onda estd dada por

v, = - (46)

La longitud de onda es la distancia que se requiere para efectuar un cambio de fase de
25 radianes.

BL =21
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la cual conduce a la definicién fundamental de longitud de onda

_271

B

Puesto que se tiene una onda plana uniforme, el campo magnético se puede encontrar
por medio de

A (47)

ExO — —j
Hy, = ——e e IFe

donde la impedancia intrinseca es ahora una cantidad compleja,

Y R —
B e = o @

Los campos eléctrico y magnético ya no estdn en fase.
Un caso especial es el de un medio libre de pérdidas o un dieléctrico perfecto, en el que
€' =0, por lo que € = €'. De (44), esto conduce a @ = 0, y de (45),

B = wy/ e’ (medio libre de pérdidas) (49)

Con « = 0, el campo real asume la forma,

| E, = Eyocos(wt — Bz) (50)

Esto se puede interpretar como una onda que viaja en la direccién +z a una velocidad de fa-
se v, donde

La longitud de onda es
2 2 1

_ _ _ c _ )\.O
B ovue  fVue  fue  Jue

donde A es la longitud de onda en el espacio libre. Nétese que €', > 1y, por lo tanto, la
longitud de onda es mds corta y la velocidad es menor en todos los medios reales que en el
espacio libre.

Asociado con E_se encuentra la intensidad de campo magnético

A=

(medio libre de pérdidas) (51)

ExO
Hy, = — cos(wt — Bz)
n

donde la impedancia intrinseca es,

0= \/E (52)
€
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Una vez mds, los dos campos son perpendiculares entre si, perpendiculares a la direc-
cién de propagacién y estdn en fase entre si en cualquier punto. Nétese que cuando a E 'y a
H se les aplica el producto vectorial, el vector resultante estd en la direccién de propaga-
cion. El fundamento de lo anterior se estudiard al analizar vector de Poynting.

Apliquense estos resultados a una onda plana de 1 MHz en agua fresca. A esta frecuencia
las pérdidas en el agua son despreciables, lo que significa que se puede suponer que €'’ = 0.
Enel agua, u, =1yalMHz, =38l1.

Solucién. Se comenzard calculando la constante de fase. Utilizando (45) con €' = 0,
se tiene,

w\/€] 2w x 10°4/81

= 30 < 1F = 0.19 rad/m
c .

B = wy/ e’ = omocoy/€, =

Utilizando este resultado se puede determinar la longitud de onda y la velocidad de fase:

2 2
__ T
B .19
w 27 x 100 7
v =—=—""—=33x10"m/s
B .19

La longitud de onda en el aire hubiera sido de 300 m. Al continuar con los célculos se en-
cuentra que la impedancia intrinseca utilizando (48) con €'' = 0:

377
€ €/ 9

Si se deja que la intensidad de campo eléctrico tenga una amplitud mdxima de 0.1 V/m,
entonces,

=)

1cos(2mr10% — .192) V/m

E, =
Hy = — = (2.4 x 107%) cos(27 10°t — .19z) A/m

:|r’1

D12.3 Una onda plana uniforme de 9.375 GHz se propaga en polietileno (véase
apéndice C). Si la amplitud del vector intensidad de campo eléctrico es de 500 V/m y
se supone que el material estd libre de pérdidas, encuéntrese: a) la constante de fase;
b) la longitud de onda en el polietileno; c) la velocidad de propagacién; d) la impe-
dancia intrinseca; e) la amplitud del vector intensidad de campo magnético.

Respuesta: 295 rad/m; 2.13 cm; 1.99 x 108 m/s; 251 Q; 1.99 A/m
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Considérese de nuevo la propagacion de ondas planas en el agua, pero a la frecuencia mu-
cho mads alta de microondas de 2.5 GHz. A frecuencias dentro de este rango o mayores los
fenémenos de relajacion dipolar y de resonancia en las moléculas de agua son considerable-
mente significativos.” Las partes real e imaginaria de la permitividad estdn presentes y am-
bas varfan con la frecuencia. A frecuencias por debajo de la luz visible ambos mecanismos
producen un valor de €'’ que aumenta al incrementarse la frecuencia y alcanza su maximo
valor alrededor de los 10'3 Hz. €’ disminuye al aumentar la frecuencia, y alcanza un mini-
mo también en la vecindad de 10" Hz. La lectura complementaria 3 proporciona los deta-
lles especificos. A 2.5 GHz los efectos de la relajacion dipolar dominan. Los valores de la
permitividad son €] = 78 y €'= 7. De (44), se tiene,

172
27 x 2.5 x 10%)/ 2
z(nx 5 x 10%)4/78 <7>_1 — 21 Np/m

(3.0 x 10%)v/2 78

Este primer cdlculo demuestra el principio de operacién del horno de microondas. Casi to-
dos los alimentos contienen agua, por lo que pueden cocinarse cuando la radiacién inciden-
te en el rango de las microondas se absorbe y se convierte en calor. Nétese que el campo se
atenuard a un valor e~! veces su valor inicial a una distancia de 1/« = 4.8 cm. A esta dis-
tancia se le llama profundidad de penetracion del material y, por supuesto, depende de la
frecuencia. El valor de 4.8 cm de profundidad es un valor razonable en el cocimiento de
alimentos, puesto que llevard a un incremento de temperatura muy uniforme a lo largo
de la profundidad del material. A muy altas frecuencias, donde el valor de €'’ es mayor, la
profundidad de penetracién disminuye y se absorbe mucha potencia en la superficie; a fre-
cuencias mds bajas, la profundidad de penetracién aumenta y no se presenta la suficiente ab-
sorcién total. Los hornos de microondas comerciales operan a frecuencias de alrededor
de 2.5 GHz.

Al utilizar (45) y realizar los cdlculos de una manera muy similar a los de « se encuen-
tra que B = 464 rad/m. La longitud de onda es A = 27/ = 1.4 cm, mientras que en el es-
pacio libre esto hubiera sido A, = ¢/f = 12 cm.

Al emplear (48) se encuentra el valor de la impedancia intrinseca,

377 1
"= R IT T

. . o .
y E, estd adelantada en tiempo con respecto a H, , por 2.6° en cualquier punto.

=43+ j1.9 =43/2.6° Q

409

A continuacién considérese el caso de materiales conductivos. En éstos las corrientes
se forman por el movimiento de los electrones libres y huecos bajo la influencia de un cam-
po eléctrico. La relacién que gobierna lo anterior es J = oE, donde o es la conductividad
del material. Con una conductividad infinita, la onda pierde potencia por medio del calen-
tamiento resistivo del material. Se buscard una interpretacion de la permitividad compleja

2 La descripcién de estos mecanismos y de cémo producen una permitividad compleja se encuentra en el apéndice
D. Ademds, para un tratamiento més general de los efectos de relajacion y resonancia en la propagacion de ondas,
se recomienda al lector revisar las pp. 73-84 de la lectura complementaria 1 y las pp. 678-682 de la 2. Los estu-
dios y la informacidn referente al agua se presentan en las pp. 314-316 de la lectura complementaria 3.
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en relacion con la conductividad. Considérese la ecuacion rotacional de Maxwell (23), que,
utilizando (42), se convierte en,

VxH; = joe — je"E; = weEs + jwe'E; (53)

Esta ecuacion puede expresarse de una forma mds familiar en la que se incluya la corriente
de conduccion:

V x Hy = J; + jweE; (54)

Posteriormente, se utiliza J = oE_y se interpreta € en (54) como . Esta dltima ecuacion se
convierte en:

V x Hs = (U + jC!)E/)Es = Jas +st (55)

la cual se ha expresado en t€rminos de la densidad de corriente de conduccion, J = oE vy la
densidad de corriente de desplazamiento, J ;. = joE . Al comparar las ecuaciones (53) y (55)
se encuentra que en un medio conductor:

=2 (56)

Vuélvase la atencion al caso de un material dieléctrico en el que las pérdidas son muy
pequeiias. El criterio por medio del cual se evalda si las pérdidas son pequefias o no es la
magnitud de la tangente de pérdida, €'"'/¢’. Este parametro tendrd una influencia directa so-
bre el coeficiente de atenuacidn, o, como se puede observar en la ecuacion (44). En el caso
de un medio conductor, en el que (56) se aplica, la tangente de pérdida se convierte en o/we’.
Por medio de la inspeccién de (55), se observa que la relacion de las magnitudes de la den-
sidad de la corriente de conduccion y la densidad de la corriente de desplazamiento es

Jos e’ o 57)
Jos  jE€ joe

Es decir, estos dos vectores apuntan en la misma direccién en el espacio; sin embargo, estin
90° fuera de fase en tiempo. La densidad de corriente de desplazamiento estd adelantada 90°
con respecto a la densidad de corriente de conduccidn, de la misma forma que la corriente a tra-
vés de un capacitor estd adelantada 90° con respecto a la corriente que circula, a través de una
resistencia conectada en paralelo con dicho capacitor, en un circuito eléctrico ordinario. La re-
lacién de fase la muestra la figura 12.2. El dngulo 6 (no confundirlo con al dngulo polar en coor-
denadas esféricas) puede identificarse, por lo tanto, como el dngulo en el que la densidad de
corriente de desplazamiento estd adelantada con respecto a la densidad de corriente total, y

1

tanf = — = 7 (58)
€’ we’

Por lo tanto, el razonamiento que soporta el término fangente de pérdidas es evidente. El pro-
blema 12.16 al final del capitulo indica que la Q de un capacitor (su factor de calidad, no su car-
ga), el cual incluye un dieléctrico sin pérdidas, es el reciproco de la tangente de pérdidas.

Si la tangente de pérdidas es pequefia, entonces se pueden obtener aproximaciones muy
dtiles de las constantes de atenuacion y de fase, asi como para la impedancia intrinseca. El
criterio para obtener una tangente de pérdidas pequeiia es €''/e’ < 1, el cual identifica el
medio como un buen dieléctrico.
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Figura 12.2 a) La relacion fase-tiempo
entre J, J . Jg ¥ Eg. La tangente de 6 es
igual a o/we’ y 90° — 0 es el angulo
comun de factor-potencia, o el angulo por
el cual J; adelanta a Es.

Considerando un material conductor, para el que €'’ = o/w, la ecuacion (43) se convierte en

. . .0
Jjk = jo/ ne I—JE (59)

Se puede expandir el segundo radical utilizando el teorema binomial

-1 —n -2
n(nZ! )x2+n(n 3)!(n )x3+---

A+x)"=14+nx+
donde |x| < 1. Se identifica x como —jo/we'y n como 1/2, y, por lo tanto,

1 2
jk:jw\/ﬁ[l—jﬁjtg(”) +~-~]=a+jﬁ

we’

Ahora, en un buen dieléctrico,

Y =2 e
Zwe,) = (60a)

o =Re(jk) = joy/ue (~j il

B = Im(jk) = w\/ue’ [1 + é( i )2} (60b)

we’

Las ecuaciones (60a) y (60b) se pueden comparar directamente con la linea de transmision
o'y B bajo condiciones de baja pérdida, como lo expresan las ecuaciones (54a) y (55b) del
capitulo 11. En esta comparacion se asocia o con G,  con L'y € con C. Nétese que en la
propagacion de ondas planas en medios sin fronteras no puede existir una cantidad andloga
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al pardmetro de resistencia del conductor de la linea de transmisién, R. En muchos casos, el
segundo término de la ecuacién (60b) es lo suficientemente pequefio para que

B = a)\/,l? (61)

Aplicando la expansion binomial de (48), para un buen dieléctrico se obtiene,

. 3,0N\2 o
= B2
7 e/|: 8(0)6’) + JZa)e’] (624)
(0]
L [EG o
N (1+12w6,) (625)

Las condiciones en las que pueden utilizarse estas aproximaciones dependen de la precision
que se desea alcanzar, en términos de cudnto se desvian los resultados de los que es posible
obtener aplicando las féormulas exactas (44) y (45). Si o/we’ < 0.1, se presentan desviacio-
nes de no mds de un pequefio porcentaje.

A manera de comparacion, repitanse los cdlculos del ejemplo 12.4 utilizando las férmulas
de aproximacioén (60a), (61) y (62b).

Solucion. Primero, la tangente de pérdidas en este caso es €''/e’ = 7/78 = 0.09. Utilizan-
do (60) con €' = o/w, se obtiene

O 1L 885 % 102)21 x 2.5 x 109°1L = 21 em-!
o= — /—=— . . — =
2 Ve 2 V78

Posteriormente, utilizando (615b), se obtiene
B = (2m x 2.5 x 10°)v/78/(3 x 10%) = 464 rad/m

Por udltimo, con (62b),

377 7
= (1 —— | =43 1.9
ﬁs( +’2x78) "

Los resultados son idénticos (dentro de los limites de precisiéon que determinan las cifras
proporcionadas) a los del ejemplo 12.4. Tal vez se encuentren pequefias desviaciones, como
el lector podra verificar repitiendo los cédlculos en ambos ejemplos y expresando los resul-
tados con cuatro o cinco cifras significativas. Como se sabe, esta dltima practica no tendria
ningdn valor debido a que los pardmetros proporcionados no estarian especificados con tal
precision. Es muy comin que éste sea el caso, puesto que los valores medidos no siempre
se conocen con gran precision. En funcién de qué tan precisos sean estos valores, uno pue-
de utilizar, a veces, un juicio mas relajado sobre cudndo pueden utilizarse las férmulas de
aproximacion, permitiendo que los valores de la tangente de pérdidas sean mayores que 0.1
(sin embargo, ain menores que 1).
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D12.4 Dado un material no magnético que tenga un €, = 3.2 yunao = 1.5 x 10~*
S/m, encuéntrense los valores numéricos a 3 MHz de: a) la tangente de pérdidas;
b) la constante de atenuacion; c) la constante de fase; d) la impedancia intrinseca.

Respuesta: 0.28; 0.016 Np/m; 0.11 rad/m; 207£7.8° Q.

D12.5 Considérese un material para el que u, = 1, €', = 2.5 y la tangente de pér-
didas es de 0.12. Si estos tres valores son constantes con respecto a la frecuencia en
el rango de 0.5 MHz < f< 100 MHz, calcilese: a) o0a 1y 75 MHz; b) A a 1y 75 MHz;
c) v,a 1y 75 MHz.

Respuesta: 1.67 x 107>y 1.25 x 1073 S/m; 190 y 2.53 m; 1.90 x 108 m/s dos veces
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12.3 EI teorema de Poynting
y la potencia de las ondas

Con el propdsito de encontrar el flujo de potencia asociado con una onda electromagnética, es
necesario desarrollar un teorema de la potencia de un campo electromagnético conocido como
el teorema de Poynting. Originalmente lo postulé en 1884 el fisico inglés John H. Poynting.
El desarrollo comienza con una de las ecuaciones rotacionales de Maxwell, en la que
supone que el medio es conductor:
oD

VxH=J+ — (63)
ot

Enseguida, se calcula el producto escalar en ambos lados de (63) con E,
oD

E-VxH:E-J+E-W (64)

Luego, se incorpora la siguiente identidad vectorial, la cual puede demostrarse por medio
de la expansion en coordenadas cartesianas:

V. ExH=-E-VxH+H-V xE (65)
Utilizando (65) en el lado izquierdo de (64) se obtiene,
oD
H-VxE—V-(ExH):J-E%—E-E (66)
donde el rotacional del campo eléctrico esta dado por la otra ecuacién rotacional de Maxwell:
B
VXE=——
ot
Por lo tanto,
B oD
-H-— - V- ExH)=J-E+E.-—
ot ( )=J-E+ ot
0

E oH
V- ExH) =J-E+¢E-— +uH-

— 67
ot ot ©7

(N
llustraciones
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Las dos derivadas con respecto al tiempo en (67) se pueden simplificar como sigue:

E ok _ 9 1D E 68
ar a1 \2 (684)
y
H oH _ 9 1B H (68b)
K% a2
Con estas ecuaciones, la ecuacién (67) se expresa como,
v-Exm=JE+ " (p.e)+ 2 (lp.H (69)
— 5 X — I — = o — —B.
at \ 2 ar \2

Por dltimo, se integra (69) en un volumen,

a (1 a (1
— V-(ExH)dvz/ J-Edv—i—/ —(—D-E)dv—}-/ —<—B-H)dv
~/\:01 vol vol ar \2 vol ar \2

Enseguida, el teorema de la divergencia se aplica en el lado izquierdo de la ecuacidn, asi la
integral de volumen se convierte en una integral en la superficie que encierra al volumen.
En el lado derecho de la ecuacidn se intercambian las operaciones de la integracion en el es-
pacio y la derivacién en el tiempo. El resultado final es,

d 1 d 1
- ExH)-dS = ‘Ed — —-D-Ed — —-B-Hd
(Eeliy Lﬂ "t ”+mﬂﬂ vl G0

area vol 2

La ecuacién (70) se conoce como el teorema de Poynting. En el lado derecho, la pri-
mera integral es la potencia 6hmica total (pero instantdnea) disipada dentro del volumen. La
segunda integral es la energfa total almacenada en el campo eléctrico, y la tercera integral,
la energia almacenada en el campo magnético.’ Puesto que las derivadas con respecto al
tiempo se calculan de la segunda y tercera integrales, esos resultados proporcionan la rapi-
dez con la que se incrementa el almacenamiento de energia dentro del volumen, o la poten-
cia instantdnea que incrementard la energia almacenada. Por lo tanto, la suma de los
términos en el lado derecho debe ser igual a la potencia total que fluye hacia adentro de es-
te volumen, por lo que la potencia total que fluye hacia fuera de este volumen es,

(ExH)-dS W (71)

area

donde la integral se calcula sobre la superficie cerrada que rodea al volumen. Al producto
vectorial E x H se le conoce como el vector Poynting, S,

|S=ExH Wm’ (72)

el cual se interpreta como la densidad de potencia instantdnea medida en watts por metro
cuadrado (W/m?). La direccién del vector S indica la direccién del flujo de potencia instan-

3 Esta es la expresion para la energia del campo magnético que se ha estado anticipando desde el capitulo 9.
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tdneo en un punto, y mucha gente considera al vector Poynting como un vector de “apunta-
miento”. Este homénimo, a pesar de que es accidental, es correcto.*

Puesto que S estd dado por el producto vectorial de E y H, la direccién del flujo de po-
tencia en cualquier punto es perpendicular tanto al vector E como al H. Esto ciertamente
concuerda con la experiencia que se tuvo con la onda plana uniforme, puesto que la propa-
gacion en la direccion +z se asociaba con una componente £, y una H,

E.a, x Hya, = §S.a,
En un dieléctrico perfecto las amplitudes de los campos E y H estdn dados por
E, = Eycos(wt — Bz2)
H, = % cos(wt — Bz)

donde 7 es real. Por lo tanto, la amplitud de la densidad de potencia es

E2
S, = =20 cos’ (wt — Bz) (73)
n

Z

En el caso de un dieléctrico con pérdidas, £y H, no estan en fase. Se tiene
E. = E,ge * cos(wt — B7)
Si se deja que
n=nl6,

entonces, se puede expresar la intensidad de campo magnético como

Ex() —az
= e % cos(wt — Bz — 6y)
]
Por lo tanto,
EZ
S, = E.H, = ¢ 2% cos(wt — Bz)cos(wt — Bz — 6,) (74)

~ nl

Puesto que se trata de una sefial sinusoidal, la densidad de potencia promedio, (S ), es la
cantidad que finalmente se medird. Para encontrarla se integra (74) en un ciclo y se divide
entre un periodo T = 1/f. Ademds, la identidad cos A cos B = 1/2 cos(A + B) + 1/2 cos(A
— B) se aplica al integrando, obteniendo:

1 ! 1 E)%O —2a
(S.) == Eﬁe “[cosRut — 2Bz — 26,) + cos 6, ] dt (75)
0 n

La componente de la segunda arménica del integrando de (75) se integra como cero, asi que
s6lo queda la contribucién de la componente de cd. El resultado es

4 Nétese que el simbolo S del vector se utiliza para el vector Poynting, y no se debe confundir con vector diferen-
cial de drea, dS. Este ultimo, como se sabe, es el producto de la perpendicular hacia fuera de la superficie y el drea
diferencial.
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E2
(S.) == Txoe_2"‘Z cos 0, (76)

Nétese que la densidad de potencia se atenda en funcién de e~2%, mientras que EyH, dis-
minuyen en funcién de e~%.

Por ultimo, se puede observar que es posible obtener la expresion anterior de una ma-
nera muy facil utilizando las formas fasoriales de los campos eléctrico y magnético. En for-
ma vectorial, éstas son,

(S) = %Re(Es x HY) W/m? (77)

En el presente caso,

ES = Exoe_fﬁzax

Ey o Evw o 4ipe
H = —etifra, = _"eﬁeﬂﬂ««ay

n* S Il
donde se supone que E , es real. La ecuacion (77) se aplica en cualquier onda electromag-
nética sinusoidal y proporciona tanto la magnitud como la direccion de la densidad de po-
tencia promedio.

D12.6 A frecuencias de 1, 100 y 3000 MHz la constante dieléctrica del hielo fabri-
cado con agua pura tiene valores de 4.15, 3.45 y 3.20, respectivamente, mientras que
la tangente de pérdidas es de 0.12, 0.035 y 0.0009, respectivamente también. Si una
onda plana uniforme con una amplitud de 100 V/m en z = 0 se propaga a través de di-
cho medio, encuéntrese la densidad de potencia promedio en z =0y z = 10 m de ca-
da frecuencia.

Respuesta: 27.1y 25.7 W/m?% 24.7 y 6.31 W/m?; 23.7 y 8.63 W/m>.

12.4 Propagacion en buenos
conductores: el efecto piel

Como un estudio adicional de la propagacién con pérdidas, se investigard el comportamien-
to de un buen conductor cuando se propaga por €l una onda plana uniforme. Dicho material
satisface el criterio general de alta pérdida, en el que la tangente de pérdidas €''/e’ > 1. La
aplicacion de esto en un buen conductor lleva a un criterio mas especifico, o/(we’) > 1. Co-
mo antes, se tiene cierto interés en las pérdidas que se presentan en la transmisién de ondas
a través de un buen conductor, y se buscardn nuevas aproximaciones para el calculo de la
constante de fase, el coeficiente de atenuacién y la impedancia intrinseca. Sin embargo,
la modificacién del problema basico adecuado a buenos conductores es un factor nuevo. Es-
to se relaciona con las ondas asociadas con campos electromagnéticos que existen en un die-
léctrico externo junto a la superficie del conductor; en este caso, la propagacién de ondas a
lo largo de la superficie. La porcién de todo el campo que existe dentro del conductor su-
frird pérdidas disipativas que generan las corrientes de conduccién. Por lo tanto, todo el
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campo se atenuard al aumentar la distancia del recorrido a lo largo de la superficie. Este es
el mecanismo de la pérdida resistiva en las lineas de transmision que se estudi6 en el capi-
tulo 11, en el que se incorpora el pardmetro de la resistencia de linea, R.

Un buen conductor posee, implicitamente, una alta conductividad y grandes corrientes
de conduccién. Por lo tanto, la energia representada por la onda que viaja a través del ma-
terial disminuye a medida que la onda se propaga, ya que las pérdidas 6hmicas estdn conti-
nuamente presentes. Al estudiar la tangente de pérdidas se vio que la relacién entre la
densidad de corriente de conduccidn y la densidad de corriente de desplazamiento en un ma-
terial conductor estd dada por o/we’. Al seleccionar un conductor metalico pobre y una fre-
cuencia muy elevada como un ejemplo conservador, esta relaciéon’ para el nicromo (o = 10°)
a 100 MHz es de alrededor de 2 x 108. Por lo tanto, se tiene una situacién donde o/we’ > 1,
y se debe tener la posibilidad de hacer aproximaciones muy buenas para encontrar «, 8y 1
en un buen conductor.

La expresion general de la constante de propagacion es, de (59),

o .o
Jk = joy pe =i

la cual se simplifica inmediatamente para obtener

L | .o
jk=joyupe | —j—
we

0
Jk = j—jouo
Pero,
—j=1/-90°
y
1
V1/4-90°0 =1/-45° = —(1 —j)
ﬁ .]

Por lo tanto,
R R . wUo R R
jk=ja —n,/% = (I + j)afuo =a+ jB (78)

De aqui que

«=p=/nfus (79)

Sin considerar los pardmetros u y o del conductor o la frecuencia del campo aplicado,
a'y B son iguales. Si se supone de nuevo solamente una componente £, viajando en la di-
reccién +z, entonces,

E; = Exge V1 cos (wt — z/mfpo) (80)

5 Es costumbre utilizar la expresién €' = €, para conductores metdlicos.
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Este campo se puede enlazar en el conductor con un campo externo en la superficie del con-
ductor. Sea la regién z > 0 un buen conductor, y la regién z < 0, un dieléctrico perfecto. En
la superficie de la frontera z = 0, (80) se convierte en

E. = E coswt (z=0)

Esta debe considerarse como el campo fuente que establece los campos dentro del conduc-
tor. Puesto que la corriente de desplazamiento es despreciable,

J=0E

Por lo tanto, la densidad de corriente de conduccién en cualquier punto en el conductor es-
td directamente relacionada con E:

Jo = 0E, = 0 Exge”V™H cos (a)t - Z\/nf/ur) (81)

Las ecuaciones (80) y (81) poseen una gran cantidad de informacién. Considerando prime-
ro el término exponencial negativo, se encuentra un decremento exponencial en la densidad
de corriente de conduccidn y en la intensidad de campo eléctrico con una penetracion hacia
el conductor (saliendo de la fuente). El factor exponencial es unitario en z = 0 y disminuye
a e ! = 0.368 cuando,

1
- Jrfuo

Esta distancia se denota por § y se llama profundidad de penetracion, o profundidad de la piel,

! L (82)

Jrfuo o B
Este parametro es importante en la descripcién del comportamiento de un conductor some-
tido a campos electromagnéticos. Para tener una idea de la magnitud de la profundidad de
la piel, considérese el cobre, o = 5.8 x 107 S/m, a diferentes frecuencias. Se tiene,

5 0.066
Cu= —F—
Ngi

A una frecuencia (de transmision de potencia) de 60 Hz, §, = 8.53 mm. Recordando que
la densidad de potencia contiene un término exponencial e—2¢z se observa que la densidad
de potencia estd multiplicada por un factor de 0.368% = 0.135 por cada 8.53 mm de distan-
cia dentro del cobre.

A una frecuencia de microondas de 10 000 MHz, § es 6.61 x 10~* mm. Dicho de una
forma mds general, todos los campos en un buen conductor, como el cobre, son basicamen-
te cero a una distancia mayor que algunas profundidades de piel con respecto a la superfi-
cie. Cualquier densidad de corriente o intensidad de campo eléctrico en la superficie de un
buen conductor decrece rdpidamente a medida que se avanza en el conductor. La energia
electromagnética no se transmite en el interior de un buen conductor; ésta viaja en la regién
alrededor del conductor, mientras que €ste solamente guia las ondas. Se estudiard con ma-
yor profundidad la propagacion guiada en el capitulo 14.

Supoéngase que se tiene una barra de cobre en una subestacién de una compaiiia de elec-
tricidad en la que se desea transmitir corrientes de gran magnitud y, por lo tanto, se selec-
ciona un tamafio de la barra de 2 por 4 pulgadas. En consecuencia, gran parte del cobre se
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desperdiciard debido a que los campos se reducen significativamente, en una profundidad
de piel, a alrededor de 8.5 mm.°

La utilizacién de un conductor hueco con un grosor de pared de aproximadamente 12
mm seria un mejor diseflo. Aunque se estdn aplicando los resultados de un andlisis realiza-
do en un conductor planar infinito a un conductor de dimensiones finitas, los campos se ate-
ndan en este ultimo tipo de conductor de manera similar (pero no idéntica).

La extremadamente pequeiia profundidad de piel a frecuencias de microondas muestra
que sélo la capa superficial del conductor es importante. Un ejemplo de un excelente con-
ductor a estas frecuencias es un pedazo de vidrio con una superficie de plata evaporada de
3 pm de grosor.

A continuacién se determinan las expresiones para la velocidad y la longitud de onda
dentro de un buen conductor. De la ecuacién (82), ya se tiene que

1
a=p=-=nfuo

8
Entonces, puesto que
= 2
)
se puede ver que la longitud de onda es
A =276 (83)
Asimismo, recordando que
w
v, = —
"B
se tiene
v = w8 (84)

Para el cobre a 60 Hz, A = 536 cm y v, = 3.22 m/s, o aproximadamente 7.2 millas/hora!
Muchos entre nosotros pueden correr mas rapido que eso. Por supuesto, en el espacio libre,
una onda de 60 Hz tiene una longitud de onda de 3100 millas y viaja a la velocidad de la luz.

Considérese de nuevo la propagacion de ondas en el agua, pero esta vez considérese el agua
del mar. La diferencia principal entre el agua de mar y el agua dulce es, por supuesto, su
contenido de sal. El cloruro de sodio se desasocia en el agua para formar iones Nat y C1~,
los cuales, estando cargados, se moverdn cuando estén bajo la fuerza de un campo eléctri-
co. El agua del mar es, por lo tanto, conductora, y atenuard las ondas electromagnéticas me-
diante este mecanismo. A frecuencias en la vecindad de 107 Hz y menores, los efectos de
cargas ligadas en el agua, estudiados anteriormente, son despreciables, y las pérdidas en el
agua del mar se originan sobre todo de la conductividad asociada con la sal. Se considera
una onda incidente a una frecuencia de 1 MHz. Se desea encontrar la profundidad de piel,
la longitud de onda y la velocidad de fase. En el agua del mar, 0 =4 S/my €', = 81.

¢ La compaiifa de luz opera a 60 Hz.
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Solucion. En primera instancia, se evalia la tangente de pérdidas utilizando los datos pro-
porcionados:
o 4

= =89x 10> 1
we' (27 x 109(81)(8.85 x 10-12) x>

El agua del mar es, por lo tanto, un buen conductor a | MHz (y a frecuencias menores). La
profundidad de piel es

1 1
S = =
Vrfuo  \/(r x 109)4r x 10-7)(4)

=025m=25cm

Ahora,
A=2n56=16m

v, = w8 = (27 x 10°)(0.25) = 1.6 x 10° m/seg

En el espacio libre estos valores pudieron haber sido A = 300 m y, por supuesto, v = c.
Con una profundidad de piel de 25 cm, es obvio que es impréctica la comunicacién en
radiofrecuencia en el agua de mar. Nétese, sin embargo, que § varia con 1/\/1_‘, por lo que
las comunicaciones mejoran a frecuencias mds bajas. Por ejemplo, si se utiliza una frecuen-
cia de 10 Hz (la cual estd en el rango de ELF o de frecuencias extremadamente bajas), la
profundidad de piel aumenta a 1 MHz por un factor de 106/\/E, de tal forma que

8(10Hz) = 80m

La longitud de onda correspondiente es A = 278 = 500 m. Por muchos afios se utilizaron
frecuencias en el rango ELF en las comunicaciones submarinas. Las sefiales se transmitian
con antenas terrenas de enormes dimensiones (las cuales eran necesarias debido a que la
longitud de onda en el espacio libre asociada con una frecuencia de 10 Hz es de 3 x 107 m).
Asi, los submarinos captaban las sefiales mediante una antena suspendida de alambre con
una longitud menor a 500 m, la cual era suficiente. La desventaja era que las velocidades de
transmision de datos en ELF eran lo suficientemente lentas para que una sola palabra requi-
riera varios minutos para transmitirse. Tipicamente, mediante sefiales ELF se indicaba al
submarino que iniciara procedimientos de emergencia o se acercara a la superficie para re-
cibir un mensaje mds detallado por medio del satélite.

A continuacion, la atencion se enfocard a la bisqueda del campo magnético, H_; aso-
ciado con E . Para hacerlo es necesaria una expresion para la impedancia intrinseca de un

buen conductor. Se comienza con la ecuacién (48), seccion 12.2, con €'’ = o/w,
0= Jjop
o + jwe’

Puesto que 0 > w, se tiene,
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la cual puede escribirse como,

V20450 (1+ )
77 = =

od od ®5)
Por lo tanto, si se escribe (80) en términos de la profundidad de piel,
E, = Ege ¥ cos (a)t — %) (86)
entonces
SE
Hy = %e“/’s cos (a)t — g - %) 87

y se ve que en la maxima amplitud de la intensidad del campo magnético ocurre un octavo de
ciclo después que la amplitud maxima de la intensidad del campo eléctrico en cada punto.
En las ecuaciones (86) y (87) se puede obtener el vector Poynting promedio aplicando (77),

105E20 2 T
_ x0 ,—2z/8 =
(S;) = 2 h e cos (4)

1
(S:) = Jo8Eje™ /"

Se puede observar de nuevo que en una distancia de una profundidad de piel, la densidad de
potencia es de tan s6lo de e=2 = 0.135 de su valor en la superficie.

La pérdida de potencia promedio total en un ancho 0 <y < b y una longitud 0 < x < L
en la direccién de la corriente, como lo muestra la figura 12.3, se obtiene encontrando la po-
tencia que cruza la superficie del conductor dentro de esta drea,

X
Dieléctrico Buen
perfecto conductor

L

01 Ty ,

| T
P bt

Figura 12.3 a) La densidad de corriente J, = J,,e~#%e~%
disminuye en magnitud conforme la onda se propaga
dentro del conductor. La pérdida de potencia promedio en
laregion 0 <x < L,0 <y < b,z > 0 es 8bL JZ,/40 watts.
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b L 1 1
P = / (S;)da = / / ZUSEioe_Z‘"‘/‘S B dx dy = ZoSbLEfO
area 0 Jo z=0

En términos de la densidad de corriente J , en la superficie,
Jywo=0Ex

se tiene

1
P, = ESbLJfo (88)

Abhora se verd qué pérdida de potencia resultaria si la corriente fotal en un grosor b estuvie-
ra distribuida uniformemente en una profundidad de piel. Encontrar la corriente total requie-
re integrar la densidad de corriente sobre la profundidad infinita del conductor,

oo b
I:/ / Jedydz
o Jo

J. = Joe ¥ cos (a)t — g)

donde

0, en notacién exponencial compleja, para simplificar la integracion,

st — ]xoe—z/ée—jz/é

= Jge iR/

[eS) b )
I, = f / Jeoe WTDo gy dz
o Jo

Por lo tanto,

-5 |
= Jobe UHN/b
1+jlo
_ Jaobs
T4

I Jxobd cos ( t 71)
= wl — —
V2 4

Si esta corriente se encuentra distribuida con una densidad uniforme J' en la seccidn trans-
versal 0 <y < b, 0 < z < §, entonces,

J = @cos (a)t — z)
V2 4

La pérdida de potencia 6hmica por unidad de volumen es J « E y, por lo tanto, la potencia
instantdnea total disipada en el volumen que se estd considerando es,

1 J?
PLi(t) = —(J'7bL8 = 0bL5 cos” (a)t - %)
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La pérdida de potencia promedio se obtiene facilmente puesto que el valor promedio del
factor cuadratico cosenoidal es la mitad,

1
P = Ejfobm (89)

Al comparar (88) y (89) se puede observar que son idénticas. Por lo tanto, la pérdida de
potencia promedio en un conductor en el que estd presente el efecto piel puede calcularse al
suponer que la corriente total esta distribuida uniformemente en una profundidad de piel. En
términos de resistencia, se puede decir que la resistencia de una placa de una anchura b y
una longitud L y profundidad infinitamente pequefia con efecto piel es la misma que la que
se presenta en una placa de anchura b, longitud L y profundidad § sin efecto piel o con una
distribucion de corriente uniforme.

Esto se puede aplicar a un conductor con seccion transversal circular con un pequefio
error, siempre y cuando el radio a sea mucho mayor que el efecto piel. La resistencia a una
frecuencia alta donde exista un efecto piel bien desarrollado se encuentra, por lo tanto, con-
siderando una placa de anchura igual a la circunferencia 2wa y profundidad é. De aqui que,

L L
R=—=

= 90
oS 2waocd ©0)

Un alambre de cobre redondo de 1 mm de radio y 1 km de longitud tiene una resistencia a
la corriente directa de
B 10
~ 71075(5.8 x 107)
A una frecuencia de 1 MHz, el efecto piel es de 0.066 mm. Por lo tanto, § << a,y la resis-
tencia a 1 MHz se encuentra con la ecuacion (90),
103
R =
271073(5.8 x 107)(0.066 x 10—3)

Req =548 Q

=415Q

D12.7 Una tuberfa de acero se construye de un material cuyo p, = 180y 0 =4 x
10% S/m. Los dos radios son 5 y 7 mm, y la longitud es de 75 m. Si la corriente total
1(#) que circula por la tuberia es de 8 cos wt A, donde w = 12007 rad/s, encuéntrese:
a) la profundidad de piel; b) la resistencia efectiva; c) la resistencia en cd; d) la pér-
dida de potencia promedio.

Respuesta: 0.766 mm; 0.557 €; 0.249 Q; 17.82 W

12.5 Polarizacion de onda

En las secciones precedentes se han estudiado ondas planas uniformes en donde se supone
que los vectores de campo eléctrico y magnético se encuentran en direcciones fijas. En par-
ticular, en una onda que se propagaba a lo largo del eje z, E estaba sobre el eje x, lo cual re-
queria entonces que H estuviera sobre el eje y. Esta relacién ortogonal entre E, Hy S era
siempre valida para una onda plana uniforme. Las direcciones de E y H sobre el plano per-
pendicular a a_ pueden cambiar, sin embargo, en funcién del tiempo y la posicion lo haran

()
Animaciones
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dependiendo de cdmo se gener6 la onda o en qué tipo de medio se estd propagando. Por lo
tanto, una descripcion completa de una onda electromagnética no solamente incluye para-
metros como su longitud de onda, velocidad de fase y potencia, sino que también una espe-
cificacion de la orientacion de sus vectores de campo en un instante determinado. Se define
la polarizacion de onda como la orientacién del vector campo eléctrico como funcién del
tiempo en un determinado punto en el espacio. Una caracterizacién mds completa de la po-
larizacién de una onda incluiria, de hecho, la especificacién de la orientacién del campo en
todos los puntos, ya que algunas ondas poseen variaciones en el espacio en su polarizacion.
Es suficiente especificar s6lo la direccion del campo eléctrico, puesto que el campo magné-
tico se encuentra con facilidad a partir de E utilizando las ecuaciones de Maxwell.

En las ondas estudiadas hasta ahora, E tenia una orientacion recta fija en todo momen-
to y para toda posicién. Se dice que dicha onda esta polarizada linealmente. Se ha conside-
rado que E estd sobre el eje x; sin embargo, el campo puede estar orientado en cualquier
direccion fija sobre el plano xy y estar polarizado linealmente. Para el caso de la propaga-
cién en la direccion z positiva, la onda tiene, en general, su fasor de campo eléctrico expre-
sado como,

E; = (Er0a, + Eoa,)e e/ 91)

donde £,y Ey o son las amplitudes constantes a lo largo de x y y. El campo magnético pue-
de encontrarse con facilidad determinando sus componentes x y y directamente a partir de
las de E . En especifico, el valor de H_ para la onda descrita en la ecuacion (91) es

H, = [Hya, + Hyoa,] e *e —JiBz — |:— "Oax + =0 ay] e e IP2 92)
n n

En la figura 12.4 se dibujan los dos campos y se demuestra el porqué del signo menos
en el término que involucra a Ey o €n la ecuacion (92). La direccion del flujo de potencia da-
do por E x H es, en este caso, en la direccidn positiva del eje z. Una componente de E en

Hy Eo

Figura 12.4 Configuracion de los campos
eléctrico y magnético para una onda general
plana polarizada linealmente en la direccién de z
hacia delante (hacia fuera de la pagina). Las
componentes del campo corresponden a las de
las ecuaciones (91) y (92).
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la direccidn positiva de y requeriria de una componente de H en la direccién negativa de x;
por lo tanto, de un signo de menos. Mediante (91) y (92) se puede encontrar la densidad de
potencia en la onda utilizando (77):

1 1
(8:) = SRe(E; x HY} = ERe{E,COH;‘O(ax x a,) + E,oHl(a, x a,)}e 2

} e—ZaZaZ
1

1
= ERC{E} (IExol* + | Eyol*)e***a, W/m?

1 {Ex()E;kO + E‘\'OE;O
2

n 0

Este resultado demuestra la idea de que una onda plana polarizada linealmente puede
considerarse como dos ondas planas distintas que tienen polarizaciones en x y en y, y cuyos
campos eléctricos se combinan en fase para generar la componente E. Lo mismo es vélido
para las componentes del campo magnético. Este es un punto critico en la comprensién de
la polarizacién de la onda, en el sentido de que cualquier estado de polarizacion puede des-
cribirse en términos de las componentes mutuamente perpendiculares del campo eléctrico
y sus fases relativas.

A continuacion se considera el efecto de una diferencia de fase, ¢, entre E.y Ev 0 don-
de ¢ < n/2. Por simplicidad, se considerard la propagacién en un medio sin pérdidas. El
campo total en forma fasorial es,

|E, = (Exoa, + Eyge%a,)e /P 93)

De nuevo, para ayudar a visualizar mejor, conviértase esta onda a la forma instantdnea real
multiplicando por ¢’ y tomando la parte real:

E(z,1) = E o cos(wt — Bz)a, + E o cos(wt — Bz + ¢p)a, 94)

donde se ha supuesto que £,y E, son reales. Supdngase que 1 = 0, en cuyo caso (94) se
convierte en [utilizando cos (—x) = cos (x)],

E(z,0) = Ecocos(Bz)a, + E,ocos(Bz — ¢)a, (95)

Las magnitudes de las componentes de E(z, 0) estdn graficadas como funciones de z en la
figura 12.5. Puesto que el tiempo se fijé en cero, la onda estd congelada en cuanto a su po-
sicién. Un observador se puede mover a lo largo del eje z para medir las magnitudes de las
componentes y, por lo tanto, la orientacién del campo eléctrico total en cada punto. Consi-
dérese una cresta de E, indicada con el punto a en la figura 12.5. Si ¢ fuera cero, Ey tendria
una cresta en el mismo lugar. Puesto que ¢ no es cero (y positivo), la cresta de E,, que de
otra forma ocurriria en el punto a, se desplaza ahora al punto b alejandose de z. Los dos pun-
tos estdn separados por una distancia ¢/. Por lo tanto, E , e retrasa con respecto a £, cuan-
do se considera la dimension espacial.

Ahora supdngase que el observador se detiene en algtin punto sobre el eje z y se deja que
el tiempo siga transcurriendo. Ambos campos se mueven ahora en la direccién positiva de z,
como lo expresa (94). Sin embargo, el punto b alcanza primero al observador seguido del pun-
to a. Asi que se observa que E| se adelanta con respecto a E cuando se considera la dimen-
sién temporal. En cualquier caso (¢ fijo y z variable o viceversa), el observador nota que el
campo neto gira con respecto al eje z mientras que su magnitud cambia. Considerando como
punto de partida a z y a ¢, en los cuales el campo tiene una orientacién y magnitud determinadas,
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E(z, 0)

_>¢/ﬂ

EXO

Ubicacion
del observador
Ey

Desplazamiento
de la onda

Figura 12.5 Gréficas con las magnitudes de las componentes del campo
eléctrico de la ecuacion (95) como funciones de z. Notese que la componente y
se retrasa con respecto a la componente x en z. Conforme el tiempo aumenta a
partir de cero, ambas ondas viajan a la derecha, como lo describe (94). Por lo
tanto, para un observador situado en un punto fijo, la componente y esta
adelantada en el tiempo.

la onda regresard a la misma orientacién y magnitud en una distancia de una longitud de on-
da en z (para una ¢ fija) o en un tiempo t = 27/w después (para una z fija).

Con fines ilustrativos, si se considera la longitud del vector campo como una medida
de su magnitud, se encuentra que en una posicion fija la punta del vector dibuja la forma de
una elipse en el tiempo t = 2mr/w. Se dice que la onda estd polarizada elipticamente. La po-
larizacion eliptica es, de hecho, el estado de polarizacién mas general, puesto que abarca
cualquier diferencia en magnitud y fase entre £y E.La polarizacion lineal es un caso es-
pecial de la polarizacién eliptica en la cual la diferencia de fase es cero.

Otro caso especial de polarizacion eliptica se presenta cuando E, , = E ,=E,y cuan-
do ¢ = £7/2. En este caso la onda muestra polarizacion circular. Para verla se incluyen es-
tas restricciones en la ecuacién (94) y se obtiene,

E(z,t) = Ep[cos(wt — Bz)a, + cos(wt — Bz £ m/2)a,]
= Eo[cos(wt — Bz)a, F sen(wt — Bz)ay] (96)

Si se considera una posicion fija a lo largo del eje z (por ejemplo, z = 0) y se hace que va-
rie el tiempo, (96), con ¢ = £ 7/2, se convierte en,

| B0, 1) = Eqlcos(@na, — sen(@a, ] | 97)

Si se selecciona —/2 en (96), se obtiene,

‘ E(0, 1) = Eo[cos(wt)a, + sen(wt)a,] ‘ (98)

El vector campo de la ecuacién (98) gira en contrasentido al de las manecillas del reloj en
el plano xy, mientras que la amplitud £, se mantiene constante y, por lo tanto, la punta del
vector dibuja un circulo. La figura 12.6 muestra este comportamiento.
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Rotacién del campo

~

zk

Figura 12.6 Campo eléctrico en el plano xy
de una onda plana polarizada circularmente a
la derecha, como se describe en (98).
Conforme la onda se propaga en la direccion
de z hacia delante, el campo vectorial gira en
contrasentido al de las manecillas del reloj en
el plano xy.

Seleccionando +7/2 se llega a (97), cuyo vector campo gira en el sentido de las manecillas
del reloj. El sentido (derecha o izquierda) de la polarizacion circular estd asociado con las
direcciones de rotacién y propagacion de la manera siguiente: la onda muestra polarizacion
circular izquierda (1.c.p., left circular polarization) si, cuando se dirige la mano izquierda
con el dedo pulgar en la direccién de propagacion, los dedos se doblan en la direccién de
giro del campo con el tiempo. La onda muestra polarizacion circular derecha (r.c.p., right
circular polarization) si, cuando con el dedo pulgar de la mano derecha en la direccién de
propagacion, los dedos se doblan en la direccién del giro del campo.” Por lo tanto, en la pro-
pagacion hacia delante en el eje z, la ecuacidn (97) describe una onda polarizada circular-
mente hacia la izquierda, y (98), una onda polarizada circularmente hacia la derecha. La
misma convencion se aplica a la polarizacion eliptica, en la que se utilizan las descripcio-
nes polarizacion eliptica izquierda y polarizacion eliptica derecha.

La aplicacién de (96) permite obtener el dngulo instantdneo del campo con respecto a
la direccién x, para cualquier posicion sobre el eje z, a través de,

0(z,1) =tan"! <%) = tan~! (M) = F(wt — B2) (99)

. cos(wt — Bz)

donde, de nuevo, el signo de menos (obteniéndose l.c.p. para la propagacion positiva sobre
7) se aplica en la seleccion de ¢ = +7/2 en (96); el signo de mds (obteniéndose r.c.p. para

7 Algunas personas invierten esta convencion (particularmente, en Optica) para destacar la importancia de la con-
figuracién espacial del campo. Nétese que el r.c.p. por definicién se forma mediante la propagacién de un campo
espacial que tiene la forma de un sacacorchos de mano izquierda 'y, por esa razén, se le conoce como polarizacién
circular hacia la izquierda (véase figura 12.7). La polarizacién circular hacia la izquierda, como se definid, resul-
ta de la propagacion espacial de un campo en forma de un sacacorchos de mano derecha, y es llamada polarizacién
circular hacia la derecha por los partidarios del espacio. Obviamente, es necesario ser precavido en la interpretacién
de lo que se quiere decir cuando se utiliza el término, direccién de la polarizacién, en un texto con el cual el lec-
tor no estd familiarizado.
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la propagacion positiva sobre z) se utiliza si ¢ = —m/2. Si se selecciona z = 0, el dngulo se
convierte simplemente en ot, el cual alcanza un valor de 27 (una vuelta completa) en el
tiempo ¢ = 2m/w. Si se selecciona t = 0 y se permite que z varie, se presenta un patrén de
campo en forma de “sacacorchos”. Una forma de visualizar consiste en considerar un pa-
trén en forma de escalera en espiral, en el que las lineas de campo (los escalones) sean per-
pendiculares al eje z (o escalera). La relacidn entre este patrén de campo en el espacio y el
comportamiento resultante en el tiempo para un valor fijo de z, a medida que la onda se pro-
paga, se muestra, en la concepcién de un artista, en la figura 12.7.

El sentido de la polarizacién (izquierda o derecha) se cambia invirtiendo el sentido del
patrén del sacacorchos. El modelo de la escalera en espiral sélo es una ayuda para la visua-
lizacién. Se debe recordar que la onda todavia es una onda plana uniforme cuyos campos
en cualquier posicion sobre el eje z son infinitos en alcance sobre el plano transversal.

Existen muchas aplicaciones de las ondas polarizadas circularmente. Quizds la ventaja
mds evidente es que la recepcion de una onda con polarizacién circular no depende de la
orientacién de la antena en el plano normal a la direccién de propagacion. Por ejemplo, las
antenas de dipolo requieren orientarlas a lo largo de la direccioén del campo eléctrico de la
sefial que reciban. Si se desean transmitir sefiales polarizadas circularmente, los requisitos
de orientacion de la antena receptora se facilitan en forma considerable. En 6ptica, la luz

y
J's

)

—
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k

Figura 12.7 Representacion de una onda polarizada circularmente a la
derecha. El vector del campo eléctrico (en color blanco) girara hacia el eje y
conforme la onda se mueva en el plano xy en la direccién de k. Este giro en
contrasentido al de las manecillas del reloj (cuando se observa hacia la fuente de
la onda), satisface la convencién de rotacion temporal de mano derecha como se
describié en el texto. Sin embargo, la onda parece como si fuera un sacacorchos
de mano izquierda y, por esta razén, se le llama polarizacién circular izquierda en
la otra convencion.
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polarizada circularmente puede pasarse a través de un polarizador de cualquier orientacién
(aunque, de esta forma, uno pierde la mitad de la potencia). Otros usos incluyen el trata-
miento de luz polarizada linealmente como una superposicién de ondas polarizadas circu-
larmente, las cuales se describiran a continuacion.

Es posible generar luz polarizada circularmente utilizando un medio anisotropico, un
material cuya permitividad esté en funcién de la direccion del campo eléctrico. Muchos cris-
tales poseen esta propiedad. La orientacién de un cristal puede encontrarse de tal forma que
a lo largo de una direccion (digamos, el eje x) la permitividad es menor, mientras que a lo
largo de una direccién ortogonal (el eje y) la permitividad es mayor. La estrategia consiste
en inyectar una onda polarizada linealmente con su vector campo a 45 grados con respecto
a los ejes x y y del cristal. Por lo tanto, la onda tendrd componentes x y y con igual ampli-
tud en el cristal y que se propagardn en la direccion z a velocidades diferentes. A medida
que se propagan, entre las componentes se acumula una diferencia de fase (o retardo), la
cual puede alcanzar un valor de /2 si el cristal es lo suficientemente grande. Por lo tanto,
la onda a la salida estd polarizada circularmente. Dicho cristal, cortado a la medida correc-
ta y utilizado de esta forma, se llama placa de un cuarto de onda, puesto que introduce un
corrimiento de fase relativo de 7/2 entre E y E , el cual equivale a A/4.

Es ttil expresar ondas polarizadas circularmente en forma fasorial. Para llevar a cabo
esto, nétese que (96) puede expresarse como,

E(z,t) = Re{EOej”te’jﬂz[ax + eij”/zay]}

Utilizando el hecho de que %2 = % j, se identifica la forma fasorial como:

'E, = Eoa, + ja,)e " (100)

en donde el signo mds se utiliza para la polarizacién circular izquierda, y el signo menos, para
la polarizacion circular derecha. Si la onda se propaga en la direccién negativa de z, se tiene,

(101)

'E, = Eo(a, + ja,)e

en donde, en este caso, el signo positivo se aplica a la polarizacién circular derecha, y el sig-
no menos, a la polarizacién circular izquierda. Se invita al lector a comprobarlo.

Considérese el resultado de sobreponer dos campos con la misma amplitud, frecuencia y di-
reccién de propagacién, polarizados circularmente a la izquierda y a la derecha, pero con un
corrimiento de fase de § radianes entre ambos.

Solucion. Considerando que ambas ondas se propagan en la direccion +z e introducien-
do una fase relativa, §, se calcula el campo fasorial total utilizando (100):

E;r = Eg + EyL = Eola, — ja,le /7% + Egla, + ja,le /#%e/
Agrupando las componentes similares, se obtiene
E;r = Eol(1 + ¢/%)a, — j(1 — e/%)a,le /P
Factorizando el término fasorial, ¢/%2, se obtiene

E,r = Eoe/? [(e 72 + ey, — j(e ™12 — ¢I/2)a,] e~ 1P
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Aplicando la identidad de Euler, se puede ver que /4’2 4 ¢7/3/2 = 2 cos §/2 y e/%/? — ¢=/3/2
= 2j sen 6/2. Utilizando estas relaciones se obtiene,

E,r = 2Eo[cos(8/2)a, + sen(8/2)a,Je~/F<=/D (102)

Se puede reconocer la ecuacién (102) como el campo eléctrico de una onda polarizada li-
nealmente, cuyo vector de campo estd orientado a un dngulo §/2 con respecto al eje x.

El ejemplo 12.7 muestra que cualquier onda polarizada linealmente puede expresarse
como la suma de dos ondas polarizadas circularmente en sentido opuesto, donde la direc-
cién de polarizacidn lineal la determina la diferencia de fase relativa entre ambas ondas. Dicha
representacion es conveniente (y necesaria) cuando se considera, por ejemplo, la propaga-
cion de luz polarizada linealmente a través de un medio que contiene moléculas organicas. A
menudo, éstas presentan estructuras en espiral que tiene una inclinacién en sentido izquier-
do o derecho y que, por lo tanto, interactian de manera diferente con polarizacion circular
derecha o izquierda. Como resultado, la componente circular izquierda puede propagarse a
una velocidad diferente que la componente circular derecha, por lo que las dos ondas acu-
mulardn una diferencia en fase a medida que se propaguen. En consecuencia, la direccién
de un vector campo polarizado linealmente a la salida del material serd diferente con res-
pecto a la direccion que tenfa a la entrada. El grado de esta rotacién puede utilizarse como
una herramienta de medida en el estudio de diferentes materiales.

Los asuntos relacionados con la polarizacion serdn de gran importancia cuando se con-
sidere la reflexion de ondas en el capitulo 13.
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Problemas

12.1 Demuestre que E = Ae/*059) es una solucion de la ecuacion vectorial de Helm-
holtz, ecuacion (30), para k , = wp€, y cualquier valor de ¢ y A.

12.2 Una onda plana uniforme de 100 MHz se propaga en un medio sin pérdidas para el
cual e, =5y u, = 1. Encuentre: a) v, b) B;c) A; d) E;e) H; /) (S).

12.3 Un campo H en el espacio libre estd dado por H(x, ) = 10 cos (108 — px)a, A/m.
Encuentre: a) B8; b) A; ¢) €(x, ) en P(0.1,0.2,0.3) en t = 1 ns. ’

12.4 Dados E(z, 1) = E e~* sen(wt — Bz)a_y n = 1| &, encuentre: a) E; b) H; ¢) (S).



Problemas

12.5 Una onda plana uniforme de 150 MHz en el espacio libre estd descrita por H = (4
+j10)(2a, + ja ) ez A/m. a) Encuentre los valores numéricos de w, A y B. b) En-
cuentre H (z, f)ent = 1.5 ns, z = 20 cm. ¢) ;Qué es |E|

max

12.6 Una onda plana polarizada linealmente en el espacio libre tiene un campo eléctrico
dado por &(z, 1) = (25a, — 30a,) cos(wt — SOy) V/m. Encuentre: a) w; b) E; ¢) H;
d) (S).

12.7 Laintensidad del campo magnético fasorial de una onda plana uniforme de 400 MHz
que se propaga en un cierto material sin pérdidas es (2a, — j5a) e7/25* A/m. Sabien-
do que la amplitud maxima de E es 1500 V/m, encuentre B, n, )» Vy €5 My Y H(x, y,
z, b).

12.8 Permita que los campos £(z, 1) = 1800 cos(107wt — Bz)a V/im'y H (z, 1) = 3.8
cos(107mt — Bz)a  A/m representen una onda plana uniforme que se propaga a una
velocidad de 1.4 x 108 m/s en un dieléctrico perfecto. Encuentre: a) 8; b) A; ¢) n;
d) i (@ e,

12.9  Un cierto material sin pérdidas tiene una j1, = 4 y €, = 9. Una onda plana uniforme
de 10 MHz se propaga en la direccién a con E = 400 Vimy E ) = E ;= 0en
P(0.6, 0.6, 0.6) en r = 60 ns. a) Encuentre 5, A, v,y b) Encuentre E(f). ¢) Encuen-
tre H(t).

12.10 En un medio caracterizado por una impedancia intrinseca = |n| ¢/, se propaga una
onda plana polarizada linealmente con un campo magnético dado por H, = (Hya, +
Hya)e ™ e~/F* Encuentre: a) E; D) € (x, 1); ) H(x, 1); d) (S).

12.11 Una onda plana uniforme de 2 GHz tiene una amplitud EvO =1.4kV/men (0,0, 0,
t=0) y se propaga en la direccién a_en un medio en el que €'’ = 1.6 x 10~ F/m,
€ =3.0x 107" F/my p = 2.5 uH/m. Encuentre: a) E en P(0, 0, 1.8 cm) en 0.2
ns; b) H_en Pen 0.2 ns.

12.12 La onda plana E_ = 300 ek a, V/m se propaga en un material cuyo u = 2.25 uH/m,
€ =9pF/mye" =78 pF/m. Si w = 64 Mrad/s, encuentre: a) a; b) B; ) v, d) A;
e)n; HH; g) £3, 2,4, 10 ns).

12.13 Una onda plana uniforme que se propaga en la direccion a, tlene Jjk=02+j1.5m~
y n =450 + j60 Q. Si w = 300 Mrad/s, encuentre i, €’ y €'’ para el medio.

12.14 Un cierto material no magnético tiene como constantes €. =2y €"'/e’ =4 x 10~*a
una w = 1.5 Grad/s. Encuentre la distancia a la que una onda plana uniforme pueda
propagarse a través de este material antes de que: a) sea atenuada 1 Np; b) el nivel
de su potencia se reduzca a la mitad; ¢) la fase se corra 360°.

12.15 Una sefial de radar de 10 GHz puede representarse como una onda plana uniforme en
una region lo suficientemente pequefia. Calcule la longitud de onda en centimetros y
la atenuacién en nepers por metro si la onda se propaga en un material no magnéti-
co cuyos valores son: a) €. = 1y e/’ =0;b) e/ =104y €' =9.00 x 1074 ¢c) €/ =
25y€’'=172.

12.16 EIl factor de potencia de un capacitor estd definido como el coseno del angulo de fa-
se de la impedancia y su Q es wCR, donde R es la resistencia en paralelo. Suponga
un capacitor ideal de placas paralelas que tiene un dieléctrico caracterizado por o, €’
y u,. Encuentre el factor de potencia y Q en términos de la tangente de pérdidas.
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12.17 Una onda plana uniforme que se propaga en la direccion a_ en un dieléctrico que tie-
ne una conductividad finita tiene los valores n = 250 + j30 Q y jk = 0.2 + j2m~".
Si |E | =400 V/m en z = 0, encuentre: a) (S) en z = 0y z = 60 cm; b) la disipacién
de potencia 6hmica promedio en watts por metro ctibico en z = 60 cm.

12.18 Dados: una onda plana uniforme de 100 MHz en un medio del que se sabe que es un
buen dieléctrico. El campo eléctrico fasorial es €, = 4 ¢70-% ¢72%%a V/m. Determi-
ne: a) ; b) ; ¢) n; d) H; e) (S); f) la potencia en watts que incide en una superficie
rectangular que mide 20 x 30 men z = 1 km.

12.19 Dos cilindros perfectamente conductores de radios 8 y 20 mm son coaxiales. La re-
gion entre los cilindros esté llena de un dieléctrico perfecto para el que € = 10~%/4x
F/my p, = 1. Siel valor de € en la regién es de (500/p) cos(wt — 4z)a_ V/m, encuen-
tre: a) w, en coordenadas cilindricas, con la ayuda de las ecuaciones de Maxwell; b)
H(p, z, 1); ¢) (S(p, 7, 1)); d) la potencia promedio que pasa a través de la seccion
transversal 8 < p <20 mm, 0 < ¢ < 2.

1220 SiE = 60# e a, VimyH = % e~ra; A/m en el espacio libre, encuen-

tre la potencia promedio que pasa hacia fuera a través de la superficie r = 10%, 0 < @
<m/3,0< ¢ <2m.

12.21 Un cascar6n cilindrico de 1 cm < p < 1.2 cm estd compuesto de un material conduc-
tor para el que o = 10° S/m. Las regiones internas y externas no son conductoras. Sea
Hp = 2000 A/m en p = 1.2 cm. a) Encuentre H en cualquier punto. ) Encuentre E
en cualquier punto. ¢) Encuentre (S) en cualquier punto.

12.22 Las dimensiones interiores y exteriores de una linea de transmision coaxial de cobre
son 2 y 7 mm, respectivamente. Ambos conductores tienen un grosor mucho mayor
que 4. El dieléctrico no tiene pérdidas y la frecuencia de operacion es de 400 MHz.
Calcule la resistencia por metro de largo del: a) conductor interior; b) el conductor
exterior; ¢) la linea de transmision.

12.23 Un conductor tubular hueco estd construido de latn y tiene una conductividad de 1.2
x 107 S/m. Los radios interior y exterior son de 9 y 10 mm, respectivamente. Calcule
la resistencia por metro de longitud a una frecuencia de: a) cd; b) 20 MHz; c) 2 GHz.

12.24 a) La mayoria de los hornos de microondas trabaja a 2.45 GHz. Suponga que 0 = 1.2
x 10°S/my w, = 500 para el acero inoxidable del interior del horno y encuentre la
profundidad de penetracion. b) En la superficie del conductor, £, = 50£0° V/m; gra-
fique una curva de la amplitud de E_ versus el dngulo de E a medida que el campo
se propaga a través del acero inoxidable.

12.25 Un buen conductor tiene forma plana y transporta una onda plana uniforme que tie-
ne una longitud de onda de 0.3 mm y una velocidad de 3 x 10° m/s. Suponiendo que
el conductor no es magnético, determine su frecuencia y conductividad.

12.26 Las dimensiones de una cierta linea de transmision coaxial son ¢ = 0.8 mm y
b =4 mm. El grosor del conductor exterior es de 0.6 mm, y todos los conductores
tienen 0 = 1.6 x 107 S/m. @) Encuentre R, la resistencia por unidad de longitud a
una frecuencia de operacion de 2.4 GHz. b) Utilice la informacién de las secciones
6.4y 9.10 para encontrar C'y L, la capacitancia e inductancia por unidad de longi-
tud, respectivamente. El coaxial estd lleno de aire. ¢) Encuentre ¢ y B si o + jB =

VjoCR + joL).




Problemas

12.27 La superficie plana z = 0 forma una interfase de latén y teflén. Utilice los datos dis-
ponibles en el apéndice C para evaluar las relaciones siguientes para una onda plana
uniforme que tiene una @ = 4 x 10" rad/s; (a) ol 5 (D) Ap /Ay (€) Vg V)0

12.28 Una onda plana uniforme en el espacio libre tiene el vector de campo eléctrico dado
por E, = 10e~#*a_ 4 15¢7/#a V/m. a) Describa la polarizacion de la onda; b) en-
cuentre H ; ¢) determine la densidad de potencia promedio en la onda en W/m?,

12.29 Considere una onda con polarizacién circular izquierda en el espacio libre que se pro-
paga en la direccion z hacia delante. El campo eléctrico lo da la ecuacién (100). a)
Determine el fasor de campo magnético, H; b) determine una expresion para la den-
sidad de potencia promedio en la onda en W/m? a través de la aplicacién directa de
7).

12.30 El campo eléctrico de una onda plana uniforme en el espacio libre estd dado por
E = 100(a, 4 ja e %. Determine: a) f; b) H; c) (S). d) Describa la polarizacion
de la onda.

12.31 Una onda plana uniforme polarizada linealmente que se propaga en la direccién z ha-
cia delante, ingresa en un material anisotropico sin pérdidas, en el que la constante
dieléctrica que las ondas polarizadas encuentran a lo largo de y(e ") difiere de las on-
das polarizadas que se ven a lo largo de x(e€,,). Suponga €, = 2.15, € = 2.10y el
campo eléctrico de la onda a la entrada estd polarizado a 45° con respecto a los ejes
Xy y positivos. a) Determine, en términos de la longitud de onda en el espacio libre,
A, la longitud maés corta del material tal que la onda, a medida que aparece en la sa-
lida, esté polarizada circularmente. b) ;La onda de salida estard polarizada a la dere-
cha o a la izquierda?

12.32 Suponga que la longitud del medio del problema 12.31 es del doble de la que se de-
termina en €l. Describa la polarizacion de la onda de salida en este caso.

12.33 Dada una onda para la cual E_ = 15¢7%a_+ 18¢ 77/ ¢/’a; V/m en un medio carac-
terizado por una impedancia intrinseca compleja, n: @) Encuentre H; b) determine la
densidad de potencia promedio en W/m?,

12.34 Dada la onda general polarizada elipticamente de la ecuacién (93):
E, = [Eqoa, + E 0/, e /F?

a) Demuestre, utilizando métodos similares a los del ejemplo 12.7, que una onda po-
larizada linealmente resulta de sobreponer el campo dado y un campo con fase corri-
da de la forma:

E; = [Ea, + Eyoequ’ay]e*j’gzejs

en donde § es una constante. b) Encuentre § en términos de ¢ tal que la onda resul-
tante esté polarizada linealmente a lo largo del eje x.
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Reflexion de ondas planas
y dispersion

n el capitulo 12 se aprendié cémo representar matemdticamente ondas planas uni-

formes en funcién de la frecuencia, las propiedades del medio y la orientacion del

campo eléctrico. Asimismo, se aprendié a calcular la velocidad de la onda, atenua-
cion y potencia. En este capitulo se estudia la reflexion de ondas y la transmisién en las
fronteras planas entre diferentes medios. Este estudio permitird cualquier orientacidn entre
la onda y la frontera e incluird los casos importantes donde existan mdltiples fronteras. Ade-
mds se estudiardn los casos practicos de ondas que transfieren potencia por medio de una
banda finita de frecuencias, como podria ocurrir, por ejemplo, en una portadora modulada.
Se considerardn dichas ondas en medios dispersivos, en los que algin pardimetro que afec-
ta la propagacién (la permitividad, por ejemplo) varia con la frecuencia. Los efectos de un
medio dispersivo en una sefal son de gran importancia, pues la envolvente de la sefial cam-
biard su forma a medida que se propague. En consecuencia, resultan problematicas la detec-
cién y representacion fidedigna de la sefial original en el extremo receptor. Como resultado,
tanto la dispersién como la atenuacién deben evaluarse cuando se establezcan las distancias
maximas de transmision permisibles. H

13.1 Reflexion de ondas planas uniformes
que inciden perpendicularmente

Se considera, en primera instancia, el fenémeno de reflexién que se presenta cuando una on-
da plana uniforme incide en la frontera entre las regiones que se componen de dos materia-
les diferentes. El tratamiento se enfoca en el caso de la incidencia perpendicular, en la que
la direccién de propagacién de la onda es perpendicular a la frontera. En secciones poste-
riores esta restriccion se elimina. Se buscardn expresiones para la onda que se refleja en la
interfase y para aquella que se transmite de una regién a otra. Estos resultados se relacio-
nan directamente con problemas de acoplamiento de impedancias en lineas de transmision
ordinarias, como se estudié en el capitulo 11. También son aplicables a guias de ondas, las
cuales se estudiaran en el capitulo 14.
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Figura 13.1 Dos vectores pueden sumarse graficamente
dibujandolos desde un origen comun y completando el
paralelogramo o haciendo que el segundo vector comience en la
punta del primero y completando el triangulo; cada uno de estos
métodos es facilmente generalizado para el caso de tres 0 méas
vectores.

De nuevo se supondra que sélo se tiene una componente vectorial de la intensidad de
campo eléctrico. En la figura 13.1 se define la region 1 (€,, i) como la mitad del espacio
para la cual z < 0; la region 2 (e,, 1t,) es la mitad del espacio para la cual z > 0. Desde el
principio se defini6 una onda en la regién 1, viajando en la direccidn +z y polarizada lineal-
mente a lo largo de x.

Ef(z, 1) = Efje ™ cos(wt — Bi12)

En forma fasorial, esto es
Ef(2) = Efjge " (1)

en donde se considera E}, real. El subindice 1 identifica la regi6n y el supraindice + indi-

. . + . .
ca una onda que se propaga positivamente. Asociado con Ef| (z) estd un campo magnético
en la direccion de y,

1 )
Hytl(z) = a E;—lo e—ihiz 2)

donde k, y n, son complejos al menos que €' sea cero. A esta onda plana uniforme en la re-
gién 1 y que viaja hacia la superficie en la frontera en z = 0 se le llama onda incidente. Pues-
to que la direcciéon de propagaciéon de la onda incidente es perpendicular al plano de la
frontera, se le identifica como incidencia normal.

Ahora se reconoce que la energia puede transmitirse a través de la superficie de la fron-
tera en z = 0 hacia la regién 2, por medio de una onda que se mueva en la direccién +z en
ese medio. Los campos fasoriales eléctrico y magnético para esta onda son

El,(2) = Efye /b= 3)

xs2

1 o
H;z(Z) - aE;FZO eI “)
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Esta onda que se mueve alejandose de la superficie de la frontera hacia la regién 2 se cono-
ce como onda fransmitida. Notese el uso de las diferentes constantes de propagacion, k,, y
la impedancia intrinseca 7,.

Ahora se deberdn satisfacer las condiciones de frontera en z = 0 con estos campos su-
puestos. Con E polarizado a lo largo de x, el campo es tangente a la interfase y, por lo tan-
to, los campos E en las regiones 1 y 2 deben ser iguales en z = 0. Establecerz=0en (1) y
(3) requiere que Ef, = E_,. Sin embargo, Hy también es un campo tangencial y debe ser
continuo a lo largo de la frontera (no existen corrientes laminares en medios reales). Sin em-
bargo, cuando se hace z = 0 en (2) y (4), se encuentra que debe tenerse E;O/nl = Ejzo/nr
Dado que Ef}, = E},, entonces, , = 1,. Pero ésta es una condicién muy especial que no
concuerda con los hechos en general, y, por lo tanto, no se pueden satisfacer las condicio-
nes de frontera con sélo una onda incidente y una onda transmitida. Se requiere una onda
que viaje alejandose de la frontera en la region 1, como se muestra en la figura 13.1; ésta se

llama una onda reflejada,

Ex_sl(Z) = Ex_IO ejklz &)
E .
Hye) = =200 it ©
1

donde £, puede ser una cantidad compleja. Como este campo estd viajando en la direccion
—2 E);,] = —1, H}, puesto que el vector Poynting muestra que E7 x H7 debe estar en la
direcciéon —a_.

Las condiciones de frontera se pueden satisfacer ahora con facilidad, y en el proceso las
amplitudes de las ondas transmitida y reflejada pueden encontrarse en términos de E . La

intensidad total del campo eléctrico es continua en z = 0,
Exsl = Exs2 (Z = O)

E+

xsl

+E_,=E/, (z=0)

Por lo tanto,

Efo+E;=ED Q)

Ademas,
Hysl = HysZ (z= 0)

H;I +H, = H;z (z=0)

y, por lo tanto,

E;o _ E. o _ Ejzo (8)
m Ukt M2

Despejando E}, en (8) y sustituyendo en (7), se encuentra que

+ - I mn .
Elg+E o= . Efp— . E o
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_ m—m
E-.=Ef — "
x10 x10 n2+n1

La razén de amplitudes de los campos eléctricos reflejado e incidente se conoce con el nom-
bre de coeficiente de reflexion y se representa con I,

E — .
P=—t0 o BE e ©)
El 2+ M

Es evidente que debido a que 1, y n, pueden ser complejos, I' también lo serd, por lo que
se incluye un corrimiento de fase de reflexion, ¢. La interpretacién de la ecuacion (9) es
idéntica a la que se utilizé en las lineas de transmision [ecuacién (73), capitulol1].

La amplitud relativa de la intensidad de campo eléctrico transmitido se encuentra com-
binando (9) y (7) para obtener el coeficiente de transmision, T,

_ E;rzo _ 2m
E;o N+ n2

=1+T =|t]e/* (10)

cuya forma e interpretacion son consistentes con su uso en las lineas de transmisién [ec.
(75), capitulo 11].

Obsérvese como estos resultados pueden aplicarse a algunos casos especiales. Primero
se deja que la region 1 sea un dieléctrico perfecto, y la regién 2, un conductor perfecto. Des-
pués, se aplica la ecuacién (48) del capitulo 12, con €' = «, /w, obteniendo,

_ jopa 0
2 oy + jwe)

en la que se obtiene cero debido a que 0, — 00. Por lo tanto, de (10),
-
Ex20 =0
No pueden existir campos que varien en el tiempo en un conductor perfecto. Una manera

alterna de ver esto es notar que la profundidad de piel es cero.
Puesto que 7, = 0, la ecuacién (9) muestra que,

r=-1

+ _ —
ExlO - _EXIO

Los campos incidente y reflejado son de igual magnitud, por lo que toda la energia in-
cidente la refleja el conductor perfecto. El hecho de que dos campos sean de signo contra-
rio indica que en la frontera (o en el momento de la reflexion) se presenta un corrimiento de
fase de 180° en el campo reflejado en relacién con el campo incidente. El campo total E en
la regién 1 es,

Ey1 = E;l +E

_ t —jpiz _ p+ JjBiz
=E/e Elge
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donde se considera que jk; = 0 + jB, en un dieléctrico perfecto. Estos términos pueden
combinarse y simplificarse,

Eo = (e—.iﬂlz _ e.iﬁlz) E;O
= —j2sen(B2) Ef, (11)

Multiplicando (11) por ¢’ y considerando la parte real, se obtiene la forma instantdnea real:
Ealz, ) = 2E;’10 sen(Bz) sen(wt) (12)

Se reconoce este campo total en la regién 1 como una onda estacionaria, la cual se obtuvo
combinando dos ondas de igual amplitud viajando en direcciones opuestas. Primero se en-
contraron ondas estacionarias en las lineas de transmision; sin embargo, estaban en la for-
ma de ondas de voltaje que se propagaban en el sentido opuesto (véase ejemplo 11.1).

De nuevo, se compara la forma de (12) con la de la onda incidente,

Eai(z, 1) = Efjgcos(wr — fi2) (13)

En esta dltima ecuacion se observa que el término wt — B,z 0 (f — z/v ), que caracteriza
una onda viajando en la direccién +z a una velocidad V= @/f,. Sin embargo, en (12) los
factores que involucran tiempo y distancia son términos trigonométricos independientes.
Siempre que wt = mm, £ | seré cero en cualquier posicion. Por otro lado, se presentan ce-
ros espaciales en el patron de la onda estacionaria en todo momento donde 8,z = m, lo
cual, a su vez, ocurre cuando m = (0, =1, £2,...). En dichos casos,

y la ubicacién de los valles se presentan en

Al
= m—
R

Por lo tanto, £, = 0 en la frontera z = 0 y en cada media longitud de onda a partir de la
frontera en la regién 1, z < 0, como se puede observar en la figura 13.2.
Puesto que E‘tl =ny Hvtl = E, —n, H},;, el campo magnético es

E+
Hy = x10 (e*jﬁll + ejﬁ]Z)
g n

i
Hy(z,1) =2 Exio cos(B1z) cos(wt) (14)
Esto también es una onda estacionaria, pero con una amplitud maxima en los puntos donde
E_, = 0. También estd 90° fuera de fase con respecto a E , en cualquier punto. Como resul-
tado, la potencia promedio como estd determinada por el vector Poynting [ecuacion (77),
capitulo 12] es cero en las direcciones hacia delante y hacia atras.

Ahora, considérense dieléctricos perfectos en ambas regiones, 1y 2; n, y n, son canti-
dades reales positivas y o, = a, = 0. La ecuacion (9) permite el calculo del coeficiente de
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Region 1
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Figura 13.2 Los valores instantaneos del campo total E,; se muestran en

t = m/2. E,, = 0 para todo tiempo que sea multiplo de la mitad de la

longitud de onda desde la superficie conductora.

reflexién y encontrar £ en términos del campo incidente E},. Conociendo E | y E;, en-
tonces se calcula E)*1 y E;l En la regién 2, E;rz se obtiene de (10) y éste, entonces, deter-
mina H)*2

Se selecciona como ejemplo numeérico,

m = 100
7 = 300
E}, =100 V/m

y se calculan los valores de la ondas incidente, reflejada y transmitida.

Solucion. El coeficiente de reflexion es

~300—100
© 3004100

y, por lo tanto,

E . = 50 V/im

439



440

CAPITULO 13 Reflexion de ondas planas y dispersion

Las intensidades de campo magnético son,

. 100
Hio = 155 = 100 A/m
_ 50

Hjg = —1g5 = —0.50 A/m

Aplicando la ecuacion (77) del capitulo 12 se observa que la magnitud de la densidad de po-
tencia incidente promedio es

1
(S1i) = ERe{E& x H{}

1
= 5E;OH;O = 50 W/m?

La densidad de potencia reflejada promedio es,

1
(Si) = =5 Eqio Hyyo = 12.5 Whn?

En la regién 2, aplicando (10),

Efy= tE], =150 V/m

L 150
H = 355 = 0-500 A/m

Por lo tanto, la densidad de potencia promedio que se transmite de la frontera a la region 2, es,

1
($2) = 2EmH S0 = 37.5 W/m?

Se puede comprobar y confirmar el requisito para la conservacién de potencia:

(S1:) = (S1r) + (S2)

Es posible formular una regla general sobre la transferencia de potencia por medio de
la reflexién y la transmisién. Considérese, como se hizo antes, los mismos campos vecto-
riales y orientaciones de la interfase, pero permitase que se consideren impedancias com-
plejas. Para el cdlculo de la densidad de la potencia incidente se tiene,

1 1 1 1
510 = sRel i) = gRel Bt 5} = grel L B P

Por lo tanto, la densidad de potencia reflejada es,

1 1 1 1
S;,) = —=RelE- H*} = —Re{TE" ,—T*E** —R E rp?
(Sir) 5 e{ } > e{ non* xlO} 3 e{ﬂ }| x10| I

xs1 5 ysl

Por lo tanto, se encuentra la relacion general entre la potencia reflejada e incidente:

(S1,) = IT[*(S1;) (15)

De manera similar, se encuentra la densidad de potencia transmitida:

1 o 1L 1 )
($2) = ERe{E;zH;Zz} ZRC{TE;()TI;T E;o} ZRe{n}|Ex10’ |7l
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por lo que se ve que las densidades de potencia incidente y transmitida se relacionan por
medio de

Re{1/n3}
Ref{1/nf]

m
M2

: N2+
(S2) = IT1*(Sy;) = (—2> IT2(S1;) (16)

m+n}

La ecuacién (16) es una forma relativamente complicada para calcular la potencia transmi-
tida, a menos que las impedancias sean reales. Es mas facil aprovechar la conservacion de
energia observando que cualquier cantidad de potencia que no se refleje se transmite. La
ecuacioén (15) puede utilizarse para encontrar,

(S2) = (1 — [T1A)(S;) (17)

Como se esperaba (y lo cual debe ser valido), la ecuacién (17) puede también deducirse de
la ecuacién (16).

D13.1 Una onda plana uniforme de 1 MHz incide perpendicularmente en un lago
con agua dulce (¢/ = 78, €’= 0, 1, = 1). Determinese la fraccién de la onda inciden-
te que es a) reflejada y b) transmitida. ¢) Determinese €' la amplitud del campo eléc-
trico que se transmite hacia el lago.

Respuesta: 0.63; 0.37; 0.20 V/m.

13.2 Razon de onda estacionaria

En los casos donde |I'| < 1, cierta energia se transmite hacia la segunda regién y otra parte
se refleja. Por lo tanto, la regién 1 soporta un campo compuesto tanto por una onda viajera
como por una estacionaria. Esta situacion se encontr6 antes en las lineas de transmision, en
las cuales se presentaba una reflexién parcial en la carga. Las mediciones de la razén de la
onda estacionaria de voltaje y de los puntos de maximo y minimo voltaje permitieron deter-
minar una impedancia de carga desconocida o establecieron el grado hasta el cual la impe-
dancia de carga estaba acoplada a la de la linea (seccién 11.10). Se pueden llevar a cabo
mediciones similares de las amplitudes del campo en la reflexion de ondas planas.

La utilizacién de los mismos campos que se investigaron en la seccién anterior permi-
te combinar las intensidades de los campos incidente y reflejado. Se supone que el medio 1
es un dieléctrico perfecto («; = 0), mientras que la regién 2 puede ser de cualquier mate-
rial. El fasor de campo eléctrico total en la regién 1 sera,

Eqar = Ef, + E;y = Efje P + TEf e/ (18)
en donde el coeficiente de reflexién es, como se expresé en (9):

— M —n _ |F|€j¢
m+m

Se admite la posibilidad de que el coeficiente de reflexién sea un nimero complejo, inclu-
yendo su fase ¢. Esto es necesario debido a pesar de que 7, es real y positivo para un medio
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sin pérdidas; n, serd, generalmente, complejo. Ademds, si la region 2 es un conductor per-
fecto, n, es igual a cero, por lo que ¢ serd igual a 7; si n, es real y menor a 5, ¢ serd tam-
bién igual a 7r; y si 1, es real y mayor que 7,, ¢ serd igual a cero.

Incorporando la fase de I" en (18), el campo total en la region 1 serd,

Eqar = (e /P +|T|e/PHD)EL (19)

Las amplitudes de campo mdxima y minima en (19) dependen de z y estdn sujetas a medi-
cién. Su razén, como se encontrd en el caso de las amplitudes de voltaje en las lineas de
transmision (seccion 11.10), es la razon de onda estacionaria, la cual se denota con s. Se
tiene un maximo cuando cada término en los corchetes de (19) tiene el mismo dngulo de fa-
se; asi que para un valor de positivo y real,

|Exirlmsx = (1 4+ [TDES,, (20)
y esto ocurre donde
—Biz=Biz+ ¢+ 2mnw (m=0,=+xI1,+2,...) 1)
Por lo tanto,
1
Tmix = _2_;81(¢ + 2mar) (22)

Nétese que un valor mdximo del campo eléctrico esta en el plano de frontera (z = 0) si ¢ = 0;
ademads, ¢ = 0 cuando I' es real y positivo. Esto ocurre para valores de 1, y 1, reales cuando
n, > n,. Por lo tanto, existe un valor maximo del campo en la superficie de la frontera cuan-
do la impedancia intrinseca de la regién 2 es mayor que la de la regién 1 y ambas impedan-
cias son reales. Cuando ¢ = 0, tambi€n ocurre un méximo en z,, = —mn/fB; = —ma,/2.

Para un conductor perfecto, ¢ = m, y €ste mdximo se encuentra en 7. = —7/(28)),
=37/(28,) 0 7,4, = — /4, =34, /4, y asi sucesivamente.

El valor minimo debe ocurrir donde los dngulos de fase de los dos términos en los cor-
chetes de la ecuacion (19) difieren en 180°, por lo tanto,

|Exizlmm = (1 = [TDE, (23)
y esto ocurre donde,
—Biz=Biz+ ¢+ +2mm (m=0, 1, £2,...) (24)
0
1
Zmin = =5 p-(@ + (2m + D) (25)
B

Los valores minimos estdn separados entre si por multiplos de media longitud de onda (asi
como los valores maximos), y para el conductor perfecto, el primer minimo ocurre cuando
—B,z =0 o en la superficie conductora. En general, un valor minimo de campo eléctrico se
encuentra en z = 0 siempre que ¢ = m; esto ocurre si 17, < 7, y ambos son reales. Los re-
sultados son matemdticamente iguales a los que se encontraron en el estudio de las lineas
de transmisién de la seccion 11.10. La figura 11.6 muestra una visualizacion.
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Es posible obtener un conocimiento mds profundo trabajando con la ecuacién (19) y
reescribiéndola en su forma instantdnea real. Los pasos son idénticos a los que se siguieron
en el capitulo 11, ecuaciones desde (81) hasta (84). Se puede ver que el campo total en la
region 1 es

Ear(z, 1) = (1 = [TDES o cos(wr — 12)
onda viajera
+2|T|E],, cos(Biz + ¢/2) cos(wt + ¢/2) (26)

onda estacionaria

El campo expresado en (26) es la suma de una onda viajera de amplitud (1 —|I'|) y una on-
da estacionaria con amplitud 2|I'|. La porcion de la onda incidente que se refleja y se pro-
paga de regreso en la region 1 interfiere con una porcién equivalente de la onda incidente
para formar una onda estacionaria. El resto de la onda incidente (la que no interfiere) es la
onda viajera de la ecuacién (26). La amplitud médxima observada en la regién 1 estd donde
las amplitudes de los dos términos de (26) se suman directamente para dar (1 + |I'|). La am-
plitud minima se ubica donde la onda estacionaria alcanza un cero, dejando s6lo una ampli-
tud de la onda viajera de (I — |I'|). El hecho de que los dos términos en (26) se combinen
asf con la fase correcta puede confirmarse sustituyendo z en la forma dada en las
ecuaciones (22) y (25).

max y Zmin’

Con el fin de ilustrar algunos de estos resultados, considérese una onda de 100 V/my 3 GHz
propagédndose en un material que tiene un €/, =4, i, = 1y €’ = 0. La onda incide perpen-
dicularmente sobre otro dieléctrico perfecto en la region 2, z > 0, donde € , =9y u, = 1
(figura 13.3). Se busca la ubicacién de los puntos mdximo y minimo de E.

Dieléctrico 1 Dieléctrico 2

€ =4 up=1€,7=0 €2=9%up=1,€,5=0

Ej, =100e /40T
—_—

- ,j40mz
E 20¢

Figura 13.3 Una onda incidente, £}, = 100e 740" V/m,

se refleja con un coeficiente de reflexion I' = —0.2. El
dieléctrico 2 tiene un grosor infinito.
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Solucién. Se calcula w = 67 x 10° rad/s, By =0V e =40 radmy B, ="V ou,e,
= 60m rad/m. Aunque la longitud de onda seria de 10 cm en el aire, se observa que A, =
2m/B, =5 cm, A, =2n/B, =333 cm, n, = 60w, N, =40r w y I' = (0, — n)/(n, + n))
= —0.2. Puesto que I" es real y negativo (n, < 1,), habrd un médximo del campo eléctrico
en la frontera, y se repetird a intervalos de media longitud de onda (2.5 cm) en el dieléctri-
co 1. De la ecuacién (23), se deduce que |E ;| .. = 80 V/m.

El valor maximo de E se encuentra a distancias de 1.25, 3.75, 6.25,... cmde z = 0. To-
dos estos puntos maximos tienen amplitudes de 120 V/m, como lo predijo la ecuacién (20).

No existe ninglin maximo o minimo en la regién 2, ya que no hay ondas reflejadas ahi.

La razén de amplitudes mdxima y minima es la razén de onda estacionaria:

_ |Ex1T|méx _ I+ |F|
|ExlT|min 1- |F|

27)

Puesto que |I'| < 1, s siempre es positivo y mayor que o igual a la unidad. En el ejemplo
anterior,

1+1]-02] 12
s=— T =15
1—1-02] 08

Si |I'| = 1, las amplitudes reflejada e incidente son iguales, es decir, toda la energia inciden-
te es reflejada y s es infinito. Se pueden encontrar planos separados por miiltiplos de A,/2
en los que £, es igual a cero en todo momento. En el punto medio entre estos dos planos,
E , tiene una amplitud mdxima igual al doble de la correspondiente a la onda incidente.

Si n, = n,, entonces, I' = 0, no se refleja energia y s = 1; las amplitudes maxima y mi-
nima son iguales.

Si la mitad de la potencia incidente es reflejada, ||> = 0.5, |T'| = 0.707 y s = 5.83.

D13.2 ;Cuil es el valor de s que resulta cuando I' = £+1/2?

Respuesta: 3

Puesto que la razén de onda estacionaria es un cociente de amplitudes, las amplitudes
relativas medidas con una sonda permite emplear ésta para determinar s experimentalmente.

Una onda plana uniforme en el aire se refleja parcialmente en una superficie hecha de un
material cuyas propiedades se desconocen. Las mediciones del campo eléctrico en la region
ubicada enfrente de la interfase indican un espaciamiento entre maximos de 1.5 m, con el
primer maximo a 0.75 m de la interfase. Se mide una razén de onda estacionaria de 5. De-
terminese la impedancia intrinseca, 1, del material desconocido.
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Solucion. El espaciamiento de 1.5 m entre maximos es de A/2, lo que implica una longi-
tud de onda de 3.0 m o f = 100 MHz. El primer maximo a 0.75 m est4, por lo tanto, a una
distancia de A/4 de la interfase, lo que significa que un minimo ocurre en la frontera. Por lo
tanto, el valor de I" serd real y negativo. Utilizando (27) se puede escribir,

s—1 5-1 2
IT| = == _==C
s+1 541 3
Asi que,
2 u—
P=_2_ =0
3 Nu + Mo
en la que se despeja ), para obtener,
1 377
w=—-n=—=754Q
n 5770 3
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13.3 Reflexion de ondas sobre
multiples interfases

Hasta el momento, la reflexion de ondas se ha estudiado en una sola frontera que se presen-
ta entre medios semiinfinitos. En esta seccidn se estudiard la reflexién de ondas en materia-
les finitos en tamafio, de tal forma que se deberdn considerar los efectos de las superficies
de adelante y atrds. Dicho problema de doble interfase ocurre, por ejemplo, cuando la luz
incide sobre una superficie plana de vidrio. Existen interfases adicionales si el vidrio estd
recubierto con una o mds capas de material dieléctrico, con el propdsito (como se verd pos-
teriormente) de reducir las reflexiones. Estos problemas en los que estd involucrada més de
una interfase se presentan con mucha frecuencia; los problemas de una sola interfase, de he-
cho, son la excepcidén més que la regla.

Considérese la situacién general mostrada en la figura 13.4, en la que una onda plana uni-
forme propagédndose en la direccién z hacia delante incide perpendicularmente desde la iz-
quierda hacia la interfase entre las regiones 1y 2; éstas tienen impedancias intrinsecas 1, y 1,.
Una tercera region con una impedancia 1, se ubica mds alla de la region 2, asf que existe una
segunda interfase entre las regiones 2 y 3. La ubicacién de la segunda interfase es z = 0, por
lo que todas las posiciones a la izquierda quedardn descritas con valores negativos de z. El gro-
sor de la segunda region es /, asi que la primera interfase ocurrird en la posicioén z = —1.

Cuando la onda incidente llega a la primera interfase, los eventos ocurren de la mane-
ra siguiente: una porcion de la onda se refleja, mientras que el resto se transmite para pro-
pagarse hacia la segunda interfase. Una vez ahi, una porcién se transmite hacia la regién 3,
mientras que el resto se refleja y regresa a la primera interfase; ahi se refleja parcialmente
otra vez. Esta onda reflejada se combina después con la adicional energfa transmitida des-
de laregion 1, y el proceso se repite. Por lo tanto, se tiene una secuencia complicada de mul-
tiples reflexiones que ocurren dentro de la regién 2, con una transmisién parcial en cada
viaje. El andlisis de la situacion en esta forma involucraria mantener el registro de un gran
nimero de reflexiones; esto seria necesario cuando se estudiara la fase transitoria del pro-
ceso, donde la onda incidente encuentre por primera vez las interfases.

Sin embargo, si la onda incidente se mantiene asi todo el tiempo, al final se alcanzard
una situacion de estado estable, en la que: (1) una fraccién de la onda incidente se refleja
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7 Up) 3

Engrgla
5 incidente

Min ——»

Figura 13.4 Problema basico de dos interfases, en el que
las impedancias de las regiones 2 y 3, junto con el grosor
finito de la region 2, se consideran en la impedancia de
entrada en la superficie frontal, n,.

en la configuracion de doble interfase y se propaga hacia atrds en la regién 1 con una am-
plitud y fase determinadas; (2) una fraccién de la onda incidente se transmite a través de las
dos interfases y se propaga hacia delante rumbo a la tercera region; (3) una onda neta hacia
atrds estd presente en la region 2, la cual forma todas las ondas reflejadas de la segunda in-
terfase; y (4) una onda neta hacia delante estd presente en la region 2, la cual es la superpo-
sicidn de la onda transmitida a través de la primera interfase, y todas las ondas de la regién
2 que se han reflejado en la primera interfase se propagan ahora hacia delante. El efecto de
la combinacién de muchas ondas que se propagan simultdneamente de esta forma es esta-
blecer una sola onda que tenga una amplitud y fase definida, determinada a través de las su-
mas de las amplitudes y fases de todas las componentes de la onda. En estado estable, por
lo tanto, se tiene un total de cinco ondas que considerar. Estas son las ondas neta y refleja-
da en la region 1, la onda transmitida neta en la region 3, y las dos ondas que se propagan
en direcciones opuestas en la region 2.

La situacién se analiza de la misma forma a la que se utiliz6 en el andlisis de lineas de
transmision de longitud finita (seccion 11.11). Supdngase que todas las regiones se compo-
nen de un medio sin pérdidas y considérense las dos ondas de la regién 2. Si éstas se con-
sideran como polarizadas en x, sus campos eléctricos se suman para dar,

E. = Ex+20 e Pz Ep e /P (28a)

endonde 8, = w'V € ,/c, y donde las amplitudes, E', ) y E_,,, son complejas. El campo mag-
nético polarizado en y se escribe de forma similar, utilizando las amplitudes complejas:

Hyyo = Hjye /P + Hyyp el (28b)

Ahora se puede observar que las amplitudes de los campos eléctricos hacia delante y hacia
atrds de la region 2 se relacionan mediante el coeficiente de reflexion en la segunda interfa-

se, I',;, donde

_ M —m

(29)
N3+ n
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Por lo tanto, se tiene
Ey=TnE}, (30)

Después, las amplitudes de los campos magnéticos se expresan en términos de las amplitu-
des de los campos eléctricos por medio de,

1

H;Eo = EE;FZO (3la)
y
_ 1 1 N
y20 = _EExzo = _EF23E)¢20 (31b)

Ahora se define la impedancia de la onda, 7, , como la razén dependiente de z del campo
eléctrico total y el campo magnético total. En la regién 2 esto se convierte, utilizando (28a)
y (28D), en

+ ,—jpz = Libz

Expy _ Ehye P + Epyel?
= 20”

Hys2 H)‘ZOe iB2z Hyzoe]ﬁzl

nw(z) =

Posteriormente, utilizando (30), (31a) y (31b), se obtiene

e~ IP § Tyyeiboz
nw(z) = n2 |:—e—jﬂzz _ F23€jﬁzzi|

A continuacion, utilizando (29) y la identidad de Euler, se tiene

(m3 + n2)(cos Boz — jsen Brz) + (13 — n2)(cos Brz + j sen Br7)
(13 + m2)(cos Baz — jsen Brz) — (13 — n2)(cos oz + jsen Brz)

Nw(z) =M X

Esta expresion se simplifica facilmente para dar,

13 €os Brz — jnasen frz
2 .
1n2cos Bz — jnz sen Bz

nw(z) =1 (32)
Ahora se emplea la impedancia de onda en la regién 2 para resolver el problema de refle-
xién. Reviste interés la amplitud neta de la onda reflejada en la primera interfase. Puesto que
E y H tangenciales son continuas a través de la frontera, se tiene

Ef +E; =Ew (=-) (33a)
y
HY +H =Hyy (=1 (33b)
Entonces, en analogifa con (7) y (8), se puede escribir
Ex+10 + E;IO = Exs2(Z == _l) (3461)
y
E;Ll() _ E;]() _ ExsZ(Z = _l) (34b)
m m Nw(=1)

donde E, y E_, son las amplitudes de los campos incidente y reflejado. Se le llama
n,(—D, impedancia de entrada, 1, a la combinacion de las dos interfases. Ahora se resuel-

ven las ecuaciones (34a) y (34D), eliminando E_,, para obtener
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E —
:_10 —T = Nent — 11 (35)
El Nent 1 11
Para encontrar la impedancia de entrada se evalda (32) en z = —/, por lo que se obtiene,
13 cos Bal + jna sen Bal
= - 36
fent = 112 1m2cos Bol + jnz sen Bol (36)

Las ecuaciones (35) y (36) expresan resultados generales que permiten calcular la amplitud
y fase de la onda reflejada neta a partir de dos interfases paralelas ubicadas entre medios sin
pérdidas.! Nétese la dependencia en el espaciamiento de la interfase, /, y en la longitud de
onda medida en la regién 2, caracterizada por B,. De primera importancia para nosotros es
la fraccién de la potencia incidente que se refleja de la interfase dual y se propaga hacia atrds
en la regién 1. Como ya se estudid, esta fraccién seré |I'|%. Asimismo, reviste especial inte-
rés la potencia transmitida, que se propaga alejandose de la segunda interfase de la region 3.
Es simplemente la fraccién de potencia restante, que es 1 — |I'|2. La potencia en la regién
2 permanece constante en estado estable; la potencia se aleja de la region para formar las
ondas transmitida y reflejada, pero inmediatamente llega la potencia de la onda incidente.
Con anterioridad se encontrd una situacion andloga, la cual involucraba lineas de transmi-
sién en cascada, que culminaba en la ecuacién (101) del capitulo 11.

Un resultado importante de las situaciones que involucran dos interfases es que posibi-
litan lograr la transmision total en ciertos casos. En la ecuacion (35) se observa que la trans-
misién total ocurre cuando I' = 0, o cuando 1, = 7,. En este caso, como en el de las lineas
de transmisidn, se dice que la impedancia de entrada estd acoplada a la del medio inciden-
te. Existen varios métodos para llevar esto a cabo.

Para comenzar, sup6ngase que n, = 7,, y que la region 2 es de tal grosor que B, = mr,
donde m es un entero. Ahora, 8, = 27/),, donde A, es la longitud de onda medida en la re-
gion 2. Por lo tanto,

2
—Il=mn
A2
0
A2
| =m—= 37
m— (37

Con B, = mm, el grosor de la segunda region es un entero miltiplo de media longitud de
onda medida en ese medio. La ecuacion (36) se reduce a ., = n,. Por lo tanto, el efecto
general de tener un grosor que sea miultiplo de media longitud de onda es volver irrelevante

! Por conveniencia, (34a) y (34b) se han escrito para un tiempo especifico en el que la amplitud de la onda inci-
dente, E}f} ) ocurre en z = —1. Esto establece una referencia de fase cero en la interfase frontal para la onda incidente
y es a raiz de esta referencia que se puede determinar la fase de la onda reflejada. De forma equivalente, se ha
reposicionado el punto z = 0 en la interfase frontal. La ecuacién (36) permite esto porque estd solamente en fun-
ci6n del espaciamiento, 1, en la interfase.
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la segunda regién de los resultados de la reflexién y transmision. De manera equivalente, se
tiene un problema de interfase unica que involucra a i, y a n,. Ahora, con 1, = 5, se ha
acoplado la impedancia de entrada y, por lo tanto, no existe onda reflejada neta. El método
de seleccionar el grosor de la regién 2 se conoce como acoplamiento de media onda. Den-
tro de sus aplicaciones se incluyen, por ejemplo, los contenedores de antenas en aviones,
también conocidos como radomos, los cuales forman parte del fuselaje. La antena dentro de
la nave puede transmitir y recibir a través de esta capa, que puede disefiarse con una forma
tal que permita tener buenas caracteristicas aerodindmicas. No6tese que la condicién de aco-
plamiento de media onda ya no se aplica, en virtud de que hay una desviacién con respec-
to a la longitud de onda que la satisface. Cuando esto se hace, la reflectividad del dispositivo
aumenta (al aumentar la desviacién con respecto a la longitud de onda), por lo que actda co-
mo un filtro pasa-bandas.

A menudo es conveniente expresar la constante dieléctrica del medio a través del indi-
ce de refraccion (o s6lo indice), n, definido como,

n=Je& (38)

La caracterizacion de materiales por sus indices de refraccion se lleva a cabo, principalmen-
te, a frecuencias Opticas (del orden de 10'4 Hz), mientras que a frecuencias mucho mads ba-
jas, por tradicion, se especifica una constante dieléctrica. Puesto que €, es compleja en un
medio con pérdidas, el indice también serd complejo. Mds que complicar la situacién de es-
ta forma, se restringird el uso del indice de refraccidn a casos que involucren medios sin pér-
didas que tengan un €/’ = 0, y un u, = 1. En condiciones sin pérdidas se puede escribir la
constante de fase de la onda plana, asi como la impedancia intrinseca del material en térmi-
nos del indice, por medio de,

B =k = w/lo€o/€ = ? (39)
y
_ L [r_m (40)
g Je N € n
Por dltimo, la velocidad de fase y la longitud de onda del material de indice n son,
c
Vp = ; (41)
y
ot (42)
f n

en donde A es la longitud de onda en el espacio libre. Obviamente, es importante no con-
fundir el indice n con la letra griega de similar apariencia n (impedancia intrinseca), la cual
tiene un significado totalmente diferente.

Otra aplicacién que tipicamente se observa en éptica es el interferometro Fabry-Perot.
Este, en su forma més simple, consiste en un solo bloque de vidrio u otro material transpa-
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rente de indice n, cuyo grosor, /, se calcula para transmitir longitudes de onda que satisfa-
gan la condicién A = A /n = 21 /m.

A menudo se desea transmitir solamente una longitud de onda, no varias, como la ecua-
cién (37) lo permite. Por lo tanto, se querrd asegurar que las longitudes de onda adyacentes
que pasan a través del dispositivo estén separadas lo mds lejos posible, con la finalidad de que
s6lo una se encuentre en el espectro de potencia de entrada. En términos de la longitud de
onda medida en el material, esta separacion estd dada en general por

21 21 21 L2
)\,mfl_)xm:A)\f:m—;zmzﬁ
Notese que m es el nimero de medias longitudes de onda en la region 2, o m = 21 /A = 2nl /A,
donde A es la longitud de onda en el espacio libre deseada para la transmision. Por lo tanto,

’3
Al = —= 43a
Iy (43a)
En términos de la longitud de onda medida en el espacio libre, esto se convierte en,
)\’2
Akpy=nAry = % 43b
f0 F =50 (43b)

A AL o S€ le conoce como el rango espectral libre del interferometro Fabry-Perot en térmi-
nos de la separacion de longitud de onda en el espacio libre. El interferometro puede utili-
zarse como un filtro de banda angosta (para transmitir una determinada longitud de onda y
un espectro angosto alrededor de esta longitud de onda) si el espectro que se filtrard es mas
angosto que el rango espectral libre.

Supdngase que se desea filtrar un espectro optico de ancho total AA ; = 50 nm (medidos en
el espacio libre), cuya longitud de onda central, A, se encuentra en la parte roja del espec-
tro visible a 600 nm, donde un nm (nanémetro) es 10~ m. Se utilizar4 un filtro Fabry-Pe-
rot, consistente en una placa de vidrio sin pérdidas, que tiene un indice de refraccion n = 1.45.
Se necesita encontrar el rango de grosor del vidrio requerido para que multiples longitudes
de onda no se transmitan.

Solucion. Se requiere que el rango espectral libre sea mayor que el ancho espectral 6pti-
co, 0 AL 0> Al Utilizando (43b),

)\2
< 70
2n Ak
Asi que,
60072

<— =25x10'nom=2.5um
2(1.45)(50)

donde 1 um (micrémetro) = 10~° m. La fabricacién de una placa de vidrio de este grosor
o menor se considera como algo ridiculo. En cambio, lo que a menudo se utiliza es un col-
choén de aire con un grosor de esa medida entre dos placas delgadas, cuyas superficies de los
lados opuestos del colchén de aire tengan capas antirreflejantes. Esta es de hecho una con-
figuracién mas versitil, ya que la longitud de onda que se transmitira (y el rango espectral
libre) puede ajustarse modificando la separacién entre las placas.
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A continuacién se quita la restriccién n, = n, y se busca una forma de producir una re-

flexion igual a cero. Regresando a la ecuacion (36), supongase que se hace B,/ = 2m —
1)7/2, o un mdltiplo impar de /2. Esto significa que,

2 om -1 m=1.2.3...)
ol m > m=1,2,3,...

l=Q@2m— 1)% (44)

Este grosor es un mdltiplo impar de un cuarto de longitud de onda medida en la region 2.
En esta condicién (36) se reduce a,

2
n

Nent = —2 (45)
ns

Tipicamente, la impedancia de la segunda regién se selecciona para permitir el acoplamiento
entre las im.pedanciasldadas, Yy s El logro de la .total transmision requiere que 7., = 7,
para que la impedancia requerida en la segunda regién sea,

N2 = /MiN3 (46)

Una vez que las condiciones dadas en (44) y (46) han sido satisfechas, se lleva a cabo el aco-
plamiento de un cuarto de onda. El disefio de capas antirreflejantes en los dispositivos 6p-
ticos se basa en este principio.

Se desea disefar una capa protectora para cubrir una superficie de vidrio con el dieléctrico
apropiado y asi ofrecer una transmision eficiente del aire al vidrio a una longitud de onda
de 570 nm en el espacio libre. El vidrio tiene un indice de refraccion ny = 1.45. Determine-
se el indice de refraccion requerido para la capa protectora y el grosor minimo requerido.

Solucién. Las impedancias conocidas son n, = 377 Qy n, = 377/1.45 = 260 Q.
Utilizando (46) se tiene

N2 = +/(377)(260) = 313

El indice de refraccion de la region 2 serd entonces

377
np=\|-—=]=120
313

La longitud de onda de la regién 2 serd

570
)\.2 = m = 475 nm
El grosor minimo de la capa dieléctrica es, entonces

A
[ = ZZ = 119nm = 0.119 um
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Figura 13.5 Problema de tres interfases en el que la impedancia
de entrada, n,, , se convierte de nuevo en la interfase frontal para
formar la impedancia de entrada, n,,, ,.

El procedimiento que se sigue en esta seccion para evaluar la reflexién de ondas invo-
lucra el cdlculo de la impedancia efectiva en la primera interfase, 17, ,, 1a cual se expresa en
términos de las impedancias que estdn mds alld de la superficie frontal. Este proceso de
transformacion de impedancias es mas evidente cuando se consideran problemas que invo-
lucren a mds de dos interfases.

Por ejemplo, considérese la situacion de tres interfases que muestra la figura 13.5, donde
una onda incide desde la izquierda hacia la regién 1. Se desea determinar la fraccién de la on-
da incidente que se refleja y propaga hacia atrds en la region 1, y la fraccién de la potencia in-
cidente que se transmite a la region 4. Hacerlo demanda encontrar la impedancia de entrada
en la superficie frontal (la interfase entre las regiones 1 y 2). Se comienza transformando la
impedancia de la regién 4 para formar la impedancia de entrada en la frontera entre las regio-
nes 2 y 3. Esto se muestra con Nenp €1 la figura 13.5. Utilizando (36), se tiene

N4 cos B3lp + jnz sen B3l

3 - 47)
13 cos B3l + jnasen B3l

Nent,b = 1]

La situacién se ha reducido en forma efectiva a un problema de dos interfases en el que
Mentp © 12 impedancia de todo lo que estd mds alld de la segunda interfase. La impedan-
cia de entrada en la interfase frontal, n se encuentra ahora transformando n de la
forma siguiente:

ent,a ent,b

Nent,» COS .BZZa + ]772 sen ﬂZla
2 .
12 €08 Boly + jnent,b se Poly

Nent,a =1 (48)

La fraccién de la potencia reflejada ahora es |T'|?, donde,

r = Nent,a — 11

Nent.a + M1
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La fraccién de la potencia transmitida a la regién 4 es, como antes, 1 — [T'|2. El método de
transformacién de impedancias puede aplicarse de esta forma a cualquier nimero de inter-
fases. Este proceso, aunque un poco tedioso, se realiza facilmente en la computadora.

La motivacién para el uso de capas multiples con el fin de reducir la reflexién es que la
estructura resultante es menos sensible a desviaciones con respecto a la longitud de onda de
disefio, si las impedancias (o indices de refraccion) se disponen de tal forma que dichos in-
dices aumenten o disminuyan progresivamente de capa en capa. En caso de que se utilicen
multiples capas como cubierta antirreflejante de las lentes de una cdmara, por ejemplo, la
capa sobre la superficie de las lentes debe tener un valor de impedancia muy cercano al del
vidrio. A las capas restantes se les colocan valores de impedancia progresivamente mayo-
res. Con un gran nimero de capas fabricadas de esta forma la situaciéon comienza a aproxi-
marse (sin embargo, nunca llega a ser igual) al caso ideal, en el que la impedancia de la capa
mads exterior se acopla con la impedancia del aire, mientras que las impedancias de las ca-
pas mas profundas decrecen de manera progresiva hasta alcanzar el valor de la impedancia
de la superficie del vidrio. Ante esta impedancia que varia progresivamente, no existe super-
ficie con cual se refleje la luz, por lo que la luz de cualquier longitud de onda se transmite
totalmente. Las cubiertas multicapa que se disefian de esta forma producen excelentes ca-
racteristicas de transmision de banda ancha.

El método de transformacién de impedancias para el manejo de interfases multiples se
aplica no sélo en las fronteras de ondas planas, sino que también en lineas de transmision
cargadas de longitud finita y en lineas de transmision en cascada. Se encontraran problemas
de este tipo en el capitulo 14, los cuales serdn resueltos utilizando exactamente las mismas
matematicas.

D13.3 Una onda plana uniforme en el aire incide perpendicularmente sobre una pla-
ca hecha con material dieléctrico de grosor A,/4 e impedancia intrinseca n, = 260 €.
Determinese la magnitud y fase del coeficiente de reflexion.

Respuesta: 0.356; 180°

13.4 Propagacion de ondas planas
en direcciones generales

En esta seccion se aprenderd como describir matemdticamente las ondas planas uniformes
que se propagan en cualquier direccion. La motivacion para hacer esto es la necesidad de
abordar el problema de las ondas que inciden en fronteras que no son perpendiculares a la
direccién de propagacién. Dichos problemas de incidencia oblicua ocurren muy a menudo,
por lo que la incidencia perpendicular es un caso especial. Atacar dichos problemas requiere
(como siempre) el establecimiento de un sistema de coordenadas apropiado. Con la fronte-
ra ubicada sobre el plano x, y, por ejemplo, la onda incidente se propagard en una direccién
que podria involucrar a los tres ejes coordenados, mientras que en la incidencia perpendicu-
lar s6lo era importante la propagacion a lo largo de z. Es necesario un formalismo matema-
tico que permita la propagacion en todas las direcciones.

Considérese una onda que se propaga en un medio sin pérdidas, con una constante de
propagacién = k = w\/;e Por simplicidad, el caso se considera de dos dimensiones,
donde la onda viaja en una determinada direccién entre los ejes x y z. El primer paso es con-
siderar la constante de propagacion como un vector, k, el cual se indica en la figura 13.6.
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Figura 13.6 Representacion de una onda plana uniforme con
vector de onda k con un éngulo 6 con respecto al eje x. La fase en
el punto (x, z) esté dado por k - r. Los planos de fase constante
(mostrados con lineas perpendiculares a k) estan espaciados una
longitud de onda A pero tienen un espaciamiento mas grande
cuando se miden a lo largo de los ejes x 0 z.

La direccién de k es la direccién de propagacion, que es la misma que la del vector de Poyn-
ting en nuestro caso.> La magnitud de k es el corrimiento de fase por unidad de distancia a
lo largo de esa direccion. Parte del proceso de caracterizacién de una onda es la especifica-
cién de su fase en cualquier punto en el espacio. Respecto de las ondas que se ha considera-
do que se propagan a lo largo del eje z, esto se logré utilizando el factor e** en forma
fasorial. La especificacién de la fase en este problema de dos dimensiones requiere emplear
la naturaleza del vector k, y se considera que la fase tiene una ubicacidn general (x, z) des-
crita por el vector de posicion r. La fase en ese lugar, referida al origen, estd dada por la pro-
yeccién de k a lo largo de r veces la magnitud de r, o solamente k - r. Si el campo eléctrico
tiene una magnitud E,, la forma fasorial de la onda de la figura 13.6 se puede escribir como,

El signo de menos en el exponente indica que la fase a lo largo de r se mueve en el tiempo
en la direccidn en la que r se incrementa. De nuevo, el flujo de la potencia de la onda en un
medio isotrépico ocurre a lo largo de la direccién, cuyo corrimiento de fase por unidad de
distancia es maximo, a lo largo de k. El vector r sirve como un medio para medir la fase en

2 Se supone aqui que la onda estd en un medio isotrépico, donde la permitividad y permeabilidad no cambia con
la orientacién del campo. En un medio anisotrépico (donde € o i dependen de la orientacion del campo), las direc-
ciones del vector de Poynting y k pueden ser diferentes.
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cualquier punto utilizando k. Esta construccién puede extenderse facilmente a tres dimen-
siones permitiendo que los vectores, K y r, tengan cada uno tres componentes.

En el caso de dos dimensiones de la figura 13.6 se puede expresar k en términos de sus
componentes X y z:

|k =ka, +ka,

El vector de posicion, r, puede expresarse de manera similar como:

r = xa, + za,

por lo que
K-r=kx+k,z
La ecuacién (49) se transforma en
E, = Ege /hrtha) (50)

Mientras que la ecuacion (49) expresaba la forma general de la onda, la ecuacién (50) ex-
presa la forma especifica respecto de la situacién. Dada una onda expresada por la ecuacién
(50), el dangulo de propagacion desde el eje x se encuentra facilmente a través de,

k
6 =tan™! (—Z)
ks

La longitud de onda y la velocidad de fase dependen de la direccion que se esté consideran-
do. En la direccion de Kk, éstas serdn,

= 2r 2
koowrr)”
y
w w
\}p = —_— =

€ e

Si, por ejemplo, se considera la direccion x, estas cantidades serdn,

2
=
ky
y
w
pr = k_

X

Notese que tanto A como Vo tienen un valor mayor que sus contrapartes a lo largo de la di-
reccion de k. Este resultado, en principio sorprendente, se puede comprender mejor por me-
dio de la geometria de la figura 13.6. El diagrama muestra una serie de frentes de onda
(planos de fase constante) que interceptan k en dngulos rectos. El corrimiento de fase entre
frentes adyacentes estd fijado a 2 en la figura; esto corresponde a una separacion espacial
sobre la direccion de k de una longitud de onda, como se muestra. Los frentes de fase inter-
ceptan al eje x y se observa que a lo largo del eje x 1a separacion entre frentes es mayor que
la que habia a lo largo del eje k. A es el espaciamiento entre frentes a lo largo de x y estd
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indicado en la figura. La velocidad de fase a lo largo de x es la velocidad de los puntos de
interseccion entre los frentes de fase y el eje x. De nuevo, por geometria, se advierte que es-
ta velocidad debe ser mayor que la velocidad a lo largo de k y ésta, por supuesto, excederd
a la de la luz en el medio. Sin embargo, lo anterior no constituye una violacién a la relati-
vidad especial, puesto que la energia de la onda fluye en la direccién de k y no a lo largo de
x o z. La frecuencia de la onda es f = w/2m y no varia con la direccién. Nétese, por ejem-
plo, que en las direcciones que se han considerado,

V

——p=—=—
f_x e 27

Considérese una onda plana uniforme de 50 MHz con una amplitud de campo eléctrico de
10 V/m. El medio no tiene pérdidas y tiene un valor de €, = €/ = 9.0 y u, = 1.0. La onda
se propaga sobre el plano x, y a un dngulo de 30° con respecto al eje x y estd polarizada li-
nealmente a lo largo de z. Escribase la expresion fasorial para el campo eléctrico.

Solucion. La magnitud de la constante de propagacion es

w. /€, 27 x 50 x 10°(3)
k=oyhe=—==="7370

El vector k es ahora

=32m~!

k = 3.2(cos 30a, + sen30a,) = 2.8a, + 1.6a, m~"
Entonces
r=xa,+ya,

Con el campo eléctrico dirigido a lo largo de z, la forma fasorial es,

Es — Eoe—jk.raZ — 106—](2.8x+l.6y) a,

D13.4 Para el ejemplo 13.6, calcilese A ky, Vo Y Ve

Respuesta: 2.2 m; 3.9 m; 1.1 x 108 m/s; 2.0 x 108 m/s

13.5 Reflexion de ondas planas que inciden
en angulos oblicuos

Ahora se considera el problema de la reflexién de ondas que inciden sobre interfases pla-
nas, en las cuales la onda incidente se propaga con un determinado dngulo con respecto a la
superficie. Los objetivos son (1) determinar la relacién entre los dngulos incidente, refleja-
do y transmitido, y (2) deducir los coeficientes de reflexién y de transmisién como funcio-
nes del dngulo de incidencia y de la polarizacién de la onda. Asimismo, se mostrard que
existen casos en los que pueden presentarse la reflexion total o la transmisién total, en la in-
terfase entre los dos dieléctricos, si el dangulo de incidencia y la polarizacion se seleccionan
adecuadamente.
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Figura 13.7 Geometrias de ondas planas incidentes a un angulo 6, sobre
una superficie entre dieléctricos que tienen impedancias intrinsecas 7, y n,.

Los dos casos de polarizacién se muestran: a) polarizacion p (o TM), con E
sobre el plano de incidencia; b) polarizaciéon s (o TE), con E perpendicular al
plano de incidencia.

Esta situacion se ilustra en la figura 13.7. Ahi, a la direccién de la onda incidente y la
fase (que depende de la posicién) las caracteriza un vector de onda k*. El dngulo de inci-
dencia es el angulo entre k* y una linea perpendicular a la superficie (el eje x en este caso).
El dngulo de incidencia se muestra como 6,. La onda reflejada, caracterizada por el vector
de onda k7, se propagara alejdndose de la interfase con un dngulo 6. Por tltimo, la onda
transmitida, caracterizada por k,, se propagard en la segunda regién con un dngulo 6,, co-
mo se muestra. Uno podria sospechar (a partir de experiencias anteriores) que los dngulos
incidente y reflejado son iguales (8, = ), lo cual es correcto. Sin embargo, era necesario
mostrar esto para que estuviera completo.

Los dos medios son dieléctricos sin pérdidas y los caracterizan impedancias intrinse-
cas 17, y n,. Como se hizo antes, se supondra que los materiales no son magnéticos y, por
lo tanto, tienen una permeabilidad M- En consecuencia, los materiales se describen apro-
piadamente especificando sus constantes dieléctricas, €, y € ,, 0 sus indices de refraccion,
n = 1Y = V&,

La figura 13.7 muestra dos casos que difieren entre si en la seleccion de la orientacion
del campo eléctrico. En la figura 13.7a el campo E estd polarizado sobre el plano de la pa-
gina por lo tanto, con H perpendicular a la pagina y apuntando hacia fuera. En esta figura
el plano de la pagina también es el plano de incidencia, el cual se define con mds precision
como el plano formado por el vector incidente k y la perpendicular a la superficie. Con el
vector E sobre el plano de incidencia, se dice que la onda tiene polarizacion paralela o es
polarizada en p (E es paralelo al plano de incidencia). Notese que mientras H es perpendicu-
lar al plano de incidencia, éste es paralelo (o transverso) a la interfase. Como consecuencia,
otro nombre para este tipo de polarizacidn es transversal magnético, o polarizaciéon TM.

La figura 13.7b muestra la situacién en que las direcciones del campo han sido giradas
90°. Ahora H estd sobre el plano de incidencia, mientras que E es perpendicular al plano.
Puesto que E se utiliza para definir la polarizacion, la configuracion se llama polarizacion
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perpendicular, o se dice que estd polarizada en s.> E también es paralelo a la interfase, por
lo que este caso también se llama transversal eléctrico o polarizacion TE. Se verd que los
coeficientes de reflexion y transmision serdn diferentes en los dos tipos de polarizacion; sin
embargo, los dngulos de reflexion y transmisién no dependerdn de la polarizacion. Sola-
mente serd necesario considerar las polarizaciones s y p, ya que cualquier otra direccién del
campo puede considerarse como una combinacién de las ondas s y p.

El conocimiento de los coeficientes de reflexion y transmision, asi como la forma en la
que se relacionan los dngulos, puede encontrarse por medio de las condiciones de frontera
en la interfase. Especificamente, se requiere que las componentes transversales de E y H
sean continuas a través de la interfase. Estas fueron las condiciones que se utilizaron para
encontrar Iy  para la incidencia perpendicular (6, = 0), el cual es un caso especial del pro-
blema en cuestion. Primero se considerard el caso de la polarizacién p (figura 13.7a). Para
comenzar, se escriben los campos incidente, reflejado y transmitido en forma fasorial, uti-
lizando la notacion que se desarroll6 en la seccion 13.4:

Ef = Eje /T (51)
E  =Ee/*r (52)
E,, = Eype /*" (53)
donde

k]L = ki(cosba, +senb a,) 54)
K, = ki(—cos6; a, +senb|a,) (55)
k, = ky(cos6ra, +senb, a,) (56)

y donde
r=xa,+za; 57

Las magnitudes del vector de onda son ki = w\/€1/c = mw/c y ky = w/é2/c =
npw/c.

Abhora, para evaluar la condicién de frontera que requiere el campo eléctrico tangencial
continuo, es necesario encontrar las componentes de los campos eléctricos (componentes en
z) paralelos a la interfase. Proyectando todos los campos E en la direccién z y utilizando las
ecuaciones (51) a (57), se obtiene,

EY, = Efpe /¥ = Efycostyehiresstizsan 59
- _ = —jkier _ - 1 jki(x cos@;—zsen))

E_ = E_4e /" " = Ecoste ! ! (59)

Ezs2 — Ezzoe—jkz-r — E20 cos Qze_ij(x cos 64z sen6) (60)

3 La designacién s es una abreviatura del aleman senkrecht, que significa perpendicular. La p en polarizacion p
es una abreviatura de la palabra en aleman parallel, la cual significa paralelo.
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Las condiciones de frontera para el campo eléctrico tangencial continuo son:

Ef 4+ E, =E,. (atx=0)

zs1

Ahora se sustituyen las ecuaciones (58) a (60) en (61) y se evalia el resultado en x = 0 pa-
ra obtener,

Ef cos o, e Jhizsentr 4 E|,cos 6, e~ tkizsenti — B0 cos @, e Ikzsent: (61)

Nétese que Eff, Ej,. y E,, son constantes (independientes de z). Ademds, se requiere que
(61) sea vélida para todos los valores de z (en cualquier punto de la interfase). Para que lo
anterior suceda, se deduce que todos los términos fasoriales que aparezcan en (61) deben
ser iguales. Especificamente,

kizsen0; = kjzsen6 = kyzsenb,
1

A partir de esto, se puede ver inmediatamente que | = 6,, o el dngulo de reflexién es igual
al angulo de incidencia. Asimismo, se ve que,

ki sen®; = k, sen 6, (62)

A la ecuacién (62) se le conoce como ley de refraccion de Snell. Puesto que, en general,
k = nw /c, se puede reescribir (62) en términos de los indices de refraccion:

nisend; = nysenb, (63)

La ecuacioén (63) es la forma de la ley de Snell que se utiliza con mayor facilidad para el ca-
so de dieléctricos no magnéticos. La ecuacion (62) es una forma mds general que se aplicaria,
por ejemplo, en casos que involucraran materiales con permeabilidades diferentes, asi como
permitividades distintas. En general, se tendria k, = (0 /c0)NV €,y ky = (0 /c)V i 5€ .
Habiendo encontrado las relaciones entre los dngulos, a continuacién se procede a cum-
plir con el segundo objetivo: determinar las relaciones entre las amplitudes, Ef,, E |y E,,.
Lograr esto requiere considerar la otra condicién de frontera, que demanda continuidad tan-
gencial de H en x = 0. Todos los vectores de campo magnético para la onda polarizada en
p estan dirigidos hacia y negativa. En la frontera, las amplitudes de los campos estdn rela-

cionadas por medio de
H{\ + Hyy = Hy (64)
Luego, cuando se usa el hecho de que 6] = 6, y se invoca la ley de Snell, (61) se convierte en
Ef cos0) + Ejycos0) = Eycos b (65)

Utilizando las impedancias intrinsecas del medio, se sabe, por ejemplo, que E|,/H3, = 1,
y E}\,/H3, = n,. La ecuacién (64) puede escribirse como sigue:

Ejycosi  Ejjcosb _ E5ycos 6, 66)

Nip Nip M2p

Notese el signo de menos enfrente del segundo término de (66), lo que resulta del hecho de
que E3; cos 6, es negativo (de la ecuacion 13.7a), mientras que Hj es positivo (de nuevo a
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partir de la figura). Cuando se escribe la ecuacion (66), las impedancias efectivas, validas
para la polarizacion p, se definen por medio de,

Nip = 1M1 €OS 0 (67)

M2p = N2 COS 92 (68)

Utilizando esta representacion, las ecuaciones (65) y (66) se encuentran ahora en una forma
que permite despejar las relaciones E/E7, y E,,/E,. Llevando a cabo procesos andlogos
a los que se utilizaron para resolver (7) y (8), se encuentran los coeficientes de reflexion y
de transmision:

E- _
Fp _ _]J:) _ M2p — Mip (69)
Efy  mp -ty

E 2 0
Tp = —2_;) = 12p <COS 1) (70)
E, n2p + N1p \ COS Oy

Puede llevarse a cabo un procedimiento similar para la polarizacién s como en la figu-
ra 13.7b. Los detalles se dejan como ejercicio; los resultados son

E_ _
T, = ylo _ M2s — Mis (71)

E;]() B Nas + Nis

_Eypo 2y (72)
E;]() N2s + Nis

donde las impedancias efectivas para la polarizacién s son

N1s = 7M1 S€C O (73)

N2s = N2 SeC 6 (74)

Las ecuaciones (67) a (74) son lo que se necesita para calcular la transmision y reflexion de
ondas para cualquier tipo de polarizacidn, a cualquier 4ngulo de incidencia.

Una onda plana uniforme en el aire incide sobre vidrio con un dngulo de 30° con respecto
a la perpendicular. Determinese la fraccion de la potencia incidente que se transmite y que
se refleja para: a) polarizacion p y b) polarizacion s. El vidrio tiene un indice de refraccion
n, = 1.45.
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Solucion. En primer término, la ley de Snell se aplica para encontrar el dngulo de trans-
misién. Utilizando n; = 1 para el aire, se utiliza (63) para encontrar,

_ _1( sen30 _ R
6, = sen =202
1.45

Ahora, para la polarizacién p:

N1y = m cos 30 = (377)(.866) = 326 Q

N2p = 1M2c0820.2 = 13.7—475(.938) =244 Q
Después, usando la ecuacion (69), se tiene
244 — 326
P 41326 —0.144
La fraccién de la potencia incidente que se refleja es
b T, > = .021
Pipe

Por lo tanto, la fraccién de la potencia transmitida es

P,
Pinc

=1—|T,>=.979

Para polarizacién s, se tiene,
n1s = Ny sec 30 = 377/.866 = 435 Q

377

———— =277Q
1.45(.938)

N2y = M2 sec20.2 =

Posteriormente, utilizando (71):

277 — 435

= o
277 + 435

s

Por lo tanto, la fraccién de potencia reflejada es
IT|> = .049
La fraccién de la potencia incidente que se transmite es,

1 —|I)? = .951
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En el ejemplo 13.7 se pudo advertir que los valores del coeficiente de reflexion para las
dos polarizaciones eran negativos. El significado de un coeficiente de reflexién negativo es que
la componente del campo eléctrico reflejado, que es paralelo a la interfase, tendrd una direc-
cién opuesta a la componente del campo incidente cuando ambos se evalten en la frontera.

Este efecto también se observa cuando el segundo medio es un conductor perfecto. En
este caso, se sabe que el campo eléctrico dentro del conductor debe ser cero. En consecuen-
cia, 7, = E,, /H20 = 0, y los coeficientes de reflexién serdn I' b= I = —1. La reflexién to-
tal se presenta, sin importar el dngulo de incidencia o la polarizacién.
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13.6 Reflexion total y transmision
total de ondas
incidentes oblicuas

Ahora que se tienen métodos disponibles para resolver problemas que involucren la transmi-
si6én y reflexién de ondas incidentes oblicuas, se pueden estudiar los casos espaciales de refle-
xion total y transmision total. Se buscan combinaciones especiales de medios, dngulos de
incidencia y polarizaciones que generen estas propiedades. Para comenzar, se identifica la
condicidn necesaria para la reflexion total. Se desea la reflexion total de potencia, por lo que
IT|> = I'T* = 1, donde I puede ser tanto I" , como I, El hecho de que esta condicién inclu-
ya la posibilidad de un valor de I" complejo permite cierta flexibilidad. Para el medio inciden-
te, se puede sefialar que 7, oY T siempre serdn reales y positivos. Por otro lado, cuando se
considera el segundo medio, 7, Y T S€ involucran factores de cos ¢, o 1/cos 6,, donde
) 1/2
costy = [1 —sen 6y > = | 1 — (ﬂ> sen? (75)

np

donde se ha utilizado la ley de Snell. Se observa que cos 6,, y de aqui 7, Y 1o 5€ hacen ima-
ginarios siempre que sen 6, > n,/n,. Considérese la polarizacién paralela, por ejemplo. En
condiciones de un valor de 7, » imaginario, (69) se convierte en,

_Jmpl=mp iy =yl Z
P il +myp My + jlnayl z*

donde Z = M —j|n2p|. Por lo tanto, se puede ver que Fp .Fl’ =1,1lo cugl s1gp1ﬁca reflexion
total de potencia, siempre que 1,, Sea imaginaria. Lo mismo serd valido siempre que 1),,
sea cero, lo cual ocurre cuando sen 6, = n,/n,. Por lo tanto, se tiene una condicién de refle-
xi6n interna total, la cual es

sen6) > = (76)
n

A partir de esta condicién surge el dngulo critico de reflexion total, 0., definido como

nyp
6. = —
sen nl (77)

La condicién de reflexion total puede, por lo tanto, escribirse mds sucintamente como

6, > 6. (para reflexion total) (78)

Noétese que para que tengan sentido las ecuaciones (76) y (77), debe ser verdad que
n, < n,, o que la onda incidente esté en un medio con un indice de refraccion mayor que el
del medio ubicado mas alla de la frontera. Por esta razén, la condicion de reflexion total a
menudo se denomina reflexion interna total; es comun verlo (y aplicarlo) en dispositivos
opticos tales como prismas directores de rayos, donde la luz dentro de la estructura de vi-
drio se refleja totalmente en las interfases vidrio-aire.
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AR

n

o
“ 1, = 1.00

AR

Figura 13.8 Prisma de haz guiado del
ejemplo 13.8.
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EJEMPLO 13.8

Mediante un prisma se cambiard de direccién un rayo de luz 90°, como lo muestra la figu-
ra 13.8. La luz entra y sale del prisma a través de dos superficies antirreflejantes (con cu-
bierta AR). La reflexion total ocurrird sobre la superficie del fondo, donde el dngulo de
incidencia es de 45° con respecto a la perpendicular. Determinese el indice de refraccion mi-
nimo que se requiere del material del prisma si la regién que lo rodea es aire.

Solucién. Considerando la superficie del fondo, el medio mas alld de la interfase es aire
con n, = 1.00. Puesto que 0, = 45°, se utiliza (76) para obtener,

np
> =+2=141
= sen 45 V2

Puesto que el vidrio de silicio fundido tiene un indice de refraccién n,= 1.45, es un mate-
rial adecuado para esta aplicacion y, de hecho, se utiliza ampliamente.

Otra aplicacién importante de la reflexién interna total es en guias de onda dpticas. Es-
tas, en su forma mds simple, se fabrican con tres capas de vidrio; la de en medio tiene un
indice de refraccion ligeramente mayor que las otras dos. La figura 13.9 muestra su estruc-
tura bésica. La luz, propagdndose de izquierda a derecha, se confina en la capa central por
medio de la reflexion total en las dos interfases, como se muestra. Las guias de onda de fi-
bra dptica se fabrican segtin este principio, en el cual, una regién de vidrio cilindrico de ra-
dio pequeiio forma el niicleo y se encuentra rodeada coaxialmente por una cubierta de radio
mayor, hecha de vidrio de menor indice de refraccion. Los principios basicos del guiado de
ondas aplicados en estructuras metdlicas y dieléctricas se estudiardan en el capitulo 14.

A continuacion se considera la posibilidad de la transmision total. En este caso, el requi-
sito es simplemente que I" = 0. Se estudia esta posibilidad para las dos polarizaciones. Prime-
ro, se considera la polarizacién s. Si I' . = 0, entonces de (71) se requiere que n, = 1,, 0
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ny<nmnp

™\

Figura 13.9 Una gufa de ondas
dieléctrica (caso simétrico) mostrando el
confinamiento de luz en el centro del
material a través de la reflexion total.

N sec B, = n sec O

Utilizando la ley de Snell para escribir 6, en términos de 6,, la ecuacion anterior se trans-
forma en,

—12

2
ml1- (%) sen® 6, = m[l- senzél]_l/2
2

No existe valor de 6, que satisfaga esta ecuacion, por lo que se cambia a la polarizacién p. Uti-
lizando (67), (68) y (69) con la ley de Snell se encuentra que la condicién para I' = 0 es,

172

2
m|l— <n_1> sen291 = [1 — senzél]l/2
np

Esta ecuacién tiene una solucién, que es,

ny
/2 2
ny +nj

en donde se ha utilizado n, = ny/n, y n, = n/n,. A este dngulo especial se le llama ¢, don-
de la transmision total ocurre, el dngulo de Brewster o dngulo de polarizacion. Este Gltimo
nombre proviene del hecho de que si la luz que tiene componentes de polarizacién en s y en
p incidiera a un dngulo 6, = 6, la componente p seria transmitida por completo, dejando la
luz parcialmente reflejada polarizada en s de manera total. A dngulos que sean ligeramente
cercanos al dangulo de Brewster, la luz reflejada estd atin polarizada en s, en forma predomi-
nante. La mayoria de la luz reflejada visible se origina en las superficies horizontales (como
en la superficie de un océano), por lo que la luz tiene polarizacion horizontal, predominan-
temente. Los lentes oscuros Polaroid aprovechan este hecho para reducir el reflejo, ya que
estan disefiados para bloquear la transmisién de la luz polarizada horizontalmente, a la vez
que dejan pasar la luz polarizada verticalmente.

senf; = senfp = (79)

Luz en el medio aire incide sobre vidrio con el dngulo de Brewster. Determinense los angu-
los incidente y transmitido.
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Solucién. Puesto que el vidrio tiene un indice de refraccién n, = 1.45, el dngulo inci-
dente ser4,

1.45
0, =60z = sen”! "= sen”! <—> = 55.4°

[ + 12 1457+ 1

El dangulo transmitido se encuentra mediante la ley de Snell a través de,

0, = sen”! <ﬂ sen 93> = sen”! S 34.6°
" N

Notese en este ejercicio que sen 6, = cos 6, lo cual significa que la suma de los dngulos in-
cidente y refractado cumple la condicién de Brewster porque es siempre 90°.

Muchos de los resultados que se han visto en esta seccion se resumen en la figura 13.10,
enlaquel L,y e de (69) y (71), estdn graficadas en funcién del dngulo incidente, 6,. Se
muestran curvas de valores seleccionados de relacion de indice de refraccion, n,/n,. En to-
das las graficas donde n,/n, > 1, I'_ y ' alcanzan valores de %1 en el dngulo critico. A dn-
gulos mayores los coeficientes de reflexion se hacen imaginarios (y no se muestran); sin
embargo, conservan sus magnitudes unitarias. La presencia del dngulo de Brewster es evi-
dente en las curvas para I’ » (figura 13.10a), ya que todas las curvas cruzan el eje 6,. Este
comportamiento no se observa en las funciones I'; debido a que I'; es positivo para todos
los valores de 6, cuando n,/n, > 1.

D13.5 En el ejemplo 13.9 calctilese el coeficiente de reflexién de luz polarizada en s.

Respuesta: —0.355

13.7 Propagacion de ondas
en medios dispersivos

En el capitulo 12 se estudiaron situaciones en las que la permitividad compleja del medio de-
pendia de la frecuencia. Lo anterior es valido en todos los materiales por medio de muchos
mecanismos posibles. Uno de ellos, ya mencionado, es que las cargas ligadas oscilantes en
un material son de hecho osciladores arménicos que tienen frecuencias de resonancia asocia-
das con ellos (véase apéndice D). Cuando la frecuencia de una onda electromagnética entran-
te se encuentra en, o cerca de, la frecuencia de resonancia de una carga ligada, la onda
inducira oscilaciones fuertes; éstas a su vez minimizaran la energia de la onda en su forma
original. Por lo tanto, la onda experimenta absorcién, y lo hace en un grado mayor al que lo
harfa a una frecuencia que no estuviera en sintonia con la frecuencia de resonancia. Un efec-
to relacionado es que la parte real de la constante dieléctrica serd mas diferente a frecuencias
cercanas a la de resonancia que a frecuencias lejanas a ésta. En pocas palabras, los efectos de
la resonancia originan valores de €' y €'’, que variardn continuamente con la frecuencia. Es-
to, a su vez, producird que las constantes de atenuacion y de fase dependan de la frecuencia
de manera muy compleja, como lo expresan las ecuaciones (44) y (45) en el capitulo 12.
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Figura 13.10 a) Graficas de I, [ec. (69)] en funcion
del angulo de incidencia, 6,, como se muestra en la
figura 13.7a. Se muestran las curvas para valores
seleccionados de la relacion de indices de refraccion,
n,/n,. Ambos medios no tienen pérdidas y tienen un
w, = 1. Porlotanto, n, = ny/n, y n, = ny/n,.

b) Graficas de I', [ec. (71)] en funcion del angulo de
incidencia, 6,, como se muestra en la figura 13.7b.
Como en la figura 13.10a, los medios no tienen
pérdidas y se muestran las curvas para valores de
n,/n, seleccionados.
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Detector
con apertura

Figura 13.11 La dispersion angular de un prisma

puede medirse utilizando un dispositivo mavil, el cual
mide la longitud de onday la potencia. El dispositivo
detecta la luz a través de una pequefa apertura, por
lo tanto, mejora la resolucion de la longitud de onda.

Esta seccion se ocupa del efecto que tiene la constante dieléctrica variante con la fre-
cuencia (o indice de refraccion) sobre una onda a medida que se propaga en un medio sin
pérdidas. Esta situacién se presenta muy a menudo debido a que una variacion significativa
del indice de refraccion se puede presentar a frecuencias lejanas a la de resonancia, donde
las pérdidas por absorcién son despreciables. Un ejemplo cldsico al respecto es la separa-
cion de luz blanca en sus componentes de colores por medio de un prisma de vidrio. En es-
te caso, la dependencia del indice de refraccion con la frecuencia generard angulos de
refraccion diferentes que correspondan a los distintos colores, de aqui su separacién. Al
efecto de separacion de colores que produce el prisma se le conoce como dispersion angu-
lar, o mas especificamente, dispersion angular cromdtica.

El término dispersion implica una separacion de los componentes distinguibles de una
onda. En el caso del prisma, las componentes son los diferentes colores que se han separa-
do espacialmente. Un punto importante aqui es que el prisma ha dispersado la potencia es-
pectral. Esta idea se puede ilustrar considerando lo que tomaria medir la diferencia entre los
angulos refractados, por ejemplo, entre la luz azul y la roja. Se necesitaria utilizar un detec-
tor de potencia con una apertura muy angosta, como el que se muestra en la figura 13.11.
El detector se colocaria en los puntos correspondientes a la luz azul y roja del prisma, de tal
forma que la apertura angosta del detector permitiera el paso de, basicamente, un solo co-
lor a la vez (o luz en un rango espectral muy angosto). Posteriormente, el detector podria
medir la potencia en lo que se podria llamar un “paquete espectral”’, o una rebanada muy
angosta del espectro de frecuencia total. Mientras mds pequena sea la apertura, mas angosto
es el ancho espectral del paquete, y m4s precisa la medicién.* Es importante que se piense
acerca de la potencia de la onda como si estuviera subdividida en paquetes espectrales, ya
que asi se presentard prominentemente en la interpretacion del tema principal de esta sec-
cién: la dispersion de la onda en el tiempo.

Ahora se considera un medio no magnético sin pérdidas en el que el indice de refrac-
cion varia con la frecuencia. La constante de fase de una onda plana uniforme en este me-
dio tendra la forma

4 Para llevar a cabo este experimento serd necesario medir la longitud de onda también. Para hacer esto es proba-
ble que el detector se encuentre localizado a la salida de un espectrémetro o monocromatégrafo, cuya ranura de
entrada realice la funcién de la apertura limitada en ancho de banda.
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Figura 13.12 Diagrama w-$ para un material en el
que el indice de refraccidon aumenta con la frecuencia.
La pendiente de una linea tangente a la curva en w,
es la velocidad de grupo a esa frecuencia. La
pendiente de una linea que une al origen con el punto
sobre la curva en w, es la velocidad de fase en w,.

B) = k = wy/poe(@) = n(w)? (80)

Si se hace que n(w) sea una funcién monoténicamente creciente con la frecuencia (como de
manera normal lo es), una gréfica de w contra § se veria como la curva que muestra la fi-
gura 13.12. Dicha grafica se conoce con el nombre de diagrama o-f del medio. Se puede
aprender mucho acerca de cémo se propagan las ondas en el material tomando en cuenta la
forma de la curva w-g.

Supdngase que se tienen dos ondas a dos frecuencias, o,y ,, que se estdn propagan-
do simultdneamente en el material y cuyas amplitudes sean iguales. Las dos frecuencias es-
tan identificadas en la curva de la figura 13.12, junto con la frecuencia intermedia entre las
dos, w,. Las constantes de fase correspondientes, B, B, y B, también estan identificadas.
Los campos eléctricos de las dos ondas estdn linealmente polarizados en la misma direccion
(alo largo del eje x, por ejemplo), mientras que ambas ondas se propagan en la direccién de
z hacia delante. Por lo tanto, las ondas interferirdn entre si, lo que producird una onda resul-
tante cuya funcién de campo puede encontrarse simplemente sumando las campos E de las
dos ondas. Esta suma se lleva a cabo utilizando los campos complejos:

Ecne(z, 1) = Egle /Pl 4 g=IPielont]
Noétese que se deben utilizar las formas complejas completas (donde se conserva la depen-

dencia con la frecuencia) en oposicién con las formas fasoriales, puesto que las ondas estan
a diferentes frecuencias. A continuacion, se factoriza el término e /£02 /@0
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Ecnei(z, 1) = Ege /Pt el [o/ AP pmI A0l 4 p=i A2 g] AT

= 2Ege /Pl cos(Awt — ABz) (81)

donde

Aw = wy— w, = wp —

AB=PBo—Ba=PBr—Bo

La expresion anterior de AS es aproximadamente valida, siempre y cuando Aw sea peque-
flo. Esto puede verse en la figura 13.12, observando cémo la forma de la curva afecta AS,
dados los espaciamientos de frecuencia uniformes.

La forma instantanea real de (81) se encuentra por medio de,

Enet(z, 1) = Re{E¢ net} = 2Eq cos(Awt — ABz) cos(wot — Poz) (82)

Si el valor de Aw es muy pequefio comparado con el de w,,, se reconoce (82) como una on-
da portadora a la frecuencia w, que estd modulada sinusoidalmente a la frecuencia Aw. Las
dos ondas originales estan, por lo tanto, “palpitando” al mismo tiempo para conformar una
modulacion lenta, como se escucharia cuando se tocara la misma nota en dos instrumentos
musicales ligeramente fuera de sintonia. La onda resultante se muestra en la figura 13.13.

De interés para el lector son las velocidades de fase de la onda portadora y la envolven-
te de modulacién. A partir de la ecuacién (82) se puede escribir esto inmediatamente:

Vpe = % (velocidad portadora) (83)
Vpe = ﬂ (velocidad envolvente) (84)

Epe (2, 0)

T 1
UU UU UU UU UU UU UU UU U\ E

Figura 13.13 Gréfica de la magnitud del campo eléctrico total como funcién de z (con t = 0)
de dos ondas que se propagan simultaneamente y que tienen frecuencias diferentes, w, y
w,, conforme a la ecuacion (81). Las oscilaciones rapidas estan asociadas con la frecuencia
de la portadora, o, = (@, + w,)/2. La modulacion lenta esta asociada con la envolvente o
frecuencia de “latido”, Aw = (w, — @,)/2.
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En el diagrama w-p, figura 13.12, se reconoce la velocidad de fase de la portadora como la
pendiente de una linea recta que conecta al origen con el punto sobre la curva, cuyas coor-
denadas son @, y B, Se reconoce la velocidad de la envolvente como una cantidad que se
aproxima a la pendiente de la curva @-B en un punto especificado por (w,, B;). La veloci-
dad de la envolvente en este caso es, por lo tanto, de alguna forma menor que la velocidad
de la portadora. A medida que Aw se hace més pequeiia, la velocidad de la envolvente es
exactamente la pendiente de la curva en w,. Por lo tanto, se puede establecer lo siguiente
para el ejemplo:

Aw dw

Mmy 2 = 2g|,, = " (85)

La cantidad dw /df se llama funcién de la velocidad de grupo para el material, vg(a)). Cuan-
do se evalia una frecuencia especifica, w, representa la velocidad de un grupo de frecuen-
cias dentro de un paquete espectral de grosor muy pequefio, centrado a la frecuencia w;,. Al
establecer esto se ha ampliado el ejemplo de dos frecuencias para que incluya ondas que ten-
gan un espectro de frecuencia continuo. Cada componente de frecuencia (o paquete) estd aso-
ciada con una velocidad de grupo, a la cual se propaga la energia en ese paquete. Puesto que
la pendiente de la curva w-f cambia con la frecuencia, la velocidad de grupo estard, obvia-
mente, en funcién de la frecuencia. La dispersion de la velocidad de grupo del medio es, en
primer orden, la velocidad a la que cambia con frecuencia la pendiente de la curva w-f. Es-
te comportamiento es de una critica importancia prictica en la propagacién de ondas modu-
ladas en un medio dispersivo, y en la comprensién del grado hasta el cual la envolvente de
la modulacién pueda degradarse con la distancia de propagacion.

Considérese un medio en el que el indice de refraccién varie linealmente con la frecuencia
en un cierto rango:

1)
n(w) = ng—
wo

Determinese la velocidad de grupo y la velocidad de fase de una onda a una frecuencia w,.

Solucioén. Primero, la constante de fase serd,

®  nyw?
Blw) = n(w)— =
c woC
Ahora,
d,B . 2n0a)
do ~ wyc
asf que
B dw woC

V= — =
dg  2nyw

La velocidad de grupo en w), es

c
Vg (o) = g
0
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La velocidad de fase en o, serd

W) = o = =

Blwo)  no

13.8 Ensanchamiento de pulsos
en medios dispersivos

Advertir como un medio dispersivo afecta una onda modulada requiere considerar la propa-
gacioén de un pulso electromagnético. Los pulsos se utilizan en sefiales digitales, donde la
presencia o ausencia de un pulso en un determinado espacio de tiempo corresponde a un
“uno” o un “cero” digital. El efecto de un medio dispersivo sobre un pulso es ensancharlo
en el tiempo. Con el fin de ver como sucede esto se considera el espectro del pulso, el cual
se puede encontrar por medio de la transformada de Fourier del pulso en el dominio del
tiempo. En particular, supéngase que la forma del pulso en el tiempo es gausiana y que tie-
ne un campo eléctrico dado en z = 0 por

E(0, t) = Ege2W/T) giont (86)

donde E|, es constante, w, es la frecuencia de la portadora 'y T es €l ancho-medio caracte-
ristico de la envolvente del pulso; éste es el tiempo en el que la intensidad del pulso, o la
magnitud del vector de Poynting, disminuye en 1/e su valor mdximo (nétese que la intensi-
dad es proporcional al cuadrado del campo eléctrico). El espectro de frecuencia del pulso es
la transformada de Fourier de (86), la cual es

EyT

_ 207 iTe-w)?
EQO,w) = ——e 2 (87)

21

Noétese de (87) que el desplazamiento de frecuencia de w, al que la intensidad espectral
(proporcional a |E(0,w)|?) disminuye a 1/e de su maximo valor, es Aw = @ — w, = UT.
La figura 13.14a muestra el espectro de la intensidad gausiana del pulso, centrado en
w,, donde se indican las frecuencias correspondientes a las posiciones de intensidad espec-
tral /e, w,y w,. La figura 13.14b muestra las mismas tres frecuencias sefialadas en la cur-
va w-f del medio. Se encuentran dibujadas tres lineas tangentes a la curva a las tres
frecuencias. Las pendientes de las lineas indican las velocidades de grupo en w , @, y o,
indicadas como v e Veb Y Veor El ensanchamiento del pulso en el tiempo se puede conside-
rar como el resultado de las diferencias en el tiempo de propagacién de los paquetes de ener-
gia espectral que conforman el espectro del pulso. Puesto que la energia espectral del pulso
es mayor en la frecuencia central, w,, se puede usar é€sta como un punto de referencia alre-
dedor del cual se presentard un mayor ensanchamiento de energia. Por ejemplo, considére-
se la diferencia en los tiempos de llegada (retardos de grupo) entre las componentes de
frecuencia, w, y w,, después de haberse propagado una distancia z en el medio:

Af:z(i—i)=z<d—ﬁ ) (88)
Vebh Vg0 dw o0

dap

dw

Wp
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Figura 13.14 a) Espectro de potencia normalizado de un pulso
gausiano, seglin ecuacion (86). El espectro esta centrado a una
frecuencia de la portadora w, y tiene ancho-medio 1/e, Aw. Las
frecuencias w, y w, corresponden a 1/e posiciones en el espectro.
b) El espectro de la figura 13.14a como se muestra en el diagrama
w-pB para el medio. Las tres frecuencias especificadas en la figura
13.14a estan asociadas con tres diferentes pendientes sobre la
curva, lo cual resulta en diferentes retardos de grupo de las
componentes espectrales.

El punto fundamental es que el medio actie como algo que podria llamarse un prisma tem-
poral. En lugar de ensanchar espacialmente los paquetes de energia espectrales, los ensan-
cha en el tiempo. En este proceso se forma una nueva envolvente de pulsos temporal, cuyo
ancho estd basado fundamentalmente en el ensanchamiento de los retardos de propagacién
de las diferentes componentes espectrales. Determinando la diferencia en retardo entre la
componente espectral pico y la componente espectral de ancho-medio, se puede encontrar
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una expresion para el nuevo ancho-medio femporal. Esto, por supuesto, supone que el an-
cho de pulso inicial es despreciable comparativamente, pero si no, se puede tomar en cuen-
ta también, como se verd después. La evaluacion de (88) requiere mds informacién respecto
de la curva w-. Si se supone que la curva estd lisa y tiene una curvatura muy uniforme, se
puede expresar S(w) como los tres primeros términos de una expansion de series de Taylor
alrededor de la frecuencia portadora, w,:

B@) = Blan) + (@ — o0)fy + 3@ — w0y (89)
donde
Bo = Blen)
m=%m 90)
y
m=§£m 1)

Notese que si la curva w-8 fuera una linea recta, entonces los primeros dos términos de (89)
describirian de manera precisa B(w). El tercer término de (89), que involucra a ,, es €l que
describe la curvatura y, finalmente, la dispersion.

Notando que B, B, y B, son constantes, se calcula la primera derivada de (89) con res-
pecto a @ para encontrar

d
d—ﬁ = B + (0 — wp) B2 92)
w

Ahora se sustituye (92) en (88) para obtener

At = [B1 + (wp — wo)B2] 2 — [B1 + (w0 — @) 2] 2 = AwPrz = % (93)

donde Aw = (w, — w,;) = UT. B,, como se define en (91), es el pardmetro de dispersion.
En general, sus unidades son tiempo*/distancia, que son ensanchamiento de pulso en el
tiempo por unidad de ancho de banda espectral, por unidad de longitud. Por ejemplo, en las
fibras 6pticas, las unidades que mas comdnmente se utilizan son picosegundos?/kilémetro
(psec?/km). B, se puede determinar cuando se conoce cémo varia 8 con la frecuencia, o tam-
bién se puede medir.

Si el ancho del pulso inicial es muy pequefio en comparacién con At, entonces el
grosor del pulso ensanchado en z serd simplemente Az. Si el ancho del pulso inicial es com-
parable con At, entonces el ancho del pulso en z puede encontrarse por medio de la convo-
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lucién de la envolvente de pulsos gausianos de anchura 7' con una envolvente gausiana, cu-
yo grosor es At. Por lo tanto, en general, el ancho del pulso en z serd,

T' =+/T?+ (A1)? %94)

Se sabe que un enlace por fibra dptica tiene una dispersién g, = 20 ps*/km. Un pulso de luz
gausiano a la entrada de la fibra tiene un ancho inicial de 7 = 10 ps. Determinese el ancho
del pulso en la salida de la fibra si el enlace tiene 15 km de longitud.

Solucion. El ensanchamiento del pulso serd

Bz 20)d5)
T 10
Asf que el ancho del pulso de salida es,

T' = /(10)2 4+ (30)2 = 32 ps

At = 30 ps

.
Animaciones

Un producto secundario muy interesante del ensanchamiento de los pulsos a través de
la dispersion cromatica es que el pulso ensanchado es silbado. Esto significa que la frecuen-
cia instantdnea del pulso varia monoténicamente (aumenta o disminuye) con el tiempo so-
bre la envolvente del pulso. Otra vez, esto sélo es una manifestacion del mecanismo de
ensanchamiento en la cual las componentes espectrales a diferentes frecuencias se ensan-
chan en el tiempo a medida que se propagan a velocidades de grupo diferentes. El efecto de
calcular el retardo de grupo, t » COMo funcién de la frecuencia, se puede cuantificar utili-
zando (92). Se obtiene:

V4 dp
p=—=2—=F+(@-w)h)z (95)
V, dw
Esta ecuacidn expresa que el retardo de grupo serd una funcién lineal de la frecuencia, y que
las frecuencias mayores llegardn en tiempos posteriores si 8, es positivo. El silbido es po-
sitivo si las frecuencias mds bajas se adelantan en tiempo a las mds altas [se requiere que 8,
sea positivo en (95)]; el silbido es negativo si las frecuencias mds altas se adelantan en tiem-
po (B, es negativo). La figura 13.15 muestra el efecto del ensanchamiento e ilustra el fend-
meno del silbido.

D13.6 Para el enlace por fibra 6ptica del ejemplo 13.11 se inyecta un pulso de 20 ps
en lugar de 10 ps. Determinese el ancho del pulso de salida.

Respuesta: 25 ps

Como punto final, nétese que el ancho de banda del pulso, Aw, se vio que era de 1/T.
Esto es vdlido siempre y cuando se calcule la transformada de Fourier de la envolvente del
pulso, como se hizo con (86) para obtener (87). En este caso, E, se consideré como cons-
tante, por lo que la tnica variacién en el tiempo surgié de la onda portadora y de la envol-
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Figura 13.15 |Intensidades de pulsos gausianos en funcion del
tiempo (curvas continuas) antes y después de propagarse a
través de un medio disperso, como se muestra en el diagrama
w-B de la figura 13.14b. Las oscilaciones del campo eléctrico se
muestran bajo el segundo trazo para demostrar el efecto silbido
a medida que el pulso se ensancha. Nétese que la amplitud
reducida del pulso ensanchado, el cual ocurre porque la energia
del pulso (el area debajo de la envolvente de intensidad) es
constante.

vente gausiana. Dicho pulso, cuyo espectro de frecuencia se obtiene solamente de la envolven-
te del pulso, se conoce como limitada por transformada. Sin embargo, en general puede es-
tar presente un ancho de banda adicional puesto que E, puede variar con el tiempo por una
razon u otra (como ruido de fase que pudiera estar presente en la portadora). En estos casos
el ensanchamiento de pulsos se encuentra a partir de la expresion mds genérica,

donde Aw es el ancho de banda espectral neto que surge de todas las fuentes. Es claro que
se prefieren los pulsos de transformada limitada con el fin de minimizar el ensanchamien-
to, ya que éstos tendrdn un ancho espectral menor para un ancho de pulso determinado.

Lecturas complementarias

1. DuBroff, R. E., S. V. Marshall y G. G. Skitek, Electromagnetic Concepts and Applications, 4a. ed.,
Englewood Cliffs, N.J., Prentice-Hall, 1996. El capitulo 9 de este texto aborda los conceptos pre-
sentados aqui, con ejemplos y aplicaciones adicionales.

2. Iskander, M. E,, Electromagnetic Fields and Waves, Englewood Cliffs, N.J., Prentice-Hall, 1992.
El tratamiento de las interfases mdltiples del capitulo 5 de este texto es particularmente bueno.

3. Harrington, R. F., Time-Harmonic Electromagnetic Fields, Nueva York, McGraw-Hill, 1961. Es-
te texto avanzado ofrece un panorama muy bueno de los conceptos generales sobre la reflexion de
ondas en el capitulo 2.

4. Marcuse, D., Light Transmission Optics. Nueva York, Van Nostrand Reinhold, 1982. Este texto de
nivel intermedio proporciona una cobertura detallada de las gufas de onda Opticas y la propaga-
cién de pulsos en medios dispersivos.
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Problemas

13.1

13.2

13.3

134

13.5

13.6

13.7

13.8

13.9

Una onda plana uniforme en el aire, E | = Ef}, cos(10'° ¢ — Bz) V/m, incide perpen-
dicularmente sobre una superficie de cobre en z = 0. ;Qué porcentaje de la densidad
de potencia incidente se transmite al cobre?

El plano z = 0 define la frontera entre dos dieléctricos. Para z < 0, €,, =5, e;'l =0
Y iy =y Paraz>0,€,=3,€, =0y uu, = u, Sea E} =200 cos(wt — 15z) V/m
y encuentre a) w; b) (ST); ¢) (S7): d) (ST).

Una onda plana uniforme en la regién 1 incide perpendicularmente sobre la frontera
plana que separa a las regiones 1y 2. Si €'/ = €’/ = 0, mientras que €/, = u’, y €/,
= V“Ez’ encuentre la relacion er’z/er’1 si el 20% de la energia de la onda incidente se
refleja en la frontera. Existen dos posibles respuestas.

Una onda plana uniforme de 10 MHz tiene una densidad de potencia promedio ini-
cial de 5 W/m? e incide perpendicularmente en el espacio libre sobre la superficie de
un material con pérdidas en el que €,/€) = 0.05, €/, =5y u, = . Calcule la dis-
tancia en el medio con pérdidas a la que la densidad de potencia de la onda transmi-
tida disminuye 10 dB de la densidad inicial de 5 W/m?.

La region z < 0 se caracteriza por € = j1 = 1 y €' = 0. El campo total E aqui estd da-
do como la suma de dos ondas planas uniformes, E = 150 ¢7/%a_+ (50£20°) &/'%a_
V/m. a) {Cudl es la frecuencia de operacién? b) Especifique la impedancia intrinseca
de la regién z > 0 que proporcionaria la onda reflejada apropiada. c¢) ;A qué valor de
z, —10 cm < z < 0, tiene maxima amplitud la intensidad del campo eléctrico total?

Laregion 1, z < 0, y la regién 2, z > 0, estdn descritas por los pardmetros siguien-
tes: €, =100 pF/m, u, = 25 uH/m, €| = 0, €; = 200 pF/m, p, = 50 uH/my €', /e,
= 0.5. Si Ef = 5¢7*1¢ cos(4 x 10 — B,2)a, V/m, encuentre: a) o; b) B; ¢) (ST);
d) (S7); e) (ST).

Las regiones semiinfinitas z < 0 y z > 1 m estan en el espacio libre. Para 0 < z < 1
m, € =4, =1ye’ =0.Unaonda plana uniforme con w = 4 x 108 rad/s esta
viajando en la direccion de a_hacia la interfase en z = 0. a) Encuentre la razén de
onda estacionaria en cada una de las tres regiones; b) Encuentre la ubicacién del |E|
mdximo para z < 0 que estd més cerca de z = 0.

Una onda empieza en el punto a, se propaga 100 m a través de un dieléctrico con pér-
didas para el que o = 0.5 Np/m, se refleja como resultado de una incidencia perpen-
dicular en una frontera en la que I' = 0.3 4 j0.4, y después regresa al punto a. Calcule
la relacion de la potencia final y la potencia incidente después de este viaje redondo.

Laregion 1, z < 0, y laregion 2, z > 0, son perfectos dieléctricos (u = s e’ =0).
Una onda plana uniforme que se propaga en la direccion de a, tiene una frecuencia
en radianes de 3 x 10'° rad/s. Sus longitudes de onda en las dos regiones son 1, = 5 cm
y A, = 3 cm. ;Qué porcentaje de la energia incidente sobre la frontera es: a) refleja-
da; b) transmitida; c) ;cudl es la razén de onda estacionaria de la regién 1?

13.10 En la figura 13.1, sea la region 2 el espacio libre mientras que 1, =1, €| =0y €/,

es desconocido. Encuentre e;l si: a) la amplitud de E7 es la mitad de la de EJ{; b)
(S7) es la mitad de (ST); ¢) |[E,| , es la mitad de |E,| .

13.11 Una onda plana uniforme de 150 MHz en el aire incide perpendicularmente sobre un

material cuya impedancia intrinseca se desconoce. Las mediciones dan una razén de
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onda estacionaria de 3 y la aparicién de un campo eléctrico minimo de 0.3 longi-
tudes de onda enfrente de la interfase. Determine la impedancia del material des-
conocido.

13.12 Una onda plana uniforme de 50 MHz en el aire incide perpendicularmente en la su-
perficie de un océano calmado. Para el caso de agua salada, 0 =4 S/my € = 78.
a) Determine las fracciones de la onda incidente que se reflejan y transmiten. b) Cua-
litativamente, ;de qué manera cambiardn estas respuestas (si es que lo hacen) a me-
dida que aumente la frecuencia?

13.13 Una onda plana en el aire polarizada circularmente hacia la derecha incide perpendi-
cularmente en la superficie en una placa semiinfinita de plexiglds (¢, = 3.45, €/’ = 0).
Calcule las fracciones de la potencia incidente que se reflejan y transmiten. Asimis-
mo, describa las polarizaciones de las ondas reflejadas y transmitidas.

13.14 Una onda plana polarizada circularmente a la izquierda incide perpendicularmente en
la superficie de un conductor perfecto. a) Construya la superposicion de las ondas in-
cidentes y reflejadas en forma fasorial. b) Determine la forma instantdnea real del re-
sultado de la parte a). ¢) Describa la onda que se forma.

13.15 Considere las regiones en las que €’ = 0: regién 1,z < 0, u; =4 uH/my €; = 10
pF/m; regién 2,0 < z < 6 cm, pu, = 2 uH/m, eé = 25 pF/m; regién 3,z > 6 cm, u3
= W,y € = €. a) (Cudl es la frecuencia mds baja en la que una onda plana unifor-
me incidente de la regién 1 en la frontera en z = 0 no se reflejara? b) Si f = 50 MHz,
(cudl serd la razén de onda estacionaria de la regién 1?

13.16 Una onda plana uniforme en el aire incide perpendicularmente en una placa de die-
Iéctrico sin pérdidas de grosor igual a A/ 8 e impedancia intrinseca n = 260 Q. De-
termine la razén de onda estacionaria enfrente de la placa. Asimismo, encuentre la
fraccion de la potencia incidente que se transmite al otro lado de la placa.

13.17 Repita el problema 13.16 para los casos en los que la frecuencia es a) el doble y b)
el cuddruple. Suponga que la impedancia de la placa no depende de la frecuencia.

13.18 Una onda plana uniforme incide perpendicularmente sobre una placa de vidrio (n =
1.45) cuya superficie de atrds estd en contacto con un conductor perfecto. Determine
el corrimiento de fase reflejado en la superficie frontal del vidrio si el grosor del vi-
drio es: a) A/2; b) A/4; ¢) A/8.

13.19 Se le proporcionan cuatro placas de material dieléctrico sin pérdidas, todas con la
misma impedancia intrinseca, 7, que se sabe que es diferente de la del espacio libre.
El grosor de cada placa es de A/4, donde A es la longitud de onda medida en el ma-
terial de las placas. Estas se colocardn paralelas entre si y el conjunto se encuentra en
la misma trayectoria de una onda plana uniforme, que incide perpendicularmente.
Las placas se colocaran de tal forma que los espacios de aire entre ellas tienen un gro-
sor de cero, un cuarto y media longitud de onda. Especificar el arreglo de las placas
y los espacios entre ellas de tal forma que @) la onda sea transmitida totalmente a tra-
vés del arreglo y b) el arreglo presente la maxima reflectividad a la onda incidente.
Pueden existir varias respuestas.

13.20 La onda plana de 50 MHz del problema 13.12 incide sobre la superficie del océa-
no con un angulo con respecto a la perpendicular de 60°. Determine las fracciones
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13.21

13.22

13.23

13.24

13.25

13.26

Figura 13.16 Véanse problemas 13.22 y 13.283.

de la potencia incidente que se reflejan y transmiten para a) polarizacién s y b) po-
larizacion p.

Una onda plana en el aire polarizada circularmente a la derecha incide con un dngu-
lo de Brewster sobre una placa de plexiglds semiinfinita (e, = 3.45, €/’ = 0). a) De-
termine las fracciones de la potencia incidente que se refleja y transmite. ) Describa
las polarizaciones de las ondas reflejada y transmitida.

Una guia de onda dieléctrica se muestra en la figura 13.16 con los indices de refrac-
cién que se muestran. Luz incidente ingresa a la guia con un dngulo ¢ con respecto
a la superficie frontal, como se muestra. Una vez adentro, la luz se refleja totalmen-
te en la interfase superior n, — n, donde n, > n,. Todas las reflexiones subsecuen-
tes de las fronteras superior e inferior también serdn totales, por lo que la luz estard
confinada en la gufa. Exprese, en términos de n, y n,, el valor maximo de ¢ tal que
se presente confinamiento total, con n,=1.La cantidad sen ¢ se conoce como la
apertura numérica de la guia.

Supdngase que ¢ en la figura 13.16 es el dngulo de Brewster y que 6, es el dngulo
critico. Encuentre n, en términos de n, y n,.

Un prisma de Brewster esta disefiado para dejar pasar luz con polarizacién p sin nin-
guna pérdida por reflexién. El prisma de la figura 13.17 esta hecho de vidrio (n = 1.45)
y estd en el aire. Considerando la trayectoria de luz mostrada, determine el angulo
superior «.

En el prisma de Brewster de la figura 13.17 determine, para la polarizacion s de la
luz, la fraccion de la potencia incidente que se transmite a través del prisma.

Demuestre cémo un solo bloque de vidrio puede utilizarse para desplazar un rayo de
luz con polarizacién p 180°, tomando en cuenta que (en principio), la luz no tiene
pérdidas por reflexion. La luz incide desde el aire y el rayo que regresa (también en el
aire) puede desplazarse hacia los lados del rayo incidente. Especifique todos los dngu-
los pertinentes y utilice n = 1.45 para el vidrio. Existe mds de un posible disefio.

A

Figura 13.16 Véanse problemas 13.24 y 13.25.
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13.27 Utilizando la ecuacién (79) del capitulo 12 como punto de partida, determine la ra-
z6n de las velocidades de grupo y fase de una onda electromagnética en un buen con-
ductor. Suponga que la conductividad no varie con la frecuencia.

13.28 En un pequefio rango de longitudes de onda, el indice de refraccién de un cierto ma-
terial varfa aproximadamente en forma lineal con la longitud de onda en la forma
n(A) =n,+n, (A — A, donde n , n, y A son constantes y donde A es la longitud de
onda en el espacio libre. @) Demuestre que d/dw = —(2nc/w?)d/dx. b) Utilizando
B(L) = 2mn/X, determine el retardo de grupo dependiente (o no dependiente) de la
longitud de onda por unidad de distancia. ¢) Determine $, del resultado de la parte
b). d) Comente las implicaciones de estos resultados, si es que hay, sobre el ensan-
chamiento de pulsos.

13.29 Un pulso T =5 ps limitado por transformada se propaga en un medio dispersivo pa-
ra el que B, = 10 ps?/km. ;En qué distancia se ensanchar el pulso al doble de su an-
cho inicial?

13.30 Un pulso T = 20 ps limitado por transformada se propaga a través de 10 km de un
medio dispersivo para el que g, = 12 ps/km. El pulso, después, a través de un se-
gundo medio de 10 km de longitud para el cual g, = —12 ps*/km. Describa el pulso
a la salida del segundo medio y dé una explicacion fisica de lo que paso.
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CAPiIiTULO

Ondas guiadas
y radiacion

omo conclusion del estudio sobre electromagnetismo se investigan algunas estruc-

turas para el guiado de ondas electromagnéticas y se estudian los principios bajo los

que éstas operan. En estas estructuras se incluyen las lineas de transmision, las cua-
les se estudiaron desde el punto de vista de sus corrientes y voltajes en el capitulo 11, y que
ahora se vuelven a abordar pero ahora desde el punto de vista de los campos. El estudio se
amplia y se incluyen algunos dispositivos para el guiado de ondas. Definida de una manera
muy amplia, una guia de onda es una estructura a través de la cual las ondas electromagné-
ticas pueden transmitirse punto a punto y dentro de las cuales los campos estdn confinados,
hasta cierto punto. Una linea de transmision coincide con esta descripcion; sin embargo,
es un caso especial que emplea dos conductores y s6lo propaga una configuracién de cam-
po TEM. Las guifas de onda, en general, no poseen estas restricciones y pueden emplear
cualquier niumero de conductores y dieléctricos o, como se verd, solamente dieléctricos y
no conductores.

Después se estudian los conceptos fundamentales de la radiacidon de ondas electromag-
néticas utilizando antenas. Una antena es cualquier dispositivo que radia energia electro-
magnética al espacio, donde ésta se origina en una fuente que alimenta a una antena a través
de una linea de transmisién o guia de ondas. Por lo tanto, la antena sirve como interfase en-
tre la linea confinada y el espacio cuando se utiliza como transmisor, o entre el espacio y la
linea cuando se utiliza como receptor.

Este capitulo comienza presentando algunas estructuras utilizadas en lineas de transmi-
sion, haciendo énfasis en la obtencion de expresiones para las constantes basicas, L, C, Gy R,
para regimenes de operacion de bajas y altas frecuencias. Después, se comienza el estudio de
las guias de onda proporcionando un panorama de los dispositivos de guia de ondas con el fin
de comprender, desde el punto de vista fisico, cémo trabajan y en qué condiciones se utilizan.
A continuacion se estudia la estructura simple de placas paralelas y se distingue entre su ope-
racién como linea de transmision y como guia de ondas. En este dispositivo se desarrolla el
concepto de modos en las guias de onda, asi como las condiciones en las cuales aquellos ocu-
rren. También se estudiardn las distintas configuraciones de campo eléctrico y magnético de
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los modos guiados utilizando modelos sencillos de ondas planas y la ecuacién de onda. A
continuacidn se estudiardn estructuras mas complicadas, entre las que se incluyen las gufas
de onda rectangulares, guias de placa dieléctrica y las fibras dpticas.

El estudio sobre antenas incluird la deduccion de los campos que radia un dipolo ele-
mental, comenzando por los potenciales vectoriales retardados estudiados en el capitulo 10.
Se abordaran diferentes asuntos, por ejemplo: la eficiencia de radiacién de potencia de una
antena y los pardmetros que la gobiernan. ll

14.1 Campos en las lineas de transmision
y constantes fundamentales

Primero se establece la equivalencia entre las operaciones en las lineas de transmisién cuan-
do se consideran el voltaje y la corriente, desde el punto de vista de los campos dentro de
la linea. Considérese, por ejemplo, la linea de placas paralelas que muestra la figura 14.1.
En la linea, se supone que el espaciamiento entre las placas, d, es mucho menor que el an-
cho de la linea, b (hacia la pagina), por lo que los campos eléctricos y magnéticos se pue-
den suponer uniformes dentro de cualquier plano transversal. Asimismo, se supone que la
propagacion es sin pérdidas. La figura 14.1 muestra una vista lateral, que incluye la propa-
gacion a través del eje z. Los campos, junto con el voltaje y la corriente, se muestran en un
instante determinado.
El voltaje y la corriente en forma fasorial son:

Vi(z) = Voe /F¢ (la)

Vo _
L(z) = 0 it 16
(2) ZOe (1b)

donde Z, = "V L/C. El campo eléctrico en un determinado plano transversal en z es exacta-
mente el campo del capacitor de placas paralelas:

% Vo _;
2o Db 2
7 e (2a)

Eg, (Z) = d

El campo magnético es igual a la densidad de corriente de superficie, la cual se supone uni-
forme, en cualquiera de las placas [ecuacion (12), capitulo 8]:

Is V() —j
Hy(z) =Ko =+ = —e 2b
2 =T T bz (2b)
I 1
[
+H[++ ++ + - = ——A - =
E A E A
®Hl l . ? ®OH “ ko
—v__ __ — + 4+ e+

Figura 14.1 Una onda en una linea de transmision representada por distribuciones de
voltaje y de carga a lo largo de su longitud esta asociada con campos eléctricos y
magnéticos transversales que forman una onda TEM.
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Los dos campos, ambos uniformes, ortogonales y en el plano transversal, son idénticos
en forma a los de una onda plana uniforme. Como tales, ambos son campos electromagné-
ticos transversales (TEM), también conocidos simplemente como campos de la linea de
transmisién. Estos difieren de los campos de la onda plana uniforme en que sélo existen en
el interior de la linea, y en ningiin otro lado.

El flujo de potencia en la linea se encuentra por medio del vector de Poynting prome-
diado en el tiempo, integrado sobre la seccidn transversal de la linea. Utilizando (2a) y (2b),
se encuentra que:

b dl 1‘/0 Vv |V0|2 1
P, = “Re{E, H},} dxdy = - ——(bd) = = —Re|V,I*
2 /0 /0 5 e{E., ys} xdy = - — bZ(’;( ) 27 "2 e{v, 1} 3)

La potencia transmitida en la linea es una de las cantidades mds importantes que es desea-
ble conocer desde el punto de vista practico. La ecuacién (3) muestra que esto puede obte-
nerse de forma consistente mediante los campos de la linea o del voltaje y la corriente.
Como era de esperarse, esta consistencia se conserva cuando se incluyen las pérdidas. El
método de los campos, de hecho, tiene muchas ventajas y en general se prefiere, puesto que
resulta ficil la incorporacion de los mecanismos de pérdidas dieléctricas (aparte de la con-
ductividad), ademds de las propiedades dispersivas del dieléctrico. Los campos de la linea de
transmisién tambi€n son necesarios para generar las constantes fundamentales, como se
demostrard ahora para el caso de la linea de placas paralelas y otras geometrias de linea se-
leccionadas.

Se supone que la linea estd llena de material dieléctrico que tiene una permitividad , una
conductividad o, una permeabilidad p y, generalmente, w, (figura 14.2). El grosor de las
placas superior e inferior es ¢, el cual, junto con el ancho de la placa b y la conductividad de
la placa, o, se utiliza para evaluar el pardmetro de resistencia por unidad de longitud R en
condiciones de baja frecuencia. Sin embargo, se considerard la operacion en alta frecuencia,
en la que el efecto piel da un grosor de placa efectiva o profundidad de piel, §, mucho me-
nor que z.

Primero, la capacitancia y la conductancia por unidad de longitud son simplemente las
de la estructura de placas paralelas, suponiendo campos estdticos. Utilizando la ecuacién
(27) del capitulo 6 se encuentra

€'b
C=- “4)
El valor de la permitividad que se utiliz6 debe ser el apropiado para el rango de frecuencias
de operacién considerado.
La conductancia por unidad de longitud puede determinarse facilmente de la expresion
para la capacitancia utilizando la relacién entre la capacitancia y la resistencia [ecuacion
(45), capitulo 6]:

| |

Conductor (0,.) Dielégtrico
(0,€, 1)

Nﬂ « > k—N

|
.

Figura 14.2 |a geometria de la linea de transmision de placas paralelas.
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o ob
G=—-—-C=—
€ d

&)

La evaluacién de L y R toma en cuenta el supuesto de un efecto piel bien desarrollado
tal que § < t. En consecuencia, la inductancia es, fundamentalmente, exterior, ya que el flu-
jo magnético dentro de cualquier conductor es despreciable comparado con el que estd pre-
sente entre los conductores. Por lo tanto,

d
L= Loy = “7 ©6)

Noétese que L, C = ue’ = 1/, y, por lo tanto, se puede evaluar la inductancia externa de
cualquier linea de transmisién de la cual se conocen sus caracteristicas aislantes y de ca-
pacitancia.

El dltimo de los tres pardmetros que se necesitan es la resistencia R por unidad de lon-
gitud. Si la frecuencia es muy alta y la profundidad de piel § es muy pequefia, entonces se
obtiene una expresion apropiada para R distribuyendo la corriente total de manera uniforme
a través de una profundidad é. La resistencia del efecto piel (a través de ambos conductores
en serie sobre una unidad de longitud) es

2
R = (7
o.0b

Por ultimo, es conveniente incluir aqui la expresién comun para la impedancia caracte-
ristica de la linea con las formulas paramétricas:

Lext wd
Zo =/ = [== 8
0 C €b ®

Si fuera necesario, se puede obtener un valor mas preciso de la ecuacién (47), capitulo 11.
Noétese que cuando se sustituye (8) en (2b) y utilizando (2a), se obtiene la relacién espera-
da de la onda TEM, E, = nH , donde n ="V p/e’.

D14.1 Los pardmetros de la linea de transmisién plana que se muestran en la figu-
ra 14.2 son b = 6 mm, d = 0.25 mm, = 25 mm, 0, = 5.5 X 107 S/m, we’ = 25 pF/m,
w =,y olwe" = 0.03. Si la frecuencia de operacion es de 750 MHz, calcilese: a)
a; b) B; ¢) Z,.

Respuesta: 0.47 Np/m; 26 rad/m; 9.3.£0.7° Q

14.1.1 Coaxial (altas frecuencias)

A continuacidn se considera un cable coaxial en el que el dieléctrico tiene un radio interior
a y un radio exterior b (figura 14.3). La capacitancia por unidad de longitud obtenida como
la ecuacién (29) de la seccion 6.4, es

_ 2me’ (9)
" In(b/a)
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Dieléctrico

) Conductor
(0,€,1)

(@)

Figura 14.3 Geometria de una linea de transmisién coaxial.

De nuevo, utilizando la ecuacién (45) del capitulo 6, la conductancia es

G- 2no
" In(b/a)

(10)

donde o es la conductividad del dieléctrico entre los conductores a la frecuencia de operacion.
La inductancia por unidad de longitud se calcul6 para el cable coaxial como la ecua-
cion (50) de la seccién 9.10,

Lew = 2 n(b/a) (11)
21

De nuevo, esta es la inductancia externa, pues la pequefia profundidad de piel excluye cual-
quier flujo magnético significativo dentro de los conductores.

Para un conductor circular de radio a y conductividad o, apliquese la ecuacién (90) de
la seccién 12.4 a una longitud unitaria, obteniéndose,

1

R.= —
n 2mwado,

En el conductor exterior también hay una resistencia, la cual tiene un radio interior b. Se supo-
ne la misma conductividad o, y el mismo valor de la profundidad de piel 8, lo que conduce a,

1

Rext = A e
2bdo,

Puesto que la corriente en la linea fluye a través de estas dos resistencias en serie, la resis-

tencia total es la suma:
1 1 1
R L (12)
2 do, <a * b>

Por dltimo, la impedancia caracteristica, suponiendo bajas pérdidas, es

L 1
Zo= JEe 2 L B0 (13)
C 2V € a
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14.1.2 Coaxial (bajas frecuencias)

Abhora se obtendrdn los valores de los pardmetros de la linea coaxial a muy bajas frecuen-
cias, donde el efecto piel es despreciable y se supone que la corriente estd distribuida de ma-
nera uniforme a través de las secciones transversales del conductor.

Primero se observa que la distribucion de corriente en el conductor no afecta su capa-
citancia ni su conductancia por unidad de longitud. Por lo tanto,

2me’
= 14
In(b/a) 1
y
2o
O = b/ (1>

La resistencia por unidad de longitud puede calcularse a través de métodos de ¢d, R = I/0,S),
donde I = 1 my o, es la conductividad de los conductores exterior ¢ interior. El drea del
conductor central es 7a® y el del exterior es (c> — b?). Sumando los dos valores de resis-
tencia, se tiene,

1 1 1
R=——=+4+—— 16
o7 <a2 + cz—bz) (o)

Solamente uno de los cuatro pardmetros queda por encontrar: la inductancia por unidad de
longitud. La inductancia externa que se calcul6 a altas frecuencias es la mayor parte de la
inductancia total. A ésta, sin embargo, se le deben sumar términos menores que representan
las inductancias internas de los conductores interior y exterior.

A frecuencias muy bajas, donde la distribucién de corriente es uniforme, la inductancia
interna del conductor central es el tema del problema 43 del capitulo 9; la relacién también
se expresa en la ecuacion (62) de la seccion 9.10:

Lo = % 17)

La determinacién de la inductancia interna del cascarén externo es un problema maés di-
ficil y la mayor parte del trabajo se requirié en el problema 36 del capitulo 9. Ahi, se encon-
tr6 que la energia almacenada por unidad de longitud en el cascardn cilindrico exterior de
radio interior b y radio exterior ¢ con una distribucién de corriente uniforme es

wi? 2 ) 4c? c
Wyp=—t"" (34w
H 1671(c2—b2)< “Ctap™p

Por lo tanto, la inductancia interna del conductor exterior a muy bajas frecuencias es

% ) 2 4¢? c
Loeim = —2 (p? -3+ -2 & 18
bent 8n(c2—b2)< Ctap nb) (18)

A bajas frecuencias, la inductancia total se obtiene sumando (11), (17) y (18):

u b 1 1 ) 2 4c? c
L=2m24-y (o324 & (19)
271|:na+4+4(02—b2)< CrtaTE ™My
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14.1.3 Coaxial (frecuencias intermedias)

Aln estd pendiente el intervalo de frecuencias en donde la profundidad de piel no es ni mu-
cho mayor ni mucho menor que el radio. En este caso, la distribucién de corriente la deter-
minan las funciones de Bessel, y tanto la resistencia como la inductancia interna se expresan
mediante férmulas muy complicadas. En los manuales se tabulan sus valores y es necesario
utilizar las tablas para tamafios de conductores muy pequefios a altas frecuencias y para ta-
maiios de conductores muy grandes a bajas frecuencias, como es el caso de las lineas de
transmisién de potencia.!

D14.2 Las dimensiones de una linea de transmision coaxial son a = 4 mm,
b =17.5 mmy c = 20 mm. La conductividad de los conductores interior y exterior
es de 2 x 107 S/m, y las propiedades dieléctricas son pu, = 1, €/ = 3 y o/we’ = 0.025.
Supéngase que la tangente de pérdidas es constante con la frecuencia. Determine:
a) L, C, R, GyZ,a 150 MHz; b) L y R a 60 Hz.

Respuesta: 0.30 ©H/m, 113 pF/m, 0.27 Q/m, 2.7 mS/m, 51 ; 0.36 ©H/m, 1.16 mQ/m

14.1.4 Linea bifilar (altas frecuencias)

Para la linea de transmision bifilar que muestra la figura 14.4 con conductores de radio a y
conductividad o, con una separacion entre centros igual a d y un medio de permeabilidad i,
permitividad €', y conductividad 0, se encontrd en el capitulo 6 [ecuacion (40), seccién 6.5]
que la capacitancia estd dada por

/

e

_ 20
c cosh™'(d/2a) 0
0
c 7€ d)
= M (a K

La inductancia externa puede encontrarse de L, C = pe’. Y resulta

Lo = & cosh™!(d/2a) Q1)
T

Lew = glnw/a) (a < d)

La conductancia por unidad de longitud se puede escribir inmediatamente a partir de una
inspeccién de la expresion para la capacitancia,

o

_ 22
G cosh™'(d/2a) @2

! Las funciones Bessel se estudian dentro del contexto de las fibras 6pticas en la seccién 14.7. La distribucién de
corriente, inductancia interna y resistencia interna de alambres redondos se estudian (con ejemplos numéricos) en
Weeks, pp. 35-44. Véanse las lecturas complementarias al final de este capitulo.
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Conductor (a,)

Dieléctrico
(0,€ 1)

d 1

Figura 14.4 Geometria de la linea de transmision bifilar.

La resistencia por unidad de longitud es el doble de la del conductor central del cable coaxial,

1
R = (23)
wado,

Por ultimo, utilizando las expresiones para la capacitancia y la inductancia externa se obtie-
ne un valor para la impedancia caracteristica,

[ Lex 1 _
Zy = L fod cosh™'(d/2a) (24)
C T\ e

14.1.5 Linea bifilar (bajas frecuencias)

A bajas frecuencias, en donde se puede suponer una distribucién de corriente uniforme, se
deben modificar una vez mas las expresiones de L y R, no asi las de C'y G. Estas dos ulti-

mas pueden expresarse de nuevo por (20) y (22):

e

= cosh (d/2a)
N ToO

N cosh™'(d/2a)

La inductancia por unidad de longitud debe aumentarse al doble de la inductancia interna
de un alambre recto de seccion circular,

I — It |:1 -1 i|
= =| - +cosh™'(d/2a) (25)
|4

La resistencia se convierte en el doble de la resistencia para cd de un alambre de radio a,
conductividad o, y de una longitud unitaria:

R= (26)

Ta’o.

D14.3 Los conductores de una linea de transmision bifilar tienen un radio de 0.8 mm
cada uno y una conductividad de 3 x 107 S/m. Se encuentran separados por una dis-
tancia de 0.8 cm entre centros en un medio para el cual €. = 2.5, u, =1y o =4 x
10~? S/m. Si la linea opera a 60 Hz, encuéntrese: a) 8; b) C; ¢) G; d) L; e) R.

Respuesta: 1.2 cm; 30 pF/m; 5.5 nS/m; 1.02 xH/m; 0.033 Q/m
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14.1.6 Linea de microcinta (bajas frecuencias)

La linea de microcinta es un ejemplo de una clase de configuraciones que incluyen conduc-
tores planos de grosores finitos sobre o dentro de substratos; se utilizan en general como
dispositivos de interconexién en circuitos microelectrénicos. La configuracién en microcin-
ta, mostrada en la figura 14.5, consiste en un dieléctrico (el cual se supone que no tiene pér-
didas) de grosor d y permitividad €, = €, €,, que se encuentra entre un plano de tierra
conductor y una franja conductora de ancho w. La region arriba de la franja superior es aire
(en esta caso) o un dieléctrico de menor permitividad.

La estructura es muy parecida al caso de una linea de placas paralelas si w > d. Por lo
general, en una microcinta dicho supuesto no es valido, por lo que existen densidades de
carga significativas en ambas superficies del conductor superior. El campo eléctrico resul-
tante, originado en el conductor superior y terminado en el inferior, existird dentro de am-
bas regiones, substrato y aire. Lo mismo es vélido para el campo magnético, el cual circula
alrededor del conductor superior. Esta configuracién del campo electromagnético no se pue-
de propagar sélo como una onda TEM, debido a que las velocidades de onda dentro de los
dos medios son diferentes. En lugar de ello se presentardan ondas que tengan componentes
en zde E y H, con las magnitudes de las componentes de z establecidas de tal forma que
los campos en el aire y en el dieléctrico alcancen velocidades de fase iguales (el razona-
miento a la afirmacion anterior se explicard en la seccién 14.6). El andlisis de la estructura
tomando en cuenta los campos especiales es complejo; sin embargo, normalmente es per-
misible atacar el problema considerando que las componentes en z son despreciables. Esta
es la aproximacion cuasi-TEM en la que los campos estdticos (los cuales pueden obtenerse
mediante la solucién numérica de la ecuacioén de Laplace) se utilizan para evaluar las cons-
tantes fundamentales. Se obtienen resultados precisos a bajas frecuencias (por debajo de 1
0 2 GHz). A frecuencias mas altas, los resultados que se obtienen por medio de los campos
estaticos atn se pueden utilizar, pero en conjunto con las funciones de modificacién apro-
piadas. Se considerard el simple caso de la operacidn a bajas frecuencias y se supondra pro-
pagacion libre de pérdidas.?

Para comenzar, es util considerar las caracteristicas de la linea de microcinta cuando el
dieléctrico no esta presente. Suponiendo que ambos conductores tengan grosores muy pe-
quefios, la impedancia interna serd despreciable, por lo que la velocidad de fase dentro de
la linea llena de aire, v 200 sera,

1 1
vV 0 = = = C
g v LextCo v/ Ho€0

donde C; es la capacitancia de la linea llena de aire (obtenida del campo eléctrico en este
caso), y c es la velocidad de la luz. Con el dieléctrico en su lugar, la capacitancia varia; sin
embargo, la inductancia no, siempre y cuando la permeabilidad dieléctrica sea ;. Utilizan-
do (27a), 1a velocidad de fase se convierte en,

(27q)

v (27b)

1 / C() c
= — = C _— =
b LY LextC C A/ €ref

2 El caso de alta frecuencia se trata con detalle en Edwards (lectura complementaria 2).
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L —»{ W | 60”“o
d €. Uy
f

Figura 14.5 Geometria de la
linea de microcinta.

donde la constante dieléctrica efectiva para la linea de microcinta es,

C c\?
— - (= 28
Eref CO ( Up > ( )

En la ecuacion (28) estd implicito que una capacitancia C de la microcinta resultaria si
tanto la region de aire como la de substrato se llenaran de manera homogénea con material
que tuviera una constante dieléctrica €, . La constante dieléctrica efectiva es un pardmetro
cuya utilizacién es conveniente, ya que ofrece una forma de unificar los efectos del dieléc-
trico y de la geometria del conductor. Para ver esto, considérense los dos casos extremos que
involucren relaciones ancho-altura pequefas y grandes, w/d. Si w/d es muy grande, enton-
ces la linea seria parecida a la linea de placas paralelas, en la que casi la totalidad del cam-
po eléctrico existia dentro del dieléctrico. En este caso, € ef = ¢,. Por otro lado, para una
franja superior muy angosta, o w/d pequeia, las regiones de dieléctrico y de aire contienen,
a grandes rasgos, cantidades iguales de flujo eléctrico. En ese caso, la constante dieléctrica
efectiva se aproxima a su valor minimo, dado por el promedio de las dos constantes dieléc-
tricas. Por lo tanto, se obtiene el rango de valores permitidos de €, :

1
E(Er + 1) < €ref < € (29)

La interpretacion fisica de €, es que es un promedio ponderado de las constantes dieléctricas
de las regiones del sustrato y del aire, con la ponderacion determinada por el grado en el que el
campo eléctrico llena cualquiera de las dos regiones. Por lo tanto, se puede escribir la constan-
te dieléctrica efectiva en términos de un factor de llenado de campo, g, para el sustrato:

€ref=1+q(e, — 1) (30)

donde 0.5 < g < 1. Con una w/d grande, ¢ — 1; con una w/d pequena, g — 0.5.

Ahora, las impedancias caracteristicas de la linea llena de aire y la linea con sustrato
dieléctrico son, respectivamente, Z gire =V Zext/ CoyZ,= \V/ Z.,.C. Entonces, utilizando
(28), se encuentra que,

Zaire
Zy=—2= 31)
Un procedimiento para obtener la impedancia caracteristica seria evaluar, en primera instan-
cia, la impedancia llena de aire para un determinado valor w/d. Después, conociendo la
constante dieléctrica efectiva, determinar la impedancia real utilizando (31). Otro problema
seria determinar la relacién requerida w/d para un determinado material de sustrato, con el
fin de alcanzar la impedancia caracteristica deseada.
Andlisis detallados han llevado a un gran nimero de férmulas de aproximacién para la

evaluacion de €ep Z gi“" yZ, dentro de diferentes regimenes (de nuevo, véase la lectura com-
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plementaria 2 y sus referencias). Por ejemplo, con dimensiones restringidas, tales como 1.3
<w/d < 3.3, las férmulas aplicables incluyen:

aire _- d d ? w
Zy*=60In|4| — ) +,/161 —) +2 — <33 (32)
w w d
y
&+1 e—1 d\ "%y
ol = 1+10— —>1.3
ot = "o~ + 7 ( + W) = > (33)

O, si se va a fabricar una linea que tenga un valor de Z; deseado, la constante dieléctrica
efectiva (de la cual se puede obtener el w/d requerido), se obtiene por medio de:

€ret = €096 + €,(0.109 — 0.004¢,) (log,(10 + Zo) — 1)] ™! % > 1.3 (34)

D14.4 Una linea de microcinta estd fabricada sobre un sustrato de nibolato de litio
(€, = 4.8) de 1 mm de grosor. Si el conductor es de 2 mm de ancho, encuéntrese a) €
b) Z; ¢) v,

r, ef?

Respuesta: 3.6;47 Q; 1.6 x 108 m/s

14.2 Operacion de la guia de onda basica

Las guias de onda asumen muchas formas diferentes que dependen del propdsito de la guia
y de la frecuencia de las ondas que se transmitirdn. La forma mds simple (en términos de su
andlisis) es la gufa de placas paralelas que muestra la figura 14.6. Otras formas son las guias
de tuberia hueca, incluyendo las guias de ondas rectangulares de la figura 14.7, y la guia ci-
lindrica, mostrada en la figura 14.8. Las guias de ondas dieléctricas, utilizadas principal-
mente a frecuencias Opticas, incluyen la guia de onda de placa de la figura 14.9 y la fibra
Optica, mostrada en la figura 14.10. Cada una de estas estructuras posee ciertas ventajas so-
bre las demads, dependiendo de la aplicacion y de la frecuencia de las ondas que se transmi-
tirdn. Sin embargo, todas las guias presentan los mismos principios bdsicos de operacion,
los cuales se estudiardn en esta seccidn.

Figura 14.6 Guia de onda de placas paralelas, con placas en x = 0, d.
En medio de las placas hay un dieléctrico con permitividad e.
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a

Figura 14.7 Guia de ondas rectangular.

Figura 14.8 Guia de ondas cilindrica.

Con el fin de comprender el comportamiento de las guias de onda, considérese la guia
de onda paralela de la figura 14.6. En primera instancia, se reconoce ésta como una de las
estructuras de lineas de transmision que se investigaron en la seccién 14.1. Por tanto, la pri-
mera pregunta que surge es: ;jen qué difiere una guia de ondas de una linea de transmisién?
La diferencia estriba en la forma de los campos eléctrico y magnético dentro de la linea. Para

)

I~

QU

4l

4,‘

L)

Figura 14.9 Guia de ondas de placas simétricas paralelas, con una regiéon de
placa (indice de refraccién n,) rodeada por dos dieléctricos de indice n, < n,.
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Figura 14.10 Guia de ondas de fibra 6ptica, con el
nlicleo de dieléctrico (p < a) de indice de refraccion
n,. El dieléctrico del revestimiento (@ < p < b) tiene
un indice de refraccion n, < n,.

ver esto considérese de nuevo la figura 14.1, la cual muestra los campos cuando la linea ope-
ra como una linea de transmisién. Como ya se vio, una onda de voltaje sinusoidal, con un
voltaje aplicado entre conductores, genera un campo eléctrico dirigido verticalmente entre
los conductores, como se muestra. Puesto que la corriente fluye sélo en la direccién del eje
z, el campo magnético estard orientado hacia adentro y hacia fuera de la pagina (en la direc-
cién del eje y). Los campos interiores comprenden una onda electromagnética plana que se
propaga en la direccién del eje z (como lo indicara el vector de Poynting), puesto que am-
bos campos se encuentran en el plano transversal. Esto se conoce como una onda de linea
de transmision, la cual, como se estudi6 en la seccién 14.1, es una onda electromagnética
transversal o TEM. El vector de onda k, mostrado en la figura 14.1, indica la direccién de
propagacion de la onda, asi como la direccién del flujo de potencia.

A medida que la frecuencia aumenta, un cambio muy significativo se presenta en la for-
ma como se propagan los campos a través de la linea. Aunque la configuracién del campo
original de la figura 14.1 atin puede estar presente, surge otra posibilidad, que se muestra en
la figura 14.11. De nuevo, una onda plana se estd propagando a lo largo de la direccion del
eje z; sin embargo, lo hace por medio de una serie de reflexiones en zig-zag en las placas
superior e inferior. Los vectores de onda k, y k, estdn asociados con las ondas de propaga-
cién hacia arriba y hacia abajo, respectivamente, y éstas tienen magnitudes idénticas,

k| = [ka| =k = w /e

Figura 14.11 En una gufa de ondas de placas
paralelas las ondas planas pueden propagarse por
reflexién oblicua sobre las paredes conductoras.
Esto genera un modo de guia de onda diferente al
modo TEM.
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TE ™

Figura 14.12 Representacion de onda plana de los modos TE y TM
en una gufa de placas paralelas.

Para que dicha onda se propague, todas las ondas que se propagan hacia arriba deben estar
en fase (como también debe ser en el caso de las ondas que se propagan hacia abajo). Esta
condicién s6lo puede satisfacerse para ciertos dngulos de incidencia discretos, que se mues-
tran como 6 en la figura 14.11. Un valor permitido 6, junto con la configuracién de campo
resultante, forma un modo de la guia de onda en la estructura. Una frecuencia de corte es-
t4 asociada con cada modo guiado. Si la frecuencia de operacion estd por debajo de la fre-
cuencia de corte, el modo no se propagard; si estd por arriba, se propagara. Sin embargo, el
modo TEM no tiene frecuencia de corte; serd soportado a cualquier frecuencia. A una fre-
cuencia determinada la guia soportard varios modos de propagacion, cuya cantidad depen-
de de la separacion entre placas y de la constante dieléctrica en el interior del medio, como
se mostrard. El nimero de modos se incrementa a medida que se eleva la frecuencia.

Para responder la pregunta inicial acerca de la distincién entre lineas de transmisioén
y guias de onda se puede declarar lo siguiente: las lineas de transmision consisten de dos
o mds conductores, y como regla soportan las ondas TEM (o algo que se pueda aproxi-
mar a dicha onda). Una guia de onda puede consistir de uno o mas conductores, o no te-
ner conductores, y soportard modos de propagacion con formas similares a las que se
acaban de describir. Las guias de onda pueden o no soportar las ondas TEM, lo que de-
pende del disefio.

En el caso de la guia de placas paralelas pueden soportarse dos tipos de modos de pro-
pagacién. Estos se muestran en la figura 14.12 como si se originaran de las orientaciones s
y p de la polarizacién de ondas planas. De una manera consistente con el estudio anterior
sobre la reflexion oblicua (seccidén 13.5), se identifica un modo transversal eléctrico o TE
cuando E es perpendicular al plano de incidencia (polarizado en s); esto posiciona a E pa-
ralelo al plano transversal de la guia de onda, asi como a las fronteras. De manera similar,
un modo transversal magnético o TM resulta de una onda polarizada en p; todo el campo H
se encuentra en la direccion y y, por lo tanto, estd dentro del plano transversal de la guia.
Ambas posibilidades se ilustran en la figura 14.20. Nétese, por ejemplo, que con E en la di-
reccion de y (modo TE), H tendrd componentes en x y en z. De la misma forma, un modo
TM tendrd componentes en x y en z de E.3 En cualquier evento, el lector puede verificar me-
diante la geometria de la figura 14.12 que es imposible lograr un modo estrictamente TEM

3 Pueden existir otros tipos de modos en otras estructuras (diferente a la gufa de placas paralelas) en los que tanto
E como H tengan componentes en z. Estos se conocen como modos hibridos y, tipicamente, ocurren en guias con
seccion transversal cilindrica, como la fibra dptica.
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con valores de # que no sea 90°. Son posibles otras polarizaciones de onda que se encuen-
tran entre los casos TE y TM; sin embargo, éstos pueden expresarse siempre como super-
posiciones de los modos TE y TM.

14.3 Analisis de las ondas planas en las guias
de ondas de placas paralelas

Ahora se investigaran, utilizando el modelo de la onda plana para los campos modales, las
condiciones en las cuales se presentaran los modos en una guia de onda. La figura 14.13a
muestra de nuevo una trayectoria de zig-zag; sin embargo, esta vez se dibujan los frentes de
fase asociados con dos de las ondas que se propagan hacia arriba. La primera onda se ha re-
flejado dos veces (en las superficies de arriba y de abajo) para formar la segunda onda (no
se muestran los frentes de fase que se propagan hacia abajo). Nétese que los frentes de fase
de la segunda onda no coinciden con los de la primera, por lo que las ondas estdn fuera de
fase. En la figura 14.13b el d4ngulo de la onda se ha ajustado de tal forma que las dos ondas
estan ahora en fase. Habiendo satisfecho esta condicién en las dos ondas, se encontrard que

b)

Figura 14.13 a) Propagacion de
ondas planas en una guia de placas
paralelas en la que el angulo de la
onda es tal que las ondas que se
propagan hacia arriba no estan en fase.
b) El &ngulo de la onda se ha ajustado
de tal forma que las ondas hacia arriba
estan en fase, lo que resulta en un
modo guiado.
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B

Figura 14.14 Las componentes
del vector de onda hacia arriba son
K,y B, las constantes de fase axial
y transversal. Para formar el vector
de onda hacia abajo, k, la direccion
de «,, es contraria.

todas las ondas que se propagan hacia arriba tendran frentes de fase coincidentes. La mis-
ma condicién se presenta, de manera automatica, en el caso de las ondas que se propagan
hacia atrds. Este es el requerimiento para establecer un modo guiado.

La figura 14.14 muestra un vector de onda, k , y sus componentes, junto con una serie
de frentes de fase. Un dibujo de este tipo para k, serfa el mismo, excepto que la componen-
te en x, k,,, seria opuesta. En la seccién 13.4, se mide el corrimiento de fase por unidad de
distancia a lo largo de las direcciones en x y z por las componentes, k, y k, las cuales va-
rian continuamente a medida que cambia la direccién de k. En el estudio sobre las guias de
onda se presenta una notacion diferente, donde «, y g, se utilizan para k_y k_. El subindi-
ce m es un entero que indica el niimero de modo. Lo anterior proporciona una pequefia su-
gerencia de que B, y «,, s6lo podrdn tomar ciertos valores discretos que corresponden a
ciertas direcciones permitidas de k, y k, tales que se satisfaga el requerimiento del frente
de fase coincidente.* Por geometria se ve que para cualquier valor de m,

B = /K2 — 2 (35)

La utilizacién del simbolo de 8, para las componentes en z, k, y k, es apropiado, ya que,
en ultima instancia, B, serd la constante de fase del m-€simo modo de propagaci6n, midien-
do el corrimiento de fase por distancia a lo largo de la guia; también se utiliza para deter-
minar la velocidad de fase del modo, w/B,, y la velocidad de grupo, dw /dg,,.

4 No se muestran los subindices (m), en k, y k,, pero estdn implicitos. Un cambio en m no afecta las magnitudes
de estos vectores, solamente sus direcciones.
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A lo largo de la exposicidn se supondrd que el medio dentro de la guia no tendré pér-
didas y no serd magnético, de tal forma que,

b = @ e = # _on (36)

©

lo que se expresa tanto en términos de la constante dieléctrica, €/, o del indice de refraccion
n del medio.

Es «,, la componente en x de k, y k ;, la que serd de gran utilidad para cuantificar el re-
querimiento de frentes de fase coincidentes a través de una condicién conocida como reso-
nancia transversal. Esta condicion establece que el corrimiento de fase neta durante un viaje
de ida y vuelta en toda la dimensién transversal de la linea debe ser un entero multiplo de
27 radianes. Esta es otra forma de expresar que todas las ondas planas que se propagan ha-
cia arriba (o hacia abajo) deben tener fases coincidentes. Los diferentes segmentos de este
viaje redondo se ilustran en la figura 14.15. En este ejercicio se supone que las ondas estdn
congeladas en el tiempo y que un observador se mueve verticalmente a lo largo del viaje re-
dondo, midiendo el corrimiento de fase a lo largo del camino. En el primer segmento (figu-
ra 14.15a) el observador comienza en una posicion justo arriba del conductor inferior y se
mueve, una distancia d, verticalmente hacia el conductor superior. El corrimiento de fase
medido a lo largo de esta distancia es «, d rad. Al alcanzar la superficie superior, el obser-
vador notard un posible corrimiento de fase en la reflexion (figura 14.15b). Este corrimien-
to serd de 7 si la onda tiene polarizacion TE y serd cero si tiene polarizaciéon TM (véase en
la figura 14.16 la respectiva demostracion). A continuacidn, el observador se mueve a lo lar-
go de las fases de la onda reflejada hacia el conductor inferior y de nuevo mide un corri-
miento de fase de «, d (figura 14.15¢). Por dltimo, despu€s de incluir el corrimiento de la
fase en la reflexion en el conductor inferior, el observador regresa al punto donde comenzé
y nota que la fase de la siguiente onda se propaga hacia arriba.

Se requiere que el corrimiento de fase total en todo el viaje redondo sea un multiplo en-
tero de 2s:

Kmd + ¢ + K, d + ¢ = 2mm 37

donde ¢ es el corrimiento de fase de la reflexién en cada frontera. Nétese que cuando ¢ = 7
(ondas TE) o 0 (ondas TM), el corrimiento de fase neto de reflexion a lo largo de todo el
viaje redondo es 27 o 0, sin considerar el dngulo de incidencia. Por lo tanto, el corrimiento
de fase de reflexion no tiene significado en este problema, y se puede simplificar la ecua-
cion (37) de la manera siguiente,

— (38)

lo cual es vélido para ambos modos, TE y TM. Nétese que con base en la figura 14.14,
K, =k cos 6 . Por lo tanto, los dngulos de las ondas para los modos permitidos se encuen-
tran facilmente con la ayuda de la ecuacién (38) con (36):

6,, = cos™! (%) = cos” ! (Z:;) = cos” ! (%) 39)

donde A es la longitud de onda en el espacio libre.
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a)

Reflexion con corrimiento de fase 0 o &

md
kd
ku

K
b)

Reflexion con corrimiento de fase 0 o &

<)

Figura 14.15 FEl corrimiento neto de la fase en un
viaje de ida y vuelta en la gufa de placas paralelas se
encuentra midiendo, en primera instancia, el
corrimiento de fase transversal entre placas de la onda
inicial hacia arriba a); posteriormente, se mide el
corrimiento de fase transversal de la onda reflejada
(hacia abajo), mientras se toma en cuenta el corrimiento
de fase de reflexién en la placa superior b); por Ultimo,
se suma el corrimiento de fase en la reflexion sobre la
placa inferior; por lo tanto, regresa al punto donde
empez0, pero con una nueva onda hacia arriba c). La
resonancia transversal ocurre si la fase en el punto final
es la misma que la correspondiente al punto de inicio
(las dos ondas hacia arriba estan en fase).
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Conductor v
Conductor \ perfecto \
perfecto N N

a) b)

Figura 14.16 El corrimiento de fase de una onda que se refleja sobre una superficie
perfectamente conductora depende de si la onda incidente es TE (polarizada en s) o TM
(polarizada en p). En ambos dibujos se muestran los campos eléctricos conforme aparecen
inmediatamente adyacentes a la frontera conductora. En a), el campo de una onda TE
invierte la direccion de la reflexion con el fin de establecer un campo neto igual a cero en la
frontera. Esto constituye un corrimiento de fase x, como es evidente considerando una onda
transmitida ficticia (linea punteada) formada por un simple giro de la onda reflejada alineada
con la onda incidente. En b), una onda TM incidente experimenta una inversion de la
componente en z de su campo eléctrico. El campo resultante de la onda reflejada, sin
embargo, no ha sufrido ninguin corrimiento de fase; dandole un giro a la onda reflejada para
alinearla con la onda incidente (linea punteada) se demuestra lo anterior.

A continuacidn se puede despejar la constante de fase de cada modo utilizando (35)

con (38):
B = 2 — 2 :k\/l 3l :k\/l - ()’ (40)

Se define la frecuencia de corte en radianes para el modo m como,

mimc
L= 41
Dem = — (41)
por lo que (40) se convierte en,
2
B =yf1- (=) (42)
G w

El significado de la frecuencia de corte se observa de inmediato en (42): si la frecuencia de
operacion w es mayor que la frecuencia de corte para el modo m, entonces ese modo tendra
una constante de fase 8, que serd un valor real y, por lo tanto, se propagard. Para w < w_,,,
B,, €s imaginario y, por lo tanto, ese modo no se propagara.
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Asociada con la frecuencia de corte esta la longitud de onda de corte, Ay definida
como la longitud de onda en el espacio libre en la que ocurrird el corte para el modo m.
Esta serd,

2 2nd
)"cm = < = L (43)

a)C m m

Notese, por ejemplo, que en una guia llena de aire (n = 1) la longitud de onda a la que el
modo de orden mds bajo se propaga primero es A, = 2d, o la separacion entre placas que
es de la mitad de la longitud de onda. El modo m se propagard siempre que >, , 0 de
manera equivalente, siempre que A < A_ . El uso de la longitud de onda de corte permite
construir una segunda forma de la ecuacién (42):

2nn r\?
,Bsz 1—()%) (44)

Una guia de ondas de placas paralelas tiene una separacion entre placas d = 1 cm y est4 lle-
na con teflon, el cual tiene una constante dieléctrica er’ = 2.1. Determinese la frecuencia de
operacion maxima tal que s6lo el modo TEM se propague. Asimismo, encuéntrese el rango
de frecuencias en el que se propagaréan los modos TE, y TM, (m = 1) y no asf los modos de
orden mayor.

Solucion. Utilizando (41), la frecuencia de corte para el primer modo de propagacion
(m=1) sera

w1 2.99 x 10'°
2 221

Para que s6lo se propaguen ondas TEM se debe tener que f < 10.3 GHz. Para que se propa-
guen solamente los modos TE, y TM, (junto con el TEM), el rango de frecuencias debe ser
W, <0<y, donde w,= chl’ de (41). Por lo tanto, las frecuencias a las que se tendridn
los modos m = 1 y el TEM serd 10.3 GHz < f < 20.6 GHz.

fa = =1.03 x 10'°Hz = 10.3 GHz
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En la guia de placas paralelas del ejemplo 14.1 la longitud de onda de operacién es A = 2 mm.
(Cuantos modos de guia de onda se propagardn?

Solucién. La propagacion del modo m requiere que A < A . Para la guia de onda y lon-
gitud de onda dados la desigualdad se convierte utilizando (43) en,

24/2.1 (10 mm)
2 m< —-
m

de la cual

24/2.1 (10 mm)
m<< -—--—--

=145
2mm
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Por lo tanto, la guia soportard modos a la longitud de onda dada hasta de un orden m = 14.
Puesto que habrd un modo TE y un modo TM para cada valor de m, esto da, sin incluir el
modo TEM, un total de 28 modos guiados que estdn arriba de la frecuencia de corte.

La configuracién del campo para un modo determinado puede encontrarse por medio
de la superposicion de los campos de todas las ondas reflejadas. Esto se puede hacer para
las ondas TE, por ejemplo, escribiendo el fasor de campo eléctrico en la guia en términos
de los campos incidente y reflejado a través de,

Ey = Ege /%" — Ege~/XT (45)

donde los vectores de onda, k, y k, se indican en la figura 14.12. EI signo menos del se-
gundo término surge a partir del corrimiento de fase 7 en la reflexién. Con base en la geo-
metria mostrada en la figura 14.14 se puede escribir,

k, = kpa, + Bna; (46)

ks = —kpa, + Bra; (47)
Luego, utilizando
r = xa, + za,

La ecuacién (45) se convierte en
Ey = Eo(e_-iK”’x _ ejkm)c)e—jﬁmz =2jE, sen(/(mx)e_jﬁ’"z — E6 sen(Kmx)e_jﬂ’”z (48)

donde la amplitud de la onda plana, E, y la fase total estdn incluidas en 6. En la forma real
instantanea (48) se convierte en,

Ey(z,1) = Re(Eye /™) = E{ sen(k,,x) cos(wt — B,2)
(modo TE arriba de la frecuencia de corte) (49)

Esto se puede interpretar como una onda que se propaga en la direccion positiva de z (a lo
largo de la gufa) mientras tiene un perfil de campo que varfa con x.> El campo del modo TE
es el patron de interferencia que resulta de la superposicion de las ondas planas hacia arriba
y hacia abajo. Nétese que si w < w,,, entonces (42) da un valor imaginario de 8, , el cual se
puede escribir como — j |8, | = —je, . Las ecuaciones (48) y (49) se convierten entonces en,

Eys = Ejsen(k,x)e “* (50)
E(z,t) = Ejsen(k,x)e ** cos(wt) (modo TE debajo de la frecuencia de corte)  (51)

Este modo no se propaga, sino que simplemente oscila a una frecuencia w, a la vez que ex-
hibe un patrén de campo que disminuye en magnitud al aumentar z. El coeficiente de ate-
nuacion, a,, se obtiene de (42) con w < .

5 Este campo también se puede interpretar como el de una onda estacionaria en x, a la vez que es una onda via-
jeraen z.
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2 2
Ay = N®em _ <i) — 2”_” 1 — <)‘C’”) (52)
c Wem Aem A

Se observa en las ecuaciones (39) y (41) que el dngulo de la onda plana esta relaciona-
do con la frecuencia de corte y la longitud de onda de corte por medio de

1)
0, = — = — 53
cos » o (53)

Asi se puede ver que a la frecuencia de corte (0 = w,,), 6, = 0, y las ondas planas se re-
flejan hacia delante y hacia atrds a través de la seccion transversal; dichas ondas no estdn
avanzando hacia delante en la gufa. A medida que w se incrementa mas alld de la frecuen-
cia de corte (0 que A decrece) el dngulo de la onda aumenta, aproximdndose a 90° a medi-
da que w se aproxima a infinito (o0 que A se aproxima a cero). De la figura 14.14 tenemos,

B = ksin6,, = 19 seng, (54)
C

por lo que la velocidad de fase del modo m ser4,

w G
= — = 55
& Bn  nseng, (53)

La velocidad disminuye a ¢/n en todos los modos, aproximéandose a este valor a frecuencias
muy arriba de la de corte; Vo S€ aproxima a infinito a medida que la frecuencia se reduce
acercandose a la frecuencia de corte. De nuevo, la velocidad de fase es la velocidad de las
fases en la direccion de z, y el hecho de que esta velocidad pueda exceder la velocidad de
la Iuz en el medio no viola los principios relativistas, como se estudié en la seccién 13.7.
La energia se propagard a la velocidad de grupo, v, = dw /dB. Utilizando (42) se tiene,

dap d | nw Wem \ 2
e heecby b B (et 56
Yem dw da)|:c (a)):| (56)

La derivada se obtiene de manera directa. Calculando la derivada y sacdndole el reciproco
al resultado se obtiene:

2
Ve = ¢ 1— <w0m> = ¢ sen 6, (57
n w n

La velocidad de grupo es identificada, por lo tanto, como la proyeccién de la velocidad aso-
ciada con k o Kk, en la direccion de z. Esto serd menor o igual a la velocidad de la luz en el
medio, ¢/n, como se esperaba.
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En la guia del ejemplo 14.1 la frecuencia de operacién es de 25 GHz. En consecuencia, los
modos para los que m = 1 y m = 2 estardn arriba de la frecuencia de corte. Determinese la
diferencia en el retardo de grupo entre estos dos modos en una distancia de 1 cm. Esta es
la diferencia de los tiempos de propagacién entre los dos modos cuando la energia en cada
uno se propaga a una distancia de 1 cm.

Solucion. La diferencia de retardo de grupo se expresa como,

1 1
At = — — — | (s/cm)
\)gg l)g]
De (57), junto con los resultados del ejemplo 14.1, se tiene
¢ [,_(l3 : 0.63
Vg = ——./1—|——] =0.63¢
VN 25

c 20.6\2
Voy = 1— == =0.39
2 2 ( 25 )

Luego

171 1
At =—-|— — — | =33x10"" s/cm = 33 ps/cm
cl39 .63

Este cdlculo proporciona, a grandes rasgos, una medida de la dispersion modal en la guia,
aplicada al caso de sélo tener dos modos de propagacion. Por ejemplo, un pulso cuya fre-
cuencia central es de 25 GHz tendria su energia dividida entre los dos modos. El pulso se
ensancharia aproximadamente 33 ps/cm de distancia de propagaciéon a medida que la ener-
gia en los modos se separara. Sin embargo, si se incluye el modo TEM (el cual se debe in-
cluir en realidad), entonces el ensanchamiento serd atin mayor. La velocidad de grupo del
TEM sera de c/. La diferencia de retardos de grupo de interés estaria entonces entre el mo-
do TEM y el modo m = 2 (TE o TM). Por lo tanto, se tendria,

1] 1
Atper = . I:@ — 1] = 52 ps/cm

D14.5 Determinense los dngulos 6, de onda para los primeros cuatro modos (m =
1,2, 3, 4) en una guia de placas paralelas cond = 2 cm, €/ = 1 y f = 30 GHz.

Respuesta: 76°; 60°; 41°; 0°

D14.6 Una guia de placas paralelas tiene un espaciamiento entre placas d = 5 mm
y estd llena con vidrio (n = 1.45). ;Cuadl es la frecuencia maxima a la que operard la
guia s6lo en el modo TEM?

Respuesta: 20.7 GHz
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D14.7 Una guia de placas paralelas que tiene una d = 1 cm estd llena con aire. En-
cuéntrese la longitud de onda de corte del modo m = 2 (TE o TM).

Respuesta: | cm
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14.4 Analisis de guias de placas paralelas
utilizando la ecuacion de onda

El método mads directo para el andlisis de cualquier guia de ondas es aplicar la ecuacién de
onda, la cual se resuelve considerando las condiciones de frontera en las paredes conducto-
ras. La forma de la ecuacién que se utilizard es la de la ecuacién (28) de la seccién 12.1, que
se escribi6 para el caso de propagacion en el espacio libre. Se toman en cuenta las propie-
dades dieléctricas en la guia de ondas, reemplazando k, por k en esa ecuacion, para obtener:

V’E, = —k’E, (58)

donde k = nw /c como antes.

Los resultados de la tltima seccién se pueden utilizar para ayudar a visualizar el proceso
de resolucion de la ecuacion de onda. Por ejemplo, se pueden considerar los modos TE prime-
ro, en los que sélo habrd una componente en y de E. La ecuacién de onda se convierte en:

0%E,, 9°E,, 0%E,,
+ + +k*Eys =0 59
0x? dy? 072 . (>9)

Se supone que el ancho de la gufa (en la direccién de y) es muy grande comparada con
la separacién entre placas d. Por lo tanto, se puede suponer que no hay variacién en y en
los campos (se ignoran los campos en las orillas), por lo que (32Eys/by2 = 0. También se
sabe que la variacion en z seré de la forma e/#2, La forma de la solucién del campo se-
ra, por lo tanto,

Eys = Egfu(x)e P (60)

donde E es una constante y donde f, (x) es una funcion normalizada para determinarse (cu-
yo valor maximo es la unidad). Se han incluido los subindices m en S, k y f(x), puesto que
se anticipan algunas soluciones que corresponden a los modos discretos, a los que se ha aso-
ciado el nimero de modo m. Ahora se sustituye (60) en (59) para obtener,

d’fn(x)

dx?

+ (K* = By) fu(x) =0 (61)

donde E, y e /M se han separado y donde se ha utilizado el hecho de que

d? . .

__ﬁnx<__2_/3m

dz? et ==y
Nétese también que se ha escrito (61) utilizando la derivada total d*/dx* puesto que f, s6lo
es una funcién de x. Luego, se utiliza la geometria de la figura 14.14 y se puede observar
que k> — B2 = k2. Utilizando ésta en (61) se obtiene
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2
% + 12 fu(x) =0 (62)

La solucién general de (62) serd

Jm(x) = cos(kmx) + sen(k,x) (63)

Posteriormente se aplican las condiciones de frontera apropiadas en el problema en
cuestion con el fin de evaluar «, . En la figura 14.6 aparecen fronteras conductoras en x = 0
y x = d, en ellas el campo eléctrico tangencial (E) debe ser igual a cero. En la ecuacién
(63) sdlo el término sen(x,, x) permitird que se satisfagan las condiciones de frontera, por
lo que se conserva y se elimina al término coseno. La condicién x = 0 se satisface auto-
madticamente por la funcién seno. La condicién x = d se cumple cuando se selecciona el
valor de «,, tal que

miw
K = — (64)
Se puede advertir que la ecuacion (64) tiene el mismo resultado que se obtuvo utilizan-
do la condicion de resonancia transversal de la seccién 14.3. La forma final de £ se obtie-
ne sustituyendo f, (x), como estd expresada en (63) y (64), en (60), por lo que se obtiene un

resultado consistente con el de la ecuacion (48):

Eys = Ep sen(mnx) e Pz (65)

Un significado adicional del nimero de modo m se observa cuando se considera la for-
ma del campo eléctrico de (65). Especificamente, m es el nimero de medios ciclos espacia-
les de campo eléctrico que se presentan en una distancia d en el plano transversal. Esto puede
comprenderse fisicamente considerando el comportamiento de la guia en la frecuencia de
corte. Como se aprendi6 en la tltima seccion, el 4ngulo de onda plana incidente en la guia a
la frecuencia de corte es cero, lo que significa que la onda sélo rebota hacia arriba y hacia
abajo entre las paredes conductoras. La onda debe resonar en la estructura, lo que significa
que el corrimiento de fase neto de ida y vuelta es 2mm. Cuando las ondas planas estdn orien-
tadas verticalmente, 8, = 0, por lo que k,, = k = 2n7w/A . Asi que, a la frecuencia de corte,

mr _ 2w (66)
d Acm
la cual conduce a
Mhem .

d= o a la frecuencia de corte (67)

Entonces, la ecuacién (65) a la frecuencia de corte se convierte en,

2

E, = E sen(mnx> = E, sen( znx) (68)

La gufa de onda es, simplemente, una cavidad resonante en una dimensién, en la que una
onda puede oscilar en la direccion de x si su longitud de onda medida en el medio es un mul-
tiplo entero de 2d y donde el entero es m.
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b)

Figura 14.17 a) Una onda plana asociada con un modo m = 4,
que muestra un corrimiento de fase neto de 4 (dos longitudes
de onda medidas en x), se presenta a una distancia d en el plano
transversal. b) A medida que la frecuencia aumenta, se requiere
de un aumento en el &ngulo de la onda con el fin de conservar el
corrimiento de fase transversal en un valor de 4.

Ahora, a medida que aumenta la frecuencia, la guia de onda disminuye, por lo que ya
no se cumple el requerimiento de que la longitud de onda sea igual a un multiplo entero de
2d. La respuesta del modo es establecer componentes en z de kK, y k ;, 1a cual resulta en que
la reduccion de la longitud de onda la compense un aumento en la longitud de onda medi-
da en la direccion de x. La figura 14.17 muestra este efecto para el modo m = 4, en el que
el dngulo de onda, 6,, aumenta de manera estable al incrementarse la frecuencia. Por lo tan-
to, el modo conserva de manera precisa la forma funcional de su campo en la direccién de
x; sin embargo, establece un valor de 8, que se incrementa a medida que la frecuencia au-
menta. Esta invariancia en el patron espacial transverso significa que el modo conservard su
identidad en todas las frecuencias. La velocidad de grupo, expresada en (57), también es-
td cambiando, lo que significa que el 4ngulo de onda cambiante con la frecuencia es un me-
canismo de dispersion de la velocidad de grupo conocido simplemente con el nombre de
dispersion de guia de onda. Por ejemplo, los pulsos que se propagan en un solo modo de pro-
pagacion experimentardn, por lo tanto, un ensanchamiento en la forma que se considero en la
seccién 13.8.

Una vez obtenido el campo eléctrico se puede encontrar el campo magnético utilizan-
do las ecuaciones de Maxwell. Se advierte del modelo de onda plana, que se espera obtener
de las componentes en x y z de H_ para un modo TE. Se utiliza la ecuacién de Maxwell

V x E; = —jouH; (69)
donde, en el caso de tener solamente una componente en y de E, se obtiene,

_OE,, IE s

5 a, 5 a, =, Ep cos(lcmx)e‘j""”’zaZ + jBmEo sen(fcmx)e_jﬂ"‘zax (70)
X z

505



506

()
Animaciones

CAPIiTULO 14 Ondas guiadas y radiacion

Se despeja H| dividiendo ambos lados de (69) por —jwu. Llevando a cabo esta operacion
en (70) se obtienen las dos componentes del campo magnético:

H,., = —ﬁ—mEo sen(k,,x)e /P’ (71)
wp
. Km —F
H., = j—Eqcos(kyx)e /Pn? (72)
wp

Juntas, estas dos componentes forman patrones de lazo cerrado para H_en el plano x, z, como
puede verificarse utilizando métodos de graficacién de linea estudiados en la seccién 2.6.
Es interesante considerar la magnitud de H, la cual se encuentra por medio de

H,| = yH,-H! = /HH* + H. H* (73)
Llevando a cabo esta operacién utilizando (71) y (72) resulta en
E 1/2 1/2
B = 2% i+ ) (e + cos’en) (74)

Utilizando el hecho de que k2 + B2 = k?y utilizando la identidad sen’(k, x) + cos*(k, x) = 1,
(74) se transforma en,

k w./e  Ep

|Hs| =—FE)=
W W n

(75)

donde n = "V u/e. Este resultado es consistente con la idea que se tiene sobre los modos en
las guias de ondas, los cuales se basan en la superposicién de las ondas planas, en las que
la relacion entre E; y H_ se presenta mediante la impedancia intrinseca del medio, 7.

D14.8 Determinese la velocidad de grupo del modo m = 1 (TE o TM) en una guia de
placas paralelas llena de aire con d = 0.5 cm a f = a) 30 GHz, b) 60 GHz y ¢) 100 GHz.

Respuesta: 0; 2.6 x 10% m/s; 2.9 x 108 m/s

D14.9 Se puede observar que un modo TE en una guia de placas paralelas tiene tres
maximos en su patrén de campo eléctrico entre x = 0 y x = d. ;Cudl es el valor de m?

Respuesta: 3

14.5 Guias de onda rectangulares

En esta seccién se considera la guia de onda rectangular, la cual es una estructura que se
utiliza ampliamente en la regién de las microondas del espectro electromagnético. Se pre-
sentard un breve andlisis de dicha estructura aqui, con la finalidad de comprender las carac-
teristicas clave de operacién y los atributos especiales de la onda. Para un estudio mas
detallado, se invita al lector a consultar la referencia 3.
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En la figura 14.7 se muestra la guia rectangular. Se puede asociar a la guia de placas
paralelas de las secciones anteriores, considerandola como dos gufas de placas paralelas con
orientacion ortogonal ensambladas para formar una unidad. Por lo tanto, se tiene un par de
paredes conductoras horizontales (a lo largo del eje x) y un par de paredes verticales (a lo
largo del eje y), las cuales forman ahora una frontera continua. La ecuacién de onda en su
forma tridimensional [ecuacién (59)] debe resolverse ahora, ya que, en general, se pueden
tener variaciones del campo en las tres direcciones de coordenadas. Suponiendo que la va-
riacion en z serd e /%2 como antes, y suponiendo, por ejemplo, la existencia de una compo-
nente y de ES, la ecuacién (59) sera de la forma,

82Eys + 82Eys
0x2 dy2

+ (k* = B2))Ey; =0 (76)

mp

Esta ecuacidn trae a la mente el problema de la ecuacién de Laplace en dos dimensiones de la
seccion 7.5, en el que se utilizé el método de la solucién por productos. Este mismo método
bésico se utiliza también para resolver (76) y la solucion resultante toma la forma general,

Eys = Eofu(x) fp(y)e 7Pm? (T7)

donde f, y j;, son senos y cosenos. Ahora se necesitan dos enteros, m y p, para describir las
variaciones del campo en las direcciones x y y. De nuevo, son de interés los modos TE y
TM, y la ecuacién de onda se resuelve por separado para cada uno de ellos.

A partir de aqui el problema se complica y rebasa el alcance (y el propdsito) de este tra-
tamiento. En lugar de ello se puede aprender mucho acerca de esta guia de ondas por me-
dio de la intuicién y el conocimiento de la guia de placas paralelas. Se da el caso de que los
modos mds importantes en la guia de onda rectangular son de la misma forma que los de la
estructura de placas paralelas. Considérese, por ejemplo, la apariencia de un modo TE en
la gufa rectangular. El campo eléctrico de dicho modo podria parecerse al que muestra la fi-
gura 14.8a, en el que el campo estd polarizado verticalmente y termina en las placas supe-
rior e inferior. EI campo también se convierte en cero en las dos paredes verticales, como lo
requiere la condicién de frontera sobre el campo eléctrico tangencial en una superficie con-
ductora. Considérese el caso en el que el campo no presenta variaciones con respecto a y pe-
ro si varfa con respecto a x y z (este Gltimo de acuerdo con e~/#9). En consecuencia, el
término 0%/dy? en la ecuacién de onda (76) se elimina y la ecuacién se hace idéntica en for-
ma ala (61), la cual se utiliz6 en la guia de ondas de placas paralelas. Por lo tanto, las so-
luciones para el campo son idénticas en forma a las ecuaciones (65), (71) y (72), pero con
algunas diferencias menores en cuanto a notacion:

Es = Eqsen (k0x) e /Pmz (78)

H, = —@Eo sen (kyox) e /Pnoc (79)
o

He, = j <" By cos(icnox)e— P (80)
wp
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Figura 14.18 Configuraciones de los campos eléctricos de los modos, a) TE,,y b) TE,,,
en una guia de ondas rectangular.

donde

miw 1)

Kmo = ——
a

Los campos descritos en las ecuaciones (78) a (80) tienen un modo general de designacién
TE,,,, donde los subindices indican que hay m nimero de medios ciclos del campo eléctri-
co en la dimensién x y cero variacién en la dimensién y. La constante de fase tiene subin-
dice m0, y aun es valido que,

Ko + Bro = K

La frecuencia de corte del modo TE, ; estd dada por (41), modificada de forma adecuada:

mimwc (82)

el = —

La constante de fase, 8, estd dada por (42); todas las implicaciones respecto al comporta-
miento de los modos por arriba y por debajo de la frecuencia de corte son exactamente las mis-
mas que se encuentran en el caso de la guia de placas paralelas. El andlisis de ondas planas se
lleva a cabo también de la misma forma. Los modos TE, ; pueden modelarse como ondas pla-
nas que se propagan a través de la guia y se reflejan entre las paredes laterales verticales.

Otra posibilidad es la configuracién de campo TE,,, que se muestra en la figura 14.18b,
la cual muestra un campo eléctrico polarizado horizontalmente. La ecuacién de onda (76)
contendra ahora el término 0%/dy?, y se eliminard el término 9%0x2. Los campos resultantes
seran aquellos expresados en las ecuaciones (78) a (80) después de una rotacién de 90°, jun-
to con algunos cambios de notacion:

E,s = Egsen(kopy)e o (83)
H.. — ﬂOPE —jBopz (84)
vs = o sen(kopy)e
op

O £y cos(icopy)ePor (85)

K
st =—J
Wl
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donde
Kop = % (86)
y donde la frecuencia de corte serd
bid
w.(0p) = £ (87)

También es posible tener otros modos, los cuales exhiban variaciones tanto en x como en y.
En general, la frecuencia de corte de estos modos estd dada por

o =|(%) "+ (55)

Dentro de los modos que tienen variaciones en ambas direcciones transversales se encuentran el
TE y el TM; sin embargo, solamente los modos TE pueden tener una variacién cero en x 0 y.

El modo que tiene la frecuencia de corte mds baja tiene un interés practico muy signi-
ficativo. Si las dimensiones de la onda son tales que b < a, entonces la inspeccion de (82) y
(88) indica que la frecuencia de corte mds baja ocurrird en el modo TE,,. Este es el modo
dominante (y mds importante) en la guia de ondas rectangular, ya que puede propagarse so-
lo si se selecciona la frecuencia de operacién adecuada.
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EJEMPLO 14.4

Una guia de ondas rectangular llena con aire tiene como dimensionesa =2cmy b =1 cm.
Determinese el rango de frecuencias en el que la guia trabajard en un solo modo (TE,).

Solucion. Puesto que la guia estd llena con aire, n = 1 y (82) da, param = 1:

W, ¢ 3x100

= =" _—75GHz
T 2a 202)

El modo de orden superior siguiente serd el TE,, o el TE,,, los cuales, de (82) y (88), ten-
dran la misma frecuencia de corte puesto que a = 2b. Esta frecuencia serd el doble de la que
se encontrd para el modo TE,,, es decir, 15 GHz. Por lo tanto, el rango de frecuencias de
operacion en el que la gufa trabajard en un solo modo es 7.5 GHz < f < 15 GHz.

Una vez que se ha visto como funcionan las gufas de onda rectangulares surge la pre-
gunta: ;por qué se utilizan y cudndo son utiles? Considérese por un momento la operacién
de una linea de transmision a frecuencias lo suficientemente altas para que se puedan pre-
sentar los modos de la guia de ondas. El comienzo de los modos guiados en una linea de
transmision, conocido como modeo, es de hecho un problema que es necesario evitar, ya que
puede presentarse una distorsion de la sefial. Una sefial que ingresa a dicha linea verd su po-
tencia dividida en una determinada proporcion entre sus diferentes modos de transmision. La
potencia de la sefial en cada modo se propaga a una velocidad de grupo Unica correspon-
diente a ese modo. Asi, si la potencia se distribuye entre los diferentes modos, se presenta-
ré distorsion con la distancia, a medida que las componentes de la sefial entre los modos
pierdan la sincronia entre ellos, debido a los tiempos de retardo diferentes (retardos de gru-
po) asociados con los diferentes modos. Este concepto se estudia en el ejemplo 14.3.
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El problema anterior de dispersion modal en las lineas de transmision puede evitarse
asegurdndose que solamente se propague el modo TEM y que todos los modos de propaga-
cion estén por debajo de la frecuencia de corte. Esto se logra ya sea utilizando tamafios de
linea menores que la mitad de la longitud de onda de la sefial, o asegurando un Iimite supe-
rior de la frecuencia de operacién de una determinada linea. Sin embargo, el asunto es mds
complicado que esto.

En la seccién 14.1 se vio que al aumentar la frecuencia se amplia la pérdida en la linea
como resultado del efecto piel. Esto se manifiesta por medio de un incremento en la resisten-
cia en serie por unidad de longitud, R. Es posible compensar incrementando la seccién trans-
versal en una o mds unidades, como se muestra en las ecuaciones (7) y (12), pero sélo hasta
el punto en cual se pueda presentar modeo. Tipicamente, el incremento de pérdidas al aumen-
tar la frecuencia hard que la linea de transmision no pueda utilizarse antes de que se presen-
te el modeo; sin embargo, no se pueden aumentar las dimensiones de la linea para reducir las
pérdidas sin considerar la posibilidad de que se presente modeo. Esta limitacion en cuanto a
dimensiones también limita la capacidad de manejo de potencia en la linea, ya que el volta-
je al que ocurre la ruptura del dieléctrico disminuye a medida que decrece la separacion en-
tre los conductores. En consecuencia, no es recomendable emplear lineas de transmision a
frecuencias mds alld de cierto punto, puesto que las pérdidas serdn excesivas y la limitacion
en dimensiones reducird la capacidad de manejo de potencia. En vez de ello, se estudiardn
otras estructuras para el guiado de ondas, entre las cuales estd la guia rectangular.

La diferencia fundamental entre una guia de ondas rectangular (o cualquier otra guia
consistente en un tubo hueco) y la linea de transmision es que la guia rectangular no sopor-
tard un modo TEM. Esto ya se demostré en el estudio de la onda TE. El hecho de que la
guia esté construida a partir de una estructura metdlica completamente cerrada significa que
cualquier distribucién de campo eléctrico en el plano transversal debe exhibir variaciones
en el plano; esto se debe a que todas las componentes del campo eléctrico tangentes a los
conductores deben ser iguales a cero en las fronteras de conduccion. Puesto que E varia en
el plano transversal, el cdlculo de H a través de A x E = —jouH debe conducir a una com-
ponente z de H, por lo que no se puede tener un modo TEM. No se puede encontrar ningu-
na otra orientacién de un E completamente transversal en la guia que permita tener un H
completamente transversal.

Puesto que la guia rectangular no soportard un modo TEM, ésta no operard hasta que la
frecuencia exceda la frecuencia de corte del modo guiado de menor orden de la estructura. Por
lo tanto, debe construirse con un tamafio lo suficientemente grande para cumplir con esto a
una frecuencia determinada; las dimensiones transversales requeridas serdn, en consecuencia,
mayores que las de una linea de transmision disefiada para soportar s6lo el modo TEM. El in-
cremento en tamaiio, junto con el hecho de que ahora existe una mayor 4rea en la superficie
del conductor que en una linea de transmision de igual volumen, significa que las pérdidas se-
rdn significativamente menores en la estructura rectangular de guia de ondas. Ademds, las
guias soportardn mds potencia a una determinada magnitud de campo eléctrico que una linea
de transmision, puesto que la guia rectangular tendrd una seccion transversal mayor.

Aun asi, las guias de tubo hueco deben operar con un solo modo de propagacién con el
fin de evitar problemas asociados con la distorsion de la sefial que se presenta en la trans-
misién multimodal. Esto significa que las guias deberdn ser de tales dimensiones que ope-
ren por arriba de la frecuencia de corte del modo de orden mds bajo, pero por debajo de la
frecuencia de corte del modo de mayor orden siguiente, como se demuestra en el ejemplo
14.4. Incrementar la frecuencia de operacion, otra vez, significa que las dimensiones trans-
versales de la guia deben disminuirse para mantener operando la linea de transmision en un
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solo modo. Esto puede lograrse hasta el punto en el que las pérdidas por efecto piel se con-
viertan de nuevo en una cuestion problemdtica (recuérdese que la profundidad de piel dis-
minuye al aumentar la frecuencia, ademas de que disminuye el drea de la superficie del
metal al reducirse el tamafio de la guia). Ademads, la fabricacion de las guifas se complica en
gran medida, ya que las tolerancias del maquinado necesitan ser muy estrictas. Asi que, de
nuevo, a medida que se incrementan mads las frecuencias se busca otro tipo de estructuras.

D14.10 Especifiquese el grosor minimo, a, y la altura médxima, b, de una guia rec-
tangular llena con aire, de tal forma que opere en un solo modo en el rango de fre-
cuencias de 15 GHz < f< 20 GHz.

Respuesta. 1 cm; 0.75 cm

14.6 Guias de onda dieléctricas planas

Cuando las pérdidas por efecto piel son excesivas, una excelente manera para eliminarlas es
quitar el metal en la estructura completamente y utilizar interfases entre los dieléctricos en
las superficies confinadas. De esta forma se obtiene una guia de ondas dieléctrica; una for-
ma bdsica, la guia de onda de placa simétrica, se muestra en la figura 14.19. Esta estructu-
ra recibe ese nombre debido a su simetria vertical con respecto al eje z. Se supone que la
guia tiene un grosor en y mucho mayor que el ancho d de la placa, por lo que el problema
se hace de dos dimensiones, en el que los campos varian en funcién de x y de z mientras que
y es independiente. La gufa de placa trabaja de manera muy similar a la guia de ondas de
placas paralelas, con excepcion de que las reflexiones de la onda ocurren entre las interfa-
ses entre los dieléctricos que tienen diferentes indices de refraccion, n, para la placa y n, pa-
ra las regiones superior e inferior a su alrededor. En la guia dieléctrica es necesaria la
reflexion total, por lo que el dngulo de incidencia debe ser mayor que el dngulo critico. En
consecuencia, como se estudid en la seccion 13.6, el indice de refraccion n | de la placa debe
ser mayor que el de los materiales a su alrededor, n,. Las guias dieléctricas difieren de las
guias conductoras en que la potencia no esta confinada por completo en la placa, sino que
reside parcialmente arriba y abajo.

iy df2
ny
2 —d2

Figura 14.19 Estructura de la guia de ondas dieléctricas simétricas en la que las ondas
se propagan a lo largo del eje z. Se supone que la guia es infinita en la direccion de y, por
lo que hace el problema en dos dimensiones.
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Figura 14.19 Geometria de una onda plana de una onda de
escape en una guia de ondas de placas simétricas. Para un modo
guiado, la reflexion total se presenta en el interior y las componentes
en x de k,, y k,, son imaginarias.

Las guias dieléctricas se utilizan principalmente en frecuencias dpticas (del orden de
10'4 Hz). De nuevo, las dimensiones transversales de la guia deben mantenerse del orden
de una longitud de onda con el fin de alcanzar una operacién en un solo modo. Un gran nu-
mero de métodos de fabricacion se puede utilizar para lograr esto. Por ejemplo, se pueden
afiadir impurezas a una placa de vidrio con materiales que incrementen el indice de refrac-
cion. El proceso de adicién de impurezas permite la introduccién de materiales s6lo dentro
una capa delgada adyacente a la superficie que tenga un espesor de pocos micrémetros.

Para comprender cémo funciona la gufa considérese la figura 14.20, que muestra una
onda propagdndose en la placa a través de multiples reflexiones, pero donde se presenta
transmision parcial en las regiones superior e inferior en cada rebote. Se muestran vectores
de onda en las regiones media y superior, junto con sus componentes en las direcciones de
xy z. Como se estudié en el capitulo 13, las componentes de z (8) de todos los vectores
de onda son iguales, asi también deberan serlo si las condiciones de frontera del campo en
las interfases son satisfechas para toda posicién y tiempo. Por supuesto que la transmision
parcial en las fronteras es una situacién indeseable, puesto que la potencia en la placa even-
tualmente se escapard. Por lo tanto, se tiene una onda de escape propagandose en la estruc-
tura, mientras que lo necesario es un modo guiado. Nétese que, en cualquier caso, atin se
tienen las dos posibilidades de polarizacién de onda y la designacién del modo resultante:
TE o TM.

La reflexion de potencia total de las ondas TE y TM en las fronteras, implica, respecti-
vamente, que los valores de |FS|2 o|l p|2 sean unitarios, donde los coeficientes de reflexién
estén dados por las ecuaciones (71) y (69) del capitulo 13:

N2s — Nis

M2s + Nis
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_ Mmp — Nip 90
==y (90)
n2p + Nip
Como se analiz6 en la seccién 13.6, se requiere que las impedancias efectivas, Ty O 1, S€an

puramente imaginarias, cero o infinitas si se desea que (89) o (90) tengan magnitudes uni-
tarias. Sabiendo que

Ny = —2 1)
cos bh
y
N2p = N2 €OS 0 (92)
el requisito es que cos 6, sea cero o imaginario, donde, de la ecuacién (75), seccién 13.6,
) 172
cosh = [1 — sen’ 92]1/2 = |:1 - <n_1> sen291:| (93)
ny
Como resultado, se requiere que
91 = 96‘ (94)
donde el dngulo critico se define por medio de
senf = 2 (95)
n

Ahora, de la geometria de la figura 14.20, se puede construir la distribucién de campo
de una onda TE en la guia utilizando la superposicion de ondas planas. En la regién de la
placa (—d/2 < x < d/2), se tiene

) . d d
Eyls = Eoe_jk'“'r + Eoe_jkl‘['r <—§ <x < E) (96)
donde
klu =Kja; + /Baz (97)
y
Kig = —kxja, + ﬂaz (98)

El segundo término de (96) puede ya sea sumarse o restarse del primer término, puesto que
en cualquier caso resultaria una distribucién de intensidad simétrica en la direccion de x. Se
esperaba este resultado, ya que la guia es simétrica. Ahora, utilizando r = xa_+ za , la ecua-
cién (96) se transforma en

‘ Eyi; = Eole/™" + e7/¥1¥]e™7P* = 2 E; cos(ky x)e/F? 99)
en el caso de seleccionar el signo mds en la ecuacién (96), y
\ Eyis = Eole’™* — e771*]e™/P% = 2 j Ey sen(ki x)e/P* (100)

si se escogi6 el signo menos. Puesto que k; = n k, cos 6,, se puede ver que valores mayo-
res de «; implican valores mds pequefios de 6, a una determinada frecuencia. Ademads, a va-
lores mayores de «, resulta un mayor niimero de oscilaciones espaciales del campo eléctrico
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en la dimension transversal, como lo muestran las ecuaciones (99) y (100). Se observa un
comportamiento similar en la guia de placas paralelas. En la guia de ondas de placas, como
en la de placas paralelas, se asocian modos de propagacion de 6rdenes més elevados con va-
lores de «; mayores.°

En las regiones por arriba y por debajo de la placa las ondas se propagan de acuerdo
con los vectores de onda k, y Kk, ,, como se muestra en a figura 14.20. Arriba de la placa,
por ejemplo (x > d/2), el campo eléctrico TE serd de la forma,

Eyos = Eppe /%" = Egpe i*2% eI (101)

Sin embargo, «, = n,k, cos 6,, donde cos 6,, dado por (93), es imaginario. Por lo tanto, se
puede escribir

Ky =—=jy2 (102)

donde y, es real y estd dado por (utilizando 93)

2
n
V2 = jiy = jnskgcosf = jnoko(—j) <—‘> sen’6; — 1 (103)
ny
La ecuacién (101) se transforma en
3 d
Eyys = Eqpe 1?04/ (x > 5) (104)

donde la variable x en (101) se ha reemplazado por x — (d/2) para ubicar la magnitud del
campo, E,, en la frontera. Utilizando un razonamiento similar, el campo en la regién por
debajo de la interfase mds baja, donde x es negativo y donde k, , estd involucrado, serd

E,p; = Eqe?? /2= ibz (x < —%) (105)

Los campos que se expresan en las ecuaciones (104) y (105) son de las ondas de superficie.
Obsérvese que éstas se propagan en la direccién de z solamente, de acuerdo con e 7% sin
embargo, se reducen en amplitud solamente a medida que aumenta el valor de |x|, de acuer-
do con el término e~7**~42) de la ecuacién (104) y con el término ¢¥?**+42) de la ecuacién
(105). Estas ondas representan una cierta fraccion de la potencia total del modo, y por lo
tanto se puede observar una diferencia fundamental muy importante entre las guias de onda
dieléctricas y las metdlicas: en las primeras, los campos (y la potencia guiada) se presentan
en la seccidn transversal que se extiende mds alld de las fronteras de confinacién y, en prin-
cipio, éstas se presentan en una seccion transversal infinita. En situaciones précticas, el
decaimiento exponencial de los campos por arriba y por debajo de las fronteras es normal-
mente suficiente para hacer que los campos tengan un valor despreciable dentro de unas
anchuras de conductor desde cada frontera.

6 Serfa conveniente sumar el subindice del nimero de modo, m, a Kps Ky By 91, puesto que, como fue vélido con
las guias metdlicas, se obtendran valores discretos de estas cantidades. La notacién simple se mantiene eliminan-
do el subindice m, y se supondrd que estd implicito. De nuevo, los subindices 1 y 2 en esta seccion indican, respec-
tivamente, la placa y regiones circundantes y no tienen que ver con el nimero de modo.
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ny
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Figura 14.21 Distribuciones de la amplitud
del campo eléctrico sobre el plano transversal
para los tres primeros modos TE en una gufa
de onda de placas simétricas.

La distribucion del campo eléctrico total se compone del campo en las tres regiones y
estd dibujado en la figura 14.21 para los primeros modos. Dentro de la placa, el campo es
oscilatorio y similar al correspondiente de la guia de ondas de placas paralelas. La diferen-
cia es que el valor de los campos en la guia de placa no alcanzan a tener un valor cero en
las fronteras; sin embargo, se conectan con los campos evanescentes arriba y debajo de la
placa. La restriccidn es que los campos TE en cualquier lado de la frontera (que son tangen-
tes a la interfase) deben acoplarse en ésta. Especificamente,

Eyisli=xa2 = Eyosli=tas (106)

Aplicando esta condicién a (99), (100), (104) y (105) se obtienen expresiones finales para
el campo eléctrico TE en la guia de ondas de placas simétricas, para los casos de simetria
par e impar:

E. cos(kx)e Pz (-4 <x <9
(par TE) = { Eq, cos(k; $)e 720—4/2e=f2  (x > £) (107)
Eqge cos(ky &)er:tctd/Re=ibs  (x < —4)
Eo, sen(kx)e Pz (—fd <x< ‘%)
(impar TE) = 1 E, sen(/q%)e"/zo‘_d/z)e_-"ﬁZ (x > %) (108)
—Egp sen(kyd ) e Hd/2e=ibs (x < —4)

La solucién de la ecuacion de onda arroja (como debe ser) resultados idénticos a éste. Se re-
comienda al lector que consulte las lecturas complementarias 2 y 3 para obtener mds deta-
lles. El campo magnético de los modos TE consistird de las componentes en x y en z, como
lo fue para el caso de la guia de placas paralelas. Por dltimo, los campos de los modos TM
serdn casi los mismos en cuanto a forma a los de los modos TE, pero con un simple giro en
la polarizacién de 90° con respecto a las componentes de la onda plana. Por lo tanto, en los
modos TM, resultara Hy y tendrd la misma forma que Ey para TE, como se expreso en
las ecuaciones (107) y (108).
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Sin tomar en cuenta las diferencias en las estructuras de los campos, la guia de onda de
placa dieléctrica opera de una manera cualitativamente similar a la guia de placas paralelas.
De nuevo, un niimero finito de modos discretos estard permitido a una determinada frecuen-
cia, y aumentard a medida que se incremente la frecuencia. Los modos de orden mds eleva-
do se caracterizan porque tienen valores sucesivos menores de 0,.

Una diferencia importante en la gufa de placas ocurre a la frecuencia de corte en cual-
quier modo. Se sabe que 8 = 0 a la frecuencia de corte en las guias de onda metdlicas. En la
gufa de onda dieléctrica, a la frecuencia de corte, el dngulo de la onda, 6,, es igual al dngulo
critico, 6. Entonces, a medida que se eleva la frecuencia de un determinado modo de propa-
gacion, su valor 6, aumenta mds alld de 6, con el fin de conservar la resonancia transversal,
y a la vez mantener el mismo nimero de oscilaciones del campo en el campo transversal.

Sin embargo, a medida que el dngulo de la onda aumenta el carécter de los campos eva-
nescentes cambia significativamente. Esto puede comprenderse mejor si se considera la de-
pendencia angular de la onda en el coeficiente de decaimiento de la onda evanescente, y,,
dada en (103). En esa ecuacion, nétese que a medida que aumenta 6, (conforme aumenta la
frecuencia), y, tambi€n aumenta, lo que conduce a una caida mds rdpida de los campos al
aumentar la distancia arriba y debajo de la placa. El modo, por lo tanto, se confina mds drés-
ticamente a la placa conforme aumenta la frecuencia. Asimismo, a una frecuencia determi-
nada, los modos de orden mds bajo, que tengan menores dngulos de onda, tendrdn valores
menores de y,, como lo indica la ecuacién (103). En consecuencia, cuando se consideran
varios modos juntos propagdndose a una sola frecuencia, los modos de mayor orden tendrdn
un mayor porcentaje de su potencia, en las regiones superior e inferior alrededor de la pla-
ca, que los modos de menor orden.

Uno puede determinar las condiciones en las cuales los modos se propagaran utilizan-
do la condicion de resonancia transversal, de la misma forma como se determinaron en el
caso de la gufa de placas paralelas. Se llevé a cabo el andlisis transversal de ida y vuelta en
la regién de la placa, de la misma manera que se hizo en la seccién 14.3 y se obtuvo una
ecuacion similar a la ecuacion (37):

| 1 + $re + 1 + gy = 2m | (109)

para las ondas TE y

[ k1d + dr + 1 + g = 2mor | (110)

para el caso de ondas TM. Las ecuaciones (109) y (110) se conocen como ecuaciones de ei-
genvalores para la guia de onda de placas dieléctricas simétricas. Los corrimientos de fase
en la reflexion, ¢,y ¢, son las fases de los coeficientes de reflexién, I' 'y F , dadas en
(89) y (90). Estos se calculan ficilmente, pero resulta que son funciones de 9 Como se sa-
be, K, también depende de 6, pero de una forma diferente a ¢, y ¢y En consecuencia,
(109) y (110) son trascendentales en 8,, y no pueden resolverse en forma cerrada. En lugar
de eso, se deben utilizar métodos gréficos y numéricos (véanse las lecturas complementa-
rias 4 0 5). Sin embargo, a partir de esta solucion se encuentra una muy simple condicién a
la frecuencia de corte para cualquier modo TE o TM:

kod,/n%—n% > (m— Drm m=1,2,3,...) (111)

Para que un modo m se propague, (111) debe ser vdlida. La interpretacion fisica del ni-
mero de modo m es, de nuevo, el nimero de medios ciclos del campo eléctrico (para los mo-
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dos TE) o del campo magnético (para los modos TM) que ocurren en la dimension trans-
versal. Se puede ver que el modo de orden menor (m = 1) no tiene frecuencia de corte; es
decir, se propagard de la frecuencia cero en adelante. Asi, se alcanzaria la operacién en un
solo modo (en realidad, un solo par de modos TE y TM), si fuera posible asegurarse que los
modos m = 2 estuvieran por debajo de la frecuencia de corte. Utilizando (111) la condicién
de propagacién en un solo modo serd, por lo tanto,

kod,/n%—n% <7 (112)

Utilizando k, = 27/2, el rango de longitudes de onda en el que se presenta la operacion en

una sola frecuencia es
)\>2d,/n%—n% (113)

Una guia de onda de placa dieléctrica simétrica guia luz a una longitud de onda A = 1.30 pm.
El grosor de la placa es d = 5.00 um, y el indice de refraccién del material que la rodea es
n, = 1.450. Determinese el indice de refraccion maximo permitido del material de la placa
que le permitird operar en un solo modo TE y TM.

Solucion. La ecuacion (113) puede rescribirse en la forma

A\ 2
n < (ﬂ) +n§

130 )7 + (1.450)2 = 1.456
n < . = 1.
! 2(5.00)

iSe puede ver claramente que las tolerancias de fabricacién son muy exactas cuando se
construyen guias dieléctricas para operarse en un solo modo!

De tal forma que

D14.11 Una placa delgada de 0.5 mm fabricada con vidrio (7, = 1.45) estd rodea-
da por aire (n, = 1). La placa conduce luz infrarroja a una longitud de onda A = 1.0 pem.
(Cuantos modos TE y TM podran propagarse?

Respuesta: 2102

14.7 Fibra optica

La fibra optica trabaja segtin el mismo principio que la guia de onda de placa dieléctrica,
excepto, desde luego, por la seccidn transversal circular. En la figura 14.10 se muestra una
fibra dptica de indice escalonado en la que un niicleo de alto indice de refraccion, de radio
a, esta rodeado por una revestimiento con menor indice de refraccién, de radio b. La luz se
confina en el nicleo de la fibra por medio del mecanismo de reflexién total, pero de nuevo,
alguna fraccion de la potencia también reside en el recubrimiento. Como se observo en la
guia de placas, la potencia en el revestimiento se transfiere de nuevo hacia el nicleo a me-
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dida que aumenta la frecuencia. Ademads, de la misma forma que en la guia de onda de pla-
cas, la fibra soporta un modo que no tiene frecuencia de corte.

El andlisis de la fibra Optica es complicado. Esto se debe, sobre todo, a la seccién trans-
versal circular, aunado al hecho de que, por lo general, es un problema en tres dimensiones;
en la guia de ondas de placas sélo eran dos dimensiones las que interesaban. Es posible ana-
lizar la fibra utilizando rayos dentro del nicleo que se reflejen en la frontera del revestimien-
to a medida que la luz se propaga por la fibra. Esto se hizo con la guia de placas y se
obtuvieron resultados de manera muy rdpida. Sin embargo, este método es dificil de aplicar
en la fibra debido a que las trayectorias de los rayos son complicadas. Existen dos tipos de
rayos en el nuicleo: (1) los que pasan a través del eje de la fibra (eje z), conocidos como ra-
yos meridionales, y (2) aquellos que evitan pasar por el eje pero se propagan en una trayec-
toria en espiral. Estos se conocen como rayos oblicuos; su anlisis, aunque es posible, es muy
tedioso. Se han desarrollado modos de la fibra que puedan asociarse con los tipos de rayos
individuales, o con combinaciones de éstos, pero es mds ficil obtenerlos resolviendo de ma-
nera directa la ecuacién de onda. El propdsito de esta seccion es ofrecer una primera exposi-
cion acerca del problema de las fibras dpticas (y evitar un tratamiento excesivamente largo).
Esto se logrard resolviendo los casos mds sencillos de la forma més rdpida posible.

La configuraciéon mds simple es la de indice escalonado, pero con indices de refraccién
del nicleo y revestimiento muy parecidos, esto es, n, = n,. Esta es la condicién de guiado
débil, cuyo efecto en la simplificacion del andlisis es muy significativo. Ya se estudié como
los indices de refraccion del nicleo y del revestimiento en la guia de onda de placas nece-
sitan ser muy parecidos en valor con el fin de lograr la operacién en un solo modo o en unos
cuantos modos. Los fabricantes de fibras dpticas han tomado muy en serio este resultado,
de tal manera que la condicién de guiado débil es, de hecho, cumplida en la mayoria de las
fibras dpticas disponibles en el mercado actualmente. Las dimensiones tipicas de una fibra
Optica monomodo es entre 5 y 10 um de didmetro del nicleo, y un didmetro del revesti-
miento por lo general de 125 um. La diferencia de indice de refraccién entre el ntcleo y el
revestimiento es, tipicamente, de una pequeiia fraccién del 1 por ciento.

El resultado principal de la condicién de guiado débil es que aparece un conjunto de
modos, en el cual cada modo esté polarizado linealmente. Esto significa que la luz con po-
larizacién x, por ejemplo, ingresard a la fibra y se establecerd como un modo o como un con-
junto de modos que conserven la polarizacién x. El campo magnético es esencialmente
ortogonal a E y, en este caso, estard en la direccion de y. Las componentes de z de ambos
campos, aunque estdn presentes, son muy débiles para ser muy significativos; los casi idén-
ticos indices de refraccion del nicleo y del revestimiento generan trayectorias en los rayos
que son esencialmente paralelos al eje de la guia, desvidndose s6lo muy ligeramente. De he-
cho, se puede escribir para un determinado modo, E_= nH,, cuando 7 se aproxima a la im-
pedancia intrinseca del revestimiento. Por lo tanto, en la aproximacion del guiado débil, los
campos modales de la fibra se tratan como ondas planas (no uniformes, por supuesto). La
designacion de estos modos es LP, , que quiere decir polarizado linealmente con pardme-
tros de orden enteros ¢ y m. Este Gltimo expresa los nimeros de variaciones en las dos di-
mensiones en el plano transversal circular. Especificamente, ¢, el niimero de modo azimutal,
es la mitad del ndmero de densidad de potencia mdxima (o minima) que ocurre en un radio
determinado, a medida que ¢ varia de 0 a 27. m, el niimero de modos radiales, expresa el
nimero de mdximos que se presentan a lo largo de una linea radial (a una ¢ constante) que
se extiende desde cero hasta el infinito.

Aunque se puede suponer un campo polarizado linealmente en un sistema de coorde-
nadas cartesiano, por razones obvias se estd obligado a trabajar en coordenadas cilindricas.
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De una forma que hace recordar el capitulo 7, es posible escribir el campo eléctrico fasorial
polarizado en x dentro de una fibra 6ptica cilindrica de guiado débil como un producto de
tres funciones, cada una de las cuales varia con una de las coordenadas variables, p, ¢ y z:

Ey(p, ¢, 2) = Z Ri(p)®i(¢) exp(—jpiz) (114)

Cada término de la suma es un modo independiente en la fibra. Nétese que la funcién z es
justamente el término de propagacién, e 7%, puesto que se estd suponiendo una fibra sin pér-
didas infinitamente larga.

La ecuacién de onda es la ecuacion (58), la cual puede escribirse para la supuesta com-
ponente x de E, pero en la que el operador laplaciano estd escrito en coordenadas cilindricas:

19 [ 9%Ey 1 9%E,
pop \"op p? 3¢
donde se reconoce que la operacion d%/dz2, cuando se aplica a (114), se obtiene un factor de
—pB2. Ahora se sustituye un solo término de (114) en (115) [puesto que cada término en

(114) debe satisfacer por si mismo la ecuacién de onda]. Eliminando el subindice i, expan-
diendo la derivada radial y reordenando términos, se obtiene:

+ (k* — BHE, =0 (115)

2 2 2
p-d°R pdR 2,12 ) 1d®
—_—— —_——_— k _ = —_———
de2+de+p( B ® dg? (116)
\—\,—/
02 02

Notese que el lado izquierdo de (116) varia solamente con p, mientras que el lado derecho
lo hace sélo con ¢. Puesto que las dos variables son independientes, se deduce que cada la-
do de la ecuacién debe ser igual a una constante. Llamando a esta constante £2, como se
muestra, se pueden escribir ecuaciones independientes para cada lado de la ecuacion; las va-
riables estdn ahora separadas:

d*®

- 12 = (117a)
d’R 1dR 22
_2+__+[k2_ 2__2}R=0 (117b)
dp*  pdp P

La solucién de (117a) es de la forma de seno o coseno de ¢:

cos(lp + )

sen(£¢p + @) (118)

P(¢) = {

donde « es una constante. La forma de (118) hace que ¢ debe ser entero, puesto que el mis-
mo campo modal deberd presentarse en el plano transversal, ya que ¢ cambia en 2x radia-
nes. Puesto que la fibra dptica es redonda, la orientacién de los ejes x y y en el plano
transversal es inmaterial, por lo que se puede seleccionar la funcién coseno y fijar el valor
de o = 0. Por lo tanto, se utilizard ®(¢) = cos(£¢).

La solucién de la ecuacién (117b) con el fin de obtener la funcidn radial es mas com-
plicada. La ecuacién (117b) es una forma de la ecuacién de Bessel, cuyas soluciones son
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funciones de Bessel de varias formas. El pardmetro clave es la funcién g, = (k* — p%)!2, cu-
yo cuadrado aparece en (117b). Nétese que B, serd diferente en las dos regiones: Dentro del
niicleo (p < a), B, = B,, = (n3k} — %)% dentro del revestimiento (p > a), se tiene B, = 8,
= (n3k3 — p*)'2. Dependiendo de las magnitudes relativas de k y 8, B, puede ser real o ima-

ginario. Estas posibilidades conducen a las dos formas de solucién de (1175b):

R(p) = {Ale(ﬁzp) B; real
| BK«(IBilp) B, imaginario

(119)

donde A y B son constantes. J, (8,0) es la funcién Bessel ordinaria de primer tipo, de orden £
y de argumento B,0. K, (|8,/0) es la funcion Bessel modificada del segundo tipo, de orden £ y
tiene un argumento |B,| p. Los dos primeros érdenes de cada una de estas funciones se ilus-
tran en las figuras 14.22a y b. En este estudio es necesario conocer con precision los cruces

Jrar(UuP}

0.8

Figura 14.22 3a) Funciones de Bessel
ordinarias del primer tipo, de 6rdenes Oy 1,y
de argumento ﬁtp, donde g, es real. b)
Funciones de Bessel modificadas del segundo
tipo, de ordenes 0y 1y de argumento | B, p,
donde B, es imaginario.
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por cero de las funciones J, y J,. Las que se muestran en la figura 14.22a son las siguien-
tes: para J, los ceros son 2.405, 5.520, 8.654, 11.792 y 14.931. Para J,, los ceros son 0,
3.832,7.016, 10.173 y 13.324. Otros tipos de funciones de Bessel podrian ayudar a obtener
las soluciones de la ecuacién (119), sin embargo, exhibirfan un comportamiento no fisico
con el radio, por lo que no se incluyen aqui.

Después es necesario determinar cudl de las soluciones es adecuada para cada region.
Dentro del nicleo (p < a) se espera obtener una solucién oscilatoria para el campo, de ma-
nera muy parecida a la que se encontré en la guia de onda conductora. Por lo tanto, se asig-
nan las soluciones de las funciones ordinarias de Bessel a esa regidn, requiriendo que

B = (niki — B*)1/? seareal. En el revestimiento (o > a) se espera que las ondas de superficie
disminuyan en amplitud al aumentar el radio con respecto a la frontera nicleo/revestimiento.
Las funciones K de Bessel proporcionan este comportamiento y se aplicardn si 8, es ima-
ginaria. Una vez requerido lo anterior, se puede escribir, por lo tanto |8,,| = (8> — n3k2)'/?. La
disminucién de la amplitud del campo al aumentar el radio dentro del revestimiento permite des-
preciar el efecto de la frontera exterior del revestimiento (en p = b), ya que los campos ahi
se consideran muy débiles para que esta frontera tenga algin efecto sobre el campo modal.

Puesto que B,, y B,, estdn en unidades de m~!, es conveniente normalizar estas cantida-
des (ala vez que considerarlas sin dimensiones) multiplicando ambas por el radio, a, del ni-
cleo. Los nuevos pardmetros normalizados se transforman en

u=ap, = an3ki — p? (120a)
w = alBn| = a\/ B — n3k3 (120b)

u'y w son andlogos a las cantidades «,d y k,d en la guia de onda de placa. Como con esos
pardmetros B es la componente en z de tanto n,k, como de n,k, y es la constante de fase del
modo guiado. S debe ser igual en ambas regiones, de tal forma que las condiciones de fron-
tera del campo se habran satisfecho en p = a paratodo z y t.

Ahora se puede construir la solucion total de £ para un solo modo guiado, utilizando
(114) junto con (118), (119), (120a) y (120b):

mZ{&h@M@ww@eW p<a 12

EolJe(u)/ Kew)1K(wp/a) cos(tp)e P p>a

Noétese que el valor del coeficiente A en (119) se ha hecho igual a E,, y B = E, [J,
(u)/K,(w)]. Estas elecciones aseguran que las expresiones de E  en las dos regiones sean
iguales a p = a, una condicién que es casi vélida siempre y cuando n, = n, (la aproxima-
cién del guiado débil).

De nuevo, la condicién del guiado débil también permite la aproximaciéon H = E/n,
donde 7 es la impedancia intrinseca del revestimiento. Habiendo calculado E  y H se
puede encontrar la densidad de potencia promedio modal LP,, (o intensidad luminosa), a
través de,

uwzgmmxm}

1 1
=-R Eva* = 5 Exrz
5 e{Exs Hy} an sl (122)
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Sustituyendo (121) en (122), se obtiene la intensidad modal en W/m?

Lo = mg(%) cosktd) p=<a (1230)
2
Iy = 1{%) Kf(%p) cos’(bp) p>a (123b)
4

donde /; es el valor de intensidad pico. La finalidad del nimero modal azimutal £, como es
evidente en (123a) y (123b), es determinar el nimero de variaciones de intensidad alrede-
dor del circulo, 0 < ¢ < 2m; también determina el orden de las funciones de Bessel que se
utilizaran. La influencia del nimero modal radial, m, no es aparente de forma inmediata en
las ecuaciones (123a) y (123b). En pocas palabras, m determina el rango de los valores per-
mitidos de u en la funcién de Bessel, J(up/a). A un valor mayor de m, mayores serdn los va-
lores permitidos de u; con un valor grande de u la funcién de Bessel efectia un mayor
nimero de oscilaciones en el rango 0 < p < a, y, por lo tanto, mds variaciones de intensidad
radial se presentan al aumentar m. En la guia de ondas de placa el niimero de modo (tam-
bién llamado m) determina los rangos permitidos de «,. Como se vio en la seccién 14.6, au-
mentar «, a una frecuencia determinada significa que el rayo en la placa se propaga mads
cerca de la perpendicular (6, muy pequefio) y, por lo tanto, mas oscilaciones espaciales del
campo se presentan en la direccién transversal (m mds grande).

La etapa final en el andlisis consiste en obtener una ecuacién a partir de la cual puedan
determinarse los valores de los parametros modales (#, w y 8, por ejemplo) para una frecuen-
cia de operacion y construccion de fibra determinados. En la guia de ondas de placa se en-
contraron dos ecuaciones, (109) y (110), que usaban argumentos de resonancia transversal
y éstos estaban asociados con las ondas TE y TM en la placa. En Ia fibra 6ptica no se apli-
ca la resonancia transversal directamente, sino implicitamente, haciendo que todos los cam-
pos satisfagan las condiciones de frontera en la interfase niicleo/revestimiento, p = a.” Se
han aplicado las condiciones en los campos transversales para obtener la ecuacion (121). La
condicién que falta es la continuidad de las componentes en z de E y H. En la aproxima-
cion del guiado débil se han despreciado todas las componentes en z; sin embargo, se con-
siderardn ahora en este ultimo ejercicio. Utilizando la ley de Faraday en su forma escalar, la
continuidad de H_ en p = a es la misma que la continuidad de la componenteenzde V x E
siempre y cuando p = u, (o tiene el mismo valor) en ambas regiones. Especificamente

(V xEq)|, _, = (V xEg);

(124)

p=a p=a

El procedimiento comienza expresando el campo eléctrico en (121) en términos de las com-
ponentes p y ¢y, después, aplicando (124). Este es un procedimiento muy largo y se deja
como ejercicio (o, también, puede encontrarse en la lectura complementaria 5). El resultado

7 Recuérdese que las ecuaciones del coeficiente de reflexion (89) y (90), a partir de la cual se determina el corri-
miento de fase de la reflexion utilizada en la resonancia transversal, originalmente proviene de la aplicacién de las
condiciones de frontera del campo.
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es la ecuacion del eigenvalor para los modos LP en la fibra 6ptica de indice escalonado de
guiado débil:

Joo1)  w Ky (w)

L= (125)
Jo(u) u Kew)

Esta ecuacion, asi como la (109) y (110) son trascendentales y deben resolverse, numérica
o graficamente, para u y w. Este ejercicio, desde cualquier punto de vista, estd mds alld del
alcance del presente tratamiento. En lugar de ello, de la ecuacién (125) se obtendran las con-
diciones de corte para un modo determinado, asi como algunas propiedades del modo mas
importante: para el que no tiene frecuencia de corte, y que, por lo tanto, es el modo presen-
te en las fibras 6pticas tipo monomodo.

La solucién de (125) se facilita observando que u y w pueden combinarse para dar un
nuevo pardmetro independiente de Sy que sélo depende de la construccion de la fibra 6p-
tica y de la frecuencia de operacién. Este nuevo parametro, llamado frecuencia normaliza-
da, o nimero V, se encuentra utilizando las ecuaciones (120a) y (1200):

V = u? +w? = akoy/n? — n3 (126)

Se puede observar que es factible lograr un incremento en V a través de un incremento en
el radio del ndcleo, en la frecuencia o en la diferencia de indices de refraccion.

La condicidn de corte para un determinado modo puede encontrarse a partir de la ecua-
cién (125) en conjunto con la (126). Para hacer esto se advierte que el corte en una guia die-
léctrica significa que cesa la reflexion total en la frontera niicleo/revestimiento, y la potencia
comienza en ese momento a propagarse radialmente hacia fuera del nicleo. El efecto sobre
el campo eléctrico de la ecuacion (121) es generar un campo en el revestimiento que no dis-
minuye al incrementarse el radio. Esto ocurre en la funcién de Bessel modificada, K(wp /a),
cuando w = 0. Esta es la condicién general de corte, la cual se aplica ahora a (125), y cuyo
lado derecho se hace cero cuando w = 0. Esto lleva a obtener valores de corte de u y V (u,
y V) y, por (126), u, = V,. La ecuacion (125) a la frecuencia de corte se transforma en:

Encontrar la condicién de corte para un modo determinado es cuestién de encontrar el cero
adecuado en la funcion de Bessel ordinaria relevante, como estd determinada en la ecuacion
(127). Esta da el valor de V en el corte para ese modo.

Por ejemplo, el modo de orden mds bajo es el mds sencillo de la estructura; por lo tan-
to, no tiene variaciones en ¢ y una variacién (un minimo) en p. La designacién de este mo-
do es, por lo tanto, LP, y con £ = 0, (127) da la condicion de corte conforme J_, (V) = 0.
Puesto que J_; = J, (lo que es vilido solamente para la funcién de Bessel J,), se toma el
primer cero de J|, el cual es VC(OI) = (. Por lo tanto, el modo LP,, no tiene frecuencia de
corte y se propagard a excepcion de los demds modos, siempre y cuando el valor de V de la
fibra sea mayor a cero pero menor a V,_ para el modo de mayor orden siguiente. Al revisar
la figura 14.22a se advierte que la siguiente funcién cero de Bessel es 2.405 (para la fun-
cién J)). Por lo tanto, £ — 1 = 0 en (126) y £ = 1 para el modo de mayor orden siguiente.
Asimismo, se utiliza el valor més bajo de m, (m = 1), y el modo es, por lo tanto, idéntico a
LP,,. Su frecuencia de corte V es Vc(ll) = 2.405. Si se seleccionara m = 2, se obtendria el
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nimero V a la frecuencia de corte para el modo LP,,. Se utiliza el siguiente cero de la fun-
cion J,, el cual es 5.520 o V (12) = 5.520. De esta forma, el nimero de modo radial, m,
numeraria los ceros de la funcién de Bessel de orden ¢ —1, tomados en orden creciente
en su valor.

Cuando se sigue el razonamiento que se acaba de describir, la condicién de operacion
monomodo en una fibra dptica de indice escalonado se encuentra que es

V < Vi(11) = 2.405 | (128)

Entonces, utilizando (126) junto con k , = 27/A, se encuentra que

2ma 2 2

)\,>)\,C=m ny —ny (129)

el cual es el requerimiento en cuanto a la longitud de onda en el espacio libre para lograr la
operacioén en un monomodo en una fibra de indice escalonado. El parecido con la condicién
monomodo en gufas de onda de placas [ec. (113)] es aparente. La longitud de onda de cor-
te, A, es la del modo LP,. Su valor es considerado como una especificacion para la mayo-
ria de las fibras 6pticas monomodo en el mercado.

La longitud de onda de onda de corte en una fibra dptica de indice escalonado es A = 1.20 um.
Si la fibra opera a una longitud de onda A = 1.55 um, ;cudl es el valor de V?

Solucién. Utilizando (126) y (129), se encuentra que
1.20

Ac
V =2405— =2.405 — | = 1.86
A 1.55

Los perfiles de intensidad de los primeros dos modos pueden encontrarse utilizando
(123a) y (123b), una vez determinados los valores de u y w para cada modo a partir de

(125). Para el modo LP;,, se tiene
IoJi(uo1p/a) p=a
for = Il (%)2 Ki(worp/a) p=a (130
y para el modo LP,,, se tiene,
IoJE(uy1p/a)cos® ¢ p<a
(131)

I = 2
a Iy (%) Klz(w”,o/a)coszqﬁ p>a
Las dos intensidades estdn graficadas en la figura 14.23, para un solo valor de V, en funcién
del radio en ¢ = 0. Se puede observar, de nuevo, el confinamiento menor del modo de or-
den mayor, en el nicleo, como también sucedi6 en el caso de la guia de ondas de placa.

A medida que V aumenta (esto se logra aumentando la frecuencia, por ejemplo), los
modos existentes se confinan mds severamente en el niicleo, mientras que los nuevos mo-
dos de orden superior se comienzan a propagar. El comportamiento del modo de orden mas
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Figura 14.23 Gréficas de intensidad de las ecuaciones (130) y (131) de los
dos primeros modos LP en una fibra de indice escalonado de guiado débil, en
funcion del radio normalizado, p/ a. Ambas funciones se evaluaron a la misma
frecuencia de operacion; el confinamiento relativamente débil del modo LP,,
comparado con el del modo LP,, es evidente.

bajo al cambiar V se muestra en la figura 14.24, donde se observa de nuevo que el modo queda
confinado mas severamente a medida que se incrementa V. En la determinacion de las intensi-
dades, la ecuacién (125) debe, en general, resolverse numéricamente para obtener u y w. Exis-
ten varias aproximaciones analiticas a la solucién numérica exacta; la mejor es la férmula

de Rudolf-Neumann para el modo LP,, la cual es vélida en el rango de 1.3 < V' < 3.5:

wor = 1.1428V — 0.9960 (132)

Una vez obteniéndose w,, se puede encontrar u,,, a partir de (126) si se conoce V.

Otra simplificacién importante del modo LP,, es la aproximacién de su perfil de intensi-
dad a una funcién gaussiana. Una inspeccién a cualquiera de las graficas de intensidad de la fi-
gura 14.24 muestra un gran parecido a una funcién gaussiana, la cual puede expresarse como

o1 ~ Ipe™27'17% (133)

donde p ), llamado radio del campo modal, se define como el radio a partir del eje de la fi-
bra, en el que la intensidad modal cae 1/¢” veces de su valor sobre el eje. Este radio depen-
de de la frecuencia y, de manera mas general, de V. Una aproximacién similar puede hacerse
para la intensidad modal de la guia de placas simétrica fundamental. En el caso de las fibras
de indice escalonado, el mejor ajuste entre la aproximacion gaussiana y la intensidad modal
real dada en (130) estd dado por la férmula de Marcuse:

1.619 2.879

vz T e (134)

20~ 0.65+
a

El radio de campo modal (a la longitud de onda citada) es otra especificaciéon importante
(junto con la longitud de onda de corte) de las fibras dpticas comerciales tipo monomodo.
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Jolupla)

Figt

FA Y

Figura 14.24 Gréficas de intensidad del modo LP; en una fibra
de indice escalonado de guiado débil. Se muestran los trazos para
V = 1.0 (linea continua), V = 1.2 (linea discontinua) y V = 1.5 (linea
punteada), correspondientes a los incrementos de frecuencia en
esas proporciones. Las lineas verticales punteadas indican la
frontera del nlcleo/revestimiento, a la que, en todos los casos,

la dependencia radial de J, en el nucleo se conecta con la
dependencia radial de K, en el revestimiento, como lo demuestra
la ecuacion (130). La migracién de la potencia del modo hacia el
eje de la fibra a medida que la frecuencia aumenta es evidente.

Es importante conocerla por diferentes razones: primera, en el empalme o conexién de dos
fibras 6pticas monomodo se obtendra la menor pérdida de conexién si ambas fibras tienen
el mismo radio de campo modal y si ambos ejes de las fibras estdn exactamente alineados.
Como consecuencia de una diferencia de radios o de un desplazamiento entre los ejes se
puede tener una pérdida considerable, que puede calcularse y compararse con la ayuda de
mediciones. La tolerancia de alineacion (desviacion permitida con respecto a una alineacién
de ejes muy precisa) no es tan estricta si las fibras tienen radios de campo modal mds gran-
des. Segunda, un radio de campo mds pequefio significa que existe menos probabilidad de
que la fibra sufra de pérdidas como resultado de dobleces. Un modo confinado con pérdi-
das tiende a radiar mas energia hacia fuera a medida que la fibra se dobla. Por ultimo, el
radio de campo modal estd directamente relacionado con la constante de fase del modo, S,
puesto que si u y w son conocidos (si se obtuvieron a partir de p ), el valor de B puede en-
contrarse a partir de (120a) y (120b). Por lo tanto, un conocimiento de cémo cambia 8 con
la frecuencia (lo que conduce a la cuantificacién de la dispersién) puede encontrarse a tra-
vés de la medicién del cambio con respecto a la frecuencia del radio del campo modal. De
nuevo, las lecturas complementarias 4 y 5 (y las referencias ahf citadas) ofrecen un trata-
miento mds detallado.

D14.12 Para la fibra del ejemplo 14.6, el radio del niicleo estd dado como @ = 5
pum. Encuéntrese el radio de campo modal a las longitudes de onda a) 1.55 pm;
b) 1.30 pum;

Respuesta: 6.78 um; 5.82 um



14.8 Principios basicos de las antenas

14.8 Principios basicos de las antenas

En esta dltima seccidn se estudiardn algunos conceptos sobre la radiacion de energia elec-
tromagnética a partir de una antena dipolar simple. Un estudio completo sobre las ante-
nas y sus aplicaciones requeriria de varios capitulos o libros enteros. El propdsito aqui es
proporcionar una compresion basica de como los campos electromagnéticos radian a par-
tir de distribuciones de corriente. Asi que primero se obtendra el campo especifico for-
mado a partir de una fuente especifica variante en el tiempo. En este andlisis de las ondas
y de los campos en medios materiales y en guias de onda sélo se estudiard el movimien-
to de las ondas en el medio, sin tomarse en cuenta las fuentes de los campos. La distribu-
cion de corriente en un conductor fue un problema similar, aunque al menos se relacion6
la corriente con una intensidad de campo eléctrico supuesta en la superficie del conduc-
tor. Esto puede considerarse como una fuente, sin embargo, no muy practica puesto que
tiene un tamaio infinito.

Ahora se supone un filamento de corriente (de seccidn transversal infinitesimal) como
fuente, colocada dentro de un medio infinito sin pérdidas. El filamento tiene una longitud
diferencial, pero se extenderan los resultados con facilidad a un filamento corto comparado
con una longitud de onda, especificamente menor a un cuarto de longitud de onda, aproxi-
madamente. En la figura 14.25, el filamento diferencial se muestra en el origen y estd orien-
tado a lo largo del eje z. Se toma como convencion la direccion de a_ como el sentido
positivo de la corriente. Se supone una corriente uniforme /, cos wt en esta pequefia longi-
tud d y no es preocupante, en este momento, la discontinuidad aparente que existe en cada
uno de los extremos.

No se intentara en este momento descubrir la “fuente de la fuente”; sin embargo, sola-
mente se supondra que la distribucién de corriente no puede modificarla ningiin campo que
lo produzca.

(()————>»n

Figura 14.25 Un filamento de corriente
diferencial de longitud d lleva una corriente
I'=1,cos ot.
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El primer paso es la aplicacion de la expresion del potencial vectorial magnético retar-
dado, como se present6 en la seccién 10.5,

A= / ulIdL
4w R

donde [I] es una funcién del tiempo retardado t — R/v. Cuando se utiliza una sola frecuencia
para operar la antena, v es la velocidad de fase a esa frecuencia. Puesto que no se requiere de
ninguna integracion para el filamento de longitud muy pequefia que se supuso, se tiene

1
! ]daz
47 R

Sélo esta presente la componente en z de A, pues la corriente estd solamente en la direccién
de a_. En cualquier punto P, la distancia R con respecto al origen, el vector potencial estd
retardado por R/vy

I = Iycoswt

o(=3))
[I]=Iycos|w |t — —
v

[I] = Ipe 72RIM

se transforma en

Por lo tanto,

s = —MIOde_ij/v
4 R

Utilizando una mezcla de sistemas de coordenadas por el momento, reempldcese R por un
pequeiio valor r del sistema de coordenadas esféricas y, después, determinese qué compo-
nentes esféricas estdn representadas por A_. La figura 14.26 ayuda a determinar que,

z

A,y = A cosf
Agy = —A s senf

y, por lo tanto,

[Llod

Ay = cos@ e /@Y
dmr
Iod ,
Ags = K sen@ e fer/V
dmr

A partir de estas dos componentes del potencial magnético vectorial en P, se puede
encontrar B_y H_ a partir de la definicion de A,

B, = uH, = V x A,

calculando tinicamente las derivadas parciales que se indican. Por lo tanto,

H 1 8(A ) 1 0A,
s — ——\Ir s) T T T oo
4 ur or ¢ ur 060

Hrs = HOs =0
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Figura 14.26 La
descomposicién de A, en
P(r, 6, ¢) en las dos
componentes esféricas A,
y A, El dibujo se realizé de
forma arbitraria sobre el
plano ¢ = 90°.

Iod : w 1
Hps = —senfe /" j— + —
A" ¢ (] vr + r2>

Las componentes del campo eléctrico que deben estar asociadas con este campo magnéti-
co se calculan a partir de la ley de circuitos de Ampere, en su forma escalar, ya que ésta se apli-
ca a una region en la que se encuentran ausentes las corrientes de conduccién y conveccion,

oD
VxH=—
ot

0, en notacién compleja,

V x Hy = jweE;

La expansién del rotacional en coordenadas esféricas lleva a

1 1 9
E, = ————(Hyssenb)
Jjwe rsen6 o

Iyd . / 1 1
Eps = 0 sen@ eJerly JO + + —
T evir  evr?  jwer3
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Con la finalidad de simplificar la interpretacion de los términos en paréntesis se llevan

a cabo las sustituciones w = 2xf, fA = v, v = 1/V ne, y n =V ule, obteniéndose
Hys = % sen @ e /2 (;i—j = riz) (135)
E,s = I;iﬁ cos ) eI/ <rl2 I #) (136)
Eg, = IZZ" sen fe i/ (’i_j: -+ riz v #) (137)

Estas tres ecuaciones son un indicativo de la razén por la que tantos problemas que in-
volucran antenas se resuelven por métodos experimentales mds que por métodos tedricos.
Han resultado a raiz de tres pasos generales: una integracion (atipicamente trivial) y dos de-
rivadas. Estos pasos son suficientes para provocar que el simple elemento de corriente y su
simple expresion de corriente “exploten” en el complicado campo que describen las ecua-
ciones (135) a (137). A pesar de esta complejidad, se pueden hacer ciertas observaciones.

En primera instancia, se puede observar el factor e /2 que aparece en cada una de las
componentes. Esto indica una propagacion hacia fuera a partir del origen en la direccién po-
sitiva de » con un factor de fase f = 27/X; por lo tanto, la longitud de onda es A y la velo-
cidad v = 1/\/;. Aqui se utiliza el término longitud de onda en un sentido mds amplio
con respecto a su definicién original, lo cual identifica la longitud de onda de una onda pla-
na uniforme con la distancia entre dos puntos, medida en la direccién de propagacién, a
la cual la onda tiene valores instantdneos idénticos. Aqui se presentan complicaciones adi-
cionales provocadas por los términos entre paréntesis, los cuales son funciones comple-
jas de r. Estas variaciones deben despreciarse en el momento de determinar la longitud de
onda. Esto equivale a determinar la longitud de onda a una gran distancia a partir del ori-
gen, y se puede demostrar esto graficando la componente H » COMO funcién de r en las
condiciones siguientes:

Ipd = 4m 0 =90° t=0 J =300 MHz

v = 3 x 108 m/s (espacio libre) A = 1 m

Por lo tanto,

y la parte real puede determinarse para ¢ = 0,

2r\* 1 -1
Hy =,/ =) + — cos[(tan™" 27tr) — 277]
r rd
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H H

¢ {4

1 > 01 102

a) b)

Figura 14.27 La amplitud instantanea de H¢ para el caso especial de un elemento de
corriente que tiene un valor de /,|d = 4wy A = 1 est4 graficadaen§ = 90°yt = 0a) enla
region 1 <r <2 cerca de la antena, y b) en la region 101 <t < 102 distante de la antena.

La curva de la izquierda no es sinusoidal, evidentemente, puesto que si lo fuera sus puntos
extremos alcanzarian al eje r precisamente en 1y 2.

Sabiendo que cos(a — b) = cos a cos b + sen a sen b y que cos(tan~! x) = 1/\V'1 + x2, se
puede simplificar este resultado como

1
Hy = - (cos2mr + 2mr sen2mr)
r

Los valores que se obtuvieron en esta ultima ecuacién estdn graficados contra r en el
rango 1 <r <2 en la figura 14.27a; es muy notorio que la curva no es sinusoidal. En r = 1,
H, = 1, mientras que en r = 2, una longitud de onda mayor, H 6= 0.25. Ademés, la curva
intercepta el eje (con pendiente positiva) en r = 1 — 0.0258 y r = 2 — 0.0127, de nuevo,
una distancia diferente a una longitud de onda. Si se elabora una gréfica similar en el rango
101 < r £ 102, mostrada en la figura 14.27b sobre una escala de amplitud diferente, se ob-
tiene una onda sinusoidal, en esencia, y los valores instantaneos de H senr=101yr=102
son 0.000 099 8 y 0.000 099 6. Las amplitudes maximas de las porciones positiva y negati-
va de la forma de onda difieren en menos del 1 por ciento, y se puede decir que, para todo
propdsito practico, la onda en esta regién es una onda plana uniforme que tiene una varia-
cién sinusoidal con la distancia (y con el tiempo, por supuesto) y una longitud de onda bien
definida. Esta onda, como es evidente, transfiere energia alejandose de la antena diferencial,
y esta potencia se calculard un poco mas adelante.

Al continuar con la investigacién de las ecuaciones (135) a (137), obsérvense mas de-
tenidamente las expresiones que contienen los términos que varfan en funcién de 1/73, 1/
y 1/r. En puntos muy cercanos al elemento de corriente, el término 1/7° debe ser dominan-
te. En el ejemplo numérico que se ha utilizado, los valores relativos de los términos 1/r3,
1/r2 y 1/r en la expresion E,, estdn alrededor de 250, 16 y 1, respectivamente, cuando r es
1 cm. La variacién de un campo eléctrico conforme 1/r° debe traer a la memoria el campo
electrostdtico del dipolo (capitulo 4). Este término representa la energia almacenada en un
campo reactivo (capacitivo) y no contribuye en la radiacién de energia. El término inverso-
cuadrado en la expresion H s tiene una importancia similar solamente en la regién muy cer-
cana al elemento de corriente y corresponde al campo de induccion del elemento de cd
expresado en la ley Biot-Savart. A distancias correspondientes a 10 o mas longitudes de on-
da del elemento de corriente oscilante, todos los términos, a excepcién del término del
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inverso de la distancia (1/r), pueden despreciarse y los campos distante o de radiacion se
transforman en

Ers =0
Iod ;
Egs = j—gk 7 seng =271/ (138)
r
. . lod —j2mr/x
Hys = j5—sende (139)

Egs = nHys

Se puede ver que la relacion entre £, y H s €S> POT lo tanto, entre los campos eléctrico
y magnético de la onda plana uniforme, lo cual apoya la conclusién a la que se habia llega-
do cuando se estudié la longitud de onda.

La variacién de ambos campos de radiacién con respecto al dngulo polar 6 es la mis-
ma; los campos tienen un valor maximo en el plano ecuatorial (plano x, y) del elemento de
corriente y se desvanece a medida que llega a los extremos del elemento. La variacién con
respecto al dngulo se puede demostrar graficando un patron vertical (suponiendo que el ele-
mento de corriente tiene una orientacion vertical), en el cual la magnitud relativa de E, es-
t4 graficada contra 6 para una constante r. En general, el patrén se muestra en coordenadas
polares, como en la figura 14.28. También se puede graficar un patron horizontal para sis-
temas de antenas mds complejos que muestre la variacién de la intensidad de campo con ¢.

|Eq,|

N

Figura 14.28 La gréfica polar del patrén
vertical de un elemento de corriente vertical.
La amplitud de la cresta de E,, esta
graficada en funcion del angulo polar 6 a
una distancia constante, r. La forma es la
de un circulo.
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El patrén horizontal del elemento de corriente es un circulo centrado en el origen, puesto
que el campo no varfa en funcién del dngulo azimutal.

Con el propdsito de obtener una expresion cuantitativa de la potencia radiada, es nece-
sario aplicar el vector Poynting S = E x H, que se estudi6 en la seccién 12.3. Las expre-
siones instantdneas de las componentes de radiacién de las intensidades eléctrica y
magnética son

5@ = T]Hd,

Iod 21
Hy = — %% sen6 sen( wr — -
21 A

r

Iod \* 2
S =EHy = (207) nsen’ @ senz(a)t - %)

La potencia instantdnea (en tiempo) total (en espacio) que cruza la superficie de la esfera de
radio r, €S, entonces,

y, por lo tanto,

2 pm
P = f S,rg senfdod¢
¢=0 Jo=0

Iod 2 g 2 27ry
=|—) n—sen"| wt —
A 3 A

y la potencia promediada en el tiempo estd dada por la mitad de la amplitud médxima,

Iod 2 T I()d 2
Pprom = <T> n3 = 407TZ<T

donde n = 1207 Q en el espacio libre.
Esta es la misma potencia que la que se disiparia en una resistencia R, por una corrien-
te /, en ausencia de cualquier tipo de radiacién, donde

1 2
Pprom = E IO Rraq

2P, d\*
Rog=—22= 80712(—) (140)
I A

Si se supone que la longitud diferencial es 0.014, entonces R, es aproximadamente de
0.08 Q. Es muy probable que el valor de esta pequefia resistencia sea comparable con la re-
sistencia 6hmica de una antena préctica y, por lo tanto, la eficiencia de la antena serd insatis-
factoriamente baja. El acoplamiento eficiente con la fuente también se convierte en algo
dificil de lograr, ya que la reactancia de entrada de una antena corta es mucho mayor en mag-
nitud que la resistencia de entrada R ;. Esta es la base de la afirmacién de que una antena
eficiente debe tener una longitud de una fraccion significativa de una longitud de onda.

La distribucién de corriente real en una antena lineal delgada estd muy cerca de ser
sinusoidal, aun en antenas que pudieran tener una longitud de varias longitudes de onda.

533



534

CAPIiTULO 14 Ondas guiadas y radiacion

Noétese que si los conductores de una linea de transmision bifilar en circuito abierto estan
separadas 90°, la distribucién de la onda estacionaria en la linea serd sinusoidal. La co-
rriente es cero en cada uno de los extremos y tiene un valor mdximo a un cuarto de longi-
tud de onda a partir de cada extremo, y la corriente continda variando de esta forma hacia
el centro. Por lo tanto, la corriente en el centro serd muy pequefa en una antena cuya lon-
gitud sea un niimero entero de longitudes de onda; sin embargo, serd igual al maximo en-
contrado en cualquier punto sobre la antena si ésta tiene una longitud de A/2, 3A/2, 5A/2,y
asi, sucesivamente.

En una antena corta, entonces, s6lo se podrd ver la primera porcién de la onda senoi-
dal; la amplitud de la corriente es cero en cada extremo y se incrementa aproximadamente
en una forma lineal hasta un valor médximo de I, en el centro. La figura 14.29 sugiere lo
anterior. Notese que esta antena tiene corrientes idénticas en las dos mitades y puede ali-
mentarse adecuadamente por medio de una linea bifilar, donde las corrientes en los dos con-
ductores sean iguales en amplitud pero opuestos en direccion. El espacio en el punto de
alimentacién es pequefio y sus efectos se pueden despreciar. A una antena simétrica de es-
te tipo le se conoce con el nombre de dipolo. La variacién lineal de corriente con la distan-
cia es una suposicion razonable para antenas que tengan una longitud total menor a un
cuarto de longitud de onda, aproximadamente.

Es posible extender el andlisis del elemento diferencial de corriente al dipolo corto si
se supone que la longitud es lo suficientemente pequefia como para que los efectos de retar-
do puedan despreciarse. Esto es, se considera que las sefales que llegan a cualquier punto
P del campo desde los dos extremos de la antena estdn en fase. La corriente promedio a lo
largo de la antena es 1,/2, donde [ es la corriente de entrada en las terminales centrales. Por
lo tanto, las intensidades de campo eléctrico y magnético serdn la mitad de los valores da-
dos en (138) y (139), y no hay cambios en los patrones de vertical y horizontal. La poten-
cia serd un cuarto de su valor anterior y, por lo tanto, la resistencia de radiacién serd también
de un cuarto del valor dado en la ecuacién (140).

——)—> N
D

Antena dipolo 7 3 N
Linea bifilar f 3
— i \\
d o>
D / Iy

Figura 14.29 Una antena corta (d < A/4)
tiene una distribucion de corriente lineal y
puede operar con una linea bifilar.
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Si se tratara de mejorar los resultados suponiendo una variacién sinusoidal de la ampli-
tud de la corriente con la distancia a lo largo de la antena, y si los efectos de retardo se in-
cluyeran en el andlisis, entonces las integraciones que se necesitarian para encontrar A y la
potencia radiada serfan extremadamente dificiles. Puesto que lo que se desea es apresurar-
se para llegar hasta la ultima pdgina, solamente se hard notar aqui que para la entena mas
popular en el mundo, el dipolo de media onda (d = A/2), eventualmente se obtuvieron los
resultados siguientes:

Ion cos (% cos0)

Epy = 21 222777 141
v 2r sen @ ( )
Eg
Hyy = -2 (142)
n

@ny  @emt  @en)°  @n)d
2-20 4.4 6-6! 8.8

Compdrese este valor preciso con los resultados obtenidos por medios mds aproxima-
dos. Supoéngase que se intentara primero encontrar la resistencia de radiacién suponiendo
una distribucién de corriente uniforme y despreciando los efectos del retardo. El resultado
se obtiene de (140) con d/A = 1/2; R = 2072 = 197.4 Q. Esto es mucho mayor que 73.1 Q,
pero también se ha supuesto una corriente en la antena mucho mayor que la que, en reali-
dad, estd presente.

Los resultados pueden mejorarse considerando una distribucién de corriente lineal
mientras se ignora el retardo. La corriente promedio es la mitad del valor maximo, la poten-
cia es un cuarto y la resistencia de radiacién disminuye a un valor igual a 57> 0 49.3 Q. Aho-
ra el resultado es muy pequefio, principalmente porque el valor promedio de una onda
triangular es menor que el valor promedio de una onda sinusoidal.

Por ultimo, si se supone una distribucién de corriente sinusoidal, se tiene un valor pro-
medio de 2/ veces el valor mdximo, y la resistencia de radiacién se transforma en (2/7)?
(2072), u 80 Q. Este valor es razonablemente cercano al valor real, y la discrepancia estri-
ba en despreciar el retardo. En una antena lineal, el efecto del retardo es siempre un efecto
de cancelacion y, por lo tanto, su consideracién debe siempre llevar a valores mas pequefios de
resistencia de radiacién. Esta disminucién es de magnitud relativamente pequefia aqui (de
80 a 73.1 Q), ya que los elementos de corriente que tienden a cancelarse entre si son aque-
llos que estan en los extremos del dipolo, y éstos son de amplitud pequefia; ademds, la can-
celacidn es la mayor en una direccién a lo largo del eje de la antena, donde todos los campos
de radiacion son cero en una antena lineal.

Antenas de uso generalizado que se clasifican como dipolos son los elementos que mas
se utilizan en las antenas receptoras de TV y FM.

Como ejemplo final de una antena prictica se procede a reunir algunos hechos acerca
de la antena monopolo. Esta es de la mitad de tamafio de un dipolo mds un plano perfecta-
mente conductor, como se muestra en la figura 14.30a. El principio de la imagen que se es-
tudi6 en la seccion 5.5 proporciona la imagen que se muestra en la figura 14.300 y asegura
que los campos sobre el plano son los mismos para las antenas monopolo y dipolo. De aqui que
las expresiones en (138) y (139) son igualmente validas para la monopolo. El vector de
Poynting es, por lo tanto, también el mismo sobre el plano; sin embargo, la integracién pa-
ra encontrar la potencia radiada total se extiende a través de la mitad del volumen. Por lo
tanto, la potencia radiada y la resistencia de radiacién del monopolo son la mitad de los va-
lores correspondientes al dipolo. Como ejemplo, un monopolo con una supuesta distribu-

Rmd=3o[ +} =731Q (143)
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linea bifilar
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a) b)

Figura 14.30 a) Un monopolo ideal esta siempre asociado con un plano conductor
perfecto. b) El monopolo mas su imagen forman un dipolo.

cién de corriente uniforme tiene un R = 407%(d/}.)?; una corriente triangular conduce a la
expresion R, = 107r%(d /1.)?; y la distribucién de corriente sinusoidal de un monopolo A/4
conduce a la expresion R, = 36.5 Q.

Las antenas monopolo pueden trabajar con cable coaxial por debajo del plano y tienen
el conductor central conectado a la antena por medio de un pequefio agujero y su conduc-
tor exterior conectado al plano. Si la regién por debajo del plano es inaccesible o inconve-
niente, el coaxial se puede instalar sobre la parte superior del plano y su conductor exterior
conectado a éste. Dentro de los ejemplos de este tipo de antenas estdn las torres de radiodi-
fusiéon de AM y las antenas de banda civil.

D14.13 Calcilense los valores de la curva que se muestra en la figura 14.27a en
r=1,12,14,16,18y 2.

Respuesta: 1.00; 5.19; 2.23; —2.62; —3.22; 0.25

D14.14 Una antena corta con una distribucion uniforme de corriente en el aire
tiene un valor de /;d = 3 x 100*A - my A = 10 cm. Encuéntrese |E, | a8 =90°
¢=0°yr=:a)2cm;b)20 cm; c) 200 cm.

Respuesta: 25 V/m; 2.8 V/m; 0.28 V/m

D14.15 La antena monopolo de la figura 14.30a tiene una longitud d/2 = 0.080 m
y puede suponerse que lleva una distribucién de corriente triangular para la cual la
corriente de alimentacién /, es 16.0 A a una frecuencia de 375 MHz en el espacio li-
bre. En el punto P (r = 400 m, 6 = 60°, ¢ = 45°), encuéntrese: a) H¢s; b) E,; ©) la
amplitud de P .

Respuesta: j1.7 mA/m; j0.65 V/m; 1.1 mW/m?
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Lecturas complementarias

1.

Weeks, W. L., Transmission and Distribution of Electrical Energy, Nueva York, Harper and Row,
1981. En el capitulo 2 se estudian los pardmetros de linea para diferentes configuraciones de sis-
temas de transmision de potencia y de distribucion, junto con los valores de pardmetros tipicos.

Edwards, T. C., Foundations for Microstrip Circuit Design, Chichester, NuevaYork, Wiley-Inters-
cience, 1981. Los capitulos 3 y 4 ofrecen un tratamiento excelente de las lineas de microcinta con
muchas férmulas para el disefio.

Ramo, S., J. R. Whinnery y T. Van Duzer, Fields and Waves in Communication Electronics, 3a. ed.,
Nueva York, John Wiley & Sons, 1990. En el capitulo 8 se presenta un tratamiento a fondo de las
gufas de onda rectangulares y de placas paralelas.

Marcuse, D., Theory of Dielectric Optical Waveguides, 2a. ed., Nueva York, Academic Press,
1990. Este libro proporciona un estudio muy general y completo de las guias de onda dieléctricas
de placas, asi como de otros tipos.

Buck, J. A., Fundamentals of Optical Fibers, 2a. ed., Nueva York, Wiley-Interscience, 2004. Uno
de los coautores de este libro resalta las guias de onda dieléctricas simétricas de placas y las fi-
bras de guiado débil.

Weeks, W. L., Antenna Engineering, Nueva York, McGraw-Hill,1968. Este excelente texto proba-
blemente contiene mds informacién acerca de antenas que lo que se desea saber.

Jordan, E. C. y K. G. Balmain, Electromagnetic Waves and Radiating Systems, 2a. ed., Englewood
Cliffs, N.J., Prentice-Hall, 1968. Este texto cldsico ofrece un tratamiento excelente de las guias de
onda y antenas.

Problemas

14.1 Las dimensiones del conductor exterior de un cable coaxial son b y ¢, ¢ > b. Supon-

gaque o =0,y sea L = [, Encuentre la energia magnética almacenada por unidad
de longitud en la regién b < r < ¢ de una corriente total distribuida uniformemente, /
que fluye en direcciones opuestas en los conductores interior y exterior.

14.2  Los conductores en una linea de transmision coaxial estdn hechos de cobre (o, = 5.8

x 107 S/m), y el dieléctrico es polietileno (er’ = 2.26, o/we’ = 0.0002). Si el radio
interior del conductor exterior es de 4 mm, encuentre el radio del conductor interior,
de tal forma que: a) Z, = 50 Q; b) C = 100 pF/m; ¢) L = 0.2 uH/m. Se puede supo-
ner que la linea estd libre de pérdidas.

14.3 Dos conductores de acero con revestimiento de aluminio se utilizaron para construir una

linea de transmision bifilar. Sea o, , = 3.8 x 107 S/m, o =5 x 10°S/my g, = 100 eH/m.
El radio del alambre de acero es de 0.5 pulg, y el revestimiento de aluminio tiene un
grosor de 0.05 pulg. El dieléctrico es el aire y la separacion entre centro y centro de
los alambres es de 4 pulg. Encuentre C, L, G y R de la linea a 10 MHz.

14.4 Cada uno de los conductores de una linea de transmision bifilar tiene un radio de

0.5 mm; la separacién entre los centros de ambos conductores es de 0.8 cm. Sea
f= 150 MHz y suponga que o y o, son cero. Encuentre la constante dieléctrica del
medio aislante si: @) Z, = 300 Q, b) C = 20 pF/m, ¢) v, = 2.6 x 108 m/s.

14.5 Las dimensiones de una linea de transmisién que se muestra en la figura 14.2 son

b =3 mmyd=0.2 mm. Los conductores y el dieléctrico son no magnéticos. a) Si la
impedancia caracteristica de la linea es 15 €2, encuentre €. Suponga un dieléctrico sin
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pérdidas. b) Suponga que los conductores son de cobre y operan a 2 x 108 rad/s. Si
RC = GL, determine la tangente de pérdidas del dieléctrico.

14.6 Una linea de transmision se construird con conductores perfectos y un dieléctrico de
aire tendrd un tamafio maximo de 8 mm de seccion transversal. La linea se utilizard
a altas frecuencias. Especifique las dimensiones si es: @) una linea bifilar con Z; =
300 Q; b) una linea plana con Z;, = 15 ; ¢) un coaxial de 72 € que tenga un con-
ductor exterior de grosor igual a cero.

14.7 Una linea de microcinta se construird utilizando un dieléctrico sin pérdidas para el
que €/ = 7.0. Si la linea tendrd una impedancia caracteristica de 50 €2, determine:
a) €, ot b) wld.

14.8 Dos lineas de microcinta estdn fabricadas de extremo a extremo sobre un sustrato de
2 mm de ancho de niobalto de litio (¢, = 4.8). La linea 1 es de 4 mm de ancho; la li-
nea 2 (desafortunadamente) ha sido fabricada con un grosor de 5 mm. Determine
la pérdida de potencia en dB en las ondas que se transmiten a través de la union.

14.9 Se sabe que una guia de ondas de placas paralelas tiene una longitud de onda de cor-
te para los modos TE y TM con m = 1 de A, = 4.1 mm. La gufa opera a una longi-
tud de onda A = 1.0 mm. ;Cudntos modos se propagardn?

14.10 Una guia de ondas de placas paralelas se construird para operar solamente en el mo-
do TEM en un rango de frecuencias de 0 < f < 3 GHz. El dieléctrico entre las placas
va a ser de teflon (e] = 2.1). Determine la separacién maxima permisible, d.

14.11 Se sabe que una guia de ondas de placas paralelas sin pérdidas propaga los modos
TE y TM con m = 2 a frecuencias del orden de 10 GHz. Si la separacion entre pla-
cas es de 1 cm, determine la constante dieléctrica del medio entre las placas.

14.12 Una guia de placas paralelas en la que d = 1 cm est4 fabricada con vidrio (n = 1.45) en-
tre las placas. Si la frecuencia de operacién es de 32 GHz, ;qué modos se propagaran?

14.13 Para la guia del problema 14.12, y a una frecuencia de 32 GHz, determine la diferen-
cia entre los retardos de grupo de los modos de mads alto orden (TE o TM) y para el
modo TEM. Suponga una distancia de propagacién de 10 cm.

14.14 Se sabe que la frecuencia de corte de los modos TE y TM con m = 1 de una guia de
placas paralelas llena con aire es f,; = 7.5 GHz. La guia se opera a una longitud de on-
da, A = 1.5 cm. Encuentre la velocidad de grupo de los modos TE y TM con m = 2.

14.15 Una guia de placas paralelas estd parcialmente llena con dos dieléctricos sin pérdi-
das (figura 14.31), donde €/, = 4.0, €/, = 2.1 y d = 1 cm. A una cierta frecuencia,
se ha visto que el modo TM, se propaga a través de la guia sin sufrir ninguna pérdi-
da por reflexion en la interfase dieléctrica. a) Encuentre esta frecuencia. b) ;Esta la
guia funcionando en el modo unico TM a la frecuencia que se encontrd en la parte
a)? Pista: ;Recuerda el angulo de Brewster?

d Onda incidente
—~—

Figura 14.31 Véanse los problemas 14.15y 14.16.
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14.16 En la guia de la figura 14.31 se sabe que m = 1 modos se propagan de izquierda a
derecha totalmente reflejados sobre la interfase, por lo que no se transmite potencia
en la regién con constante dieléctrica €/ ,. a) Determine el rango de frecuencias en el
que esto ocurrird. b) ;De alguna forma su respuesta de la parte (a) se relaciona con
la frecuencia de corte de los modos m = 1 en cualquier regién? Pista: {Recuerda el
angulo critico?

14.17 Una guia de ondas rectangular tiene como dimensiones,a = 6 cmy b =4 cm. a) (En
qué rango de frecuencias operard la guia en un solo modo? b) ;En qué rango de fre-
cuencias la guia s6lo soportard ambos modos, TE,, y TM,,?

14.18 Dos guias de onda rectangulares estan unidas de extremo a extremo. Las guias tienen
dimensiones idénticas, donde a = 2b. Una guia estd llena con aire; la otra estd llena
con un dieléctrico sin pérdidas caracterizado por €. a) Determine el valor mdximo
permisible de tal manera que pueda asegurarse una operacién en un solo modo, si-
multdneamente, de ambas guias a una frecuencia. b) Escriba una expresion para el
rango de frecuencias en el que ocurrird la operacién en un solo modo en ambas guias;
su respuesta deberd estar escrita en términos de €/, dimensiones de las gufas y otras
constantes conocidas.

14.19 Una guia de onda rectangular llena con aire se va a construir para que opere con un
solo modo a 15 GHz. Especifique las dimensiones de la guia, a y b, tales que la fre-
cuencia de disefio sea un 10 por ciento mayor que la frecuencia de corte para el mo-
do TE,,, mientras que sea un 10 por ciento menor que la frecuencia de corte para el
modo de orden superior siguiente.

14.20 Utilizando la relacién (S) %Re{ES = Hi} y las ecuaciones (78) a (80), demuestre que

la densidad de potencia promedio del modo TE,, en una guia de ondas rectangular
estd dada por

(S) = @Eg sen’(k1ox)a, W/m>
2w
14.21 Integre los resultados del problema 14.20 sobre la seccidn transversal de la guia,
0 <x<a, 0<y<b, para demostrar que la potencia promedio en watts transmitida
en la guia estd dada por

,31061[) E ab

P = 2= _—"E2senfiy W
prom 4CL)M 0 47’} 0 10

Donde n =V uley 0, es el dngulo de la onda asociado con el modo TE,,. In-
terprete.

14.22 Demuestre que el pardmetro de dispersién de grupo, d?8 /dw?, para un determinado
modo en una guia de ondas rectangular o de placas paralelas, estd dado por

d*p no/we\2 we\2 —3/2
e[ )
dw? wc <w> |: a) ]
donde w, es la frecuencia de corte en radianes del modo en cuestion [note que la for-
ma de la primera derivada ya se calculé en la ecuacién (57)].

14.23 Considere un pulso limitado por transformada con frecuencia central f = 10 GHz y
de ancho total 27" = 1.0 ns. El pulso se propaga a través de una guia rectangular mo-
nomodo sin pérdidas llena con aire y en la que la frecuencia de operacién de 10 GHz
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es 1.1 veces la frecuencia de corte del modo TE . Utilizando el resultado del proble-
ma 14.14, determine la longitud de la guia en la cual el pulso se ensancha el doble de
su ancho inicial. ;Qué medida se puede tomar con el fin de reducir la cantidad de en-
sanchamiento del pulso en esta guia, a la vez que se conserve el mismo ancho de pul-
so inicial? En la seccién 13.6 se pueden encontrar algunos antecedentes adicionales
en relacién con este problema.

14.24 Una guia de ondas de placa dieléctrica simétrica tiene un grosor de placa, d = 10 pum,
conn, = 148y n, = 1.45. Si la longitud de onda de propagacién es A = 1.3 um, {qué
modos se propagaran?

14.25 Se sabe que una guia de ondas de placa simétrica tinicamente soporta un solo par de
modos TE y TM a una longitud de onda A = 1.55 pum. Si el grosor de la placa es
Spum, jcudl es el valor méximo de n, si n, = 3.30?

14.26 En una guia de ondas de placa simétrica, n, = 1.45,n, = 1.50 y d = 10um. a) ;Cudl
es la velocidad de fase de los modos TE o TM con m = 1 a la frecuencia de corte?
b) (De qué forma cambiard el resultado de la parte a) los modos de orden superior
(si es que lo cambia)?

14.27 Una guia de ondas de placa asimétrica se muestra en la figura 14.32. En este caso, las
regiones por arriba y por debajo de la placa tienen diferentes indices de refraccion,
donde n, > n, > n,. a) Bscriba, en términos de los indices apropiados, una expresion
para obtener el dngulo minimo posible de la onda, §;, que un modo guiado puede te-
ner. b) Escriba una expresion para la velocidad de fase maxima que puede tener un
modo guiado en esta estructura, utilizando los pardmetros dados o conocidos.

14.28 Se sabe que una fibra dptica con indice escalonado tiene un solo modo a longitudes
de onda A > 1.2 um. Se va a fabricar otra fibra con los mismos materiales; sin em-
bargo, tendrd un solo modo a longitudes de onda, A > 0.63 um. ;En qué porcentaje
deber4 ser diferente el radio del nicleo de la nueva fibra con respecto a la otra? ;De-
berd ser mayor o menor?

14.29 ;El radio del campo modal es mayor o menor que el radio del nicleo de la fibra en
las fibras con indice escalonado monomodal?

14.30 Se obtuvo una medicién del radio del campo modal de una fibra con indice escalo-
nado de 4.5 um a una longitud de onda en el espacio libre, Ac = 1.20 um, encuen-
tre el radio del campo modal esperado en A = 1.55 um.

14.31 Un dipolo corto que transporta una corriente /, cos wf en la direccion de a_estd ubi-
cado en el origen en el espacio libre. @) Si f =1 rad/m,r =2m, 0 =45°,¢ =0y

n

iy

Figura 14.31 Véase el problema 14.27.
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t = 0, proporcione un vector unitario en componentes cartesianas que muestre la di-
reccién instantdnea de E. b) ;Qué fraccién de la potencia promediada total se radia
en el cinturén 80° < 6 < 100°?

14.32 Prepare una curva, r frente a 6 en coordenadas polares que muestre el lugar en el pla-
no ¢ = 0 donde: a) el campo de radiacion |E, | sea la mitad de su valor en r =10*m,
6 = 7/2; b) la densidad de potencia radiada promedio (S,) sea la mitad de su valor en
r=10*m, 8 = /2.

14.33 Dos antenas cortas en el origen en el espacio libre llevan corrientes idénticas de 5 cos
ot A, una en la direccion de a_y la otra en la direccién de a,. Sear=2rmyd=
0.1 m. Encuentre ES a un punto distante: a) (x = 0, y = 1000, z = 0); b) (0, 0, 1000);
¢) (1000, 0, 0); d) encuentre E en (1000, 0, 0) en t = 0; ¢) encuentre |E| en (1000, 0,
0)enr=0.

14.34 Un elemento corto de corriente tiene una d = 0.03\. Calcule la resistencia de radia-
cion de cada una de las distribuciones de corriente siguientes: a) uniforme, /;; b) li-
neal, I(z) = 1, (0.5d — |z])/0.5d; c) escalonada, I para 0 < |z| < 0.25d y 0.5 I, para
0.25d < |z] < 0.5d.

14.35 Una antena dipolo en el espacio libre tiene una distribucién de corriente lineal. Si la
longitud d es 0.024, ;qué valor de I, se necesita para: @) obtener una amplitud de
campo de radiacién de 100 mV/m a una distancia de 1 milla en 6 = 90°?; b) radiar
una potencia total de 1 W?

14.36 Una antena monopolo en el espacio libre, que se extiende en forma vertical sobre un
plano perfectamente conductor, tiene una distribucion de corriente lineal. Si la longi-
tud de la antena es de 0.014, ;qué valor de /;, se necesita para: a) tener una amplitud
de campo de radiacién de 100 mV/m a una distancia de 1 milla en 8 = 90°?; b) ra-
diar una potencia total de 1 W?

14.37 El campo de radiacion de un cierto elemento de corriente vertical corto es E, =
(20/7) sen O e/'07" V/m si se ubica en el origen en el espacio libre. a) Encuentre E,
en P(r = 100, 6 = 90°, ¢ = 30°). b) Encuentre E, en P(100, 90°, 30°) si el elemen-
to vertical esta ubicado en A(0.1, 90°, 90°). ¢) Encuentre E, en P(100, 90°, 30°) si
se colocan elementos verticales idénticos en A(0.1, 90°, 90°) y B(0.1, 90°, 270°).
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Analisis vectorial

A.1 Coordenadas curvilineas generales

Considérese un sistema general de coordenadas ortogonales en el cual un punto se localiza
junto a la interseccidn de tres superficies mutuamente perpendiculares (de figura o forma no
especificada),

u = constante
V = constante

w = constante

donde u, vy w son las variables del sistema de coordenadas. Si cada variable se incremen-
ta por una cantidad diferencial y se dibujan tres nuevas superficies mutuamente perpendicu-
lares correspondientes a estos nuevos valores, se forma un volumen diferencial que casi es
un paralelepipedo rectangular. Dado que u, vy w no necesitan ser medidas de longitud, co-
mo las variables angulares de los sistemas de coordenadas cilindricas y esféricas, cada una
debe estar multiplicada por una funcién general de u, v y w para obtener los lados diferen-
ciales del paralelepipedo. Por ello se define cada uno de los factores de escala, &, h, y hs,
como funcién de las variables u, vy w y las longitudes de los lados del volumen diferencial
se pueden escribir como,

dL1 = hldu
sz = /’lzdv
dL3 = h3dW

En los tres sistemas de coordenadas analizados en el capitulo 1 salta a la vista que las
variables y los factores de escala son

Rectangulares: u =x v=y w=z
hy =1 hy =1 hy =1

Cilindricos: u=p vV=2¢ w=z (A1)
h] =1 hz =p h3 =1

Esféricos: u=r v=2~0 w=4ae

/’l1=1 /’l2=r h3=rsen9



APENDICE A Andlisis vectorial

La eleccion de u, vy w se ha hecho de tal forma que a, x a = a , para todos los casos. Se
deben esperar expresiones mas complicadas para &, h, y h, en otros sistemas de coorde-
nadas menos familiares.!

A.2 Divergencia, gradiente y rotacional
en coordenadas generales curvilineas

Si el método usado para desarrollar la divergencia de las secciones 3.4 y 3.5 se aplica al sis-
tema general de coordenadas curvilineas, el flujo del vector D pasa a través de la superficie
del paralelepipedo cuya normal unitaria a, es,

10
D, odL,dLs + Ea_(DuszdL3)du
u

10
D, ohoh3dvdw + ——(D,hahzdv dw)du
2 du
y para la cara opuesta es
190
—D,ohoh3dvdw + 5 a—(DuhzhgdU dw)du
u
dando un total para estas dos caras de,
0
— (D, hahsdv dw)du
du

Dado que u, v y w son variables independientes, la expresion anterior se puede escribir
como

a
—(h2h3D,,)du dvdw
ou

y las otras dos ecuaciones correspondientes se obtienen por simple permutacion de los sub-
indices y de u, vy w. Asi, el flujo total que cruza el volumen diferencial es

a a d
(h2h3Du)+ (h3thv)+ (hthDw) dudv dw
du av ow

y la divergencia de D se encuentra dividiéndola entre el diferencial de volumen

1

B 0
 hihahs

0 0
[ (hah3D,) + —(h3h D,) + —(hlthw)] (A2)
u Jv ow

Las componentes del gradiente de un escalar V pueden obtenerse (siguiendo el método
de la seccién 4.6) expresando la diferencial de volumen V,

aV VvV aV
dV = —du + —dv + —dw
ou av aw

! Las variables y los factores de escala de nueve sistemas de coordenadas ortogonales se estudian en las pp. 50-59
en J.A. Stratton, Electromagnetic Theory, Nueva York, McGraw-Hill, 1941. También se describe brevemente cada
sistema.
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en términos de las componentes de las diferenciales de longitud h,du, h,dv 'y hydw,

18Vhd+18Vhd+18Vhd
]’ll du ! h2 av 2 h3 ow 3aw

dv
Entonces, puesto que
dL = hidua, + hydva, + hidwa,, y dV =VV.dL
se observa que

1oV 1oV 1oV
VV = ——a, + +——a
h3 ow

= — ——a, (A.3)
hy ou hy 0v

w
Las componentes del rotacional de un vector H se obtienen considerando primero una
diferencial de trayectoria en una superficie # = constante y encontrando la circulacién de H
alrededor de la trayectoria, como se estudi6 acerca de las coordenadas cartesianas en la sec-
cién 8.3. La contribucién a lo largo del segmento en la direccién a es,
10
Huohzdv - = —(thzdv)dw
2 dw
y la del segmento dirigido en direccién opuesta es
109
— Vohzdv - = —(thzdv)dw
2 0w

La suma de estas dos partes es

0
——(H,hodv)dw
ow

0
——(hyH,)dv dw
ow
y la suma de las contribuciones para los otros dos lados de la trayectoria es
d
—(h3H,,)dv dw
av

Sumando estos dos términos y dividiendo la suma entre el drea encerrada h2h3dv dw, se
observa que la componente de a, del rotacional de H es

0 0
(VxH), = |:_(h3Hw) - _(hZHv):I
ov ow

hah3

y las otras componentes pueden obtenerse por permutacion ciclica. El resultado se expresa
como un determinante,

a, a, a,
hahs  hshy  hihy
VxH=| 9 d 0 (A.4)

ou v aw
thu hZHv h3Hw
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El laplaciano de un escalar se encuentra usando (A.2) y (A.3):

1 0 (hohso 0 (hih 0V
V) = V.YV = |:_<23_V>+_(31 )

h1h2h3 ou h1 ou ov h2 E
0 (hihy oV

L0 (o (A.5)
ow h; ow

Las ecuaciones (A.2) a la (A.5) se pueden utilizar para encontrar la divergencia, el gra-
diente, el rotacional y el laplaciano en cualquier sistema de coordenadas ortogonales en las
cuales K, h, y hy se conocen.

Expresiones para V - D, VV, V x Hy V2V se dan en coordenadas cartesianas, cilindri-
cas circulares y esféricas en la parte interna de los forros del libro.

A.3 Identidades vectoriales

Las identidades vectoriales que se listan a continuacién pueden probarse desarrolldndolas
en coordenadas cartesianas (o en curvilineas generales). La primera de las dos identidades
implica los productos triple escalar y vectorial; las siguientes tres estdn relacionadas con
operaciones de suma; las otras tres que siguen son aplicables a operaciones cuando el argu-
mento estd multiplicado por una funcién escalar; las siguientes tres son aplicables a las
operaciones sobre productos escalar y vectorial, y las tltimas cuatro estdn dedicadas a opera-
ciones de segundo orden.

(AxB):C=BxC)-A=(CxA)-B (A.6)
AxBxC)=(A-CB-(A-BC (A7)
V- A+B)=V-A+V-.B (A.8)
V(V+W)=VV+VW (A.9)
VXx(A+B)=VxA+VxB (A.10)
V- (VA)=A-VV +VV-A (A.11)
V(VW) = VVW + WVV (A.12)
Vx(VA)=VV xA+VV x A (A.13)
V-AxB)=B:VxA—A-VxB (A.14)
VA-B)=(A-V)B+B-V)A +A x (V x B)
+B x (V x A) (A.15)
Vx(AxB)=AV-B—BV-A+(B-V)A—(A-V)B (A.16)
V.-VV = V2V (A.17)
V-VxA=0 (A.18)
VxVV=0 (A.19)

VxVxA=V(V-A)— VA (A.20)
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Unidades

Primero se describird el Sistema Internacional (abreviado SI, de Systéme International d”Unités),
que se usa en este libro y que ahora es un sistema estdndar en ingenierfa eléctrica y en gran
parte de la fisica. También se ha adoptado oficialmente como el sistema internacional de
unidades en muchos paises, incluyendo Estados Unidos.!

La unidad fundamental de longitud es el metro, definido a fines del siglo Xix como la
distancia entre dos marcas sobre una cierta barra de platino e iridio. La definicién fue per-
feccionada en 1960 relacionando el metro con la longitud de onda de la radiacion emitida
por el gas raro, isGtopo 86 de criptén, en ciertas condiciones especificas. Este, llamado
metro de cripton, era exacto en cuatro partes por billén, un valor que conduce a incer-
tidumbres despreciables en la construccion de rascacielos o de carreteras, pero capaz de
provocar un error de mas de un metro en la determinacién de la distancia a la Luna. El metro
se redefinié en 1983 en términos de la velocidad de la luz. En ese momento ésta estaba
especificada como una constante auxiliar con un valor exacto de 299 792 458 metros por
segundo. Como resultado, la mas reciente definicién de metro es la distancia que recorre la
luz en el vacio en 1/299 792 458 de un segundo. Si se lograra una mayor exactitud en la medi-
cién de ¢, permanecerd el valor 299 792 458 m/s, y se cambiard la longitud del metro.

Es evidente que la definicién de metro se expresa en términos de “segundo”, la unidad
fundamental del tiempo. El segundo estd definido como 9 192 631 770 periodos de la fre-
cuencia de transicion entre los niveles hiperfinos F=4,m,= 0y F = 3, m, = 0 del esta-
do base 2s1 1 del dtomo de cesio 133, no perturbado por campos externos. Esta definicion de

! El Sistema Internacional de Unidades lo adopt6 la Undécima Conferencia General sobre Pesas y Medidas en Pa-
rfs en 1960, y la Oficina Nacional de Esténdares lo adopté para usarlo en el terreno cientifico en 1964. Este es un
sistema métrico sumamente interesante, que es el tinico que alguna vez sancioné el Congreso de Estados Unidos.
Esto ocurrié primero en 1966 y luego otra vez en 1975, en el Acta de Conversion Métrica, en la cual se estipula
una “conversion voluntaria” hacia el sistema métrico. No se puntualizé ningin tiempo especifico; sin embargo, se
supone que esto continuard durante algunos cuantos afios antes de que las lecturas de masas en la bascula casera
esté en kilogramos y la reina de la belleza estadounidense tenga como medidas 90-60-90.
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segundo, aunque puede ser compleja, permite que el tiempo se mida con una exactitud supe-
rior a una parte en 10'3.

La masa estandar de un kilogramo estd definida como la masa de un estdndar interna-
cional en forma de un cilindro de platino e iridio en la Oficina Internacional de Pesas y Me-
didas en Sevres, Francia.

La unidad de temperatura es el Kelvin, definido por la asignacién de 273.16 kelvins a
la temperatura del punto triple del agua.

Una quinta unidad es la candela, definida como la intensidad luminosa de un radiador omni-
direccional a la temperatura de congelacion del platino (2042 K), que tiene un drea de 1/600 000
metros cuadrados y sometido a una presién de 101 325 newtons por metro cuadrado.

La dltima unidad fundamental es el ampere. Antes de definir explicitamente el ampere,
se debe definir primero el newton. Este se define en términos de otras unidades fundamen-
tales, a partir de la tercera ley de Newton, como la fuerza requerida para producir una ace-
leracién de un metro por segundo por segundo sobre una masa de un kilogramo. Ahora se
puede definir el ampere como aquella corriente constante que fluye en direcciones opuestas
en dos conductores rectos paralelos de longitud infinita, seccién transversal despreciable y
separados por una distancia de un metro en el vacio y que producen una fuerza repulsiva de
2 x 1077 newton por cada metro de longitud entre los dos conductores. Se sabe que la fuer-
za entre dos conductores paralelos es,

12

F=pny——
Ho 2md

y, por consiguiente,

1
2x 1077 = po—
2

wo = 4w x 1077 (kg - m/A? - s%, 0 H/m)

Se encuentra entonces que la definicién de ampere se ha formulado de tal manera que quede
asignado un sencillo valor numérico exacto a la permeabilidad del espacio libre.

Volviendo al Sistema Internacional, las unidades en las cuales se miden otras canti-
dades eléctricas y magnéticas estdn dadas en el cuerpo del texto en el momento en que cada
cantidad sea definida, y todas pueden relacionarse con las unidades bésicas ya definidas. Por
ejemplo, el estudio de la onda plana en el capitulo 12 muestra que la velocidad con la cual
una onda electromagnética se propaga en el espacio libre es

1
+/ Ho€o

CcC =

y, por lo tanto,

1 1
€=—73= — =8.854187817 x 1072 F/m
HoC 47 10- ¢

Es evidente que el valor numérico de €, depende del valor definido para la velocidad de la
luz en el vacio, 299 792 458 m/s.

Las unidades se proporcionan también en la tabla B.1 para una fécil referencia. Estdn
listadas en el mismo orden en que se definen en el texto.
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Tabla B.1 Nombres y unidades de las cantidades eléctricas y magnéticas en el Sistema

Internacional (en el orden de aparicion dentro del texto)

Simbolo Nombre Unidad Abreviatura
v Velocidad metro/segundo m/s

F Fuerza newton N

0 Carga coulomb C

R Distancia metro m

€y € Permitividad farad/metro F/m
E Intensidad de campo eléctrico volt/metro V/m
P, Densidad de carga eléctrica coulomb/metro? C/m?
v Volumen metro? m?

oy Densidad de carga lineal coulomb/metro C/m
P Densidad de carga superficial coulomb/metro? C/m?
v Flujo eléctrico coulomb C

D Densidad de flujo eléctrico coulomb/metro? C/m?
S Area metro? m?

W Trabajo, energia joule J

L Longitud metro m

Vv Potencial volt \Y

P Momento dipolar coulomb/metro C-m

1 Corriente ampere A

J Densidad de corriente ampere/metro’ A/m?
Ky 14y, Movilidad metro?/volt-segundo ~ m%*V-s
e Carga electrénica coulomb C

o Conductividad siemens/metro S/m
R Resistencia ohm Q

P Polarizacién coulomb/metro? C/m?
Xem Susceptibilidad

C Capacitancia farad F

R, Resistencia laminar ohm por cuadro Q

H Intensidad de campo magnético ampere/metro A/m
K Densidad de corriente superficial ampere/metro A/m
B Densidad de flujo magnético tesla (o weber/metro?) T (o Wb/m?)
Mg Permeabilidad henry/metro H/m
P Flujo magnético weber Wb
V., Potencial magnético escalar ampere A

A Potencial magnético vectorial weber/metro Wb/m
T Torsién newton-metro N-m
m Momento magnético ampere-metro’ A-m?
M Magnetizacién ampere/metro A/m
R Reluctancia ampere-vuelta/weber  A-t/Wb
L Inductancia henry H

M Inductancia mutua henry H

(continiia)
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Tabla B.1 (Continuacion)
Simbolo Nombre Unidad Abreviatura
1) Frecuencia angular (en radianes) radidn/segundo rad/s
c Velocidad de la luz metro/segundo m/s
A Longitud de onda metro m
n Impedancia intrinseca ohm Q
k Nimero de onda metro™! m!
o Constante de atenuacion neper/metro Np/m
B Constante de fase radian/metro rad/m
f Frecuencia hertz Hz
N Vector Poynting watt/metro” W/m?
P Potencia watt w
8 Profundidad de piel metro m
r Coeficiente de reflexion
s Relacién de onda estacionaria
y Constante de propagacion metro™! m™!
G Conductancia siemen S
Z Impedancia ohm Q
Y Admitancia siemen S
(0] Factor de calidad

Por tltimo, se han utilizado otros sistemas de unidades en electricidad y magnetismo.
En el sistema electrostitico de unidades (esu, electrostatic system of units) la ley de
Coulomb estd escrita para el espacio libre como

010>
R2
Se asigna el valor de uno a la permitividad del espacio libre. El gramo y el centimetro son
unidades fundamentales de masa y distancia, y el sistema esu es, por consiguiente, un sis-
tema cgs. Las unidades cuyo nombre contenga el prefijo stat pertenecen al sistema elec-
trostatico de unidades.

De manera similar, el sistema electromagnético de unidades (emu, electromagnetic sys-
tem of units) estd basado en la ley de Coulomb para polos magnéticos, y con la permeabili-
dad del espacio libre igual a uno. El prefijo ab identifica las unidades emu. Cuando las
cantidades eléctricas se expresan en cantidades esu, las cantidades magnéticas en unidades
emu, y ambas aparecen en la misma ecuacién (como en las ecuaciones de rotacional de
Maxwell), la velocidad de la luz aparece explicitamente. Esto se deduce al notar que en esu,
€, = 1, pero e, = 1/c? y, por lo tanto, i, = 1/c%, y enemu u, = 1,y de aqui €, = 1/¢*.
Asfi que este sistema mezclado se conoce como el sistema gaussiano de unidades,

F =

(esu)

10D .
VxH=4r]J+ P (gaussiano)

Otros sistemas incluyen el factor 47 explicitamente en la ley de Coulomb, y que no
aparece en las ecuaciones de Maxwell. Cuando se hace esto se dice que el sistema es
racionalizado. De aqui que el sistema gaussiano es un sistema cgs no racionalizado (cuan-
do es racionalizado se conoce como el sistema Heaviside-Lorentz), el Sistema Internacional
que se ha utilizado a lo largo de este libro es un sistema mks racionalizado.
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Tabla B.2 Conversion de unidades internacionales a gaussianas y otras
(se usa c = 2.997 924 58 x 108)

Cantidad 1 unidad mks = unidades gaussianas = otras unidades
d Im 102 cm 39.37 pulgadas
F IN 10° dinas 0.2248 by

w 1] 107 erg 0.7376 pie-lb
0 1C 10c statC 0.1 abC

oy 1 C/m? 107 ¢ statC/em? 10~7 abC/cm?
D 1 C/m? 47107 3¢ (esu) 471075 (emu)
E 1 V/m 10*/¢ statV/em 10° abV/em

1% IRY 10°/c statV 108 abV

1 1A 0.1 abA 10c statA

H 1 A/m 471073 oersted 0.4 c (esu)

Vin 1At 0.47 gilbert 407 ¢ (esu)

B 1T 10* gauss 100/c (esu)

@ 1 Wb 10 maxwell 10°/c (esu)

A 1 Wb/m 10 maxwell/cm

R 1Q 10° abQ 10° /¢ stat

L 1H 10° abH 103 /¢? statH

C 1F 1073¢2 statF 10~ abF

o 1 S/m 10~ abS/cm 10~ 7¢? statS/cm
n 1 H/m 107/47T (emu) 103 /47tc2 (esu)
€ 1 F/m 47107 7¢2 (esu) 4710~ (emu)

La tabla B.2 consigna los factores de conversién entre las unidades mds importantes
del Sistema Internacional (o sistema mks racionalizado) y el sistema gaussiano, y otras

unidades relacionadas.

La tabla B.3 lista los prefijos utilizados con cualquier sistema de unidades SI, sus abre-
viaturas y la potencia de diez que cada uno representa. Todos los que se registran se utilizan
ampliamente. Los prefijos y sus abreviaturas estdn escritos sin guiones y, por lo tanto, 10~

F = 1 microfarad = 1 uF = 1000 nanofarads = 1000 nF, y as{ sucesivamente.

Tabla B.3 Prefijos estandares usados con las unidades S

Prefijo = Abreviatura Significado Prefijo Abreviatura  Significado
atto- a- 10718 deca- da- 10!
femto- f- 10715 hecto- h- 102
pico- p- 10712 kilo- k- 103
nano- n- 1072 mega- M- 100
micro- - 1076 giga- G- 10°
milli- m- 1073 tera- T 10'2
centi- c- 102 peta- P- 101
deci- d- 10~! exa- E- 10'8
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Constantes de materiales

La tabla C.1 lista los valores ordinarios de la permitividad relativa o constante dieléctrica
para materiales dieléctricos y aislantes comunes, junto con valores comunes de la tangente
de pérdida. Los valores deben considerarse s6lo como valores comunes para cada material,
y son validos en condiciones normales de temperatura y humedad y en bajas frecuencias de
audio. Muchos de ellos se tomaron de Reference Data for Radio Engineers,' The Standard
Handbook for Electrical Engineers,*> Von Hippel, y estos voltimenes deben consultarse pa-
ra futura informacién sobre éstos y otros materiales.

La tabla C.2 proporciona la conductividad para cierto nimero de conductores metéli-
cos, algunos materiales aislantes, y otros materiales de interés general. Los valores se han
tomado de los trabajos mencionados, y se aplican a frecuencia cero y a temperatura ambien-
te. La lista estd en orden decreciente de conductividad.

Algunos valores representativos de la permeabilidad relativa de varios materiales dia-
magnéticos, paramagnéticos, ferrimagnéticos y ferromagnéticos se listan en la tabla C.3. Se
han tomado de los libros citados, y los valores para los materiales ferromagnéticos son va-
lidos dnicamente para densidades de flujo magnético bajas. Las permeabilidades médximas
pueden ser mayores en un orden de magnitud.

En la tabla C.4 se consignan valores para la carga y la masa en reposo de un electrén,
la permitividad y permeabilidad del espacio libre y la velocidad de la luz.*

! Véanse las lecturas complementarias del capitulo 11.

2 Véanse las lecturas complementarias del capitulo 5.

3 Von Hippel, A.R., Dielectric Materials and Applications. Cambridge, Mass. y Nueva York, The Technology
Press of the Massachusetts Institute of Technology y John Wiley & Sons, 1954.

4 Cohen, E. R. y B. N.Taylor, The 1986 Adjustment of the Fundamental Physical Constants. Elmsford, Nueva
York, Pergamon Press, 1986.
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Tabla C.1 ¢/ y¢'/e

Material € €'le
Aire 1.0005

Alcohol etilico 25 0.1
Oxido de aluminio 8.8 0.000 6
Ambar 2.7 0.002
Baquelita 4.74 0.022
Titanio de bario 1200 0.013
Didxido de carbono 1.001

Ferrita (NiZn) 12.4 0.000 25
Germanio 16

Vidrio 4-7 0.002
Hielo 4.2 0.05
Mica 54 0.000 6
Neopreno 6.6 0.011
Nailon 3.5 0.02
Papel 3 0.008
Plexiglas 3.45 0.03
Polietileno 2.26 0.000 2
Polipropileno 2.25 0.000 3
Poliestireno 2.56 0.000 05
Porcelana (proceso seco) 6 0.014
Piranol 4.4 0.000 5
Vidrio pyrex 4 0.000 6
Cuarzo (fundido) 3.8 0.000 75
Hule 2.5-3 0.002
Silice o SiO, (fundida) 3.8 0.000 75
Silicio 11.8

Nieve 33 0.5
Cloruro de sodio 5.9 0.000 1
Tierra (seca) 2.8 0.05
Esteatita 5.8 0.003
Styrofoam 1.03 0.000 1
Teflon 2.1 0.000 3
Didxido de titanio 100 0.0015
Agua (destilada) 80 0.04
Agua (de mar) 4

Agua (deshidratada) 1 0

Madera (seca) 1.5-4 0.01
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Tabla C.2 o
Material o, S/m Material o, S/m
Plata 6.17 x 107 Nicromel 0.1 x 107
Cobre 5.80 x 107 Grafito 7 x 10*
Oro 4.10 x 107 Silicio 2300
Aluminio 3.82 x 107 Ferrita (tipica) 100
Tungsteno 1.82 x 107 Agua (de mar) 5
Zinc 1.67 x 107 Piedra caliza 1072
Lat6n 1.5 x 107 Arcilla 5% 1073
Niquel 1.45 x 107 Agua (fresca) 1073
Fierro (hierro) 1.03 x 107 Agua (destilada) 1074
Bronce fosforado 1 x 107 Tierra (arenosa) 1073
Soldadura 0.7 x 107 Granito 1076
Acero con carbén 0.6 x 107 Miérmol 10-8
Plata alemana 0.3 x 107 Baquelita 10~-°
Manganina 0.227 x 107 Porcelana (proceso seco) 10~10
Constantédn (cubre-niquel) 0.226 x 107 Diamante 2x 10713
Germanio 0.22 x 107 Poliestireno 1016
Acero inoxidable 0.11 x 107 Cuarzo 10~17

Tabla C.3 .,
Material W, Material K,
Bismuto 0.999 998 6 Limadura de fierro 100
Parafina 0.999 999 42 Acero de maquina 300
Madera 0.999 999 5 Ferrita (ordinaria) 1000
Plata 0.999 999 81 Permalloy 45 (hierro-niquel) 2500
Aluminio 1.000 000 65 Hierro para transformador 3000
Berilio 1.000 000 79 Hierro con silicio 3500
Cloruro de niquel 1.000 04 Hierro (puro) 4000
Sulfato de manganeso 1.000 1 Mumetal 20 000
Niquel 50 Sendust 30 000
Hierro colado 60 Supermalloy 100 000
Cobalto 60

Tabla C.4 Constantes fisicas
Cantidad Valor

Carga del electrén

Masa del electréon

Permitividad del espacio libre
Permeabilidad del espacio libre

Velocidad de la luz

e = (1.602 17733 £ 0.000000 46) x 10~1° C
m = (9.109389 7 + 0.000 005 4) x 103! kg
€0 = 8.854 187817 x 1072 F/m

o = 471077 H/m

¢ =2.99792458 x 108 m/s
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Origenes de la permitividad
compleja

Como se estudi6 en el capitulo 5, un dieléctrico se puede modelar, en el espacio libre, co-
mo un arreglo de 4tomos y moléculas que puede polarizarse por medio de un campo eléc-
trico. El campo obliga a las cargas ligadas, positivas y negativas, a separarse de sus fuerzas
de atraccién de Coulomb, lo que produce un arreglo de dipolos microscépicos. Las molécu-
las pueden formar un arreglo de una manera ordenada y predecible (como en un cristal), o
mostrar una posicién y orientacion aleatoria, como sucederia en un material amorfo o en un
liquido. Las moléculas pueden o no mostrar momentos dipolares permanentes (los cuales
existen antes de que se aplique el campo), y si es asi, en general tendrdn orientaciones alea-
torias a lo largo de todo el volumen del material. Como se estudi6 en la seccién 6.1, el des-
plazamiento de cargas en una forma regular, como si estuviera inducido por un campo
eléctrico, da origen a una polarizacion macroscopica, P, definida como el momento dipolar
por unidad de volumen:
1 NAv
P=lim — > p (D.1)

Av—0 Av =

donde N es el nimero de dipolos por unidad de volumen y p; es el momento dipolar del
i-é€simo dtomo o molécula, que se encuentra por medio de

pi = 0:d; (D.2)

0, es la positiva de las dos cargas enlazadas que componen el dipolo 7, y d, es la distancia
entre cargas expresada como un vector de la carga negativa a la positiva. De nuevo, toman-
dolo de la seccién 6.1, el campo eléctrico y la polarizacion estan relacionados mediante

P =¢yx.E (D.3)
donde la susceptibilidad eléctrica, x,, forma la parte mds interesante de la constante dieléctrica:

€& =1+x D.4)
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Por lo tanto, para comprender la naturaleza de €, es necesario comprender x,, que a su vez
significa que es necesario investigar el comportamiento de la polarizacion, P.

Aqui se consideran las complicaciones adicionales de como responden los dipolos a un
campo armoénico en el tiempo que se propaga como una onda a través del material. El resul-
tado de aplicar dicha funcién forzada es que se establecen momentos dipolares oscilatorios,
y éstos a su vez establecen una onda de polarizacion que se propaga a través del material.
El efecto es producir una funcién de polarizacion, P(z, f), que tenga la misma forma funcional
que el campo E(z, f). Las moléculas en si mismas no se mueven a través del material; sin em-
bargo, sus momentos dipolares oscilatorios muestran, de manera colectiva, un movimiento
de la onda, de la misma manera como se forman ondas en una alberca por el movimiento del
agua hacia arriba y hacia abajo. A partir de aqui, la descripcién del proceso se complica y
va mds alld del alcance del presente estudio. Sin embargo, es viable obtener una compren-
sion cualitativa bdsica, considerando la descripcién cldsica del proceso: los dipolos una vez
que empiezan a oscilar se comportan como antenas microscéopicas, re-radiando campos que
a su vez se propagan conjuntamente con el campo aplicado. Dependiendo de la frecuencia,
habrd una diferencia de fase entre el campo incidente y el campo radiado en una determina-
da ubicacién del dipolo. Esto resulta en un campo neto (formado por medio de la superpo-
sicién de los dos) que ahora interactia con el dipolo siguiente. La radiacién de este dipolo
se suma al del campo anterior, como sucedid antes, y el proceso se repite de dipolo a dipo-
lo. Los corrimientos de fase acumulados en cada punto se manifiestan en una disminucién
neta de la velocidad de fase de la onda resultante. También puede presentarse una atenua-
cién del campo, el cual, en este modelo clasico, puede deberse a la cancelacion de fase par-
cial entre los campos incidente y reflejado.

En el modelo clésico, el medio es un conjunto de osciladores de electrones fijos idén-
ticos, en los cuales las fuerzas de unién de Coulomb en los electrones pueden modelarse con
resortes que conectan éstos con el nicleo positivo. Los electrones se consideran por simpli-
cidad, pero se pueden utilizar modelos similares para cualquier particula cargada de enlace.
La figura D.1 muestra un oscilador sencillo ubicado en la posicién z del material y orienta-
do a lo largo del eje x. Una onda plana uniforme, que se supone polarizada linealmente con
respecto al eje x, se propaga a través del material en la direccién z. El campo eléctrico de la
onda desplaza el electrén del oscilador en la direccién x, una distancia representada por el
vector d; por lo tanto, se establece un momento dipolar.

p(z,t) = —ed(z, t) (D.5)
E . :
—> fuerza de desplazamiento = — ¢E
e
@ @ <——— fuerza de amortiguamiento = — 7y, v
<—— fuerza de restablecimiento = —/_d
d

Figura D.1 Modelo del dipolo atdbmico con la fuerza de Coulomb entre
la carga positiva y negativa modelada por la de un resorte que tiene una
constante de resorte k. Un campo eléctrico aplicado desplaza al

electron una distancia d, lo cual resulta en un momento dipolar p = —ed.
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donde la carga del electrdn, e, se considera una cantidad positiva. La fuerza aplicada es
Fu(z,1) = —eE(z, 1) (D.6)

Es necesario recordar que, en un punto determinado del oscilador, E(z, t) es el campo neto
compuesto del campo aplicado original mds los campos radiados de todos los demds osci-
ladores. La fase relativa entre los osciladores estd determinada en forma precisa mediante el
comportamiento temporal y espacial de E(z, 7).

La fuerza de restablecimiento sobre el electrén, F , la genera el resorte, el cual se supo-
ne que obedece la ley de Hooke:

F.(z,t) = —k,d(z, 1) D.7)

donde k_ es la constante del resorte (no confundirla con la constante de propagacion). Si el
campo se apaga, el electrén se libera y éste oscilard alrededor del nicleo a la frecuencia de
resonancia, dada por,

wy = ks/m (D.8)

donde m es la masa del electrén. Sin embargo, la oscilacion serd amortiguada puesto que el
electrén experimentard fuerzas y colisiones de osciladores vecinos. Esto se modela como
una fuerza de amortiguamiento dependiente de la velocidad:

Fi(z,t) = —myav(z, t) (D.9)

donde v(z, f) es la velocidad del electrén. Asociado a este amortiguamiento se encuentra el
proceso de desfasamiento entre los osciladores electronicos en el sistema. Su condicién de
estar en fase relativa, una vez que ésta la ha fijado el campo sinusoidal aplicado, se destru-
ye por colisiones y se desvanece en forma exponencial hasta que alcanza un estado de fase
totalmente aleatorio entre los osciladores. El punto 1/e en este proceso ocurre en el tiempo
de desfasamiento del sistema, el cual es inversamente proporcional al coeficiente de amor-
tiguamiento, yd (de hecho es 2/yd). Por supuesto, se estd haciendo funcionar este sistema
resonante amortiguado con un campo eléctrico a una frecuencia w. Por lo tanto, se puede
esperar que la respuesta de los osciladores, medidos por medio de la magnitud de d, depen-
da de la frecuencia de una forma muy parecida a un circuito RLC alimentado con una sefial
sinusoidal de voltaje.

Abhora se puede utilizar la segunda ley de Newton y escribir las fuerzas que actdan en
el oscilador de la figura D.1. Simplificar un poco este proceso requiere utilizar la forma
compleja del campo eléctrico:

E,. = Ege /K¢ it (D.10)
Definiendo a como el vector aceleracion del electrén, se tiene

ma=F, +F, +F,

Bzdc n od,.
m m
ot? ¥a ot

+ kyd, = —¢E. (D.11)

Notese que puesto que el sistema estd funcionando con un campo complejo, E_, se puede
anticipar una onda de desplazamiento, d , de la forma,

d. = doe_jkze_jwl (D.12)
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Con las ondas en esta forma, la diferenciacién en el tiempo genera un factor de jw. En con-
secuencia, (D.11) puede simplificarse y reescribirse en forma fasorial:

e
—’d; + joy.ds + 0id, = ——E; (D.13)
m

donde se ha utilizado (D.4). Ahora se despeja d; (D.13) y se obtiene

— E,
d = — (e/m)Es (D.14)
(@3 — ) + jova
El momento dipolar asociado con el desplazamiento d, es
ps = —ed; (D.15)

La polarizacién del medio se encuentra, entonces, suponiendo que todos los dipolos son
idénticos. Por lo tanto, la ecuacion (D.1) se transforma en

P, = Np;
la cual, cuando se utiliza (D.14) y (D.15), se convierte en
Ne?/m
(@f — @) + joya

P, = E, (D.16)

Ahora, utilizando (D.3) se identifica la susceptibilidad asociada con la resonancia como
Né? 1

com (@) — ) + joya

Xres = = lees - lefe/:s (D17)

Las partes real e imaginaria de la permitividad se encuentran por medio de las partes
real e imaginaria de x,.: Sabiendo que,

’ . n
€ =eg(l + yres) = € — je
se encuentra

€ = €o(1 + Xos) (D.18)

€ = € e (D.19)

Las expresiones anteriores se pueden utilizar ahora en las ecuaciones (35) y (36) del capi-
tulo 12 para evaluar el coeficiente de atenuacion, «, y la constante de fase, 3, para la onda
plana conforme se propaga a través del medio resonante.

Las partes real e imaginaria de y,  como funciones de la frecuencia se muestran en la
figura D.2 para €l caso especial en el que @ = w,,. La ecuacion (D.17) en esta instancia se

convierte en:
. Ne*  (j+6,
Xres = _GOmU)OVd (1 T 53) (D.20)

donde el pardmetro desintonizador normalizado, (Sn, es

3(60 — wp) (D.21)
Yd
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Figura D.2 Gréficas de las partes real e imaginaria de la susceptibilidad
resonante, x,., COMO se expresa en la ecuacion (D.20). El ancho total a la
mitad del maximo de la parte imaginaria, x,.., s igual al coeficiente de
amortiguamiento, y,.

Dentro de las caracteristicas clave de la figura D.2 esta la funcién simétrica, cuyo ancho to-
tal a su amplitud media-mdxima es y,. Cerca de la frecuencia de resonancia, donde el valor
de es maximo, la atenuacion de la onda también se maximiza, como se vio en la ecuacién
(35) del capitulo 11. Ademds, se puede observar que lejos del punto de resonancia la ate-
nuacion es relativamente débil y el material se torna transparente. Como lo muestra la figura
D.2, atin existe una variacion significativa con la frecuencia fuera del punto de resonancia,
lo cual lleva a un indice de refraccién que depende de la frecuencia; esto se expresa de ma-
nera aproximada como

n =1+ x. (fuera del punto de resonancia) (D.22)

Esta n que depende de la frecuencia, que se genera de la resonancia del material, lleva a ve-
locidades de grupo y de fase que también dependen de la frecuencia. Por lo tanto, la disper-
sién de grupo, que conduce a efectos de ensanchamiento de pulsos, como se estudi6 en el
capitulo 13, puede atribuirse directamente a resonancias en el material.

En un hecho sorprendente, de alguna manera, el cldsico “modelo de resortes” descrito
aqui puede proporcionar predicciones muy precisas sobre el comportamiento de la constan-
te dieléctrica con la frecuencia (en particular, fuera de la frecuencia de resonancia) y utili-
zarse, hasta cierto punto, para modelar las propiedades de absorcién. Sin embargo, el
modelo es insuficiente cuando se intenta describir las caracteristicas mas representativas de
los materiales; en especifico, supone que el electrén oscilante puede asumir cualquier valor
en un continuo de estados de energia, cuando de hecho los estados de energia en cualquier
sistema atémico son discretos. Como resultado, los efectos significativos que se generan a
partir de las transiciones entre niveles discretos de energia, tales como absorcion y emision
espontdnea y estimulada, no estdn incluidos en el sistema de resortes cldsico. Los modelos
de mecénica cudntica deben utilizarse para describir por completo las propiedades de pola-
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Figura D.3 Dibujos idealizados de compuestos de moléculas
polares en condiciones de a) orientacion aleatoria de momentos
dipolares y b) momentos dipolares alineados bajo la influencia de
un campo eléctrico aplicado. Las condiciones en b) estan muy
exageradas, ya que tipicamente sélo un porcentaje muy pequefo
de dipolos se alinean por si solos con el campo. Sin embargo, ain
se presenta un alineamiento suficiente para producir cambios
medibles en las propiedades del material.

rizacion del medio; sin embargo, los resultados de dichos estudios a menudo se reducen a
los del modelo de resortes, cuando las amplitudes de los campos son muy débiles.

Otra forma en la que un dieléctrico responde a un campo eléctrico es mediante la orien-
tacion de moléculas que poseen momentos dipolares permanentes. En estos casos las moléculas
deben ser libres de moverse o girar, de tal forma que el material sea tipicamente un liquido
o un gas. La figura D.3 muestra un arreglo de moléculas polares en un liquido (como el
agua) en el que no existe un campo aplicado (figura D.3a), pero si existe un campo eléctri-
co (figura D.3b). La aplicacion del campo produce que los momentos dipolares, que antes
tenian orientaciones aleatorias, se alineen, por lo que resulta la polarizacidn neta del mate-
rial, P. Por supuesto, asociado con esto se encuentra la funcion de susceptibilidad, y,, a tra-
vés de la cual P se relaciona con E.

Algunos desarrollos importantes se presentan cuando el campo aplicado es armdnico
con el tiempo. Cuando el campo cambia su direccién periédicamente, los dipolos son for-
zados a seguir este cambio; sin embargo, éstos lo hacen en contra de su tendencia natural a
la aleatoriedad debido al movimiento térmico. Por lo tanto, éste actiia como una fuerza “de
restauracion”, oponiéndose efectivamente al campo aplicado. También los efectos térmicos
se pueden considerar como fuerzas viscosas que introducen un cierto grado de dificultad en
el “empuje” de los dipolos hacia atrds y hacia delante. Uno podria esperar (con justa razén)
que las polarizaciones de mayor amplitud en cada direccion pudieran lograrse a frecuencias
menores, puesto que se concede suficiente tiempo a los dipolos en cada ciclo para que lo-
gren alinearse por completo. La amplitud de la polarizacion se debilitard a media que la fre-
cuencia aumente, que ya no habr4 suficiente tiempo para completar el alineamiento durante
cada ciclo. Esta es la descripcién basica del mecanismo de relajacién dipolar de la permi-
tividad compleja. No existe ninguna frecuencia de resonancia asociada con este proceso.
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La susceptibilidad compleja asociada con la relajacion dipolar es, en esencia, la de un

oscilador “amortiguado”, y estd dada por,
Np*/eo

Xrel = 3kpT(1 + jor) (D.23)
donde p es la magnitud del momento dipolar permanente de cada molécula; kg, la constan-
te de Boltzmann, y T la temperatura en grados kelvin. t es el tiempo de aleatorizacién tér-
mica, definido como el tiempo necesario para que la polarizacién P se relaje a un valor 1/e
de su valor original cuando el campo se apaga. x,, €s compleja, por lo que tendrd compo-
nentes de absorcion y de dispersion (partes real e imaginaria), como se vio en el caso reso-
nante. La forma de la ecuacion (D.23) es idéntica a la de la respuesta de un circuito serie
RC que estd siendo excitado mediante un voltaje sinusoidal (donde 7 es RC).

La absorcion de las microondas en el agua se presenta por medio del mecanismo de re-
lajacién en moléculas polares de agua, y es la forma principal mediante la cual se realiza la
coccidn de alimentos en el horno de microondas, como se estudi6 en el capitulo 12. Se uti-
lizan frecuencias cercanas a los 2.5 GHz, puesto que las frecuencias proporcionan la pro-
fundidad de penetracioén Optima. La absorcion por picos de agua que se originan por la
relajacion del dipolo se presenta, sin embargo, a frecuencias mucho mayores.

Un material determinado puede tener mas de una frecuencia de resonancia, asi como
tener una respuesta a la relajacion del dipolo. En tales casos, la susceptibilidad neta se en-
cuentra en el dominio de la frecuencia por la suma directa de todas las susceptibilidades de
las componentes. En general, se puede escribir:

Xe = Xeel + ) Xnes (D.24)

i=1

donde . es la susceptibilidad asociada con la frecuencia de resonancia i-€sima y n es el
nimero de resonancias en el material. Se recomienda al lector revisar las lecturas comple-
mentarias del capitulo 11 con el fin de obtener mds material de lectura sobre los efectos de

la resonancia y la relajacion en los dieléctricos.



Respuestas

a los problemas

impares

Capitulo 1

L1 a)0.92a, +0.36a, + 0.4a,
b) 48.6 ¢) —580.5a , + 3193a, — 2902a,
1.3  (7.8,-7.8,3.9)
1.5 a)48a, +36a, + 18a,
b) —0.26a, + 0.39a, + 0.88a,
¢)0.59a, + 0.20a, — 0.78a,
d) 100 = 16x2y? + 4x* + 16x2 + 16 + 9z*
1.7 a)(1)elplanoz =0, con |x| < 2, |y| < 2;
(2) el planoy =0con |x| < 2,|z| <2;(3) el
plano x = 0, con |y| < 2, |z| < 2; (4) el plano
x =m/2,con|y| <2,|z| <2 b)elplano
2z =y,con|x| <2,|y| <2,|z] <1
c)elplanoy =0, con |x| <2, |z| <2
1.9 a)0.6a, +0.8a, b) 53° ¢) 26
1.11 a)(-0.3,0.3,0.4) b) 0.05¢) 0.12 d) 78°
1.13 a) (0.93, 1.86,2.79) b) (9.07, —7.86, 2.21)
¢) (0.02, 0.25, 0.26)
1.15 a)(0.08,0.41,0.91) b) (0.30, 0.81, 0.50)
¢)30.3d)32.0
1.17 a) (0.664, —0.379, 0.645)
b) (—0.550, 0.832, 0.077)
¢) (0.168, 0.915, 0.367)

119 a)(1/p)a, b) 0.5a,, 0 0.41a, +0.29a,
121 a) —6.66a, —2.77a4 + 9a,

1.23
1.25
1.27
1.29

b) —0.59a, + 0.21a4 — 0.78a,
¢) —0.90a , — 0.44a,

a) 6.28 b) 20.7 ¢) 22.4 d) 3.21

a) 1.10a, +2.21ay b) 2.47 ¢) 0.45a, + 0.89ay
a)2.91b)12.61 ¢) 17.49 d) 2.53

a) 0.59a, + 0.38a9 — 0.72a,
b) 0.80a, — 0.22a9 — 0.55a,
¢) 0.66a, + 0.39ay — 0.64a,

Capitulo 2

2.1
2.3
2.5

2.7
2.9

2.11

2.13
2.15
2.17
2.19

40x%x 1074 N
21.5a, uN

a)4.58a, — 0.15ay, +5.51a,

b) —6.89 0 —22.11

159.7a, + 27.4a4 — 49.4a,

a) (x+1) = 0.56 [(x + D> +(y — )? +(z = 3)*]'
b) 1.69 00.31

a)—1.63 uC

b) —30.11a, — 180.63a, — 150.53a,

c) —183.12a, — 150.53a, d) —237.1

a) 82.1 pC b) 4.24 cm
a)3.35 x 1072 C b) 1.24 x 10° C/m?
a) 57.5a, — 28.8a, V/m b) 23a, — 46a,
a)7.2a , + 14.4a, kV/m

b) 4.9a, + 9.8a, + 4.9a, kV/m
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2.21 126a, uN/m

223 a)8.1kV/mb)—8.1kV/m

2.25 —3.9a, — 12.4a, —2.5a, V/m

227 a)y*—x%*=4xy —19b)0.99a, +0.12a,

229 a)12.2b) —0.87a, — 0.50a,
c)y=(1/5)1Incos5x +0.13

Capitulo 3

3.1  a) Uncentavo: +5 nC; niquel: 0; centavo: 0; lata: —5 nC
b) Monedas: lo mismo que al principio; lata: —2 nC

33 @) 0.25nC b) 9.45 pC

35 360C

37 a)4.0x 107 nCb)3.2 x 10~* nC/m?

3.9  a) 164 pC b) 130 nC/m? ¢) 32.5 nC/m?

311 D=0 (p <1 mm);
D, = %[sen(ZOOOnp) 271 —
10° p cos(20007rp)]1C/m> (1 mm < p < 1.5 mm);
D, = 2202 Cim?  (p > 1.5 mm)

313 a)D.(r<2)=0; D.(r=3)=89x
10=2 C/m?%; D, (r = 5) = 6.4 x 10710 C/m?
b) pso = —(4/9) x 1072 C/m?

315 a)[(87L)/31[p3 — 1071 uC donde p
es en metros b) 4(p; — 107%)/(3p1)C/m?
donde p; es en metros
¢) Dp(0.8 mm) = 0; Dp(1.6 mm) = 3.6 x
1070uC/m?; D (2.4 mm) = 3.9 x 1076 C/m?

3.17 4)0.1028 Cb) 12.83 ¢) 0.1026 C

3.19 113nC

321 a)8.96b)71.67¢) -2

323 b)pyo= 3Q/(47'ra3) O <r<a)
D, = Qr/4ma®)y V-D = 30Q/(4mwa’)
O <r<a)D,=Q/@rr?)y
V-D=0( >a)

3.25 ) 17.50 C/m3 b) 5a, C/m? ¢) 3207 C
d) 320 C

327 a)1.20 mC/m> b) 0 ¢) —32uC/m?

329 a)347Ch)347C

331 —-391C

Capitulo 4

41 a)—12nJb)24nlc) —36n) d) —44.9 nJ
e) —41.8 nJ

43 a)3.1ulb)3.1 ]

45 a)2b) -2

47  a)90b) 82

4.9

4.11
4.13
4.15
417
4.19
4.21

a)8.14V b) 1.36 V
1.98kV

576 pJ

—68.4V

a) —3.026 V b) —9.678 V

081V

a)—15.0V b) 150V

c)7.1ay +22.8a, —71.1a; V/m

d)75.0 V/m

) —0.095a, — 0.304a, + 0.948a,

f) 62.8a , +202a, — 629a, pC/m?

a) —48p~* V/m b) —673 pC/m> ¢) —1.96 nC
a)V, =2799V,E, = —179.9a, — 75.0a4 V/m,
D, = —1.59a, — .664a4 nC/m?, p,, =
—443 pC/m? (b) —5.56 nC

a)5.78 V b)25.2Vim ) 5.76 V

131V

a) 387 pJ b) 207 pJ

a) (5 x 1079 /(47 r?)a, C/m?

b)2.81 ] ¢) 4.45 pF

a) 0.779 nJ b) 1.59 uJ

4.23
4.25

4.27
4.29
4.31
4.33

4.35

Capitulo 5

51 a)—123MAb) 0 c) 0, como se esperaba

53  a)77.4 Ab)53.0a, A/m?

55 a)—178.0Ab)0c)0

5.7  a) densidad de flujo de masa (kg/m2 — s) densidad
de masa (kg/m3) b) —550 g/m3 —s

a) 0.28 mm b) 6.0 x 107 A/m?

a)E =[(9.55)/pD)]a, V/im, V = (4.88)/I Vy
R = (1.63)/1 2, donde [ es la longitud del cilindro
(no se da) b) 14.64/1 W

a)0.147V b) 0.144 V

a) (p+ Dz?cos¢p =2

b) p =0.10, E(.10, .27, 1.5) = —18.2a, +
145a4 — 26.7a; V/m ¢) 1.32 nC/m?

a)D(z = 0) = —(100€gx)/(x% + 4)a, C/m?

c) —0.92 nC

a) AtOV: 2x2y —z = 0. At 60 V:

2x2y — z = 6/z b) 1.04 nC/m?

¢) —[0.60a, 4 0.68a, + 0.43a_]

a) 1.20kV b) E, = 723a, — 18.9a, V/m
a)289.5V b) z/[(x — 1)? + y2 + 22|15 —
Z/[(x + D+ y* + 22119 = 0.222

a)4.7 x 1073 S/m b) 1.1 x 1073 S/m

¢) 1.2 x 1072 S/m

5.9
5.11

5.13

5.15

517

5.19

5.21

5.23

5.25
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Capitulo 6

6.1

a) 6.26 pC/m? b) 1.000176

6.3 a)E=1[(144.9)/pla, V/m,D =
(3.28a,)/p nC/m2 b) Vy, = 192V, x, = 1.56
) [(5.0 x 107%)/pla, C - m

6.5 a)80 V/mb) —60a, — 30a; V/mc) 67.1 V/m
d) 104.4 V/m e) 40.0° f) 2.12 nC/m? g) 2.97
nC/m? h) 2.12a, — 2.66a, — 1.33a, nC/m>
i) 1.70ay — 2.13a, — 1.06a; nC/m? j) 54.5°

6.7  125a, + 175a, V/m

69 a)E; =E|b)Wg =45.1 uJ, Wgo =338 uJ

6.11 titanato de bario

6.13 451 pF

6.15 a)3.05nF b) 5.21 nF ¢) 6.32 nF d) 9.83 nF

6.17 a) 143 pF b) 101 pF

6.19 a)53.3 pFb)41.7 pF

6.21 K; =23.0,p; =8.87nC/m,a = 13.8 m,

C =355pF

6.23 a) 473 nC/m? b) —15.8 nC/m?

6.25 Valor exacto: 57 pF/m

6.27 Valor exacto:11eg F/m

6.29 b) C ~ 110 pF/m c) El resultado no cambia.

6.31 a)3.64 nC/m b) 206 mA

Capitulo 7

71 a) -8V b)8a, — 8a, —24a, V/m
¢) —4xz(z> + 3y?) C/m?

d) )cyzz3 =—4e) y2 —2x2=2 y
3x2 —z2=2f)No

7.3 flx,y) = —4e® 4+ 3x2, V(x, y) = 3(x% — y?)

75 b)A=1125,B=—-1250
A=-125 B=1125

77 a) —106 pC/m> b) £0.399 pC/m? (dependiendo
de qué lado de la superficie se considere)

7.9  a)si, si, si, no b) En la superficie de 100 V, no
para todos. En las superficies 0 V si, excepto
para V1 + 3. ¢) Solamente V; es

7.11 a)33.33V b)[(100)/3]a; + 50a, V/m

713 a) 1.0l cm b) 22.8 kV/mc) 3.15

715 a)(=2.00 x 10H¢ +3.78 x 103 V

b) [(2.00 x 10%)/plagy V/m
¢) (2.00 x 10*¢(/p)ay C/m?
d) [(2.00 x 10%)/p] C/m?

e) 84.7 nC

717

7.19
7.21
7.23
7.25
7.27
7.29
7.31
7.33
7.35

) V() =28.7¢ + 1949 V,E = —(28.7)/pa 4
V/m, D = —(28.7¢)/pag C/m?, py = (28.7¢€0)/
p C/m?, Q, = 122 pC g) 471 pF

a) 12.5 mm b) 26.7 kV/m

¢) 4.23 (con una p, dada = 1.0 £C/m?)

a) oy =26.57°, ap = 56.31° b) 23.3 V
a)833.3r~* V b)833.3r—*V

719173 V

125V

a) No b) Si ¢) Si d) No ¢) No

38V

40V

b)90 VvV

CCW arriba a la izquierda: a) 48, 42, 19, 34, 19,
42,48 b) 48, 40, 19, 30, 19, 40, 48
©)47.3,37.1,17.4,27.4,17.4,37.1,47.3

Capitulo 8

8.1

8.3

8.5

8.7

8.9

8.11
8.13
8.15

8.17

a) —294a, + 196ay uA/m
b) —127a, + 382a, uA/m
c) —42la, + 578a, uA/m

a)

~ Lol Am
T 2mp /02 + a2 ¢
b)1//3

I 2 2 2
H| = 5— 2 2
2 y-+2y+5 y-—=2y+45
y+D

1) 272
(75 e es)
y-—=2y+5 y-+2y+5

a) 0.53a, + 0.80a, + 0.27a, b) 5.73 uA/m
c) £(-a, +a, —a,)/v/3

—1.50a, A/m

2.0 A/m, 933 mA/m, 360 mA/m, 0
e)H;(a<p<b)y=kp;H,(p >b)=0

a) 45¢= 13073 kA/m?

b) 12.6[1 — (1 4 150p0)e~1390] A

c) %[1 — (1 +150p)e~ 1391 A/m

a)2.2 x 10*13(;J A/m (justo dentro), 2.3 x
10_2a¢ A/m (justo fuera)

b) 3.4 x 10" 'ay A/m

) 1.3 x 107 'ay A/m (d) —1.3 x 10~ 'a, A/m




564

8.19
8.21
8.23
8.25
8.27

8.29

8.31

8.35

8.37
8.39

8.41

8.43

APENDICE E Respuestas a los problemas impares

0

530a, + 460a, — 148a,

a) 60pa, A/m? b) 407 A ¢) 40 A

a) —259 A b) —259 A

a) 2(x +2y)/23a, + 1/z%a, A/m

b) lo mismo que en la parte a) ¢) 1/8 A

a) 1.59 x 107a, A/m? b) 7.96 x 10°pa, A/m,
10pay Wb/m2 c¢) como se esperaba d) 1/(mp)ay A/m,
o/ (p)ag Wb/m2 e) como se esperaba

a) 0.392 uWb b) 1.49 uWb c) 27 uWb
a)—40p A 2<p<4),0(p>4)

b) 40 In(3/p)a; Wb/m

[120 — (400/m)p] A (0 < ¢ < 27)

a) —30ay A/m b) 30y — 6 A

¢) —30p0ay, Wb/m? d) 119(30x — 3)a, Wb/m
a) —100p/poay A/m, —100pas Wb/m?

b) —&M?) a, A/m? ¢) =500 MA d) —500 MA

I 2 5
A= B2 —25) 4 981n (22) | Wom
9671 a P

Capitulo 9

9.1

9.3
9.5
9.7
9.9
9.13

9.15
9.17
9.19

9.21

9.23

9.25

9.27

a) (.90,0, —.135) b) 3 x 10%a, — 9 x 10%a, m/s
€)1.5%x 10737

a) .70a, + .70a, — .12a, b) 7.25 1]

a) —18a, nN b) 19.8a; nN ¢) 36a, nN

a) —35.2a, nN/m b) 0 ¢) 0

47 x 107 N/m

a)—1.8 x 107*a, N- m

b) —1.8 x 10~*a, N-m

c)—1.5x IO*Say N-m

(6 x 107%)[b — 2tan~!(b/2)]ay N - m

Aw/w = Am/m =13 x 107°

a)77.6ya, kA/m b) 5.15 x 107° H/m

¢) 4.1 d)241ya, kA/m e) 77.6a, kA/m2
f)24la, kA/m3 g) 318a, kA/m?

(Utilicese x,, = .003) a) 47.7 A/m b) 6.0 A/m
¢) 0.288 A/m

a) 637 A/m, 1.91 x 1073 Wb/m?2, 884 A/m

b) 478 A/m, 2.39 x 1073 Wb/m?, 1.42 x 10> A/m
) 382 A/m, 3.82 x 1073 Wb/m?2, 2.66 x 10> A/m
a)191/p A/m (0 < p < 00)

b) (2.4 x 107%/p)ay T (p < .01),

(1.4 x 1073 /p)ay T (.01 < p < .02),

2.4 x 10_6/,0)a¢ T (p > .02) (p en metros)

a) —4.83a, — 7.24a, + 9.66a, A/m

b) 54.83a, — 22.76a, + 10.34a; A/m

¢) 54.83a, — 22.76ay + 10.34a; A/m
d) —1.93a, —2.90a, + 3.86a, A/m
e) 102° f)95°

929 10.5mA
931 a)2.8x 107*Wbb)2.1 x 107* Wb
€)~2.5x 107* Wb
9.33 1) 23.9/p A/m b) 3.0 x 10~%/p Wb/m?
€)5.0 x 1077 Wb
d)23.9/p A/m, 6.0 x 10~%/p Wb/m?, 1.0 x 107¢
Whbe) 1.5 x 107° Wb
9.35 a)20/(wrsen®)ay A/mb)1.35 x 10747
9.37 0.17 uH
9.39 a) (1/2wduoK3 J/m b) pod /w Him
¢) ® = puodKog Wb
941 a)33 uHb)24 uH
943 b)
Lint = 2]@
0 |:d4 —4a%c? + 3¢ + 4c* ln(a/c):|
= H/m
81 (a? —c2)?

Capitulo 10

10.1  a) —5.33sen 120t V b) 21.3 sen(120r¢) mA
10.3  a) —1.13 x 10%[cos(3 x 108 — 1)
—cos(3 x 1081)] V b) 0
10.5  a) —4.32V b) —0.293 V
10.7  a) (—1.44)/(9.1 +39.61) A
b) — 1.4 groigs + o7 +139<6z] A
10.9 2.9 x 103[cos(1.5 x 1087 — 0.13x) —
cos(1.5 x 1081)] \\%
1011 ) (9) cos(10°a, A/m? b) 87 cos(10%) A
¢) —0.87 sen(10°1) A (d) 0.1
10.13 @)D = 1.33 x 103 sen(1.5 x 1087 —
bx)a, C/m?, E = 3.0 x 1073 sen(1.5 x
1087 — bx)ay V/m
b)B = (2.00b x 10~ sen(1.5 x 1087 — bx)a,T,
H = (4.0 x 10~%bsen(1.5 x 1087 — bx)a. A/m
¢) 4.0 x 107%b? cos(1.5 x 108 — bx)a, A/m?
d) ~/5.0m™!
10.15 B =6 x 107 cos(10!% — fx)a.T,D =
—(28 x 10719 cos(10'% — px)a, C/m?,
E = —1.67B cos(10'% — Bx)a,V/m, g =
+600 rad/m
10.17 a =66 m™!
1021 a) 7 x 10%seg™!

b) 5% sen(107 z) sen(wt)a, V/m



10.23

10.25

APENDICE E Respuestas a los problemas impares

a)Ey1 = 10cos(10°)a,Vim E,| =
(30a, + 20a,) cos(10°1) V/m

Dy = 200cos(10°0)a, pC/m?> D,; =
(600a, + 400a,) cos(10°r) pC/m?

b) Jn1 = 40cos(10°)a, mA/m?  J; =
(120a, + 80ay) cos(10°) mA/m?

¢) E;2 = (30a, + 20a,) cos(10%r) V/m
(300a, + 200a,) cos(10°7) pC/m>

Jin = (30a, + 2Oa_,,)cos(1091) mA/m?
d)E > = 20.3 cos(10°f 4+ 5.6°)a, V/m
203 cos(10%7 + 5.6%)a, pC/m?>  Jyo2 =
20.3 cos(10°¢ 4 5.6°)a, mA/m?

b) B=(r—%)a, T H=-(:—%)a, A/m

E = (¢t — 2)a,V/m D = eg(ct — z)a,C/m?

Dy =

D2 =

Capitulo 11

11.1

11.3

11.5
11.7
11.9
11.11

11.13

11.15
11.17
11.19
11.21

11.23

11.25
11.27
11.29
11.31
11.33

11.35

a)y =0.104+ j240m™ ! o =
0.104 Np/m, B = 2.40rad/m, A = 2.62 m, Zy =
100 — j4.0 2 b) 12.5% 2.75 x 103 grados

@) 96 pF/m b) 1.44 x 108 m/s
c¢)3.5rad/imd) I’ = —-0.09,s = 1.2

a) 83.3nH/m, 33.3 pF/m b) 65 cm

7.9 mW

a)A/8b) 1/8 + mA/2

a) V3 /RL b) RLVE/(RE +

R1)? ¢) V3 /R d) (V3/RL) exp(—2¢/RG)
a) 6.28 x 108 rad/s b) 4 cos(wt — wzZ)A

¢)0.287/1.28 rad d) 57.5exp[j(wz + 1.28)] V
€)257.5/36°V

a) 104V b)52.6 — j123V
Pys =228 W, Pigo = 1.16 W
16.5W

a)s =2.62b)Z; =1.04 x 103 +
j69.8 Q (¢) Zmax = —7.2 mm

a)0.0371200.74m b) 2.61 ¢) 2.61
(d) 0.4631 09.26 m

a) 495+ j290 Q2 b) jI98 Q

a)2.6b) 11 — j7.0mS ¢) 0.2131
478+ j49.3 Q

a)3.8cmb)14.2 cm

a)dy=7.6cm, d =173cmb)d| =
1.8cm, d =6.9cm

a) 39.6 cm b) 24 pF

11.37

11.39

11.41

Vi =@2/3)Vy (/v <t < 00)y es cero para
t <l/v.Ip =(Vp/75) AparaO <t < oo.

—-<t<— Vi =044V
v 4y
3l 13/
—<t<—: V,=-0.15V,
v 4v
51 211
—<t<— V3 = 0.049 V,
v 4v
71 291
—<t<—: Vy=-0.017Vy
v 4y

Los voltajes entre estos tiempos son cero.

1
O<t<—: V=0
< <2y L
[ 3l Vo
—<t<_—: Vp=—
2v 2v 2
t 3 V \%
> — =
M L 0

Capitulo 12

12.3

12.5

12.7

12.9

12.11
12.13

12.15

12.17

12.19

@) 0.33 rad/m b) 18.9 m
¢) —3.76 x 10%a, V/m

a)w=3m X 108 sec_l,A =2m,

y B =mrad/mb) —8.5a, —9.9a, A/m

¢) 9.08 kV/m

B=25m"! n=2785Q,1=25cm,

vy = 1.01 x 108 m/s, eg = 4.01, ug = 2.19,
yH(x, y,z,1) = 2cos(8m x 108 —25x)a y +
5sen(87 x 1087 — 25x)a. A/m

a) p=0.4r rad/m, 1 =5m, v, =5 x 107 m/s,
yn =251 Qb) —403 cos(2w x 107t) V/m

¢) 1.61 cos(2m x 10~ 7¢) A/m

a) 0.74 kV/m b) —3.0 A/m
w=228x10"°H/m, e =1.07 x 10! F/m,
ye” =290 x 10712 F/m

a)r=3cm,a =0 b) L =2.95cm,

o =9.24 x 1072 Np/m (¢) » = 1.33 cm,

o = 335 Np/m

(S:)(z = 0) = 315a, W/m?, (S.)(z = 0.6) =
248a, W/m?

a)w=4x108rad/s b)H(p,z,1) =

(4.0/p) cos(4 x 1081 — 4z)ay, A/m

)N(S) = (2.0 x 1073/p?) cos?(4 x 1087 —4z)a,
W/m? d) P =5.7 kW

565
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12.21

12.23

12.25
12.27
12.29

12.31
12.33

APENDICE E Respuestas a los problemas impares

a) Hg1(p) = (54.5/p)(10%p* — 1) A/m

(.01 < p < .012), Hpa(p) = (24/p) A/m
(p>.012), Hy =0 (p < .01m)

b)E = 1.09a, V/m

) (S) = —(59.4/p)(10* 0% — 1)a, W/m?
(.01 < p <.012m), —(26/,0)apW/m2

(p >0.12m)

a) 1.4 x 1073Q/m b) 4.1 x 1072 Q/m

¢)4.1 x 107'Q/m

f=1GHz, 0 =1.1 x 10° S/m

a)4.7 x 1078 )32 x 10% ¢) 3.2 x 10°

a) Hy = (Eo/no)(ay — jay)e i~

b) (S) = (Ezo/r]o)aZ W/m? (suponiendo que E es real)
a) L = 14.6 A (b) 1zquierdo

a) Hy = (1/n)[—18¢/%a, + 15a,]e /A% A/m
b) (S) = 275 Re {(1/7*)} W/m?

Capitulo 13

13.1
13.3
13.5
13.7
13.9
13.11
13.13

13.15
13.17

13.19

13.21

0.01%

0.056y 17.9

a)4.7x 103 Hz b) 691 + j177Q ¢) —1.7cm
a)sy =1.96,sp =2,53 =1b) —0.81 m
a)6.25 x 1072 5) 0.938 ¢) 1.67

641 4 j501 @

Onda reflejada: polarizacién circular izquierda;
fraccion de potencia = 0.09. Onda transmitida:
polarizacion circular derecha; fraccion de
potencia = 0.91

a) 1.2 GHz b) 1.27
a)s=213y1—|T>=087bh)s=1y
1—r2=1

a)di=dr=d3=00d; =d3 =0, da =1/2
b)ydy =dr =d3s =1/4

a) Potencia reflejada: 15%. Potencia transmitida:
85% b) Onda reflejada: polarizada en s. Onda

transmitida: Polarizada elipticamente hacia la
derecha

13.23
13.25
13.27
13.29

no = (n1/n2)y/n? —n3
0.76

2

4.3 km

Capitulo 14

14.1

_ wol? c* c
Wm—?[mln(zF

14.3
14.5
14.7
14.9
14.11
14.13
14.15
14.17

14.19
14.23
14.25
14.27
14.29
14.31
14.33

14.35
14.37

b* — (3/4)c? ;
(¢ —b?)

14.2 pF/m, 0.786 wH/m, 0, 0.023 ©2/m
a)2.8b)5.85 x 1072

a)5.0b) 1.6

9

9

1.5ns

a) 12.8 GHz (b) Si

a)2.5 GHz < f < 3.75 GHz (lleno con aire)
b) 3.75 GHs < f < 4.5 GHz (lleno con aire)
a=1.1cm,b=0.90cm

72 cm

3.32

a) 0 min = Senil(nS/nl) b) Vp,mix = C/}’l3
mayor que

a) —0.284a , — 0.959a. b) 0.258

a) —j(1.5 x 1072)e=71005 _v/m

b) —j(1.5 x 1072)e=/1 903 v/m

¢) —j(1.5 x 1072)(ay +a;) V/m

d) —(1.24 x 1072)(a, +a;) V/m

€)1.75 x 1072 V/m

a)85.4 A b)5.03 A

a) 0.2¢=7/10007 7/ p) 0.2~/ 10007 £jO-57 7/
c)0



A

Aceptores, 131

Acoplamiento de media onda, 449

Acoplamiento de un cuarto de onda, 360,
451

Adicion de vectores, 3, 33

Admitancia de desviacion neta, 343

Aisladores, 119

Alambre circular, 219

Algebra vectorial, 2-3

Ampere, 114

Amplitud compleja, 341-342

Amplitud méxima de voltaje, 356

Amplitud minima de voltaje, 356

Amplitudes de onda propagidndose hacia
atras, 403

Andlisis de guiado en placas paralelas,
503-506

Andlisis de ondas planas, 493

Analisis transitorio en linea de transmision,
375-388

Analogias de corriente, 165-167

Angulo critico, 516

Angulo de Brewster, 464

Angulo de factor de potencia, 411

Angulo de polarizacién, 464

Angulos de incidencia, 466

Antena corta, 532

Antenas

cortas, linea bifilar para, 532
definicion de, 480

dipolares, 534, 536

dipolo de media onda, 535

monopolo, 535-536

principios de, 527-536
Antenas dipolo, 534, 536
Aproximacion cuasi-TEM, 488
Aproximacion de baja pérdida, 345-346
Atenuacion, con distancia de propagacion,

345

Banda de conduccion, 119
Banda de valencia, 119
Bobinas, 296-297

Brazo de palanca, 268
Buen conductor, 416
Buen dieléctrico, 410-412

C

Cable coaxial, 221, 252
Campo de fuerza, 30
Campo de induccién, 531
Campo de potencial magnético vectorial
diferencial, 245
Campo eléctrico
con respecto a una carga lineal infinita, 216
en el plano xy de una onda plana
polarizada circularmente hacia la
derecha, 427

567
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energia consumida en mover, 81-82
magnitudes de las componentes, 426
par producido por, 271
Campo eléctrico fasorial, 400
Campo eléctrico polarizado, 397
Campo eléctrico uniforme, 82
Campo electrostatico
de un dipolo puntual, 104
del dipolo, 531
densidad de energia en, 106-109
Campo magnético, 307
Campo magnético en movimiento, 307
Campo magnético estacionario, 201-258
Campo uniforme, 82
Campo(s). Véase también Campo eléctrico;
Campo magnético; Campos de potencial;
Campos en las lineas de transmision
distantes, 531
escalares, 2
estaticos, 26, 94
cargas puntuales, 81-82, 89-91, 93
configuracion espacial, 427
conservativos, 94
corriente, 216
de segmentos de corriente semiinfinita,
216
de una carga lineal, 37-38
de una placa de carga, 43-45
debidos a una distribucién de carga
volumétrica continua, 34-35
eléctricos fasoriales, 400
electrostaticos, 194, 106-109, 531
en movimiento, 307
estacionario, 247-253
externos, 146
factor de llenado del campo, 489
fuerza, 30
induccion, 531
intensidad del campo eléctrico mévil, 311
internos, 146
lineas de corriente y dibujos de, 45-47

magnético estacionario, 236, 239, 244
magnéticos, 215, 222, 291, 307
mapa, 195
mapa cuadrado curvilineo, 163
no conservativos, 95
radiacién, 531
radio del campo modal, 525
superficies equipotenciales, 91, 160-161,
192
uniformes, 82
valores instantaneos, 404, 439
vectoriales, 2, 9
vectoriales y escalares, 2
Campos de las lineas de transmision
bifilares (altas frecuencias), 486-487
bifilares (bajas frecuencias), 487
coaxial (altas frecuencias), 483-484
coaxial (bajas frecuencias), 485
coaxial (frecuencias intermedias), 486
lineas de microcinta (bajas frecuencias),
488-490
y constantes principales, 481-490
Campos de radiacion, 531
Campos distantes, 531
Campos eléctricos estacionarios, 26
Campos escalares, 2
Campos estacionarios, 94
Campos externos, 146
Campos internos, 146
Campos no conservativos, 95
Campos potenciales
bidimensional, 197
como un campo escalar, 80
de dos planos radiales infinitos con un
angulo interior, 181
de un anillo con densidad lineal de carga
uniforme, 93
de un cono, 183
de un sistema de cargas, 91-95
de una carga puntual, 89-91, 93
suma infinita de, 193



superficies equipotenciales de, 97, 192
y ley cuadrada inversa, 105
Campos vectoriales, 2, 9
Cancelacion, 233
Capacitancia
como relacion de la carga de cualquier
conductor y la diferencia de potencial,
149
de las lineas de transmision, 333-334
de placas paralelas, 178-179
de un cono, 183
de una linea bifilar, 155-159
de una linea de transmision llena de aire,
488
de una unién, 187
descripcion, 149-152
ejemplo numérico de, para un conductor
cilindrico, 158
ejemplos de, 152-153
microcinta, 489
parcial, 151
Capacitancias parciales, 151
Capacitor coaxial, 63
Capacitor de placas paralelas, 150, 154, 315
Capacitores
coaxiales, 63
de placas paralelas, 150, 154, 315
energia almacenada en, 109, 136
Carga(s), de linea equivalente, 158
libre, 140-144
lineal de ancho diferencial, 43
lineal infinita, 41, 86, 216
lineal uniforme infinita, 42, 62
normalizada y placa en cortocircuito, 374
total, 36
en movimiento, 260-261
ligadas, 137-142, 276-277
magnéticas, 314
Cargas lineales
ancho-diferencial, 43
campo de, 37-43

iNDICE ANALITICO

carga lineal equivalente, 158
densidad uniforme, 38, 93
densidad, 107
distribucion uniforme, 61-63
equivalente, 158
imagen, 107
infinito uniforme, 42, 62
infinito, 41, 85-86, 166, 216
potencial de, 155
seccion transversal de, 45
uniforme, 57, 92
puntuales
campo de, 90
de un campo de potencial, 89-91, 93
distribucion simétrica de, 34
energia consumida en mover, en un
campo eléctrico, 81-82
ley de Gauss y, 58
ubicacion de, 32
Carta de Smith
componentes de, 368
coordenadas polares de, 365
descripcién, 364-373
reduccion fotogréfica de, 370
Cavidad resonante, 504
Circuito cerrado, 267-272
Circuito de cd, 94
Circuito de histéresis, 287-288
Circuito magnético, 284-289
Circulacion, 228
Circulacién por unidad de area, 229
Coeficiente de atenuacion, 345, 405
Coeficiente de ganancia, 405
Coeficiente de reflexion, 351, 437
Coeficiente de transmision, 351, 437
Componentes, 7
escalares, 7, 11
esféricas, 529
vectoriales, 11
vectoriales y vectores unitarios, 5-8
Condicion(es) de guiado débil, 518
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de Heaviside, 346-347
de estado estable sinusoidal, 342
de frontera magnética, 281-283

Condiciones de frontera

conductores, 123-126
magnéticas, 281-285

materiales dieléctricos, 143-149
superficies equipotenciales, 174

Conductividad, 121, 122, 131
Conductor(es) Véase también

Semiconductores cilindricos, 158
perfectos, 116, 130
cilindricos coaxiales, 62
buenos, 416
buenos, propagacion en, 416-423
coaxiales cilindricos, 62
condiciones de frontera, 123-126
en movimiento, 311
estructura de banda de energia, 119
filamentarios, 315
metalicos, 118-123
propiedades, 123-126
superconductividad, 121

Configuracion

de campo eléctrico, 424
del campo magnético, 427

Constante(s)

de fase, 340

de propagacidn, 343, 405, 453
de separacion, 189
dieléctrica, 141, 489
dieléctrica efectiva, 489

de ciertos materiales, 551-553
de fase axiales, 495

de fase transversales, 495

de los materiales, 551-553
principales, 334

Coordenadas
cilindricas circulares, 13-14
curvilineas, 542-545
esféricas, 20
polares en la carta de Smith, 365
Coordenadas y sistemas coordenados
cartesianas, 3-6, 18, 21, 69, 226
cilindricas, 17, 18, 181
circulares cilindricas, 13-14, 15
curvilineas, 542-545
de mano derecha, 4
esféricas, 20-21
polares, 365
Corriente
amperiana, 227
analogias de, 165-167
como funcion del tiempo, 387
conduccidn, de, 116, 315
continuidad de, 116-118
de conveccidn, 116
densidad de conveccidn, 116, 262
densidad de desplazamiento, 314
descripcion, 114-118
desplazamiento, 313-317
direcciones de onda, 339
directa, 219
distribuciones, 527
elemento diferencial, 245, 261-264,
265-267
encerrada, 277
enlace, de, 277
filamentaria, 115, 225
filamento de longitud finita, 216
filamento diferencial, 527
filamentos, 221
fuerzas, 261-264, 265-267
ley de Kirchoff, 334

libre total, 278
negativa, 339
portadores de, 130-131

Coordenadas cartesianas
elemento de volumen diferencial en, 5, 69
trayectoria cerrada incremental en, 226



por unidad de drea encerrada, 227
positiva, 339
segmentos semiinfinitos, 216
superficial, 225
total, 278
y voltaje, relacion entre, 338
Corrimiento(s)
de fase por unidad de distancia, 340
de fase por unidad de tiempo, 340
de fase transversal
de la fase reflectiva, 497
neto de fase, 497
de fase, 340, 399
Corte de rama, 242
Corto circuito, 310
Cuadrados curvilineos y lineas de corriente,
162
Curva de magnetizacion, 287
Curvas gama como una funcién de angulos
incidentes, 466

Decibeles (dB), 349
Densidad de carga, 185
Densidad de carga lineal, 38, 158
Densidad de carga lineal uniforme, 38, 93
Densidad de carga volumétrica, 34, 35, 227
Densidad de corriente

de convecciodn, 116, 262

descripcion, 114-116

de desplazamiento, 314

efectos del incremento de carga sobre,

115

superficial, 43, 213, 320

superficial enlazada, 144

superficial uniforme, 213

tipos de, 314
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uniforme, 122
y propagacion de ondas, 421
Densidad, de energia
en un campo electrostatico, 106-109
en un campo magnético, 291
de flujo, 52, 58, 74
de flujo de desplazamiento, 52
de flujo eléctrico, 51-54, 56
de flujo magnético, 310
Diagrama(s)
omega-beta, 467, 468
de reflexion, 383, 386
de reflexion de corriente, 380-381, 382
de reflexion de voltaje, 378-379, 382, 385
Dieléctrico(s), 51
perfectos, 143, 407
Diferencia
de potencial, 87-89, 90
de retardo de grupo, 502
Dimensién temporal, 425
Dimensiones espaciales, 425
Dipolo
campo electrostatico de, 531
eléctrico, 101, 105
eléctrico diferencial, 271
magnético, 270, 277
puntual, 105
Direcciones de la corriente en las ondas,
339
Discontinuidades, 350-353
Dispersion
angular, 467
angular cromatica, 467
de guia de onda, 505
de la velocidad de grupo, 470
de ondas, 467
modal, 502-510
Distancia de propagacion, 345
Distribuciones
de amplitud de campo eléctrico, 515
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de carga, simétrica, 59-63

de corriente, 527
Distribuciones simétricas de carga

ejemplos de, 59-63

y ley de Gauss, 55-59
Divergencia, 67-70, 543-545
Divisor de voltaje, 378
Dominios, 275

Ecuacion(es)
de Helmholtz, 405
de la fuerza de Lorentz, 260
de las lineas de transmision, 334-336
de onda, 503-506
de eigenvalores, 516
del telegrafista, 336
generales de onda, 336
vectorial de Helmholtz, 402
Ecuaciones de Laplace
deduccion de, 173-175
ejemplos de la solucién de, 177-184
en coordenadas cilindricas, 181
producto solucién de, 188-196
solucion de, a través de iteracion
numérica, 196-202
Ecuaciones de Maxwell
en forma fasorial, 401
en forma integral, 319-320
en forma puntual, 317-318
y ley de Gauss, 70-71
Ecuaciones de Poisson
deduccion de, 173-175
ejemplos de la solucion de, 184-188
Efecto
Hall, 261
piel, 416-423
silbado, 475
Electricidad, 27

Electrones
carga, 28
conduccién, 120
de valencia, 119
en semiconductores, 130-131, 184
fuerzas de Coulomb, 261-262, 555
fuerzas sobre, 120
libres, 120, 406, 409
modelo atémico de, 273-275
orbitales, 276, 278
velocidad de, 37
Electrones
de valencia, 120
libres, 120
Electrostatica, 70-71
Elemento(s)
de corriente diferencial, 245, 261-264,
265-267
concentrados, 331
distribuidos, 331
vertical de corriente, 532
Elemento de volumen diferencial
en coordenadas cartesianas, 5
en un sistema de coordenadas cilindricas
circulares, 15
en un sistema de coordenadas esféricas, 20
Fem
fem de movimiento, 311
Energia
almacenada en bobinas, 297
almacenada en capacitores, 109, 136
almacenada en linea de transmision, 361
cinética, 91, 106, 260
cuantica, 119, 558
electromagnética, 418, 480, 527
en un campo electrostatico, 106-109
espectral, 471-472, 475
incidente, 437, 444
magnética, 295
magnetohidrodinamica, 187



potencial. Véase también Energia
potencial, 80, 106, 137, 290-292, 294
y potencial, 80
Enlaces de flujo, 288, 292, 312
Ensanchamiento de pulsos, 471-475
Envolvente de pulsos, 474
Escalar complejo, 1
Escalares y vectores, 1-2
Espacio libre
campos eléctricos estaticos en, 26
ecuacion vectorial de Helmholtz en, 402
longitud de onda en, 399
nimero de onda en, 399
permeabilidad de, 237
permitividad de, 27
propagacién de ondas en, 396-404
Espectro
de intensidad gaussiana, 472
de potencia, 472
de potencia normalizada, 472
de pulsos, 471
Espin, 273-275
del electrén, 273-275
nuclear, 273
Estado de polarizacion, 425
Estructura de bandas de energia, 119

F

Factor de llenado de campo, 489

Farads, 150

Fase del coeficiente de reflexion, 356

Fases transitorias, 445

Fasor, 1

Fenémeno de ondas, 331
macroscopico, 35

Fibra, de indice de refraccién escalonado, 517

Optica, 517-526
Filamento(s)
de corriente de longitud finita, 216
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de corriente diferencial, 527
recto infinitamente largo, 214, 215
de corriente, 221
paralelos infinitos, 267
Flujo
de desplazamiento, 52
eléctrico, 53
en el sentido de las manecillas del reloj,
339
en contrasentido al de las manecillas
del reloj, 339
magnético y densidad de flujo magnético,
237-239
total, 56
Formas instantdneas reales del campo
eléctrico, 399
Foérmula de Marcuse, 525
de Rudolf-Neumann, 525
Frecuencia
de corte, 493, 498, 508-509
de la envolvente, 469
de latido, 469
de tiempo en radianes, 340, 399
espacial, 340, 399
normalizada, 523
resonante, 556
Frente de onda, 332
Fuente, 69
Fuerza
electromotriz (emf), 307, 308, 311
magnetomotriz, 284
vectorial, 28
Fuerzas
coercitivas, 287-288
de corriente, 261-267
de Coulomb, en electrones, 261-262, 555
ecuacion de Lorentz, 260
en elementos de corriente diferencial,
261-264
en las cargas en movimiento, 260-261
en materiales magnéticos, 290-292
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en un circuito cerrado, 267-272
en una carga, 29-30, 86, 210
entre elementos de corriente diferencial,
265-267

momento de, 268
sobre los electrones, 120
vector, 28

Funcion(es)
de la velocidad de grupo, 470
doblemente valuada, 192
de Bessel, 486, 520

G

Gauss, 237
Geometria
de incidencia de onda plana, 457
de la linea de transmision coaxial, 484
dipolar eléctrica, 102
Gradiente
de potencial, 95-100, 98, 543-545
Grificas
de intensidad, 525, 526
de la intensidad de las fibras de indice
escalonado de guiado débil, 525, 526
de lineas de corriente, 46
Guia de ondas de placas paralelas, 490, 492
andlisis de ondas planas, 494-503
forma simplificada de, 490
propagacion de ondas planas en modos
guiados, 494
propagacion de ondas planas por reflexion
oblicua, 492
representacion por medio de ondas planas
de los modos TM y TEM, 493
Guia de ondas de placas simétricas, 511
Guias de onda(s)
cilindricas, 491
descripcion de las, 480
dieléctrica plana, 511-517

fibra 6ptica, 492

Optica, 463

placa dieléctrica simétrica, 491
placa dieléctrica, 464, 491, 511, 516
placa simétrica, 512, 515

placas paralelas, 490, 492
rectangular, 491, 508

de onda rectangulares, 491, 506-511

Henry, 237, 293
Histéresis, 141, 275, 287
Horno de microondas, 409
Huecos, 130-131

Identidades vectoriales, 543-545
Imégenes, 129
Impedancia
de caracteristica, 338-339
de carga normalizada, 365
de entrada, 447
de onda, 358, 447
efectiva, 459
de carga compleja, 350
interna compleja, 358
intrinseca, 403
neta en serie, 343
normalizada, 368, 371
y linea ranurada, 353-354
Incidencia
normal, 434-441
oblicua, 453
Indice de refraccion, 449, 468
Inductancia
auto, 293
externa, 483-488



interna, 296-297, 375, 485-488
lineas de transmision, 239, 333-334
mutua, 292-298
propia, 293
Integral de linea, 82-84
Integrales de linea cerrada, 229
Intensidad de campo eléctrico motriz, 311
Intensidad de campo eléctrico total, 33
como funcién de la distancia, 185
descripcién, 30-33
en una region cilindrica, 122
y la ley cubica inversa, 105
Intensidad de campo magnético
como una funcién del radio en una linea
de transmisién coaxial infinitamente
larga, 222
definicién de, 240
lineas de corriente de, respecto a un
filamento recto de longitud infinita, 215
producida por un elemento diferencial de
corriente, 211
provocados por un filamento de corriente
de longitud finita, 216
rapidez de cambio espacial de, 226
rotacional de, respecto a un filamento
infinitamente largo, 229
Intensidad de pulsos, 471
Intensidad espectral, 471
Interfase dieléctrica, 145
Interfases multiples, 446, 452
Interferometro de Fabry-Perot, 449-450
Interpretacion grafica, 82

L
Lémina de carga infinita, 43
Laplaciano
deV, 174

del vector, 249
Ley asociativa, 3
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Ley circuital de Ampere
a partir de las ecuaciones de Maxwell,
232
aplicaciones diferenciales, 231
descrita, 218-225
en forma puntual, 248-249
en la determinacién de la rapidez de
cambio espacial de H, 226
y el teorema de Stokes, 236
Ley
conmutativa, 3, 9
cuadrada inversa, 91-92, 105
cubica inversa, 105
de Ampere para el elemento de corriente.
Véase ley de Biot- Savart,
de Biot-Savart, 201-217
de corrientes de Kirchoff, 334
de Coulomb, 27-29, 33, 549
de Faraday, 306-312, 317, 319
de Hooke, 556
de Lenz, 307
de Snell, 459, 462, 464-465
del paralelogramo, 3, 83
de voltajes de Kirchoff, 94, 334
distributiva, 10
Ley de Gauss
aplicacion de, al campo de una carga
puntual, 58
distribuciones de carga simétrica, 59-63
elemento de volumen diferencial, 64-65
forma puntual de, 71
formulacién matemaética de, 55-59
y primera ecuacion de Maxwell, 71
Ley de Ohm, 320
definicién de, 122
en forma puntual, 121
para corrientes continuas, 165
Leyes
de los campos, 247-253
de los campos magnéticos estacionarios,
247-253
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Linea(s)
de microcinta, 489
de transmision coaxial, 222
formadora de pulsos, 386
ranurada, 353
ranurada coaxial, 372
sin distorsion, 346
sin pérdidas, 332
Lineas de corriente
de la intensidad de campo magnético
alrededor de un filamento recto de
longitud infinita, 215
descripcion, 45-46
y superficies equipotenciales, 127
y cuadrados curvilineos, 162
ecuacion de, 47
Lineas de transmision, 333, 346
acoplados en ambos extremos, 360
admitancia neta de desviacién en, 343
analisis de transitorios de, 375-388
circuito basico, 332
coaxial infinitamente largo, funcién de
radio como intensidad de campo
magnético en, 222
coaxial, geometria de, 484
configuracion de longitud finita y su
circuito equivalente, 358
constantes principales de, 334
de longitud finita, 357-360
ecuaciones de onda generales para, 336
ejemplos de, 360-364
energia almacenada en, 361
fenémeno ondulatorio en, 331
geometria bifilar de, 487
impedancia neta en serie en, 343
inductancia en, 239, 333-334
inicialmente cargada, 333, 384-385
linea formadora de pulsos, 386
lineas ranuradas, 353
métodos graficos para, 364-375

modelo de elementos concentrados con
pérdidas, 335
modelo de elementos concentrados, 333
placas paralelas, geometria de, 482
sin pérdidas, terminada en una carga de
acoplamiento, 376
Lineas
de transmisién bifilares, 487
de transmision de placas paralelas, 482
de transmision inicialmente cargadas,
384
Longitud(es)
de onda, 340-341, 399, 530
de onda de corte, 499, 524

Magnetizacion y permeabilidad, 276-281
Magnitud, 13
Mano, 427-428
Mapas
de los campos, 162-164, 195, 216
curvilineos-cuadrados, 163-164, 166
Materiales
anisotropicos, 429
antiferromagnéticos, 275-276
constantes de ciertos, 551-553
diamagnéticos, 274
dieléctricos, 53, 137-142, 143-149
condiciones de frontera para perfectos,
143-149
naturaleza de, 137-142
perfectos, 143
y flujo eléctrico, 53
donadores, 131
ferrimagnéticos (ferritas), 276, 406
ferroeléctricos, 141



ferromagnéticos, 275
isotrépicos, 121
magnéticos, 273-276, 290-292
energia potencial y fuerzas sobre,
290-292
naturaleza de, 273-276
paramagnéticos, 275
superparamagnéticos, 276
Medidor de rotacional, 229
Medio
ancho temporal, 473
anisotrépico, 429
dispersivo
ensanchamiento de pulsos en, 471-475
propagacion de ondas en, 465-471
Método(s)
de relajacion, 201
del promedio diagonal, 198
de iteracion, 198
de las imagenes, 128-130
para el acoplamiento de impedancias, 351
Mho, 120
Modeo, 508-509
Modo(s)
de guia de onda, 493
eléctrico transversal (TE), 493
electromagnético transversal (TEM), 493
magnético transversal (TM), 493
hibridos, 493
Molécula(s)
monopolar, 137
polares, 137
Momento(s)
del dipolo magnético, 270
del dipolo magnético por unidad de
volumen, 277
del dipolo por unidad de volumen, 138, 277
magnético, 273-275
bipolares, 102, 105, 139, 270
Movilidad, 120
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Movilidades de huecos, 131

Multiplicacién de vectores, 3, 9, 69

Muiltiplos de la mitad de la longitud de
onda, 439

Multipolos, 105

N
Nucleo de indice alto, 517
Numero
de modo, 495

de modo azimutal, 518, 522
de modo radial, 518
de onda, 399

Observador, 312
Ohm, 121
Onda(s), 339
propagadas de manera conjunta, 469
de superficie, 514
de voltaje, 384
de voltaje inicial, 378
electromagnéticas transversales (TEM),
493
en las lineas de transmision, 481
estacionaria, 343
incidentes, 435, 498
incidentes obicuamente, 462-465
plana polarizada circularmente a la
derecha, 427
planas
analisis, 493, 494-503
geometria incidente, 457
polarizados circularmente a la derecha,
427
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propagacion en modos guiados, 494
propagacion por reflexion oblicua, 492
propagacion, direcciones generales en,
453-456
reflexion, 456-457
reflexion uniforme de, 434-441
representacion de los modos TM y
TEM, 493
uniformes, 397, 434-441, 454
polarizada circularmente a la derecha, 428
polarizada linealmente, 424
reflejadas, 435, 436
sinusoidales, 341-343
transmitidas, 435, 436
Operacion de las guias de onda, 490-494
Operador(es)
vectorial, 72, 74
escalares, 72

P

Paquetes espectrales, 467
Par, 268, 269
Parametro de dispersion, 473
Patron de interferencia, 500
Patrones
horizontales, 532
verticales, 532
Pérdida(s)
de potencia, 349
de potencia promedio, 421
por efecto piel, 346
Permeabilidad
compleja, 406
definicién de, 279
del espacio libre, 237
relativa, 279
y magnetizacién, 276-281

Permitividad
compleja, 27, 405-406, 554-560
compleja, origenes de, 554-560
con dieléctricos mdltiples, 153
de dieléctricos homogéneos, 150, 167
del espacio libre, 27
en materiales anisotrépicos, 429
en materiales isotrépicos, 454
relativa, 141-142, 143
y capacitancia, 292
Placa
de un cuarto de onda, 429
en corto circuito, 374
Plano(s)
conductor infinito, 129
de conduccion, 129, 130
de incidencia, 457
transversal, 397
radiales infinitos, 181
radiales, 181
Polarizacién. Véase también Polarizacion
en S, 138, 139, 554
angular, 464
circular, 426-427
circular derecha, 427
circular izquierda, 427
de ondas, 423-430
eliptica, 426
eliptica derecha, 427
eliptica izquierda, 427
en p, 457, 459-460, 464, 498
en s, 457, 458-460, 464, 498
estado de, 425
lineal, 426, 518
onda, 423-430
paralela, 457
perpendicular, 457-458
transversal eléctrica (TE), 458
transversal magnética (TM), 457
Polos, 314



Portadores de corriente, 130-131
Potencia
de la onda incidente, 351
espectrales, 467
instantanea, 346-347
promediada en el tiempo, 347
reflejada, 352
Potencial(es)
absoluto, 88
campo magnético vectorial diferencial, 245
como funcion de la distancia, 185
descripcion del, 87-89
electrostatico, 238, 241
energia y, 80
magnético escalar, 240-246, 284
magnéticos, escalares y vectoriales,
240-246
magnético vectorial, 240-246, 252
retardado, 321-325
variable en el tiempo, 321
Principio de conservacion, 116
Prisma temporal, 472
Prismas, 467
Problema
de las dos interfases, 446
de las tres interfases, 452
Proceso de desfasamiento, 556
Producto
escalar, 9-12, 72
vectorial, 12-14
Productos escalares de vectores unitarios
en sistemas de coordenadas cilindricas, 18
en sistemas de coordenadas cartesianas,
18, 21
en sistemas de coordenadas esféricas, 21
Profundidad
de penetracion, 418
de piel, 418
Propagacion
con baja pérdida, 345-347
de lineas de transmision, 332-334
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en buenos conductores, 416-423
Propagacién de ondas

de derrame, 512

y densidad de corriente, 421

en dieléctricos, 404-412

en medios dispersivos, 465-471

en el espacio libre, 396-404

plano polarizado linealmente, 424
Propagacion de ondas planas

en direcciones generales, 453-456

en modos guiados, 494

en las lineas de transmision

sin pérdidas, 336-340, 345-347
Propiedad conservativa, 91-95
Proyeccion, 11
Pulso silbado, 474

Radio del campo modal, 525
Rango espectral libre, 450
Rapidez espacial de cambio, 65
Rayos
meridionales, 518
oblicuos, 518
Red, 333
formadora de pulsos, 333
inicialmente cargada, 333
Reflexion
de onda de voltaje, 350
de ondas
de interfases multiples, 445-453
en discontinuidades, 350-353
de ondas planas, 456-457
de ondas planas uniformes, 434-441
de potencia, 462, 472
interna total, 462
total, 462-465
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Regioén sin fronteras, para las ecuaciones de
Maxwell, 320
Relacion
de fase de tiempo, 411
de indices de refraccion, 467
de onda estacionaria, 441-445
de onda estacionaria de voltaje (VSWR),
343, 353-354, 357
Reluctancia, 285
Representacion de ondas planas en modos
TM y TEM, 493
Resistencia, 122, 285
Resonancia transversal, 496, 497, 522
Retardo, 429
Revestimiento
de bajo indice de refraccién, 517
indice menor, 517
Rosca de mano derecha, 13
Rotacional, 225-231, 543-545

S

Segmentos de corriente semiinfinita, 216
Segunda ley de Newton, 556
Semiconductores, 119, 120, 130-131
tipo p, 131
tipo n, 131
Series de Fourier, 194
Siemens, 120
Silbido,
Simetria y ley de Gauss, 61
Sin rotacional, 252
Sistema de coordenadas cilindricas, 15, 18
Sistemas de coordenadas cartesianas
de mano derecha, 5
descripcion, 3-6

productos escalares de vectores unitarios
en, 18, 21
vectores unitarios de, 6
Sistemas
de coordenadas cilindricas, 19
de coordenadas de mano derecha, 19
de coordenadas esféricas, 19-20, 21
Situacion de estado estable, 445
Solenoide
de longitud finita, 224
de n vueltas de longitud finita, 224
ideal, 224
Suma vectorial, 3, 33
Sumidero, 69
Superconductividad, 212
Superficie gaussiana
analisis diferencial de, 64-65
definicién de, 57
para una carga lineal uniforme infinita, 62
Superficie semiequipotencial, 158
Superficie vectorial, 10
Superficies
area de, 16
conductor, 43
de coordenadas constantes, 196
en los sistemas de coordenadas cilindricas
y cartesianas, 15
equipotenciales, 91, 156, 160-161, 174, 192
esféricas, 20
frontera, 172, 175
incrementales, 232
mutuamente perpendiculares, 19-20
perpendiculares, 16
Superficies equipotenciales
cilindros circulares, 156
condiciones de frontera, 174
de un campo de potencial, 192
e intensidad de campo eléctrico y
densidad de flujo eléctrico, 160-161



en el campo de potencial de una carga
puntual, 91
entre dos conductores, 160
Susceptibilidad
eléctrica, 141
magnética, 279

T

Tangente de pérdidas, 406, 410
Teorema

de la divergencia, 72-74

de Poynting, 413-416

de Stokes, 232-236

de unicidad, 175-176
Tercera ley de Newton, 547
Tesla, 237
Tiempo de relajacion, 148
Toroide de n vueltas, 225
Toroide ideal, 225
Trabajo

diferencial, 81

direccion de, 81

en campos electrostaticos, 85

en mover una carga, 82-84, 86-88, 106,

149
en superficies equipotenciales, 90, 94
ley de Ampere de, 218
propiedad de conservacion del, 91
total, 10
virtual, 292
Transformacién de impedancias, 452
Transitorios, 375
Transmision

de potencia y caracterizacion de pérdidas,

346-350
parcial, 512
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total, 462-465
Trayectoria
cerrada incremental, 94, 226, 308
circular, 86
radial, 86
Trayectorias interiores, 233
Tubo de flujo, 161

U

Unidades y conversiones, 546-550

Vacio, 26
Valores
instantdneos del campo, 404
instantaneos del campo total, 439
Variables
cartesianas, 17
coordenadas cilindricas, 17
Vector(es), 2
de Poynting, 414, 453, 471, 533, 535
laplaciano, 400
componentes, 5-8
coplanares, 3
unitarios, 6
Velocidad
de arrastre, 120
de electrones, 37
de grupo, 346
de onda, 337
dispersion de grupo, 470
fase, 340, 399
funcién de grupo, 470
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Volt, 30, 88 instantaneo complejo, 342
Voltaje(s) ley de Kirchoff de, 94
circuito cd sencillo de, 94 linea de transmision, 340
de resistencia como funcién del tiempo, relacion entre corriente y, 338
387 sinusoidal, 339-340

en las lineas de transmision, 340

fasor de, 342

fasorial, 342

formas instantaneas reales de, 340 w
de Hall, 261

inducido, 312 Webers, 244
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Mapa de campo en la seccion cruzada de la linea de lamina paralela: lineas
equi-potenciales y las lineas de corriente de los campos electrénicos.
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