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Prefacio

Objetivo del libro

La primera edicion de Econometria se publicd hace treinta afios. Con el transcurso del tiempo
se registraron avances importantes en la teoria y la practica de la econometria. En cada una de
las ediciones subsiguientes traté de incorporar los principales adelantos en el campo. La quinta
edicion continda con esta tradicion.

Sin embargo, lo que no ha cambiado a lo largo de todos estos afios es mi firme conviccion de
que la econometria puede ensefarse al principiante de manera intuitiva e informativa sin recurrir
al algebra matricial, el calculo o la estadistica, mas alla de un nivel elemental. Parte del material
es inherentemente técnico. En ese caso, lo coloqué en el apéndice correspondiente o remito al
lector a las fuentes apropiadas. Incluso entonces, traté de simplificar el material técnico para que
el lector pueda comprenderlo de manera intuitiva.

La longevidad de este libro ha sido para mi una sorpresa muy grata, al igual que el hecho
de que no solo los estudiantes de economia y finanzas lo usan cominmente, sino también los
estudiantes e investigadores de otras disciplinas, como ciencias politicas, relaciones internacio-
nales, agronomia y ciencias de la salud. La nueva edicion, con la ampliacion de los temas y las
aplicaciones concretas que presenta, sera muy util para todos estos estudiantes. En esta edicion
dediqué todavia mas atencion a la pertinencia y oportunidad de los datos reales en el texto. De
hecho, agregué unos quince ejemplos ilustrativos y mas de treinta ejercicios al final de los capi-
tulos. Ademas, actualicé los datos de aproximadamente dos docenas de ejemplos y mas de veinte
ejercicios de la edicion anterior.

Aunque me encuentro en la octava década de mi vida, no he perdido mi amor por la econo-
metria, y me esfuerzo por mantenerme al tanto de los principales avances en el campo. Para ayu-
darme en este empefio, me complace mucho contar ahora con la doctora Dawn Porter, profesora
adjunta de estadistica de la Marshall School of Business de la University of Southern California,
en Los Angeles, como coautora. Ambos trabajamos mucho para llevar a buen término la quinta
edicion de Econometria.

Caracteristicas principales de la quinta edicion

Antes de explicar los cambios especificos en diversos capitulos, vale la pena destacar las siguien-
tes caracteristicas de la nueva edicion:

1. Se actualizaron practicamente todos los datos de los ejemplos ilustrativos.

2. Se agregaron varios ejemplos.

3. En varios capitulos incluimos ejemplos finales que ilustran los puntos tratados en el texto.

4

. Se incluyen en el libro listados de computadora relativos a varios ejemplos concretos. La ma-
yoria de estos resultados se basan en EViews (version 6) y STATA (version 10), asi como en
MINITAB (version 15).

5. Diversos capitulos incluyen varios diagramas y graficos nuevos.
6. Diversos capitulos incluyen varios ejercicios basados en datos nuevos.

7. Los datos de muestras pequefias se incluyen en el libro, pero los de muestras grandes estdn
en el sitio web del libro con el proposito de reducir el tamafio del texto. El sitio web también
publicara todos los datos del libro, mismos que se actualizaran periédicamente.
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En algunos capitulos incluimos ejercicios para el aula que requieren que los alumnos obtengan
datos por su cuenta y apliquen las distintas técnicas que se explican en el libro. También se
incluyen algunas simulaciones Monte Carlo en el libro.

Cambios especificos de la quinta edicion

A continuacidon se enumeran algunos cambios que se refieren de manera especifica a ciertos
capitulos:

1.

10.
11.

12.

Los supuestos en los que se basa el modelo clasico de regresion lineal (MCRL) que se pre-
sentan en el capitulo 3 ahora marcan una distincioén cuidadosa entre regresoras fijas (varia-
bles explicativas) y regresoras aleatorias. Analizamos la importancia de la distincion.

En el apéndice del capitulo 6 se analizan las propiedades de los logaritmos, las transforma-
ciones Box-Cox y varias formulas de crecimiento.

. El capitulo 7 explica ahora no sélo el efecto marginal de una sola regresora sobre la variable

dependiente, sino también los efectos de cambios simultaneos de todas las variables explica-
tivas en la variable dependiente. Este capitulo también se reorganizo6 con la misma estructura
que los supuestos del capitulo 3.

En el capitulo 11 se presenta una comparacion de las diferentes pruebas de heteroscedastici-
dad.

Hay un nuevo analisis del efecto de las rupturas estructurales en la autocorrelacion en el
capitulo 12.

Los nuevos temas incluidos en el capitulo 13 son datos faltantes, término de error no normal
y regresoras estocdsticas, o aleatorias.

El modelo de regresion no lineal que se analiza en el capitulo 14 tiene una aplicacion con-
creta de la transformacion Box-Cox.

El capitulo 15 contiene varios ejemplos nuevos que ilustran el uso de los modelos logit y
probit en diversos campos.

Revisamos e ilustramos cuidadosamente con varias aplicaciones el capitulo 16 sobre mode-
los de regresion con datos en panel.

El capitulo 17 incluye un analisis ampliado de las pruebas de causalidad de Sims y Granger.
En el capitulo 21 se presenta un analisis minucioso de las series de tiempo estacionarias y no

estacionarias, asi como algunos problemas relacionados con varias pruebas de estacionarie-
dad.

El capitulo 22 incluye una exposicion de razones por las que tomar las primeras diferencias
de una serie de tiempo con el propoésito de volverla estacionaria puede no ser la estrategia
mas adecuada en algunas situaciones.

Ademas de estos cambios especificos, corregimos los errores tipograficos y de otro tipo de edi-
ciones anteriores y simplificamos los analisis de varios temas en los diferentes capitulos.

Organizacion y opciones

La extensa cobertura en esta edicion proporciona al maestro flexibilidad considerable para elegir
los temas apropiados para el ptublico al que se dirige. Aqui se dan algunas sugerencias respecto a
como podria utilizarse la obra.

Curso de un semestre para los no especialistas: Apéndice A, capitulos 1 al 9 y un repaso
general de los capitulos 10, 11 y 12 (sin las demostraciones).

Curso de un semestre para estudiantes de economia: Apéndice A y los capitulos 1 al 13.
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Curso de dos semestres para estudiantes de economia: Apéndices A, By C, y capitulos 1
al 22. Los capitulos 14 y 16 son opcionales. Pueden omitirse algunos apéndices técnicos.

Estudiantes de maestria y posgrado e investigadores: Este libro es un util manual de
consulta de los temas principales de la econometria.

Suplementos

Un sitio web muy completo contiene el siguiente material suplementario:
—Datos del texto, asi como datos adicionales de conjuntos grandes a los que se hace referencia
en el libro; los autores actualizaran los datos periddicamente.

—Un Manual de soluciones, preparado por Dawn Porter, proporciona las respuestas a todas las
preguntas y problemas que se presentan en el texto.

—Una biblioteca de imagenes digitales que contiene todos los graficos y figuras del texto.

Encontrard mas informaciéon en www.mhhe.com/gujaratiSe. Consulte términos y condiciones
con su representante McGraw-Hill mas cercano.



Reconocimientos

Desde la publicacion de la primera edicion de este libro, en 1978, hemos recibido valiosas suge-
rencias, comentarios, criticas y consejos de muchas personas. En particular, queremos agradecer
la ayuda que recibimos de Michael McAleer, de la Universidad de Western Australia; Peter Ken-
nedy, de la Universidad Simon Frazer en Canada; asi como de Kenneth White, de la Universidad
de British Columbia; George K. Zestos, de la Universidad Christopher Newport de Virginia y
Paul Offner, de la Universidad Georgetown de Washington, D.C.

También deseamos manifestar nuestro agradecimiento a varias personas que influyeron en
nosotros por su erudicion. Queremos agradecer especialmente a Arthur Goldberger, de la Uni-
versidad de Wisconsin, William Greene, de la Universidad de Nueva York y al finado G. S. Mad-
dala. Seguimos agradecidos con los revisores que aportaron su invaluable conocimiento, criticas
y sugerencias a las ediciones anteriores de este texto: Michael A. Grove, de la Universidad de
Oregon; Harumi Ito, de la Universidad Brown; Han Kim, de la Universidad de South Dakota;
Phanindra V. Wunnava, del Middlebury College y Andrew Paizis, de la City University of New
York.

Diversos autores influyeron en la preparacion de este texto. En particular, estamos agradeci-
dos con los siguientes: Chandan Mukherjee, director del Centro de Estudios de Desarrollo, de
Trivandrum, India; Howard White y Marc Wuyts, del Instituto de Estudios Sociales de Holanda;
Badi H. Baltagi, de la Universidad Texas A&M; B. Bhaskara Rao, de la Universidad de Nueva
Gales del Sur, Australia; R. Carter Hill, de la Universidad de Louisiana; William E. Griffiths, de
la Universidad de Nueva Inglaterra; George G. Judge, de la Universidad de California en Berke-
ley; Marno Verbeek, del Centro de Estudios Econdmicos, de KU Leuven; Jeffrey Wooldridge, de
la Universidad Estatal de Michigan; Kerry Patterson, de la Universidad de Reading, Inglaterra;
Francis X. Diebold, de la Escuela Wharton, perteneciente a la Universidad de Pensilvania; Woj-
ciech W. Charemza y Derek F. Deadman, de la Universidad de Leicester, Inglaterra, y Gary Koop,
de la Universidad de Glasgow.

Varios comentarios y sugerencias muy valiosos que proporcionaron los revisores de la cuarta
edicion mejoraron en gran medida esta edicion. Queremos expresar nuestro agradecimiento a los

siguientes:

Valerie Bencivenga Gary Krueger
Universidad de Texas, Austin Macalester College
Andrew Economopoulos Subal Kumbhakar

Ursinus College

Eric Eide

Universidad Brigham Young

Gary Ferrier

Universidad de Arkansas, Fayetteville

David Garman
Universidad Tufts

David Harris
Benedictine College

Don Holley

Universidad Estatal Boise

George Jakubson
Universidad de Cornell

Bruce Johnson
Centre College of Kentucky

Duke Kao
Universidad de Syracuse

Universidad Binghamton

Tae-Hwy Lee

Universidad de California, Riverside
Solaiman Miah

Universidad Estatal de West Virginia
Fabio Milani

Universidad de California, Irvine
Helen Naughton

Universidad de Oregon

Solomon Smith

Universidad Langston

Kay Strong

Universidad Estatal Bowling Green
Derek Tittle

Instituto Tecnologico de Georgia
Tiemen Woutersen

Universidad Johns Hopkins



xxii

Reconocimientos

Deseamos dar las gracias a los estudiantes y maestros de todo el mundo que no so6lo han uti-
lizado este libro, sino que se han comunicado con nosotros en cuanto a diversos aspectos de la
obra.

Por su ayuda tras bambalinas en McGraw-Hill, estamos agradecidos con Douglas Reiner,
Noelle Fox y Anne Hilbert.

Por ultimo, pero no por eso menos importante, el doctor Gujarati desea dar las gracias a sus
hijas, Joan y Diane, por su constante apoyo y aliento en la preparacion de ésta y las anteriores
ediciones.

Damodar N. Gujarati
Dawn C. Porter



I.1

Introducecion

. Qué es la econometria?

En términos literales econometria significa “medicién econdmica”. Sin embargo, si bien es cierto
que la medicion es una parte importante de la econometria, el alcance de esta disciplina es mucho
mas amplio, como se deduce de las siguientes citas:

La econometria, resultado de cierta perspectiva sobre el papel que desempefia la economia, consiste
en la aplicacion de la estadistica matematica a los datos econémicos para dar soporte empirico a los
modelos construidos por la economia matematica y obtener resultados numéricos.!

. . . la econometria puede definirse como el andlisis cuantitativo de fenomenos econémicos reales,
basados en el desarrollo simultaneo de la teoria y la observacion, relacionados mediante métodos
apropiados de inferencia.’

La econometria se define como la ciencia social en la cual las herramientas de la teoria econdmica,
las matematicas y la inferencia estadistica se aplican al anélisis de los fendmenos econémicos.?

La econometria tiene que ver con la determinacién empirica de las leyes econdémicas.*

El arte del econometrista consiste en encontrar un conjunto de supuestos lo bastante especificos y
realistas para que le permitan aprovechar de la mejor manera los datos con que cuenta.’

Los econometristas. .. son una ayuda decisiva en el esfuerzo por disipar la mala imagen publica de la
economia (cuantitativa o de otro tipo) considerada como una materia en la cual se abren cajas vacias,
suponiendo la existencia de abrelatas, para revelar un contenido que diez economistas interpretaran
de 11 maneras diferentes.®

El método de la investigacion econométrica busca en esencia una conjuncion entre la teoria econo-
mica y la medicion real, con la teoria y la técnica de la inferencia estadistica como puente.’

1 Gerhard Tintner, Methodology of Mathematical Economics and Econometrics, The University of Chicago Press,
Chicago, 1968, p. 74.

2P.A. Samuelson, T.C. Koopmans y J.R.N. Stone, “Report of the Evaluative Committee for Econometrica”,
Econometrica, vol. 22, nGm. 2, abril de 1954, pp. 141-146.

3 Arthur S. Goldberger, Econometric Theory, John Wiley & Sons, Nueva York, 1964, p. 1.

4H. Theil, Principles of Econometrics, John Wiley & Sons, Nueva York, 1971, p. 1.

5 E. Malinvaud, Statistical Methods of Econometrics, Rand McNally, Chicago, 1966, p. 514.

6 Adrian C. Darnell y J. Lynne Evans, The Limits of Econometrics, Edward Elgar, Hants, Inglaterra, 1990, p. 54.

7T. Haavelmo, “The Probability Approach in Econometrics”, suplemento de Econometrica, vol. 12, 1944,
prefacio, p. iii.
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1.2

Por

qué una disciplina aparte?

Como indican las definiciones anteriores, la econometria es una amalgama de teoria econémica,
economia matematica, estadistica econémica y estadistica matematica. Aun asi, la materia me-
rece un estudio separado por las siguientes razones.

La teoria econdmica hace afirmaciones o formula hipétesis de naturaleza sobre todo cuali-
tativa. Por ejemplo, la teoria microecondmica establece que, si no intervienen otros factores, se
espera que la reduccion del precio de un bien aumente la cantidad demandada de ese bien. Asi,
la teoria econdmica postula una relacion negativa o inversa entre el precio y la cantidad deman-
dada de un bien. Pero la teoria por si sola no proporciona medida numérica alguna de la relacion
entre los dos; no dice cuanto aumentara o se reducira la cantidad como resultado de un cambio
determinado en el precio del bien. El trabajo del econometrista es proporcionar tales estimacio-
nes numéricas. En otras palabras, la econometria da contenido empirico a gran parte de la teoria
economica.

El interés principal de la economia matematica es expresar la teoria econémica en una forma
matematica (ecuaciones) sin preocuparse por la capacidad de medicion o de verificacion empi-
rica de la teoria. La econometria, como ya apuntamos, se interesa sobre todo en la verificacion
empirica de la teoria econémica. Como veremos, el econometrista suele emplear ecuaciones
matematicas, propuestas por el economista matematico, pero las expresa de forma que se presten
para la prueba empirica. Y esta conversion de ecuaciones matematicas en ecuaciones economeé-
tricas requiere una gran dosis de ingenio y destreza.

La estadistica econdmica se relaciona en primer lugar con la recopilacion, procesamiento y
presentacién de cifras economicas en forma de graficos y tablas. Este es el trabajo del estadistico
econodmico, cuya actividad principal consiste en recopilar cifras sobre el producto nacional bruto
(PNB), empleo, desempleo, precios, etc. Los datos asi reunidos constituyen la materia prima del
trabajo economeétrico. Pero el estadistico econémico no va mas alla de la recoleccion de informa-
cion, pues no le conciernen las cifras recopiladas para probar las teorias economicas. Sin duda,
es el econometrista quien se ocupa de realizar esta labor.

Aunque la estadistica matematica proporciona muchas herramientas para esta ciencia, el eco-
nometrista a menudo necesita métodos especiales por la naturaleza unica de la mayoria de las
cifras econdmicas, pues no se generan como resultado de un experimento controlado. El econo-
metrista, como el meteorologo, suele depender de cifras que no controla directamente. Como
observa Spanos, acertadamente:

En econometria, el que construye el modelo a menudo se enfrenta a datos provenientes de la obser-
vacion mas que de la experimentacion. Esto tiene dos implicaciones importantes para la creacion
empirica de modelos en econometria. Primero, se requiere que quien elabore modelos domine muy
distintas habilidades en comparacion con las que se necesitan para analizar los datos experimenta-
les... Segundo, la separacion de quien recopila los datos y el analista exige que quien elabora mode-
los se familiarice por completo con la naturaleza y la estructura de los datos en cuestién.®

1.3 Metodologia de la econometria

(Como proceden los econometristas en el analisis de un problema econémico? Es decir, jcudl
es su metodologia? Aunque existen diversas escuelas de pensamiento sobre metodologia eco-
nométrica, aqui presentaremos la metodologia tradicional o clasica, que aun predomina en la
investigacién empirica en economia y en las ciencias sociales y del comportamiento.’

8 Aris Spanos, Probability Theory and Statistical Inference: Econometric Modeling with Observational Data, Cam-
bridge University Press, Reino Unido, 1999, p. 21.

Hay un andlisis ilustrativo, si bien avanzado, de los métodos econométricos en David F. Hendry, Dynamic
Econometrics, Oxford University Press, Nueva York, 1995. Véase también Aris Spanos, op. cit.
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En términos generales, la metodologia econométrica tradicional se ajusta a los siguientes li-
neamientos:
. Planteamiento de la teoria o de la hipoétesis.
. Especificacion del modelo matematico de la teoria.
. Especificacion del modelo econométrico o estadistico de la teoria.
. Obtencioén de datos.
. Estimacion de los parametros del modelo econométrico.
. Pruebas de hipdtesis.

. Pronéstico o prediccion.

0 N N L AW N~

. Utilizacion del modelo para fines de control o de politicas.

Para ilustrar estos pasos, consideremos la conocida teoria keynesiana de consumo.

1. Planteamiento de la teoria o hipoétesis
Keynes plantea:

La ley psicoldgica fundamental... consiste en que los hombres [y las mujeres], como regla general y
en promedio, estan dispuestos a incrementar su consumo a medida que aumenta su ingreso, pero no
en la misma cuantia del aumento en su ingreso. '

En pocas palabras, Keynes postula que la propensiéon marginal a consumir (PMC), es decir,
la tasa de cambio del consumo generado por una unidad (digamos, un doélar) de cambio en el
ingreso, €s mayor que cero pero menor que uno.

2. Especificacion del modelo matematico de consumo

A pesar de haber postulado una relacion positiva entre el consumo y el ingreso, Keynes no espe-
cifica la forma precisa de la relacion funcional entre ambas cosas. Por simplicidad, un economista
matematico puede proponer la siguiente forma de la funcion keynesiana de consumo:

Y= +58X 0<pBr <l (1.3.1)

donde Y = gasto de consumo y X = ingreso, y donde 8; y 82, conocidos como los parametros
del modelo, son, respectivamente, los coeficientes del intercepto y de la pendiente.

El coeficiente de la pendiente 8, mide la PMC. En la figura I.1 se presenta geométricamente
la ecuacion (I.3.1). Esta ecuacion plantea que el consumo esté relacionado linealmente con el
ingreso, y es un ejemplo de un modelo matematico de la relacion entre consumo e ingreso, lla-
mada en economia funcién consumo. Un modelo es simplemente un conjunto de ecuaciones
matematicas. Si el modelo tiene una sola ecuacion, como en el ejemplo anterior, se denomina
modelo uniecuacional, mientras que si tiene mas de una ecuacion, se conoce como modelo
multiecuacional (consideraremos mas adelante este tipo de modelos).

En la ecuacion (I1.3.1), la variable que aparece al lado izquierdo del signo de la igualdad
se llama variable dependiente, y la(s) variable(s) del lado derecho se llama(n) variable(s)
independiente(s), o explicativa(s). Asi, en la funcién keynesiana de consumo, la ecuacion
(I.3.1), el consumo (gasto) es la variable dependiente, y el ingreso, la explicativa.

10John Maynard Keynes, The General Theory of Employment, Interest and Money, Harcourt Brace Jovanovich,
Nueva York, 1936, p. 96.
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FIGURA 1.1
Funcién keynesiana de
consumo.
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3. Especificacion del modelo econométrico
de consumo

El modelo puramente matematico de la funcién de consumo dado en la ecuacién (I1.3.1) es de
interés limitado para el econometrista, pues supone una relacion exacta o determinista entre el
consumo y el ingreso. Pero las relaciones entre las variables econdmicas suelen ser inexactas.
Asi, si fuéramos a obtener informacion sobre gasto de consumo e ingreso disponible (es decir,
después de impuestos) de una muestra de, por ejemplo, 500 familias estadounidenses y graficar
estos datos, con el gasto de consumo en el eje vertical y en el eje horizontal el ingreso disponi-
ble, no esperariamos que las 500 observaciones quedaran exactamente sobre la linea recta de la
ecuacion (I.3.1) porque, ademads del ingreso, otras variables afectan el gasto de consumo, como
el tamafio de la familia, las edades de sus miembros, su religion, etcétera.

Para dar cabida a relaciones inexactas entre las variables econdmicas, el econometrista modi-
ficaria la funcion determinista de consumo en la ecuacién (I1.3.1) de la siguiente manera:

Y=8+pBX+u (1.3.2)

donde u, conocida como término de perturbacion o de error, es una variable aleatoria (esto-
castica) con propiedades probabilisticas bien definidas. El término de perturbacion u representa
todos los factores que afectan el consumo pero que no se consideran en el modelo en forma
explicita.

La ecuacién (1.3.2) es un ejemplo de un modelo econométrico. Mas técnicamente, dicha
ecuacion es un ejemplo de un modelo de regresion lineal, el principal interés de este libro. La
funcién econométrica de consumo plantea como hipdtesis que la variable dependiente Y (con-
sumo) esta relacionada linealmente con la variable explicativa X (ingreso), pero que la relacion
entre las dos no es exacta: esta sujeta a variaciones individuales.

El modelo econométrico de la funcidén de consumo se representa graficamente como aparece
en la figura I.2.



FIGURA I.2
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4. Obtencion de informacion

Para estimar el modelo econométrico dado en la ecuacion (1.3.2), esto es, para obtener los valores
numéricos de 81 y B, son necesarios los datos. Aunque tendremos mas que decir en el siguiente
capitulo sobre la importancia crucial de los datos para el analisis econdmico, por el momento
observemos unas cifras relacionadas con la economia de Estados Unidos de 1960 a 2005, que
se presentan en la tabla I.1. La variable Y en esta tabla es el gasto de consumo personal (GCP)
agregado (para la economia en su conjunto), y la variable X, el producto interno bruto (PIB),
una medida del ingreso agregado, ambos medidos en miles de millones de ddlares de 2000. Por
consiguiente, los datos estan en términos “reales”, es decir, se midieron en precios constantes
(2000). Estos datos se graficaron en la figura 1.3 (cf. figura I.2). Por el momento, haga caso omiso
de la recta trazada en la figura.

5. Estimacion del modelo econométrico

Ahora que tenemos los datos, la siguiente labor es estimar los parametros de la funciéon consumo.
La estimacion numérica de los parametros da contenido empirico a la funciéon consumo. En el
capitulo 3 explicaremos el mecanismo real para estimar los parametros. Por el momento, note
que la técnica estadistica conocida como analisis de regresion es la herramienta principal para
obtener las estimaciones. Con esta técnica y los datos de la tabla I.1 obtuvimos los siguientes va-
lores estimados de 81 y B, a saber, —299.5913 y 0.7218. Asi, la funcion consumo estimada es

A

¥, = —299.5913 + 0.7218.X, (1.3.3)

El acento circunflejo (sombrero) sobre Y indica que es un valor estimado.!' En la figura 1.3 se
muestra la funcién consumo estimada (es decir, la linea de regresion).

" Por convencién, un acento circunflejo (sombrero) sobre una variable o pardmetro indica que es un valor
estimado.
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TABLA 1.1

Datos sobre Y (gasto de
consumo personal) y X
(producto interno bruto,
1960-2005), en miles de
millones de délares

de 2000

Fuente: Economic Report of the

President, 2007, tabla B-2, p. 230.

Ano

1960
1961
1962
1963
1964
1965
1966
1967
1968
1969
1970
1971
1972
1973
1974
1975
1976
1977
1978
1979
1980
1981
1982
1983
1984
1985
1986
1987
1988
1989
1990
1991
1992
1993
1994
1995
1996
1997
1998
1999
2000
2001
2002
2003
2004
2005

GCP(Y)

1597.4
1630.3
1711.1
1781.6
1888.4
2007.7
2121.8
2185.0
2310.5
2396.4
2451.9
25455
2701.3
2833.8
28123
2876.9
3035.5
3164.1
3303.1
3383.4
3374.1
3422.2
3470.3
3668.6
3863.3
4 064.0
4228.9
4369.8
4 546.9
4675.0
4770.3
4778.4
4934.8
5099.8
5290.7
5433.5
5619.4
5831.8
6125.8
6438.6
6739.4
6910.4
7099.3
72953
75771
7 841.2

PIB(X)

2501.8
2560.0
2715.2
2834.0
2998.6
3191.1
3399.1
3484.6
3652.7
3765.4
37719
3898.6
4105.0
4341.5
4319.6
4311.2
4540.9
4750.5
5015.0
5173.4
5161.7
5291.7
5189.3
5423.8
5813.6
6 053.7
6263.6
6475.1
6742.7
6981.4
71125
7100.5
7 336.6
7532.7
7835.5
8031.7
8328.9
8703.5
9 066.9
9470.3
9817.0
9 890.7
10 048.8
10301.0
10703.5
11 048.6




FIGURA I3

Gasto de consumo perso-
nal (¥) en relacion con el
PIB (X), 1960-2005, en
miles de millones de ddla-
res de 2000.
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Como se aprecia en la figura 1.3, la linea de regresion se ajusta bien a los datos, pues los puntos
que corresponden a los datos estan muy cercanos a ella. En esta grafica vemos que de 1960 a
2005 el coeficiente de la pendiente (es decir, la PMC) fue de alrededor de 0.72, lo que indica que
para el periodo muestral un incremento de un délar en el ingreso real produjo, en promedio, un
incremento cercano a 72 centavos en el gasto de consumo real.!? Decimos “en promedio” porque
la relacion entre consumo e ingreso es inexacta; como se deduce de la figura 1.3, no todos los
puntos correspondientes a los datos estan exactamente en la recta de regresion. Con palabras sen-
cillas, podemos decir que, de acuerdo con los datos, el promedio o media del gasto de consumo
aumento alrededor de 72 centavos por cada délar de incremento en el ingreso real.

6. Pruebas de hipoétesis

En el supuesto de que el modelo ajustado sea una aproximacion razonablemente buena de la
realidad, tenemos que establecer criterios apropiados para comprobar si los valores estimados
obtenidos en una ecuacion como la (1.3.3), por ejemplo, concuerdan con las expectativas de la
teoria que estamos probando. De acuerdo con los economistas “positivos”, como Milton Fried-
man, una teoria o hipotesis no verificable mediante la evidencia empirica no puede ser admisible
como parte de la investigacion cientifica.!3

Como ya sefialamos, Keynes esperaba que la PMC fuera positiva pero menor que 1. En el
ejemplo observamos que la PMC es alrededor de 0.72. Pero antes de aceptar este resultado como
confirmacion de la teoria keynesiana de consumo, debemos averiguar si esta estimacion esta lo

2 No se preocupe aqui por la forma como se obtuvieron estos valores; como veremos en el capitulo 3, el
método estadistico de minimos cuadrados produjo estos valores estimados. Asimismo, por el momento
no se preocupe por el valor negativo del intercepto.

13 Véase Milton Friedman, “The Methodology of Positive Economics”, Essays in Positive Economics, Univer-
sity of Chicago Press, Chicago, 1953.
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bastante abajo de la unidad para convencernos de que no se trata de un suceso debido al azar o
de una peculiaridad de los datos. En otras palabras, ¢es 0.72 estadisticamente menor que 1? Si lo
es, puede apoyar la teoria de Keynes.

Tal confirmacidén o refutacion de las teorias econdmicas con fundamento en la evidencia mues-
tral se basa en una rama de la teoria estadistica conocida como inferencia estadistica (pruebas
de hipotesis). A lo largo de este libro veremos como realizar en la practica este proceso de in-
ferencia.

7. Prondstico o prediccion
Si el modelo escogido no refuta la hipdtesis o la teoria en consideracion, servira para predecir
el (los) valor(es) futuro(s) de la variable dependiente Y, o de prondstico, con base en el (los)
valor(es) futuro(s) conocido(s) o esperado(s) de la variable explicativa, o predictora, X.

Para ilustrarlo, suponga que queremos predecir la media del gasto de consumo para 2006. El
valor del PIB para 2006 fue de 11 319.4 millones de délares.'* Colocamos esta cifra del PIB en
el lado derecho de la ecuacion (1.3.3) y obtenemos:

Ya006 = —299.5913 + 0.7218 (11 319.4)
= 7870.7516

(1.3.4)

o casi 7 870 millones de ddlares. Por tanto, con ese valor del PIB, la media o el promedio del
gasto de consumo previsto es de alrededor de 7 870 millones de ddlares. El valor real del gasto
de consumo registrado en 2006 fue de 8 044 millones de dolares. El modelo estimado (1.3.3), por
tanto, subpredijo el gasto de consumo real por casi 174 000 millones de délares. Se diria que el
error de prediccion es de aproximadamente 174 000 millones de ddlares, que representa alre-
dedor de 1.5% del valor real del PIB para 2006. Cuando analicemos a profundidad el modelo de
regresion lineal en los siguientes capitulos, trataremos de averiguar si un error de esa naturaleza
es “pequefio” o “grande”. Pero lo que ahora importa es observar que tales errores de prediccion
son inevitables, dada la naturaleza estadistica del analisis.

Existe otro uso del modelo estimado (I.3.3). Suponga que el presidente decide proponer una
reduccion del impuesto sobre la renta. ;Cual sera el efecto de dicha politica en el ingreso y por
consiguiente en el gasto de consumo, y a final de cuentas en el empleo?

Suponga que como resultado de estos cambios de politica se incrementa el gasto en inversion.
(Cual sera el efecto en la economia? De acuerdo con la teoria macroeconémica, el cambio en el
ingreso generado por un cambio equivalente a un dolar, por ejemplo, en el gasto en inversion esta
dado por el multiplicador del ingreso (M), el cual se define como

1

M=——
1 — PMC

(1.3.5)

Si utilizamos la PMC de 0.72 obtenida en la ecuacién (1.3.3), este multiplicador se convierte en
M = 3.57. Es decir, un aumento (o reduccion) de un délar en la inversion a! final generara un in-
cremento (o reduccion) de mas de tres veces en el ingreso; advierta que el multiplicador demora
algun tiempo en actuar.

El valor critico en este calculo es la PMC, pues M depende de é1. Y este valor estimado de la
PMC se obtiene de modelos de regresion como el de la ecuacion (1.3.3). Asi, un valor estimado
cuantitativo de la PMC proporciona informacion valiosa para fines de politicas publicas. Al co-
nocer la PMC, se puede predecir el curso futuro del ingreso, el gasto de consumo y el empleo que
sigue a un cambio en las politicas fiscales del gobierno.

4 Habfa datos disponibles sobre el GCP y el PIB para 2006, pero los omitimos a propésito con el objeto de
ilustrar el tema que estudiamos en esta seccién. Como veremos en los capitulos subsiguientes, es buena idea
guardar parte de los datos con el objeto de averiguar cémo predicen el modelo ajustado las observaciones
ajenas a la muestra.



FIGURA 1.4
Anatomia de la creacion
de modelos econométri-
cos.
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8. Uso del modelo para fines de control o de politicas

Suponga que tenemos la funcion keynesiana de consumo estimada dada en (I.3.3). Suponga
ademas que el gobierno considera que un nivel de gasto de aproximadamente 8 750 (miles de
millones de délares de 2000) mantendra la tasa de desempleo en su nivel actual de cerca de 4.2
por ciento (estimacion para principios del 2006). ;Qué nivel de ingreso garantizara la cantidad
de gasto de consumo fijado como meta?

Si los resultados de la regresion dados en la ecuacion (1.3.3) parecen razonables, la aritmética
simple mostrara que

8 750 = —299.5913 + 0.7218(PIB200s) (1.3.6)

que da X = 12 537, aproximadamente. Es decir, un nivel de ingresos de alrededor de 12 537
(miles de millones) de délares, con una PMC de cerca de 0.72, producird un gasto aproximado
de 8 750 millones de dolares.

Como indican estos calculos, un modelo estimado sirve para fines de control o de politicas pu-
blicas. Mediante una mezcla apropiada de politica fiscal y monetaria, el gobierno puede manejar
la variable de control X para producir el nivel deseado de la variable objetivo Y.

La figura 1.4 resume la anatomia de la creacidén de los modelos econométricos clésicos.

Eleccion entre modelos rivales

Cuando una dependencia gubernamental (digamos, el Departamento de Comercio de Estados
Unidos) recopila datos econdmicos, como los de la tabla 1.1, no necesariamente tiene una teoria
econdmica en mente. Por tanto, ;como sabe en realidad que los datos respaldan la teoria keyne-
siana de consumo? ;Se debe acaso a que la funcién consumo keynesiana (es decir, la linea de re-
gresion) de la figura 1.3 se aproxima mucho a los puntos reales que representan a los datos? ;Sera
posible que otro modelo (teoria) de consumo se ajuste igual de bien a los datos? Por ejemplo,

| Teoria econémica |

'

| Modelo matematico de la teoria |

l

| Modelo econométrico de la teoria |

l

| Datos |

| Estimacion del modelo econométrico |

'

| Pruebas de hipotesis |

'

| Prondstico o prediccién |

l

Uso del modelo para fines
de control o de politicas
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Milton Friedman elabor6 un modelo de consumo, la hipdtesis de ingreso permanente.'®> Robert
Hall también cre6 un modelo de consumo, llamado hipdtesis del ciclo de vida del ingreso perma-
nente.'® ; Alguno o ambos modelos pueden también ajustarse a los datos de la tabla 1.1?

En resumen, la interrogante con que se enfrenta en la practica un investigador es: ;coémo elegir
entre modelos o hipotesis que compiten entre si, dado un fendmeno determinado, como la rela-
cién entre consumo e ingreso? Como observa Miller:

Ningun encuentro con los datos significa un paso adelante hacia la confirmacion genuina, a menos
que la hipdtesis se las arregle mejor con esos datos que algun rival natural. . . . Lo que fortalece aqui
a una hipétesis es una victoria que, al mismo tiempo, es una derrota para una posible rival.!”

Entonces, ;como elegir entre los varios modelos o hipétesis en disputa? Aqui Clive Granger da
un consejo que vale la pena:'®

Me gustaria proponer que en el futuro, cuando a uno se le presente una nueva teoria o modelo empi-

rico, se plantee las siguientes preguntas:

i) ¢Qué propdsito tiene? ;Qué tipo de decisiones econdomicas ayuda a tomar?

if) (Existe alguna evidencia presente que me permita evaluar su calidad en comparacion con teorias
o modelos alternos?

Pienso que si se les da la debida atencion a estos planteamientos se fortalecera la investigacion y el
analisis econdmicos.

Conforme avancemos en este libro, saldran al paso diversas hipotesis que compiten entre si y
que tratan de explicar varios fenomenos econdmicos. Por ejemplo, los estudiantes de economia
conocen ya el concepto de la funcion produccion, que representa basicamente una relacion entre
la produccion y los insumos (capital y trabajo). En la bibliografia, dos funciones produccion muy
conocidas son la de Cobb-Douglas y la de elasticidad constante de sustitucion. Con los datos de
produccidn e insumos tendremos que averiguar cual de las dos funciones produccion, si acaso
alguna lo hace, se ajusta bien a los datos.

La metodologia econométrica clasica, consistente en los ocho pasos que acabamos de presen-
tar, es neutral en el sentido de que sirve para probar cualquiera de estas hipotesis rivales.

(Es posible elaborar una metodologia lo bastante amplia para abarcar hipdtesis contendientes?
La respuesta implica un tema polémico e intrincado que analizaremos en el capitulo 13, tras en-
tender la teoria econométrica necesaria.

1.4 Tipos de econometria

Como deja entrever el esquema de clasificacion en la figura 1.5, la econometria se divide en dos
amplias categorias: econometria teérica y econometria aplicada. En cada categoria se puede
tratar la materia segun la tradicion clasica o la bayesiana. En este libro destacamos el enfoque
clasico. Para el enfoque bayesiano, el lector puede consultar las referencias al final del capitulo.

15 Milton Friedman, A Theory of Consumption Function, Princeton University Press, Princeton, Nueva Jersey,
1957.

6 R. Hall, “Stochastics Implications of the Life Cycle Permanent Income Hypothesis: Theory and Evidence”,
Journal of Political Economy, 1978, vol. 86, pp. 971-987.

17R.W. Miller, Fact and Method: Explanation, Confirmation, and Reality in the Nature and Social Sciences, Prin-
ceton University Press, Princeton, Nueva Jersey, 1978, p. 176.

'8 Clive W.). Granger, Empirical Modeling in Economics, Cambridge University Press, Gran Bretafia, 1999,

p. 58.
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Clasica Bayesiana Clasica Bayesiana

La econometria tedrica se relaciona con la elaboracion de métodos apropiados para medir las
relaciones econdémicas especificadas por los modelos econométricos. En este aspecto, la eco-
nometria se apoya en gran medida en la estadistica matematica. Por ejemplo, un método muy
popular en este libro es el de minimos cuadrados. La econometria tedrica debe expresar los
supuestos de este método, sus propiedades y lo que les sucede cuando no se cumplen uno o mas
de los supuestos del método.

En la econometria aplicada utilizamos herramientas de la econometria teérica para estudiar
algunos campos especiales de la economia y los negocios, como la funcién de produccion, la
funcion de inversion, las funciones de demanda y de oferta, la teoria de portafolio, etcétera.

Este libro se refiere en gran parte al desarrollo de los métodos economeétricos, sus supuestos,
usos y limitaciones. [lustramos estos métodos con ejemplos en diversas areas de la economia y
los negocios. Pero éste no es un libro de econometria aplicada en el sentido de que investigue a
fondo un campo particular de aplicacion econdomica. Para esa labor existen textos especializados.
Al final de esta obra proporcionamos referencias de algunos de ellos.

matematicos y estadisticos

A pesar de que este libro esta escrito en un nivel elemental, el autor supone que el lector conoce
los conceptos basicos de la estimacion estadistica y las pruebas de hipotesis. Sin embargo, para
quienes deseen refrescar sus conocimientos, en el apéndice A se ofrece una revision amplia pero
no técnica de los conceptos estadisticos basicos de esta obra. Respecto de las matematicas, es
deseable, aunque no esencial, estar mas o menos al dia con las nociones de calculo diferencial.
Si bien la mayoria de los textos universitarios de econometria emplea con libertad el algebra ma-
tricial, deseo aclarar que este libro no la requiere. Sostengo la firme conviccion de que las ideas
fundamentales de econometria pueden transmitirse sin algebra matricial. Sin embargo, para el
beneficio del estudiante amigo de las matematicas, el apéndice C resume la teoria de regresion
basica en notacion matricial. Para estos estudiantes, el apéndice B proporciona un resumen su-
cinto de los principales resultados del algebra matricial.

1.6 La funcion de la computadora

El analisis de regresion, herramienta de uso diario de la econometria, no seria posible hoy en
dia sin la computadora y el software estadistico. (Créanme, yo creci en la generacion de la regla
de calculo.) Por fortuna, ya existen muchos paquetes de regresion excelentes, tanto para las
computadoras centrales (mainframe) como para las microcomputadoras, y con el tiempo la lista
crece. Los paquetes de software de regresion, como ET, LIMDEP, SHAZAM, MICRO TSP,
MINITAB, EVIEWS, SAS, SPSS, BMD, STATA, Microfit y PcGive tienen la mayoria de las
técnicas econométricas y las pruebas analizadas en este libro.
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En esta obra ocasionalmente pediremos al lector realizar experimentos Monte Carlo con uno
o mas paquetes estadisticos. Los experimentos Monte Carlo son ejercicios “divertidos” que capa-
citaran al lector para apreciar las propiedades de diversos métodos estadisticos analizados en este
libro. Detallaremos sobre los experimentos Monte Carlo en las secciones pertinentes.

1.7 Lecturas sugeridas

El tema de la metodologia econométrica es vasto y controvertido. Para los interesados en este
tema, sugiero los siguientes libros:

Neil de Marchi y Christopher Gilbert, eds., History and Methodology of Econometrics, Oxford
University Press, Nueva York, 1989. En esta coleccion de lecturas se analizan los primeros traba-
jos sobre metodologia econométrica. El analisis se extiende al método britanico de la econome-
tria relacionado con cifras de series de tiempo, es decir, datos recopilados a través de un periodo
determinado.

Wojciech W. Charemza y Derek F. Deadman, New Directions in Econometric Practice: Gene-
ral to Specific Modelling, Cointegration and Vector Autoregression, Edward Elgar, Hants, Ingla-
terra, 1997. Los autores critican el método tradicional de la econometria y dan una exposicion
detallada de nuevos enfoques a la metodologia econométrica.

Adrian C. Darnell y J. Lynne Evans, The Limits of Econometrics, Edward Elgar, Hants, Ingla-
terra, 1990. Este libro presenta un analisis, en cierta medida equilibrado, de los diversos enfo-
ques metodoldgicos a la econometria, con una renovada fidelidad a la metodologia econométrica
tradicional.

Mary S. Morgan, The History of Econometric Ideas, Cambridge University Press, Nueva York,
1990. La autora proporciona una perspectiva historica excelente sobre la teoria y la practica de la
econometria, con un analisis a fondo de las primeras contribuciones de Haavelmo (Premio Nobel
de Economia 1990) a la econometria. Con el mismo espiritu, David F. Hendry y Mary S. Morgan
antologaron escritos seminales para la econometria en The Foundation of Econometric Analisis,
Cambridge University Press, Gran Bretafia, 1995, con el objeto de mostrar la evolucion de las
ideas econométricas a través del tiempo.

David Colander y Reuven Brenner, eds., Educating Economists, University of Michigan Press,
Ann Arbor, Michigan, 1992. El texto presenta un punto de vista critico, en ocasiones agnostico,
de la ensefianza y practica de la economia.

Para consultar sobre los temas de estadistica y econometria bayesianas, los siguientes libros
pueden ser ttiles: John H. Dey, Data in Doubt, Basil Blackwell, Oxford, University Press, Ingla-
terra, 1985; Peter M. Lee, Bayesian Statistics: An Introduction, Oxford University Press, Inglate-
rra, 1989; y Dale J. Porier, Intermediate Statistics and Econometrics: A Comparative Approach,
MIT Press, Cambridge, Massachusetts, 1995. Una referencia avanzada es Arnold Zellner, An
Introduction to Bayesian Inference in Econometrics, John Wiley & Sons, Nueva York, 1971. Otro
libro de consulta avanzada es Palgrave Handbook of Econometrics. Volumen 1. Econometric
Theory, Terence C. Mills y Kerry Patterson, eds., Palgrave Macmillan, Nueva York, 2007.



Parte

Modelos de regresion
uniecuacionales

En la parte 1 de este texto se presentan los modelos de regresion uniecuacionales. En estos mo-
delos se expresa una variable, llamada dependiente, como funcion lineal de una o mas variables,
llamadas explicativas. En modelos de este tipo se supone que si existen relaciones causales entre
las variables dependientes y las explicativas, éstas van en una sola direccion: de las variables
explicativas a la variable dependiente.

En el capitulo 1 se hace una exposicion relacionada con la interpretacion, tanto historica como
moderna, del término regresion y se ilustran las diferencias entre las dos interpretaciones con
diversos ejemplos tomados de la economia y de otros campos.

En el capitulo 2 se presentan algunos conceptos fundamentales del analisis de regresion con
ayuda del modelo de regresion lineal con dos variables, en el cual la variable dependiente se ex-
presa como funcion lineal de una sola variable explicativa.

En el capitulo 3 continta el manejo del modelo con dos variables y se introduce lo que se
conoce como el modelo clasico de regresion lineal, que tiene diversos supuestos simplificado-
res. Con estos supuestos se presenta el método de minimos cuadrados ordinarios (MCO) para
estimar los parametros del modelo de regresion con dos variables. La aplicaciéon del método de
MCO es sencilla y tiene algunas propiedades estadisticas muy convenientes.

En el capitulo 4 se introduce el modelo clasico de regresion lineal normal (de dos variables),
modelo que supone que la variable aleatoria dependiente sigue una distribucion de probabilidad
normal. Con este supuesto los estimadores MCO obtenidos en el capitulo 3 adquieren algunas
propiedades estadisticas mas solidas que las de los modelos clasicos de regresion lineal no nor-
males. Estas propiedades permiten la inferencia estadistica y, en particular, las pruebas de hipo-
tesis.

El capitulo 5 se dedica a las pruebas de hipotesis, y se pretende averiguar si los coeficientes
de regresion estimados son compatibles con los valores hipotéticos de tales coeficientes, valo-
res hipotéticos sugeridos por la teoria y/o por el trabajo empirico previo.

En el capitulo 6 se consideran algunas extensiones del modelo de regresion con dos variables.
En particular, se analizan temas como: 1) regresion a través del origen, 2) escalas y unidades de
medicion, y 3) formas funcionales de modelos de regresion, como doblelogaritmicos, semiloga-
ritmicos y reciprocos.

En el capitulo 7 se considera el modelo de regresion multiple, en el cual hay mas de una va-
riable explicativa, y se muestra como se extiende el método MCO para estimar los parametros
de tales modelos.
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En el capitulo 8 se amplian los conceptos del capitulo 5 al modelo de regresion multiple y se
sefialan algunas complicaciones propias de diversas variables explicativas.

El capitulo 9, que trata sobre variables explicativas dicétomas o cualitativas, concluye la pri-
mera parte del texto. Este capitulo destaca que no todas las variables explicativas necesitan ser
cuantitativas (por ejemplo, en escala de razon). Variables como género, raza, religion, nacionali-
dad y lugar de residencia no son cuantificables de manera directa, si bien desempefian un valioso
papel en la explicacion de muchos fendmenos econdmicos.



Capitulo

Naturaleza del analisis
de regresion

Como se menciond en la introduccion, la regresion es una herramienta fundamental de la econo-
metria; en este capitulo se considera muy brevemente la naturaleza de este instrumento.

1.1 Origen historico del término regresion

Francis Galton acufi6 el término regresion. En un famoso ensayo, Galton plante6 que, a pesar de
la tendencia de los padres de estatura alta a procrear hijos altos y los padres de estatura baja, hijos
bajos, la estatura promedio de los nifios de padres de una estatura determinada tendia a despla-
zarse, o “regresar”, a la estatura promedio de la poblacion total.! En otras palabras, la estatura de
los hijos de padres inusualmente altos o inusualmente bajos tiende a dirigirse a la estatura pro-
medio de la poblacion. La ley de regresion universal de Galton fue confirmada por su amigo
Karl Pearson, quien reunié mas de mil registros de estaturas de miembros de grupos familiares.?
Pearson descubrio que la estatura promedio de los hijos de un grupo de padres de estatura alta
era menor que la estatura de sus padres, y que la estatura promedio de los hijos de un grupo de
padres de estatura baja era mayor que la estatura de sus padres; es decir, se trata de un fenémeno
mediante el cual los hijos altos e hijos bajos “regresan” por igual a la estatura promedio de todos
los demas. En palabras de Galton, se trata de una “regresion a la mediocridad”.

1.2 Interpretacion moderna de la regresion

La interpretacion moderna de la regresion es, sin embargo, muy diferente. En términos generales,
se afirma que:

El andlisis de regresion trata del estudio de la dependencia de una variable (variable dependiente)
respecto de una o mas variables (variables explicativas) con el objetivo de estimar o predecir la media
o valor promedio poblacional de la primera en términos de los valores conocidos o fijos (en muestras
repetidas) de las segundas.

" Francis Galton, “Family Likeness in Stature”, Proceedings of Royal Society, Londres, vol. 40, 1886, pp. 42-72.
2K. Pearson y A. Lee, “On the Laws of Inheritance”, Biometrika, vol. 2, noviembre de 1903, pp. 357-462.
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FIGURA 1.1
Distribucion hipotética de
las estaturas de los hijos
correspondientes a las es-
taturas de los padres.

La importancia trascendental de este enfoque del analisis de regresion se vera claramente sobre
la marcha, pero algunos ejemplos sencillos aclararan este concepto basico.

Ejemplos

1. Considere de nuevo la ley de regresion universal de Galton. A ¢él le interesaba averiguar las
razones de la estabilidad en la distribucion de estaturas dentro de una poblacion. En el enfoque
moderno, la preocupacion no es esta explicacion, sino averiguar como cambia la estatura pro-
medio de los hijos dada la estatura de los padres. En otras palabras, lo que interesa es predecir
la estatura promedio de los hijos a partir de la estatura de sus padres. Para ver como hacerlo,
considere la figura 1.1, que corresponde a un diagrama de dispersion. La figura muestra la
distribucion de las estaturas de los hijos en una poblacidn hipotética, correspondiente al conjunto
de valores dados o fijjos de las estaturas de los padres. Observe que, para cualquier estatura de
un padre, existe un rango (distribucion) de estaturas de los hijos. Sin embargo, observe también
que, a pesar de la variabilidad de la estatura de los hijos conforme al valor de la estatura de los
padres, la estatura promedio de los hijos aumenta, por lo general, en la medida en que lo hace la
estatura de los padres. Para demostrar esto con claridad, las cruces dentro de los circulos en la fi-
gura indican la estatura promedio de los hijos que corresponde a una estatura determinada de los
padres. Estos promedios se conectan para obtener la linea recta de la figura. Esta linea, como
veremos, se conoce como recta de regresion. Dicha recta muestra que el promedio de la estatura
de los hijos aumenta conforme crece la de los padres.’

2. Considere el diagrama de dispersion en la figura 1.2, que presenta la distribucion de una
poblacion hipotética de estaturas de nifios en edades fijas. Observe que existe un rango (distribu-
cion) de estaturas correspondiente a cada edad. Es obvia la improbabilidad de que todos los nifios
de una edad determinada tengan estaturas idénticas. Pero, en promedio, la estatura se incrementa
con la edad (por supuesto, hasta cierta edad), que se ve con claridad al trazar una recta (la recta de
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3 En esta etapa de estudio del tema, denominaremos a esta recta de regresién simplemente recta que
conecta el valor de la media, o promedio, de la variable dependiente (la estatura de los hijos) que corresponde a
un valor dado de la variable explicativa (la estatura de los padres). Observe que esta recta tiene una pendiente
positiva; pero la pendiente es menor que 1, lo cual esté de acuerdo con el concepto de Galton de regresién
a la mediocridad. (;Por qué?)



FIGURA 1.2
Distribucion hipotética de
estaturas correspondientes
a edades seleccionadas.
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regresion) por los puntos dentro de los circulos, los cuales representan la estatura promedio de
determinadas edades. Por consiguiente, si se conoce la edad, se predice la estatura promedio de di-
cha edad mediante la recta de regresion.

3. Al considerar lo referente a la economia, a un economista quiza le interese estudiar la
dependencia del consumo personal respecto del ingreso personal neto disponible (después de
impuestos). Con un analisis de este tipo se calcula la propension marginal a consumir (PMC), es
decir, el cambio promedio del consumo ante un cambio, digamos, de un ddlar en el ingreso real
(ver la figura 1.3).

4. Un monopolista que puede fijar el precio o la produccion (pero no ambos factores) tal vez
desee conocer la demanda de un producto con diversos precios. Tal experimento permite estimar
la elasticidad del precio (es decir, la respuesta a variaciones del precio) de la demanda del pro-
ducto y permite determinar el precio que maximiza las ganancias.

5. Un economista laboral quiza desee estudiar la tasa de cambio de los salarios monetarios o
nominales en relacidn con la tasa de desempleo. Las cifras historicas aparecen en el diagrama de
dispersion de la figura 1.3. La curva de esta figura es un ejemplo de la célebre curva de Phillips,
que relaciona los cambios en los salarios nominales con la tasa de desempleo. Un diagrama de
dispersion de este tipo permite al economista laboral predecir el cambio promedio en los salarios
nominales con una cierta tasa de desempleo. Tal conocimiento sirve para establecer supuestos so-
bre el proceso inflacionario en una economia, pues es probable que los incrementos en los sala-
rios monetarios se reflejen en incrementos de precios.

6. En la economia monetaria se sabe que, si se mantienen constantes otros factores, cuanto
mayor sea la tasa de inflacion 7, menor sera la proporcion k del ingreso que la gente deseara man-
tener en forma de dinero, como se deduce de la figura 1.4. La pendiente de esta recta representa
el cambio en k& con un cambio en la tasa de inflacion. Un analisis cuantitativo de esta relacion
permite al economista predecir la cantidad de dinero, como proporcion del ingreso, que la gente
deseara mantener con diversas tasas de inflacion.

7. El director de marketing de una compaiiia tal vez quiera conocer la relacién entre la de-
manda del producto de su compaiiia con el gasto de publicidad, por ejemplo. Un estudio de este
tipo es de gran ayuda para encontrar la elasticidad de la demanda respecto de los gastos publi-
citarios, es decir, el cambio porcentual de la demanda en respuesta a un cambio de 1 por ciento,
por ejemplo, en el presupuesto de publicidad. Saber esto sirve para determinar el presupuesto

(14

optimo” de publicidad.
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FIGURA 1.3

Curva hipotética de
Phillips.

FIGURA 1.4
Tenencia de dinero en
relacion con la tasa de
inflacién 7.
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8. Por ultimo, un agronomo tal vez se interese en estudiar la relacion entre el rendimiento de
un cultivo, digamos de trigo, y la temperatura, lluvia, cantidad de sol y fertilizantes. Un analisis
de dependencia de ese tipo facilitaria la prediccion o el prondstico del rendimiento medio del
cultivo segun la informacion sobre las variables explicativas.

El lector puede proporcionar una amplia gama de ejemplos similares de la dependencia de una
variable respecto de otra o mas variables. Las técnicas del analisis de regresion que se explican en
este texto estan disefiadas especialmente para estudiar dicha dependencia entre variables.
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1.3 Relaciones estadisticas y relaciones deterministas

En los ejemplos de la seccion 1.2 se observa que en el analisis de regresion interesa lo que se
conoce como dependencia estadistica entre variables, no asi la funcional o determinista, propia
de la fisica clasica. En las relaciones estadisticas entre variables se analizan, en esencia, variables
aleatorias o estocdsticas,* es decir, variables con distribuciones de probabilidad. Por otra parte,
en la dependencia funcional o determinista también se manejan variables, pero no son aleatorias
o0 estocasticas.

Por ejemplo, el rendimiento de un cultivo depende de la temperatura, lluvia, Sol y fertilizantes,
y dicha dependencia es de naturaleza estadistica porque las variables explicativas, si bien son im-
portantes, no permiten al agronomo predecir en forma exacta el rendimiento del cultivo debido a
los errores propios de la medicion de estas variables y a otra serie de factores (variables) que en
conjunto afectan el rendimiento pero son dificiles de identificar individualmente. De esta manera,
habra alguna variabilidad “intrinseca” o aleatoria en la variable dependiente, el rendimiento del
cultivo, que no puede explicarse en su totalidad sin importar cudntas variables explicativas se
consideren.

Los fendmenos deterministas, por otra parte, implican relaciones como la ley de la gravedad
de Newton, la cual establece que toda particula en el universo atrae a cualquier otra particula
con una fuerza directamente proporcional al producto de sus masas e inversamente proporcio-
nal al cuadrado de la distancia entre ellas. En términos matematicos, F = k(mlmz/rz), donde
F = fuerza, m; y m, son las masas de las dos particulas, » = distancia y £ = constante de pro-
porcionalidad. Otro ejemplo es el de la ley de Ohm, la cual postula que para conductores meta-
licos dentro de un intervalo limitado de temperatura, la corriente C es proporcional al voltaje V;
es decir, C = (};) V, donde ,1; es la constante de proporcionalidad. Otros ejemplos de relaciones
deterministas son la ley de los gases de Boyle, la ley de la electricidad de Kirchhoff y la ley del
movimiento de Newton.

En este texto no interesan tales relaciones deterministas. Por supuesto, de haber errores de
medicion, por ejemplo, en la k de la ley de la gravedad de Newton, la relacion que de otra forma
habria sido determinista se convierte en una relacion estadistica. En esta situacion es posible
predecir la fuerza en forma aproximada s6lo a partir de un valor dado de & (y my, m, y r), el cual
contiene errores. La variable F' se convierte en este caso en aleatoria.

1.4 Regresion y causalidad

A pesar de que el analisis de regresion tiene que ver con la dependencia de una variable respecto
de otras variables, esto no implica causalidad necesariamente. En palabras de Kendall y Stuart:
“Una relacion estadistica, por mas fuerte y sugerente que sea, nunca podra establecer una co-
nexion causal: nuestras ideas de causalidad deben provenir de estadisticas externas y, en ultimo

término, de una u otra teoria”.>

“4La palabra estocdstico viene de la voz griega stokhos, que significa “centro del blanco”. El resultado de lan-
zar dardos sobre un tablero es un proceso estocéstico, es decir, un proceso lleno de tiros fallidos.

5M. G. Kendall y A. Stuart, The Advanced Theory of Statistics, Charles Griffin Publishers, Nueva York, 1961,
vol. 2, cap. 26, p. 279.
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En el ejemplo del rendimiento del cultivo citado, no hay una razon estadistica para suponer
que la lluvia no depende del rendimiento del cultivo. Considerar que el rendimiento del cultivo
depende de la lluvia (entre otras cosas) se debe a cuestiones no estadisticas: el sentido comun
indica que la relacién no puede ser a la inversa, pues no es posible controlar la lluvia mediante el
rendimiento del cultivo.

En todos los ejemplos de la seccion 1.2, 1o que se debe notar es que una relacion estadistica
por si misma no puede, por légica, implicar causalidad. Para aducir causalidad se debe acudir
a consideraciones a priori o teodricas. Asi, en el tercer ejemplo, es posible recurrir a la teoria eco-
némica para afirmar que el consumo depende del ingreso real.®

1.5 Regresion y correlacion

El analisis de correlacion se relaciona de manera estrecha con el de regresion, aunque con-
ceptualmente los dos son muy diferentes. En el analisis de correlacion, el objetivo principal es
medir la fuerza o el grado de asociacion lineal entre dos variables. El coeficiente de correlacion,
que veremos en detalle en el capitulo 3, mide esta fuerza de asociacion (lineal): por ejemplo, si
se desea encontrar la correlacion (coeficiente) entre el habito de fumar y el cancer del pulmon;
entre las calificaciones en examenes de estadistica y en examenes de matematicas; entre las
calificaciones de bachillerato y de la universidad, y asi sucesivamente. En el analisis de regre-
sion, como ya mencionamos, no interesa ese tipo de medicion. En cambio, se trata de estimar o
predecir el valor promedio de una variable con base en los valores fijos de otras. Asi, quiza se
desee predecir el promedio de las calificaciones en un examen de estadistica a partir de la califi-
cacion de un estudiante en un examen de matematicas.

Laregresion y la correlacion presentan diferencias fundamentales que vale la pena mencionar.
En el analisis de regresion hay una asimetria en el tratamiento a las variables dependientes y ex-
plicativas. Se supone que la variable dependiente es estadistica, aleatoria o estocastica, es decir,
que tiene una distribucion de probabilidad. Por otra parte, se asume que las variables explicativas
tienen valores fijos (en muestras repetidas),’ lo cual es explicito en la definicién de regresion de
la seccion 1.2. Asi, en la figura 1.2 se supuso que la variable de edad era fija en los niveles dados
y se obtuvieron medidas de estatura en esos niveles. En el analisis de correlacion, por otra parte,
se tratan dos variables cualesquiera en forma simétrica; no hay distincion entre las variables de-
pendiente y explicativa. Después de todo, la correlacion entre las calificaciones de los examenes
de matematicas y de estadistica es la misma que la existente entre calificaciones de examenes de
estadistica y de matematicas. Ademas, las dos variables se consideran aleatorias. Como veremos,
la mayor parte de la teoria de correlacion parte del supuesto de aleatoriedad de las variables,
mientras que la mayor parte de la teoria de regresion que expondremos en este texto esta condi-
cionada al supuesto de que la variable dependiente es estocastica y que las variables explicativas
son fijas o no estocasticas.®

6 Pero, como veremos en el capitulo 3, el analisis clasico de regresion se basa en el supuesto de que el mo-
delo del analisis es el correcto. Por consiguiente, la direccién de la causalidad puede estar implicita en
el modelo postulado.

7 Es de crucial importancia notar que las variables explicativas pueden ser intrinsecamente estocasticas, pero,
para fines del analisis de regresion, suponemos que sus valores son fijos en el muestreo repetido (es decir,
que X toma los mismos valores en diversas muestras), de modo que, en efecto, no resultan aleatorias ni es-
tocésticas. Hay mds sobre este tema en la seccién 3.2 del capitulo 3.

8 En el tratamiento avanzado de econometria se puede ser mas flexible con el supuesto de que las variables
explicativas son no estocasticas (ver la introduccién de la segunda parte).
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1.6 Terminologia y notacion

Antes de proceder al andlisis formal de la teoria de regresion abordaremos brevemente la termi-
nologia y la notacion. En las publicaciones especializadas, los términos variable dependiente y
variable explicativa se definen de varias maneras; a continuacion se presenta una lista represen-
tativa:

Variable dependiente Variable explicativa
¢ ¢
Variable explicada Variable independiente
¢ ¢
Predicha Predictora
¢ ¢
Regresada Regresora
¢ ¢
Respuesta Estimulo
¢ ¢
Enddégena Exégena
¢ ¢
Resultado Covariante
¢ ¢
Variable controlada Variable de control

Aunque es cuestion de preferencia personal y tradicion, en este texto se utiliza la terminologia de
variable dependiente/variable explicativa, o la mas neutral de regresada y regresora.

Si se estudia la dependencia de una variable respecto de una tinica variable explicativa, como
el consumo que depende del ingreso real, dicho estudio se conoce como analisis de regresion
simple, o con dos variables. Sin embargo, si se estudia la dependencia de una variable respecto
de mas de una variable explicativa, como el rendimiento de un cultivo, la lluvia, la temperatura,
el Sol y los fertilizantes, se trata de un analisis de regresién multiple. En otras palabras, en una
regresion de dos variables solo hay una variable explicativa, mientras que en la regresion multiple
hay mas de una variable explicativa.

El término aleatorio es sindnimo de estocastico. Como ya vimos, una variable aleatoria o
estocastica es la que toma cualquier conjunto de valores, positivos o negativos, con una proba-
bilidad dada.’

A menos que se indique lo contrario, la letra Y representa la variable dependiente, y las X (X],
X,..., Xp), las variables explicativas, con X como la k-ésima variable explicativa. Los subindices
i 0 t denotan la observacion o valor i-€simo o #-ésimo. Xj; (0 Xj;) denota la i-ésima (o la #-ésima)
observacion de la variable X;. N (o T') representa el numero total de observaciones o valores en la
poblacion, y n (o £), el nimero total de observaciones en una muestra. Por convencion, se utiliza
el subindice de observacion i para los datos transversales (es decir, informacion recopilada en
un momento determinado), y el subindice ¢, para datos de series de tiempo (es decir, informa-
cion reunida a lo largo de un periodo). La naturaleza de datos transversales y de series de tiempo,
asi como el importante tema de la naturaleza y las fuentes de datos para el analisis empirico, se
estudian en la siguiente seccion.

9 Hay una definicién formal y mas detalles en el apéndice A.
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El éxito de todo analisis econométrico depende a final de cuentas de la disponibilidad de los datos
recopilados. Por consiguiente, es muy importante dedicar algun tiempo a estudiar la naturaleza,
las fuentes y las limitaciones de los datos para el andlisis empirico.

Tipos de datos

Hay tres tipos de datos disponibles para el analisis empirico: series de tiempo, series transver-
sales e informacion combinada (combinacion de series de tiempo y transversales).

Datos de series de tiempo

Los datos de la tabla 1.1 son un ejemplo de datos de series de tiempo. Una serie de tiempo es un
conjunto de observaciones sobre los valores de una variable en diferentes momentos. Tal infor-
macion debe recopilarse en intervalos regulares, es decir, en forma diaria (precios de acciones,
informes del tiempo, etc.), semanal (como cifras de oferta monetaria), mensual (tasa de des-
empleo, Indice de Precios al Consumidor [IPC], etc.), trimestral (como el PIB), anual (como
los presupuestos del gobierno), quinquenal (como el censo de la industria manufacturera), o
decenal (como los censos de poblacidn). Algunas veces los datos estan disponibles por trimestre
y por aflo, como los datos del PIB y del consumo. Con las computadoras de alta velocidad, ahora
se recopilan datos en intervalos muy breves, por ejemplo, precios de acciones, que se obtienen
literalmente de manera continua (o cotizacion en tiempo real).

Si bien los datos de series de tiempo se utilizan mucho en estudios econométricos, presentan
algunos problemas especiales para los econometristas. Como veremos en los capitulos sobre
econometria de series de tiempo, la mayor parte del trabajo empirico con datos de series de
tiempo supone que éstas son estacionarias. Aunque es muy pronto para introducir el significado
técnico preciso de estacionariedad, en términos generales, una serie de tiempo es estacionaria si
su media y varianza no varian sistematicamente con el tiempo. Para entender esto, observe, en la
figura 1.5, el comportamiento de la oferta de dinero M1 en Estados Unidos durante el periodo del
primero de enero de 1959 a septiembre de 1999. (Los datos reales se proporcionan en el ejercicio
1.4.) Como se observa, la oferta de dinero M1 presenta una tendencia ascendente constante, asi
como variabilidad con el transcurso de los afios, lo cual indica que la serie de tiempo M1 no es
estacionaria.'! En el capitulo 21 se analiza a fondo este tema.

Datos transversales

Los datos transversales consisten en datos de una o mas variables recopilados en el mismo punto
del tiempo, como el censo de poblacion realizado por la Oficina del Censo de Estados Unidos
cada 10 afios (el ultimo fue en 2000), las encuestas de gastos del consumidor levantadas por la
Universidad de Michigan y, sin duda, las encuestas de opinion de Gallup y diversas empresas
especializadas. Un ejemplo concreto de datos transversales se presenta en la tabla 1.1, con datos
sobre la produccion y precios del huevo en Estados Unidos para los 50 estados durante 1990 y

10En Michael D. Intriligator, Econometric Models, Techniques, and Applications, Prentice Hall, Englewood Cliffs,
Nueva Jersey, 1978, cap. 3, hay una explicacién ilustrativa.

1 Para que resulte mas claro, los datos se dividen en cuatro periodos: enero de 1951 a diciembre de 1962;
enero de 1963 a diciembre de 1974; enero de 1975 a diciembre de 1986; y enero de 1987 a septiembre de
1999. En estos subperiodos, los valores de la media para la oferta de dinero (con sus correspondientes
desviaciones estandar, entre paréntesis) fueron, respectivamente: 165.88 (23.27), 323.20 (72.66), 788.12
(195.43) y 1 099 (27.84); todas las cifras representan miles de millones de délares. Esta es una indicacién
aproximada de que la oferta de dinero no fue estacionaria a lo largo de todo el periodo.



FIGURA 1.5

Oferta de dinero M1:
Estados Unidos, enero de
1951-septiembre de 1999.
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1991. Para cada afio, los datos sobre los 50 estados son transversales. Asi, en la tabla 1.1 aparecen
dos muestras de corte transversal.

Asi como los datos de series de tiempo crean problemas especiales (por la estacionariedad),
los datos transversales también tienen sus propios problemas, en concreto, el de la heteroge-
neidad. En los datos de la tabla 1.1 se observa que hay algunos estados que producen grandes
cantidades de huevo (como Pensilvania) y otros que producen muy poco (por ejemplo, Alaska).
Cuando se incluyen unidades heterogéneas en un analisis estadistico, debe tenerse presente el
efecto de tamaiio o de escala con el fin de no mezclar manzanas con naranjas. Para ver esto con
claridad, en la figura 1.6 se representan graficamente los datos sobre la produccion y los precios
del huevo en los 50 estados de Estados Unidos en 1990. Esta figura muestra la amplia disper-
sion de las observaciones. En el capitulo 11 veremos que el efecto de escala puede ser importante
al evaluar las relaciones entre variables econémicas.

Datos combinados

Los datos combinados reunen elementos de series de tiempo y transversales. Los datos de la tabla
1.1 son datos combinados. Hay 50 observaciones transversales por afio, y dos observaciones de
series de tiempo sobre precios y produccién de huevo por estado: un total de 100 observaciones
combinadas. De igual forma, los datos del ejercicio 1.1 son combinados, pues el indice de precios
al consumidor de cada pais de 1980 a 2005 representa datos de series de tiempo, en tanto que
los datos del IPC de los siete paises correspondientes a un solo afio son transversales. Los datos
combinados consisten en 182 observaciones: 26 observaciones anuales para cada uno de los siete
paises.

Datos en panel, longitudinales o en micropanel

Hay un tipo especial de datos combinados en el cual se estudia a través del tiempo la misma
unidad transversal (por ejemplo, una familia o una empresa). Por ejemplo, el Departamento de
Comercio de Estados Unidos realiza un censo de vivienda en intervalos periodicos. En cada
encuesta periddica se entrevista a la misma unidad familiar (o a la gente que vive en la misma di-
reccion) para averiguar si ha habido algiin cambio en las condiciones de vivienda o financieras de
esa unidad familiar desde la Gltima encuesta. Los datos en panel que se obtienen de las entrevistas
periddicas de la misma unidad familiar proporcionan informacién muy util sobre la dindmica del
comportamiento de las unidades familiares, como veremos en el capitulo 16.
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TABLA 1.1 Produccién de huevo en Estados Unidos
Estado Yi Y Xq X2 Estado Yi Y X1 X2
AL 2 206 2186 92.7 91.4 MT 172 164 68.0 66.0
AK 0.7 0.7 151.0 149.0 NE 1202 1 400 50.3 48.9
AZ 73 74 61.0 56.0 NV 2.2 1.8 53.9 52.7
AR 3620 3737 86.3 91.8 NH 43 49 109.0 104.0
CA 7472 7 444 63.4 58.4 N]J 442 491 85.0 83.0
coO 788 873 77.8 73.0 NM 283 302 74.0 70.0
CT 1029 948 106.0 104.0 NY 975 987 68.1 64.0
DE 168 164 117.0 113.0 NC 3033 3 045 82.8 78.7
FL 2 586 2 537 62.0 57.2 ND 51 45 55.2 48.0
GA 4302 4 301 80.6 80.8 OH 4 667 4 637 59.1 54.7
HI 227.5 224.5 85.0 85.5 OK 869 830 101.0 100.0
ID 187 203 79.1 72.9 OR 652 686 77.0 74.6
IL 793 809 65.0 70.5 PA 4976 5130 61.0 52.0
IN 5445 5290 62.7 60.1 RI 53 50 102.0 99.0
1A 2151 2247 56.5 53.0 SC 1422 1420 70.1 65.9
KS 404 389 54.5 47.8 SD 435 602 48.0 45.8
KY 412 483 67.7 73.5 TN 277 279 71.0 80.7
LA 273 254 115.0 115.0 X 3317 3356 76.7 72.6
ME 1069 1070 101.0 97.0 uT 456 486 64.0 59.0
MD 885 898 76.6 75.4 VT 31 30 106.0 102.0
MA 235 237 105.0 102.0 VA 943 988 86.3 81.2
Mi 1 406 1396 58.0 53.8 WA 1287 1313 74.1 71.5
MN 2 499 2 697 57.7 54.0 A% 136 174 104.0 109.0
MS 1434 1468 87.8 86.7 W 910 873 60.1 54.0
MO 1580 1622 55.4 51.5 WY 1.7 1.7 83.0 83.0

Notas: Yy = huevos producidos en 1990 (millones).
Y> = huevos producidos en 1991 (millones).

X, = precio por docena (centavos de dolar) en 1990.
X, = precio por docena (centavos de dolar) en 1991.
Fuente: World Almanac, 1993, p. 119. Los datos provienen del Economic Research Service, U.S. Department of Agriculture.
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Como ejemplo concreto considere los datos proporcionados en la tabla 1.2. Los datos de la
tabla, recopilados originalmente por Y. Grunfeld, se refieren a la inversion real, al valor real de
la empresa y al capital accionario real de cuatro empresas estadounidenses, a saber, General Elec-
tric (GM), U.S. Steel (US), General Motors (GM) y Westinghouse (WEST), de 1935 a 1954.!2
En virtud de que los datos corresponden a varias empresas y se recopilaron a lo largo de varios
aflos, se trata de un ejemplo clasico de datos en panel. En esta tabla, el nimero de observaciones
de cada empresa es el mismo, pero no siempre ocurre asi. Si todas las empresas tienen el mismo
numero de observaciones, se tiene lo que se conoce como panel balanceado. Si el nimero de
observaciones no es igual para cada compaiiia, se llama panel desbalanceado. En el capitulo
16, Modelos de regresion con datos en panel, examinaremos estos datos y cdmo estimar estos
modelos.

El proposito de Grunfeld cuando recopild estos datos fue investigar como depende la inver-
sion bruta real (1) del valor real de la empresa (F) un afio antes y del capital accionario real (C) un
aflo antes. Como las compaiiias de esta muestra operan en el mismo mercado de capital, Grunfeld
las estudi6 en conjunto para averiguar si tenian funciones de inversion parecidas.

Fuentes de datos'?

Los datos para el analisis empirico pueden provenir de una dependencia gubernamental (por
ejemplo, el Departamento de Comercio), un organismo internacional (el Fondo Monetario Inter-
nacional [FMI] o el Banco Mundial), una organizacion privada (por ejemplo, Standard & Poor’s)
o un particular. Hay miles de agencias de este tipo que recopilan datos para uno u otro fin.

Internet

Internet revoluciond la labor de recopilacion de datos. Si uno “navega” por la red en los motores
de busqueda con sélo una palabra o frase (por ejemplo, tipos de cambio), se vera inundado con
todo tipo de fuentes de datos. En el apéndice E se mencionan algunos sitios Web que suminis-
tran todo tipo de informacion financiera y econémica, y que se visitan con mayor frecuencia. La
mayoria de los datos se descarga con un costo minimo. Conviene incluir en la lista de Favoritos,
los sitios Web que brinden datos econdémicos ttiles.

Los datos recopilados por estas organizaciones pueden ser de naturaleza experimental o no
experimental. En los datos experimentales, frecuentes en las ciencias naturales, el investigador
suele recabar los datos con algunos factores constantes, con el fin de evaluar el efecto de otros
en un fendmeno dado. Por ejemplo, al estimar el efecto de la obesidad en la presion arterial, el
investigador recopilaria los datos y mantendria constantes los habitos de las personas respecto de
comer, fumar y beber para reducir la influencia de estas variables en la presion arterial.

En las ciencias sociales, los datos por lo general son de naturaleza no experimental, es decir,
no estan sujetos al control del investigador.'* Por ejemplo, el investigador no ejerce ningtn con-
trol directo sobre los datos del PIB, desempleo, precios de acciones, etc. Como veremos, esta
falta de control a menudo genera problemas especiales para el investigador al identificar la causa
0 causas precisas que afectan una situacion particular. Por ejemplo, /es la oferta monetaria la que
determina el PIB (nominal) o la relacion es inversa?

12Y, Grunfeld, “The Determinants of Corporate Investment”, tesis doctoral inédita, Departamento de Econo-
mia, Universidad de Chicago, 1958. Estos datos son ya una herramienta excelente para ilustrar los modelos
de regresion con datos en panel.

13 Para mayor claridad, ver Albert T. Somers, The U.S. Economy Demystified: What the Major Economic Statis-
tics Mean and Their Significance for Business, D.C. Heath, Lexington, Massachusetts, 1985.

4 También en las ciencias sociales, con mucha frecuencia, hay experimentos controlados; se da un ejemplo
en el ejercicio 1.6.
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TABLA 1.2 Datos de inversion de cuatro empresas, 1935-1954

Observacion I F_4 C.1 Observacion I F_q C,
GE us
1935 33.1 1170.6 97.8 1935 209.9 1362.4 53.8
1936 45.0 2015.8 104.4 1936 355.3 1807.1 50.5
1937 77.2 2 803.3 118.0 1937 469.9 2 673.3 118.1
1938 44.6 2 039.7 156.2 1938 262.3 1801.9 260.2
1939 48.1 2 256.2 172.6 1939 230.4 1957.3 312.7
1940 74.4 2132.2 186.6 1940 361.6 2 202.9 254.2
1941 113.0 1 834.1 220.9 1941 472.8 2 380.5 261.4
1942 91.9 1 588.0 287.8 1942 445.6 2168.6 298.7
1943 61.3 1749.4 319.9 1943 361.6 1985.1 301.8
1944 56.8 1687.2 321.3 1944 288.2 1813.9 279.1
1945 93.6 2 007.7 319.6 1945 258.7 1 850.2 213.8
1946 159.9 2 208.3 346.0 1946 420.3 2067.7 232.6
1947 147.2 1656.7 456.4 1947 420.5 1796.7 264.8
1948 146.3 1 604.4 543.4 1948 4945 1625.8 306.9
1949 98.3 1431.8 618.3 1949 405.1 1667.0 351.1
1950 93.5 1610.5 647.4 1950 418.8 1677.4 357.8
1951 135.2 1819.4 671.3 1951 588.2 2 289.5 341.1
1952 157.3 2079.7 726.1 1952 645.2 2159.4 444.2
1953 179.5 2371.6 800.3 1953 641.0 2031.3 623.6
1954 189.6 27599 888.9 1954 459.3 2115.5 669.7
GM WEST

1935 317.6 3 078.5 2.8 1935 12.93 191.5 1.8
1936 391.8 4661.7 52.6 1936 25.90 516.0 0.8
1937 410.6 5 387.1 156.9 1937 35.05 729.0 7.4
1938 257.7 2792.2 209.2 1938 22.89 560.4 18.1
1939 330.8 4313.2 203.4 1939 18.84 519.9 23.5
1940 461.2 4 643.9 207.2 1940 28.57 628.5 26.5
1941 512.0 4 551.2 255.2 1941 48.51 537.1 36.2
1942 448.0 32441 303.7 1942 43.34 561.2 60.8
1943 499.6 4 053.7 264.1 1943 37.02 617.2 84.4
1944 547.5 4379.3 201.6 1944 37.81 626.7 91.2
1945 561.2 4 840.9 265.0 1945 39.27 737.2 92.4
1946 688.1 4900.0 402.2 1946 53.46 760.5 86.0
1947 568.9 3526.5 761.5 1947 55.56 581.4 111.1
1948 529.2 3245.7 922.4 1948 49.56 662.3 130.6
1949 555.1 3700.2 1020.1 1949 32.04 583.8 141.8
1950 642.9 3755.6 1099.0 1950 32.24 635.2 136.7
1951 755.9 4833.0 1207.7 1951 54.38 732.8 129.7
1952 891.2 49249 1430.5 1952 71.78 864.1 145.5
1953 1304.4 6 241.7 1777.3 1953 90.08 1193.5 174.8
1954 1486.7 5593.6 2226.3 1954 68.60 1188.9 213.5

Notas: Y = I = inversion bruta = adiciones a planta y equipo mas mantenimiento y reparaciones, en millones de dolares deflacionados por P;.
X, = F = valor de la empresa = precio de las acciones comunes y preferentes al 31 de diciembre (o precio promedio del 31 de diciembre y 31 de enero del afio
siguiente) multiplicado por el nimero de acciones comunes y preferentes en circulacion mas el valor total de la deuda en libros al 31 de diciembre, en millones
de dolares deflacionados por P,.
Xz = C = existencias de planta y equipo = suma acumulada de adiciones netas a planta y equipo deflacionadas por P, menos provision para depreciacion deflacionada
por P; en estas definiciones.
P, = factor de deflacion implicito de los precios de equipo duradero de los productores (1947 = 100).
P, = factor de deflacion implicito de los precios del PIB (1947 = 100).
P; = factor de deflacion del gasto de depreciacion = promedio mévil de 10 afios del indice de precios al mayoreo de metales y productos metalicos (1947 = 100).
Fuente: Reproducido de H. D. Vinod y Aman Ullah, Recent Advances in Regression Methods, Marcel Dekker, Nueva York, 1981, pp. 259-261.
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Precision de los datos'?

Si bien se dispone de numerosos datos para la investigacion econdémica, su calidad no siempre es
adecuada, y por multiples razones.

1. Como ya vimos, en su mayoria, los datos de las ciencias sociales son de naturaleza no ex-
perimental. Por consiguiente, es posible incurrir en errores de observacion, sea por accion u
omision.

2. Aun en datos reunidos experimentalmente surgen errores de medicion debido a las aproxima-
ciones o al redondeo.

3. En encuestas por cuestionarios, el problema de la falta de respuesta puede ser grave; un inves-
tigador tiene suerte si obtiene una tasa de respuesta de 40%. El analisis basado en dicha tasa
de respuesta parcial quizé no refleje de verdad el comportamiento del 60% que no respondid,
y ocasione, por consiguiente, un sesgo de selectividad (muestral). Ademas, existe el problema
de quienes responden el cuestionario pero no todas las preguntas, sobre todo las que son deli-
cadas por tratar cuestiones financieras, lo que genera un sesgo adicional de selectividad.

4. Los métodos de muestreo para obtencion de datos llegan a variar tanto que a menudo es dificil
comparar los resultados de las diversas muestras.

5. Las cifras econdmicas suelen estar disponibles en niveles muy agregados. Por ejemplo, la
mayor parte de los macrodatos (como el PIB, empleo, inflacién, desempleo) estan disponibles
para la economia en su conjunto, o, en el mejor de los casos, para algunas regiones geograficas
muy amplias. Los datos con estos niveles tan elevados de agregacion tal vez no ilustren mucho
sobre los sujetos o las microunidades objeto de estudio.

6. Debido a su caracter confidencial, ciertos datos s6lo pueden publicarse en forma muy agregada.
En el caso de Estados Unidos, por ejemplo, 1a ley prohibe al IRS (hacienda) revelar informacion
sobre declaraciones de impuestos individuales; s6lo puede revelar algunos datos generales. Por
consiguiente, si se desea conocer el monto gastado en salud por los individuos con cierto nivel
de ingresos, so6lo es posible en un nivel muy agregado. Pero los macroandlisis de este tipo con
frecuencia resultan insuficientes para revelar la dindmica del comportamiento de las microuni-
dades. De igual forma, el Departamento de Comercio estadounidense, que levanta el censo
de empresas cada cinco afos, no tiene autorizacidén para revelar informacién sobre produc-
cion, empleo, consumo de energia, gastos de investigacion y desarrollo, etc., de las empresas.
Asi, es dificil estudiar las diferencias entre las empresas en estos aspectos.

Por estos problemas, y muchos mas, el investigador debe tener siempre en mente que
el resultado de la investigacion sera tan bueno como lo sea la calidad de los datos. Por
tanto, si en algunas situaciones los investigadores concluyen que los resultados de la investi-
gacion son “insatisfactorios”, la causa puede ser la mala calidad de los datos y no un modelo
equivocado. Por desgracia, debido a la naturaleza no experimental de los datos de la mayoria
de los estudios de ciencias sociales, los investigadores con frecuencia no tienen mas remedio
que depender de la informacion disponible. Sin embargo, siempre deben tener presente que los
datos pueden no ser los mejores y tratar de no ser muy dogmaticos sobre los resultados de un
estudio dado, sobre todo cuando la calidad de los datos no es confiable.

Una observacion sobre las escalas de medicion de las variables'®

Las variables que a menudo encontrara se clasifican en cuatro categorias generales: escala de
razon, escala de intervalo, escala ordinal y escala nominal. Es importante comprender cada una.

15 para un examen critico, ver O. Morgenstern, The Accuracy of Economic Observations, 2a. ed., Princeton
University Press, Princeton, Nueva Jersey, 1963.

16 El siguiente analisis se basa en gran medida en Aris Spanos, Probability Theory and Statistical Inference: Eco-
nometric Modeling with Observational Data, Cambridge University Press, Nueva York, 1999, p. 24.
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Escala de razon

Para la variable X, al tomar dos valores (X y X»), la razoén X /X, y la distancia (X, — X}) son can-
tidades con un significado. Asimismo, hay un ordenamiento natural (ascendente o descendente)
de los valores a lo largo de la escala. En virtud de lo anterior, son sensatas las comparaciones
como X; < X; o X; > Xj. En su mayoria, las variables econdmicas pertenecen a esta categoria.
Por consiguiente, no es descabellado preguntar a cuanto asciende el PIB de este afio en compa-
racion con el del afio anterior. El ingreso personal, en ddlares, es una variable de razon; alguien
que gana 100 000 doélares recibe el doble que quien percibe 50 000 (antes de impuestos, desde
luego).

Escala de intervalo

Una variable en escala de intervalo satisface las dos ultimas propiedades de la variable en escala
de razon, pero no la primera. Por tanto, la distancia entre dos periodos, (digamos 2000-1995),
tiene significado, no asi la razén de dos periodos (2000/1995). A las 11 de la mafana (hora de la
costa del Pacifico de Estados Unidos) del 11 de agosto de 2007 se registr6 en Portland, Oregon,
una temperatura de 60° Fahrenheit (15.5° Celsius), y en Tallahassee, Florida, de 90° F (32° C).
La temperatura con esta escala no se mide en escala de razon pues no tiene sentido decir que en
Tallahassee hizo 50% mas calor que en Portland. Esto se debe sobre todo a que la escala Fahren-
heit no usa 0° como base natural.

Escala ordinal

Una variable pertenece a esta categoria solo si satisface la tercera propiedad de la escala de razén
(es decir, el orden natural), como los sistemas de calificaciones por letras (A, B, C) o los niveles
de ingresos alto, medio y bajo). Para estas variables hay un orden, pero las distancias entre las ca-
tegorias no son cuantificables. Los estudiantes de economia recordaran las curvas de indiferencia
entre dos bienes, en donde una curva superior de indiferencia sefiala un mayor nivel de utilidad,
pero no se puede cuantificar en qué medida una curva de indiferencia es mayor que otra.

Escala nominal

Las variables de esta categoria no tienen ninguna caracteristica de las variables en escala de
razén. Las variables como el género (masculino y femenino) y el estado civil (casado, soltero,
divorciado, separado) simplemente denotan categorias. Pregunta: ;por qué no expresar dichas
variables con las escalas de razon, intervalo u orden?

Como veremos, las técnicas econométricas adecuadas para las variables en escala de razon no
resultarian pertinentes para las variables en escala nominal. En consecuencia, es importante tener
en mente las diferencias entre los cuatro tipos de escalas de medicion recién analizadas.

Resumen y
conclusiones

1. La idea fundamental del analisis de regresion es la dependencia estadistica de una variable, la
dependiente, respecto de otra o mas variables, las explicativas.

2. El objetivo de tal analisis es estimar o predecir la media o el valor promedio de la variable
dependiente con base en los valores conocidos o fijos de las explicativas.

3. Enla practica, un buen analisis de regresion depende de la disponibilidad de datos apropiados.
En este capitulo analizamos la naturaleza, fuentes y limitaciones de los datos disponibles para
la investigacion, en especial en las ciencias sociales.

4. En toda investigacion se debe sefialar con claridad las fuentes de los datos para el analisis, sus
definiciones, sus métodos de recoleccion y cualquier laguna u omision en ellos, asi como toda
revision que se les haya aplicado. Tenga en cuenta que los datos macroeconémicos que publica
el gobierno con frecuencia son objeto de revision.

5. Como el lector tal vez no tenga tiempo, energia o recursos para llegar a la fuente original de
los datos, tiene el derecho de suponer que el investigador los recopild de manera apropiada, y
que los calculos y analisis son correctos.



EJERCICIOS

TABLA 1.3

IPC de siete paises
industrializados,
1980-2005
(1982-1984 = 100)

Fuente: Economic Report of the
President, 2007, tabla 108, p. 354.
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1.1. La tabla 1.3 proporciona datos sobre el indice de precios al consumidor de siete paises in-
dustrializados, cuya base es 1982-1984 = 100.

a) A partir de estos datos, calcule la tasa de inflacion en cada pais.!”
b) Grafique la tasa de inflacion de cada nacion en funcion del tiempo (es decir, asigne el eje
horizontal al tiempo, y el vertical, a la tasa de inflacion).
¢) (Qué conclusiones generales surgen respecto de la inflacion en los siete paises?
d) (Qué pais tiene, al parecer, la tasa de inflacion mas variable? ;Puede explicarlo?
1.2. a) Use latabla 1.3 para trazar la grafica de la tasa de inflacion de Canada, Francia, Alema-
nia, Italia, Japon y Gran Bretaiia, en comparacion con la de Estados Unidos.
b) Comente en términos generales el comportamiento de la tasa de inflacion de los seis
paises, en comparacion con la de Estados Unidos.
¢) Si descubre que las tasas de inflacion de esos seis paises tienen la misma direccion que
la de Estados Unidos, /esto indicaria que la inflacién en Estados Unidos “provoca” la
inflacion en los demas paises? ;Por qué?
Estados Gran
Afo Unidos Canada Japén Francia Alemania Italia Bretaria
1980 82.4 76.1 91.0 72.2 86.7 63.9 78.5
1981 90.9 85.6 95.3 81.8 92.2 75.5 87.9
1982 96.5 94.9 98.1 91.7 97.0 87.8 95.4
1983 99.6 100.4 99.8 100.3 100.3 100.8 99.8
1984 103.9 104.7 102.1 108.0 102.7 111.4 104.8
1985 107.6 109.0 104.2 114.3 104.8 121.7 111.1
1986 109.6 113.5 104.9 117.2 104.6 128.9 114.9
1987 113.6 118.4 104.9 121.1 104.9 135.1 119.7
1988 118.3 123.2 105.6 124.3 106.3 141.9 125.6
1989 124.0 129.3 108.0 128.7 109.2 150.7 135.4
1990 130.7 135.5 111.4 132.9 112.2 160.4 148.2
1991 136.2 143.1 115.0 137.2 116.3 170.5 156.9
1992 140.3 145.3 117.0 140.4 122.2 179.5 162.7
1993 144.5 147.9 118.5 143.4 127.6 187.7 165.3
1994 148.2 148.2 119.3 145.8 131.1 195.3 169.3
1995 152.4 151.4 119.2 148.4 133.3 205.6 175.2
1996 156.9 153.8 119.3 151.4 135.3 213.8 179.4
1997 160.5 156.3 121.5 153.2 137.8 218.2 185.1
1998 163.0 157.8 122.2 154.2 139.1 222.5 191.4
1999 166.6 160.5 121.8 155.0 140.0 226.2 194.3
2000 172.2 164.9 121.0 157.6 142.0 231.9 200.1
2001 177.1 169.1 120.1 160.2 144.8 238.3 203.6
2002 179.9 172.9 119.0 163.3 146.7 2443 207.0
2003 184.0 177.7 118.7 166.7 148.3 250.8 213.0
2004 188.9 181.0 118.7 170.3 150.8 256.3 219.4
2005 195.3 184.9 118.3 173.2 153.7 261.3 225.6

17 Reste del IPC del afio en cuestién el IPC del afio anterior, divida la diferencia entre el IPC del afio anterior
y multiplique el resultado por 100. Asi, la tasa de inflacién de Canadé4 en 1981 fue de [(85.6 — 76.1)/76.1]
x 100 = 12.48% (aproximadamente).
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1.3. En la tabla 1.4 se presentan los tipos de cambio de nueve paises industrializados corres-
pondientes a 1985-2006. Excepto para Gran Bretafia, el tipo de cambio se define como las
unidades de la divisa equivalentes a un dolar estadounidense; para ese pais, se define como
el nimero de ddlares estadounidenses que se cambian por una libra inglesa.

a) Grafique los tipos de cambio en funcion del tiempo y comente el comportamiento gene-
ral de los tipos de cambio durante el periodo.

b) Se dice que el dolar tiene una apreciacion si se compran mas unidades de una divisa.
Por el contrario, se dice que sufre una depreciacion si se adquieren menos divisas. En el
periodo 1985-2006, en general, ;qué comportamiento tuvo el dolar estadounidense? A
propdsito, busque en un texto de macroeconomia o economia internacional los factores
que determinan la apreciacion o depreciacion de una moneda.

1.4. En latabla 1.5 aparecen los datos en los que se basa la oferta de dinero M1 de la figura 1.5.
(Puede explicar por qué se incremento la oferta de dinero durante el periodo que se muestra
en la tabla?

1.5. Suponga que va a crear un modelo economico de actividades delictivas en el que considere
las horas invertidas en ellas (por ejemplo, en la venta de drogas). ;Qué variables tomaria en
cuenta para crear dicho modelo? Vea si su modelo se asemeja al del economista ganador del
premio Nobel, Gary Becker.!®

TABLA 1.4 Tipos de cambio de nueve paises: 1985-2006

R. P. de Corea Gran
Ao Australia Canada China Japon México del Sur Suecia Suiza Bretana
1985 0.7003 1.3659 2.9434 238.47 0.257 872.45 8.6032 2.4552 1.2974
1986 0.6709 1.3896 3.4616 168.35 0.612 884.60 7.1273 1.7979 1.4677
1987 0.7014 1.3259 3.7314 144.60 1.378 826.16 6.3469 1.4918 1.6398
1988 0.7841 1.2306 3.7314 128.17 2.273 734.52 6.1370 1.4643 1.7813
1989 0.7919 1.1842 3.7673 138.07 2.461 674.13 6.4559 1.6369 1.6382
1990 0.7807 1.1668 4.7921 145.00 2.813 710.64 5.9231 1.3901 1.7841
1991 0.7787 1.1460 5.3337 134.59 3.018 736.73 6.0521 1.4356 1.7674
1992 0.7352 1.2085 5.5206 126.78 3.095 784.66 5.8258 1.4064 1.7663
1993 0.6799 1.2902 5.7795 111.08 3.116 805.75 7.7956 1.4781 1.5016
1994 0.7316 1.3664 8.6397 102.18 3.385 806.93 7.7161 1.3667 1.5319
1995 0.7407 1.3725 8.3700 93.96 6.447 772.69 7.1406 1.1812 1.5785
1996 0.7828 1.3638 8.3389 108.78 7.600 805.00 6.7082 1.2361 1.5607
1997 0.7437 1.3849 8.3193 121.06 7.918 953.19 7.6446 1.4514 1.6376
1998 0.6291 1.4836 8.3008 130.99 9.152 1 400.40 7.9522 1.4506 1.6573
1999 0.6454 1.4858 8.2783 113.73 9.553 1189.84 8.2740 1.5045 1.6172
2000 0.5815 1.4855 8.2784 107.80 9.459 1130.90 9.1735 1.6904 1.5156
2001 0.5169 1.5487 8.2770 121.57 9.337 1292.02 10.3425 1.6891 1.4396
2002 0.5437 1.5704 8.2771 125.22 9.663 1 250.31 9.7233 1.5567 1.5025
2003 0.6524 1.4008 8.2772 115.94 10.793 1192.08 8.0787 1.3450 1.6347
2004 0.7365 1.3017 8.2768 108.15 11.290 1145.24 7.3480 1.2428 1.8330
2005 0.7627 1.2115 8.1936 110.11 10.894 1023.75 7.4710 1.2459 1.8204
2006 0.7535 1.1340 7.9723 116.31 10.906 954.32 7.3718 1.2532 1.8434

Fuente: Economic Report of the President, 2007, tabla B-110, p. 356.

18 G. S. Becker, “Crime and Punishment: An Economic Approach”, Journal of Political Economy, vol. 76, 1968,
pp. 169-217.




TABLA 1.5

Oferta de dinero

M1 ajustada por
estacionalidad: enero de
1959-julio de 1999 (miles
de millones de délares)

Fuente: Board of Governors,
Federal Reserve Bank, Estados
Unidos.
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1959:01 138.8900 139.3900 139.7400 139.6900 140.6800 141.1700
1959:07 141.7000 141.9000 141.0100 140.4700 140.3800 139.9500
1960:01 139.9800 139.8700 139.7500 139.5600 139.6100  139.5800
1960:07 140.1800 141.3100 141.1800 140.9200 140.8600  140.6900
1961:01 141.0600 141.6000 141.8700 142.1300 142.6600 142.8800
1961:07 142.9200 143.4900 143.7800 144.1400 144.7600 145.2000
1962:01 145.2400 145.6600 145.9600 146.4000 146.8400 146.5800
1962:07 146.4600 146.5700 146.3000 146.7100 147.2900 147.8200
1963:01 148.2600 148.9000 149.1700 149.7000 150.3900  150.4300
1963:07 151.3400 151.7800 151.9800 152.5500 153.6500  153.2900
1964:01 153.7400 154.3100 154.4800 154.7700 155.3300 155.6200
1964:07 156.8000 157.8200 158.7500 159.2400 159.9600 160.3000
1965:01 160.7100 160.9400 161.4700 162.0300 161.7000 162.1900
1965:07 163.0500 163.6800 164.8500 165.9700 166.7100 167.8500
1966:01 169.0800 169.6200 170.5100 171.8100 171.3300 171.5700
1966:07 170.3100 170.8100 171.9700 171.1600 171.3800 172.0300
1967:01 171.8600 172.9900 174.8100 174.1700 175.6800 177.0200
1967:07 178.1300 179.7100 180.6800 181.6400 182.3800 183.2600
1968:01 184.3300 184.7100 185.4700 186.6000 187.9900 189.4200
1968:07 190.4900 191.8400 192.7400 194.0200 196.0200 197.4100
1969:01 198.6900 199.3500 200.0200 200.7100 200.8100  201.2700
1969:07 201.6600 201.7300 202.1000 202.9000 203.5700  203.8800
1970:01 206.2200 205.0000 205.7500 206.7200 207.2200 207.5400
1970:07 207.9800 209.9300 211.8000 212.8800 213.6600 214.4100
1971:01 215.5400 217.4200 218.7700 220.0000 222.0200 223.4500
1971:07 224.8500 225.5800 226.4700 227.1600 227.7600  228.3200
1972:01 230.0900 232.3200 234.3000 235.5800 235.8900  236.6200
1972:07 238.7900 240.9300 243.1800 245.0200 246.4100 249.2500
1973:01 251.4700 252.1500 251.6700 252.7400 254.8900 256.6900
1973:07 257.5400 257.7600 257.8600 259.0400 260.9800 262.8800
1974:01 263.7600 265.3100 266.6800 267.2000 267.5600 268.4400
1974:07 269.2700 270.1200 271.0500 272.3500 273.7100  274.2000
1975:01 273.9000 275.0000 276.4200 276.1700 279.2000  282.4300
1975:07 283.6800 284.1500 285.6900 285.3900 286.8300 287.0700
1976:01 288.4200 290.7600 292.7000 294.6600 295.9300 296.1600
1976:07 297.2000 299.0500 299.6700 302.0400 303.5900 306.2500
1977:01 308.2600 311.5400 313.9400 316.0200 317.1900 318.7100
1977:07 320.1900 322.2700 324.4800 326.4000 328.6400  330.8700
1978:01 334.4000 335.3000 336.9600 339.9200 344.8600  346.8000
1978:07 347.6300 349.6600 352.2600 353.3500 355.4100 357.2800
1979:01 358.6000 359.9100 362.4500 368.0500 369.5900 373.3400
1979:07 377.2100 378.8200 379.2800 380.8700 380.8100 381.7700
1980:01 385.8500 389.7000 388.1300 383.4400 384.6000  389.4600
1980:07 394.9100 400.0600 405.3600 409.0600 410.3700  408.0600
1981:01 410.8300 414.3800 418.6900 427.0600 424.4300 425.5000
1981:07 427.9000 427.8500 427.4600 428.4500 430.8800 436.1700
1982:01 442.1300 441.4900 442.3700 446.7800 446.5300 447.8900
1982:07 449.0900 452.4900 457.5000 464.5700 471.1200 474.3000
1983:01 476.6800 483.8500 490.1800 492.7700 499.7800  504.3500
1983:07 508.9600 511.6000 513.4100 517.2100 518.5300  520.7900
1984:01 524.4000 526.9900 530.7800 534.0300 536.5900 540.5400
1984:07 542.1300 542.3900 543.8600 543.8700 547.3200 551.1900
1985:01 555.6600 562.4800 565.7400 569.5500 575.0700 583.1700
1985:07 590.8200 598.0600 604.4700 607.9100 611.8300 619.3600
1986:01 620.4000 624.1400 632.8100 640.3500 652.0100 661.5200

(contintia)
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TABLA 1.5 1986:07 672.2000  680.7700  688.5100  695.2600  705.2400  724.2800

(continuacién) 1987:01 729.3400  729.8400  733.0100  743.3900  746.0000  743.7200
1987:07 744.9600  746.9600  748.6600  756.5000  752.8300  749.6800
1988:01 755.5500  757.0700  761.1800  767.5700  771.6800  779.1000
1988:07 783.4000  785.0800  784.8200  783.6300  784.4600  786.2600
1989:01 784.9200  783.4000  782.7400  778.8200  774.7900  774.2200
1989:07 779.7100  781.1400  782.2000  787.0500  787.9500  792.5700
1990:01 794.9300  797.6500  801.2500  806.2400  804.3600  810.3300
1990:07 811.8000  817.8500  821.8300  820.3000  822.0600  824.5600
1991:01 826.7300  832.4000  838.6200  842.7300  848.9600  858.3300
1991:07 862.9500  868.6500  871.5600  878.4000  887.9500  896.7000
1992:01 910.4900  925.1300  936.0000  943.8900  950.7800  954.7100
1992:07 964.6000  975.7100  988.8400 1004.340 1016.040 1 024.450
1993:01  1030.900 1033.150 1037.990 1047.470 1066.220 1075.610
1993:07  1085.880 1095560 1105430 1113.800 1123.900 1129.310
1994:01 1132200 1136.130  1139.910 1141.420 1142.850 1 145.650
1994:07 1151490 1151.390  1152.440 1150410 1150.440 1 149.750
1995:01  1150.640 1146.740 1146.520 1149.480 1144.650 1 144.240
1995:07  1146.500 1146.100 1142.270 1136.430 1133.550 1126.730
1996:01  1122.580 1117.530 1122.590 1124.520 1116.300 1115.470
1996:07 1112340 1102.180 1095.610 1082.560 1080.490 1 081.340
1997:01  1080.520 1076.200 1072.420 1067.450 1063.370 1 065.990
1997:07 1067.570 1072.080 1064.820 1062.060 1067.530 1074.870
1998:01  1073.810 1076.020 1080.650 1082.090 1078.170 1077.780
1998:07 1075.370 1072.210 1074.650 1080.400 1088.960 1093.350
1999:01  1091.000 1092.650 1102.010 1108.400 1104.750 1101.110
1999:07  1099.530 1102.400 1 093.460

1.6. Experimentos controlados en economia: El 7 de abril de 2000, el presidente Clinton con-
virtié en ley una propuesta aprobada por ambas camaras legislativas estadounidenses me-
diante la cual se eliminaban las limitaciones de beneficios para los derechohabientes del
sistema de seguridad social. Antes de esa ley, los derechohabientes de entre 65 y 69 afios
con percepciones mayores de 17 000 dolares al afio perdian el equivalente a un délar de las
prestaciones de seguridad social por cada 3 ddlares de ingresos que excedieran 17 000 do-
lares. {Como se planearia un estudio que evaluara el efecto de este cambio en la ley? Nota:
En la ley derogada no habia restriccion de ingresos para los derechohabientes de mas de 70
afios.

1.7. Los datos de la tabla 1.6 se publicaron el primero de marzo de 1984 en el periddico The
Wall Street Journal. Se refieren al presupuesto publicitario (en millones de ddlares) de 21
empresas en 1983 y a los millones de impactos semanales (veces que los clientes ven los
anuncios de los productos de dichas compaifiias por semana). La informacion se basa en una
encuesta a4 000 adultos en la que se pidio a los usuarios de los productos que mencionaran
un comercial que hubieran visto en la semana anterior y que tuviera que ver con la categoria
del producto.

a) Trace una grafica con los impactos en el eje vertical y el gasto publicitario en el hori-
zontal.

b) (Qué se puede decir sobre la relacion entre ambas variables?

c) Al observar la grafica, ;cree que es redituable el gasto en publicidad? Piense en todos
los comerciales que se transmiten el domingo que se juega el Super Bowl o durante la
Serie Mundial del beisbol estadounidense.

Nota: En los siguientes capitulos estudiaremos mas a fondo los datos de la tabla 1.6.




TABLA 1.6
Efecto del gasto en
publicidad

Fuente: http://lib.stat.cmu.edu/
DASL/Datafiles/tvadsdat.html.

Capitulo 1

Naturaleza del analisis de regresion
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Empresa
Miller Lite

. Pepsi

. Stroh’s

. Fed’l Express
. Burger King
. Coca-Cola

McDonald’s
MClI
Diet Cola

. Ford

. Levi's

. Bud Lite

. ATT/Bell

. Calvin Klein
. Wendy'’s

. Polaroid

. Shasta

. Meow Mix

. Oscar Meyer
. Crest

. Kibbles ‘N Bits

Impactos,
millones
32.1
99.6
11.7
21.9
60.8
78.6
92.4
50.7
21.4
40.1
40.8
10.4
88.9
12.0
29.2
38.0
10.0
12.3
234
71.1

4.4

Gasto, millones de
délares de 1983

50.1
74.1
19.3
22.9
82.4
40.1
185.9
26.9
20.4
166.2
27.0
45.6
154.9
5.0
49.7
26.9
5.7
7.6
9.2
32.4
6.1




Capitulo

Analisis de regresion
con dos variables:
algunas ideas basicas

En el capitulo 1 vimos el concepto de regresion en términos generales. En este capitulo lo abor-
damos mas formalmente. De manera especifica, este capitulo y los tres siguientes introduciran
al lector a la teoria basica del analisis de regresion mas sencillo posible, es decir, la regresion
bivariable o con dos variables, en la cual la variable dependiente (la regresada) se relaciona
con una sola variable explicativa (la regresora). Consideremos primero este caso no necesa-
riamente por su adecuacion practica, sino porque presenta las ideas fundamentales del analisis
de regresion de la manera mas sencilla posible, y algunas de estas ideas pueden ilustrarse con
diagramas bidimensionales. Ademas, como veremos, el analisis de regresion multiple, mas ge-
neral, en el que la regresada se relaciona con mas de una regresora, es, en muchos sentidos, una
extension logica del caso de dos variables.

2.1 Ejemplo hipotético!

Como se sefiald en la seccion 1.2, el analisis de regresion se relaciona en gran medida con la
estimacion o prediccion de la media (de la poblacion) o valor promedio de la variable depen-
diente, con base en los valores conocidos o fijos de las variables explicativas.? Para entender esto,
consideremos los datos de la tabla 2.1. Estos datos se refieren a la poblacion total de 60 familias
de una comunidad hipotética, asi como a su ingreso semanal (X) y su gasto de consumo semanal
(Y), en ddlares. Las 60 familias se dividen en 10 grupos de ingresos (de 80 ddlares a 260); asi-
mismo, aparecen los gastos semanales de cada familia de los diversos grupos. Por consiguiente,
hay 10 valores fijos de X y los correspondientes valores Y para cada valor X; asi, hay 10 subpo-
blaciones Y.

Se observa una variacion considerable en el consumo semanal de cada grupo de ingreso, lo
cual se aprecia con claridad en la figura 2.1. No obstante, el panorama general es que, a pesar
de la variabilidad del consumo semanal en cada nivel de ingreso considerado, en promedio, ¢l
consumo semanal se incrementa a medida que aumenta el ingreso. Para verificar lo anterior, en la

' Se recomienda al lector cuyos conocimientos de estadistica estén un poco empolvados que, para refrescar-
los, antes de leer este capitulo consulte el apéndice estadistico, apéndice A.

2 El valor esperado, esperanza o media poblacional de una variable aleatoria Y se denota con el simbolo E(Y).
Por otra parte, el valor medio calculado a partir de una muestra de valores tomada de una poblacién Y se
denota como Y, y se lee “Y barra”.



TABLA 2.1
Ingreso familiar
semanal X, $

FIGURA 2.1
Distribucion condicional
del gasto en varios nive-
les de ingreso (datos de la
tabla 2.1).
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X—
Y 80 100 120 140 160 180 200 220 240 260
J

Consumo familiar 55 65 79 80 102 110 120 135 137 150
semanal Y, $ 60 70 84 93 107 115 136 137 145 152
65 74 90 95 110 120 140 140 155 175
70 80 94 103 116 130 144 152 165 178
75 85 98 108 118 135 145 157 175 180
— 88 — 113 125 140 — 160 189 185
- - - 115 - - - 162 - 191
Total 325 462 445 707 678 750 685 1043 966 1211
Media condicional 65 77 89 101 113 125 137 149 161 173

de ¥, E(Y|X)

tabla 2.1 se proporciona la media, o promedio, del consumo semanal que corresponde a cada uno
de los 10 niveles de ingresos. Asi, al nivel de ingreso de 80 ddlares le corresponde una media de
consumo igual a 65 dolares, pero para el nivel de 200, la media es de 137. En total hay 10 valores
medios para las 10 subpoblaciones de Y. A estos valores medios se les llama valores esperados
condicionales, en virtud de que dependen de los valores de la variable (condicional) X. En forma
simbolica, se denotan con E(Y | X), lo cual se lee como el valor esperado de Y, dado el valor de
X (ver también la tabla 2.2).

Es importante distinguir entre los valores esperados condicionales y el valor esperado in-
condicional del consumo semanal, E(Y). Si sumamos los consumos semanales de las 60 familias
que forman la poblacion y dividimos este nimero entre 60, obtendremos la cantidad de 121.20
dolares ($7 272/60), que es el valor de la media incondicional, o esperada, del consumo sema-
nal, E(Y); es incondicional porque, para obtener esta cifra, obviamos los niveles de ingreso de
las diversas familias.> Como es logico, los diferentes valores esperados condicionales de Y de la

200
® E(YIX)

—_

w1

o
T

100 |

Consumo semanal, $

50 | | | | | | | | | |
80 100 120 140 160 180 200 220 240 260

Ingreso semanal, $

3 Como se muestra en el apéndice A, los valores de las medias condicionales e incondicionales suelen
diferir.
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TABLA 2.2
Probabilidades
condicionales p(Y | X})
para los datos de la
tabla 2.1

X—
p()1| X)) 80 100 120 140 160 180 200 220 240 260
o 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
Probabilidades 5 s 5 7 s s 5 7 s 7
condicionales 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
A 5 6 5 7 6 6 5 7 6 7
p(Y| XI) 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
5 6 5 7 6 6 5 7 6 7
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
5 6 5 7 6 6 5 7 6 7
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
5 6 5 7 6 6 5 7 6 7
1 1 1 1 1 1 1
- 6 - 7 6 6 - 7 6 7
1 1 1
- - - 7 - - - 7 - 7
Medias 65 77 89 101 113 125 137 149 161 173
condicionales de Y

tabla 2.1 varian respecto del valor esperado incondicional de ¥, igual a 121.20 délares. Cuando
se plantea la pregunta “;cual es el valor esperado del consumo semanal de una familia?”, la res-
puesta es 121.20 ddlares (la media incondicional). Pero si se pregunta ““;cudl es el valor esperado
del consumo semanal de una familia cuyo ingreso mensual es de 140 ddlares?”, la respuesta es
101 (la media condicional). En otras palabras, a la pregunta ““;cual es la mejor prediccion (media)
del gasto semanal de las familias con un ingreso semanal de 140 dolares?”, la respuesta es 101
dolares. Por consiguiente, conocer el nivel de ingreso permite predecir mejor el valor medio del
consumo que si se ignora esa informacién.* Tal vez sea ésta la esencia del analisis de regresion,
como lo descubriremos a lo largo de este libro.

Los puntos oscuros dentro de circulos de la figura 2.1 muestran los valores medios condicio-
nales de Y, graficados en funcién de los diferentes valores de X. Al unir esos valores obtenemos
la linea de regresion poblacional (LRP), o, mas general, la curva de regresién poblacional
(CRP).> Con palabras més sencillas, es la regresion de ¥ sobre X. El adjetivo “poblacional” se
debe a que en este ejemplo trabajamos con la poblacion total de 60 familias. Por supuesto, en
realidad una poblacion tendria mas familias.

Asi, desde el punto de vista geométrico, una curva de regresion poblacional es tan solo el
lugar geométrico de las medias condicionales de la variable dependiente para los valores fijos
de la(s) variable(s) explicativa(s). En palabras mas simples, es la curva que conecta las medias
de las subpoblaciones de Y que corresponden a los valores dados de la regresora X. Lo anterior se
ve de manera grafica en la figura 2.2.

Esta figura muestra que para cada X (es decir, el nivel de ingresos) existe una poblacién
de valores Y (consumo semanal) que se distribuyen alrededor de la media (condicional) de di-
chos valores Y. Por simplicidad, suponemos que tales valores Y estan distribuidos simétricamente
alrededor de sus respectivos valores medios (condicionales). Asimismo, la recta (o curva) de
regresion pasa a través de los mencionados valores medios (condicionales).

Con estos antecedentes, es 1til para el lector leer de nuevo la definicion de regresion de la
seccién 1.2.

4 Estoy en deuda con James Davidson por esta perspectiva. Ver James Davidson, Econometric Theory,
Blackwell, Oxford, Gran Bretafia, 2000, p. 11.

SEn el presente ejemplo, la LRP es una recta, pero podria ser una curva (ver la figura 2.3).
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FIGURA 2.2 Y
Linea de regresion po-
blacional (datos de la
tabla 2.1).

(®) Media condicional

E(Y1X)

149

Distribucién de
Y dada X = $220

101 |

Consumo semanal, $

(o)}
)]

80 140 220

Ingreso semanal, $

2.2 Concepto de funcion de regresion poblacional (FRP)

De la anterior exposicion, y en especial de las figuras 2.1 y 2.2, es claro que cada media condicio-
nal E(Y | X;) es funcién de X;, donde X; es un valor dado de X. Simboélicamente,

E(Y|X;) = f(X)) (2.2.1)

donde f(X;) denota alguna funcion de la variable explicativa X. En el ejemplo, E(Y | X;) es una
funcion lineal de X;. La ecuacion (2.2.1) se conoce como funcién de esperanza condicional
(FEC), funcién de regresion poblacional (FRP) o regresion poblacional (RP), para abreviar.
Dicha funcion solo denota que el valor esperado de la distribucion de Y dada X; se relaciona
funcionalmente con X;. En otras palabras, dice como la media o respuesta promedio de Y varia
con X.

(Qué forma adopta la funcion f(X;)? Esta pregunta es importante porque en una situacion real
no disponemos de toda la poblacion para efectuar el analisis. La forma funcional de la FRP es por
consiguiente una pregunta empirica, aunque en casos especificos la teoria tiene algo que decir.
Por ejemplo, un economista puede plantear que el consumo manifiesta una relacion lineal con el
ingreso. Por tanto, como primera aproximacion o hipdtesis de trabajo, podemos suponer que la
FRP E(Y | X;) es una funcion lineal de X;, del tipo

E(Y| X)) = B + BX; (2.2.2)

donde B y B; son parametros no conocidos pero fijos que se denominan coeficientes de regre-
sion; B; y B, se conocen también como coeficientes de interseccion y de pendiente, respecti-
vamente. La ecuacion (2.2.1) se conoce como funcion de regresion poblacional lineal. En la
bibliografia aparecen otras expresiones, como modelo de regresion poblacional lineal o s6lo
regresion poblacional lineal. En lo sucesivo, consideraremos sindnimos los términos regresion,
ecuacion de regresion y modelo de regresion.
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En el anadlisis de regresion, la idea es estimar las FRP como la ecuacion (2.2.2); es decir, es-
timar los valores no conocidos de f; y B, con base en las observaciones de Yy X. Veremos este
tema con mas detalle en el capitulo 3.

2.3 Significado del término lineal

Como este texto se relaciona sobre todo con modelos lineales, como la ecuacion (2.2.2), es esen-
cial entender a cabalidad el término lineal, pues se interpreta de dos formas.

Linealidad en las variables

El primer significado, y tal vez el mas “natural”, de linealidad es aquel en que la esperanza
condicional de Y es una funcion lineal de X;, como en la ecuacion (2.2.2).5 Geométricamente,
la curva de regresion en este caso es una recta. En esta interpretacion, una funcion de regresion
como E(Y | X;) = B1 + B>X? no es una funcién lineal porque la variable X aparece elevada a una
potencia o indice de 2.

Linealidad en los parametros

La segunda interpretacion de linealidad se presenta cuando la esperanza condicional de 7Y,
E(Y | X;), es una funcién lineal de los parametros, los 8; puede ser o no lineal en la variable X.” De
acuerdo con esta interpretacion, E(Y | X;) = B + B2 X lz es un modelo de regresion lineal (en el
parametro). Para ver lo anterior, supongamos que X tiene un valor de 3. Por tanto, E(Y | X =3) =
B1 + 9B,, ecuacion a todas luces lineal en 8; y B,. En consecuencia, todos los modelos de la
figura 2.3 son de regresion lineal; es decir, son modelos lineales en los parametros.

Ahora consideremos el modelo E(Y | X;) = 1 + B3 X,. Supongamos también que X = 3; asi
obtenemos E(Y | X;) = B; + 383, que es no lineal respecto del parametro f,. El anterior es un
ejemplo de modelo de regresion no lineal (en el parametro). Analizaremos dichos modelos en
el capitulo 14.

De las dos interpretaciones de linealidad, la linealidad en los parametros es pertinente para el
desarrollo de la teoria de regresion que presentaremos en breve. Por consiguiente, en adelante, el
término regresion “lineal” siempre significard una regresion lineal en los parametros; los 8 (es
decir, los parametros) se elevan solo a la primera potencia. Puede o no ser lineal en las variables
explicativas X. Esquematicamente tenemos la tabla 2.3. Asi, E(Y | X;) = B1 + B2 X;, lineal en los
parametros igual que en las variables, es un modelo de regresion lineal (MRL), lo mismo que
E(Y | X;) = Bi + B2X?, lineal en los parametros pero no lineal en la variable X.

6 Se dice que una funcién Y = f(X) es lineal en X si X aparece elevado a una potencia o indice de 1 sola-
mente (es decir, se excluyen términos como X2, /X y demas), y dicha variable no est4 multiplicada ni divi-
dida por alguna otra variable (por ejemplo, X - Z o X/Z, donde Z es otra variable). Si Y s6lo depende de X,
otra forma de plantear que Y se relaciona linealmente con X es que la tasa de cambio de Y respecto de X (es
decir, la pendiente, o la derivada, de Y respecto de X, dY/dX) es independiente del valor de X. Asi, si Y = 4X,
dY/dX = 4, valor independiente del valor de X. Pero si Y = 4X?, dY/dX = 8X, término que no es indepen-
diente del valor tomado por X. Por consiguiente, la funcién no es lineal en X.

7 Se dice que una funcién es lineal en el parametro, digamos g, si p; aparece elevado a una potencia de 1
solamente y no estd multiplicado ni dividido por ningtin otro pardametro (por ejemplo, 8182, B2/51, etcé-
tera).



FIGURA 2.3

Funciones lineales en los

parametros.

TABLA 2.3
Modelos de regresion
lineal
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Y Y
Cuadratica Exponencial
Y =B+ BoX + B3 X? Y = BB, X

X X

Y

Cubica
Y =B+ BoX + X7+ BsX

X

¢{Modelo lineal en los parametros?  ;Modelo lineal en las variables?

Si No
Si MRL MRL
No MRNL MRNL

Nota: MRL = modelo de regresion lineal
MRNL = modelo de regresion no lineal

2.4 Especificacion estocastica de la FRP

En la figura 2.1 es claro que, a medida que aumenta el ingreso familiar, el consumo familiar, en
promedio, también aumenta. Pero, ;qué sucede con el consumo de una familia en relacién con su
nivel de ingreso (fijo)? Es obvio, por la tabla 2.1 y la figura 2.1, que el consumo de una familia en
particular no necesariamente aumenta a medida que lo hace el nivel de ingreso. Por ejemplo,
en la tabla 2.1 se observa que en el nivel de ingreso de 100 ddlares existe una familia cuyo
consumo, de 65, es menor que el consumo de dos familias cuyo ingreso semanal es solo de 80
dolares. Sin embargo, hay que advertir que el consumo promedio de las familias con ingreso
semanal de 100 es mayor que el consumo promedio de las familias con un ingreso semanal de
80 dolares (77 y 65).

Entonces, ;qué se puede decir sobre la relacion entre el consumo de una familia y un nivel
determinado de ingresos? En la figura 2.1 se ve que, con el nivel de ingresos de X;, el consumo
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de una familia en particular se agrupa alrededor del consumo promedio de todas las familias en
ese nivel de X, es decir, alrededor de su esperanza condicional. Por consiguiente, expresamos la
desviacion de un Y; en particular alrededor de su valor esperado de la manera siguiente:

=Y, — E(Y| X))

donde la desviacién u; es una variable aleatoria no observable que adopta valores positivos o
negativos. Técnicamente, u; se conoce como perturbacion estocastica o término de error es-
tocastico.

(Como se interpreta la ecuacion (2.4.1)? Se puede decir que el gasto de una familia en par-
ticular, segun su nivel de ingreso, se expresa como la suma de dos componentes: 1) E(Y | X;), que
es simplemente la media del consumo de todas las familias con el mismo nivel de ingreso. Este
componente se conoce como componente sistematico, o determinista, y 2) u; que es el compo-
nente aleatorio, o no sistematico. Examinaremos en breve la naturaleza del término de perturba-
cion estocastica, pero por el momento supondremos que es un término gue sustituye o representa
a todas las variables omitidas o ignoradas que puedan afectar a ¥ pero que no se incluyen (o no
pueden incluirse) en el modelo de regresion.

Si suponemos que E(Y | X;) es lineal en X;, como en (2.2.2), la ecuacion (2.4.1) se escribe
como

Yi = E(Y | X)) + u;
= B+ B Xi +u; (2.4.2)

La ecuacioén (2.4.2) plantea que el consumo de una familia se relaciona linealmente con su in-
greso mas el término de perturbacion. Asi, el consumo individual, con X = 80 (ver la tabla 2.1),
se expresa como

Yy =55= 1+ B2(80) +uy
Y, = 60 = B + B2(80) + uz
Y3 = 65 = B1 + B2(80) + u3 (2.4.3)
Yy =70 = B1 + B2(80) + uy
Ys =75 = B1 + B2(80) + us
Ahora, si tomamos el valor esperado de (2.4.1) en ambos lados, obtenemos
E(Y; | Xi) = E[E(Y | Xi)] + E(u; | X;)
= E(Y X))+ E(u; | X;) (2.4.49)

donde se aprovecha que el valor esperado de una constante sea la constante misma.® Observe
con atencioén que en la ecuacion (2.4.4) se tomo la esperanza condicional, condicionada a las X
dadas.

Como E(Y; | X;) es lo mismo que E(Y | X)), la ecuacién (2.4.4) implica que

E(u;i | X;) =0 (2.4.5)

8Ver en el apéndice A un breve analisis de las propiedades del operador de esperanza E. Observe que
E(Y| X;), una vez fijo el valor de X;, es una constante.
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Asi, el supuesto de que la linea de regresion pasa a través de las medias condicionales de Y (ver
la figura 2.2) implica que los valores de la media condicional de u; (condicionados al valor dado
de X) son cero.

De la exposicion anterior es claro que (2.2.2) y (2.4.2) son formas equivalentes si E(u; | X;) =
0.” Pero la especificacion estocastica (2.4.2) tiene la ventaja que muestra claramente otras varia-
bles, ademas del ingreso, que afectan el consumo, y que el consumo de una familia no se explica
en su totalidad sélo por la(s) variable(s) en el modelo de regresion.

2.5 Importancia del término de perturbacion estocastica

Como anotamos en la seccion 2.4, el término de perturbacion u; es un sustituto de todas las varia-
bles que se omiten en el modelo, pero que, en conjunto, afectan a Y. La pregunta obvia es: jpor
qué no se introducen explicitamente estas variables en el modelo? O de otra forma, ;por qué no
se crea un modelo de regresion multiple con tantas variables como sea posible? Las razones son
muchas.

1. Vaguedad de la teoria: De existir una teoria que determine el comportamiento de Y, podria
estar incompleta, y con frecuencia lo esta. Se tendria quiza la certeza de que el ingreso semanal X
afecta el consumo semanal Y, pero también ignorariamos, o no tendriamos la seguridad, sobre las
demas variables que afectan a Y. Por consiguiente, u; sirve como sustituto de todas las variables
excluidas u omitidas del modelo.

2. Falta de disponibilidad de datos: Aunque se conozcan algunas variables excluidas y se
considerara por tanto una regresion multiple en lugar de una simple, tal vez no se cuente con in-
formacion cuantitativa sobre esas variables. Es comun en el andlisis empirico que no se disponga
de los datos que idealmente se desearia tener. Por ejemplo, en principio se puede introducir la ri-
queza familiar como variable explicativa adicional a la variable ingreso para explicar el consumo
familiar. Pero, por desgracia, la informacion sobre riqueza familiar por lo general no esta dispo-
nible. Asi, no habria mas que omitir la variable riqueza del modelo a pesar de su gran relevancia
teorica para explicar el consumo.

3. Variables centrales y variables periféricas: Suponga en el ejemplo consumo-ingreso que
ademas del ingreso X hay otras variables que afectan también el consumo, como el nimero de
hijos por familia X5, el sexo X3, la religion Xy, la educacion Xs y la region geografica Xg. Pero es
muy posible que la influencia conjunta de todas o algunas de estas variables sea muy pequeiia, o
a lo mejor no sistematica ni aleatoria, y que desde el punto de vista practico y por consideracio-
nes de costo no se justifique su introduccion explicita en el modelo. Cabria esperar que su efecto
combinado pueda tratarse como una variable aleatoria ;.'°

4. Aleatoriedad intrinseca en el comportamiento humano: Aunque se logre introducir en el
modelo todas las variables pertinentes, es posible que se presente alguna aleatoriedad “intrin-
seca” en Y que no se explique, a pesar de todos los esfuerzos que se inviertan. Las perturbaciones,
u, pueden reflejar muy bien esta aleatoriedad intrinseca.

5. Variables representantes (proxy) inadecuadas: A pesar de que el modelo clasico de regre-
sion (que veremos en el capitulo 3) supone que las variables Y y X se miden con precision, en la
practica, los datos pueden estar plagados de errores de medicion. Consideremos, por ejemplo,

9 En efecto, en el método de minimos cuadrados que veremos en el capitulo 3 se supone explicitamente que
E(ui| Xi) = 0. Ver la seccién 3.2.
10 Otra dificultad es que no es facil cuantificar variables como sexo, educacién y religion.
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la famosa teoria de la funcién de consumo postulada por Milton Friedman.!! El considera el
consumo permanente (Y?) como funcién del ingreso permanente (X?). Pero como la informacion
sobre estas variables no es observable directamente, en la practica se utilizan variables repre-
sentantes (proxy), como el consumo actual (1) y el ingreso actual (X'), que si son observables.
Como las Y y las X observadas pueden no ser iguales a Y” y X7, existe el problema de errores
de medicidon. El término de perturbacion u en este caso puede representar también los errores de
medicién. Como veremos en un capitulo posterior, de existir tales errores de medicion, pueden
tener graves repercusiones en la estimacion de los coeficientes de regresion, S.

6. Principio de parsimonia: De acuerdo con el principio de la navaja de Occam,'? conviene

mantener el modelo de regresion lo mas sencillo posible. Si se explica “sustancialmente” el com-
portamiento de Y con dos o tres variables explicativas, y si la teoria no es bastante fuerte para in-
dicar otras variables que pueden incluirse, ;para qué introducir mas variables? Que u; represente
todas las demas variables. Por supuesto, no se deben excluir variables pertinentes e importantes
solo para que el modelo de regresion no se complique.

7. Forma funcional incorrecta: Aunque se cuente con variables tedricamente correctas para
explicar un fenémeno y se obtengan datos sobre ellas, con frecuencia no se conoce la forma de
la relaciéon funcional entre la variable regresada y las regresoras. (Es el consumo una funciéon
lineal (invariable) del ingreso, o es una funcion no lineal (invariable)? Si se trata de lo primero,
Y; = B1 + B2 X1 + u; es larelacion funcional adecuada entre Y'y X, pero en el segundo caso, ¥; =
B+ BX: + B X ,2 + u; puede ser la forma funcional correcta. En los modelos con dos varia-
bles, la forma funcional de la relacion a menudo se puede inferir del diagrama de dispersion. Sin
embargo, en un modelo de regresion multiple no es facil determinar la forma funcional apropiada,
pues los diagramas de dispersion no se visualizan graficamente en multiples dimensiones.

Por todas estas razones, las perturbaciones estocdsticas u; asumen un papel muy valioso en el
analisis de regresion, que apreciaremos a medida que avancemos.

2.6 Funcion de regresion muestral (FRM)

Hasta el momento, nos hemos limitado a la poblacion de valores ¥ que corresponden a valores
fijos de X. Con toda deliberacion evitamos consideraciones muestrales (observe que los datos de
la tabla 2.1 representan la poblacion, no una muestra). No obstante, es momento de enfrentar los
problemas muestrales, porque en la practica lo que se tiene al alcance no es mas que una muestra
de valores de Y que corresponden a algunos valores fijos de X. Por tanto, la labor ahora es estimar
la FRP con base en informacion muestral.

A manera de ilustracion, supongamos que no se conocia la poblacion de la tabla 2.1 y que la
unica informacion que se tenia era una muestra de valores de Y seleccionada al azar para valores
dados de X como se presentan en la tabla 2.4. A diferencia de la tabla 2.1, ahora se tiene s6lo un
valor de Y correspondiente a los valores dados de X; cada Y (dada X;) en la tabla 2.4 se selecciona
aleatoriamente de las Y similares que corresponden a la misma X; de la poblacion de la tabla
2.1.

1 Milton Friedman, A Theory of the Consumption Function, Princeton University Press, Princeton, Nueva Jer-
sey, 1957.

12 “That descriptions be kept as simple as possible until proved inadequate”, The World of Mathematics, vol. 2,
J.R. Newman (ed), Simon & Schuster, Nueva York, 1956, p. 1247, o “Entities should not be multiplied
beyond necessity”, Donald F. Morrison, Applied Linear Statistical Methods, Prentice Hall, Englewood Cliffs,
Nueva Jersey, 1983, p. 58.
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La cuestion es la siguiente: con base en la muestra de la tabla 2.4, ;es posible predecir el
consumo semanal promedio Y de la poblacion en su conjunto correspondiente a los valores de X
seleccionados? En otras palabras, ;/se puede estimar la FRP a partir de los datos de la muestra?
Como el lector con seguridad sospecha, quiza no pueda calcularse la FRP con “precision” debido
a las fluctuaciones muestrales. Para ver esto, supongamos que se toma otra muestra aleatoria de
la poblacion de la tabla 2.1, la cual se presenta en la tabla 2.5.

Al graficar los datos de las tablas 2.4 y 2.5 se obtiene el diagrama de dispersion de la figura
2.4. En el diagrama de dispersion se trazaron dos lineas de regresion muestral con el fin de
“ajustar” razonablemente bien las dispersiones: FRM; se basa en la primera muestra y FRM; en
la segunda. ;Cual de las dos lineas de regresion representa a la linea de regresion poblacional
“verdadera”? Si evitamos la tentacion de mirar la figura 2.1, que a proposito representa la RP,
no hay forma de estar por completo seguro de que alguna de las lineas de regresion de la figura
2.4 representa la verdadera recta (o curva) de regresion poblacional. Las lineas de regresion en

TABLA 2.4 TABLA 2.5
Muestra aleatoria de la Otra muestra aleatoria de la
poblacion de la tabla 2.1 poblacién de la tabla 2.1
Y X Y X
70 80 55 80
65 100 88 100
920 120 90 120
95 140 80 140
110 160 118 160
115 180 120 180
120 200 145 200
140 220 135 220
155 240 145 240
150 260 175 260
FIGURA 2.4 200
Lineas de regresion ba- . o FRM,
sadas en dos muestras X Primera muestra (tabla 2.4) Regresién basada en /// R
diferentes. e Segunda muestra (tabla 2.5) la segunda muestra 1
150
oF
= Regresion basada en
é la primera muestra
2 100
o
=
=
5
@} /// X
50 °

- | | | | | | | | |

" 80 100 120 140 160 180 200 220 240 260

Ingreso semanal, $
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la figura 2.4 se conocen como lineas de regresiéon muestral. Se supone que representan la linea
de regresion poblacional, pero, debido a fluctuaciones muestrales, son, en el mejor de los casos,
solo una aproximacion de la verdadera RP. En general, se obtendrian N FRM diferentes para N
muestras diferentes, y estas FRM no por fuerza son iguales.

Ahora, igual que la FRP en la cual se basa la linea de regresion poblacional, se desarrolla el
concepto de funcion de regresion muestral (FRM) para representar la linea de regresion mues-
tral. La contraparte muestral de la ecuacién (2.2.2) puede escribirse como

Vi =B+ X (2.6.1)

donde ¥ se lee “Y sombrero” o “Y gorra”
¥; = estimador de E(Y|X;)
;§1 = estimador de S,
;§2 = estimador de 8,

Advierta que un estimador, conocido también como estadistico (muestral), no es mas que
una regla, formula o método para estimar el pardmetro poblacional a partir de la informacion
suministrada por la muestra disponible. Un valor numérico particular obtenido por el estimador
en un analisis se conoce como estimacién.'> Cabe sefialar que un estimador es aleatorio, pero
una estimacion no. ({Por qué?)

Ahora, tal como la FRP se expresa en dos formas equivalentes, (2.2.2) y (2.4.2), la FRM
(2.6.1) se expresa en su forma estocastica de la siguiente manera:

Y =B+ BoXi + i (2.6.2)

donde, ademas de los simbolos ya definidos, i; denota el término residual (muestral). Concep-
tualmente, i, es analogo a u; y se considera una estimacion de u;, que se introduce en la FRM por
las mismas razones que se introdujo #; en la FRP.

Asi, para resumir, concluimos que el objetivo principal del analisis de regresion es estimar la
FRP

Yi = B+ BoXi +u; (2.4.2)
con base en la FRM
Y; = B + B + il (2.6.2)

porque son mas frecuentes los casos en que el analisis se basa en una sola muestra tomada de
una poblacion. Pero, debido a fluctuaciones muestrales, la estimacién de la FRP basada en la
FRM es, en el mejor de los casos, una aproximacion. En la figura 2.5 se presenta graficamente
esta aproximacion.

13 Como mencionamos en la Introduccién, un sombrero sobre una variable significa un estimador del valor
poblacional pertinente.
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FIGURA 2.5 Y
Lineas de regresion mues-
tral y poblacional.

FRM: Y, = §, + B,X,
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Para X = Xi se tiene una observacion (muestral), ¥ = Y;. En términos de la FRM, la ¥; obser-
vada se expresa como

>

Y=Y +u; (2.6.3)
y en términos de la FRP, como

Ahora, como es evidente, en la figura 2.5, Y; sobrestima la verdadera E(Y | X;) para la X; que ahi
se muestra. De la misma manera, para cualquier X;, a la izquierda del punto 4, la FRM subesti-
marda la verdadera FRP. Pero el lector puede concluir facilmente que tal sobrestimacion y subes-
timacion es inevitable debido a las fluctuaciones muestrales.

La pregunta critica es ahora: como la FRM es apenas una aproximacion de la FRP, ;se puede
disefiar una regla o método que “acerque” esta aproximacion lo mas posible? En otras palabras,
(como se debe construir la FRM para que B y B> estén tan “cerca” de los verdaderos By B
como sea posible, aunque nunca se lleguen a conocer los verdaderos 8,y f2?

La respuesta ocupara gran parte del capitulo 3. Se advierte aqui que es posible formular pro-
cedimientos para que la FRM refleje la FRP tan fielmente como sea posible. Es fascinante consi-
derar esto aunque en realidad nunca se llegue a determinar la propia FRP.

2.7 Ejemplos ilustrativos

Este capitulo concluye con dos ejemplos.
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EJEMPLO 2.1
Salario promedio
por hora segun la
escolaridad

TABLA 2.6
Salario promedio
por hora segun la
escolaridad

Fuente: Arthur S. Goldberger,
Introductory Econometrics,
Harvard University Press,
Cambridge, Massachusetts,

1998, tabla 1.1, p. 5 (adaptada).

FIGURA 2.6
Relacion entre salario
promedio y escolaridad.

La tabla 2.6 proporciona datos sobre el nivel de estudios (medido en afios de escolaridad), el
salario promedio por hora devengado por las personas por nivel de escolaridad y el nimero de
personas en un nivel de estudios. Ernst Berndt obtuvo originalmente los datos de la tabla de la
encuesta de poblacién de mayo de 1985.14

Al trazar el salario promedio (condicional) en funcién del grado de escolaridad, se obtiene la
gréfica de la figura 2.6. La curva de regresion de la grafica muestra la variacion de los salarios
promedio de acuerdo con el grado de escolaridad; por lo general, aquéllos se incrementan a la
par que el grado de escolaridad, conclusion que no debe causar sorpresa. En un capitulo poste-
rior examinaremos la influencia de otras variables en el salario promedio.

Afos de Salario Numero de
escolaridad promedio, $ personas

6 4.4567 3

7 5.7700 5

8 5.9787 15

9 7.3317 12

10 7.3182 17

11 6.5844 27
12 7.8182 218
13 7.8351 37
14 11.0223 56
15 10.6738 13
16 10.8361 70
17 13.6150 24
18 13.5310 31
Total 528

14 -

e Valor promedio

Salario promedio
- -
© © N

o)}

I

6 8 10 12 14 16 18
Escolaridad

"4 Ernst R. Berndt, The Practice of Econometrics: Classic and Contemporary, Addison Wesley, Reading, Mas-
sachusetts, 1991. Por cierto, es un excelente libro que el lector tal vez quiera leer para averiguar cémo inves-
tigan los econometristas.
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EJEMPLO 2.2
Calificaciones de
matematicas en el
examen SAT segiin
ingreso familiar

FIGURA 2.7
Relacion entre la cali-
ficacion promedio de
matematicas en el exa-
men SAT y el ingreso
familiar promedio.

En la tabla 2.10 del ejercicio 2.17 hay datos sobre el promedio de calificaciones del examen de
aptitud académica (SAT, Scholastic Aptitude Test) de lectura critica, matematicas y redaccién
de 947 347 estudiantes que solicitaron su admisién a licenciatura en 2007. Se representé grafi-
camente la calificacién promedio de matematicas en funcién del ingreso familiar promedio para
obtener la ilustracion de la figura 2.7.

Nota: En virtud de los intervalos abiertos de ingreso para la primera y Ultima categorias de la
tabla 2.10, se supone que el ingreso promedio familiar mas bajo es de 5 000 ddlares, y el mas
alto, de 150 000 délares.

560

540

wl
[\
(=)

Calificacién promedio de matematicas
B ul
% 1<y
S S

460

440 | | | |
0 40 000 80 000 120 000 160 000

Ingreso promedio familiar, $

Como muestra la figura 2.7, la calificacion promedio de matematicas aumenta conforme lo
hace el ingreso familiar. Como el nimero de estudiantes que presentaron el examen SAT es muy
grande, es probable que represente a toda la poblacién de estudiantes que presentaron el exa-
men. Por tanto, también es probable que la linea de regresion trazada en la figura 2.7 represente
la linea de regresién poblacional.

Puede haber varias razones para la relacién positiva entre ambas variables. Por ejemplo, se
puede argumentar que los estudiantes con un mayor ingreso familiar estan en mejores condicio-
nes de costear clases privadas para el examen. Ademas, es mas probable que los estudiantes de
mayores ingresos tengan padres con educacién superior. También es posible que los estudiantes
con calificaciones mas altas de matematicas procedan de mejores escuelas. A usted se le pueden
ocurrir otras explicaciones de la relacion positiva entre las dos variables.
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Resumen y 1. El concepto fundamental del analisis de regresion es el de funcion de esperanza condicional
(FEC), o funcion de regresion poblacional (FRP). El objetivo del andlisis de regresion es
averiguar la forma en que varia el valor promedio de la variable dependiente (o regresada) de
acuerdo con el valor dado de la variable explicativa (o regresora).

2. Este libro trata sobre todo de FRP lineales, es decir, regresiones lineales en los parametros.
Estas pueden ser o no lineales en la variable regresada o las regresoras.

3. Para efectos practicos, la FRP estocastica es la que importa. El término de perturbacion
estocastica u; desempeiia una funcion crucial para estimar la FRP.

4. La FRP es un concepto idealizado, pues en la practica pocas veces se tiene acceso al total de
la poblacion de interés. Por lo general se cuenta s6lo con una muestra de observaciones de la
poblacion. En consecuencia, se utiliza la funcion de regresién muestral estocastica (FRM)
para estimar la FRP; la forma de lograrlo se analiza en el capitulo 3.

conclusiones

EJERCICIOS Preguntas
2.1. ;Cual es la funcion de esperanza condicional o funcion de regresion poblacional?

2.2. (Cual es la diferencia entre la funcion de regresion poblacional y la funcion de regresion
muestral? ;Se trata de distintos nombres para la misma funcion?

2.3. (/Qué papel desempeiia el término de error estocastico u; en el analisis de regresion? ;Cual
es la diferencia entre el término de error estocastico y el residual ;?

2.4. (Por qué es necesario el analisis de regresion? jPor qué no tan solo utilizar el valor medio
de la variable regresada como su mejor valor?

2.5. (Qué se quiere dar a entender con modelo de regresion lineal?

2.6. Determine si los siguientes modelos son lineales en los parametros, en las variables o en
ambos. ;Cuales de estos modelos son de regresion lineal?

Modelo Titulo descriptivo
1 .
a)Yi=p1+ B2 (7> + uj Reciproco
i

b) Yi =B+ B2 In Xi + uj Semilogaritmico
A InY; =81+ B Xi + uj Semilogaritmico inverso
d)InY;= Ingi +B21In X; +uj Logaritmico o doble logaritmico

1
e)InY =g —B <7> + uj Logaritmico reciproco

i

Nota: In = logaritmo natural (es decir, logaritmo base e); u; es el término de perturbacion estocastica. Estudiaremos estos
modelos en el capitulo 6.

2.7. ¢Son modelos de regresion lineal los siguientes? ;Por qué?
a) Y, = ePrrBaXitu;
1

9= 1 + ePrthaXitui

c) lnYi=ﬂ1+ﬁz(%>+ui

d) Y; = B+ (0.75 — B)e PNi=D 4y,
e) Yi =B +,3§Xi + u;




FIGURA 2.8

Tasas de crecimiento de
los salarios y exporta-
ciones reales del sector
manufacturero. Los datos
corresponden a 50 paises
en vias de desarrollo du-
rante 1970-1990.

Fuente: Banco Mundial, World
Development Report 1995, p. 55.
Las fuentes originales son datos

de ONUDI y del Banco Mundial.

2.8.

2.9.

2.10.

2.11.

2.12.

2.13.

Crecimiento promedio de los salarios del
sector manufacturero, % anual
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(Qué se entiende por un modelo de regresion intrinsecamente lineal? Si en el ejercicio
2.7d) B, valiera 0.8, ;seria un modelo de regresion lineal o no lineal?

Considere los siguientes modelos no estocasticos (es decir, modelos sin el término de error
estocastico). /Son lineales estos modelos de regresion? De no serlo, seria posible, con
manipulaciones algebraicas apropiadas, convertirlos en modelos lineales?

1
@) Vg = —e
B1 + B2 X
Xi
b Y= ——F—
B1 + B2 X;
1
o) Y;

Ty exp (—p1 — B2 Xi)

Considere el diagrama de dispersion de la figura 2.8 junto con la linea de regresion. ;Qué
conclusion general deduce de este diagrama? ;La linea de regresion del diagrama es una
linea de regresion poblacional o una linea de regresion muestral?

Del diagrama de dispersion de la figura 2.9, ;qué conclusiones generales deduce? ;En qué
teoria economica se basa este diagrama de dispersion? (Pista: busque cualquier libro de
texto de economia internacional y estudie el modelo de comercio Heckscher-Ohlin).

(Qué revela el diagrama de dispersion de la figura 2.10? Con base en dicho diagrama, ;se
puede decir que las leyes del salario minimo propician el bienestar econdmico?

(La linea de regresion de la figura 1.3, en la Introduccion, es la FRP o la FRM? ;Por qué?
(Como se interpretarian los puntos alrededor de la linea de regresion? Ademas del PIB,
(qué otros factores, o variables, determinarian el consumo personal?

12 -

I I I ¢! I I I ]
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Variacién promedio anual de la razén PIB-exportaciones
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¢ Africa subsahariana
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¢ América Latina y el Caribe
@ Medio Oriente y Norte de Africa
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FIGURA 2.9

Intensidad de la capacidad
en las exportaciones y do-
tacion de capital humano.
Los datos corresponden a
126 paises industrializa-
dos y en vias de desarrollo
en 1985. Los valores tra-
zados en el eje horizontal
son logaritmos de la razon
entre la escolaridad pro-
medio alcanzada en cada
pais y la superficie de
tierra cultivable del pais;
los valores del eje vertical
son logaritmos de la razon
entre las exportaciones de
productos manufacturados
y productos basicos.

Fuente: Banco Mundial, World
Development Report 1995,

p- 59. Fuentes originales:

datos de exportacion de la
Oficina de Estadistica de las
Naciones Unidas, base de datos
COMTRADE; datos sobre
educacion del Programa de

las Naciones Unidas para el
Desarrollo (PNUD), 1990; datos
sobre el uso de la tierra del Banco
Mundial.

FIGURA 2.10

Salario minimo y PIB per
capita. La muestra consta
de 17 paises en vias de de-
sarrollo. Los afios varian
por pais de 1988 a 1992.
Los datos se dan en pre-
cios internacionales.

Fuente: Banco Mundial, World
Development Report 1995, p. 75.
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Ejercicios empiricos
2.14. Se proporcionan los datos de la tabla 2.7 correspondientes a Estados Unidos de 1980 a
2006.

a) Grafique la tasa de participacion de la fuerza laboral civil masculina en funcion de la
tasa de desempleo civil para los hombres. Trace a mano una linea de regresion a través
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TABLA 2.7

Datos sobre la Ano TPFLCM TPFLCF? TDCH3 TDCM* IPH82° IPH®

participacion de la 1980 77.40000 51.50000 6.900000 7.400000 7.990000 6.840000
fuerza laboral de 1981 77.00000 52.10000 7.400000 7.900000 7.880000 7.430000
Estados Unidos en 1980- 1982 76.60000 52.60000 9.900000 9.400000 7.860000 7.860000
2006 1983 76.40000 52.90000 9.900000 9.200000 7.950000 8.190000

1984  76.40000  53.60000  7.400000  7.600000  7.950000 8.480000
Fuente: Economic Report of the 1985  76.30000  54.50000  7.000000  7.400000  7.910000 8.730000
LA 1986  76.30000  55.30000  6.900000  7.100000  7.960000 8.920000
1987  76.20000  56.00000  6.200000  6.200000  7.860000 9.130000
1988  76.20000  56.60000  5.500000  5.600000  7.810000 9.430000
1989  76.40000  57.40000  5.200000  5.400000  7.750000 9.800000
1990  76.40000  57.50000  5.700000  5.500000  7.660000  10.190000
1991 75.80000  57.40000  7.200000  6.400000  7.580000  10.500000
1992  75.80000  57.80000  7.900000  7.000000  7.550000  10.760000
1993  75.40000  57.90000  7.200000  6.600000  7.520000  11.030000
1994  75.10000  58.80000  6.200000  6.000000  7.530000  11.320000
1995  75.00000  58.90000  5.600000  5.600000  7.530000  11.640000
1996  74.90000  59.30000  5.400000  5.400000  7.570000  12.030000
1997  75.00000  59.80000  4.900000  5.000000  7.680000  12.490000
1998  74.90000  59.80000  4.400000  4.600000  7.890000  13.000000
1999  74.70000  60.00000  4.100000  4.300000  8.000000  13.470000
2000  74.80000  59.90000  3.900000  4.100000  8.030000  14.000000
2001 74.40000  59.80000  4.800000  4.700000  8.110000  14.530000
2002  74.10000  59.60000  5.900000  5.600000  8.240000  14.950000
2003  73.50000  59.50000  6.300000  5.700000  8.270000  15.350000
2004  73.30000  59.20000  5.600000  5.400000  8.230000  15.670000
2005  73.30000  59.30000  5.100000  5.100000  8.170000  16.110000
2006  73.50000  59.40000  4.600000  4.600000  8.230000  16.730000

Las siguientes menciones se refieren al documento original.

I TPFLCM = Tasa de participacion de la fuerza laboral civil masculina (%), tabla B-39, p. 277.
2 TPFLCF = Tasa de participacion de la fuerza laboral civil femenina (%), tabla B-39, p. 277.
3TDCH = Tasa de desempleo civil, hombres (%), tabla B-42, p. 280.

4TDCM = Tasa de desempleo civil, mujeres (%), tabla B-42, p. 280.

> IPH82 = Ingresos promedio por hora (délares de 1982), tabla B-47, p. 286.

® IPH = Ingresos promedio por hora (délares actuales), tabla B-47, p. 286.

de los puntos de dispersion. Mencione a priori la relacion esperada entre ambas tasas y
comente cual es la teoria econdmica que sirve de fundamento. ;Este diagrama de dis-
persion apoya dicha teoria?

b) Repita el inciso a) para las mujeres.

c) Ahora grafique las tasas de participacion laboral de ambos sexos en funcion de los
ingresos promedio por hora (en délares de 1982). (Quiza convenga utilizar diagramas
independientes.) Ahora, /qué concluye? ;Como racionalizaria esa conclusion?

d) (Se puede trazar la tasa de participacion de la fuerza laboral en funcion de la tasa de
desempleo y de los ingresos promedio por hora, de manera simultanea? Si no fuera asi,
(como expresaria verbalmente la relacion entre esas tres variables?

2.15. En la tabla 2.8 se proporcionan los datos sobre gasto en comida y gasto total (en rupias)
para una muestra de 55 familias rurales de India. (A principios de 2000, un délar estado-
unidense equivalia a casi 40 rupias indias.)

a) Grafique los datos con el eje vertical para el gasto en comida y el eje horizontal para el
gasto total; trace una linea de regresion a través de los puntos de dispersion.

b) ¢Qué conclusiones generales se pueden deducir de este ejemplo?
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TABLA 2.8 Gasto total y en comida (rupias)

Gasto en Gasto Gasto en Gasto
Observacion comida total Observacion comida total
1 217.0000 382.0000 29 390.0000 655.0000
2 196.0000 388.0000 30 385.0000 662.0000
3 303.0000 391.0000 31 470.0000 663.0000
4 270.0000 415.0000 32 322.0000 677.0000
5 325.0000 456.0000 33 540.0000 680.0000
6 260.0000 460.0000 34 433.0000 690.0000
7 300.0000 472.0000 35 295.0000 695.0000
8 325.0000 478.0000 36 340.0000 695.0000
9 336.0000 494.0000 37 500.0000 695.0000
10 345.0000 516.0000 38 450.0000 720.0000
11 325.0000 525.0000 39 415.0000 721.0000
12 362.0000 554.0000 40 540.0000 730.0000
13 315.0000 575.0000 41 360.0000 731.0000
14 355.0000 579.0000 42 450.0000 733.0000
15 325.0000 585.0000 43 395.0000 745.0000
16 370.0000 586.0000 44 430.0000 751.0000
17 390.0000 590.0000 45 332.0000 752.0000
18 420.0000 608.0000 46 397.0000 752.0000
19 410.0000 610.0000 47 446.0000 769.0000
20 383.0000 616.0000 48 480.0000 773.0000
21 315.0000 618.0000 49 352.0000 773.0000
22 267.0000 623.0000 50 410.0000 775.0000
23 420.0000 627.0000 51 380.0000 785.0000
24 300.0000 630.0000 52 610.0000 788.0000
25 410.0000 635.0000 53 530.0000 790.0000
26 220.0000 640.0000 54 360.0000 795.0000
27 403.0000 648.0000 55 305.0000 801.0000
28 350.0000 650.0000

Fuente: Chandan Mukherjee, Howard White y Marc Wuyts, Econometrics and Data Analysis for Developing Countries, Routledge, Nueva York, 1998, p. 457.

c) Diga a priori si se esperaria que el gasto en comida se incrementara de manera lineal
conforme el gasto total aumentase, independientemente del nivel de gasto. ;Por qué?
Puede emplear el gasto total como representante del ingreso total.

2.16. La tabla 2.9 presenta datos sobre el promedio de calificaciones del examen de aptitud
académica SAT de los estudiantes que solicitaron admision a licenciatura de 1972 a 2007.
Estos datos representan las calificaciones en el examen de lectura critica y matematicas de
hombres y mujeres. La categoria de redaccion se introdujo en 2006. Por tanto, estos datos
no se incluyen.

a) Con el eje horizontal para los afios y el vertical para las calificaciones del examen SAT,
grafique las calificaciones de lectura critica y matematicas de hombres y mujeres por
separado.

b) ¢Qué conclusiones generales se obtienen?

¢) Al conocer las calificaciones de lectura critica de hombres y mujeres, ;coémo haria para
predecir las calificaciones de matematicas?

d) Grafique las calificaciones de matematicas de las mujeres contra las calificaciones de
matematicas de los hombres. ;Qué observa?




TABLA 2.9

Promedio grupal total
de las calificaciones del
examen de razonamiento
SAT: estudiantes que
solicitaron ingreso a
licenciatura, 1972-2007

Fuente: College Board, 2007.
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Lectura critica Matematicas

Afo Hombres Muijeres Total Hombres Mujeres Total
1972 531 529 530 527 489 509
1973 523 521 523 525 489 506
1974 524 520 521 524 488 505

1975 515 509 512 518 479 498
1976 511 508 509 520 475 497
1977 509 505 507 520 474 496
1978 511 503 507 517 474 494
1979 509 501 505 516 473 493
1980 506 498 502 515 473 492
1981 508 496 502 516 473 492
1982 509 499 504 516 473 493
1983 508 498 503 516 474 494
1984 511 498 504 518 478 497
1985 514 503 509 522 480 500
1986 515 504 509 523 479 500
1987 512 502 507 523 481 501

1988 512 499 505 521 483 501

1989 510 498 504 523 482 502
1990 505 496 500 521 483 501

1991 503 495 499 520 482 500
1992 504 496 500 521 484 501

1993 504 497 500 524 484 503
1994 501 497 499 523 487 504
1995 505 502 504 525 490 506
1996 507 503 505 527 492 508
1997 507 503 505 530 494 511

1998 509 502 505 531 496 512
1999 509 502 505 531 495 511

2000 507 504 505 533 498 514
2001 509 502 506 533 498 514
2002 507 502 504 534 500 516
2003 512 503 507 537 503 519
2004 512 504 508 537 501 518
2005 513 505 508 538 504 520
2006 505 502 503 536 502 518
2007 504 502 502 533 499 515

Nota: Para 1972-1986 se aplico una formula a la media y a la desviacion estandar originales para convertir la media a la escala re-
centrada. Para 1987-1995, las calificaciones de cada estudiante se convirtieron a la escala recentrada y luego se volvié a calcular la
media. De 1996 a 1999, casi todos los estudiantes recibieron calificaciones segun la escala recentrada. Toda calificacion basada en
la escala original se convirti6 a la escala recentrada antes de calcular la media. De 2000 a 2007, todas las calificaciones se basaron
en la escala recentrada.

2.17. Latabla 2.10 presenta datos sobre las calificaciones del examen de razonamiento SAT cla-
sificadas por ingreso para tres tipos de pruebas: lectura critica, matematicas y redaccion.
En el ejemplo 2.2 se presento la figura 2.7, que contiene una grafica de la media de las
calificaciones de matematicas en funcion del ingreso familiar promedio.
a) Consulte la figura 2.7 y prepare una grafica parecida que relacione el promedio de cali-
ficaciones en lectura critica con el ingreso familiar promedio. Compare sus resultados
con los de la figura 2.7.
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TABLA 2.10 .

Examen de Numero de Lectura critica Matematicas Redaccién

razonamiento SAT | estudlan:es que

: . ngreso presentaron

pastieado por ingreso familiar () el examen Media DE  Media DE  Media DE

e Cotese B <10 000 40 610 427 107 451 122 423 104

O 10 000-20 000 72 745 453 106 472 113 446 102

ingreso a licenciatura, tabla 11. 20 000-30 000 61 244 454 102 465 107 444 97
30 000-40 000 83 685 476 103 485 106 466 98
40 000-50 000 75 836 489 103 486 105 477 99
50 000-60 000 80 060 497 102 504 104 486 98
60 000-70 000 75 763 504 102 511 103 493 98
70 000-80 000 81627 508 101 516 103 498 98
80 000-100 000 130 752 520 102 529 104 510 100
>100 000 245025 544 105 556 107 537 103

b) Repita el inciso a) para relacionar el promedio de calificaciones de redaccion con el
ingreso familiar promedio, y compare sus resultados con los de las otras dos graficas.

¢) Examine las tres graficas y mencione qué conclusion general puede obtener.



Capitulo

Modelo de regresion
con dos variables:
problema de estimacion

Como explicamos en el capitulo 2, la primera tarea consiste en estimar la funcion de regresion
poblacional (FRP) con base en la funcion de regresion muestral (FRM) en la forma mas preci-
sa posible. En ¢l apéndice A se analizan dos métodos de estimacion frecuentes: 1) minimos
cuadrados ordinarios (MCO) y 2) maxima verosimilitud (MV). El método de MCO es el mas
comun en el analisis de regresion, sobre todo por ser mucho mas intuitivo y matematicamente
mas sencillo que el método de maxima verosimilitud. Ademas, como veremos mas adelante, en
el contexto de la regresion lineal, por lo general los dos métodos proporcionan resultados simi-
lares.

3.1 Método de minimos cuadrados ordinarios (MCO)

El método de minimos cuadrados ordinarios se atribuye a Carl Friedrich Gauss, matematico
aleman. A partir de ciertos supuestos (estudiados en la seccion 3.2), el método de minimos cua-
drados presenta propiedades estadisticas muy atractivas que lo han convertido en uno de los mas
eficaces y populares del analisis de regresion. Para entenderlo, primero explicaremos el principio
de los minimos cuadrados.

Recuerde la FRP de dos variables:

Yi =B+ BoXi +u; (2.4.2)

Sin embargo, como mencionamos en el capitulo 2, la FRP no es observable directamente. Se
calcula a partir de la FRM:

i+ BoX; + i (2.6.2)
L+ (2.6.3)

Y

>

donde Y; es el valor estimado (media condicional) de Y.
Pero, ;como se determina la FRM? Para hacerlo, se procede de la siguiente forma. Primero,
se expresa la ecuacion (2.6.3) como

i =Y -1,

o G.1.1)
=Y — B1 — B Xi
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FIGURA 3.1
Criterio de minimos cua-
drados.

que muestra que los #; (los residuos) son simplemente las diferencias entre los valores observados
y los estimados de Y.

Ahora, dados n pares de observaciones de Y y X, nos interesa determinar la FRM de manera
que quede lo mas cerca posible de la Y observada. Con este fin, se adopta el siguiente criterio: se-
leccionar la FRM de modo que la suma de los residuos Y #1; = > (¥; — ;) sea la menor posible.
Este criterio, aunque es intuitivamente atractivo, no es muy bueno, como se ve en el diagrama de
dispersion hipotético de la figura 3.1.

Si se adopta el criterio de reducir > _ i, la figura 3.1 muestra que los residuos i y 43, al igual
que los residuos u; y #y4, reciben el mismo peso en la suma (i1; + 4y + 43 + t4), aunque los dos
primeros estan mucho mas cerca la FRM que los dos ultimos. En otras palabras, a todos los re-
siduos se les da la misma importancia sin considerar cudn cerca o cuan dispersas estén las ob-
servaciones individuales de la FRM. Debido a lo anterior, es muy posible que la suma algebraica
de las #; sea pequefia (aun cero) a pesar de que las #; estén muy dispersas respecto de la FRM.
Para verificar lo anterior, #y, i, 3 y 44 en la figura 3.1 asumirdn respectivamente los valores de
10, —2, +2 y —10. La suma algebraica de estos residuos es cero a pesar de que #; y t4 presentan
una mayor dispersion alrededor de FRM que i, y u3. Se evita este problema con el criterio de
minimos cuadrados, el cual establece que la FRM se determina en forma tal que

Y= (Y =Ty

A (3.1.2)
=) (Y= —hX)’
sea lo mas pequeiia posible, donde L?,z son los residuos elevados al cuadrado. Al elevar al cuadrado
1;, este método da mas peso a los residuos como #; y 4 en la figura 3.1 que a los residuos i, y
i13. Como ya anotamos, con el criterio de Y  i#; minima, la suma puede ser pequefia a pesar de que
los #; estén muy dispersos alrededor de la FRM. La situacion anterior no se presenta con el pro-
cedimiento de minimos cuadrados, pues, entre mayor sea #; (en valor absoluto), mayor serd Y i12.
Otra justificacion del método de minimos cuadrados es que los estimadores obtenidos con este
método tienen algunas propiedades estadisticas muy deseables, como veremos en breve.



TABLA 3.1
Determinacién experi-
mental de la FRM
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Y Xt Yai [y af; Yai {z; 05
M 2 3 ) ©) (6) @ ()]
4 1 2.929 1.071 1.147 4 0 0
5 4 7.000 -2.000 4.000 7 -2 4
7 5 8.357 -1.357 1.841 8 -1 1
12 6 9.714 2.286 5.226 9 3 9
Suma: 28 16 0.0 12.214 0 14
Notas: 1= 1.572 + 1.357X; (es decir, fy = 1.572y fr = 1.357)
Y21_30+10X(esdec1r ﬁl _3yﬂz_10)
= (Y — le)
i = (Y; — 1)
A partir de la ecuacion (3.1.2) es evidente que
Y it = f(B. Bo) (3.1.3)

es decir, la suma de los residuos elevados al cuadrado es algun tipo de funcion de los estimadores
ﬁl y ﬁz Por cada conjunto dado de datos con diferentes valores para ,61 y ,62, se obtendra como
resultado # diferentes y, por consiguiente, valores diferentes de _ ii%. Para ver esto claramente,
consideremos las cifras hipotéticas de Yy de X de las primeras dos columnas de la tabla 3.1. Rea-
licemos ahora dos experimentos. En el experimento 1, sea ,31 =1572y ,32 = 1.357 (por ahora no
preocupa la forma como se obtuvieron estos valores; es decir, se trata sélo de conjeturas).! Con
estos valores ,é y los valores de X dados en la columna (2) de la tabla 3.1, se calcula facilmente
la ¥; estimada dada en la columna (3) de la tabla y denotada Yii (el subindice 1 indica el primer
experimento). Ahora realicemos otro experimento, pero esta vez con los valores de ,é 1=3y
ﬁ} = 1. Los valores estimados de Y; a partir de este experimento estan dados por Y>:en la columna
(6) de la tabla 3.1. Como los valores de ,3 en los dos experimentos son diferentes, se obtienen
también valores diferentes para los residuos estimados, como aparece en la tabla; i;; correspon-
den a los del primer experimento y i; corresponden a los del segundo. Los cuadrados de estos
residuos estan dados en las columnas (5) y (8). Como es 16gico, segun se esperaba de la ecuacion
(3.1.3), estas sumas de residuos al cuadrado son diferentes, pues se basan en conjuntos diferentes
de valores de ﬁ .

Ahora, ;qué conjuntos de ﬁ se deben escoger? Como los valores de ,3 del primer experimento
dan una )_ @17 (= 12.214) inferior a la que se obtiene con los valores de /§ del segundo experi-
mento (= 14), se puede decir que las ﬁ estimadas del primer experimento son los “mejores” va-
lores. Pero, ;como saberlo?: si se tuviera tiempo y paciencia infinitos, se podrian realizar muchos
mas experimentos de este tipo, escogiendo cada vez diferentes conjuntos de ,é y comparando las
> @2 resultantes, y luego escogiendo el conjunto de valores de ﬁ que diera el menor valor posible
de )" 42, y suponiendo, desde luego, que se consideraron todos los valores posibles de By y Bs.
Pero como el tiempo y, sin duda, la paciencia suelen ser escasos, se necesitan considerar algunos
atajos ante este proceso de ensayo y error. Por fortuna, el método de minimos cuadrados ofrece
un atajo. El principio o método de minimos cuadrados elige ,31 y ﬁz de manera que, para una
muestra o conjunto de datos determinados, Y #7 es la mas pequefia posible. En otras palabras,
para una muestra dada, proporciona valores estimados unicos de 81 y 8, que producen el valor
mas pequefio o reducido posible de Y #2. ;Como es esto posible? Se trata de un ejercicio sencillo

" Para los curiosos, estos valores se obtienen por el método de minimos cuadrados, que explicaremos en
breve. Véanse las ecuaciones (3.1.6) y (3.1.7).



58

Parte Uno Modelos de regresion uniecuacionales

de calculo diferencial. Como se observa en el apéndice 3A, seccidon 3A.1, el proceso de diferen-
ciacion genera las siguientes ecuaciones para estimar §; y B:

Y Yi=npi+p) X (3.1.4)

DVXi=h Y Xith)y X (3.1.5)

donde n es el tamafio de la muestra. Estas ecuaciones simultaneas se conocen como ecuaciones
normales.
Al resolver las ecuaciones normales al mismo tiempo, obtenemos

B :nZXiYi_ZXiZYi
nY X2 - (LX)

X —X) (Y, -Y
_ 2 Z(X-)O—(an ) (3.1.6)
. DXy
Xy

donde X y Y son las medias muestrales de X y ¥, y donde se definen x; = (X; — X) y
vi=(Y; = Y). De aqui en adelante adoptaremos la convencion de utilizar letras minusculas para
representar desviaciones respecto de los valores medios.

XXy -Y XY XY
Ay x-(Ix) 3.1.7)

=Y - hX

B

El ultimo paso en (3.1.7) se obtiene directamente de la ecuacion (3.1.4) mediante manipulacion
algebraica simple.

Por cierto, advierta que, con identidades algebraicas simples, la formula (3.1.6) para estimar
B se expresa también como

,3 _ in)ﬁ'
T X
> x: Y
— T e (3.1.8)2
_ ZXiyi_
Y X2 —nX?

2Nota 1: . x2 =3 (Xi = X2 =32 X2 =23 Xi X + Y. X2 =3 X? —2X Y X; + 3 X2, pues X es una cons-
tante. Ademas, aprecie que, como Y. X; = nXy Y X2 = nX? porque X es una constante, finalmente obtene-
mos Y x? = 3" X? — nX?.

Nota2: Y xiyi =S xi(Yi =)= xYi =V Y x =Y xY =Y 3(Xi — X) =Y x;V;, pues Y es una cons-
tante y la suma de las desviaciones de una variable de su valor medio [por ejemplo, >_(X; — X) siempre es
cero. De la misma manera, 3 y;i = >(Vi — V) = 0.



FIGURA 3.2
Diagrama que muestra
como la linea de regresion
muestral pasa a través de
los valores de las medias
muestrales de 'y X.
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Los estimadores obtenidos antes se conocen como estimadores de minimos cuadrados, pues
se derivan del principio de minimos cuadrados. Observe las siguientes propiedades numéricas
de los estimadores obtenidos con el método de MCO: “Propiedades numéricas son las que se
mantienen como consecuencia del uso de minimos cuadrados ordinarios, sin considerar la forma
como se generaron los datos”.?> En breve consideraremos también las propiedades estadisticas
de los estimadores MCO, es decir, propiedades “que se mantienen s6lo con ciertos supuestos
sobre la forma como se generaron los datos”.* (Véase el modelo clasico de regresion lineal en la
seccion 3.2.)

I. Los estimadores de MCO se expresan Unicamente en términos de las cantidades (es decir, X
y Y) observables (es decir, muestras). Por consiguiente, se calculan on facilidad.

II. Son estimadores puntuales: dada la muestra, cada estimador proporciona un solo valor
(puntual) del parametro poblacional pertinente. (En el capitulo 5 consideraremos los estima-
dores por intervalos, que proporcionan un intervalo de valores posibles para los parametros
poblacionales no conocidos.)

III. Una vez obtenidos los estimadores de MCO de los datos de la muestra, se obtiene sin pro-
blemas la linea de regresion muestral (figura 3.1). La linea de regresion asi obtenida tiene las
siguientes propiedades:

1. Pasa a través de las medias muestrales de Y y X. Esto es evidente por la ecuacion (3.1.7),
pues esta ecuacion puede escribirse ¥ = ,31 + ,32)_( , como se observa graficamente en la
figura 3.2.

\ ‘ FRM

bt

3 Russell Davidson y James G. MacKinnon, Estimation and Inference in Econometrics, Oxford University Press,
Nueva York, 1993, p. 3.

4 Ibid.
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2. El valor medio de Y estimada = ¥; es igual al valor medio de Y real para

Vi = B + X
= (Y = BX) + BoX; (3.1.9)
=T+ h(X; — X)

Al sumar ambos lados de esta tltima igualdad sobre los valores muestrales y dividir por
el tamafio n de la muestra, obtenemos:

F=7 (3.1.10)°
donde se aprovecha que Y (X; — X) = 0. (;Por qué?)

3. El valor medio de los residuos #; es cero. Del apéndice 3A, seccion 3A.1, la primera
ecuacion es

-2 Z(Yi — B —BX)=0
Pero, como ii; = Y; — Bi — BoX;, la ecuacion anterior se reduce a 2> u; =0,y se

tiene que # = 0.
Como resultado de la propiedad anterior, la regresion muestral

Y, = Bl + Bin +u; (2.6.2)

puede definirse de una forma en la cual ¥y X se expresan como desviaciones de sus me-
dias. Para apreciar lo anterior, sume (2.6.2) en ambos lados para obtener

ZY}=”!BI+/§22XI'+ZQ;

o 3.1.11)
=npi+p Y X;  donde) i; =0
Al dividir la ecuacién (3.1.11) entre n, obtenemos
Y =B+ poX (3.1.12)

que es lo mismo que (3.1.7). Si restamos la ecuacion (3.1.12) de la (2.6.2), obtenemos

Yi— ¥ =B - )+

yi = Boxi + i (3.1.13)

donde y; y x;, de acuerdo con lo convenido, representan desviaciones de los valores res-
pectivos de sus medias (muestrales).

5> Se debe sefialar que este resultado es correcto Gnicamente cuando el modelo de regresién incluye el tér-
mino del intercepto B1. Como se demuestra en el apéndice 6A, seccion 6A.1, cuando g; estéd ausente del
modelo, este resultado no se da necesariamente.

6 Este resultado también requiere que el término del intercepto g7 esté presente en el modelo (véase el
apéndice 6A, seccion 6A.1).
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La ecuacion (3.1.13) se conoce como forma de desviacion. Observe que el término
del intercepto /§ | ha desaparecido. Pero este término siempre podra estimarse mediante
(3.1.7), pues la linea de regresion muestral pasa a través de las medias muestrales de Yy
X. Una ventaja de la forma de desviacion es que ésta simplifica a menudo los calculos de
las formulas.

Observe de paso que, en la forma de desviacion, la FRM se escribe como

Fi = Box; (3.1.14)

mientras que en las unidades de medicion originales, dicha expresion era )A’, = Bl + BzX i
como en (2.6.1).

4. Los residuos #; no estan correlacionados con el valor pronosticado de Y;, 1o cual se verifica
de la siguiente manera: con la forma de desviacion se escribe

it = B inﬁi

B Y xi(yi — Baxi)

By xivi— By X (3.1.15)
By xi—Bi) xi

0

donde se aprovecha que ,éz =>xiyi/ lez
5. Los residuos #; no estan correlacionados con X;; es decir, Y _ #; X; = 0. Esto se desprende
de la ecuacion (2) en el apéndice 3A, seccion 3A.1.

3.2 Modelo clasico de regresion lineal: fundamentos
del método de minimos cuadrados

Si deseamos estimar s6lo 81 y B, basta el método MCO presentado de la seccion anterior. Pero
recuerde del capitulo 2 que en el analisis de regresion el objetivo es no sélo obtener B y B,, sino
también inferir los verdaderos B, y B,; por ejemplo, si quisiéramos saber cuan cerca estan B y
Bz de sus contrapartes en la poblacion, o cuan cerca esta 17, de la verdadera E(Y| X;). Para esto no
solo se debe especificar la forma funcional del modelo, como aparece en (2.4.2), sino también
hacer ciertos supuestos sobre la forma como se genera ;. Para ver por qué es necesario este re-
quisito, observemos la FRP: Y; = 8 4+ B>X; + u;. Esta expresion muestra que ¥; depende de X; y
de u;. Por consiguiente, mientras no se especifique la forma como se crean o se generan X; y ui, no
hay manera de hacer alguna inferencia estadistica sobre Y;, ni tampoco, como veremos, sobre §;
y Ba. Asi, los supuestos sobre la(s) variable(s) X; y el término de error son relevantes para lograr
una interpretacion valida de los valores estimados de la regresion.

El modelo de Gauss, modelo clasico o estindar de regresion lineal (MCRL), es el cimiento
de 1a mayor parte de la teoria econométrica y plantea siete supuestos.’” Primero los estudiaremos en
el contexto del modelo de regresion con dos variables y, en el capitulo 7, se extenderan a los mo-
delos de regresion multiple, es decir, modelos en los cuales hay mas de una regresora.

7 Es un modelo clésico en el sentido de que Gauss lo empleé por primera vez en 1821 y desde entonces
sirve como norma o patrén con el cual comparar los modelos de regresién que no satisfacen los supuestos
gaussianos.
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SUPUESTO 1

Modelo de regresion lineal: El modelo de regresion es lineal en los parametros, aunque
puede o no ser lineal en las variables. Es decir, el modelo de regresién como se muestra en la
ecuacion (2.4.2)

Yi=pB1+ B2 Xi + uj (2.4.2)

Como analizaremos en el capitulo 7, este modelo puede extenderse para incluir mas variables
explicativas.

Ya vimos el modelo (2.4.2) en el capitulo 2. Como los modelos de regresion lineal en los para-
metros son el punto de partida del MCRL, mantendremos este supuesto a lo largo del libro.® Re-
cuerde que la regresada Yy la regresora X pueden no ser lineales, como vimos en el capitulo 2.

SUPUESTO 2

Valores fijos de X, o valores de X independientes del término de error: Los valores
que toma la regresora X pueden considerarse fijos en muestras repetidas (el caso de la regresora
fija), o haber sido muestreados junto con la variable dependiente Y (el caso de la regresora esto-
castica). En el segundo caso se supone que la(s) variable(s) X y el término de error son indepen-
dientes, esto es, cov(X;, u) = 0.

Esto puede explicarse en términos del ejemplo de la tabla 2.1 (pagina 35). Consideremos las
diversas poblaciones de Y correspondientes a los niveles de ingreso en esa tabla. Al mantener el
valor del ingreso X fijo al nivel de 80 dolares, se selecciona al azar una familia y se observa su
consumo semanal Y, 60 doélares. Mantengamos X en 80 y seleccionamos aleatoriamente a otra
familia, y observamos su valor Y de 75 ddlares. En cada una de estas selecciones (es decir, mues-
treo repetido), el valor de X esta fijo en 80. Se puede repetir este proceso para todos los valores de
X de la tabla 2.1. De hecho, los datos muestrales de las tablas 2.4 y 2.5 se seleccionaron asi.

(Por qué suponemos que los valores de X son no estocasticos? En virtud de que en la mayoria
de las ciencias sociales los datos suelen recopilarse de manera aleatoria para las variables Yy X,
parece natural suponer lo contrario: que la variable X, lo mismo que la variable ¥, es aleatoria o
estocastica. Sin embargo, al principio suponemos que las variable(s) X son no estocasticas por
las siguientes razones:

Primera, al principio, esto sirve para simplificar el analisis e introducir poco a poco al lector
a las complejidades del analisis de regresion. Segunda, en situaciones experimentales tal vez
no sea irreal suponer que los valores de X son fijos. Por ejemplo, un agricultor puede dividir su
tierra en varias parcelas y aplicarles diferentes cantidades de fertilizante para ver el efecto en el
rendimiento del cultivo. Asimismo, una tienda de departamentos puede ofrecer diferentes tasas
de descuento en un producto para ver su efecto en los consumidores. En ocasiones conviene
fijar los valores de X para un propodsito especifico. Supongamos que deseamos obtener el in-
greso promedio semanal de los trabajadores (¥') con varios niveles de escolaridad (X'), como los
datos presentados en la tabla 2.6. En este caso, la variable X se puede considerar fija o no alea-
toria. Tercera, como se muestra en el capitulo 13, aunque las variables X sean estocdsticas, los
resultados estadisticos de la regresion lineal basada en el caso de las regresoras fijas también

8Sin embargo, se presenta un analisis breve de los modelos de regresién no lineales en los parametros, en el
capitulo 14, en beneficio de los estudiantes mas avanzados.
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son validos cuando las variables X son aleatorias, en tanto se cumplan algunas condiciones; una
de ellas es que la regresora X y el término de error u; sean independientes. Como sefiala James
Davidson: “...este modelo [es decir, el de la regresora estocastica] ‘imita’ al modelo de regresora
fija, y [...] muchas propiedades estadisticas de los minimos cuadrados del modelo de regreso-
ra fija siguen siendo vélidos”.’

Por todas estas razones, primero analizaremos con detalle el MCRL (regresora fija). Sin em-
bargo, en el capitulo 13 veremos el caso de las regresoras estocasticas en cierto detalle y sefia-
laremos las ocasiones en que es necesario considerar los modelos de regresora estocastica. Por
cierto, anote que si la variable X es estocastica, el modelo resultante se llama modelo neoclasico
de regresion lineal (MNRL),'? en contraste con el MCRL, donde las X se tratan como variables
fijas o no aleatorias. Para efectos de analisis, denominaremos al primero modelo de regresora
estocastica, y al segundo, modelo de regresora fija.

SUPUESTO 3

El valor medio de la perturbacion u; es igual a cero: Dado el valor de X;, la media o el
valor esperado del término de perturbacién aleatoria u; es cero. Simbdlicamente, tenemos que

Euil X) =0 3.2.1)

O, si X no es estocastica,

E(ui) =0

FIGURA 3.3
Distribucion condicional
de las perturbaciones u;.

El supuesto 3 establece que el valor de la media de u;, que depende de las X; dadas, es cero.
Geométricamente, este supuesto se representa mediante una grafica, como en la figura 3.3, que
muestra algunos valores de la variable X y las poblaciones Y asociadas a cada uno de ellos. Puede

Y

(® Media

FRP: Y, = B, + B,X,

=

9 James Davidson, Econometric Theory, Blackwell, Reino Unido, 2000, p. 10.

10 Término acufiado por Arthur S. Goldberger, A Course in Econometrics, Harvard University Press, Cambridge,
Massachusetts, 1991, p. 264.
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observar que cada poblacién Y correspondiente a un X dado estd distribuida alrededor de su
media (que se representa por los puntos dentro de un circulo sobre la FRP), con algunos valores
de Y por encima y por debajo de ésta. Las distancias por encima y por debajo de los valores me-
dios no son otra cosa que la u;. La ecuacién (3.2.1) requiere que el promedio o valor medio de
estas desviaciones correspondientes a cualquier X dado sea cero.

No es dificil entender este supuesto en vista de lo que vimos en la seccidon 2.4 (véase la ecua-
cion 2.4.5). Lo que sostiene el supuesto 3 es que los factores no incluidos explicitamente en el
modelo y, por consiguiente, incorporados en u;, no afectan sistematicamente el valor de la media
de Y; es decir, los valores positivos de ; se cancelan con los valores negativos de u;, de manera
que el efecto medio o promedio sobre Y es cero.!!

Observe, por cierto, que el supuesto E(u;|X;) = 0 implica que E(Y;|X;) = B + B2 Xi. ((Por
qué?) Por consiguiente, los dos supuestos son equivalentes.

Es importante sefialar que el supuesto 3 implica que no hay sesgo de especificacion o error
de especificacion en el modelo del analisis empirico. En otras palabras, el modelo de regresion
estd especificado correctamente. Algunos ejemplos del error de especificacion serian omitir va-
riables explicativas importantes, incluso las variables innecesarias, o elegir una forma funcional
equivocada de la relacion entre las variables Yy X. Veremos este tema a fondo en el capitulo 13.

También observe que si la media condicional de una variable aleatoria, dada otra variable alea-
toria, es cero, la covarianza entre las dos variables es cero y, por tanto, las dos variables no estan
correlacionadas. En consecuencia, el supuesto 3 implica que X; y u; no estan correlacionadas.!?

La razdn para suponer que el término de perturbacion u y las variables explicativas X no estan
correlacionadas es sencilla. Cuando expresamos la FRP en la ecuacion (2.4.2), supusimos que X
y u (que representa la influencia de todas las variables omitidas) ejercen influencias independien-
tes (y aditivas) en Y. Pero si X'y u estan correlacionadas, no es posible evaluar los efectos de cada
una sobre Y. Asi, si X'y u tienen correlacion positiva, X aumenta cuando u aumenta, y disminuye
cuando u disminuye. Asimismo, si X y u tienen correlacidon negativa, X se incrementa cuando u
se reduce, y disminuye cuando # aumenta. En estas situaciones es muy posible que el término de
error incluya en realidad algunas variables que debieron incluirse como regresoras adicionales en
el modelo. Por esta razon, el supuesto 3 es otra forma de decir que no hay error de especificacion
en el modelo de regresion elegido.

SUPUESTO 4

Homoscedasticidad o varianza constante de u;: La varianza del término de error, o de
perturbacién, es la misma sin importar el valor de X. Simbdlicamente, tenemos que
var (u) = E[u; — E(ui| X))
= E(u?|X), por el supuesto 3
= E(u?), si X; son variables no estocasticas

=o? (3.2.2)

donde var significa varianza.

" Para una explicacién mas técnica de la necesidad del supuesto 3, véase E. Malinvaud, Statistical Methods
of Econometrics, Rand McNally, Chicago, 1966, p. 75. Véase también el ejercicio 3.3.

12 Sin embargo, lo contrario no es vélido porque la correlacién es una medida sélo de asociacién lineal. Es
decir, aunque X;y u; no estén correlacionadas, la media condicional de u; dada X; puede no ser cero. No obs-
tante, si X;y u; estan correlacionadas, E(u;| X;) debe ser un nimero distinto de cero, lo que viola el supuesto
3. Este punto se debe a Stock y Watson. Véase James H. Stock y Mark W. Watson, Introduction to Econome-
trics, Addison-Wesley, Boston, 2003, pp. 104-105.



FIGURA 3.4

Homoscedasticidad.

FIGURA 3.5

Heteroscedasticidad.

Capitulo 3 Modelo de regresién con dos variables: problema de estimacion 65

La ecuacion (3.2.2) establece que la varianza de u; para cada X; (es decir, la varianza condi-
cional de ;) es algin niimero positivo constante igual a o>. Técnicamente, la ecuacion (3.2.2)
representa el supuesto de homoscedasticidad, o igual (homo) dispersion (cedasticidad), o igual
varianza. La palabra proviene del verbo griego skedanime, que significa dispersar o esparcir.
Planteado de otra forma, (3.2.2) significa que las poblaciones Y correspondientes a diversos va-
lores de X tienen la misma varianza. En términos llanos, la variacion alrededor de la linea de
regresion (la linea de la relacion promedio entre X y Y) es la misma para todos los valores
de X; no aumenta ni disminuye conforme varia X. En el diagrama de la figura 3.4 se aprecia esta
situacion.

En contraste, consideremos la figura 3.5, donde la varianza condicional de la poblacién Y
varia con X. Esta situacion se conoce apropiadamente como heteroscedasticidad, o dispersion
desigual, o varianza desigual. Simbolicamente, en esta situacion, la ecuacion (3.2.2) se escribe
como

var (u;] X;) = o (3.2.3)

Observe el subindice sobre % en la ecuacién (3.2.3), el cual indica que la varianza de la pobla-
cién Y ya no es constante.
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Para diferenciar claramente las dos situaciones, sea Y el gasto de consumo semanal y X el in-
greso semanal. Las figuras 3.4 y 3.5 muestran que, a medida que el ingreso aumenta, el consumo
promedio también aumenta. Pero en la figura 3.4 la varianza del consumo permanece igual para
todos los niveles de ingreso, mientras que en la figura 3.5 aumenta con incrementos en el ingreso.
En otras palabras, en promedio, las familias méas ricas consumen mas que las familias mas po-
bres, pero hay también mayor variabilidad en el consumo que en las primeras.

Para entender el fundamento de este supuesto, observe la figura 3.5. Como lo muestra esta
figura, var(u| X)) < var(u|X3), . . . , < var(u|X;). Por consiguiente, lo mas probable es que las ob-
servaciones de Y que provienen de la poblacion con X = X, estarian mas cercanas a la FRP que
las que vienen de poblaciones correspondientes a X = X5, X = X3, y asi sucesivamente. En resu-
men, no todos los valores de Y que corresponden a las diversas X seran igualmente confiables,
si juzgamos la confiabilidad por la cercania o el alejamiento con que se distribuyan los valores
de Y alrededor de sus medias, es decir, los puntos sobre la FRP. Si, de hecho, éste es el caso, ;no
seria preferirible obtener muestras de las poblaciones ¥ mas cercanas a su media que de las muy
dispersas? Sin embargo, actuar asi restringiria la variacion que se obtiene mediante los valores
de X.

Al invocar el supuesto 4, se sostiene que en esta etapa todos los valores de Y correspondientes
a diversos valores de X revisten la misma importancia. En el capitulo 11 veremos lo que sucede
cuando se presenta heteroscedasticidad.

Note que el supuesto 4 implica que las varianzas condicionales de Y; también son homosce-
dasticas. Es decir,

var (Y;| X)) = o? 3.2.49)
Por supuesto, la varianza incondicional de Y es 3. Més adelante veremos la importancia de

distinguir entre varianza condicional e incondicional de Y (en el apéndice A hay detalles de va-
rianzas condicionales e incondicionales).

SUPUESTO 5

No hay autocorrelacion entre las perturbaciones: Dados dos valores cualesquiera de X,
Xiy X; (i # ), la correlacién entre dos u;y u; cualesquiera (i # j) es cero. En pocas palabras, estas
observaciones se muestrean de manera independiente. Simbdlicamente,

cov (uj, uj| X;, X) =0 (3.2.5)
cov(uj, u) =0, si X no es estocastica

donde iy j son dos observaciones diferentes y cov significa covarianza.

En palabras, (3.2.5) postula que las perturbaciones u; y u; no estan correlacionadas. Técnica-
mente, éste es el supuesto de no correlacion serial, o no autocorrelacion. Esto significa que,
dado X;, las desviaciones de dos valores cualesquiera de Y de sus valores promedio no muestran
patrones como los de la figura 3.6a) y b). En la figura 3.6a) se ve que las u estan correlacionadas
positivamente, pues a una u positiva sigue una u positiva, o a una u# negativa sigue una v negativa.
En la figura 3.6D), las u estan correlacionadas negativamente, pues a una  positiva sigue una u
negativa y viceversa.

Si las perturbaciones (desviaciones) siguen patrones sistematicos, como los que de las figu-
ras 3.6a) y b), hay correlacion serial o autocorrelacion, y lo que requiere el supuesto 5 es que
dichas correlaciones estén ausentes. La figura 3.6¢) muestra que no hay un patron sistematico
para las u, lo que indica cero correlacion.
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Explicaremos con amplitud la importancia de este supuesto en el capitulo 12. No obstante,
mediante la intuicidon, podemos analizar este supuesto de la siguiente forma. Supongamos que en
la FRP (Y; = B, + B2X; + u,) u, y u,—; estan correlacionadas positivamente. Entonces Y; depende
no solo de X; sino también de u,_1, pues #,_; determina en cierta medida a u,. En esta etapa del
desarrollo de la materia, al invocar el supuesto 5, se afirma que se considerara el efecto sistema-
tico, si existe, de X; sobre Y,, sin preocuparse por las demas influencias que podrian actuar sobre
Y como resultado de las posibles correlaciones entre las u. Pero, como se anota en el capitulo 12,
veremos como incorporar en el analisis las correlaciones entre las perturbaciones, y sus conse-
cuencias.

No obstante, debe afiadirse aqui que la justificacion de este supuesto depende del tipo de
datos para el analisis. Si los datos son transversales y se obtienen como muestra aleatoria
de la poblacion pertinente, a menudo es posible justificar este supuesto. Sin embargo, si los datos
corresponden a una serie de tiempo, es dificil mantener el supuesto de independencia, porque las
observaciones sucesivas de una serie de tiempo, como el PIB, estan muy correlacionadas. Ana-
lizaremos esta situacion cuando estudiemos la econometria de series de tiempo, mas adelante en
este texto.

SUPUESTO 6 El niimero de observaciones n debe ser mayor que el nimero de parametros por
estimar: Sucesivamente, el nimero de observaciones n debe ser mayor que el nimero de
variables explicativas.
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Este supuesto no es tan ingenuo como parece. En el ejemplo hipotético de la tabla 3.1, imagi-
nemos que so6lo habia el primer par de observaciones sobre Yy X (4 y 1). De esta sola observacion
no hay forma de estimar los dos parametros desconocidos, B; y B,. Se necesitan por lo menos
dos pares de observaciones para estimar dichos parametros. En un capitulo posterior veremos la
importancia critica de este supuesto.

SUPUESTO 7

La naturaleza de las variables X: No todos los valores X en una muestra determinada
deben ser iguales. Técnicamente, var(X) debe ser un nimero positivo. Ademas, no puede haber
valores atipicos de la variable X, es decir, valores muy grandes en relacién con el resto de las
observaciones.

El supuesto de variabilidad en los valores de X tampoco es tan ingenuo como parece. Veamos
la ecuacion (3.1.6). Si todos los valores de X son idénticos, X; = X (;por qué?) y el denominador
de esa ecuacion serd cero, lo que imposibilita la estimacion de §; y, por consiguiente, de S;.
Por intuicién, pronto advertimos la razén por la que este supuesto es importante. Observe el
ejemplo del consumo familiar del capitulo 2. Si hay muy poca variacion en el ingreso familiar,
no serd posible explicar buena parte de la variacion en el consumo. El lector debe recordar que la
variacion tanto en ¥ como en X es esencial para utilizar el andlisis de regresiéon como herramienta
de investigacion. En pocas palabras, jlas variables deben variar!

El requisito de que no existan valores atipicos de X es para evitar que los resultados de la
regresion estén dominados por tales valores atipicos. Si hay algunos valores de X que, por ejem-
plo, sean 20 veces el promedio de los valores de X, las lineas de regresion estimadas con o sin
dichas observaciones serian muy diferentes. Con mucha frecuencia, estos valores atipicos son el
resultado de errores humanos de aritmética o de mezclar muestras de diferentes poblaciones. En
el capitulo 13 estudiaremos a fondo este tema.

El andlisis de los supuestos en los que se basa el modelo clasico de regresion lineal ha finali-
zado. Es importante sefialar que todos estos supuestos solo se refieren a la FRP y no a la FRM.
Sin embargo, es interesante observar que el método de minimos cuadrados que tratamos antes
tiene algunas propiedades semejantes a los supuestos que acabamos de plantear sobre la FRP.
Por ejemplo, la conclusiéon de que D> #; = 0 y, por tanto, # = 0, es semejante al supuesto de
que E(u;1X;) = 0. Asimismo, la conclusion de que > #4;X; = 0 es similar al supuesto de que
cov(u;, X;) = 0. Es reconfortante observar que el método de minimos cuadrados trata de “dupli-
car” algunos de los supuestos impuestos a la FRP.

Desde luego, la FRM no duplica todos los supuestos del MCRL. Como mostraremos mas
adelante, aunque cov(u;, u;) = 0(i # j) por el supuesto, no es valido que la covarianza muestral
cov(il;, ii;) = 0(i # j). De hecho, habremos de demostrar que los residuos no sélo estan autoco-
rrelacionados, sino que también son heteroscedasticos (véase el capitulo 12).

Advertencia sobre estos supuestos

La pregunta del millon de ddlares es: ;son realistas todos estos supuestos? La “realidad de los
supuestos” se cuestiona desde hace muchos afios en la filosofia de las ciencias. Algunos ar-
gumentan que no importa si los supuestos son realistas, sino las predicciones basadas en esos
supuestos. Entre quienes apoyan la “tesis de la irrelevancia de los supuestos” sobresale Milton
Friedman. Para ¢l, la irrealidad de los supuestos es una ventaja positiva: “para que una hipotesis
sea importante... debe ser descriptivamente falsa en sus supuestos”.!?

Es posible coincidir o no completamente con este punto de vista, pero recuerde que en cual-
quier estudio cientifico se plantean ciertos supuestos porque facilitan el desarrollo de la materia

en pasos graduales, no porque sean necesariamente realistas en el sentido de que reproduzcan la

13 Milton Friedman, Essays in Positive Economics, University of Chicago Press, Chicago, 1953, p. 14.
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realidad exactamente. Como sefiala un autor, “... si la simplicidad es un criterio deseable de una
buena teoria, todas las buenas teorias 1deahzan y simplifican de manera exagerada”.'*

El plan es estudiar primero a fondo las propiedades del MCRL y, luego, en capitulos posterio-
res, examinar a profundidad lo que sucede si no se cumple uno o mas de los supuestos del MCRL.
Al final de este capitulo, en la tabla 3.4, se ofrece una guia para enterarse de lo que sucede al
MCRL si no se satisface un supuesto particular.

Como sefialaba un colega, al revisar investigaciones ajenas, es necesario considerar si los
supuestos del investigador son apropiados para los datos y para el problema. Con mucha fre-
cuencia, la investigacion publicada se basa en supuestos implicitos sobre el problema y en datos
que tal vez no son correctos y producen estimaciones basadas en esos supuestos. Desde luego,
el lector conocedor, consciente de estos problemas, debe adoptar una actitud escéptica hacia la
investigacion. Los supuestos enumerados en la tabla 3.4, por consiguiente, constituyen una lista
de verificacion para guiar la investigacion y evaluar las investigaciones ajenas.

Con esta salvedad, ahora esta listo para estudiar el MCRL. En particular, se desea encontrar
las propiedades estadisticas de MCO comparadas con las propiedades numéricas puras ex-
puestas antes. Las propiedades estadisticas de MCO se basan en los supuestos del MCRL ya es-
tudiado, y estan avaladas por el famoso teorema de Gauss-Markov. Pero antes de este teorema,
que proporciona justificacion tedrica para la popularidad de MCO, se necesita considerar primero
la precision o los errores estandar de los estimados por minimos cuadrados.

3.3 Precision o errores estandar de las estimaciones
de minimos cuadrados

De las ecuaciones (3.1.6) y (3.1.7) es evidente que las estimaciones de minimos cuadrados son
funcion de los datos muestrales. Pero, como es probable que los datos cambien entre una muestra
y otra, los valores estimados cambiaran ipso facto. Por consiguiente, se requiere alguna medida
de “confiabilidad” o precision de los estimadores Bi y p>. En estadistica, la precision de un valor
estimado se mide por su error estandar (ee).'> Dados los supuestos gaussianos, en el apéndice 3A,
seccion 3A.3, se muestra que los errores estandar de las estimaciones de MCO pueden obtenerse
de la siguiente manera:

N

var (B,) = Zx (3.3.1)
ee(f) = —— (3.3.2)
\/fo

2
var (B1) = ZX (3.3.3)

an

ee(fr) = (3.3.4)

4 Mark Blaug, The Methodology of Economics: Or How Economists Explain, 2a. ed., Cambridge University
Press, Nueva York, 1992, p. 92.

5 El error estandar no es otra cosa que la desviacién estandar de la distribucién muestral del estimador,

y la distribucién muestral de un estimador es tan sélo una probabilidad o distribucién de frecuencias del
estimador, es decir, una distribuciéon del conjunto de valores del estimador obtenidos de todas las muestras
posibles de igual tamafio de una poblacién dada. Con las distribuciones muestrales se infieren los valores de
los parametros de la poblacién, con base en los valores de los estimadores calculados a partir de una o mas
muestras (véanse detalles en el apéndice A).
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donde var = varianza, ee = error estandar y o es la constante o varianza homoscedastica de u;
del supuesto 4.

Todas las cantidades que entran en las anteriores ecuaciones, excepto o, pueden estimarse
a partir de los datos. Como se muestra en el apéndice 3A, seccion 3A.5, la misma o se estima
mediante la féormula:

~2
52 = % (3.3.5)

donde 62 es el estimador de MCO de la verdadera pero desconocida o2 , y donde la expresion
n — 2 es conocida como el nimero de grados de libertad (gl), con Y 7% como la suma de los
valores residuales al cuadrado o la suma de cuadrados de los residuos (SCR).'®

Una vez conocida )" #12, 62 se calcula con facilidad. Y 712 se obtiene de (3.1.2) o de la si-
guiente expresion (véase la demostracion en la seccion 3.5):

Yo=Y By (3.3.6)

En comparacion con la ecuacion (3.1.2), es facil emplear la ecuacion (3.3.6), pues no requiere
calcular ; por cada observacion, a pesar de la utilidad esencial de tal cdlculo (como veremos en
los capitulos 11y 12).

Como

5 inyi
=S

r A2
otra expresion para calcular ) _ 717 es

2
Y=Yy - (Zz;xyz) (3.3.7)

Por cierto, note que la raiz cuadrada positiva de 62

(3.3.8)

se conoce como el error estindar de estimacién o el error estindar de la regresion (ee). No
es mas que la desviacion estandar de los valores Y alrededor de la linea de regresion estimada,
la cual suele servir como medida para resumir la “bondad del ajuste” de dicha linea, tema que
analizaremos en la seccion 3.5.

Antes mencionamos que, dado X;, o2 representa la varianza (condicional) de u; y Y;. Por tanto,
el error estandar de la estimacion también se denomina desviacion estandar (condicional) de u;
y Y. Sin duda, como es comun, a)% y oy representan la varianza incondicional y la desviacion
estandar incondicional de Y, respectivamente.

6 El término niimero de grados de libertad significa el nimero total de observaciones en la muestra

(= n) menos el nimero de restricciones (lineales) independientes o de restricciones que se les impusieron.
En otras palabras, es la cantidad de observaciones independientes de un total de n observaciones. Por ejem-
plo, para calcular la SCR (3.1.2), es necesario obtener antes f; y f,. Por consiguiente, estas dos estimaciones
imponen dos restricciones a la SCR. Son, entonces, n — 2 las observaciones independientes, y no n, para
calcular la SCR. Segun esta l6gica, en la regresion con tres variables SCR tendra n — 3 gl, y para el modelo de
k variables tendréd n — k gl. La regla general es la siguiente: gl = (n — nimero de pardmetros estimados).
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Observe las siguientes caracteristicas de las varianzas (y por consiguiente, de los errores es-
tandar) de /§ 1y /§2.

1. La varianza de /§2 es directamente proporcional a o pero inversamente proporcional
ay xi Es decir, dada o2, entre mas grande sea la variacién en los valores X, menor serd la va-
rianza de f, y, por tanto, mayor serd la precision con la cual estimar ;. En resumen, dada o2 si
hay una variacion sustancial en los valores de X, 8, se mide en forma mas precisa que cuando
las X; no varian sustancialmente. También, dado ) xiz, entre mayor sea la varianza de o2, mayor
sera la de B,. Advierta que a medida que aumenta el tamafio » de la muestra, lo hace también el
numero de términos en la suma, Y x7. A medida que aumenta n, también es mayor la precision
para estimar ;. (¢Por qué?)

2. La varlanza de B es directamente proporcional a 62y a 3" X?, pero inversamente propor-
cional a ) x? y al tamafio n de la muestra.

3. Como ,3 1y /§2 son estimadores, no solo variaran de una muestra a otra, sino también, en
una muestra dada, es probable que dependan entre si; esta dependencia se mide por la covarianza
entre ellos. En el apéndice 3A, seccion 3A.4, se muestra que:

_Xvar(8y)
) (3.3.9)
= <2x,~2>

Como Var(ﬁz) es siempre positiva, al igual que la varianza de cualquier variable, la naturaleza
de la covarianza entre 8 y B> depende del signo de X. Si X es positiva, entonces, como indica
la formula, la covarianza sera negativa. Asi, si el coeficiente de la pendiente 3, esta sobrestima-
do (es decir, la pendiente es muy pronunciada), el coeficiente del intercepto 8, estara subesti-
mado (es decir, el intercepto serd muy pequefio). Mas adelante (sobre todo en el capitulo 10,
sobre multicolinealidad), veremos la utilidad de estudiar las covarianzas entre los coeficientes
estimados de regresion.

(Como permiten las varianzas y los errores estandar de los coeficientes estimados de regre-
sion evaluar la confiabilidad de estos valores estimados? Este es un problema de la inferencia
estadistica, y lo trataremos en los capitulos 4 y 5.

cov (B, B2)

3.4 Propiedades de los estimadores de minimos cuadrados:

teorema de Gauss-Markov!”

Como ya mencionamos, dados los supuestos del modelo clasico de regresion lineal, las estima-
ciones de minimos cuadrados poseen algunas propiedades ideales u optimas, las cuales estan
contenidas en el famoso teorema de Gauss-Markov. Para entender este teorema necesitamos con-
siderar la propiedad del mejor estimador lineal insesgado.'® Como se explica en el apéndice
A, se dice que un estimador, por ejemplo, el estimador de MCO ,32, es el mejor estimador lineal
insesgado (MELI) de 3, si se cumple lo siguiente:

1. Es lineal, es decir, funcion lineal de una variable aleatoria, como la variable dependiente Y en
el modelo de regresion.

17 Aunque se conoce teorema de Gauss-Markov, el método de Gauss de minimos cuadrados antecede (1821)
al de Markov de varianza minima (1900).

'8 Consulte el apéndice A, donde se explica la importancia de los estimadores lineales y se presenta un
andlisis general sobre las propiedades deseables de los estimadores estadisticos.
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2. Esinsesgado, es decir, su valor promedio o esperado, E(S,), es igual al valor verdadero, 3;.
3. Tiene varianza minima dentro de la clase de todos los estimadores lineales insesgados; un
estimador insesgado con varianza minima se conoce como estimador eficiente.

En el contexto de regresion puede probarse que los estimadores de MCO son MELI. Esta es la
clave del famoso teorema de Gauss-Markov, el cual se puede enunciar de la siguiente forma:

Teorema de
Gauss-Markov

Dados los supuestos del modelo clasico de regresion lineal, los estimadores de minimos cua-
drados, dentro de la clase de estimadores lineales insesgados, tienen varianza minima, es decir,
son MELI.

FIGURA 3.7

Distribucién muestral del
estimador de MCO S,y
el estimador alterno f5.

La prueba de este teorema se presenta en el apéndice 3A, seccion 3A.6. Conforme avance-
mos, percibird con mayor claridad la trascendencia del teorema de Gauss-Markov. Es suficiente
anotar aqui que el teorema tiene importancia tedrica y practica a la vez."”

Lo que todo esto significa se comprende con ayuda de la figura 3.7.

En la figura 3.7a se presenta la distribucién muestral del estimador de MCO B,, es decir,
la distribucion de los valores asumidos por B, en experimentos repetidos de muestreo (véase la

EB) =B,

a) Distribucién muestral de 3,

EPB = s P

b) Distribucién muestral de S5

¢) Distribucién muestral de 8, y 5

9 Por ejemplo, puede demostrarse que cualquier combinacién lineal de las 8, (81 — 28,), puede estimarse
por (31 - 232), y este estimador es MELI. Para mas detalles, véase Henri Theil, Introduction to Econometrics,
Prentice-Hall, Englewood Cliffs, Nueva Jersey, 1978, pp. 401-402. Una observacién sobre un asunto técnico
del teorema de Gauss-Markov: sélo establece la condicién suficiente (pero no la necesaria) para que los
MCO sean eficientes. El autor esta en deuda con Michael McAleer, de la Universidad de Western Australia,
por hacerle notar este punto.



Capitulo 3 Modelo de regresién con dos variables: problema de estimacion 73

tabla 3.1). Por conveniencia, supusimos que B, esta distribuido simétricamente (en el capitulo 4
abundaremos al respecto). Como indica la figura, la media de los valores Bz, E(Bz), es igual al
verdadero $,. En esta situacion se dice que B, es un estimador insesgado de B,. En la figura 3.7b)
se aprecia la distribucion muestral de 87, estimador alterno de 8, obtenido con otro método (es
decir, diferente al de MCO). Por conveniencia, suponga que S5, al igual que B2, es insesgado,
es decir, que su valor promedio o esperado es igual a ;. Supongamos ademas que B> y S5
son estimadores lineales, es decir, funciones lineales de Y. ;Cual estimador escogeria, Bz o B3?

Para responder, sobreponga las dos figuras, como en la figura 3.7¢). Es obvio que si bien B>
y B3 son insesgados, la distribucion de B5 estd mas difusa o dispersa alrededor del valor de la
media que la distribucion de B>. En otras palabras, la varianza de 5 es mayor que la varianza de
B,. Ahora, dados dos estimadores a la vez lineales e insesgados, seria preferible el estimador con
la menor varianza, porque es probable que esté mas cercano a S, que el estimador alterno. En
resumen, se escogeria el estimador MELI.

El teorema de Gauss-Markov es notable, pues no hace ninguna suposicion respecto de la
distribucion de probabilidad de la variable aleatoria u;, y por consiguiente, tampoco respecto de
Y; (en el siguiente capitulo abordaremos esta cuestion). En la medida en que se satisfagan los
supuestos del MCRL, el teorema serd valido. Como resultado, no se necesita buscar otro esti-
mador insesgado lineal, pues no habra otro estimador cuya varianza sea mas pequefia que la del
estimador de MCO. Por supuesto, si no se cumple una o mas de tales suposiciones, el teorema ya
no es valido. Por ejemplo, si consideramos los modelos de regresion no lineales en los parame-
tros (que analizaremos en el capitulo 14), quiza se obtendrian estimadores que funcionen mejor
que los estimadores de MCO. Asimismo, como veremos en el capitulo sobre heteroscedasticidad,
si no se cumple el supuesto sobre la varianza homoscedastica, los estimadores de MCO (aunque
sean insesgados y consistentes) ya no son los estimadores de varianza minima, incluso dentro de
la clase de los estimadores lineales.

Las propiedades estadisticas que acabamos de exponer se conocen como propiedades de
muestras finitas: estas propiedades se mantienen sin importar el tamafio de la muestra en que se
basen los estimadores. Mas adelante tendremos ocasion de considerar las propiedades asintoti-
cas, es decir, propiedades validas sélo si el tamaifio de la muestra es muy grande (técnicamente
hablando, infinito). En el apéndice A se presenta un analisis general de las propiedades de los
estimadores con muestras finitas y muestras grandes.

3.5 Coeficiente de determinacién r2: una medida de
la “bondad del ajuste”

Hasta el momento, nuestro analisis se centro en el problema de estimar los coeficientes de re-
gresion, sus errores estandar y algunas de sus propiedades. Veremos ahora la bondad del ajuste
de la linea de regresion a un conjunto de datos; es decir, veremos cuan “bien” se ajusta la linea de
regresion a los datos. De la figura 3.1, es claro que si todas las observaciones cayesen en la linea
de regresion, obtendriamos un ajuste “perfecto”, pero rara vez se presenta este caso. Por lo gene-
ral hay algunas #; positivas y algunas i; negativas. Se tiene la esperanza de que estos residuos al-
rededor de la linea de regresion sean lo mas pequefios posibles. El coeficiente de determinacion
r? (caso de dos variables) o R? (regresion multiple) es una medida comprendida que dice cuan
bien se ajusta la linea de regresion muestral a los datos.

Antes de mostrar como calcular 72, consideremos una explicacion heuristica de 72 en términos
de una herramienta grafica, conocida como ¢l diagrama de Venn o de Ballentine, que aparece
en la figura 3.8.%°

20yéase Peter Kennedy, “Ballentine: A Graphical Aid for Econometrics”, Australian Economics Papers, vol. 20,
1981, pp. 414-416. El nombre Ballentine se deriva del emblema de la conocida cerveza Ballantine con sus
circulos.
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FIGURA 3.8
Vision de Ballentine de
rhayrt=0,1)rt=1.

a)

b) c)
Y X :
) f)

d) e

En esta figura, el circulo Y representa la variacion en la variable dependiente Y, y el circulo
X, la variacién en la variable explicativa X.2! La interseccién de los dos circulos (el area som-
breada) indica la medida en la cual la variacion en Y se explica por la variacion en X (por ejemplo,
mediante una regresion de MCO). Entre mayor sea la medida de la interseccidén, mayor sera la
variacion en Y que se explica por X. 72 es tan s6lo una medida numérica de esta interseccion.
En la figura, a medida que se va de izquierda a derecha, el area de la interseccién aumenta, es
decir, sucesivamente hay una proporcion cada vez mayor de la variacion en Y que se explica por
X. En resumen, 72 aumenta. Cuando no hay interseccion, obviamente > es cero, pero cuando la
interseccion es completa, 7> es 1, pues ciento por ciento de la variacion en Y se explica por X.
Como mostraremos en breve, 2 se encuentra entre 0y 1.

Para calcular 72 se procede de la siguiente forma: recuerde que

Yi =Y+ (2.6.3)
o, expresado en forma de desviacion,
Yi =Y+ 3.5.1)

donde se emplean (3.1.13) y (3.1.14). Al elevar al cuadrado (3.5.1) en ambos lados y sumar sobre
la muestra, obtenemos

V=) a2 ik
=Y P+ a7 (3.5.2)
=By w4y i

pues Y Jitt; = 0 (;por qué?)y J; = pax;.

Las diversas sumas de cuadrados en (3.5.2) se describen de la siguiente manera: »_ y? =
3 (Y; — Y)? = variacién total de los valores reales de Y respecto de su media muestral, que
puede denominarse la suma de cuadrados total (SCT). >_ 72 = S (¥; — ¥)2=3 (¥, — V)? =
322 > x? = variacion de los valores de Y estimados alrededor de su media ()A’ =Y), que apro-
piadamente puede llamarse la suma de cuadrados debida a la regresion [es decir, debida a la(s)
variable(s) explicativa(s)], o explicada por ésta, o simplemente la suma de cuadrados explicada

21 Los términos variacién y varianza son diferentes. Variacién significa la suma de los cuadrados de las desvia-
ciones de una variable respecto del valor de su media. Varianza es la suma de los cuadrados dividida por los
grados de libertad apropiados. En resumen, varianza = variacién/gl.



FIGURA 3.9

Particion de la variacion
de Y; en dos componentes.
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4; = debido al residuo

(Y;-Y) = total

(I?l«—?) = debido a la regresion

i

(SCE). > ﬁf = la variacion residual o no explicada de los valores de Y alrededor de la linea de
regresion, o sélo la suma de cuadrados de los residuos (SCR). Asi, (3.5.2) es

SCT = SCE + SCR (3.5.3)

y muestra que la variacion total en los valores Y observados alrededor del valor de su media
puede dividirse en dos partes, una atribuible a la linea de regresion y la otra a fuerzas aleato-
rias, pues no todas las observaciones Y caen sobre la linea ajustada. Geométricamente, tenemos
la figura 3.9.

Ahora, al dividir la ecuacion (3.5.3) entre la SCT en ambos lados, se obtiene

| _ SCE  SCR
~ SCT = SCT 354
_Xd-TR | x# 5D
X —Y)? (- Y
Ahora, definimos 2 como
»_ X(Ti—¥) _SCE (3.5.5)
- = — = e N
>, —=Y)* SCT
o también como
e,z
2.(Yi = 1) (3.5.50)
| SCR
SCT

La cantidad 2 asi definida se conoce como coeficiente de determinacién (muestral), y es la
medida mas comiin de la bondad del ajuste de una linea de regresion. Verbalmente, 72 mide la
proporcion o el porcentaje de la variacion total en Y explicada por el modelo de regresion.
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Pueden observarse dos propiedades de 72

1. Es una cantidad no negativa. (¢Por qué?)

2. Sus limites son 0 < 72 < 1. Un 2 de 1 significa un ajuste perfecto, es decir, Y=Y por cada
i. Por otra parte, un »2 de cero significa que no hay relacion alguna entre la variable regresada y la
variable regresora (es decir, B, = 0). En este caso, como indica (3.1.9), Y; = B =Y, es decir,
la mejor prediccion de cualquier valor de Y es simplemente el valor de su media. En esta situa-
cién, por consiguiente, la linea de regresion sera horizontal al eje X.

A pesar de que 72 puede calcularse directamente a partir de su definicion en (3.5.5), su valor
se obtiene mas rapido con la siguiente formula:

, SCE
~ SCT
D5
D
By
Xy

-#(55)

Si dividimos el numerador y el denominador de (3.5.6) por el tamafio » de la muestra (o n — 1, si
la muestra es pequefia), obtenemos:

(3.5.6)

r? = g(S—Z) (3.5.7)

donde S? y S? son las varianzas muestrales de Yy X, respectivamente.
Como B> = Y x;y; /Y x7, la ecuacion (3.5.6) también se expresa como

2
- gx;—g)ﬁ (3.5.8)

expresion facil de calcular.
Con la definicién de 2, SCE y SCR, explicadas antes, se expresan de la siguiente forma:
SCE=r?-SCT
N

SCR = SCT— SCE
= SCT(1— SCE/SCT) (3.5.10)

=D v-=r)

(3.5.9)

Por consiguiente, escribimos
SCT = SCE+ SCR

2=y =)y

expresion que nos serd muy util mas adelante.

(3.5.11)



Capitulo 3 Modelo de regresién con dos variables: problema de estimacion 77

Una cantidad estrechamente relacionada con 72 pero conceptualmente muy diferente es el
coeficiente de correlacion, el cual, como mencionamos en el capitulo 1, es una medida del grado
de asociacion entre dos variables. Se calcula a partir de

r =4V (3.5.12)

o de su definicion

_ inyi
(X))
ny Xi¥Vi — QX))
VXX — (C )] 2 ¥ — (S %))

(3.5.13)

que se conoce como coeficiente de correlacién muestral.??

Algunas propiedades de  son las siguientes (véase la figura 3.10):

1. Puede tener signo positivo o negativo, segtn el signo del término en el numerador de
(3.5.13), el cual mide la covariacion muestral de dos variables.

2. Cae entre los limites de —1 y +1; es decir, —1 <r < 1.

3. Es simétrico por naturaleza; es decir, el coeficiente de correlacion entre X'y Y (ryy) es el
mismo que entre Yy X (ryy).

4. Es independiente del origen y de la escala; es decir, si definimos X} =aX;, +Cy
Y*=bY; +d,donde a>0,b>0,ycydson constantes, entonces » entre X *y Y * es igual a r
entre las variables originales X'y Y.

5. Si X'y Y son estadisticamente independientes (véase la definicion en el apéndice A), el
coeficiente de correlacion entre ellas es cero; pero si » = 0, esto no significa que las dos variables
sean independientes. En otras palabras, una correlacion igual a cero no necesariamente im-
plica independencia. [Véase la figura 3.104).]

6. Es una medida de asociacion lineal o dependencia lineal solamente; su uso en la descrip-
cién de relaciones no lineales no tiene significado. Asi, en la figura 3.10/), ¥ = X? es una relaciéon
exacta y a pesar de ello r es cero. (;Por qué?)

7. Aunque es una medida de asociacion lineal entre dos variables, esto no implica necesaria-
mente alguna relacion causa-efecto, como mencionamos en el capitulo 1.

En el contexto de la regresion, > es una medida con mas significado que 7, pues la primera

indica la proporcion de la variacion en la variable dependiente explicada por la(s) variable(s)
explicativa(s) y, por consiguiente, constituye una medida global del grado en que la variacién
en una variable determina la variacion en la otra. La segunda no tiene tal valor.>> Ademas, como
veremos, la interpretacion de 7 (= R) en un modelo de regresion multiple es de valor dudoso. Sin
embargo, tendremos mas que decir sobre #2 en el capitulo 7.

Observe que la 72 definida antes también puede calcularse como el coeficiente de correla-
cion entre la Y; real y la Y; estimada, a saber, )A’, elevado al cuadrado. Es decir, con (3.5.13), se
escribe

XY - TR YT - 1)

L [ -nd-Dr

22 E| coeficiente de correlacién poblacional, denotado por p, se define en el apéndice A.

23En el proceso de creacién de modelos de regresién, la teoria indicara la direccién de causalidad entre Yy
X, la cual, en el contexto de los modelos uniecuacionales, suele presentarse de X a V.
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FIGURA 3.10
Patrones de correlacion
(adaptado de Henri Theil,
Introduction to Econo-
metrics, Prentice-Hall,
Englewood Clifts, Nueva
Jersey, 1978, p. 86).

Y Y Y
r=+1 . . r=-1 r cerca de +1
X X X
a) b) c)
Y Y . Y .
7 positivo, pero r negativo, pero
r cerca de -1 cerca de cero cerca de cero
X X X
d) e) )
Y Y
r=0 Y=X2
peror =0
X X
g) h)
Es decir,
A2
2 (Zyd) (3.5.14)

(X))

donde Y; = Yreal, f/l = Yestimaday Y = ¥ = media de Y. Para la prueba, consulte el ejercicio
3.15. La expresion (3.5.14) justifica la descripcion de 7> como medida de la bondad del ajuste,
pues sefiala qué tan cerca estan los valores de Y estimados de sus valores observados.

3.6 Ejemplo numérico

Para ilustrar la teoria econométrica hasta el momento, consideraremos los datos de la tabla 2.6,
que relacionan el salario promedio por hora (Y) y los afios de escolaridad (X). La economia
laboral basica indica que, entre muchas variables, la escolaridad es un determinante importante
de los salarios.

En la tabla 3.2 se proporcionan los datos primarios que se necesitan para estimar el efecto
cuantitativo de la escolaridad en los salarios.



TABLA 3.2

Datos primarios basados
en la tabla 2.6
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Obs Y X X y X' YiXi
1 4.4567 6 -6 -4.218 36 25.308
2 5.77 7 -5 -2.9047 25 14.5235
3 5.9787 8 -4 -2.696 16 10.784
4 7.3317 9 -3 -1.343 9 4.029
5 7.3182 10 -2 -1.3565 2.713
6 6.5844 11 -1 -2.0903 1 2.0903
7 7.8182 12 0 -0.8565 0 0
8 7.8351 13 1 -0.8396 1 -0.8396
9 11.0223 14 2 2.3476 4 4.6952
10 10.6738 15 3 1.9991 9 5.9973
11 10.8361 16 4 2.1614 16 8.6456
12 13.615 17 5 49403 25 24.7015
13 13.531 18 6 4.8563 36 29.1378
Suma 112.7712 156 0 0 182 131.7856
Obs 7
1 36 19.86217 4.165294 0.291406 0.084917
2 49 33.2929 4916863 0.853137 0.727843
3 64 35.74485 5.668432 0.310268 0.096266
4 81 53.75382 6.420001 0.911699 0.831195
5 100 53.55605 7.17157 0.14663 0.0215
6 121 43.35432 7.923139 -1.33874 1.792222
7 144 61.12425 8.674708 -0.85651 0.733606
8 169 61.38879 9.426277 -1.59118 2.531844
9 196 121.4911 10.17785 0.844454 0.713103
10 225 113.93 10.92941 -0.25562 0.065339
11 256 117.4211 11.68098 -0.84488 0.713829
12 289 185.3682 12.43255 1.182447 1.398181
13 324 183.088 13.18412 0.346878 0.120324
Suma 2 054 1 083.376 112.7712 =0 9.83017
Nota:
xi=Xi—X;y =Y, =7
5 Xyixi 1317856
B = o = 1820 = 0.7240967
Bi =Y — pX = 8.674708 — 0.7240967x 12 = —0.01445
., Ta}  9.83017 .
62 = = = 0.893652; 6 = 0.945332
n—2 11
A2
var(fa) = U—z _ 0893652 0.004910; ee(B>) = +/0.00490 = 0.070072
=i 182.0
2. Tap . 9.83017 — 0.9065
IS IS 7 ST 105.1188
r=+r2=09521
R >x? 2054
var(fBy) = ! = 0.868132;

nxx? | 13(182)

ce(f1) = +/0.868132 = 0.9317359
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FIGURA 3.11

Linea de regresion esti-
mada para los datos de
salarios y escolaridad de
la tabla 2.6.
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Con los datos presentados en esta tabla, la linea de regresion estimada se obtiene como
sigue:

¥, = —0.0144 + 0.7240X; (3.6.1)

Geométricamente, la linea de regresion estimada se muestra en la figura 3.11.

Como sabemos, cada punto de la linea de regresion da una estimacion del valor medio de Y
que corresponde al valor seleccionado de X; es decir, ¥; es una estimacion de E(Y|X;). El valor
de B, = 0.7240, que mide la pendiente de la linea, indica que, dentro del intervalo muestral de
X entre 6 y 18 afios de escolaridad, a medida que el valor de X aumenta 1 dolar, el incremento
estimado en el salario promedio por hora es cercano a 72 centavos de dolar. Es decir, cada afio
adicional de escolaridad, en promedio, produce aumentos en los salarios por hora de alrededor
de 72 centavos de dolar.

El valor de B; = —0.0144, que es el intercepto de la linea, indica el nivel promedio de los sala-
rios cuando el nivel de escolaridad es cero. Esta interpretacion literal del intercepto en el presente
caso no tiene sentido. ;Como podria haber salarios negativos? Como veremos a lo largo de este
libro, ocurre con mucha frecuencia que el término del intercepto no tiene un significado viable ni
practico. Ademas, en la muestra no se contempla el nivel cero de escolaridad. Como veremos en
el capitulo 5, el valor observado del intercepto no es estadisticamente diferente de cero.

El valor de 72 cercano a 0.90 indica que el nivel de escolaridad explica alrededor de 90% de la
variacién del salario por hora. Si consideramos que 2 puede tener un valor maximo de 1, la linea
de regresion se ajusta muy bien a los datos. El coeficiente de correlacion, r = 0.9521, muestra
que los salarios y la escolaridad tienen una alta correlacion positiva.

Antes de dejar este ejemplo, observe que el modelo es muy sencillo. La teoria economica la-
boral indica que, aparte de la escolaridad, las variables como género, raza, ubicacion, sindicatos
e idioma son también factores importantes en la determinacion de los salarios por hora. Des-
pués de estudiar la regresion multiple en los capitulos 7 y 8, consideraremos un modelo mas
amplio de determinacion de los salarios.
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3.7 Ejemplos ilustrativos

EJEMPLO 3.1
Relacion consumo-

ingreso en Estados
Unidos, 1960-2005

Retomemos los datos sobre ingreso y consumo de la tabla 1.1, en la Introduccién. Ya presenta-
mos estos datos en la figura 1.3, junto con la linea de regresién estimada en la ecuacién (1.3.3).
Ahora proporcionamos los resultados subyacentes de la regresion de MCO que se obtuvieron
con Eviews 6. Observe que Y = gasto de consumo personal (GCP) y X = producto interno bruto
(PIB), ambos en miles de millones de délares de 2000. En este ejemplo, los datos son de series
de tiempo.

Y, = —299.5913 + 0.7218X, (3.7.1)

var (f1) = 827.4195  ee(f;) = 28.7649
var (2) = 0.0000195 ee(B,) = 0.004423
r? = 0.9983 G2 = 73.56689

La ecuacion (3.7.1) es la funcién de consumo agregada keynesiana (es decir, para la economia en
su conjunto). Como muestra esta ecuacion, la propension marginal a consumir (PMC) es de
cerca de 0.72, lo que indica que si el ingreso real se incrementa un délar, el gasto promedio
de consumo personal aumenta casi 72 centavos. Segln la teoria keynesiana, se espera que la
PMC se sitGe entre Oy 1.

El valor del intercepto en este ejemplo es negativo y no tiene ninguna interpretacién econé-
mica viable. De manera textual, significa que si el valor del PIB fuera cero, el nivel promedio del
consumo personal seria un valor negativo de alrededor de 299 000 millones de délares.

El valor de r? de 0.9983 significa que mas o menos 99% de la variacién en el consumo perso-
nal se explica por la variacién en el PIB. Este valor es muy alto, si se considera que r? puede valer
cuando mucho 1. Como veremos a lo largo de esta obra, en las regresiones basadas en datos
de series de tiempo por lo general se obtienen valores altos de r2. Explicaremos las razones de
este fenémeno en el capitulo que trata sobre la autocorrelacién, y también en el capitulo sobre
econometria de series de tiempo.

EJEMPLO 3.2
Gasto alimentario
en India

Consulte los datos de la tabla 2.8 del ejercicio 2.15. Los datos se refieren a una muestra de 55
familias rurales de India. La variable dependiente (regresada) en este ejemplo es el gasto en
alimentos y la independiente (regresora) es el gasto total, una aproximacién del ingreso (ambas
cifras se dan en rupias). Los datos de este ejemplo son, por tanto, transversales.

Con base en los datos proporcionados, obtenemos la siguiente regresion:

GasAl; = 94.2087 + 0.4368 GasTot; (3.7.2)
var (B1) = 2 560.9401  ee(B;) = 50.8563
var (;) = 0.0061 ee(B;) = 0.0783
r2 =0.3698 52 =4 469.6913

En la ecuacién (3.7.2) se observa que si el gasto total se incrementa una rupia, en promedio, el
gasto en alimentos aumenta casi 44 paisas (1 rupia = 100 paisas). Si el gasto total fuera nulo
(cero), el gasto promedio en alimentos seria de mas o menos 94 rupias. De nuevo, tal inter-
pretacion mecanica del intercepto no tendria ningln sentido. Sin embargo, en este ejemplo se
puede argumentar que aunque el gasto total fuera nulo (por ejemplo, debido a la pérdida del
trabajo), la gente podria mantener un nivel minimo de gasto en comida si pide dinero prestado
o recurre a sus ahorros.

El valor de r? de casi 0.37 significa que sélo 37% de la variacién en el gasto alimentario se
explica por el gasto total. Esto puede parecer un valor mas bien bajo, pero, como veremos des-
pués, en los datos transversales suelen obtenerse valores bajos de r?, quiza debido a la diversidad
de unidades de la muestra. Analizaremos este tema en el capitulo sobre heteroscedasticidad
(véase el capitulo 11).
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EJEMPLO 3.3 La tabla 3.3 presenta datos sobre el nimero de suscriptores de teléfonos celulares y el nimero

Demanda de telé- de computadoras personales (PC), ambos por cada 100 personas, y el ingreso per cdpita ajus-
tado por el poder adquisitivo en ddlares para una muestra de 34 paises. Por tanto, se trata de

Jonos celulares y datos transversales. Estos datos corresponden a 2003 y se obtuvieron del Statistical Abstract of

computadoras per- the United States, 2006.

sonales en relacion Aunque los teléfonos celulares y las computadoras personales son muy comunes en Estados

con el ingreso per Unidos, no ocurre lo mismo en muchos paises. Para ver si el ingreso per cdpita es un factor que

influye en el uso de teléfonos celulares y PC, se regres6 cada uno de estos medios de comunica-

capita cion sobre el ingreso per cdpita con la muestra de 34 paises. Los resultados son los siguientes:
TABLA 3.3
Ntimero de suscrip- Teléfono Ingreso per capita
tores de teléfonos ce- Pais celular PC (EUS)
lulares por cada cien Alemania 78.52 48.47 27 610
personas y numero de Arabia Saudita 32.11 13.67 13 230
computadoras perso- Argentina 17.76 8.2 11 410
nales por cada cien Australia 71.95 60.18 28 780
personas e ingreso per Bélgica 79.28 31.81 28 920
cdpita en paises selec- Brasil 26.36 7.48 7510
cionados, correspon- Bulgaria 46.64 5.19 75.4
dientes a 2003 Canadé 41.9 48.7 30 040
Fuente: Statistical Abstract of China 21.48 2.76 4980
the United States, 2006, tabla Colombia 14.13 4.93 6410
1364 para los datos sobre Ecuador 18.92 3.24 3940
teléfonos celulares y computa- Egipto 8.45 2.91 3 940
doras,' y‘tabl_a 1327 para ingreso Espaﬁa 91.61 19.6 22150
N iriea PP Egtadios Unidos 54.58 40.57 37 750
Francia 69.59 34.71 27 640
Grecia 90.23 8.17 19 900
Guatemala 13.15 1.44 4 090
Hungria 76.88 10.84 13 840
India 2.47 0.72 2 880
Indonesia 8.74 1.19 3210
Italia 101.76 23.07 26 830
Japén 67.9 38.22 28 450
México 29.47 8.3 8 980
Paises Bajos 76.76 46.66 28 560
Pakistan 1.75 0.42 2 040
Polonia 45.09 14.2 11 210
Reino Unido 91.17 40.57 27 690
Repiblica Checa 96.46 17.74 15 600
Rusia 24.93 8.87 8950
Sudafrica 36.36 7.26 10 130
Suecia 98.05 62.13 26710
Suiza 84.34 70.87 32220
Tailandia 39.42 3.98 7 450
Venezuela 27.3 6.09 4750

Nota: Los datos sobre teléfonos celulares y computadoras personales son por cada 100 personas.
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Demanda de teléfonos celulares. Sea Y = nimero de suscriptores de teléfonos celulares y
X = ingreso per cdpita ajustado por poder adquisitivo. Con esta base se obtuvo la siguiente

regresion.
i =14.4773 + 0.0022X; (3.7.3)
ee(pr) = 6.1523; ee(p,) = 0.00032
r’=0.6023

El coeficiente de pendiente indica que si el ingreso per cdpita aumenta, por ejemplo, 1 000 d6-
lares en promedio, el nimero de suscriptores de teléfonos celulares aumentara alrededor de 2.2
por cada 100 personas. El valor del intercepto de 14.47 indica que, aunque el ingreso per capita
sea cero, el nimero promedio de suscriptores de teléfonos celulares es de alrededor de 14 por
cada 100 personas. Una vez mas, es posible que esta interpretacion no tenga mucho sentido,
pues en la muestra no se incluye ningin pais con ingreso per cdpita cero. El valor de r? es mode-
radamente alto. Sin embargo, observe que la muestra incluye varios paises con diferentes niveles
de ingreso. En una muestra tan diversa, no se esperaria un valor de r? muy alto.

Después de estudiar el capitulo 5, mostraremos que los errores estandar estimados que se
obtienen con la ecuacion 3.7.3 sirven para evaluar el significado estadistico de los coeficientes
estimados.

Demanda de computadoras personales. Aunque los precios de las computadoras personales
han disminuido considerablemente con el transcurso de los afios, las PC alin no estan presentes en
todas partes. Un determinante importante de la demanda de computadoras personales es el
ingreso personal. Otro determinante es el precio, pero no se dispone de datos comparativos de
los precios de PC en los paises de la muestra.

Si Y denota el nimero de PC y X el ingreso per cdpita, se obtiene la siguiente demanda “par-
cial” de PC (parcial porque no se cuenta con datos de precios comparativos ni datos sobre otras
variables que podrian afectar la demanda de PC).

¥, = —6.5833 + 0.0018X; (3.7.4)
ee(p1) = 2.7437;  ee(B,) = 0.00014
r2=0.8290

Como indican estos resultados, el ingreso per cdpita tiene relacién positiva con la demanda de
PC. Después de estudiar el capitulo 5 veremos que, en términos estadisticos, el ingreso per capita
es un determinante importante de la demanda de PC. El valor negativo del intercepto en el pre-
sente caso no tiene un significado practico. Pese a la diversidad de la muestra, el valor estimado
de r? es muy alto. La interpretacién del coeficiente de pendiente es que si el ingreso per cdpi-
ta aumenta, por ejemplo, 1 000 délares en promedio, la demanda de computadoras personales
aumentara en alrededor de 2 unidades por cada 100 personas.

Aunque el uso de las computadoras personales se extiende con rapidez, hay muchos paises
en los que todavia se usan computadoras centrales (mainframes). Por tanto, el uso total de
computadoras en esos paises puede ser mucho mas elevado de lo que indica la venta de PC.

3.8 Una observacion sobre los experimentos Monte Carlo

En este capitulo vimos que, conforme a los supuestos del MCRL, los estimadores de minimos cua-

drados tienen ciertas caracteristicas estadisticas deseables que se resumen en la propiedad MELI.

En el apéndice de este capitulo comprobamos esta propiedad mas formalmente. Pero en la prac-

tica, ;como saber si se mantiene la propiedad MELI? Por ejemplo, /como se puede averiguar si los

estimadores de MCO son insesgados? La respuesta proviene de los llamados experimentos Monte

Carlo, los cuales son, en esencia, experimentos de muestreo o de simulacién en computadora.
Para introducir las ideas basicas, consideremos la FRP de dos variables:

Yi =B+ B Xi +u; (3.8.1)
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Un experimento Monte Carlo se realiza de la siguiente forma:

1. Supongamos que los valores verdaderos de los pardmetros son los siguientes: ; = 20 y
B2, =0.6.

2. Escogemos el tamaiio de la muestra, por ejemplo, n = 25.
3. Fijamos los valores de X para cada observacion. En total se tendran 25 valores de X.

4. Supongamos que se consulta una tabla de nimeros aleatorios, elegimos 25 valores y los
denominamos u; (hoy en dia, la mayoria de los paquetes estadisticos tienen generadores de nu-
meros aleatorios integrados).?*

5. Como conocemos B, Ba, X; y u;, con la ecuacion (3.8.1) obtenemos 25 valores de Y.

6. Ahora, con los 25 valores de Y; generados de esa forma, efectuamos la regresion de estos
valores sobre los 25 valores de X seleccionados en el paso 3, y asi se obtienen los estimadores de
minimos cuadrados 8,y B>.

7. Supongamos que repite este experimento 99 veces, siempre con los mismos valores de S,
B2 y X. Sin duda, los valores u; variaran de un experimento a otro. Por consiguiente, en total se
tienen 100 experimentos, para generar asi 100 valores para cada 8; y f,. (En la practica se reali-
zan muchos experimentos de este tipo; en ocasiones llegan a 1 000 o 2 000.)

8. Tomamos los promedios de estos 100 valores estimados y los denominamos B Ly ,éz.

9. Si estos valores promedio son mas o menos los mismos que los valores verdaderos de 8;
y B, supuestos en el paso 1, mediante este experimento Monte Carlo se “establece” que, en
efecto, los estimadores de minimos cuadrados son insesgados. Recuerde que, segun el MCRL,

E(B1) = By E(B>) = Bo.

Estos pasos caracterizan la naturaleza general de los experimentos Monte Carlo. Tales experi-
mentos son comunes al estudiar las propiedades estadisticas de diversos métodos de estimacion
de parametros poblacionales. Son en particular tutiles para estudiar el comportamiento de los
estimadores en muestras pequefias, o finitas. Estos experimentos son también un medio excelente
de demostracién del concepto de muestreo repetido, que es la base de la mayor parte de la infe-
rencia estadistica clésica, como veremos en el capitulo 5. Se presentaran diversos ejemplos de los
experimentos Monte Carlo en forma de ejercicios para realizar en clase (véase el ejercicio 3.27).

Resumen y
conclusiones

Los temas y conceptos importantes de este capitulo se resumen de la siguiente forma.

—

. El marco basico del analisis de regresion es el MCRL.
2. El MCRL se basa en un conjunto de supuestos.

3. Con base en estos supuestos, los estimadores de minimos cuadrados adquieren ciertas pro-
piedades resumidas en el teorema de Gauss-Markov, el cual plantea que dentro de la clase de
estimadores lineales insesgados, los estimadores de minimos cuadrados tienen una varianza
minima. En resumen, son MELI.

4. La precision de los estimadores de MCO se mide por sus errores estandar. En los capitulos
4y 5 veremos que los errores estandar permiten hacer inferencias sobre los pardmetros pobla-
cionales, los coeficientes 8.

5. La bondad del ajuste general del modelo de regresion se mide con el coeficiente de determi-
nacién, 2. Este indica qué proporcion de la variacién en la variable dependiente, o variable
regresada, se explica por la variable explicativa, o regresora. 72 se sittia entre 0y 1; entre mas
cerca esté de 1, mejor sera el ajuste.

24En la practica se supone que u; sigue una cierta distribucién de probabilidad, digamos, normal, con algu-
nos parametros (es decir, la media y la varianza). Una vez especificados los parametros, con paquetes esta-
disticos se generan con facilidad las u;.
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6. Un concepto relacionado con el coeficiente de determinacion es el coeficiente de correla-
cion, » Es una medida de asociacion lineal entre dos variables y su valor se encuentra entre
—1ly+1.

7. EIMCRL es un concepto o abstraccion tedrica, pues se basa en un conjunto de supuestos que
pueden ser rigurosos o “poco reales”. Sin embargo, tal abstraccion es a menudo necesaria en
las etapas iniciales del estudio de cualquier disciplina. Una vez dominado el MCRL, se puede
saber lo que sucede si uno o mas de sus supuestos no se satisfacen. La primera parte de este
libro se dedica al estudio del MCRL. Las demas partes del libro se consideran refinaciones del
MCRL. La tabla 3.4 sefiala el mapa del camino.

TABLA 3.4 )
. Qué sucede si se vio- Ndmero del
lan los supuestos del supuesto Tipo de violacién ¢{Dénde estudiarlo?
MCRL? 1 No linealidad en parametros Capitulo 14
2 Regresora(s) estocastica(s) Capitulo 13
3 Media de u; distinta de cero Introduccion a la parte Il
4 Heteroscedasticidad Capitulo 11
5 Perturbaciones autocorrelacionadas Capitulo 12
6 Observaciones muestrales menores que Capitulo 10
el nimero de regresoras
7 Variabilidad insuficiente en las regresoras Capitulo 10
8 Multicolinealidad* Capitulo 10
9 Sesgo de especificacion* Capitulos 13y 14
10** No normalidad de las perturbaciones Capitulo 13
*Estos supuestos se presentan en el capitulo 7, cuando se estudie el modelo de regresion multiple.
**Nota: El supuesto de que las perturbaciones u; estan normalmente distribuidas no forma parte del MCRL. Véase mas al respecto en
el capitulo 4.
EJERCICIOS Preguntas

3.1. Dados los supuestos en la columna 1 de la siguiente tabla, demuestre que los supuestos en
la columna 2 son equivalentes.

Supuestos del modelo clasico

m (2)

E(uil X)) = 0 ECYi 1 X) = B2 + B2X
cov (U u)=0i#j cov(V,Y)=0i#j
var (u;| X)) = o? var (Y; | X)) = o2

3.2. Demuestre que los valores estimados ,3 1=1.572y 32 = 1.357 del primer experimento de
la tabla 3.1 son en realidad los estimadores de MCO.

3.3. De acuerdo con Malinvaud (véase la nota 11), el supuesto de que E(u; | X;) = 0 es muy
importante. Para ver esto, considere la FRP: Y = 8| + B, X; + u;. Ahora considere dos
situaciones: i) 1 =0, Bo =1y E(u;)) = 0; y i) pr =1, o =2 y E(u;) = (X; — 1). Ahora
obtenga la esperanza de la FRP condicional sobre X en los dos casos anteriores y vea si esta
de acuerdo con Malinvaud sobre la significancia del supuesto E(x; | X;) = 0.
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3.4.

3.5.

3.6.

3.7.

3.8.

3.9.

3.10.

Considere la regresion muestral
Yi =B+ B Xi + ;i

Impuestas las restricciones i) Y 2; = 0y i) Y u#; X; = 0, obtenga los estimadores B y B,
y demuestre que son idénticos a los estimadores de minimos cuadrados dados en (3.1.6) y
(3.1.7). Este método de obtencion de estimadores se denomina principio de analogia.
D¢ una justificacion intuitiva de la imposicion de las restricciones i) y ii). (Sugerencia:
recuerde los supuestos del MCRL sobre u;.) Ademas, tenga en cuenta que el principio de
analogia para la estimacion de parametros desconocidos se llama también método de mo-
mentos, en el cual los momentos muestrales (por ejemplo, la media muestral) sirven para
estimar los momentos poblacionales (por ejemplo, la media poblacional). Como se anota
en el apéndice A, un momento es un resumen estadistico de una distribucion de probabi-
lidad, como el valor esperado y la varianza.

Demuestre que 72 definido en (3.5.5) varia entre 0 y 1. Utilice la desigualdad de Cauchy-
Schwarz, la cual establece que para dos variables aleatorias X'y Y cualesquiera se cumple
la siguiente relacion:

[E(XY)) < E(X)E(Y?)

Sean fByy y By las pendientes en la regresion de Y sobre X y de X sobre Y, respectiva-
mente. Demuestre que

A A 2
BrxBxy =1

donde 7 es el coeficiente de correlacion entre X'y Y.

Suponga en el ejercicio 3.6 que ,3YX/§XY = 1. ;Tiene importancia entonces si se hace la
regresion Y sobre X, o X sobre Y? Explique detalladamente.

El coeficiente de correlacion de orden de Spearman, ry, se define de la siguiente forma:

6> d?
ot —1)

Py =

donde d = la diferencia en las posiciones o lugares asignados al mismo individuo o fend-
meno, y n = numero de individuos o de fendmenos ordenados. Obtenga r a partir de la
r definida en (3.5.13). Sugerencia: ordene los valores de X'y Y de 1 hasta n. Note que
la suma de todas las posiciones de X'y Y es n(n + 1)/2 y, por consiguiente, sus medias son
(n+1)/2.

Considere las siguientes formulaciones de la FRP de dos variables:
Modelo I:  YV; = B1 + BoX; + u;
Modelo II:  Y; = oy + an(X; — X) + u;

a) Encuentre los estimadores de 8 y «;. ¢ Son idénticos? ;Sus varianzas son idénticas?
b) Encuentre los estimadores de 8, y . (Son idénticos? ;Sus varianzas son idénticas?
¢) (Cual es la ventaja, si acaso, del modelo II sobre el modelo 1?

Suponga que realiza la siguiente regresion:
Yi=p1+ Poxi +;

donde, como siempre, y; y x; son desviaciones de sus respectivos valores medios. ;Cual
sera el valor de $8,? ;Por qué? ;Sera B, igual al obtenido de la ecuacion (3.1.6)? ;Por
que?
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3.11.

3.12.

3.13.

3.14.

3.15.

3.16.

3.17.
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Sea r; = coeficiente de correlacion entre n pares de valores (Y;, X;) y 7, = coeficiente de
correlacion entre n pares de valores (aX; + b, c¢Y; + d), donde a, b, c y d son constantes.
Demuestre que r; = r, y de aqui establezca el principio de que el coeficiente de correla-
cion es invariante frente a cambios de escala o cambios de origen.

Sugerencia: aplique la definicion de r dada en (3.5.13).

Nota: las operaciones aX;, X; + b, y aX; + b se conocen respectivamente por los nombres
de cambios de escala, cambios de origen'y cambios de escala y de origen.

Si r, el coeficiente de correlacion entre n pares de valores (X, Y;), es positivo, determine si
las siguientes afirmaciones son ciertas o falsas:

a) rentre (—X;, —Y;) es también positivo.

b) rentre (—X;, Y;) y aquel entre (X;, —Y;) pueden ser positivos o negativos.

¢) Los dos coeficientes de pendiente, B, y B, son positivos, donde B, = coeficiente de la

pendiente en la regresion de Y sobre X'y B, = coeficiente de la pendiente en la regre-
sion de X sobre Y.

Si Xj, X; y X3 son variables no correlacionadas y cada una tiene la misma desviacion es-

2 0 T, . 1
tandar, demuestre que el coeficiente de correlacion entre X; + X, y X; + Xj es igual a 5.
(Por qué el coeficiente de correlacion no es cero?

En la regresion Y; = 81 + B2X; + u;, suponga que se multiplica cada valor de X por una
constante, 2, por ejemplo. ;Cambiara esto los residuos y los valores ajustados de Y ? Expli-
que. ;Qué sucede si se agrega un valor constante, por ejemplo, 2, a cada valor de X?

Demuestre que (3.5.14) mide en realidad el coeficiente de determinacion. Sugerencia: apli-
que la definicién de r dada en (3.5.13) y recuerde que Y yi i = > (P + #1:)Pi = Y. 92,
y recuerde (3.5.6).

Dé razones por las que los siguientes enunciados son verdaderos, falsos o ambiguos.

a) Como la correlacion entre dos variables, Yy X, puede variar de —1 a +1, esto significa
que cov(Y, X') también estd dentro de esos limites.

b) Si la correlacion entre dos variables es cero, esto quiere decir que no existe ninguna
relacion entre las dos variables.

¢) Si se hace la regresion de Y; sobre f/, (es decir, la Y real sobre la Y estimada), el valor
del intercepto y de la pendiente seran respectivamente 0 y 1.

Regresion sin regresora. Suponga que se le proporciona el siguiente modelo: ¥; = 81 + u;.
Con los MCO, determine el estimador de 8. ;Cual es su varianza y su SCR? ;La esti-
macion B tiene algun sentido intuitivo? Ahora considere el modelo de dos variables Y; =
B1 + B2X; + u;. ¢ Vale la pena afiadir .X; al modelo? Si no es asi, jpor qué molestarse con el
analisis de regresion?

Ejercicios empiricos

3.18.

En la tabla 3.5 se dan las posiciones o lugares de 10 estudiantes en los examenes interme-
dios y finales de estadistica. Calcule el coeficiente de correlacion de orden de Spearman e
interprételo:

Estudiante
Posicion A B C D E F G H |
Intermedios 1 3 7 10 9 5 4 8 2 6
Finales 3 2 8 7 9 6 5 10 1 4
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3.19.

3.20.

3.21.

3.22.

Relacion entre el tipo de cambio nominal y los precios relativos. A partir de las observa-
ciones anuales de 1985 a 2005, se obtuvieron los siguientes resultados de regresion, donde
Y = tipo de cambio del dolar canadiense respecto del dolar estadounidense (CD/$) y
X = razon entre el indice de precios al consumidor estadounidense y el indice de precios al
consumidor canadiense; es decir, X representa los precios relativos en ambos paises:

A

Y, = —0.912 + 2.250.X; % = 0.440
e = 0.096

a) Interprete esta regresion. {Como interpretaria r2?

b) (El valor positivo de X; tiene sentido econémico? ;En qué teoria econdmica se basa?

¢) Suponga que se fuera a redefinir X como la razon entre el IPC canadiense respecto del
IPC estadounidense. ;Lo anterior haria cambiar el signo de X? ;Por qué?

La tabla 3.6 proporciona datos sobre los indices de produccion por hora (X) y la compen-
sacion real por hora (Y) de los negocios y sectores no agricolas de la economia de Estados
Unidos de 1960 a 2005. El afio base para los indices es 1992 = 100; ademas, los indices se
ajustan por estacionalidad.

a) Grafique por separado Y respecto de X para los dos sectores.

b) (En qué teoria econdémica se basa la relacion entre ambas variables? ;El diagrama de
dispersion apoya esta teoria?

¢) Estime la regresion MCO de Y sobre X. Guarde los resultados para una revision poste-
rior, cuando estudie el capitulo 5.

De una muestra de 10 observaciones se obtuvieron los siguientes resultados:
D ¥=1110 Y X, =1700 ) X;¥; =205500
D XP=322000 > ¥?=132100

con el coeficiente de correlacion » = 0.9758. Pero al verificar estos calculos se descubrid
que se registraron dos pares de observaciones:

Y X Y X

90 120 o, lugar de 80 110

140 220 150 210

(Cual sera el efecto de este error en r? Obtenga la r correcta.

La tabla 3.7 presenta los datos sobre el precio del oro, el indice de precios al consumidor
(IPC) y el indice de la Bolsa de Valores de Nueva York (BVNY) de Estados Unidos de 1974
a2006. El indice de la BVNY incluye la mayor parte de las acciones registradas, las cuales
ascienden a mas de 1 500.

a) En el mismo diagrama de dispersion, grafique los precios del oro, el IPC y el indice de
la BVNY.

b) Se supone que una inversion es una proteccion contra la inflacion si su precio o la tasa
de rendimiento se mantiene por lo menos al ritmo de la inflacion. Para probar esta hi-
potesis, suponga que se decide ajustar el siguiente modelo, suponiendo que el grafico
de los puntos dispersos en «) indica que esto es lo apropiado:

Precio del oro, = B + B> IPC; + u;,
indice BVNY; = B1+ B IPC, + u,
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TABLA 3.6 iy oz
L. Produccion por hora de Remuneracion real
Productividad y datos 1 23
. todas las personas por hora*

relacionados, sector de

negocios 1960-2005 Sector de Sector de

(cifras de indices, Sector de negocios no Sector de negocios no

1992 = 100; datos Afio negocios agricolas negocios agricolas

trimestrales ajustados

por estacionalidad) 1960 48.9 51.9 60.8 63.3

Fuente: Economic Report of the 1961 30.6 3.5 62.5 64.8

President, 2007, tabla 49. 1962 52.9 35.9 64.6 66.7
1963 55.0 57.8 66.1 68.1
1964 56.8 59.6 67.7 69.3
1965 58.8 61.4 69.1 70.5
1966 61.2 63.6 71.7 72.6
1967 62.5 64.7 73.5 74.5
1968 64.7 66.9 76.2 77.1
1969 65.0 67.0 77.3 78.1
1970 66.3 68.0 78.8 79.2
1971 69.0 70.7 80.2 80.7
1972 71.2 73.1 82.6 83.2
1973 73.4 75.3 84.3 84.7
1974 723 74.2 83.3 83.8
1975 74.8 76.2 84.1 84.5
1976 77.1 78.7 86.4 86.6
1977 78.5 80.0 87.6 88.0
1978 79.3 81.0 89.1 89.6
1979 79.3 80.7 89.3 89.7
1980 79.2 80.6 89.1 89.6
1981 80.8 81.7 89.3 89.8
1982 80.1 80.8 90.4 90.8
1983 83.0 84.5 90.3 90.9
1984 85.2 86.1 90.7 91.1
1985 87.1 87.5 92.0 92.2
1986 89.7 90.2 94.9 95.2
1987 90.1 90.6 95.2 95.5
1988 91.5 92.1 96.5 96.7
1989 92.4 92.8 95.0 95.1
1990 94.4 94.5 96.2 96.1
1991 95.9 96.1 97.4 97.4
1992 100.0 100.0 100.0 100.0
1993 100.4 100.4 99.7 99.5
1994 101.3 101.5 99.0 99.1
1995 101.5 102.0 98.7 98.8
1996 104.5 104.7 99.4 99.4
1997 106.5 106.4 100.5 100.3
1998 109.5 109.4 105.2 104.9
1999 112.8 112.5 108.0 107.5
2000 116.1 115.7 112.0 111.5
2001 119.1 118.6 113.5 112.8
2002 124.0 123.5 115.7 115.1
2003 128.7 128.0 117.7 117.1
2004 132.7 131.8 119.0 118.2
2005 135.7 134.9 120.2 119.3

! Produccién se refiere al producto interno bruto real en el sector.

2 Sueldos y salarios de los empleados, mas la contribucion de los patrones al seguro social y los planes privados de prestaciones.
3 Remuneracién por hora dividida entre el indice de precios al consumidor para todos los consumidores urbanos en los trimestres
recientes.
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TABLA 3.7

Precios del oro, indice Ao Precio del oro BVNY IPC

de la Bolsa de Valores de 1974 159.2600 463.5400 49.30000

Nueva York e Indice de 1975 161.0200 483.5500 53.80000

Precios al Consumidor 1976 124.8400 575.8500 56.90000

de Estados Unidos, 1977 157.7100 567.6600 60.60000

1974-2006 1978 193.2200 567.8100 65.20000
1979 306.6800 616.6800 72.60000
1980 612.5600 720.1500 82.40000
1981 460.0300 782.6200 90.90000
1982 375.6700 728.8400 96.50000
1983 424.3500 979.5200 99.60000
1984 360.4800 977.3300 103.9000
1985 317.2600 1142.970 107.6000
1986 367.6600 1 438.020 109.6000
1987 446.4600 1 709.790 113.6000
1988 436.9400 1 585.140 118.3000
1989 381.4400 1 903.360 124.0000
1990 383.5100 1939.470 130.7000
1991 362.1100 2181.720 136.2000
1992 343.8200 2 421.510 140.3000
1993 359.7700 2 638.960 144.5000
1994 384.0000 2 687.020 148.2000
1995 384.1700 3 078.560 152.4000
1996 387.7700 3 787.200 156.9000
1997 331.0200 4 827.350 160.5000
1998 294.2400 5 818.260 163.0000
1999 278.8800 6 546.810 166.6000
2000 279.1100 6 805.890 172.2000
2001 274.0400 6 397.850 177.1000
2002 309.7300 5578.890 179.9000
2003 363.3800 5447.460 184.0000
2004 409.7200 6 612.620 188.9000
2005 444.7400 7 349.000 195.3000
2006 603.4600 8 357.990 201.6000

3.23. Latabla 3.8 proporciona datos sobre el producto interno bruto (PIB) de Estados Unidos de
1959 a 2005.

a) Grafique los datos del PIB en dolares actuales y constantes (es decir, de 2000) respecto
del tiempo.

b) Sea Yel PIB y X el tiempo (medido cronolégicamente, empezando con 1 para 1959, 2
para 1960, hasta 47 para 2005), observe si el siguiente modelo se ajusta a los datos del
PIB:

Yi=B81+BX +u

Estime este modelo para el PIB en dolares constantes y actuales.

¢) ¢(Como interpretaria 8,?

d) Si existiera una diferencia entre el valor estimado de 8, para el PIB en ddlares actuales
y el estimado para el PIB en dolares constantes, ;qué la explicaria?

e) Con base en sus resultados, ;qué puede decir sobre la naturaleza de la inflacion en
Estados Unidos en el periodo de muestra?
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TABLA 3.8
Productolinterno bruto Ano PIBN PIBR Ano PIBN PIBR
nominal y real, Estados 1959 506.6 2441.3 1983 3 536.7 5423.8
Unidos, 1959-2005 (miles 1960 526.4 2 501.8 1984 3933.2 5813.6
de millones de ddlares, 1961 544.7 2 560.0 1985 4220.3 6 053.7
salvo si se indica otra 1962 585.6 2715.2 1986 4 462.8 6 263.6
cosa; datos trimestrales 1963 617.7 2 834.0 1987 4739.5 6475.1
a tasas anuales ajustadas 1964 663.6 2 998.6 1988 5103.8 6 742.7
por estacionalidad; pro- 1965 719.1 3191.1 1989 5484.4 6 981.4
ducto interno bruto real 1966 787.8 3 399.1 1990 5 803.1 71125
[PIBR] en miles de mi- 1967 832.6 3484.6 1991 5995.9 7 100.5
llones de délares de 2000 1968 910.0 3652.7 1992 6 337.7 7 336.6
ajustados en el tiempo 1969 984.6 3765.4 1993 6 657.4 7 532.7
por la inflacion) 1970 1 038.5 3771.9 1994 7 072.2 7 835.5
1971 1127.1 3 898.6 1995 7 397.7 8 031.7
1972 1 238.3 4 105.0 1996 7 816.9 8 328.9
1973 1382.7 4 341.5 1997 8 304.3 8 703.5
1974 1 500.0 4 319.6 1998 8747.0 9 066.9
1975 1638.3 4311.2 1999 9 268.4 9 470.3
1976 1825.3 4 540.9 2000 9817.0 9817.0
1977 2 030.9 4 750.5 2001 10 128.0 9 890.7
1978 2 294.7 5015.0 2002 10 469.6 10 048.8
1979 2 563.3 51734 2003 10 960.8 10 301.0
1980 2789.5 5161.7 2004 11712.5 10 703.5
1981 3128.4 5291.7 2005 12 455.8 11 048.6
1982 3 255.0 5189.3

Fuente: Economic Report of the President, 2007 tablas B-1 y B-2.

3.24. Con los datos de la tabla I.1 de la Introduccion, verifique la ecuacion (3.7.1).

3.25. Para el ejemplo del examen SAT presentado del ejercicio 2.16, haga lo siguiente:

a) Grafique la calificacion del examen de lectura de mujeres contra la calificacion del
examen de lectura de hombres.

b) Siel diagrama de dispersion indica que parece apropiado establecer una relacion lineal
entre los dos, obtenga la regresion de la calificacion del examen de lectura de mujeres
sobre la calificacion del examen de lectura de hombres.

¢) De haber una relacion entre las dos calificaciones de lectura, ;dicha relacion seria cau-
sal?

3.26. Repita el ejercicio 3.25, pero ahora sustituya las calificaciones de lectura con las de mate-
maticas.

3.27. Trabajo para realizar en clase sobre el estudio Monte Carlo: Consulte los 10 valores de
X de la tabla 3.2. Sea 8; = 25 y B, = 0.5. Suponga que u; ~ N(0, 9), es decir, las u; estan
normalmente distribuidas con media 0 y varianza 9. Genere 100 muestras con estos valores
para obtener 100 valores estimados de ) y B,. Grafique estos valores estimados. ;A qué
conclusiones llega a partir del estudio Monte Carlo? Nota: ahora la mayor parte de los
paquetes estadisticos genera variables aleatorias de casi todas las distribuciones de proba-
bilidad conocidas. Pida ayuda a su profesor en caso de que tenga dificultad para generar
dichas variables.

3.28 Con los datos de la tabla 3.3, obtenga la grafica del numero de suscriptores de teléfonos
celulares en relacion con el nimero de computadoras personales en uso. jHay alguna rela-
cion discernible entre los dos? De ser asi, jcomo la explicaria?
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Apéndice 3A

3A.1 Derivacion de estimados de minimos cuadrados

Al diferenciar parcialmente (3.1.2) respecto de ﬁl y Bz, se obtiene

aza)
Yy 23 (G- B —-BX)=-2) i Q)
1

(X} .
% =-2) (Y- B - BX)Xi=-2) X (e

Se igualan estas ecuaciones a cero y, después de alguna simplificacion y manipulacion algebraica, se obtie-
nen los estimadores dados en las ecuaciones (3.1.6) y (3.1.7).

3A.2 Propiedades de linealidad e insesgamiento
de los estimadores de minimos cuadrados

De (3.1.8) se tiene
B le i Zk Y (3)

donde

(=)

lo cual muestra que B, es un estimador lineal porque es una funcion lineal de Y; de hecho, es un promedio
ponderado de Y; donde ; representa las ponderaciones. De la misma manera se demuestra que 8, también
es un estimador lineal.

Por cierto, note las siguientes propiedades de las ponderaciones £;:

K

1. Como se supuso que las X; son no estocasticas, las k; también son no estocasticas
2. Y ki =0.

2 _ 2
3. Xk =1/%

4. > kix; = > k; X; = 1. Estas propiedades se verifican directamente con la definicion de k;.

Por ejemplo,

1
_ ) 2
E ki = E (ZX ) = Z_xlz E i pues, para una muestra dada, se conoce X

= (0, pues Y x;, la suma de las desviaciones de la media, es
siempre cero.

Abhora sustituya la FRP Y¥; = 1 + f2X; + u; en la ecuacion (3) para obtener
B2 = Zki(ﬁl + BaXi +ui)
=ﬂ12ki+ﬁ2 ZkiXi+Zkiui “
=B+ Zkiui

donde se emplean las propiedades de k; anotadas antes.
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Ahora, al obtener los valores esperados de la ecuacion (4) para ambos lados y advertir que las &;, al ser
no estocasticas, pueden tratarse como constantes, se obtiene:

E(B) =B+ Y kiE(uy)
=B

()

pues E(u;) = 0 por suposicion. Por consiguiente, 5, es un estimador insesgado de ;. De la misma manera
se demuestra que §; es también un estimador insesgado de ;.

3A.3 Varianzas y errores estandar de los estimadores
de minimos cuadrados

Ahora, de acuerdo con la definicién de varianza, se escribe

var (B2) = E[B2 — E(Bo))?
= E(f2 — B2)? porque E(f2) = B2

2 . . (6)
=F (Z k,—u,—) con la ecuacion (4) anterior
= E(kfu% + k%u% + -+ k,zluﬁ + 2k1kouyuy + - - -+ 2k,,,1knu,,,1u,,)
Por los supuestos E(u?) = o* para cada i y E(uu;) = 0, i # j, se deduce que
var (fo) =0 Y k7
o2
= 2 (con la definicion de ?) 7)

= Ecuacion (3.3.1)

La varianza de §; se obtiene con el mismo razonamiento. Una vez obtenidas las varianzas de §; y 5, se
obtienen también los errores estandar correspondientes, al tomar las raices cuadradas positivas.

3A.4 Covarianza entre $,y §;

Por definicion,

cov(Bi, B2) = E{[B1 — E(BDIIB2 — E(P)])
=EB1 - B)(B2—B2)  (¢Por qué?)
= —XE(B - o)’ (8)
= —X var(f,)
= Ecuacion (3.3.9)

donde se aprovecha que ,31 =Y - Bz)_( y E(ﬁl) =Y — B X, que es igual a ,31 — E(/§1) = —)_((/§2 — B).
Nota: la var(B,) esta dada en la ecuacion (3.3.1).

3A.5 Estimador de minimos cuadrados de o2

Recuerde que

Y; = B1+ B Xi +u; €)
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Por consiguiente,
Y =P+ BX+i (10)
Al restar la ecuacion (10) de la ecuacion (9) se obtiene
Vi = Boxi + (u;j — i) am
Recuerde también que
Ui =y — Poxi 12)
Por tanto, al sustituir (11) en (12) se obtiene
i = Boxi + (u; — it) — Poxi (13)
Se retinen términos, se eleva al cuadrado y se suman ambos lados para obtener:
Y =B—B)Y % +Y (wi—af =28 —B) Y xi(ui—d)  (14)
Al tomar valores esperados en ambos lados se tiene
£ (Z ﬁ?) =) ZEB - Y +E [Z(”i - ﬁ)z] —2E [(Iéz —B) Y xilui — l_l)]

=Y xFvar(B) + (n = Dyvar(up) = 2B [ kiuiCriu) |

— 24 (n—1)o?—2E [Z k,-x,-uf] (15)
=02+ (n—1)c>—20°
= (n —2)o?

donde, en el penultimo paso, se utiliza la definicion de &; dada en la ecuacion (3) y la relacion dada en la
ecuacion (4). También observe que

EY (u; — i)’ = E[Zu —nu]
E|:Zu —n Z”’)}

-s[pa-tze)]

=no? — zoz (n —1)o?
n

donde se aprovecha que las u; estan no correlacionadas y que la varianza de cada u; es o>.
Asi, se obtiene

E (Z u2) = (n — 2)0? (16)
Por tanto, si se define
~2
PRI a7)
n—2
su valor esperado es
1
AD\ ~2 2 iy
E(6°) = —2E (Z l) o con la ecuacién (16) (18)

lo cual muestra que 62 es un estimador insesgado de la verdadera o?.
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3A.6 Propiedad de varianza minima de los estimadores
de minimos cuadrados

Se demostrd en el apéndice 3A, seccion 3A.2, que el estimador 5, de minimos cuadrados f, era lineal e
insesgado (esto vale también para f;). Para demostrar que estos estimadores tienen varianza minima dentro
de la clase de todos los estimadores lineales insesgados, considere el estimador de minimos cuadrados S;:

B = ZkiYi
donde
Xi —)_{ X

i
Y —-X)? Xxf

lo cual demuestra que B, es un promedio ponderado de las ¥, con las k; como ponderaciones.
Se define un estimador lineal alterno de 8, de la siguiente forma:

,3; = Z w;Y; (20)
donde w; son también ponderaciones, no necesariamente iguales a k;. Ahora
E(B3) =Y wiE(Y;)
=Y wi(Bi + p2Xi) (21
=hi sz‘ + B2 ZWiXi
Por consiguiente, para que (85) sea insesgado se requiere que

> wi=0 (22)

(véase el apéndice 3A.2) (19)

i

También se puede escribir
var (B3) = varZw,- Y;

= szz var Y; [Nota: varY; = varu; = o]

- 62 ZM)IZ [NOt(l.‘ COV(Y,‘, Y) — 0(1 # ])]

2
B X . - 2
= o2 E (wi = lez + = ) (Observe la manipulacion matematica)

o
D= F) o e 0 S (v ) ()
E(-5) +(57) o

2
(Z 25
porque el ultimo término desaparece en el pentltimo paso. (;Por qué?)
Como el ultimo término en la ecuacion (24) es constante, la varianza de (53) sélo se reduce al manipular
el primer término. Sea

Xi
TR
La ecuacion (24) se reduce a
o2
var(By) = —— 25
B =5 (25)

= var(f2)
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Expresado en palabras, con ponderaciones w; = k;, que son ponderaciones de minimos cuadrados, la va-
rianza del estimador lineal B3 es igual a la del estimador de minimos cuadrados B»; de lo contrario, la
var (B3) > var (B,). Dicho de otra manera, si hay un estimador lineal insesgado de 8, de varianza minima,
debe ser el estimador de minimos cuadrados. Del mismo modo se demuestra que B es un estimador lineal
insesgado con varianza minima de f3;.

3A.7 Consistencia de los estimadores de minimos
cuadrados

Ya se demostrd que, en el marco tedrico del modelo de regresion lineal clasica, los estimadores minimos
cuadrados son insesgados (y eficientes) con cualquier tamafio de muestra, grande o pequeiia. Pero a veces,
como se analiza en el apéndice A, un estimador no satisface una o mas propiedades estadisticas deseables
en pequeflas muestras. Sin embargo, a medida que el tamafio de la muestra crece indefinidamente, los es-
timadores poseen diversas propiedades estadisticas deseables. Tales propiedades se conocen como propie-
dades asintéticas o de muestras grandes. En el apéndice se analizara una propiedad de muestra grande, a
saber, la propiedad de consistencia, que se estudia con mayor detalle en el apéndice A. Para el modelo de
dos variables ya se mostré que el estimador de MCO f; es un estimador insesgado del verdadero ;. Ahora
se demuestra que B, es también un estimador consistente de 8. Como se analiza en el apéndice A, una
condicion suficiente para la consistencia es que B, sea insesgado y que su varianza tienda a cero conforme
el tamafio de la muestra » tienda al infinito.

Como ya se prob¢ la propiedad de insesgamiento, solo se necesita demostrar que la varianza de 3, tiende
a cero conforme n crece indefinidamente. Se sabe que

A o’ a?/n
Var(ﬂz) lez lez/n ( )
Al dividir el numerador y el denominador por #, no se modifica la igualdad.
Ahora
2
lim var (8,) = lim (%) =0 (27)
n— 00 n— 0o

donde se aprovecha que 1) el limite de una razon es el limite del numerador entre el limite del denominador
(consulte un libro de célculo); 2) conforme # tiende a infinito, 0>/ tiende a cero porque ¢ es un niimero
finito, y [(D xl.z) /n] # 0 porque la varianza de X tiene un limite finito en vista del supuesto 7 del MCRL.

La conclusién del analisis anterior es que el estimador de MCO B, es un estimador consistente del ver-
dadero B,. De igual forma, se establece que Bl también es un estimador consistente. Por tanto, en repetidas
muestras (pequenas), los estimadores de MCO son insesgados, y conforme la muestra aumenta indefi-
nidamente, los estimadores de MCO son consistentes. Como se vera mas tarde, aunque no se satisfagan
algunas suposiciones del MCRL, en diversas situaciones es posible obtener estimadores consistentes de los
coeficientes de regresion.




Capitulo

Modelo clasico de
regresion lineal normal

(MCRLN)

La llamada teoria clasica de la inferencia estadistica consta de dos ramas, a saber: estimacion
y pruebas de hipotesis. Hasta el momento hemos estudiado el tema de la estimacion de los
parametros del modelo de regresion lineal (con dos variables). Mediante el método de MCO fue
posible estimar los parametros f;, B2 y o>. Con los supuestos del modelo clasico de regresion
lineal (MCRL) demostramos que los estimadores de dichos parametros, B1, B> y 62, satisfacen
varias propiedades estadisticas deseables, como el insesgamiento, la varianza minima, etc. (Re-
cuerde la propiedad MELI.) Observe que, en vista de que son estimadores, sus valores cambiaran
de muestra en muestra. Por consiguiente, tales estimadores son variables aleatorias.

Pero la estimacion es solo la mitad de la batalla. Las pruebas de hipdtesis constituyen la otra
mitad. Tenga presente que, en el analisis de regresion, nuestro objetivo no sélo consiste en esti-
mar la funcion de regresion muestral (FRM), sino también en utilizarla para obtener inferencias
respecto de la funcion de regresion poblacional (FRP), como destacamos en el capitulo 2. Asi,
es conveniente saber qué tan cerca esta ,3 1 del verdadero valor de ), o qué tan cerca esta 62 del
verdadero o2, Por ejemplo, en el ejemplo 3.2 estimamos la FRM como se muestra en la ecuacion
(3.7.2). Pero, en vista de que la regresion se basa en una muestra de 55 familias, ;como saber si
la PMC estimada de 0.4368 representa la PMC (verdadera) en la poblacion total?

Por tanto, como B, B> y 62 son variables aleatorias, es necesario averiguar sus distribuciones
de probabilidad, pues sin conocerlas no es posible relacionarlas con sus valores verdaderos.

4.1 Distribucion de probabilidad de las perturbaciones u;

Para encontrar las distribuciones de probabilidad de los estimadores de MCO, procederemos
como sigue. De manera especifica, consideramos 8,. Como vimos en el apéndice 3A.2,

Br=) kY, (4.1.1)

donde k; = x;/>" x2. Sin embargo, como se supone que las X son fijas, o no estocasticas, debido
a que se trata de un andlisis de regresion condicional (condicional en los valores fijos de X;), la
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ecuacion (4.1.1) muestra que B, es una funcion lineal de Y;, la cual se supone aleatoria. Pero,
como Y; = B1 + B X; + u;, expresamos (4.1.1) como

B = Zki(ﬂl + BoXi + u;) (4.1.2)

Debido a que £;, las betas, y X; son fijas, 32 es a fin de cuentas una funcioén /ineal de la variable
aleatoria u;, aleatoria por suposicion. Por tanto, la distribucion de probabilidad de ,32 (y también
de B 1) dependera del supuesto que se hizo respecto de la distribucion de probabilidad de u;. Y
como se requiere conocer las distribuciones de probabilidad de los estimadores de MCO para
obtener las inferencias sobre sus valores poblacionales, la naturaleza de la distribucion de proba-
bilidad de u; desempefia un papel importante en las pruebas de hipotesis.

Debido a que el método de MCO no hace ninguna suposicion respecto de la naturaleza pro-
babilistica de u;, resulta de poca ayuda para el propdsito de hacer inferencias sobre la FRP me-
diante la FRM, a pesar del teorema de Gauss-Markov. Este vacio puede llenarse si se supone
que las u siguen una determinada distribucion de probabilidad. Por razones que mencionaremos
en seguida, en el contexto de regresion se supone, por lo general, que las u tienen la distribucion
de probabilidad normal. Si a los supuestos del modelo clasico de regresion lineal (MCRL) ana-
lizados en el capitulo 3 se afiade el supuesto de normalidad para u;, obtenemos lo que se conoce
como modelo clasico de regresion lineal normal (MCRLN).

4.2 Supuesto de normalidad de u;

El modelo clésico de regresion lineal normal supone que cada u; estd normalmente distribuida
con

Media:  E(u;) =0 (4.2.1)
Varianza:  E[u; — E(u;))* = E(uj) = 0 (4.2.2)
cov(u;, w):  E{[(u; — E(ui)][u; — E(up)]} = E(u; u;) =0 i #j (4.2.3)

Estos supuestos se expresan en forma mas compacta como
u; ~ N(0, o'?) (4.2.49)

donde el simbolo ~ significa distribuido y N significa distribucion normal, y donde los tér-
minos entre paréntesis representan los dos pardmetros de la distribucion normal: la media y la
varianza.

Como se sefala en el apéndice A, para dos variables normalmente distribuidas, una cova-
rianza o correlacion cero significa independencia entre las dos variables. Por consiguiente,
con el supuesto de normalidad, la ecuacion (4.2.4) significa que #; y u; no s6lo no estan correla-
cionadas, sino que también estan independientemente distribuidas.

Por tanto, (4.2.4) se escribe como

u; ~ NID(0, 0% (4.2.5)

donde NID significa normal e independientemente distribuido.
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iPor qué debe formularse el supuesto de normalidad?
(Por qué se emplea el supuesto de normalidad? Existen diversas razones.

1. Como seiialamos en la seccion 2.5, u; representa la influencia combinada (sobre la variable
dependiente) de un gran numero de variables independientes que no se introdujeron explici-
tamente en el modelo de regresion. Como explicamos, se espera que la influencia de estas va-
riables omitidas o descartadas sea pequefia y, en el mejor de los casos, aleatoria. Ahora, gracias al
conocido teorema central del limite (TCL) en estadistica (véanse los detalles en el apéndice A),
se puede demostrar que, si existe un gran nimero de variables aleatorias independientes con idén-
tica distribucion, entonces, con pocas excepciones, la distribucion de su suma tiende a ser normal
a medida que se incrementa al infinito el nimero de tales variables.' Este teorema del limite cen-
tral es el que proporciona una justificacion tedrica para el supuesto de normalidad de u;.

2. Una variante del teorema del limite central establece que, aunque el nimero de variables
no sea muy grande, o si estas variables no son estrictamente independientes, su suma puede estar
atin normalmente distribuida.

3. Con el supuesto de normalidad, se derivan con facilidad las distribuciones de probabilidad
de los estimadores de MCO, pues, como se explica en el apéndice A, una propiedad de la distri-
bucion normal es que cualquier funcién lineal de variables normalmente distribuidas estara
también normalmente distribuida. Como ya analizamos, los estimadores de MCO B y B, son
funciones lineales de u;. Por consiguiente, si u; estd normalmente distribuida, también lo estan ;é 1
y B>, 1o cual hace que la tarea de probar hipétesis sea muy facil.

4. La distribucion normal es una distribucién comparativamente sencilla y requiere sélo dos
parametros (la media y la varianza); es muy conocida y sus propiedades tedricas se han estudiado
con amplitud en estadistica matematica. Ademads, al parecer muchos fendmenos se rigen por la
distribucion normal.

5. Si trabajamos con una muestra finita o pequefia, con datos de 100 o menos observaciones,
la suposicion de normalidad desempefa un papel relevante. No sélo contribuye a derivar las
distribuciones de probabilidad exactas de los estimadores de MCO, sino también permite utilizar
las pruebas estadisticas 7, F'y x> para los modelos de regresion. Las propiedades estadisticas
de las distribuciones estadisticas ¢, F 'y x* se estudian en el apéndice A. Como veremos en se-
guida, si el tamafio de la muestra es razonablemente grande, se puede flexibilizar el supuesto de
normalidad.

6. Por ultimo, en muestras grandes, los estadisticos ¢ y F' tienen aproximadamente las distri-
buciones de probabilidad de ¢ y £ por lo que las pruebas ¢ y F que se basan en el supuesto de que
el término de error estd distribuido normalmente pueden seguir aplicindose con validez.? En la
actualidad hay muchos datos transversales y de series de tiempo con una cantidad relativamente
grande de observaciones. Por tanto, el supuesto de normalidad puede no ser tan crucial en con-
juntos grandes de datos.

Advertencia: Como se esta “imponiendo” el supuesto de normalidad, es menester encontrar
aplicaciones practicas que requieran tamafos pequefios de muestras en las que el supuesto de
normalidad resulte apropiado. Mas adelante se realizaran algunas pruebas para hacer precisa-

' Para un analisis relativamente sencillo y directo de este teorema, véase Sheldon M. Ross, Introduction to
Probability and Statistics for Engineers and Scientists, 2a. ed., Harcourt Academic Press, Nueva York, 2000,
pp. 193-194. Una excepcidn a este teorema es la distribucién de Cauchy, la cual no tiene media ni momen-
tos mas altos. Véase M. G. Kendall y A. Stuart, The Advanced Theory of Statistics, Charles Griffin & Co., Lon-
dres, 1960, vol. 1, pp. 248-249.

2 para las diversas formas del teorema central del limite, véase Harald Cramer, Mathematical Methods of Sta-
tistics, Princeton University Press, Princeton, Nueva Jersey, 1946, cap. 17.

3 Para un analisis técnico de este punto, véase Christiaan Heij et al., Econometric Methods with Applications in
Business and Economics, Oxford University Press, Oxford, 2004, p. 197.
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mente eso; asimismo, se presentaran situaciones en las que tal vez sea inadecuado el supuesto de
normalidad. No obstante, hasta ese momento, consideraremos valido el supuesto de normalidad
por las razones expuestas.

4.3 Propiedades de los estimadores de MCO

segun el supuesto de normalidad

Si suponemos que u; sigue la distribucién normal, como en (4.2.5), los estimadores de MCO tie-
nen las propiedades que se mencionan a continuacion (el apéndice A ofrece un analisis general
de las propiedades estadisticas deseables de los estimadores):

1. Son insesgados.

2. Tienen varianza minima. En combinacion con 1, esto significa que son estimadores inses-
gados con varianza minima, o eficientes.

3. Presentan consistencia; es decir, a medida que el tamafio de la muestra aumenta indefini-
damente, los estimadores convergen hacia sus verdaderos valores poblacionales.

4, Bl (al ser una funcion lineal de u;) estd normalmente distribuida con

Media:  E(f1) = (4.3.1)
2
var()y:  of = nZZ—X;_zUz - (3.3.3) (4.3.2)

O, en forma mas compacta,
A 2
B ~ N(Bi, 031)

Entonces, de acuerdo con las propiedades de la distribuciéon normal, la variable Z, definida
como

z=P=h (4.3.3)
%,

sigue la distribuciéon normal estandar, es decir, una distribucion normal con media cero y va-
rianza unitaria (= 1), o

Z ~ N(0, 1)

5. 32 (al ser una funcion lineal de u;) esta normalmente distribuida con

Media:  E(B) = B> (4.3.4)
2
var(B): o = Z"xz = (3.3.1) (4.3.5)

O, en forma més compacta,

A

2
/32 ~ N(,st GEZ)
Entonces, como en (4.3.3),

z=-P=h (4.3.6)

%8,

también sigue una distribucion normal estandar.
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Geométricamente, las distribuciones de probabilidad de Bi y B, se muestran en la figura 4.1.
6. (n — 2)(6%/0?) esta distribuida como la distribucién x? (ji cuadrada), con (n — 2) gl.*
Saber esto ayuda a hacer inferencias respecto de la verdadera 0% a partir de la o> estimada, como

veremos en el capitulo 5. (En el apéndice A se analizan la distribucion ji cuadrada y sus propie-
dades.)

7. (,é 1, Ba) se distribuyen de manera independiente respecto de 62. La importancia de lo ante-
rior se explica en el siguiente capitulo.

8. ,3 1y /§2 tienen varianza minima entre todas las clases de estimadores insesgados, lineales o
no lineales. Este resultado, desarrollado por Rao, es muy eficaz porque, a diferencia del teorema
de Gauss-Markov, no se limita a la clase de estimadores lineales.> Por tanto, se puede decir que
los estimadores de minimos cuadrados son los mejores estimadores insesgados (MEI); es decir,
tienen varianza minima en toda la clase de los estimadores insesgados.

Para resumir: lo importante es que el supuesto de normalidad permite derivar las distribu-
ciones de probabilidad, o muestrales, de ,é 1y /§2 (ambas normales), y de 62 (relacionada con ji
cuadrada). Como veremos en el capitulo 5, esto simplifica la tarea de establecer intervalos de
confianza y pruebas (estadisticas) de hipdtesis.

A propésito, observe que si supone que u; ~ N(0, o), ¥;, al ser una funcion lineal de u;, posee
también una distribucién normal con una media y una varianza dadas por

E(Y) = B+ B Xi (4.3.7)
var(Y)) = o2 (4.3.8)

En forma mas ordenada,
Y; ~ N(Bi + B Xi, 0%) (4.3.9)

“La prueba de este enunciado es un poco intrincada. Se proporciona una fuente accesible para la demostra-
cién en la obra de Robert V. Hogg y Allen T. Craig, Introduction to Mathematical Statistics, 2a. ed., Macmillan,
Nueva York, 1965, p. 144.

5 C. R. Rao, Linear Statistical Inference and Its Applications, John Wiley & Sons, Nueva York, 1965, p. 258.



102 Parte Uno Modelos de regresion uniecuacionales

4.4 Método de maxima verosimilitud (MV)

Un método de estimacion puntual con algunas propiedades tedricamente mas fuertes que las del
método de MCO es el método de maxima verosimilitud (MV). Como este método es un poco
complicado, se analiza en el apéndice de este capitulo. Para el lector que sélo tiene un interés
general, baste aclarar que si se supuso que u; esta normalmente distribuida, como lo hemos hecho
por las razones expuestas, los estimadores de MV y MCO de los coeficientes de regresion, los S,
son idénticos, y esto es valido para regresiones simples al igual que para las regresiones multi-
ples. El estimador de MV de 0? es ) 17/ n. Este estimador es sesgado, en tanto que el estimador
de MCO de 02 = Y_ ii? /(n — 2), como vimos, es insesgado. Pero, al comparar estos dos estima-
dores de o2, se ve que, conforme aumenta el tamafio de la muestra n, los dos estimadores de o?
tienden a ser iguales. Por tanto, asintdticamente (es decir, a medida que # crece indefinidamente),
el estimador MV de o2 también es insesgado.

Como el método de minimos cuadrados con el supuesto adicional de normalidad de u; propor-
ciona todas las herramientas necesarias para llevar a cabo la estimacion y las pruebas de hipotesis
de los modelos de regresion lineal, no existe pérdida alguna para los lectores que no deseen conti-
nuar revisando el método de méaxima verosimilitud debido a su cierta complejidad matematica.

Resumen y
conclusiones

1. En este capitulo analizamos el modelo clasico de regresion lineal normal (MCRLN).

2. Este modelo difiere del modelo clasico de regresion lineal (MCRL) al suponer especifica-
mente que el término de perturbacion, u;, que forma parte del modelo de regresion, esta
normalmente distribuido. EI MCRL no requiere ningun supuesto sobre la distribucion de
probabilidad de u;; s6lo requiere que el valor de la media de u; sea cero y su varianza sea una
constante finita.

. La justificacion tedrica del supuesto de normalidad es el teorema central del limite.

4. Sin el supuesto de normalidad, segtn los otros supuestos analizados en el capitulo 3, el teo-
rema de Gauss-Markov demostrd que los estimadores de MCO son MELL

5. Con el supuesto adicional de normalidad, los estimadores de MCO no so6lo son los mejores
estimadores insesgados (MEI) sino que también siguen distribuciones de probabilidad bien
conocidas. Los estimadores de MCO del intercepto y de la pendiente estan normalmente dis-
tribuidos, y el estimador de MCO de la varianza de u; (= 62) se relaciona con la distribucion
ji cuadrada.

6. En los capitulos 5 y 8 veremos la utilidad de estos conocimientos para realizar inferencias
respecto de los valores de los parametros poblacionales.

7. Una alternativa al método de minimos cuadrados es el método de maxima verosimilitud
(MYV). Sin embargo, para utilizar este método se debe hacer un supuesto sobre la distribucion
de probabilidad del término de perturbacion u;. En el contexto de regresion, el supuesto mas
comun es que las u; siguen la distribucion normal.

8. Segun el supuesto de normalidad, los estimadores de MCO y MV de los parametros del inter-
cepto y de la pendiente del modelo de regresion son idénticos. Sin embargo, los estimadores
de MCO y MV de la varianza de u; son diferentes. No obstante, en muestras grandes, estos
dos estimadores convergen.

9. Por tanto, el método de MV suele recibir el nombre de método de muestras grandes. E1 mé-
todo MV tiene una aplicacion mas extensa, pues se aplica también a modelos de regresion no
lineal en los parametros. En este tltimo caso, MCO generalmente no se utiliza. Para mayor
informacion sobre esto, véase el capitulo 14.

10. En este texto recurriremos en gran medida al método de MCO por razones practicas: a)
en comparacion con el de MV, el de MCO es facil de aplicar; b) los estimadores de MV y
MCO de B y B, son idénticos (lo cual se cumple también en regresion multiple), y ¢) aun en
muestras moderadamente grandes, los estimadores de MCO y MV de o2 no difieren consi-
derablemente.

w

Sin embargo, para satisfacer al lector con formacion matematica, se presenta una breve intro-
duccion al método de MV en el apéndice de este capitulo y también en el apéndice A.
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Apéndice 4A

4A.1 Estimacion de maxima verosimilitud del modelo
de regresion con dos variables

Supongamos que en el modelo con dos variables Y; = B + B, X; + u;, las ¥; son independientes y normal-
mente distribuidas con media = ) + B, X; y varianza = 2. [Véase la ecuacién (4.3.9).] Como resultado,
la funcion de densidad de probabilidad conjunta de Y3, Y5, . . ., Y, dadas las medias y varianzas anteriores,
se escribe de la siguiente forma:

f(, Yo, .o, Y| B+ BaXi, 02)

Pero dada la independencia de las Y, esta funcion de densidad de probabilidad conjunta se escribe como el
producto de las # funciones de densidad individuales como

f(Y1, Yoy oo, Yo | B1 + BoXi, 02)

= f(N1 1B+ BoXi, 02) f(Ya| B1 + BoXiy 02) -+ f(Yu | B1 + BoXi, 0%) (M
donde
1 1 (Y — B — B Xi)?
f()’i)—amexp{—zT} 2

que es la funcion de densidad de una variable normalmente distribuida con media y varianza dadas.
(Nota: exp significa e elevado a la potencia de la expresion indicada por {}.)
Al sustituir la ecuacion (2) por cada Y; en (1) se tiene

fYi Yo, oo, Yy | B+ PoXi, o) =

_lZ(Yi - B —ﬂin)2} 3)

1
—a" (m)n exp{ 5 =)

Si se conocen o estan dadas Yy, Vs, . . ., Y, pero no se conocen B, B2 y o2, la funcién en (3) se llama
funcion de verosimilitud, denotada con FV(B,, B, o) y escrita como'

1 I ¢ (Yi = B = B X))’
EV(B1, B2, 2)=—neXp{—— —} (4)
1, B0 Un( Zn) 22 =

El método de maxima verosimilitud, como lo indica el nombre, consiste en estimar los parametros
desconocidos de manera que la probabilidad de observar las Y dadas sea lo mas alta (o maxima) posible. Por
consiguiente, se tiene que encontrar el maximo de la funcion en la ecuacion (4). Es un ejercicio sencillo de
calculo diferencial. Para la diferenciacion, es mas facil expresar (4) en términos de la funcion logaritmo o
log de la siguiente manera.? (Nota: In = logaritmo natural.)

1 Y — i — BoXi)?
InFV =—-nlno —%ln(Zn)— EZ(ﬂIU—ZﬂZ)

1 Z (Yi — B1 — B Xi)? (5)

n._ ., n
Z—EIHO' —Eln(zﬂ)—z o2

1 Por supuesto, si se conocen 81, B2 y a2 pero no las Yy, la ecuacién (4) representa la funcién de densidad
de probabilidad conjunta: la probabilidad de observar conjuntamente las Y.

2 Como la funcién log es una funcién monétona, In FV alcanzara su maximo valor en el mismo punto
que FV.
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Al diferenciar (5) parcialmente respecto de 81, B, y o2 se obtiene

0InFV 1
a“ﬂl =—— 2 i = pi = pXi)(=1) ©)
JInFV 1
a“ﬁz = —— D (i = fi — frXi)(~X) @)
dInFV 1
T = Tt gn LA B ©

Igualamos estas ecuaciones a cero (la condicién de primer orden para la optimizacién) y dejamos que i,
B1y 6% denoten los estimadores de MV, para obtener?

1 - =
=2 (Vi =i = pXi) =0 ©)
1 = =
= 2 Y —hi—hX)Xi =0 (10)
1 - -
—355 + 373 L (G~ B~ BaX)? =0 an

Después de simplificar, las ecuaciones (9) y (10) llevan a
ZYi:n,8~1+/§ZZXi (12)
ZYiXi=Elin+/§22Xi2 (13)

las cuales son precisamente las ecuaciones normales de la teoria de minimos cuadrados obtenidas en (3.1.4)
y (3.1.5). Por tanto, los estimadores de MV, las $, son los mismos que los estimadores de MCO, los B, dados
en (3.1.6) y (3.1.7). Esta igualdad no es fortuita. Al examinar la verosimilitud (5) se ve que el ultimo tér-
mino entra con signo negativo. Por consiguiente, la maximizacion de (5) equivale a la minimizacion de este
término, que es justo el enfoque de minimos cuadrados, como se aprecia en (3.1.2).

Al sustituir los estimadores de MV (= MCO) en (11) y simplificar, se obtiene el estimador de MV de

2 asi:

o
& = %Z(Yi — B — BX;)?
= % D (=B - fxi)? (14)

:%Zﬁ?

Se deduce de (14) que el estimador de MV 2 difiere del estimador de MCO 62 = [1/(n — 2)]Y_ @2,
el cual, como se demuestra en el apéndice 3A, seccién 3A.5, es un estimador insesgado de o2. Por tan-
to, el estimador de MV de o2 es sesgado. La magnitud de este sesgo se determina ficilmente de la siguiente
manera:

3 Se utiliza el simbolo ~ (tilde) para los estimadores de MV y " (acento circunflejo) para los estimadores de
MCO.
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Tomamos la esperanza matematica de (14) en ambos lados de la ecuacion y se obtiene

E(6?) = %E(Z ﬁ?)

-2
= (n )az con la ecuacion (16) del apéndice 3A, (15)
n iy
seccion 3A.5
2
=% - Z¢?
n

lo cual demuestra que &2 est sesgado hacia abajo (es decir, subestima el verdadero o-?) en muestras peque-
fias. Pero observe que a medida que se incrementa indefinidamente 7, el tamafio de la muestra, el segundo
término en (15), factor de sesgo, tiende a ser cero. Por consiguiente, asintoticamente (es decir, en una
muestra muy grande), &2 también es insesgada. Es decir, el lim E(52) = o2 a medida que n — o0. Se puede
demostrar ademés que &2 es también un estimador consistente,* es decir, a medida que # aumenta indefini-
damente, 62 converge hacia su verdadero valor o2

4A.2 Estimacion de maxima verosimilitud del gasto
en alimentos en India

Regresemos al ejemplo 3.2 y la ecuacion (3.7.2), que representa la regresion del gasto dedicado a los
alimentos del gasto total realizado por 55 familias rurales de India. Como al suponer la normalidad, los es-
timadores de MCO y ML de los coeficientes de regresion son iguales, los estimadores de MV resultan como
B1=B1=94.2087 y B> = B, = 0.4368. El estimador de MCO de o2 es 62 = 4 469.6913, pero el estimador
de MV es 62 = 4 407.1563, por lo que es mas pequefio que el estimador de MCO. Como se observa, en
muestras pequeias el estimador de MV esta sesgado hacia abajo; es decir, subestima en promedio la ver-
dadera varianza o2. Por supuesto, como es de esperarse, conforme crezca la muestra, la diferencia entre los
dos estimadores se reducird. Al sustituir los valores de los estimadores en la funcion log de verosimilitud,
resulta el valor de —308.1625. Si se desea maximizar el valor de FV, solo se calcula el antilogaritmo de
—308.1625. Ningun otro valor de los parametros dara una probabilidad mas alta de obtener la muestra que
se utilizo en el analisis.

Apéndice 4A Ejercicios

4.1. “Si dos variables aleatorias son estadisticamente independientes, el coeficiente de correlacion entre las
dos es cero. Pero lo contrario no necesariamente es cierto; es decir, una correlacion de cero no implica
independencia estadistica. Sin embargo, cuando dos variables estan normalmente distribuidas, una
correlacion cero necesariamente implica independencia estadistica.” Verifique esta afirmacién para
la siguiente funcion de densidad de probabilidad conjunta de dos variables normalmente distribuidas,
Y, y Y, (esta funcion de densidad de probabilidad conjunta se conoce como funcién de densidad de
probabilidad normal bivariada):

1

1
expy —
27‘[010’2\/1 — p2 p{ 2(1 — :02)
Y-\ (Y1 — i) (Y2 — p2) Y-\
X — ) =2p + 3
(o] 0102 o

4Véase el apéndice A para un anélisis general de las propiedades de los estimadores de maxima verosimi-
litud, asi como para la distincién entre insesgamiento asintético y consistencia. En términos generales, en el
insesgamiento asintético se trata de encontrar el lim £ (52) cuando n tiende a infinito, donde n es el tamafio
de la muestra en la que se basa el estimador; en la consistencia, se trata de averiguar cémo se comporta 62
a medida que n aumenta indefinidamente. Observe que la propiedad de insesgamiento es una propiedad
del muestreo repetido de un estimador basado en una muestra de un tamafio dado, mientras que la consis-
tencia se relaciona con el comportamiento del estimador a medida que aumenta indefinidamente el tamafio
de la muestra.

f(Y), ) =
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4.2.

4.3.

4.4.

donde: ;; = media de Y;
o = media de Y5
o1 = desviacion estandar de Y
o, = desviacion estandar de Y,
p = coeficiente de correlacion entre Y; y Y5

Al aplicar las condiciones de segundo orden para la optimizacion (es decir, la prueba de la segunda de-
rivada), demuestre que los estimadores de MV de B, B, y 02, que se obtienen al resolver las ecuaciones
(9), (10) y (11), en realidad maximizan la funcion de verosimilitud (4).

Una variable aleatoria X sigue la distribuciéon exponencial si presenta la siguiente funcion de densidad
de probabilidad (FDP):
f(X) = (1/0)e %  paraX >0
=0 en otro caso
donde 6 > 0 es el parametro de la distribucion. Con el método de MV demuestre que el estimador de

MV de fes § = > X;/n, donde n es el tamafio de la muestra. Es decir, demuestre que el estimador
de MV de 6 es la media muestral X.

Suponga que el resultado de un experimento se clasifica como un éxito o un fracaso. Sea X = 1 cuando
el resultado es un éxito y X = 0 cuando es un fracaso; la densidad de probabilidad, o masa, funcion de
X esta dada por

pX=0=1-p
p(X=1)=p0=<p=1l

(Cual es el estimador de maxima verosimilitud de p, la probabilidad de éxito?



Capitulo

Regresion con dos
variables: estimacion
por intervalos y pruebas
de hipotesis

Cuidado con comprobar demasiadas hipotesis: cuanto mas se torturen los datos, mas probable serd
que confiesen, pero la confesion obtenida bajo presion puede no ser admisible en el tribunal de la
opinién cientifica.!

Como sefialamos en el capitulo 4, la estimacion y las pruebas de hipdtesis constituyen las dos
ramas principales de la estadistica clasica. La teoria de la estimacion consta de dos partes: esti-
macion puntual y estimacion por intervalos. En los dos capitulos anteriores estudiamos a fondo la
estimacion puntual, en donde se introdujeron los métodos MCO y MV de la estimacion puntual.
En este capitulo consideraremos primero la estimacion por intervalos y luego trataremos el tema
de las pruebas de hipdtesis, muy relacionado con la estimacion por intervalos.

5.1 Requisitos estadisticos

Antes de exponer el mecanismo preciso para la construccion de los intervalos de confianza y de
las pruebas de hipdtesis estadisticas, se supone que el lector esta familiarizado con los concep-
tos fundamentales de probabilidad y estadistica. Aunque el apéndice A no sustituye un curso
basico de estadistica, si proporciona sus elementos esenciales con los cuales el lector debera
estar totalmente familiarizado. Conceptos importantes, como probabilidad, distribuciones de
probabilidad, errores tipo I y tipo II, nivel de significancia, potencia de una prueba esta-
distica e intervalos de confianza son cruciales para entender el material de este capitulo y los
siguientes.

' Stephen M. Stigler, “Testing Hypothesis or Fitting Models? Another Look at Mass Extinctions”, en
Matthew H. Nitecki y Antoni Hoffman, eds., Neutral Models in Biology, Oxford University Press, Oxford,
1987, p. 148.
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5.2 Estimacion por intervalos: algunas ideas basicas

Para poner en orden las ideas, consideremos el ejemplo de los salarios y el nivel de escolaridad
del capitulo 3. La ecuacion (3.6.1) muestra que el incremento promedio estimado del salario
medio por hora relacionado con un afio de aumento en la escolaridad (Bz) es de 0.7240, que
constituye una cifra estimada (puntual) del valor poblacional desconocido ;. ;Qué tan confiable
es esta estimacion? Como mencionamos en el capitulo 3, debido a las fluctuaciones muestra-
les, es probable que una sola estimacion difiera del valor verdadero, aunque en un mues-
treo repetido se espera que el promedio de los valores sea igual al valor verdadero. [Nota:
E(Bz) = B,.] Ahora, en estadistica, la confiabilidad de un estimador puntual se mide por su error
estandar. Por tanto, en lugar de depender de un solo estimador puntual, se puede construir un
intervalo alrededor del estimador puntual, por ejemplo, dentro de dos o tres errores estandar a
cada lado del estimador puntual, tal que este intervalo tenga, por ejemplo, 95% de probabilidad
de incluir al verdadero valor del parametro. Esta es, a grandes rasgos, la idea basica de la esti-
macion por intervalos.

Para ser mas especifico, supongamos que se desea encontrar qué tan “cerca” esta, por ejemplo,
,éz de B,. Con este fin, se trata de encontrar dos nimeros positivos, § y «, este Gltimo situado entre
0y 1, de modo que la probabilidad de que el intervalo aleatorio (;éz -8, B+ 8) contenga al
verdadero 3, sea 1 — «. Simbdlicamente,

Pr(fh—8<P<hp+d=1-a (5.2.1)

Tal intervalo, si existe, se conoce como intervalo de confianza; a 1| — « se le denomina coefi-
ciente de confianza; y o (0 < a < 1) se conoce como nivel de significancia.” Los extremos del
intervalo de confianza se conocen como limites de confianza (también denominados valores
criticos), con B, — 8 como limite de confianza inferior y B2 + 8 como limite de confianza su-
perior. Observe que, en la practica, @ y 1 — o suelen expresarse en forma porcentual como 100«
y 100(1 — @)%.

La ecuacion (5.2.1) muestra que un estimador de intervalo, en contraste con un estimador
puntual, es un intervalo construido de manera que tenga una probabilidad especifica | — « de
contener en sus limites al valor verdadero del parametro. Por ejemplo, si ¢ = 0.05, 0 5%, (5.2.1)
debe leerse: la probabilidad de que el intervalo (aleatorio) que alli aparece incluya al verdadero
B2 es de 0.95, 0 95%. El estimador por intervalo proporciona asi una gama de valores dentro de
los cuales puede encontrarse el verdadero f,.

Es muy importante conocer los siguientes aspectos de la estimacion por intervalos:

1. La ecuacion (5.2.1) no afirma que la probabilidad de que S, se encuentre entre los limites
dados sea 1 — . Como se supone que S, aunque se desconoce, es un numero fijo, se dice que
estd o no esta dentro del intervalo. La ecuacion (5.2.1) establece que, al utilizar el método des-
crito en este capitulo, la probabilidad de construir un intervalo que contenga f; es 1 — a.

2. Elintervalo (5.2.1) es un intervalo aleatorio; es decir, variara de una muestra a la siguiente
debido a que se basa en S5, el cual es aleatorio. (;Por qué?)

3. Como el intervalo de confianza es aleatorio, los enunciados probabilisticos que le corres-
ponden deben entenderse en un sentido de largo plazo, es decir, para muestreo repetido. Mas

2 También conocida como probabilidad de cometer un error tipo 1. Un error tipo | consiste en recha-
zar una hipétesis verdadera, mientras que el error tipo Il consiste en aceptar una hipétesis falsa. (Este tema
se analiza con mayor detalle en el apéndice A.) El simbolo « se conoce también como tamaiio de la
prueba (estadistica).
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especificamente, (5.2.1) significa: si se construyen muchos intervalos de confianza como el an-
terior con base probabilistica de 1 — «, a la larga, en promedio, tales intervalos contendran, en
1 — « de los casos, el valor verdadero del parametro.

4. Como mencionamos en 2, el intervalo (5.2.1) es aleatorio siempre y cuando Bz sea desco-
nocido. Sin embargo, una vez que se tenga una muestra especifica y se obtenga un valor numérico
especifico de B>, el intervalo (5.2.1) deja de ser aleatorio, y queda entonces fijo. En este caso,
no se puede hacer la afirmacion probabilistica (5.2.1); es decir, no se puede afirmar que la pro-
babilidad de que un intervalo fijo dado incluya al verdadero §, sea 1 — «. En esta situacion, S,
esta en el intervalo fijo o fuera de él. Por consiguiente, la probabilidad sera 1 o 0. Por tanto, en el
ejemplo de salarios y nivel de escolaridad, si el intervalo de confianza a 95% se obtuviera como
(0.5700 < B, < 0.8780), como demostraremos en breve en la ecuacion (5.3.9), no se puede
afirmar que la probabilidad de que este intervalo incluya al verdadero 8, sea de 95%. Esa proba-
bilidades 1 0 0.

(Como se construyen los intervalos de confianza? De la exposicion anterior se espera que
si se conocen las distribuciones muestrales o de probabilidad de los estimadores, se puedan
hacer afirmaciones sobre intervalos de confianza como (5.2.1). En el capitulo 4 vimos que, con el
supuesto de normalidad de las perturbaciones u;, los estlmadores de MCO ,31 y ,82 estan tamblen
normalmente distribuidos, y que el estimador de MCO, 62, se relaciona con la distribucién x>
(ji cuadrada). Entonces, parece que la labor de construir intervalos de confianza es muy sencilla.
i'Y, de hecho, lo es!

de confianza para los coeficientes de regresion 8, y 82

Intervalo de confianza para $;

En el capitulo 4, seccion 4.3, demostramos que con el supuesto de normalidad de u;, los estima-
dores de MCO ﬁ 1y ,éz son en si mismos normalmente distribuidos con medias y varianzas alli
establecidas. Por consiguiente, por ejemplo, la variable

,32 B2

se ($) (5.3.1)
B (B2 — B) >ox}
o o

como se anotd en (4.3.6), es una variable normal estandarizada. Por tanto, parece que se puede
utilizar la distribucidon normal para hacer afirmaciones probabilisticas sobre 8, siempre que se
conozca la verdadera varianza poblacional o2, Si se conoce o2, una propiedad importante de una
variable normalmente distribuida con media u y varianza o es que el 4rea bajo la curva normal
entre u £ o es cercana a 68%, que entre u + 20 es alrededor de 95%, y que entre los limites
u =+ 30 el area es cercana a 99.7%.

Pero pocas veces se conoce o2y, en la practica, estd determinada por el estimador insesgado
&2. Si se reemplaza o por &, (5.3.1) puede escribirse asi

,32 — B2 Estimador — Pardmetro

T s ( /32) " Error estiandar estimado del estimador (5.3.2)

B (Br — Bo)y/ P

o
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donde ee (32) se refiere ahora al error estandar estimado. Se demuestra (véase el apéndice 5A,
seccion 5A.2) que la variable ¢, asi definida, sigue la distribucion ¢ con n — 2 gl. [Note la diferen-
cia entre (5.3.1) y (5.3.2).] Por consiguiente, en lugar de utilizar la distribucion normal, se puede
utilizar la distribucidn ¢ para construir un intervalo de confianza para 8, de la siguiente forma:

Pr(—~typ <t =<typ)=1-a (5.3.3)

donde el valor ¢ en el centro de esta doble desigualdad es el valor ¢ dado por (5.3.2), y donde />
es el valor de la variable ¢ obtenida de la distribucion ¢ para un nivel de significancia de «/2 y
n — 2 gl; a menudo se denomina el valor critico # a un nivel de significancia «/2. Al sustituir
(5.3.2) en (5.3.3) se obtiene

Pr|—typn < u <typ|=1—-«a (5.3.49)
ee(f2)
Reorganizamos (5.3.4) y obtenemos
Pr[B; — 1o €€ (Bo) < Bo<Po+ tu)2 €€ B)l=1-«a (5.3.5)3

La ecuacién (5.3.5) proporciona un intervalo de confianza para 8, de 100 (1 — «)%, que se
escribe en forma mas compacta como

Intervalo de confianza para 8, a 100(1 — «)%:
Bo £ tupp e (Bo) (5.3.6)

Mediante argumentacion analoga y con (4.3.1) y (4.3.2), se escribe:

Pr[B1 — tappee (B1) < i < Bi +tapee (B)] =1 —« (5.3.7)

o, en forma mas compacta,

Intervalo de confianza para ) a 100(1 — «)%:

Br £ tapree (1) (5.3.8)

Observe un rasgo importante de los intervalos de confianza dados en (5.3.6) y (5.3.8): en
ambos casos la amplitud del intervalo de confianza es proporcional al error estandar del estima-
dor. Es decir, entre mas grande sea el error estindar, mas amplio sera el intervalo de confianza.
Expresado de otra forma, mientras mas grande sea el error estdndar del estimador, mayor sera la
incertidumbre de estimar el verdadero valor del parametro desconocido. Asi, el error estandar de
un estimador suele describirse como una medida de la precision del estimador (es decir, con qué
precision mide el estimador al verdadero valor poblacional).

3 Algunos autores prefieren escribir (5.3.5) con los gl indicados explicitamente. Por tanto, escribirian
Pr[B2 — tn-2),0/2€€ (B2) < B2 < Po + tin-2002€€(B2)] =1 —
Pero, por simplicidad, utilizaremos la notacién hasta ahora expuesta; el contexto aclara los gl adecuados.
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De vuelta al ejemplo de regresion del capitulo 3 (seccion 3.6) del salario promedio por hora
(Y) y el nivel de escolaridad (X), recuerde que en la tabla 3.2 descubrimos que ,32 = 0.7240;
ee (ﬁz) = 0.0700. Como hay 13 observaciones, los grados de libertad (gl) son 11. Si suponemos
que o = 5%, es decir, un coeficiente de confianza a 95%, entonces la tabla f muestra que para
11 gl el valor eritico ty/» = 2.201. Al sustituir estos valores en (5.3.5), el lector debe verificar que
el intervalo de confianza para 8, a 95% sea el siguiente:*

0.5700 < B, < 0.8780 (5.3.9
O, con la ecuacion (5.3.6), es
0.7240 £ 2.201(0.0700)
es decir,
0.7240 £ 0.1540 (5.3.10)

La interpretacion de este intervalo de confianza es: Dado el coeficiente de confianza de 95%,
en 95 de cada 100 casos, los intervalos como la ecuacién 5.3.9 contendran al verdadero valor de
B,. Pero, como ya advertimos, no se puede afirmar que la probabilidad de que el intervalo espe-
cifico de la ecuacion (5.3.9) contenga al verdadero 8, sea de 95%, porque este intervalo es ahora
fijo y no aleatorio; por consiguiente, 3, se encontrara o no dentro de él: la probabilidad de que el
intervalo fijo especifico incluya al verdadero valor de 8, es por consiguiente 1 o 0.

Segtin la ecuacion (5.3.7) y los datos de la tabla 3.2, el lector puede verificar facilmente que el
intervalo de confianza para 8; a 95% en este ejemplo es:

—1.8871 < By < 1.8583 (5.3.11)

Una vez mas, se debe tener cuidado al interpretar este intervalo de confianza. En 95 de cada
100 casos, los intervalos como la ecuacion (5.3.11) contendran al verdadero valor de 8;; la pro-
babilidad de que este intervalo fijo en particular incluya al verdadero 8, es de 1 0 0.

Intervalo de confianza para $; y 8, simultaneamente

Hay ocasiones en que se necesita construir un intervalo de confianza conjunto para 8y B, tal
que, para un coeficiente de confianza (1 — «) de, por ejemplo, 95%, tanto 8; como B, caigan
al mismo tiempo dentro de ese intervalo. Como este tema es complejo, el lector quiza desee con-
sultar referencias apropiadas.’ (Estudiaremos brevemente este tema en los capitulos 8 y 10.)

5.4 Intervalo de confianza para o2

Como sefialamos en el capitulo 4, seccion 4.3, segun el supuesto de normalidad, la variable

)<2=(n—2)2—2 (5.4.1)

“Debido a errores de redondeo en la tabla 3.2, las respuestas que se proporcionan a continuacién pueden
no coincidir exactamente con las obtenidas mediante un paquete estadistico.

5 Hay un anélisis accesible en John Neter, William Wasserman y Michael H. Kutner, Applied Linear Regression
Models, Richard D. Irwin, Homewood, lllinois, 1983, capitulo 5.
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FIGURA 5.1
Intervalo de confianza a
95% para x2 (11 gl).
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sigue la distribucién x> con n — 2 gl.% Por tanto, con la distribucién x? se establece el intervalo
de confianza para o

Pr(xfop S X* < Xep)=1—a (5.4.2)

donde el valor de x? en medio de esta doble desigualdad es igual a la planteada en (5.4.1), y donde
Xlzfa 2y X§ /2 son dos valores de x? (los valores criticos x?) obtenidos de la tabla ji cuadrada para
n — 2 gl de manera que ellos cortan 100(cc/2)% de las areas de las colas de la distribucion x?,
como se muestra en la figura 5.1.

Al sustituir x? de (5.4.1) en (5.4.2) y reorganizar los términos, obtenemos

6?2 62
Pr (n—Z)Tfozf(n—2) 5 =1—-« (5.4.3)
Xas2 Xi—a/2

que da el intervalo de confianza a 100(1 — )% para o>.

Continuamos con el ejemplo de salarios y nivel de escolaridad: se encontrd en la tabla 3.2
que para los datos se tiene 62 = 0.8936. Si seleccionamos « de 5%, la tabla ji cuadrada para 11
gl da los siguientes valores criticos: xg o5 = 21.9200'y 75 = 3.8157. Estos valores muestran
que la probabilidad de que un valor ji cuadrada sea superior a 21.9200 es 2.5%, y la de 3.8157 es
97.5%. Por consiguiente, el intervalo entre estos dos valores es el intervalo de confianza para x>
a 95%, como se aprecia en el diagrama de la figura 5.1. (Observe la caracteristica asimétrica de
la distribucion ji cuadrada.)

Al sustituir los datos del ejemplo en (5.4.3), el lector verificara que el intervalo de confianza
para o a 95% es el siguiente:

0.4484 < 02 < 2.5760 (5.4.4)

La interpretacion de este intervalo es la siguiente: Si establecemos limites de confianza a 95%
sobre o2 y afirma a priori que entre estos limites caera el verdadero o2, acertaremos, a la larga,
95% de las veces.

6 Para una demostracién, véase Robert V. Hogg y Allen T. Craig, Introduction to Mathematical Statistics,
2a. ed., Macmillan, Nueva York, 1965, p. 144.
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5.5 Prueba de hipotesis: comentarios generales

Tras estudiar el problema de la estimacion puntual y por intervalos, ahora consideraremos el tema
de las pruebas de hipotesis. En esta seccidon analizaremos brevemente algunos aspectos genera-
les de este tema; el apéndice A proporciona algunos detalles adicionales.

El problema de las pruebas de hipotesis estadisticas puede plantearse sencillamente de la si-
guiente manera: jes compatible o no lo es una observacion o un hallazgo dados, segun algunas
hipotesis planteadas? La palabra “compatible” se utiliza aqui en el sentido de que la observacion
es lo “bastante” cercana al valor hipotético, de forma que no se rechaza la hipotesis planteada.
Asi, si alguna teoria o experiencia previa lleva a creer que el verdadero coeficiente de la pendiente
B, en el ejemplo salarios y nivel de escolaridad es la unidad, ;es el B> = 0.724 obtenido de la
muestra de la tabla 3.2 consistente con la hipotesis planteada? De ser asi, no se rechaza la hipo-
tesis; de lo contrario, se puede rechazar.

En el lenguaje de estadistica, la hipotesis planteada se conoce como hipétesis nula, y se denota
con el simbolo Hy. La hipdtesis nula suele probarse frente a una hipotesis alternativa (también co-
nocida como hipétesis mantenida) denotada con H,, que puede plantear, por ejemplo, que el
verdadero B, es diferente a la unidad. La hipétesis alternativa puede ser simple o compuesta.’
Por ejemplo, H;:8, = 1.5 es una hipotesis simple, pero H;:f, # 1.5 es una hipdtesis compuesta.

La teoria de pruebas de hipotesis se refiere al disefio de reglas o procedimientos que permitan
decidir si se rechaza o no la hipdtesis nula. Hay dos métodos mutuamente complementarios para
disefiar tales reglas: el intervalo de confianza y la prueba de significancia. Estos dos enfoques
plantean que la variable (el estadistico o estimador) en consideracion sigue alguna distribucion
de probabilidad y que la prueba de hipdtesis establece afirmaciones sobre el (los) valor(es) del
(los) parametro(s) de tal distribucion. Por ejemplo, sabemos que, con el supuesto de normalidad,
,32 estd normalmente distribuida con media igual a 8, y varianza dada por (4.3.5). Si formulamos
la hipotesis de que > = 1, se hace una afirmacion sobre uno de los pardmetros de la distribucion
normal, por ejemplo, la media. La mayoria de las hipdtesis estadisticas que se encuentran en este
texto sera de este tipo, con afirmaciones sobre uno o mas valores de los parametros de algunas
distribuciones de probabilidad supuestas, como la normal, F, t o x%. En las dos secciones siguien-
tes estudiaremos la forma de lograrlo.

5.6 Pruebas de hipotesis: método del intervalo de confianza

Prueba bilateral o de dos colas

Para ilustrar el enfoque del intervalo de confianza, una vez mas nos referiremos al ejemplo
de salarios y nivel de escolaridad. Por los resultados de la regresion obtenidos en la ecuacion
(3.6.1), sabemos que el coeficiente de pendiente es 0.7240. Supongamos que se postula que

H()Z ,32 =0.5
Hy: B #0.5

es decir, el verdadero coeficiente de la pendiente es 0.5 segun la hipétesis nula, pero menor o
mayor que 0.5 segtin la hipotesis alternativa. La hipotesis nula es una hipotesis simple, mientras

7 Una hipétesis estadistica se denomina hipétesis simple si especifica el(los) valor(es) preciso(s) del(los)
parametro(s) de una funciéon de densidad de probabilidad (fdp); de lo contrario, se llama hipétesis com-
puesta. Por ejemplo, en la fdp normal (1/0v/21) exp {—S[(X — w)/o1?}, si afirmamos que Hy:ny o = 2, se
trata de una hipdtesis simple; pero si Hyi:u = 15y o > 15, es una hipétesis compuesta, porque la desviacion
estandar no tiene un valor especifico.



114  Parte Uno Modelos de regresion uniecuacionales

FIGURA 5.2

Intervalo de confianza
para 3, a 100(1 — «)%.

Los valores de 3, que se encuentran

dentro de este intervalo son posibles
en H,con 100(1 - «)% de confianza.
Por tanto, no se rechaza H si ﬁz

se encuentra en esta region.

P o e e o o — ——————
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que la hipdtesis alternativa es compuesta; y, en la practica, se conoce como hipétesis bilateral.
Con mucha frecuencia, dicha hipoétesis alternativa bilateral refleja el hecho de que no se tiene
una expectativa a priori o tedrica sélida sobre la direccion en la cual debe moverse la hipotesis
alternativa respecto de la hipdtesis nula.

(Esel p, observado compatible con H,? Para responder, consultemos el intervalo de confianza
(5.3.9). Sabemos que, a la larga, los intervalos como (0.5700, 0.8780) contendran al verdadero
B> con una probabilidad de 95%. En consecuencia, a la larga (es decir, en muestreo repetido),
tales intervalos proporcionan un recorrido o limites dentro de los cuales puede encontrarse el
verdadero $, con un coeficiente de confianza de 95%. Asi, el intervalo de confianza proporciona
un conjunto de hipdtesis nulas posibles. Por consiguiente, si el 8, en Hy se encuentra dentro del
intervalo de confianza 100(1 — «)%, no se rechaza la hipétesis nula; si se encuentra por fuera
del intervalo, se puede rechazar.® Este intervalo se ilustra esqueméticamente en la figura 5.2.

Regla de decision

Construya un intervalo de confianza para 8, a 100(1 — «)%. Si el B, en Hy se encuentra dentro
de este intervalo de confianza, no rechace Hy, pero si esta fuera del intervalo, rechace Hp.

Segtin esta regla, para el ejemplo hipotético, es claro que Hy:8; = 0.5 se encuentra fuera del
intervalo de confianza a 95% dado en (5.3.9). Por consiguiente, rechazamos la hipétesis de que la
verdadera pendiente sea 0.5, con 95% de confianza. Si la hipdtesis nula fuera cierta, la probabili-
dad de obtener por casualidad un valor de pendiente igual a 0.7240 es, como maximo, alrededor
de 5%, una probabilidad pequeiia.

En estadistica, cuando se rechaza la hipotesis nula, se dice que el hallazgo es estadistica-
mente significativo. Por otra parte, cuando no se hace, se dice que el resultado no es estadisti-
camente significativo.

Algunos autores utilizan frases como “muy significativo desde un punto de vista estadistico”.
Con este término, por lo general se refieren a que, cuando rechazan la hipétesis nula, la probabi-
lidad de cometer un error tipo I (por ejemplo, @) es un nimero pequefio, usualmente 1%. Pero,
como demostrara el analisis del valor p en la seccion 5.8, es mejor dejar que el investigador
califique el hallazgo estadistico como “significativo”, “moderadamente significativo” o “muy
significativo”.

8 Siempre tenga en mente que hay una posibilidad de 100« de que el intervalo de confianza no contenga
a B2 en Hp aunque la hipétesis esté correcta. En pocas palabras, hay una posibilidad de 100« de cometer
un error tipo l. Asi, si @« = 0.05, hay una posibilidad de 5% de rechazar la hipétesis nula aunque sea
verdadera.
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Prueba unilateral o de una cola

Algunas veces tenemos una expectativa a priori o tedrica sélida (o existen expectativas basadas
en algun trabajo empirico previo) de que la hipotesis alternativa es unilateral o unidireccional, en
lugar de ser bilateral o de dos colas, como acabamos de analizar. Asi, para el ejemplo de los
salarios y el nivel de escolaridad, se puede postular que

H()I,Bz <0.5 y H]Iﬁz > 0.5
Quiza la teoria econdmica o el trabajo empirico previo indiquen que la pendiente es mayor que

0.5. Aunque el procedimiento para probar esta hipdtesis se deriva facilmente de (5.3.5), se ex-
plica mejor el mecanismo real en términos del método de prueba de significancia siguiente.’

5.7 Pruebas de hipétesis: enfoque de la prueba de significancia

Prueba de significancia de los coeficientes de regresion:
la prueba t
Un enfoque alterno pero complementario al de intervalos de confianza para probar hipotesis
estadisticas es ¢l método de la prueba de significancia, desarrollado en forma independiente
por R. A. Fisher y conjuntamente por Neyman y Pearson.'” En términos generales, una prueba
de significancia es un procedimiento que utiliza los resultados muestrales para verificar la
verdad o falsedad de una hipoétesis nula. La idea basica de las pruebas de significancia es la de
un estadistico de prueba (un estimador) y su distribuciéon muestral segtin la hipdtesis nula. La
decision de aceptar o rechazar Hj se toma con base en el valor del estadistico de prueba obtenido
con los datos disponibles.

Como ilustracion, recuerde que, segun el supuesto de normalidad, la variable

B2 — B

ee (B2)
B (B2 — B2)/ > x2

o

(5.3.2)

sigue la distribucién ¢ con n — 2 gl. Si el valor del verdadero B, se especifica con la hipdtesis
nula, el valor ¢ de (5.3.2) se calcula facilmente a partir de la muestra disponible y, por consi-
guiente, sirve como estadistico de prueba. Y como este estadistico de prueba sigue una distribu-
cién ¢, caben afirmaciones sobre los intervalos de confianza como la siguiente:

B — B3
Pr| —typ <=2 <tyn|=1- 5.7.1
r[ /2<ee(/32)<1/2:| o ( )

donde B3 es el valor de B, en Hyy —tu2 Y 42 son los valores de # (los valores criticos de ¢) obte-
nidos de la tabla ¢ para un nivel de significancia («/2) y n — 2 gl [cf. (5.3.4)]. La tabla ¢ esta en
el apéndice D.

9 Si desea utilizar el método de intervalos de confianza, elabore un intervalo de confianza unilateral o de una
cola para B2 a (100 — «)%. ;Por qué?
10 Hay detalles en E. L. Lehman, Testing Statistical Hypotheses, John Wiley & Sons, Nueva York, 1959.
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FIGURA 5.3

Intervalo de confianza a

95% para Bz segun la hi-
potesis de que B, = 0.5.

Reorganizamos (5.7.1) para obtener

Pr[f; —tapee(Ba) < o < Bi +tapee(B)l =1 —a (5.7.2)

que da el intervalo en el cual se encontrara /§2 con probabilidad 1 — «, dado B, = B5. En el len-
guaje de pruebas de hipdtesis, el intervalo de confianza a 100(1 — «)% establecido en (5.7.2) se
conoce como la region de aceptacion (de la hipotesis nula), y la(s) region(es) que queda(n) fuera
del intervalo de confianza se llama(n) region(es) de rechazo (de H) o region(es) critica(s).
Como ya mencionamos, los limites de confianza dados por los puntos extremos del intervalo de
confianza se llaman también valores criticos.

Ahora se aprecia la estrecha conexion entre los enfoques de intervalo de confianza y prueba
de significancia para realizar pruebas de hipotesis al comparar (5.3.5) con (5.7.2). En el procedi-
miento de intervalo de confianza se trata de establecer un rango o intervalo que tenga una proba-
bilidad determinada de contener al verdadero aunque desconocido 3,, mientras que en el enfoque
de prueba de significancia se somete a hipdtesis algin valor de 8, y se ve si el Bz calculado se
encuentra dentro de limites (de confianza) razonables alrededor del valor sometido a hipoétesis.

Veamos de nuevo el ejemplo de los salarios y el nivel de escolaridad. Sabemos que ,32 =
0.7240, ee (,32) =0.0700 y gl = 11. Si suponemos o« = 5%, 4, = 2.201.

Si suponemos que Hy: 82 = 85 = 0.5y Hy: B, # 0.5, (5.7.2) se convierte en

Pr (0.3460 < B, < 0.6540) (5.7.3)"

como se muestra en el diagrama de la figura 5.3.

En la practica, no hay necesidad de estimar (5.7.2) explicitamente. Se calcula el valor de ¢ del
centro de la doble desigualdad dada en (5.7.1) y se ve si cae entre los valores criticos ¢ o fuera de
ellos. Para el ejemplo,

0.7240 — 0.5
=T 30 (5.7.4)
0.0700

valor que con claridad se encuentra en la region critica de la figura 5.4. La conclusion se man-
tiene; es decir, rechazamos H,.

1(By)

]

S

g B> = 0.7240

A se encuentra
Region en esta regién
critica critica de
2.5% 2.5%

B

0.3460 0.5 0.6540

" En la seccién 5.2, punto 4, se afirmé que no se puede decir que la probabilidad de que el intervalo fijo
(0.4268, 0.5914) incluyaAeI verdadero B;, sea de 95%. Pero si se puede hacer la afirmacién probabilistica
dada en (5.7.3) porque f, al ser un estimador, es una variable aleatoria.
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Intervalo de confianza a
95% para #(11 gl).
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ft)

E

S t=32

é Regién de se encuentra

A Region aceptacién en esta regién
critica de 95% critica de

2.5% 2.5%

-2.201 0 +2.201

Observe que si el B; (= ,32) estimado es igual al 8, hipotético, el valor ¢ en (5.7.4) sera cero.
Sin embargo, en la medida en que el valor de 8, estimado se aleje del valor hipotético de S, el
|t] (es decir, el valor absoluto de ¢; nota: t puede ser positivo o negativo) sera cada vez mayor. Por
consiguiente, un valor “grande” de |t| sera evidencia en contra de la hipotesis nula. Siempre se
puede utilizar la tabla ¢ para determinar si un valor # particular es grande o pequefio; la respuesta,
como sabemos, depende de los grados de libertad igual que de la probabilidad del error tipo I
que estemos dispuestos a aceptar. Como se observa en la tabla ¢ del apéndice D (tabla D.2), para
cualquier valor dado de gl, la probabilidad de obtener un valor de |¢| cada vez mayor es progresi-
vamente menor. Por tanto, para 20 gl, la probabilidad de obtener un valor |¢| mayor o igual a 1.725
es 0.10 o 10%, pero para los mismos gl, la probabilidad de obtener un valor |¢| mayor o igual a
3.552 es tan s6lo 0.002, 0 0.2%.

Como utilizamos la distribucion ¢, el anterior procedimiento de prueba se llama, apropiada-
mente, prueba z. En el lenguaje de las pruebas de significancia, se dice que un estadistico es
estadisticamente significativo si el valor del estadistico de prueba cae en la region critica.
En este caso, se rechaza la hipétesis nula. De la misma manera, se dice que una prueba no es
estadisticamente significativa si el valor del estadistico de prueba cae en la region de acepta-
cion. En esta situacion, no se rechaza la hipotesis nula. En el ejemplo, la prueba ¢ es significativa
y por tanto se rechaza la hipotesis nula.

Antes de concluir la exposicion de pruebas de hipotesis, observe que este procedimiento de
prueba se conoce como procedimiento de las pruebas de significancia bilaterales, o de dos colas,
pues se consideran las dos colas extremas de la distribucion de probabilidad relevante, las regio-
nes de rechazo, y se rechaza la hipotesis nula si cae en cualquiera de ellas. Esto sucede porque la
H, era una hipotesis compuesta de dos lados; 8, # 0.5 significa que 8, es mayor o menor que 0.5.
Sin embargo, supongamos que la experiencia indica que la pendiente es mayor que 0.5. En este
caso tenemos: Hy: 8, < 0.5y H;:8, > 0.5. Aunque H, es aiin una hipétesis compuesta, ahora es
unilateral. Para probar esta hipotesis se utiliza una prueba de una cola (la cola derecha), como
se ve en la figura 5.5. (Véase también el analisis en la seccion 5.6.)

El procedimiento de prueba es similar al anterior excepto que el limite de confianza superior
o valor critico corresponde ahora a ¢, = £ s, s decir, al nivel de 5%. Como indica la figura 5.5,
en este caso no es preciso considerar la cola inferior de la distribucion ¢. La utilizacion de una
prueba de significancia de una o dos colas dependera de la forma como se formule la hipotesis
alternativa, la cual, a su vez, puede depender de algunas consideraciones a priori o de experiencia
empirica previa. (Otras consideraciones se dan en la seccion 5.8.)

En la tabla 5.1 se presenta un resumen del método de la prueba ¢ de significancia para pruebas
de hipotesis.
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FIGURA 5.5

Prueba de significancia de
una cola.

TABLA 5.1

La prueba ¢ de signi-
ficancia: reglas de
decisién

f(B)
el
s N
7 Region de B> =0.7240
5 aceptacion se encuentra
a de 95% en esta regiéon
critica de
2.5%
B
0.5 0.6257
™~
| % 3
fit) : [B3 + 1.796 ee(B,)]
|
|
|
|
g |
3
) |
[%2] ., I
: e N
a aceptacion | se encuentra
0,
de 95% | en esta region
I critica de
5%

0 1.796
to0s (11 gl)

Tipo de Ho: hipoétesis Hi: hipétesis Regla de decision:
hipétesis nula alternativa rechazar Hy si
Dos colas B2= 6> B2# B3 1t] > tay2,g1
Cola derecha B2 < B> B2 > p> t >ty

Cola izquierda B2 > > B2 < B> t < —tyg

Notas: B3 es el valor numérico hipotético de fBs.
|¢] significa el valor absoluto de 7.
ty O 142 significa el valor critico de 7 al nivel de significancia o 0 /2.

gl: grados de libertad, (n — 2) para el modelo con dos variables, (n — 3) para el modelo con tres variables, y asi
sucesivamente.

Para probar hipotesis sobre B se sigue un procedimiento similar.

Prueba de significancia de o2 la prueba x2

Como otro ejemplo de la metodologia de las pruebas de significancia, considere la siguiente
variable:
~2
6
xrP=mn- 2)F (5.4.1)

la cual, como ya mencionamos, sigue una distribuciéon x> con n — 2 gl. Para el ejemplo hipo-
tético, 6% = 0.8937 y gl = 11. Si se postula que Hy: o> = 0.6 frente a H,:0> # 0.6, la ecua-
cion (5.4.1) proporciona el estadistico de prueba para Hy. Al sustituir los valores apropiados en
(5.4.1), se descubre que, con Hy, x> = 16.3845. Si suponemos que o = 5%, los valores criticos x>
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Resumen de la prueba

XZ
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Ho: hipétesis Hi: hipétesis Region critica:

nula alternativa rechazar Hy si
~2
2 2 2 2 9'(0' ) 2
0°=o0p o > 0y > > Xagl
00
~2
2 2 2 2 gl(s%) < x?
0% =00 0 <00 2 X(1—a),gl
00
~2
gl(Cf ) 2
o2 = 0(2) o2+ 0(2) 0(2) > Xa/2,9|

2
O < X(-a/2)91

Nota: a% es el valor de o2 segun la hipdtesis nula. El primer subindice asociado a x? en la tiltima columna es el nivel
de significancia, en tanto que el segundo indica los grados de libertad. Estos son los valores criticos ji cuadrada. Obser-
ve que, si el modelo de regresion es de dos variables, los gl son (n — 2), si el modelo de regresion es de tres variables
son (n — 3) y asi sucesivamente.

son 3.81575 y 21.9200. Como el valor x? calculado cae dentro de estos limites, los datos apoyan
la hipdtesis nula y no la rechazamos. (Véase la figura 5.1.) Este procedimiento de prueba se de-
nomina prueba de significancia ji cuadrada. El método de la prueba de significancia x> para la
prueba de hipodtesis se resume en la tabla 5.2.

5.8 Prueba de hipdétesis: algunos aspectos practicos

Significado de “aceptar” o “rechazar” una hipoétesis
Si, con base en una prueba de significancia, por ejemplo, la prueba ¢, decidimos “aceptar” la hi-
potesis nula, todo lo que se afirma es que, con base en la evidencia dada por la muestra, no existe
razon para rechazarla; no se sostiene que la hipétesis nula sea verdadera con absoluta certeza.
(Por qué? Para responder esto, regresemos al ejemplo de los salarios y los niveles de escolaridad
y supongamos que Hy: >, = 0.70. Ahora, el valor estimado de la pendiente es ,52 =0.7241 conun
(0.7241 — 0.7)
0.0701
que no es significativo, por ejemplo, en « = 5%. Por consiguiente, se dice que “aceptamos”
H. Pero ahora supongamos que Hy: 8, = 0.6. Al aplicar de nuevo la prueba ¢, se obtiene t =
(0.7241 — 0.6)
0.0701
dice que “aceptamos” esta Hy. ;Cual de estas dos hipotesis nulas es la “verdadera”? No sabemos.
Por consiguiente, al “aceptar” una hipotesis nula siempre se debe tener presente que puede existir
otra hipoétesis nula igualmente compatible con los datos. Es preferible, por tanto, decir que se
puede aceptar la hipotesis nula en lugar de decir que la aceptamos. Mejor aun,

ee (B,)=0.0701.En seguida, con base en la prueba, se obtiene que f = = 0.3438,

= 1.7703, que tampoco es estadisticamente significativo. Entonces, ahora se

...de la misma manera que en un tribunal se pronuncia un veredicto de “no culpable” en lugar de
decir “inocente”, asi la conclusioén de una prueba estadistica es la de “no rechazar” en lugar de “acep-
tar”.12

12 Jan Kmenta, Elements of Econometrics, Macmillan, Nueva York, 1971, p. 114.
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Hipétesis nula “cero” y regla practica “2t”
La hipotesis nula que es objeto frecuente de prueba en el trabajo empirico es Hy: 8, = 0, es decir,
el coeficiente de la pendiente es cero. Esta hipdtesis nula de “cero” es un mecanismo para esta-
blecer si Y tiene relacion con X, la variable explicativa. Si, para empezar, no existe relacion entre
Yy X, entonces no tiene caso probar una hipotesis como 8, = 0.3 o cualquier otro valor.

Esta hipotesis nula se prueba facilmente con los enfoques de intervalos de confianza o prueba
t estudiados en las secciones anteriores. Pero, con mucha frecuencia, tales pruebas formales se
abrevian con la regla de significancia “2¢”, que puede expresarse asi:

Regla practica
“Zt »

Si el nimero de grados de libertad es 20 o mas, y si «, el nivel de significancia, se fija en 0.05,
se rechaza la hipétesis nula B, = 0 si el valor de t [ = f,/ee (B)] calculado a partir de (5.3.2)
es superior a 2 en valor absoluto.

El razonamiento de esta regla no es muy dificil. De (5.7.1) se sabe que rechazaremos
H()l /32 =0si

t = Bafee(B2) > tup  cuando By > 0

t = Brjee(Br) < —tup cuando B < 0

o cuando

> ly)2 5.8.1
) (

para los grados de libertad apropiados.

Ahora, si examinamos la tabla ¢ del apéndice D, se ve que, para gl alrededor de 20 o mas,
un valor calculado ¢ mayor que 2 (en términos absolutos), por ejemplo, 2.1, es estadisticamente
significativo al nivel de 5%, lo cual implica rechazo de la hipdtesis nula. Por consiguiente, si se
descubre que para 20 o mas gl el valor ¢ calculado es 2.5 o 3, ni siquiera hay que consultar la tabla
t para asegurar la significancia del coeficiente de la pendiente estimada. Por supuesto, siempre
puede consultar la tabla ¢ para obtener el nivel preciso de significancia. Sin embargo, esto debe
hacerse siempre que los gl sean inferiores a, por ejemplo, 20.

A propdsito, observe que si se esta probando la hipotesis unilateral 8, = 0 respecto de 8, > 0
0 B, <0, se debe rechazar la hipétesis nula si

A

B2
ce (32)

> 1y (5.8.2)

Si fijamos « en 0.05, en la tabla ¢ se observa que, para 20 o mas gl, un valor f mayor que 1.73 es
estadisticamente significativo al nivel de significancia de 5% (de una cola). Por tanto, siempre
que un valor ¢ exceda, por ejemplo, de 1.8 (en términos absolutos) y los gl sean 20 0 mas, no es
necesario consultar la tabla ¢ para la significancia estadistica del coeficiente observado. Es claro
que, si se escoge « igual a 0.01 o cualquier otro nivel, habra que decidir sobre el valor apropiado
de ¢ como valor critico de referencia. Pero a estas alturas, el lector debe ser capaz de hacerlo.
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Formacién de las hipétesis nula y alternativa'3

Con las hipotesis nula y alternativa, probar su significancia estadistica no debe seguir siendo
un misterio. Pero, ;como se formulan estas hipdtesis? No existen reglas especificas. Muy a me-
nudo, el fendmeno en estudio sugerira la forma de las hipotesis nula y alternativa. Por ejemplo,
se pide estimar la linea del mercado de capitales (LMC) de la teoria de portafolios, que postula
que E; = B; + B,o;, donde E = rendimiento esperado del portafolio y o = la desviacién estan-
dar del rendimiento, una medida de riesgo. Como se espera que la ganancia y el riesgo estén
relacionados positivamente, entre mayor sea el riesgo, mds alta serd la ganancia; la hipotesis
alternativa natural a la hipotesis nula, 8, = 0, seria 8, > 0. Es decir, no se consideraran valores
de 8, menores de cero.

Pero considere el caso de la demanda de dinero. Como demostraremos mas adelante, un deter-
minante importante de la demanda de dinero es el ingreso. Estudios anteriores de las funciones de
demanda de dinero revelan que la elasticidad ingreso de la demanda de dinero (el cambio porcen-
tual en la demanda de dinero por un cambio porcentual de 1% en el ingreso) suele ubicarse en un
rango de 0.7 a 1.3. Por consiguiente, en un nuevo estudio de la demanda de dinero, si se postula
que el coeficiente B, de la elasticidad ingreso es 1, la hipotesis alternativa puede ser que B, # 1,
una hipdtesis alternativa bilateral.

Asi, las expectativas tedricas o el trabajo empirico previo o ambos pueden ser la base para
formular hipotesis. Sin embargo, sin importar la forma de postular hipotesis, es en extremo im-
portante que el investigador plantee estas hipotesis antes de la investigacion empirica. De lo
contrario, €l o ella seran culpables de razonamientos circulares o profecias autocumplidas. Es
decir, si se formula la hipdtesis después de examinar los resultados empiricos, puede presentarse
la tentacion de formular la hipotesis de manera que justifique los resultados. Deben evitarse estas
practicas a cualquier costo, al menos para salvar la objetividad cientifica. Recuerde la cita de
Stigler al principio de este capitulo.

Seleccion del nivel de significancia «

Del analisis expuesto hasta ahora, debe tenerse claro que rechazar o no una hipotesis nula de-
pende de «, el nivel de significancia o probabilidad de cometer un error tipo I, o sea, la proba-
bilidad de rechazar la hipdtesis cuando es verdadera. En el apéndice A se analiza en detalle la
naturaleza del llamado error tipo I, su relacion con el error tipo II (la probabilidad de aceptar
la hipdtesis cuando es falsa) y la razén por la cual la estadistica clasica suele centrarse en el error
tipo I. Pero incluso entonces, ;jpor qué « se fija generalmente en los niveles de 1, 5 o, cuanto
mucho, 10%? De hecho, no hay nada sagrado acerca de estos valores; cualquier otro valor seria
por igual apropiado.

En un libro introductorio como éste no es posible analizar a fondo la razén por la cual se esco-
gen los niveles de significancia 1, 5 o 10%, pues nos llevaria al campo de la toma de decisiones
estadisticas, de suyo una disciplina completa. Sin embargo, si podemos ofrecer un breve resu-
men. Como estudiamos en el apéndice A, para un tamafio de muestra dada, si tratamos de reducir
un error tipo I, aumenta un error tipo II, y viceversa. Es decir, con el tamafio de la muestra, si
tratamos de reducir la probabilidad de rechazar la hipétesis cuando es verdadera, se aumenta al
mismo tiempo la probabilidad de aceptarla cuando es falsa. Por tanto, dado el tamafo de la mues-

13 Hay una exposicion interesante sobre la formulacién de hipétesis en J. Bradford De Long y Kevin Lang,
“Are All Economic Hypotheses False?”, Journal of Political Economy, vol. 100, nim. 6, 1992, pp. 1257-1272.
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tra, existe una compensacion entre estos dos tipos de error. Ahora, la inica forma de decidir sobre
esta compensacion es encontrar los costos relativos de ambos tipos de error. Entonces,

Si el error de rechazar la hipdtesis nula cuando es verdadera (error tipo I) es costoso en comparacion
con el error de no rechazar la hipdtesis nula cuando es falsa (error tipo II), sera razonable fijar la
probabilidad de ocurrencia del primer tipo de error en niveles bajos. Si, por otra parte, el costo de
incurrir en el error tipo I es bajo comparado con el costo de cometer el error tipo 11, se justificara que
la probabilidad del primer tipo de error sea alta (1o que reduce la posibilidad de incurrir en el segundo
tipo de error).'

Desde luego, el problema es que pocas veces se conocen los costos de cometer los dos tipos de
error. Por tanto, los econometristas tienen por costumbre fijar el valor de « en niveles de 1, 5 o
10% como méximo, y escogen un estadistico de prueba que haga que la probabilidad de cometer
un error tipo II sea lo mas pequeiia posible. Como uno menos la probabilidad de cometer un error
tipo II se conoce como la potencia de la prueba, este procedimiento equivale a maximizar la
potencia de la prueba. (Véase en el apéndice A un analisis de la potencia de una prueba.)

Afortunadamente, el problema relacionado con la seleccion del valor apropiado de « se evita
al emplear lo que se conoce como valor p del estadistico de prueba, que analizamos a continua-
cion.

Nivel exacto de significancia: Valor p

Como recién mencionamos, el talon de Aquiles del método clasico de la prueba de hipotesis es su
arbitrariedad al seleccionar «. Una vez obtenido un estadistico de prueba (es decir, el estadistico
f) en un ejemplo dado, ;por qué no tan sélo consultar la tabla estadistica adecuada y encontrar
la probabilidad real de obtener un valor del estadistico de prueba tan grande o mayor que el ob-
tenido en el ejemplo? Esta probabilidad se denomina valor p (es decir, valor de probabilidad),
también conocido como nivel observado o exacto de significancia, o probabilidad exacta de
cometer un error tipo I. Mas técnicamente, el valor p se define como nivel de significancia mas
bajo al cual puede rechazarse una hipétesis nula.

Para ilustrar, retomemos el ejemplo de los salarios y el nivel de escolaridad. Con la hipotesis
nula de que el verdadero coeficiente del nivel de escolaridad es 0.5, se obtuvo un valor # de 3.2 en
la ecuacion (5.7.4). ;Cual es el valor p de obtener un valor ¢ igual o superior a 3.2? En la tabla ¢
del apéndice D se observa que, para 11 gl, la probabilidad de obtener tal valor 7 debe estar muy
por debajo de 0.005 (una cola) 0 0.010 (dos colas).

Si se usan los paquetes estadisticos Stata o EViews, se calcula que el valor p de obtener un
valor ¢ igual o mayor que 3.2 es de 0.00001, es decir, muy pequeiio. Este es el valor p del estadis-
tico observado ¢. Este nivel exacto de significancia del estadistico # es mucho menor que el nivel
de significancia que se fija de manera convencional y arbitraria, como 1, 5 o 10%. En realidad,
si se utilizara el valor p recién calculado y se rechazara la hipotesis nula de que el verdadero
coeficiente de escolaridad es 0.5, la probabilidad de cometer un error tipo I seria mas o menos
de sélo 1 en 100 000.

Como ya mencionamos, si los datos no apoyan la hipotesis nula, el |¢| obtenido con tal hipo-
tesis nula sera “grande” y, por consiguiente, el valor p de obtener tal |¢| sera “pequefio”. En otras
palabras, para un tamafio de muestra dado, a medida que aumenta |¢|, el valor p se reduce y, por
consiguiente, se rechaza la hipdtesis nula con mayor confianza.

(Cual es la relacion entre el valor p y el nivel de significancia a? Si se adquiere el habito de
fijar « igual al valor p de un estadistico de prueba (es decir, el estadistico £), entonces no hay con-
flicto entre estos dos valores. En otros términos, es mejor dejar de fijar « de forma arbitraria

4Jan Kmenta, Elements of Econometrics, Macmillan, Nueva York, 1971, pp. 126-127.
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en algun nivel y tan sélo seleccionar el valor p del estadistico de prueba. Es preferible dejar
que el lector decida si debe rechazar la hipdtesis nula con el valor p dado. Si, en una aplicacion,
el valor p de un estadistico de prueba resulta ser, por ejemplo, 0.145 o 14.5%, y si el lector desea
rechazar la hipdtesis nula en este nivel (exacto) de significancia, que asi sea. No esta mal correr
el riesgo de equivocarse 14.5% de las veces si se rechaza la hipdtesis nula verdadera. De manera
similar, como en el ejemplo de los salarios y el nivel de escolaridad, no esta mal si el investigador
desea escoger un valor p cercano a 0.02% y no correr el riesgo de equivocarse mas de 2 veces de
cada 10 000. Después de todo, algunos investigadores pueden amar el riesgo y otros no.

En el resto de este texto por lo general citaremos el valor p de un estadistico de prueba dado.
Tal vez algunos lectores deseen fijar o en algin nivel y rechazar la hipdtesis nula si el valor p es
menor que «. Es su decision.

Significancia estadistica y significancia practica

Recordemos el ejemplo 3.1 y los resultados de la regresion en la ecuacion (3.7.1). Esta regresion
relaciona el consumo personal (GCP) con el producto interno bruto (PIB) en Estados Unidos de
1960 a 2005; ambas variables se miden en miles de millones de dblares de 2000.

En esta regresion observamos que la propension marginal a consumir (PMC), es decir, el
consumo adicional que produce un délar adicional de ingreso (medido por el PIB) es de alrede-
dor de 0.72, o 72 centavos. Con los datos de la ecuacion (3.7.1), el lector puede verificar que el
intervalo de confianza a 95% para la PMC sea (0.7129, 0.7306). (Nota: Como hay 44 gl en este
problema, no contamos con un valor critico ¢ preciso para estos gl. En consecuencia, el intervalo
de confianza a 95% se calcula con la regla practica 2t.)

Suponga que alguien afirma que la verdadera PMC es 0.74. ;Esta cifra difiere de 0.72? Si, si
nos apegamos estrictamente al intervalo de confianza establecido antes.

Pero, jcual es el significado practico o real del hallazgo? Es decir, ;qué diferencia hay entre
asignar a la PMC un valor de 0.74 o uno de 0.72? ;Es la diferencia de 0.02 entre las dos PMC
muy importante en la practica?

La respuesta depende de lo que en realidad se haga con estas estimaciones. Por ejemplo, de la
macroeconomia se sabe que el multiplicador del ingreso es 1/(1 — PMC). Por tanto, si la PMC
es 0.72, el multiplicador es 3.57, pero sera 3.84 si la PMC es igual a 0.74. Es decir, si el gobierno
incrementara su gasto en 1 dolar para sacar la economia de una recesion, el ingreso aumentaria
3.57 doélares, si la PMC fuese 0.72, pero lo hara 3.84 ddlares si la PMC es 0.74.Y esa diferencia
puede ser crucial para reactivar la economia.

El punto de toda esta exposicion es que no se debe confundir la significancia estadistica con
la significancia prdctica o econéomica. Como afirma Goldberger:

Cuando se especifica una hipétesis nula, digamos g; = 1, lo que se busca es que f; esté cercano a
1, tan cerca que para todos los propdsitos practicos pueda tratarse como si fuera 1. Pero que 1.1 sea
“practicamente lo mismo que” 1.0 es un asunto de economia, no de estadistica. El asunto no se
resuelve con una prueba de hipdtesis, porque el estadistico de prueba [t = ](b; — 1)/6) mide
el coeficiente estimado en unidades de errores estdndar, las cuales no tienen significado para me-
dir el pardmetro econdmico B; — 1. Puede ser una buena idea reservar el término “significancia” para
el concepto estadistico, y adoptar la palabra “sustancial” para el econdémico.'?

15 Arthur S. Goldberger, A Course in Econometrics, Harvard University Press, Cambridge, Massachusetts, 1991,
p. 240. Observe que b; es el estimador de MCO de B;, y 6, es su error estandar. Este enfoque se corrobora
en D. N. McCloskey, “The Loss Function Has Been Mislaid: The Rhetoric of Significance Tests”, American
Economic Review, vol. 75, 1985, pp. 201-205. Véase también D. N. McCloskey y S. T. Ziliak, “The Standard
Error of Regression,” Journal of Economic Literature, vol. 37, 1996, pp. 97-114.



124

Parte Uno Modelos de regresion uniecuacionales

El punto expresado por Goldberger es importante. A medida que el tamafio de la muestra se
hace muy grande, la importancia de los temas relacionados con significancia estadistica se re-
duce mucho, pero los temas de significancia econdmica adquieren importancia critica. De hecho,
como con muestras grandes se rechazan casi todas las hipétesis nulas, puede haber estudios en
los cuales lo unico importante sea la magnitud de los valores estimados puntuales.

Eleccion entre los enfoques de intervalos de confianza
y pruebas de significancia en las pruebas de hipétesis

En la mayor parte de los analisis economicos aplicados, la hipotesis nula postulada hace las veces
de comodin, y el objetivo del trabajo empirico es tumbarlo, es decir, rechazar la hipotesis nula.
Por tanto, en el ejemplo consumo-ingreso, la hipdtesis nula de que la PMC S, = 0 es a todas
luces absurda, pero con frecuencia sirve para ejemplificar los resultados empiricos. Parece que
a los editores de publicaciones especializadas de renombre no les emociona publicar un trabajo
empirico que no rechace la hipdtesis nula. De alguna manera, como noticia, es mas novedoso el
hallazgo de que la PMC sea estadisticamente diferente de cero que el hallazgo de que sea igual
a, digamos, 0.7.
Asi, J. Bradford De Long y Kevin Lang sostienen que es mejor para los economistas

...concentrarse en las magnitudes de los coeficientes e informar sobre los niveles de confianza y no
sobre las pruebas de significancia. Si todas, o casi todas, las hipodtesis nulas son falsas, no es muy
sensato concentrarse en averiguar si una estimacion es o no distinguible de su valor predicho con la
hipdtesis nula. En lugar de esto, deseamos saber qué modelos son buenas aproximaciones, para lo
cual es necesario conocer los intervalos de los valores de los parametros excluidos por las estimacio-
nes empiricas.'¢

En resumen, estos autores prefieren el enfoque de intervalos de confianza al de pruebas de
significancia. Este consejo puede ser de utilidad para el lector.!”

5.9 Analisis de regresion y analisis de varianza

En esta seccion estudiamos el analisis de regresion desde el punto de vista del analisis de va-
rianza, y nos introduciremos en una forma complementaria de mirar el problema de la inferencia
estadistica.

En el capitulo 3, seccion 3.5, elaboramos la siguiente identidad:

SE=D Y A=Y P+ i (3.5.2)

es decir, SCT = SCE + SCR, la cual fragmenta la suma de cuadrados total (SCT) en dos com-
ponentes: la suma de cuadrados explicada (SCE) y la suma de cuadrados de residuos (SCR). El
estudio de estos componentes de SCT se conoce como analisis de varianza (ANOVA) desde el
punto de vista de la regresion.

Asociados con toda suma de cuadrados estan sus gl, es decir, el nimero de observaciones
independientes en las que se basa. La SCT tiene n — 1 gl porque se pierde 1 gl en el calculo de la
media muestral . La SCR tiene n — 2 gl. (¢ Por qué?) (Nota: Esto solo es valido para el modelo de
regresion con dos variables con presencia del intercepto 81.) SCE tiene 1 gl (de nuevo, esto sélo
vale para el caso de dos variables), lo cual se deduce de que SCE = 3 3" x? sea una funcion
sélo de ,32, pues se conoce y x,.z.

16 Véase su articulo citado en la nota 13, p. 1271.

17 Para una perspectiva un tanto distinta, véase Carter Hill, William Griffiths y George Judge, Undergraduate
Econometrics, Wiley & Sons, Nueva York, 2001, p. 108.
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Fuente de variacién SC* gl SCPT
Debido a la regresion (SCE) Y92 =By x? 1 B3> x?

n2
Debido a los residuos (SCR) T 52 n—2 % =52
sCT Yyf n—1

*SC significa suma de cuadrados.
 Significa suma de cuadrados promedio, la cual se obtiene al dividir SC entre el nimero de gl.

Reorganicemos las sumas de cuadrados y sus gl asociados en la tabla 5.3, que es la forma es-
tandar de la tabla AOV, denominada algunas veces tabla ANOVA. Con la informacion de la tabla
5.3, consideremos ahora la siguiente variable:

_ SCP de SCE
" SCP de SRC

By
e (5.9.1)

_Bye

652

Si suponemos que las perturbaciones u; estdin normalmente distribuidas, lo cual se cumple
para el MCRLN, vy si la hipotesis nula (Hy) es que 8, = 0, puede demostrarse que la variable F'
de la ecuacion (5.9.1) satisface la distribucion F con 1 gl en el numerador y (n — 2)gl en el de-
nominador. (Véase la prueba en el apéndice SA, seccion 5A.3. Las propiedades generales de la
distribucion F se explican en el apéndice A.)

. Qué uso puede hacerse de la razén F anterior? Puede demostrarse'® que

E(BY x2)=c*+p Y ¥ (5.9.2)

=71 = E(6%) = o2 (5.9.3)

(Observe que B, y 0% al lado derecho de estas ecuaciones son los verdaderos parametros.) Por
tanto, si B, es en realidad cero, ambas ecuaciones (5.9.2) y (5.9.3) proporcionan estimaciones
idénticas del verdadero 2. En esta situacion, la variable explicativa X no tiene influencia lineal
alguna sobre Y, y toda la variacion en Y se explica con las perturbaciones aleatorias u;. Por otra
parte, si B, es diferente de cero, (5.9.2) y (5.9.3) seran diferentes y parte de la variacion en Y se
atribuira a X. Por consiguiente, la razén F de (5.9.1) constituye una prueba de la hipotesis nula
Hy: 8, = 0. Como todas las cantidades que forman parte de esta ecuacion se obtienen de la mues-
tra disponible, esta razon F constituye un estadistico de prueba para verificar la hipdtesis nula
de que el verdadero B, es igual a cero. Sélo debe calcularse la razon F'y compararla con el valor
critico F' obtenido de las tablas F en el nivel de significancia seleccionado, u obtener el valor p
del estadistico F' calculado.

'8 Para una demostracién, véase K. A. Brownlee, Statistical Theory and Methodology in Science and Engineering,
John Wiley & Sons, Nueva York, 1960, pp. 278-280.
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TABLA 5.4

Tabla ANOVA para el
ejemplo de los salarios y
el nivel de escolaridad

Fuente de variacion SC gl SCP

95.4255
Debido a la regresién (SCE) 95.4255 1 95.4255 [F= 08811
Debido a los residuos (SCR) 9.6928 11 0.8811 = 108.3026
SCT 105.1183 12

Para esclarecer esto, continuamos con el ejemplo ilustrativo. La tabla ANOVA para este ejem-
plo se presenta en la tabla 5.4. El valor F calculado es 108.3026. El valor p de este estadistico F'
correspondiente a 1 y 8 gl no puede obtenerse de la tabla /' dada en el apéndice D, pero con tablas
estadisticas electronicas se demuestra que el valor p es 0.0000001, una probabilidad en efecto
muy pequefia. Si escoge el método del nivel de significancia para la prueba de hipdtesis y fija @ en
0.01, o en un nivel de 1%, se vera que la F’ calculada de 108.3026 es obviamente significativa en
este nivel. Por tanto, si rechazamos la hipotesis nula de que 8, = 0, la probabilidad de cometer
un error tipo I es muy pequeiia. Para todo fin practico, la muestra no pudo provenir de una pobla-
cién con un valor B, igual a cero, y se puede concluir con gran confianza que X, la educacion, si
afecta Y, el salario promedio.

Consulte el teorema 5.7 del apéndice 5A.1, que establece que el cuadrado del valor ¢ con k& gl
es un valor F con 1 gl en el numerador y & gl en el denominador. En nuestro ejemplo, si supone-
mos que Hy: B, = 0, entonces con (5.3.2) se verifica facilmente que el valor ¢ estimado es 10.41.
Este valor ¢ tiene 11 gl. Segun la misma hipotesis nula, el valor F era 108.3026 con 1 y 11 gl. De
donde (10.3428)? = valor F, excepto por errores de redondeo.

Asi, las pruebas ¢ y F proporcionan dos formas alternas, pero complementarias, de probar
la hipétesis nula de que B, = 0. Si éste es el caso, ;por qué no sélo confiar en la prueba ¢ y no
preocuparse por la prueba F'y el analisis de varianza que la acompafa? Para el modelo con dos
variables, en realidad no es necesario recurrir a la prueba F. Pero cuando consideremos el tema
de la regresion multiple, veremos que la prueba F tiene diversas aplicaciones interesantes que la
hacen un método muy util y eficaz para demostrar hipotesis estadisticas.

5.10 Aplicacion del analisis de regresion:

problema de prediccion

Con base en los datos muestrales de la tabla 3.2 se obtuvo la siguiente regresion muestral:
¥, = —0.0144 + 0.7240.X; (3.6.2)

donde ¥; es el estimador del verdadero E(Y;) correspondiente a X dada. ;De qué sirve esta re-
gresion historica? Para “predecir” o “pronosticar” el salario promedio futuro Y correspondiente
a algun nivel dado de escolaridad X. Ahora, hay dos clases de predicciones: 1) la prediccion del
valor de la media condicional de Y correspondiente a un valor escogido X, por ejemplo, Xy, que es
el punto sobre la linea de regresion poblacional misma (véase la figura 2.2), y 2) la prediccion de
un valor individual Y correspondiente a Xj. Estas dos predicciones se llaman prediccion media
y prediccion individual.
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Prediccion media"

Para ordenar las ideas, suponga que Xy = 20 y deseamos predecir E(Y| Xy = 20). Ahora, puede
demostrarse que la regresion histérica (3.6.2) proporciona la estimacion puntual de esta predic-
cion media de la siguiente forma:

Yo = Bi + B2 X0
— —0.0144 + 0.7240(20) (5.10.1)
= 14.4656

donde Yy = estimador de E(Y]Xp). Puede comprobarse que este predictor puntual es el mejor
estimador lineal e insesgado (MELI).

Como Y es un estimador, es probable que éste sea diferente de su verdadero valor. La diferen-
cia entre los dos valores dara alguna idea del error de prediccion o prondstico. Para evaluar este
error es necesario encontrar la distribucién muestral de )A’o. En el apéndice 5A, seccion 5A.4, se
demuestra que en la ecuacion (5.10.1) ¥, esta normalmente distribuida con media (B1+ B Xo)y
una varianza dada por la siguiente formula:

)2
var (Yo) = o2 |:% + (on—xi()} (5.10.2)

Al reemplazar la o> desconocida por su estimador insesgado 62, vemos que la variable

P Yo — (B1 + B2Xo)

5.10.3
ee(f’o) ¢ )

sigue una distribucion # con n — 2 gl. La distribucidn ¢ sirve por consiguiente para construir in-
tervalos de confianza para el verdadero E(Y | Xy) y pruebas de hipdtesis acerca de tal valor de la
manera usual, a saber,

Pr[B1 4 B2 Xo — tuyz ee (Vo) < B1 + BoXo < B1 + BoXo + tapee (F)] = 1 —a
(5.10.9)
donde ee (170) se obtiene de (5.10.2).

Para nuestros datos (véase la tabla 3.2),

1 (20— 12)?
13 182

var (¥p) = 0.8936 [— +

= 0.3826
ee (Yo) = 0.6185

Por tanto, el intervalo de confianza a 95% para el verdadero E(Y|Xy) = 1 + B2 X, esta dado por

14.4656 — 2.201(.6185) < E(Yo | X = 20) < 14.4656 = 2.20(0.6185)

19 Para las pruebas de las distintas afirmaciones, véase el apéndice 5A, seccién 5A.4.
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FIGURA 5.6
Intervalos (bandas) de
confianza para la media
de Yy los valores indivi-
duales de Y.
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es decir,

13.1043 < E(Y | X = 20) < 15.8260 (5.10.5)
Asi, dado Xy = 100, en muestreo repetido, en 95 de cada 100 intervalos como (5.10.5) estara el
verdadero valor medio; la mejor estimacion del verdadero valor medio es, por supuesto, la esti-
macion puntual 75.3645.

Si obtenemos intervalos de confianza a 95% como (5.10.5) por cada valor de X en la tabla 3.2,
se obtiene lo que se conoce como intervalo de confianza o banda de confianza, para la funcion
de regresion poblacional, que se presenta en la figura 5.6.

Prediccion individual

Si lo que interesa es predecir un valor individual Y, Y, correspondiente a un valor dado de X, di-
gamos, Xy, entonces, como se muestra en el apéndice 5, seccion SA.4, el mejor estimador lineal
insesgado de Y esta dado también por (5.10.1), pero su varianza es la siguiente:

L, G- )02] (5.10.6)

VaI'(Y() — ?0) = E[Yo — ?0]2 = 02 |:1 = F T~ .2
n X

Ademas, se demuestra que Y, también sigue una distribucion normal con media y varianza dadas
por (5.10.1) y (5.10.6), respectivamente. Al sustituir 62 por la desconocida o2, se colige que

Yo Yo
Ce(Yo — i}o)
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también sigue una distribucion ¢. Por consiguiente, la distribucion ¢ sirve para inferir sobre la
verdadera Y. Al continuar con el ejemplo, vemos que la prediccion puntual de Yy es 14.4656,
igual a Yy, y su varianza es 1.2357 (el lector debe verificar este calculo). Por tanto, el intervalo de
confianza a 95% para Y, correspondiente a X, = 100 es

(12.0190 < Y, | Xp = 20 < 16.9122) (5.10.7)

Si comparamos este intervalo con (5.10.5), vemos que el intervalo de confianza para la Y
individual es mas amplio que el intervalo para el valor medio de Yy. (;Por qué?) Calculamos
los intervalos de confianza como en (5.10.7) condicionales a los valores de X dados en la tabla
3.2 y se obtiene la banda de confianza a 95% para los valores individuales Y correspondientes a
estos valores de X. Esta banda de confianza, al igual que la banda de confianza para Yy asocia-
da con los mismos X, se muestran en la figura 5.6.

Note una caracteristica importante de las bandas de confianza de la figura 5.6. La amplitud
mas pequefia de estas bandas se presenta cuando Xy = X. (;Por qué?) Sin embargo, aumenta
considerablemente a medida que X; se aleja de X. (;Por qué?) Este cambio indicaria que la capa-
cidad de prediccion de la linea de regresion muestral Aistorica decrece mucho a medida que X,
se aleja cada vez mas de X. Por consiguiente, se debe tener cuidado al “extrapolar” la linea
de regresion historica para predecir E(Y | Xy) o Y, asociada a una X, dada muy alejada de
la media muestral X.

5.11 Informe de resultados del analisis de regresion

Hay diversas formas de presentar los resultados de un analisis de regresion; sin embargo, en este
texto utilizaremos el siguiente formato, con el ejemplo de los salarios y el nivel de escolaridad
del capitulo 3 a manera de ilustracion:

Y= —0.0144 + 0.7240X;

ee = (0.9317) (0.0700) 2 = 0.9065
(5.11.1)
t = (—0.0154) (10.3428) gl =11
» = (0.987) (0.000) Fi 1 = 10830

En la ecuacion (5.11.1), las cifras del primer conjunto de paréntesis son los errores estandar
estimados de los coeficientes de regresion; las cifras del segundo conjunto son los valores ¢ es-
timados calculados de (5.3.2) segun la hipotesis nula de que el verdadero valor poblacional de
cada coeficiente de regresion individual es cero (es decir, 10.3428 = 8:(7)338); y las cifras del tercer
grupo son los valores p estimados. Por tanto, para 11 gl, la probabilidad de obtener un valor ¢
igual o mayor que 10.3428 es de 0.00009, o practicamente cero.

Al presentar los valores p de los coeficientes ¢ estimados, se aprecia de inmediato el nivel
exacto de significancia de cada valor ¢ estimado. Asi, conforme a la hipédtesis nula de que el ver-
dadero valor de la pendiente poblacional es cero (es decir, que el nivel de escolaridad no produce
ningtn efecto en el salario promedio), la probabilidad exacta de obtener un valor ¢ igual o mayor
que 10.3428 es practicamente cero. Recuerde que cuanto menor sea el valor p, menor sera tam-
bién la probabilidad de cometer un error si se rechaza la hipétesis nula.
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Ya mostramos la conexion entre los estadisticos F'y ¢, a saber, F ; = t,f. Segun la hipdtesis
nula de que el verdadero 8, = 0, la ecuacion (5.11.1) muestra que el valor F es 108.30 (para
1 gl en el numerador y 11 gl en el denominador), y el valor ¢ es cercano a 10.34 (11 gl); como
se esperaba, el primer valor es igual al ultimo valor elevado al cuadrado, salvo por errores de
aproximacion. Ya se analizé la tabla ANOVA para este problema.

5.12 Evaluacion de los resultados del analisis de regresion

En la figura 1.4 de la Introduccion esbozamos la anatomia de la creacion de modelos economé-
tricos. Ahora que presentamos los resultados del analisis de regresion del ejemplo de salarios
y niveles de escolaridad en (5.11.1) cabe cuestionar la bondad del modelo ajustado. ;Qué tan
“bueno” es el modelo ajustado? Necesitamos ciertos criterios para responder esta pregunta.

Primero, ;estan los signos de los coeficientes estimados de acuerdo con las expectativas ted-
ricas o previas? 4 priori, 8, en el ejemplo de los salarios y el nivel de escolaridad debe ser posi-
tivo. En el presente ejemplo, lo es. Segundo, si la teoria sostiene que la relacion no debe ser
solo positiva sino también estadisticamente significativa, jes el caso en la presente aplicacion?
Como analizamos en la seccion 5.11, el coeficiente del nivel de escolaridad no sé6lo es positivo,
sino también estadisticamente significativo, es decir, diferente de cero; el valor p del valor ¢
estimado es muy pequefio. Valen los mismos comentarios para el coeficiente del intercepto. Ter-
cero, ,qué tan bien explica el modelo de regresion la variacion en el ejemplo? Se puede responder
con 2. En nuestro ejemplo, 72 es de alrededor de 0.90, un valor muy alto si consideramos que 72
puede ser maximo 1.

Asi, parece muy bueno el modelo escogido para explicar el comportamiento de los salarios
promedio. Pero antes de comprometerse con ¢él, seria interesante averiguar si satisface los su-
puestos del MCRLN. No veremos ahora los diversos supuestos, pues la simplicidad del modelo
es clara. Sélo hay un supuesto que se puede verificar, a saber, el de normalidad del término de
perturbacion, u;. Recuerde que las pruebas ¢ y F requieren que el término de error siga una distri-
bucion normal. De lo contrario, el procedimiento de prueba no sera valido en muestras pequeiias,
o finitas.

Pruebas de normalidad

Aunque se han estudiado diversas pruebas de normalidad en la teoria, s6lo consideraremos tres:
1) histograma de residuos, 2) grafica de probabilidad normal (GPN) y 3) prueba Jarque-Bera.

Histograma de residuos

Es un simple dispositivo grafico para saber algo sobre la forma de la funcién de densidad pobla-
cional (FDP) de una variable aleatoria. En el eje horizontal se dividen los valores de la variable de
interés (por ejemplo, los residuos de MCO) en intervalos convenientes, y sobre cada intervalo
de clase se construyen rectangulos cuya altura sea igual al nimero de observaciones (es decir, la
frecuencia) para ese intervalo de clase. Si mentalmente se coloca la curva de distribucion normal
en forma de campana sobre el histograma, se tendra cierta idea sobre la pertinencia o no de la
aproximacion normal (FDP). En la figura 5.7 se presenta el histograma de residuos correspon-
diente a la regresion de salarios y nivel de escolaridad.

Este diagrama muestra que los residuos no tienen distribucion normal perfecta; para una va-
riable distribuida normalmente, la asimetria (una medida de la simetria) debe ser cero, y la cur-
tosis (que mide si la distribucion normal es alta o baja), 3.

Siempre es aconsejable trazar el histograma de los residuos de cualquier regresion como mé-
todo aproximado y rapido para probar el supuesto de normalidad.



FIGURA 5.7
Histograma de residuos
de los datos de salarios y
nivel de escolaridad.
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Histograma
(La respuesta es el salario promedio por hora)
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Grdfica de probabilidad normal

Un dispositivo grafico relativamente sencillo para estudiar la forma de la funcion de densidad
de probabilidad (FDP) de una variable aleatoria es la grafica de probabilidad normal (GPN),
la cual utiliza el papel de probabilidad normal, especialmente disefiado para graficas. Sobre el
eje horizontal, o eje X, se grafican los valores de la variable de interés (por ejemplo, los residuos
de MCO, u;), y sobre el eje vertical, o eje Y, el valor esperado de esta variable si estuviera nor-
malmente distribuida. Por tanto, si la variable fuese de la poblacion normal, la GPN seria mas o
menos una linea recta. La GPN de los residuos correspondientes a la regresion de los salarios y
el nivel de escolaridad se muestra en la figura 5.8, que se obtuvo con el software MINITAB, ver-
sion 15. Como se observo antes, si la linea resultante en la GPN es aproximadamente una linea
recta, se puede concluir que la variable de interés esta normalmente distribuida. En la figura 5.7
se aprecia que los residuos del ejemplo estan aproximadamente distribuidos normalmente, pues
al parecer una linea recta se ajusta a los datos de forma razonable.

Con el MINITAB también se obtiene la prueba de normalidad Anderson-Darling, conocida
como estadistico 42. La hipétesis nula es que la variable en cuestion estd normalmente distri-
buida. Como se muestra en la figura 5.8, para el ejemplo, el estadistico 42 calculado es 0.289. El
valor p de obtener tal valor de 4% es de 0.558, razonablemente alto. Por consiguiente, no recha-
zamos la hipdtesis de que los residuos del ejemplo ilustrativo estan normalmente distribuidos.
A proposito, en la figura 5.8 se muestran los parametros de la distribucion (normal), la media es
aproximadamente 0, y la desviacion estandar, de casi 0.8987.

Prueba de normalidad de Jarque-Bera (JB)*

La prueba de normalidad JB es una prueba asintotica, o de muestras grandes. También se basa
en los residuos de MCO. Esta prueba calcula primero la asimetria y la curtosis (analizadas en el
apéndice A) de los residuos de MCO, con el siguiente estadistico de prueba:

O[S (K -3

20yéase C.M. Jarque y A.K. Bera, “A Test for Normality of Observations and Regression Residuals”, Internatio-
nal Statistical Review, vol. 55, 1987, pp. 163-172.
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FIGURA 5.8
Residuos de la regresion
de salarios y nivel de
escolaridad.
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donde n = tamafio de la muestra, S = coeficiente de asimetria y K = coeficiente de curtosis.
Para una variable normalmente distribuida, S = 0 y K = 3. Por tanto, la prueba de normalidad JB
constituye una prueba de la hipdtesis conjunta de que Sy K son 0 y 3, respectivamente. En este
caso, se espera que el valor del estadistico JB sea igual a cero.

De acuerdo con la hipétesis nula, la cual afirma que los residuos estan normalmente distribui-
dos, Jarque y Bera mostraron que asintoticamente (es decir, en muestras grandes) el estadistico
JB dado en (5.12.1) sigue la distribucion ji cuadrada, con 2 gl. Si el valor p calculado del esta-
distico JB es lo bastante bajo en una aplicacion, lo cual sucedera si el valor del estadistico difiere
en gran medida de cero, se puede rechazar la hipdtesis de que los residuos estdn normalmente
distribuidos. Pero si el valor p es razonablemente alto, lo cual sucede cuando el valor del estadis-
tico esta cerca de cero, no rechazamos la suposicion de normalidad.

En nuestro ejemplo, el estadistico JB estimado para la regresion de salarios y nivel de educa-
cion es 0.8286. La hipotesis nula de que los residuos en el presente ejemplo estan distribuidos
normalmente no puede rechazarse, pues el valor p de obtener un estadistico JB igual o mayor
que 0.8286 es de alrededor de 0.66, o 66%. Esta probabilidad es muy alta. Observe que, aunque
la regresion tiene 13 observaciones, éstas se obtuvieron de una muestra de 528 observaciones, lo
que parece razonablemente alto.

Otras pruebas del ajuste del modelo

Recuerde que el MCRLN tiene muchos supuestos adicionales al de la normalidad del término
de error. A medida que examinemos la teoria econométrica, consideraremos diversas pruebas de
la bondad del modelo (véase el capitulo 13). Hasta entonces, recuerde que la elaboracién de mo-
delos de regresion se basa en diversos supuestos simplificadores que quiza no sean validos en
todos los casos.
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Un ejemplo para
concluir

FIGURA 5.9

Residuos de la regresion
del gasto alimentario.

Regresemos al ejemplo 3.2 respecto del gasto alimentario en India. Con los datos de (3.7.2) y el
formato (5.11.1), obtenemos la siguiente ecuacién para el gasto:

GasAli = 94.2087 + 0.4368 GasTot;

ee =(50.8563) (0.0783)
t= (1.8524) (5.5770) (5.12.2)
p= (0.0695) (0.0000)*
r’=0.3698; gl =53
Fis3= 31.1034 (valor p = 0.0000)*

donde * significa extremadamente pequefio.

En primer lugar, interpretemos esta regresion. Como se esperaba, hay una relacién positiva
entre el gasto alimentario y el gasto total. Si este Gltimo se incrementara una rupia, en prome-
dio, el gasto en comida aumentaria casi 44 paisas. Si el gasto total fuera nulo, el gasto promedio
en comida seria mas o menos de 94 rupias. Por supuesto, esta interpretacion mecénica del
intercepto quizd no tenga mucho sentido en la economia. El valor r2 de casi 0.37 significa que
37% de la variacion en el gasto alimentario se explica por el gasto total, una aproximacién para
el ingreso.

Suponga que deseamos probar la hipdtesis nula de que no existe relacion entre el gasto ali-
mentario y el total; es decir, el verdadero coeficiente de la pendiente 8, = 0. El valor estimado
de B, es 0.4368. Si la hipdtesis nula es cierta, jcudl es la probabilidad de obtener un valor igual a
0.4368? Segun la hipdtesis nula, se observa de (5.12.2) que el valor t es 5.5770 y que el valor p
de obtener dicho valor t es practicamente cero. En otras palabras, se puede rechazar la hipétesis
nula con toda justificacién. Pero suponga que la hipétesis nula fuese que B, = 0.5, ;qué pasaria?
Con la prueba t obtenemos

04368 -0.5
~ 00783

La probabilidad de obtener una [t| de 0.8071 es mayor que 20%. Por tanto, no se rechaza la
hipétesis de que el verdadero valor de 8, sea 0.5.

Observe que, conforme a la hipétesis nula, el verdadero coeficiente de la pendiente es cero,
el valor Fes 31.1034, como se muestra en (5.12.2). Segin la misma hipétesis nula, se obtiene un
valor t de 5.5770. Si elevamos al cuadrado este valor, se obtiene 31.1029, que es casi el mismo
que el valor F, con lo cual se muestra de nuevo la estrecha relacién entre t y el estadistico F.
(Nota: el nimero de gl del numerador del estadistico F debe ser 1, lo cual ocurre en este caso.)

Con los residuos estimados de la regresion, ;qué podemos decir respecto de la distribucion
de probabilidad del término de error? La respuesta se da en la figura 5.9. Como ahi se muestra,

=—-0.8071

Series: residuos

1 - Muestra 1 55

12k Observaciones 55
[%2)
Q
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(continua)
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(continuacion)

los residuos de la regresiéon del gasto alimentario parecen estar simétricamente distribuidos. Al
aplicarse la prueba Jarque-Bera, se hace evidente que el estadistico |B es casi de 0.2576, y que la
probabilidad de obtener tal estadistico con el supuesto de normalidad es mas o menos de 88%.
En consecuencia, no rechazamos la hipétesis de que los términos de error estan normalmente
distribuidos. Pero hay que tener presente que el tamafio de la muestra de 55 observaciones tal
vez no sea lo bastante grande.

Dejamos al lector la tarea de establecer los intervalos de confianza para los dos coeficientes
de regresion, obtener la grafica de probabilidad normal, y realizar predicciones individuales y
para la media.

Resumen y
conclusiones

1. Laestimacion y las pruebas de hipétesis constituyen las dos ramas principales de la estadistica
clasica. Después de analizar el problema de la estimacion en los capitulos 3 y 4, en este capi-
tulo contemplamos las pruebas de hipdtesis.

2. Las pruebas de hipdtesis responden a esta pregunta: jun determinado hallazgo es compatible
con la hipotesis planteada o no lo es?

3. Hay dos enfoques mutuamente complementarios para responder a la pregunta anterior: inter-
valos de confianza y pruebas de significancia.

4. El método de intervalos de confianza se basa en el concepto de estimacion por intervalos. Un
estimador por intervalos es un intervalo o rango construido de manera que tiene una probabi-
lidad especifica de contener dentro de sus limites al verdadero valor del parametro descono-
cido. El intervalo asi construido se conoce como intervalo de confianza, que suele definirse
en forma porcentual, como 90 0 95%. El intervalo de confianza proporciona un conjunto de
hipotesis factibles acerca del valor del parametro desconocido. Si el valor al que se refiere
la hipétesis nula se encuentra en el intervalo de confianza, la hipdtesis no se rechaza, y si se
encuentra fuera de este intervalo, la hipotesis nula puede rechazarse.

5. En el procedimiento de pruebas de significancia se elabora un estadistico de prueba y se
examina su distribucion muestral segun la hipotesis nula. El estadistico de prueba sigue con
frecuencia una distribucion de probabilidad conocida como normal, #, F, o ji cuadrada. Una
vez calculado el estadistico de prueba (por ejemplo, el estadistico ¢) a partir de los datos dis-
ponibles, resulta sencillo obtener su valor p. El valor p da la probabilidad exacta de obtener
el estadistico de prueba estimado conforme a la hipdtesis nula. Si este valor p es pequeilo, se
rechaza la hipoétesis nula, pero si es grande puede no rechazarse. El investigador debe decidir
qué constituye un valor p pequefio o grande. Al seleccionar el valor p, el investigador debe
considerar la probabilidad de cometer errores tipo 1 y tipo I1.

6. En la practica, se debe tener cuidado al determinar «, la probabilidad de cometer un error
tipo 1, al asignarle valores arbitrarios, como 1, 5 0 10%. Es mejor hacer referencia al valor p
del estadistico de prueba. Ademas, la significancia estadistica de una estimacion no debe con-
fundirse con su significancia practica.

7. Por supuesto, las pruebas de hipdtesis suponen que el modelo seleccionado para el analisis
empirico es adecuado en el sentido de que no viola alguno(s) del (los) supuestos(s) que sirven
de base al modelo clasico de regresion lineal normal. Por tanto, las pruebas sobre la bondad
del modelo deben preceder a las pruebas de hipotesis. En este capitulo describimos una de
estas pruebas, la prueba de normalidad, cuyo fin es establecer si el término de error sigue
una distribucién normal. Como en muestras pequefias, o finitas, las pruebas ¢, F'y ji cuadrada
requieren el supuesto de normalidad, es importante verificar formalmente este supuesto.

8. Si el modelo se considera correcto o adecuado, puede emplearse para pronosticar. Pero al pro-
nosticar los valores futuros del regresando o variable dependiente, no debe salirse demasiado
del rango muestral de los valores de la regresora, o variable explicativa. De lo contrario, los
errores de pronostico pueden aumentar en forma drastica.
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EJERCICIOS Preguntas

5.1. Establezca si las siguientes afirmaciones son verdaderas, falsas o inciertas. Sea preciso.

5.2.

5.3.

5.4.

5.5.

a)
b)
<)

d)
e)

5

g)
h)

)

J)

La prueba 7 de significancia estudiada en este capitulo requiere que las distribuciones
muestrales de los estimadores 81 y B, sigan una distribucion normal.

Aunque el término de perturbacion en el MCRL no esté normalmente distribuido, los
estimadores de MCO contintan siendo insesgados.

Si no hay intercepto en el modelo de regresion, las u;(= ;) estimadas no sumaran
cero.

El valor p y el tamafio de un estadistico de prueba tienen el mismo significado.

En un modelo de regresion que contenga el intercepto, la suma de los residuos es siem-
pre cero.

Si no se rechaza una hipotesis nula, es verdadera.

Entre mayor sea el valor de o2, mayor ser4 la varianza de ,32 dadaen (3.3.1).

Las medias condicional e incondicional de una variable aleatoria significan lo mismo.
En una FRP de dos variables, si el coeficiente de la pendiente §; es cero, el intercepto
B se estima por la media muestral Y.

La varianza condicional, var(Y;| X;) = o2, y la varianza incondicional de Y, var(Y) =
o2, serian la misma si X no tuviera influencia en Y.

Construya la tabla ANOVA como la de la tabla 5.4 para el modelo de regresion dado en
(3.7.2) y pruebe la hipdtesis de que no existe relacion entre el gasto en alimentos y el gasto
total en India.

Consulte la regresion de la demanda de teléfonos celulares de la ecuacion (3.7.3).

a)
b)
c)

d)

(El coeficiente estimado del intercepto es significativo en el nivel de significancia de
5%? {Qué hipdtesis nula esta probando?

(El coeficiente estimado de la pendiente es significativo en el nivel de significancia de
5%? ¢En qué hipotesis nula se basa?

Establezca un intervalo de confianza a 95% para el verdadero coeficiente de la pen-
diente.

(Cual es el valor pronosticado de la media de los teléfonos celulares demandados si el
ingreso per capita es de 9 000 dolares? ;Cual es el intervalo de confianza a 95% para
el valor pronosticado?

Sea p” el verdadero coeficiente de determinacion poblacional. Suponga que desea probar
la hipétesis de que p? = 0. Explique verbalmente como probar esta hipétesis. Sugerencia:
Utilice la ecuacion (3.5.11). Véase también el ejercicio 5.7.

Lo que se conoce como la linea caracteristica del analisis de inversion moderno es senci-
llamente la linea de regresion obtenida del siguiente modelo:

Tit = 0 + Bitm + Uy

donde r;; = la tasa de rendimiento del i-ésimo valor en el tiempo ¢

rm = la tasa de rendimiento del portafolio del mercado en el tiempo ¢
u; = término de perturbacion estocastica

En este modelo, B; se conoce como coeficiente beta del i-ésimo valor, una medida del
riesgo del mercado (o sistematico) de un valor.”

*Véase Haim Levy y Marshall Sarnat, Portfolio and Investment Selection: Theory and Practice, Prentice-Hall
International, Englewood Cliffs, Nueva Jersey, 1984, capitulo 12.
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Con base en 240 tasas de rendimiento mensuales para el periodo 1956-1976, Fogler y Ga-
napathy obtuvieron la siguiente linea caracteristica para las acciones de IBM en relacion con el
indice de portafolio del mercado elaborado en la Universidad de Chicago:”

Fi = 0.7264 + 105987, 2 — 0.4710
ee = (0.3001) (0.0728) ol = 238
Fl 233 =211.896

a) Se dice que un valor cuyo coeficiente beta es mayor que uno es un valor volatil o agre-
sivo. ;Fueron las acciones de IBM valores volatiles en el periodo que se estudia?

b) (Es el coeficiente del intercepto significativamente diferente de cero? Si lo es, ;cual es
su interpretacion practica?

5.6. La ecuacion (5.3.5) también se escribe como

Pr[fr — tappee(B2) < B < Bo + tappee(B)l = 1 —

Es decir, la desigualdad débil (<) puede reemplazarse por la desigualdad fuerte (<). ;Por
qué?

5.7. R. A. Fisher derivo la distribucion muestral del coeficiente de correlacion definido en
(3.5.13). Si se supone que las variables X'y Y tienen una distribucion normal conjunta, es
decir, si provienen de una distribucion normal bivariada (véase el apéndice 4A, ejercicio
4.1), entonces, segun el supuesto de que el coeficiente de correlacion poblacional p es cero,
es posible demostrar que 7 = r/n —2/+/1 — 2 sigue la distribucién ¢ de Student con
n — 2 gl.”* Demuestre que este valor ¢ es idéntico al valor # dado en (5.3.2) con la hipotesis
nula de que B, = 0. Por tanto, establezca que con la misma hipétesis nula F = ¢. (Véase
la seccion 5.9.)

5.8. Considere el siguiente resultado de una regresion:’

A

¥, = 0.2033 + 0.6560X,
ee = (0.0976) (0.1961)
P2= 0397 SCR=00544  SCE = 0.0358

donde Y = tasa de participacion de la fuerza laboral (TPFL) de las mujeres en 1972 y

X = TPFL de las mujeres en 1968. Los resultados de la regresion se obtuvieron de una

muestra de 19 ciudades de Estados Unidos.

a) (Como interpreta esta regresion?

b) Pruebe la hipoétesis Hy: 8, = 1 contra Hy: 8, > 1. ;Qué prueba utilizaria? ;Por qué?
(Cuales son los supuestos subyacentes de la(s) prueba(s) que eligio?

¢) Suponga que la TPFL para 1968 fue de 0.58 (o 58%). Con base en los resultados de
la regresion anteriores, jcudl es la TPFL media en 1972? Establezca un intervalo
de confianza de 95% para la prediccion de la media.

d) ¢(Coémo probaria la hipdtesis de que el término de error en la regresion sobre la pobla-
cion esta normalmente distribuido? Muestre los calculos necesarios.

*H. Russell Fogler y Sundaram Ganapathy, Financial Econometrics, Prentice-Hall, Englewood Cliffs, Nueva
Jersey, 1982, p. 13.

**Si en realidad p es cero, Fisher demostré que r sigue la misma distribucién t siempre que X o Y estén
normalmente distribuidas. Sin embargo, si p no es igual a cero, ambas variables deben estar normalmente
distribuidas. Véase R. L. Anderson y T. A. Bancroft, Statistical Theory in Research, McGraw-Hill, Nueva York,
1952, pp. 87-88.

T Adaptado de Samprit Chatterjee, Ali S. Hadi y Bertram Price, Regression Analysis by Example, 3a. ed., Wiley
Interscience, Nueva York, 2000, pp. 46-47.
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TABIjA 3.5 . Observacion Salario Gasto Observacion Salario Gasto
Salario promedio y gasto
por alumno (d6lares), 1 19 583 3 346 27 22795 3 366
1985 2 20 263 3114 28 21 570 2920
3 20 325 3554 29 22 080 2980
Fuente: National Education Asso- 4 26 800 4 642 30 22 250 3731
ciation, como se publico en Albu- 5 29 470 4 669 31 20 940 2 853
duerque Tribune, 7 de noviembre 6 26 610 4888 32 21 800 2533
7 30 678 5710 33 22934 2729
8 27 170 5536 34 18 443 2 305
9 25 853 4168 35 19 538 2 642
10 24 500 3547 36 20 460 3124
11 24 274 3159 37 21 419 2752
12 27 170 3621 38 25160 3429
13 30 168 3782 39 22 482 3947
14 26 525 4 247 40 20 969 2 509
15 27 360 3982 41 27 224 5440
16 21 690 3568 42 25 892 4042
17 21974 3155 43 22 644 3402
18 20 816 3059 44 24 640 2 829
19 18 095 2967 45 22 341 2297
20 20939 3 285 46 25610 2932
21 22 644 3914 47 26 015 3705
22 24 624 4517 48 25788 4123
23 27 186 4 349 49 29 132 3 608
24 33 990 5020 50 41 480 8 349
25 23 382 3594 51 25 845 3766
26 20 627 2 821

Ejercicios empiricos
5.9. Latabla 5.5 proporciona datos sobre el salario promedio de un maestro de escuela publica
(el sueldo anual esta en ddlares) y el gasto en educacion publica por alumno (délares) para
1985 en los 50 estados y el Distrito de Columbia en Estados Unidos.
A fin de averiguar si existe alguna relacion entre el salario del maestro y el gasto
por alumno en las escuelas publicas, se sugirio el siguiente modelo: Sueldo; = 8; + B
Gasto; + u;, donde la variable Sueldo es el salario del maestro y la variable Gasto signifi-
ca gasto por alumno.
a) Grafique los datos y trace la linea de regresion.
b) Suponga, con base en el inciso a), que decide estimar el modelo de regresion dado
antes. Obtenga las estimaciones de los parametros, sus errores estindar, 72, la SCR y la
SCE.
¢) Interprete la regresion. ; Tiene sentido econdmico?

d) Establezca un intervalo de confianza de 95% para S,. ;Rechazaria la hipotesis de que
el verdadero coeficiente de la pendiente es 3.0?

e) Obtenga el valor individual pronosticado y la media del Sueldo, si el gasto por alumno
es de 5 000 dolares. También establezca intervalos de confianza de 95% para la verda-
dera media y el verdadero valor individual del Sueldo, para la cifra correspondiente al
gasto.

f) (Como probaria la suposicion de la normalidad del término de error? Muestre la(s)
prueba(s) utilizada(s).
5.10. Consulte el ejercicio 3.20 para construir las tablas ANOVA y probar la hipdtesis de que no
existe ninguna relacion entre la productividad y la remuneracion salarial real. Haga esto
con el sector de negocios y con el no agricola.
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5.11.

5.12.

5.13.

5.14.

5.15.

Consulte el ejercicio 1.7.

a) Grafique los datos sobre impresiones en el eje vertical y el gasto publicitario en el ho-
rizontal. ;Qué tipo de relacion observa?

b) (Seria apropiado ajustar un modelo de regresion de dos variables a los datos? ;Por qué?
Si la respuesta es negativa, /qué tipo de modelo de regresion se ajustaria a los datos?
(Cuenta con las herramientas necesarias para ajustar dicho modelo?

¢) Suponga que no se grafican los datos y que solo ajusta el modelo de regresion con dos
variables a los datos. Obtenga los resultados usuales de la regresion. Guarde dichos re-
sultados para revisar después este problema.

Consulte el ejercicio 1.1.

a) Grafique el indice de precios al consumidor (IPC) estadounidense en relacion con el
canadiense. ;Qué revela la grafica?

b) Suponga que desea predecir el IPC de EU con base en el canadiense. Elabore un mo-
delo apropiado.

¢) Pruebe la hipotesis de que no existe relacion entre ambos IPC. Utilice « = 5%. Si
rechaza la hipétesis nula, jsignifica que el IPC canadiense “condiciona” al IPC esta-
dounidense? ;Por qué?

Consulte el ejercicio 3.22.

a) Estime las dos regresiones dadas en dicho ejercicio y obtenga los errores estandar, asi
como los demas resultados usuales.

b) Pruebe la hipotesis de que las perturbaciones en los dos modelos de regresion estan
normalmente distribuidas.

¢) Enlaregresion del precio del oro, pruebe la hipétesis de que B, = 1; es decir, que existe
una relacién uno a uno entre los precios del oro y el IPC (el oro tiene una cobertura
perfecta). ;Cual es el valor p del estadistico de prueba estimado?

d) Repita el paso c) para la regresion del indice de la Bolsa de Valores de Nueva York
(NYSE). ¢(La inversion en el mercado de valores representa una cobertura perfecta
contra la inflacién? ;Cual es la hipdtesis nula que esta probando? ;Cual es su valor p?

e) Entre el oro y el mercado de valores, ;qué inversion elegiria? ;En qué basa su deci-
sion?

La tabla 5.6 presenta datos sobre el producto nacional bruto y cuatro definiciones de la

oferta monetaria de Estados Unidos durante el periodo 1970-1983. Al hacer regresiones

del PNB respecto de las diversas definiciones de dinero, se obtienen los resultados de la

tabla 5.7:

Los monetaristas o partidarios de la teoria cuantitativa sostienen que el ingreso nominal
(el PNB nominal) se determina en gran medida por cambios en la cantidad o en la reserva
de dinero, aunque no hay consenso sobre la definicion “correcta” de dinero. Con los resul-
tados de la tabla anterior, considere las siguientes preguntas:

a) (Qué definicion de oferta monetaria parece estrechamente relacionada con el PNB

nominal?

b) Como los términos * son uniformemente elevados, ;significa esto que no importa la
eleccion de la definicion de dinero?

¢) Si el Banco de la Reserva Federal desea controlar la oferta monetaria, ;cual de estas
medidas de dinero es una mejor meta para ese proposito? ;Puede deducir su respuesta
de los resultados de la regresion?

Suponga que la ecuacion de una curva de indiferencia entre dos bienes esta dada por
XiYi= 1+ B X:

(,Como estimaria los parametros de este modelo? Aplique el modelo anterior a los datos de
la tabla 5.8 y comente sus resultados.
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TABLA 5.6 . Medida de oferta monetaria,
PNB y cuatro medidas o " Z
i PNB miles de millones de dolares
de la oferta monetaria . .
miles de millones

Fuente: Economic Report of the Ano de délares M, M; M3 L

President, 1985, datos del PNB

de la tabla B-1. p. 232: datos de 1970 992.70 216.6 628.2 677.5 816.3

la oferta monetaria de la tabla 1971 1077.6 230.8 712.8 776.2 903.1

B-61, p. 303. 1972 1185.9 252.0 805.2 886.0 1023.0
1973 1326.4 265.9 861.0 985.0 1141.7
1974 1434.2 277.6 908.5 1070.5 1249.3
1975 1549.2 291.2 1023.3 1174.2 1367.9
1976 1718.0 310.4 1163.6 1311.9 1516.6
1977 1918.3 335.4 1 286.7 1472.9 1704.7
1978 2163.9 363.1 1 389.1 1647.1 1910.6
1979 2417.8 389.1 1 498.5 1 804.8 2117.1
1980 2631.7 414.9 1632.6 1990.0 2 326.2
1981 2957.8 441.9 1796.6 2 238.2 2 599.8
1982 3069.3 480.5 1965.4 2 462.5 2 870.8
1983 3 304.8 525.4 2196.3 27104 3183.1

Definiciones:

M, = circulante + depositos a la vista + cheques de viajero y otros depdsitos a corto plazo (ODC).
M, = M, + transacciones de recompra (RC) entre bancos y euroddlares a corto plazo + saldos FMMM (fondos mutualistas del mer-
cado monetario) + CAMM (cuentas de ahorro del mercado monetario) + ahorros y pequefios depositos.
M3 = M, + depositos a largo plazo + transacciones de recompra a plazo (RC a término) + FMMM institucional.
L = M3 + otros activos liquidos.

TABLA 5.7 0 PNB, — —787.4723 + 8.0863 M, r2-0.9912
Regresiones PNB-oferta (77.9664)  (0.2197)
monetaria, 1970-1983 — ’ ’ 5
2) PNB, = —44.0626 + 1.5875 My, r2 =0.9905
(61.0134)  (0.0448)
3) PNB, = 159.1366 + 1.2034 Ms, r2 —=0.9943
(42.9882) (0.0262)
4) PNB, = 164.2071 + 1.0290 L, r2=0.9938

(44.7658)  (0.0234)

Nota: Las cifras entre paréntesis son los errores estandar estimados.

TABLA 5.8 Consumo del bien X: 1 2 3 4 5

Consumo del bien Y: 4 3.5 2.8 1.9 0.8

5.16. Desde 1986, The Economist publica el indice Big Mac como medida burda y divertida
para saber si las monedas internacionales se sitian en su tipo de cambio “correcto”, segun
la teoria de la paridad del poder adquisitivo (PPA). La PPA sostiene que con una unidad
de moneda debe ser posible comprar la misma canasta de bienes en todos los paises. Los
partidarios de la PPA argumentan que, a la larga, las monedas tienden a moverse hacia su
PPA. The Economist utiliza la hamburguesa Big Mac de McDonald’s como canasta repre-
sentativa, y presenta la informacioén en la tabla 5.9.

Considere el siguiente modelo de regresion:

Yi= B+ B Xi+ u;
donde Y = tipo de cambio del dia y X = PPA implicita del ddlar.
a) Si se mantiene la PPA, ;qué valores de 8; y B, esperaria a priori?
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TABLA 5.9

El estandar de la Tibo d Subb =)/

hamburguesa Precios de la hamburguesa c;Fr)r?bi: V:I(:la';?é(: ()ie

Fuente: McDonald’s y Blg Mac PPA* del dia la moneda

e ey 1 G En implicita  del délar, local frente

fiebrero de 2007. En moneda local délares del délar 31 de enero al délar, %
Arabia Saudita Riyal 9.00 2.40 2.80 3.75 -25
Argentina Peso 8.25 2.65 2.56 3.1 -18
Australia A$3.45 2.67 1.07 1.29 -17
Brasil Real 6.4 3.01 1.99 2.13 -6
Canada C$3.63 3.08 1.13 1.18 -4
Chile Peso 1 670 3.07 519 544 -5
China Yuan 11.0 1.41 3.42 7.77 -56
Colombia Peso 6 900 3.06 2143 2 254 -5
Corea del Sur Won 2 900 3.08 901 942 -4
Costa Rica Colén 1130 2.18 351 519 -32
Dinamarca Corona danesa 27.75 4.84 8.62 5.74 +50
Egipto Libra 9.09 1.60 2.82 5.70 -50
Emiratos Arabes Unidos Dirham 10.0 2.72 3.11 3.67 -15
Eslovaquia Corona 57.98 2.14 18.0 27.2 -34
Estados Unidos $3.22 3.22
Estonia Corona 30 2.49 9.32 12.0 -23
Eurozona$ €294 3.82 1.10%* 1.30%* +19
Filipinas Peso 85.0 1.74 26.4 48.9 -46
Gran Bretana £1.99 3.90 1.62% 1.96% +21
Hong Kong HK$12.0 1.54 3.73 7.81 -52
Hungria Florin 590 3.00 183 197 -7
Indonesia Rupia 15900 1.75 4938 9100 -46
Islandia Corona islandica 509 7.44 158 68.4 +131
Japén ¥280 2.31 87.0 121 -28
Letonia Lats 1.35 2.52 0.42 0.54 =22
Lituania Litas 6.50 2.45 2.02 2.66 -24
Malasia Ringgit 5.50 1.57 1.71 3.50 =51
México Peso 29.0 2.66 9.01 10.9 =17
Noruega Corona noruega 41.5 6.63 12.9 6.26 +106
Nueva Zelanda NZ$4.60 3.16 1.43 1.45 -2
Pakistan Rupia 140 2.31 43.5 60.7 -28
Paraguay Guarani 10 000 1.90 3106 5250 -41
Pert Nuevo Sol 9.50 2.97 2.95 3.20 -8
Polonia Zloty 6.90 2.29 2.14 3.01 -29
Republica Checa Corona 52.1 2.41 16.2 21.6 -25
Rusia Rublo 49.0 1.85 15.2 26.5 -43
Singapur S$$3.60 2.34 1.12 1.54 =27
Sri Lanka Rupia 190 1.75 59.0 109 -46
Sudafrica Rand 15.5 2.14 4.81 7.25 -34
Suecia Corona sueca 32.0 4.59 9.94 6.97 -43
Suiza Franco suizo 6.30 5.05 1.96 1.25 +57
Tailandia Baht 62.0 1.78 19.3 34.7 —45
Taiwan Nuevo délar taiwanés 75.0 2.28 23.3 32.9 -29
Turquia Lira 4.55 3.22 1.41 1.41 nil
Ucrania Grivnia 9.00 1.71 2.80 5.27 —-47
Uruguay Peso 55.0 2.17 17.1 253 -33
Venezuela Bolivar 6 800 1.58 2112 4 307 =51

* Paridad del poder adquisitivo: precio local entre el precio en Estados Unidos.

r
Dolares por euro.

T Promedio de Nueva York, Chicago, San Francisco y Atlanta.

H Dolares por libra.

§ Promedio ponderado de precios en la eurozona.



TABLA 5.10
IPC e IPP, Estados
Unidos, 1980-2006

Fuente: Economic Report of the
President, 2007, tablas B-62 y
B-65.

5.17.

5.18.

5.19.
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b) (Los resultados de la regresion apoyan sus expectativas? ;Qué prueba formal aplica
para demostrar su hipotesis?

¢) (The Economist debe continuar publicando el indice Big Mac? ;Por qué?
Consulte los datos del examen SAT del ejercicio 2.16. Suponga que desea predecir las

calificaciones de los hombres en matematicas (¥) con base en las calificaciones obteni-
das por las mujeres en esa misma materia (X) con la siguiente regresion:

Yi= B+ BXi + uy
a) Estime el modelo anterior.
b) De los residuos estimados, verifique si se mantiene el supuesto de normalidad.

¢) Ahora pruebe la hipodtesis de que 8, = 1, es decir, que existe una correspondencia uno a
uno entre las calificaciones de matematicas obtenidas por los hombres y las mujeres.

d) Prepare la tabla ANOVA para este problema.

Repita el ejercicio del problema anterior pero ahora que Y y X representen las calificacio-
nes obtenidas por hombres y mujeres en lectura critica, respectivamente.

La tabla 5.10 presenta los datos anuales correspondientes al indice de precios al consu-
midor (IPC) y al indice de precios al mayoreo (IPM), también conocido como indice de
precios al productor (IPP), de la economia estadounidense durante el periodo 1980-2006.

IPP (total de
IPC total bienes terminados)
1980 82.4 88.0
1981 90.9 96.1
1982 96.5 100.0
1983 99.6 101.6
1984 103.9 103.7
1985 107.6 104.7
1986 109.6 103.2
1987 113.6 105.4
1988 118.3 108.0
1989 124.0 113.6
1990 130.7 119.2
1991 136.2 121.7
1992 140.3 123.2
1993 144.5 124.7
1994 148.2 125.5
1995 152.4 127.9
1996 156.9 131.3
1997 160.5 131.8
1998 163.0 130.7
1999 166.6 133.0
2000 172.2 138.0
2001 177.1 140.7
2002 179.9 138.9
2003 184.0 143.3
2004 188.9 148.5
2005 195.3 155.7

2006 201.6 160.3
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a) Grafique el IPC en el eje vertical y el IPM en el horizontal. 4 priori, ;qué tipo de rela-
cion espera entre los dos indices? ;Por qué?

b) Suponga que desea predecir un indice con base en el otro. ;Cual utilizaria como regre-
sada y cual como regresora? ;Por qué?

c¢) Efectue la regresion que eligio en el inciso b). Muestre los resultados usuales. Pruebe
la hipoétesis de que existe una relacion uno a uno entre ambos indices.

d) De los residuos obtenidos de la regresion de c), ;se puede abrigar la hipotesis de que
el verdadero término de error estd normalmente distribuido? Muestre las pruebas
que utilizo.

5.20 La tabla 5.11 presenta datos sobre el indice de mortalidad por cancer pulmonar (100 =
promedio) y el indice de tabaquismo (100 = promedio) correspondientes a 25 grupos
ocupacionales.

a) Trace la grafica del indice de mortalidad por cancer sobre el indice de tabaquismo.
(Qué pauta general observa?

b) Sea Y = indice de mortalidad por cancer y X = indice de tabaquismo; estime un mo-
delo de regresion lineal y obtenga las estadisticas de regresion acostumbradas.

¢) Pruebe la hipotesis que el tabaquismo no tiene influencia sobre el cancer pulmonar con
o =5%.

d) ¢Cuales son las ocupaciones de mayor riesgo en funcion de la mortalidad por cancer
pulmonar? ;jPuede ofrecer algunas razones de por qué ocurre asi?

e) ¢Existe alguin modo de incorporar la categoria de ocupacion explicitamente en el ana-
lisis de regresion?

TABLA 5.11

. ) Ocupacion Tabaquismo Cancer

Tabaquismo y cancer

pulmonar Agricultores, silvicultores, pescadores 77 84

Mineros y canteros 137 116

Wit i/ st am. 2t/ Productores de gas, coque y sustancias quimicas 117 123

J;’?E;;?ataﬁleS/sm‘)kmgandcan' Productores de vidrio y ceramica 94 128

o Trabajadores de hornos, forjas y fundiciones 116 155

Trabajadores de la industria eléctrica y electrénica 102 101

Ingenieria y oficios relacionados 111 118

Trabajadores de la industria maderera 93 113

Trabajadores de la industria del cuero 88 104

Trabajadores textiles 102 88

Trabajadores de la industria del vestido 91 104

Trabajadores de la industria de alimentos, bebidas y tabaco 104 129

Trabajadores de la industria de papel e impresos 107 86

Fabricantes de otros productos 112 96

Trabajadores de la industria de construccién 113 144

Pintores y decoradores 110 139

Conductores de vehiculos de motor, grdas, etcétera 125 113

Jornaleros no incluidos en otras clasificaciones 113 146

Trabajadores de la industria de transporte y comunicaciones 115 128

Almacenistas, encargados de tiendas, etcétera 105 115

Trabajadores administrativos 87 79

Trabajadores de ventas 91 85

Trabajadores de servicios, deportes y recreacion 100 120

Administradores y gerentes 76 60

Artistas y trabajadores profesionales y técnicos 66 51
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Apéndice SA

5A.1 Distribuciones de probabilidad relacionadas
con la distribucion normal

Las distribuciones 7, ji cuadrada (x?) y F, cuyas caracteristicas primordiales se analizan en el apéndice A,
estan estrechamente relacionadas con la distribucion normal. En vista de que se hard un uso extensivo
de estas distribuciones de probabilidad en los siguientes capitulos, se resumiran sus relaciones con la dis-
tribucién normal en el siguiente teorema; las pruebas, que rebasan el objetivo de este libro, se pueden
encontrar en la bibliografia.!

Teorema 5.1. SiZ,, 7, ..., Z, son variables aleatorias distribuidas normalmente y de manera inde-
pendiente de modo que Z; ~ N(u;, cr?), entonces la suma Z = ) k; Z;, donde ; son constantes no todas
nulas, estd también normalmente distribuida, con una media )_ k;; y una varianza ) kl?aiz; es decir,
Z ~ N(X_kipi, Y k?o?). Nota: u representa el valor medio.

En resumen, las combinaciones lineales de las variables normales estan ellas mismas distribuidas
normalmente. Por ejemplo, si Z; y Z, estan distribuidas de manera normal e independiente conforme
Z;~ N(10,2) y Z, ~ N(8, 8.5), entonces la combinacion lineal Z = 0.8Z; 4 0.2Z, también esta normalmente
distribuida con una media = 0.8(10) + 0.2(8) = 9.6 y una varianza = 0.64(2) + 0.04(1.5) = 1.34; es decir,
Z~ (9.6, 1.34).

Teorema 5.2. Si Z,, Z,, . . ., Z, estan normalmente distribuidas pero no son independientes, la suma
Z = kiZ;, donde las k; son constantes y no todas igual a cero, también esta normalmente distribuida,
con una media Y k;1; y una varianza [y k*o? +2 ) kik; cov(Z;, Z;), i # j].

Por tanto, si Z; ~ N(6,2) y Z, ~ N(7, 3) y cov(Z; Z,) = 0.8, entonces la combinacion lineal 0.6Z; + 0.42,
también esta normalmente distribuida con media = 0.6(6) + 0.4(7) = 6.4 y varianza = [0.36(2) + 0.16(3)
+ 2(0.6)(0.4)(0.8)] = 1.584.

Teorema 5.3. SiZ,, Z,, ..., Z,son variables aleatorias distribuidas de manera normal e independiente
de manera que cada Z; ~ N(0, 1), es decir, es una variable normal estandarizada, entonces ) Zl.2 =
Z3} + Z3 + -+ - + Z? sigue la distribucion ji cuadrada con n gl. De manera simbdlica, ) Z? ~ x2, donde
n representa los grados de libertad, gl.

En resumen, “la suma de los cuadrados de las variables normales estandarizadas independientes tiene

una distribucién ji cuadrada, con grados de libertad iguales al nimero de términos de la suma”.?

Teorema 5.4. SiZ,, Z,, ..., Z, son variables aleatorias distribuidas independientemente y cada una
sigue una distribucion ji cuadrada con ; gl, entonces lasuma Y Z; = Z; + Z, + - - - + Z, también sigue
una distribucion ji cuadrada, con k=" k; gl.

Por tanto, si Z; y Z, son variables x? independientes con gl de k; y k,, respectivamente, entonces
Z = 7y + Z, también es una variable x? con (k; + k) grados de libertad. Lo anterior se conoce como pro-
piedad reproductiva de la distribucion 2.

! Hay pruebas de los distintos teoremas en Alexander M. Mood, Franklin A. Graybill y Duane C. Bose, Intro-
duction to the Theory of Statistics, 3a. ed., McGraw-Hill, Nueva York, 1974, pp. 239-249.

2 Ibid., p. 243.
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Teorema 5.5. Si Z; es una variable normal estandarizada [Z; ~ N(0, 1)] y otra variable Z, sigue la
distribucion ji cuadrada con £ gl y es independiente de Z;, entonces la variable definida como

P A _Z Wk . Variable normal estandarizada ;
~ JZy/Vk  NZ>  /Variable independiente ji cuadrada/gl g

sigue la distribucion ¢ de Student, con k gl. Nota: Esta distribucion se analiza en el apéndice A y se ilustra
en el capitulo 5.

A proposito, observe que, conforme £, los gl, se incrementa de manera indefinida (es decir, conforme
k — o0), la distribucion # de Student se aproxima a la distribucién normal estandarizada.? Por convencion,
la notacion # significa la distribucion ¢ de Student o la variable con & gl.

Teorema 5.6. Si Z; y Z, son variables ji cuadrada independientemente distribuidas, con & y 4, gl,
respectivamente, entonces la variable

_ Z1/k
23/ ks

~ Fi.k

tiene la distribucion F con k; y k, grados de libertad, donde k; se conocen como los grados de libertad
del numerador y k, como los grados de libertad del denominador.

De nuevo, por convencion, la notacion £y, i, significa que es una variable /7 con k; y k, grados de liber-
tad, y los gl del numerador se colocan primero.

En otras palabras, el teorema 5.6 enuncia que la variable F es solo la razon de dos variables ji cuadrada
distribuidas independientemente, divididas entre sus respectivos grados de libertad.

Teorema 5.7. El cuadrado de la variable ¢ (de Student), con k gl, tiene una distribucion F, con k; = 1
gl en el numerador y k, = k gl en el denominador.* Es decir,

F; Lk = l‘/?
Observe que para que sea valida esta igualdad, los gl del numerador de la variable £’ deben ser 1. Por

tanto, Fj 4 = tf 0Fi 3= t223, y asi sucesivamente.
Como se menciond, veremos la utilidad practica del teorema anterior conforme avancemos.

Teorema 5.8. Para un valor grande de gl del denominador, la multiplicacién de los gl del numerador
por el valor F' es méas o menos igual al valor de ji cuadrada con los gl del numerador. Asi,

m Fun = X2 conforme n — oo

Teorema 5.9. Para un numero lo bastante grande de gl, la distribucién ji cuadrada se aproxima me-
diante la distribucion normal estandar de la siguiente forma:

Z =232 —2k—1~ N(0, 1)

donde k& denota los gl.

3 Para ver una prueba, consulte Henri Theil, Introduction to Econometrics, Prentice Hall, Englewood Cliffs,
Nueva Jersey, 1978, pp. 237-245.

“4Para ver una prueba, consulte las ecuaciones (5.3.2) y (5.9.1).
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5A.2 Derivacion de la ecuacion (5.3.2)

Sea
BB (B — ,32)\/; )
() o
y
&2
Zy=(n— 2); (2)

Siempre que se conozca o, Z; sigue una distribucion normal estandar; es decir, Z; ~ N(0, 1). (;Por qué?)
Z, sigue la distribucién x? con (n — 2) gl.> Ademas, puede demostrarse que Z, esta independientemente
distribuida de Z;.° Por consiguiente, en virtud del teorema 5.5, la variable

le/l’l -2
B e

sigue la distribucion ¢ con n — 2 gl. De la sustitucion de (1) y (2) en (3), se obtiene la ecuacion (5.3.2).

5A.3 Derivacion de la ecuacion (5.9.1)

La ecuacion (1) muestra que Z; ~ N(0, 1). Por consiguiente, por el teorema 5.3, la cantidad precedente

(B — B2)? x?

72 =
1 o2

sigue la distribucion x? con 1 gl. Como se mostré en la seccidn 5A.1,

62 _ Y

o
7, = —2)— =
2 (n )02 2

también sigue la distribuciéon x> con n — 2 gl. Ademas, como se vio en la seccién 4.3, Z, esta distribuida
independientemente de Z;. Entonces, al aplicar el teorema 5.6, se tiene que

. zn _(52—/32)2(2)6?)
T Z/(n-2 " Y a}(n-2)

sigue la distribucion F con 1 y n — 2 gl, respectivamente. Segun la hipdtesis nula Hy: 8, = 0, la razén F
anterior se reduce a la ecuacion (5.9.1).

5A.4 Derivacion de las ecuaciones (5.10.2) y (5.10.6)

Varianza de la prediccion media
Dado X; = X, la verdadera prediccion media E(Yy | Xo) esta dada por

E(Yy | Xo) = 1 + B2 Xo Q)

3 Para ver una prueba, consulte Robert V. Hogg y Allen T. Craig, Introduction to Mathematical Statistics, 2a.
ed., Macmillan, Nueva York, 1965, p. 144.

6 Para una demostracién, véase |. Johnston, Econometric Methods, McGraw-Hill, 3a. ed., Nueva York, 1984,
pp. 181-182. (Se requieren conocimientos de dlgebra matricial para entender la prueba.)
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Estimamos (1) a partir de
Yo = B + P2 Xo (2)
Al obtener el valor esperado de (2), dado X, obtenemos

E(Yo) = E(B1) + E(B2)Xo
= B1 + B2 Xo

porque B, y B, son estimadores insesgados. Por consiguiente,
E(Yo) = E(Yo] Xo) = 1 + B2Xo 3)

Es decir, Yy es un predictor insesgado de E(Yy | Xo).
Ahora, con la propiedad de que var(a + b) = var(a) + var(b) + 2 cov(a, b), obtenemos

var (¥p) = var (B1) + var (B2) X3 + 2 cov (81 £2) Xo (4)

Con las formulas para varianzas y covarianza de f; y B, dadas en (3.3.1), (3.3.3) y (3.3.9), y al reordenar
términos, obtenemos

= (5.10.2)

)2
Var(Y()) _ 02 [n T (XO X) }

rxf

Varianza de la prediccién individual

Deseamos predecir una Y individual correspondiente a X = X, es decir, queremos obtener:
Yo = B1 + BaXo + uo &)
Predecimos de la siguiente forma:
Yo = 1 + B Xo (6)
El error de prediccion, Y — 170, es

Yo — Yo = B + B2Xo + uo — (B1 + B2 Xo)
= (B1 — 1) + (B — B2) Xo + uo )

Por consiguiente,

E(Yo — Yo) = E(B1 — 1) + E(B2 — B2)Xo — E(uo)
=0

porque Bi, B> son insesgados, X; es un nimero fijo y £(uo) es cero por suposicion.

Al elevar (7) al cuadrado en ambos lados y tomar valores esperados, obtenemos var(Yy — Yo) =
var (ﬂl) aF X2 Var(,Bz) +2Xo cov(B1, B2) + var (ug). Con las formulas de varianza y covarianza para f; y
B, dadas antes, y al observar que var (19 = '), obtenemos

= (5.10.6)

var (Yy — 170) =02 [1 (XO — X)z]

>x?




Capitulo

Extensiones del
modelo de regresion
lineal con dos variables

Algunos aspectos del analisis de regresion lineal se insertan bien en el marco del modelo de
regresion lineal con dos variables que hemos analizado hasta ahora. Primero consideraremos
la regresion a través del origen, es decir, una situacion en la cual el término del intercepto,
Bi, esta ausente del modelo. Luego veremos el tema de las unidades de medicién, o la forma
como se midieron X'y ¥, y como un cambio en las unidades de medicion afecta los resultados de
la regresion. Por ultimo, abordaremos el tema de la forma funcional del modelo de regresion
lineal. Hasta el momento, consideramos modelos lineales en los parametros y en las variables.
Sin embargo, recuerde que la teoria de regresion de los capitulos anteriores sélo exige linealidad
en los parametros; las variables pueden o no entrar linealmente en el modelo. Al considerar mo-
delos que son lineales en los parametros pero no necesariamente en las variables, en este capitulo
mostraremos la forma como el modelo de dos variables resuelve algunos problemas practicos de
interés.

Una vez entendidas las ideas de este capitulo, su extension a los modelos de regresion multiple
es muy sencilla, como comprobaremos en los capitulos 7 y 8.

6.1 Regresion a través del origen

Hay ocasiones en las cuales la funcion de regresion poblacional (FRP) de dos variables adquiere
la siguiente forma:

Yi = BoXi +u; (6.1.1)

En este modelo, el término del intercepto esta ausente o es cero, lo cual explica el nombre: re-
gresién a través del origen.

A manera de ilustracion consideremos el modelo de asignacion de precios de activos de capi-
tal (CAPM, del inglés capital asset pricing model) de la teoria moderna de portafolios, la cual,
en su version de prima por riesgo, se expresa como'

(ER; —r7) = Bi(ER,y —1y) (6.1.2)

1 Véase Haim Levy y Marshall Sarnat, Portfolio and Investment Selection: Theory and Practice, Prentice-Hall
International, Englewood Cliffs, Nueva Jersey, 1984, capitulo 14.
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FIGURA 6.1

Riesgo sistematico.

donde ER; = tasa esperada de rendimiento del titulo i.
ER,, = tasa esperada de rendimiento del portafolios del mercado como la representa, por
ejemplo, el indice compuesto de acciones S&P 500.

ry = tasa de rendimiento libre de riesgo, por ejemplo, el rendimiento de los bonos del
Tesoro estadounidense a 90 dias.

Bi = el coeficiente Beta, una medida de riesgo sistematico, es decir, el riesgo que no se
ha eliminado con la diversificacion. Asimismo, es una medida del grado en el cual la
i-ésima tasa de rendimiento del titulo se mueve con el mercado. Un 8; > 1 implica
un titulo volatil o riesgoso, mientras que §; < 1 es un titulo seguro. (Nofa: No con-
funda esta 8; con el coeficiente de la pendiente de la regresion con dos variables,

B2.)

Si los mercados de capitales funcionan de manera eficiente, el CAPM postula que la prima
esperada por el riesgo del titulo (= ER; — ry) es igual a ese coeficiente 8 del titulo multiplicado
por la prima esperada del riesgo del mercado (= ER,, — ry). Si el CAPM se mantiene se da la
situacion de la figura 6.1. La linea que aparece en la figura se conoce como linea del mercado
de valores (LMV).

Para fines empiricos, (6.1.2) suele expresarse asi:

Ri—ry=pBi(Ry —ry)+u; (6.1.3)

Ri—rp=oi+ Bi(Ry —rs) +u (6.1.4)

Este tiltimo modelo se conoce como el Modelo del Mercado.? Si el CAPM es valido, se espera
que «; sea cero. (Véase la figura 6.2.)

Observe que en (6.1.4) la variable dependiente, Y, es (R; — ry), y la variable explicativa, X, es
Bi, el coeficiente de volatilidad, y no (R,, — ry). Por consiguiente, para realizar la regresion (6.1.4),
se debe estimar primero f;, el cual se obtiene por lo general de la linea caracteristica, como
describimos en el ejercicio 5.5. (Para mayores detalles véase el ejercicio 8.28.)

Como muestra este ejemplo, algunas veces la teoria que sirve de base requiere que el término
del intercepto esté ausente del modelo. La hipotesis del ingreso permanente de Milton Friedman,
que afirma que el consumo permanente es proporcional al ingreso permanente, es otro caso en
el que el modelo de intercepto cero puede ser apropiado, como también en la teoria del analisis

ERi—T’f

Linea del mercado de valores

ERi—V’r

2Véase, por ejemplo, Diana R. Harrington, Modern Portfolio Theory and the Capital Asset Pricing Model: A User’s
Guide, Prentice-Hall, Englewood Cliffs, Nueva Jersey, 1983, p. 71.
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El Modelo del Mercado
de la teoria de portafolios
(con el supuesto de que
o= O)
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Ri_rf

Prima por riesgo
del titulo

Riesgo sistematico

de costos, que postula que la variable costo de produccion es proporcional a la produccién; y
algunas versiones de la teoria monetarista que afirman que la tasa de cambio de los precios (es
decir, la tasa de inflacion) es proporcional a la tasa de cambio de la oferta monetaria.

(Como se estiman modelos como (6.1.1) y qué problemas presentan? Para responder, primero
escribimos la FRM de (6.1.1), a saber:

Vi = BoX; + i (6.1.5)

Ahora aplicamos el método MCO a (6.1.5) y se obtienen las siguientes formulas para B, y su
varianza (las pruebas se presentan en el apéndice 6A, seccion 6A.1):

s X Y;
) = 227 (6.1.6)
A ()'2
var(B;) = S X2 (6.1.7)
donde o2 se estima con
o3
62 == _”"1 (6.1.8)

Es interesante comparar estas formulas con las obtenidas cuando se incluye el término del inter-
cepto en el modelo:

fr = szxf (3.1.6)
N 0'2
var(f;) = S (3.3.1)
~2
52 = 2 (3.3.5)
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Deben ser obvias las diferencias entre estos dos conjuntos de formulas: en el modelo sin
término de intercepto se utilizan sumas de cuadrados simples y productos cruzados, pero en el
modelo con intercepto, se utilizan sumas de cuadrados ajustadas (de la media) y productos cru-
zados. Segundo, los gl para calcular 62 son (n — 1) en el primer caso y (n — 2) en el segundo.
(¢Por qué?)

Aunque el modelo sin intercepto o con intercepto cero puede ser apropiado en algunas oca-
siones, deben observarse algunas caracteristicas de este modelo. Primero, Y _ i1;, que es siempre
cero en el modelo con intercepto (el modelo convencional), no necesita serlo cuando ese término
estd ausente. En resumen, Y _ 4; no necesita ser cero en la regresion a través del origen. Segundo,
r2, el coeficiente de determinacién presentado en el capitulo 3, que siempre es no negativo en
el modelo convencional, en ocasiones puede volverse negativo en el modelo sin intercepto. Este
resultado anémalo surge porque el 2 que presentamos en el capitulo 3 supone explicitamente
que el intercepto esta incluido en el modelo. Por consiguiente, el 2 calculado convencional-
mente puede no ser apropiado en los modelos de regresion a través del origen.’

r? para el modelo de regresion a través del origen
Como recién mencionamos y mas adelante analizaremos en mayor detalle en el apéndice 6A,
seccion 6A.1, el 2 convencional del capitulo 3 no es apropiado en regresiones que no incluyan
o no consideren el intercepto. Pero se puede calcular para tales modelos, lo que se conoce como
el r? simple, el cual se define como

(Zx7)’
PIRDIEG
Nota: Se trata de sumas de cuadrados simples (es decir, no corregidas por la media) y de produc-
tos cruzados.

A pesar de que este 72 simple satisface la relacién 0 < »? < 1, no es directamente comparable
con el valor 72 convencional. Por esta razon, algunos autores no presentan el valor 72 en los mo-
delos de regresion con intercepto cero.

Debido a las caracteristicas especiales de este modelo, se debe tener mucho cuidado al utili-
zar el modelo de regresion con intercepto cero. 4 menos que haya una expectativa a priori muy
solida, es aconsejable apegarse al modelo convencional con presencia de intercepto. Esto tiene
una doble ventaja. Primero, si se incluye en el modelo el término del intercepto pero es estadis-
ticamente no significativo (es decir, estadisticamente igual a cero), para todos los fines practicos
se tiene una regresion a través del origen.* Segundo y mas importante, si el modelo si tiene un
intercepto pero insistimos en ajustar una regresion a través del origen, cometeriamos un error de
especificacion. Veremos esto en detalle en el capitulo 7.

2

r“simple = (6.1.9)

EJEMPLO 6.1

La tabla 6.1 presenta datos mensuales sobre los rendimientos excedentes Y/(%) de un indice
de 104 acciones del sector de bienes de consumo ciclico y los rendimientos excedentes Xy(%)
del indice de todo el mercado de valores en el Reino Unido, correspondientes al periodo 1980-
1999, para un total de 240 observaciones.® Por rendimientos excedentes se entiende el rendi-
miento superior al que ofrece un activo sin riesgo (véase el modelo CAPM).

3 para un analisis adicional, véase Dennis ). Aigner, Basic Econometrics, Prentice-Hall, Englewood Cliffs, Nueva
Jersey, 1971, pp. 85-88.

“4Henri Theil sefiala que si el intercepto efectivamente esta ausente, el coeficiente de la pendiente puede esti-
marse con mucha més precisiéon que cuando el término del intercepto esta incluido. Véase su Introduction to
Econometrics, Prentice-Hall, Englewood Cliffs, Nueva Jersey, 1978, p. 76. Véase también el ejemplo numérico
a continuacion.

5 Estos datos, provenientes originalmente del banco de datos DataStream, se reproducen de Christiaan Heij
et al., Econometric Methods with Applications in Business and Economics, Oxford University Press, Oxford, Reino
Unido, 2004.
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TABLA 6.1
OBS Y X OBS Y X

1980:01 6.08022852 7.263448404 1984:12 3.52786616 3.191554763
1980:02 —0.924185461 6.339895504 1985:01 4.554587707 3.907838688
1980:03 —3.286174252 —9.285216834 1985:02 5.365478677 —1.708567484
1980:04 5.211976571 0.793290771 1985:03 4.525231564 0.435218492
1980:05 —16.16421111 —2.902420985 1985:04 2.944654344 0.958067845
1980:06 —1.054703649 8.613150875 1985:05 —0.268599528 1.095477375
1980:07 11.17237699 3.982062848 1985:06 —3.661040481 —6.816108909
1980:08 —11.06327551 —1.150170907 1985:07 —4.540505062 2.785054354
1980:09 —16.77699609 3.486125868 1985:08 9.195292816 3.900209023
1980:10 —7.021834032 4.329850278 1985:09 —1.894817019 —4.203004414
1980:11 —9.71684668 0.936875279 1985:10 12.00661274 5.60179802
1980:12 5.215705717 —5.202455846 1985:11 1.233987382 1.570093976
1981:01 —6.612000956 —2.082757509 1985:12 —1.446329607 —1.084427121
1981:02 4.264498443 2.728522893 1986:01 6.023618851 0.778669473
1981:03 4916710821 0.653397106 1986:02 10.51235756 6.470651262
1981:04 22.20495946 6.436071962 1986:03 13.40071024 8.953781192
1981:05 —11.29868524 —4.259197932 1986:04 —7.796262998 —2.387761685
1981:06 —5.770507783 0.543909707 1986:05 0.211540446 —2.873838588
1981:07 —5.217764717 —0.486845933 1986:06 6.471111064 3.440269098
1981:08 16.19620175 2.843999508 1986:07 —9.037475168 —5.891053375
1981:09 =17.16995395 —16.4572142 1986:08 —5.47838091 6.375582004
1981:10 1.105334728 4.468938171 1986:09 —6.756881852 —5.734839396
1981:11 11.6853367 5.885519658 1986:10 —2.564960223 3.63088408
1981:12 —2.301451728 —0.390698164 1986:11 2.456599468 —1.31606687
1982:01 8.643728679 2.499567896 1986:12 1.476421303 3.521601216
1982:02 —11.12907503 —4.033607075 1987:01 17.0694004 8.673412896
1982:03 1.724627956 3.042525777 1987:02 7.565726727 6.914361923
1982:04 0.157879967 0.734564665 1987:03 —3.239325817 —0.460660854
1982:05 —1.875202616 2.779732288 1987:04 3.662578335 4.295976077
1982:06 —10.62481767 —5.900116576 1987:05 7.157455113 7.719692529
1982:07 —5.761135416 3.005344385 1987:06 4.774901623 3.039887622
1982:08 5.481432596 3.954990619 1987:07 4.23770166 2.510223804
1982:09 —17.02207459 2.547127067 1987:08 —0.881352219 —3.039443563
1982:10 7.625420708 4.329008106 1987:09 11.49688416 3.787092018
1982:11 —6.575721646 0.191940594 1987:10 —35.56617624 —27.86969311
1982:12 —2.372829861 —0.92167555 1987:11 —14.59137369 —9.956367094
1983:01 17.52374936 3.394682577 1987:12 14.87271664 7.975865948
1983:02 1.354655809 0.758714353 1988:01 1.748599294 3.936938398
1983:03 16.26861049 1.862073664 1988:02 —0.606016446 —0.32797064
1983:04 —6.074547158 6.797751341 1988:03 —6.078095523 —2.161544202
1983:05 —0.826650702 —1.699253628 1988:04 3.976153828 2.721787842
1983:06 3.807881996 4.092592402 1988:05 —1.050910058 —0.514825422
1983:07 0.57570091 —2.926299262 1988:06 3.317856956 3.128796482
1983:08 3.755563441 1.773424306 1988:07 0.407100105 0.181502075
1983:09 —5.365927271 —2.800815667 1988:08 —11.87932524 —7.892363786
1983:10 —3.750302815 —1.505394995 1988:09 —8.801026046 3.347081899
1983:11 4.898751703 4.18696284 1988:10 6.784211277 3.158592144
1983:12 4.379256151 1.201416981 1988:11 —10.20578119 —4.816470363
1984:01 16.56016188 6.769320788 1988:12 —6.73805381 —0.008549997
1984:02 1.523127464 —1.686027417 1989:01 12.83903643 13.46098219
1984:03 1.0206078 5.245806105 1989:02 3.302860922 —0.764474692
1984:04 —3.899307684 1.728710264 1989:03 —0.155918301 2.298491097
1984:05 —14.32501615 —7.279075595 1989:04 3.623090767 0.762074588
1984:06 3.056627177 —0.77947067 1989:05 —1.167680873 —0.495796117
1984:07 —0.02153592 —2.439634487 1989:06 —1.221603303 1.206636013
1984:08 3.355102212 8.445977813 1989:07 5.262902744 4.637026116
1984:09 0.100006778 1.221080129 1989:08 4.845013219 2.680874116
1984:10 1.691250318 2.733386772 1989:09 —5.069564838 —5.303858035
1984:11 8.20075301 5.12753329 1989:10 —13.57963526 —7.210655599

(contintia)



TABLA 6.1

(continuacion)

OBS Y X OBS Y X
1989:11 1.100607603 5.350185944 1994:12 —4.225370964 0.264280259
1989:12 4.925083189 4.106245855 1995:01 —6.302392617 —2.420388431
1990:01 —2.532068851 —3.629547374 1995:02 1.27867637 0.138795213
1990:02 —6.601872876 —5.205804299 1995:03 10.90890516 3.231656585
1990:03 —1.023768943 —2.183244863 1995:04 2.497849434 2.215804682
1990:04 —7.097917266 —5.408563794 1995:05 2.891526594 3.856813589
1990:05 6.376626925 10.57599169 1995:06 —3.773000069 —0.952204306
1990:06 1.861974711 —0.338612099 1995:07 8.776288715 4.020036363
1990:07 —5.591527585 —2.21316202 1995:08 2.88256097 1.423600345
1990:08 —15.31758975 —8.476177427 1995:09 2.14691333 —0.037912571
1990:09 —10.17227358 —7.45941471 1995:10 —4.590104662 —1.17655329
1990:10 —2.217396045 —0.085887763 1995:11 —1.293255187 3.760277356
1990:11 5.974205798 5.034770534 1995:12 —4.244101531 0.434626357
1990:12 —0.857289036 —1.767714908 1996:01 6.647088904 1.906345103
1991:01 —3.780184589 0.189108456 1996:02 1.635900742 0.301898961
1991:02 20.64721437 10.38741504 1996:03 7.8581899 —0.314132324
1991:03 10.94068018 2.921913827 1996:04 0.789544896 3.034331741
1991:04 —3.145639589 0.971720188 1996:05 —0.907725397 —1.497346299
1991:05 —3.142887645 —0.4317819 1996:06 —0.392246948 —0.894676854
1991:06 —1.960866141 —3.342924986 1996:07 —1.035896351 —0.532816274
1991:07 7.330964031 5.242811509 1996:08 2.556816005 3.863737088
1991:08 7.854387926 2.880654691 1996:09 3.131830038 2.118254897
1991:09 2.539177843 —1.121472224 1996:10 —0.020947358 —0.853553262
1991:10 —1.233244642 —3.969577956 1996:11 —5.312287782 1.770340939
1991:11 —11.7460404 —5.707995062 1996:12 —5.196176326 1.702551635
1991:12 1.078226286 1.502567049 1997:01 —0.753247124 3.465753348
1992:01 5.937904622 2.599565094 1997:02 —2.474343938 1.115253221
1992:02 4.113184542 0.135881087 1997:03 2.47647802 —2.057818461
1992:03 —0.655199392 —6.146138064 1997:04 —1.119104196 3.57089955
1992:04 15.28430278 10.45736831 1997:05 3.352076269 1.953480438
1992:05 3.994517585 1.415987046 1997:06 —1.910172239 2.458700404
1992:06 —11.94450998 —8.261109424 1997:07 0.142814607 2.992341297
1992:07 —2.530701327 —3.778812167 1997:08 10.50199263 —0.457968038
1992:08 —9.842366221 —5.386818488 1997:09 12.98501943 8.111278967
1992:09 18.11573724 11.19436372 1997:10 —4.134761655 —6.967124504
1992:10 0.200950206 3.999870038 1997:11 —4.148579856 —0.155924791
1992:11 1.125853097 3.620674752 1997:12 —1.752478236 3.853283433
1992:12 7.639180786 2.887222251 1998:01 —3.349121498 7.379466014
1993:01 2.919569408 1.336746091 1998:02 14.07471304 4.299097886
1993:02 —1.062404105 1.240273846 1998:03 7.791650968 3.410780517
1993:03 1.292641409 0.407144312 1998:04 5.154679109 —0.081494993
1993:04 0.420241384 —1.734930047 1998:05 3.293686179 —1.613131159
1993:05 —2.514080553 1.111533687 1998:06 —13.25461802 —0.397288954
1993:06 0.419362276 1.354127742 1998:07 —7.714205916 —2.237365283
1993:07 4.374024535 1.943061568 1998:08 —15.26340483 —12.4631993
1993:08 1.733528075 4961979827 1998:09 —15.22865141 —5.170734985
1993:09 —3.659808969 —1.618729936 1998:10 15.96218038 11.70544788
1993:10 5.85690764 4.215408608 1998:11 —8.684089113 —0.380200223
1993:11 —1.365550294 1.880360165 1998:12 17.13842369 4986705187
1993:12 —1.346979017 5.826352413 1999:01 —1.468448611 2.493727994
1994:01 12.89578758 2.973540693 1999:02 8.5036 0.937105259
1994:02 —5.346700561 —5.479858563 1999:03 10.8943073 4.280082506
1994:03 —7.614726564 —5.784547088 1999:04 13.03497394 3.960824402
1994:04 10.22042923 1.157083438 1999:05 —5.654671597 —4.499198079
1994:05 —6.928422261 —6.356199493 1999:06 8.321969316 3.656745699
1994:06 —5.065919037 —0.843583888 1999:07 0.507652273 —2.503971473
1994:07 7.483498556 5.779953224 1999:08 —5.022980561 —0.121901923
1994:08 1.828762662 3.298130184 1999:09 —2.305448839 —5.388032432
1994:09 —5.69293279 —7.110010085 1999:10 —1.876879466 4.010989716
1994:10 —2.426962489 2.968005597 1999:11 1.348824769 6.265312975
1994:11 2.125100668 —1.531245158 1999:12 —2.64164938 4.045658427

152
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EJEMPLO 6.1 En primer lugar ajustamos el modelo (6.1.3) a estos datos. Con EViews6 obtuvimos los siguientes
(continuacion) resultados de regresién, que se presentan en el formato estandar de EViews.

Variable dependiente: Y

Método: minimos cuadrados

Muestra: 1980M01 1999M12

Observaciones incluidas: 240

Coeficiente  Error estandar Estadisticot  Probabilidad
X 1.155512  0.074396 15.53200 0.0000
R cuadrada 0.500309 Media de la variable dependiente 0.499826
R cuadrada ajustada’ 0.500309  Desviacién estandar de la variable 7.849594
dependiente
Error estandar de regresion 5.548786  Estadistico de Durbin-Watson* 1.972853

Suma de cuadrados de residuos 7 358.578

*Estudiaremos este estadistico en el capitulo 12.

TVéase el capitulo 7.
Como muestran estos resultados, el coeficiente de la pendiente (el coeficiente Beta) es muy
significativo, pues su valor p es muy pequefio. La interpretacion en este caso es que si la tasa
excedente del mercado aumenta un punto porcentual, el rendimiento excedente del indice del
sector de bienes de consumo aumenta alrededor de 1.15 puntos porcentuales. El coeficiente
de la pendiente no es sélo estadisticamente significativo, sino que es significativamente mayor
que 1 (;puede verificar esto?). Si un coeficiente Beta es mayor que 1, se dice que ese titulo (en
este caso, un portafolios de 104 acciones) es volatil; se mueve mas que proporcionalmente con
el indice general del mercado de valores. Sin embargo, este resultado no debe sorprender, por-
que en este ejemplo se consideran acciones del sector de bienes de consumo ciclico, como los
bienes duraderos de uso doméstico, automdviles, textiles y equipo deportivo.

Si ajustamos el modelo (6.1.4), obtenemos los siguientes resultados:

Variable dependiente: Y
Método: minimos cuadrados
Muestra: 1980M01 1999M12
Observaciones incluidas: 240

Coeficiente  Error estandar Estadisticot  Probabilidad

C -0.447481 0.362943 -1.232924 0.2188

X 1.171128  0.075386 15.53500 0.0000
R cuadrada 0.503480  Media de la variable dependiente 0.499826
R cuadrada ajustada 0.501394  Desviacion estandar de la variable 7.849594

dependiente

Error estandar de regresion 5.542759  Estadistico de Durbin-Watson 1.984746
Suma de cuadrados de residuos 7 311.877  Probabilidad (estadistico F) 0.000000
Estadistico F 241.3363

En estos resultados observamos que el intercepto no es estadisticamente diferente de cero,
aunque el coeficiente de la pendiente (el coeficiente Beta) es muy significativo estadisticamente.
Esto indica que el modelo de regresion a través del origen se ajusta bien a los datos. Ademas,
en términos estadisticos, no hay diferencia entre los valores del coeficiente de la pendiente en
los dos modelos. Observe que el error estandar del coeficiente de la pendiente en el modelo de
regresién a través del origen es un poco menor que el del modelo con el intercepto presente, lo
cual apoya el argumento de Theil de la nota 4. Aun en este caso, el coeficiente de la pendiente
es estadisticamente mayor que 1, lo que una vez mas confirma que los rendimientos de las ac-
ciones del sector de bienes de consumo ciclico son volatiles.

A propésito, observe que el valor de r? para el modelo de regresién a través del origen debe
tomarse con ciertas reservas, pues la férmula tradicional de r? no es aplicable en tales modelos.
Sin embargo, EViews presenta de manera habitual el valor estandar de r?, incluso para estos
modelos.
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6.2 Escalas y unidades de medicion

TABLA 6.2

Inversion nacional pri-
vada bruta y PIB, Esta-
dos Unidos, 1990-2005
(miles de millones de
doélares [de 2000] ajus-
tados por la inflacion,
salvo donde se indica lo
contrario; datos trimes-
trales con tasas anuales
ajustadas por estaciona-
lidad)

Fuente: Economic Report of the

President, 2007, tabla B-2, p. 328.

Para entender las ideas de esta seccion, considere la informacion de la tabla 6.2, referente a la
inversion doméstica privada bruta (IDPB) de Estados Unidos y al producto interno bruto (PIB)
en miles de millones y en millones de dolares de 2000 ajustados por la inflacion.

Suponga que en la regresion de la IDPB sobre el PIB, un investigador utiliza informacion
medida en miles de millones de dodlares y otro expresa estos datos en millones de dolares. ;Seran
iguales los resultados de la regresion en ambos casos? De no ser asi, ;qué resultados deben usarse?
En resumen, ¢jlas unidades con que se mide la variable regresada y la(s) variable(s) regresora(s)
influyen de algun modo en los resultados de la regresion? De ser asi, ;qué curso razonable debe
seguirse en la seleccion de las unidades de medicion para el analisis de regresion? Para responder
estas preguntas, procedamos sistematicamente. Sea

Y =B+ B Xi + 1 (6.2.1)

donde Y = IDPB y X = PIB. Defina
Y;=wY, (6.2.2)
X =wmKX; (6.2.3)

donde w; y w, son constantes, denominadas factores de escala; w; puede ser igual o diferente
a wy.

De (6.2.2) y (6.2.3) es claro que Y y X} son Y; y X; reescaladas. Por tanto, si ¥; y X; se miden
en miles de millones de doélares y se desea expresarlas en millones de délares, se tendra Y* =
1000 Y; y X7 =1 000 .X;; aqui w; = wp =1 000.

Ahora considere la regresion con las variables Yy X}t

Y= B+ X+ i (6.2.4)

donde Y;" = w\Y;, XF = wy X; y 61} = wyii;. (;Por qué?)

Ano IDPBmm IDPBrm PIBmm PIB,

1990 886.6 886 600.0 71125 7112 500.0
1991 829.1 829 100.0 7 100.5 7 100 500.0
1992 878.3 878 300.0 7 336.6 7 336 600.0
1993 953.5 953 500.0 7 532.7 7 532 700.0
1994 1042.3 1 042 300.0 7 835.5 7 835 500.0
1995 1109.6 1109 600.0 8 031.7 8031 700.0
1996 1209.2 1209 200.0 8 328.9 8 328 900.0
1997 1320.6 1 320 600.0 8 703.5 8 703 500.0
1998 1455.0 1455 000.0 9 066.9 9 066 900.0
1999 1576.3 1576 300.0 9470.3 9470 300.0
2000 1679.0 1679 000.0 9817.0 9 817 000.0
2001 1629.4 1 629 400.0 9 890.7 9 890 700.0
2002 1544.6 1 544 600.0 10 048.8 10 048 800.0
2003 1596.9 1596 900.0 10 301.0 10 301 000.0
2004 1713.9 1713 900.0 10 703.5 10 703 500.0
2005 1842.0 1 842 000.0 11 048.6 11 048 600.0

Nota: IDPB,,,, = inversion doméstica privada bruta (miles de millones de dolares de 2000).
IDPB,, = inversiones nacionales privadas brutas (millones de délares de 2000).
PIB,,m = producto interno bruto (miles de millones de ddlares de 2000).
PIB,, = producto interno bruto (millones de doélares de 2000).
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Deseamos encontrar las relaciones entre los siguientes pares:
- B Yéik
- P2y B3 A
. var (,4?1) y var(éf)
. var (B2) y var(B3)
&2 y &*2

2 2
Ty Y Py

De la teoria de minimos cuadrados, sabemos (véase el capitulo 3) que

=Y —pBX (6.2.5)
A D Xiyi
= 6.2.6
B2 52 ( )
N 35 I
= L. 6.2.7
var (1) n>ox2 o ( )
. o?
var (f2) = S (6.2.8)
~2
PO (6.2.9)
n—2
Del mismo modo, al aplicar el método MCO a (6.2.4), obtenemos
Br=7Y*— BiXx* (6.2.10)
Q% Z 'xl*yl*
B = S (6.2.11)
var = o 2.
Py x?
A O_*Z
var (,32) = Z—xl*z (6.2.1 3)
A%
oo = 2l (6.2.14)
(n—2)

Con estos resultados es facil establecer relaciones entre estos dos conjuntos de parametros esti-
mados. Todo lo que se debe hacer es recordar las siguientes relaciones: Y;* = w1 Y; (0 y) = wiy;);

Xf=wX; (oxf =wyx;); il =wiil;; Y* =wY; y X* = wy X. Con estas definiciones, el lec-
tor puede verificar facilmente que

~ w ~
B = <_1),32 (6.2.15)
L)
B =wipi (6.2.16)
6% =wi6? (6.2.17)

var(,éf) =w? var (A1) (6.2.18)
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2
var (B3) = (K;) var (B2) (6.2.19)
Fy = Ty (6.2.20)

De los resultados anteriores debe quedar claro que, con los resultados de regresion basados
en una escala de medicidn, se pueden obtener los resultados basados en otra, una vez que se co-
nozcan los factores de escala, w. En la practica, sin embargo, se deben escoger las unidades de
medicion en forma razonable; no tiene objeto manejar todos esos ceros al expresar numeros en
millones o en miles de millones de dolares.

De los resultados de (6.2.15) hasta (6.2.20) se derivan facilmente algunos casos especiales.
Por ejemplo, si w; = wy, es decir, si son idénticos los factores de escala, el coeficiente de la pen-
diente y su error estdndar permanecen inalterados en el cambio de escala de (Y;, X;) a (Y;*, X}),
lo cual intuitivamente deberia ser claro. Sin embargo, el intercepto y su error estandar estan
multiplicados por wy. Si la escala X no se cambia (es decir, w, = 1), pero la escala Y se cambia
por el factor wy, el coeficiente de la pendiente, al igual que el intercepto y sus errores estandar
respectivos, se multiplican por el mismo factor w;. Por tltimo, si la escala Y permanece inalterada
(es decir, w; = 1), pero la escala X se cambia por el factor wy, el coeficiente de la pendiente y
su error estandar se multiplican por el factor (1/w,), pero el coeficiente del intercepto y su error
estandar permanecen inalterados.

Sin embargo, debe observarse que la transformacion de la escala (Y, X) a la escala (Y*, X™) no
afecta las propiedades de los estimadores de MCO analizadas en los capitulos anteriores.

EJEMPLO 6.2
Relacion entre la
IDPB y el PIB,
Estados Unidos,
1990-2005

Para demostrar los resultados tedricos anteriores, consideremos de nuevo los datos presentados
en la tabla 6.2 y examinemos los siguientes resultados (las cifras entre paréntesis son los errores
estandar estimados).

Si las escalas de la IDPB y del PIB estan en miles de millones de délares:

IDPB, = —926.090 + 0.2535 PIB,
ee — (116.358) (0.0129)  r2—0.9648 (6.2.21)

Si las escalas de la IDPB y del PIB estan en millones de ddlares:

IDPB, = —926 090 + 0.2535 PIB;
ee— (116.358) (0.0129)  r2— 0.9648 (6.2.22)

Observe que el intercepto, lo mismo que su error estandar, es 1 000 veces los valores correspon-
dientes de la regresion (6.2.21) (observe que w; = 1 000 al pasar de miles de millones a millones
de ddlares), pero el coeficiente de la pendiente, al igual que su error estandar, permanecen sin
cambio, como lo afirma la teoria.

La IDPB en miles de millones de délares y el PIB en millones de délares:

IDPB; = —926.090 + 0.0002535 PIB,
ee = (116.358) (0.0000129)  r2= 0.9648 (6.2.23)

Como se esperaba, el coeficiente de la pendiente, al igual que su error estandar, es (1/1 000)
de su valor en (6.2.21), pues sélo se modificé la escala de X, es decir, del PIB.
La IDPB en millones de délares y el PIB en miles de millones de délares:

IDPB, = —926 090 + 253.524 PIB,
ee— (116 358.7) (12.9465)  r?—=0.9648 (6.2.24)
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De nuevo, observe que tanto el intercepto como el coeficiente de la pendiente y sus errores es-
tandar respectivos son 1 000 veces sus valores en (6.2.21), lo cual concuerda con los resultados
tedricos.

Note que, en todas las regresiones presentadas antes, el valor de r? permanece constante, lo
cual no sorprende debido a que el valor r? es invariable respecto de los cambios en las unidades
de medicién, pues es un nimero puro o adimensional.

Advertencia sobre la interpretacion

Como el coeficiente de la pendiente, 3;, es tan sdlo la tasa de cambio, ésta se mide en las unida-
des de la razén

Unidades de la variable dependiente

Unidades de la variable explicativa

Asi, en la regresion (6.2.21), la interpretacion del coeficiente de la pendiente 0.2535 es que
si el PIB cambia en una unidad, de 1 000 millones de ddlares, la IDPB cambia en promedio en
0.2535 miles de millones de ddlares. En la regresion (6.2.23), una unidad de cambio en el PIB,
que es 1 millon de ddlares, induce en promedio a un cambio de 0.0002535 miles de millones de
dolares en la IDPB. Los dos resultados son por supuesto idénticos en sus efectos del PIB sobre la
IDPB, simplemente estan expresados en diferentes unidades de medicion.

6.3 Regresion sobre variables estandarizadas

En la seccion anterior vimos que las unidades con que se expresan la variable independiente
(regresora) y la dependiente (regresada) influyen en la interpretacion de los coeficientes de re-
gresion. Esto se evita si ambas variables (regresora y regresada) se expresan como variables
estandarizadas. Se dice que una variable es estandarizada si se resta el valor de la media de esta
variable de sus valores individuales y se divide esa diferencia entre la desviacion estandar de
la variable.

Asi, en la regresion de Yy X, si las redefinimos como:

y.*;Yi_Y
1 SY
oo XX
i SX

(6.3.1)

(6.3.2)

donde Y = media muestral de Y, Sy = desviacion estandar muestral de ¥, X = media muestral
de X'y Sy = desviacion estdndar muestral de X; las variables Y* y X se llaman variables es-
tandarizadas.

Una propiedad interesante de una variable estandarizada es que el valor de su media siempre
es cero y que su desviacion estandar siempre es 1. (Para comprobar lo anterior, véase el apéndice
6A, seccion 6A.2.)

Como resultado, no importa en qué unidades se expresen ambas variables (la regresada y la
regresora). En consecuencia, en lugar de llevar a cabo la regresion estandar (bivariada):

Yi =B+ BaXi +uy (6.3.3)

podemos realizar la regresion sobre las variables estandarizadas de la siguiente manera:
Y =B+ BX 4+ uf (6.3.49)
=BX +ul (6.3.5)
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pues resulta sencillo mostrar que, en la regresion que involucra a la regresada estandarizada y a
la(s) regresora(s) estandarizada(s), el término del intercepto siempre es cero.® Los coeficientes
de regresion de las variables estandarizadas, denotados por By 5, se conocen en la bibliografia
como los coeficientes beta.” Por cierto, observe que (6.3.5) es una regresion a través del origen.

(Como se interpretan los coeficientes beta? La interpretacion es que si la regresora (estandari-
zada) se incrementa una desviacion estandar, en promedio, la regresada (estandarizada) aumenta
B3 unidades de desviacion estandar. Por tanto, a diferencia del modelo tradicional (6.3.3), se mide
el efecto no en términos de las unidades originales en las expresadas X'y 7, sino en unidades
de desviacién estandar.

Para mostrar la diferencia entre (6.3.3) y (6.3.5) regresaremos al ejemplo de la IDPB y el PIB
de la seccion anterior. Los resultados de (6.2.21), ya examinados, se reproducen a continuacion:

IDPB, = —926.090 + 0.2535 PIB,

(6.3.6)
ee= (116358) (0.0129)  r?=0.9648

donde la IDPB y el PIB se miden en miles de millones de délares.
Los resultados que corresponden a (6.3.5) son los siguientes, en donde las variables con aste-
risco son variables estandarizadas:
IDPB, = 0.9822 PIB
ee = (0.0485)

(6.3.7)

Ya sabemos interpretar (6.3.6): si el PIB se incrementa un dolar, la IDPB aumenta, en prome-
dio, 30 centavos. ;Y qué pasa con (6.3.7)? Aqui se interpreta como sigue: si el PIB (estandari-
zado) se incrementara una desviacion estandar, en promedio, 1a IDPB (estandarizada) aumentaria
casi 0.94 desviaciones estandar.

(Cual es la ventaja del modelo de regresion estandarizado respecto del modelo tradicional?
Esta se manifiesta mejor cuando hay mas de una regresora, tema que analizaremos en el capitulo
7. Al estandarizar todas las regresoras, quedan expresadas en una misma base y por consiguiente
se pueden comparar de manera directa. Si el coeficiente de una regresora estandarizada es mayor
que el de otra regresora estandarizada que aparece en ese modelo, esta ultima contribuye relati-
vamente mas a la explicacion de la regresada de lo que contribuye la primera. En otras palabras,
los coeficientes beta sirven como medida de la fuerza relativa de las diversas regresoras. Profun-
dizaremos mas en este tema en los dos siguientes capitulos.

Antes de dar por terminado este asunto, vale la pena un par de observaciones. Primero, para la
regresion estandarizada (6.3.7), no se dio el valor 2 porque es una regresion a través del origen,
para la cual no se aplica la 72 usual, como se sefial en la seccion 6.1. Segundo, existe una rela-
cion interesante entre los coeficientes 8 del modelo convencional y los coeficientes beta. Para el
caso bivariado, la relacidén es como sigue:

. (S,
B = ﬂz(‘) (63.8)
Sy

donde S, = la desviacion estdndar muestral de la regresora X y S, = la desviacion estdndar
muestral de la regresada. Por consiguiente, se pueden intercambiar los 8 con los coeficientes beta
si se conoce la desviacion estandar (muestral) de la regresora y de la regresada. En el siguiente
capitulo veremos que esta relacion se cumple también para la regresion multiple. Se deja como
ejercicio para el lector verificar la ecuacion (6.3.8) para este ejemplo ilustrativo.

6 Recuerde, de la ecuacién (3.1.7), que el intercepto es igual al valor de la media de la variable dependiente
menos la pendiente multiplicada por el valor de la media de la regresora. No obstante, para las variables
estandarizadas, los valores de la media de la variable dependiente y de la regresora son cero. Por tanto, el
valor del intercepto también es cero.

7 No confunda estos coeficientes beta con los coeficientes beta de la teoria financiera.
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6.4 Formas funcionales de los modelos de regresion

Como mencionamos en el capitulo 2, este texto trata sobre todo con modelos lineales en los
parametros, que pueden ser o no lineales en las variables. En las secciones que siguen considera-
remos algunos modelos de regresion muy comunes, que pueden ser no lineales en las variables
pero si lineales en los parametros, o que pueden serlo mediante transformaciones apropiadas de
las variables. En particular, analizaremos los siguientes modelos de regresion:

1. El modelo log-lineal.

2. Modelos semilogaritmicos.

3. Modelos reciprocos.

4. El modelo logaritmico reciproco.

Ahora analizaremos las caracteristicas especiales de cada modelo, los casos en los cuales su uso
es apropiado y la forma de estimarlos. Cada modelo se ilustra con ejemplos apropiados.

6.5 Como medir la elasticidad: modelo log-lineal

Considere el siguiente modelo, conocido como modelo de regresion exponencial:
Y; = prXPe (6.5.1)

que puede expresarse también como®

InY, =g+ B InX; +u; (6.5.2)

donde In = logaritmo natural (es decir, logaritmo en base e y donde e = 2.718).°
Si escribimos (6.5.2) como

lel' :a—i—,lenX,- +u; (6.5.3)

donde @ = In B, este modelo es lineal en los parametros « y B,, lineal en los logaritmos de las
variables Yy X, y se estima por regresion MCO. Debido a esta linealidad, tales modelos se deno-
minan modelos log-log, doble-log o log-lineales. Véase el apéndice 6A.3, donde se explican las
propiedades de los logaritmos.

Si se cumplen los supuestos del modelo clasico de regresion lineal, los parametros de (6.5.3)
se estiman por el método MCO, considerando que

Y'=oa+ BX +u; (6.5.4)

donde Y = In Y; y X} = In X;. Los estimadores de MCO obtenidos, ay Bz, seran los mejores
estimadores lineales insesgados de o y 3, respectivamente.

8 Observe estas propiedades de los logaritmos: 1) In(AB) = In A+ In B, 2) In(A/B) =In A —In By

3) In(A%) = k In A, suponiendo que Ay B son positivos, y donde k es alguna constante.

%Enla practica se pueden utilizar logaritmos comunes, es decir, logaritmos base 10. La relacién entre el
logaritmo natural y el logaritmo comun es: In, X = 2.3026 logo X. Por convencién, In significa logaritmo
natural y log significa logaritmo base 10; por tanto, no hay necesidad de escribir los subindices ey 10
explicitamente.
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FIGURA 6.3
Modelo de elasticidad
constante.

Y Iny

InY=Inp;-B,InX;

Cantidad demandada
Log de la cantidad
demandada

In X

Precio Log del precio

a) b)

Una caracteristica atractiva del modelo log-log, que lo ha hecho muy popular en el trabajo
empirico, es que el coeficiente de la pendiente 8, mide la elasticidad de Y respecto de X, es decir,
el cambio porcentual en Y ante un pequefio cambio porcentual en X.'% Asi, si ¥ representa la can-
tidad demandada de un bien y X su precio unitario, 8, mide la elasticidad-precio de la demanda,
parametro de gran interés en economia. Si la relacion entre la cantidad demandada y el precio es
como se muestra en la figura 6.3q, la transformacion doble-log de la figura 6.3b dara entonces la
estimacion de la elasticidad-precio (— ;).

Pueden observarse dos caracteristicas especiales del modelo log-lineal: el modelo supone que
el coeficiente de la elasticidad entre Y y X, 8,, permanece constante a través del tiempo (;por
qué?), de aqui su otro nombre, modelo de elasticidad constante.'! En otras palabras, como lo
indica la figura 6.3b, el cambio en In Y por unidad de cambio en In X (es decir, la elasticidad,
B2) permanece igual sin importar en cual In X se mida la elasticidad. Otro aspecto del modelo
es que, a pesar de que @ y B, son estimadores insesgados de @ y B;, B (el parametro del modelo
original) al estimarse como Bi = antilog (&) es, en si, un estimador sesgado. En la mayor parte
de los problemas practicos, sin embargo, el término del intercepto es de importancia secundaria
y NO es necesario preocuparse por obtener este estimador insesgado.!?

T0F| coeficiente de elasticidad, en la notacién del calculo, se define como (dY/Y)/(dX/X) = [(dY/dX)(X/V)].
Los lectores familiarizados con el célculo diferencial se daran cuenta facilmente de que B, es, en efecto, el
coeficiente de elasticidad.

Nota técnica: El lector con una buena formacién en calculo notara que d(In X)/dX =1/X o d(In X) =
dX/X, es decir, para cambios infinitesimalmente pequefios (observe el operador diferencial d), un cambio
en In X es igual al cambio relativo o proporcional en X. En la practica, sin embargo, si el cambio en X es pe-
quefio, esta relacién se escribe como: cambio en In X = cambio relativo en X, donde = significa aproxima-
damente igual. Asi, para cambios pequefios,

(In X¢ —In X¢—1) = (X¢ — X¢—1)/ X¢_1 = cambio relativo en X

A propésito, el lector debe observar estos términos, a los que se hace referencia frecuentemente: 1) cam-
bio absoluto, 2) cambio relativo o proporcional y 3) cambio porcentual o tasa de crecimiento
porcentual. Asi, (X; — X;_1) representa un cambio absoluto, (X; — X;—1)/Xt—1 = (X¢/Xi—1 — 1) es un cambio
relativo o proporcional, y [(X; — X:—1)/X—1]100 es el cambio porcentual, o la tasa de crecimiento. X; y X;_;
son los valores actual y anterior de la variable X, respectivamente.

" Un modelo de elasticidad constante permitira obtener un cambio constante en el ingreso total ante un
cambio porcentual dado en precios sin importar el nivel absoluto del precio. Los lectores deben contrastar
este resultado con las condiciones de elasticidad que implica una funcién de demanda lineal simple, Y; = g4
+ B2Xi + ui. Sin embargo, una funcién lineal simple permite obtener un cambio constante en la cantidad
generada por un cambio unitario en el precio. Confronte esto con lo que implica el modelo log-lineal para
un cambio nominal en los precios.

2 En relacién con la naturaleza del sesgo y lo que puede hacerse al respecto, véase Arthur S. Goldberger,
Topics in Regression Analysis, Macmillan, Nueva York, 1978, p. 120.
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En el modelo de dos variables, la forma mas simple de decidir si el modelo log-lineal se ajusta
a los datos es graficar el diagrama de dispersion de In ¥; frente a In X; y ver si las observaciones
caen mas o menos sobre una linea recta, como en la figura 6.3b.

Advertencia: El lector debe tener presente la distincion entre un cambio porcentual y uno en
puntos porcentuales. Por ejemplo, la tasa de desempleo a menudo se expresa en forma de porcen-
taje; por decir, una tasa de desempleo de 6%. Si esta tasa aumenta a 8%, se dice que el cambio en
puntos porcentuales de la tasa de desempleo es 2, mientras que el cambio porcentual de la tasa
de desempleo es (8 — 6)/6, o alrededor de 33%. Por consiguiente, hay que tener cuidado cuando
se trabaja con cambios porcentuales y cambios en puntos porcentuales, pues son dos conceptos
muy diferentes.

EJEMPLO 6.3

Gasto en bienes du-
raderos en relacion
con el gasto de con-
sumo personal total

TABLA 6.3

Gasto personal total

y categorias (miles de
millones de délares de
2000 ajustados por la
inflacion; datos trimes-
trales con tasas anuales
ajustadas por estacio-
nalidad)

Fuentes: Departamento de
Comercio, Oficina de Analisis
Econdémico, Economic Report
of the President, 2007, tabla
B-17, p. 347.

La tabla 6.3 presenta datos sobre el gasto de consumo personal total (GCPERT), el gasto en
bienes duraderos (GASBD), el gasto en bienes perecederos (GASBPER) y el gasto en servicios
(GASERV), todos medidos en miles de millones de délares de 2000."3

Suponga que deseamos calcular la elasticidad del gasto en bienes duraderos respecto del
gasto de consumo personal total. Al graficar el logaritmo del gasto en bienes duraderos contra el
logaritmo del gasto de consumo personal total, observara que la relacién entre las dos variables
es lineal. Por tanto, el modelo del doble logaritmo puede resultar adecuado. Los resultados de
la regresion son:

InGASBD;= —7.5417 + 1.6266 In GCPERT;
ee= (0.7161) (0.0800) (6.5.5)
t=(-10.5309)* (20.3152)*  r2=0.9695

donde * indica que el valor p es en extremo pequefio.

ARo o trimestre GASERV GASBD GASBPER GCPERT
2003-1 41433 971.4 20725 7 184.9
2003-I1 4161.3 1 009.8 2084.2 7 249.3
2003-Ill 4190.7 1 049.6 2123.0 7 3529
2003-1V 4220.2 1051.4 21325 7 394.3
2004-I 4 268.2 1067.0 21553 7 479.8
2004-I1 4 308.4 1071.4 2164.3 7 534.4
2004-I11 4341.5 1093.9 2184.0 7 607.1
2004-IvV 4377.4 1110.3 2213.1 7 687.1
2005-1 4395.3 1116.8 2241.5 7739.4
2005-11 4.420.0 1150.8 2 268.4 7 819.8
2005-11 4 454.5 1175.9 2 287.6 7 895.3
2005-IvV 4476.7 1137.9 2 309.6 7910.2
2006-I1 4 494.5 1190.5 23428 8 003.8
2006-I1 4 535.4 1190.3 2 351.1 8 055.0
2006-II1 4 566.6 1 208.8 2 360.1 8111.2

Nota: Véase la tabla B-2, que contiene datos sobre el gasto de consumo personal total correspondientes a 1959-1989.

GASERV = gasto en servicios (miles de millones de dolares de 2000).
GASBD = gasto en bienes duraderos (miles de millones de ddlares de 2000).
GASBPER = gasto en bienes perecederos (miles de millones de dolares de 2000).
GCPERT = gasto de consumo personal total (miles de millones de ddlares de 2000).
(continda)

13 Los bienes duraderos son vehiculos automotores y refacciones, muebles y equipo doméstico; los bienes

perecederos son comida, ropa, gasolina, aceite, combustible de petréleo y carbén mineral; y los servicios
son vivienda, electricidad y gas, transporte y atencién médica.
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EJEMPLO 6.3

(continuacion)

Como muestran estos resultados, la elasticidad de GASBD respecto de GCPERT es de casi
1.63, lo que indica que si el gasto personal total aumenta 1%, en promedio, el gasto en bienes
duraderos se incrementara casi 1.63%. En consecuencia, el gasto en bienes duraderos es muy
sensible a los cambios en el gasto de consumo personal. Por esta razén, los productores de bie-
nes duraderos siguen muy de cerca los cambios en el ingreso personal y el gasto de consumo
personal. En el ejercicio 6.18 se pide al lector que realice un ejercicio similar para el gasto en
bienes perecederos.

6.6 Modelos semilogaritmicos: log-lin y lin-log

Coémo medir la tasa de crecimiento:

modelo log-lin

A los economistas, comerciantes y gobiernos con frecuencia les interesa encontrar la tasa de
crecimiento de ciertas variables economicas, como poblacién, PNB, oferta monetaria, empleo,
productividad y déficit comercial.

Suponga que deseamos conocer la tasa de crecimiento del gasto de consumo personal en ser-
vicios para los datos de la tabla 6.3. Sea Y; el gasto real en servicios en el tiempo ¢ y Yy el valor
inicial del gasto en servicios (es decir, el valor al final del cuarto trimestre de 2002). Recordara la
muy conocida férmula del interés compuesto, vista en los cursos basicos de economia.

Y, = Yo(l + ) (6.6.1)

donde r es la tasa de crecimiento compuesta de Y (es decir, a través del tiempo). Con el logaritmo
natural de (6.6.1), escribimos

InY,=InYy+tIn(1+7r) (6.6.2)
Ahora, con
Bi=InY, (6.6.3)
Bo=In(l1+r) (6.6.4)
escribimos (6.6.2) asi
InY, = B +put (6.6.5)
Al agregar el término de perturbacién a (6.6.5), obtenemos'*
InY, =B+ Bt + u; (6.6.6)

Este modelo es como cualquier otro modelo de regresion lineal en el sentido de que los para-
metros 81 y B, son lineales. La tinica diferencia es que la variable dependiente o regresada es el
logaritmo de Yy la regresora o variable explicativa es el “tiempo”, que adquiere valores de 1, 2,
3, etcétera.

Los modelos como (6.6.6) se denominan modelos semilog porque s6lo una variable (en este
caso, la regresada) aparece en forma logaritmica. Para fines descriptivos, un modelo en el cual la
variable regresada es logaritmica se denomina modelo log-lin. Mas adelante consideraremos un
modelo en el cual la variable regresada es lineal pero la(s) regresora(s) es (son) logaritmica(s):
un modelo lin-log.

14 Agregamos el término de error porque la férmula de interés compuesto no se cumple con exactitud. La
razén de agregar el error después de la transformacién logaritmica se expone en la seccién 6.8.
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Antes de presentar los resultados de la regresion, examinemos las propiedades del modelo
(6.6.5). En este modelo, el coeficiente de la pendiente mide el cambio proporcional constante o
relativo en Y para un cambio absoluto dado en el valor de la regresora (en este caso, la variable
1), es decir,

cambio relativo en regresada

B (6.6.7)

~ cambio absoluto en la regresora

Si multiplicamos el cambio relativo en Y por 100, (6.6.7) dara entonces el cambio porcentual,
o la tasa de crecimiento, en Y ocasionada por un cambio absoluto en X la variable regresora.
Es decir, 100 por 8, da como resultado la tasa de crecimiento en Y; 100 por 8, se conoce en la
bibliografia como la semielasticidad de Y respecto de X. (Pregunta: Para conocer la elasticidad,
,qué debemos hacer?)!®

EJEMPLO 6.4
Tasa de crecimiento
del gasto en
servicios

FIGURA 6.4

Para ilustrar el modelo de crecimiento (6.6.6), considere los datos sobre el gasto en servicios
proporcionados en la tabla 6.3. Los resultados de la regresién a través del tiempo () son los
siguientes:

inGES; = 8.3226 + 0.00705t
ee—  (0.0016) (0.00018) r2=0.9919 (6.6.8)

t = (5201.625)* (39.1667)*

Nota: GES significa gasto en servicios, y el asterisco (*) denota que el valor p es en extremo
pequefio.

La interpretacion de la ecuacion (6.6.8) es que durante los periodos trimestrales de 2003-1 a
2006-ll1, el gasto en servicios se incrementé con una tasa (trimestral) de 0.705%. Aproximada-
mente, esto equivale a un crecimiento anual de 2.82%. Como 8.3226 = log de GES al comienzo
del periodo de andlisis, si se toma su antilogaritmo obtenemos 4 115.96 (miles de millones de
délares) como el valor inicial de GES (es decir, el valor a principios de 2003). En la figura 6.4 se
ilustra la linea de regresién obtenida con la ecuacién (6.6.8).
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15 Mediante célculo diferencial se demuestra que 82 = d(In Y)/dX = (1/Y)(dY/dX) = (dY/Y)/dX, que no es
otra cosa que la ecuacién (6.6.7). Para cambios pequefios en Yy en X, esta relacién puede aproximarse me-
diante
(Yt = Y1)/ Ve
(Xt = Xe-1)
Nota: Aqui, X = t.
16 Véanse varias formulas de crecimiento en el apéndice 6A.4.



164

Parte Uno Modelos de regresion uniecuacionales

Tasas de crecimiento instantdnea y compuesta

El coeficiente de la variable de tendencia del modelo de crecimiento (6.6.6), 8, da la tasa de
crecimiento instantanea (en un momento dado) y no la compuesta (durante un periodo). Pero
esta ultima se calcula facilmente a partir de (6.6.4). Para ello, se obtiene el antilogaritmo de la 8,
estimada, se resta 1 y se multiplica la diferencia por 100. Por tanto, para el ejemplo ilustrativo,
el coeficiente estimado de la pendiente es 0.00743. Asi, [antilog(0.00746) — 1] = 0.00746 o
0.746%. En consecuencia, en el ejemplo ilustrativo, la tasa compuesta de crecimiento de gastos
en servicios fue de casi 0.746% por trimestre, lo cual es un poco mayor que la tasa de crecimiento
instantanea de 0.743%. Lo anterior se debe, por supuesto, al efecto de la composicion.

Modelo de tendencia lineal

En lugar de estimar el modelo (6.6.6), los investigadores algunas veces estiman el siguiente
modelo:

Y, = By + Bt +uy (6.6.9)

Es decir, en lugar de regresar el log de Y sobre el tiempo, regresan Y sobre el tiempo, donde Y es
la variable regresada en consideracion. Un modelo de este tipo se denomina modelo de tenden-
cia lineal, y la variable tiempo ¢ se conoce como variable de tendencia. Si el coeficiente de la
pendiente en (6.6.9) es positivo, existe una tendencia creciente en Y, mientras que si es negativa,
existe una tendencia decreciente en Y.

Para los datos sobre el gasto en servicios que analizamos antes, los resultados de ajustar el
modelo de tendencia lineal (6.6.9) son los siguientes:

GES, = 4 111.545 + 30.674¢
t= (655.5628) (44.4671) 12 =0.9935

(6.6.10)

En contraste con la ecuacion (6.6.8), la interpretacion de la ecuacion (6.6.10) es la siguiente:
durante los periodos trimestrales de 2003-I a 2006-111, en promedio, el gasto en servicios se in-
cremento con una tasa absoluta (rofa: no relativa) de alrededor de 30 000 millones de ddlares por
trimestre. Es decir, hubo una tendencia creciente en el gasto en servicios.

La eleccion entre el modelo de crecimiento (6.6.8) y el modelo de tendencia lineal (6.6.10)
dependera de que el interés recaiga en el cambio relativo o absoluto del gasto en servicios, aun-
que, para propositos de comparacion, es el cambio relativo el que tiene mayor importancia. A
propésito, observe que no se pueden comparar los valores de r? de los modelos (6.6.8) y (6.6.10),
pues las regresadas o variables dependientes son diferentes en los dos modelos. Veremos en el
capitulo 7 la forma de comparar las 72 de los modelos como el (6.6.8) y el (6.6.10).

El modelo lin-log

A diferencia del modelo de crecimiento recién estudiado, en el cual nos interesaba encontrar el
crecimiento porcentual en Y ante un cambio unitario absoluto en X, ahora deseamos encontrar el
cambio absoluto en Y debido a un cambio porcentual en X. Un modelo que cumple este propdsito
se escribe como

Yi=B1+ B InX; +u; (6.6.11)

Con fines descriptivos se le llama modelo lin-log.
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Interpretemos el coeficiente de la pendiente B>.'7 Como de costumbre,

cambio en Y

B2 =

cambio en In X
cambio en Y

cambio relativo en X

El segundo paso se deriva de que un cambio en el log de un numero es un cambio relativo.
Simbodlicamente, tenemos
AY

P=Xxix

(6.6.12)

donde, como es usual, A denota un cambio pequefio. La ecuacion (6.6.12) se escribe, en forma
equivalente, asi:

AY = B(AX/X) (6.6.13)

Esta ecuacion plantea que el cambio absoluto en ¥ (= AY) es igual a la pendiente multiplicada
por el cambio relativo en X. Si este ultimo se multiplica por 100, entonces (6.6.13) da el cambio
absoluto en Y ocasionado por un cambio porcentual en X. Asi, si AX/X cambia en 0.01 unidades
(0 1%), el cambio absoluto en Y es 0.01(3;). Por tanto, si en una aplicacion se encuentra que 5, =
500, el cambio absoluto en Y es (0.01)(500) = 5.0. Por consiguiente, cuando se utiliza MCO para
estimar regresiones como en (6.6.11), se debe multiplicar el valor del coeficiente estimado de la
pendiente por 0.01, o, lo que es lo mismo, dividirlo entre 100. Si no tiene presente lo anterior, la
interpretacion en una aplicacion sera muy equivocada.

La pregunta practica es: ;cuando resulta util un modelo lin-log como el (6.6.11)? Se ha encon-
trado una interesante aplicacion en los asi llamados modelos de gasto Engel [en honor del es-
tadistico aleman Ernst Engel (1821-1896)] (véase el ejercicio 6.10). Engel postul6 que “el gasto
total que se dedica a los alimentos tiende a incrementarse en progresion aritmética, mientras que

el gasto total aumenta en progresion geométrica”. '8

EJEMPLO 6.5

Como ejemplo del modelo lin-log, revise el ejemplo sobre gasto alimentario en India, ejemplo
3.2. Ahi ajustamos un modelo lineal en las variables, como primera aproximacién. Pero si grafi-
camos los datos, obtenemos el gréfico de la figura 6.5. Como esta figura indica, el gasto alimen-
tario se incrementa mas despacio, conforme el gasto total aumenta, lo cual quiza sustente la ley
de Engel. Los resultados de ajustar el modelo lin-log a los datos son los siguientes:

GasAli, = —1 283.912 + 257.2700 In GasTot;
t= (—4.3848)*  (5.6625)* r2=0.3769 (6.6.14)

Nota: (*) denota un valor p en extremo pequefio.
(contintia)

17 Una vez més, mediante célculo diferencial, tenemos

v (1
W —,32(?>

= (6.6.12)

Por consiguiente,

18 Véase Chandan Mukherjee, Howard White y Marc Wuyts, Econometrics and Data Analysis for Developing
Countries, Routledge, Londres, 1998, p. 158. Esta cita se atribuye a H. Working, “Statistical Laws of Family
Expenditure”, Journal of the American Statistical Association, vol. 38, 1943, pp. 43-56.
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EJEMPLO 6.5
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Interpretado de la forma antes descrita, el coeficiente de la pendiente, que vale casi 257,
significa que un incremento en el gasto total en alimentos de 1%, en promedio, propicia un
incremento de casi 2.57 rupias en el gasto en alimento de las 55 familias incluidas en la muestra.
(Nota: El coeficiente estimado de la pendiente se dividié entre 100.)

Antes de seguir, observe que si desea calcular el coeficiente de elasticidad para los modelos
lin-log o log-lin, puede hacerlo a partir de la definicién del coeficiente de elasticidad dada antes,
a saber:

.. dy X
Elasticidad = XV

En la practica, al conocer la forma funcional de un modelo, se pueden calcular las elasticidades
con la definicién anterior. (La tabla 6.6, que se presenta mas adelante, resume los coeficientes
de elasticidad para los diversos modelos.)

Debe sefialarse que, algunas veces, la transformacion logaritmica se emplea para reducir la
heteroscedasticidad, asi como la asimetria. (Véase el capitulo 11.) Una caracteristica comun de
muchas variables econdmicas es que tienen asimetria positiva (por ejemplo, distribucion del ta-
maifio de las empresas, o distribucion del ingreso o riqueza) y son heteroscedasticas. Una trans-
formacion logaritmica de dichas variables reduce tanto la asimetria como la heteroscedasticidad.
Por eso, los economistas laborales acostumbran usar logaritmos de los salarios en la regresion de
éstos sobre, por poner un ejemplo, el nivel de escolaridad, medido éste por los afios de educacion
recibida.

6.7 Modelos reciprocos

Los modelos del siguiente tipo se conocen como modelos reciprocos.

Y = Bi+ o (i)+u[ 6.7.1)
X;

A pesar de que este modelo es no lineal en la variable X porque entra inversamente o en
forma reciproca, el modelo es lineal en 8, y B;, y, por consiguiente, es un modelo de regresion
lineal.!’

Este modelo tiene las siguientes caracteristicas: a medida que X aumenta indefinidamente,
el término B; (1/X) se acerca a cero (nota: 8, es una constante) y Y se aproxima al valor limite

19'Si X¥ = (1/X;), entonces la ecuacién (6.7.1) es lineal en los parémetros al igual que en las variables Y;y X;.
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El modelo reciproco:

Y=8 +ﬁz<)l(>.
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o asintotico By. Por consiguiente, modelos como (6.7.1) contienen un valor asintético o limite
que tomaré la variable dependiente cuando el valor de la variable X aumente indefinidamente.?°
Algunas formas probables de la curva correspondiente a (6.7.1) se muestran en la figura 6.6.

EJEMPLO 6.6

FIGURA 6.7
Relacion entre la mor-
talidad infantil y el PIB

per cdpita, en 66 paises.

Como un ejemplo de la figura 6.6a, considere los datos de la tabla 6.4. Son datos transversales
de 64 paises sobre mortalidad infantil y otras variables. Por el momento, hay que concentrarse
en las variables de mortalidad infantil (Ml) y PIB per cdpita (PIBPC), que se grafican en la figura
6.7.

Como se ve, esta figura se parece a la 6.6a: conforme se incrementa el PIB per cdpita, se
esperaria que la mortalidad infantil disminuyera, debido a que las personas pueden gastar mas
en el cuidado de la salud, si se supone que los demas factores permanecen constantes. Pero
la relacién no da como resultado una linea recta: conforme se incrementa el PIB per cdpita, al
principio existe una disminucion drastica de la MI, pero disminuye en la medida en que el PIB
per cdpita sigue en aumento.

Mortalidad infantil y PIBPC
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(contindia)

201 a pendiente de la ecuacién (6.7.1) es: dY/dX = —B2(1/X2), e implica que si B es positivo, la pendiente
siempre es negativa, y si 82 es negativa, la pendiente siempre es positiva. Véanse las figuras 6.6a y 6.6¢, res-
pectivamente.
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EJEMPLO 6.6

TABLA 6.4 Fecundidad y otros datos de 64 paises

(continuacion)

Observacion MI TAF PIBPC TFT Observacion MI TAF PIBPC TFT
1 128 37 1870 6.66 33 142 50 8640 7.17
2 204 22 130 6.15 34 104 62 350 6.60
3 202 16 310 7.00 35 287 31 230 7.00
4 197 65 570 6.25 36 41 66 1620 3.91
5 96 76 2050 3.81 37 312 11 190 6.70
6 209 26 200 6.44 38 77 88 2090 4.20
7 170 45 670 6.19 39 142 22 900 5.43
8 240 29 300 5.89 40 262 22 230 6.50
9 241 11 120 5.89 41 215 12 140 6.25

10 55 55 290 2.36 42 246 9 330 7.10
11 75 87 1180 3.93 43 191 31 1010 7.10
12 129 55 900 5.99 44 182 19 300 7.00
13 24 93 1730 3.50 45 37 88 1730 3.46
14 165 31 1150 7.41 46 103 35 780 5.66
15 94 77 1160 4.21 47 67 85 1300 4.82
16 96 80 1270 5.00 48 143 78 930 5.00
17 148 30 580 5.27 49 83 85 690 4.74
18 98 69 660 5.21 50 223 33 200 8.49
19 161 43 420 6.50 51 240 19 450 6.50
20 118 47 1080 6.12 52 312 21 280 6.50
21 269 17 290 6.19 53 12 79 4430 1.69
22 189 35 270 5.05 54 52 83 270 3.25
23 126 58 560 6.16 55 79 43 1340 7.7
24 12 81 4240 1.80 56 61 88 670 3.52
25 167 29 240 4.75 57 168 28 410 6.09
26 135 65 430 4.10 58 28 95 4370 2.86
27 107 87 3020 6.66 59 121 41 1310 4.88
28 72 63 1420 7.28 60 115 62 1470 3.89
29 128 49 420 8.12 61 186 45 300 6.90
30 27 63 19830 5.23 62 47 85 3630 4.10
31 152 84 420 5.79 63 178 45 220 6.09
32 224 23 530 6.50 64 142 67 560 7.20
Notas: ~ MI = mortalidad infantil, el nimero de defunciones de nifios menores de 5 afios en un afio por cada 1 000 nacidos vivos.

TAF = tasa de alfabetismo femenina (porcentaje).

PIBPC = PIB per cdpita en 1980.

TFT = tasa de fecundidad total, 1980-1985, cantidad promedio de hijos por mujer, con tasas de fecundidad para edades es-
pecificas en un afio determinado.
Fuente: Chandan Mukherjee, Howard White y Marc Whyte, Econometrics and Data Analysis for Developing Countries, Routledge,

Londres, 1998, p. 456.

Si tratamos de ajustar el modelo reciproco (6.7.1), obtenemos los siguientes resultados:

MI; = 81.79436 + 27 237.1 7(

ee = (10.8321)
t= (7.5511)

1
PIBPC;)
(3 759.999)
(7.2535)  r2=0.4590

(6.7.2)

Conforme el PIB per cdpita se incrementa indefinidamente, la mortalidad infantil se acerca a su
valor asintético de casi 82 muertes por millar. Como se explicé en la nota 20, el valor positivo
del coeficiente de (1/PIBPC;) implica que la tasa de cambio de la MI respecto del PIBPC es ne-

gativa.
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FIGURA 6.8 La curva de Phillips.

Tasa natural de desempleo

(=]

Tasa de desempleo, %

Tasa de variacion de los salarios monetarios, %

>

Una aplicacién importante de la figura 6.6b es la conocida curva de Phillips de macroecono-
mia. Con base en los datos de tasa de variacion porcentual de los salarios nominales (Y) y la tasa
porcentual de desempleo (X) en el Reino Unido durante el periodo 1861 a 1957, Phillips obtuvo
una curva cuya forma general se parece a la figura 6.6b (figura 6.8).%'

Como muestra la figura 6.8, existe asimetria en la respuesta de los cambios salariales en el
nivel de la tasa de desempleo: los salarios aumentan con mayor rapidez por cada unidad de
cambio en el desempleo si la tasa de desempleo esta por debajo de UN, denominada por los
economistas tasa natural de desempleo (que se define como la tasa de desempleo requerida
para mantener constante la inflacioén [salarial]), y luego disminuyen despacio por un cambio
equivalente cuando la tasa de desempleo esta por encima del nivel natural, UV, lo que indica el
piso asintético, o — B4, para el cambio salarial. Esta caracteristica particular de la curva de Phillips
puede deberse a factores institucionales, como el poder de negociaciéon de los sindicatos, los
salarios minimos, compensaciones por desempleo, etcétera.

Desde la publicacion del articulo de Phillips se efectué una muy extensa investigacion sobre la
curva de Phillips tanto en el nivel teérico como en el empirico. El espacio de este libro no permite
estudiar los detalles de la controversia en torno a la curva de Phillips. La curva misma ha pasado
por diversas representaciones. Una formulacion comparativamente reciente la proporciona Oli-
vier Blanchard.?? Si &i; denota la tasa de inflacién en el tiempo t, que se define como el cambio
porcentual en el nivel de precios medido por un indice de precios representativo, como el indice
de precios al consumidor (IPC), y si UN; denota la tasa de desempleo en el tiempo ¢, entonces la
version moderna de la curva de Phillips se expresa segln el siguiente formato:

7 — 8 = B2(UNp — UN) + ug (6.7.3)

donde 7; = tasa real de inflacién en el tiempo t
7§ = tasa de inflacién esperada en el tiempo t, donde la expectativa se forma en
el afio (t— 1)
(contintia)

21 A. W. Phillips, “The Relationship between Unemployment and the Rate of Change of Money Wages in the
United Kingdom, 1861-1957", Economica, noviembre de 1958, vol. 25, pp. 283-299. Observe que la curva
original no cruzé el eje de la tasa de desempleo, pero la figura 6.8 representa una version posterior de la
curva.

22\/gase Olivier Blanchard, Macroeconomics, Prentice Hall, Englewood Cliffs, Nueva Jersey, 1997, capitulo 17.
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EJEMPLO 6.6

(continuacion)

UN; = tasa real de desempleo vigente en el tiempo t
UN = tasa natural de desempleo
ur = término de error estocastico??

Como 7f no se puede observar de manera directa, en primer lugar se simplifica con la su-
posicion de que nf = m;_1; es decir, la inflacion esperada este afio es la tasa de inflacion que
prevaleci6 el afio anterior; por supuesto, se pueden formular suposiciones mas complicadas
respecto de la formacion de expectativas, lo cual analizaremos en el capitulo 17, en los modelos
de retraso distribuido.

Al sustituir esta suposicién en (6.7.3) y escribir el modelo de regresién en la forma estandar,
obtenemos la siguiente ecuacion de estimacion:

Tt — Mt—1 = /3‘] ar ,BZUNt =+ U (6.7.4)

donde 81 = —B,UN. La ecuacién (6.7.4) establece que el cambio en la tasa de inflacién entre los
dos periodos esta linealmente relacionado con la tasa de desempleo real. A priori, se espera que
B2 sea negativa (;por qué?) y By positiva (porque B, es negativa y UN es positiva).

A propésito, la relacién de Phillips de (6.7.3) se conoce en la bibliografia como la curva
de Phillips modificada, curva de Phillips de expectativas aumentadas (para indicar
que ;1 representa la inflacién esperada) o curva aceleradora de Phillips (para indicar que
una tasa de desempleo baja propicia un incremento en la tasa de inflaciéon y, por consiguien-
te, una aceleracion del nivel de precios).

EJEMPLO 6.7

A manera de ilustraciéon de la curva de Phillips modificada, en la tabla 6.5 se presentan datos
sobre la inflacién medida por el porcentaje anual en el indice de precios al consumidor (IPCon
inflacién) y la tasa de desempleo de 1960 a 2006. La tasa de desempleo representa la tasa de
desempleo civil. Con estos datos se obtuvo el cambio en la tasa de inflacion (7w — 7¢_1) y se
grafico respecto de la tasa de desempleo civil; se utiliza el IPC como medida de la inflacion.
La gréfica resultante aparece en la figura 6.9.

Como se esperaba, la relacion entre el cambio en la tasa de inflacién y la tasa de desempleo es
negativa (un desempleo bajo provoca un incremento en la tasa de inflacién y, por consiguiente,
una aceleracién del nivel de precios, de ahi el nombre de curva aceleradora de Phillips).

Al observar la figura 6.9, no resulta obvio si un modelo de regresion lineal (una linea recta) o
un modelo reciproco sea el que se ajuste a los datos; tal vez haya una relacién curvilinea entre las
dos variables. Mas adelante se presentan regresiones basadas en ambos modelos. Sin embargo,
hay que tener presente que para el modelo reciproco se espera que el término del intercepto sea
negativo y la pendiente positiva, como se destacé en la nota 20.

Modelo lineal: (r; — 7e1) = 3.7844 — 0.6385 UN,

6.7.5
t=(4.1912) (—4.2756) r>=0.2935 ( )
Modelo reciproco:
—————— 1
(¢ — m—1) = —3.0684 + 17.2077(— )
UN¢ (6.7.6)

t=(-3.1635) (3.2886) r2=0.1973

Todos los coeficientes estimados en ambos modelos son significativos estadistica e individual-
mente; ademas, todos los valores p son menores que el nivel 0.005.

23 Los economistas creen que este término de error representa algin tipo de choque en la oferta, como los
embargos de petréleo de la OPEP en 1973 y 1979.



TABLA 6.5

Tasas de inflacién y
desempleo, Estados
Unidos, 1960-2006
(para todos los con-
sumidores urbanos;
1982-1984 = 100, salvo
si se indica lo contra-
rio)

Fuente: Economic Report of

the President, 2007, tabla B-60,

p- 399, para los cambios en el
IPC, y tabla B-42, p. 376, para
la tasa de desempleo.

FIGURA 6.9
Curva de Phillips modi-
ficada.

Capitulo 6 Extensiones del modelo de regresion lineal con dos variables 171

Afo TSINF TSDES Ao TSINF TSDES
1960 1.718 55 1984 4.317 7.5
1961 1.014 6.7 1985 3.561 7.2
1962 1.003 5.5 1986 1.859 7.0
1963 1.325 5.7 1987 3.650 6.2
1964 1.307 5.2 1988 4137 5.5
1965 1.613 4.5 1989 4.818 53
1966 2.857 3.8 1990 5.403 5.6
1967 3.086 3.8 1991 4.208 6.8
1968 4.192 3.6 1992 3.010 7.5
1969 5.460 3.5 1993 2.994 6.9
1970 5.722 4.9 1994 2.561 6.1
1971 4.381 5.9 1995 2.834 5.6
1972 3.210 5.6 1996 2.953 5.4
1973 6.220 4.9 1997 2.294 4.9
1974 11.036 5.6 1998 1.558 4.5
1975 9.128 8.5 1999 2.209 4.2
1976 5.762 7.7 2000 3.361 4.0
1977 6.503 7.1 2001 2.846 4.7
1978 7.591 6.1 2002 1.581 5.8
1979 11.350 5.8 2003 2.279 6.0
1980 13.499 7.1 2004 2.663 5.5
1981 10.316 7.6 2005 3.388 5.1
1982 6.161 9.7 2006 3.226 4.6
1983 3.212 9.6

Nota: La tasa de inflacion es el cambio porcentual anual en el IPC. La tasa de desempleo es la tasa de desempleo civil.

_= N W b U1 O
T
o

Cambio en la tasa de inflacién
1=}
o
o
o
fote
3

3 4 5 6 7 8 9 10
Tasa de desempleo (%)

El modelo (6.7.5) muestra que si la tasa de desempleo baja un punto porcentual, en pro-
medio, el cambio en la tasa de inflacion aumenta 0.64 puntos porcentuales, y viceversa. El mo-
delo (6.7.6) revela que, aunque la tasa de desempleo se incrementara de manera indefinida, el
maximo cambio en la tasa de inflacién bajaria y seria de 3.07 puntos porcentuales. A propésito,
de la ecuacién (6.7.5) se puede calcular la tasa de desempleo natural subyacente, de la siguiente
forma:

B 3.7844

yN= "2 _
_f, 0.6385

=5.9270 (6.7.7)
Es decir, la tasa de desempleo natural es de casi 5.93%. Los economistas sitdan la tasa natural
entre 5 y 6%, aunque en afos recientes la tasa real de desempleo en Estados Unidos ha sido
mucho mas baja.
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FIGURA 6.10 Y
Modelo reciproco loga-
ritmico.

Modelo log hipérbola o reciproco logaritmico

Concluimos este andlisis de los modelos reciprocos con el modelo reciproco logaritmico, que
adopta la siguiente forma:

InY, = g — b (Xi) +uy 6.7.8)

Su forma se ilustra en la figura 6.10. Como se muestra ahi, al principio Y se incrementa con una
tasa creciente (es decir, la curva es convexa al inicio) y luego aumenta con una tasa decreciente
(la curva se convierte en concava).”* Por consiguiente, este modelo seria apropiado para repre-
sentar una funcién de produccién de corto plazo. Recuerde que la microeconomia establece que
si el trabajo y el capital son insumos en una funcion de produccidn, y si se mantiene constante el
insumo capital pero se incrementa el insumo mano de obra, la relacion entre producto y mano de
obra de corto plazo se parecera a la figura 6.10 (véase el ejemplo 7.4 del capitulo 7).

6.8 Eleccion de la forma funcional

En este capitulo se analizaron las distintas formas funcionales que un modelo empirico puede
tomar, incluso dentro de los confines de los modelos de regresion lineal en los parametros. La
eleccion de una forma funcional particular puede ser relativamente facil para el caso de dos
variables, pues se pueden graficar las variables y tener asi una ligera idea respecto del modelo
adecuado. La eleccion se complica mucho mas cuando se considera el modelo de regresion mul-
tiple que implica mas de una regresora, lo cual veremos al analizar este tema en los siguientes

24 Con el célculo, se demuestra que

d 1 1
oy = —ﬁz<—p> - ﬁz<ﬁ>

Pero
d 1dy
—(nY)=—-—
ax N =7y g4x
Al sustituir, obtenemos
dy Y
ax ~ Py

que es la pendiente de Y respecto de X.
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.. . dYy .. dy X
Modelo Ecuacion Pendiente <_ ﬁ) Elasticidad <_ ﬁ?)
N X *
Lineal Y=+ BaX B2 ﬂz(v)
Log-lineal InY=p81+pB2InX ﬂ2<%) B2

Log-lin INY =g+ 2 X B2 () B2 (X)*

Lin-Iog Y=81+B2InX ﬂz(l) ,32(1_)*
X Y
Reciproco Y=p8+ /32(1—> —ﬁz( ! ) —ﬁz<1—)*
X X? XY
Y T1\*
Reciproco log InY=p1— 82 ()1_(> B2 (F) B2 (7)

Nota: * indica que la elasticidad es variable: depende del valor tomado por X o por Y, o por ambas. En la practica, cuando no se especi-
fican los valores de X'y de Y, es muy frecuente medir estas elasticidades con los valores medios de estas variables, es decir, X'y Y.

dos capitulos. No se niega que se requiere una gran destreza y experiencia al escoger un modelo
apropiado para la estimacion empirica. No obstante, se pueden mencionar algunas sugerencias.

1. La teoria (por ejemplo, la curva de Phillips) tal vez sugiera una forma funcional particular.

2. Es una buena costumbre calcular la tasa de cambio (es decir, la pendiente) de la regresada
respecto de la regresora, asi como conocer la elasticidad de la regresada respecto de la regresora.
Para los diversos modelos estudiados en este capitulo, en la tabla 6.6 se ofrecen las formulas
necesarias para los coeficientes de la pendiente y la elasticidad de los distintos modelos. Conocer
estas formulas le servird para comparar los diversos modelos.

3. Los coeficientes del modelo escogido deberan satisfacer determinadas expectativas a
priori. Por ejemplo, si consideramos la demanda de automédviles como funcion del precio y otras
variables, debemos esperar un coeficiente negativo para la variable precio.

4. Algunas veces, mas de un modelo puede ajustarse razonablemente bien a un determinado
conjunto de datos. En la curva de Phillips modificada, un modelo lineal y otro reciproco se ajus-
taron a los datos. En ambos casos, los coeficientes resultaron adecuados para las expectativas pre-
vias y fueron estadisticamente significativos. Una gran diferencia fue que el valor 2 del modelo
lineal fue mayor que el del modelo reciproco. Por tanto, se puede tener una ligera preferencia por
el modelo lineal en comparacion con el reciproco. Pero se debe asegurar de que, al comparar
dos valores de r?, la variable dependiente (o regresada) de los dos modelos sea la misma; la(s)
regresora(s) pueden tomar cualquier forma. En el siguiente capitulo veremos por qué.

5. En general, no se debe sobrevaluar 1a medida de  en el sentido de creer que mientras mas
alta sea > mejor sera el modelo. Como analizaremos en el siguiente capitulo, 2 se incrementa
conforme se afiaden mas regresoras al modelo. Lo que reviste mayor importancia es la justi-
ficacion tedrica del modelo elegido, los signos de los coeficientes estimados y su importancia
estadistica. Si un modelo es bueno conforme a estos criterios, quiza resulte aceptable un modelo
con una 72 menor. Examinaremos de nuevo este importante tema con mayor profundidad en el

capitulo 13.

6. En algunas situaciones tal vez no sea facil ponerse de acuerdo sobre una forma funcional
concreta, en cuyo caso se pueden usar las llamadas transformaciones Box-Cox. En vista de que
este tema es muy técnico, analizamos el procedimiento Box-Cox en el apéndice 6A.5.
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*6.9 Nota sobre la naturaleza del término de error estocastico:

término de error estocastico aditivo o multiplicativo

Considere el siguiente modelo de regresion, similar a (6.5.1) pero sin el término de error:
Y, = B X7 (6.9.1)

Para fines de estimacion, este modelo se expresa de tres formas:

Y = B xPu; (6.9.2)
Y = B xen (6.9.3)
Y; = BiXP +u; (6.9.4)

Al tomar logaritmos de ambos lados de estas ecuaciones, obtenemos

InY,=a+ B InX; +Iny; (6.9.2a)
InY; =a+ o InX; +u; (6.9.30)
InY; = In (B X" +u) (6.9.4a)

donde o = In ;.

Los modelos como (6.9.2) son de regresion intrinsecamente lineales (en los parametros), en
el sentido de que, mediante una transformacion (log) adecuada, los modelos se hacen lineales
en los parametros « y ;. (Nota: Estos modelos son no lineales en 8;.) Pero el modelo (6.9.4)
intrinsecamente es no lineal en los parametros. No hay una manera simple de obtener el log de
(6.9.4)porque In (4 + B)#InA + In B.

A pesar de que las ecuaciones (6.9.2) y (6.9.3) son modelos de regresion lineal y se estiman
por minimos cuadrados ordinarios (MCO) o maxima verosimilitud (MV), se debe tener cuidado
sobre las propiedades del término de error estocastico considerado en estos modelos. Recuerde
que la propiedad MELI de MCO (mejor estimador lineal insesgado) exige que el valor de la
media de u; sea cero, y que tenga varianza constante y autocorrelacion cero. Para la prueba de
hipotesis suponemos ademas que u; sigue una distribucion normal con los valores de la media y
la varianza recién estudiados. En resumen, supusimos que u#; ~ N(0, o).

Ahora considere el modelo (6.9.2). Su contraparte estadistica esta dada en (6.9.2a). Para utili-
zar el modelo clasico de regresion lineal normal (MCRLN) debemos suponer que

Inu; ~ N(0, 0?) (6.9.5)

Por consiguiente, cuando realicemos la regresion (6.9.2a), se tendran que aplicar las pruebas de
normalidad estudiadas en el capitulo 5 a los residuos obtenidos de esta regresion. A propdsito,
observe que si In u; sigue la distribucion normal con media cero y varianza constante, la teoria
estadistica muestra que u; en (6.9.2) debe seguir la distribucion log-normal con media e’ y
varianza e"z(e‘72 - 1.

Como muestra el analisis anterior, se tiene que prestar mucha atencion al término de error al
transformar un modelo para el analisis de regresion. En cuanto a (6.9.4), se trata de un modelo de
regresion no lineal en los parametros, y debera resolverse mediante algin procedimiento compu-
tacional iterativo. La estimacion del modelo (6.9.3) no debe presentar ningtin problema.

* Opcional.
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Para resumir, se debe prestar atencion al término de perturbacion cuando se transforme un

modelo para el analisis de regresion. De lo contrario, una aplicacion a ciegas de MCO al modelo
transformado no producira un modelo con las propiedades estadisticas deseables.

Resumen y
conclusiones

En este capitulo se presentaron diversos aspectos detallados del modelo clasico de regresion
lineal (MCRL).

1.

Algunas veces, un modelo de regresion puede no contener un término de intercepto explicito.
Estos modelos se conocen como regresion a través del origen. A pesar de que el algebra
requerida en la estimacion de tales modelos es simple, se deben utilizar con cautela. En tales
modelos, la suma de los residuos Y i, es diferente de cero; ademas, el r? calculado conven-
cionalmente puede no tener significado. A menos que exista una sélida razon tedrica, es mejor
introducir el intercepto explicitamente en el modelo.

. Las unidades y la escala en que se expresan la regresada y la(s) regresora(s) son muy impor-

tantes, pues la interpretacion de los coeficientes de regresion depende de ellas en gran medida.
En la investigacion empirica, el encargado no solo debe citar la fuente de los datos, sino tam-
bién describir explicitamente la forma como se miden las variables.

. Es de igual importancia la forma funcional de la relacion entre la regresada y la(s) regresora(s).

Algunas formas funcionales importantes estudiadas en este capitulo son a) el modelo log-li-
neal o de elasticidad constante, b) los modelos de regresion semilogaritmicos y ¢) los modelos
reciprocos.

. En el modelo log-lineal, la regresada y la(s) regresora(s) se expresan en forma logaritmica. El

coeficiente de regresion asociado al log de una regresora se interpreta como la elasticidad de
la regresada respecto de la regresora.

. En el modelo semilog, la regresada o la(s) regresora(s) estan en la forma de log. En el mo-

delo semilogaritmico, en el cual la regresada es logaritmica y la regresora X es tiempo, el
coeficiente de la pendiente estimado (multiplicado por 100) mide la tasa de crecimiento (ins-
tantanea) de la regresada. Tales modelos son comunes para medir la tasa de crecimiento de
muchos fendmenos econdmicos. En el modelo semilogaritmico, si la regresora es logaritmica,
su coeficiente mide la tasa de cambio absoluta en la regresada por un cambio porcentual dado
en el valor de la regresora.

. En los modelos reciprocos, la regresada o la regresora se expresa en forma reciproca o inversa

para denotar relaciones no lineales entre variables econdmicas, como en la conocida curva de
Phillips.

. Al seleccionar las diversas formas funcionales, debe prestarse gran atencion al término de

perturbacion estocastica #;. Como vimos en el capitulo 5, el MCRL supone explicitamente que
el valor de la media del término de perturbacion es cero y su varianza es constante (homosce-
dastica), y que no esta correlacionado con la(s) regresora(s). Con estos supuestos, los estima-
dores de MCO son MELI. Ademas, segun el MCRLN, los estimadores de MCO estan también
normalmente distribuidos. Por consiguiente, se debe verificar si estos supuestos se mantienen
en la forma funcional escogida para el analisis empirico. Después de realizar la regresion, el
investigador debe aplicar pruebas de diagnostico, como la de normalidad, estudiada en el ca-
pitulo 5. Nunca sobra insistir en este punto, pues las pruebas de hipotesis clasicas, como la 7,
F'y x*, dependen del supuesto de que las perturbaciones estin normalmente distribuidas. Esto
es en especial importante si la muestra es pequefia.

. Si bien el analisis hasta ahora se ha limitado a modelos de regresion con dos variables, los

siguientes capitulos mostraran que, en muchos casos, la extension a modelos de regresion
multiple sélo implica mas algebra sin introducir necesariamente mas conceptos fundamen-
tales. Por esta razon, es muy importante que el lector tenga un concepto claro del modelo de
regresion de dos variables.
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EJERCICIOS Preguntas

6.1.

6.2.

6.3.

Considere el modelo de regresion
Yi =P+ Boxi +u;

donde y; = (¥; — ¥) y x; = (X; — X). En este caso, la linea de regresion debe pasar a
través del origen. ;Cierto o falso? Muestre sus calculos.

Con base en datos mensuales de enero de 1978 a diciembre de 1987 se obtuvieron los
siguientes resultados de regresion:

Y, = 0.00681  + 0.75815X,
ee = (0.02596) (0.27009)
1 = (0.26229) (2.80700)
valor p = (0.7984) (0.0186) 2 = 0.4406
Y, = 0.76214X,
ee = (0.265799)
1 = (2.95408)
valor p = (0.0131) r? = 0.43684

donde Y = tasa mensual de rendimiento de las acciones comunes de Texaco, %, y X = tasa
mensual de rendimiento del mercado, %.*

a) (Cual es la diferencia entre los dos modelos de regresion?

b) Con los resultados anteriores, ;conservaria el término del intercepto en el primer mo-
delo? ;Por qué?

¢) ¢(Como interpretaria los coeficientes de la pendiente en los dos modelos?

d) (Cual es la teoria en los dos modelos?

e) (Puede comparar los términos 2 de los dos modelos? ;Por qué?

f) Elestadistico de normalidad de Jarque-Bera para el primer modelo en este problema es
1.1167 y para el segundo modelo es 1.1170. ;Qué conclusiones puede obtener de estos
estadisticos?

2) El valor 7 del coeficiente de la pendiente en el modelo con intercepto cero es aproxi-
madamente 2.95, mientras que con el intercepto presente tiene un valor aproximado de
2.81. ;Puede explicar este resultado?

Considere el siguiente modelo de regresion:

L oL
Nota: Ni X ni Y asumen el valor cero.
a) (Esun modelo de regresion lineal?
b) (Coémo estimaria este modelo?
¢) (Cudl es el comportamiento de ¥ a medida que X tiende a infinito?
d) (Puede dar un ejemplo de un caso en el cual sea adecuado un modelo de esta clase?

* Los datos originales se obtuvieron del disquete de datos de Ernst R. Berndt, The Practice of Econometrics:
Classic and Contemporary, Addison-Wesley, Reading, Massachusetts, 1991.
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Considere el modelo log-lineal:
InY; =1+ B InX; +u;
Grafique Yen el eje vertical y Xen el horizontal. Trace las curvas que exhiben la relacion

entre Yy X cuando 8, = 1, cuando 8, > 1 y cuando 8, < 1.

Considere los siguientes modelos:

Modelo I: Y = B1 + BoXi + u;
Modelo II: V' =) + X +u;
donde Y" y X" son variables estandarizadas. Demuestre que &, = /§2(Sx /Sy)y, de alli, es-

tablezca que, a pesar de que los coeficientes de pendiente son independientes de un cambio
de origen, no lo son de un cambio de escala.

Considere los siguientes modelos:

InY* =0y +ooInX; +uj
InY; =i+ B InX; +u;

donde Y = w1 Y; y X7 = wp X, con las w constantes.
a) Establezca las relaciones entre los dos conjuntos de coeficientes de regresion y sus
errores estandar.

b) (Es diferente el 72 en los dos modelos?
Entre las regresiones (6.6.8) y (6.6.10), ;qué modelo es preferible? ;Por qué?

Para la regresion (6.6.8), pruebe la hipotesis de que el coeficiente de la pendiente no es
significativamente diferente de 0.005.

De la curva de Phillips estimada dada en (6.7.3), /es posible estimar la tasa natural de
desempleo? ;Como?

La curva de gasto de Engel relaciona el gasto del consumidor sobre un bien con su ingreso
total. Sea ¥ = el gasto de consumo sobre un bien y X = ingreso del consumidor, y consi-
dere los siguientes modelos:

Yi =1+ foXi +ui

Yi = B+ B(1/X:) +u;
InY,=Ing + B InX; +u;
InY;, =g, + B(1/X;) + u;

Yi=pi+BolnX; +u;

(Cuadl(es) de estos modelo(s) escogeria para la curva de gasto de Engel y por qué? (Suge-
rencia: Interprete los diversos coeficientes de pendiente, encuentre las expresiones para la
elasticidad del gasto respecto del ingreso, etcétera.)

Considere el siguiente modelo:

eBrthaXi

= 1 + ePrtpXi

Tal como se presenta, jes un modelo de regresion lineal? Si no es asi, ;qué “truco” podria
utilizar, si acaso, para convertirlo en un modelo de regresion lineal? ;Como interpretaria el
modelo resultante? ;En qué circunstancias seria adecuado dicho modelo?
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6.12. Grafique los siguientes modelos (para mayor sencillez, se omitieron los subindices de ob-
servacion, i):
a) Y = pXxP parafBr>1,8=1,0<pB<1,...
b) Y = Bl para 8, > 0y B, < 0.
Analice donde serian adecuados estos modelos.
6.13 Considere la siguiente regresion:*
ISP, = —17.8 4+ 33.2 Ginj;
ee= (49) (11.8) r2=0.16
donde ISP = indice de inestabilidad sociopolitica, promedio para 1960-1985, y Gini =
coeficiente de Gini para 1975, o el afio mas proximo disponible dentro del periodo 1970-
1980. La muestra consta de 40 paises.
El coeficiente de Gini es una medida de la desigualdad del ingreso y se sitiia entre 0 y
1. Cuanto mas cerca se encuentre de 0, mayor sera la igualdad del ingreso, y cuanto mas
préximo se encuentra de 1, mayor serd la desigualdad del ingreso.
a) (Como interpreta esta regresion?
b) Suponga que el coeficiente de Gini se incrementa de 0.25 a 0.55. ;Cuanto aumentaria
el ISP? ;Qué significa eso en la practica?
¢) (El coeficiente estimado de la pendiente es estadisticamente significativo al nivel de
5%? Realice los calculos necesarios.
d) Con base en la regresion anterior, jdiria que los paises con mayor desigualdad del in-
greso son politicamente inestables?

Ejercicios empiricos

6.14. Con los datos de la tabla 6.7,** ajuste el siguiente modelo a dichos datos, obtenga las es-
tadisticas usuales de regresion e interprete los resultados:

100 1
00—7, P +'32<Z‘)

TABLA 6.7 Y, 86 79 76 69 65 62 52 51 51 48
X; 3 7 12 17 25 35 45 55 70 120

6.15. Para estudiar la relacion entre tasa de inversion (el gasto en inversion como razon del PNB)
y la tasa de ahorro (el ahorro como razén del PNB), Martin Feldstein y Charles Horioka
recopilaron datos para una muestra de 21 paises. (Véase la tabla 6.8.) La tasa de inversion
de cada pais es la tasa promedio correspondiente al periodo 1960-1974, y la tasa de ahorro
es la tasa de ahorro promedio para el periodo 1960-1974. La variable TASINV representa
la tasa de inversion, y la variable TASAHO, la tasa de ahorro.

a) Grafique la tasa de inversion contra la tasa de ahorro.
b) Con base en esta grafica, ;considera que los siguientes modelos puedan ajustarse a los
datos igualmente bien?
Tasinv; = By + B,Tasaho; + u;
In Tasinv; = a1 + o, In Tasaho; + u;

¢) Estime estos dos modelos y obtenga las estadisticas habituales.

*Véase David N. Weil, Economic Growth, Addison-Wesley, Boston, 2005, p. 392.
** Adaptado de |. Johnston, Econometric Methods, 3a. ed., McGraw-Hill, Nueva York, 1984, p. 87. En reali-
dad, esta informacion se tomé de un examen de econometria de la Universidad de Oxford, 1975.

T Martin Feldstein y Charles Horioka, “Domestic Saving and International Capital Flows”, Economic Journal,
vol. 90, junio de 1980, pp. 314-329. Datos reproducidos de Michael P. Murray, Econometrics: A Modern In-
troduction, Addison-Wesley, Boston, 2006.
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TABLA 6.8 TASAHO TASINV
Alemania 0.271 0.264
Australia 0.250 0.270
Austria 0.285 0.282
Bélgica 0.235 0.224
Canada 0.219 0.231
Dinamarca 0.202 0.224
Espafia 0.235 0.241
Estados Unidos 0.186 0.186
Finlandia 0.288 0.305
Francia 0.254 0.260
Grecia 0.219 0.248
Irlanda 0.190 0.218
Italia 0.235 0.224
Japon 0.372 0.368
Luxemburgo 0.313 0.277
Noruega 0.278 0.299
Nueva Zelanda 0.232 0.249
Paises Bajos 0.273 0.266
Reino Unido 0.184 0.192
Suecia 0.241 0.242
Suiza 0.297 0.297

Nota: TASAHO = Ahorro como razén del PIB.
TASINV = Gasto en inversion como razén del PIB.

d) (Como interpretaria el coeficiente de la pendiente en el modelo lineal? ;Y en el modelo
log-lineal? ;Hay alguna diferencia en la interpretacion de estos coeficientes?

e) (Como interpretaria los interceptos de los dos modelos? ;Hay alguna diferencia en la
interpretacion?

f) ¢(Compararia los dos coeficientes 72? ;Por qué?

2) Suponga que desea calcular la elasticidad de la tasa de inversion respecto de la tasa de
ahorro. ;Como obtendria esta elasticidad para el modelo lineal? ;Y para el modelo log-
lineal? Tenga en cuenta que esta elasticidad se define como el cambio porcentual de la
tasa de inversion correspondiente a un cambio porcentual en la tasa de ahorro.

h) Con los resultados de los dos modelos de regresion, ;qué modelo preferiria? ;Por qué?

6.16. La tabla 6.9* presenta las definiciones de las variables para diversos tipos de gastos, gasto
total, ingreso, edad del jefe de la familia y numero de hijos para una muestra de 1 519
familias, que se obtuvo de los Estudios Econémicos de Gasto de las Familias Britanicas
1980-1982.

El conjunto original de datos se encuentra en la pagina de internet de este texto. Los datos
incluyen sélo a familias con uno o dos hijos que viven en la zona metropolitana de Lon-
dres. La muestra no incluye a familias de personas que trabajan por su cuenta o jubiladas.

a) Con los datos sobre el gasto alimentario en relacion con el gasto total, determine qué
modelos de los que se resumieron en la tabla 6.6 se ajustan a estos datos.

b) Con base en los resultados de regresion obtenidos en a), ;qué modelo parece el mas
apropiado en el presente caso?

Nota: Guarde estos datos para analisis posterior en el siguiente capitulo sobre regresion

multiple.

* Los datos son de Richard Blundell y Krishna Pendakur, “Semiparametric Estimation and Customer de-
mand”, Journal of Applied Econometrics, vol. 13, nim. 5, 1998, pp. 435-462. Los datos se reproducen de R.
Carter Hill, William E. Griffiths y George G. Judge, Undergraduate Econometrics, 2a. ed., John Wiley & Sons,
Nueva York, 2001.
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TABLA 6.9

6.17.

6.18.

6.19.

6.20.

Lista de variables:

wfood = participacion del presupuesto destinado al gasto en alimentos

wfuel = participacion del presupuesto destinado al gasto en combustibles
wcloth = participacion del presupuesto destinado al gasto en ropa

walc = participacion del presupuesto destinado al gasto en bebidas alcohdlicas
wtrans = participacion del presupuesto destinado al gasto en transporte
wother = participacién del presupuesto destinado a otros gastos

totexp = gasto total familiar
(redondeado a las 10 libras esterlinas mas préximas)
income = ingreso total neto familiar
(redondeado a las 10 libras esterlinas mas préximas)
age = edad del jefe de la familia
nk = ndmero de hijos
La participacién del presupuesto destinado a un concepto, por ejemplo, alimentos, se
define como:
gasto en alimentos

wfood =
gasto total

Remitase a la tabla 6.3. Determine la tasa de crecimiento del gasto en bienes duraderos.

(Cual es la semielasticidad estimada? Interprete sus resultados. ;Tendria sentido hacer una

regresion doble logaritmica con el gasto en bienes duraderos como la variable dependiente

(regresada) y el tiempo como la regresora? ;Como interpretaria la pendiente del coefi-

ciente en este caso?

A partir de los datos de la tabla 6.3, calcule la tasa de crecimiento del gasto en bienes pe-

recederos y compare los resultados con los obtenidos en el ejercicio 6.17.

La tabla 6.10 presenta datos sobre el gasto de consumo total en el Reino Unido (en millo-

nes de £) y el gasto en publicidad (en millones de £) correspondientes a 29 categorias de

producto.*

a) Considerando las diferentes formas funcionales que analizamos en el capitulo, ;qué
forma funcional puede ajustarse a los datos de la tabla 6.10?

b) Estime los parametros del modelo de regresion seleccionado e interprete sus resulta-
dos.

¢) Sitoma la razon entre el gasto en publicidad y el gasto de consumo total, ;qué observa?
(Hay alguna categoria de producto en la que esta razon parezca extraordinariamente
alta? ;Estas categorias de producto tienen algo especial que explique el gasto relativa-
mente alto en publicidad?

Remitase al ejemplo 3.3 del capitulo 3 para realizar lo siguiente:

a) Grafique la demanda de teléfonos celulares contra el ingreso per capita ajustado por el
poder adquisitivo (PA).

b) Grafique la demanda de teléfonos celulares contra el log del ingreso per cdpita ajustado
por el poder adquisitivo (PA).

¢) ¢Qué diferencia hay entre las dos graficas?

d) Con base en estas dos graficas, jcree que un modelo doble logaritmo puede ofrecer un
mejor ajuste a los datos que el modelo lineal? Estime el modelo doble-log.

e) (Como interpreta el coeficiente de la pendiente en el modelo doble-log?

f) (El coeficiente estimado de la pendiente en el modelo doble-log es estadisticamente
significativo en el nivel de 5%?

* Estos datos se tomaron del Advertising Statistics Year Book, 1996, y se reproducen de http://www.Econo-
micswebinstitute.org/ecdata.htm.



TABLA 6.10

Gasto en publicidad y
gasto de consumo total
(en millones de £) en 29
categorias de productos
en el Reino Unido

Fuente: http://www.
Economicswebinstitute.org/
ecdata.htm.
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Obs GASPUB GASCON RAZON
1 87 957.00 13 599.00 0.006468
2 23 578.00 4 699.000 0.005018
3 16 345.00 5473.000 0.002986
4 6 550.000 6 119.000 0.001070
5 10 230.00 8 811.000 0.001161
6 9 127.000 1 142.000 0.007992
7 1 675.000 143.0000 0.011713
8 1110.000 138.0000 0.008043
9 3 351.000 85.00000 0.039424

10 1 140.000 108.0000 0.010556
11 6 376.000 307.0000 0.020769
12 4 500.000 1 545.000 0.002913
13 1 899.000 943.0000 0.002014
14 10101.00 369.0000 0.027374
15 3 831.000 285.0000 0.013442
16 99 528.00 1 052.000 0.094608
17 15 855.00 862.0000 0.018393
18 8 827.000 84.00000 0.105083
19 54 517.00 1174.000 0.046437
20 49 593.00 2 531.000 0.019594
21 39 664.00 408.0000 0.097216
22 327.0000 295.0000 0.001108
23 22 549.00 488.0000 0.046207
24 416 422.0 19 200.00 0.021689
25 14 212.00 94.00000 0.151191
26 54 174.00 5320.000 0.010183
27 20 218.00 357.0000 0.056633
28 11 041.00 159.0000 0.069440
29 22 542.00 244.0000 0.092385

Notas: GASPUB = gasto en publicidad (en millones de £).
GASCON = Gasto de consumo total (en millones de £).

6.21.

6.22.

g) Como estimaria la elasticidad de la demanda de teléfonos celulares respecto del ingreso
ajustado por el poder adquisitivo para el modelo lineal de la ecuacion (3.7.3)? ;Qué
informacion adicional, si acaso, se necesita? Llame elasticidad ingreso a la elasticidad
estimada.

h) ¢(Hay alguna diferencia entre la elasticidad ingreso estimada con base en el modelo
doble-log y la que se estim6 con el modelo lineal? De ser asi, ;qué modelo elegiria?

Repita el ejercicio 6.20, pero remitase a la demanda de computadoras personales presen-

tada en la ecuacion (3.7.4). ;Hay alguna diferencia entre la elasticidad ingreso estimada

de los teléfonos celulares y la de las computadoras personales? De ser asi, ;qué factores
pueden explicar la diferencia?

Consulte los datos de la tabla 3.3. Para averiguar si las personas con computadoras perso-

nales tienen también teléfonos celulares, ejecute la siguiente regresion:

Telcelular; = B, + B,PCs; + u;

a) Estime los parametros de esta regresion.

b) (El coeficiente estimado de la pendiente es estadisticamente significativo?

¢) (Importa si se ejecuta la siguiente regresion?

PCs; = a; + ayTelcelular; + u;

d) Estime la regresion anterior y pruebe la significancia estadistica del coeficiente esti-

mado de la pendiente.

e) (Como decidiria entre la primera y la segunda regresion?
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Apéndice 6A

6A.1 Derivacion de los estimadores de minimos
cuadrados para la regresion a través del origen

Deseamos reducir

Yot =) (Y- pxi) M

respecto de fBs.
Al diferenciar (1) respecto de $,, obtenemos

ay i’

——=—L =23 (%, - BX)(-X) 2
dp>
Al igualar (2) a cero y simplificar, obtenemos
s XY,
=] 6.1 .6 = 3
=5 (6.1.6) = (3)

Ahora sustituimos la FRP: ¥; = 8,X; 4 u; en esta ecuacion, y obtenemos

s 2 Xi(BoXi +ui)
o= F—ccm—

Y X
—B > Xiu; S
=p+ ZXf
[Nota: E(f,) = B».] Por consiguiente,
; X
E(pr—p)?=E [ZZ E } (5)

Al expandir el lado derecho de (5) y observar que las X; son no estocasticas y las #; son homoscedasticas y
no correlacionadas, tenemos

2

A ~ 2 o B
var(f2) = E(B2 — f2)" = S (6.1.7) = (6)

A propdsito, observe que a partir de (2) obtenemos, después de igualarla a cero,
DX =0 @)

Del apéndice 3A, seccion 3A.1, vemos que, cuando el término del intercepto esta presente en el modelo,

obtenemos, ademas de (7), la condicion ) #; = 0. Del desarrollo matematico anterior debe quedar clara la

razon por la cual la regresion a través del origen puede no tener la suma de errores, Y _ #;, igual a cero.
Suponga que deseamos imponer la condicién Y #; = 0. En ese caso, tenemos

Y r=AY X+ Y o
= ZX,-, pues Zﬁ,— = 0 por construccion

Esta expresion entonces da

B =

™
~

Xi
_Y _ valor de la media de Y
X  valor de la media de X

)

I~ M

Pero este estimador no es el mismo que el definido antes en (3) 0 en (6.1.6). Y como el B, de (3) es insesgado
(gpor qué?), el B, de (9) no puede serlo.

El punto clave es que, en la regresion a través del origen, no es posible igualar Y ;X;y Y u; a cero,
como en el modelo convencional. La tnica condicion que se satisface es que Y i, X; es cero.
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Recuerde que
Y, =V +a; (2.6.3)
Al sumar esta ecuacion en ambos lados y dividir entre N el tamafo de la muestra, obtenemos
Y=Y+u (10)
Como para el modelo de intercepto cero Y . #; y, por consiguiente 1, N0 necesariamente es cero, se cumple
que
Y#7Y an
es decir, la media de los valores observados de Y no necesita ser igual a la media de los valores estimados de
Y; los dos valores de las medias son idénticos en el modelo con intercepto, como se ve en (3.1.10).
Se observo que, para el modelo de intercepto cero, el 72 puede ser negativo, mientras que para el modelo

convencional, nunca puede ser negativo. Esta condicion se demuestra de la siguiente manera:
Con (3.5.5a), escribimos

i (12)

Ahora, para el modelo convencional, o con presencia de intercepto, la ecuacion (3.3.6) muestra que

SCR=Y =Y - xF<> )7 (13)

a menos que B, sea cero (es decir, X no ejerce influencia alguna sobre Y). Dicho de otro modo, para el mo-
delo convencional, SCR < SCT, y asi, el 2 nunca podra ser negativo.
De la misma forma, para el modelo de intercepto cero, se demuestra que

SCR=D i =) 1’ -F) X (14)
(Nota: Las sumas de los cuadrados de Y y X no estan ajustadas por la media.) Ahora, no existe garantia de
que esta SCR sea siempre menor que Y y?> = > ¥? — NY? (la SCT), lo cual indica que la SCR puede ser
mayor que la SCT, y esto implica que el 72, como se defini6 convencionalmente, puede ser negativo. A pro-
posito, observe que, en este caso, la SCR sera mayor que la SCT si /322 X 12 < NY2

6A.2 Prueba de que la variable estandarizada tiene
media cero y varianza unitaria

Considere la variable aleatoria (v.a.) ¥ con valor medio (muestral) ¥ y desviacién estandar (muestral) de
S,. Defina
Wy =
yp = (15)
Sy

Por tanto, Y;* es una variable estandarizada. Observe que la estandarizacién implica una operacién dual: 1)
el cambio del origen, que es el numerador de (15), y 2) la variacion de escala, que es el denominador. En
consecuencia, la estandarizacion implica una modificacion en el origen y en la escala.

Ahora,

pro LXE=D)
Sy n

pues la suma de la desviacion de una variable respecto del valor de su media siempre es cero. Asi, el valor

de la media del valor estandarizado es cero. (Nota: Podemos sacar el término S, del signo de la sumatoria

porque su valor es conocido.)

0 (16)

Abhora, .
2= (Y — Y)S;/(n -1
T o —11)33 D =1y e
(- 1S

CE
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Observe que

S2 — Z(Yl - )_])2
y n—1
lo cual es la varianza muestral de Y.
6A.3 Logaritmos
Considere los nimeros 5 y 25. Sabemos que
25 =52 (18)

Decimos que el exponente 2 es el logaritmo de 25 con base 5. En términos mas formales, el logaritmo de
un numero (por ejemplo, 25) con una base determinada (por ejemplo, 5) es la potencia (2) a la que debe
elevarse la base (5) para obtener el nimero dado (25).

De manera mas general, si

Y:bX(b>0) (19)
entonces
logp Y =X (20)

En matematicas, la funcion (19) se llama funcion exponencial, y la funcion (20), funcion logaritmica. Como
queda claro por las ecuaciones (19) y (20), una funcion es el inverso de la otra.

Aunque se puede usar cualquier base (positiva), en la practica las dos bases mas comunes son 10 y el
numero matematico e = 2.71828 . . .

Los logaritmos base 10 se llaman logaritmos comunes. Asi,

logio 100 =2 logo30 ~ 1.48

Es decir, en el primer caso, 100 = 102, y en el segundo, 30 A~ 1043,
Los logaritmos base e se llaman logaritmos naturales. Por tanto,

log.100 ~ 4.6051 y log,30 ~ 3.4012

Todos estos calculos suelen realizarse con una calculadora de mano.

Por convencion, el logaritmo base 10 se denota por medio de las letras log, y el logaritmo base e, por In.
Asi, en el ejemplo anterior, se puede escribir log 100 o log 30, o In 100 o In 30.

Existe una relacion fija entre el log comun y el log natural, que es

In X'=2.3026 log X (21)

Es decir, el logaritmo natural del numero X es igual a 2.3026 veces el logaritmo de X base 10. Por consi-
guiente,

In 30 = 2.3026 log 30 = 2.3026 (1.48) = 3.4012 (aprox.)

como antes. Por tanto, no importa si se usan logaritmos comunes o naturales. Sin embargo, en matematicas,
la base que casi siempre se prefiere es e, es decir, el logaritmo natural. En consecuencia, en este libro todos
los logaritmos son naturales, a menos que expresamente se indique lo contrario. Por supuesto, se puede
convertir el logaritmo de un numero de una base a la otra con la ecuacion (21).

Tenga presente que los logaritmos de los nimeros negativos no estan definidos. Por tanto, el logaritmo
de (=5) o el In (—5) no esta definido.

Algunas propiedades de los logaritmos son las siguientes: si 4 y B son nimeros positivos, se demuestra
que:

1. In(AxB)y=In4+InB (22)

Es decir, el logaritmo del producto de dos niimeros (positivos) A y B es igual a la suma de sus logarit-
mos.

2. In(4/B)=In4 —InB (23)




FIGURA 6A.1
Funciones exponencial y
logaritmica: @) funcién
exponencial; b) funcion
logaritmica.
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Es decir, el logaritmo de la razon de 4 a B es la diferencia entre los logaritmos de 4 y B.
3. In4A+B)#Ind+InB (24)

Es decir, el logaritmo de la suma o diferencia de 4 y B no es igual a la suma o diferencia de sus loga-
ritmos.

4. In(A)=kInA (25)
Es decir, el logaritmo de A4 elevado a la potencia k es & veces el logaritmo de A.

5. Ine=1 (26)
Esto es, el logaritmo de e base e es 1 (lo mismo que el log de 10 base 10).

6. Inl1=0 (27)
Es decir, el logaritmo natural del nimero 1 es cero (al igual que el logaritmo comtin del nimero 1).

7. SiY=InX

dY 1
— == 28
dX X (28)

Esto es, la tasa de cambio (es decir, la derivada) de Y respecto de X es 1 sobre X. Las funciones exponen-
cial y logaritmica (natural) se muestran en la figura 6A.1.

Aunque el numero cuyo logaritmo se toma es siempre positivo, el logaritmo de dicho niimero puede ser
positivo o negativo. Se comprueba facilmente que si

0<Y <1 entonces InY <0
Y=1 entonces InY =0

Y >1 entonces InY >0

Ademas, observe que, aunque la curva logaritmica que se ilustra en la figura 6A.15) se inclina positi-
vamente, lo que implica que cuanto mas grande sea el numero mayor serd también el valor logaritmico, la
curva se incrementa con una tasa decreciente (en matematicas, la segunda derivada de la funcion es nega-
tiva). Asi, In(10) = 2.3026 (aproximadamente) y In(20) = 2.9957 (aproximadamente). Esto es, si un numero
se duplica, su logaritmo no aumenta al doble.

Por esta razon, la transformacion logaritmica se llama transformacion no lineal. Esto también se aprecia
en la ecuacion (28), que indica que si ¥ = In X, dY/dX = 1/X. Esto significa que la pendiente de la funcion
logaritmica depende del valor de X; es decir, no es constante (recuerde la definicion de linealidad en la
variable).

Logaritmos y porcentajes: Como % = )—1( od(lnX) = dyX, para cambios muy pequeiios, el cambio
en In X es igual al cambio relativo o proporcional en X. En la practica, si el cambio en X es razonablemente
pequeio, la relacion anterior se escribe como el cambio en In X & al cambio relativo en X, donde ~ significa
aproximadamente igual.

Y Y:eX X=InY

X=lnY

45° 45°

a) b)
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Asi, para cambios pequefios,
(Xr —Xi—1)

= cambio relativo en X
X1

(InX, —In X, )~

6A.4 Formulas para calcular la tasa de crecimiento

Sea la variable Y una funcién del tiempo, ¥ = f(#), donde ¢ denota tiempo. La tasa de crecimiento instantanea
(es decir, en un momento dado) de ¥, gy se define como

_dY/dt  1dY
=Y TYa

(29)

Observe que si multiplicamos gy por 100, obtenemos la tasa porcentual de crecimiento, donde dd—); es la tasa
de cambio de Y respecto del tiempo.
Ahora bien, si In ¥ = Inf{(#), donde In representa el logaritmo natural, entonces
diny 1dY
dt Y dt

(30)

Esto es lo mismo que la ecuacién (29).

Por tanto, las transformaciones logaritmicas son muy ftiles para calcular tasas de crecimiento, en espe-
cial si ¥ es una funcion de otras variables dependientes del tiempo, como demostrara el siguiente ejemplo.
Sea

Y=X-Z 31

donde Y es el PIB nominal, X el PIB real y Z el factor de deflacion de los precios (PIB). En otras palabras, el
PIB nominal es el PIB real multiplicado por el factor de deflacion de los precios (PIB). Todas estas variables
son funciones del tiempo, pues varian con su transcurso.

Abhora, al tomar los logaritmos en ambos miembros de la ecuacion (31), obtenemos:

InY=InhX+1InZ (32)

Diferenciamos la ecuacion (32) respecto del tiempo y nos da

1dy 1dX 1dZ
Ydr _xdr ' Zas &5
esto es, gy = gx + gz donde g representa la tasa de crecimiento.

De manera verbal, la tasa de crecimiento instantdnea de Y es igual a la suma de la tasa de crecimiento
instantanea de X mas la tasa de crecimiento instantanea de Z. En el presente ejemplo, la tasa de crecimien-
to instantanea del PIB nominal es igual a la suma de la tasa de crecimiento instantanea del PIB real y la tasa
de crecimiento instantanea del factor de deflacion de los precios del PIB.

En términos mas generales, la tasa de crecimiento instantanea de un producto es la suma de las tasas de
crecimiento instantaneas de sus componentes. Esto puede generalizarse al producto de mas de dos varia-
bles.

Asimismo, si tenemos

X
vy==2
Z

(34)

1dY 1dXx 1dz
e B e = o (35)
Ydt Xdt Zdt
esto es, gy = gx — gz En otras palabras, la tasa instantanea de crecimiento de Y es la diferencia entre la tasa
de crecimiento instantanea de X menos la tasa de crecimiento instantanea de Z. Por tanto, si ¥ = ingreso per
capita, X = PIB y Z = poblacion, la tasa de crecimiento instantanea del ingreso per cdpita es igual a la tasa
de crecimiento del PIB menos la tasa de crecimiento instantanea de la poblacion.

Ahora, sea Y= X + Z. ;Qué tasa de crecimiento tiene ¥'? Sea ¥ = empleo total, X = obreros empleados
y Z = empleados administrativos. Como

In(X+2) #In X+ InY,
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no es facil calcular la tasa de crecimiento de ¥, pero con algunas operaciones algebraicas se demuestra que

X V4

X+ZgX+X+ZgZ (36)

Esto es, la tasa de crecimiento de una suma es un promedio ponderado de las tasas de crecimiento de
sus componentes. En este ejemplo, la tasa de crecimiento del empleo total es un promedio ponderado de las
tasas de crecimiento del empleo de obreros y empleados administrativos, y sus respectivas ponderaciones
equivalen a la parte que representa cada componente del empleo total.

8y

6A.5 Modelo de regresion Box-Cox

Considere el siguiente modelo de regresion:
Y'=pi+BXi+u; ¥Y>0 37)

donde A (la letra griega lambda) es un parametro que puede ser negativo, cero o positivo. Como Y esta ele-
vado a la potencia A, obtendremos varias transformaciones de ¥, segtin el valor de A.

La ecuacion (37) se conoce como modelo de regresion Box-Cox, en honor de los estadisticos Box y
Cox.! Segun el valor de A, tenemos los siguientes modelos de regresion, que se muestran en forma tabular:

Valor de A Modelo de regresion
1 Yi = p1+ B2 Xi +uj
2 Y2 = B1 + B2 Xi + uj
0.5 VYi= B+ B2 Xi +ui
0 InY; =By + B2 Xi + uj

1
-0.5 =B+ B2 Xi +uj
«/Ti /31 132 i i
1
-1.0 72,314—/32)(;4—“{
1

Como se aprecia, los modelos lineal y log-lineal son casos especiales de la familia de transformaciones
Box-Cox.

Por supuesto, tales transformaciones son aplicables a las variables X. Es interesante notar que cuando
A es igual a cero, obtenemos la transformacion logaritmica de Y. La prueba de esto es compleja y es mejor
dejarla para las referencias. (Los lectores interesados en célculo tendran que recordar la regla de I’Hopital
[del hospital].)

Sin embargo, ;como determinamos en realidad el valor correspondiente a A en una situacion dada? No
podemos estimar la ecuacion (37) de forma directa, pues esto abarca no solo los parametros de regresion S,
y B», sino también A, que entra de manera no lineal. No obstante, se puede demostrar que con el método de
maxima verosimilitud es posible estimar todos estos parametros. Existen paquetes de regresion que calculan
precisamente esto.

No insistiremos mas en este tema porque el procedimiento es un tanto complejo.

Sin embargo, podemos proceder por el método de ensayo y error. Escoja varios valores de A, transforme
Y en consecuencia, ejecute la regresion (37) y obtenga la suma de cuadrados de residuos (SCR) de cada
regresion transformada. Elija el valor de A que dé la SCR minima.?

T G.E.P. Box y D.R. Cox, “An Analysis of Transformations”, Journal of the Royal Statistical Society, B26, 1964,
pp- 211-243.

2 Para un analisis accesible, consulte John Neter, Michael Kutner, Christopher Nachtsheim y William Wasser-
man, Applied Linear Regression Models, 3a. ed., Richard D. Irwin, Chicago, 1996.




Capitulo

Analisis de regresion
multiple: el problema
de estimacion

El modelo con dos variables, estudiado con amplitud en los capitulos anteriores, suele ser inade-
cuado en la practica. Es el caso del ejemplo consumo-ingreso (ejemplo 3.1), donde se supuso
implicitamente que so6lo el ingreso X se relaciona con el consumo Y. Pero la teoria econémica
rara vez es tan simple, pues, ademas del ingreso, muchas otras variables probablemente afectan
el gasto de consumo. Un ejemplo obvio es la riqueza del consumidor. Para citar otro ejemplo,
es probable que la demanda de un bien dependa no sélo de su propio precio sino también de los
precios de otros bienes competitivos o complementarios, del ingreso del consumidor, de la con-
dicidn social, etc. Por consiguiente, se necesita ampliar el modelo simple de regresion con dos
variables para considerar modelos con mdas de dos variables. La adicion de variables conduce al
analisis de los modelos de regresion multiple, es decir, modelos en los cuales la variable depen-
diente, o regresada, Y, depende de dos o mas variables explicativas, o regresoras.

El modelo de regresion multiple mas sencillo posible es la regresion de tres variables, con una
variable dependiente y dos variables explicativas. En este capitulo y en el siguiente estudiaremos
este modelo. Durante todo el analisis, trataremos con modelos de regresion lineal multiple, es
decir, modelos lineales en los parametros, que pueden ser o no lineales en las variables.

7.1 Modelo con tres variables: notacion y supuestos

Al generalizar la funcion de regresion poblacional (FRP) de dos variables (2.4.2), podemos es-
cribir la FRP de tres variables asi:

Vi = B+ BoXoi + B3 Xz +u; (7.1.1)

donde Y es la variable dependiente, X, y X3 las variables explicativas (o regresoras), u es el tér-
mino de perturbacion estocastica, e i la i-ésima observacion; en caso de que los datos sean series
de tiempo, el subindice 7 denotara la z-ésima observacion.'

T Para efectos de simetria notacional, la ecuacién (7.1.1) se escribe también como
Yi = B Xai + B2X2i + B3 X3i + Ui
donde X1;=1 para todo i.
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Enlaecuacion (7.1.1), B, es el término del intercepto. Como es usual, este término da el efecto
medio o promedio sobre Y de todas las variables excluidas del modelo, aunque su interpretacion
mecanica sea el valor promedio de Y cuando X; y Xj se igualan a cero. Los coeficientes 8, y B3 se
denominan coeficientes de regresion parcial, y su significado se explicara en breve.

Continuamos operando dentro del marco del modelo clasico de regresion lineal (MCRL),
presentado en el capitulo 3. Especificamente, suponemos lo siguiente:

SUPUESTOS

—_

. Modelo de regresion lineal, o lineal en los pardmetros. (7.1.2)

2. Valores fijos de X o valores de X independientes del término de error. En este caso,
esto significa que se requiere covarianza cero entre u; y cada variable X.

cov (uj, X2) = cov (u;, X3) =0 (7.1.3)2

3. Valor medio de la perturbacién u;igual a cero.
E(ui| X2, X3) =0 por cada i (7.1.4)

4. Homoscedasticidad o varianza constante de u;.
var (uj) = o2 (7.1.5)

5. No autocorrelacién, o correlacién serial, entre las perturbaciones.

cov (uj, u) =0 i#j (7.1.6)

6. El nimero de observaciones n debe ser mayor que el de parametros por estimar,
que en el presente caso son 3. (7.1.7)
7. Debe haber variacion en los valores de las variables X. (7.1.8)

También abordaremos otros dos requisitos.
8. No debe haber colinealidad exacta entre las variables X.
No hay relacion lineal exacta entre X; y X3 (7.1.9)
En la seccion 7.7 dedicaremos mas tiempo a analizar el supuesto final.
9. No hay sesgo de especificacion.

El modelo esta especificado correctamente. (7.1.10)

El fundamento de los supuestos (7.1.2) a (7.1.10) es el mismo que se explico en la seccion 3.2.
El supuesto (7.1.9), que establece la no existencia de una relacion lineal exacta entre X, y X3, se
conoce técnicamente como supuesto de no colinealidad, o de no multicolinealidad cuando hay
mas de una relacion lineal exacta.

Informalmente, la no colinealidad significa que ninguna de las regresoras puede escribirse
como combinacidn lineal exacta de las regresoras restantes en el modelo.

De manera formal, la no colinealidad significa que no existe un conjunto de nimeros 1, y A3,
al menos uno diferente de cero, tales que

Ao Xoi + A3 X3 =0 (7.1.11)

2 Este supuesto se cumple automaticamente si X, y X3 son no estocasticas y (7.1.4) se mantiene.
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Si hay dicha relacién lineal, se dice que X; y X3 son colineales o linealmente dependientes. Por
otra parte, si (7.1.11) se cumple s6lo cuando A, = A3 = 0, se dice que X, y X3, son linealmente
independientes.

Asi, si

Xy = —4X5; 0 Xoi +4X5 =0 (7.1.12)

las dos variables son linealmente dependientes, y si se incluyen ambas en un modelo de regre-
sion, tendremos colinealidad perfecta o una relacién lineal exacta entre las dos regresoras.

Aunque consideraremos con mas detalle el problema de multicolinealidad en el capitulo 10,
es facil captar intuitivamente la 16gica del supuesto de no multicolinealidad. Suponga que en
(7.1.1) Y, X, y X; representan el gasto de consumo, el ingreso y la riqueza del consumidor, res-
pectivamente. Al postular que el gasto de consumo esta relacionado linealmente con el ingreso
y la riqueza, la teoria econdmica supone que los dos anteriores pueden tener alguna influencia
independiente sobre el consumo. De no ser asi, no tiene sentido incluir ambas variables, ingreso y
riqueza, en el modelo. En la situacion extrema, si existe una relacidn lineal exacta entre ingreso
y riqueza, solo hay una variable independiente, no dos, y no hay forma de evaluar la influencia
separada del ingreso y de la riqueza sobre el consumo. Para ver esto claramente, sea X3; = 2X5;
en la regresion consumo-ingreso-riqueza. Entonces, la regresion (7.1.1) resulta ser

Y; = Bi + BoXoi + B3(2X0i) +u;
= B1+ (B2 +2B3)Xoi +u; (7.1.13)
= p1+oaXy +u;

donde o = (B, +283). Es decir, de hecho se tiene una regresion de dos variables y no de tres. Ade-
mas, si se hace la regresion (7.1.13) y se obtiene o, no hay forma de estimar la influencia separada
de X, (= B2) y Xz (= Bs) sobre Y, pues « da la influencia combinada de X, y X3 sobre Y.?

En resumen, el supuesto de no multicolinealidad requiere que en la FRP se incluyan solamente
las variables que no sean funciones lineales exactas de alguna variable del modelo. Aunque anali-
zaremos este tema con mas detalle en el capitulo 10, vale la pena notar un par de puntos aqui:

Primero, el supuesto de que no hay multicolinealidad pertenece al modelo tedrico (es decir, a
la FRP). En la practica, cuando se recopilan datos para el andlisis empirico, no hay una garantia
de que no existiran correlaciones entre las regresoras. De hecho, en la mayor parte del trabajo
aplicado casi es imposible encontrar dos o mas variables (econémicas) que quiza no estén corre-
lacionadas en alguna medida, como mostraremos en los ejemplos ilustrativos mas adelante en
este capitulo. Lo que se requiere es que no haya una relacion exacta entre las regresoras, como
en la ecuacion (7.1.12).

En segundo lugar, tenga presente que solo hablamos de relaciones lineales perfectas entre dos
0 mas variables. La multicolinealidad no es valida para relaciones no lineales entre variables.
Suponga que X3; = X3, Esto no viola el supuesto de no colinealidad perfecta, en vista de que la
relacion entre las variables es no lineal.

3 En términos matematicos, o = (B2 + 283) es una ecuacién con dos incégnitas y no hay una forma dnica de
estimar 8, y B3 a partir de la o estimada.
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7.2 Interpretacion de la ecuacion de regresion multiple

Con los supuestos del modelo de regresion clasico, se cumple que, al tomar la esperanza condi-
cional de Y en ambos lados de (7.1.1), obtenemos

E(Y; | X2, X3:) = B + BaXoi + B3 X (7.2.1)

Expresado en palabras, de (7.2.1) se obtiene la media condicional o el valor esperado de Y
condicionado a los valores dados o fijos de las variables X, y X3. Por consiguiente, como en
el caso de dos variables, el analisis de regresién multiple es el andlisis de regresion condicional
sobre los valores fijos de las variables explicativas, y lo que obtenemos es el valor promedio o la
media de ¥, o la respuesta media de Y a los valores dados de las regresoras X.

7.3 Significado de los coeficientes de regresion parcial

Como ya mencionamos, los coeficientes de regresion 8, y 83 se conocen como coeficientes de
regresion parcial o coeficientes parciales de pendiente. El significado del coeficiente de re-
gresion parcial es el siguiente: 8, mide el cambio en el valor de la media de Y, E(Y), por unidad
de cambio en X;, con X3 constante. Expresado de otra forma, proporciona el efecto “directo” o
“neto” que tiene una unidad de cambio de X, sobre el valor medio de Y, neto de cualquier efecto
que X3 pueda ejercer en la media Y. De igual forma, 83 mide el cambio en el valor medio de ¥
por unidad de cambio en X3, cuando el valor de X, se conserva constante.* Es decir, da el efecto
“directo” o “neto” de una unidad de cambio en X3 sobre el valor medio de ¥, neto de cualquier
efecto que X, pudiera tener sobre la media Y.’

En realidad, jcomo hariamos para conservar constante la influencia de una regresora? Para
averiguarlo, retomemos el ejemplo de la mortalidad infantil. Recuerde que en ese ejemplo Y =
mortalidad infantil (MI), X; = PIB per cdpita (PIBPC) y X3 = tasa de alfabetizacion en las mu-
jeres (TAM). Suponga que deseamos conservar constante la influencia de la TAM. Como TAM
puede tener algun efecto sobre MI asi como sobre PIBPC para cualesquiera datos concretos,
lo que podemos hacer es eliminar la influencia (lineal) que TAM ejerce tanto en MI como en
PIBPC, al hacer la regresion de MI sobre TAM y la regresion de PIBPC sobre TAM en forma se-
parada, y luego buscar los residuos obtenidos de tales regresiones. Con los datos proporcionados
en la tabla 6.4, obtenemos las siguientes regresiones:

MI; = 263.8635 — 2.3905 TAM; + i1y,

(7.3.1)
ee = (12.2249) (0.2133) r? = 0.6695
donde iy; representa el término residual de esta regresion.
PIBPC; = —39.3033 + 28.1427 TAM, + ily;
e (7.3.2)

ee = (734.9526) (12.8211) 2 =0.0721

donde #,; representa el término residual de esta regresion.

4El lector con conocimientos de calculo se dara cuenta de inmediato de que 8 y 83 son las derivadas parcia-
les de E(Y| X3, X3) respecto de X,y Xs.

5 A prop6sito, las expresiones mantener constante, estar controlado por, permitir o tomar en cuenta la influencia
de, corregir la influencia de y eliminar la influencia de son sinénimos y se utilizardn de manera indistinta a lo
largo de esta obra.
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Ahora
iy; = (MI; —263.8635 +2.3905 TAM;) (7.3.3)

representa la parte de MI que queda después de anular la influencia (lineal) de TAM. De igual
forma,

it; = (PIBPC; + 39.3033 — 28.1427 TAM;) (7.3.4)

representa la parte del PIBPC que queda después de eliminar la influencia (lineal) de TAM.

Por consiguiente, si ahora se hace la regresion de ; o iy;, que estan “purificadas” de la in-
fluencia (lineal) de TAM, ;no obtendriamos el efecto neto del PIBPC sobre MI? De hecho, asi
sucede (véase el apéndice 7A, seccion 7A.2). Los resultados de la regresion son los siguientes:

{1 = —0.00564i;

(7.3.5)
ee = (0.0019) r?=0.1152

Nota: Esta regresion no tiene el término de intercepto porque el valor medio de los residuos
MCO uy; y tip; son cero (;por qué?).

El coeficiente de la pendiente de —0.0056 ahora proporciona el efecto “verdadero” o neto de
una unidad de cambio en PIBPC sobre MI, o la verdadera pendiente de MI respecto de PIBPC.
Es decir, proporciona el coeficiente de regresion parcial de M1 respecto de PIBPC, S,.

Quienes deseen determinar los coeficientes de la regresion parcial de MI respecto de TAM
pueden repetir el procedimiento anterior: primero deben efectuar la regresion de MI sobre PIBPC
para obtener los residuos de esta regresion (i;), después, la regresion de TAM sobre PIBPC para
obtener los residuos de esta regresion (iy;), y por Gltimo, la regresion u,; sobre i,;. Estoy seguro
de que los lectores comprendieron la idea.

(Tenemos que llevar a cabo este procedimiento de multiples pasos siempre que deseemos co-
nocer el verdadero coeficiente de la regresion parcial? Por fortuna, no, pues el mismo resultado se
obtiene de forma muy rapida y rutinaria mediante el procedimiento MCO analizado en esta sec-
cion. El método de varios pasos que acabamos de esbozar tiene solo fines pedagdgicos, a fin de
exponer el significado del coeficiente de regresion “parcial”.

7.4 Estimacion de MCO y MV de los coeficientes de regresion parcial

Para estimar los parametros del modelo de regresion con tres variables (7.1.1) consideraremos
primero el método de minimos cuadrados ordinarios (MCO), presentado en el capitulo 3, y luego,
brevemente, el método de maxima verosimilitud (MV), estudiado en el capitulo 4.

Estimadores de MCO

Para encontrar los estimadores de MCO, escribamos primero la funcion de regresion muestral
(FRM) correspondiente a la FRP de (7.1.1) de la siguiente manera:

Y; = B+ BoXoi + B3 X3 + i (7.4.7)

donde #; es el término residual, la contraparte muestral del término de perturbacion estocéstico
Uu;.
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Como se vio en el capitulo 3, el procedimiento MCO consiste en seleccionar los valores des-
conocidos de los pardmetros de forma que la suma de cuadrados de los residuos (SCR) " ii? sea
lo mas pequefia posible. Simbolicamente,

minZﬁf = Z(Yi — B — BaXoi — B3 X3)? (7.4.2)

donde la expresion para la SCR se obtiene por simple manipulacion algebraica de (7.4.1).

El procedimiento mas directo para obtener los estimadores que reducen (7.4.2) es diferen-
ciarla respecto de las incognitas, igualar a cero las expresiones resultantes y resolverlas al mismo
tiempo. Como se muestra en el apéndice 7A, seccion 7A.1, de este procedimiento se obtienen las
siguientes ecuaciones normales [comparables con las ecuaciones (3.1.4) y (3.1.5)]:

Y =B+ BXao+ B3 X3 (7.4.3)
Y YiXu=HY Xi+h ) Xotb ) XXy (7.4.4)
Z Y Xy = By ZXSi + B ZXZiXSi + B ZX%,» (7.4.5)

De la ecuacion (7.4.3) vemos al instante que
Bi=7Y — poXs — B3 X3 (7.4.6)

que es el estimador de MCO del intercepto poblacional f;.

Conforme a la convencidon de permitir que las letras minusculas denoten desviaciones de
las medias muestrales, se derivan las siguientes formulas de las ecuaciones normales (7.4.3) a
(7.4.5):

p (o yixa) (2 x5) — (3 yiai) (X xaivs)

B = 3 (7.4.7)¢
(Z x%i) (Z x32i) - (Z x2ix3i)
fy = () (D) — (L) (Eae) (7.48)

() () - (2 x2ix3i)2

que dan los estimadores de MCO de los coeficientes de regresion parcial poblacionales, 8, y 83,
respectivamente.

A proposito, observe lo siguiente: 1) Las ecuaciones (7.4.7) y (7.4.8) son simétricas por natu-
raleza, porque una se obtiene de la otra mediante el cambio de papeles de X; y X3; 2) los deno-
minadores en estas dos ecuaciones son idénticos; y 3) el caso de tres variables es una extension
natural del caso de dos variables.

6 Este estimador es igual al de (7.3.5), como se muestra en el apéndice 7A, seccién 7A.2.
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Varianzas y errores estandar de los estimadores de MCO

Después de obtener los estimadores de MCO de los coeficientes de regresion parcial derivamos
las varianzas y los errores estandar de los estimadores como se indica en el apéndice 3A.3. Igual
que en el caso de dos variables, se necesitan los errores estandar para dos fines principales: es-
tablecer intervalos de confianza y probar hipoétesis estadisticas. Las formulas pertinentes son las
siguientes:’

1 )_@Zx%l —i—)_(%Zx%l —2)_(2)_(3 ZJC2ix3i:| 52 (7.4.9)

ay = | =+
var (B1) [n ngin;,_(szixai)z

ee(B1) = +/var (B1) (7.4.10)

2
var(f,) = 2%, o? (7.4.11)

(Zx%l-)(Zx%i) - (ZxZix3i)2

o, en forma equivalente,

2

var () = =

- 7.4.12
DX (1 _V223) ( )

donde 7,3 es el coeficiente de correlacién muestral entre X y X3, como se define en el capitulo 3.8

ce(f) = ﬂ/@ (7.4.13)
in‘ o2

var (fs) = ;
(Z x%i) (Z x32i) - (Z x2ix3i)

(7.4.14)

o, en forma equivalente,

2
Var(ﬂ3) = m (7.4.15)

ee (B3) = 4/ var(B3) (7.4.16)

—}’230'2

(1 - ”223)\/ ZX%\/ ngi

En todas estas formulas, o2 es la varianza (homoscedastica) de las perturbaciones poblacionales
Uu;.

Segtin el argumento del apéndice 3A, seccion 3A.5, el lector puede verificar que un estimador
insesgado de 0% esta dado por

cov (B, B3) = (7.4.17)

29
52 = 2 (7.4.18)

n—

W

7 Las derivaciones de estas férmulas son mds sencillas con notacién matricial. Los lectores con mayores cono-
cimientos pueden consultar el apéndice C.

8 Con la definicién de r dada en el capitulo 3, tenemos

5 > X2iX3i)2
3=

x5 X3
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Observe la similitud entre este estimador de o2 y su correspondiente en el caso de dos varia-
bles [62 = (3_4?)/(n — 2)]. Los grados de libertad son ahora (n — 3) porque, para calcular 3 iz,
se deben estimar primero B, B2 y B3, los cuales consumen 3 gl. (El argumento es muy general.
Asi, en el caso de cuatro variables, los gl seran n —4.)

El estimador &7 se calcula de (7.4.18) una vez que se dispone de los residuos, pero también
se obtiene, mas rapido, con la siguiente relacion (para una prueba, véase el apéndice 7A, seccion
7A.3):

Y=Y "y =B yixa— By yixy (7.4.19)

que es la contraparte de tres variables de la relacion dada en (3.3.6).

Propiedades de los estimadores de MCO

Las propiedades de los estimadores de MCO del modelo de regresion multiple son similares a las
del modelo con dos variables. Especificamente:

1. La linea (superficie) de regresion de tres variables pasa a través de las medias de ¥, X,y
X3, lo cual se hace evidente en (7.4.3) [comparese con la ecuacién (3.1.7) del modelo con dos
variables]. Esta propiedad generalmente se mantiene. Asi, en el modelo de regresion lineal con
k variables [una regresada y (k — 1) regresoras],

Yi = B+ BoXoi + B3 Xzi + - + B X + u; (7.4.20)
se tiene que
Bi=7Y =Xy —BsXs— = fiXy (7.4.21)

2. El valor medio de ¥; estimado Y; (= ?,-) es igual al valor medio de Y; observado, lo cual es
facil de demostrar:
i = B+ BoXoi + B X
= (Y — BoXs — B3 X3) + PoXoi + B3 X (¢Por que?)
=¥ + Bo(Xoi — X2) + B3(X3: — X3)
=Y + Poxai + Baxai

(7.4.22)

donde, como es usual, las letras minusculas indican los valores de las variables expresadas como
desviaciones de sus medias respectivas.

Al sumar en ambos lados de (7.4.22) sobre los valores muestrales y dividir entre el tamafio de
la muestra n, se tiene ¥ = Y. (Nota: > x2i = > x3 = 0. (Por qué?) Observe que, en virtud
de (7.4.22), podemos escribir

P = Boxai + Bsxai (7.4.23)

donde §; = (¥; — ).
Por consiguiente, la FRM (7.4.1) se expresa en forma de desviaciones como

yi =i+ = Poxa + Paxzi + 1l (7.4.24)

3.0 0, = i = 0, lo cual se verifica de (7.4.24). [Sugerencia: Sume ambos lados de (7.4.24)
sobre los valores muestrales.]

4. Los residuos #; no estan correlacionados con Xy; y Xz;, es decir, Y 61, X =Y 41; X3 =0
(véase la prueba en el apéndice 7A.1).
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5. Los residuos #; no estan correlacionados con ¥;; es decir, Y #1; ¥; = 0. ¢Por qué? [Sugeren-
cia: Multiplique ambos lados de (7.4.23) por u; y sume sobre los valores muestrales.]

6. De (7.4.12) y (7.4.15) es evidente que, a medida que 3, el coeficiente de correlacmn entre
X y XG;, se acerca a 1, las varianzas de ﬁz y ﬂ; aumentan para los valores dados de 02 y >_ x3; 0
> x3l. En el limite, cuando ;3 = 1 (es decir, la colinealidad perfecta), estas varianzas se hacen
infinitas. En el capitulo 10 analizaremos a fondo las implicaciones de esto, pero ya el lector puede
intuir que, a medida que aumenta 7, 3, resulta cada vez mas dificil conocer los valores verdaderos
de B, y B3. [Veremos mas detalles en el siguiente capitulo, pero mientras, consulte la ecuacion
(7.1.13).]

7. También es claro, de (7.4.12) y (7.4.15), que, para valores dados de r23 yY x30> x3,la
varianzas de los estlmadores de MCO son directamente proporcmnales a o’%; es decir, aumentan
a medida que lo hace 2. En forma similar, para valores dados de o> y 7,3, la varianza de B> es in-
versamente proporcional a ) x3;; es decir, entre mayor sea la variacién de los valores muestrales
de X>, menor serd la varianza de f> y, por consiguiente, 3, se estima en forma mas precisa. Una
afirmacion similar vale respecto de la varianza de Bs.

8. Con los supuestos del modelo clasico de regresion lineal enunciados en la seccion 7.1 se
demuestra que los estimadores de MCO de los coeficientes de regresion parcial no solamente
son lineales e insesgados, sino que también tienen varianza minima dentro de la clase de todos
los estimadores lineales insesgados. En resumen, son MELI. Dicho de otra forma, satisfacen
el teorema de Gauss-Markov. (La prueba es similar al caso de dos variables demostrado en el
apéndice 3A, seccion 3A.6, y se presentara en forma mas compacta con notacion matricial en
el apéndice C).

Estimadores de maxima verosimilitud

En el capitulo 4 observamos que, segin el supuesto de que las perturbaciones poblacionales,
u;, estén normalmente distribuidas con media cero y varianza o> constante, los estimadores de
maxima verosimilitud (MV) y los estimadores de MCO de los coeficientes de regresion del mo-
delo con dos variables son idénticos. Esta igualdad se extiende a modelos con cualquier numero de
variables. (Para una demostracion, véase el apéndice 7A, seccion 7A.4.) Sin embargo, esto no
vale para el estimador de o®. Puede demostrarse que el estimador de MV de o2 es Y #1%/n sin
importar el nimero de variables en el modelo, mientras que el estimador de MCO de o es
> 4?/(n — 2) enel caso de dos variables, Y 717 /(n — 3) enel caso de tres variables y > #1%/(n — k)
en el caso del modelo de k variables (7.4.20). En resumen, el estimador de MCO de o tiene en
cuenta el numero de grados de libertad, mientras que el estimador MV no lo hace. Por supuesto,
si n es grande, los estimadores de MV y MCO de o tienden a estar cerca uno del otro. (;Por
qué?)

7.5 El coeficiente miiltiple de determinacién R?

y el coeficiente multiple de correlacion R

En el caso de dos variables vimos que 72, definido en (3.5.5), mide la bondad de ajuste de la
ecuacién de regresion; es decir, da la proporcion o porcentaje de la variacion total en la variable
dependiente Y explicada por la variable (inica) explicativa X. Esta notacion de 72 se extiende fa-
cilmente a los modelos de regresion con mas de dos variables. Asi, en el modelo de tres variables
buscamos conocer la proporcion de la variacion en Y explicada por las variables X, y X3 con-
juntamente. La medida que da esta informacién se conoce como coeficiente de determinacion

miiltiple, y se denota por R?; conceptualmente se asemeja a 72
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Para obtener R?, podemos seguir el procedimiento para obtener 72 descrito en la seccién 3.5.
Recuerde que

Yi = Bi + BoXoi + By X + 11
i (7.5.1)
=Y +u

donde ; es el valor estimado de ¥; a partir de la linea de regresion ajustada y es un estimador de
la verdadera E(Y; | X5, X3;). Al sustituir las letras mayusculas por mintsculas para indicar desvia-
ciones de sus medias, la ecuacion (7.5.1) se escribe como

yi = ,32x2i + 33)631 +i;
(7.5.2)
=y +u;

Elevamos al cuadrado (7.5.2) en ambos lados y sumamos sobre los valores muestrales para ob-
tener

Y= S A a2y pi

(7.5.3)
= Zﬁ,z + Z a2 (;Por qué?)

En palabras, la ecuacién (7.5.3) afirma que la suma de cuadrados total (STC) es igual a la suma
de cuadrados explicada (SCE) + la suma de cuadrados de residuos (SCR). Ahora, sustituimos el
equivalente de Y #2? dado en la ecuacion (7.4.19) y obtenemos

Zyiz = Zf,-z-i-zyiz - B Zyixzi — B Zyix3i

la cual, al reordenar términos, da

SCE=Y"32=F5 > yixa+phs Y yixy (7.5.4)
Ahora, por definicion,
R? — SCE
~ SCT (7.5.5)°
_ B D Yvixa + Bs D ViXsi o
>y

[Compare (7.5.5) con (3.5.6).]

Como las cantidades consideradas en (7.5.5) suelen calcularse de forma rutinaria, R? se calcu-
la sin problemas. Observe que R?, al igual que 72, se encuentra entre 0y 1. Si es 1, la linea de
regresion ajustada explica 100% de la variacion en Y. Por otra parte, si es 0, el modelo no explica
nada de la variacién en Y. Sin embargo, por lo general R? se encuentra entre estos dos valores
extremos. Se dice que el ajuste del modelo es “mejor” entre mas cerca esté R? de 1.

° Observe que R? también se calcula de la siguiente manera:

R2_q RSS_, Xa . (n-3)5?
TSS > 2 (n-1S$2
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Recuerde que, en el caso de dos variables, definimos » como el coeficiente de correlacion e
indicamos que mide el grado de asociacion (lineal) entre las dos variables. El analogo de » para
tres 0 mas variables es el coeficiente de correlacion miltiple, denotado por R, el cual es una
medida del grado de asociacidn entre Y y todas las variables explicativas en conjunto. Aunque
r puede ser positivo o negativo, R siempre se considera positivo. En la practica, sin embargo, R
tiene poca importancia. La medida de mayor significado es R?.

Antes de continuar, establezcamos la siguiente relacion entre R? y la varianza de un coeficiente
de regresion parcial en el modelo de regresion multiple con k variab