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Prefacio

Bienvenidos a esta nueva version de Matematicas III. Cdlculo de varias variables. Nos enorgullece ofrecerle una nueva
version revisada y mejorada de nuestros cldsicos y exitosos libros de texto.

Esta obra forma parte de una serie de cinco libros elaborados para cubrir de manera especifica los planes de estudio de
los cursos de matematicas a nivel superior: calculo diferencial, cdlculo integral, calculo vectorial, dlgebra lineal y ecuaciones
diferenciales.

Al igual que en otras ediciones, hemos incorporado muchas de las ttiles y atinadas sugerencias que usted, estimado lector,
nos hace al utilizar esta obra en sus cursos.

En esta edicion se han introducido algunas caracteristicas nuevas y revisado otras. Encontrard lo que espera: un libro de
texto pedagdgico, matemdaticamente formal y accesible.

Estamos contentos y emocionados de ofrecerle algo totalmente nuevo en esta edicion, un sitio web: LarsonCalculus.com.
Este sitio ofrece muchos recursos que le ayudardn en su estudio del cdlculo. Todos estos recursos estdn a solo un clic de
distancia. Nuestro objetivo en todas las ediciones de este libro de texto es proporcionarle las herramientas necesarias
para dominar el célculo. Esperamos que, junto con LarsonCalculus.com, encuentre ttiles los cambios de esta edicién para
lograrlo.

En cada conjunto de ejercicios, asegtirese de anotar la referencia a CalcChat.com. En este sitio gratuito puede descargar
una solucién paso a paso de cualquier ejercicio impar. Ademads, puede hablar con un tutor, de manera gratuita, dentro del horario
publicado en el sitio. Con el paso de los afios, miles de estudiantes han visitado el sitio para obtener apoyo. Utilizamos toda esta
informacién como ayuda para guiarlo en cada revision de los ejercicios y soluciones.

Heme  Aboul  Contact  Purchase

Lo nuevo en esta edicion \J LARSON

NUEVO LarsonCalculus.com

Este sitio web ofrece varias herramientas

y recursos para complementar su aprendizaje.
El acceso a estas herramientas es gratuito. T s

Videos de explicaciones de conceptos o TE Calculus Videos mﬂmﬁ-mmﬂﬁwf;ﬁx: CALCULUS
demostraciones del libro, ejemplos para explorar, sidibainton o X
vista de gréficas tridimensionales, descarga de

Calculus 108 Ensy Access Study Guida

Welcome to LarsonCalculus.com

¥ Worked-out Solutions

HH Interactive Examples By Aosede Blindi Gl

This 100% fres easy access stidy guide requines.

articulos de revistas de matemdticas y mucho mas. & Rotatable Graphs ro semema o esevor o acces he J
NUEVA Apertura de capitulo B Proetie Gropre SRR et e .
En cada apertura de capitulo se resaltan 3, Cata Downioads rtisslchosend skl S
aplicaciones reales utilizadas en los ejemplos
y ejercicios. B math Aricies

& Biographies
NUEVOS Ejemplos interactivos
Los ejemplos del libro estdn acompaiiados
de ejemplos interactivos en LarsonCalculus.com.
Estos ejemplos interactivos usan el reproductor NUEVOS Videos de demostraciones
CDF de Wolfram y permiten explorar el cdlculo Vea videos del coautor Bruce Edwards, donde explica
manejando las funciones o gréificas y observando las demostraciones de los teoremas de Cdlculo, décima
los resultados. edicion, en LarsonCalculus.com.

vii
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NUEVO ;Cémo lo ve?

La caracteristica ;Cémo lo ve? en cada seccion presenta
un problema de la vida real que podra resolver mediante
inspeccion visual utilizando los conceptos aprendidos

en la leccion. Este ejercicio es excelente para el andlisis en
clase o la preparacién de un examen.

Comentario Revisado

Estos consejos y sugerencias refuerzan o amplian
conceptos, le ayudan a aprender cémo estudiar
matematicas, le advierten acerca de errores comunes,
lo dirigen en casos especiales o le muestran los pasos
alternativos o adicionales en la solucién de un ejemplo.

Conjuntos de ejercicios Revisados

Los conjuntos de ejercicios han sido amplia y cuidadosamente

examinados para asegurarnos que son rigurosos e
importantes y que incluyen todos los temas que nuestros
usuarios han sugerido. Se han reorganizado los ejercicios y
titulado para que pueda ver mejor las conexiones entre los
ejemplos y ejercicios. Los ejercicios de varios pasos son
ejercicios de la vida real que refuerzan habilidades para
resolver problemas y dominar los conceptos, dando a los
estudiantes la oportunidad de aplicarlos en situaciones de la
vida real.

@1 uft) = Geos ti + bsen 1 + 41k
Mo =i 0 Wk

@) =41 21k s continua,
(b1 uf2) = i — 1j + °k
. 69, i =i+
(o1 uh) = s+ 22 + {50+ 4)k 1
v ul) gi+ ot 0k o) = 1§
@ ul (=0l 0+ -0k 7L + arcsen £ + {1 — Dk

. i L 72 rl) = 27 + e + it — Dk
Representar una gréfica mediante una funcion vecto- , .
rial  Fn los cjercicios 45-52, represente Ia curva plana por me- 73orl) e any) R NN
dio de una funcién vectorial. (ITay muchas respuestas correctas.)

14 Unidad 3 Funciones vectoriales
P AT S " 62. Dibujar una curva  Demuesire que la funcisn vectorial
0. vl =ai MO = etcos i+ etsen s — e K se encuentra en el
(i g1 A cono 2~ &% = % Dibuje la curva
41.r(x;:semw“—%(.s:—;x)ﬁ(;mn——)k ) - o
2 7 1 2 Determinar un limite  Fn los ejercicios 63 a 68, evalie ¢l -
42, v() = — vZsenei + Zeoszj + 2 sentk mite {si existe).
FE Picnselo B los cjercicios 43 v 44, use un sistema algebraico 83 Mim (ri | coszj | sen k)
por doraa fin de i I funcion 5 L
Vectorial rif. Para cada u(r), haga una conjetura sobre la rans. 64, 1-’q;(1xi il
formacion isi Ia hay) de Ia grifica de va). Use un sistenia alge- T e
braico por computadora para verificar su conjetura, 65, 1im (m [ — 4 k)
P T
3 cos fi— 2senri 41

43, 1() = Zeos i — 2sen o + bk ' S5, 1im (\ by

(@ uf) = Aeos s — i+ Zsen gj — 31k oot [ =

() i 2eossi + 2sen g + Mk o7, lim (ui | %“J | (”k)

@l 2eos(—ii + 2seni—0j + H—0k i ) R

| . 68 lim {7 1 —j 1 = k)
o ul) = i 2sen £ + Zeos 1k o PR

Continvidad de una funcién vectorial Fn los cjercicios
69-74, determine ¢l (los) intervalos) en que la funcidn vectorial

tada por ka interseceion de las superficies. Después represente 76. vertical dos unidades hacia abajo.

45y x-S 46. 2 - +5 0 DESARROLLO DE CONCEPTOS
ATy=tr-2r Escribir una transformacion En los ejercicios 75-78,
49, 4t =25 considere la funcion vectorial
P P . .
51A‘1‘(7;‘:| szAgfl(:l v = u Dk
T una funcidn vectorial s{f) que sea la transformacion es-
Representar una gréfica mediante una funcién vectorial pecificada der.
En los ejercicios 53-60, dibuje la curva en el espacio represen- 75, cidn vertical tres wnidades hacia amiba,

o 40 Seost 1 D1 (Ssent 1 2k
ol Dibujar una curva Demuestre que fa funcidn vectorial

() — di + 2rcos 1 + 21 sen 1k se eneuentra en el cono 4 —
¥ + 22 Dibuje b cmva,

Uil Ssenr Dj 4k
(=3cos2t+ i+ (Ssen e+ 2)j + 4k

ta curva por una funcién vectorial utilizando ¢ pardmetro . eion horizonal dos unidades en diveccion del
dado.
Superficics Pardmeiro 78 Una wastacidn horizontal cinco wnidades en direccidn def
cje y positivo.
x=1
79. Continuidad de una funcién vectorial Fscriba la
X = 2o definicion de continuidad para una fancién al
X Zsen: D¢ un gjemplo de una funcidn veclorial que o3t de-
6. dxt + it . finida pero no sea continua en s = 2.
SToxt 47+ x=1+senz
5.+t . Y= 2 sent 80. Comparar funciones Cudles de las siguientes gréfi-
) : ) cas representa la misma grafea?
59, 1 . X = r{primer octunie ) s &
0, x2 ¥ z2=16, =4 x = ¢ {primer octmie) Scost+ Ui+ 5 semz + 25j — 4k

;COMO LO VE? La grafica muestra una funcién
vectorial r(¢) para 0 < ¢ < 277 y su derivada r'(¢)
para diferentes valores de 7.

(a) Para cada derivada que se muestra en la gréfica, deter-
mine si cada componente es positiva o negativa.

(b) ¢Es suave la curva en el intervalo [0, 277]? Explique su
razonamiento.

Cambios en el contenido

El apéndice A (Demostracion de teoremas seleccionados)
ahora se presenta en formato de video (en inglés) en
LarsonCalculus.com. Las demostraciones también

se presentan en forma de texto (en inglés y con costo
adicional) en CengageBrain.com.

Caracteristicas confiables

Aplicaciones

Se han elegido con cuidado ejercicios de aplicacién y
ejemplos que se incluyen para dirigir el tema: “;Cudndo
usaré esto?”. Estas aplicaciones son tomadas de diversas
fuentes, tales como acontecimientos actuales, datos

del mundo, tendencias de la industria y, ademas,

estdn relacionadas con una amplia gama de intereses,
entendiendo donde se estd utilizando (o se puede
utilizar) el cdlculo para fomentar una comprensién mas
completa del material.

Desarrollo de conceptos

Los ejercicios escritos al final de cada seccidn estan
disenados para poner a prueba su comprension de
los conceptos basicos en cada seccidn, motivindole
a verbalizar y escribir las respuestas, y fomentando
las habilidades de comunicacion técnica que le serdn
invaluables en sus futuras carreras.



Teoremas

Los teoremas proporcionan el marco conceptual del
célculo. Los teoremas se enuncian claramente y estan
separados del resto del libro mediante recuadros de
referencia visual rdpida. Las demostraciones importantes
a menudo se ubican enseguida del teorema y se pueden
encontrar en LarsonCalculus.com.

Definiciones

Como con los teoremas, las definiciones se enuncian
claramente usando terminologia precisa, formal y estan
separadas del texto mediante recuadros para una referencia
visual rapida.

Definicion de diferencial total
Siz = flx,y), y Ax y Ay son los incrementos en x y en y, entonces las diferenciales
de las variables independientes x y y son
dx=Ax y dy = Ay
y la diferencial total de la variable dependiente z es

dz a9z
= = 4+ = = + .
dz p dx 3y dy = f.(x,y) dx fy(x,y) dy

Exploraciones

Las exploraciones proporcionan retos Unicos para estudiar
conceptos que atin no se han cubierto formalmente en el
libro. Le permiten aprender mediante el descubrimiento e
introducir temas relacionados con los que estd estudiando
en ese momento. El explorar temas de esta manera le invita
a pensar de manera mas amplia.

Notas historicas y biografias

Las notas histéricas le proporcionan informacién acerca de
los fundamentos de célculo. Las biografias presentan a las
personas que crearon y contribuyeron al calculo.

Tecnologia
A través del libro, los recuadros de tecnologia le ensefian
a usar tecnologia para resolver problemas y explorar

Prefacio ix

conceptos del cdlculo. Estas sugerencias también indican
algunos obstaculos del uso de la tecnologia.

Proyectos de trabajo

Los proyectos de trabajo se presentan en algunas secciones
y le invitan a explorar aplicaciones relacionadas con

los temas que esta estudiando. Proporcionan una forma
interesante y atractiva para que usted y otros estudiantes
trabajen e investiguen ideas de forma conjunta.

- PROYECTO DETRABAJO

Esferas deformadas

En los incisos (a) y (b), encuentre el volumen de las esferas defor-
madas. Estos solidos se usan como modelos de tumores.
(a) Esfera arrugada (b) Esfera deformada

p=1+0.2sen80send p=1+0.2sen 8Asen 4¢
0=0=2n0=¢=nm 0=0=2m0=¢=nm

o
(5

/{
NN rTamn
’th.
N ISSE=n==%7
N )
N e
25 WS
Z= y S A Y
S =\ N
NS
x x 4’3}’/4/.\‘

Generada con Maple Generada con Maple

% PARA INFORMACION ADICIONAL  Para mds informacién
sobre estos tipos de esferas, consulte el articulo “Heat Therapy for
Tumors”, de Leah Edelstein-Keshet, en The UMAP Journal.

Desafios del examen Putnam

Las preguntas del examen Putnam se presentan en algunas
secciones. Estas preguntas de examen Putnam lo desafian y
le amplian los limites de su comprension sobre el célculo.

Agradecimientos

Queremos agradecer a todos los profesores que participaron en esta obra, sus aportacio-
nes y sugerencias fueron invaluables para el desarrollo de la misma.
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2 Unidad 1  Vectores en el espacio

1.1 Vectores en el plano

0
L]
Punto
-~ terminal
P PO
Punto

inicial

Un segmento de recta dirigido.

Figura 1.1

—

Segmentos de recta dirigidos
equivalentes.
Figura 1.2

% Expresar un vector mediante sus componentes.

% Realizar operaciones vectoriales e interpretar los resultados geométricamente.

% Expresar un vector como combinacion lineal de vectores unitarios estandar o
canoénicos.

Las componentes de un vector

Muchas cantidades en geometria y fisica, como el drea, el volumen, la temperatura, la masa
y el tiempo, se pueden caracterizar por medio de un solo niimero real en unidades de medi-
cion apropiadas. Estas cantidades se llaman escalares, y al niimero real se le llama escalar.

Otras cantidades, como la fuerza, la velocidad y la aceleracion, tienen magnitud y
direccion y no pueden caracterizarse completamente por medio de un solo nimero real.
Para representar estas cantidades se usa un seggento de recta dirigido, como se muestra
en la figura 1.1. El segmento de recta dirigido PQ tiene como punto inicial P y como pun-
to final O, y su longitud (o magnitud) se denota por | PO ||. Segmentos de recta dirigidos
que tienen la misma longitud y direccién son equivalentes, como se muestra en la figu-
ra 1.2. El conjunto de todos los segmentos de recta dirigidos que son equivalentes a un
segmento de recta dirigido dado PQ es un vector en el plano y se denota por

v ="P0.

En los libros, los vectores se denotan normalmente con letras minudsculas, en negrita,
como u, vy w. Cuando se escriben a mano, se suelen denotar por medio de letras con
una flecha sobre ellas, como ',V 'y W.

Es importante notar que un vector en el plano se puede representar por medio de
un conjunto de segmentos de recta dirigidos diferentes, todos apuntando en la misma
direccién y todos de la misma longitud.

W Representar vectores por medio de segmentos

de recta dirigidos

Sea v el vector representado por el segmento dirigido que va de (0, 0) a (3, 2), y seau
el vector representado por el segmento dirigido que va de (1, 2) a (4, 4). Demuestre que
vV y u son equivalentes.

Soluciéon Sean P(0, 0) y Q(3, 2) los puntos inicial y final de v, y sean R(1,2) y S(4,4)
loéspuntoés inicial y final de u, como se muestra en la figura 1.3. Para demostrar que
PQ y RS tienen la misma longitud se usa la féormula de la distancia.

POl = VB =02+ (2-02=13
IRS||= V@& - 1>+ (@ - 27 = /I3

Los dos segmentos tienen la misma direccion, por-

que ambos estdn dirigidos hacia la derecha y hacia 4,4

arriba sobre rectas que tienen la misma pendiente. 1 s
Pendiente de PO = H = % 3+ v

y - 21 02, (.2,
Pendiente de RS = 3%1 =3 1+ v

Como @ y RS tienen la misma longitud y la
misma direccién, puede concluir que los dos
vectores son equivalentes. Es decir, vy u son Los vectores u y v son equivalentes.
equivalentes. Figura 1.3 m

} } } }
Moo 54



4,,
3,,
(V17V2)
2T 0
1L v
0.0 v= (v, )
©. | | | |
P 1 2 3 4

Posicién estandar de un vector.
Figura 14

y

0(-2,5) 671
4,,

f f f f f f
-6 -4 -2 2 4 6
-2+

v
-4 +
-6+
P(3,-7)
-8 +

Vector v dado por medio de sus
componentes: v = (—5, 12).
Figura 1.5

1.1 Vectores en el plano 3

El segmento de recta dirigido cuyo punto inicial es el origen a menudo se considera
el representante mds adecuado de un conjunto de segmentos de recta dirigidos equiva-
lentes como los que se muestran en la figura 1.3. Se dice que esta representacion de v
estd en la posicion candnica o estindar. Un segmento de recta dirigido cuyo punto
inicial es el origen puede representarse de manera tinica por medio de las coordenadas
de su punto final Q(v,, v,), como se muestra en la figura 1.4.

Definicion de un vector en el plano mediante sus componentes

Si v es un vector en el plano cuyo punto inicial es el origen y cuyo punto final es (v,,
v,), entonces el vector v queda dado mediante sus componentes de la siguiente manera

v={(v, )

Las coordenadas v, y v, son las componentes de v. Si el punto inicial y el punto final es-
tan en el origen, entonces v es el vector cero (o vector nulo) y se denota por 0 = (0, 0).

Esta definicién implica que dos vectores u = (u,, u,) y v = (v, v,) son iguales si y solo
Sluy =vyu,=v,.

Los procedimientos siguientes pueden usarse para convertir un vector dado me-
diante un segmento de recta dirigido en un vector dado mediante sus componentes o
viceversa.

1. Si P(p,, p,) y Q(q,, g,) son los puntos inicial y final de un segmento de recta dirigi-
do, el vector v representado por @, dado mediante sus componentes, es
Vi, v) ={q1-P1, 42~ Do)

Ademéds, de la féormula de la distancia es posible ver que la longitud (o magnitud)
de ves

||V|| = (ql - pl)2 + (q2 - p2)2 Longitud de un vector

/32 2
vi + ;5.

2. Siv = (v, v,), v puede representarse por el segmento de recta dirigido, en la posi-
cién candnica o estdndar, que va de P(0, 0) a Q(v,, v,).

A la longitud de v también se le llama la norma de v. Si ||v|| = 1, v es un vector
unitario. Y ||v|| = 0 siy solo si v es el vector cero 0.

| Forma en componentes y longitud de un vector

Determine las componentes y la longitud del vector v que tiene el punto inicial (3, =7)
y el punto final (-2, 5).

Solucion Sean P(3, -7) = (p;, p,) y Q(-2, 5) = (g,, ¢,). Entonces las componentes
dev = (v, v,) son

vi=¢ —p=-2-3=-5

Va=q, —py,=5—(=7) =12

Asi, como se muestra en la figura 1.5, v = (-5, 12), y la longitud de v es
Ivll = V(=52 + 122

= /169
= 13.
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La multiplicacién escalar por un
vector v.
Figura 1.6

WILLIAM ROWAN HAMILTON
(1805-1865)

Algunos de los primeros trabajos
con vectores fueron realizados
por el matemético irlandés William
Rowan Hamilton. Hamilton dedicé
muchos afios a desarrollar un
sistema de cantidades semejantes
a vectores llamados cuaterniones.
No fue sino hasta la segunda mitad
del siglo XIX cuando el fisico
escocés James Maxwell (1831-
1879) reestructurd la teoria de

los cuaterniones de Hamilton,
dandole una forma util para la
representacién de cantidades como
fuerza, velocidad y aceleracion.

Vea LarsonCalculus.com para

leer mas acerca de esta biografia.

Operaciones con vectores

Definicion de la suma de vectores y de la multiplicacion por un escalar
Sean u = (uy, u,) y v = (v,, v,) vectores y sea ¢ un escalar.
1. La suma vectorial de uy ves el vectoru + v = (u, + v, u, + v,).
2. El miltiplo escalar de ¢ y u es el vector
cu = {cuy, cu,).
3. El negativo de v es el vector
v =(Dv = (v, —v,).
4. La diferencia deuy ves

u-v=u+ (-v)=(u — v, iy~ v,).

Geométricamente, el multiplo escalar de un vector v y un escalar ¢ es el vector
que tiene |c| veces la longitud de v, como se muestra en la figura 1.6. Si ¢ es positivo,
cv tiene la misma direccién que v. Si ¢ es negativo, cv tiene direccién opuesta.

La suma de dos vectores puede representarse geométricamente colocando los vec-
tores (sin cambiar sus magnitudes o sus direcciones), de manera que el punto inicial
de uno coincida con el punto final del otro, como se muestra en la figura 1.7. El vector
u + v, llamado el vector resultante, es la diagonal de un paralelogramo que tiene u
y v como lados adyacentes.

Y

Para hallar u + v, (1) hacer coincidir el (2) hacer coincidir el
punto inicial de v con punto inicial de u con
el punto final de u, o, el punto final de v.
Figura 1.7

La figura 1.8 muestra la equivalencia de las definiciones geométricas y algebraicas
de la suma de vectores y la multiplicacion por un escalar, y presenta (en el extremo de-
recho) una interpretacion geométrica de u —v.

(kuy, kuy) g -
(u; + vy, uy +v,)
(g, uy)
ku,
U
U

v, u+(-v)

S A
Vi uy

Suma vectorial Multiplicacién escalar Sustraccion de vectores
Figura 1.8

The Granger Collection, New York



1.1 Vectores en el plano 5

I Operaciones con vectores

Dados v = (-2, 5) y w = (3, 4), encuentre cada uno de los vectores.

1
a.;v b.w—v c v+2w

Solucion
a. v = (3(=2).565) = (- 1.3)
b.w—v= —v,w —v,)=3-(=2),4-5)=(,—-1)
¢. Usando 2w = (6, 8), se tiene
v+ 2w =(=2,5) + (6,8)
=(-2+6,5+8)
= <4, l3> n

La suma de vectores y la multiplicacién por un escalar comparten muchas propieda-
des con la aritmética ordinaria, como se muestra en el teorema siguiente.

EMMY NOETHER (1882-1935)

La matemdtica alemana Emmy
Noether contribuyé a nuestro
conocimiento de los sistemas
axiomaticos. Noether generalmente
se reconoce como la principal
matemdtica de la historia reciente.

! PARA INFORMACION ADICIONAL
Para mds informacién acerca de Emmy

Noether, consulte el articulo

“Emmy Noether, Greatest Woman
Mathematician”, de Clark Kimberling,
en The Mathematics Teacher. Para ver
este articulo vaya a MathArticles.com.

Teorema 1.1 Propiedades de las operaciones con vectores

Sean u, vy w los vectores en el plano, y sean c y d escalares.
.ut+tv=v-+u
.(lut+tv)+tw=u+(v+w
.ut0=u

.u+(—u)=0

. ¢(du) = (cd)u
.(c+du=cu+du
.clu+v)=cu+cv

. 1(u) =u,0(u) =0

Propiedad conmutativa
Propiedad asociativa
Propiedad de la identidad aditiva

Propiedad del inverso aditivo

Propiedad distributiva

Propiedad distributiva

L N NN AW N -

Demostracion La demostracion de la propiedad asociativa de la suma de vectores
utiliza la propiedad asociativa de la suma de niimeros reales.

(w+v) +w=[{u,uy) + v,v,)] + (w,w,)
= (uy + vy uy T vy) + (wy,wy)
=, +v) + wp, (wy + v,) + wy)
=(u, + (v +wy)u, + (v, +w,))
= (u,uy) + (v, +wp,v, + wy)
=u+ (v+w

Las otras propiedades pueden demostrarse de manera similar.
Consulte LarsonCalculus.com para ver el video de esta demostracion de Bruce Edwards. i

Cualquier conjunto de vectores (junto con uno de escalares) que satisfaga las ocho
propiedades dadas en el teorema 1.1 es un espacio vectorial.* Las ocho propiedades son
los axiomas del espacio vectorial. Por tanto, este teorema establece que el conjunto de
vectores en el plano (con el conjunto de los niimeros reales) forma un espacio vectorial.

*Para mds informacion sobre espacios vectoriales, consulte Elementary Linear Algebra, Ta. ed.,
por Ron Larson (Boston: Boston, Massachusetts, Brooks/Cole, Cengage Learning, 2013).

The Granger Collection, NYC
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Vectores en el espacio

TEOREMA 1.2 Longitud de un multiplo escalar

Sea v un vector y sea c un escalar. Entonces

levll = || [Iv]]- |c| es el valor absoluto de c.

Demostracion Como cv = ||{cv,, cv,)]|, se tiene que

||<CV1’ CV2>||
Viev)? + (ev,)?
le|v/vi +vs

le[ vl

lev]

Consulte LarsonCalculus.com para ver el video de esta demostracion de Bruce Edwards. i

En muchas aplicaciones de los vectores es util encontrar un vector unitario que
tenga la misma direccién que un vector dado. El teorema siguiente da un procedimiento
para hacer esto.

TEOREMA 1.3 Vector unitario en la direccion de v

Si v es un vector distinto de cero en el plano, entonces el vector
u= F = Lv
VIl [Ivl]

tiene longitud 1 y la misma direccién que v.

Demostracion Como 1/]|v]| es positivo y u = (1/]|v||)v, se puede concluir que u
tiene la misma direccién que v. Para ver que |[u|| = 1, se observa que

il = m =
uj| = — vl = 5l vl =5 lv) = 1.
e H(nvn o V= g ¥

Por tanto, u tiene longitud 1 y la misma direccién que v.
Consulte LarsonCalculus.com para ver el video de esta demostracion de Bruce Edwards. i

Al vector u del teorema 1.3 se le llama un vector unitario en la direccién de v.
El proceso de multiplicar v por 1/||v|| para obtener un vector unitario se llama norma-
lizacion de v.

Hallar un vector unitario

Halle un vector unitario en la direccién de v = (-2, 5) y verifique que tiene longitud 1.

Solucion Por el teorema 1.3, el vector unitario en la direccion de v es

v (=2,5)

_ _ 1 <_25>:<—25>
M~ Ve er s Ve T\ V)

Este vector tiene longitud 1, porque

N[EIRICTENERE Ve R ‘




u+v
X
Desigualdad del tridngulo.
Figura 1.9
y
2 -4

i=(1.0)

Vectores unitarios estindares o

canoénicosiy j.
Figura 1.10

~~~_ (cos 0,sen 0)
- -
s
A\
\

v psenf

Angulo 6 desde el eje x positivo hasta

el vector u.
Figura 1.11

u I
I
! \
\ 0 1
L } x
1

1.1 Vectores en el plano 7

Generalmente la longitud de la suma de dos vectores no es igual a la suma de sus
longitudes. Para ver esto, basta tomar los vectores u y v de la figura 1.9. Considerando
auy v como dos de los lados de un tridngulo, se puede ver que la longitud del tercer
ladoes |[u + v||, y

lw + ][ < ulf +Iv].

La igualdad solo se da si los vectores u y v tienen la misma direccion. A este resultado
se le llama la desigualdad del triangulo para vectores. (En el ejercicio 77, seccion 1.3, se
pide demostrar esto.)

Vectores unitarios canonicos o estandares
A los vectores unitarios (1, 0) y {0, 1) se les llama vectores unitarios candnicos o es-
tandares en el plano y se denotan por

Vectores unitarios canénicos o estandares

i=(1,0) y j=1(0.1)
como se muestra en la figura 1.10. Estos vectores pueden usarse para representar cual-
quier vector de manera tinica, como sigue.

v={(,v) = ,0) +0,v,) = v(1,0) + v (0, 1) = vii + v,]j

Al vector v = v,i + v,j se le llama una combinacién lineal de iy j. A los escalares v, y
v, se les llama las componentes horizontal y vertical de v.

Expresar un vector como combinacion lineal
de vectores unitarios

Sea u el vector con punto inicial (2, =5) y punto final (-1, 3), y sea v = 2i — j. Exprese
cada vector como combinacién lineal de iy j.

a. u b. w = 2u — 3v

Solucidén

a. u = <411 — P-4 _P2> =(-1—-2,3—-(=5)) =(-3,8) = —3i + 8j
b. w=2u — 3v=2(—3i+8j) —3(2i—j) = —6i + 16j — 6i + 3j = —12i + 19j

Si u es un vector unitario y 6 es el dngulo (medido en sentido contrario a las ma-
necillas del reloj) desde el eje x positivo hasta u, el punto final de u esta en el circulo

unitario, y tiene
u = (cos 0, sen ) = cos Bi + sen 6j Vector unitario

como se muestra en la figura 1.11. Ademads, cualquier vector distinto de cero v que
forma un dngulo con el eje x positivo tiene la misma direccién que u y puede escribir

v = ||v|{cos 6, sen6) = || v| cos 0i + | v|| sen 6j.

Escribir un vector de magnitud y direccion dadas

El vector v tiene una magnitud de 3 y forma un dngulo de 30° = 77 /6 con el eje x posi-
tivo. Exprese v como combinacion lineal de los vectores unitarios iy j.

Solucién Como el dngulo entre v y el eje x positivo es = /6, puede escribir lo
siguiente.

3/3, 3.
+ .
2 ')

v =|v| cos i + | v| sen 6 = 3cos7gTi +3 sen%j =
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y

400 cos(-20°)
_N_ﬁ

N —
400 cos(20°)

Fuerza resultante sobre el barco ejercida

por los dos remolcadores.

Figura 1.12

x X
o-b-r

S

\Vy
kﬁw
(a) Direccion sin viento.
X

v, N

|
(0] ‘0 E

S)

\4

Viento 1

(b) Direccién con viento.

Figura 1.13

Vectores en el espacio

Los vectores tienen muchas aplicaciones en fisica e ingenieria. Un ejemplo es la
fuerza. Un vector puede usarse para representar fuerza, porque la fuerza tiene magnitud
y direccién. Si dos o mds fuerzas estdn actuando sobre un objeto, entonces la fuerza re-
sultante sobre el objeto es la suma vectorial de los vectores que representan las fuerzas.

Hallar la fuerza resultante

Dos botes remolcadores estdn empujando un barco, como se muestra en la figura 1.12.
Cada bote remolcador estd ejerciendo una fuerza de 400 libras. ;Cudl es la fuerza resul-
tante sobre el barco?

Soluciéon Usando la figura 1.12, puede representar las fuerzas ejercidas por el primer
y segundo botes remolcadores como
F, = 400(cos 20°, sen 20°) = 400 cos(20°)i + 400 sen(20°)j
F, = 400(cos(—20°), sen(—20°)) = 400 cos(20°)i — 400 sen(20°)j.
La fuerza resultante sobre el barco es
F=F +F,
= [400 cos(20°)i + 400 sen(20°)j] + [400 cos(20°)i — 400 sen(20°)j]
= 800 cos(20°)i
=~ 752i.

Por tanto, la fuerza resultante sobre el barco es aproximadamente 752 libras en la direc-
cion del eje x positivo.

En levantamientos topograficos y en la navegacién, un rumbo es una direccién que
mide el dngulo agudo que una trayectoria o linea de mira forma con una recta fija norte-
sur. En la navegacidn aérea los rumbos se miden en el sentido de las manecillas del reloj
en grados desde el norte.

Hallar una velocidad

+ + + «[> Consulte LarsonCalculus.com para una version interactiva de este tipo de ejemplo.

Un avidn viaja a una altitud fija con un factor de viento despreciable y mantiene una
velocidad de 500 millas por hora con un rumbo de 120°, como se muestra en la figura
1.13(a). Cuando alcanza cierto punto, el avién encuentra un viento con una velocidad de
70 millas por hora en direccién 45° NE (45° este del norte), como se muestra en la figura
1.13(b). (Cudles son la velocidad y la direccién resultantes del avioén?

Soluciéon Usando la figura 1.13(a), represente la velocidad del avién (solo) como
v, = 500 cos(120°)i + 500 sen(120°)j.

La velocidad del viento se representa por el vector
v, = 70 cos(45°)i + 70 sen(45°);j.

La velocidad resultante del avién (en el viento) es
vV=v, tv,

500 cos(120°)i + 500 sen(120°)j + 70 cos(45°)i + 70 sen(45°)j

~ —200.5i + 482.5j.

Para encontrar la velocidad y la direccién resultantes, escribav = ||v||(cos 6 + sen 6 j).

Puede escribir || V]| = +/(—200.5)2 + (482.5)2 =~ 522.5,
—200.5, 4825\ o s
V= 522.5( =325 | + 5725 J) ~ 522.5[cos(112.6°)i + sen(112.6°j].

La nueva velocidad del avidn, alterada por el viento, es aproximadamente 522.5 millas
por hora en una trayectoria que forma un angulo de 112.6° con el eje x positivo.
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Consulte CalcChat.com para un tutorial de ayuda y soluciones trabajadas de los ejercicios

1.1 Ejercicios

Representar un vector En los ejercicios 1-4, (a) dé el vector
v mediante sus componentes y (b) dibuje el vector con su punto
inicial en el origen.

1. y y
5,4
4 G4 4 (3.4
3 v 3
2
2T 1,2 1 v
1 |

-2 -1

Vectores equivalentes En los ejercicios 5-8, halle los vecto-
res uy v cuyos puntos inicial y final se dan. Demuestre que u y
v son equivalentes.

5. u: (3,2), (5,6) 6. u: (—4,0), (1,8)
v: (1,4), (3,8) v: (2,-1), (7,7)

7. u: (0,3), (6,—2) 8. u: (—4,—-1), (11,—4)
v: (3,10), (9,5) v: (10, 13), (25,10)

Escribir un vector en diferentes formas En los ejercicios
9-16 se dan los puntos inicial y final de un vector v. (a) Dibuje el
segmento de recta dirigido dado, (b) exprese el vector median-
te sus componentes, (c) exprese el vector como la combinacion
lineal de los vectores unitarios estandares i y j, y (d) dibuje el
vector con el punto inicial en el origen.

Punto Punto
Punto inicial final Punto inicial  final
9. (2,0) (5.5) 10. (4, —6) (3.6)
11. (8,3) 6,—1)  12. (0, —4) (=5, —1)
3. (6,2) (6,6) 14. (7, -1) (=3,-1)
15. (2,9) (2.3) 16. (0.12,0.60)  (0.84,1.25)

Representar multiplos escalares En los ejercicios 17 y 18,
dibuje cada uno de los miltiplos escalares de v.

17. v = (3,5)
(@ 2v (b)) —3v  (c) 3v (d) 3v
18. v=(-2,3)

(a) 4v  (b) —%V (¢c) Ov.  (d) —6v

Uso de operaciones vectoriales En los ejercicios 19 y 20,
halle (a) %u, (b) 3v,(c) v—u,y(d) 2u + 5v.

19. u=(4,9),v=(2,—-5) 20. u= (=3, —-8),v=(825)

con numeracion impar.

Representar un vector En los ejercicios 21-26, use la figura
para representar graficamente el vector. Para imprimir una
copia ampliada de la graifica, vaya a MathGraphs.com.

21. —u y
22. 2u
23. —v
~
24. by S /v
25. u—v
26. u + 2v

Hallar un punto final En los ejercicios 27 y 28 se dan el vec-
tor v y su punto inicial. Encuentre el punto terminal.

27. v = (—1, 3); Punto inicial: (4, 2)
28. v = (4, —9); Punto inicial: (5, 3)

Hallar una magnitud de un vector En los ejercicios 29-34,
encuentre la magnitud de v.

29. v =7Ti 30. v=—3i
31. v =(4,3) 32. v =(12,-5)
33. v =6i — 5j 34. v=—10i + 3j

Encontrar un vector unitario En los ejercicios 35-38, halle
el vector unitario en la direccién de v y verifique que tiene lon-
gitud 1.

35. v =(3,12)
3. v=(3)

36. v =(—5,15)
38. v=(-62,34)

Encontrar magnitudes En los ejercicios 39-42, encuentre lo
siguiente.

@ [u] ®) [ vl © [[u+v|

utyv
@ ‘ Tul H © H i H ® ‘ |u+v||’
39.u=(1,—1),v=(—1,2) 40.u=(0,1),v=(3,-3)

41. u = (1,3),v = (2,3) 42.u=(2,—-4),v=1(55)

Usar la desigualdad del triangulo En los ejercicios 43 y
44, represente graficamente u, vy u + v. Después demuestre la
desigualdad del triangulo usando los vectores u y v.

43. u=2,1),v=(5,4) 4. u=(-3,2),v=(1,-2)

Encontrar un vector En los ejercicios 45-48, halle el vector v
de la magnitud dada en la misma direccién que u.

Magnitud Direccion
45. |v||=6 u = (0,3)
46. |v|| =4 u={1,1)
47. vl =5 u=(-1,2)
48. |v| =2 u=(J3,3)
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Encontrar un vector En los ejercicios 49-52, halle las com-
ponentes de v dadas su magnitud y el angulo que forman con
el eje x positivo.

4. |v|=3, 6=0°
51. vl =2, 6=150°

50. |v]|=5, 6=120°
52.||v]| =4, 6=35°

Encontrar un vector En los ejercicios 53-56, halle las com-
ponentes de u + v dadas las longitudes de u y v, y los angulos
que u y v forman con el eje x positivo.

. ul=1 6,=0°  saful=4 =0
Ivll=3. 6, =45° Ivl =2 6 =60
55. Ju =2, 6, =4 56. [ul =5, 6,= 05

[vlf=1, 6 =2

v

Ivl=5 6, =05

DESARROLLO DE CONCEPTOS

57. Escalar y vector Explique, con sus propias palabras,
la diferencia entre un escalar y un vector. Dé ejemplos de
cada uno.

58. Escalar o vector Identifique la cantidad como escalar
0 como vector. Explique su razonamiento.

(a) Lavelocidad en la boca de cafién de un arma de fuego.
(b) El precio de las acciones de una empresa.
(c) Latemperatura del aire en un cuarto.

(d) El peso de un automovil.

59. Usar un paralelogramo Tres de los vértices de un parale-
logramo son (1, 2), (3, 1) y (8, 4). Halle las tres posibilidades
para el cuarto vértice (vea la figura).

y

6Ak

SAV

4 o(8,4)

3Ak

2L e (12)

1+ °(,1)
R
-4-3-2-1+123456728910

%. ,COMO LO VE? Use la figura para determinar si

cada enunciado es verdadero o falso. Justifique su

respuesta.
b t
a d w
C S

u v
() a=—d (b) c=s
(c)at+tu=c d v+w=—s
e)a+d=0 f)u—v=-2b+1t

Encontrar valores En los ejercicios 61-66, determine a y b
tales que v = au + bw, donde u = (1,2) y w = (1, -1).

6l. v=1(2,1) 62. v = (0,3)
63. v = (3,0) 64. v = (3,3)
65. v ={(1,1) 66. v =(—1,7)

Encontrar vectores unitarios En los ejercicios 67-72, deter-
mine un vector unitario (a) paralelo y (b) normal a la grafica de
fen el punto dado. A continuacion, represente graficamente los
vectores y la funcion.

67. f(x) = x%, (3,9)
69. f(x) = x3, (1,1)
71. f(x) = V25 = x%, (3,4)

72. f(x) = tanx, <%T, l)

68. f(x) = —x>+ 5, (1,4)
70. f(x) = x>, (—=2,-8)

Encontrar un vector En los ejercicios 73 y 74, exprese v me-

diante sus componentes, dadas las magnitudes de u y de u + v,

y los angulos que u y u + v forman con el eje x positivo.

73. |lul| = 1,60 = 45°
lu+v||=v2,6=90°

74. |[u] = 4,6 = 30°
lu+v]=6,0=120°

75. Fuerzaresultante Fuerzas con magnitudes de 500 libras y
200 libras actdan sobre una pieza de la maquina a dngulos de
30° y —45°, respectivamente, con el eje x (vea la figura). Halle
la direccion y la magnitud de la fuerza resultante.

Figura para 76

Figura para 75

'dP 76. Analisis numérico y grafico Fuerzas con magnitudes de

180 newtons y 275 newtons actiian sobre un gancho (vea la
figura). El dngulo entre las dos fuerzas es de 6 grados.

(a) Si6 = 30°, halle la direccién y la magnitud de la fuerza
resultante.

(b) Exprese la magnitud M y la direccion « de la fuerza resul-
tante en funciones de 6, donde 0° < 6 < 180°.

(c) Use una herramienta de graficacion para completar la tabla.

60 | 0° | 30° | 60° | 90° | 120° | 150° | 180°

M

o

(d) Use una herramienta de graficacién para representar las
dos funciones M y «.

(e) Explique por qué una de las funciones disminuye cuando
6 aumenta mientras que la otra no.



77.

78.

79.

80.

81.

82.

Figura para 82

Fuerza resultante Tres fuerzas de magnitudes de 75 li-
bras, 100 libras y 125 libras actiian sobre un objeto a dngulos
de 30°, 45° y 120°, respectivamente, con el eje x positivo. Ha-
lle la direccidn y la magnitud de la fuerza resultante.

Fuerza resultante Tres fuerzas de magnitudes de 400
newtons, 280 newtons y 350 newtons, actian sobre un objeto a
angulos de —30°, 45° y 135°, respectivamente, con el eje x po-
sitivo. Halle la direccién y la magnitud de la fuerza resultante.

Piénselo Considere dos fuerzas de la misma magnitud que
actdan sobre un punto.
(a) Si la magnitud de la resultante es la suma de las magni-

tudes de las dos fuerzas, haga una conjetura acerca del
angulo entre las fuerzas.

(b) Si la resultante de las fuerzas es 0, haga una conjetura
acerca del dngulo entre las fuerzas.

(c) (Puede ser la magnitud de la resultante mayor que la suma
de las magnitudes de las dos fuerzas? Explique su respuesta.

Tension de un cable Determine la tensién en cada cable
que sostiene la carga dada.

(a) (b)

| 10 pulg. 20 pulg. |

/3000 libras

5000 libras\

Movimiento de un proyectil Un arma con una velocidad
en la boca del cafién de 1200 pies por segundo se dispara a un
angulo de 6° sobre la horizontal. Encuentre las componentes
horizontal y vertical de la velocidad.

Carga compartida Para llevar una pesa cilindrica de 100

libras, dos trabajadores sostienen los extremos de unas sogas

cortas atadas a un aro en el centro de la parte superior del

cilindro. Una soga forma un dngulo de 20° con la vertical y la

otra forma un dngulo de 30° (vea la figura).

(a) Halle la tensién de cada soga si la fuerza resultante es
vertical.

(b) Halle la componente vertical de la fuerza de cada trabajador.

N

o-d-s
S

<100 km/h

\\ /450

100 libras

Figura para 83

Mikael Damkier/Shutterstock.com

1.1 Vectores en el plano 1

83. Navegacion Un avién vuela en direccién 302°. Su velo-

cidad con respecto al aire es de 900 kilémetros por hora. El
viento a la altitud del avién viene del suroeste a 100 kiléme-
tros por hora (vea la figura). ;Cudl es la verdadera direccién
del avién y cudl es su velocidad respecto al suelo?

» 84. Navegacion

Un avién vuela a una
velocidad constante

de 400 millas por hora
hacia el este, respecto

al suelo, y se encuentra
con un viento de 50
millas por hora pro-
veniente del noroeste.
Encuentre la velocidad
relativa al aire y el
rumbo que permitiran al
avién mantener su veloci-
dad respecto al suelo y su

direccion hacia el este.
® O O 0 0 & 0 0 o 0 o O o O o o o O O 0 o 0 0 0 0o 0 o

¢Verdadero o falso? En los ejercicios 85-90, determine si el
enunciado es verdadero o falso. Si es falso, explique por qué o
dé un ejemplo que demuestre que es falso.

85.

86.

Siuy v tienen la misma magnitud y direccidn, entonces u'y v
son equivalentes.
Si u es un vector unitario en la direccidén de v, entonces v =
[[v][u.

87. Siu = ai + bj es un vector unitario, entonces a*> + b*> = 1.

88. Siv =ai + bj = 0, entonces a = —b.

89. Sia = b, entonces |
90.

ai + bj|| = V2a.
Siuy v tienen la misma magnitud pero direcciones opuestas,
entoncesu + v = 0.

91. Demostracion Demuestre que

92.

93.

94.

95. Usar un vector

u=(cos 0)i—(senf)j y v=(sen6)i+ (cos6)j
son vectores unitarios para todo angulo 6.

Geometria Usando vectores, demuestre que el segmento
de recta que une los puntos medios de dos lados de un tridngu-
lo es paralelo y mide la mitad de longitud del tercer lado.

Geometria Usando vectores, demuestre que las diagonales
de un paralelogramo se cortan a la mitad.

Demostracion Demuestre que el vector w = |[u|v +
| v]lu corta a la mitad el dngulo entre u y v.

Considere el vector u = (x, ). Describa el
conjunto de todos los puntos (x, y) tales que |[u]| = 5.

DESAFiOS DEL EXAMEN PUTNAM

96. Un arma de artilleria de costa puede ser disparada a cual-
quier dngulo de elevacién entre 0° y 90° en un plano ver-
tical fijo. Si se desprecia la resistencia del aire y la veloci-
dad en la boca de cafién es constante (= v,), determine el
conjunto H de puntos en el plano y sobre la horizontal que
puede ser golpeado.

Este problema fue preparado por el Committee on the Putnam Prize Competition.

© The Mathematical Association of America. Todos los derechos reservados.
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1.2 Vectores en el espacio

I8}

Plano xz

“‘-‘-\-\-\-\-\-‘\..

Sistema de coordenadas tridimensional.

Figura 1.14

Plano yz

Plano xy

+« «COMENTARIO Las

gréficas rotativas tridimensio-
nales que estan disponibles en
LarsonCalculus.com pueden
ayudarle a visualizar puntos u
objetos en un sistema de coor-
denadas tridimensional.

% Entender el sistema de coordenadas rectangulares tridimensional.
% Analizar vectores en el espacio.

Coordenadas en el espacio

Hasta este punto del texto, se ha utilizado principalmente el sistema de coordenadas bi-
dimensional. En buena parte de lo que resta del estudio del cédlculo se emplea el sistema
de coordenadas tridimensional.

Antes de extender el concepto de vector a tres dimensiones, se debe poder iden-
tificar puntos en el sistema de coordenadas tridimensional. Se puede construir este
sistema trazando en el origen un eje z perpendicular al eje x y al eje y, como se muestra
en la figura 1.14. Tomados por pares, los ejes determinan tres planos coordenados: el
plano xy, el plano xz y el plano yz. Estos tres planos coordenados dividen el espacio
tridimensional en ocho octantes. El primer octante es en el que todas las coordenadas
son positivas. En este sistema tridimensional un punto P en el espacio estd determinado
por una terna ordenada (x, y, z) donde x, y y z son:

x = distancia dirigida que va del plano yz a P
y = distancia dirigida que va del plano xz a P
z = distancia dirigida que va del plano xy a P

En la figura 1.15 se muestran varios puntos.

Z

Los puntos en el sistema de coordenadas tridimensional
se representan por medio de ternas ordenadas.
Figura 1.15

Un sistema de coordenadas tridimen- z z
sional puede tener orientacion levégira o
dextrogira. Para determinar la orientacién
de un sistema, se puede imaginar de pie
en el origen, con los brazos apuntando en x y
direccién de los ejes x y y positivo, y el eje z
apuntando hacia arriba, como se muestra

en la figura 1.16. El sistema es dextrégiro o Sistema Sistema
levéei . ‘ dextrégiro levégiro
evogiro, dependiendo de qué mano queda -

Figura 1.16

apuntando a lo largo del eje x. En este texto
se trabaja exclusivamente con el sistema
dextroégiro.
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3.1 Funciones vectoriales

% Analizar y dibujar una curva en el espacio dada por una funcién vectorial.
% Extender los conceptos de limite y continuidad a funciones vectoriales.

Curvas en el espacio y funciones vectoriales

En la seccién 2.2 se definié una curva plana como un conjunto de pares ordenados (f(f),
g(1)) junto con sus ecuaciones paramétricas

x=f() y y=g

donde f'y g son funciones continuas de # en un intervalo /. Esta definicién puede extender-
se de manera natural al espacio tridimensional como sigue. Una curva en el espacio C
es un conjunto de todas las demds ordenadas (f(¢), g(¢), h()) junto con sus ecuaciones
paramétricas

x=f0), y=g y z=h()

donde f, g y h son funciones continuas de 7 en un intervalo I.
Antes de ver ejemplos de curvas en el espacio, se introduce un nuevo tipo de fun-
cién, llamada funcién vectorial. Este tipo de funcién asigna vectores a nimeros reales.

Definicion de funcion vectorial

Una funcién de la forma

r(r) =f(t)i + g(t)j Plano

r(r) =f(t)i + g(t)j + h(rk Espacio

es una funcién vectorial, donde las funciones componentes f, g y 4 son funciones

¥ re) del pardmetro t. Algunas veces las funciones vectoriales se denotan como
2

é r(r) = (f(1), g() Plano

r(t))
r(t))

r(t) = (f(2), g(1), h(1). Espacio

Curva en un plano Técnicamente, una curva en el plano o en el espacio consiste en una coleccién de
puntos y ecuaciones paramétricas que la definen. Dos curvas diferentes pueden tener la
misma grafica. Por ejemplo, cada una de las curvas dadas por

r(f) =senti+costj y r(t) =senr?i+ cost?j

Curva en el espacio
r(t,)

tiene como gréfica el circulo unitario, pero estas ecuaciones no representan la misma
curva, porque el circulo estd trazado de diferentes maneras.

Es importante que se asegure de ver la diferencia entre la funcién vectorial r y las
funciones reales f, g y h. Todas son funciones de la variable real #, pero r(f) es un vector,
mientras que f(7), g(f) y h(f) son nimeros reales (para cada valor especifico de 7).

Las funciones vectoriales juegan un doble papel en la representacién de curvas. To-
mando como pardmetro ¢, que representa el tiempo, se puede usar una funcién vectorial
para representar el movimiento a lo largo de una curva. O, en el caso mds general, puede
usar una funcién vectorial para trazar la grdfica de una curva. En ambos casos el punto
final del vector posicion r(f) coincide con el punto (x, y) o (x, y, z) de la curva dada por
La curva C es trazada por el punto final las ecuaciones paramétricas, como se muestra en la figura 3.1. La punta de flecha en la

del vector posicién r(?). curva indica la orientacion de la curva apuntando en la direccion de valores crecientes
Figura 3.1 de t.




=

r(f)=2costi—3sentj

La elipse es trazada en el sentido
de las manecillas del reloj a medida
que t aumenta de 0 a 2.

Figura 3.2

En 1953, Francis Crick y
James D. Watson descubrieron la
estructura de doble hélice del ADN.

3.1 Funciones vectoriales 109

A menos que se especifique otra cosa, se considera que el dominio de una funcién
vectorial r es la interseccidn de los dominios de las funciones componentes f, g y h. Por
ejemplo, el dominio de r(f) = Inti + /1 — tj + tkees el intervalo (0, 1].

I Trazar una curva plana

Dibujar la curva plana representada por la funcién vectorial

I’(t) =2costi —3sentj, 0 <t<2m. Funcién vectorial

Solucion A partir del vector de posicién r(7), se pueden dar las ecuaciones paramétricas

x=2cost y y= —3sent.

Despejando cos ¢y sen ¢, y utilizando la identidad cos® ¢ + sen” t = 1, se obtiene la
ecuacion rectangular

x2 y? A

? + ? = 1. Ecuacién rectangular
La grafica de esta ecuacién rectangular es la elipse mostrada en la figura 3.2. La curva
estd orientada en el sentido de las manecillas del reloj. Es decir, cuando t aumenta de 0
a 2, el vector de posicidn r(r) se mueve en el sentido de las manecillas del reloj, y sus
puntos finales describen la elipse.

I Trazar una curva en el espacio

* « « <> Consulte LarsonCalculus.com para una version interactiva de este tipo de ejemplo.
Dibuje la curva en el espacio representada por la funcién vectorial

r(f) =4costi+4sentj+tk, 0<t<idn Funcién vectorial

Soluciéon De las dos primeras ecuaciones B

paramétricas 4,0,4m) 4
x=4cost y y=4sent z‘hh

obtiene 7
x2 + y2 = 16. Funcidn vectorial

Esto significa que la curva se encuentra en un
cilindro circular recto de radio 4, centrado en el 5
eje z. Para localizar en este cilindro la curva, use

la tercera ecuacion paramétrica

z=1r e
En la figura 3.3, observe que a medida que 7 crece @0 )? )*’rz
de 0 a 477 el punto sube en espiral por el cilin- [0 =4 cos i+ 4 sen 1 + 1k
dro describiendo una hélice. Un ejemplo de una
hélice de la vida real se muestra en el dibujo de la
izquierda.

A medida que ¢ crece de 0 a 41, se
describen dos espirales sobre la hélice.
Figura 3.3 ]

En los ejemplos 1 y 2 se dio una funcién vectorial y se le pidié dibujar la curva
correspondiente. Los dos ejemplos siguientes se refieren a la situacién inversa: hallar
una funcién vectorial para representar una grifica dada. Claro estd que si la grafica se
da en forma paramétrica, su representacion por medio de una funcién vectorial es inme-
diata. Por ejemplo, para representar en el espacio la recta dada porx =2 + ¢,y = 3ty
z = 4 —t, use simplemente la funcién vectorial dada por

r() = Q2+ i+ 3+ (4 -k
Si no se da un conjunto de ecuaciones paramétricas para la gréfica, el problema de

representar la grafica mediante una funcién vectorial se reduce a hallar un conjunto
de ecuaciones paramétricas.
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Hay muchas maneras de parametrizar
esta grafica. Una de ellas es tomar

X =1

Figura 34

eo o Las

. curvasenel espacio pueden

* especificarse de varias mane-
: ras. Por ejemplo, la curva del

* ejemplo 4 se describe como la
. intersecci6n de dos superficies
©en el espacio.

.

Representar una grafica mediante una
funcion vectorial

Represente la parabola
y=x>+1
mediante una funcidn vectorial.

Soluciéon Aunque usted tiene muchas maneras de elegir el pardmetro ¢, una opcién
natural es tomar x = 7. Entonces y = 1> + 1 y tiene

r(t) =i + (2 + 1)j. Funcidn vectorial
Observe en la figura 3.4 la orientacidn obtenida con esta eleccién particular de pard-

metro. Si hubiera elegido como pardmetro x = —, la curva habria estado orientada en
direccién opuesta.

Representar una grafica mediante una
funcion vectorial

Dibuje la grafica C representada por la interseccién del semielipsoide

2 2 2

X y Z
44 = >
Rty e=0
y el cilindro parabdlico y = x2. Después, halle una funcion vectorial que represente la
gréfica.

Soluciéon En la figura 3.5 se muestra la interseccién de las dos superficies. Como en
el ejemplo 3, una opcién natural para el pardmetro es x = t. Con esta opcion, se usa la
ecuacion dada y = x? para obtener y = ¢, Entonces

4 12 24 12 24 24 24

x> y? 2t 24-212—1 (6+2)4 -1

Como la curva se encuentra sobre el plano xy, debe elegir para z la raiz cuadrada positi-
va. Asi obtiene las ecuaciones paramétricas siguientes.

+2 _ 42
x=1 y=ry 1= /w.

La funcién vectorial resultante es

/(6 + )4 -1
I'(t) =1+ t2j + ()‘#k, —2<t< 2. Funcién vectorial

(Observe que el componente k de r(7) implica =2 < ¢ < 2.) De los puntos (-2, 4, 0) y
(2,4, 0) que se muestran en la figura 3.5, puede ver que la curva es trazada a medida que
tcrece de —2 a 2.

e

X

La curva C es la interseccién del semielipsoide y el cilindro parabdlico.
Figura 3.5



A medida que t tiende a a, r(f)
tiende al limite L. Para que el
Iimite L exista, no es necesario
que r(a) esté definida o que r(a)
sea igual a L.

Figura 3.6

3.1 Funciones vectoriales m

Limites y continuidad

Muchas de las técnicas y definiciones utilizadas en el cdlculo de funciones reales se pue-
den aplicar a funciones vectoriales. Por ejemplo, usted puede sumar y restar funciones
vectoriales, multiplicar por un escalar, tomar su limite, derivarlas, y asi sucesivamente.
La estrategia bésica consiste en aprovechar la linealidad de las operaciones vectoriales
y extender las definiciones en una base, componente por componente. Por ejemplo, para
sumar o restar dos funciones vectoriales (en el plano), tiene

£ () + 1) = [AOF + 6,001 + (A0 + g,(0)i] Surma
=[A0) + L0]i + [g,(0) + &,0)];.
Para restar dos funciones vectoriales, puede escribir
(1) = ry(0) = [A 01 + g,(0)j] = [LO)i + g,(1)]] Resta
=[A0) - LO]i + [g,(1) — &, (0]
De manera similar, para multiplicar y dividir una funcién vectorial por un escalar tiene
cr()) = L fi01 + g,(0j] Multiplicacién escalar
= ¢f,(0i + cg,(1)j.
Para dividir una funcién vectorial entre un escalar,

r(r) _ LA(0i + g,(0)j]

c c
=Mi+gl(t)j.
c c

, CF 0 Division escalar

Esta extension, componente por componente, de las operaciones con funciones reales a
funciones vectoriales se ilustra mds ampliamente en la definicion siguiente del limite de
una funcién vectorial.

Definicion del limite de una funcién vectorial

1. Sir es una funcién vectorial tal que r(f) = f()i + g(¢)j, entonces
limr() = [h’m f(t):|l + [lfm g(t)}_] Plano
t—a t—a t—a

siempre que existan los limites de f'y g cuando r — a.

2. Sir es una funcién vectorial tal que r(r) = f(H)i + g(¢)j + h(t)k, entonces
limr() = [lim f(t)]i + [lim g(t)}j + [h’m h(t)}k Espacio
t—a t—a t—a —a

siempre que existan los limites de f, g y 4 cuando t — a.

Si r(¢) tiende al vector L. cuando ¢t — a, entonces la longitud del vector r(7) —
L tiende a 0. Es decir,

[r(s) = L|| = 0 cuando t — a.

Esto se ilustra de manera gréfica en la figura 3.6. Con esta definicién del limite de
una funcién vectorial, usted puede desarrollar versiones vectoriales de la mayor par-
te de los teoremas del limite. Por ejemplo, el limite de la suma de dos funciones vec-
toriales es la suma de sus limites individuales. También puede usar la orientacién de
la curva r(¢) para definir limites unilaterales de funciones vectoriales. La definicion si-
guiente extiende la nocién de continuidad a funciones vectoriales.
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_—

X ]

Para todo a, la curva

representada por la funcién vectorial
r(t) =ti + aj + (a® — 12k

es una pardbola.

Figura 3.7

Casi
cualquier tipo de dibujo tridi-
mensional es dificil hacerlo a
mano, pero trazar curvas en el
espacio es especialmente dificil.
El problema consiste en crear la
impresién de tres dimensiones.
Las herramientas de graficacién
usan diversas técnicas para dar
la “impresion de tres dimensio-
nes” en graficas de curvas en el
espacio: una manera es mostrar
la curva en una superficie, como
en la figura 3.7.

-oooooooooooooooooo-v

Definicion de continuidad de una funcion vectorial

Una funcién vectorial r es continua en un punto dado por ¢ = a si el limite de r(¢)
cuando ¢t — a existe y

121; r(r) = r(a).

Una funcidn vectorial r es continua en un intervalo / si es continua en todos los
puntos del intervalo.

De acuerdo con esta definicion, una funcién vectorial es continua en t = a si y solo
si cada una de sus funciones componentes es continua en t = a.

| Continuidad de funciones vectoriales

Analice la continuidad de la funcién vectorial
I’(t) =ti+aj+ (612 - lz)k a es una constante.
cuando r = 0.

Solucion Cuando ¢ tiende a 0, el limite es

limr(¢) = [h’m t}i + [lim a}j + [h’m (a? — tz)}k

t—0 t—0 t—0 t—0

= 0i + aj + a’k

=aj + a’k.
Como
r(0) = (0)i + (a)j + (a)k
=aj + a’k

puede concluir que r es continua en ¢ = (. Mediante un razonamiento similar, concluye
que la funcidn vectorial r es continua para todo valor real de 7. n

Para cada valor de a, la curva representada por la funcién vectorial del ejemplo 5,
I‘(t) =ti+aj+ (a® — 1Pk a es una constante.

es una pardbola. Usted puede imaginar cada una de estas pardbolas como la interseccién
del plano vertical con el paraboloide hiperbélico

2 42 =

y xX° =7z

como se muestra en la figura 3.7.

| Continuidad de funciones vectoriales

Determine los intervalo(s) en los cuales la funcién vectorial
r()=ti+ Vr+1j+ @+ 1k
es continua.

Soluciéon Las funciones componentes son f(r) =1t,g(t) = Vt+ 1y h() =
(#2 + 1). Tanto f como & son continuas para todos los valores de ¢. Sin embargo, la fun-
cion g es continua solo para r > —1. Por lo que r es continua en el intervalo [—1, ).
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Ejercicios

3.1 Funciones vectoriales 13

Consulte CalcChat.com para un tutorial de ayuda y soluciones trabajadas de los ejercicios
con numeracion impar.

Determinar el dominio En los ejercicios 1-8, halle el domi-
nio de la funcion vectorial.

1. r(t)=ti 1i+§j—3tk
2.r(t) = V4 — 12i + 12j — 67k
3.r() =Inti —e'j — tk

4. r(t) = senti + 4costj + tk
5. r(t) = F(r) + G(1), donde

F(r) = costi — senrj + 1k, G(r) = cos ti + sen7j
6. r(t) = F(r) — G(1), donde

F(r) = Inti + 5tj — 32k, G() =i + 4tj — 3’k
7. r(t) = F(r) x G(t), donde

F(r) = senti + costj, G(r) = sentj + costk
8. r(1) = F(r) x G(¢), donde

F(r) = 31 — 1j + tk, G(:)=%i+t+%j+(t+2)k

Evaluar una funcion En los ejercicios 9-12, evalie (si es po-
sible) la funcion vectorial en cada valor dado de 7.

9. r(r) = 32 — (t — 1)j

(@ r(1) () r(0) () (s + 1)
@ r2 + A —r(2)

10. () = cos ti + 2 sentj
(@ r(0) (b) r(7/4) () r(6 — m)

(d) r(mw/6 + At) — r(m/6)
11. r(t) = Inti + %j + 3tk

(@ r(2) () r(=3) (o) r(t—4)
@ r(1 4+ Ap —r(1)

12. r(t) = Jti + 132§ + e 14k
(@ r(0) (b)) r4) (o) r(c+2)
) (9 + Ar) — r(9)

Escribir una funcién vectorial En los ejercicios 13-16, re-
presente el segmento de recta desde P hasta Q mediante una
funcién vectorial y mediante un conjunto de ecuaciones para-
métricas.

13. P(0,0,0),0(3,1,2)

14. P(0,2, —1), 0(4,7,2)

15. P(—2,5,-3),0(—1,4,9)
16. P(1, —6,8), 0(—3, -2, 5)

Piénselo En los ejercicios 17 y 18, halle r(¢) - u(?). (Es el re-
sultado una funcién vectorial? Explique.

17. v(r) = 3t — 1)i + 33j + 4k, u() = 12i — 8j + 13k
18. r(t) = (3cost,2sent, t —2), u(t) = (4sent, —6cost,12)

Relacionar En los ejercicios 19-22, relacione cada ecuacion
con su grifica. [Las graficas estan marcadas(a), (b), (¢) y (d).]

(@ N (b) N

x 1

19.r(t) =ti+2tj +1?°k, —2<t<2
20. r(7) = cos(mo)i + sen(wt)j + 2k, —1<tr<1
21. r(t) = ti + 12j + 7'k, —2<t<?2

2
2. r(f) = 4i + Inij +§’k, 01 <r<5

Trazar una curva En los ejercicios 23-28, dibuje la curva re-
presentada por la funcion vectorial y dé la orientacion de la
curva.

t
23. r(t) = At (r— 1) 24. r(t) = (5 — i + Vi

25. r(t) = £i + 3
27. r(6) = cos 0i + 3 sen 6

26. r(t) = (2 + i + (2 — Dj

(

(

28. r(t) = 2 cos ti + 2 sen tj
29. r(6) = 3 sec Ai + 2 tan 0
30. r(t) = 2 cos® ti + 2 sen? tj
3. r(t) = (=t + )i+ 4t + 2)j + (2t + 3)k
32. r(t) =ti + (2t — 5)j + 3tk

33. r(r) = 2costi + 2sentj + tk

34. r(t) = ti + 3costj + 3sentk

35. r(
36. r(1) = 1% + 21 + 31k

37. r(1) = (1,12,313)

38. r(t) = (cost + tsent,sent — tcost,t)

t)=2senti+ 2costj+ ek

PP Identificar una curva comun En los ejercicios 39-42, use

un sistema algebraico por computadora a fin de representar
graficamente la funcion vectorial e identifique la curva comiin.
V3

39. r(r) = —%tzi +tj — thk
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V3,01

Cr() = i = 2+ o

40. r(r) = ti 5 i 2tk

41. r(r) = senti + (f cost — ;z),] + (;cost + ?)k

2. r() = — /2 senti + 2costj + /2 senrk

fdP Piénselo En los ejercicios 43 y 44, use un sistema algebraico

por computadora a fin de representar graficamente la funciéon
vectorial r(¢). Para cada u(f), haga una conjetura sobre la trans-
formacion (si la hay) de la grafica de r(¢). Use un sistema alge-
braico por computadora para verificar su conjetura.
43. r(t) = 2 cos ti + 2 sen 1j + 31k

(a) u(r) = 2(cost — 1)i + 2sen tj + %tk

(b) u(t) = 2 costi + 2sentj + 2tk

(c) u(r) = 2 cos(—1)i + 2 sen(—1)j + %(*t)k

(d) u() = 3ri + 2 sen 1j + 2 cos rk

(e) u(t) = 6costi + 6sentj+ %tk
4. r(t) = 1i + 1% + 3’k

(@ u(®) =i+ (12— 2)j + 3k

(b) u() = 2i + 1j + 17k

© u() =i+ 2 + (33 + 4)k

() u() = ri + 2§ + §°k

(@ u() = (=i + (=07 + 3~ 1’k
Representar una grafica mediante una funciéon vecto-

rial En los ejercicios 45-52, represente la curva plana por me-
dio de una funcién vectorial. (Hay muchas respuestas correctas.)

45. y=x+5 46. 2x — 3y +5=0

47. y = (x — 2)? 48. y =4 — x?

49. x2 +y2 =25 50. (x —2)2+y2=4
2y 2 y?

L L 2.5 X

5 16 4 5 9 16

Representar una grafica mediante una funcién vectorial
En los ejercicios 53-60, dibuje la curva en el espacio represen-
tada por la interseccion de las superficies. Después represente
la curva por una funcién vectorial utilizando el parametro
dado.

Superficies Parametro
53.z=x2+y% x+y=0 xX=t
54. z=x>+y%, z=4 x=2cost
55.x2+y2=4, z=x> x = 2sent

56. 4x2 + 4y2 +z2 =16, x=7° =1
57. x> +y2+z2=4, x+z=2
58. x2+y2+2z2=10, x+y=4
59. x24+z2=4, y?2+z72=
60. x2 +y2+2z2=16, xy =4

x =1+ sent
x =2+ sent
x = ¢ (primer octante )
x = t (primer octante )
61. Dibujar una curva Demuestre que la funcidn vectorial

r(f) = ti + 2t cos tj + 2t sen rk se encuentra en el cono 4x> =
y? + 7% Dibuje la curva.

62. Dibujar una curva Demuestre que la funcién vectorial
r(f) = e’costi + ¢ sentj + ¢’k se encuentra en el
cono z2 = x* + y2. Dibuje la curva.

Determinar un limite En los ejercicios 63-68, evalie el limite
(si existe).

63. lim (ri + cos 7j + sen rk)
t—a

. . 2 .1
64. 152(&'4_,271] + tk>
65. lim
r

66. 1i ( L j+#k>
t

tZi + 3tj + #k)

2 —1 t—1

t
67. lim (e'i + SeT“j + e”k)
t

. e, L t
68. 11m<e’1+;‘]+t2+1k>

Continuidad de una funcion vectorial En los ejercicios
69-74, determine el (los) intervalo(s) en que la funcion vectorial
es continua.

1
69. r()) = 1i +j

70. r(f) = Vii+ Jr—1j

71. r(t) = ti + arcsen tj + (t — 1k

72. r(t) =2 i+ e 'j+ In(r — 1)k

73. r(t) = (e ', t% tan t) 74. r(r) = <8, Vi, 3/2)

DESARROLLO DE CONCEPTOS

Escribir una transformacion En los ejercicios 75-78,
considere la funcion vectorial

r(®) =t + (t—-3)j + tk.

Dé una funcién vectorial s(¢) que sea la transformacion es-

pecificada de r.

75. Una traslacién vertical tres unidades hacia arriba.

76. Una traslacion vertical dos unidades hacia abajo.

77. Una traslacion horizontal dos unidades en direccién del
eje x negativo.

78. Una traslacion horizontal cinco unidades en direccion del
eje y positivo.

79. Continuidad de una funcion vectorial Escriba la
definicién de continuidad para una funcién vectorial.
D¢ un ejemplo de una funcién vectorial que esté de-
finida pero no sea continua en ¢t = 2.

80. Comparar funciones ;Cudles de las siguientes grafi-
cas representa la misma grafica?

(@) r(1) = (=3 cost + 1)i + (5sent + 2)j + 4k

(b) r(t) = 4i + (=3 cost+ 1)j + (5sent + 2)k

(©) r(t) = Bcost — 1)i + (—5sent — 2)j + 4k

(d) r(t) = (=3 cos2t + 1)i + (5sen2t + 2)j + 4k



o o «81. Resbaladilla

El borde exterior

de una resbaladi-

lla tiene forma de

una hélice de 1.5
metros de radio. La
resbaladilla tiene una
altura de 2 metros y
hace una revolucién
completa desde arriba
hacia abajo.
Encuentre una funcién
vectorial para la hélice. Use un sistema algebraico
por computadora para graficar la funcién.
(Existen muchas respuestas correctas.)

;COMO LO VE? Las cuatro figuras que se mues-
\.‘ tran a continuacion son las gréficas de la funcién
vectorial r(f) = 4 cos fi + 4 sen #j + (t/4)k.
Relacione cada una de las cuatro graficas con el
punto en el espacio desde el cual se ve la hélice.
Los cuatro puntos son (0, 0, 20), (20, 0, 0),

(=20, 0, 0) y (10, 20, 10).

(a) N (b)

K—’

Y \

Generada con Mathematica

y

Generada con Mathematica

(©) (d) :

AW
./

‘ y

Generada con Mathematica

X
Generada con Mathematica

83. Demostracion Sean r(7) y u(?) funciones vectoriales
cuyos limites existen cuando ¢ — ¢. Demuestre que

lim [r(z) x u(9)] = lim r(s) x lim u(z).
t—c t—c t—c

84. Demostracion Sean r(f) y u(f) funciones vectoriales
cuyos limites existen cuando t — ¢. Demuestre que

lim [r()) - w(@)] = lim r(;) - lim u(z).

85. Demostracion Demuestre que si r es una funcién
vectorial continua en ¢, entonces |[|r][| es continua en c.

86. Comprobar un inverso Verifique que el reciproco de
lo que se afirma en el ejercicio 85 no es verdad encon-
trando una funcién vectorial r tal que |||r|| sea continua
en ¢ pero r no sea continua en c.
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Movimiento de una particula En los ejercicios 87 y 88, dos
particulas viajan a lo largo de las curvas de espacio r(f) y u(f).
Una colision ocurrira en el punto de interseccion P si ambas
particulas estan en P al mismo tiempo. ; Colisionan las particu-
las? ;Se intersecan sus trayectorias?

87. r(t) = i + (9r — 20)j + Pk

u(r) = Bt + 4)i + 2j + (5t — 4k
88. r(t) =4 + A + Pk

u(r) = (—2r + 3)i + 8 + (12t + 2)k

Piénselo En los ejercicios 89 y 90, dos particulas viajan a lo
largo de las curvas de espacio r(¢) y u(?).

89. Sir(¢) y u(?) se intersecan, jcolisionardn las particulas?

90. Si las particulas colisionan, jse intersecan sus trayectorias r(r)
y u(r)?

¢Verdadero o falso? En los ejercicios 91-94, determine si la

declaracion es verdadera o falsa. Si es falsa, explique por qué

o dé un ejemplo que pruebe que es falsa.

91. Sif, gy hson funciones polinomiales de primer grado, enton-
ces la curva dada por x = f(1), y = g(t) y z = h(f) es una recta.

92. Sila curva dada por x = f(r), y = g(f) y z = h(¢) es una recta,
entonces f, g y & son funciones polinomiales de primer grado
de r.

93. Dos particulas viajan a través de las curvas de espacio r(7) y
u(?). La interseccion de sus trayectorias depende solo de las
curvas trazadas por r(z) y u(f) en tanto la colision depende de
la parametrizacién.

94. La funcion vectorial r(f) = 72 + ¢ sen tj + cos tk se encuentra
en el paraboloide x = y? + 72

Bruja de Agnesi

Con anterioridad se estudié una curva famosa llamada bruja de
Agnesi. En este proyecto se profundiza sobre esta funcion.

Considere un circulo de radio a centrado en el punto (0, a) del
eje y. Sea A un punto en la recta horizontal y = 2a, O el origen 'y B
el punto donde el segmento OA corta el circulo. Un punto P estd en
la bruja de Agnesi si P se encuentra en la recta horizontal que pasa
por By en la recta vertical que pasa por A.

(a) Demuestre que el punto A estd descrito por la funcién vectorial
donde r,(0) = 2a cot 6i + 2aj para 0 < 6 < 7, donde 6 es el
angulo formado por OA con el eje x positivo.

(b) Demuestre que el punto B estd descrito por la funcién vectorial
rz(0) = a sen 20i + a(l —cos 20)j para0 < 6 < 7.

(c) Combine los resultados de los incisos (a) y (b) para hallar la
funcién vectorial r(f) para la bruja de Agnesi. Use una herra-
mienta de graficacién para representar esta curva paraa = 1.

(d) Describa los limites 1im r(6) y lim r(0).
6—0" 0—

(e) Elimine el pardmetro 6 y determine la ecuacion rectangular de
la bruja de Agnesi. Use una herramienta de graficacion para
representar esta funcién para a = 1 y compare la grafica con la
obtenida en el inciso (c).

Jack.Q/Shutterstock.com



116 Unidad 3  Funciones vectoriales

3.2 Derivacion e integracion de funciones vectoriales

% Derivar una funcion vectorial.
4 Integrar una funcién vectorial.

Derivacion de funciones vectoriales

En las secciones 3.3 a 3.5 estudiard varias aplicaciones importantes que emplean calculo
de funciones vectoriales. Como preparacion para ese estudio, esta seccion estd dedicada
a las mecdnicas de derivacion e integracién de funciones vectoriales.

La definicién de la derivada de una funcién vectorial es paralela a la dada para
funciones reales.

Definicion de la derivada de una funcién vectorial
La derivada de una funcion vectorial r se define como
© o 0000060600000 000 00 r[+At—rt
. D r’(t) = lim M
«« «COMENTARIO Ademis 8150 At
d? la notacion r’(zf), otras nota- para todo ¢ para el cual existe el limite. Si r'(¢) existe, entonces r es derivable en .
clones para la Qerlvada de una Si r'(¢) existe para toda ¢ en un intervalo abierto I, entonces r es derivable en el
funcién vectorial son intervalo /. La derivabilidad de funciones vectoriales puede extenderse a intervalos
d dr cerrados considerando limites unilaterales.
@)~y Dlr@)].

La derivacién de funciones vectoriales puede hacerse componente por componente.
Para ver que esto es cierto, considere la funcién dada por r(f) = f(H)i + g(7)j. Aplicando
la definicién de derivada se obtiene lo siguiente.

r(t + A1) — r(r)

r'(r) = Alzl/r—>no At
: r(t+ A — () _ gy LU AT+ g( + ADj — f(F — g(0)]
Ar—0 At

_ o e+ A) - @], [+ A — g(0) ],
- im [ A0+ | s 8D =0
_ e[S+ A = FO . . et + A — g ]].
- {AltILnO[ At ]}l * {Altlino[ At H‘]
=f(0i+ g'(0)j

Este importante resultado se enuncia en el teorema de la pagina siguiente. Observe que
la derivada de la funcién vectorial r es también una funcién vectorial. En la figura 3.8
puede ver que r'(f) es un vector tangente a la curva dada por r(z) y que apunta en la di-
reccion de los valores crecientes de 7.

X

Figura 3.8

TEOREMA 3.1 Derivacion de funciones vectoriales

1. Sir(r) = fiH)i + g(1)j, donde f y g son funciones derivables de ¢, entonces

r'(t) =f/(t)i + g’(t)j. Plano
2. Sir(r) = f(ni + g(j + h(nk, donde f, g y h son funciones derivables de ¢,
entonces

r'(t) = f(0i + g’(1)j + h'(Hk. Espacio
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| Derivacion de funciones vectoriales

-3 -2

Figura 3.9

« « + «> Consulte LarsonCalculus.com para una version interactiva de este tipo de ejemplo.
Para la funcion vectorial dada por
r() =i+ (12 + 2)j

encuentre r'(f). A continuacion, bosqueje la curva plana representada por r(¢) y las gra-
ficas de r(1) y r'(1).

Soluciéon Derive cada una de las componentes base para obtener
r'(r) =i+ 24. Derivada

Del vector de posicion r(z), puede escribir las ecuaciones paramétricas x = ty y = 1> + 2.
La ecuacion rectangular correspondiente es y = x> + 2. Cuando t = 1,

r(l) =i+ 3j

r(1) =i+ 2j.

En la figura 3.9, r(1) se dibuja iniciando en el origen, y r'(1) se dibuja en el punto final
de r(1). n

Derivadas de orden superior de funciones vectoriales se obtienen por derivacién
sucesiva de cada una de las funciones componentes.

| Derivadas de orden superior

Para la funcién vectorial dada por

r(f) = costi + sen tj + 2tk

encuentre
a. r'(7)
b. r’(?)
c. r'(1) - r’(p)
d. r'(9) x r"(t)
Solucion
a. r’(f) = —senti + costj + 2k Primera derivada
b. r(f) = —cos ti — sen tj + Ok
= —costi — sen tj Segunda derivada
c. r(r) r(t)=sentcost —sentcost =0 Producto escalar
i i k
d. r'(f) xr(t) = | —sent cost 2 Producto vectorial

—cost —sent O

cosS t 2 1. —sent 2. n —sent COSt
= i —
—sent O —cos t 0 —Ccost —sent
=2senti —2costj + k m

En el inciso 2(c) observe que el producto escalar es una funcién real, no una funcién
vectorial.
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[r(l) =(5cos r-cos50i+(5sent-sen 51)j}

La epicicloide no es suave en los
puntos en los que corta los ejes.

Figura 3.10

oo o Obser-

. ve que la propiedad 5 solo se

« aplica a funciones vectoriales

°  tridimensionales, porque el pro-

« ducto vectorial no estd definido

°  para vectores bidimensionales.
I IR =

La parametrizacion de la curva representada por la funcién vectorial
r() = f(0)i + g(1)j + h(Dk

es suave en un intervalo abierto /sif’, g’ y 4’ son continuas en /'y r'(f) # 0 para todo
valor de ¢ en el intervalo 1.

| Intervalos en los que una curva es suave

Halle los intervalos en los que la epicicloide C dada por
r(t) = (5cost —cos50)i + (5sent — sen51)j, 0 <t < 2w
es suave.
Soluciéon Laderivada de r es
r'(f) = (—5sent + 5sen51)i + (5cost — 5 cos 5¢)j.
En el intervalo [0, 27] los tnicos valores de ¢ para los cuales
r'(f) = 0i + 0j

sont =0, 7/2, m, 3mw/2y 2. Por consiguiente, puede concluir que C es suave en los
intervalos

o3} (2 (2] (2]

como se muestra en la figura 3.10. u

En la figura 3.10, observe que la curva no es suave en los puntos en los que tiene
cambios abruptos de direccion. Tales puntos se llaman cispides o nodos.

La mayoria de las reglas de derivacién tienen sus andlogas para funciones vectoria-
les, y varias de ellas se dan en el teorema siguiente. Observe que el teorema contiene tres
versiones de “reglas del producto”. La propiedad 3 da la derivada del producto de una
funcién real w y por una funcién vectorial r, la propiedad 4 da la derivada del producto
escalar de dos funciones vectoriales y la propiedad 5 da la derivada del producto vecto-
rial de dos funciones vectoriales (en el espacio).

TEOREMA 3.2 Propiedades de la derivada

Sean r y u funciones vectoriales derivables de ¢, w una funcion real derivable de ¢
y ¢ un escalar.

1. %[cr(t)] -

2. 1r() + ()] = () + )

3.2 oOr®] = wor® +w 0r()

4. S [x@) - u0] = 1) - W) + () - ulo)
5. [r() % u(@] = r() x w() + £ () x ()

6. L row ()] = v (w0

7. Sir(¢) - r(f) = c, entoncesr(f) * r'(r) = 0.




Exploracion

Sear(f) = cos fi + sen fj.
Dibuje la grafica de r(7).
Explique por qué la grafica es
un circulo de radio 1 centrado
en el origen. Calcule r(7/4)

y r'(7/4). Coloque el vector
r'(7/4) de manera que su
punto inicial esté en el punto
final de r(7/4). ;Qué observa?
Demuestre que r(?) - r(f) es
constante y que r(¢) - r'(f) = 0
para todo 7. ;Qué relacion tiene
este ejemplo con la propiedad 7
del teorema 3.2?

3.2 Derivacion e integracion de funciones vectoriales 19

Demostracion Para demostrar la propiedad 4, sea
r() = 01 + @) v ul) = £0i + g,0)
donde f}, f5, g, ¥ &, son funciones derivables de ¢. Entonces,
r(r) - u(r) = fi(0f0) + ,(0g,(1)
y se deduce que
%[r(t) ~u(®)] = A0L @) + £ DL + 8,08, (1) + 8/(1)g,(0)

= [0 @) + g(0g, O] + [fOf(0) + g,/(1) g,()]
=r() - u'(t) + r'(?) - u().

Consulte LarsonCalculus.com para el video de Bruce Edwards de esta demostracion. i

Las demostraciones de las otras propiedades se dejan como ejercicios (vea los ejercicios
67 a7l y el ejercicio 74).

| Aplicar las propiedades de la derivada

Parar(s) = %i —j+Intk y u() = £2i — 2¢j + Kk, halle

a. %[r(t) ~u®] y b. %[u(t) < /(0]

Solucion

1 1
a. Comor'(t) = —?i + ?k y u’'(r) = 2ti — 2j, tiene

(0 - ()]
= r(s) -
— (B ma @i — 2+ (—hi+ Da) - 24w

u’(t) + r(o - ul

:2+2+(—1)+%

sl
t

b. Comou’(t) = 2ri — 2j y uw’(¢) = 2i, tiene

< L) % w(0] = [u() x w(O] + ) < w)]

i j k
=\ =2 11+0
2 0 0
:‘—Zt 1i— 2 l‘j 12 —2tk
0 0 2 0 2 0
= 0i — (—2)j + 47k
= 2j + 4rk. n

Haga de nuevo los incisos (a) y (b) del ejemplo 4 pero formando primero los pro-
ductos escalar y vectorial, y derivando después para comprobar que obtiene los mismos
resultados.
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Integracion de funciones vectoriales

La siguiente definicién es una consecuencia légica de la definicién de la derivada de una
funcién vectorial.

Definicion de integracion de funciones vectoriales

1. Sir(r) = fiH)i + g(1)j, donde f'y g son continuas en [a, b], entonces la integral
indefinida (antiderivada) de r es

fr(t) dt = [ff(t) dt]i + [Jg(t) dt}j Plano

y su integral definida en el intervaloa <t <bes

J;hr(t) dr = [ff(t) dt]i + [fg(,) d,]j_

2. Sir(r) = fini + g(H)j + h(v)k, donde f, g y h son continuas en [a, b], entonces la
integral indefinida (antiderivada) de r es

fr(t) dt = [ff(t) dt]i + [Jg(t) dt}j + Uh(t) dt]k Espacio

y su integral definida en el intervalo a <t < b es
b b b b
fr(t) dt = [ff(t) dz]i + [f g(® dt}j + [f h(1) dt]k.

La antiderivada de una funcién vectorial es una familia de funciones vectoriales que
difieren entre si en un vector constante C. Por ejemplo, si es una funcién vectorial tridi-
mensional, entonces al hallar la integral indefinida [r(¢) dt, se obtienen tres constantes
de integracién

ff(z) dt = F() + C,, fg(t) dt = G(t) + C,, fh(t) dt = H(1) + C,

donde F'(1) = f(t), G'(t) = g(t) y H'(t) = h(¢). Estas tres constantes escalares forman un
vector como constante de integracion,

jr(t) dr = [F(r) + C,]i +[G(t) + C,]j + [H(r) + C,]k

=[Fi + G + Hk] + [C,i + C,j + Ck]
=R() + C

donde R'(¢) = r(¢).

| Integrar una funcion vectorial

Encuentre la integral indefinida
f (ti + 3j) dr.
Solucion Integrando componente por componente obtiene

2
J(ri+3j)dz=’2i+3zj + C.






¢Sabias qué? Los fractales son representaciones geométricas de la teoria del
caos, cambiantes e impredecibles, que nos invitan a pensar en dimensiones
y teorias maravillosas que solo el estudio analitico, cualitativo y cuantitativo
del célculo nos permitiria entender. Es por esta razon que en esta edicion de
Matemadticas los fractales son parte fundamental de la imagen que representa
esta nueva coleccion.

Matematicas Ill. Calculo de varias variables forma parte de una serie de
libros elaborados para cubrir de manera especifica los planes de estudio
de los cursos de mateméticas a nivel superior: calculo diferencial, calculo inte-
gral, calculo vectorial, algebra lineal y ecuaciones diferenciales.

En esta nueva edicion de Célculo de varias variables podras estudiar:

- \Vectores en el espacio

= Curvas planas, ecuaciones paramétricas y coordenadas polares

- Funciones vectoriales

- Funciones de varias variables

- Integrales multiples

- Anadlisis vectorial

Estos temas establecen una manera singular de abordar el célculo
mediante ejemplos, explicaciones, recursos didacticos, definiciones y demos-
traciones, las cuales se presentan de una manera clara, accesible y con un
estilo directo y legible, lo que hacen de esta obra un clasico instantaneo.

Acompafanos a conocer el Calculo de varias variables desde una
perspectiva clara y eficaz.
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