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PROLOGO

La presente obra ha sido desarrollada por los autores, después de haber impartido diversos cursos
de Electricidad y Magnetismo en la ETSI de Minas de la Universidad Politécnica de Madrid. El
libro va dirigido, fundamentalmente, a estudiantes del primer ciclo de Escuelas Técnicas y Faculta-
des de Ciencias. Asimismo, puede servir de consulta para quienes cursen asignaturas relacionadas
con el Electromagnetismo, como Electrotecnia y Electrénica.

El objetivo de esta publicacion es la de exponer los conceptos fundamentales del Electromag-
netismo a través de problemas, haciendo, no obstante, una breve introduccién teérica al principio
de cada Capitulo. Los ejercicios, en la medida de lo posible, se estructuran siguiendo el mismo
orden que los conceptos desarrollados en la introduccién tedrica, y dentro de éste, en grado de
dificultad creciente.

El libro contiene mas de doscientos problemas resueltos, muchos de los cuales han sido pro-
puestos por el Departamento de Fisica Aplicada a los Recursos Naturales de la Universidad
Politécnica de Madrid, en los exdmenes oficiales de la ETSI de Minas, en los tltimos veinte anos.

El texto estd estructurado en once capitulos en los que se han intentado abarcar las cuestiones
mas basicas del Electromagnetismo. De este modo, en el primer Capitulo se presentan algunos
de los conceptos matematicos mas empleados en esta materia. El segundo y tercero se dedican al
campo eléctrico en el vacio y en la materia, tratando en un tema aparte los circuitos de corriente
continua, dada la importancia que tienen en distintas aplicaciones tecnolégicas. El quinto y sexto,
se refieren a la magnetostatica y al magnetismo en las sustancias, respectivamente. En ellos se
exponen diferentes procedimientos para calcular el campo magnético de distintos sistemas, tanto
en el vacio como en presencia de materia, con especial interés en los circuitos magnéticos, en
este tltimo caso. En el Capitulo séptimo, se estudia el fenémeno de la induccién electromagnéti-
ca, haciendo especial hincapié en los distintos origenes de la fuerza electromotriz, dejando para
el Capitulo octavo las corrientes lentamente variables con el tiempo. Dada la importancia que
tiene en distintas ramas de la ciencia y la tecnologia, hemos querido mostrar como un Capitulo
independiente el referente al movimiento de particulas cargadas en campos electromagnéticos;
en éste se exponen los casos mas representativos dandole un enfoque didactico. Por tltimo, el
Capitulo décimo, que engloba todo lo anteriormente visto, se dedica a las ecuaciones de Maxwell,
habiéndose elegido un punto de vista més conceptual que matematico; ello hace que no se hayan
propuesto problemas donde sea necesario resolver ecuaciones diferenciales en derivadas parciales.
A nuestro entender, se pueden contestar numerosas preguntas utilizando un aparato matemaético
sencillo, sin por ello perder rigor ni claridad. Para concluir el libro, se ha dedicado el Capitulo

XI
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undécimo a mostrar algunas de las muchas aplicaciones de la Teoria Electromagnética, incluyen-
do aclaraciones tedricas en los ejercicios donde ha sido necesario, razén por la cual, no aparece
desarrollo tedrico alguno al principio del tema.

No queremos terminar sin mostrar nuestro agradecimiento a todos los miembros de nuestros
Departamentos, y muy especialmente al Dr. Faustino Ferndndez Lépez, por su contribucién do-
cente a lo largo de sus muchos anos de experiencia. Asimismo, agradecemos a la Dra. Mercedes
Garrido Rodriguez su apoyo en la elaboracion del texto y, naturalmente, a nuestros alumnos, sin
los cuales no habria sido posible la realizaciéon de este libro.

Madrid, julio de 2004.

Los autores.



CAPITULO

TEORIA DE CAMPOS

Las magnitudes fisicas y leyes fundamentales que gobiernan los fenémenos eléctricos y magnéti-
cos se expresan matemaéaticamente en términos de campos escalares y vectoriales, e involucran
operaciones diferenciales e integrales sobre dichos campos. De su definicién, propiedades y rela-
ciones mutuas se ocupa la teoria de campos. El objeto de este capitulo introductorio es recopilar
y explicar los conceptos béasicos de dicha teoria que seran utilizados a lo largo de los siguientes
capitulos.

1.1. CAMPOS ESCALARES

Una magnitud que toma valores diferentes en distintos puntos del espacio se denomina campo
escalar. Si r es el vector de posiciéon de un punto del espacio respecto de cierto punto O de
referencia, el campo escalar puede definirse por medio de cierta ley U = U(r). Si ademds se
utiliza un sistema de coordenadas cartesianas (x,y, z) con origen en el punto O, con vectores
unitarios (ug, uy,u;) segin los ejes X, Y, Z (Figura 1.1), la ley del campo puede expresarse por
U=U(z,y,2)*

Un campo escalar puede representarse dibujando algunas de sus superficies de nivel (Figura
1.1), definidas por la Ecuacién U = constante, es decir, como las superficies en que el campo toma
un valor constante, andlogo tridimensional de las curvas de nivel de un mapa topografico.

1.1.1. Derivada direccional y gradiente

En cada punto, un campo escalar tiene en general infinitas derivadas distintas dependiendo de
la direccién del desplazamiento. La derivada direccional en cada punto r y en la direccién
especificada por el vector unitario g (Figura 1.1) se define como

[dU(r)] — lim U(r + Asg) — U(r)
ds T As—0 As '

(1.1)

En particular, las tres derivadas direccionales segun los ejes cartesianos se llaman derivadas

1En lo que sigue se supondrd que los campos son suficientemente regulares como funciones de z,y,z en su
dominio de definicién como para que las operaciones diferenciales e integrales que se explicaran a continuacién
estén bien definidas.
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parciales,

8U(r)5[dU(r)} U {dU(r)} ,Wg(r) [dU(”] , (1.2)

ox ds oy = ds = ds

Si se conoce la ley U = Ul(x,y, 2), las derivadas parciales respecto de cada una de las varia-
bles se calculan utilizando las reglas habituales de derivacién para funciones de una variable y
considerando el resto de las variables como constantes.

El gradiente VU (o gradU) de un campo es-
calar U en un punto del espacio es un vector cu-
ya direccién y sentido son aquellos en los que tiene
lugar la derivada direccional méaxima, y su moédu-
lo coincide con dicha derivada direccional maxima.
El vector gradiente es entonces perpendicular a la
superficie de nivel que pasa por el punto considera-
do (Fig 1.1), apuntando en el sentido de crecimiento
de U. En funcién de las derivadas parciales en un
sistema de coordenadas cartesiano, el gradiente se
expresa como

oUu oU oUu
2t oM s

u, . (1.3)
El diferencial dU del campo escalar en un desplaza- Figura 1.1. Superficies de nivel, derivada di-
miento infinitesimal dr = dzu, + dyu, +dzu,, viene reccional y gradiente de un campo escalar.
dado, en funcién del gradiente, por

ou oUu oU
dU = %das + Fydy + Edz =VU -dr, (1.4)

v la derivada direccional segin g, en la que el desplazamiento es dr = dsg, por

[dU(r)] _u LU U o w5

s gyt T 92

es decir, como la proyeccién del gradiente sobre la direccién de g.

1.1.2. Integrales de un campo escalar

De todas las integrales de un campo escalar que se pueden definir,
la integral de volumen es la mas utilizada. Si V' es un volumen
dado (Figura 1.2), la integral de U sobre el volumen V se define
como

N
/U(r)dVENh'm > Ur)AV;, (1.6)
v et

donde los volimenes AV; recubren V' de modo que cada uno de
ellos tiende a cero cuando su nimero N tiende a infinito, y U(r;) el
valor del campo escalar en un punto del volumen AV;. De acuerdo “X

con esta definicién, el miembro de la izquierda en la Ecuacion

(1.6) suele interpretarse como la suma (continua) de los productos Figura 1.2. Construccién para
U(r)dV de los valores del campo en cada punto r del volumen V' la definicién de integral de vo-
por los elementos infinitesimales de volumen dV entorno a cada lumen.

punto. En coordenadas cartesianas el elemento de volumen suele

tomarse como dV = dxdydz.




1.2. Campos vectoriales 3

De manera anéloga pueden definirse la integral de un campo escalar sobre una superficie S y
sobre una curva I'. Si AS; y Al; recubren S y I', respectivamente,

N
/SU(r)dS: lim U(r;)AS;, /FU(r)dl: lim ZU(ri)Ali. (1.7)

N—o00 4
=1

1.2. CAMPOS VECTORIALES

Un campo vectorial es una magnitud vectorial que toma diferentes valores en distintos puntos
del espacio. Sus valores pueden determinarse por medio de cierta ley F = F(r), que en un sistema
de coordenadas cartesianas podra expresarse como

F(r) = Fy(z,y,2)u, + Fy(z,y, 2)u, + F.(z,y, 2)u. . (1.8)

Los campos vectoriales suelen representarse por medio de sus
lineas de campo o lineas vectoriales, curvas trazadas de tal ma-
nera que el vector campo en cada punto resulta ser tangente a ellas
(Figura 1.3). A partir de la ley (1.8), las ecuaciones de las lineas F

de campo pueden determinarse por ﬁ
d d d
. (1.9) T
F, F, F.

A las lineas de campo se les asigna ademads un sentido, que coincide
con el del campo vectorial. Notese que, aunque adecuadas para
muchos propdsitos, dichas lineas no dan informacién alguna sobre
el médulo del campo.

Figura 1.3. Lineas de campo
de un campo vectorial.

1.2.1. Circulacién y flujo de un campo vectorial

Las integrales de un campo vectorial mas utilizadas en electricidad y magnetismo son la circulacién
y el flujo de un campo vectorial.

La circulacidn o integral de linea de un campo vectorial F a lo largo de una curva I' entre
dos puntos A y B [Figura 1.4(a)] se define como

B
WF(F)E/ F.dl= lim Y F(r;)-AlL, (1.10)
AT N4>c>o7;:1

donde Al; representan desplazamientos entre dos puntos consecutivos de una particiéon de N
puntos de la curva I', realizada de modo que cuando N tiende a infinito, cada desplazamiento
tiende a cero, y F(r;) es el valor del campo en un punto de cada elemento de la particién. De
acuerdo con esta definicién, la expresién del segundo miembro de la expresién (1.10) se interpreta
como la suma (continua) de los valores de circulaciones infinitesimales dWW = F -dl, siendo F y dl,
respectivamente, el valor del campo y de un desplazamiento infinitesimal a lo largo de la curva
en cada uno de sus puntos. Puesto que F - dl = |F||dl|cos@ = Fdl cosf, siendo 6§ el angulo que
forman F y dl, la circulacién (1.10) puede también escribirse como

B
Wr(T) :/ Fdlcosf. (1.11)
AT

La circulacién depende pues de la forma y longitud de la curva I' que une A con B y de los valores
de la proyeccion F cosf de F sobre I'. Si F es perpendicular a I' en todos sus puntos, entonces la
circulacién es nula.



4  Capitulo 1. Teoria de campos

Figura 1.4. Construcciones para las definiciones de (a) circulacién y (b) flujo de un campo vectorial.

El flujo de un campo vectorial F a través de una superficie S [Figura 1.4(b)] se define como

N
Or(S) = / F-ndS = Nh’m ZF(rl) -n;AS;, (1.12)
s =

donde los elementos de superficie AS; forman un recubrimiento de S, de modo que cuando su
ntimero N tiende a infinito, el drea de cada uno de ellos tiende a cero, F(r;) es el valor del campo
en un punto de cada elemento, y n; un vector unitario y perpendicular a la superficie en dicho
punto. Si la superficie es cerrada, la normal n; se toma hacia su exterior, o cara positiva. Si la
superficie es abierta, se toma también hacia la cara positiva, eligiéndose en este caso las caras
positiva y negativa arbitrariamente (véase Figura 1.4). Frecuentemente el flujo se escribe también
como

B (S) = /SF~dS, (1.13)

integral que se interpreta como la suma (continua) de los flujos infinitesimales d® = F - dS a
través de los elementos infinitesimales de superficie d.S, siendo F y dS = dSn, respectivamente,
el valor del campo y el vector elemento de area perpendicular a la superficie en cada uno de sus
puntos. Si ademads se escribe F - dS = |F||dS|cos§ = FdS cosf, donde 0 es el dngulo que forman
F y dS en cada punto de la superficie, el flujo puede expresarse como

‘I’F(S)Z/SFdSCOSQ. (1.14)

El valor de un flujo estd entonces determinado por la forma y extension de la superficie S, y por
los valores de las proyecciones F' cos 6 de F sobre S. En particular, el flujo es nulo si F es tangente
a la superficie en todos sus puntos.

Para especificar que la circulacién y el flujo se calculan a lo largo de una curva o superficie
cerradas, el simbolo de integral se sustituye a menudo por el simbolo §.

1.2.2. Divergencia y rotacional

Los operadores diferenciales fundamentales que actian sobre campos vectoriales son la divergencia
y el rotacional.

La divergencia de un campo vectorial F es un campo escalar, V - F (divF), definido en
cada punto como el flujo a través de una superficie cerrada que contiene el punto, por unidad de
volumen encerrado y en el limite en que dicho volumen tiende a cero [Figura 1.5(a)], esto es,

j{F-dS
V-F=lim &5 .

Jim =5 (1.15)
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La divergencia es una medida del flujo saliente del campo vectorial en el punto donde el volumen
limite (V' — 0) estd centrado. Los puntos del espacio en que la divergencia es positiva se deno-
minan por ello puntos fuente del campo, porque en ellos parece surgir el campo vectorial. Los
puntos en que la divergencia es negativa se llaman sumideros, por la razén contraria. Los campos
vectoriales que en una region del espacio tienen divergencia nula se denominan solenoidales en
dicha regién. Si el campo F se expresa por medio de sus componentes cartesianas, la divergencia
puede calcularse como

_ OF, n oF, OF, .
or y 0z

Figura 1.5. Construcciones para las definiciones de divergencia y rotacional.

V.-F

(1.16)

0

El rotacional de un campo vectorial F es otro campo vectorial, V x F (también rot F o curlF),
cuya componente segun una direcciéon cualquiera, especificada por el vector unitario g, y en un
punto de vector de posicion r, se define como la circulacion a lo largo de una curva cerrada I' que
rodea al punto, contenida en un plano perpendicular a g, por unidad de drea encerrada S y en el
limite que dicha drea tiende a cero [Figura 1.5(b)], esto es,

74 F-dl
VxF), =lim=t—— 1.17
(VX F), = Jim IO (1.17)
donde ademsds el sentido de recorrido de la curva (o de dl) se determina a partir de g con la regla
de la mano derecha (del tornillo o del sacacorchos). El rotacional es una medida de la tendencia del
vector F a rotar alrededor del punto considerado (si F fuese el campo de velocidades de un fluido,
su rotacional estd directamente relacionado con la velocidad angular o vorticidad). Los campos
vectoriales con rotacional nulo en una regién del espacio suelen denominarse irrotacionales en
dicha region. Si el campo F se expresa por medio de sus componentes cartesianas, las componentes
cartesianas del rotacional se pueden calcular como

_ (OF. OF, OF, OF, OF, OF,
VXF_<8y_8,z>ux+(az_8m>uy+(8x_6y)uz’ (1.18)

expresién que puede recordarse si se observa que coincide con el desarrollo del “determinante”

u u; u,

o a 0
VxE=| o0 5 5% (1.19)
F, F, F.

Puede demostrarse que la divergencia y el rotacional de un campo vectorial determinan dicho
campo. Si p = V-F y j = V X F representan las llamadas fuentes escalares y fuentes
vectoriales del campo F, respectivamente, verificando la condicién p,j — 0 para |r| — oo,
entonces F viene dado por

F=VU+VxA, (1.20)
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donde U y A se denominan potencial escalar y potencial vector, respectivamente, dados por

Ulr) = = /wﬁdv’, Alr) = /wj(i)dv', (1.21)

T ar r " ar r

siendo r = |r — r'| la distancia entre el punto campo r y el punto fuente r’.

1.2.3. Teoremas de la divergencia y de Stokes

El teorema de la divergencia (o de Ostrogradski-Gauss) permite calcular un flujo como una
integral de volumen. Afirma que el flujo saliente de un campo vectorial a través de una superficie
cerrada es igual a la integral de su divergencia sobre el volumen encerrado:

f F-dS:/V-FdV (1.22)
oV 1%

donde AV es la frontera o superficie que limita a V' [Figura 1.6(a)] 2.

El teorema de Stokes permite transformar una circulacién en un flujo. Segin este teorema,
la circulacién de un campo vectorial a lo largo de una curva cerrada coincide con el flujo de su
rotacional a través de una superficie (continua) cuya frontera sea dicha curva,

]iSFdl:/S(VxF)dS, (1.23)

si la cara positiva de S (sentido de dS) y el sentido de la circulacién (de dl) estdn relacionados
por la regla de la mano derecha o del sacacorchos [Figura 1.6(b)].

(a) (b)
-y
V m\\ S S dsg
Ve &\\ds s
c -+

Figura 1.6. Sentidos del flujo y de la circulacién en los teoremas (a) de la divergencia y (b) de Stokes.

1.3. OTRAS RELACIONES DE INTERES

1.3.1. Operador vectorial nabla

El gradiente, la divergencia y el rotacional pueden entenderse como el resultado de la accién del
operador vectorial nabla [también llamado “del”, “atled” (delta al revés) o de Hamilton], cuyas
componentes cartesianas son

0 0 0
V—ux%+uya—y+uz&, (1.24)

sobre campos escalares y vectoriales, ya que, formalmente, el gradiente se obtiene al “multipli-
car’nabla por un campo escalar, y la divergencia y el rotacional se obtienen, respectivamente,

2En términos més rigurosos, la validez del teorema de la divergencia requiere continuidad de F en V y su
frontera OV
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como resultado de multiplicar, escalar y vectorialmente, nabla por un campo vectorial. La deriva-
da direccional segin el unitario g, puede también escribirse como el resultado de multiplicar (g-V)
por un campo escalar. La utilidad del vector nabla estriba en que todas las expresiones siguientes
pueden encontrarse facilmente a partir de las reglas de derivaciéon ordinaria y considerando a
nabla como un vector que cumple las reglas habituales del algebra vectorial.

Si un campo escalar o vectorial se obtiene como combinacién lineal o producto de varios, su
gradiente, divergencia y rotacional, cuando estan bien definidos, pueden calcularse por medio de
las siguientes expresiones.

V(aU +bV) aVU +bVV, (1.25)
V(UV) (VU)V +U(VV), (1.26)
V(F-G) (F-V)IG+(G-V)F+Fx (VxG)+Gx (VxF), (1.27)

V- (aF +bG) aV-F+bV- -G (1.28)
V- (UF) UV-F+F-VU, (1.29)

V- (FxG) G- (VxF)-F - (VxQ), (1.30)
Vx(@F+bG) = aVxF+bVXxG, (1.31)
Vx(UF) = UVxF+VUXxF, (1.32)
Vx(FxG) = FV-G-GV-F+(G-V)F—-(F-V)G, (1.33)

donde a y b son constantes.

1.3.2. Operadores de segundo orden. Laplaciano. Teorema de Green

Los operadores gradiente, divergencia y rotacional pueden aplicarse repetidamente a campos
escalares y vectoriales, dando lugar a operadores diferenciales de segundo orden y superior.

Todo gradiente es irrotacional, y todo rotacional es solenoidal,
VxVU=0, V-(VxF)=0. (1.34)

La divergencia del gradiente de un campo escalar es de particular importancia, recibiendo el
nombre de laplaciano (A, o V?2) del campo escalar,

AU =V-VU, (1.35)
y puede calcularse en coordenadas cartesianas como

L0 U QU

au Ox? + y? + 022

(1.36)

El gradiente de la divergencia y el rotacional del rotacional de un campo vectorial estan relacio-
nados por la importante expresién

V x (VxF)=V(V-F) - AF, (1.37)

estando definido el laplaciano de un campo vectorial como el laplaciano de cada una de sus
componentes cartesianas,
AF = AF,u, + AFu, + AF.u,. (1.38)

El teorema de Green, que involucra integrales de volumen del laplaciano y es consecuencia del
teorema de la divergencia, afirma que si JV es la frontera de un volumen V', entonces

/ (UL AUy — Uy AUL) AV = ¢ (UyVU, — UsVUY) - dS, (1.39)
1% ov
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y en particular, si U; = 1, la integral de volumen del laplaciano resulta ser igual al flujo del
gradiente a través de su frontera,

/AUdV:jf VU - dS. (1.40)
1% ov

1.3.3. Campos en coordenadas esféricas y cilindricas

Figura 1.7. Definicién de coordenadas (a) esféricas y (b) cilindricas.

Ademis de en coordenadas cartesianas, la posicién de los puntos del espacio puede expresarse por
medio de sus coordenadas esféricas (r,0,¢) [Figura 1.7(a)], relacionadas con las cartesianas

por
21 .2
r=+va2+y?+ 22, Hztan_lxi—w, ¢:tan_1g, (1.41)
2 x
0
x=rsenfcos¢, y=rsenfsen¢d, z=rcosb, (1.42)

los campos escalares por medio de una ley U = U(r, 0, ¢), y los campos vectoriales por medio de
sus componentes segun la triada ortogonal dextrégira de vectores unitarios asociados (u,, ug, uy),

F = Fr(ra 0; ¢)ur + FH(T, 8, (15)119 + F¢(7’, 9» ¢)u¢ 3 (143)
donde
u, = senfcos pu, + senfsenpu, + cosfu, o u, = cos@sendu, + cos @ costug — sen puy
uy = cost cos pu, + cos fsen pu, — sen fu, u, = sen ¢sen fu, + sen ¢ cos fuy + cos puy
us = —sengu, + cos ¢uy u, = cos fu, — sen fuy

(1.44)
De igual modo, la posiciéon de un punto puede determinarse por sus coordenadas cilindricas
(p, ¢, z) [Figura 1.7(b)], relacionadas con las cartesianas por

p =z +y?, (;S:tan*lg, z=z. (1.45)
x

T =pcos¢, y=pseng, z=z, (1.46)

los campos escalares por una ley U = U(p, ¢, z), y las componentes de un campo vectorial por
medio de sus componentes segin la triada ortogonal dextrdgira de vectores unitarios (u,, ug, u,),

F = F,(p,0,2)u, + F4(p,0, 2)uy + F.(r, ¢, 2)u, , (1.47)
donde
u, = cos¢u,+sengu, O U, = COSPU, — senPuy
u; =-—senq¢u, + cospu, u, = sen@u, -+ cosduy (1.48)

u, = u; u, = u;
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Para campos expresados en coordenadas esféricas, el gradiente, la divergencia, el rotacional y el
laplaciano pueden calcularse con las férmulas de la siguiente tabla:

ou 10U 1 oU

VU = - Ut 5 T reend 96 (1.49)
V-F = lzag( T)+rselnﬁ(‘?aﬁ(Fesene)_‘_rsinG%_};b’ (1.50)

VxF = @[;(Fqsserw) 6;]ur+[m%aé‘_};r_%%(7d PIRY
+ % [%(TFQ) - %} (1.51)
80 = g (P5) e (0% ) g 0

y para campos expresados en coordenadas cilindricas,

VU = Z—gup + %g—g% + 6—Uuz : (1.53)
V.F = 188/)( )+1881;¢ oF: (1.54)
e hE ) p+<%—%%>u¢+z<s o

donde las distintas derivadas parciales se definen como las derivadas direccionales segin los vecto-
res unitarios correspondientes. Para el cdlculo de integrales también son ttiles los desplazamientos
y volimenes infinitesimales

dr = dru, +rdfuy + rsenfdpuy, dV =r?senfdrdfds, (1.57)
en coordenadas esféricas, y
dr = dpu, + pdouyg + dzu,, dV = pdpdpdz, (1.58)

en coordenadas cilindricas.

1.4. CAMPOS CONSERVATIVOS. POTENCIAL

Un campo vectorial F se dice conservativo si deriva de un campo escalar, es decir, si existe un
campo escalar U tal que su gradiente sea el campo vectorial,

F=VU. (1.59)

El campo escalar U se denomina en este caso funcién potencial de F. En un dominio de
definicién simplemente conexo, las definiciones siguientes de campo vectorial conservativo son
equivalentes a la dada.

1) Un campo vectorial F es conservativo si y sélo si
VxF=0, (1.60)

lo que proporciona el método mas sencillo de establecer el caracter conservativo de un campo
vectorial.
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2) Un campo vectorial F es conservativo si y sélo si su circulacién entre dos puntos A y B

cualesquiera,

B

/ F.dl, (1.61)
AT

es independiente del camino de circulacién I', pudiéndose evaluar ésta como el incremento de la
funcién potencial entre A y B,

B
/FM:%—W. (1.62)
A

(b)

linea de F

Figura 1.8. (a) Lineas de un campo vectorial conservativo y superficies de nivel de su potencial. (b)
llustracion de la variacién del potencial a lo largo de una linea del campo vectorial.

3) Un campo vectorial es conservativo si y sélo si la circulacién a lo largo de toda curva cerrada
es nula,

fF.m:o. (1.63)
T

Por motivos histéricos, el campo escalar que se utiliza con maés frecuencia en fisica no es la
funcién potencial U, sino el potencial V', definido como V = —U, diciéndose entonces que un
campo vectorial F es conservativo si existe V' tal que

F=-VV, (1.64)

y verificindose entonces que

B
/ F-dl=V,-Vp. (1.65)
A

Obviamente, si V es un potencial vélido de F, existen infinitos potenciales V' = V + ¢ que difieren
en una constante ¢ arbitraria.

Los campos conservativos son especialmente importantes en fisica pues representan fuerzas,
como la electrostatica, bajo cuya accién la energia de un sistema se conserva. El potencial V'
representa entonces la energia potencial asociada a la fuerza F. Desde el punto de vista geométrico
la relacién entre un campo conservativo y su potencial V es la ilustrada en la Figuras 1.8(a) y (b).
Las lineas de campo de F son, por definicién de gradiente, perpendiculares a las superficies de
nivel de V [Figura 1.8(a)], y debido al signo menos, su sentido es el de decrecimiento del potencial
V. El potencial V' siempre disminuye en el sentido de una linea de campo, como se ilustra en la
Figura 1.8(b).
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PROBLEMAS RESUELTOS

1.1 Determinar el gradiente del campo escalar U = x2 + 4% + 22 y su derivada direccional segtin el
vector (u, +u.)/v/2 en el punto (0,1,1).

Resolucion

El vector gradiente en cualquier punto (z,y, z) se puede calcular, de la Ecuacién (1.3), como
VU = 2zu,; + 2yu, + 2zu, = 2r,

y la derivada direccional en el punto especificado, de la Ecuacién (1.5), como
a
ds |

1.2 De un campo escalar se conoce que es de la forma U = y(x + y) + f(2), que su derivada en la
direccién paralela al vector 4u, +3u, en un punto cualquiera vale 32+ (4/5)y +6, y que el punto
(1,—1,0) pertenece a la superficie de nivel de valor 2. Determinar completamente dicho campo
escalar.

(0,1,1):(2uy+2uz)~< ) =2V/2.

1 1
—uy + —=u,
v2 ' V2

-
S

s

Resolucion

Para determinar U basta calcular f(z). Para ello utilizamos los datos del enunciado. Como la
derivada en la direccién del vector unitario g = (4u, +3u.)/5 es 3z* + (4/5)y + 6, de la Ecuacién
del gradiente (1.3) y su relacién [Ecuacién (1.5)] con la derivada direccional, podemos escribir

4 d
3+ Zy+6 = o
5 ds o
d 4r z
dz 5
4 3df
AR

de donde df /dz = 52* 4+ 10. Integrando se obtiene f(z) = 2%+ 102+ C, donde C es una constante
a determinar. Imponiendo que el punto (x,y,z) = (1,—1,0) pertenezca a la superficie de nivel
U=y(z+y)+2°+10z + C =2, se encuentra C = 2, y por tanto

U=y(x+y)+2°+10z +2.

1.3 Dada una funcién escalar U = U(r) cuyo valor sélo depende de la distancia 7 a un punto O,
demostrar que su gradiente estd dado por (dU/dr)u,, siendo u, un vector unitario radial.

Resolucion

La demostracion puede realizarse partiendo de la expresion del gradiente en coordenadas carte-
sianas [Ecuacién (1.3)]
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Por depender U solamente de r, podemos escribir,

VU—d—U@u +d—Ugu —I—d—U&u
S drdx " dr Oy Y dr oz C

Como r = y/x? + y? + 22, se encuentra 9r/0x = x/r, Or/dy = y/r, Or/0z = z/r, y también

r r
El tltimo vector es el vector de posicién de un punto dividido por su médulo, r/r, o sea, el vector
unitario radial u,.. Obtenemos entonces

vU

vU R (1.66)

como se querfa demostrar. La Ecuacién (1.66) es en realidad la Ecuacién (1.49) para el gradiente
en coordenadas esféricas cuando el campo escalar U(r, 8, ¢) sélo depende de la coordenada radial
T.

1.4 Si F es un vector constante, determinar V(F - r).

Resolucion

De la Ecuacién (1.3) para el gradiente en coordenadas cartesianas, o de la Ecuacién (1.24) que
define el vector nabla, se tiene,
0

0 0
V(F -r)= (umax —|—uya—y + uz8z> (Fpo + Fyy+ F.z).

Realizando las derivadas parciales se obtiene

V(F -r)=Fu,+ Fu,+Fu,=F.

1.5 Sea ¢ el dngulo que forma la proyeccién del vector de posicién de un punto sobre el plano XY,
como se indica en la Figura 1.9(a). Determinar la expresién del gradiente de un campo escalar
U = U(¢) cuyo valor sélo depende de ¢.

Figura 1.9. Un campo escalar puede depender sélo de ¢.

Resolucion

Partiendo de la Ecuacién (1.3) para el gradiente en coordenadas cartesianas y teniendo en cuenta
que U es una funcién exclusiva de ¢, escribimos

QU QU U _dUds  dUds U0
N oy Y 0z 7 dopox * dopoy Y dp oz *
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1.6

1.7

Como ademds ¢ = tan™!(y/x) [Figura 1.9(b)], obtenemos, derivando parcialmente,

dUu -y x
v=% . .
v do <x2+y2u +x2+y2uy>

Si consideramos ademds que sen¢ = y/v/x2 +y2, cosd = x/\/x2+y%, y que p = Jx2+y?
[Figura 1.9(b)], se tiene finalmente

dU 1
VU = 55 (—sen ¢u, + cos puy)
o
1 dU
VU =
pdp "
donde uy = —sen ¢u, + cos pu,, es el vector unitario mostrado en la Figura 1.9(b). Este ejercicio

es en realidad la demostracién de la Ecuacién (1.53) para el gradiente en coordenadas cilindricas
(p, ¢, z) en el caso particular de que el campo escalar depende sélo del déngulo ¢.

Dado el campo escalar U = 22 + 4% + 22, calcular sus integrales de volumen sobre (a) un cubo de
lado L centrado en el origen y sobre (b) una esfera de radio R también centrada en el origen.

Resolucion

(a) Para la integral sobre el cubo, tomando como diferencial de volumen dV = dxdydz, y teniendo
en cuenta que, en el cubo, —L/2 <a < L/2, —L/2 <y < L/2, —L/2 <z < L/2, se tiene,

L
/ Uudv = /2// (22 + 9 + 2*)dxdydz
cubo -5
/// 2dmdydz+/// 2dxdydz+/// 22dzdydz
5 4 444

L
2

w\b

3 3%
— = —, 1.67
R (167

LL+Ly L+LL—
L _ L

2 2

(b) La integral sobre la esfera es mds dificil de realizar en coordenadas cartesianas, puesto que
los limites de cada una de las variables x, y, z depende del resto de las variables. En coordenadas
esféricas, en cambio, U = r?, tomando como diferencial de volumen [Ecuacién (1.57)] dV =
r2sen Odrdfde, y teniendo en cuenta que en la esfera 0 < r < R, 0 <0 < 7wy 0 < ¢ < 2m,
podemos escribir

R pm p27 7,5 R 5 4
/ Udv = / / / r?r? sen Odrdfde = ] (—cosO)]g ¢ly" = =mR’.
esfera 0JoJo 5 0 5

En célculos practicos (véase Capitulo 2), y cuando el campo tiene simetria esférica, es corriente
simplificarlos tomando el diferencial volumen dV = 4nr2dr de una capa esférica de radio r y
espesor diferencial dr, lo que equivale a haber realizado la integral en las variables 6 y ¢ en la
expresion anterior. Se escribe entonces

R 4
/ Uudv = / r24nridr = Z7R? .
esfera 0 5

Dado el campo vectorial F = yzu, + zzu, + zyu., determinar su circulacién a lo largo de la curva
I interseccién de las superficies 2% + y? = 2z y & = vy, desde el punto O(0,0,0) hasta el punto
A(2,2,8).
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1.8

Resolucion

La manera més directa y sistematica de calcular una circulacién consiste en parametrizar la curva
I". Definiendo, por conveniencia, el parametro ¢t = x, obtenemos las ecuaciones paramétricas

r=t, y=t, z=2t2,
de donde los desplazamientos infinitesimales dl a lo largo de I' estdan dados por
dl = dzu, + dyu, + dzu, = dtu, + dtu, + 4tdtu, ,
v los valores de F sobre la curva por
F = 2t3u3c + 2t3uy + t?u, .

La circulacion puede entonces calcularse como
A 2 2
We(T) = / F-dl= / (2t3dt + 2t3dt + t*4t)dt = / 8t3dt = 32,
or 0 0

donde se ha usado ademds que ¢t = 0 para el punto O y que ¢t = 2 para el punto A(2,2,8). Ndtese
que cualquier otra parametrizacion de la curva arrojaria el mismo resultado.

Dado el campo vectorial F = 2R?u, +yzuy, + zyu,, Z| 4
hallar la circulacién de F a lo largo de la curva ABC
constituida por la recta AB vy el cuadrante de circun- R
ferencia BC' mostrados en la Figura 1.10.
0 B
Resolucién ¢ Y

X

Para el calculo de la circulacién es conveniente des-
componerla en la suma de las circulaciones en los

tramos AB y BC'. Para la primera podemos escribir Figura 1.10. Curva ABC de circulacién.

B B

Wgp(AB) = / F.dl= / (2R*u, + yzu, + zyu,) - (dru, + dyu, + dzu,) . (1.68)
A A

En la recta AB se verifica que * = 0, z = 2R — 2y, y por consiguiente dr = 0, dz = —2dy

(relaciones que equivalen a parametrizar la curva, haciendo y la funcién de pardmetro), siendo

ademds y = 0 en el punto A, e y = R en el punto B. La Ecuacién (1.68) da entonces

R R3
We(AB) = [ 29(R - )y = -
0
En el cuadrante de circunferencia BC|, analogamente,
c B
Wgr(BC) = / F.-dl= / (2R*u, + yzu, + ryu,) - (dru, + dyu, + dzu,), (1.69)
B A

y es suficiente considerar que en el plano XY, 2 =0, y por tantodz =0, quex =0en Byz =R
en C, para transformar la Ecuacién (1.69) en

R
Wr(BC) = 2R? / dx = 2R?.
0

La circulacién entre A y C vendra entonces dada por

Wp(AC) = Wr(AB) + Wr(BC),



Problemas resueltos 15

1.9 Determinar la circulacién del campo vectorial F = é@R
(22 + y*)u, a lo largo de la hélice de la Figura 1.11, B

hasta el punto B situado /N vueltas mas arriba.

Resolucidon

de radio R d lta R, desde el to A "B )
e radio R y con paso de vuelta R, desde el punto 9<

Como en los ejercicios anteriores, el calculo puede
realizarse usando coordenadas cartesianas, aunque la X AT Y
simetria cilindrica del problema indica que el calcu-
lo se simplificard haciendo uso de las coordenadas
cilindricas.

Figura 1.11. Hélice para el célculo de la
circulacién.

esto es,

7R3

En coordenadas cartesianas, unas ecuaciones paramétricas de la hélice son

2 2
x:Rcos(Zf), y:Rsen(:_:), z=2z.

Las componentes cartesianas del desplazamiento infinitesimal dl a lo largo de la hélice vienen
entonces dadas por

2 2
dxr = —2mwzsen (]7;2) dz, dy=2mwzcos (;Z) dz, dz=dz,

y los valores del campo sobre la hélice por F = (22 + y?)u, = R%u,. Para la circulacién entre A
y B escribimos entonces

B NR
2 2
/ F.dl = R?u, - [—27rz sen <7rz> dzu, + 27z cos (m) u, + dzuz}
A 0 R R

Wr(AB)
NR
= R2/ dz=NR?,
0

donde se ha usado que z =0en Ay que z = NR en B.

En coordenadas cilindricas [Ecuacién (1.45)], la expresién de la hélice en funcién del pardmetro
zesp=R, ¢ =2mz/R, z = z. De aqui que el desplazamiento infinitesimal dl a lo largo de la
hélice [Ecuacién (1.58)] sea

dl = dpu, + pdopuy + dzu, = 2rdzuy + dzu, ,

y los valores del campo sobre la hélice sean F = p?u, = R?u,. La circulacién resulta entonces

B

NR NR
Wr(AB) :/ F-dl :/ R?u, - (2ndzuy + dzu,) = R2/ dz= NR3.
0 0

A



16 Capitulo 1. Teoria de campos

1.10 Determinar el flujo del campo vectorial F = —u, +
2zu, a través del semidisco S de la Figura 1.12, de ZC
radio 2, tomando como positiva la cara que se dirige
hacia las x positivas.

S
Resolucién Y 0 B 7
En la Expresién (1.13) del flujo de un campo vecto- X
rial, el vector elemento de area tiene en este caso la
expresion dS = dSu,, y los valores del campo sobre la Figura 1.12. Semidisco S.
superficie son F = —u, + 2zu,. Se tiene entonces

@F(S):/F~dS:/(7um+22uy)'dSum:f/dS.
s s s

La ultima integral puede identificarse con el drea del semidisco de radio 2, obteniéndose entonces

(PF(S) = —2m.

1.11 Si A es un vector constante, evaluar las siguientes cantidades: (a) V- r, (b) V x r, (c) (A - V)r,
(d) V- (A xr), () Vx(Axr).

Resolucion

Puesto que en coordenadas cartesianas r = zu, +yu, +2u, y A = A,u, + Ayu, + A, u,, todas
las expresiones anteriores pueden evaluarse facilmente utilizando las Expresiones (1.3), (1.16) y
(1.19) del gradiente, divergencia y rotacional, respectivamente, en coordenadas cartesianas.

(a)

dr Oy 0z
Vr—%ﬁ-afy"‘a—?)
(b)
u u; u,
0 0
Vxr= % 67y @ =0
x Y z

0
+ Az) (zuy +yuy + zu;) = Ayu, + Ayuy, + Acu, = A

0z

um uy uz
0 0 0
Vx(Axr)= P 87; e =24,u, +24,u, + 24, u, =2A.
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1.12 Dado el campo vectorial F = zu, — au,, + zu., deter-

minar su flujo a través de la superficie cénica ABC de
la Figura 1.13.

Resolucion

El teorema de la divergencia [Ecuacion (1.22)] propor-
ciona un método alternativo al cédlculo directo de un
flujo incluso, en ocasiones, si la superficie es abierta.
Para poder aplicar el teorema de la divergencia, cerra-
mos la superficie cénica por medio de tres superficies
planas contenidas en los tres planos coordenados. El
flujo saliente a través de la superficie cerrada S asi for-
mada se puede ahora determinar a partir del teorema
de la divergencia como

Figura 1.13. Superficie cdnica ABC.

7TCL3

@F(S):%F'dS:/ V'FdV:Q/ AV =2V = — |
s v v 6
donde se ha usado que V- F = 2 y que el volumen del cuarto de cono es wa®/12. Por otro lado,
el flujo a través de S puede escribirse como la suma de los flujos a través de cada una de las
superficies que componen S, es decir, ®p(S) = Pp(ABC)+ Pr(OAC)+ Pr(OBC)+ Pr(OAB).
Téngase en cuenta que como el flujo @z (S) proporcionado por el teorema de la divergencia es
saliente, el sentido de los flujos a través de las distintas superficies debe tomarse en concordancia.
La ultima relacién nos permite calcular el flujo pedido a través de la superficie cénica como

Op(ABC) = ®p(S)— ®p(0OAC) — ®p(OBC) — dp(OAB)
= %a?’ — ®p(0AC) — dp(OBC) — ®p(OAB), (1.70)

siendo los tres tdltimos flujos més sencillos de calcular por tratarse de superficies planas. Se tiene

®r(OAB) = / F.dS = (zruy — auy + zu,) - (—u,dS) =0,
OAB OAB

yva que en la superficie OAB, el vector elemento de drea debe tomarse como dS = —dSu,, y que

z = 0 en todo punto de esta superficie. Por la misma razén se tiene ® (OBC) = 0. Para el tercer

flujo,

3
or(OAC) = / F.-dS = / (xugy — auy + zu,) - (—uydS) = a/ ds = E,
oAC OAC OAC 4
ya que para el cuarto de circunferencia OAC, dS = —dSu,, siendo ademds su drea na?/4.

Sustituyendo los resultados anteriores en la Ecuacién (1.70), se obtiene el flujo buscado como

’/T(l3

@F(ABC) = *H 5

entendiéndose que se refiere al flujo a través de la superficie conica desde la cara de detréds hacia
la cara de delante de la Figura 1.13.

1.13 Determinar el flujo del campo vectorial F = zy?zu, + y®zu, + (2% + y? — 2y22%)u, a través del

trozo de paraboloide z = 1 — 22 — y? sobre el plano XY, como se muestra en la Figura 1.14(a).
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1.14

@

Figura 1.14. (a) Trozo de paraboloide sobre el plano XY (b) Construccién para la resolucién del
problema.

Resolucion

Puesto que la superficie no es plana, el cdlculo directo del flujo es complicado, y de nuevo es
conveniente recurrir al teorema de la divergencia. Cerrando la superficie con el disco B contenido
en el plano XY [Figura 1.14(b)], podemos escribir

Pp(S) = @r(P) + ®r(B),

de donde S es la unién del paraboloide P y el disco B, y donde los vectores elemento de area
deben tomarse segin se indica en la Figura 1.14(b).

Pp(P) =Pp(S) — Pr(B). (1.71)

Para el primer flujo, del teorema de la divergencia [Ecuacién (1.22)], se tiene

@F(S):]{F.dS:/v.FdV:O,
S \%

(donde V es el volumen encerrado por el paraboloide y el disco) ya que V - F = 0. Para el flujo
a través de el disco, los valores del campo sobre él son F = (22 + y?)u, = p?u, (puesto que
z = 0 en el disco). El elemento de superficie puede tomarse, en coordenadas cilindricas, como
dS = pdpdd(—u,) [Figura 1.14(b)]. El flujo se puede calcular entonces de la siguiente manera:

<I>F(B)—/BF~dS—/01/02Wp2uz-pdpdcb(—uz)——ﬂ-

(\o}

La Ecuacién (1.71) da entonces

Qp(P) =

™
9

En referencia a la Figura 1.12 del Problema 1.10, determinar la circulacién del campo vectorial
F = 22u, + zu, + 5u, a lo largo de la semicircunferencia BC'A de radio 2.

Resolucion

Para el célculo de una circulacién, puede utilizarse en ocasiones el teorema de Stokes [Ecuacién
(1.23)]. Si como en el problema anterior, cerramos la curva por medio del segmento AB, podemos
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1.15

escribir por el teorema de Stokes,

Wp(BCAB) = 7{

F-dlz/(VxF)-dSz—%,
BCAB S

donde S es el semidisco delimitado por BCAB. Dado el sentido de circulacion, el flujo debe
calcularse en el sentido del eje X positivo. El resultado de la integral se ha escrito directamente
porque el flujo de VX F = —u,+2zu, a través de S con la misma orientacion ya ha sido calculado
en el Problema 1.10.

Por otro lado, podemos también escribir Wrp(BCAB) = Wrp(BCA) + Wg(AB), de donde la
circulaciéon buscada vale

Wr(BCA) = Wi(BCAB) — Wp(AB) = —21 — Wr(AB). (1.72)
Para Wg(AB) tenemos

B B B
WF(AB):/A F-dl:/A (z2uw+zuy+5uz)~dyuy:/A 5u, - dyu, =0.

ya que en el segmento AB, dl = dyu, y z = 0. De la Ecuacién (1.72), obtenemos la circulacién
buscada como

Wr(BCA) = —2r .

Las curvas AB, BC' y C'A de la Figura 1.15 estan
contenidas en los planos XY, YZ y ZX respectiva-
mente. Se considera un campo vectorial cuyo rota-
cional viene dado por V x F = au, + bu, + cu.,
donde a, b y ¢ son tres constantes. Obtener la rela-
cién que deben cumplir las dreas S;, Sy, y S, para
que la circulacién de F a lo largo de ABC A sea nula.

Resolucion

Utilizando el teorema de Stokes [Ecuacién (1.23)],1a  Figura 1.15. Las superficies S;, Sy y 5.
circulacién de F a lo largo de ABC A puede escribirse  estdn contenidas en los planos coordenados.
como

Wr(ABCA) = 7{
ABCA

siendo S cualquier superficie que tenga por contorno ABCA. Si elegimos la superficie formada
por Sz, Sy vy Sz,

F-dlz/VxF-dS7
s

Wp(ABCA)

/ (aug + buy + cu,) - dS
Sa+Sy+5=

/S (aug + buy + cu,) - dSu,

+ / (aug + bu, + cu;) - dSu,
s

v
+ / (auy +buy + cu;) - dSu,,
S
donde, de acuerdo con el sentido de antihorario de circulacién los vectores elemento de drea dSu,,

dSu, y dSu, de las tres superficies S5, Sy y S, respectivamente, han sido tomados en el sentido
positivo de los ejes coordenados. El cédlculo de los tres flujos da la circulaciéon como

Wr(ABCA) = aS, + bS, + cS. .
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1.16

1.17

Para que la circulacion sea nula, las dreas deben entonces verificar la relacion

aSy +bS, + ¢S, = 0.

Para un campo escalar U = U(r) cuyo valor sélo depende de la distancia r a un punto O, demostrar
que su laplaciano puede calcularse como d?U/dr? + (2/r)(dU/dr).
Resolucién

El laplaciano de un campo escalar U estd definido por la Ecuacién (1.35) como la divergencia
de su gradiente, V - VU. Asi pues, haciendo uso de la Ecuacién (1.66) del Problema 1.3 para el
gradiente de un campo escalar que s6lo depende de r, podemos escribir

_ dU _ dU rx y z

Utilizando ahora la Expresién (1.16) de la divergencia en coordenadas cartesianas, obtenemos,

0 (dU x 0 (dUy 0 (dU z
AU_&U((#r)+(9g/(tﬁr)+<9z<Mr>’

o, haciendo uso de la regla de la derivada de un producto,

0 (ldU) 1dU 0 <1dU> 1dU 0 <1dU> 1dU
AU = — — |z — - — — |z 4+ -—
ox r dr

rdr ;dr+8y ;der@ rdr rdr’

Teniendo ademds en cuenta que 0f(r)/0x = [df (r)/dr](0r/0x) = [df (r)/dr](z/r) (andlogamente
para las otras dos derivadas parciales), la expresién anterior se transforma en

ap 4 (LAUY S e B0 d (14U | 34U
~dr \r dr r rdr  dr \rdr rdr’
Operando se obtiene finalmente
d’U  2dU
AU = — + ——
v dr? = rdr’

como se queria demostrar. Notese que las expresiones alternativas

1 d? 1d [ ,dU
—rdrz““U)—rzdr(r d)

arrojan el mismo resultado, como puede comprobarse al realizar las derivadas. Este problema
demuestra la Expresién (1.52) para el laplaciano en coordenadas esféricas en el caso particular
de que el campo escalar sélo depende de la coordenada radial r.

AU

Estudiar el caricter conservativo del campo vectorial F = yu, + z%u, + zu..

Resolucion

Basta calcular, a partir de la Ecuacién (1.19), su rotacional,

u; uy u,

o o0 0
Yy ox 2z

Por no ser nulo, el campo considerado no es conservativo.
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1.18

1.19

Considérese un campo vectorial F constante. Demostrar que su circulacién a lo largo de una curva
cerrada es nula.

Resolucién
Es ilustrativo resolver el problema de tres formas distintas.

(a) Si F es constante, el cdlculo directo de la circulacién da,

fF-dl:F-j{dlzo,

ya que la suma vectorial de todos los desplazamientos infinitesimales dl a lo largo de una curva
cerrada es el vector nulo. (Nétese, por el contrario, que la integral § Fdl = F § dl, que apare-
cera frecuentemente en electromagnetismo, no vale cero, sino F L, siendo L la longitud de la curva
cerrada.)

(b) Haciendo uso del teorema de Stokes [Ecuacién (1.23)], y si S es una superficie que limita a la

curva cerrada, se tiene,
?{Fdl:/VXF-dS:O,
s

(¢) Como F es constante, es conservativo (V x F = 0). Por tanto su circulacién a lo largo de
cualquier curva cerrada es nula.

puesto que V x F = 0.

En referencia a la Figura 1.13 del Problema 1.12, calcular la circulacién del campo vectorial F =
U, — auy + zu, a lo largo del cuadrante de circunferencia C'A.

Resolucion

Antes de intentar el cdlculo directo de una circulacion, es conveniente estudiar si el campo vectorial
dado es conservativo, en cuyo caso la circulaciéon puede calcularse como la diferencia de valores
de potencial entre el punto inicial y final [Ecuacién (1.65)], si la determinacién del potencial es
factible.

El célculo del rotacional de F resulta en

u, u, u,

vxr=| L 2 00
Ooxr Oy 0z
r —a z
y por tanto F es conservativo. El potencial puede calcularse por integracion del siguiente modo.
La relacion VV = —F en componentes cartesianas se escribe como
°)% oV 1%
Ox T Oy T 9z (1.73)

Integrando, por ejemplo, la primera Ecuacién en (1.73), se tiene

CC2

V=-3 +a91(y, 2),

faltando por determinar la funcién ¢ (y, z). Pero derivando la relacién anterior respecto de y e
introduciéndola en la segunda Ecuacién en (1.73), se obtiene dg1(y, z)/0y = a, de donde

91(y, 2) = ay + g2(2),



22 Capitulo 1. Teoria de campos
faltando ahora por determinar go(z). Derivando la relacién anterior respecto de z y introduciéndo-
la en la tercera Ecuacién en (1.73), se obtiene dgs(z)/dz = —z, de donde
2
z
92(2) = 5 T
Reuniendo los resultados anteriores, el potencial buscado resulta ser
2 2
V((E,y,Z):—%—‘r(ly—%—‘rC, (174)
donde ¢ es una constante arbitraria. De hecho, para todo campo vectorial conservativo, existen
infinitos potenciales que difieren entre si en una constante arbitraria.
La circulacién de F entre C' 'y A a lo largo del cuadrante de circunferencia puede ahora
calcularse, segtin la Ecuacién (1.65), como
A
/ F-dl=Vo—-Vyu,
c
y puesto que (x,y,2) = (0,0,a) en C, y (z,y, 2) = (a,0,0) en A, obtenemos de la Ecuacién (1.74),
A 2 2
/ F.dl= (a+c) - <a+c> ,
o 2 2
es decir,
A
/ F-dl=0.
c
1.20 En un punto r( del espacio, se sabe que la derivada direccional negativa de mayor valor absoluto tiene
lugar en la direccidén de cierto vector s. Determinar la relacién entre el valor de dicha derivada vy el
vector gradiente en el punto ry.
Solucién: [dU(ro)/ds]s/s) = —|VU(ro)l.
1.21 Demostrar que el vector unitario normal a una superficie definida por U(r) = cte estd dado por
n=VU/|VU]|.
Como aplicacién, calcular el vector unitario normal al paraboloide » = (2% + y2)/2.
Solucién:
_ (xuz + yuy — uz)
372 +y2 +1
1.22 Obtener la integral de volumen del campo escalar
2 2 2 y?
U = —_—
(z°+y"+2 )x2+y2

sobre la esfera de radio R centrada en el origen. Sugerencia: utilice coordenadas esféricas.
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1.23

1.24

1.25

1.26

1.27

1.28

1.29

Solucién: TR°.

Determinar la divergencia y el rotacional de los siguientes campos vectoriales: (a) F = sen(r - r)r, (b)
F =exp(r-r)r.

Solucién: (a) V-F =3sen(r-r)+2r-rcos(r-r), VxF=0.(b) V-F=(3+2r r)exp(r- r),
VxF=0.

Demostrar que cualquier campo vectorial cuyo valor sélo depende de la distancia a un punto es
irrotacional.

Dado el campo vectorial F = r + r x a, donde a es un vector constante, calcular su circulacién a lo
largo de una recta que parte del origen y tiene longitud unidad.

Solucién: 1/2.

Calcular la circulacién del campo vectorial F = yu, —
ru, a lo largo de la semicircunferencia de la Figura
1.16, entre los puntos A y B.

A

Solucién: 4m.

Figura 1.16. Semicircunferencia AB.

Determinar el flujo del campo vectorial u, X r a través de cualquier superficie cerrada (a) directamente,
(b) haciendo uso del teorema de la divergencia.

Solucién: 0.
Determinar el flujo del vector de posicion a través de la superficie lateral de un cilindro de radio R,

longitud L, y cuyo eje coincide con el eje z, (a) a partir de la definicién de flujo, (b) utilizando el
teorema de la divergencia.

Solucién: 27 R?L.

Obtener el flujo del rotacional del campo vectorial F = (322 + y)u, + 3zyu, + (zy + z)u, sobre la
superficie del paraboloide z = 22 4 y2 por encima del plano XY

Solucién: —.






CAPITULO

ELECTROSTATICA

En este capitulo se presentan los conceptos empiricos de carga eléctrica y de fuerzas entre cargas
eléctricas en reposo, empleandose los elementos matematicos del Capitulo 1 para introducir y
desarrollar los conceptos de campo y potencial eléctricos, para el caso en que los fenémenos
no dependen del tiempo. Aunque es la méas simple de las situaciones del electromagnetismo,
su comprensién resulta imprescindible tanto para explicar muchos de los fenémenos naturales e
industriales, como para abordar los modelos electromagnéticos méas complicados, que se veran en
capitulos posteriores.

RGA ELECTRICA

Al igual que la masa caracteriza los fenémenos de interaccién gravitatoria, la carga eléctrica q
caracteriza las interacciones electrostaticas, existiendo dos y sélo dos tipos de cargas eléctricas,
conocidas como positiva y negativa. La carga eléctrica neta de un cuerpo es la suma de las cargas
positivas y negativas del mismo, de modo que cuando un cuerpo presenta electrizaciéon positiva
la suma de cargas positivas en él excede la suma de negativas, presentando electrizacién negativa
en caso contrario. Si la suma de cargas positivas y negativas es nula se dice que el cuerpo es
eléctricamente neutro.

También es un hecho experimental observado en todos los procesos de la naturaleza que la
carga no puede crearse ni destruirse, lo que se conoce como principio de conservaciéon de la
carga: en cualquier proceso que se realiza en un sistema aislado, la carga neta o total no cambia.
En el Sistema Internacional de unidades (SI), la unidad de carga eléctrica es el culombio (C).!

Considérese ahora una distribucion continua de carga de volumen V. Se define en el mismo
un diferencial macroscdpico, de volumen dV', como un volumen infinitesimal desde un punto de
vista macroscopico, pero suficientemente grande desde el punto de vista microscépico como para
contener un numero elevado de constituyentes elementales (dtomos, moléculas). Calculando la
carga contenida en el mismo, se puede entonces definir una funcién de densidad de carga, que
caracterice una distribucién continua y que permita determinar por integracién su carga total. Se

LEl culombio puede definirse en funcién de la unidad fundamental e (carga del electrén) por 1 C = 6,25x 1018 ¢ .
Normalmente se define a partir de experimentos magnéticos como se detallara en el Capitulo 5, los cudles permiten
definir la unidad de corriente eléctrica llamada amperio (A) y a partir de ella el culombio: si por un alambre
circula una corriente de 1A, la cantidad de carga que fluye por un punto del alambre en 1s es 1C.

25
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define asi la densidad volumétrica de carga (p) por

i 24 _ dq (2.1)

p= i XV Eav

que representa la carga por unidad de volumen en cada punto. Su unidad en el SI es Cm~3. La
carga total gy en el volumen V se obtiene como

qv = /VpdV. (2.2)

Si la carga solo se distribuye sobre una superficie S, se define la densidad superficial de carga

o Como
. Ag _ dq

= lim —=—,

As—o0 AS  dS
que representa la carga por unidad de superficie en cada punto. Su unidad en el SI es Cm~2. La
carga total gg en la superficie S se obtiene como

o (2.3)

gs = /S odsS . (2.4)

Si la distribucién de carga estd distribuida en un hilo L, puede definirse asimismo la densidad
lineal de carga A como
. Ag _dq
A= lim =

A0 Al dl’ (2:5)

que representa la carga por unidad de longitud en cada punto. Su unidad en el SI es Cm~'. La
carga total gy, en el hilo L se obtiene como:

a = /L Al . (2.6)

Un caso de distribucion de cargas eléctricas de particular interés se tiene con dos cargas iguales y
de signo contrario, separadas una pequena distancia, lo que se conoce como un dipolo eléctrico.
Este tipo de distribucién puede tenerse no sélo en el caso de dos cargas puntuales, sino también
y como se verd en el Capitulo 3 debido a distribuciones de carga mas complejas, en las cuales los
centros de la carga negativa y de la carga positiva cumplan las caracteristicas indicadas para el
dipolo eléctrico.

El dipolo eléctrico se caracteriza por su momento dipolar eléctrico, expresado por

p=qd, (2.7)

siendo d el vector de médulo igual a la distancia de separacién entre la cargas y dirigido de la carga
negativa a la positiva. La unidad en el ST es el Cm. Es de especial interés el caso en que la distancia
d tiende a cero (es muy pequena comparada con el resto de dimensiones del problema) forméndose
un dipolo puntual, sin carga neta ni extension en el espacio, pero caracterizado completamente
por su momento dipolar?. Un caso de dipolo puntual es el de las moléculas polarizadas, de carga
neta nula y tamano despreciable, pero con momento dipolar no nulo.

2.2. LEY DE COULOMB

Las diversas observaciones realizadas en el siglo XVIII por Coulomb y otros cientificos permiten
establecer que la fuerza entre dos cargas eléctricas en reposo tiene las siguientes caracteristicas:

2El célculo del campo y el potencial eléctricos creados por un dipolo se propone en el Problema 2.23.
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= Dos cargas puntuales ejercen entre si fuerzas que actian a lo largo de la linea que las une
y que resultan ser inversamente proporcionales al cuadrado de la distancia de separacion.

= Las fuerzas entre ellas son proporcionales al producto de las cargas.

= Las fuerzas son repulsivas si las cargas son de igual signo y atractivas si las cargas son de
signo opuesto.

La expresién matemaética de la fuerza se conoce como ley de Coulomb:
qq’ r—r’
r—r/]2 [r—1'|’

F (2.8)

q =
que expresa la fuerza ejercida sobre la carga ¢ situada en r (Figura 2.1) debido a la accién de la
carga ¢', en r’, siendo k una constante conocida como constante de Coulomb.

La fuerza F sobre la carga ¢’ debido a la carga ¢ es el
vector —F,. La Ecuacién (2.8) suele expresarse en ocasiones
de manera mas sencilla como

F, kqu : (2.9)

siendo d = |r — r’| la distancia entre las cargas y u = (r —
r’)/|r —r’| el vector unitario en la direccién y sentido de ¢’ a

q.

El valor de la constante k& depende del sistema de unidades

escogido. En el ST su valor es Figura 2.1. Fuerzas entre cargas.

1
k= = 8,9875 x 10°N m?/C? ~ 9 x 10° N m?/C? .

47T€()
(2.10)
siendo € la permitividad eléctrica del vacio (o del espacio libre) de valor

c0 = 8,8542 x 10712 C? /N m? . (2.11)

La aplicacién sucesiva de las Ecuaciones (2.8) o (2.9) conduce a la expresién siguiente para la
fuerza resultante sobre una carga ¢, de vector de posicion r, debido a la presencia de N cargas

puntuales:
N

N
4;
j 2.12
qz R |r—rj| Z 7T80d2 ’ (2.12)

siendo d; = |r—r,| la distancia entre la carga j-ésimay ¢, y u; = (r—r;)/|r—r;| el vector unitario
en la direccién y sentido de g; a ¢. El hecho de que la fuerza resultante sea la suma de las fuerzas
individuales se ha constatado experimentalmente y se denomina principio de superposicion
de las fuerzas electrostaticas.

Una distribucién de carga continua puede considerarse co-
mo un conjunto de cargas puntuales de valores d¢’ = pdV’
(Figura 2.2). Por tanto, esta distribucién ejerce una fuerza so-
bre ¢ de vector de posicién r, dada por

q pr—r'
F,= dv 2.13
17 dmeg /V, r—r/|2 |r—1'| ’ (2.13)

expresion en la que p = p(r’) es una funcién de la posicion,

y la integral sustituye a la suma del caso discreto [Expresién

(2.12)]. Ecuaciones andlogas se obtienen en el caso de que la Figura 2.2. Fuerza debida a una
distribucién continua de carga.
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carga estuviera distribuida en una superficie o una linea. El
vector r ' representa la posicién de cada uno de los diferenciales de volumen dV’ para los que
estd definida la funcién de densidad.

La ley de Coulomb y el principio de superposicién son considerados como los dos principios
bésicos de la electrostética.

2.3. CAMPO ELECTRICO

En todas las expresiones obtenidas en el apartado anterior para la fuerza sobre una carga de
referencia ¢ en reposo debido a la presencia de otras cargas, se observa que dicha fuerza es
proporcional a la carga testigo gq. Puede asi definirse, en cada punto del espacio, una magnitud
independiente de la carga testigo

E=—, (2.14)

q

denominada campo eléctrico o electrostético®. El campo eléctrico en cada punto del espacio
es, por tanto, la fuerza por unidad de carga que actiia sobre una carga testigo? en reposo colocada
en dicho punto. Al igual que dicha fuerza, tiene cardcter de campo vectorial. La unidad de campo
eléctrico es newton/culombio (NC~1).

La Expresién (2.14) puede aplicarse a las ecuaciones de la seccién anterior y obtener asi las
diferentes expresiones del campo eléctrico. Los puntos del espacio en donde existen cargas ¢
creadoras de campo se les denomina puntos fuente y se les asigna un vector de posicién r’.
Asimismo los puntos en los cudles se desea determinar el campo eléctrico se les denomina puntos
campo y se les asigna un vector de posicién r. Asi, aplicando la ley de Coulomb [Expresiones (2.8)
0 (2.9)], el campo debido a una carga puntual ¢’, de vector de posicién r’, resulta ser

q/ r—r' q/

E(r) = = 2.15
) dreglr — /|2 |r — 1’| 47r50d2u’ (2.15)

siendo r el vector de posicién de un punto campo P, d = |r — r’| la distancia de la carga ¢’ al
punto P y u el vector unitario dirigido del punto fuente al punto campo. El campo debido a un
conjunto de N cargas puntuales ¢; en posiciones r; es, de la Ecuacién (2.12),

q; r—ry
E(r)= E E j 2.16
() ot dreolr — 12 v —r;| 47T80d2 ’ (2.16)

siendo d; = |r —rj| la distancia de la carga j-sima a P, y uj = (r —r;)/|r —r;| el vector unitario
en la direccién y sentido de g; a P. Y para una distribucién continua de cargas, de la Ecuacién

(2.13), se obtiene
1 p r—r’
E(r) = av’. 2.17
(x) 47r50// r—r/|?2 |[r —r/| (2.17)

En las expresiones anteriores r representa el vector posicién del punto donde se calcula el campo
(punto campo) y rj o r’ el vector posicién de una cualquiera de las cargas o de los diferenciales de
carga (punto fuente). El vector r —r’ o r —r; que aparece en las expresiones no es sino el vector
que va desde cada uno de los puntos fuente al punto campo, y su médulo representa la distancia
entre ellos. La suma o la integracion se realiza sobre la carga total: la variable, por tanto, no es
r, sino r; o r’, siendo p también variable.

3Existen muchos fenémenos en los cuales el campo eléctrico depende del tiempo, como se verd en capitulos
posteriores, y conviene entonces hacer referencia al término campo electrostatico cuando se quiera resaltar la
independencia respecto al tiempo de los fenémenos que se estudian. En electrostdtica, ambos conceptos coinciden.

4La carga testigo debe ser suficientemente pequefia (matemdticamente ¢ — 0) para que no altere el campo
eléctrico debido al resto de cargas.
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De las Expresiones (2.16) y (2.17) se extrae el principio de superposiciéon del campo
electrostatico: el campo creado por un conjunto de cargas es igual a la suma de los campos
producidos independientemente por cada una de ellas. Esta idea de superposicién es la que de-
be tenerse presente en el momento de calcular el campo creado por una distribucién de carga
cualquiera, debiéndose escoger las coordenadas que resulten mas adecuadas para cada ocasién.

El célculo de la fuerza que actia sobre una particula cargada ¢ cuando se introduce en una
regién en que existe un campo eléctrico E es inmediata a partir de la Ecuacién (2.14) de definicién
del campo eléctrico:

F=¢4E. (2.18)

2.4. POTENCIAL ELECTROSTATICO

En el Capitulo 1 se vio que que si el rotacional de un campo vectorial se anula, entonces dicho
campo es conservativo. De acuerdo con las Expresiones (2.15)-(2.17) el rotacional del campo
electrostatico creado por cualquier distribucién de carga en reposo es nulo®

VxE=0, (2.19)
y por tanto, deriva de un potencial, es decir,
E=-VV. (2.20)

De la expresion anterior y teniendo en cuenta la relacién entre E y F, se deduce que el potencial
V representa la energia potencial por unidad de carga,

V(r) = Byr)/q. (2.21)

La unidad de potencial en el SI es julio/culombio, a la que se da el nombre de voltio (V). A partir
de esta unidad, resulta en ocasiones 1til expresar la unidad de campo eléctrico como voltio/metro
(Vm~1).

Si se tiene en cuenta la Expresién (2.15) del campo E creado por una carga puntual, puede
calcularse el potencial electrostatico en un punto P cualquiera del espacio, de vector posicién
r, debido a una carga puntual situada en r’ a partir de la Expresién (2.20), resultando

!

q
47T€0d

V(r)= +c, (2.22)
siendo d = |r — r’| la distancia de la carga ¢’ al punto P. Para que en la expresién no aparezca
la constante de integracién ¢, se toma como referencia de potenciales el infinito (Voo = 0) y asi se
tiene que para r = 0o, V' = 0, y por tanto ¢ = 0. Debe observarse que V es un campo escalar que
depende de la distancia entre la carga que crea el campo y el punto objeto de estudio.

En el caso de una superposicién de campos, también se verifica que el potencial del campo
total es la suma de los potenciales de cada campo individual, hecho que se conoce como principio
de superposicion de potenciales. Asi, para N cargas puntuales el potencial es

L v« 4 Ry
V(r) = J __ — o 2.23
( ) 47T€02|I'71‘j| 471'5()Zdj ( )
j=1 j=1
con dj = |r —r;|. Y para una distribucion finita continua de carga, el potencial es

Vi) = — / )y (2.24)

~ dreo v v —r’|

5En este caso es muy importante resaltar que la palabra electrostdtico no es casual, puesto que si los fenémenos
dependiesen del tiempo, el rotacional del campo eléctrico no se anularia.
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La diferencia de potencial (d.d.p.) entre dos puntos es la circulacién (por cualquier camino)

del campo electrostatico E entre dichos puntos, esto es®,

rp
VA—VB:/ E-dl. (2.25)

A

Suele tomarse el infinito (puntos muy alejados de las fuentes) como referencia de potenciales
(VB = Voo =0), con lo que la Ecuacién (2.25) queda

VA:/ E-dl, (2.26)

A

lo que representa el trabajo necesario para llevar la unidad de carga positiva desde el infinito
hasta el punto considerado.

2.5. LEY DE GAUSS

2.5.1. Forma integral de la ley de Gauss

Del estudio del flujo a través de una superficie cerrada del campo eléctrico creado por una de-
terminada distribucién de carga, se pueden obtener en numerosas ocasiones expresiones para el
campo eléctrico creado por dicha distribucién, a partir de ciertas consideraciones de simetria
geométrica y del campo. Para este estudio es necesario conocer en primer lugar el flujo del campo
creado por una carga puntual y, por aplicacién del principio de superposicién, el resultado puede
extrapolarse a una distribucién cualquiera.

El teorema de Gauss se emplea para determinar el flujo @ a través de una superficie cerrada
del campo eléctrico E creado por una carga puntual q.

El teorema afirma que si V' es una region del espacio suficientemente suave, de frontera 9V
y n es el unitario normal en cada punto a la superficie 9V, entonces, si ¢ ¢ 9V es una carga
puntual, se verifica

0 si g¢V,
.dS
@Ezj{ 4 I (2.27)
ov 4meo T 4 g gev,
€o

en donde r es el vector de origen en ¢ y extremo en cualquier punto de 0V'.

Si se tuviera un conjunto de cargas puntuales o bien una distribucién continua de carga,
considerando el principio de superposicién, se podria aplicar el teorema a cada uno de los campos
por separado, y el flujo total serd la suma de los flujos creados por cada uno de los campos, cada
uno de los cuéles sdlo dependera de que la carga sea interior o no a la superficie considerada. Se
puede generalizar asi el teorema anterior para el caso de una distribuciéon cualquiera de carga de
la siguiente manera,

O :f E.ds = Znt (2.28)
v €o

en donde ¢j,; representa la carga interior a la superficie 0V a través de la cual se calcula el flujo
de E. Este resultado [Expresién (2.28)] se conoce habitualmente como ley o teorema de Gauss.

Este teorema muestra que el flujo del campo eléctrico a través de una superficie cerrada
depende exclusivamente del valor ¢j,¢ de la carga encerrada dentro de dicha superficie. Nétese
que el flujo puede ser nulo ain cuando el campo no sea nulo, como puede comprobarse por la
simple aplicacién de la Expresién (2.15) del campo creado por una carga puntual. Debe observarse
también que el flujo a través de una superficie es el mismo que a través de otra superficie cualquiera

6Obsérvese en la Expresién (2.25) el orden de los limites de la integral, al haberse suprimido el signo negativo.
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que encierre la misma cantidad de carga. Debe insistirse en que el hecho de que el flujo a través
de ambas superficies sea idéntico no implica que lo sea el valor del campo eléctrico en cada una
de ellas. Asimismo, la redistribucién de las cargas dentro de una superficie altera el flujo local
producido por dichas cargas, pero no el flujo total a través de la superficie.

En algunos casos, el teorema de Gauss permite calcular expresiones del campo electrostatico
creado por distribuciones de carga con determinadas simetrias geométricas y eléctricas. Nor-
malmente es posible este cdlculo si se puede escoger una superficie para calcular el flujo (suele
denominarse superficie gaussiana) de modo que el campo eléctrico en cualquiera de sus puntos
tenga el mismo mdédulo y forme un dngulo constante con el vector normal a la superficie, como
se vera en los problemas resueltos.

2.5.2. Forma diferencial de la ley de Gauss y ecuaciones de la elec-
trostatica

La ley de Gauss permite obtener la expresion del flujo de un campo eléctrico a través de una
superficie y obtener, en ocasiones, conclusiones sobre cémo es el campo en ella. Sin embargo el
hecho de tener una expresién integral hace que los resultados dependan de la regién sobre la cual
se estd integrando. Se puede deducir, sin embargo, una ley equivalente, pero en este caso en forma
diferencial, de manera que el resultado pueda aplicarse a cada punto del espacio y no necesite de
un dominio de integracién:

V~E@):Bg2, (2.29)

siendo p = p(r) la densidad de carga en el punto considerado. Esta expresién, que constituye una
de las ecuaciones de Maxwell (Capitulo 10), representa la forma diferencial de la ley de Gauss”,
que junto con la Ecuacién (2.19),

VXxE([r)=0, (2.30)

constituyen las ecuaciones fundamentales de la electrostatica. Si se recuerda del Capitulo 1 que
la divergencia es positiva en los puntos fuente o surgentes y negativa en los sumideros de campo,
se observa que el campo eléctrico nace en los puntos con carga positiva y muere en los puntos con
carga negativa. En el caso de que en un punto del espacio no exista carga eléctrica, la divergencia
es nula.

Combinando el cardcter conservativo del campo electrostatico (E = —VV) con la ley de Gauss
se obtiene el laplaciano del campo electrostatico como

AV(r) = — pr) . (2.31)
€o
Esta ecuacién se conoce como ecuacion de Poisson. En las regiones en que la densidad de carga

sea nula, la Ecuacién (2.31) queda
AV(r) =0, (2.32)

conocida como ecuacion de Laplace.

Las Ecuaciones (2.31) y (2.32) son ecuaciones en derivadas parciales de segundo orden de
un campo escalar (el potencial electrostético) y sus soluciones, a diferencia de las de la ley dife-
rencial de Gauss, son relativamente faciles de obtener. Es posible mediante integracion de estas
ecuaciones, y conocidas determinadas condiciones de contorno impuestas por las distribuciones
de carga, obtener el valor del potencial en problemas particulares. Obsérvese la necesidad de estas
condiciones de contorno y de condiciones materiales (Capitulo 3) cuando se resuelve un problema
mediante ecuaciones puntuales, condiciones que estan ya incluidas, sin embargo, en los problemas
integrales.

"Esta ecuacién es igualmente valida aunque no se estuviera en condiciones estaticas.
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2.1

2.2

PROBLEMAS RESUELTOS

Sobre un disco de plastico de radio R = 10 cm se ha distribuido una carga eléctrica por unidad
de superficie proporcional a la distancia al centro, siendo la constante de proporcionalidad ¢ =
2 uC/m3. Determinar la carga total del disco.

Resolucion

La carga total estd dada por la integral

. /adS, (2.33)

extendida al disco.

La integral puede resolverse directamente en coordenadas polares, tomando como elemento
de area ds = rdrd¢, como la integral doble

R 2m R 27
q = / Urdr/ dqb:/ cr2dr/ do
0 0 0 0

= 2mcR3/3=42x10"°C=| ¢=42nC,

en la que o = cr expresa la proporcionalidad de la densidad de carga con respecto a la distancia
al centro del disco.

Si no se desea emplear integrales multiples, puede resolverse tam-
bién mediante una integral simple, eligiendo adecuadamente el ele-
mento de superficie (Figura 2.3). Este debe escogerse con una unica dj
dimension diferencial, de modo que la densidad sea la misma para to-
dos sus puntos y que al desplazar dicho elemento segin la dimensién
diferencial, recorra la totalidad del disco. Como la densidad superfi-
cial de carga o0 = cr s6lo depende de la distancia r al centro del disco,
es conveniente en este caso tomar como elementos de superficie ani-
llos de radio r y espesor dr, siendo su area dS = 2zrdr. Sustituyendo

en la Ecuacién (2.33) se obtiene . ,
Figura 2.3. Disco cargado

R
q= / cr2mrdr = 2ncR3 /3 = 4,2 x 107°C .
0

Determinar el flujo del campo electrostatico creado por un cubo de lado L, cuya densidad de carga
es proporcional a la distancia a una cualquiera de sus caras, a través de una esfera también de radio
L, siendo el centro de la esfera coincidente con el centro del cubo.

Resolucion

Para calcular dicho flujo, aplicamos la ley de Gauss,

(PE:f E‘dS:qint,
v €0

para lo que resulta necesario determinar la carga interior a la esfera de radio L.

En la Figura 2.4(a), se representa una seccién del cubo por un plano paralelo a una cualquier
de sus caras, pasando por su centro. Puede observarse que, independientemente de cual hubiera
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2.3

(@) (b)

Figura 2.4. Flujo a través de una esfera del campo creado por un cubo: (a) mediante integracién
triple; (b) mediante integracién sencilla.

sido su orientacion en el espacio, la totalidad del cubo cargado se encuentra situado dentro de
la esfera, por lo que la carga interior a la superficie esférica es la totalidad de la carga del cubo.
Si suponemos que la densidad de dicho cubo es proporcional a la distancia a la cara izquierda
del mismo, esto es, p = az, siendo a una constante y x la distancia de un dV a dicha cara, para
calcular la carga hay que resolver la integral

L L oL L L L
Gint :/ pdV :/ / / pdxdydz :/ axdz/ dy/ dz=aL/2 .
v 0o Jo Jo 0 0 0

También podria resolverse como una integral simple, eligiendo un elemento de volumen adecuado
que tenga una unica dimensién diferencial. Para ello puede observarse que todos los puntos a la
misma distancia x de la cara izquierda del cubo tienen la misma densidad. Habrd que escoger
como elemento diferencial aquél en que todos sus puntos tengan el mismo valor de z y tal que al
moverse segin esta coordenada permita recorrer el cubo completo. Se escoge entonces un cuadrado
de lado L paralelo a la cara izquierda del cubo, y se le dota de un cierto espesor dzx, tal como se
observa en la Figura 2.4(b) (se ha representado una seccién como en el caso anterior). El valor
de este elemento de volumen es dV = L%dx. La carga del cubo se calcula como

L
Qint = / pdV = / axL?dz = aL4/2 .
1% 0

El flujo a través de la esfera de radio 2L serd

Dy = Qint al*

€0 280 '

Comprobar si el campo existente en una cierta regién del espacio, dado por E = kz?u, + kyQuy +
10u,, siendo k una constante, representa un campo electrostatico y determinar, en su caso, la
densidad de carga en dicha region.

Resolucion

Para resolver el problema hay que comprobar si dicho campo es conservativo, esto es, si deriva
de un potencial. Para ello se calcula el rotacional de dicho campo,

u; uy u,
90 2020 2ty (L D 0, 0,
Or Oy Oz _(3y10 8zky )um+(azkx 8mlo)uy+(3xky 5‘zky Ju, = 0.

kx? ky? 10

VXE =
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2.4

Al anularse el rotacional en cualquier punto, el campo es conservativo y, por lo tanto, puede ser
un campo electrostético.

Para calcular la densidad de carga en un punto cualquiera de dicha regién, se aplica la ley de
Gauss en forma diferencial [Ecuacién (2.29)]

0 0 o}
‘E = —(ka?) + = (ky?) + =—10 = 2kz + 2ky =
\Y% 8x(x)+8y(y)+8z0 x + 2ky = peg ,
de donde resulta
p = (2kz + 2ky)eo .

Por ejemplo, en un punto P de coordenadas (2, —3,1), la densidad, sustituyendo los valores de
x,, z, seria —2key.

Determinar el campo eléctrico y el potencial creados por un hilo rectilineo de longitud L en un
punto cualquiera a la derecha del hilo y en su eje. El hilo estd cargado con densidad lineal de carga
no homogénea A = ax, siendo a una constante y x la distancia de un punto cualquiera del hilo al
extremo izquierdo del mismo.

Resolucion

Para simplificar las expresiones, se escoge como eje x la direccién del hilo y se toma como origen
de referencia el extremo izquierdo del mismo (Figura 2.5), con lo que un elemento de dicho hilo
situado a una distancia z’ del origen tiene una carga dqg = Adx’ = az’dx’ . Obsérvese que se

—x
— £
L

Figura 2.5. Hilo finito con densidad de carga variable.

denotan con primas () los puntos fuente, en coherencia con las férmulas tedricas explicadas. El
campo en un punto P(z,0) cualquiera del eje creado por un elemento dq’ es

dq’ r—r’ ax'dzr’

dE

- dreglr —r/|? |r — 1’| - dreg(x — )2 Ho -

El campo total se obtiene de aplicar el principio de superposiciéon para todos los elementos de
carga del hilo, esto es, integrando para toda su longitud:

L ! 3.0 L /
az'dx a T
E = = dz' u, .
/0 dreg(x — a')? v 47T50/0 (x —a')? v

La integral se resuelve facilmente con el cambio de variable

-2 =y, —dr’ =dy

resultando

z—L xz—L z—L
— — — 1
E = a/ nydyu;p: ¢ (/ %dy—/ dy)um
dmegy J, Y 4dmeg - Y " Y




Problemas resueltos 35

Y tomando los limites, el campo eléctrico es

a L 41 x—L u
= n .
4meg \x — L T v

Para determinar el potencial se aplica el principio de superposicién, sumando los potenciales
[Expresién (2.22)] creados por cada dg’ en P, tomando como referencia de potenciales el infinito:

v o= /L d __ _a /L T gy = O /x_Lx_ydy
o Admeolr —r'|  dmeg Jo (x—a') dmeg J, Yy
(—emyl " +yli")

a x
= 1 —-L).
v 4meg (Inx—L >

2.5 Determinar el campo y el potencial creado por un hilo de longitud L, que se ha cargado uniforme-
mente con una carga total @), en un punto cualquiera del espacio.

471'50

con lo que

Resolucion

Se define un sistema de coordenadas que permita simplificar los calculos. Se considera, para ello,
como punto campo un punto P cualquiera del espacio y se define el plano formado por el hilo y
dicho punto P, plano al que designaremos por comodidad como plano XY (Figura 2.6). Se toma
como origen de coordenadas uno de los extremos del hilo, haciendo coincidir éste con el eje X,
con lo que las coordenadas del punto P serdn (z,y). El campo eléctrico E estard contenido en el

plano XY.
Y dE
7
P(x,y):_ ...........................................
r
d/
9 1 N g

o | r'=x'i dqg X

Figura 2.6. Campo creado por un hilo finito en un punto cualquiera.

En primer lugar, se expresa el campo creado por un elemento cualquiera dq’ del hilo. La carga
de dicho elemento viene dada por

dg = Mz’ = Zda’
q x Tdr’,
el vector r — r’ viene dado por

r—r' = (z—2")u, +yu,,
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y la distancia del elemento de carga (punto fuente) al punto campo es
d=r—r'|=+/(x —2')2 +y2.

El valor del campo eléctrico creado por dq’ en el punto P es

dq’ r—r’ 1 Az (z—2")uy +yuy

dE(r) = =
() dreplr — /|2 |r —r'|  dmweg d? d

El campo total se obtiene, de acuerdo con el principio de superposicién, sumando las contri-
buciones de todos los elementos dg, esto es, aplicando la Expresién (2.17) del campo para una
distribucién continua de carga,

E— 1 / Mz (x — 2" )u, + yuy
 dmeg J, d2 d '

Para resolver la integral, es conveniente introducir el angulo 6 de la figura,

_ / _ !
r—e , sen@zy, cot@zx x ,
d d Y

cosf =

con lo que, derivando la ultima de las expresiones, resulta

W i
sen20 oy

Sustituyendo en la integral dz’ y d, se tiene entonces

A dz’ dz’
E = Treg </Ld2c059ux+/Ld25en9uy>

B A /Sen26‘ do cos 0l +/sen29 do sen fu
" dmeg \Jp y? sen2 Y R PR sen2g Y Y

A 05 05
= / cos 0dfu,, + / sen fdou,
dmegy 0, 0. ’

i

= 47202/ ((senfy — senb;)u, + (cos; — cosbs)uy)

Volviendo a las coordenadas cartesianas y expresando el resultado en funcién de los datos, se
obtiene

_ Q Y _ Y T L—z
E_47TE()Ly [<\/(L—x)2+y2 \/x2+y2>um+ <\/.1‘2—|—y2+ \/(L—x)2+y2>uy‘| .

Un caso de particular interés se tiene si el hilo comienza en O y es muy largo (hilo semiinfinito)
con densidad A. Si se estudia el caso en que el punto P esté sobre la vertical por O al hilo, esto
es, P(0,y) se tiene 0, = /2 y §; = m, obteniéndose

= 47r60y(—uw +u,) .

También es especialmente interesante el caso de un hilo infinito (muy largo) para el que 6; =0y
0y = 7, en cuyo caso el campo resulta ser

A
= u
2megy

y -
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Para el cdlculo del potencial en el punto P, se aplica la Expresién (2.24) del potencial de una
distribucién continua de carga, considerando como referencia de potenciales el infinito:

V_l/dq’_)\/d:v’_)\/L da’
Cdmeg Jolr—x!|  dmeg Jp d o 4Aweg )y V=242

La integral anterior es inmediata, obteniéndose

Q r—a|"_ Q , ’
V=- Arsh = ln<x—x+ m—x’2+y2>
dmegL ¥l dmegL ( ) I
Y tomando los limites
Q z+ /2?42 A T+ /2?4 y?

V: n = n .
dneol x— L+ +\/(wx —L)2+y2 4meo x— L+ +/(x — L)+

En el caso de nuestro problema inicial, esto es, del hilo finito, se podria haber procedido de manera
inversa, calculando en primer lugar el potencial, y, a posteriori, el campo eléctrico® a partir de
E = -VV = —(0V/dz)u, — (0V/dy)uy, esto es, derivando parcialmente respecto de = e y. Si
quisiéramos aplicar este procedimiento para hallar el campo E de un hilo muy largo existe una
dificultad. En efecto, si calculamos el potencial para esta distribucién de carga obtenemos que,

3 A T+ \/x2 + 3?2
lim In — 00
L—»oo471'€0 «T—L"f‘*/((E—L)z—i—yQ

De este modo, no es posible hallar el campo a partir de este potencial. La razén de que se haya
obtenido un potencial infinito radica en que no puede asegurarse la convergencia de dicho potencial
para distribuciones de carga que se extienden por una regién infinita del espacio. Por ello, para
encontrar el campo, deberia calcularse primero el potencial del hilo de dimensiones finitas, su
gradiente y, posteriormente, hacer tender la longitud a infinito (véase el Problema 5.10).

2.6 Determinar el campo y el potencial en un punto cualquiera del espacio para (a) una bola de goma
de radio R cargada con una densidad uniforme p y (b) una bola de metal de radio R cargada con
una densidad superficial uniforme o.

Resolucion

(a) Para resolver el problema se considera una superficie gaussiana esférica 9V (Figura 2.7),
concéntrica con la esfera cargada y de radio tal que la superficie pase por el punto P en que desea
calcularse el campo.

Dado que en numerosas ocasiones, o bien el dato del problema es la carga total @) de la esfera
o bien se pide expresar los resultados en funcién de ella, se va a comenzar determinando dicha
carga total,

4
QZ/ pdV = pV = —7R3p .
v 3
Si el dato del problema hubiera sido @, la densidad se obtiene despejando en la expresién anterior:

Q _ 3@

V ~ 4rR3 "

8Debe tenerse precaucién con este método de calcular el campo, que sélo puede aplicarse sin riesgo si es conocido
el potencial en todo punto del espacio.
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E ds

Figura 2.7. Superficies gaussianas para una esfera cargada.

De la simetria de la distribucién de carga, el campo eléctrico en cualquier punto de la superficie
gaussiana serd radial, con sentido hacia el exterior (suponiendo que la esfera estd cargada positi-
vamente) y con el mismo médulo en todos los puntos de la superficie?. Supéngase en primer lugar
que r > R, como en el punto P de la Figura 2.7. El flujo a través de la superficie gaussiana es

¢>E=]{ E-dS:% EdS=FE ¢ dS = FE4rr?,
ov ov oV

siendo 47?2 el 4rea de la superficie esférica de radio r. Y aplicando la ley de Gauss, se obtiene
que dicho flujo es
O — Gint _ 47TR3P _ Q
E=—T=———=—.
&N 350 o

Igualando las dos expresiones para el flujo y despejando se obtiene el campo para un punto exterior
como el P,

pR? Q

FE ==
(r2R) = 32072~ dmegr2

expresion que coincide con el campo que crearia una carga puntual @ situada en el centro de la
esfera. De hecho el campo creado por una carga puntual, conocido a partir de la ley de Coulomb,
puede calcularse aplicando la ley de Gauss a una superficie esférica cualquiera de centro en la
carga.

Para conocer el campo en un punto P’ (Figura 2.7) interior a la superficie de la esfera cargada,
el procedimiento es el mismo, construyendo una superficie esférica concéntrica de radio r que pase
por dicho punto. La expresion del flujo a través de la superficie de radio r es la misma, pero como
ahora es r < R, la carga interior a la superficie gaussiana varia. Se tiene asi que

@E _ Gint _ 471'7"3,0
o 380

y entonces, de ® = E4mr?, se obtiene el campo para un punto interior como el P/,

B = P QT
(TSR)_3€0_47T€0 J:f‘3

9Para comprobar esto, puede considerarse el campo en un punto creado por un elemento dg cualquiera y su
simétrico respecto al didmetro que pasa por el punto considerado. Las componentes tangenciales de uno y otro son
opuestas, quedando como resultado un campo radial.
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Uniendo ambos resultados y expresdndolo vectorialmente resulta

Q r or .
m ﬁur = 376011T s1 T S R s
E =
Q _ PR’ .
Ameor? Ur = 3eor? ur siorz R

siendo u, el vector unitario en coordenadas esféricas. El campo en un punto de la superficie de
la esfera puede calcularse mediante cualquiera de las dos expresiones, haciendo r = R:

B .9 . _ PR
(r=F) 47T€0R2 " 380 "

Para determinar el potencial de un punto cualquiera, se cal-
cula la diferencia de potencial entre dicho punto y el infinito,
de potencial cero. Para un punto exterior como el P se tie-
ne, al hacer la circulacién del campo entre dichos punto y el
infinito (Figura 2.8), que

Ve — Ve = Vp :/ E-dlz/ E(vsmydr

P
00 3 3 |
= / i dr = — —pR
3607“2 3807” r
Y por tanto
_ PR Q

Vp

3egr  4meor

Para un punto interior como el P’ resulta que, al circular el
campo eléctrico hasta el infinito, las expresiones del campo
son diferentes segiin se esté en el interior o en el exterior de
la esfera. La diferencia de potencial se obtiene de

Figura 2.8. Potencial de una esfera
cargada.

oo R 0o
Vp/ — Voo = VP/ = / E-dl= / E(TSR)dT + / E(TER)dT
/ T R

R

/Rprdw/w PR | pRETp(R %) | PR
r 360 R 3607“2 660 r 3507“ R 660 350
El potencial resulta ser
P 2 2 Q (BR*—r?)
Vpr = —(3R* — = —.
P 680( " ) 87T€0 RS
Uniendo ambos resultados,
Q (BR*-1?) P 2 2 .
—— = — (3R - 3 <R,
87T€0 R3 660( " ) ST
V =
Q pR? .
= >R.
dmegr 3eor =

(b) En el caso de que la esfera esté cargada con densidad superficial uniforme, se procede como
en el caso anterior, dado que la simetria del problema es andloga. Las superficies gaussianas a
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considerar para resolver el problema son las que se indicaron entonces, reflejadas en la Figura 2.7.
En este caso la carga total de la esfera es

Q:/O’dS:US:U47TR2.
S

El flujo a través de la superficie esférica de radio r es, andlogamente al caso anterior

Oy = Fdmr? .
Aplicando la ley de Gauss a un punto exterior P (r > R) se obtiene que
Gint 47TR20 Q
(bE = = = —
€0 €0 €0

Despejando se obtiene que, para un punto P exterior el campo es

> _ oR? o Q
>R = 02 T dpegr?

idéntica expresién en funcion de la carga total ) que en el caso de una esfera uniformemente
cargada en su volumen. Sin embargo, para un punto interior P’ (r < R) la ley de Gauss para el
flujo indica que

(I)E: Qint :07
€0

al no existir ninguna carga interior a una superficie esférica de radio r < R, por estar toda ella
concentrada en la superficie de la esfera metélica, lo cual implica que

Eq <ry=0.

Debe observarse que el teorema de Gauss no puede aplicarse a los puntos situados exactamente en
la superficie de la esfera, dado que en este caso las cargas estarian justo en la superficie gaussiana,
incumpliendo una de las condiciones del teorema.

Uniendo ambos resultados y expresandolo vectorialmente resulta:

0 si T<R,
E= Q oR?
uy = ——u, si r>R
dregr? gor? ’

siendo u, el vector unitario en coordenadas esféricas.

Dado que el campo en el exterior de la esfera es el mismo que en el caso de la esfera unifor-
memente cargada en volumen y que se toma como referencia el infinito, el potencial es también
el mismo para puntos exteriores. En el caso de puntos interiores, puesto que el campo es nulo en
dichos puntos, el potencial no varia y tiene el mismo valor que en la superficie de la esfera. Por

tanto,

R
@ = It & oy <R,

47T50R €0

V =

oR?
@ = si r>R.

dmegr eor

Puede representarse graficamente el médulo del campo eléctrico en funcién de la distancia al
centro de la esfera cargada (Figura 2.9). En el caso de una esfera uniformemente cargada en
volumen [Figura 2.9(a)], el campo varfa linealmente con la distancia hasta llegar a la superficie
de la esfera, presentando a partir de este punto una caida con el cuadrado de la distancia, como si
se tratara del campo creado por una carga puntual. En el caso de distribuirse la carga sélo en la
superficie, el campo es nulo hasta llegar a la misma, siguiendo el campo la misma ley para puntos
exteriores [Figura 2.9(b)]. Obsérvese que el campo no tiene por qué ser una funcién continua; si lo
es, en cambio, el potencial.
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2.7

(a) (b)

Figura 2.9. Campo creado por una esfera uniformemente cargada: (a) en volumen, (b) en superficie.

Sea un hilo de cobre muy largo (infinito) cargado con una densidad uniforme A. Determinar el
campo eléctrico en un punto cualquiera del espacio.

Resolucion

Como superficie gaussiana OV, por la simetria del problema!?, se considera un cilindro, de longitud

L cualquiera, con eje en el hilo y de radio r de manera que la superficie pase por el punto P donde
se desea calcular el campo (Figura 2.10).

De la simetria de la distribucién de carga, el campo
eléctrico en cualquier punto de la superficie gaussiana
serd radial (normal a la superficie lateral del cilindro),
con sentido hacia el exterior (suponiendo que el hilo
estd cargado positivamente) y con el mismo médulo en
todos los puntos de la superficie lateral''. El flujo a
través de ella, observando que a través de las bases del
cilindro sera nulo, por ser dS y E perpendiculares, es

@E:% E~dS:/ EdS:E/ dS = E2nrL ov
ov Slat Slat

siendo Sy, la superficie lateral del cilindro. Aplicando 4s
la ley de Gauss se tiene A

i AL
@Ezﬁzi
3] €0

9

de donde, igualando y despejando Figura 2.10. Superficie gaussiana para
A un hilo infinito.

2megr

que muestra que el campo varia inversamente con la distancia al hilo. Esta expresién coincide con
la calculada directamente por integracién en el Problema 2.5.

10La palabra infinito se emplea en la préctica para indicar que el elemento tiene unas dimensiones lo suficiente-
mente grandes y la regién a estudiar lo suficientemente alejada de los extremos, como para que puedan aplicarse
los razonamientos de simetria que se requieren en el célculo.

1 Para comprobar esto, puede considerarse el campo creado en un punto por un elemento dg cualquiera y su
simétrico respecto a la normal al hilo por el punto considerado. Las componentes tangenciales de uno y otro son
opuestas, quedando como resultado un campo radial.
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2.8

Expresandolo vectorialmente, resulta:

AT A
© 2megrr  2meor

u, ,

siendo u,, el vector unitario en coordenadas cilindricas.

El razonamiento seguido para calcular el campo creado por un hilo infinito puede aplicarse
analogamente para calcular el campo creado por una distribucién cilindrica de carga, teniendo
presente las precauciones pertinentes para el cdlculo del campo en puntos interiores a la superficie
del cilindro cargado, de la misma manera que se hizo con la esfera.

Sea una chapa plana, infinita, cargada con una densidad uniforme o. Determinar el campo eléctrico
en un punto cualquiera del espacio.

Resolucion

Como superficie gaussiana 0V, por la simetria del problema, se puede escoger un cilindro recto
(valdria cualquier superficie paralelepipédica), con su eje normal a la chapa y de modo que una
de sus bases, de seccién S cualquiera, pase por el punto P en donde desea calcularse el campo, y
la otra base sea simétrica a la anterior con respecto a la chapa (Figura 2.11). De la simetria de la

E
ds
7 Jov r
ds
Yy |S |
X o

Figura 2.11. Superficie gaussiana para una chapa cargada.

distribucién de carga, el campo eléctrico en cualquier punto de la superficie gaussiana serd normal
ala chapa, alejandose de ella (suponiendo que la chapa estd cargada positivamente) y con el mismo
médulo en todos los puntos de las dos bases del cilindro'2. El flujo a través de 9V, observando
que a través de la superficie lateral del cilindro serd nulo, por ser dS y E perpendiculares, es

@E:% E-dS= EdS + EdS = E2S
ov Bgup Bint

por ser S el drea tanto de la base superior Bg,;, como de la base inferior Bj,¢ del cilindro. Aplicando
la ley de Gauss se tiene:
(I)E _ Gint _ ﬁ ’
€0 €0

12Para comprobar esto, puede considerarse el campo creado en un punto por un elemento dg cualquiera y su
simétrico respecto a la normal a la chapa por el punto considerado. Las componentes paralelas a la chapa de uno
y otro son opuestas, quedando como resultado un campo normal.
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2.9

dado que el cilindro intercepta la misma seccién S de chapa que drea tienen sus bases. Igualando

y despejando:
E_ 7
260

que muestra que el campo es independiente de la distancia a la chapa.

Expresandolo vectorialmente, tomando los ejes coordenados de la figura, resulta

or ()0'
= ——- =sgn(z)—u, =
2eo 1 & 2¢9

si

si

z>0,

z2<0,

siendo (z,y, z) las coordenadas del punto campo.

Sobre una plancha de goma de de espesor h = 1 cm se ha repartido uniformemente carga eléctrica
con densidad volumétrica p = 1,53 nC/m?. Determinar el campo eléctrico y el potencial en puntos
interiores y exteriores a la plancha. (Témese como origen de potenciales el plano central de la

misma).

Resolucion

Como superficie gaussiana 9V, por la simetria analoga a la del Problema 2.8 de un plano infinito,
se puede escoger un cilindro recto con su eje normal a la plancha y de modo que una de sus bases,
de seccién S cualquiera, pase por el punto P en donde desea calcularse el campo, y la otra base
sea simétrica a la anterior con respecto a dicha plancha (Figura 2.12). Se toman dos cilindros
diferentes, uno con las bases exteriores a la plancha y otro totalmente contenido en la plancha,
para distinguir entre puntos exteriores como el P e interiores como el P’, pues como se vers la
expresion del campo no es la misma en los dos casos. Por razonamiento andlogo al caso del plano

E

P

h=1lcm

Figura 2.12. Superficies gaussianas para una plancha cargada.

infinito, el campo eléctrico en cualquier punto de la superficie gaussiana serd normal a la plancha,
alejandose de ella ya que esta cargada positivamente, y con el mismo médulo en todos los puntos
de las dos bases del cilindro. El flujo a través de OV para la superficie que pasa por el punto
exterior P es, observando que a través de la superficie lateral del cilindro sera nulo, por ser dS y

E perpendiculares:

@E:% E-dS:/ EdS+/
av B B

sup

inf

EdS = E2S ,
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por ser S el area tanto de la base superior Bg,;, como de la base inferior Biyt del cilindro. Aplicando
la ley de Gauss se tiene

oy — dne _ IS
€0 €0

Remarcar que la carga interior es el resultado de la interseccién del cilindro con la plancha y no
la totalidad del cilindro, de ahi que aunque el cilindro tenga de altura 2r, el volumen cargado sea
solo hS. Igualando y despejando:

ph 1,53 x1077 x 0,01
20  2x885x 1012

Eow = = 0,864 V/m .

Expresandolo vectorialmente, tomando los ejes coordenados de la figura, resulta

0,864u, V/m si z>0,

r
Eext = 0,864 - V/m = 0,864 sgn(z)u, V/m = { 0864w, V/m si z<0.

siendo (z,y, z) las coordenadas del punto campo P.

El flujo a través de OV del cilindro que pasa por el punto interior P’, observando andlogamente
que a través de la superficie lateral del cilindro serd nulo, por ser dS y E perpendiculares, tiene
la misma expresion que para el punto exterior P:

@E:% E-dS:/ EdS+/ EdS = E2S
ov Bgup Bing

siendo S el area tanto de la base superior By, como de la base inferior Bj,¢ del cilindro. Sin
embargo, al aplicar la ley de Gauss a este cilindro se tiene

by, = dmt _ P2S
€0 &0

dado que la carga interior es el resultado de la interseccion del cilindro con la plancha y en este

caso es la totalidad del cilindro de altura 2r. Igualando y despejando:

pr 1,53 x 1079

By = — = 20
T ey 8,85 x 1012

= 172,97 V/m, con r en metros .

Expresandolo vectorialmente, tomando los ejes coordenados de la figura, resulta

Ein =1729rV/m =17292u, V/m ,

siendo (z,y, z) las coordenadas del punto campo P’.

Para determinar el potencial de un punto interior como el P’ a una distancia r del plano medio
de la plancha, se circula el campo eléctrico desde P’ hasta un punto cualquiera O en dicho plano,
referencia de potenciales. Dado que la circulacién es independiente del camino y que cualquier
punto del plano medio estd a potencial cero, se toma como linea de circulacién la perpendicular
desde P’ al plano, para la cual E y dl son paralelos, resultando

O 0
Ve — Vo = / Ein - dl = / 172,8rdr = 86,472| = —86,472 .
P/ r

Al mismo resultado se puede llegar empleando coordenadas cartesianas para P'(x,y, z), teniendo
en cuenta que dl = dzu, + dyu, + dzu,:

’

o 0
Vpr = Vo = / E; - dl = / 172,8 zdz = 86,4 22 (Z) = —86,4 22 ,
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es decir, el mismo resultado sin méas que sustituir r por z,

Vint = —86,472 V= —86,422 V|

conroz expresados en metros.

Para un punto exterior como el P, es necesario primero realizar la circulacién hasta un punto
P de la superficie empleando la expresion para el campo en el exterior y luego desde dicho punto
hasta el centro de la plancha, empleando la expresién para el campo en el interior. Resulta asi

o P, o
Vp—Vo = / E-dlz/ Eext'dl+/ Eiy - dl
P P PS

5x1073 0 fi s
/ 0,864 dr +/ 173 rdr = 0,864 7)°°' " 4 86,47
T 5x10—3

= 432x107% —0,8647 — 2,16 x 1073 = (2,16 x 107® — 0,8647) V ,

210
’5><10*3

con 7 expresado en metros. Al mismo resultado se puede llegar empleando coordenadas carte-
sianas, tal como se hizo para puntos interiores, sin mas que sustituir r por |z|, dado que z es
negativo para puntos por debajo del plano medio de la plancha. Asi pues:

Vexe = (2,16 x 107 — 0,8647) V = (2,16 x 107 — 0,864z|) V ,

conroz expresados en metros.

Calcular el campo y el potencial eléctricos creados por el hilo en Z

forma de semianillo dg radio Ry carga @ homogenea de la Flgl:ll’a P

2.13, en el punto P, situado en la perpendicular al plano del anillo

por su centro, a una distancia z del plano del mismo.

z
Resolucién ?
. OF

Sea dq’ = Adl la carga de un elemento diferencial cualquiera de Y

hilo (punto carga). El valor de A se puede obtener a partir de la
carga total del anillo. Al ser ésta homogénea resulta

yodi_Q_ @ .
dl L 7R’ . o
Figura 2.13. Semianillo cargado.
De la Figura 2.14 se observa que

VA
r=zu,, r’=Rcos¢pu,+ Rsenpu, , dE\
con lo que p
r—r’ = —Rcospu, — Rsenpu, +zu, , |r—r'| = (R?42%)Y/? . -
El campo creado por el diferencial de carga en el punto campo 0 “
P es ' d
Y
JE— d¢ r—r' ARd$ (—Rcospu, — Rsenou, + zu.) % -~
Cdmeg r—1/P 4meg (R? + 22)3/2 X K

en la que se ha aplicado que dl = Rd¢. Figura 2.14. Campo creado por

un diferencial de carga.
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2.11

Aplicando el principio de superposicion, se obtiene el campo creado por el hilo:

™ ARd¢ (=R cos ¢pu, — Rsen ¢u, + zu,) AR /71'
- = - d
/0 dmeg (R2 + 22)3/2 dmeo(R2 1 22072 | J, R cos ¢pdopu,+
§ ’T AR i ) )
+ /0 —Rsen ¢dou, +/0 zd¢uz] = Do ) [~Rsen ¢|7u, + Rcos ¢[Tu, + 2¢[Tu.]

AR
- 4meg(R? 4 22)3/2 (=2Ruy +mzu.) .

Obsérvese en la integraciéon que z y R no son variables. El campo eléctrico pedido, expresando el
resultado en funcién de la carga del hilo, es

_ Q
A0 (R2 + 22)3/2

(—2Ruy + mzu;) .

El potencial creado por el diferencial de carga en P es

dq' Al

dV = = .
dmeglr — 1’| dmeg(R2 + 22)1/2

Y aplicando el principio de superposicién:

V_/ Adl - A /dl_ AR
 JpAmeo(R2 + 22)1/2 T dmeg(R2+22)1/2 J, 7 deog(R2 4+ 22)1/2°

en la que se ha tenido en cuenta que la longitud del hilo es L = mR. El potencial'® en P, expresado
en funcién de la carga del hilo, es

v 9
471'60\/ R? +ZQ ’

Calcular el campo y el potencial eléctricos creados por la chapa A
de forma semicircular de radios R; = 20 cm y R, = 40 cm de la *pP
Figura 2.15, de densidad superficial uniforme o = 4uC/m2, en el
punto P, situado en la perpendicular al plano de la chapa por su

centro, a una distancia z = 30 cm del plano del mismo. z
Resolucidn o VB
El problema puede resolverse por integraciéon directa en coorde- Y
nadas polares, andlogamente al Problema 2.10. Un elemento de R
carga cualquiera, situado en r’ = 7’ cos ¢pu, + ' sen pu, (Figura ¢
2.16) viene expresado en coordenadas polares por X
dq' = odS = or'dr'dg . Figura 2.15. Chapa semicircu-

. lar homogéneamente cargada
El campo creado por este elemento en el punto P, situado en

r =zu, es
d¢ r-—r' o (=1 cosgu, — 1’ sengu, + zu
q ( x Yy z) 7 7“/ )

dE
/|3 dmeg (,rl2 _|_Z2)3/2

e r—r

13En este problema el campo eléctrico no se puede determinar calculando el gradiente del potencial, dado que
éste no estd dado en todo punto del espacio, sino sélo en los puntos del eje Z (puede observarse que haciendo
E = —VV sélo se obtiene la componente z). Una situacién similar se da cuando se estudia el campo magnético
(véase por ejemplo el problema 5.19).
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Aplicando el principio de superposicién e integrando'? se tiene

R ™ 12 /2 /
e o —r'*cosdu, — r'*sen pu, + zr'u
B = [ oo LR AL EpY
R; Jo “TE&o
g Re

(2 4 z2)3/2
= i [ cosd
pr— /R Y T/o cos pdpu,+
R, _7,/2 , s
+ /R. (T,2+22)3/2dr/0 sen pdou,+
Re ’ T
2r ,

- g
o 47T€0

o 27! 5] ( - Ty 2) T2
= —2In|(7r r Z Uy — —F—=Uu;
dreg /772 {2 v /712 22

Sustituyendo los limites de integracién y particularizando para R; = 0,2m, R, = 0,4my 2z =0,2m
resulta

+

Figura 2.16. Diferenciales de

Re _opr2 - N o carga para chapa semicircular.
r'u ——————dr'u
R, (r’2—|—22)3/2 Y (r’2+22)3/2 z

Re

R;

Ep = —16405u, + 26208u, V/m .

También podria resolverse el célculo del campo como una integral simple si se observa que puede
tomarse como elemento diferencial una chapa de radio r’ cualquiera y de espesor dr’ (Figura
2.16). El campo creado por este diferencial de chapa de carga dq’ es equivalente al del semianillo
del Problema 2.10,

dq

dE =
4m2eg(r'? 4 22)3/2

(=2r'uy, + m2zu,) ,
siendo
dq = odS = onr'dr’ .

Aplicando el principio de superposicién para todos los diferenciales de chapa, hasta definir la
chapa completa, esto es, integrando sobre r’ entre los radios R; y R, se obtiene el campo total

R ! 3,0
e or'dr
E = —2r'u, + mzu

= 7 " 2 dr'u, + e Ld ’
= dreg R (,,,/2 + 22>3/2 T Uy R, (7’/2 T 22)3/2 T uy
o 2r' . R,
= —2In (T'+ r’2+22)>u —uz}
dmeg [(m RVt I

= —16405u, + 26208u, V/m
resultado idéntico al obtenido por integraciéon doble.
El potencial creado por el elemento diferencial de carga en el punto P, situado en r = zu, es

B dq B o
dreglr — ' dmweg/r'2 + 22

Aplicando el principio de superposicion,

V() /Re/ﬂ' g /dld(b o /Re 'r/ d/ g (\/m)
z) = ———'dr'd¢p = — L a4 = 24
R; Jo 47T50\/W 4eo Jg, 2 J 2 4e,

4En los apéndices se incluye un programa para MATLAB con el cilculo de la integral.

av

r'dr'de .

R

R;
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Sustituyendo los limites de integracién y particularizando, resulta
Vp =15749 V .
También puede obtenerse el potencial aplicando el resultado del Problema 2.10 para el diferencial
de carga de la Figura 2.16, evitando asi la integral doble:
dV — dq’ B or'dr’
AmegV/T2 + 22 deg/T2 + 22
Aplicando el principio de superposicion, resulta
1% g fie v dr’ o 2 2 fte AVA
z)=— —dr'=— (VT —|—z) =15749 V ,
=) 4eg ‘/Fii V12 4 22 4eg ( ;
resultado idéntico al obtenido por integracién directa.
2.12 Se sabe que el plano (infinito) de la Figura 2.17 esta car- G
gado con una densidad de carga superficial o homogénea.
Determinar el valor de dicha densidad si es nulo el campo 2q q
eléctrico creado por dicho plano y las cargas g y 2q en el 4
. , ° . °
punto medio A de la linea que las une. Datos: ¢ = 2uC ;

Resolucion

Al cumplir el campo eléctrico el principio de superposicién, Figura 2.17. Plano cargado y dos
se puede resolver el ejercicio calculando el campo creado cargas puntuales.

por cada una de las cargas independientemente y sumando

dichos campos.

Si se toman los ejes de la Figura 2.18, con el origen O
en el plano cargado, y se aplica el resultado del Problema

2.8 resulta que en el punto A, situado a la izquierda del °
plano, el campo eléctrico E,; creado por éste vale Y
2q q
o A
E: = f(_uw) ) ® ——o— O
0 E-E, E, 0 X
El campo creado por la carga puntual ¢ [expresién (2.15)]
en el punto A, situado a una distancia d de la misma es 2d d I
B q r—r’ g
17 dmegr—r /2 r—1/| " 4reyd? (—us), Figura 2.18. Esquema de los campos.
en el que puede observarse que r —r’ = —2du, — (—du,) = —du, , |r—r’| = d. El campo
creado por la carga 2q, también a una distancia d es
E 2q r—r’ 2q
= = u ,
2 dreglr — /|2 v —r!|  Admegd? "
conr —r’ = —2du, — (—3du,) = du, , |r—r’| =d. El campo total en el punto A, que por

hipétesis debe ser nulo, viene dado por

o q 2q

Es=E.+E,+Ey=0=——u, — z z -
4 + q+ % 260u 47T50d2u +47T€0d2u

Despejando:

o=—1
2nd?

=318x107°Cm™?.
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2.13 Dos hilos muy largos y paralelos, uno de densidad lineal de carga A y otro de densidad lineal 2,
ambos uniformes, estan separados una distancia d. Determinar el lugar geométrico de los puntos
para los cudles el campo electrostatico es nulo.

Resolucién'®

Del Problema 2.7 se tiene la expresion del campo creado
por un hilo infinito a una distancia r cualquiera del

mismo, P’
Ar Y

2megr T

Aplicando dicha expresién al caso de los hilos del pro-
blema (Figura 2.19) resulta, para el hilo de densidad A, E, P E

un campo -
A Ir /

1= >
271'507“1 1 DK

y para el hilo de densidad 2\,

A 2

2\
E, = 2
27T€()7“2 T2

Recuérdese que estos vectores son perpendiculares a los

hilos en cualquier punto del espacio. Figura 2.19. Esquema de los campos.

Para que el campo en un punto sea cero, debe anularse la suma vectorial de los campos
creados por ambos hilos. Por tanto, los dos vectores E; y Eo deben ser opuestos (de igual médulo
y direccidn, y sentidos contrarios). En un punto tal como el P’ de la figura, no situado en el plano
que contiene a ambos hilos, los campos creados por éstos forman siempre un dngulo cualquiera
diferente de 0° o 180°, por lo que la suma vectorial nunca puede anularse. En los puntos contenidos
en dicho plano, pero no situados entre ambos hilos, los vectores de campo tienen igual sentido,
por lo que tampoco pueden anularse. Por tanto, los tinicos puntos donde puede anularse el campo
deben estar en el plano que contiene a los hilos y en la regién situada entre ellos, como en el punto
P de la figura. En tales puntos, para que el campo se anule, deberan ser iguales los médulos de
los campos E; y Es. Observando que en dicho punto, d = r; 4 72 se tiene

A A A

= = = =d/3.
271'607“1 TEQT2 7T€0(d — T1) B /

El lugar geométrico pedido es la recta contenida en el plano que forman los dos hilos, paralela a
ambos y que dista d/3 del hilo cargado con densidad .

2.14 La Figura 2.20 muestra un cilindro muy largo, de radio R,
en cuyo volumen se ha distribuido carga eléctrica con den- IR 0
sidad volumétrica p = cr, siendo r la distancia de cualquier

. : . P
punto del cilindro a su eje y ¢ una constante. Determinar la
diferencia de potencial entre el punto O del eje del cilindro p
y el punto P situado a una distancia 2R del mismo. C.—/

Figura 2.20. Cilindro con carga
inhomogénea.

15Se supone que, en este tipo de ejercicios, no existe ninguna redistribucién de las cargas en los distintos elementos
que componen el sistema, a pesar de la cercania de los mismos.
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Resolucion

Para determinar la diferencia de potencial entre el punto O y el punto P es necesario realizar la
circulacion del campo eléctrico entre dichos puntos, por lo que previamente es necesario calcular
dicho campo en todos los puntos de la linea OP.

Para ello puede aplicarse el teorema de Gauss. Como super-
ficie gaussiana dV, por la simetria del problema, se considera un
cilindro de longitud L cualquiera, con eje en el hilo y de radio
r tal que la superficie pase por el punto donde se desea calcular
el campo (Figura 2.21). Para la aplicacién del teorema de Gauss
es necesario distinguir entre los puntos situados en el interior o
en el exterior del cilindro, por ser diferente la carga interior a la
superficie gaussiana. Por la simetria de la distribucién, el campo
eléctrico en cualquier punto de la superficie gaussiana sera radial
(normal a la superficie lateral del cilindro), con sentido hacia el
exterior y con el mismo médulo en todos los puntos de la superfi-
cie lateral'®. El flujo a través de ella, observando que a través de
las bases del cilindro sera nulo, por ser dS y E perpendiculares,
es

ds

op = % E-dS= / EdS = E/ dS = E27rL, Figura 2.21. Superficies gaus-
ov Slat Slat

. . . . . sianas para un cilindro cargado.
siendo S}, la superficie lateral del cilindro gaussiano. Aplicando

la ley de Gauss se tiene, para el caso de la superficie gaussiana exterior al cilindro cargado (r > R),
que

; 1 1 [B 2reL R?
— Gt _ 2 pdV = — cr2nwrLdr = et
€ €oJv o Jo 3eo

Obsérvese que la integral se extiende hasta R y no hasta la totalidad del radio r de la superficie'”,
dado que sdlo existe carga hasta dicho valor R. Igualando con la expresién del flujo y despejando
se obtiene

(035}

ext

cR?
Eoyy = — .
ext 350’]"
Anélogamente, para el caso de la superficie gaussiana interior al cilindro cargado (r < R), el flujo

es

‘ 1 1 (" 2meLr?
L pdV = — eromrLdr = 2520

o ey 0 Jo 3co

Obsérvese que en este caso la integral se extiende hasta r y no hasta R, dado que el volumen
cargado sélo ocupa el volumen encerrado por la propia superficie gaussiana de radio r. Igualando

con la expresién del flujo y despejando, se obtiene

Op

int ~

2
cr
By = 5— -
350
Expresado vectorialmente:
2 2
crer  cr .
S =5, si r< R,
3egr  3ep
E =
cR*r cR?

- =—u, si >R
3eorr  3eor * ’

16Para comprobar esto, puede considerarse el campo creado en un punto por un elemento dq cualquiera y su
simétrico respecto a la normal al eje del cilindro por el punto considerado. Las componentes tangenciales de uno
y otro son opuestas, quedando como resultado un campo radial.

7Para calcular la carga interior se ha empleado un diferencial de volumen dV = 27rLdr consistente en un
cilindro de radio r, altura L y espesor dr, que debe desplazarse desde 0 hasta R: en una posicién cualquiera r,
la densidad p = cr es la misma para todos los puntos de ese cilindro. A idéntico resultado se podria llegar por
integracion triple en coordenadas cilindricas del elemento dV = rdrd¢dz.
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siendo u,, el vector unitario en coordenadas cilindricas.

Para calcular la diferencia de potencial entre O y P se circula el campo eléctrico entre dichos
puntos siguiendo la linea OP, en donde E y dl(= dru,) tienen igual direccién y sentido:

P R 2 2R 3 3 3
cr cR cR cR oR
Vo —Vp = E-dl = —d dr= —+ —1 .
© P /O /0 3e0 7‘—1—/3 3eor " e + 3¢9 1R

Obsérvese que la expresién del campo eléctrico varia dependiendo de que el punto sea interior o
exterior al cilindro cargado. Despejando, resulta

R3 /1
VO—VPZE&:O<3+1DQ).

2.15 La plancha de goma de la Figura 2.22 es muy grande comparada con su espesor de 10 cm y
estd cargada con una densidad uniforme p = 90 nC/m3. A una distancia de 30 cm de la cara
superior de la plancha se coloca, perpendicularmente a la misma, un hilo de 20 cm de longitud
cargado con una densidad A = 2 nC/m. a) Calcular el campo eléctrico existente en el punto A de
la figura, situado en la vertical del hilo a 20 cm de la cara superior de la plancha. b) Calcular el
flujo del campo eléctrico a través de la superficie cilindrica oblicua de la Figura 2.22, de 12 cm de
radio, inclinado 20° respecto de la vertical y de 70 cm de altura, y que contiene completamente al
hilo en su interior.

Figura 2.22. Figura del problema 2.15.

Resolucion

a) Para calcular el campo eléctrico se aplica el principio de superposicién, sumando vectorialmente
los campos creados independientemente por la plancha y el hilo en el punto A. Para determinar
el campo creado por la plancha se sigue el procedimiento del Problema 2.9. Como superficie
gaussiana se puede escoger un cilindro recto con su eje normal a la plancha y de modo que una de
sus bases, de seccién S cualquiera, pase por el punto A en donde desea calcularse el campo, y la
otra base sea simétrica a la anterior con respecto a la plancha (Figura 2.23). El campo eléctrico
en cualquier punto de la superficie gaussiana serd normal a la plancha, alejéandose de ella (la
plancha estd cargada positivamente) y con el mismo médulo en todos los puntos de las dos bases
del cilindro. El flujo a través de OV, observando que a través de la superficie lateral del cilindro
serd nulo, por ser dS y E perpendiculares, es

(I’E:j{ E-dS:/ EdS+/ EdS = E2S
v B B

sup inf
por ser S el drea tanto de la base superior By, como de la base inferior Biy¢ del cilindro. Aplicando
la ley de Gauss se tiene
By — dne _ PhS
€0 €0
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h=10cm

Figura 2.23. Superficie gaussiana para una plancha cargada.

Remarcar que la carga interior es el resultado de la intersec-
cién del cilindro con la plancha y no la totalidad del mismo,
de ahi que aunque el cilindro tenga de altura 2r el volumen
cargado sea sélo hS. Igualando y despejando: dg'=\dz’ T 20cm

A

ph

Eplancha - E = 508723 V/m .

Expresandolo vectorialmente, tomando los ejes coordenados

de la figura, resulta 10cm

Z
Eplancha = 508,23 u, V/m . [0 4
Para calcular el campo eléctrico creado por el hilo, se aplica el X Y
principio de superposicion para el campo eléctrico creado por dE
todos los elementos diferenciales de carga dg = Adz, como el de

la Figura 2.24. Tomando el sistema de coordenadas indicado Figura 2.24. Campo creado por el

en la Figura 2.24, para el cual r—r’ = —z'u,, el campo creado hilo finito.
por dicho elemento en el punto A es
dq r—r’ Adz dz'
dE = = —u,) =1797—(—u,) .
dreglr — /|2 |r — 1’| 477502’2( u) 2’2( u)

El campo total creado por el hilo en el punto A es

0,3 Z/ 1 0,3
Enie = / 17,98?(—112) = 17,98 - u, =-119,83 u, V/m,
0,1 z 20,1

dado que el hilo cargado comienza a z’ = 10 cm del origen y acaba a 30 cm del mismo. Al
mismo resultado se habria llegado si los ejes coordenados se hubieran colocado en cualquier otro
punto, como por ejemplo en el plano medio de la plancha (Figura 2.23). En dicho caso cambiaria
la expresién de r — r’ = (0,25 — 2’')u,, pero también los limites de integracién, al estar las
coordenadas z del hilo comprendidas entre 35 y 55 cm.

Sumando finalmente los campos creados por el hilo y la plancha se tiene

Es= Eplancha + Enpilo = 388,40 u, V/m .

b) Para calcular el flujo a través de la superficie cilindrica de la Figura 2.22 se aplica la ley de
Gauss:

Gint
bp = ’
€0
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siendo ¢t la carga total contenida en el interior del cilindro. Este contiene en su totalidad al hilo,
mientras que intersecta con la chapa s6lo un trozo con forma de cilindrico oblicuo. El volumen
intersectado es el mismo que el de un cilindro recto de radio 12 cm y altura 10 cm. Por tanto,

1
Py = — (2x107? x0,2490 x 1077 x 7 x 0,122 x 0,1) ,
0

y el flujo a través de la superficie resulta ser

®p =91,16 Vm .

2.16 La corona esférica de la Figura 2.25 (se representa la sec-
cién por el plano XY), de centro el origen de coordena-
das, radio interior 2 cm y radio exterior 4 cm, estd carga-
da con densidad homogénea p = 2 uC/m?. El hilo AB
de la figura estd delimitado por los puntos A(4 cm, 3 cm)
y B(7 cm,3 cm) y estd cargado con una densidad \ =
—4 pC/m. a) Calcular el flujo del campo electrostatico a
través del cubo de la figura, centrado en el origen y de 10
cm de lado. b) Calcular el campo electrostético en el punto
P(0 cm, 3 cm) de la figura.

Figura 2.25. Corona esférica e hilo
cargado.

Resolucion

a) Para calcular el flujo a través del cubo, se aplica el teorema de Gauss:

in 1
@EQt(/pdVJr/)\dl) :
€0 €0 % L int

en donde las integrales deben evaluarse para el volumen cargado y la longitud de hilo cargado
interiores al cubo.

La corona esférica cargada estd en su totalidad dentro del cubo, mientras solamente lo esta 1 cm
del hilo. Resulta asi

1 4
Pp = — [2 X 10*6§7r (0,04* —0,02°) — 4 x 107 x 0,01} :
€o

El flujo pedido es

®p = —4465 Vm .

b) Para calcular el campo eléctrico se aplica el principio de superposicién, sumando vectorialmente
los campos creados independientemente por la corona esférica y el hilo en el punto P.

Para determinar el campo creado por la corona esférica se sigue el procedimiento del Problema
2.6: se considera una superficie gaussiana esférica 0V, concéntrica con la corona cargada y de radio
r, tal que la superficie pase por el punto P en que desea calcularse el campo (una superficie esférica
de radio r = 0,03 m, Figura 2.26), y se aplica el teorema de Gauss a dicha superficie.
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El campo en cualquier punto de la superficie es ra- Y
dial y, por tanto, paralelo a dS. El flujo a través de la E,
superficie gaussiana es: B
Qp, = 7{ E.dS= EdS dq'=hdx
av av
= E ¢ dS = E4nr? = E470,032 . X
v
Aplicando la ley de Gauss, se obtiene para dicho flujo
in 1 4
Oy, = Bt — 9107527 (0,03% — 0,02%) |
€0 €o 3 Figura 2.26. Campos creados por el hilo 'y

Igualando las dos expresiones para el flujo y despejan- |2 corona.

do se encuentra que el campo en P es
E. =1590u, V/m.

Para calcular el campo del hilo se aplica el principio de superposiciéon debido a los elementos tales
como el dqg’ = Adx representado en la Figura 2.26. El campo creado por dq’, teniendo en cuenta

quer —r’ = —2'u, es
dq' r—r’ Adz’ 36000
dE, = = —u,) = ——dz'u, .
4 dreglr — /|2 |r —r/|  dmweqa’? (-uz) gz
Integrando:
0.07 0,07
136000 —36000 |~
Br = / 5 dr'u, = / u, = 385714,29 u, V/m .
0,04 & T 0,04

El campo total en el punto P se obtiene sumando vectorialmente ambos campos:

Ep = E. + Ej, = 385714,29 u,, + 1589,54 u,, V/m .

2.17 En un cable de corriente se acumula en su superficie
una carga por unidad de longitud A = —20 nC/m. Este 7z
cable atraviesa perpendicularmente un disco ceramico, A
cuyo espesor se puede suponer despreciable y de cierto

radio R. Debido a corrientes de fuga, el disco ha que- p
dado cargado con una densidad superficial de carga
uniforme o = —10 nC/m?. Se desea conocer el campo 74’

eléctrico en el punto A de la figura, cuya distancia al 10cm

hilo es mucho menor que el radio del disco cerdmico,

y la diferencia de potencial entre los puntos A, By C X %QQ__,..'B
de la Figura 2.27. sem | sem
A L
C

Figura 2.27. Disco e hilo cargados.
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Resolucion

Para calcular el campo eléctrico en el punto A se aplica
el principio de superposicién de campos electrostaticos, A

determinando dicho campo como la suma vectorial del
campo creado por el hilo cargado y del campo del disco o
ceramico. K

Para calcular el campo producido por el hilo se apli-
ca el teorema de Gauss, tal como se hizo en el Problema, " E.
2.7. Tomando el resultado del mismo, el campo creado X
por un hilo infinito a una cierta distancia 7, de su eje E\|.~
s A(0,-5,-10) = |
B,=_ > ™ i * (-5,0,-15)
27T507‘h Th

» B(-5,0,-10)

Aplicado al caso del punto A de la Figura 2.28, en donde
se han reflejado las coordenadas cartesianas en centime- Figura 2.28. Campos creados por el disco
tros, se tiene y el hilo cargados.

—20 x 1079

E,= —— > (_u)=7190u, V/m .
" 000,05 (—uy) uy V/m

Para calcular el campo debido al disco ceramico debe observarse que el enunciado indica que el
radio de éste es mucho mayor que la distancia del punto A tanto al disco como al hilo. Puede
aproximarse entonces el campo creado por el disco al valor del campo creado por un plano infinito.
Tomando el resultado del Problema 2.8, el campo creado por el disco a una distancia r, del mismo
es

o T

T 2607”71- ’

que aplicado al punto A resulta

_ -10x 1077

Er
260

(—u.) =565 u, V/m .

El campo total en el punto A es la suma vectorial de ambos campos:

E,=E,+E;=7190u, +565u, V/m.

Para calcular la diferencia de potencial entre los puntos de la figura, se obtiene la correspondiente
al hilo y al disco, suméndose ambas.

Para calcular la diferencia de potencial entre dos puntos cualesquiera, tales como el A y el B,
debida al hilo, se tendra que

VA—VB:/BE~d1:/B A rh-dlz/B A
A A 2TEQTH Th A 2meqry,

en donde rj, representa la distancia desde un punto cualquiera al eje del hilo y dry, el elemento
diferencial de longitud en la direccién perpendicular al mismo, resultado de proyectar dl en la
direccién de E. De esta integral se puede observar que la diferencia de potencial entre dos puntos
depende unicamente de la distancia al hilo. Puesto que los tres puntos A, B y C estan a la misma
distancia de éste, los tres tendran el mismo potencial debido al campo producido por el hilo.

En cuanto a la diferencia de potencial entre dos puntos cualesquiera debida al campo creado
por el disco, se tiene:

B B o or, B 4 o
VA—VB:/ E-dl:/ ——-dl:/ —dry = —(Tap —Tra) ,
A A 280 Trx A 20 2e0
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2.18

en donde r; representa la distancia desde un punto cualquiera al disco y dr, el elemento diferencial
de longitud en la direccién perpendicular al mismo, resultado de proyectar dl en la direccién de
E. Por lo tanto, para estos puntos, la diferencia de potencial sélo depende de la distancia de ellos
al disco. Asi pues, para los puntos A, B y C del ejercicio, se tiene:
—10 x 107?
Va—-Ve =0, VA—VC=VB—VCZT(0,15—0,10):—28,25V.
0

Obsérvese que, de E = —VV | y puesto que el campo va dirigido hacia el plano, el punto C' debe
ser el de mayor potencial, como se obtiene de los célculos. Resumiendo,

Va—=Ve=0,Va—Ve=Vg—Vo=-2825V.

a) Determine en todo punto del espacio el campo elec-
trostatico creado por la carga puntual ¢ > 0 y la corona
esférica de la Figura 2.29 de radios interior y exterior R y
2R, cargada con densidad volumétrica de carga p constante.
b) Determine la diferencia de potencial entre los puntos A
y B.

Resolucion Figura 2.29. Carga puntual inte-

a) Puesto que la distribucién de carga es simétrica puede rior a una corona esférica cargada
aplicarse el teorema de Gauss para calcular el campo de
forma sencilla.

En la Figura 2.29 se observan tres regiones claramen-
te definidas: la region comprendida entre la carga puntual
y el radio interior de la corona esférica; la propia corona
esférica; y la regién exterior a la corona. Para resolver el
problema se consideran superficies gaussianas esféricas (de
trazo discontinuo en la Figura 2.30), con centro en la carga
puntual. De la simetria de la distribucién de carga, el cam-
po eléctrico en cualquier punto de la superficie gaussiana
serd radial, con sentido hacia el exterior y con el mismo
modulo en todos los puntos de la superficie.

Figura 2.30. Superficies gaussianas

Al aplicar el teorema de Gauss para el calculo del flujo, para el Problema 2.18

la carga interior va a ser diferente segin la superficie que
se considere. Asi, si r < R,

(I)E:qmtzg.
€0 €0
SiR<r<2R,
Gint 1 4 3 3
o =T =~ (g1 Za(® —R¥p) .
BE= EO(QJFSW(T )p
Y sir > 2R,

in 1 4 1 28
$p = It _ ~ g+ =7 [2R? - R*|p) =— (q+ S-7R’p ) ,
€o €0 3 €o 3

dado que en este ultimo caso, la carga interior a la superficie gaussiana es la carga puntual q y la
totalidad de la corona esférica.

El flujo a través de una cualquiera de las superficies gaussianas es

@E:]{ E-dS:?{ EdS=FE ¢ dS=4nr’E,
oV oV oV
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siendo 4772 el 4rea de la superficie esférica de radio r para cada caso. Esta expresién es la
misma para cualquiera de las superficies esféricas de radio r de la Figura 2.30. Comparando dicha
expresion con los valores de flujo anteriormente calculados, se obtiene el valor del campo eléctrico,

q .
mur S1 7"<R,
1 4 3 3 .
E = m q+gﬂ'(7’ —R),O u. si R<r<2R,

1 28
Inrie (q + 37TR3p> u, si r>2R,

siendo u, el vector unitario en la direccién radial en coordenadas esféricas.

b) Para calcular la diferencia de potencial entre los puntos A y

B es necesario conocer el campo eléctrico entre dichos puntos.
Busquemos una linea de circulacién en la que sea cémodo hallar B’
la integral. Eligiendo una linea radial desde A hasta B’, situado

en la misma superficie esférica que B, los vectores E y dl tienen A
la misma direccién y sentido (Figura 2.31). Y siguiendo una linea
desde B’ hasta B contenida en la superficie esférica, los vectores
E y dl son perpendiculares, siendo la circulacién nula en esa linea.
La diferencia de potencial queda, por tanto,

N

Figura 2.31. Linea de circula-

B 2R
Vi—Vg=V4—Vg = / E.dl = / Edr, cién para calcular la diferencia
A R de potencial.

dado que en la linea AB’,dl = dru,.. Sustituyendo la expresién obtenida para el campo eléctrico
entre R y 2R, se tiene:

2R 3 2R 2R
1 4 q—47R%p/3 / dr / pr
Va—-Vg = —_— —m(r® — R3 dr = ——— — —d
ATTE /R dmr2eq (q + SW(T )p) " deq r T + r 3o "
q—47R3p/3  pR?
SR7T€() 250 '
Reordenando el resultado,
q pR?
Va—Vp = —_—.
4 B 87T€0R + 350

2.19 Una esfera de centro O y radio R = 2 m estd uniformemente cargada con densidad de carga
p = 4nC/m3 salvo en un hueco esférico de radio R/4 = 50 cm cargado con densidad 3p = 12nC/m?3.
Se plantean dos casos: que el centro del hueco esférico esté en el centro de la esfera o que esté en un
punto O’ situado a 1 m de O. Determinar el campo eléctrico creado por esta distribucién de carga
en un punto cualquiera del espacio para ambos casos. Para el caso en que el hueco sea excéntrico
respecto de la esfera, particularizar el valor del campo para el punto medio del segmento que une
O con O'.

Resolucion

En el caso en que el hueco sea concéntrico con la esfera, el problema tiene simetria y se puede apli-
car con sencillez el teorema de Gauss para calcular el campo, tal como se hizo en el Problema 2.6.
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Se considera una superficie gaussiana esférica OV (en
la Figura 2.32 se representa una seccién por un pla-
no diametral), concéntrica con la esfera cargada y
de radio tal que la superficie pase por el punto P
en que desea calcularse el campo. De la simetria de
la distribucién de carga, el campo eléctrico en cual-
quier punto de la superficie gaussiana serd radial,
con sentido hacia el exterior y con el mismo médulo
en todos los puntos de dicha superficie. Hay que con-
siderar tres casos: r < R/4, R/4A<r <R, r > R,
dado que la carga interior a la superficie gaussiana
tiene una expresién matemadtica diferente segin ca-
da uno de los casos. La expresién analitica del flujo
a través de la superficie gaussiana es, sin embargo,
la misma:

@Ezj{ E~dS:j{ EdS=E ¢ dS=4m’E .
ov ov ov
(2.34)

Figura 2.32. Superficies gaussianas para es-
feras cargadas concéntricas.

Aplicando la ley de Gauss para cada uno de los casos se tiene que, para r < R/4,

(I)E — Gint _ i
€0 €o Jo

Para R/4 <r < R,

_ Gint 1

R/ r dmp (3R®
by = = — / 3pdv+/ pdV _7”)(+r3
o €0 \Jo R/4 3eo \ 64

Y parar > R,

Gt 1 R/4 R
op =" == / 3pdV+/ pdV | =
€0 €0 0 R/4 3e0

" 1_4 4
3pdV = —3p—mr3 = UL
o 3

€0

3 3
RN _dmp (s BTN
64 3¢9 32

32

drtp <R3+ R3> _ 117TPR3.

860

Obsérvese que el limite superior de la integral es R y no r, dado que la densidad de carga es
nula'® para r > R. Despejando el campo eléctrico de la Expresién (2.34) del flujo, se obtiene que

14 .
—ru, S1
€o

3c0 3272
11p R3 .
32 12 " ot

r<R/4

3
p (r+ R )uT si R/4A<r<R

r>R

siendo u, el vector unitario habitual en coordenadas esféricas. Particularizando para los datos del

problema, resulta

451,76 r u, si

1
150,59 <7" + 47,2) u, si

1
124235 — u, si

r<0,5

0b<r<2

r> 2

18Una situacién similar se produce cuando se aplica el teorema de Ampere en magnetostética (véase Apartado

5.2).
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con r la distancia en metros de un punto cualquiera a O.

Si el hueco no es concéntrico, el problema no tiene simetria y no puede abordarse aplicando
directamente el teorema de Gauss. Sin embargo, si se utiliza el principio de superposicién, el
campo creado por la esfera con el hueco seria la suma del campo de una esfera maciza con centro
en O, de radio R y densidad p, y del campo de una pequena esfera también maciza colocada
en O, de radio R/4 y de densidad 2p. Para calcular el campo producido por cada una de estas
dos esferas, se toman las superficies esféricas independientes indicadas con lineas punteadas en
la Figura 2.33 (se representa una seccién por un plano diametral), con V] centrada en O y 9V
centrada en O’, ambas pasando por P, y se sigue el procedimiento detallado en el Problema 2.6,
debiéndose distinguir segin el punto sea interior o exterior a las respectivas esferas. Para la esfera

Lo,

o,

Figura 2.33. Superficies gaussianas para esferas cargadas excéntricas.

de radio R y densidad p, resulta aplicando la expresiéon obtenida en dicho ejercicio,

r
srr si r<R
3eor

E, =

pR3 r |
- >R
3eor?r Stor

siendo r el vector posicién de un punto cualquiera como el punto P de la Figura 2.33 respecto de
O. Para la esfera de radio R/4 y densidad 2p resulta, sustituyendo R por R/4 y p por 2p,

2 s
?)p—rr—l si " <R/4
Eo T
E,, = i
pR®
Yoegr 17 si ' >R/4

siendo 1’ el vector posiciéon'® de un punto cualquiera P respecto de O’. Sumando ambos campos

9Esta notacién con prima () se emplea, en este caso, para diferenciar los vectores de posicién referidos a O’ de
los referidos a O, no debiendo confundirse, por lo tanto, con el concepto de punto fuente.
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resulta: e
ARSI L si " < R/4
3eogr 3eg 1!
prr PR3 1/ )
E=¢{ —— 4+ — _— "> R/4 <R
3egr T Geegrzy S T RMAYTS
pR3 r pR® v |
— — >R
3egr2r  96eqr’? 1’ ot "
debiéndose tener en cuenta que r = OO’ + r’. Para los valores numéricos del problema resulta:
150,59 r + 301,18 r'  si ' <05
37,65 .
E={ 15059r+ —=—1" si /' >05yr<2
r
1204,70 37,65 , .
T T 5 I sl r>2
r r
con 7y 1’ expresados en metros.
Particularizando para el punto medio del segmento OO’ se tiene que r = O0’/2 = 0,5u, y
r' = 0’0/2 = —0,5u,, con lo que el valor del campo eléctrico es
E =7529 u, — 150,59 u, = 225,88 u, ,
siendo u, el vector unitario en coordenadas esféricas respecto de O.
2.20 Determinar el campo eléctrico creado por la plancha infinita de espesor h de la Figura 2.34, cargada

con densidad uniforme p, salvo en un orificio cilindrico de radio R descargado, en un punto P
cualquiera del eje del orificio cilindrico, por encima de dicha plancha. Particularizar para el campo
en un punto a 2m de la superficie de la plancha, creado por una plancha de 20 cm de espesor, con
un orificio de radio R = 40cm, siendo la densidad de la misma p = 6 uC/m3.

Figura 2.34. Plancha cargada infinita con un orificio cilindrico.

Resolucion

La figura no tiene simetria para poder aplicar directamente el teorema de Gauss. Pero si se emplea
el principio de superposicién, el campo creado por la plancha de la figura es el creado por una
plancha infinita de densidad uniforme p, restandole el campo producido por un cilindro de altura
h y radio R cargado con densidad p.

El campo debido a la plancha se tiene del Problema 2.9, que para un punto exterior, tal como

el punto P de la Figura 2.34, vale
ph

—u
20 z

en donde u, es el vector unitario perpendicular a la plancha.

Eplancha = (235)
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El campo creado por el cilindro de densidad p puede resolver- 7
se por integracién directa mediante coordenadas cilindricas, que P(0,0,2)
dard lugar a una integral triple, o mediante integrales sencillas, JE
calculando en primer lugar el campo del anillo de la Figura 2.35 M~ |
de radio 7’ cualquiera en el punto P, extendiéndolo a continuacién r
a un disco de radio R constituido por la superposicién de anillos dq’ ~ | Y
y por tdltimo definiendo el cilindro como un conjunto de discos. h 2
Para encontrar el campo creado por el anillo de radio r’ y X
carga ¢’ = A2mr’, se sigue el procedimiento del Problema 2.10. De JE—— R..
la Figura 2.35 se observa que, considerando el elemento diferencial —

de carga dq¢’ = \dl = \r'd¢, con A = q/27r’, se tiene . . .
Figura 2.35. Diferenciales de
r=zu,, r' =1 cos¢u,+ 1 sendu,, carga para el cilindro finito.
con lo que

r—r’'=—r'cospu, — ' sengu, + 2u, , |r—r'|= (7?42

siendo P(0,0, z) las coordenadas del punto P respecto de los ejes de la figura y ¢ el dngulo que
forma 7’ con el eje X de la misma. El campo producido por la carga elemental dq’ es

_ Mr'd¢ (=1 cos pu, — 7' sen pu, + 2u.)

dE;, =
" e (12 + 22)3/2
Integrando:
E - /2” Ar'de (—r' cos pu, — r’ sen pu, + zu,)
L (1?2 + 22)3/2
Ar/ 2 27 27
= " / —r' cos pdpu, + [/ —r' sen pdou,, + [/ zdgu
47r€0(7”’2 +22)3/2 o £ o Y 0 z
Ar' Ar'z

—r' sen ¢|gTu, + ' cos g|gTuy + z¢l ] =

dmeg(R2 + 22)3/2 [ 20 (1" + 22)3/2 Uz -

Obsérvese en la integracién que z y 7’ no son variables. El resultado sélo tiene componente en
la direccién Z cémo podia haberse supuesto previamente por la simetria del problema. El campo
eléctrico expresado en funcién de la carga del hilo es

qz

E, = -
"7 dmeg(r? + 22)3/2

u, . (2.36)

Procediendo como en el Problema 2.11, se puede obtener el campo creado por un disco de carga
¢ = omR?%. Se considera para ello el disco como superposicién de anillos, siendo el elemento
diferencial de carga dq’ = odS = o2nr’dr’, con lo que el campo creado por cada anillo es, segiin

la Expresién 2.36,

JIE dq' z zo2mr'dr!
- - u, = u; ,
h dreg(r'2 + 22)3/2 deg(r'2 + 22)3/2
y se integra en r':
E /R 202 dr’ oz (r'? 22712 f oz < 1 1 )
= vw=——"| u=-— | —|u,,
¢ o Ameg(r? + 22)3/2 deg -1/2 0 260 \|z| VR2+ 22

que expresado en funcién de la carga total del disco y teniendo en cuenta que?’, en nuestro caso,
z > 0, resulta ser

q z
Ej=— (1- ——— | u.. 2.37
47 2nR2%, ( VRZ + z2) " (237)

200bsérvese que V22 es igual a |z| y no a z (véanse también los problemas 5.12 y 5.13).
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2.21

2.22

2.23

Integrando en z la Ecuacién (2.37) se puede obtener el campo creado por el cilindro de densidad
p en un punto situado a una altura z, como superposicion de discos, considerando que el ele-
mento diferencial de carga es dq’ = pdV = prR%dz. Hay que observar que, por ejemplo, el disco
correspondiente a la base superior del cilindro estarfa a una distancia z — h/2 del punto P y el
correspondiente a la base inferior a una distancia z + h/2. Resulta, por tanto,

z+h/2 2 h

pTR z p +3

Eq = 1- dzuzz—(z—\/RQ—i—zQ) u,
ol /z—h/Q 21 R% ( VRZ + z2> & 4

P h\? R\ >
— |h R? — =) —/R? — .
ol R R L G
Restando este valor al campo creado por la plancha [Expresién (2.35)], se obtiene el campo total
en un punto P a una altura z,

p A% A%
frd — = — 2 —_ — 2 —_ =
Ep Eplancha E.i 20 R? + (Z + 2) R? + (Z 2) u; .

Considerando el caso particular de una plancha con una densidad p = 6 uC/m?, de 20cm de
espesor y con un orificio de radio R = 40cm, si P estd a 2m de la superficie de la plancha, el
valor de z es z = 2,1 m, con lo que el campo resulta ser

Ep = 66564u, V/m .

PROBLEMAS PROPUESTOS

En los vértices de un cuadrado de 20 cm de lado se colocan

o . +5C +2C
cuatro cargas en la forma indicada en la Figura 2.36. Cal- @ ]
cular la fuerza que se ejerce sobre la carga de —1 C situada k ’

en el centro del cuadrado. «IC |
A ! 20cm
s 12 -2C /’/ \\ i +5C
Solucién: 1,27 x 10"*(u, + uy) N —e »
X
20cm

Figura 2.36. Fuerza sobre una carga pun-
tual.

Se considera una esfera de radio R cargada uniformemente con densidad volumétrica de carga p.
Determine el flujo del campo eléctrico creado por dicha esfera a través de un cubo de lado R con uno
de sus vértices en el centro de la esfera.

R3p

€0

.. ™
Solucion:

Determinar el campo y el potencial eléctricos creados por un dipolo eléctrico de momento dipolar
p (carga ¢ y distancia entre cargas d), en un punto cualquiera del espacio de vector de posicién r,
suponiendo que la carga negativa del dipolo se encuentra situada en r’. Particularizar para el caso en
que 7 >>d.



Problemas propuestos 63

2.24

2.25

2.26

2.27

2.28

Soluciéon: E =

q {r—r’—d r—r v q 1 1
| |

Ameg [r—r/ —d]}  |r—1/3 ~ Adreg r—r' —d| |r—r||"
1 [3(r—1)-p P 1 p-(r—7)
Sir>>d, E= ) —— V= —_—
Hr dreg { |r — /|5 (r=r) v — /|3 dreg |r—1r/|3
Y
Determinar el potencial electrostatico creado por el hilo de la
Figura 2.37, de longitud L y densidad lineal de carga A, en un
punto P de la mediatriz del hilo situado a distancia cualquiera L P
z. X
A L/2+4++/(L/2)? + 2?2
Solucién: i L2+ VL2 £
dmeo  —L/2+\/(L/2)? + 22
Figura 2.37. Hilo cargado de lon-
gitud L.
Determinar el campo y el potencial electrostatico creados por un cilindro hueco muy largo, de radio a,

cargado con densidad de carga por unidad de longitud A uniforme, en un punto cualquiera del espacio
situado a una distancia r del eje del cilindro. Témese como origen de potenciales un punto cualquiera
en la superficie el cilindro.

0 si r<a, 0 si r<a,
Soluciéon: E = A V = A

u, Ss1 r>a.

a .
In—- si r>a.
2meg 1

2megr
Determinar, para todo punto del espacio, el campo electrostatico creado por una esfera de radio R,
cargada en todo su volumen con una densidad de carga inhomogénea p = kr, donde r es la distancia
al centro de la esfera y k una constante.

kr?
. Yr < R ’
1o si o r<
Solucién: E =
kR
46.?117‘ si >R
Y
Determinar el campo eléctrico en el centro O creado por el
trozo de anillo de la figura, de radio 20 cm y cargado con una
carga total homogéneamente distribuida de ¢ = 12uC. \0
135° X
q
Solucién: 1958905u, + 811405u, V/m

Figura 2.38. Trozo de anillo car-
gado.

Un hilo recto muy largo tiene una densidad de carga A = 107° C/m. a) Calcular el campo eléctrico
a una distancia de 0,5 m del hilo. b) Si a una distancia 2D se afiade otro hilo paralelo al anterior de
igual densidad de carga, pero de signo contrario, calcular el campo y el potencial en un punto situado
en el plano que equidista de ambos hilos y a una distancia y del plano que contiene a los hilos.
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AD 1

Solucién: a) 3,6 x 10°u, V/m b) — en la direccién de la perpendicular al plano y

TEQD D2+ y2
sentido hacia el hilo con densidad negativa.

2.29 Un alambre semicircular, de radio a y centro O, esté uni-
formemente cargado con carga q. y otro alambre rectilineo,
de longitud b, cargado uniformemente con carga ¢,, estan
situados como se indica en la Figura 2.39. Hallar la rela-
cién entre las cargas de ambos alambres para que el campo

eléctrico se anule en O.

Solucié qec Ta
olucién: = = ——
¢ 2(a+Db)

(o
Y

Figura 2.39. Alambre semicircular
y alambre recto cargados.

2.30 Calcular el campo creado por un plano cargado con densidad o, salvo en un agujero circular de radio
R, en un punto cualquiera a una altura z sobre la perpendicular al plano por el centro del agujero

circular.

z

g
T __Z .,
2e0 VR2 + 22

Solucion:

2.31 El hilo vertical infinito de la Figura 2.40 tiene una densi-
dad lineal Ay = —30x C/m, mientras que la densidad del
hilo horizontal, semiinfinito y situado a 1 m del anterior,

es de Ay = 0,2mC/m. Calcular el campo eléctrico en los

puntos P; y P» de la figura, a 50 cm del extremo del hilo

semiinfinito.

Solucién: Ep, = —4675738u, V/m ,
Ep, = —4136230u, + 3596722u, V/m .

M

Figura 2.40. Combinacién de hilo
infinito e hilo semiinfinito.

2.32 Se considera la plancha infinita de espesor h = 50 cm de la Figura 2.41, cargada con densidad uniforme
p = 2uC/m?, salvo en un hueco esférico cargado con densidad doble, con centro en el plano medio
de la plancha y de didmetro h. Determinar el campo eléctrico creado en un punto P(—1,1,2), cuyas
coordenadas estan dadas en metros respecto al centro de la esfera.

.P(-l 3232)

/

h

=0,5

Figura 2.41. Plancha infinita con orificio circular.

Solucién: —43,6u, + 87,2u, + 56584,4u, V/m .



CAPITULO

EL CAMPO ELECTRICO
EN LA MATERIA

Las cargas eléctricas objeto del capitulo anterior aparecen y alcanzan posiciones de equilibrio en
la materia. El campo eléctrico que originan influye en sus propiedades y en las de otros objetos
materiales circundantes, lo que a su vez repercute en las caracteristicas del propio campo eléctrico.
El objeto de este capitulo es estudiar las caracteristicas de las cargas eléctricas que pueden existir
en los medios materiales y las propiedades de los campos eléctricos estaticos que crean.

La distribuciéon macroscopica de carga en un medio material es una manifestacién de sus car-
gas elementales (electrones, nicleos, iones. .. ) y de su estructura microscépica. Asi, los materiales
llamados conductores deben sus propiedades eléctricas a la existencia de cargas elementales
libres, lo que significa que no estan unidas a posiciones fijas del medio, sino que pueden des-
plazarse distancias macroscépicas por él. Ejemplos de cargas libres y medios conductores son los
electrones en los metales, o los iones positivos y negativos en una disolucion electrolitica. Por el
contrario, en los materiales dieléctricos, también llamados aislantes o no conductores, las cargas
eléctricas elementales estan ligadas a posiciones fijas, pudiendo sélo desplazarse distancias del
orden del tamano molecular, como ocurre con los electrones de las moléculas bajo la accién de
fuerzas externas'. El cardcter libre o ligado de las cargas se traduce en comportamientos eléctricos
sustancialmente distintos para conductores y dieléctricos.

3.1. MATERIALES CONDUCTORES EN EQUILIBRIO ELECTROSTATICO

La Figura 3.1(a) ilustra la estructura microscépica de los materiales conductores més carac-
teristicos, los metales. En ausencia de campos eléctricos aplicados, en cada elemento de volumen,
o diferencial macroscépico, no existe carga neta, y los electrones libres se mueven (en una visién
clésica simplificada) sin orden alrededor de los iones positivos que forman la red metélica, sin
dar lugar por tanto a ningin desplazamiento neto de carga. Cuando el conductor es sometido a
un campo eléctrico [Figura 3.1(b)], los electrones se mueven ordenadamente bajo la accién de la
fuerza electrostdtica, originando una corriente eléctrica (Capitulo 4). Sin embargo, en ausencia
de fuentes de energia (generadores) que mantengan dicha corriente en contra de la “friccién”
con los iones positivos, los electrones tienden a encontrar posiciones de equilibrio, en las que no
experimenten fuerza neta. La experiencia muestra que dichas posiciones de equilibrio se alcanzan

ILa divisién entre conductores y aislantes no es estricta, existiendo materiales semiconductores. Incluso en los
mejores aislantes, existe una infima cantidad de carga libre.

65
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(a) A

(b)

Figura 3.1. Dibujo ilustrativo de un medio metdlico y su estructura microscépica (a) en ausencia de
campo eléctrico, (b) bajo la accién de un campo eléctrico.

en un tiempo brevisimo [inversamente proporcional a la conductividad (Capitulo 4), del orden
de 107! s en buenos conductores metélicos|, situacién en la que no puede existir campo en el
interior del conductor, pues de lo contrario los electrones seguirian moviéndose. La nulidad del
campo en el interior implica, en la mayoria de los casos, la aparicién de cargas inducidas en
la superficie del conductor, como consecuencia del exceso o defecto de electrones, cuyo campo
cancela los campos externos.

Independientemente del tipo y geometria del material conductor, el equilibrio electrostatico
se caracteriza por las siguientes propiedades (Figura 3.2):

(1) En el interior del conductor, el campo eléctrico es nulo,
E = 0 (condicién de equilibrio electrostético).

(2) En consecuencia, todos los puntos de un conductor tie-

nen el mismo potencial.

(3) En particular, por ser la superficie del conductor equi-

potencial, el campo eléctrico en la superficie del conductor <
es perpendicular a la superficie. £

(4) Como consecuencia de la ley de Gauss [p(r) = gV -

E(r) = 0], en el interior del conductor, no existe carga ne-

ta alguna.

(5) Asi, en un conductor en equilibrio sélo puede acumu-

larse carga eléctrica en su superficie.

(6) Si en un punto de la superficie de un conductor la den-
sidad superficial de carga es o, el campo eléctrico inme-
diatamente fuera del conductor sobre dicho punto toma el

valor E = o /eq. Figura 3.2. Conductor sometido a un

campo eléctrico estdtico, una vez al-
Las propiedades (3) y (6) pueden resumirse en la expre- canzado el equilibrio electrostdtico.

sién E = (0/€p)n, siendo n la normal exterior al conductor

en el punto considerado. Macroscépicamente, se considera

que la carga se distribuye sobre una superficie de espesor despreciable y que el campo eléctrico
sufre una discontinuidad en ella. Desde el punto de vista microscépico, en cambio, la distribucién
superficial de carga puede tener el espesor de varias capas atémicas, variando el campo eléctrico
gradualmente sobre él.

De las propiedades (1-6) y las leyes de la electrostdtica (Capitulo 2), pueden comprenderse
cualitativamente todas las peculiaridades y fenémenos relacionados con los conductores en campos
eléctricos estaticos, como los fenémenos de carga por influencia, apantallamiento electrostatico, o
el efecto puntas, como se vera en los ejercicios resueltos. A diferencia de los problemas del Capitulo
2, la determinacién del campo y potenciales eléctricos en problemas con conductores requiere la
determinacién de la distribucién de cargas inducidas en las superficies de los conductores que
satisfagan las condiciones (1-6) de equilibrio electrostético.
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3.2. MATERIALES DIELECTRICOS

@) De® (b)

Figura 3.3. (a) Dibujo ilustrativo de un medio dieléctrico y su estructura microscépica en ausencia de
campo eléctrico, en los casos en que esté constituido por moléculas no polares (arriba) o por moléculas
polares (abajo). (b) Polarizacién del dieléctrico bajo la accién de un campo eléctrico.

En los materiales dieléctricos, en cambio, las cargas elementales positivas y negativas estan fuerte-
mente ligadas a posiciones fijas. La Figura 3.3(a) ilustra su estructura microseépica. Las moléculas
de los dieléctricos son eléctricamente neutras. En algunos casos, ademas, la distribuciéon molecular
de carga tampoco da lugar a un momento dipolar eléctrico p. Estas son las llamadas moléculas
no polares, como el He, Oy, COs, en las que el centro de “gravedad” de las cargas positivas
coincide con el de las negativas [Figura 3.3(a), arribal. Existen, por otro lado, moléculas con
momento dipolar eléctrico permanente p, en las que el centro de carga positiva no coincide
con el de carga negativa [Figura 3.3(a), abajo|, como son el H,O o el CO. En ausencia de campos
eléctricos aplicados, los dipolos moleculares contenidos en cada diferencial macroscépico dV estan
generalmente orientados al azar, no dando lugar, como en el caso de moléculas no polares, a un
momento dipolar eléctrico neto en el dV, y por tanto a ningiin campo eléctrico dipolar resultante.

En presencia de un campo eléctrico, en cambio, un
dieléctrico experimenta el fenémeno de su polarizacién
[Figura 3.3(b)]. Si las moléculas son no polares, la distribu-
cién molecular de carga se ve deformada bajo por la fuerza
electrostatica, dando lugar a dipolos moleculares con cierto
momento dipolar eléctrico p; orientados en el sentido del
campo. Si las moléculas son polares, la fuerza electrostatica
ejerce un momento M = p; X E sobre los dipolos molecu-
lares ya existentes que tiende a orientarlos en el sentido del
campo. En ambos casos, ademads, la fuerza F = V(p; - E)
que un campo no uniforme ejerce sobre los dipolos puede
hacerlos desplazarse distancias microscopicas.

Tanto en dieléctricos con moléculas polares como con
moléculas no polares, el resultado es la aparicién de un
momento dipolar eléctrico neto dp en el dV, suma de los
moleculares p; y orientado generalmente en la direccion del
campo eléctrico?, momento dipolar que origina un campo
eléctrico. Asi, un dieléctrico polarizado crea un campo eléctrico que se superpone al aplicado,
modificandolo (Figura 3.4).

Figura 3.4. Campo eléctrico unifor-
me deformado por el campo de un
dieléctrico polarizado.

2En muchos dieléctricos con estructura cristalina (anisétropos), la estructura molecular entra también en juego,
dando lugar a un momento dipolar eléctrico no paralelo al campo eléctrico.
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El campo eléctrico creado por un dieléctrico puede explicarse, alternativamente, como resulta-
do de la aparicién de cargas de polarizacion inducidas en su superficie y en su volumen. Como
se ilustra en la Figura 3.4, la polarizacién del dieléctrico da lugar a regiones superficiales con un
exceso de carga negativa o positiva, caracterizada macroscépicamente por una densidad superfi-
cial de carga o,. También, si la polarizaciéon es inhomogénea, la polarizacion puede originar, al
contrario que en los conductores, una densidad volumétrica de carga p, (véase Seccién 2.2). El
campo eléctrico en el dieléctrico y sus alrededores es la superposicién de los campos externos y
el creado por las cargas de polarizacién.

En los siguientes apartados se introducen las magnitudes que cuantifican la polarizacion de
un dieléctrico, las cargas de polarizacién, y las técnicas que permiten resolver problemas sencillos
de electrostatica en presencia de materiales dieléctricos.

3.2.1. Vector polarizacién eléctrica

La polarizacién de un dieléctrico se mide por su polarizacién eléctrica. Si un pequeno volumen

AV entorno a un punto contiene un momento dipolar eléctrico total Ap como consecuencia de la

polarizacién de sus moléculas, el vector polarizaciéon eléctrica en dicho punto se define como
Ap _ dp

es decir, como el momento dipolar eléctrico por unidad de volumen. En funcién de las propiedades
moleculares, podemos escribir Ap = N(p;), donde N es el nimero de moléculas en AV y (p;) es
el valor medio del momento dipolar eléctrico de la moléculas. Entonces

— lim () = n(p). (3.2)

donde n es el nimero de moléculas por unidad de volumen. La polarizaciéon eléctrica P se mide en
Cm~2 en el S.I, y tiene cardcter de campo vectorial definido sobre el dieléctrico, aunque puede
extenderse al vacio y materiales conductores sin mas que asignarle el valor P = 0.

3.2.2. Cargas de polarizacién

La reordenacién espacial de la carga microscépica que conlleva la
polarizacién de un dieléctrico tiene como consecuencia la aparicién
de distribuciones macroscépicas de carga, tanto en la superficie como
en el volumen del dieléctrico.

En la superficie del dieléctrico, puede surgir una densidad su-
perficial de carga de polarizacién o,, como se intuye en la Figura
3.5. Su valor en cada punto de la superficie del dieléctrico puede de-
terminarse como la proyecciéon de P sobre la normal exterior a la
superficie, es decir,

Figura 3.5. Origen mi-
croscépico de las cargas de
donde P y n representan la polarizacién eléctrica y la normal exterior polarizacién en la superfi-
en el punto de la superficie considerado, y 0 es el angulo que forman. cie y en el volumen de un
dieléctrico polarizado.

op=P-n=Pcosb, (3.3)

Ademas, si la polarizacién no es homogénea, de modo que su
divergencia no sea nula, aparecerda también una densidad volumétrica de carga de polari-
zacioén p,, como puede entenderse intuitivamente en la Figura 3.5. Su valor en cada punto puede
determinarse por la expresién

pp=—-V-P. (3.4)
Como la cargas de polarizacién son consecuencia de una reordenacién de la carga molecular, se
verifica siempre que, en cualquier dieléctrico finito, la carga total de polarizacién es nula, ¢, = 0.
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3.2.3. Relacion de constitucién

La polarizacién P de un dieléctrico es consecuencia de un campo eléctrico E en su seno®. La
magnitud de la polarizacién depende de la del campo eléctrico, la polarizabilidad de las moléculas
y la estructura microscopica del dieléctrico, estando dada por cierta relacién del tipo

P=P(E), (3.5)

denominada relacién de constitucion, que es caracteristica de cada material y que debe encon-
trarse experimentalmente o por medio de modelos apropiados sobre la estructura de la materia.
Para muchos materiales, y si el campo eléctrico no es muy intenso, se verifica una sencilla relacién
de proporcionalidad entre la polarizaciéon producida y el campo eléctrico aplicado, relacién que,
por conveniencia, suele escribirse en la forma

P =¢px.E, (3.6)

donde la constante adimensional y,. > 0 se denomina susceptibilidad eléctrica del material,
y es caracteristica de cada material y de sus condiciones termodinamicas, como la presién y la
temperatura. Los materiales que satisfacen la relacién de constitucién dada en la Ecuacién (3.6)
se denominan dieléctricos lineales, homogéneos e isdtropos. El vacio, como medio aislante que no
admite polarizacién, puede considerarse un dieléctrico con susceptibilidad x. = 0.

En algunos materiales, debido, por ejemplo, a inhomogeneidades en su composicién, la sus-
ceptibilidad x. puede depender del punto, denominandose dichos dieléctricos inhomogéneos. En
la mayoria de los dieléctricos con estructura cristalina, polarizaciéon y campo eléctrico pueden
tener distintas direcciones, estando en este caso x. representado por un tensor de segundo orden.
Dichos materiales se denominan anisdtropos. La Ecuacién (3.6) deja de ser vélida en algunos
materiales, llamados ferroeléctricos [por analogia con los materiales ferromagnéticos (Capitulo
6)], que presentan una polarizacién espontdnea o permanente en ausencia de campo eléctrico. En
todo caso, la relacién de proporcionalidad en la Expresion (3.6) deja de ser valida para campos
eléctricos suficientemente intensos (comparables al campo eléctrico interno de las moléculas), di-
ciéndose entonces que el dieléctrico se comporta de modo no lineal. Como caso extremo de no
linealidad, puede producirse la ruptura dieléctrica o ionizacién del material para campos eléctricos
que superen un valor limite, llamado rigidez dieléctrica, confiriendo la aparicién de cargas libres
propiedades conductoras.

3.2.4. Vector desplazamiento eléctrico. Ley de Gauss

La mayor dificultad en la resolucién de problemas con dieléctricos estriba en la determinacién del
campo eléctrico. En efecto, la polarizacion del dieléctrico estd originada en principio por ciertas
cargas externas, que llamaremos en este capitulo cargas de no polarizacién g¢,;,, como son la
carga libre de los conductores, otras distribuciones fijas de carga sobre materiales dieléctricos, o
cargas puntuales, y que son en general conocidas. El campo eléctrico puede en principio deter-
minarse, segun el principio de superposicién (Capitulo 2), como el campo creado por todas las
cargas presentes en el espacio, es decir, como el creado por las cargas de no polarizacion mas el
creado por las de polarizacion (es decir, por el dieléctrico):

E(r) 1 / dgnp _(r—r') 1 / o =t (3.7)

:47T50 v —r']2 |r—1/|  4d7eg p|I'—r’|2 r—r/|’

np

Sin embargo, las cargas de polarizacién se determinan a través de P [Ecuaciones (3.3) y (3.4)],
que a su vez estd determinado por el campo eléctrico E que se quiere determinar [Ecuacién (3.5)],
lo cudl imposibilita el uso directo del principio de superposicion.

3Excepto en materiales ferroeléctricos, en donde P puede subsistir sin E.
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Una aproximacion alternativa al problema consiste en la introduccién del vector desplaza-
miento eléctrico, definido como

D=cE+P, (3.8)

y cuya unidad en el SI es el Cm~2. Su utilidad estriba fundamentalmente en el hecho de que
verifica [como puede verse de las Ecuaciones (3.4) y (2.29)] la importante relacién

V-D=pup, (3.9)

denominada ley de Gauss para el desplazamiento eléctrico, y que constituye una de las
ecuaciones de Maxwell (Capitulo 10) que resumen todo el electromagnetismo®. La Expresién (3.9)
afirma que la divergencia de D estd exclusivamente determinada por las cargas de no polarizacién,
o en otros términos, son sus unicas fuentes y sumideros. Conocidas las cargas de no polarizacién,
la resolucién de la Ecuacién (3.9) junto con las adecuadas condiciones de contorno (Seccién 3.2.5.),
permite determinar D, y de su definicién [Ecuacion (3.8)] y la relacién de constitucién [Ecuacién
(3.5)], el campo eléctrico.

Haciendo uso del teorema de la divergencia [Ecuacién (1.22)], la ley de Gauss para el despla-
zamiento eléctrico puede expresarse también en la forma integral

CI)D(8V) = D-dS = Gint,np » (310)
v

donde 9V es la superficie cerrada que limita un volumen V' ¥ gint,np la carga de no polarizacién
contenida en dicho volumen. En problemas con alta simetria, la aplicacion de este teorema es
suficiente para determinar D a partir de la carga de no polarizacién, de igual modo a como se
hizo en el Capitulo 2 para la determinacién de E a partir del conocimiento de todas las cargas.

En el caso especifico de dieléctricos lineales [con relacién de constitucién dada por la Expresion
(3.6)], la definicién de D se reduce a

D =¢ye,E=¢E, (3.11)

donde
er=14+xe>1, €=¢epep, (3.12)

se denominan, respectivamente, permitividad dieléctrica relativa (o constante dieléctrica), y
permitividad (absoluta) del material dieléctrico, pudiendo ser funciones del punto en dieléctricos
inhomogéneos, o magnitudes tensoriales en dieléctricos anisétropos. Para el vacio €, = 1y € = <.

La mayoria de los problemas resueltos y propuestos involucran unicamente dieléctricos lineales
homogéneos e isétropos, y la simetria de la distribucién de carga permite la aplicacién de la ley
de Gauss [Ecuacién (3.10)] para la determinacién de D. El campo eléctrico se puede determinar
entonces como

D

E= ,
E0&r

(3.13)

y en consecuencia, el vector polarizacién y las densidades de carga de polarizaciéon por medio de
las expresiones

er—1 er—1 er—1 er—1
D, - D n, = V.D=-
e P € n Pr e e

Pap - (3.14)

Los tres vectores E, P y D tienen entonces igual direccién y sentido en este tipo de dieléctricos.
La ultima relacién establece ademés que en un dieléctrico lineal homogéneo e isétropo, solo puede
existir carga de polarizacién en el volumen si sobre él se distribuye carga de no polarizacién.

4Sigue siendo valida cuando los campos varian con el tiempo.
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3.2.5. Condiciones en la frontera entre dos medios

En el estudio de un problema de electrostatica aparecen en general distintos medios conductores
y dieléctricos. El cardcter conservativo del campo eléctrico y la ley de Gauss para el desplaza-
miento eléctrico, llevan a establecer las siguientes condiciones para los campos en las superficies
de separacién entre dos medios®.

En la superficie de separaciéon entre dos medios 1 y 2, el campo
electrostatico, por ser conservativo, mantiene su componente tangen-

cial: | E,
Eyy — By =0, (3.15) | E
2 1
es decir, dicha componente es continua (Figura 3.6), independien-
temente de que se trate de la separacion entre dos dieléctricos o I e

dieléctrico-conductor, y de las densidades de carga superficiales que

puedan existir. 2]§/r = $b-np
1

Por el contrario, la ley de Gauss para el desplazamiento eléctrico
requiere que la componente del vector desplazamiento normal a la
superficie sufra una discontinuidad igual a la densidad superficial
de carga de no polarizacién en la superficie de separacién entre los Figura 3.6. Condiciones
medios: para E y D en la frontera

Doy — Dy =0np, (3.16) entre dos medios.

expresion valida para separaciones dieléctrico-dieléctrico o dieléctrico-
conductor.

3.3. ENERGIA ELECTROSTATICA

Se entiende por energia electrostatica de un sistema de cargas eléctricas la energia potencial de
interaccion entre dichas cargas. La energia electrostatica coincide con el trabajo que una fuerza
externa debe realizar para formar la distribucién de carga a partir de otra en que las cargas estan
infinitamente separadas entre si (por tanto, sin energfa de interaccién). Para una distribucién de
carga originada por densidades volumétrica pn, y superficial oy, de carga de no polarizacién, y
si los medios dieléctricos presentes son lineales, la energia electrostatica de la distribucion total
de carga (es decir, incluida la de polarizacién) resulta estar dada por

U, = % / pan(£)V (x)dv + % /S oo (£)V ()dS (3.17)

donde las integrales se extienden a los volimenes v y superficies S donde hay carga de no po-
larizacién (superficies de conductores y otras superficies o volimenes donde se haya distribuido
carga ajena a la polarizacién), y V(r) es el potencial electrostético en cada punto del espacio
(que incluye por tanto la contribucién de las cargas de polarizacién). En funcién de los campos,
la energia electrostatica también puede expresarse como

1
Ue:§/D-Edv, (3.18)
donde ahora la integral se extiende a todo el volumen v del espacio donde hay campo. La magnitud
1
e= iD -E (3.19)

en el integrando de la Ecuacién (3.18) tiene entonces el significado de energia por unidad de
volumen, denominandose densidad de energia electrostatica, y se interpreta como la densidad

5En el Capitulo 10, se modifican para el caso de campos no estaticos y se amplian para la induccién y el campo
magnéticos.
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de energia almacenada en cada punto del espacio como consecuencia de la existencia de un campo
eléctrico. Su unidad en el SI es el Jm™3.

Consideraciones energéticas permiten determinar la fuerza electrostatica F. que un sistema
eléctrico ejerce sobre una de sus partes sin necesidad de calculos complejos que involucren el campo
eléctrico. Si el sistema estd en equilibrio, la fuerza electrostatica sobre una parte del sistema
debe estar compensada con una fuerza externa, es decir, F, = —Fqy. En un desplazamiento
infinitesimal sin aceleracién, sus trabajos son entonces opuestos, dW, = —dWey, vy como el
trabajo realizado por la fuerza externa coincide con el incremento de energia electrostatica dU.,
se tiene dW, = —dUk,. Si se escribe ademds dW, = F, ydz+ F. ydy+ Fe ,dz y dU = (0U/0x)dz +
(0U/dy)dy + (0U/dz)dz, se obtiene

F.=-VU.. (3.20)

3.4. SISTEMAS DE CONDUCTORES

3.4.1. Coeficientes de potencial y capacidad

Muchas de las caracteristicas de interés de conjuntos complejos de conductores en medios dieléctri-
cos, como sus cargas y sus potenciales, pueden determinarse sin necesidad de resolver detallada-
mente las ecuaciones de la electrostatica si se conocen los llamados coeficientes de potencial, o bien
los de capacidad. El ejemplo més familiar de sistema de conductores es el condensador (Seccién
3.4.2).

La linealidad de las ecuaciones basicas de la electrostatica implica que para un sistema de
N conductores inmersos en materiales dieléctricos lineales, los potenciales V; estan relacionados
linealmente con las cargas ¢; de cada conductor, es decir,

N
Vi= Zpith (3.21)
j=1

donde p;; son los coeficientes de potencial, determinados inicamente por la geometria de los
conductores y los dieléctricos, pero independientes de las cargas y los potenciales. El coeficiente
de potencial p;; es el potencial del conductor i cuando el tinico conductor cargado en el sistema
es el j y su carga es la unidad, lo que permite su sencilla determinacién experimental. En el S.I.
se mide por tanto en VC™! =F~!, estando el Faradio F definido como F= CV~!. Los coeficientes
de potencial verifican las relaciones p;; = pj; ¥ pi > pi; > 0. La inversa de la Ecuacién (3.21) es
la relacién, también lineal,

N
7= ciVj, (3.22)
j=1

entre las cargas y los potenciales de cada conductor, donde c¢;;, i # j, se llaman coeficientes de
influencia y ¢;; coeficientes de capacidad. Su unidad en el S.I. es el Faradio F y sus valores
dependen exclusivamente de la geometria de los conductores y los medios dieléctricos, verificando
ademds que ¢;; > 0y ¢;; = cj; < 0.

De la Ecuacién (3.17), la energia electrostética almacenada en un sistema de N conductores
viene dada por

1 N
=32 0, (3.23)

0, en funcién de los coeficientes de potencial y de los de capacidad, por las funciones cuadraticas
de las cargas o potenciales

LN LN
Ue = 3 ZZPijQin =3 ZZCUVZ'VJ' (3.24)

i=1 j=1 i=1 j—1
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3.4.2. Condensadores

Un condensador, como caso mas sencillo de sistema de con-
ductores, es un conjunto de dos conductores o armaduras, 1
y 2, con cargas opuestas, ¢ y —q, respectivamente, dispuestos
de modo que el campo eléctrico quede confinado entre ellos, es
decir, en influencia total. Los condensadores se utilizan para
almacenar carga eléctrica y energia electrostatica.

La carga eléctrica que adquiere cada armadura (en valor
absoluto) por unidad de diferencia de potencial aplicada entre
ellas se denomina capacidad del condensador

q Figura 3.7. Condensador.

C= Vi v (3.25)
En funcién de los coeficientes de potencial, la capacidad de un condensador viene dada por la
expresion
C = (p11+p22 —2p12) ' >0, (3.26)

dependiendo entonces exclusivamente de la geometria de las armaduras y del dieléctrico que se
sitia entre ellas. De las Ecuaciones (3.23) y (3.24), la energia electrostédtica almacenada en un
condensador se puede calcular por cualquiera de las expresiones siguientes:
1 1¢2 1
U, =~q(Vi — Vo) = — = ZC(V; — V)2 3.27
e=51V1=V2) =55 =50(Vi- 1) (3:27)
Los condensadores suelen integrarse en circuitos eléctri-
cos, representdandose por el simbolo | |, y asociarse ademés
entre si para aumentar la carga y energia acumuladas, (a)

+ — b Vv,
o reducir la diferencia de potencial entre sus armadu- 9, I I 4, ®) !
ras. En la asociacién en paralelo [Figura 3.8(a)] todos los C tq C
condensadores se someten a la misma diferencia de poten- +q, | |4, 1
cial entre sus armaduras. La capacidad del condensador Vi 1] V, +q C,
as{ formado estd dada por la suma de las capacidades, G —4q
v +4; I I_% :11 C,
c=Y ¢, (3.28) c, v,
i=1

siendo por tanto mayor que la capacidad que los indivi-  Figura 3.8. Asociacién de condensado-
duales. Si los condensadores se conectan en serie [Figura yeg (a) en paralelo, (b) en serie.

3.8(b)] y luego se cargan sometiendo sus armaduras extre-

mas a una diferencia de potencial, todos los condensado-

res adquieren la misma carga, dividiéndose la diferencia de potencial en fracciones mas pequenas.
La capacidad del condensador equivalente (cuyas armaduras son las extremas) estd dada por

Al
=> o (3.29)

=1

PROBLEMAS RESUELTOS

Ql =

3.1 Estudiar el signo del potencial de un conductor en equilibrio electrostatico con carga eléctrica @
positiva. Calcular dicho potencial en el caso de que el conductor sea una esfera de radio R (Nota:
se supone que el potencial en el infinito es nulo).
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Resolucion

Para inferir el signo del potencial es necesario estudiar la distribucién de carga inducida en el
equilibrio electrostatico y la forma del campo eléctrico a su alrededor. En el equilibrio, la carga
@ positiva debe distribuirse [propiedad (5), Seccién 3.1.] sobre la superficie del conductor [Figura
3.9(a)]. Las lineas del campo eléctrico surgen perpendicularmente a la superficie del conductor
[propiedad (3)], alejandose indefinidamente de él, como se muestra en la Figura 3.9(a). El potencial
del conductor V¢ puede determinarse como la circulacién del campo eléctrico entre uno cualquiera
de sus puntos, por ejemplo el punto P en su superficie, y el origen de potenciales (|r| — o0), es

decir,
Ve :/ E-dl.
P

Como la circulacién del campo electrostatico es independiente del camino, para la determinacién
del signo del potencial es conveniente tomar la linea de campo I' que partiendo de P se aleja
indefinidamente del conductor. La circulacion es asi evidentemente positiva, por ser E y dl vectores
de la misma direccién y sentido sobre todos los puntos de la linea de campo T'. El potencial del
conductor es, en conclusion,

Ve > 0.

Se puede llegar al mismo resultado a partir del dibujo aproximado del campo y por medio del
siguiente razonamiento. Puesto que el potencial electrostatico decrece en el sentido del campo
(E = —VV), y alcanza en el infinito un valor nulo, entonces, necesariamente, el potencial del
punto P, es decir, el del conductor, debe ser positivo.

Puede demostrarse de modo analogo que si la carga ) fuese negativa, entonces el potencial
del conductor seria negativo. De este problema puede extraerse la conclusién general de que un
conductor aislado (muy alejado de cualquier otra carga) adquiere un potencial del mismo signo
que su carga.

(b)

Figura 3.9. Conductor cargado positivamente en equilibrio electrostatico, (a) con forma arbitraria,
(b) esférico.

En el caso de que el conductor sea esférico, la carga @ se distribuye, por simetria, uniforme-
mente sobre su superficie [Figura 3.9(b)]. Del resultado del Problema 2.6, se tiene

0 r<R
E(r) = Q w >R (3.30)
4dreqr?
@ r<R
V(ir) = 4”520R (3.31)
r>R

dmegr
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para el campo y potencial electrostdticos a una distancia r arbitraria del centro de la esfera. El
potencial de la esfera conductora es entonces

__Q
47T€0R.

Ve

3.2 Se aproxima una carga puntual positiva a un conductor descargado. Demostrar que, en el equilibrio
electrostatico, el conductor adquiere un potencial positivo.

Resolucion

Como paso previo es preciso investigar sobre la distribucién de carga inducida en la superficie
del conductor y la forma de las lineas del campo eléctrico. La presencia de la carga puntual
positiva atrae a los electrones libres del conductor, induciendo asi cierta densidad superficial de
carga negativa en la zona de la superficie mas cercana a la carga puntual. Como la carga eléctrica
neta del conductor es nula, la zona superficial més alejada de la carga puntual quedaréd cargada
positivamente, como se ilustra en la Figura 3.10. De la expresion E = (0/ep)n se sigue que de
los puntos de la superficie del conductor con carga positiva (negativa) surgen (mueren) lineas de
campo eléctrico. Es importante aqui darse cuenta de que las lineas de campo que surgen de las
cargas positivas no pueden retornar, haciendo un lazo, a la region de carga negativa del conductor,
como la linea discontinua entre A y B en la Figura 3.10. La razén es que, en tal caso, la diferencia
de potencial entre A y B, calculada como la circulacién del campo eléctrico a lo largo de dicho
lazo arrojaria el valor

B
VA—VB:/ E~d1>0,
A

en contradiccién con el hecho de que todos los puntos de un conductor son equipotenciales (V4 =
VB).

Figura 3.10. Conductor descargado en presencia de una carga eléctrica puntual positiva.

Asi pues, toda linea de campo que nazca en la zona de carga positiva del conductor debe
alejarse indefinidamente de éste, lo que nos permite demostrar que su potencial es positivo: el
potencial del conductor puede calcularse, en efecto, como la circulaciéon del campo eléctrico a lo
largo de la linea de campo eléctrico I' que nace en P (Figura 3.10), obteniendo

VC:/ E-dl>0.
P

puesto que E y dl tienen la misma direccién y sentido en todo el camino de integracién. En
conclusion, un conductor descargado en presencia de una carga positiva adquiere un potencial
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positivo. Si la carga externa fuese negativa, puede demostrarse de un modo completamente andlogo
que el potencial del conductor seria negativo.

En la Figura 3.10 se ha dibujado, ademas, todos los tipos de lineas de campo que pueden
existir. Debe notarse que todas las lineas que terminan en la regién de carga negativa del conductor
deben necesariamente proceder de la carga puntual positiva: si existiese alguna linea procedente
de puntos infinitamente alejados del conductor (como la linea discontinua que finaliza en el punto
D de la Figura 3.10), se tendria

oo
Vc:/ E(r)-dl<0
D
al realizar la circulacién a lo largo de dicha supuesta linea de campo, resultado que estd en
contradiccién con el hecho de que el potencial del conductor es positivo.

3.3 La Figura 3.11 representa dos esferas conductoras de diferentes radios, lo suficientemente alejadas
entre si como para poder despreciar su influencia mutua, pero unidas mediante un hilo metalico.
Se introduce en el sistema cierta carga (). Demostrar que, en el equilibrio electrostatico, la carga
que adquiere cada esfera es proporcional a su radio, pero que la densidad superficial de carga y el
campo eléctrico en la superficie de cada esfera son inversamente proporcionales a su radio. (Efecto

puntas.)
%
\\ R, R,
Figura 3.11. Dos esferas metalicas unidas por un hilo metalico muy largo.
Resolucién

Cuando se alcanza el equilibrio electrostatico, las dos esferas tienen el mismo potencial V', por
estar unidas por medio de un hilo conductor. La carga @ se distribuye sobre las superficies
de las dos esferas (ignorando la que pueda acumularse sobre el hilo, si su superficie es muy
pequena). Despreciando la influencia mutua entre ambas, sus cargas Q; (i = 1,2) se distribuyen
homogéneamente sobre cada una de las dos superficies, y su potencial se puede calcular como
V = Q;/4meoR; (Problema 3.1). De aqui que la carga sobre cada una de las esferas sea @Q; =
4dmegV R; x R;, es decir, proporcional al radio. Sin embargo, la densidad superficial de carga en
cada una de las esferas vendra dada por o; = Q;/47R? = &9V/R; o< 1/R;, y el campo eléctrico
en sus superficies por E; = 0;/eg = V/R; « 1/R;, es decir, inversamente proporcionales al radio.
En conclusién, cuanto més pequena sea la esfera, menor carga total adquiere, pero mayor es la
densidad de carga y el campo eléctrico en su superficie.

Este problema ilustra el llamado efecto puntas en los conductores: en las zonas puntiagudas
de un conductor (menor radio de curvatura), la densidad de carga eléctrica y el campo eléctrico
son mayores que en las zona mds planas. Esta es la razén por la que los arcos eléctricos (ruptura
dieléctrica, Problema 3.14) que producen la descarga de un conductor ocurren preferentemente
en la puntas de los conductores, donde la mayor intensidad del campo eléctrico puede ionizar
el aire circundante con mayor facilidad. Por esta misma razén, el campo eléctrico alrededor de
pequenisimas particulas de polvo cargadas puede ser tan intenso como para provocar chispas, y
éstas producir explosiones en presencia de compuestos inflamables en el aire (grisd).

3.4 Se aproxima un objeto cargado positivamente a un conductor que se mantiene a potencial nulo
conectandolo a tierra. Demostrar que el conductor adquiere carga negativa. (Conexidn a tierra de
un conductor. Carga por influencia.)
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Resolucion

La conexién a tierra de un conductor consiste en unirlo fisicamente a ella, utilizando, por ejem-
plo, un hilo metalico. En el equilibrio electrostatico, el conductor y tierra son equipotenciales,
puesto que forman un tnico conductor. Ademas, siendo la tierra enorme en comparacién con los
conductores manejados habitualmente, puede afirmarse que el potencial del conjunto es igual al
de tierra y que éste no se ve alterado por la conexién del conductor. El potencial de tierra suele
tomarse como referencia (Vr = 0) para mediciones de potencial de otros conductores. Asi, un
conductor conectado a tierra tiene potencial nulo. En la resoluciéon de problemas con conexiones
a tierra, se supondrda ademas que la tierra estd descargada, de modo que su potencial coincide
con el del infinito, es decir Vi = V(|r| — o0) = 0.

En el problema propuesto, el objeto cargado
positivamente crea un campo eléctrico que debe
ser cancelado en el interior del conductor por cier-
tas cargas inducidas en su superficie. Supongamos
primero que existe alguna regién superficial don-
de 0 > 0. En tal caso, surgirfia de ellas un cam-
po eléctrico E = (0/ep)n hacia el exterior y cu-
yas lineas de campo se alejarian indefinidamente
del conductor (como se vio en el Problema 3.2, no
pueden retornar a él ni, en este caso, a tierra). La
existencia de dichas lineas implican (como se de-
mostré en el Problema 3.9) un valor positivo para
el potencial del conductor, en contradicciéon con el
hecho de que su potencial es nulo por estar conec-  Figura 3.12. Carga por influencia de un con-
tado a tierra. En conclusién, la carga en la super- {yctor conectado a tierra.
ficie del conductor sélo puede ser negativa.

En la Figura 3.12 se muestra un dibujo aproximado del campo eléctrico. Es interesante ob-
servar que toda linea de campo que intercepta el conductor debe provenir del objeto cargado
positivamente ya que la existencia de alguna linea que proviniese de puntos muy alejados impli-
caria un valor negativo para el potencial del conductor.

3.5  Se tiene un conductor hueco conectado a tierra, o Jaula de Faraday. Demostrar que (a) el campo
y el potencial creados por cargas externas no alcanzan el hueco del conductor (E = 0,V = 0 en
el hueco) y que (b) el campo y potencial creados por cargas contenidas en el hueco no alcanzan el
exterior (E = 0,V = 0 en el exterior). Este fenémeno es conocido como apantallamiento o blindaje
electrostdtico. (Jaula de Faraday.)

Resolucion

Figura 3.13. Jaula de Faraday (a) con cargas en su exterior y (b) con cargas en su interior.

Para demostrar (a) [Figura 3.13(a)] consideramos la superficie cerrada S de la Figura 3.13(a),
contenida en el interior del conductor. Independientemente de la existencia de campos externos,
el campo eléctrico es nulo en todos los puntos de S, y por tanto también es nulo el flujo a través
de ella. El teorema de Gauss implica entonces que la carga total en el interior de 5, es decir, en la
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3.6

superficie interior del conductor, es nula. Si existe carga en alguna regién superficial, digamos A,
debe entonces existir otra opuesta en otra regién B. Las lineas de campo que parten de una regién
deberian entonces terminar en la otra. Esta ultima situacién tampoco es posible ya que implica
una diferencia de potencial entre ambas regiones, como se vio en el Problema 3.10. No pueden por
tanto existir cargas en la superficie interna ni campo eléctrico en el hueco, E = 0. Debe notarse
que esta conclusién se refiere sélo a conductores con huecos vacios y que no requiere la conexién
a tierra. Si existe ademds tal conexién, el potencial de cualquier punto del hueco, evaluado como
la circulacion del campo eléctrico entre el punto y el conductor, da como resultado V = 0.

Para demostrar (b) [Figura 3.13(b)], consideramos la misma superficie cerrada S contenida en
el interior del conductor. Como el flujo a través de ella es nulo, también debe serlo la carga total en
el interior de S. Si la carga en el hueco es g, la carga inducida en la superficie interior del conductor
debe ser ahora —q. La conexién a tierra del conductor es ahora esencial para la no aparicién de
cargas inducidas en la superficie externa y la cancelacién del campo eléctrico y el potencial en
el exterior. Si hubiese carga en la superficie externa, habria un campo eléctrico exterior, cuyas
lineas se alejarfan indefinidamente del conductor (o viceversa), lo que implicarfa una diferencia de
potencial entre el conductor y el infinito. La conexién a tierra garantiza entonces la no existencia
de cargas inducidas en la superficie exterior y que el campo y el potencial eléctricos son nulos en
el exterior.

En un hueco practicado en un conductor A descargado se ha introducido otro conductor B car-
gado negativamente. Alcanzado el equilibrio electrostatico, jcudl es el signo del potencial de cada
conductor?, jcual de los dos tiene menor potencial?

Resolucién

En la Figura 3.14 se muestra la distribucién espacial de
carga en el equilibrio electrostatico. La carga negativa
—@Q < 0 del conductor B se distribuye sobre su tnica
superficie. Como el flujo del campo eléctrico a través de
la superficie cerrada S es nulo, la carga interior en su
interior, de acuerdo con el teorema de Gauss, también es
nula. En la superficie interior del conductor A se induce
entonces una carga +@, y puesto que el conductor A
estd descargado, debe inducirse una carga +@Q en su
superficie externa.

Un dibujo aproximado del tipo de lineas de campo
eléctrico debido a esta distribucién de carga se muestra
en la Figura 3.14. Realizando la circulacién del campo
eléctrico a lo largo de la linea de campo que termina en
M, obtenemos

Figura 3.14. Un conductor cargado ne-
gativamente en el hueco de un conductor
descargado.

Va= [y E-dl<0.

Para el conductor B podemos escribir,

e} N M oo
VB:/ E~d1:/ E-dl—|—/ E-dl+/ E-dl,
P P N M

N
VB:/ E(r)-dl+ Vs <0,
P

por ser la circulacion de PN negativa, la circulacion M N nula y V4 negativo. En la dltima
ecuacion es evidente, ademas, que Vg < Vy.
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3.7

3.8

Un cilindro hueco de hierro, muy largo y descargado tiene radios interior Ry = 10 cm y exterior
Ry =11 cm. A lo largo de su eje se ha situado un hilo, también muy largo, cargado con densidad
lineal de carga A = —1,7 uC/cm. Determinar los valores de las cargas inducidas en las superficies
del cilindro y el campo electrostatico en todo punto del espacio.

Resolucion

El flujo del campo eléctrico a través de la superficie cilindrica S mostrada en la Figura 3.15
es nulo, por ser el campo eléctrico nulo sobre ella. Del teorema de Gauss se deduce entonces
que la carga total en su interior es nula. Como hilo tiene carga por unidad de longitud A, en la
superficie interna del cilindro debe inducirse una carga —\ = 1,7 uC/cm. A su vez, el cilindro es
eléctricamente neutro, por lo que en su superficie externa debe situarse una carga por unidad de
longitud A = —1,7 4C/cm (Figura 3.15)

R, A

R, S

Figura 3.15. Hilo cargado rodeado de un cilindro hueco metélico y descargado.

En el Problema 2.7 se vio que el campo eléctrico creado por un hilo muy largo con densidad
lineal de carga A\ viene dado por

A

E =
(r) dmeqr

u, (3.32)

donde 7 es la distancia al hilo y u, el vector unitario radial respecto del hilo. Segin el Problema
2.25 el campo eléctrico creado por un cilindro de longitud muy grande y de radio R, cargado
sobre su superficie con carga A por unidad de longitud, esta dado por

0 r<R,

= A .
E(r) Ay, ren, (3.33)
TEQT

donde 7 es la distancia al eje del cilindro y u, el vector unitario radial respecto del eje del cilindro.

En la configuracién de cargas de la Figura 3.15, se tiene entonces, por el principio de super-
posicién: si r < Ry,
A 3,06 x 106 V
u, =———"7-—1u,,

E(r) = EP——
TEQT r m

con r expresado en metros. Si Ry < r < Ry

A n —A
= u
2regr | 2meor

u,=0,

E(r)

como podria esperarse del interior de un conductor. Si r > Rs

E(r) A n - n A A 3,06 x 106 V
r) = u u u, = uay,, =-— —1u
2regr © 0 2meor 0 2megr © 2megr ' r m 7’

con 7 también expresado en metros.

Una corona esférica de cobre, de radio interior R; = 0,4 m y de radio exterior R, = 0,8 m, tiene
una carga neta Q = 1 mC. En su interior, se sitia concéntricamente una esfera de hierro de radio
Rp = 0,2 m y conectada a tierra. Determinar las cargas inducidas en la superficies de los dos
conductores y el campo y potencial eléctricos en las distintas regiones del espacio.
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Resolucion

Sean @Q; y Q. las cargas inducidas en las superficies interna y externa
de la corona esférica, y @p la carga inducida en el conductor esférico
(Figura 3.16).

La conservacién de la carga de la corona esférica implica que

Qi+Qc=0@Q. (3.34)

Por otro lado, el potencial del conductor esférico es nulo por estar co-
nectado a tierra. El potencial de cualquier punto del conductor B es la
suma de los potenciales debidos a las tres superficies esféricas con carga,
estando cada uno de ellos determinado por la Ecuacién (3.31). Podemos
entonces establecer la ecuacién

Figura 3.16. Corona
esférica de cobre y esfe-
Qs Qi Qe 0 (3.35) ra de hierro concéntrica

Vs 4dmegRp * dmeg R; + dregRe ’ conectada a tierra.
Ademis, el campo eléctrico en el interior de la corona esférica es nulo. El
campo eléctrico en cualquiera de sus puntos es la suma de los campos creados por las tres super-
ficies esféricas con carga, estando éstos determinados por la Ecuacién (3.30). Se tiene entonces,
para R; <r < R.,

Qs Qi

E =
(r) 4degr? ur + 4dmegr

(Esta ecuacién se puede obtener también de aplicar el teorema de Gauss a una superficie cerrada
contenida en el interior de la corona esférica y que rodea el hueco. Como el flujo es nulo, la carga
interior debe verificar Qg + Q; = 0.)

Su, +0=0. (3.36)

~—

Las tres ecuaciones (3.34-3.36) permiten determinar los valores de las tres cargas desconocidas:

va Qe = % mCa QB = _% mC.

W =

Qi =

Establecidos los valores de las cargas sobre, el campo y potencial electrostaticos en cualquier
punto del espacio pueden calcularse sumando las contribuciones de cada una de ellas, determinadas
por las ecuaciones (3.30) y (3.31). Para puntos interiores al conductor esférico (r < Rp),

E(r)=0, V(r)=0.

Para puntos entre el conductor esférico y la corona esférica (Rp < r < R;),

B(r) = Qp  _ 300x10°V
dmegr? 2 m
@B Qi Qe 3,00 x 109 6
Vir) = = —-———4+14978 x 10> | V.
(r) Tneor + IreoR, + IrcoRR. - + 14, X

En puntos tales que R; < r < R,,

QB Qi Qe

E(r) = = = 7,49 x 10°
(r)=0, V() 4megr + dregr  4AmegR, 749 % 107V,
y para puntos a distancias r > R,
Qs Qi Qe 6,00 x 106 V
E = r r r = — U,
() 47reor2u + 47r50r2u + 47r50r2u 72 v
. 1 6
V(I‘) QB Qz Qe _ 6,00 x 10 V.

= + =
dregr  dmegr  4dmwegr T

En todas las ecuaciones, r se expresa en metros.
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3.9

Se considera una carga puntual ¢ positiva a distancia d a un objeto conductor conectado a tierra,
cuya superficie es plana y muy grande, como se muestra en la Figura 3.17(a). Determinar (a) el
potencial eléctrico en todo punto del espacio, (b) la densidad superficial de carga inducida en el
conductor, (c) su carga total y (d) la fuerza que la carga ejerce sobre el plano. (Método de las
cargas imagen.)

(@) (b) X

N pEEANey

Figura 3.17. (a) Carga puntual ¢ enfrentada a un conductor plano conectado a tierra. (b) Carga real
q y carga imagen —q.

Resolucion

En los problemas anteriores, encontrar la cargas inducidas, el campo eléctrico y potencial que
satisfacen las condiciones (1-6) ha sido posible por la alta simetria del problema. En problemas
con menos simetria, el procedimiento anterior no es factible. La soluciéon puede encontrarse a
veces por el método de las imagenes. En un problema con ciertas distribuciones de carga fija y
ciertos conductores, se trata de encontrar el valor y posicién en el interior de los conductores de
ciertas cargas ficticias (cargas imagen, en general puntuales) que reemplacen a los conductores
y creen un potencial y campo eléctrico que satisfagan las condiciones de contorno que debieran
verificarse en sus superficies. El potencial y campo creados por dicha distribuciéon equivalente son
facilmente calculables, y por satisfacer las ecuaciones bésicas de la electrostédtica en el espacio
libre (V-E=0y VxE =0, o sea AV = 0) y las condiciones de contorno del problema con
conductores son, por unicidad, el potencial y campo eléctrico en el espacio libre debidos a la
distribucién original.

En el problema propuesto, por su simetria de revolucién entorno al eje Z [Figura 3.17(b)],
probamos a reemplazar el conductor por una carga puntual imagen en el eje Z. Recordando el
Problema 2.23 para el potencial creado por dos cargas puntuales +q y —¢q, notamos que el plano
bisectriz es equipotencial de valor nulo. Asi, si la carga imagen —g¢ se sitia en el punto (0,0, d),
entonces todo el plano XY tiene potencial V' = 0 y por tanto, el campo eléctrico es perpendicular
a dicho plano. En otras palabras, el potencial y campo de +¢q y la imagen —q satisfacen las
condiciones de contorno en la superficie del conductor. La conclusién es que, en el exterior del
conductor, el campo creado por las dos cargas puntuales es igual al creado por la carga dada y el
conductor.

(a) El potencial electrostatico en todo punto a la izquierda del conductor puede expresarse en-
tonces como la suma de los creados por las dos cargas

Vi(w,y,z) = — L + 2 !
T,Y,2) = .
Y dmeg /22 +y2 + (d+2)2  4Ameo /22 + 92 + (d — 2)?
En el interior del conductor, en cambio, el potencial es V' = 0. De la relacién E = —VV| puede

determinarse también el campo eléctrico.

(b) En la superficie del conductor, campo eléctrico y densidad de carga estédn relacionados por
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E = (0/e0)n. En este caso, la normal exterior es n = —u,, y el campo en la superficie vale
q 2d
E(0 = u
02 = o s

de donde

2m(x? +y? +d?)

(c) La carga total del conductor puede determinarse integrando sobre su superficie. Introduciendo

p? = /22 + 942 y dS = pdpdg, se tiene

~/plano 7 27 0 ¢ 0 (,02 + d2) 1 (p2 + d2) 0 I

La igualdad entre los valores absolutos de la carga puntual y la del conductor es consecuencia de
que todas las lineas de campo que surgen de la carga puntual son interceptadas por el conductor,
es decir, estan en influencia total.

(d) La fuerza que la carga ¢ ejerce sobre el plano puede calcularse como la resultante de las
fuerzas sobre cada elemento de superficie con carga odS. Ahora bien, por el principio de accién y
reaccion, dicha fuerza es contraria a la que el plano ejerce sobre la carga g, es decir, el producto
de ¢ por el campo creado por el plano, siendo este campo el mismo que el creado por la carga
imagen —q. Asi podemos escribir

F — _F - _F _ (7(])(] F — q2
g—plano = —Fplano—q = —Fg g = —m(_uz) = g—plano = —WUz.

3.10 Una molécula de agua, de momento dipolar eléctrico de médulo p = 6,2 x 1073 Cm, est4 situada
a 10~ metros de un ién de sodio, cuya carga es Q = 1,6 x 107!? C, de modo que el dtomo de
oxigeno del agua apunta al ién. Calcular la fuerza que experimenta la molécula y su aceleracién.

Resolucion

Debido a su momento dipolar eléctrico permanente p, la molécula de agua en el seno del campo
eléctrico E creado por el ion de sodio experimenta una fuerza F = V(p - E). En referencia a la
Figura 3.18, el campo eléctrico creado por el ion a una distancia x viene dado por

Q

=——u,.
dregr? "

Na*

Figura 3.18. Molécula de agua en el campo eléctrico de un ion de sodio.

Por otro lado, el momento dipolar eléctrico de la molécula de agua es consecuencia de los
momentos dipolares eléctricos de los dos enlaces H-O. Con la orientacién dada para la molécula
de agua, este momento dipolar eléctrico p tiene la misma direccién y sentido que E. Para la fuerza
podemos escribir entonces

o(pE OF 2Q
F=V(p-E)=V(pE) = %Um :P%Uz = —PW

F=-179%10"2Nu,.
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Para determinar la aceleracién, calculamos primero la masa de la molécula de agua como su masa
molar dividida por el niimero de avogadro, m = 0,018/(6,02 x 10%%) kg, con lo que

a= F_ —599 m/s% u, .
m

3.11 Una varilla de material dieléctrico [Figura 3.19], de longitud L y seccién A estd polarizada a lo largo
de su longitud de acuerdo con la ecuacién P, = ax? + b, siendo a y b constantes. a) Encontrar la
densidad volumétrica de carga de polarizacién y la densidad superficial de carga de polarizacién. b)
Demostrar explicitamente que la carga total de polarizacién es nula.

Figura 3.19. Varilla polarizada.

Resolucién
a) La polarizacién P del dieléctrico provoca la aparicién de cargas de polarizacién en su volumen
y en su superficie. La densidad volumétrica de carga de polarizacion estd dada por

pp = —divP = —div[(az? + b)u,] = —2az.

La densidad superficial de carga de polarizacién en cada punto de la superficie de la varilla viene
dada por o, = P -n, donde P debe evaluarse en el punto considerado y n es la normal exterior al
dieléctrico en dicho punto. En la superficie lateral de la varilla P y n son perpendiculares (Figura
3.20), y por tanto o, = 0 en dicha superficie. En la base derecha (Figura 3.20)

op(z=L) =P -n= (al® +b)u, -u, =al®+b,

y en la base izquierda,
op(z=0)=P -n=bu, - (—u,) =—-b

Figura 3.20. Normales a las superficies de la varilla.

b) La carga total de polarizacién en la varilla, g,, contando la que se origina en la superficie y la
que se origina en el volumen, debe ser cero. En efecto, g, estd dada por

dp op(x=L)A+ op(z=0)A+ / ppdV
1%

r=L
= (aL®+Db)A —bA+ / (—2ax)Adx

z=0

(aL? +b)A —bA —aAL* =0.
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3.12 Un recipiente ciibico contiene gas hidrégeno a temperatura T = 293 K y presién p = 2 x 10°

3.13

Pa. Al aplicar sobre él un campo eléctrico uniforme y perpendicular

a dos caras, se observa la

aparicién en ellas de una densidad superficial de carga de valor absoluto 81 #C/m?. Considerando
el hidrégeno como un gas ideal, determinar el momento dipolar eléctrico medio de sus moléculas,
|(p)|. [Datos adicionales: nimero de Avogadro N4 = 6,02 x 102* mol~!, constante universal de

los gases R = 8,3 J/(mol K)].

Resolucion

De la Ecuacién (3.2), el momento dipolar eléctrico de las moléculas
de hidrégeno puede calcularse a partir de la expresién

(P} = —, (3.37)

siendo P el vector polarizacién eléctrica y n el niimero de moléculas
por unidad de volumen.

Como el campo eléctrico es uniforme y perpendicular a un par de
caras (Figura 3.21), también lo serd el vector polarizacién eléctrica,
originando en ellas cargas de polarizacién positiva y negativa de valor
absoluto |op| = |P - n|. De aqui que

P| = o] (3.38)

Por otro lado, dado que el nimero de Avogadro representa el niime-
ro de moléculas en un mol, el niimero de moléculas por unidad de
volumen puede escribirse como n = mN,4/V, donde m es el nimero

i
=
Q

Hlll

F A b
:ll'-u

TTET

Figura 3.21. Recipiente
clbico conteniendo gas hi-
drégeno polarizado por un
campo eléctrico uniforme.

de moles de hidrégeno y V'

el volumen del recipiente. De la ecuacién de estado de los gases ideales (V/m = RT/p) se tiene

entonces
_pNa
RT

(3.39)

Introduciendo las Ecuaciones (3.38) y (3.39) en Ecuacién (3.37), se obtiene

RT

(P}l = Jxlowl = ()| = 1,64 x 107°° Cm.

como el valor medio del momento dipolar eléctrico de las moléculas de hidrégeno.

Se considera una esfera de hierro de radio R, con carga positiva (), en equilibrio electrostdtico, y
rodeada de vidrio, cuya permitividad relativa es €, = 9. Se desea determinar el campo eléctrico, el
vector polarizacion, las cargas inducidas en la superficie interior del vidrio y el potencial de la esfera

de hierro.

Resolucion

Dada la simetria esférica del problema, la carga @
del conductor se distribuye uniformemente sobre la
superficie de la esfera de hierro, y lo mismo ocurre
con la carga de polarizacién en la superficie de vidrio
en contacto con el conductor. Por la misma razén, los
vectores desplazamiento eléctrico y campo eléctrico
son radiales respecto del centro de la esfera de hierro.

Aplicando la ley de Gauss (3.10) para el vector
desplazamiento eléctrico a la superficie esférica Sp

de radio r < R (Figura 3.22), se tiene e
da de vidrio.

(I)D(Sl) = 47TT2D = (Gint,np = 0 )

Figura 3.22. Esfera de hierro cargada rodea-
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por no contener S; ninguna carga de no polarizacién. De aqui que D = 0, o sea, D = 0 en el
interior del conductor, y también E = 0, como corresponde a un conductor en equilibrio.

Aplicando de nuevo la ley de Gauss para el vector desplazamiento eléctrico a la superficie
esférica Sy de radio r > R (Figura 3.22), se tiene ®p(S2) = 47r2D = gint np = Q, de donde

D Q DzaT—l Q

= = = u, u,
coer  Amege,r? Er e, Amrz "’

=—"_u
drr2 "

en el vidrio (r > R). Este campo es el mismo que crearfa una carga puntual inmersa en vidrio y es
e = 9 veces menor que el que crearia en el vacio. La razén puede encontrarse en el apantallamiento
parcial producido por las cargas de polarizacién en la superficie del vidrio, cuyo valor es

er—1 8 @
o, =P -n= D n=—- ,
P Er 9 4w R?
donde se ha tenido en cuenta que la normal exterior al dieléctrico es n = —u,, y se ha evaluado

D en la superficie del vidrio en contacto con la esfera de hierro.

El potencial de la esfera de hierro se puede calcular como la circulacién del campo eléctrico
entre cualquier punto P de su superficie y puntos infinitamente alejados. Tomando un camino de
circulacion radial, se tiene

Vesfera = / E.dl= / L ‘updr = Vestera = @

u, — .
p r dmege,r? dmeper R

3.14 Se ponen en contacto las superficies planas de un dieléctrico de permitividad relativa ¢, = 3,4
y un conductor con densidad superficial de carga o = 1,3 uC/m?. ;Cudnto valen las densidades
superficial y volumétrica de carga de polarizacién en el dieléctrico?

Resolucion

La presencia del conductor cargado origina la polarizacién del
dieléctrico, y ésta la aparicién de cargas de polarizacién en
su superficie. En puntos del dieléctrico cuya distancia h al

conductor sea pequena en comparaciéon a las dimensiones li- TD
neales de la superficie de separacion, el vector desplazamien-

to eléctrico puede suponerse uniforme y perpendicular a la p h[ S
superficie, como se muestra en la Figura 3.23. Su magni- Gf

tud D puede determinarse por la ley de Gauss (3.10). To- A
mando la superficie cilindrica vertical S de base A, se tiene
®p(S) = DA = Gintnp = 0A. En el célculo del flujo se ha
tenido en cuenta que en la base inferior del cilindro E = 0
(conductor en equilibrio), P = 0 (en un conductor en equili-
brio la polarizacién es nula), y por tanto D = ¢gE + P = 0.
Se tiene entonces que D = o en cualquier punto del dieléctrico proximo al conductor.

Figura 3.23. Dieléctrico en con-
tacto con conductor cargado.

La densidad superficial de carga de polarizacién puede ser asi calculada como

7‘_]- r_l r_l
T D n="" (D)= (=) =| 0, =—092uC/m?,
Er Er Er

O'p:

donde se ha tenido en cuenta que, en la superficie de separacién, D y la normal exterior al
dieléctrico n tienen misma direccién pero sentidos contrarios.
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3.15

La densidad volumétrica de carga de polarizacién estd dada por

er—1

Pp = — Pnp =0,

Er

por ser nula la densidad de carga no polarizacion en el dieléctrico.

En el volumen de una esfera de caucho, de radio R = 10 cm y permitividad relativa €, = 3, se han
distribuido iones Cr®* con densidad no uniforme p = kr, siendo k = 2 uC/m* y r la distancia al
centro en metros. Calcular 1) las densidades y las cargas totales de polarizacién en el volumen y la
superficie de la esfera y 2) el campo eléctrico en el interior y el exterior del dieléctrico.

Resolucion

1) La esfera dieléctrica de caucho se polariza por la presencia de los iones Cr3* de densidad
p = kr, dando lugar a una densidad volumétrica de carga de polarizacién

er—1 er—1
pp:_Tpnp:_

T 67‘

kr = | pp= —%r,uC/m3,

y por tanto a una carga total de polarizacién en el volumen V de la esfera

R
Qp(V):/VppdV:/o (—?«) drridr | Q,(V) = —0,42nC,

donde para realizar la integral de volumen se ha tomado el diferencial de volumen dV = 4mr2dr
mostrado en la Figura 3.24(a).

/A

(a) (b)

Figura 3.24. (a) Esfera de caucho cargada. (b) Construccién para la resolucién del problema.

La cantidad total de carga de polarizacién en la superficie de la esfera de caucho, Q,(5), puede
deducirse del hecho de que la carga total de polarizacién de un dieléctrico es siempre nula. Se
tiene asi que

Qp(S) = -Qp(V) =0,42nC.

Como ademas, por la simetria esférica del problema, esta carga se distribuye uniformemente sobre
la superficie de la esfera de caucho, su densidad superficial es

Q)
P AnR?

=3,3nC/m?.

2) Para el cédlculo del campo eléctrico en puntos interiores a la esfera (r < R), se aplica la ley de
Gauss (3.10) para el vector desplazamiento a la superficie esférica Sy de radio r [Figura 3.24(b)],
obteniéndose

®p(S1) =47 D = Gingup » (3.40)
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3.16

3.17

donde en el calculo del flujo se ha tenido en cuenta que D es, por simetria, radial y de médulo
constante en la esfera de radio r. Por otro lado la carga de no polarizacién, es decir, la carga de
iones Cr3T, dentro de la superficie S; se puede calcular como

-
Gintnp = / pdV = / kr'dmrdr’ = whrt (3.41)

V1 0
donde V; es el volumen contenido por la superficie S1, y se ha tomado como elemento de volumen

dV = 4nr"?dr’ [Figura 3.24(b)]. Haciendo uso de la Ecuacién (3.41) en la Ecuacién (3.40), y
despejando D se obtiene D = kr?/4, es decir, D = (kr?/4)u,, y por tanto

D k2 v
E— — T, = 188237%u, —
E0Er 4ege, m

como el valor del campo en puntos interiores a la esfera de caucho.

Para puntos exteriores (r > R), aplicando el teorema de Gauss a la superficie esférica S de
radio r [Figura 3.24(b)], se obtiene de nuevo

(I)D(Sl) =4mr’D = Gint,np » (342)

siendo ahora @intnp la carga de no polarizacién dentro de la superficie Sz, que coincide con la
carga total de iones de Cr®>* en la esfera de caucho y se calcula como

R
Gint,np = /V pdV = /0 kr'dnr?dr’ = nkR*. (3.43)

De las Ecuaciones (3.42) y (3.43), se tiene D = (kR*/4r?)u,, y teniendo en cuenta que en el vacio
e =1,

kR 18823 V
= ) u,—,
m

D
E = —_— = 2uT =
€0 460’/’ r

como el valor del campo eléctrico en exterior de la esfera de caucho.

Sobre la superficie plana de un conductor, se ha colocado una capa de poliestireno de permitividad
relativa e, = 2,6 y rigidez dieléctrica Ep,.x = 20 kV /cm. Determinar la méxima densidad superficial
de carga que puede adquirir el conductor sin que se produzca la ruptura dieléctrica del poliestireno.

Resolucion

La rigidez dieléctrica Ep.x es la intensidad |E| del campo eléctrico maxima que puede soportar
un material dieléctrico sin que sus moléculas se ionicen, permitiendo asi el paso de la corriente
eléctrica. Su valor es caracteristico de cada sustancia, dependiendo ademaés de sus condiciones de
presion y temperatura.

En el Problema 3.14 se ha demostrado que el mddulo del desplazamiento eléctrico en un
dieléctrico situado sobre un conductor plano cargado con densidad superficial de carga o estd dado
por |D| = |o|. La intensidad del campo eléctrico estd entonces dada por |E| = |o|/epe, cantidad
que, para que no se produzca la ruptura dieléctrica, no debe superar la rigidez dieléctrica, es decir,
lo|/eoer < Emax- De aqui que la densidad superficial de carga del conductor no deba superar la

cantidad
lo| = 06 Ermax = 4,58 x 107° C/m?.

Durante una tormenta se observan rayos entre las nubes y la tierra. Se estima que la altura de las
nubes es h ~ 1000 m y la rigidez dieléctrica del aire Epax =~ 3 x 105 V/m. Estimar un valor minimo
para la diferencia de potencial entre las nubes y la tierra, suponiendo que el campo eléctrico entre
ambos es uniforme y vertical hacia abajo.
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3.18

3.19

Resolucion

La presencia de rayos asegura que se ha producido la ruptura dieléctrica del aire, es decir, |E| >
F.x. Para la diferencia de potencial entre la tierra y las nubes se tiene, suponiendo el campo
eléctrico uniforme,

tierra v
V= E-dl~ |E|h > Epach ~ 3 x 10°— x 1000m = 3 x 10° V..
m

nubes

Las dos puntas conductoras de la Figura se mantienen a una diferencia de potencial V3 — V5 = 300
V uniéndolas a una fuente de fuerza electromotriz adecuada, como se muestra en la Figura 3.25(a).
Determinar el campo eléctrico en la linea que une las puntas, supuesto éste uniforme, en funcién
de la distancia d entre ambas. Determinese también a qué distancia se producird una chispa entre
las puntas, suponiendo que el aire se comporta como un dieléctrico de permitividad relativa e, ~ 1,
cuya rigidez dieléctrica es Epax = 3 x 10° V/m.

(a) a4, E (b)
H>1 2<% E

ld . d

Figura 3.25. (a) Dos conductores en forma de punta cuya diferencia de potencial se mantiene cons-
tante. (b) Variacién del campo eléctrico con la distancia entre las puntas.

Resolucion

Si el campo entre las puntas se supone uniforme, podemos escribir
2

Vl—ng/ E-dl=FEd=300V.
1

La intensidad del campo en funcién de la distancia d estd entonces dada por

_ 300

E
d

v,

donde d se expresa en metros.

El hecho de que el campo sea inversamente proporcional a la distancia d [Figura 3.25(b)]
hace que a cierta distancia de acercamiento dy,;, se alcance el valor de la rigidez dieléctrica,
produciéndose una chispa entre las puntas. Como Fyyax = 300/dmin se obtiene

300
Emax

dynin = =10"3m.

El cable coaxial de la Figura 3.26 estd formado por un cilindro conductor de radio r; = 2 mm,
rodeado de una corona cilindrica de material aislante, de rigidez dieléctrica Eyax = 20 x 10° V/m,
rodeada a su vez por una corona cilindrica conductora, de radio . y conectada a tierra. El conductor
interior adquiere cierta densidad lineal de carga A uniforme y por ello un potencial V' = 12 kV.
i Cudl debe ser el grosor de aislante para que el campo en ningtin punto del aislante alcance el 25 %
del valor de la rigidez dieléctrica?
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Figura 3.26. Cable coaxial.

Resolucion

La resolucién requiere determinar el campo eléctrico en el aislante en funcién de su grosor e
imponer que su médulo no sobrepase la rigidez dieléctrica.

Suponiendo que el cable es muy largo, el campo eléctrico y el vector desplazamiento eléctrico
son radiales respecto del eje del cable y de médulo constante en cilindros concéntricos con éste.
Aplicando entonces el teorema de Gauss a la superficie S de la Figura 3.27, se tiene ®p(S) =
2rrLD = Ging,np = AL, de donde

y por tanto, en el aislante

B D _ 3.44
€0Er 27raosrrup ’ ( )

donde A y &, tienen valor desconocidos y u, es el unitario radial respecto del eje del cable coaxial.

Figura 3.27. Cable coaxial. Construccién para la resolucién del problema.

Por otro lado, el potencial del conductor interior, igual a 12kV, puede calcularse como la
circulacién del campo eléctrico a lo largo del camino de P a O mostrado en la Figura 3.27, es

decir,
O r
A e d A .
V:/ E-dl = / @ n (2} =12000V.
P 2reoer Jyp, T 2mEQE, T

De la tltima igualdad, se tiene la expresion

A 12000

2mege,  In(re/0,002)

donde 7. se expresa en metros, que, sustituida en la Ecuacién (3.44), nos da la expresién del

campo eléctrico en el aislante
B 12000

= In(r./0,002)r *
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en funcién de r.. Para cumplir con los margenes de seguridad, el campo més intenso en el aislante,
que tiene lugar a distancia r = r, = 0,002 m, debe ser el 25 % de la rigidez dieléctrica, esto es,

12000
In(r.,/0,002)0,002

|E| = < 0,25Fmax = 0,25 x 20 x 10°V/m,

de donde r, > 0,0066 m, o lo que es lo mismo, el espesor de aislante debe ser

re — 1 > 0,0046 m .

3.20 La Figura 3.28 muestra la seccién recta de un hilo con-
ductor muy largo cargado con densidad lineal de carga —\ 3R
negativa, que estd rodeado de una zona de aire (g9 ~ 1)
de radio R, alrededor de la cudl estdn situadas dos capas ~
cilindricas concéntricas. La primera de ellas, de radio inte- &
rior Ry exterior 2R, tiene permitividad relativa ,, = 2; la
segunda, de radio interior 2R y exterior 3R, tiene permi-
tividad relativa ,, = 3. Determinar 1) el campo eléctrico
en las distintas zonas del espacio, 2) las densidades de car-
ga de polarizacién en los dieléctricos y 3) la diferencia de

otencial entre un punto a distancia R del hilo y otro a . .,
" 2 y Figura 3.28. Seccién recta de

distancia 3R. )
un hilo conductor rodeado de
dos capas cilindricas de material
dieléctrico.

Resolucion

1) Suponiendo que el hilo tiene longitud infinita, la distribucién de carga, incluidas las cargas
de polarizacién, tendré simetria cilindrica. Entonces los campos E y D tendran direccién radial
respecto del hilo y mdédulo constante en superficies cilindricas concéntricas con el hilo. Para
determinar D, aplicamos la ley de Gauss a la superficie cilindrica S de radio arbitrario r y
longitud arbitraria L, cuya seccién recta se muestra en la Figura 3.29. Se tiene entonces ®p(S) =
27rLD = @ingnp = —AL, de donde

A

D=_2

u,.
o2r °

El campo eléctrico en la zona de aire (r < R) valdra

D -A

o 2megr
en el primer dieléctrico (R < r < 2R),

D -2 —A
E = = u, = u
€06y,  2MegEp, T | 2mege2r °’

en el segundo dieléctrico (2R < r < 3R),
E— D _ —A u, = —A u,, Figura 3.29. Superficie S para la
€0Ery,  2TEQER,T 2meo3r aplicacién de la ley de Gauss y ca-
mino MNP para el célculo de la
diferencia de potencial.

y en el exterior a todo el sistema (r > 3R),

D —-A

€0 271'607“

u,.
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3.21

2) La presencia de carga en el hilo polariza los dieléctricos, y surgen en consecuencia cargas de po-
larizacién en sus superficies y volimenes. En la superficie cilindrica a (Figura 3.29) perteneciente
al primer dieléctrico y de radio R, la densidad superficial de carga de polarizacion serd

Ery — 1 €y —1 = €y —1 A 1 A

(a) — D - _ - B
o = —R-N= u, (—u,) = =
P e &, 2mR " (=) e, 2mR  227R’
donde se ha tenido en cuenta que el vector unitario normal exterior a dicha superficie es n = —u,.

En la superficie b, también perteneciente al primer dieléctrico, pero de radio 2R y de normal
exterior n = u,,

-1 ey —1 =X ey, —1(=A)  1(=X)
0 _fn "' o p=n G ==
o e, R T T R M T T xR T 24nR

Andlogamente, en las superficies ¢ y d del segundo dieléctrico, de radios 2R y 3R, y normales
exteriores n = —u, y n = u,, respectivamente, se obtiene, andlogamente,

O'(C) _ 67-2 —1 )\ _ g )\

P €r, 4TR  347R’
o'éd) _ ETZ -1 )\ o 2 )\

e, O6mR 367R’

Notese que en la superficie esférica de radio 2R se acumulan dos distribuciones de carga de
polarizacién.

En cuanto a las densidades volumétricas de carga de polarizaciéon en el primer y segundo
dieléctrico, se tiene
W _ _enzb

Pp —TPHP =Y,
Epo — 1

Py = —=—nip =0,
Ery

por ser nulas las densidades volumétricas de carga de no polarizacion en los dieléctricos.

3) La diferencia de potencial entre un punto a distancia R y otro a distancia 3R puede calcularse
como la circulacién del campo eléctrico entre los puntos M y P a lo largo del camino radial que
pasa por N, es decir,

P N P
Vu—-Vp = /E~d1:/ E-d1+/ E-d
M M N

2R 3R

—-A -

= ——u, - u,dr + ———u, - u,dr
R 2WEQERT oR 2MWEQEr,T

=) h172+ln(3/2)
 2meg | 2 3 ’

Utilizando las condiciones en la frontera entre dos medios, determine los vectores campo eléctri-
co y desplazamiento eléctrico en la superficie de un dieléctrico lineal, homogéneo e isétropo, de
permitividad relativa g,, en contacto con un conductor en equilibrio electrostatico cuya densidad
superficial de carga es o.

Resolucion

Sea 1 el medio conductor y 2 el dieléctrico. En el conductor E; = 0, y también D; = ¢gE; = 0.
Se trata de determinar Es y D4 en el dieléctrico, inmediatamente fuera del conductor.

La condicién en la frontera Fs; — F; = 0 implica que FE>; = 0, es decir, Eg, y por tanto
Dy = epe, 2, son normales a la frontera entre los dos medios. La condicién Ds,, — D1, = opp,
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con D; , =0y o la densidad de carga en la superficie del conductor, implica entonces Dy = o, 0
lo que es lo mismo,
Dy =on,

siendo n la normal exterior al conductor. De aqui que

DQ g
E2 = = n.
EoEr EoEr

3.22 Determinar la energia electrostitica acumulada (a) en una esfera conductora de radio R y carga Q;
(b) en una esfera de radio R sobre la que se ha distribuido homogéneamente una carga Q. Ambas
estdn situadas en el vacio.

Resolucion

(a) Si la esfera es conductora, la carga se encuentra distribuida sobre su superficie. Puesto que la
densidad superficial de carga y el potencial en cada punto de la superficie valen 0 = Q/(47R?) y
V = Q/(4mepR), respectivamente, se tiene, de acuerdo con la Férmula (3.17),

1

1 Q@ @ 1 Q@ Q@ 21 @
Ue = = n v ds = - ds = 3 ArR™ = 5 ’
2 /SU p(r)V () 24nR? dmegR J 247 R2 dmegR 24meo R

A idéntico resultado puede llegarse usando la Expresién (3.18). El campo y el desplazamien-
to eléctricos, cuando no son nulos (a distancias » > R del centro de la esfera), valen E =
Q/(4meor?)u, y D = Q/(47r?)u,. Entonces

1Q @ <1

& L dmrdr = =
247 4meg Jp Tt o S dreoR

1
U, = - / D Edv =
2 v
donde, para realizar la integral, se ha tomado el elemento de volumen dv = 4mwr?dr. Nétese que
la integral esta limitada al volumen v donde hay campo, es decir, al exterior de la esfera.

(b) Del Problema 2.6, el potencial electrostdtico creado por una esfera de radio R con carga Q)
uniformemente distribuida en su volumen es

4Q sir >R,
v =1 Y s
Op2 12 :
s <2R 5" > sir <R,

y la densidad volumétrica de carga eléctrica de no polarizacién vale p = Q /(47 R?). La Expresién
(3.23) para la energia electrostdtica en funcién del potencial y la densidad de carga da entonces

1 _1Q Q 3.0 1, 2, 3 Q7
Ue = Q/p(r)V(r)dv— igﬂ-RS o 47‘[‘50R3 <2R 757’ A7y d"’— =

v

Es importante darse cuenta aqui que la integral se ha realizado sobre la regién v donde hay carga.

Como en el Apartado (a), se puede realizar también el calculo de la energia a partir de la
Expresion (3.18) en funcién de los campos. El campo eléctrico creado por la esfera vale

@ u sir>R

E= ! 4mer? " ’
= QT . 5
mur s1 71 < s

y como tanto en el vacio como en el conductor, D = ggE, el vector desplazamiento eléctrico vale

mur Si?">R,
Qr

Wur SIT<R,
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3.23

3.24

La Expresién (3.18), que es conveniente escribir como

1 1 1
Ue:f/D~Edv:f/ D-Edv—&—f/ D-Edv,
2 v 2 int.esfera 2 ext.esfera

da entonces

1 Q Q B, 1Q Q [>~1, 3 Q2
Up= -t % drrldr + =% ~drrldr = = .
2 47 R? 47r50R3/0 [ s Dyl S Py

Noétese que como en este caso hay campo en todos los puntos del espacio, el volumen v es todo el
espacio.

A partir de la Expresién (3.17), demostrar que la energia electrostdtica acumulada en un sistema
de N conductores esta dada por
1
Ue - 5 ; in ’

siendo ¢; y V; las cargas y potenciales de cada conductor.

Resolucion

Si tenemos en cuenta que solo hay carga en las superficie de los conductores, la Ecuacién (3.17)
se puede poner en la forma

U, = %/Sanp(r)V(r)dS _ ;;/S o(x)V(r)dS .

Como ademas la superficie de cada conductor es equipotencial, de valor V;, se tiene,

1< e
U6:2;w[gio<r>d5=2;q¢m,

como queria demostrarse.

Capacidad de una esfera conductora. Determinar el coeficiente de capacidad de una esfera
conductora aislada de radio R = 10 cm inmersa en un dieléctrico de permitividad relativa &, = 90.

Resolucion

El coeficiente de capacidad c¢i; de una esfera conductora se puede determinar como el cociente
entre el valor de una carga ¢ que se introduzca en ella y el potencial que adquiere. Del Problema
3.13, dicho potencial vale

q
Vesfera = ——=
esfera 47T€0€TR
y por tanto su coeficiente de capacidad vale
__ 7 _ _
c11 = —— =4dmwepe, R = | ¢11 = 1nF.
V:ssfera

3.25 Condensador esférico. Determinar la capacidad de un condensador esférico, formado por una

esfera conductora, de radio R, rodeada de una corona esférica dieléctrica, de permitividad relativa
g y radios interior y exterior Ry y Ro, rodeada a su vez de una corona esférica de radio interior
Rs.
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Resolucion

Si las armaduras del condensador tienen cargas eléctricas +q y —¢q
(Figura 3.30), su capacidad se determina como el cociente entre la
carga positiva y la diferencia de potencial entre las armaduras po-
sitiva y negativa. Para determinar dicha diferencia de potencial, se
necesita conocer el campo eléctrico entre las armaduras del conden-
sador.

Por simetria, las cargas +¢q y —¢ se distribuyen uniformemente so-
bre la superficie externa del conductor 1 y la interna del conductor 2,
respectivamente, y las cargas de polarizacién en el dieléctrico se dis-
tribuirdn también con la misma simetria esférica. En consecuencia, el
campo eléctrico y el vector desplazamiento eléctrico deben ser radia-
les respecto del centro de las esferas. Aplicando entonces el teorema
de Gauss a la superficie esférica S de radio r tal que Ry < r < Ra, Figura 3.30. Condensador
se tendrd ®p(S) = 477r%D = @int.np = ¢, de donde D = Q/4nr?, o esférico.

q

= 7]_1,,,
dgpr2 "

y el campo eléctrico entre las armaduras estarda dado por

D q
= u’f‘ .
g0y  4mepe,T?

La diferencia de potencial entre las armaduras puede entonces calcularse como la circulacién del
campo eléctrico a lo largo del camino radial que une los puntos 1 y 2 de la Figura 3.30, es decir,

2 Ro q
Vi—-Vy = /E~d1=/ ——u, - u,dr
1

r, Ameoe,r? "
_ /der g (1 1\_ g (R—-R
a 47TE()ET Ry 72 a 47TE()ET Rl R2 a 47TE()ET R1R2 '

La capacidad del condensador esférico estd entonces dada por

q o 47T€0€TR1R2

C = —
Vi—VWs Ry — Ry

3.26 Condensador plano-paralelo. El condensador plano-paralelo consiste en dos planchas metélicas
conductoras iguales y paralelas, de drea A, separadas entre si por una distancia d por una lamina
de material aislante de permitividad relativa &,. Despreciando los efectos de borde (es decir, su-
puestas las dimensiones lineales de las armaduras muy grandes en comparacién con su separacién),
determinar su capacidad.

Resolucion

'i~|—q

dlgro-Dl S Y

25 —4
>
=]

Figura 3.31. Condensador plano-paralelo.
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3.27

Si introducimos cargas +q y —¢ en cada armadura, la capacidad puede determinarse como el
cociente entre la carga +q y la diferencia de potencial que adquieren. Despreciando efectos de
borde, la cargas +¢q y —q se distribuyen con densidades uniformes o = g/Ay —o = —q/A (Figura
3.31) en sus superficies internas (para que el campo eléctrico se anule en el interior de cada una de
las armaduras). También ignorando los efectos de borde, el campo eléctrico y el desplazamiento
eléctrico estaran dirigidos verticalmente hacia abajo. Tomando entonces la superficie cilindrica
vertical S de la Figura 3.31, se tiene ®p(S) = DB = Gint.np = 0B, donde B es el drea de la
base de S y D el valor del desplazamiento eléctrico sobre dicha base. El desplazamiento eléctrico
toma entonces el valor D = o = ¢/A en cualquier punto del dieléctrico, y el campo eléctrico vale
entonces, en médulo, E = ¢/(epe,A). La diferencia de potencial entre las armaduras se puede
calcular entonces como la diferencia de potencial entre los puntos 1 y 2 de la Figura 3.31 por el
camino indicado, obteniéndose

2 2 2
q q
Vi—Vo= | E-dl= | Edr= dr = d.
P /1 /1 " EOETA/l " goerA

La capacidad resulta ser entonces

q coerA
C p— =
Vi—Vs d

Condensador cilindrico. Determinar la capacidad de un condensador cilindrico, formado por un
conductor cilindrico, de radio R; y longitud L, rodeado de otro conductor cilindrico hueco, de radio
interior Ry, misma longitud L, y concéntrico con el primero, y entre los cuales se ha introducido
un dieléctrico de permitividad dieléctrica e,.. Ignorar los efectos de borde (L > Ry — Ry).

Resolucion

Figura 3.32. Condensador cilindrico.

Procediendo como en los problemas anteriores, introducimos cargas +q y —q en ambas armaduras.
Ignorando los efectos de borde, estas cargas se repartirdn homogéneamente en la superficie del
conductor cilindrico y en la superficie interna del cilindro conductor hueco (Figura 3.32) con
densidades lineales de carga A = ¢/L y —q/L. Ignorando también los efectos de borde, el campo
eléctrico y el vector desplazamiento eléctrico seran radiales respecto del eje comin del conjunto.
Tomando entonces la superficie cilindrica S de la Figura 3.32, de radio r y longitud [, el teorema de
Gauss para el vector desplazamiento eléctrico afirma que ®p(S) = 277rlD = ¢ing.np = Al = ¢l/L,
de donde la magnitud del desplazamiento eléctrico estd dada por D = \/(27r) = q/(27xrL), o

=——u
2mrL P

donde u, es el unitario radial respecto del eje de los cilindros, y el campo eléctrico entre las

armaduras del condensador vendra dado por

D q
E = = up .
E0Er 2megerrL
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La diferencia de potencial entre las armaduras se puede calcular entonces como la circulacién del
campo eléctrico entre los puntos 1 y 2 de la Figura 3.32 por el camino senalado, esto es,

2 Ro Ro d R
Vl—ng/E-dlz Edr:L/ r:qln<2).
1 Ry 2meoer L Jg, T 2meperL Ry

De aqui que la capacidad del condensador cilindrico venga dada por

C— q _ 2mege L
‘/1—‘/2 hl(Rg/Rl)

3.28 Las armaduras de un condensador plano paralelo tienen drea A y estan separadas por una distancia
2d. Se dispone de dos tipos de material dieléctrico, de permitividades relativas &, y 2., que
pueden disponerse entre las armaduras en las dos configuraciones mostradas en la Figura 3.33. jEn
qué disposicién se consigue una mayor capacidad? (ignorar los efectos de borde).

2d

b) 22

Figura 3.33. Condensadores plano-paralelos con dos dieléctricos distintos.

Resolucion

En el caso (a), el condensador es equivalente al mostrado en la Figura 3.34(a), es decir a la
asociacién de dos condensadores en paralelo. Su capacidad puede entonces calcularse como la
suma de las capacidades de los dos condensadores plano-paralelos con sus respectivas capacidades,
esto es,

eoerA/2 n €02e.A/2 o 3epe, A .

C=0+0=— 2d 1d

En el caso (b), nétese que la insercién de una plancha metélica en la superficie de separacién entre
los dos dieléctricos no cambia la capacidad. A su vez, ésta puede “desdoblarse” en dos, como se
muestra en la Figura 3.34(b). El condensador es asi equivalente a la asociacién de dos en serie, y
su capacidad vendréd dada por

ot t_ 4 4
C B Cl CQ o €0€7~A 602€7~A ’
de donde
N 280€TA
C= Y

La capacidad en la configuracién (a) es entonces mayor que en la configuracién (b).
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d d
A
® & 2¢

Figura 3.34. Equivalencias de los condensadores plano-paralelos de la Figura 3.33.

3.29 Se asocian en paralelo dos condensadores plano-paralelos idénticos y sin dieléctrico entre su ar-
maduras. Se aplica cierta tensién V[ entre los extremos de la asociacién, retirandose la fuente de
alimentacién una vez cargados los condensadores. Posteriormente, se introduce un dieléctrico de
permitividad relativa €, entre las armaduras de uno de los condensadores, de modo que la mitad
del condensador no alterado pasa al condensador modificado. Determinar la nueva diferencia de
potencial entre los extremos de la asociacién y el valor de la permitividad relativa del dieléctrico.

Resolucion

Inicialmente, al aplicar una tensiéon Vj, ambos condensadores adquieren cargas iguales g, puesto
que tienen idéntica capacidad C' [Figura 3.35(a)] por ser idénticos. Al retirar la fuente de tensién,
la diferencia de potencial entre sus armaduras V[ permanecerd, ya que los condensadores han
quedado cargados. Al introducir el dieléctrico [Figura 3.35(b)] en uno de ellos, sin embargo, cambia
su capacidad, y por tanto la capacidad de la asociacién, y también la diferencia de potencial y
las cargas en cada uno de ellos.

(@) "9 =4 (b) F3¢/2pm—34/2
| ]
C C’
e e
+q| l—q R +q/2| |—q/2
> .
[ | .0 < ” >
1 V',

Figura 3.35. Dos condensadores en paralelo.

Si el condensador inalterado queda con la mitad de su carga, tendremos, comparando las
situaciones inicial y final,
2
o1 _42
Vo V]

de donde la nueva diferencia de potencial debe ser
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3.30

Por otro lado, la nueva capacidad del condensador con dieléctrico se vera aumentada en un factor
Er,

C'=¢,C,

y a su vez estard dada por el cociente entre su nueva carga, 3¢/2 y su nueva diferencia de potencial
Vv,
Vo/2

Comparando las dos 1ltimas ecuaciones, se obtiene

3C.

er=3.

Los dos condensadores de la Figura 3.36 estan conectados a tierra y estan descargados. Son iguales,
salvo que en el niimero 2 el espacio entre sus armaduras esta lleno de un dieléctrico de permitividad
e =6, y el nimero 1 no tiene ningtin dieléctrico. El condensador 1 se carga a través de A con una
carga Q. Una vez cargado se unen los puntos A y B. (a) Determinar la carga que adquiere cada
condensador tras la conexién. (b) Comparar la energfa electrostatica del conjunto formado por los
dos condensadores antes y después de conectarlos.

Z

Figura 3.36. Dos condensadores conectados a tierra.

Resolucion

(a) Alintroducir una carga 4+ en la armadura superior del condensador 1, su armadura conectada
a tierra se carga con —(@ por influencia. Al conectar los extremos A y B, la carga @ se reparte
en los dos condensadores de acuerdo con su capacidad, es decir,

Ql = CV, QQ = 6CV7 (345)

donde V es la diferencia de potencial entre las armaduras superiores y las inferiores de ambos
condensadores, y se ha tenido en cuenta que la capacidad del condensador 2 es seis veces superior,
por la inclusién del dieléctrico de permitividad relativa e, = 6, a la capacidad C del condensador
1. Dividiendo entre sf las dos ecuaciones en la Expresién (3.45), se tiene

Q2 =06Q: . (3.46)
Por otro lado, en la redistribucién de cargas, ésta se conserva, de donde
Qi+Q2=0Q. (3.47)

De las Ecuaciones (3.46) y (3.47), se obtiene

Q=20 @:=:0.
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(b) La energia electrostatica antes de la conexién vendra dada por

_ 17

V=3

puesto que el dnico condensador cargado es el 1. Después de la conexién, en cambio,

@17, 16Q/77 _11@?

1 1
Ve=5"0C 2 6C  72C°

La energia electrostatica después de la conexién es entonces 7 veces menor que antes de la cone-
xion.

3.31 Entre los puntos A y B de la Figura 3.37 se aplica una diferencia de potencial de 100 V. Determinar
la energia acumulada en cada condensador.

C,=1pF

C,=2uF Cy=4 pF
i 1

C,=1uF

Figura 3.37. Asociacién de condensadores.

Resolucion

Debido a la diferencia de potencial entre A y B, en las armaduras izquierda del condensador 1
y la derecha del 2 se inducirdn cargas +@Q y —@Q, determinadas por la capacidad equivalente del
conjunto,

LI R S B
C=C ity Oy B

es decir, Q@ = C(V4 — V) = 80 uC.

En la Figura 3.38 se muestra la distribucion de cargas en los distintos condensadores. Como
en la armadura derecha del condensador 1 la carga inducida es —(@), las armaduras izquierdas
de los condensadores 3 y 4 tendran, por conservacién de la carga, una carga total +@Q, que se
reparte en Q/2 en el 3y Q/2 en el 4, por ser sus capacidades iguales. Andlogamente se deducen
los valores de las cargas en el resto de las armaduras. Las energias electrostaticas acumuladas en
cada condensador son entonces

1Q? 1Q?
el — 3 =1 y Ue2 = 3 = ;
Uen 50, 600 nd, Ue o 50y 800 uJ
_1(Q/2)? - 1(Q/2)?
Ues = 5 800 pJ, Uea = 5 800 puJ .
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C;=1pF

C,=2 uF +0/2 |— or C,=4 uF

;1—( }7 02| |02 B

+0 -0 ‘

C,=1pF

Figura 3.38. Cargas en cada condensador de la asociacidn.

3.32 Se considera un condensador plano-paralelo cuyas armaduras tienen longitud I, anchura a, y se-
paracion d, relleno con un bloque de dieléctrico de permitividad relativa &,.. Determinar la fuerza
que se opone a que se extraiga el bloque cuando sélo quede una longitud x de dieléctrico entre
las armaduras (Figura 3.39), en los casos en que (a) las armaduras del condensador se mantienen
a una diferencial de potencial constante V' [Figura 3.39(a)] por medio de una bateria, (b) se ha
introducido una carga @ [Figura 3.39(b)] en el condensador y se ha aislado posteriormente.

Y

™
SW

X

Figura 3.39. Condensador plano-paralelo del que se extrae su dieléctrico manteniendo (a) una dife-
rencia de potencial constante, (b) una carga constante.

Resolucion

La fuerza que se opone a la extraccién del dieléctrico es la fuerza electrostatica que ejerce el resto
del sistema sobre él, fuerza que viene dada por la Ecuacién (3.20) o, en este caso unidimensional,
por F, = —dU./dz, donde U, es la energia electrostatica del condensador. La resolucién del
problema requiere calcular U, en funcién de la posicién del bloque z.

(a) Si la diferencia de potencial se mantiene constante, es conveniente expresar la energia elec-
trostatica del condensador como

1 1
Ue = 501‘/2 + 502‘/2 ; (3.48)

donde el primer término representa la energia electrostatica del trozo de condensador que ain
tiene dieléctrico, cuya capacidad es
EpErTa

Cr= =, (3.49)
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y el segundo término representa la energia electrostatica del trozo sin dieléctrico, de capacidad

eo(l —x)a
o, = 2otz (3.50)
d
Al escribir las ecuaciones anteriores se han ignorado los efectos de borde en los extremos de las
armaduras y en la transicién entre dieléctrico y vacio. De la Ecuacién (3.48), se obtiene la energia

electrostatica en funcién del desplazamiento x como

1 egaV?
U= 5375 [er = D +1],
y por tanto la fuerza ejercida por el sistema es
dU. 1egaV?
Fo=——7—=- r—1),
‘T T2 g &Y

que es una fuerza constante hacia la derecha.

(b) Si por el contrario, la carga del condensador se mantiene constante en el proceso, es conveniente
escribir la energia electrostatica del condensador como

1Q? 1Q3
p,= 1@, 105 (3.51)
2C; 20,
donde ) es la carga en el trozo de condensador con dieléctrico y Q)2 la carga en el trozo sin
dieléctrico. Para determinar sus valores, tenemos en cuenta que, por conservacién de la carga
eléctrica,

Q1 +Q2=@Q. (3.52)

Por otro lado, debe verificarse que Q1 = C1V' y Qo2 = CoV' (siendo V' la diferencia de potencial
entre las armaduras cuando el desplazamiento del bloque es x) y por tanto Q1/Q2 = C1/Cs. Como
ademsds la relacién entre las capacidades es, de las ecuaciones (3.49) y (3.50), C1/Cs = g2 /(I—2x),
la relacién entre las cargas es

Q1 _ &
== = . 3.53
Q2 -z (3.53)
Resolviendo las Ecuaciones (3.52) y (3.53) para @1 y Q2 obtenemos
ErL l—x
Ql_(srfl)x+lQ Ql_(erfl):chlQ'

Sustituyendo estos valores de las cargas y los valores de las capacidades, dados por las Expre-
siones (3.49) y (3.50), en la Ecuacién (3.51), obtenemos la energia electrostitica en funcién del
desplazamiento z como
1 2d
Ue =5 Q )
2 epal(er — 1)z + 1]

y finalmente la fuerza ejercida por el condensador como

dU. Q%*d

1
FE = — = —
dr  2epal(e, — Dz +1

]2<ET - 1))

fuerza que se dirige también hacia la derecha pero que depende ahora del trozo extraido.

3.33 Un sistema eléctrico estd formado por dos chapas metélicas planas, paralelas y de drea A muy
grande, inmersas en un fluido de permitividad relativa €,.. Estando las chapas conectadas a una
pila ideal de fuerza electromotriz V' y separadas una distancia D, se aumenta su separacién muy
lentamente aplicando una fuerza exterior hasta que su distancia es D’ (Figura 3.40). Calcular (a)
el aumento de energia del sistema, (b) el trabajo realizado por la fuerza exterior.
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3.34

=
Figura 3.40. Ensanchamiento de un condensador plano-paralelo por una fuerza aplicada.

Resolucion

(a) El aumento de energfa del sistema estd dado por

1
2

Como la capacidad inicial viene dada por C = o, A/D y la final por C' = g¢e, A/D’, se tiene

1
AU, = 5c’v2 —-Cv2.

EoETAVZ D' —D
2 DD’ -

AU, =

(b) Si el movimiento de la armadura superior se realiza muy lentamente, puede asumirse que la
fuerza exterior, Feyt, es equilibrada en cada momento por la fuerza F, que ejerce el sistema sobre
la armadura, que a su vez puede calcularse como F, = —dU, /dz siendo U, la energia electrostdtica
expresada en funcién del desplazamiento x de la armadura superior respecto de la inferior. Para
una distancia arbitraria x entre las armaduras, la energia electrostatica esta dada por

1 1 epe, AV?
U, =-CV?=_-"2C"
2 2 €T

Podemos escribir entonces
dU.  ege, AV?

Cdx 212

El trabajo realizado por Feyt viene dado entonces por

Fext:Fe:

coe, AV? /D' da c0e, AV2 D' — D
e = WX = .
2 ext 2 DD’

!
Wext = / Fextd-r = )
D D Z

PROBLEMAS PROPUESTOS

Un conductor hueco A en equilibrio electrostatico tiene una carga neta ) positiva. En su interior existe
otro conductor B con carga neta nula. Razonar 1) Si la carga de A se sitia toda en su superficie
externa o, por el contrario, se reparte entre la superficie externa y la superficie interna. 2) Si después se
conecta B a tierra, jseguird B descargado o adquirird carga eléctrica? 3) En el dltimo caso, razénese
el signo de la carga de B.

Solucién:

1) Toda en la superficie externa. 2) Adquiere carga de tierra. 3) Dicha carga es negativa.
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3.35

3.36

3.37

3.38

Se tiene un conductor esférico de radio R y con carga eléctrica Q > 0, rodeado de una corona esférica
conductora de radios interior y exterior 2R y 3R, respectivamente, concéntrica con el conductor
esférico, y conectada a tierra. En el equilibrio electrostatico, determinar el campo eléctrico en las
distintas regiones del espacio. Determinar también la diferencia de potencial entre ambos conductores.

Solucion:

Q

u, para R <r < 2R, E =0 en el resto de las regiones, V; — V, = .
2 87T€0R

dmegr

Un cable de alta tensién estd a un potencial V' = 2 kV respecto de tierra y a una altura h =20 m
sobre la superficie de la tierra (Figura 3.41). Esta diferencia de potencial implica la existencia de un
campo eléctrico E entre el cable y la tierra, que supondremos vertical y uniforme. (a) Calcular el valor
de este campo eléctrico. (b) Comprobar que la diferencia de potencial entre un punto situado a 2 m de
altura y la superficie de la tierra es de 200 V. (c) Dar entonces una explicacién al hecho experimental
de que una persona (de 2 m de altura aproximadamente) paseando bajo el cable de alta tensién no
se electrocute.

Figura 3.41. Paseando bajo un cable de alta tensidn.

Solucién:

(a) E =100 V/m. (c) La persona es equipotencial.

Un cilindro hueco de material dieléctrico de permitividad relativa ¢,., radio interior R/2, radio exte-
rior R, y longitud infinita, ha sido cargado homogéneamente en todo su volumen con una densidad
volumétrica de carga p. (a) Determinar las densidades volumétrica y superficial de cargas de polariza-
cién en el dieléctrico. (b) Comprobar que la carga total de polarizacién del dieléctrico por unidad de
longitud es nula. (c) Determinar la diferencia de potencial entre un punto del eje del cilindro y otro
que diste 2R de dicho eje.

Solucion:

(a)

er—1 er —13pR
Pp = — T&_ p, op(R/2)=0, UP(R):TT’
(c) 2 2 2
3pR pR 3pR
V() —-V(2R) = — In2 — In2.
(0) (2R) 16cpe,  8eper . 8¢eg .

En un cilindro macizo muy largo, de radio R = 0,2 m, se introduce una carga de densidad p = 10~8
C/m3. Calcular la densidad superficial de carga en el caso de que el cilindro sea un conductor en
equilibrio electrostatico y en el caso de que sea dieléctrico de permitividad relativa e, = 2.

Solucién:

o =10"% C/m? si es conductor, 0 = 0, = 0,5 x 1072 C/m? si es dieléctrico.
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3.39

3.40

3.41

En la Figura 3.42 se representa el sistema siguiente: una esfera de radio a cargada con una densidad
volumétrica de carga p = (po/a)r, donde py es una constante y r la distancia al centro; una corona
esférica concéntrica con la esfera, de material dieléctrico de permitividad relativa ,., de radios interior
y exterior b y ¢, respectivamente; un conductor esférico hueco, también concéntrico, de radios interior
y exterior d y e. Este conductor esta cargado, pero el valor de la carga se desconoce, aunque se sabe
que el campo eléctrico es nulo a distancias del centro r > e. Determinar a) la carga en el conductor
y cdmo esta carga estd distribuida en el mismo, b) las densidades superficiales de polarizacién en
la corona esférica dieléctrica, y c) la diferencia de potencial entre un punto a distancia a y otro a
distancia e.

Figura 3.42. Esfera cargada rodeada de una corona esférica dieléctrica y una corona esférica conduc-
tora.

Solucién:

a) Carga del conductor —poma®, toda ella en la superficie interior.

b)

g, — 1 poa® g, — 1 pga®
Po . op(c) = Po

4b2 e 4c?

op(b) = — Py

3 3
pa 1 1 1 1 poa 1 1
Vi) —=V(ey= (22— 22 2 S
(a) (e) 4eg (a + c b d + 4eqe0 \b ¢

En un condensador esférico de radios Ry y Ra, determinar el potencial de ruptura (diferencia de
potencial maxima aplicable entre sus armaduras sin que se produzca la ruptura dieléctrica) si la
rigidez del dieléctrico es Epax = 20 kV/mm.

Solucién:

Vinax = 20R1(R2 — R1)/R2 kV (R1 y R2 expresados en milimetros).

Entre las placas de un condensador plano-paralelo, de drea muy grande A se inserta paralelamente
un bloque, sin que contacte con las placas, cuyo area es también A y cuyo espesor es la mitad de
la separacién d entre las placas. Dicho bloque puede ser conductor o dieléctrico de permitividad &,..
Determinar la capacidad en ambos casos.

Solucién:

Si es conductor
_ 2€0A
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3.42

3.43

Si es dieléctrico
25057—14

d(l + Er) .

Un condensador de capacidad C; = 10 uF estd cargado, siendo la diferencia de potencial entre sus
armaduras V; = 5000 V. Ambas armaduras se conectan a las de otro descargado y de capacidad
Cy = 5 uF. Calcular la energia electrostatica de cada condensador antes y después de la conexidn.

Solucién:

Antes de la conexion
Ue1 =125J, Ugo=0J.

Después de la conexién
Ue1 =55,55J, Ugo =2777J.

Un condensador de 1 uF y otro de 2 uF se conectan en paralelo a una linea de 1200 V. Calcular la
carga de cada condensador y su voltaje. Posteriormente, los condensadores cargados se desconectan
de la linea y ellos entre si, y se vuelven a conectar por las armaduras de distinto signo formando un
circuito. Calcular la carga final de cada uno y su voltaje.

Solucién:
Cuando estan en paralelo y en linea

1 =12x107'C, ¢=24x10"*C, V =1200V.
Cuando estdn en circuito

G =4x1074C, @ =8x10"*C, V4 =4000V, Vi =4000V.






CAPITULO

CORRIENTE CONTINUA
Y CIRCUITOS

La corriente eléctrica es la carga eléctrica en movimiento. Las corrientes de forma genérica, se
pueden clasificar en cuatro tipos: corrientes de conduccién, corrientes de magnetizacién, corrientes
de desplazamiento y corrientes de conveccién.

En la corriente de conduccidn!, cargas eléctricas libres, llamadas portadores de la corriente,

se mueven en un medio material en reposo y neutro en conjunto. El ejemplo mas caracteristico es
la corriente en los metales, en la que sus electrones libres y cuasilibres (portadores) se desplazan
respecto del metal en reposo, movidos por algin agente externo. Corrientes de conduccién pueden
darse también en electrélitos o en gases ionizados. Al contrario de las corrientes de conduccién,
las de conwveccion se originan por el desplazamiento del propio medio, que estd cargado. Despla-
zamientos de masas de liquidos y gases cargados por diversas causas (como diferencias de presién
en la atmoésfera) dan lugar a este tipo de corriente (por ejemplo, una nube). Las corrientes de
magnetizacion estan relacionadas con la magnetizacién de la materia (Capitulo 6). Las corrientes
de desplazamiento (Capitulo 10) tienen que ver con el cambio de la polarizacién de un medio con
el tiempo. El fenémeno méas importante relacionado con las corrientes eléctricas es la aparicién
de un campo magnético (Capitulo 5 y siguientes) aunque el presente capitulo se centra en el
estudio de la corriente eléctrica en si, tratando exclusivamente con corrientes de conduccion vy,
especialmente, con lo que se conoce como corriente continua.

4.1. VECTOR DENSIDAD DE CORRIENTE

Para caracterizar la corriente eléctrica se emplea el vector densidad de corriente, definido
como

j(x,t) = gn(r,t)v(r,t), (4.1)

donde v(r,t) es el campo de velocidades, es decir, la velocidad de los portadores de corriente en
cada punto r del material y en cada instante de tiempo ¢, ¢ es la carga de cada portador (en el
caso de un metal, ¢ = —e = —1,6 x 107!? C) y n el nimero de ellos por unidad de volumen.

Noétese que en el caso de portadores con carga ¢ positiva, j tiene la misma direcciéon y sentido
que el movimiento de éstos, mientras que si los portadores son negativos, como en un metal, el

1En ciertos textos se denominan corrientes reales o verdaderas.
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sentido de j es el contrario a su velocidad. Si, como en un electrélito o un gas ionizado, existen
varios portadores, la densidad de corriente se escribe como

j(r,t) = qui(nt)vi(r,t) , (4.2)

donde el indice 7 se refiere a los distintos tipos de portador.

La unidad del vector densidad de corriente en el SI es el Cs~*m~2. El culombio/segundo recibe

el nombre de amperio, que se simboliza por A, y asf la unidad de j suele escribirse como Am™2.
El amperio se considera una unidad fundamental del SI de unidades, en lugar del culombio.?

4.2. INTENSIDAD DE CORRIENTE

Considérese una superficie S cualquiera, orientada (segin se indica en la seccién 1.2.1), en el
material donde fluye la corriente eléctrica. Si AQ es la carga que atraviesa la superficie S en un
tiempo pequeno At, la intensidad de corriente [ a través de dicha superficie se define como la
carga que atraviesa la superficie por unidad de tiempo, es decir,
Ag _ dq
I=lim —=—. 4.3
At—0 At dt ( )
La intensidad de corriente es una magnitud instantanea, es decir, en general depende del tiempo.
Su unidad en el SI es el amperio, de simbolo A.

La intensidad de corriente es de mayor utilidad en la practica que la densidad de corriente,
sobre todo para describir la corriente que circula por conductores filiformes (con forma de hilo).
La importancia del vector densidad de corriente j estriba en que permite determinar la intensidad
de corriente I a través de cualquier superficie .S, por medio de la expresion

I:/Sj-ds, (4.4)

que indica que la intensidad de corriente a través de una superficie se puede calcular como el flujo
de j a través de dicha superficie. El sentido de dS viene marcado por la orientacién de la superficie
y asi la intensidad puede resultar positiva o negativa dependiendo del signo del producto escalar
j - dS. De este modo, a través de un mismo dispositivo, la intensidad puede resultar positiva o
negativa, dependiendo unicamente del sentido de dS, y por tanto de la orientacién de la superficie.

4.3. ECUACION DE CONTINUIDAD. APLICACION A CORRIENTE CONTINUA

4.3.1. Ecuacion de continuidad

Las distribuciones de carga eléctrica en el espacio se especifican por medio de la densidad de
carga eléctrica p, y su movimiento por medio del vector densidad de corriente j. Atendiendo al
principio de conservacién de la carga eléctrica, debe existir una relacién entre p y j y que debe ser
verificada por toda distribucién y corriente de cargas existentes en la naturaleza. Dicha relacién
se denomina ecuacién de continuidad,

. O _
VJ-FE—O, (4.5)

2Para definir el amperio como unidad fundamental es necesario recurrir al concepto de fuerza magnética (Capitu-
lo 5), de ahi que en este apartado se introduzca como unidad derivada del culombio.



4.3. Ecuacién de continuidad. Aplicacién a corriente continua 109

ecuacion puntual que verifica toda densidad de corriente y densidad de carga. La expresién integral
de esta ecuacion, para una superficie cerrada y, por tanto, orientada hacia fuera, es

. dgq

que expresa que la intensidad a través de una superficie cerrada es igual a la disminucién en la
unidad de tiempo de la carga contenida en el volumen encerrado por la misma.

4.3.2. Ecuacién de continuidad en corriente continua

La corriente eléctrica se dice continua, estacionaria, o constante si ninguna de las magnitudes
definidas anteriormente depende del tiempo: v = v(r), j = j(r), y por tanto, la intensidad I que
atraviesa cualquier superficie, dada por el flujo de j, es también independiente del tiempo.

Para la corriente continua dp/9t = 0 y la ecuacién de continuidad afirma que
Vj=0, (4.7)

es decir, el vector densidad de corriente es solenoidal: sus lineas vectoriales o de corriente no
tienen fuentes ni sumideros. Si dichas lineas han de estar contenidas en un volumen finito del
espacio, han de ser, por tanto, curvas cerradas. Expresada en forma integral resulta que

%Sj-dS:O. (4.8)

4.3.3. Ecuacion de continuidad en un hilo con corriente continua
La ecuacion de continuidad suele expresarse particularizada a la corriente que circula por un hilo

conductor. Considérese el segmento de hilo entre dos secciones rectas, de areas S1 y S2, en general
diferentes, como se muestra en la Figura 4.1.

—

Figura 4.1. Esquema para la deduccién de la ecuacién de continuidad en un hilo metdlico.

La intensidad saliente en el volumen delimitado por dichas secciones y la superficie lateral es,
suponiendo j paralelo al hilo y uniforme en cada seccién,

I(t) =0= }{de :/ de+/ de+/ de = flel +j2$2 = 76(712U2S27n11}1$1) s
S S1 Sa SLAT

(4.9)
en la que la tercera de las integrales se anula, por ser dS perpendicular a j (tangente al hilo) en
la superficie lateral. Despejando se obtiene que

J151 = j252 , (4.10)

ecuacion de continuidad para un hilo con corriente continua, y que expresa la igualdad de la
intensidad en todas las secciones del hilo. En el caso frecuente de que la densidad de electrones
sea igual en todas las secciones del hilo, ny = ng, la ecuacién de continuidad se reduce a

v151 = 'UQSQ s (411)
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que afirma que la velocidad de los electrones en cada seccion del hilo es inversamente proporcional
a su seccién. Esta ecuacion es analoga a la que puede encontrarse en mecanica de fluidos y que
expresa la relacién inversa entre la velocidad del fluido en una seccion y el area de ésta.

4.4. LEY DE OHM. CONDUCTIVIDAD Y RESISTIVIDAD.

Se encuentra experimentalmente que, en la mayoria de los materiales conductores, incluyendo
metales, electrélitos y gases ionizados, la corriente es proporcional al campo eléctrico aplicado,
de su misma direccién y sentido, y nula cuando éste no existe. Mas precisamente,

j=oE. (4.12)

Esta relacién se denomina ley de Ohm, y los conductores que la verifican conductores 6hmicos.?

La constante de proporcionalidad ¢ que aparece en la ley de Ohm se llama conductividad,

y su inversa

1
—— 4.13
p=— (4.13)

resistividad. La unidad de la resistividad, de acuerdo con la ley de Ohm [Ecuacién (4.12)] y
con la Ecuacién (4.13), es VA~m. El ohmio () se define como VA1, escribiéndose entonces la
unidad de resistividad como Qm. Las de la conductividad son evidentemente Q~'m~!. Al Q7! se
le denomina siemens (S).

Los valores de conductividad y resistividad son propios de cada material, variando ademés de
manera significativa con la temperatura. Esta variacion suele expresarse empiricamente por

p(T) = po[l + (T = To) + (T = To)* + -] , (4.14)

donde T es la temperatura y pg la resistividad a T' = Tj. El coeficiente a se denomina coeficiente
de temperatura® y se mide en K1,

Cuando la disposicién de los dtomos en el material se mantiene de una forma regular en el
espacio, la resistividad depende de la direccién en que se aplica el campo eléctrico. Tal es el caso de
los sélidos cristalinos, los cudles se comportan de forma anisétropa frente a una excitacién externa.
Para ellos, la ley de Ohm (4.12) debe sustituirse por la expresién j = GE, donde & representa el
tensor de segundo orden denominado tensor de conductividad eléctrica. Para otros materiales, la
resistividad y la conductividad no dependen tnicamente del material y su temperatura, sino que
dependen también del propio campo aplicado. Estos materiales son conductores no lineales, y
la ley de Ohm (4.12) debe sustituirse por j = o(E)E.

4.5. CONDUCTOR FILIFORME CON CORRIENTE CONTINUA. RESISTENCIA

Consideremos ahora un conductor éhmico, con forma de hilo, de secciéon S y resistividad p no
necesariamente constantes a lo largo del mismo, sometido a una diferencia de potencial V; — V5
entre dos secciones de éste. De aqui, la existencia de un campo eléctrico estatico en el hilo, en el
sentido de los potenciales decrecientes y, segtin la ley de Ohm, una corriente continua en el mismo
sentido. El vector densidad de corriente j puede suponerse aproximadamente perpendicular y
uniforme en cada seccién recta del hilo (Figura 4.2).

3El campo E que aparece en la expresién representa la fuerza por unidad de carga independientemente de que
su origen sea o no electrostético y se representa en ocasiones como E.r. En el caso de que el origen sea tinicamente
electrostatico, como ocurre en un conductor, sera necesario mantener éste fuera del equilibrio mediante dispositivos
adecuados (generadores) para que el campo sea no nulo.

4En los apéndices se presenta una tabla con valores de resistividad y coeficiente de temperatura de algunos
materiales.
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Figura 4.2. Orientacién de superficies y sentido de recorrido para la aplicacién de la ley de Ohm a un
conductor filiforme.

La ley de Ohm aplicada al conjunto de puntos de dicho hilo conduce a que
Vi—Vo=RI, (4.15)

lo que indica que la diferencia de potencial (caida de tensién) entre dos puntos de un conductor
filiforme es proporcional a la intensidad que circula por él. La constante de proporcionalidad
R > 0 es una propiedad de cada conductor, cuyo valor es

2 dl
R = — 4.1
/1 PS , ( 6)

y se denomina resistencia eléctrica del objeto filiforme, que depende inicamente de la resistivi-
dad (y de aquf de la temperatura) del material con que estd hecha, y de su forma y dimensiones.
Si como es frecuente, la resistividad y la seccién no varfan a lo largo del hilo, la resistencia, de la
Ecuacién (4.16), resulta ser
pL

=5
siendo L la longitud del hilo. La resistencia de un hilo de seccién uniforme aumenta, por tanto,
con su resistividad y longitud y disminuye al aumentar su seccién.

R (4.17)

Para poder aplicar correctamente la Expresién (4.15), establecido un sentido de circulacién dl
para calcular la diferencia de potencial (del punto 1 al 2 en la Figura 4.2), el vector dS normal a
la seccién de conductor, que se emplea en el calculo de I, se debe tomar en el mismo sentido que
dlL.® Si el sentido de circulacién escogido, determinado por dl, fuese contrario al vector densidad de
corriente eléctrica, la intensidad y la diferencia de potencial calculadas tendrian signo negativo.

4.6. POTENCIA QUE SUMINISTRA EL CAMPO ELECTRICO. EFECTO JOULE

En un conductor filiforme sometido a una diferencia de potencial V3 — Va(> 0), los portadores
se estan desplazando bajo la accién de un campo eléctrico en el sentido de 1 a 2. La fuerza
electrostatica estd por tanto realizando un trabajo sobre los portadores, suministrando el campo
eléctrico una potencia

P=(WV-W)I (4.18)

a los portadores entre dos secciones 1 y 2 del conductor. Ahora bien, en una corriente estacionaria
la energia de los portadores contenidos entre 1 y 2 no varia en el tiempo. Por lo tanto, los por-
tadores deben estar, al mismo tiempo, perdiendo la energia suministrada por el campo eléctrico,
cediéndola constantemente al medio (la red i6nica en un metal) a través de los choques con los
atomos de la red. La potencia perdida por las cargas libres debido a este hecho es, aplicando la
ley de Ohm,

P = (V, — Vo)l = RI*. (4.19)

58j el vector dS se hubiera tomado en sentido contrario a dl, la ley de Ohm (4.15) se convierte en Vi — Vo = —RI.
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Esta energia, al ser absorbida por los iones positivos del metal, se transforma en agitacién térmica
de éstos (vibraciones alrededor de sus posiciones de equilibrio), lo que a nivel macroscépico se
manifiesta como un incremento de temperatura del metal. Si el metal no estd térmicamente
aislado, la energia por unidad de tiempo P se transfiere en forma de calor al medio circundante.
Este fenémeno se denomina efecto Joule.

El efecto Joule es el fundamento de los calentadores eléctricos, planchas, estufas. .. Si la tem-
peratura de la resistencia llega a ser suficientemente alta, se pondra incandescente, emitiendo luz
visible, lo cual es el fundamento de las bombillas eléctricas (en este caso RI? incluye también la
energia disipada como energfa luminosa o electromagnética). Si el conductor tiene un punto de
fusiéon no muy alto, se fundira al calentarse: ésta es la base de los fusibles térmicos que se utilizan
para proteger aparatos eléctricos de subidas bruscas de tensién.

4.7. GENERADORES DE CORRIENTE CONTINUA

4.7.1. Fuerza electromotriz de un generador

Para mantener una corriente continua en el conductor filiforme es necesario mantener una dife-
rencia de potencial V; > V5 entre sus extremos. Para que realmente circule la corriente, es ademads
necesario hacer coincidir los extremos, constituyendo un circuito (recuérdese que las lineas vec-
toriales de j en corriente continua son cerradas). Esa es la misién del generador eléctrico,
que permite el paso de la corriente y mantiene la diferencia de potencial, evitando la llegada al
equilibrio. El generador produce campos de origen no electrostatico debido a campos magnéticos
variables, al movimiento de cargas en presencia de campos magnéticos, a diferencia de concentra-
ciones...

Considérese un circuito en el que se incluya un generador, en primer lugar abierto (por medio
de un interruptor), de modo que no circule corriente. En esta situacion el generador se caracteriza
por un extremo o borne positivo a mayor potencial Vi, y otro extremo o borne negativo a menor
potencial V5. La diferencia de potencial Vi — V5 que mantiene a circuito abierto es su fuerza
electromotriz &, abreviadamente f.e.m.,

Vi—Va=¢& (acircuito abierto). (4.20)

Por esta razon, la fuerza electromotriz también se denomina voltaje o tensién a circuito abierto.
Es una cantidad estrictamente positiva que se mide en voltios (V).

Cuando el circuito estd cerrado, y circula cierta corriente de intensidad I (Figura 4.3) siempre
saliendo por el borne positivo, la diferencia de potencial entre sus bornes es menor que la fuerza
electromotriz y de valor

Vi—-Vo=&—rl. (4.21)

La cantidad r > 0, cuya unidad es el ohmio, se denomina resistencia interna del generador. Un
generador se dice ideal si » = 0; la diferencia de potencial entre bornes es, entonces, V1 — V5 = &,
independientemente de que circule corriente o no.

Analicemos el significado fisico de la fuerza electromotriz. En la Figura 4.3 puede verse que en
el generador hay dos campos eléctricos: E debido a las cargas en los bornes (electrostético) y E,s
debido a otras causas (no electrostético). La fuerza resultante sobre una carga g es F = ¢(E+E,),
por lo que a E+ E,,; se le denomina campo efectivo E.s. La fuerza electromotriz (f.e.m.) de una
linea cerrada es la circulacién del campo efectivo E.y a lo largo de dicha linea

8:i{Eef-dI:?{E-dH—fEns-dl:%Ens-dl, (4.22)
T T T T

e igual tnicamente a la circulaciéon del campo no electrostatico E,s por ser nula la circulacién
del campo electrostatico E a lo largo de una linea cerrada. Considerando una linea cerrada que
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I1#0

Figura 4.3. Esquema del comportamiento de un generador.

incluya tinicamente como fuente de campo no electrostético al generador (como, por ejemplo, en
la Figura 4.3), dicho campo estard sélo contenido entre los bornes del dispositivo. Asf resulta que
para un generador

5:/ E,, -dl, (4.23)
gen

resultado positivo si se circula en el sentido del campo no electrostatico y, por tanto, de la corriente.
Este resultado se conoce como f.e.m. del generador y representa el trabajo por unidad de carga
realizado por una fuerza que lleva los portadores del polo negativo al polo positivo, venciendo el
campo electrostatico interno del generador. Es equivalente, por tanto, a la energia suministrada
por el generador por unidad de carga circulante. Si una carga dq de portadores atraviesa el
generador del borne negativo al positivo (de 2 a 1, Figura 4.3), realizando el generador un trabajo
dWeg, la fuerza electromotriz es entonces

=25 (4.24)

Un generador ideal es aquél en que este trabajo dWg = dg€ se invierte integramente en aumentar
la energia del dg. Puesto que dicho dg pasa del punto 2 de menor potencial al 1 de mayor potencial,
este aumento es dQ(Vy — V). De aqui que

dg& =dq(Vy — V) — € = (Vi — V2) (generador ideal), (4.25)

como se dijo anteriormente.

En los generadores reales, del trabajo dg€ desarrollado por el generador, una parte se pierde
en el propio generador, y el resto se invierte en aumentar la energia del dg a su paso por el
generador, es decir,

dg & = dq(Vi — Va) + pérdidas — V; — Vo =& —rl (generador real). (4.26)

Las pérdidas por unidad de carga estdn modelizadas por r1.

4.7.2. Potencia suministrada por un generador

La energia generada en la unidad de tiempo es

d
Pgenerada = ﬁg =£&1 5 (427)

y puesto que £ =V — Vo + 1l

Pgenerada =&l = (Vl - V2)I + 7"]2 . (428)
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El término rI? representa la parte de la potencia generada que se disipa en el propio generador,
mientras que el término (V3 — V5)I corresponde a la potencia realmente suministrada al circuito
(potencia en bornes),

Pauministrada = (Vl - VQ)I =&l —rI? (429)

4.8. MOTORES DE CORRIENTE CONTINUA

4.8.1. Fuerza contraelectromotriz

En los circuitos se suelen incluir otros elementos, que toman energia eléctrica del circuito para
transformarla en otros tipos de energia. Estos dispositivos son la base de la mayor parte de las
aplicaciones técnicas de la corriente eléctrica. Ejemplos son los motores eléctricos, que producen
energia mecédnica, o una pila recargandose, que acumula energia “quimica”. Nos referiremos a
ellos con el nombre genérico de motores.

Un motor tiene un borne positivo y otro negativo. La corriente siempre entra por el borne
positivo. Un motor se caracteriza por su fuerza contraelectromotriz £ (f.c.e.m.), que es la
energia que el motor transforma (en energia mecdnica, quimica...) por cada unidad de carga
circulante, coincidente con la circulacién del campo no electrostatico en el interior del motor.
También es una magnitud positiva que se mide en voltios.

Figura 4.4. Esquema del comportamiento de un motor.

Si una carga dq circula por el motor de 3 a 4 (Figura 4.4), pierde una energia dg(V3 — V4)
(por pasar de un punto a otro de menor potencial). Un motor ideal transforma integramente esta
energia: dWipanst = dg€. De aqui que

dq(V3 —Vy) =dg€ — V53— V3 =& (motor ideal). (4.30)

La diferencia de potencial entre los bornes 3 y 4 de un motor ideal coincide con la fuerza contrae-
lectromotriz.

En los motores reales sélo parte de la energia dq(V3 — V}) es transformada por el motor y otra
parte se pierde en su interior, es decir,

dq(V3 — Vy) = dg€ + pérdidas — V5 — Vy = E +rI (motor real), (4.31)

donde se ha supuesto, como ocurre en la mayor parte de los motores, que las pérdidas por unidad
de carga son proporcionales a la intensidad. La caida de potencial entre los bornes de un motor
real es, por tanto, mayor que su fuerza electromotriz. Obsérvese que el borne positivo de un motor
estd siempre a mayor potencial. La cantidad r se denomina resistencia interna del motor y
se mide en ohmios.



4.9. Ley de Ohm en un circuito 115

4.8.2. Potencia transformada por un motor

Como se ha visto, la energia transformada por un motor cuando circula una carga dq es dq¢€, y
por tanto la energia transformada por unidad de tiempo es

Piransformada = %S =&, (4.32)
y puesto que & = (Va — V) —rl,
Prranstormada = €1 = (V3 = Vi) I — 117 . (4.33)
El término (V3 — Vy)I es la potencia consumida o extraida del circuito (o potencia en bornes),
Peonsumida = (V3 = Vi)l = E1 +11? (4.34)

La potencia transformada es menor que la extraida del circuito en la cantidad rI?, que representa
una potencia disipada en el propio motor por efecto Joule.

4.9. LEY DE OHM EN UN CIRCUITO

Considérese un circuito formado por varios generadores y motores, de fuerzas electromotrices
y contraelectromotrices & y &/ y resistencias internas r;, unidos por medio de conductores de
resistencias R;, como el de la Figura 4.5. El simbolo AMA representa la resistencia de un
tramo del circuito, que incluye la del hilo conductor y la de cualquier otro dispositivo que se
caracterice, eléctricamente, por una resistencia. El simbolo I se utiliza para aparatos polarizados
(generadores y motores). El trazo més largo representa el borne o polo positivo y el trazo menor
corresponde al borne negativo.

(‘S‘SsFS) ((93,7'3)
2 |
@ ‘ I @
M
R, R,
I G, G
1
(&) (§.1) B 1 4
(‘%7”2) (éi’rl)

Figura 4.5. Ejemplo de un circuito simple.

Si se calcula la diferencia de potencial, siguiendo el sentido de la corriente, empezando y
terminando en el mismo punto, se obtiene la ley de Ohm para un circuito que establece que

Y &=I> R, (4.35)

y permite determinar la intensidad I que circula. Debe observarse que la f.e.m. de los generadores
se introduce en la férmula con signo positivo y la f.c.e.m. de los motores con signo negativo. El
término ). R; incluye todas las resistencias del circuito, incluidas las internas de los generadores
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y motores. Si la intensidad saliese negativa, el montaje serfa incorrecto para los valores de f.e.m.

dados y el motor o los motores no funcionarfan®.

En la practica existen dispositivos, denominados reversibles, que pueden funcionar indistinta-
mente como generadores o motores. Salvo que se especifique lo contrario, de ahora en adelante
se supondra que todos los dispositivos presentes en los circuitos, como el de la Figura 4.5, son
reversibles. De esta forma, al no saberse cuéles actian realmente como generadores, se desconoce
también el sentido de la corriente. Para aplicar la ley de Ohm en este caso, debe asignarse un sen-
tido arbitrario a la corriente, indicado por la flecha de la Figura 4.5. Las f.e.m. se introducen con
signo positivo si el dispositivo se comporta como generador en el sentido supuesto de la corriente,
y con signo negativo, si se comporta como motor en el sentido supuesto. Al calcular la intensidad,
si ésta resultase positiva, el sentido asignado es el correcto y los dispositivos funcionarian tal como
se habian considerado; si resultase negativa, el sentido de la corriente es contrario al asignado, los
supuestos generadores son realmente motores, y viceversa.

Si en la ley de Ohm, representamos por &; las f.e.m. de los generadores y por &/ las f.c.e.m.
de los motores, y multiplicamos en ambos miembros por la intensidad I que recorre el circuito,
resulta, despejando adecuadamente,

NEI= &I+ RiI*. (4.36)

Esta ecuacion expresa el principio de conservacién de la energia en un circuito de corriente con-
tinua, esto es, que la energia generada en la unidad de tiempo se invierte parte en energia trans-
formada en los motores y parte en energia disipada en forma de calor.

4.10. LEY DE OHM EN UNA RAMA

Considérese una porcion de circuito, como la limitada por los puntos A y B de la Figura 4.5, a
la que se denomina rama’. Establezcamos un sentido arbitrario dl de recorrido de la rama, por
ejemplo desde A hacia B. Se obtiene que

Va—Ve+Y &= Ril. (4.37)

Esta expresion suele denominarse ley de Ohm en una rama y puede aplicarse a cualquier trozo
de un circuito. En ), R; deben incluirse todas las resistencias del circuito, incluidas las internas
de generadores y motores.

Obsérvese que el sentido de recorrido del circuito (marcado por dl) no tiene por qué coincidir
con el sentido de la corriente. Por ello resulta conveniente establecer un criterio de signos para &;
y para I en funcién dnicamente de dl, que es el mostrado en la Figura 4.6. La f.e.m. es positiva

A Ex a | En d, da,

— = i AAAN i AAAN
2 & — 1+ I —
(@) (b) (©) (d)

Figura 4.6. Criterio de signos para aplicar la ley de Ohm en una rama.

cuando en la circulacién se entra por el polo negativo [Figura 4.6(a)], esto es, en la expresién

6Realmente el motor o los motores podrian funcionar a un régimen inferior, con un valor de f.e.m. menor que
el nominal.

"En redes eléctricas, una rama es la porcién de red entre dos nudos, unién de tres o méas conductores.
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&= 551“ E,s-dl, E, y dl tienen el mismo sentido. Y la intensidad es positiva cuando se circula en
el mismo sentido de la corriente, esto es, j y dl (y por tanto j y dS en la expresién I = [j- ds)®
tienen el mismo sentido [Figura 4.6(c)].

Multiplicando en ambos miembros de la Ecuacién (4.37) por la intensidad I que atraviesa la
rama y despejando adecuadamente, se obtiene

(Ve =Vl =Y &= RI*, (4.38)

que indica que la energia suministrada por una rama al resto del circuito [si (Vg — Va)I > 0] o
absorbida de él [si (Vp — V4)I < 0], es la diferencia entre la generada por los generadores de la
rama y la consumida en las resistencias y los motores de la misma.

4.11. REDES DE CORRIENTE CONTINUA

Hasta ahora se ha considerado uinicamente un circuito simple, esto es, todos los elementos del
circuito estan recorridos por una misma intensidad, al estar conectados uno a continuacién de
otro (conexién en serie), hasta cerrar el circuito. Considérese ahora una red de conductores en la
que se incluyen también dispositivos reversibles, tipo generador o motor. Se denomina nudo al
punto donde concurren tres o mas conductores, rama a la porcién de circuito comprendido entre
dos nudos consecutivos y malla a cualquier trayectoria cerrada en la red, sin pasar dos veces por
la misma rama.

4.11.1. Leyes de Kirchhoff

El problema basico de la teoria de redes es determinar las intensidades que circulan por cada
rama de la red. Para ello, se numeran los nudos y las ramas de la red, y se asigna un sentido
arbitrario a la corriente? en cada rama, denominando I; a la intensidad por la rama i y R; a
la resistencia total de dicha rama, incluyendo las resistencias internas de generadores y motores.
Cualquier problema en una red puede resolverse de manera sisteméatica, sin mas que aplicar dos
reglas conocidas como leyes de Kirchhoff:

1. (Ley de nudos). La suma algebraica de las corrientes que circulan por un nudo es cero,

ZL-:O.

2. (Ley de mallas). La suma algebraica de las diferencias de potencial entre los extremos de
las ramas que componen una malla es cero,

> ddpi=0.

Como la diferencia de potencial en cada rama de la malla puede expresarse como d.d.p.; =
R;I; =3, &, endonde ), &, representa la suma de las f.e.m., con su signo, de la rama 1, se

8Debe recordarse que la orientacién de dS es arbitraria y, para aplicar la ley de Ohm en la forma de la Expresién
(4.15) (Vi — Vo = RI) debe tomarse en el mismo sentido que dl. Podria haberse tomado un criterio alternativo
para el cual la flecha no indicase el sentido de j sino de dS. En este caso, habria que introducir el término RI como
positivo cuando coinciden los sentidos de dl y dS, y como negativo (—RI) cuando los sentidos son contrarios, tal
como se comenté en la Seccién 4.5. Una intensidad negativa al calcular un resultado indicaria que j tiene sentido
contrario al dibujado para dS.

9 Alternativamente, la flecha de cada rama puede indicar el sentido de dS.
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puede escribir que, en una malla, la suma algebraica de las fuerzas electromotrices es igual
a la suma algebraica de las caidas de tensién en las resistencias, es decir,

Zé’izz:RiIi.

La primera de las leyes es consecuencia inmediata de la no acumulacién de carga en el interior
de una superficie cerrada alrededor de un nudo, en corriente continua. El niimero de ecuaciones
independientes que se pueden obtener a partir de la primera ley es una menos que el nimero de
nudos existentes en la red.

La segunda ley es consecuencia inmediata de que la circulaciéon del campo electrostatico a lo
largo de una linea cerrada es cero. El criterio de signos es el indicado anteriormente en la Figura
4.6. Mediante la segunda ley de Kirchhoff, y en adicién a las de la primera ley, se podran obtener
las ecuaciones independientes necesarias hasta llegar al niimero de ramas existentes en la red. Al
seleccionar las mallas para completar el nimero de ecuaciones, todas las ramas deberan escogerse
al menos en una ocasién. Al obtener los resultados, y dado que no es posible conocer a priori los
sentidos de las corrientes, si una intensidad saliese negativa indicaria que el sentido asignado a la
corriente era contrario al real.'°

4.11.2. Meétodo de las corrientes de malla. Regla de Maxwell

Las leyes de Kirchhoff conducen a un niimero de ecuaciones suficientemente elevado para dificultar
en ocasiones el calculo, si no se dispone de herramientas adecuadas. La regla de Maxwell define
un método con un menor numero de ecuaciones para calcular las intensidades por una red. El
método se basa en la hipétesis (de cdlculo) de que cada malla j es recorrida por cierta intensidad
i; en todas sus ramas, denominada intensidad de malla. El nimero de mallas a considerar
coincide con las definidas siguiendo la segunda ley de Kirchhoff. Al aplicar las leyes de Kirchhoff
a dichas mallas, asignando signo positivo a la intensidad de malla siguiendo el sentido de recorrido
de la misma, se obtiene un conjunto de tantas ecuaciones (N) como mallas, del tipo

N
& =Y Rijij . (4.39)
j=1

La matriz de resistencias R;;, que incluye las resistencias internas de generadores y motores, es
una matriz simétrica en la que un elemento R;; de la diagonal principal es la suma de todas las
resistencias de la malla 4, mientras un elemento R;;,i # j, es la suma de las resistencias comunes
a las mallas i y j, con signo positivo si los sentidos de dl coinciden para ambas mallas y con signo
negativo, si los sentidos son contrarios. Las &; y las i; constituyen vectores columna. Los signos
para &; son los indicados en el criterio de signos de la Figura 4.6. Las intensidades de malla ¢;
son las incognitas a obtener, introducidas siempre con signo positivo. Las intensidades reales I;
por cada rama se obtienen a partir de las intensidades de malla como la suma o diferencia de las
intensidades de malla que recorren dicha rama.

4.12. RED PASIVA. EQUIVALENCIA

Se denomina red pasiva en corriente continua a una red constituida sélo por resistencias.

Consideremos una red pasiva cualquiera (Figura 4.7) y dos de sus puntos A y B. Al establecer
una diferencia de potencial V4 — Vg entre ellos, por el punto A entra una cierta intensidad de
corriente I, y sale la misma intensidad I por el punto B. Se denomina resistencia equivalente

10Si se sigue el criterio alternativo de que las flechas indiquen el sentido de dS, una intensidad negativa indica
que la corriente tiene sentido contrario al sentido de dS indicado en la rama.
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Red pasiva

Figura 4.7. Equivalente de un red pasiva.

de la red pasiva entre los puntos A y B a una unica resistencia R, de valor tal que al establecer la
misma diferencia de potencial V4 — Vg que habia entre los extremos, circula la misma intensidad
I por ella.

Dos resistencias conectadas en la forma indicada en la Figura 4.8 se dice que estan conec-
tadas en serie. Estan recorridas por la misma corriente, pero la diferencia de potencial entre
sus extremos es, en general, diferente. La resistencia equivalente para N resistencias en serie R;
verifica

R.=> R;, (4.40)

Figura 4.8. Resistencias en serie.

Dos resistencias conectadas en la forma indicada en la Figura 4.9 se dice que estan conectadas
en paralelo. Estan sometidas a la misma diferencia de potencial, pero cada una esta recorrida,
en general, por distinta corriente. La resistencia equivalente R, entre los puntos A y B para N
resistencias R; en paralelo verifica

1 1
€ i=1 (2

menor que cualquiera de las resistencias individuales.

Figura 4.9. Resistencias en paralelo.

Hay una forma de agrupar tres resistencias en que no se cumplen ninguna de las condiciones de
las dos asociaciones anteriores (Figura 4.10), denominada asociacién en tridngulo. En este caso,
no se puede hablar de una resistencia equivalente a ellas tres, pero si de otra asociacién equivalente,
denominada asociacién en estrella. Diremos que ambas asociaciones son equivalentes, si para las
mismas diferencias de potencial entre sus puntos A, B y C| las intensidades que recorren el resto
de las ramas del circuito son las mismas.
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Figura 4.10. Asociaciones en triangulo y estrella.

La equivalencia entre ambas asociaciones viene dada por

RyR.
A — 4.42
¢ Ry+Ry+R.’ (4.42)
R.R
R - tltalle 4.43
® " R,+Ry+R.’ (4.43)
R Fa R (4.44)

" Ro+ Ry + R.’

que expresa el valor de cualquier resistencia de la asociacién en estrella, en funcién de las re-
sistencias de la asociacién en tridngulo (teorema de Kennelly). Obsérvese que las férmulas
indican, de forma préactica, que cada resistencia de la estrella es el producto de las resistencias
que confluyen en el nudo, dividido por la suma de las resistencias de la asociacion.

Andlogamente, despejando de las expresiones anteriores, puede obtenerse el valor de cada una
de las resistencias en tridngulo en funcién de los valores de las resistencias en estrella:

/ / / / / /
&:&m+%%+mm, (4.45)
R'R, + R.,R.+ R,R,
Ry = Zem e ble (4.46)
b
/ / / / / /
&:mm+%ﬁ+m& (047)
(¢

Cualquier red pasiva puede reducirse a una resistencia equivalente sin més que aplicar de manera
paulatina las equivalencias en serie, paralelo, tridngulo o estrella anteriormente descritas, como
se verd en los problemas.

4.13. RED ACTIVA. EQUIVALENCIA

Se llama red activa en corriente continua a la formada por resistencias, generadores y motores.
Eliminando los generadores y los motores y sustituyéndolos sélo por sus resistencias internas se
obtiene la red pasiva correspondiente. Considérense dos redes activas cualesquiera representadas
en la Figura 4.11. Al colocar una resistencia entre dos de sus puntos Ay B o A’ y B’, circulard una
corriente por cada una de las resistencias. Se dice que las dos redes son equivalentes si al colocar
resistencias de igual valor r, la corriente I que pasa por ellas es la misma para ambas redes.
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4.1

Red activa 1 Red activa 2
A B A’ B’
I I

Figura 4.11. Redes activas equivalentes.

4.13.1. Teorema de Thevenin
Un circuito entre dos de cuyos puntos A y B hay una diferencia de potencial V4 — Vg y la

resistencia equivalente de la red pasiva entre dichos puntos es R, es equivalente a un generador
ideal de f.e.m. & = V4 — Vp y una resistencia en serie R, (Figura 4.12).

R &
Red activa W }—‘
A l [ B A B

Figura 4.12. Equivalente Thevenin de una red activa.

4.13.2. Teorema de Norton

Un circuito entre dos de cuyos puntos A y B hay una diferencia de potencial V4 —Vp y la resistencia
equivalente de la red pasiva entre dichos puntos es R. es equivalente a un generador ideal de
intensidad I = (V4 — Vp)/R. y una resistencia en paralelo R, (Figura 4.13). Un generador de
intensidad (ideal) es un dispositivo que suministra una intensidad constante, independientemente
de lo que se conecte entre sus bornes y se representa por —G0—.

I D
Red activa R

oL, -

Figura 4.13. Equivalente Norton de una red activa.

PROBLEMAS RESUELTOS

Por un hilo de tungsteno, de resistividad 5,5 x 1078 Qm y de seccién 1 mm?, circula una corriente
de 1 A. a) Estimar la velocidad de los electrones, sabiendo que el niimero de electrones por metro
clibico es del orden de 8,4 x 10%%. b) Determinar la densidad de corriente en el conductor. c) Calcular
el campo eléctrico en el conductor.
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4.2

Resolucion

a) En un hilo metdlico por el que fluye una corriente eléctrica, el vector densidad de corriente es
aproximadamente paralelo al hilo. Puede suponerse, ademas, que es uniforme en toda la seccién
recta del mismo, con lo que la intensidad de corriente esta dada por

I:/j-dS:jS:—envS’7
s

donde S = 107% m? es el 4area de la seccién recta del hilo, y v la velocidad de los electrones. Como
e=16x10""CeI=1A, dela ecuacién anterior se obtiene:

v=—74%x10"ms .

El signo — indica que, en el caso estudiado, la velocidad tiene sentido contrario a la densidad
de corriente. Esta velocidad es mucho menor que la velocidad media de agitaciéon térmica de
los electrones a temperatura ambiente, vy ~ 10°ms~!. Sin embargo, el movimiento térmico,
aunque muy intenso, es aleatorio, y en consecuencia, no da lugar a una corriente neta, siendo
licito ignorarlo.

b) Como se ha indicado en el apartado anterior, I = jS para cada seccién de conductor. Despe-
jando el valor de la densidad de corriente, se encuentra

j=1/S=1/10"%=10°Am™2.

c¢) De la expresion de la ley de Ohm j = oE, se puede despejar el valor del campo eléctrico en
cualquier punto del conductor,

E=pj=55x10"%x10° = 0,055 Vi~ .

El extremo 1 de un hilo metalico estd en contacto con

agua fundente y el extremo 2 con agua hirviendo, de mo- 1 2

do que se ha generado a lo largo del hilo una distribucién (\ \

de temperatura T' = az, con a = 100°C/m, como se in- :

dica en la Figura 4.14. La longitud del hilo es de 1 m, OK) ) x
t=10

el drea de su seccién recta es 1 mm?, y su resistividad
varia con la temperatura de acuerdo con la expresion  =0°C
p=po(l+aT), con pg = 1078 Qm, y el coeficiente de
temperatura a = 0,0004 °C~—!. Determinar la resistencia Figura 4.14. Hilo metdlico sometido a un
del hilo. gradiente de temperatura.

Resolucion

Aplicando la Expresién (4.16) para la resistencia de un hilo,

2 dl 2 dl
— = 1+al)— .
R /1’05 /1P0(+0<)S

Teniendo en cuenta el valor de la temperatura en funcién de la posicién en el hilo, T = azx, se
puede integrar la expresién, observando que dl = dx. Al ser la seccién S de éste constante, la
integral para la longitud total del hilo L = 1 m queda:

L 2 —8
dr  po L 10

La resistencia total del hilo es

R=102x1073Q.




Problemas resueltos 123

4.3

4.4

Un fusible es un hilo conductor destinado a interrumpir la corriente cuando ésta sobrepasa cierto
valor critico. Cuando la potencia disipada al entorno es inferior a la absorbida por el sistema,
aumenta la temperatura del hilo hasta fundirse. Como modelo simple, puede suponerse que la
potencia que un hilo irradia a su entorno es proporcional a su superficie, P,, = ¢ x Sy,. Determinar
qué radio debe elegirse para un fusible cilindrico de resistividad p, con objeto de que se funda al
superar la intensidad el valor de 10 A.

Resolucion

Para determinar la potencia evacuada a través de la superficie, hay que tener en cuenta que el
fusible es un cilindro, y que el calor se irradia a través de la superficie lateral. Si se considera el
fusible de radio r y longitud [, resulta

P., =c2nrl,

siendo ¢ una constante de proporcionalidad. La potencia disipada por efecto Joule [Expresién
(4.19)] en el fusible es
l
P=I’R="Ip-=1Ip—
pS pﬂ_’rz )
dado que la superficie S de la expresion corresponde a la seccién de conductor. Igualando ambas
expresiones, se obtiene el valor del radio del fusible

7':([2 P )1/3
2m2c¢ '

Para el caso de una corriente de 10 A es
< 50,0) 1/3
r=|—%5 .
m2c

Al aplicar una diferencia de potencial de 220 V a cada una de las [dmparas marcadas como 1, 2 y
3 consumen respectivamente 60, 100 y 150 W. Si se conectan las ldmparas en serie y se les somete
a una diferencia de potencial de 380 V en los extremos de la conexidn, determinar la potencia que
consumird cada una. (Supdngase despreciable el efecto que la variacién de temperatura tiene sobre
el valor de la resistencia de las bombillas.)

Resolucion

La potencia consumida por cada bombilla individualmente permite determinar su resistencia, que
es el tnico valor caracteristico de las mismas, independientemente de como se conecten (siempre
que se desprecie el efecto de la temperatura). Para ello, utilizando la Ecuacién (4.19) de la potencia
consumida y reemplazando en ella la Expresion (4.15) de la ley de Ohm, resulta

P=RI*=V?/R=R=V?/P.

Aplicandolo a cada bombilla se tiene

2202 2202 2202
=— = Q: = —— =4840 = —— =322670.
Ry 50 806,67 ; Ra 100 84Q; Rs 150 322,67
En el montaje en serie, en primer lugar es necesario determinar la intensidad que pasa por él:
V=RI=1= V V 380 =0,24A |

R. Ri+Rs+Rs 806,67 +484 + 322,67

habiéndose tenido en cuenta que la resistencia equivalente es la suma de las resistencias conectadas
en serie. Esta intensidad, por ser corriente continua, es la misma en todo el circuito y, por tanto,
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para cada una de las bombillas. La potencia consumida por cada bombilla se obtiene a partir de
la expresién de las pérdidas por efecto Joule (4.19)

P =RiI?,

resultando

P =4475W P, =2685W P;=17,90W .

V cuando circula una corriente de intensidad I por un hilo de [
cobre de longitud total L, seccidon constante y resistencia R.

4.5 El voltimetro V; de la Figura 4.15 marca una tensién de 240 )i R l
L

.En qué posicién debe conectarse el voltimetro V, (Figura 4.15) /V‘\
para que indique una tensién de 40 V? L

Figura 4.15. Divisor de tensién.

Resolucion

Aplicando la ley de Ohm (4.15) para un conductor filiforme se puede relacionar la diferencia de
potencial medida por los voltimetros con la resistencia del trozo de hilo respectivo. Asi para el
tramo de longitud L, donde se conecta el voltimetro V1, sustituyendo la Expresién (4.17) para la
resistencia, se tiene I

=p SI =240V .

Y para el trozo de longitud [, que mide el voltimetro Vs ,

Vi=Rrl

!
Vo=Ril = pgl =40V

Puede observarse que la intensidad de corriente es la misma en todas las secciones de conductor,
por ser corriente continua. Como también son iguales en ambos casos la seccién y la resistividad
del material, dividiendo ambas expresiones resulta

Vi/Va =L/l =240/40 = 6 .

Por tanto la longitud [ en relacién con la longitud total del hilo es

I=L/6.

4.6 Las resistividades del hierro y del carbono varian con la temperatura T' de acuerdo con la ecuacién
p = po(1+ aT), donde

po (Om) | o (°CY)
Hierro 10=7 0,0050
Carbono | 350 x 10~7 | —0,0005

Se asocian en serie un hilo de hierro y un hilo de carbono, ambos de la misma seccién, con objeto
de que el valor de la resistencia R de la asociacién no dependa de la temperatura. Determinar cudl
debe ser la relacién entre las longitudes de ambos hilos para conseguirlo.
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4.7

Resolucion

Al estar asociados ambos hilos en serie, la resistencia equivalente del conjunto sera la suma de
las resistencias de cada uno de ellos. Aplicando la Expresién (4.17) para la resistencia de un hilo
de seccion constante, se obtiene que, para el hilo de hierro, de longitud I

L 1 1
Ry, = ph§” = spon(L+anT)l = o 1077(1 +0,0050 T') 1, ,

y para el hilo de carbono, de longitud .

l. 1 1
Re=peg = gpoc(l +a. ). = 5 350 1077(1 —0,0005 T) 1, .

Sumando ambas expresiones resulta

1
R=Rn+Re =< [1077(1 40,0050 T') 1), + 350 x 10~ 7(1 — 0,0005 T') I.] .

Para que esta resistencia no dependa de la temperatura los términos que en la ecuacién multiplican
a T deberan anularse:

1077 x 0,0050 I, + 350 x 1077 x (—0,0005) I, = 0 .

Y simplificando la ecuacién resulta que

lh=351..

Se alimenta una cierta resistencia R mediante un generador de f.e.m. £ y resistencia interna 7.
Determinar el valor de la resistencia R para que la potencia disipada en ella sea maxima.

Resolucion

El esquema del circuito al que se refiere el enunciado del problema es el
de la Figura 4.16. La potencia disipada por la resistencia se obtiene de la I
Expresién (4.19) de las pérdidas por efecto Joule en una resistencia,

(&r)
P=IR.
Si se aplica la ley de Ohm [Expresién (4.35)] al circuito, puede determinarse

la intensidad I que pasa por la resistencia R:
Figura 4.16. Circui-

Zgi — IZRi =] = £ ) to con generador y

R+r resistencia.

Se puede observar que en el sumatorio de resistencias se incluyen tanto la resistencia R como la
resistencia interna r del generador. Sustituyendo este valor de la intensidad en la expresién de la
potencia, resulta ,
p= R
(R+7)?

Se desea que esta potencia sea méxima. Aplicando el concepto mateméatico de méximo de una
funcién, habrd que derivar respecto de la variable (en este caso R) e igualar a cero, para obtener
dicho maximo:

dP  E*(R+7r)>—2(R+r)E?R 0

dR (R+1)* -

Despejando en la ecuacién anterior resulta

(R+7r)?2=2(R+7R=R+7r=2R,
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4.8

siendo el valor de resistencia pedido

R=r.

Del resultado del problema puede observarse cémo para aumentar las pérdidas por efecto Joule
(por ejemplo para generar mucho calor), no se debe pensar en usar resistencias més elevadas. El
motivo lo explica la ley de Ohm: al aumentar la resistencia del circuito disminuye la intensidad
de corriente que pasa por él, lo que afecta al calculo de las pérdidas por efecto Joule, que incluye
no solo el valor de la resistencia sino también el de la intensidad.

10
En el circuito de la Figura 4.17, determinar la &; del generador 1 para
que en el generador 2 el borne positivo tenga menor potencial que
el negativo. Si &, = 8 V, jqué potencia suministra el generador 2 al
circuito?
(2V;0,5Q) (£,;0,5Q%)
Figura 4.17. Esquema del
problema 4.8.
Resolucién
Marcando los puntos A, B y C en el esquema del circuito (Figura
4.18), la diferencia de potencial entre los bornes del generador 2 es 10
VA—VBZSQ—TQI=2—0,5I<O,
1

puesto que el enunciado indica que el borne positivo debe tener menor
potencial que el negativo. 4,8, C
2 1

Para determinar la intensidad I que recorre el circuito se aplica

la ley de Ohm (4.35), que siguiendo el sentido de la corriente resulta
Figura 4.18. Sentido de la

& +2 &1 +2 corriente en el circuito
E=ISRi=1-= - :
Z i Z g 14+0,54+0,5 2

?

en donde se han sumado las f.e.m., puesto que ambos dispositivos funcionan como generadores.
Si se sustituye el valor de la intensidad en la expresion de la diferencia de potencial se obtiene

que

E1+2

Va—V=2-05I=2-05 <0.

Despejando &; se tiene el valor de la f.e.m. pedida

& >6V.

Luego, como se observa del resultado, es posible que el borne positivo de un generador no siempre
esté a mayor potencial que el negativo.

La potencia que el generador 2 suministra al circuito es, segin la Expresién (4.29),
Py = (& —roI)I =21 — 0,517 .

Si & = 8V, la intensidad que recorre el circuito es, a partir de la ley de Ohm,
8+2
E=1Y Ri=I=——"—"—=5A,
Zi: Z T 1505405

y sustituyendo en la expresion de la potencia resulta

Py=-25W.
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El resultado indica que el generador 2 no estd aportando energia al circuito sino extrayéndola
de él. Por tanto, no siempre se aporta mas energia con més generadores en un circuito, sino que
dependiendo de los valores de los f.e.m. y de las resistencias convendra o no instalar alguno de
ellos.

4.9 Con un generador de f.e.m. & y resistencia interna r se quiere alimentar un motor cuya resistencia
interna es 7’. Determinar la f.c.e.m. £’ del motor para que la potencia eléctrica aprovechada por el
mismo sea la mayor posible.

Resolucion

El esquema del circuito al que se refiere el enunciado del problema es el de
la Figura 4.19. La potencia eléctrica aprovechada por el motor es | 1
¥

P=¢&T. (&,7)

Para determinar la intensidad que recorre el circuito se aplica la ley de Ohm
[Expresién (4.35)] siguiendo el sentido de la corriente, resultando

E-¢&
zi:& - I;RZ =i=T Figura 4.19. Ge-
nerador alimentando
Obsérvese que la f.c.e.m. del motor £ se introduce con signo negativo. un motor.
Sustituyendo el valor de la intensidad en la expresiéon de la potencia aprovechada por el motor

resulta cer en
P=ET="—"+
r+r
Como se pide que esta potencia sea méxima, se deriva respecto a la variable (€' en este caso) y

se iguala a cero'!:

g’ r+r!
El valor de la fuerza contraelectromotriz del motor es, despejando,

P £-28
P _ €26 _

g =£/2.

4.10 En el circuito de la Figura 4.20, las resistencias del generador y del
motor son iguales. Cuando el interruptor estd abierto, el voltimetro — _
marca 20 V. Cuando el interruptor estd cerrado, el voltimetro marca <M> C\D C@
19 V y el amperimetro (de resistencia interna despreciable) 0.5 A. + 4
Estudiar el consumo de potencia en el motor (absorbida de la red,
transformada y perdida por efecto Joule). @/

Figura 4.20. Esquema del
problema 4.10.

Resolucion

Cuando el interruptor estd abierto, por el circuito no pasa ninguna corriente. Como el voltimetro
estd midiendo en bornes del generador y el circuito estd abierto, el voltimetro da la f.e.m. £ del
generador. Por tanto, para el generador

E=20V.

1 Calculando la derivada segunda, puede comprobarse que el resultado es un maximo.
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4.11

Cuando el interruptor estd cerrado, el voltimetro mide la d.d.p. en bornes del generador (V' =
19V) y el amperimetro la intensidad que pasa por el circuito (0,5 A), resultando

V=19=¢& -1yl =20—05r,,

de donde la resistencia interna r, del generador, que segin el enunciado coincide con la resistencia
interna r,, del motor, es
20—-19

= m — 29.
Tg=T 05

La f.c.e.m. del motor £ puede obtenerse de la ley de Ohm (4.35),

N &E=I> Ri=E-E=(rg+rm)=E=20-(2+2)x05=18V.

También se podia haber obtenido observando que en los puntos en que esta conectado el voltime-
tro, éste no sélo mide la d.d.p. en bornes del generador, sino también la d.d.p. en bornes del
motor:

V=19=&4+r,I=4+05x2=& =18V.

La potencia absorbida por el motor de la red es
Pibsorbida = E'T +rmI?> =18 x0,54+2%x 0,52 =95W .
La potencia eléctrica transformada en energia mecédnica es
Piranstormada = E'T =18 x 0,5 =9W .
La diferencia son las pérdidas por efecto Joule

Pyoute = 'r'mI2 =2X 0,52 =0,5W.

Se quieren determinar las resistencias internas de un amperimetro A /\”V
d I s 7 . & V
y de un voltimetro V', de los cudles se tiene dudas acerca de su cali \J
dad. Para ello se ha montado la red de la Figura 4.21. La lectura del
voltimetro es de 6V y la del amperimetro 1 A. Calcular el valor de las
resistencias del voltimetro y del amperimetro y realizar una critica de
la calidad de los aparatos. 20 40
@
Ty
Resolucié I’
esolucion
(12v,1Q)

El ejercicio puede resolverse aplicando las leyes de Kirchhoff, para lo
cual conviene primero simplificar la red, con objeto de que los célculos Figura 4.21. Esquema del
sean mas sencillos. problema 4.11.

Para ello se aplica el concepto de resistencia equivalente de una red pasiva, siendo importante
resaltar que sélo pueden simplificarse tramos de red en los cuédles existan inicamente resistencias,
sin generadores o motores. Si se observa el conjunto formado por las resistencias de la Figura
4.22(a), estas resistencias estdn asociadas en tridngulo y pueden transformarse en una asociacién
en estrella, tal como se indica en la Figura 4.22(b). Para calcular el valor de las resistencias
se aplican las Expresiones (4.42) del teorema de Kennelly. Recordando que estas expresiones
representan el producto de las resistencias que confluyen en cada nudo dividido por la suma de
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Iy

B
1
1
10
0,50 5
ry
(R 1Q
I
¢ sc a F12v,10)
(a) (b) (c)

Figura 4.22. Esquema para simplificar la red.

todas ellas, se obtiene

RyR, 2% 2
R, = = =059
@ R,+Ry+R. 4+2+2 N
R.R 4x2
R, = 2 = =1Q
b R, +Ry+R. 4+2+2 ’
R = R, Ry _ 4 x 2 _
© " R,+Ry+R. 4+2+2

La red queda reducida a la forma de la Figura 4.22(c), con dos nudos (I y 2), de los que se
obtendra una ecuacion, y tres ramas, por lo que para resolver el problema se necesitan dos mallas
independientes. Se han tomado las mallas (I) y (II), definidas, respectivamente, por 1AB21 y
12a1, con las cudles se han considerado todas las ramas de la red. Debe observarse que el punto a
no es ningin nudo, pues en él no confluyen 3 o més conductores, sino un punto que se ha marcado
en la red para facilitar la definicién de las mallas. En la red se han senalado arbitrariamente los
sentidos de las corrientes en las diferentes ramas y el sentido de recorrido de las mallas (dl) para
aplicar las leyes de Kirchhoff.

Aplicando la primera ley de Kirchhoff a uno cualquiera de los nudos, por ejemplo al 1, resulta

ZL-:O:Il:IQ—f—Ig. (4.48)
i

Aplicando la ley de mallas, >, & = Y. R;I;, resulta para (I) y (II)

(I) 0 = (TV+1)I2 70,5[3 .

(24 ra)]y + 0,515 . (4.49)

—
—
—

~—
—_
[\

|

Siguiendo el criterio de signos explicado, la f.e.m. de 12 V se ha introducido con signo positivo
porque al recorrer la malla se entra por el polo negativo. Las intensidades llevan signo positivo
porque ha coincidido el sentido asignado a las ramas con el de recorrido de la malla, salvo en el
caso de I5 en la malla (I).

Dado que se conocen las lecturas de amperimetro y voltimetro, se tienen dos ecuaciones
adicionales. De la lectura del amperimetro,

I =1A.
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Aplicando la ley de Ohm [Expresién (4.15)] al voltimetro, se obtiene

6
VA_VB:T‘VIQ:12:7.
rv

Sustituyendo estos valores en la Ecuacién de nudos (4.48)
6

Is=L —-I,=1——,
Ty

y reemplazando todas las intensidades en las Ecuaciones de mallas (4.49),

6 6 18

MH 0 = 64+—+4+05——-1]= |ry=—90Q.
TV rv 11
6 23

(Im 12 = 2+rA+0,5(1—>:> ra= Q.
rv 3

Los aparatos de medida (voltimetro y amperimetro) no deben alterar la corriente que pasa por la
red, pues de lo contrario sus medidas serian erréneas. Un voltimetro, al montarse en paralelo con
la rama a medir, debe tener una resistencia muy elevada comparada con las resistencias de la red,
para que sea despreciable la corriente que pase por él. Un amperimetro, al montarse en serie con
la rama a medir, debe tener una resistencia despreciable, comparada con las demas del circuito,
para no modificar la intensidad. Analizando los resultados encontrados se puede observar que ni
el voltimetro ni el amperimetro tienen resistencias adecuadas para ser utilizados en la red del
problema.

El ejercicio puede también resolverse aplicando la regla de Maxwell [Expresién (4.39)]. Para
ello puede simplificarse la red al igual que en la resolucion anterior o puede realizarse directamente,
dado que en este caso las incégnitas (intensidades de malla) son dnicamente tres. Tomando las
mallas indicadas en la Figura 4.23, 13a1, 1231 y 1AB21, con intensidades de malla respectivas
11,142,143 y aplicando la regla de Maxwell se tiene:

12 3+ra -2 0 1
0 = -2 8 -2 12
0 0 -2 2+4ry i3

La f.e.m. de 12 V es positiva porque en el sentido de recorri-
do marcado en la malla se entra por el polo negativo. En la
diagonal principal se han sumado las resistencias totales de
cada malla. La rama 13 es comun a las mallas (i1) y (i2) vy
es recorrida en sentido diferente para cada una de las mallas,
de ahi que el valor Rjs = Rg; de 22 se introduce con signo
negativo. Lo mismo ocurre con la rama 12 comun a las mallas
(i2) v (i3), por lo que el valor Ro3 = Rz de 2§) es también
negativo.

Sustituyendo las ecuaciones adicionales aportadas por el
voltimetro y el amperimetro

6
VA—VB:Tv’L‘3:>7:3:7 ilzlA,
rv

@
—

en las ecuaciones de malla, se obtienes tres ecuaciones con tres
incognitas, ry,r4 € io:

(12V,10Q)

Figura 4.23. Esquema para apli-

12 3+ra —2 0 1 car la regla de Maxwell.

0 = —2 8 -2 1o
0 0 -2 247y 6/7"/
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Resolviendo el sistema de ecuaciones se llega a

18 23
T A=

4.12 Enlareddela Figura 4.24, las resistencias estan en k{2, siendo despreciables las resistencias internas
de los demas elementos. Determinar los equivalentes Thevenin y Norton entre A y B.
1kQ A 2kQ

110V
220V

1kQ
—‘7 2kQ 4kQ

kQ B

Figura 4.24. Red del problema 4.12.

Resolucion

Para determinar los equivalentes Thevenin y Norton es necesario calcular la diferencia de potencial
y la resistencia equivalente entre los puntos pedidos. Y para calcular la diferencia de potencial es
siempre necesario conocer las intensidades que recorren la red entre dichos puntos.

En primer lugar puede observarse la existencia de una asociaciéon en tridngulo que puede
simplificarse mediante el teorema de Kennelly, convirtiéndola en una asociacién en estrella, Figura
4.25(a). Los valores de las resistencias de la estrella se obtienen aplicando las Férmulas (4.42),

110
220

(@) (b)

Figura 4.25. (a) Simplificacién de la red. (b) Esquema para aplicar las leyes de Kirchhoff.
que representan en la practica el producto de las resistencias que confluyen en el nudo dividido
por la suma de las resistencias de la asociacién:

2% 2 2x1 2x1

_ X2 8 =X 4 =X 4.
“T 9 oyl U 212+1 “Toioy1 U

La red resultante [Figura 4.25(b)] consta tan s6lo de dos nudos y tres ramas, con lo que al aplicar
las leyes de Kirchhoff se obtendrén tres ecuaciones con tres incognitas.

Aplicando la ley de nudos a cualquiera de los nudos I o 2 resulta

L=D+1;. (4.50)
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Puesto que hay tres incégnitas hacen falta dos ecuaciones adicionales que se obtienen de la ley de
mallas. Se definen dos mallas independientes y tal que contengan todas las ramas de la red [Figura
4.25(b)]: la malla (I) definida por 1241 y la malla (II) definida por 1B21, siendo el recorrido de
la malla el indicado en la propia definicién de la malla y reflejado en la figura. Aplicando las
ecuaciones de malla y sustituyendo en ellas el valor de I5 de la Ecuacién de nudos (4.50) resulta

I 220 = 1,80 +24; = 220 = 42I — 24l .
) —110 = 44, —24l; = —110 = —24I, 468, .

Para calcular la diferencia de potencial entre A y B puede emplearse el camino A1B, que pasa
por el generador de 220 V. Entre 7 y B hay un hilo sin resistencia, no existiendo diferencia de
potencial, con lo que sélo es necesario calcular la d.d.p. entre A y 1. Para ello sélo hace falta
determinar el valor de I, que despejando de las ecuaciones anteriores conduce a

No es necesario pasar en las ecuaciones los valores en k) a (2. Basta con observar que, en la ley
de Ohm, V4 — Vg = RI, si se introduce R en kQ el valor de I debe ir en mA para obtener la
d.d.p.en V.

La diferencia de potencial entre A y B se determina mediante la ley de Ohm en una rama
[Expresién (4.37)], para las diferentes ramas que existieran entre dichos puntos. Aplicando la ley
de Ohm al camino A1B indicado anteriormente se obtiene

Va—Ve+Y &= Rili=Va-Vg+220=1x54=Vy—Vp=-166V.

Obsérvese que los valores de la f.e.m. y de la intensidad se han introducido con signo positivo
segun el criterio de signos explicado: en el recorrido se entra por el polo negativo y la corriente
estd en el mismo sentido que el recorrido (j y dl en el mismo sentido). La f.e.m. del equivalente
Thevenin es, por tanto, & = 166V .

Para calcular la resistencia equivalente se sigue el esquema indicado en la Figura 4.26. En primer
lugar [Figura 4.26(a)] se construye la red pasiva eliminado los generadores y motores de la red. Los

Figura 4.26. Cdlculo de la resistencia equivalente de la red pasiva.
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puntos A y B deben mantenerse inalterables a lo largo de todas las operaciones de simplificacién,
dado que se calcula la resistencia entre dichos puntos. En la Figura 4.26(b) se han sumado los
valores de las resistencias 4 y 0.4 k2 de la Figura 4.26(a) que estén en serie, como también las de
2y 0.4 k€, lo que se observa facilmente porque no existe ningin nudo entre ellas. Las resistencias
de 4.4 y 2.4 kQ de la Figura 4.26(b) estdn en paralelo (sus extremos estdn al mismo potencial):
1 1 1
— + — =—=R; =155k}
1124w o ’
quedando el esquema de la Figura 4.26(c). Las resistencias de 1.55 y 0.8 k{2 estdn en serie y se
suman, resultando el Esquema 4.26(d), con dos resistencias en paralelo. El resultado final es
1 1 1

S~ R, =0,70kQ.
235 "1 R,

Teniendo en cuenta el Esquema 4.12, el equivalente Thevenin es el de la Figura 4.27(a). Obsérvese
que el polo negativo estd en el lado del punto A dado que es el de menor potencial (V4 — Vg es

negativo).

[=237mA

£ = 166V ap

R=0,7kQ
R=0,7kQ
S VY,V —
A B
A ¢ B
(a) (b)

Figura 4.27. (a) Equivalente Thevenin. (b) Equivalente Norton.

Para el equivalente Norton es necesario calcular la fuente de intensidad
I, =&./R. = 166/0,7 = 237 mA.

Segun el Esquema 4.13, el equivalente Norton es el de la Figura 4.27(b). La fuente de intensidad
suministra corriente en el sentido de menor a mayor potencial, esto es de A a B, de ahi el sentido
de la corriente 1.

A4 2kQ
4.13 En la red de la Figura 4.28, las resistencias estan en KO
en kS, siendo despreciables las resistencias internas 220V
de los demds elementos. Determinar la diferencia de 380V 27KQ 2kQ
potencial (V4 — Vi) entre A y B, tanto cuando el
interruptor estd abierto como cuando estd cerrado. )\
B 2kQ)

Figura 4.28. Esquema del problema 4.13.

Resolucion

Cuando el interruptor estd abierto, por la rama que contienen al generador de 380 V no circula
ninguna corriente. Aplicando la ley de Ohm (4.37) a dicha rama, resulta

Va-Ve+Y &= RiI=Va-Vp+380=0,
i i
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introduciéndose la f.e.m. como positiva, dado que al ir de A a B se pasa en primer lugar por el
polo negativo del generador. Despejando se obtiene

Va—Vp=-380V.

Cuando el interruptor esta cerrado pasa corriente por todas las ramas de la red, aunque para
calcular la diferencia de potencial basta con conocer la intensidad que recorre la rama del gene-
rador de 380 V. La red puede simplificarse si se observa la asociacién de resistencias de la Figura
4.29(a). Dos de las resistencias de 2k estdn en serie, por lo que pueden sumarse las mismas,
quedando las resistencias de la Figura 4.29(b) que es una asociacién en tridngulo. Convirtiendo
esta asociacién en su equivalente en estrella se simplifica la red, la cual queda definitivamente
como en la Figura 4.29(c):

_ 2% 2 05 _ 2x4 _ _ 2% 2 _
“T9ioya U T9212+4 “Toio44

La red resultante consta de dos nudos (1 y 2) y de tres ramas. Para éstas se han asignado
arbitrariamente sentidos a la corriente, indicados en la Figura 4.29(c). Aplicando la primera ley
de Kirchhoff a uno de los nudos, por ejemplo al 1,

L=I+Is. (4.51)

Hay tres incognitas, por lo que es necesario definir dos mallas independientes y aplicar en ellas la
segunda ley de Kirchhoff. En la Figura 4.29(c) se pueden definir las mallas 24B12 y 1d21 que se
recorren en el sentido indicado. En ellas se han empleado todas las ramas de la red, por lo que el
problema queda correctamente planteado. Las ecuaciones resultantes son

I) 380 = 150 +1,.

(I) 220 = Is—1Ip. (4.52)

La f.e.m. de 380 V es positiva al pasar primero por el polo negativo en el sentido de recorrido
indicado para la malla (I), mientras que la f.e.m de 220 V es negativa, por pasar primero por el
polo positivo segun el recorrido de la malla (II). En la malla (I) ambas corrientes coinciden con
el sentido de recorrido (j y dl en el mismo sentido), de ahi que sean positivas las intensidades,
mientras que en la malla (II) la corriente de intensidad I estd en contra del sentido de recorrido
(j v dl con sentidos contrarios), de ah{ su signo negativo.

Despejando I de la Ecuacién de nudos (4.51) e introduciendo en las Ecuaciones de malla
(4.52) resulta
I 380 = 2,51 —1I5.
(I) —220 = —I+2I;.

Despejando I se obtiene,
540 =411 = I; = 135mA |

(@) (b) (c)

Figura 4.29. Simplificacién del circuito y esquema para aplicar las leyes de Kirchhoff.
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en la que se observa que si se introducen los valores de las resistencias en k{2, las intensidades
resultantes vienen expresadas en mA.

Aplicando la ley de Ohm (4.37) al tramo AB se obtiene la diferencia de potencial pedida,

Va—Ve+> &= Ril=Vy—Vp+380V =1kQ x 135mA =| Vi —Vp = —245V .

4.14 El generador G alimenta a un motor M y a un conjunto de —l_—l_l
tres resistencias R iguales, segtin la red de la Figura 4.30. Las bt A d* B
entradas al motor y a las resistencias estan protegidas por G| atr” c

sendos interruptores. Calcular: a) la diferencia de potencial
entre los extremos de cada interruptor cuando ambos estdn
abiertos; b) la potencia extraida de la red por el motor en las . R R
diferentes combinaciones que pueden adoptar los interrup-
tores A y B. Datos: Generador G: f.e.m.=380V, r, = 1.
Motor M: f.e.m.=220V, ry, = 1). Resistencias: R = 30€.  Figura 4.30. Esquema del problema

4.14.

IS

Resolucion

a) El conjunto de las tres resistencias estdn montadas en paralelo, por lo que puede sustituirse
por su resistencia equivalente, segiin la siguiente relacién:

1 1 1 3

R, ; R; R. R ©
Cuando ambos interruptores estan abiertos no circula corriente por ninguna rama, puesto que
no existe ningun circuito cerrado de conductores, y no habra d.d.p. entre los extremos de las
resistencias. Aplicar la ley de Ohm [Expresién (4.37)] entre b y a, siguiendo el camino que contiene
al generador, conduce a

Vi—Vat Y &= RiI=V,—V,—380+220=0.

La f.e.m. del generador se ha introducido con signo negativo porque al realizar la circulacion se
pasa primero por el polo positivo, ocurriendo lo contrario en el paso por el motor. Debe observarse
que la circulacion entre a y b se hace siguiendo una linea continua: no podria hacerse por el camino
del interruptor B pues se desconoce la d.d.p. entre los extremos del mismo. Despejando resulta,

Ve =V, =160V .

Aplicando la ley de Ohm [Expresién (4.37)] entre d y ¢, siguiendo el camino continuo que pasa
por el generador se obtiene

Vi—Vet Y &= RI=V;—V,-380=0,

introduciéndose la f.e.m. del generador con signo negativo por el mismo motivo anterior. Despe-
jando

Va—V.=380V.
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b) Cuando el interruptor A estd abierto no circula ninguna corriente por el motor y por tanto
éste no extrae ninguna potencia de la red.

En el caso de que el interruptor A esté cerrado y B esté abier-

to, hay sélo una corriente I recorriendo tanto el motor como el I
generador y en el sentido de la Figura 4.31 (saliendo por el po- —j_l
lo positivo del generador). Aplicando la ley de Ohm [Expresién bt A d* B
(4.35)], siguiendo el sentido de la corriente, al tinico circuito cerra- G| a c
do de la figura se tiene I
M|
& =I> R;=380-220=2I=1=80A, T R,

pues en el sentido indicado se pasa en primer lugar por el polo

negativo en el generador (signo positivo) y primero por el posi- Figura 4.31. Esquema con el
tivo en el motor (signo negativo). El valor de Y, R; es la suma interruptor B abierto.

de las resistencias internas de generador y motor. Aplicando la

Expresién (4.34) de la potencia consumida por un motor de un

circuito, se obtiene

P=E ] +r,I>=220x80+1x80%=| P =24000W .

Cuando ambos interruptores estdn cerrados, la red es la de la
Figura 4.32, en el que se han asignado arbitrariamente sentidos
a las corrientes en las tres ramas existentes. Para calcular la po-
tencia consumida por el motor es necesario conocer inicamente la
corriente I que pasa por él. Aplicando la primera ley de Kirchhoff
a uno de los dos nudos de la figura (por ejemplo al 1),

L =5L+1;. (4.53) 10Q

Al aplicar la segunda ley de Kirchhoff a las dos mallas de la figura
en el sentido indicado en las mismas, resulta

(I) 380 — 220
(11) 220

L+ 1.
1013 — I .

Figura 4.32. Esquema con
ambos interruptores cerrados.

En la malla (T) la f.e.m. del motor es negativa al pasar en primer lugar por el polo positivo. La
unica intensidad negativa es la Iy en la malla (II), por ser la corriente contraria al sentido de
circulacién. Reemplazando la Ecuacién de nudos (4.53) en las ecuaciones anteriores

2y + I . 1380
0%, — 1, }é[ng = 65,7A .

(I) 160
(1) 220

La potencia extraida por el motor de la red, segiin la Expresién (4.34), serd

P =E&,I 4+ 12 =220 x 65,7+ 1 x 65,72 =

P =18775W .
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_ 2O
4.15 En la red de la Figura 4.33, se conoce que V4 — Vg = 120 V. a)

Razonar cudl es el sentido de la corriente en las diferentes ramas
de la red. b) Razonar si el dispositivo de f.e.m. & funciona como
generador o como motor. ¢) Calcular el valor de &. d) Calcular el 4KQ
equivalente Thevenin y el equivalente Norton entre Ay C.

1kQ 1KO
Resolucion

a) De la ley de Ohm j = oE, se sabe que la corriente tiene el
sentido de E, y por tanto va de mayor a menor potencial, en los
conductores éhmicos. Por tanto las corrientes de intensidades I
e Iy (Figura 4.34) tienen el sentido de A hacia B.

220V

Figura 4.33. Esquema del pro-
blema 4.15.

Aplicando la ley de nudos en A, dado que I; e Iy salen del
nudo, la tinica posibilidad de que la suma algebraica sea nula es kO
que la corriente de intensidad I3 entre en el nudo.

b) & es un generador dado que la corriente sale por su borne
positivo. A B

c) Para determinar la f.e.m. & es necesario calcular la corriente
que pasa por el dispositivo. Para simplificar la red, se puede ob- 1kQ 1kQ
servar que las resistencias superiores de 2 y 4 k{2 estan en paralelo,

C
con lo que puede sustituirse por su equivalente 5 |_._|
220V g,
1 1 3 4
— =_-+-=—-=R.=-k}.
Re 2 4 4 3 Figura 4.34. Sentidos de las

La red resultante es la de la Figura 4.35, con una tnica malla por corrientes.

la que circula una corriente I3. Puesto que se conoce la diferen-
cia de potencial entre A y B puede determinarse la corriente I3
aplicando la ley de Ohm (4.15) a los extremos de la resistencia 4
R.,

4
VA—VB:1202513=>I3:90HIA

Como las resistencias estan en k() las intensidades se obtienen
en mA. Conocida la corriente I3 puede determinarse la f.e.m. & 220V
aplicando la ley de Ohm (4.35) al circuito, que en el sentido de la

corriente resulta Figura 4.35. Circuito simplifi-

4 cado.
Ey — 220 = (24—3)90: E =520V .

d) Para calcular los equivalentes Thevenin y Norton entre A y C' es necesario determinar la
diferencia de potencial y la resistencia equivalente entre dichos puntos. Aplicando la ley de Ohm
(4.37) entre A y C resulta

e

Va=Vo+ > &= Rils= (Va—Ve)+220=-1x90= Vs — Vo =-310V.

3 7

La f.e.m. de 220 V se introduce con signo positivo porque al circular de A a C' se pasa en primer
lugar por el borne negativo, mientras que la intensidad se introduce con signo negativo al ser dl
en el recorrido de A a C' de sentido contrario a j. La f.e.m. del equivalente Thevenin es, por tanto,
& =310V.

La red pasiva entre A y C es la de la Figura 4.36(a). Los puntos A y C deben permanecer
inalterables (la resistencia externa que aparece en la definicién de red activa equivalente estaria
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entre dichos puntos). Las resistencias de 4/3 y 1 kQ estdn en serie, sumdndose sus valores [Figura
4.36(b)]. Resolviendo la asociacién en paralelo resultante, se obtiene la resistencia equivalente:

| 11 3 1
Lot ot 3 e o7k,
R. ZRéRe 717

n
=1 i

g

4/3 73
A A 4 0,7 c
1 | 1
(a) (b) ©

Figura 4.36. Resistencia equivalente de la red pasiva.

Teniendo en cuenta el esquema de la Figura 4.12; el equivalente Thevenin es el de la Figura
4.37(a). Obsérvese que el polo negativo estd en el lado del punto A dado que es el de menor
potencial (V4 — V¢ es negativo).

Para el equivalente Norton es necesario calcular la fuente de intensidad
I.=&./R. = 310/0,7 = 443 mA .

Siguiendo el esquema de la Figura 4.13, el equivalente Norton es el de la Figura 4.37(b). La fuente
de intensidad suministra corriente en el sentido de menor a mayor potencial, esto es de A a C,
de ahi el sentido de la corriente I..

1=443mA
R=0.7K0 £,=310V
R=0,7kQ
e AVAVAVAVE
A C
A C
(a) (b)

Figura 4.37. (a) Equivalente Thevenin. (b) Equivalente Norton.
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4.16 En la red de la Figura 4.38, determine: a) La potencia sumi-
nistrada por los generadores a la red, cuando el interruptor I /2
estd abierto. b) La diferencia de potencial entre los puntos A y
B, cuando el interruptor I esta cerrado.

Resolucién
a) Lo primero que se observa en la red es que se puede simpli- I\F 7/2
ficar la asociacion central de resistencias. Cada resistencia de
valor r estd en serie con la de valor r/2 situada a continuacién, _/\/\/\/_||__| — B

con lo que sumando sus valores dan lugar a dos resistencias en r (&r) (&r)
paralelo de valor 3r/2. Resolviendo la asociacién en paralelo
resulta Figura 4.38. Esquema del problema
4.16.
1 2 2 4
Rfe—37+§—37:>Re—3T/4, )i Il(g;r)
quedando la red de la Figura 4.39. G:l

Con el interruptor abierto, s6lo pasa una corriente I por el
circuito constituido por el generador G de la rama superior y 3r/4

la resistencia 3r /4. Aplicando la ley de Ohm [Expresién (4.35)] A4 +— AN\ \—
a dicho circuito, en el sentido marcado por la corriente,

Z&:IZRiéé’:<T+ZZ“)I:WI:>I:4€. A

4 r G, G,
. o AN \NA——— B
El tnico generador que aporta potencia al circuito es el gene- r (&r) (&7)

rador G; y su valor es, segin la Expresién (4.29),
Figura 4.39. Circuito simplifica-

46N\ 4 122 do.
Pl—(E—TI)I— (5_T'7/,’)’7""_4_‘9r
12 £2
Pl:@?’ Po=P;=0.

b) Con el interruptor cerrado, la red a resolver mediante las
leyes de Kirchhoff es el de la Figura 4.40, con dos nudos Ay C
y tres ramas. Para su anélisis no se considera la rama C'B por-
que por ella no pasa ninguna corriente, al ser una rama aislada

que no forma parte de ningin circuito. Se tiene una ecuacién (I\
de nudos y se necesitan definir dos mallas independientes pa-
ra resolver el problema. Se asignan sentidos arbitrarios a las
corrientes de las ramas y al recorrido de las mallas, tal como
se indica en la Figura 4.40.

Aplicando la primera ley de Kirchhoff a uno cualquiera de _/\/\/\/\/_| [
los dos nudos, resulta r (&r) (&r)
L+I3=1. 4.54
1+1s 2 ( ) Figura 4.40. Esquema para apli-
Aplicando la segunda ley de Kirchhoff a las dos mallas car las leyes de Kirchhoff.
3
1) & = rh+ erg .
(II) E = 27’[1 - ﬁ]g y

4
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en la cual sdélo la corriente de intensidad I3 se encuentra en sentido contrario al recorrido, en la
malla (II), introduciéndose con signo negativo. Los dos generadores son recorridos entrando por
el polo negativo, de ahi que las f.e.m. se introduzcan con signo positivo.

Sustituyendo la Ecuacién de nudos (4.54) en estas dos ecuaciones y resolviendo, resulta

_we o ue

¢ _4¢
1T 2

1 =——, =——.
! 17 r ST ATy

Para calcular la diferencia de potencial entre A y B se aplica la ley de Ohm (4.37) a las ramas
AC' y CB, observando que en el tramo AB la corriente es contraria al sentido de recorrido (signo
negativo) y que en C'B no pasa corriente y el generador se recorre entrando por el polo positivo,
debiéndose introducir su f.e.m. con signo negativo:

3 3r4& 3
VA—VB—i—Z&:ZRiI:VA—VB—S:—Zrlg—&—er:——r -
[ 7

417r 17
Como puede observarse la ley de Ohm puede aplicarse directamente, aunque haya varias ramas,

sin mds que sustituir por las intensidades que recorren cada resistencia (Is y 0 en este caso).
Despejando resulta que

14
VA*VB:T?E.

4.17 Un montaje simple de un potenciémetro se muestra en la Figura 4.41. La resistencia R se construye
con un hilo AB homogéneo, de resistividad pg, secciéon S y longitud AB. El generador P es un
acumulador de plomo. Puesto el interruptor en la posicién a para permitir el paso de la corriente
por la pila patrén Eg se ajusta el reostato R para que la corriente por el galvanémetro G sea nula.
Se pasa el interruptor a la posicién b y se mueve al cursor C' sobre AB hasta que la corriente por
G sea nula. Calcular la fuerza electromotriz £ desconocida del generador.

i% a b
Figura 4.41. Montaje simple de un potenciémetro.

Resolucion

El valor de la resistencia Ry se obtiene directamente de la expresién de la resistencia de un
conductor filiforme de seccién constante [Expresién (4.17)],

AB

< (4.55)

Ro = po
Con el interruptor en a, se ajusta R para que por el galvanémetro no pase corriente, con lo que
Is = 0. Aplicando la ley de Ohm (4.35) a la malla aDAa resulta

Es

Zé’i:IZRi:ESZnROIp:VD—VA :Ipzn—RO, (4.56)
3 K3
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dado que por la rama DA pasaria la suma de las corrientes Ip e Ig, pero esta ultima es nula.

Con el interruptor en b, se ajusta el cursor de la resistencia Ry para que no pase corriente por
el galvanémetro, con lo que ahora I = 0. Al aplicar la ley de Ohm a la malla ACbA, es necesario
conocer la fraccién de la resistencia Ry que interviene en el cdlculo. Aplicando la Expresién (4.17)
de la resistencia de un hilo y teniendo en cuenta el valor de Ry de la Ecuacién (4.55), se obtiene

l AC AC
R=p— = pp— = Ry=—= .
P S Po 5 AR
Empleando ahora la ley de Ohm, teniendo en cuenta que sélo pasa corriente por el tramo de la
resistencia Ry calculado, y que dicha corriente es Ip — I = Ip, por ser nula la corriente por el

galvanémetro, se llega a

E}fﬁZ&éSﬂ%gb:W—%.

El sentido de recorrido ha sido ACbA, en el mismo sentido que la corriente de intensidad Ip (posi-
tiva, por tanto) y entrando por el polo negativo del generador £ (positivo, también). Sustituyendo
el valor de Ip de la Ecuacién (4.56) de la malla aD Aa resulta

_Aces

E_ABZ“

b
: L N\ L
4.18 El puente de hilo es una red como la representada en la
Figura 4.42. El hilo es homogéneo, de seccién constante I,
y longitud L. Se emplea para calcular una resistencia R
. - . 1 R,
desconocida (R3) variando el cursor sobre el hilo hasta G

hacer que pase una corriente nula por el galvanémetro.
Siendo conocido el valor de R; y midiendo la longitud x L (a1

. . . a c
sobre el hilo, determinar cudl es el valor de R5. B L-x
|—

Figura 4.42. Esquema de un puente de
hilo.

Resolucion

Lo primero a considerar es el valor de la resistencia de los tramos de hilo de longitud x y L —x en
que el galvanémetro divide el hilo L. Aplicando la Expresién (4.17) de la resistencia de un hilo,
se pueden obtener las dos resistencias en que queda dividido el hilo:

l T
= p— = Rz = p— R, =
'DS 3 pS ) 4
Dado que se conoce el valor de la intensidad I por el galvandémetro, la cual hay que anular,
aplicando la ley de nudos a aquellos nudos en los que interviene I se simplifican muchos célculos:

R

Nudob: 6L =L+Ig=1.
Nudo d : I4=I3—|—IG213.

Aplicando ahora la ley de Kirchhoff a la malla abda, con la corriente de intensidad I; en el sentido
del recorrido (positiva) y la I3 en sentido contrario,

Zgl = ZRZIZ = 0=R111 — R3l3 = R{I, = R31l3 .
i i
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Repitiendo el célculo para la malla bedb, con la corriente de intensidad I5 en el sentido del recorrido
(positiva) y la I en sentido contrario,

> &= Ril;=0=Ryly — Ryly = Ryl — Ryls = Roly = Ruls,

en donde se han sustituido los valores de I e I, obtenidos de las ecuaciones de nudos. Dividiendo

ambas ecuaciones resulta
Ry, Rj pz/S x

Ry Ri plL—-2)/S L-z°

Despejando el valor de Ry se tiene

L_
Ry = Ry— %
X

Por tanto, mediante este montaje, conociendo simplemente el valor de la resistencia R; y midiendo
la longitud de hilo en donde se coloca el cursor del puente cuando por el galvanémetro no pasa
corriente, puede determinarse el valor de resistencias desconocidas.

4.19 Entre los puntos a y b hay una combinacién infinita de resistencias en serie y en paralelo Ry y R
(Figura 4.43). Calcular la resistencia equivalente R, entre a y b.

R, , R, R

R,

be

b
Figura 4.43. Combinacidn infinita de resistencias en serie y paralelo.

Resolucion

Por ser infinita la red, si se corta por a’ y b’ la resistencia equivalente entre estos puntos se-
guird siendo la misma resistencia R, que entre a y b. Luego la red dada es equivalente a la de la
Figura 4.44(a). Resolviendo la asociacién en paralelo entre las resistencias Ry y R, se obtiene la
Figura 4.44(b),

o1 RoR,
Lol g e
R R TR T Ry+R

Las resistencias R y R, estén en serie, por lo que sumando ambas resistencias se encuentra la
asociacién definitiva 4.44(c),

RoR,
R2 + Re '

Despejando R, de la ecuacion se obtiene la ecuacién de segundo grado en R,

Re:R1+RIe:R1+

R’ - RiR.— RiRy=0,

cuya solucion es

R, — Ry ++\/R?+ 4R Ry '
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4.20

R

R,

be
(a)

(b)

(©

Figura 4.44. Simplificacién de la combinacién infinita de resistencias.

En la red de la Figura 4.45, a) calcular los equivalentes Thevenin y Norton entre A y B; b) Si
entre dichos bornes se conecta un motor de 6V y resistencia interna de 0,52, calcular la potencia
consumida por dicho motor.
4 1Q 4Q
—(15V,3Q))
2Q
1Q
1Q
(3V,30)
1 B
Figura 4.45. Red del problema 4.20.
Resolucién

a) Para calcular los equivalentes Thevenin y Norton
es necesario calcular la d.d.p. y la resistencia equiva-
lente entre Ay B. Lared presenta 6 ramas y 4 nudos,
aunque el cuadrado superior derecho puede simplifi-
carse al estar constituido sélo por resistencias (como
se hard al calcular la resistencia equivalente), lo que
simplificaria su resolucién aplicando las leyes de Kir-
chhoff. Sin embargo se va a resolver en esta ocasién
el ejercicio aplicando la regla de Maxwell (4.39), sin
realizar ninguna simplificacién en la red. Se definen
para ello las intensidades de malla de la Figura 4.46,
con los sentidos indicados y se construyen las ma-
trices de f.e.m., resistencias e intensidades de malla,
para aplicar & = 3, R;ji;:

A I 1 a 4 I
(15V,3Q)_J-_ 1
@ 6 @ 2
b 1 Le|l I, 6 d
. 13
@
(3BV,3Q)
1 B

Figura 4.46. Esquema para aplicar la regla
de Maxwell.

15 1+34+1+6 —6 -1 17
0 = —6 6+6+2+4 —6 19
3 -1 —6 1+3+1+6 13

1 -6 -1 11

= -6 18 -6 12

-1 -6 11 13
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Las f.e.m. se han introducido con signo positivo, puesto que en los sentidos de recorrido indicados
siempre se pasa primero por el polo negativo. Los valores de la diagonal principal de la matriz
de resistencias son la suma de las resistencias de cada malla. La resistencia de 6€) de la rama
comun a las mallas (i1) y (i2) se recorre en sentido contrario segin se trate de una u otra malla,
de ahi que se introduzca con signo negativo. Lo mismo ocurre para la rama de 1) comun a las
mallas (1) y (i3) y a la rama de 62 comin a las mallas (i2) y (i3). Es importante no olvidarse
de considerar las resistencias internas de los generadores y motores. Resolviendo el sistema de
ecuaciones resulta

i1 =2A, ip=1A, i3=1A.

Las intensidades reales de cada rama se obtienen combinando las intensidades de malla que pasan
por cada rama. Asi, por ejemplo, por la rama de intensidad I, pasa la intensidad de malla i1 en
el sentido de I y la intensidad de malla i en sentido contrario, con lo que Iy = i; —is. Operando
de esta manera para todas las ramas resulta

L=—ii=—2A, Lh=—iy=—1A, I3=—ig=—1A.

Iy=i1—io=1A, Is=—ii+iz=—-1A, Ig=i—i3=0.

Los signos negativos en las intensidades indican que el sentido real del vector densidad de corriente
es contrario al supuesto en el dibujo.

Para calcular la d.d.p. entre A y B, y por lo tanto la f.e.m. equivalente, no es necesario conocer
todas las intensidades anteriores. Por ejemplo, puede realizarse la circulacién segin la linea AadB,
necesitandose sélo Iy, I, I3. La ley de Ohm para una rama (4.37), Va — Ve +3 . & =Y. Ril, se
aplicara sucesivamente para cada una de las ramas del tramo AB, lo que en la practica equivale a
multiplicar cada resistencia por la intensidad que la recorre. Para realizar el célculo se puede optar
por corregir los sentidos de las corrientes o por mantener los sentidos del dibujo original y utilizar
las intensidades con los signos obtenidos. Se hard de esta tltima manera. Asi, realizando dicho
calculo, teniendo en cuenta que todas las corrientes estan dibujadas en el sentido de circulacién
(mismo sentido de j y dl, de A a B) , y que por tanto todas las intensidades son positivas, se
tiene

Va—-Ve=L+4+2)b+I3=-2+46(-1)—1=-9V,

en donde la f.e.m. equivalente es £ = 9V . Puede comprobarse el resultado calculando la d.d.p.
por otro camino, por ejemplo AbB, resultando

Va—Ve+15+3=-3[ —3[3 = —3(—-2) = 3(-1) = V4 — Vg = —9V.

Obsérvese que en este caso las f.e.m. se introducen con signo positivo, al pasarse en primer lugar
por el polo negativo de ambos dispositivos, y sin embargo las intensidades son negativas, al ser
contrarios en dicho camino j y dl.

Para calcular la resistencia equivalente se sigue el esquema de la Figura 4.47. Debe recordarse
que los puntos A y B no se pueden alterar, al estar calculando la resistencia equivalente entre
ellos. Las resistencias de 4 y 2 del cuadrado superior de la Figura 4.47(a) estdan en serie y se

suman. En la Figura 4.47(b) las tres resistencias de 6 €2 estdn en tridngulo. Simplificindose a una

6 x6
asociacién en estrella, cada resistencia de esta asociacion tiene de valor R = 67616 =2Q. En
la Figura 4.47(c) las resistencias de 1 y 2 estdn en serie, sumandose y dando la Figura 4.47(d),

en la cual hay dos tridngulos. Resolviendo el tridngulo inferior, cada resistencia de la estrella

3x3
resultante vale R = ﬁ = 1. En la Figura 4.47(e) las resistencias de 3 y 12 estdn en

serie sumédndose y resultando la Figura 4.47(f), con dos resistencias de 4) en paralelo entre si y
ambas en serie con una resistencia de 1. El resultado es

1

Re=14 g1~

3Q.
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A4, 4 A4 1
3 6 2 3
1 6 1
3 ! 3 1
B B
(@) (b)

(d)

A
1
3
H]B B
(e)

3

(©)

A
4
4
R
B
®

Figura 4.47. Esquema para el célculo de la resistencia equivalente de la red pasiva.

Tomando en consideracion el esquema de la Figura 4.12, el
equivalente Thevenin es el de la Figura 4.48(a). Obsérvese
que el polo negativo estd en el lado del punto A dado que
éste es el de menor potencial (V4 — Vg es negativo).

Para el equivalente Norton es necesario calcular la fuen-
te de intensidad

I, =&./R.=9/3=3A.

Segun el esquema de la Figura 4.13, el equivalente Norton
es el de la Figura 4.48(b). La fuente de intensidad sumi-
nistra corriente en el sentido de menor a mayor potencial,
esto es de A a B, de ahi el sentido de la corriente I,.

b) Para calcular la potencia consumida por el motor, se
conecta éste a los extremos A y B del equivalente Thevenin
(Figura 4.49), dado que el comportamiento de éste es el
mismo que el de la red completa. Aplicando la ley de Ohm
[Expresién (4.35)] al circuito en el sentido de la corriente,
tenemos

Y E&=I> Ri=9-6=(3+05)]=1=086A.

La potencia consumida por el motor (extraida del circuito)
es, segin la Expresién 4.34,

P= (Vg —Va)I = (E+rI)I = (6+0,5x 0,86) x 0,86,

P=551W.

£=9V
R=30Q h
A [
(@) B

(b)

Figura 4.48. (a) Equivalente Theve-
nin. (b) Equivalente Norton.
£=9V
R=3Q

e

—AAN—

:I’

(6V;0,5Q)

Figura 4.49. Circuito para el calculo
de la potencia consumida en el motor.
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4.21

Las redes de la Figura 4.50(a) y (b) estan construidas de la siguiente manera: todos los generadores
tienen la misma f.e.m., £ = 24V y resistencia interna r = 2 (2; las ramas que no tienen generadores
estan constituidas por hilos de resistencia R = 20 (2; las ramas de los generadores tienen resistencia
R = 2042 en el caso del pentdgono de la figura (a) y del pentdgono exterior de la figura (b), y
resistencia R/2 = 102 en el caso del pentdgono interior de la figura (b). Determinar la corriente
por cada rama y la potencia disipada por efecto Joule.
(a) (b)
Figura 4.50. Redes de conductores del problema 4.21.
Resolucién

Si se analizan tanto la Figura 4.51(a) como la Figura 4.51(b), puede observarse por la simetria de
las figuras que I; = I3, lo que ocurriria para todas las intensidades de las ramas sin generadores.
De la misma simetria se deduce que Is = Ir, y en la Figura 4.51(b) que I1; = I12, lo que indica
que también en todas las ramas que definen el pentdgono con generadores la intensidad es la
misma.

Figura 4.51. Intensidades de malla.

Aplicando la primera ley de Kirchhoff al nudo central en la Figura 4.51(a) resulta

Y Ii=5L=0=1,=0

Aplicando la segunda ley de Kirchhoff a la malla (i1) de la Figura 4.51(a) en el sentido indicado

resulta
Y &= Ril;=E=(R+r)ls+RL — RI; = 24 = 22I; .

Despejando, resulta que para todas las ramas externas del pentagono

I=109A.
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La potencia disipada por efecto Joule es

P=> RiI}=5[R+7r)I*=5x(20+2) x 1,09> =| P=131W,
i

dado que sélo hay corriente en los lados del pentagono.

Para el caso de la Figura 4.51(b), aplicando la ley de nudos a cualquiera de los nudos exteriores
resulta
Zli:_16+17+11 =0=5L=0,

al ser I = I7 por simetria. Por tanto la corriente en las ramas sin generadores es también nula
en este caso. Aplicando la ley de mallas a la malla interior (ig) se tiene

Z&' = ZRJi =5 =5(R/2+ 7)1 = 24 =121y = | iy =24,

para todas las ramas del pentagono interior.

Para calcular la intensidad de las ramas exteriores, se aplica la ley de mallas a una malla como
la (i1), obteniéndose

5—8:(R+T)I6+R11 — (R/2+T)111 —RIQ =0= 22[6 — 12[11 = 22[6 —24 = Iext = 1,09A 5

para las ramas del pentdgono exterior, idéntico resultado al obtenido para la red de la Figura
4.51(a). La potencia disipada por efecto Joule, dado que sélo hay corriente en los lados de los
pentdgonos exterior e interior, es

+5(R/2+ )2, =5 x (20 +2) x 1,09 + 5 x (10 + 2) x 2% =

ext

P=> RiI}=5R+r)I

P=371W.

Podria resolverse el problema sin aplicar los razonamientos de simetria, mediante la regla de
Maxwell, planteando las ecuaciones para las mallas independientes de la Figura 4.51, 5 para el
caso de la Figura 4.51(a) y 6 para el caso de la Figura 4.51(b). Empleando las intensidades de
malla de la figura, aplicando los sentidos indicados a todas las mallas, se construyen las matrices
de f.e.m., resistencias e intensidades de malla, para aplicar & =) j R;ji; . En el caso de la Figura
4.51(a),

24 62 —-20 O 0 -20 17
24 -20 62 =20 O 0 19
24 = 0 -20 62 -20 O 3
24 0 0 -20 62 —-20 14
24 -20 O 0 -20 62 15

Las f.e.m. se han introducido con signo positivo, puesto que en los sentidos de recorrido indicados
siempre se pasa primero por el polo negativo. Los valores de la diagonal principal de la matriz
de resistencias son la suma de las resistencias de cada malla, igual a R+ 7+ R+ R = 62. La
resistencia de la rama comin a dos mallas siempre se recorre en sentido contrario segin se trate
de una u otra malla, de ahf que se introduzca con signo negativo (—R = —2012). Resolviendo el
sistema, de ecuaciones'? se obtiene

i1 =iy = i3 =i4 =5 = 1,00A ,

que es el valor de la corriente por las ramas exteriores. Por las ramas comunes, la corriente que
pasa es la resta de cada dos intensidades de malla (por ejemplo, Is = iz — i), resultando una
corriente nula por todas ellas, resultado idéntico al obtenido aplicando las ideas de simetria.

12En los apéndices se incluye un programa para MATLAB con la resolucién de los sistemas de ecuaciones.
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4.22

En el caso de la Figura 4.51(b),

0 4 =20 O 0 =20 -12 1
0 -20 74 =20 O 0 -12 12
0 . 0O -20 74 -20 0 —12 13
0 o 0 0 —-20 74 -20 -12 14
0 -20 O 0 -20 74 -—12 15
120 -12 -12 -12 -12 —-12 60 16

Las f.e.m. se han introducido con signo positivo en la malla ig, puesto que en los sentidos de
circulacion indicados siempre se pasa primero por el polo negativo. El resto de valores en la
matriz de f.e.m. son nulos, por recorrerse los generadores del pentidgono exterior e interior en
sentidos opuestos. Los valores de la diagonal principal de la matriz de resistencias son la suma de
las resistencias de cada malla. La resistencia de la rama comtn a dos mallas siempre se recorre en
sentido contrario segin se trate de una u otra malla, de ahi que se introduzca con signo negativo.
Resolviendo el sistema de ecuaciones se obtiene

i1 =iy = i3 =is=1i5 = 1,09A , ig = 3,09A .

Por las ramas comunes, la corriente que pasa es la resta de cada dos intensidades de malla (por
ejemplo, Io = is —i1), resultando una corriente nula por todas ellas. Por el pentdgono exterior, la
corriente coincide con las intensidades de malla de la 1 a la 5, esto es, It = 1,09 A. En el caso de
las ramas del pentdgono interior, la corriente por una cualquiera de ellas es Iiny = i — i; = 2 A,
siendo ¢; una cualquiera de las intensidades de mallas de la 1 a la 5. Los resultados son idénticos
a los obtenidos aplicando la simetria.

Las cuatro ramas de un puente de Wheatstone y el gal-
vanémetro G de la Figura 4.52 tienen la misma resisten-
cia 7 = 1000 Q2. El generador tiene una f.e.m. de 24V y
resistencia interna despreciable. Hallar la resistencia R,
de proteccién que debe asociarse en serie con la f.e.m.
para que si, por accidente, se establece un cortocircuito
entre B y C, la intensidad a través del galvanémetro no
exceda de 1 mA.

Resolucion

La existencia de un cortocircuito entre B y C' supone
que dichos puntos se ponen al mismo potencial. La causa
puede ser, por ejemplo, un contacto mediante un hilo con
resistencia despreciable, tal como se indica en la Figura
4.53(a). Figura 4.52. Puente de Wheatstone.

La red equivalente es la de la Figura 4.53(b): estdn en paralelo una resistencia r y una resis-
tencia nula, siendo asi la resistencia equivalente nula. La red se va a resolver aplicando la regla
de Maxwell (4.39) a las mallas indicadas en la figura y en el sentido indicado en las mismas. Asi,
resulta

24 R, +2000 1000 1000 17
0 = 1000 2000 —1000 19
0 1000 —1000 3000 13

La f.e.m. se ha introducido con signo positivo, puesto que en el sentido de recorrido de la malla
(¢1) se pasa primero por el polo negativo. Los valores de la diagonal principal de la matriz de
resistencias son la suma de las resistencias de cada malla. La resistencia de 1000€2 de la rama
comun a las mallas (i1) y (i2) se recorre en el mismo sentido para ambas mallas, de ah{ que se
introduzca con signo positivo. Lo mismo ocurre para las mallas (i1) y (i3). Sin embargo para las
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4.23

(@) (b)

Figura 4.53. Simplificacién de la red como consecuencia del cortocircuito.

mallas (ig) y (i3), el sentido de recorrido de la resistencia comin es contrario, de ahi el signo
negativo.

Las intensidades reales de cada rama se obtienen combinando las intensidades de malla que
pasan por cada rama. De ahi que para la intensidad que pasa por el galvanémetro I5, dato del
problema e igual a 1 mA, se tiene

Io=1mA =i3—iy=>i3=1is+ 1. (457)

Introduciendo las intensidades en mA en las ecuaciones anteriores, las resistencias deben conver-
tirse a k{) para resolverse en unidades consistentes, resultando

24 R,+2 1 1 i
0 | = 1 2 -1 o
0 1 -1 3 io + 1

Resolviendo el sistema de las dos tltimas ecuaciones y sustituyendo en la Ecuacién (4.57) resulta
il :5H1A, ig = 74mA, ig = —3mA .

Con la primera de las ecuaciones se obtiene

24=5(R,+2)—4—4+1=| R, =42kQ .

PROBLEMAS PROPUESTOS

Se consideran tres bombillas cuyas caracteristicas de voltaje y potencia son las siguientes: (1) 100 V
—-75W; (2) 220 V - 75 W; (3) 220 V - 150 W. a) Clasificar por orden creciente las resistencias de
las bombillas. b) Clasificar por orden creciente las intensidades que atraviesan cada bombilla cuando
se conectan al voltaje adecuado.

Solucién: a) (1),(3),(2). b) (2),(3),(1).
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4.24

4.25

4.26

4.27

4.28

4.29

4.30

Se conoce que en cualquier punto de un hilo de cobre (resistividad 1,7 x 1078 m) de 0.6 mm de
radio y 2m de longitud, el campo eléctrico es perpendicular a la seccién recta del hilo y vale 0.01 V/m.
Determinar: a) la densidad de corriente en cualquier punto del hilo; b) la intensidad de corriente por
el hilo; c) la resistencia del hilo; d) la diferencia de potencial entre los extremos del hilo; €) la potencia
disipada en el hilo.

Solucién: a) 588235 Am~2. b) 0,665 A. c) 0,039. d) 0,02V. e) 0,013 W.

Determinar la resistencia del hilo de la Figura 4.54, formado por dos cables cilindricos 1 y 2, de cobre,
de la misma longitud pero diferente radio. Si entre los extremos a y b se establece una diferencia de
potencial V, —V;, = 10V, determinar la intensidad, el vector densidad de corriente y el campo eléctrico
en los cables 1y 2. Datos numéricos: p = 1,7 x 1073Qm, L =2m, R = 10mm.

N

D =
2/
p

[ Rl 2R

L L

Figura 4.54. Unién de dos cables cilindricos de cobre de distinto radio.
Solucién: R =0,0135Q. I, = I, = 739A. j; = 2,35 x 105Am™2, jo = 5,88 x 10" Am~ 2.
E,=4V/m, E; =1V/m.
A un generador de fuerza electromotriz £ y resistencia interna r se conecta una pila reversible formando

circuito. De las dos maneras que puede funcionar la pila reversible, jen cudl se disipa mayor energia
por efecto Joule en el circuito?.

Solucién: Funcionando como generador.

Con un generador ideal de f.e.m. £ se quiere alimentar una resistencia.  Cémo deberd ser ésta para
que las pérdidas por efecto Joule sean pequenas?

Solucién: Lo mayor posible.

Dos generadores de la misma f.e.m. pero diferentes resistencias internas 71 y r2 (r1 > r2) y una resis-
tencia R se conectan en serie formando circuito. Hallar la relacién que deben cumplir las resistencias
para que el generador 1 no suministre ni extraiga energia del circuito.

Soluciéon: R =1y —ry

i CSémo se montarian un conjunto de tres resistencias iguales (en serie, en paralelo, dos en paralelo con
la otra en serie, dos en serie con la otra en paralelo,) para que la d.d.p. entre los bornes del generador
real que les alimenta sea lo menor posible?

Solucién: Las tres en paralelo.

En la red de la Figura 4.55, el valor de las resistencias esta expresado en 2 y todas las pilas tienen una
f.e.m. de 10V y una resistencia interna de 1. a) Calcular los equivalentes Thevenin y Norton entre
los bornes A y B. b) Si entre dichos bornes se conecta una resistencia de 22, calcular la potencia
disipada por efecto Joule en dicha resistencia.

Solucién: a) £, =8,08V, R.=09Q, I[.=898A. D) 1553W.
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4.31

4.32

4.33

Figura 4.55. Red del problema 4.30.

Los dos dispositivos de la Figura 4.56 de f.e.m. 60V y
55V y resistencias internas 0,52, alimentan un motor
de f.c.e.m. 20 V y resistencia interna 0,5¢2 a través de
una linea de resistencia R. Determinar:

a) Con el interruptor abierto, la diferencia de potencial
entre los puntos a y b.

b) Con el interruptor cerrado, la resistencia R de la linea
y las pérdidas por efecto Joule en la misma, cuando el
motor absorbe de la red una potencia de 682 W.

Solucién: a) 57,5V. b) 0,959, 462 W.

En la red de la Figura 4.57 se pide: a) j Qué valor debe
tener R, para que no pase corriente por la resistencia
R? b) En el caso anterior, jqué corriente pasa por la
resistencia de 4Q7? c) En el mismo caso, comparar la
caida de tensién entre G y C' con la f.e.m. en la rama
inferior

Solucién: a) 1Q. b) 2A. ¢) Son iguales.

En la red de la Figura 4.58, 1, 2 y 3 son dispositivos de
f.e.m. 12, 6 y 9 voltios, respectivamente, y resistencias
internas de 0.5 ohmios. Se pide, calcular: a) Cuando
el interruptor | estd abierto, la d.d.p. entre Ay B. b)
Cuando el interruptor | estd cerrado, 1) d.d.p. entre A
y B; 2) balance energético de cada dispositivo.

Solucién: a) 15V. b) 1) 16,8V. 2) P, = 872 W,
Py, =0,P3 =T7,03W.

(60V:0,50)

(55V:0,50Q)

(20V;0,5Q)

Figura 4.56. Red del problema 4.31.

(12V,10)

Figura 4.58. Red del problema 4.33.






CAPITULO

MAGNETOSTATICA

Como ya se vio cuando se estudid el campo electrostatico, existian unas ecuaciones diferenciales,
a través de las cuales era posible determinar el campo eléctrico E en cualquier punto del espacio
para fenémenos estacionarios. Ademas, éstas nos permitian conocer cudles eran las fuentes del
campo eléctrico. Del mismo modo que entonces, estamos ahora interesados en averiguar qué leyes
generales rigen el comportamiento del campo magnético independiente del tiempo. El estudio de
este caso particular de campo es la finalidad de la magnetostatica, la cual tiene por objeto el
estudio del campo magnético creado por corrientes estacionarias.

5.1. ECUACIONES PUNTUALES DE LA MAGNETOSTATICA

Las ecuaciones diferenciales bésicas para el campo magnético estacionario son las siguientes:

V x B = uoj, (5.1)

V-B=0. (5.2)

La primera ecuacién indica que un posible origen del campo magnético' es la corriente eléctrica,
es decir, las cargas eléctricas en movimiento generan un campo magnético. La segunda, al ser
igual a cero, significa que ningiin punto del espacio es fuente o sumidero, por lo que no pueden
existir cargas magnéticas (monopolos). En definitiva: el campo magnético posee fuentes vectoriales
(densidad de corriente) pero no tiene fuentes escalares (densidad de carga magnética). Si existieran
cargas magnéticas de forma similar a las cargas eléctricas, la ecuaciéon V-B tendria que ser distinta
de cero, de una forma semejante a la ley de Gauss para el campo eléctrico 2. La no existencia de
carga magnética hace que las lineas de B tengan las siguientes caracteristicas: 1) Al no tener B
divergencia, dichas lineas de campo magnético tienen que ser cerradas. 2) Otra posibilidad tedrica
compatible con lo anterior es que nazcan y mueran en el infinito, en cuyo caso tampoco tienen
principio ni fin. 3) Las lineas de B llenan una superficie densamente, no pudiendo establecer
origen o final.

1Es habitual en los textos denominar al campo B induccién magnética. Nosotros le llamaremos, simplemente,
campo magnético B, con el fin de no equivocar al lector con el fenémeno de la induccién electromagnética (Capitulo
7).
2En realidad, si existe una teorfa sobre los monopolos magnéticos, si bien, hasta la fecha, no han sido detectados
experimentalmente

153



154 Capitulo 5. Magnetostatica

La unidad de medida del campo magnético B en el S.I. es el Tesla, y se simboliza con la letra
T. Con el fin de aportar alguna idea de cuan grade o pequena es esta unidad veamos un par de
ejemplos.

Si se recuerda, el campo magnético terrestre no es uniforme en todos los puntos de la Tierra,
sin embargo, el orden de magnitud puede estimarse alrededor de 107*T, y el generado por las
bobinas que usualmente se utilizan en las practicas de laboratorio est4 en torno a 1073T, para
una intensidad de 0,3 a 0,5 amperios. Esto quiere decir que, el tesla es una unidad grande respecto
de algunos campos que estamos acostumbrados a manejar®. Por esta razén, en muchas ocasiones
(sobre todo en los laboratorios) se emplea una unidad més pequena que el Tesla, ésta es el gauss.
La equivalencia entre ambas es: 1 Gauss= 1074T

Ademis de las relaciones anteriores, debe verificarse la ley de la conservacién de la carga vista
en el Capitulo 2, pero al tratarse de corrientes estacionarias la ecuacién diferencial se simplifica
del siguiente modo:

V-j=0. (5.3)

5.2. FORMA INTEGRAL DE LAS ECUACIONES

Las ecuaciones del apartado anterior tenian un caracter puntual, esto es, daban informacion del
campo B en cada punto del espacio. Sin embargo, dichas ecuaciones pueden ser representadas en
forma integral, lo cual, en determinadas ocasiones, resulta util para abordar problemas.

La representacion integral de la Ecuacidn (5.1) se conoce como ley de Ampere, la cual establece
que la circulacion del campo magnético B a lo largo de una trayectoria cerrada I', solo depende
de la intensidad neta que atraviesa la superficie abierta S cuya frontera es 9S (Figura 5.1), o sea,

]{ B(r)dl = uo /j -dS = pol. (5.4)
r s

Figura 5.1. La circulacién sélo depende de la intensidad neta.

El teorema de Ampere es importante porque, en determinadas ocasiones, permite calcular algunas
de las componentes del campo magnético conocida la densidad de corriente. Tedricamente esta ley
es cierta siempre que se verifiquen las hipdtesis establecidas por el teorema de Stokes (Capitulo
1, Ecuacién 1.23), sin embargo, desde un punto de vista préctico, sélo es 1til cuando el sistema
objeto de estudio posee simetrias, ya que para un sistema de corrientes de geometria compleja no
es sencillo despejar el campo B de esta 1ltima ecuacién.

3La obtencién de grandes campos magnéticos es una de las cuestiones principales en algunas ramas de la ciencia
y la tecnologia. Baste citar como ejemplo, los campos requeridos para el andlisis mediante resonancia magnética
nuclear, o los existentes en los reactores de fusiéon nuclear experimentales que existen por todo el mundo como el
JET o el ITER (véase J.A. Tagle, ” Plasmas limpios”, Investigacion y Ciencia. Marzo (1993), p.4-10).
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Para aplicar correctamente la ley de Ampere es necesario tener en cuenta algunos detalles.
Asi, reescribiendo de otra forma las expresiones anteriores, se tiene:

7( B-dl:uo/j~dS:u0/j-ndS:uoI, (5.5)
a8 S S

siendo n el vector normal unitario en cada punto de la superficie. En esta igualdad se observa
que, la eleccién de un sentido para recorrer la curva I' determina la orientaciéon de la superficie
Sy viceversa. En resumen: I' estd directamente relacionada con S, lo cual tiene influencia, a su
vez, en el signo de la intensidad, ya que en funcién de como sea la orientacién, asi serd n y, en
consecuencia, el signo del producto escalar j - n.

Con el fin de no equivocarse al aplicar las anteriores integrales, pueden seguirse las siguientes
pautas:

(a) Planteamiento del problema. 1) Estiidiense las simetrias del problema. Si no existen simetrias
en el contexto de la pregunta concreta del ejercicio, no utilice la ley de Ampere. En tal caso
proceden otros métodos que se verdn mas adelante. 2) Si hay simetrias, elfjase una curva sencilla.
La forma de elegir trayectoria depende de cada problema en particular, pero como idea general
puede decirse que la curva debe tener algunas de las simetrias encontradas en el sistema, ya que son
estas simetrias las que van a permitir despejar alguna de las componentes del campo B en funcién
de la intensidad I. 3) Escéjase una superficie facil y suave. La superficie mas cémoda, siempre
que lo permitan las condiciones del problema, es una superficie plana. Recuérdese que la frontera
de la superficie es la curva T', por lo que dicha superficie es siempre abierta (contrariamente a
lo que ocurre en el teorema de Gauss) 4) Determinese el sentido de avance de dl (antihorario u
horario) y en funcién de esta eleccién, asignese la orientacién correcta a S (vector n hacia fuera
o hacia dentro, respectivamente-regla del sacacorchos).

(b) Resolucion matemdtica. Con los pasos anteriores se logra plantear un problema que tenga
simetrias, pero queda todavia el cdlculo de las integrales que aparecen en ambos miembros. 1)
Témese un sistema de referencia coherente con las simetrias del sistema. Esto es facil de saber,
ya que la curva elegida para realizar la integral de linea posee esta misma simetria. 2) Téngase
precaucion con la integral del segundo miembro. La integral doble se extiende, en principio, a
la superficie S elegida, sin embargo, la superficie real sobre la que se integra corresponde a la
interseccién entre Sy el volumen correspondiente a la densidad de corriente Vj, ya que el producto
escalar j - dS es cero donde S o j sean nulas (Figura 5.2). En consecuencia, se puede escribir:

(a (b) (©)

Figura 5.2. (a) La superficie de interseccién es menor que S. (b) SNV, = S. (c) La superficie de
interseccién también es S aunque la corriente sobrepasa dicha superficie.
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/j~dS: ondS =1, (5.6)
s snv;

Ya se vera en los problemas como hay ocasiones en las que la mencionada interseccién coincide
con toda la superficie S, es decir, SNV; = 5.

En relacién a la Ecuacién (5.2), su forma integral es lo que se conoce como ley o teorema del
flujo, cuyo enunciado es: FEl flujo del campo magnético B a través de una superficie cerrada es
nulo.

/V-BdV: B.dS -0, (5.7)
1% oV

en donde 0V denota la frontera de V', o sea, la superficie S.

5.3. EL POTENCIAL VECTOR

Como ya se estudié en el Capitulo 2, el estar en condiciones electrostaticas implicaba que Vx E =
0, por lo que, en principio, podia encontrarse una funcién potencial V(z,y, z) tal que E = —VV.
La importancia de ello estd en que, para calcular el campo eléctrico de una distribucién de carga
arbitraria no es necesario emplear la expresién integral (2.17), sino que éste puede hallarse a
partir de dicha funcién potencial. Esto tenia la ventaja de ser més sencillo y rapido, ya que al ser
V(x,y, z) una funcién escalar sélo hay que realizar una integracién. Surge ahora la pregunta, si
existe una funcién a partir de la cual sea posible obtener el campo B.

Para contestar a esta pregunta basta examinar la Ecuacién (5.2). Si se recuerdan algunas de
las propiedades del élgebra de operadores diferenciales vistas en el Capitulo 1, el gradiente de
un rotacional siempre es nulo. Por esta razén, al ser la divergencia de B siempre cero, puede
expresarse el campo magnético como el rotacional de alguna funcién vectorial, esto es,

V-B=V-(VxA)=0. (5.8)

A este nuevo campo vectorial se le denomina potencial vector A(r)*. Este potencial tiene algunas
diferencias y similitudes con aquél establecido para el campo eléctrico. Asi, V' es una funcién
escalar mientras que A(r) es vectorial y, generalmente, mas complicado; en cambio, el potencial
vector también adolece de cierta indeterminacién como en el potencial eléctrico. Si se recuerda
(Cap. 1, Sec. 1.4.), si V era una funcién potencial también lo era V' = V + ¢, para ¢ constante;
ello indicaba que ambos potenciales proporcionaban el mismo campo eléctrico. De una forma
parecida puede analizarse lo que le ocurre al potencial vector. En efecto, por las propiedades del
operador V se sabe que el si ¢ es una funcién escalar se verifica [Ec. (1.34)] que V x (V¢) = 0.
Ello conlleva que si en vez de A en la 5.8 introducimos un campo A’; tal que A’ y A se relacionan
del siguiente modo,

A=A+ Vo, (5.9)

se verifica que:
V-B=VXxA'=VxA+Vx(Vp)=VxA (5.10)

con lo que tanto A como A’ reproducen el mismo campo B. En definitiva: para un cierto B dado,
existen infinitos campos A °. Ademds, el potencial vector satisface la ecuacién

AA = —poj, (5.11)

4Existe también el denominado potencial escalar magnético, pero nosotros no hablaremos de él.

5Este hecho puede llevar a pensar que A es tan sélo un artilugio matemético que sirve para calcular el cam-
po magnético, carente, por lo tanto, de cualquier significado fisico. Esto, sin embargo, no es lo que muestra la
experiencia, ya que las particulas son capaces de detectar el potencial vector A en una regién del espacio donde
no existe B (ver efecto Aharonov-Bohm, problema 15) Por esta razén debe pensarse en A como una auténtica
realidad fisica.
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lo cual es una consecuencia de hacer V - A = (. Por otra parte, dada la indeterminacién de A, ¢
debe verificar la ecuacién:

Ap=0,
es decir, vale cualquier funcién escalar que cumpla la ecuaciéon de Laplace.

La ecuacién diferencial obtenida para A tiene una estructura similar, para cada una de sus
componentes, a la ecuacién de Poisson para el campo electrostatico (2.31). De ello se deduce que
la solucién debe ser formalmente la misma, por lo que se puede escribir:

A(r)—@/ Jo@)AVT G (5.12)

T

en donde j, representa la densidad volumétrica de corriente en V'. En el caso de que la corriente
se extendiera por una superficie, la ecuacién que se encuentra es:

A(r)—@/ 5004 G 1y (5.13)

Cdrn Jg e —1']

siendo j, la densidad de corriente superficial en S’. Por ultimo, cuando se trata de sistemas
unidimensionales, teniendo en cuenta que j,dV' = j,S’ - dl' = Idl’, se obtiene:

o IdV

A(r) = ke
x) A7 Joo e —1'|’

(Wbm™") (5.14)

donde T” es la linea donde se extiende la corriente. Obsérvese que el dominio de integracién
de todas las expresiones anteriores para el potencial vector, se extiende sobre los respectivos
elementos de corriente, es decir, las variables de integraciéon dV’, dS’ y dl’, recorren los elementos
de corriente (llevan prima ’).

5.4. LEY DE BIOT Y SAVART

Del mismo modo que en apartado anterior se obtuvo una forma general de calcular el poten-
cial vector, en esta seccion estamos interesados en encontrar una expresion a partir de la cual
sea posible hallar directamente el campo magnético B creado por una distribuciéon de corriente
arbitraria, sin pasar primeramente por el A. Asi, calculando el rotacional de (5.12), se obtiene:

B(r) = %/,%dvl' (5.15)

A esta expresién se le conoce con el nombre de Ley de Biot y Savart.

Al igual que en el apartado anterior, puede ocurrir que la distribucién de corriente se halle
localizada en una regién del espacio bidimensional o unidimensional; en tal caso, la forma encon-
trada para el campo magnético se modifica. Concretamente, para una variedad bidimensional se

tiene:
po [ Js(r) x(r—1")
B(r) = — - *d 1
0= [ B s (5.16)
y para una de una dimensién:
140 IdY
B(r) = — —l 1
(x) 4r /F, [r —r'|3 (5:17)
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5.5. FUERZAS SOBRE CORRIENTES

Imaginese una regién Q de R? en donde existe un campo magnético B. Si en dicha regién se halla
una densidad de corriente j, extendida sobre un volumen V', tal que V/ C Q, utilizando la fuerza
de Lorentz (véase capitulo 9) se encuentra que la fuerza que ejerce el B sobre la corriente viene
dada por la siguiente expresion:

Flr) = / o) x Br)av”. (5.18)

En el caso de que la densidad de corriente se ubique sobre una regiéon unidimensional, la expresién
que se emplea es:

Flr) = I// dl' % B(r). (5.19)

Si el campo es homogéneo la fuerza queda del siguiente modo:

F(r)=1 [/ dl’} x B(r). (5.20)

De esta tultima ecuacién se deduce que, la fuerza sobre un hilo que forma un circuito simple por
el que circula una corriente I es siempre cero, ya que §F, dl' = 0.

Supongamos ahora dos circuitos 'y y I's por los que circula una corriente I; e Is, respecti-
vamente. La intensidad 1 crea un campo magnético By, el cual actia sobre la corriente 2 segin
se ha visto en la Ecuacién (5.19) y, en consecuencia, habrd una fuerza, la cual se puede escribir

come: Ldl, x (LdL, /
Fl—zzﬂj{f 2dlz x (I 1/><3[r—r)]. (5.21)
4 Jr, Jr, |r — 1’|

donde r’ representa el vector que une el origen de coordenadas elegido con un punto del circuito
1 (fuente). Una expresién similar puede obtenerse si se desea conocer la fuerza ejercida por el
circuito 2 sobre el 1, cambiando adecuadamente los subindices que aparecen en la Ecuacién (5.21).

5.6. MOMENTO SOBRE UN CIRCUITO

Cuando se estudia una distribucién de corriente que se extiende por un volumen V', el momento
magnético viene dado por la siguiente expresién:

m = %%, v’ % j,(r')dV’. (Am~?) (5.22)

En el caso de que la corriente circule por un circuito, se define el momento magnético de esa
distribucién de corriente como el vector que tiene por moédulo el producto de la intensidad por la
superficie de dicho circuito, de direccién perpendicular a la superficie S y sentido el dado por la
regla del sacacorchos segun el sentido de la corriente, esto es:

m — éy{ r' xd =IS =1Sn. (Am~?) (5.23)

Obsérvese como S es un vector que tiene por componentes las dreas de las proyecciones de la
curva IV sobre los planos OX, OY y OZ, respectivamente.

Asimismo, si se sitiia un circuito de momento m en presencia de un campo magnético uniforme
B, el momento de la fuerza N que se ejerce sobre la corriente es:

N =m x B. (5.24)
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5.7. EL DIPOLO MAGNETICO

5.1

El campo magnético creado en un punto del espacio por un circuito de forma arbitraria es, en
general, muy complejo. Sin embargo, cuando se calcula el campo B producido por un circuito
cualquiera de momento magnético m, en una zona muy alejada del mismo®, se observa que dicho
campo es independiente de la geometria de éste; ello quiere decir que todos los circuitos que tienen
el mismo m producen el mismo campo magnético en un punto muy alejado, independientemente
de la forma del elemento de corriente.

La expresién para el potencial vector de un dipolo es la siguiente:

Mo M X T

A= i (5.25)
y para el campo B,
140 m m-r
:E(_?SJFS' g ~r). (5.26)

En ocasiones es necesario estudiar el comportamiento mecanico de un dipolo en presencia de un
campo magnético externo B.; en tal caso se recurre al concepto de energia potencial del dipolo,
la cual se define del siguiente modo:

E,=-m-B, = —mB.cosb, (5.27)

en donde @ es el dangulo formado por ambos vectores. Segin esta expresion, los dipolos magnéticos
tienden a orientarse de manera que el momento magnético y el campo externo tengan la misma
direccién y sentido, haciendo asi que el flujo de B, a través del circuito sea méximo (un resultado
andlogo se puede obtener utilizando la Ecuacién 5.24).

PROBLEMAS RESUELTOS

Calcular el campo magnético creado por un hilo recto muy largo por el que circula una densidad
de corriente homogénea j, en un punto cualquiera del espacio.

Resolucion

Este ejercicio puede realizarse de diferentes maneras, sin em-
bargo vamos a resolverlo aplicando la ley de Ampere que aca- B(r)
bamos de explicar. Siguiendo las pautas mencionadas en la .

teoria, vamos a estudiar las simetrias. Para ello, supongamos ]

que el hilo se extiende a lo largo del eje OZ. Al haber una P(X,y,2)
corriente existird un campo magnético en alguna regién del /

espacio, por lo que si tomamos un punto genérico P de coorde- o

nadas (z,y, z) podra asigndrsele, en principio, un campo B(r)
con sus tres componentes distintas de cero (Figura 5.3). Como
la corriente se ubica a lo largo del eje OZ, elijamos ahora otro )
punto P’ que tenga la misma proyeccién sobre el plano OXY,
pero cuya componente sobre OZ difiera del P en una cantidad
20, esto es, P'(z,y, 2+ 2z9) (Figura 5.4). Si se estudia ahora el

Figura 5.3. Hilo muy largo por el
que circula una corriente j.

SEn rigor, el concepto de muy alejado asi expresado, no tiene sentido si no es por comparacién con una referencia.
Por esta razén, cuando decimos que un punto estd muy lejos debe entenderse que la distancia del sistema objeto
de estudio (circuito en nuestro caso) al punto, es mucho mayor que las dimensiones lineales de dicho sistema de
corriente.




160 Capitulo 5. Magnetostatica

Z
[
. P'(x,y,z+zo)
z
j . P(xyz)
0| -
Y
X | -

Figura 5.4. Puntos Py P’ de proyeccién idéntica sobre el plano OXY pero distantes h respecto de
la coordenada z.

B(r) en P’ se observa que, sea cual sea el valor de éste, debe ser el mismo que el existente en
P, ya que al circular una corriente muy larga no podemos apreciar en ella ninguna diferencia
vista desde ambos puntos. En definitiva: B(P) = B(P’), de lo cual se infiere que el sistema es
invariante frente a una translacion paralela al eje OZ. Veamos si hay todavia otras simetrias.

Imaginemos ahora un plano paralelo al OXY y situemos
un punto cualquiera P(x,y, z) sobre el mismo (Figura 5.5). y
Si se rota dicho punto un angulo £ en torno al eje OZ, esto
es, R, (&), se obtiene otro P* de coordenadas (x*, y*, zx). Tal
punto se encuentra a la misma distancia que P del hilo, pe-
ro tiene proyecciones diferentes sobre los ejes, sin embargo,
ambos son equivalentes geométricamente al no poder obser-
var diferencia alguna. Esto quiere decir que el sistema es
invariante frente a una rotacion respecto del eje OZ, lo cual
tiene consecuencias directas sobre las propiedades del campo
magnético. Asi, la simetria de rotacién implica que, el valor
de B en P debe ser el mismo que en P* para un sistema de 0 C/
coordenadas cilindricas, esto es, las componentes del campo Hilo
sobre {u,,us,u,} deben ser idénticas (la introduccién de
las coordenadas cilindricas en esta etapa del razonamiento Figura 5.5. El punto P* se obtiene
se justifica habida cuenta de la simetria de revolucién). mediante una rotacién de angulo &

de P, en torno al eje OZ.

P*(x*,y*,z*)

" P(xyz)

X

Conocidas las invarianzas, deben escogerse curvas a par-
tir de las cuales obtengamos informacién de las componentes.
Segun se ha comentado en la Seccién 5.2, la curva elegida esta relacionada con las simetrias en-
contradas. En nuestro caso, parece 1égico que tomemos una curva circular de radio p cuyo centro
coincide con el hilo y, sobre ésta, una superficie simple (Figura 5.6). La superficie més sencilla
es un plano, por lo que situaremos una seccién circular de éste sobre I'. Con el fin de aplicar
correctamente el teorema de Ampere, escogemos un elemento dl en sentido antihorario, con lo
que la superficie queda orientada con su normal hacia arriba, es decir, en la direccién del eje OZ
y de sentido positivo. La eleccién de dl es arbitraria, afectando directamente a la orientacién de
la superficie pero no al resultado final del valor del campo.

En lo referente al cédlculo, vamos a elegir coordenadas cilindricas, ya que son las més adecuadas
para este problema. Asi, con todo ello, y sabiendo que la densidad de corriente es de la forma
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BZ
B(o4 2)

Figura 5.6. El campo magnético B tiene, en general, tres componentes sobre el sistema {u,, uy, u,}.

j = ju,, aplicando la relacién 5.5 se tiene:

f (prqusz)dl:y’O/(OvOa])dS
oS S

Teniendo en cuenta que dl es tangente a la curva I' podemos escribir dl = dlu, = (0,dl,0).
Ademsds, dS = dSu, = (0,0,1)dS, que introducido en la integral queda:

f (BpanbaBz) ! (O7dl70) = MO/(ana]) ! (0303 l)dS
a8 S

Realizando los productos escalares que intervienen en los integrandos, se obtiene:

f B¢dl:uo/jd5.
as S

Llegado a este punto, conviene analizar este resultado. Si investigamos la primera integral, vemos
que, una vez hecho el producto escalar, B4 es una magnitud constante, es decir, el valor de la
componente tangencial del campo magnético es el mismo para cualquier punto sobre la curva
elegida, por lo que puede situarse fuera del simbolo integral. Lo mismo ocurre en el miembro de
la derecha al ser la densidad de corriente idéntica para todos los puntos del hilo. Con todo ello,
y teniendo en cuenta que la longitud de la curva es L, se tiene:

L L
/ B¢dl:uo/de:>B¢/ dl:uoj/dS.
0 S 0 S

El célculo de By a partir de esta dltima expresién es sencillo, si bien, hay que comprender el
significado de la segunda integral. Asi, |, 5 JdS representa, en este caso, la intensidad total I que
circula por el conductor, recalcando que, como se ha explicado anteriormente, aunque la integral
se extiende a la superficie S encerrada por la curva I', lo que interviene realmente es la superficie
de interseccién que se forma entre la densidad de corriente j, y .S, es decir, SN V;. En este caso,
al ser j, nula fuera de esta interseccién sobre S, hace que la superficie real de integracion sea la
correspondiente a la seccién del hilo S" = SNV, (' C S), o sea:

B¢L = /j,()jS/ = B¢27‘(’p = pol,

obteniendo como resultado:
_ ol

B
¢ 2mp
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Como I es positivo, By también lo es, lo cual significa que la componente tangencial del campo
B es positiva segin el sistema de coordenadas elegido, por lo que podemos escribir:

B¢ = 2—u¢,. (528)

Mediante el procedimiento seguido se ha obtenido sélo informacion de la componente tangencial.
Esto no significa que las deméas componentes sean nulas; sencillamente quiere decir, que con
la curva elegida se obtiene informacion exclusivamente de una de las proyecciones de B. Para
calcular el valor de las otras componentes es necesario utilizar otras curvas de integracion. En
efecto, consideremos una curva en forma de rectangulo como se muestra en la Figura 5.7. Dicho
rectangulo es coplanario con el hilo, siendo dos de sus lados paralelos al mismo, pero situados
a distancias diferentes. Si aplicamos nuevamente el teorema de Ampere sobre la esta curva =, y
sobre la superficie ¥, encontramos que:

¢ (BuBoB =g [ 0.0.5) a5, (5.20)
) )
3 " 2
n BPZ
B, 7
Y. m zl| '
’ BZ3 Z uz
Y
ol
4 1 u P
7 ¢
Hilo

Figura 5.7. Curva rectangular. En los tramos 1 y 3 aparece sélo la componente B, una vez hecho
el producto escalar B - dl. De forma similar, sobre las curvas 2 y 74 tenemos informacién de B,
exclusivamente. Obsérvese como el vector unitario u, apunta hacia dentro del plano de la figura.

Si nos fijamos, la integral de la derecha puede dividirse en cuatro tramos diferentes correspon-
dientes a los cuatro lados que componen el rectangulo. De este modo, v = v1 + v2 + 73 + 74, y la
expresion anterior toma la siguiente forma:

%(BP,B¢,Bz)~d1: B1-d11+/ B2~d12+/ B3-d13+/ By - dly,
v 71 Y2 V3 Y4

en donde se ha elegido un sentido de recorrido antihorario para dl, representando dl; (i = 1,2, 3,4),
el elemento diferencial del tramo i. Adem4s, al no conocer el valor del campo magnético (salvo
B,), suponemos para ¢l una magnitud distinta en cada trozo de la curva, es decir, B;, con ¢ =
1,2, 3,4. Introduciendo esto y el valor de dl; correspondiente en cada una de las integrales, esto es,
dly = dzu, = (0,0,dz), dly = dpu, = (dp,0,0), dlz = dzu, = (0,0,dz) y dls = dpu, = (dp,0,0),

obtenemos:

3

2 4
/ (Bpl,Bd)lale) : (anvdz) +/ (BpQ,Bd)QaBzQ) : (dpaoao) +/ (Bp37B¢37Bz3) : (anad'z)+
1 2 3

1 2 3 4 1
+/ (Bp4, B¢4, Bz4) . (dp, 0, 0) = / B.1dz + / Bpgdp + / B.3dz + / Bp4dp. (530)
4 1 2 3 4
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Si se analizan las integrales anteriores se observa que, al haber simetria de translacién, no hay
diferencia entre el campo existente a lo largo de la linea (2 — 3) y el que hay en los puntos
homdlogos (4 — 1), o sea, Bpa = B, lo cual trae como consecuencia que,

3 1
/ Bp2dp = _/ Bp4dp7
2 4

en cualquier circunstancia, esto es, aunque B, = B,(p), ya que en la primera integral el dl, en
(2-3) va en sentido inverso al dly en (4-1). Introduciendo esto en la Ecuacién (5.30), y sabiendo
que dS = —dSu, = (0,—1,0)dS, se tiene:

2 4
/ ledz+/ Bzgdz:uo/(o,(),j)~(O,fl,O)dS:O.
1 3 b

Por la misma anteriormente citada simetria de translacién, no podemos distinguir entre puntos
cualesquiera situados sobre la misma +; y tampoco si se eligen en la misma ~3, lo cual quiere
decir que, con independencia del valor de B,y en v, éste serd el mismo a lo largo de esta linea.
Asimismo, sea cual fuere la magnitud de B,3 a lo largo de =3, tiene que ser la misma para todos
sus puntos. Por todo ello, puede sacarse fuera del simbolo integral B,; y B.3, al ser magnitudes
constantes y, en principio, diferentes, es decir:

2 4
le/ dz+BZ3/ dz2=0= B, L — B,sL=0=
1 3

le = Bz37

apareciendo el signo negativo al ser recorridas v
v 3 en sentidos opuestos, y siendo L la longitud
total de los tramos correspondientes. De este re-

sultado se observa que, al ser la componente z del 3 ‘ v, 2

campo idéntica para puntos cuya distancia al eje 1 B,,

OZ es diferente (véase Figura 5.8), dicha compo- n i ‘/) y

nente debe tomar el mismo valor para cualquier % (> el B, | !

punto del espacio y, en consecuencia, no puede By 1 Y
depender de las coordenadas. De ello se deduce : P4 v <JJ

que B,; = B,3 = C, siendo C una constante 4 ‘ T, Lo, %
indeterminada. Este resultado, sin embargo, pre-

senta cierta ambigiiedad, ya que muestra que B,
es constante para cualquier punto pero no dice
cudl es su valor. Con el fin de averiguar la cons-
tante C' vamos a imaginar que repetimos todos Figura 5.8. Curva rectangular de lados mas
los célculos del ejercicio, pero no sobre la curva 8randes.

original I, sino sobre otra curva I'*, similar a I" en
forma, pero de tramos (2—3) y (4—1) més largos.
Si se hace esto se observa que el resultado que se

. c 127 . . Y.
obtiene para B, es idéntico al anterior, no pu- 3 2 2

diendo establecer la magnitud de C. Repitamos B, B |7
ahora este proceso para curvas rectangulares co- 1 B_, on 5 @ =l u

mo las anteriores en donde se han ido haciendo B, iz z
cada ver mayores las longitudes de 72 y 4. En tal T,
caso, como no se tiene ninguna restriccién, puede K 4 b
elegirse una curva tal que las longitudes de (2—3) Hilo

y (4—1) sean tan grandes como se quiera, hasta el
punto de hacerlas infinitamente grandes (Figura
5.9).

Figura 5.9. Curva rectangular de lados muy
Si ahora se vuelve a realizar el andlisis me- grandes.
diante la ley de Ampere se encuentra el mismo
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resultado, con la particularidad de que si sabemos para este caso la magnitud del campo. Asi, se
sabe que una propiedad general del campo magnético es que debe ser una funcién que decrece
para valores muy alejados de la fuente, esto es, de la corriente. Por esta razén, teéricamente, el
campo debe tender a cero en el infinito. Haciendo uso de esto llegamos a la conclusiéon que, C tiene
que ser nula. En efecto, al ser todas las curvas elegidas igualmente buenas para la resolucion del
B., vy al haber obtenido para todas ellas que el campo toma el mismo valor constante, podemos
elegir como referencia la que se extiende hasta el infinito, encontrando como tnica posibilidad,
por la propiedad antes citada, que el campo sobre esta curva debe ser nulo, por lo que C' = 0. En
definitiva: al haber encontrado que la constante es cero, y al ser ésta la misma para cualquiera
de las curvas empleadas para realizar la integracién, se deduce que B, = 0 para todo punto del
espacio.

Al igual que se vio cuando se encontré el By, el que en este
ultimo resultado no aparezca informacién de la tinica componente
que falta, esto es la radial, no significa que su valor sea nulo. Lo

que debe interpretarse es que, con la curva de integracion elegida = |.
para aplicar el teorema de Ampere, no se puede saber la magnitud s, J
de B, (y tampoco By, ya calculada con otra curva). Para hallar

la parte radial del campo, recurriremos al teorema del flujo. En -
este sentido, necesitamos una superficie cerrada que obedezca a N

la alguna de las simetrias encontradas. Dado que, como vimos,
existia simetria de rotacién, parece razonable tomar una super-
ficie en forma de cilindro de altura arbitraria (Figura 5.10), por Sy
ejemplo h, cuyo eje de revolucién coincide con el eje del mismo.
Llamando S7, Ss y St a las superficies que forma dicho cilindro,
y aplicando el mencionado teorema, se obtiene:

%BdS:/BldS1+ Bs - dS, + B -dS; =0, T
s 51 Sy Sk Sy

donde Sy representa la superficie lateral. Sabiendo que, dS; = =
dSlllZ = (0,0,l)dSl, dSQ = dSQllZ = (070,—1)d52 y dSL
dSpu, = (1,0,0)dS, se tiene:

Figura 5.10. Superficie cerra-
/Sl( pvs Bors Bzy) - (0,0, 1)d51+/52(BP2’B¢2’ B:,)-(0,0,-1)dS da utilizada para aplicar el teo-

rema del flujo.
+/ (Bp,» B, B:,) - (1,0,0)dS, =0.
SL

Al haber simetria de translacién, el campo que exista en un punto cualquiera P;(p, ¢, z) sobre la
superficie S7, que no esté sobre el borde de ésta tiene que ser el mismo que el haya en la superficie
Sy en otro punto transladado de P; una cantidad h, esto es, Py(p,®,z — h). Por esta razén el
campo en ambos puntos debe ser el mismo. No ocurre lo mismo con By, ya que al estar en la
superficie lateral, no tiene por qué ser idéntico a los anteriores. Con la idea de no complicar la
notacion, podemos poner B; = By, By, = B y dS; = dSs, en cuyo caso se encuentra:

/ lesl—/ led51+/ deSL:0:>Bp/ dS, =0= B,S5, =0= B, =0,
Sl Sl SL SL
es decir,

B, =0.
Como conclusion de todo el desarrollo hecho para cada una de las componentes de B, puede
decirse que el campo magnético creado por un hilo muy largo por el que circula una corriente j,
solo posee componente tangencial, siendo su expresién:

B= MLIU
2mp
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5.2 Calcular el campo magnético de un solenoide toroidal de N espiras por el que circula una intensidad
de corriente I.

Resolucion

Un solenoide toroidal es un arrollamiento en forma de hélice de un conductor, cuya forma externa
global es similar a la de un anillo (véase Figura 5.11). Antes de afrontar el célculo del campo

(@) (b)

Figura 5.11. (a) Solenoide toroidal. (b) Arrollamiento de IV espiras independientes.

vamos a hacer una aproximacion, la cual va a servir para simplificar el problema. Esta consiste en
suponer que el paso de la hélice que constituye el arrollamiento es muy pequeno, lo cual implica que
podemos considerar dicho arrollamiento equivalente a un conjunto de N espiras independientes,
muy apretadas (Figura 5.11). Ademds, como se mostré en el problema anterior, es conveniente
estudiar las simetrias, ya que a través de ellas, puede obtenerse informacién de las componentes
del campo. En este sentido no hay simetria de translacién a lo largo del eje de revolucién; para
comprobarlo basta tomar un punto P(x,y, z) y otro P'(z,y, z + zo) distinto, pudiendo ver como
sf existe diferencia. Tomemos ahora un punto Q(z,y, z) y rotémoslo un dngulo ¢ en torno al eje
OZ; en tal caso no apreciamos diferencia del sistema visto desde ambos puntos, llegando, por lo
tanto, a la conclusion de que si existe simetria de revoluciéon. Por esta razén, puede ser adecuado,
en principio, la utilizacion de la ley de Ampere para encontrar el campo magnético.

Para aplicar la ley de Ampere, seguiremos las pautas expuestas en el resumen tedérico. Asi,
teniendo en cuenta que hay simetria de rotacion, elegimos coordenadas cilindricas para el des-
arrollo. Por otra parte, dada la geometria del toroide se van a distinguir las tres partes de que
consta: (a) Dentro del solenoide, (b) fuera en su parte interior (p < R1) y, (c) fuera para (p > R2)
(R1 y Rz son los radios interior y exterior del toro).

(a) Regién interior, Ry < p < Ry. Para estudiar esta zona elegimos una curva circular de radio
p centrada en el origen de coordenadas. Ademads, tomando un elemento dl en sentido horario
dl = dlug = (0,dl,0), con lo cual la normal a la superficie S queda en la direccién del eje OZ
pero de sentido negativo (entrante), esto es, dS; = —dSn; = (0,0, —1)dS. Por tltimo, necesitamos
saber la expresién de la intensidad. Esta se obtiene como dato del enunciado. Asi, si nos fijamos
en la Figura 5.12 , se ve que la densidad de corriente va por la parte delantera desde la zona
externa del toro a la parte interna, siendo, por lo tanto, entrante en la superficie, por lo que sus
componentes seran (0,0, —7).

Teniendo claros todos estos datos, la ley de Ampere toma la siguiente forma:
2m
7{ (B, By, B.) - (0,dl,0) = uo/ (0,0,—5)- (0,0, ~1)dS = [ Bydi = / jds.
331 51 0 Sl

Llegado a este punto es conveniente hacer hincapié en lo ya mencionado en la introduccién tedrica
para el cémputo de las integrales. En relacién al primer miembro de la anterior igualdad, se puede
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(@) (b)

Figura 5.12. (a) Solenoide toroidal de N espiras. (b) Curva I'y de radio p (R; < p < Rg). Obsérvese
como j y n; tienen la misma direccién y sentido sobre la superficie S;.

sacar By del integrando, ya que al haber simetria de rotacién, la componente tangencial del campo
debe ser la misma para todos los puntos de la curva I'y, segin el referencial {u,,uy,u.}. Para
el segundo miembro, el dominio de integracién para obtener la intensidad es, en principio, la
superficie Sp, sin embargo, el integrando es nulo salvo en las intersecciones de S; con cada una
de las espiras’, luego la intensidad de corriente a través de la superficie S, /. s, j-dS, es NI.
Considerando esto, y poniendo el elemento diferencial de longitud dl en coordenadas polares,se
tiene:

2w
/ Bypdd =
0

o0 sea,

2w
de:NI:>B¢/ pdp = NI = 2npBy = NI = By = —,
S1NV; 0 T

Nz
¢_27Tp

(b) p < R;. En este caso se sigue el mismo procedimiento
que en el apartado anterior. Para ello, elegimos otra curva I's,
también circular, pero ahora de radio p < R; como se puede
ver en la Figura 5.13. De este modo, al ser nula la densidad
de corriente en la superficie Sy, la integral correspondiente es
nula, por lo que al aplicar la ley de Ampeére encontramos: } .

2

27 2 dl
/ B¢pd¢:0:>B¢/ pd¢p =0 = 2mpBy = 0= By =0,
0 0 Figura 5.13. La densidad de co-

y vectorialmente, rriente no corta en ningln punto

B,=0. la superficie Ss.

(c) p > Rs. Tomemos ahora la curva I's de radio p como se muestra en la Figura 5.14. Si aplicamos
el teorema de Ampere se encuentra que, la integral del campo magnético es idéntica en su forma
a lo descrito en (a) y (b), cosa que no ocurre al calcular la intensidad. En efecto, si nos fijamos
en la densidad de corriente j se observa que, en un principio, entra en la superficie con la misma
direccion y sentido que la normal, pero inmediatamente cruza Ss en sentido inverso a ng, por lo
que la corriente neta que pasa por dicha superficie es cero. Con todo ello, se tiene:

"Segtin lo visto en el apartado 5,2, en este caso S1 N V;, siendo V; el volumen por donde se extiende la densidad
de corriente j, es la seccion del hilo empleado en el arrollamiento.
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\\ ESPIRAS

(a) (b)

Figura 5.14. (a) Curva y superficie para p > Rs. (b) Vista de perfil. Obsérvese j atraviesa la superficie
S3 una vez hacia abajo y otra hacia arriba, resultando una intensidad neta nula.

27
/ Bypd = NI — NI = By =0=| B, =0.
0

En definitiva puede decirse que, un solenoide toroidal por el que circula una corriente I por cada
una las espiras que lo forman, posee campo magnético B sélo en su interior, siendo el valor de éste
en cualquier punto exterior al mismo nulo. Queda por investigar el valor de las otras componentes,
es decir, B, y B.. Si consideramos de forma estricta la hipétesis realizada al comenzar el ejercicio,
esto es, que el arrollamiento consta de N espiras independientes, es sencillo demostrar que las
componentes radial y sobre el eje OZ son nulas; sin embargo, si no se desprecia el paso de hélice
de dicho arrollamiento, utilizando el teorema de Ampeére de una forma similar a como lo hemos
hecho aqui, se demuestra que B, y B, no son simultdneamente nulas en cualquier punto (véase
Wangsness, Campos electromagnéticos, Ed. Limusa (1988), p. 304)), aunque, de esta forma, no se
puede calcular su valor exacto. Para ello habria que aplicar directamente la ley de Biot y Savart.

Observacion: Aunque la superficie S; (i = 1,2,3) de integracién no sea uno de los planos de
simetria del anillo, la demostracién es correcta (véase Figura 5.15).

/\j. ESPIRAS S,

U n,, Plano de simetria

Figura 5.15. En esta figura se ha tomado la superficie S3, aunque habria valido cualquiera de las
anteriores. Obsérvese como la superficie no pasa por un plano de simetria del toroide, sin embargo
esto no influye en el célculo.

z
5.3  Por una espira circular de radio @ circula una intensidad de

corriente I. Calcular el campo magnético B en un punto $ P(0,0,z)
arbitrario de su eje de revolucién (Figura 5.16).

Resolucién X
Q

Al igual que en ejercicios anteriores, para enfocar correc-
tamente el problema, es necesario elegir un sistema de a I
referencia adecuado. En este caso, se toma el plano OXY
coincidente con la espira y el eje OZ sobre el eje de revo-
lucion de la espira.

X

Figura 5.16. Espira circular de radio a.
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Para el cdlculo directo del campo magnético utilizando la ley de Biot y Savart deben identifi-
carse, primeramente, todas las variables que intervienen en la integral, para de esta manera poder
plantear correctamente el problema. Siguiendo este procedimiento puede verse que, r = (0,0, z),
v = (2/,y,0) y dl' = (d2’,dy’, 0). De este modo

dl' x (r —1') = zdy'u, — zdz'uy, + (zdy’ — y'da’)u,, (5.31)
por lo que la expresién de Biot y Savart queda del siguiente modo:

B— pol ]{ zdy'u, — zdz'uy, + (xdy’ — y'da’)u,
An T (xIQ +y’2 +22)3/2 ’

(5.32)

descomponiendo la integral en los tres sumandos que contiene se llega a

B—&I ?{ zdy’ u _% zdx' u +7{ (xdy’ — y'dz’) u
T Arx - (z’2 +y’2+22)3/2 x T (x’2+y’2+22)3/2 Y T (x’2+y’2+22)3/2 2

(5.33)
Las tres integrales que ahora aparecen pueden calcularse directamente, sin embargo, dada la
simetria del problema, se cambia a coordenadas polares para que las operaciones se simplifiquen.
Haciendo 2’ = acos ¢’ e 3y’ = asin ¢’ la expresién anterior se convierte en

B Mol /2” —zasin¢’d¢'u B /2” za cos qs’dqs’u N /2” a?(cos? ¢’ + sin? ¢’)d¢’u
T Ar 0 (a2+z2)3/2 x o (a2+z2)3/2 Y 0 (a2+22)3/2 2

(5.34)
Si se tiene ahora en cuenta que elegido un punto arbitra-
rio sobre el eje OZ, ésta coordenada permanece fija, el 408
denominador de cada sumando de la expresién anterior
es una magnitud constante, por lo que puede sacarse
fuera del simbolo integral, resultando la igualdad,

27
_ ol —za VSR, i
b= 47r{(2+2)3/2/0 sin ¢/ d¢'u,—

za

27
- )3/2/0 cos ¢'dp'u,+

(a? + 22

pOE O  O16 D2 026 03

CL2 27 , 0
a5 do'ua, o . r
), o]

Figura 5.17. Campo magnético en fun-
cién de la distancia z, para una espira tipi-
ca de laboratorio de a = 5cm, por la que
circula una intensidad de 0,5 A. Obsérve-

a2 2 / pola? se como el campo decrece rapidamente a
(i )

m o = muz . medida que el punto P se aleja de O.

(5.35)
Con todo ello, la expresién final para el campo magnético creado por una espira en su eje de
revolucién resulta

Si se observa que en las dos primeras integrales se anu-
lan, ya que aparecen funciones seno y coseno, la ecua-
cién fina a que se llega es:

gl
4

_ pold®
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5.4 Una espira circular esta recorrida por una corriente I conocida. Se quiere obtener en un punto de
su eje y a una distancia z dada del plano de dicha espira, un campo B de médulo maximo. 1°)
Calcular el radio de la espira y el B alcanzado. 2°) Aplicarlo al caso I =20 Ay z = 3 m.

Resolucion

1°) Para responder a lo que se pide es necesario conocer el campo magnético B(z) creado por una
espira circular en un punto de su eje de revolucion. Esto ha sido calculado anteriormente, por lo
que nos limitaremos a utilizar la expresiéon encontrada, sin demostrar nuevamente.

Supdngase, por comodidad, que la espira se halla situada de manera que su eje de revolucion
coincide con unos de los ejes coordenados, pongamos, OZ. En tal caso, el campo tiene el aspecto
siguiente:

pola?

Para averiguar cudl es el radio que maximiza el campo magnético, basta calcular las dos primeras
derivadas de B respecto de a, esto es:

B(z) = (5.37)

B dB d pola? _ pola® [2a(a® + 22)3/2 — 3(a® + 22)' /263 _0
~da  da |2(a? +22)3/2] 2 (a2 + 22)3 B
Despejando a de la ecuacién anterior se encuentran las siguientes soluciones:a = 0, a2 = —22 y

a = v/2z. De todas ellas la tinica que tiene significado fisico la tltima, pero hay que verificar si
realmente es un valor que proporciona un méaximo. Para ello, derivamos respecto de a la funcién
B'(z) en el punto a = /22, obteniéndose que B”(z) < 0, verificando, por lo tanto, la condicién
de maximo. La magnitud de B para este valor de a es:

B(V2z) = (311;2/122,112 .

2°) En el caso en el que la intensidad y coordenada z sean las que se dicen en el apartado segundo,
se encuentran los siguientes valores para el radio y campo:

a=42m |y| B=48x10"°T. (5.38)

Figura 5.18. Gréfica en la que se representa el campo magnético creado por una espira circular por
la que circula una corriente I = 0 A, para z = 3 m, en funcién del radio de la misma. El maximo
campo, para esa intensidad y distancia se obtiene cuando a = 4,2 m.
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5.5  Por un solenoide recto de longitud L y radio a (Figura 5.19), con n espiras por unidad de longitud,
circula una corriente I. Calcular B en un punto P(0,0, z) de su eje de revolucién.

Figura 5.19. Solenoide recto de longitud L.

Resolucion

Para resolver este ejercicio supondremos que el arrollamiento es suficientemente apretado como
para considerar al solenoide equivalente a un conjunto de espiras planas independientes. Esto,
como se va a ver, es una simplificacién que ahorra un calculo laborioso.

Para afrontar el problema pueden emplearse diversos métodos. En
primer lugar podemos intentar utilizar la ley de Ampere, para lo cual
es necesario estudiar las simetrias. Si se hace esto, se observa que existe z
simetria de rotacién en torno al eje OZ, pero el sistema no es invariante
frente a una translacién, lo cual es una consecuencia de la finitud de
la bobina. En estas condiciones podriamos elegir una curva que tenga
caracteristicas similares a aquélla encontrada; ello corresponderia a una
circunferencia cuyo centro estd por el eje de revolucion del sistema, y
es perpendicular al mismo, y cuyo radio dependeria de si queremos in-
vestigar puntos interiores (curva I'1) o exteriores (curva I'y) a la bobina
(véase Figura 5.20). Sin embargo, de esta forma podemos sélo obtener
informacién de la componente tangencial a la curva circular, no siendo
posible conocer el campo a lo largo del eje OZ, que es lo que se pide.
Por esta razon, no parece adecuado emplear este procedimiento para
hallar el campo magnético en P(0,0, z). Otra posibilidad es emplear la
ley de Biot y Savart directamente, teniendo en cuenta la hipdtesis he- Figura 5.20. Curvas
cha inicialmente para el arrollamiento. En tal caso, la idea consiste en circulares I'; y T's.
plantearse, primeramente, cudl es el campo creado por un conjunto de
espiras muy pequeno y, sabido esto, sumar las contribuciones de todas las espiras que componen
el solenoide. Para llevar a cabo el calculo, no es necesario volver a tomar todos los elementos que
aparecen en la integral (r, r’ y dl’); por el contrario, considerando la expresién del campo creado
por una sola espira circular de radio a, es posible hallar el B del carrete. En efecto, partiendo del
sistema de referencia de la Figura 5.21, el campo magnético creado en el punto P(0,0, z) por dN
espiras situadas a una distancia z del origen de coordenadas, serd proporcional a esta cantidad,
es decir,

ModNICLz
2[a® + (20 — 2)?]

en donde, en el denominador aparece (z9—z) y no zp, ya que hemos elegido unas espiras genéricas,
cuya distancia al origen O es z. El problema que se encuentra en la anterior expresion es que,
en el miembro de la derecha aparece mas de una incégnita; concretamente, aparece z y dIV,
lo cual implica que no podemos integrar para saber el campo total debido a todas las espiras.
Sabemos que, en general, n es el nimero de espiras por unidad de longitud, esto es n = N/I. En

dB(P) =

572 Uz
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X
dz
(00000000 00000000000 006060000
o P(0,0z) z
z 2,

0000000000000 0000000000000

Figura 5.21. Seccién del solenoide. Obsérvese como el conjunto de espiras d/NV se encuentra desplazado
una distancia z, en relacién al origen O; matemdticamente, este desplazamiento hacia la derecha,
respecto del sistema de referencia, se tiene en cuenta introduciendo (zp — z) en el denominador de
dB, en vez de z.

nuestro caso, la expresion que se emplea no es exactamente esta, por no ser del todo 1til, ya que
hemos planteado el ejercicio, primeramente, para averiguar el campo magnético B creado por
un conjunto diferencial de espiras. Por esta razén debemos escribir n de otra forma, respetando,
en todo caso, la definicién original. Para ello, basta conocer sobre qué longitud se extienden el
nimero dN espiras elegido. Al estar el solenoide situado de tal forma que su eje de revolucién
coincide con el eje OZ, dichas espiras abarcan una longitud dz, por lo que n vendra dado de la
manera siguiente:

__dN
Codz
Este resultado es importante porque permite relacionar dN con dz, con lo cual conseguimos que
en dB so6lo haya una variable independiente. Para verlo, despejamos dN en funcién de dz mediante

la relacién®,
dN
dN = () dz =ndz.
dz

n (5.39)

Introduciendo este valor en dB, se encuentra;:
ol a’ndz
2[a2 + (20 — 2)2°*

Una vez que se tiene el campo diferencial registrado en el punto P producido por dN espiras
circulares, el campo total se obtiene sumando la contribucién de todos los elementos que forman
la bobina,

dB(P) =

B(P) — /L pola’ndz B pola’n /L dz
(P) = 2 _h213/2 92 2 _ .\213/2
0 2[a®+ (20 — 2)?] 0 [a?+ (20 — 2)?]

L
—(20 — 2) _ poln —(20 — L) — 20
1/2 -

a?[a? + (20 — 2)?] 2 |a[a®+ (20— LPIY? a2+ 23]

nola’n
2

Este es el campo B producido por el solenoide en un punto cualquiera de su eje de revolucién,
siendo el sentido del mismo el que corresponda segun el signo de la intensidad. La expresién
obtenida no es manejable, pero puede escribirse de un modo mas sencillo si se considera la
geometria del carrete. Asi, si se analizan las fracciones que aparecen en la Ecuacién (5.40), se
encuentra que, cada una de ellas se corresponde con el coseno del dngulo que forma la semirecta
que une un extremo de la bobina con el punto P, y el eje OZ, esto es (Figura 5.22),

—(ZO — L) 20

= cosay, —
a?[a? + (20 — L)Q]l/2 [a? + 28]1/2

= cos ;.

8Obsérvese como dN no se obtiene directamente de la Ecuacién (5.39) pasando dz al primer miembro. Esto no
es posible, ya que no es correcto multiplicar y dividir por diferenciales; por esta razén hemos hallado dN a través
de la definicién de diferencial de la funcién N.
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X
COO00O0O00OOOO0OOOOO0O
(0] @, P az a z
Zy

0000000 00OOOOOOOOOOO0000O00

L

Figura 5.22. Angulos formados entre el punto Py los extremos de la bobina.

Con todo ello, la expresién final para el campo magnético es la siguiente:

I
B(z) = ’u02 n(cos a1 + cosag)u, . (5.40)

Como caso particular se puede hallar el campo creado en un punto del eje de revolucién de un
solenoide muy largo (Figura 5.23). Para ello, basta ver que cuando los extremos del solenoide
se alejan progresivamente, los angulos a; y «s se aproximan a cero en el limite. De este modo,
substituyendo a; = as = 0, se obtiene:

_ koln

B(2) T(l + Du, = polnu,. (5.41)

OO000OCO0O000000COCOCO000
0O00OO0OCOO00OOO0
A A
O0O00000O0000000! 000000000000 000000CO0AQ
L
B [LRE.,
i B
i Uﬂ‘: 006
roa ™.
o rmf o
000 de
]
0.0 ning
|
: m
g2 W1 © o1 o2 08 04 Ju(m) gz 9 Dz 04 DO O® 1 12 (m)
(a) (b)

Figura 5.23. (a) Campo magnético en el eje de la bobina de longitud L = 30cm en funcién de z,
para n = 10000, @ = 4cm y una intensidad 0,5A. Se observa como el B varia poco sélo en un
entorno pequefio del centro geométrico. (b) Campo para un carrete de iguales caracteristicas pero de
longitud 1 m. Aqui, el campo permanece aproximadamente uniforme en la mayor parte de su interior,
decreciendo bruscamente a partir de los extremos. Ello indica que, en el limite si L se hace muy grande,
la grafica tenderia a ser una recta paralela al eje OZ, es decir, el B seria homogéneo [Ecuacién (5.41)].
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5.6

Observacion: Los dngulos a; y as que aparecen en la expresion final se toman respecto del eje
0OZ, tal y como se muestra en la Figura 5.22.

Calcular el potencial vector creado por una espira circular de radio a, cuyo centro se halla en el
origen de coordenadas y es coplanaria con el plano OXY’, en el punto P de coordenadas (0,0, z),
cuando por ella circula una intensidad I.

Resolucion
Primer método

Para esta geometria se tiene: r = (0,0, 2), v’ = (2/,9,0) y el vector infinitesimal de espira es
dl' = (dz’,dy’,0). Introduciendo estos datos en la Ecuacién (5.14), se tiene:

A(r)—&lj{ dv'u, +dy'u, _ ol 7{ o u +j‘1{ i u
T Ax T ($’2+y’2+22)1/2_ A - ($/2+y/2+zz)1/2 v T (m’2+y’2+22)1/2 L

Haciendo el cambio a coordenadas polares, esto es,z’ = acos¢’ e y' = asin¢’, se tiene,

pwol [ [*™ —asin¢’dg /2” acos ¢'dg
A = — — ., _
) A {/0 (42212 - o (a2+ 2212

2m 2m
_ ol —a VY a . 13 _
= 471_{(0124_2:2)1/2/0 smqbdqbuw+(a2+22)1/2/o sm¢d¢uy}—0.

Sequndo método

Existe otra forma mas sencilla de calcular el potencial vector. Para verlo, analicemos la Ecuacién
(5.14) en nuestro caso. Asi, substituyendo los datos del problema se observa que el denominador
Ir — 1| = (a® 4+ 2%)'/? es constante, ya que z es fija. Ello implica que podemos sacar fuera del
simbolo integral esta magnitud, obteniendo

Ho Idr pol b ar
A(r) = — = dl'.
() 47 3 s (a2 +22)Y2 Aw(a? 4+ 22)V2 )

La integral quiere decir que debemos sumar los vectores dl’ a lo largo de la circunferencia de radio
a, que representa la espira, de lo cual se infiere que A es nulo, ya que dichos vectores dl’ forman
un poligono cerrado °.

Observaciones: En el primer método empleado podria haberse comenzado de otra manera. Asi,
si se tiene en cuenta que existe simetria de revolucién en torno al eje OZ y que en el numerador
de la expresién integral aparece d1’, podria haberse introducido la expresién de éste directamente
en coordenadas polares, quedando la integral inicial para el potencial vector del siguiente modo:

A(r) = ‘%f {é M} . (5.42)

Esta forma de proceder es mds rdpida que ¢’ la mostrada en un principio, si bien tiene el incon-
veniente de poder inducirnos a error con mas facilidad, ya que al aparecer en el integrando el
cociente entre d¢’ y (a® + 22)'/2, se llega a la igualdad

poal /
Ar) = ————+ ¢ dop'uy, 5.43
)= A s a0 (5.4
cuya integral indefinida puede creerse igual a ¢'u,. Esto es evidentemente falso, pues ug = uy(¢),
por lo que para resolver la integral anterior hay que poner el valor del vector unitario ug en funcién
del dngulo ¢/, esto es, uy(¢) = —sin ¢'ux + cos ¢'u,,.

H H
9No debe confundirse la integral r dl’ con r dl’. Esta segunda expresién representa una suma de magnitudes
dl’ escalares y, por lo tanto, serd distinta de cero (longitud de la curva I')
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5.7 Calcular el campo magnético creado por un conductor rectilineo finito de longitud L por el que
circula una intensidad de corriente I, en un punto genérico del espacio.

Resolucion

Antes de comenzar a hallar lo que se pide es necesario hacer j
una aclaracién para no inducir a error. Si se analiza critica- L
mente el enunciado se vera como, en rigor, lo que se pretende

calcular no tiene sentido, ya que al estar el conductor abier-

to no puede circular una corriente estacionaria por él y, en
consecuencia, no habrd campo magnético (obsérvese como la

integral de Biot y Savart se extiende sobre una linea cerrada). r
Para que todo ello tenga fundamento, hay que aclarar el pro-
blema. Asi, lo que realmente deberia decirse cuando se trata

de calcular el campo magnético de un elemento finito abierto,
como el hilo del problema (Figura 5.24), es lo siguiente: Dado

un circuito como el de la Figura 5.25 (u otro cualquiera), hille- y
se en un punto genérico P(z,y,2), la contribucién al campo
B(r) debida al trozo de longitud L. Desde un punto de vista
formal lo tnico que se hace es tomar una parte de la curva Figura 5.24. Hilo finito de longi-

(r-r)

Plx.yz)
rV

_Ll

total cuando se aplica la ley de Biot y Savart, o sea tud L = Ly + Ls.
B(r) MOI]{ dl x (r —1') ol /Lz dl' x (r — 1) N MOI/ dl' x (r —r')
r=—aq ———————> = —— - 4 _— - 7
4m T |I‘ - I',|3/2 4 —L4 |I‘ - I‘/|3/2 4w resto del circuito |I‘ - I',|3/2

De las dos partes que aparecen, sélo operamos aquélla que interesa, que en nuestro caso es la
que corresponde a lo que en el problema se denomina hilo finito, esto es,

Hol L2 gl x (r —r')
dr ) p, |r—1![3/2

Plx.yz)

Generador

Figura 5.25. Circuito completo. Obsérvese como sélo nos interesa el trozo que va desde —L1 a Lo.
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De esta manera desaparece la dificultad 16gica en un principio planteada pudiendo resolver el
problema. Esta forma de proceder es extensible a cualquier otro caso de similar.

Pasando ya al caso que nos interesa, los valores que aparecen dentro de la integral son los
siguientes: r = (z,y,2),r’ = (0,0, 2") y dl' = (0,0,dz’), por lo que dl' x (r—r') = —ydz'uy+xdz'u,
quedando la expresion para el campo B,

pol Y2 —yd2'u, + xdz'u,
B(r) =7 — 2 .2 N213/2
e AP R

el cual, puede ser descompuesto en dos partes,

Lo / Ly ’
ol dz / dz
B = — <= z
) 47r{ e e e R B e e
Lz !
. Kol dz
= (—yu; +zuy) An /_L1 (22 + 42 4 (z — 2/)2]3/2
Lo
_ ol (=)
= yux+xuy) An {(mz+y2)[x2+y2+(z—z’)2]1/2 L

Con el fin de simplificar esta ultima expresion, se puede hacer un cambio a coordenadas polares
para x e y, es decir, z = pcos ¢ e y = psin ¢, donde p representa la distancia del punto P(z,y, 2)
al eje OZ'0. Considerando todo lo dicho se llega a

1 -2 1" (2 - L) (2 + L)
—(z—2z —(z — —(z

HoZ (—psin pug+p cos pu, ) = 2 - !

S Ve D o PV PP+ (2 = L2)2 py/p?+ (2 + L1)?
Esté resultado puede expresarse de una manera més sencilla y operativa, si se tiene en cuenta
el significado de cada uno de los términos que aparece en el numerador y denominador. Asi,
observando la Figura 5.26, prestando atencién a los signos de las diferencias en las fracciones se
obtiene la siguiente expresién:

I
B(r) = Zﬂip(sin ap +sinag)uy . (5.44)

siendo oy y a los dngulos que forma el radio p con las semirectas que unen dicho punto P(z,y, 2)
a los extremos inferior y superior del hilo, respectivamente. La importancia del resultado halla-
do estad en la utilidad que tiene cuando se pretende calcular el campo debido a corrientes mas
complejas, ya que en algunas ocasiones, dicho campo magnético se puede calcular como la super-
posicion del generado por los diversos elementos del sistema en cuestion, dentro del cual hay hilos
rectilineos.

Como caso particular sencillo puede encontrarse el campo magnético creado por un hilo
muy largo por el que circula una corriente I. Para ello, basta hacer en la iltima ecuacién
ay=as=a=m/2, obteniéndose,

pol

= 5.45

I
B(r) = %(2 sin o)ug

Aclaracion: Debe prestarse atencién a la identificacion de p en cada problema. Geométricamente
puede obtenerse a través de una perpendicular a una linea imaginaria que pasa por el hilo y que
contiene al punto P(z,y, z). En el caso de este ejercicio, la linea imaginaria coincide con el eje OZ,
debido a la ubicacion elegida para el elemento de corriente en el sistema de referencia OXY Z.

10Esto no es realmente un cambio de variable, ya que la variable de integracién es z’ y ésta no se ha modificado
(obsérvese que = e y no llevan ’, y por ende, tampoco ¢).
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5.8
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Figura 5.26. (a) a; y o se miden respecto de p, siendo p la perpendicular a una linea que pasa por el
hilo. (b) Gréfica del campo B = B(p, z) para un hilo de L = 2m. A medida que nos alejamos del hilo
se observa un decaimiento rapido (~ 1/p), el cual es muy acusado cuando, ademds, la coordenada z

no estd sobre el hilo.

Calcular el campo B en el centro P del arco de circunfe-
rencia de la Figura 5.27. Datos: R=2 cm, I=20 A.
Resolucion

Este caso es un ejemplo claro en el que se puede enten-
der mejor la utilidad del problema anterior. Asi, si se
observa con detalle la Figura 5.28, podra verse como el
campo magnético en el punto P se puede entender como
la superposiciéon de los campos debidos a un cuarto de
circunferencia y a dos hilos semiinfinitos. De este modo,
no es necesario hallar el B volviendo a integrar para to-
das las partes, sino que se puede emplear el resultado del
ejercicio anterior.

Procediendo de esta manera, es posible expresar el
campo magnético en P como la suma de tres partes,

B(r) = By, + B, + By, (5.46)

en donde By, , By, v B, representan los campos los hilos
y del arco de circunferencia, respectivamente.

Para proceder al célculo se elige un sistema de referen-
cia sencillo, de manera que se puedan aplicar facilmente
las ecuaciones que han sido halladas ya en otros ejercicios.
Con esta idea, se toma un sistema O XY Z cuyo origen pa-
sa por el punto P y en el que el circuito es coplanario con
OXY, siendo los ejes OX y OY paralelos a los hilos (no
coincidentes—ver Figura 5.28). Una vez ubicados los ele-

N

Figura 5.27. Sistema.

Y

hy

Figura 5.28. El sistema puede conside-
rarse como suma de dos hilos semiinfi-
nitos y de un sector de circunferencia.
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5.9

mentos de corriente en el sistema antedicho, se pueden escribir las expresiones particulares para
cada uno de ellos.

El campo magnético creado por los conductores rectilineos en cualquier punto del plano OXY
viene dado por:

I

B, = %(sin a1 + sinasz)u, (5.47)
1 . .

B, = %(sm a1 + sinag)u,, (5.48)

en donde debe tenerse en cuenta el signo de la intensidad. Obsérvese que como consecuencia de
las caracteristicas del sistema de referencia elegido, en vez de ug aparece u, y, ademas, al estar
los hilos desplazados hacia abajo y la izquierda respecto de los ejes OX y OY, se necesita incluir
en el denominador este desplazamiento (Recuérdese que en la expresién obtenida para el caso del
hilo finito, se supuso dicho hilo coincidente con el eje OZ, cosa que no ocurre en el problema que
nos ocupa).

Aclaradas las ecuaciones para los hilos, queda por identificar los valores concretos de las
variables que aparecen. Asi, si se tiene en cuenta que ambos conductores son muy grandes, se
encuentra ficilmente que: a3 = 7/2, ag = 0 y = 0 para el primer hilo (paralelo al eje OX) vy,
a1 =0, ag =7/2 e y = 0 para el segundo (paralelo al eje OY"). Como consecuencia de todo ello
se obtiene:

wol . pol
I - _ 4
B, = pm (sinm/2 4+ 0)u, =R (5.49)
pol ; — _MLI
B, = p (0 +sinm/2)u, xR (5.50)

Lo tdnico que queda por calcular es la contribucién debida al arco de circunferencia de radio
R. Para ello, se puede utilizar el planteamiento ya visto para el caso del campo creado por una
espira circular, con la precaucion de variar los limites de integracién. Tomando la expresion de
partida de la corriente circular. se tiene:

2 m 2
R / d¢/uz] _ [ %u _ Mol (5.51)

gl | R _ u
(R2 + 22372 Jas S(R2+ 2232 7| __, SR

B, = —
47

Aplicando el principio de superposicion se encuentra que,

1 I I
B(r):_ﬂ ML ’U/L

_ _ = —4T. .52
47rRuZ 47rRuZ 8Ruz 3,6 x 10 (5.52)

Observacion: El célculo del campo creado en el punto P por los dos hilos del problema, podria
haber sido realizado sin necesidad de expresar el desplazamiento de los mismos respecto de los
ejes coordenados OX y OY. Se habria podido hallar a través de la misma expresién utilizada en
el ejercicio, identificando directamente el valor de p respecto de cada hilo. Esto quedard mas claro
cuando utilicemos este enfoque en otros problemas.

Calcular el B creado en P por la espira de la Figura 5.29, de lado L y corriente I. Particularicese
para L =4cm, e I =8 A.

Resolucion

La forma maés sencilla de resolver éste ejercicio no es mediante integracién de la ley de Biot y
Savart desde el principio; por el contrario, dado que el circuito tiene una geometria cuadrada,
puede considerarse como formado por cuatro hilos finitos de longitud L unidos por sus extre-
mos y, en consecuencia, es posible aplicar directamente la expresiéon para la corriente rectilinea,
particularizada para cada segmento.
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N‘N

Figura 5.29. Espira cuadrada de lado L.

Con el fin de obtener la contribucién en el punto P de cada parte de la espira, numeraremos
los lados del cuadrado (véase Figura 5.29). Para poder calcular el campo es necesario conocer el
valor de las funciones circulares que aparecen en la Ecuacién (5.44), en cada tramo del sistema.
Tomando cada elemento por separado, se tiene:

L/2 1 3L
) pP=—5

(1) sen vy = senag =

V221 BL22 V10 2
L2 2
Hilo 1 ;m 0:2&( P 2| p
Q’2\> P
(a) (b)

Figura 5.30. (a) Hilo 1. (b) Hilo 2. Obsérvese como «; es negativo y p es perpendicular a la prolon-
gacion del mismo.

(2) senay = — L/2 = - sen ap = 3L/2 p= L = 2
1 (L2 +(L/2)? V2’ 2T (L2 + BL2)2’ 2~ V10
(3) senv; = senay = L/2 _ b _1L
T VR v T
3 “ p
o p
L
4
(a) (b)

Figura 5.31. (a) Hilo 3. Este caso es similar al 1, pero para un p diferente. (b) Hilo 4. Similar al 2.

W o L2 =t - 3L/2 3 L
Y 7 V) Y Y (75 R T VAU M
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Una vez que se hallan los valores del seno de los dos dngulos que intervienen, se puede calcular el
campo producido por cada uno de los hilos. Haciendo uso de la expresién de la corriente finita,

se tiene:

(1) Bl = L0 [&] w.,

2

o =24 [ ol

(3) Bslr) = —fﬂf [2;5] u..

el [ 3]
() B4(r)_47f§[ ﬁWﬂ .

Obsérvese como la aportacién al campo magnético del tramo 3 tiene, al igual que los demas hilos,
la direccién del eje OZ pero su sentido es negativo, es decir, apuntando hacia el papel. Con todo

ello, el campo resultante en el punto P es:

1ol [ 4 8 12 ]
4rL (310 V2 V0

Introduciendo los valores numéricos que se dan en el enunciado se obtiene:

B(P) =

B(P)=-2,8x10°u, T

del potencial vector.

Resolucion

(5.53)

(5.54)

5.10 Calcular el campo magnético B de una corriente por un alambre recto muy largo a partir del calculo

La idea de este problema consiste en obtener el potencial vector, y a través de éste, el campo B

mediante la relacion B =V x A.

Para el cdlculo de A pueden utilizarse los valores de r, v’ y dl’ del problema 5,8, ya que la
geometria es la misma (véase Figura 5.24). Introduciendo estos datos en la integral del potencial

vector, se obtiene para un alambre de longitud L = Ly + Lo:

A - /«Lof/“ dz! u :Mof/“ |
A e e A e

Ly

= %ln {( —z)+ ,02—&—(,2’—2)2}

—I

= MOI{ [LQ*Z‘F P2+(L2*Z)2}71n[(71’172)+ P2+(L1+Z)2}}

ol (L2 = 2) + /P + (L2 - 27
R (R e

El resultado hallado corresponde al hilo finito. Para calcular el campo magnético de una corriente
muy larga, la primera idea que surge es hacer muy grande L; y Lo, y a posteriori, calcular el
B a partir del rotacional. Este enfoque, que en principio es correcto, plantea en el presente caso
un problema serio, ya que si calculamos el valor de A en un punto arbitrario para L; y Lo muy

grandes se obtiene:
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5.11

2 2
lim 'UL] 1n(z—|—L1)+ P>+ (z+ Lq)

= o0. 5.95
L—oo dm | (2= La) 4+ /p* + (2 — L2)? (>:55)

Este resultado podria hacernos pensar que al no poder proceder de la forma antedicha, ya que
en estas condiciones no es posible el calculo del rotacional, no existe campo magnético. Esto es
evidentemente falso y contrasta con el resultado obtenido en el ejercicio anterior, en el cual se ha
visto como el campo B de un elemento de corriente muy grande no es cero. El que potencial vector
A salga infinito no es una contradiccién de la teoria electromagnética, sino, por el contrario, algo
posible en algunos casos, fruto de las condiciones en las que se plantea la teoria. Asi, una de las
hipotesis bésicas, que junto con otros elementos permiten llegar a las ecuaciones fundamentales
del electromagnetismo, es la de que la distribucion de corrientes se encuentra confinada en en una
regién finita del espacio. En nuestro caso, al considerar un hilo grande (teéricamente infinito),
violamos esta condicién, por lo que no podemos asegurar la convergencia del potencial vector.
Por todo ello podemos pensar que mediante esta forma de operar no es posible calcular el campo
magnético. Sin embargo, esto no es cierto, si se procede con cierto detalle. En efecto.

Considérese nuevamente la expresién de A obtenida para el hilo finito. El leve matiz de cara al
calculo consiste en evaluar primeramente V x A para el hilo de longitud L, obteniendo asi el campo
B para este caso y, calculado éste, pasaremos al limite haciendo muy grande las dimensiones del
hilo. Utilizando la expresién para el potencial vector en coordenadas cilindricas, se tiene:

0A,

B = VxA=-
X apu¢

P p
pol VP T -2 P GHL) (5.56)
dmp | (Ly—2) +/p* + (La = 2)* (=2 —L1)+/p* + (2 4+ L1)?

pol [ Li+z Ly — 2 pol | . .
= == + u, = | B=-—(sina; +sinas)uy .
Amp |2+ (L +2)2 /p?+ (L2 — 2)? ’ 47”’( Jue

Como puede verse, el resultado encontrado coincide con el obtenido anteriormente para el hilo
finito. Si ahora se hacen las longitudes L1 y Lo muy grandes, se halla nuevamente la expresién
para la corriente muy larga, desapareciendo la dificultad encontrada al calcular el potencial vector.

Observaciones:

(1) De forma general puede decirse que, en el caso de tener que calcular el campo magnético
de corrientes que se extienden por regiones muy grandes (infinitas) a partir del potencial vector,
es recomendable proceder de la manera mostrada en este ejercicio, a fin de evitar problemas
derivados de la falta de convergencia del potencial vector.

(2) El paso de la expresion derivada en la Ecuacién 5.56 a la forma final en la que aparecen los
senos, conlleva mucho cédlculo y no es en modo alguno evidente. Si se desea conocer la demostracién
puede consultarse el libro, Marshal, Dubroff y Skitek, ” Electromagnetismo”, Prentice-Hall
Hispanoamericana (1997), p.207.

Dadas las espiras circulares de la Figura 5.32, iguales y con la misma intensidad I, calcular: 1) B
en el punto P situado en el eje de las espiras a la distancia z del centro de la espira izquierda. 2)
Comprobar, mediante un desarrollo en serie, que los valores de B en los puntos del eje, préximos
al punto de z = R/2, son casi constantes.

Resolucion

1) La resolucién de este ejercicio puede hacerse aplicando la expresién (5.36). Para ello, suponemos
la primera espira coincidente con el plano z = 0, y cuyo centro se sitia sobre el origen de
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P(0,0,2)

R/2 Z

Figura 5.32. Sistema formado por una espira cuadrada y otra circular.

coordenadas del sistema OXY Z; asimismo, la segunda se halla en un plano paralelo al anterior
a una distancia R, como se indica en la Figura 5.32. En estas condiciones, el campo magnético
creado por el primer circuito es:

pol R?
2(22 4+ Rz)?’/2 "

Respecto de la otra espira, al estar separada de la anterior, hay que escribir su expresién referida
al origen del sistema elegido, esto es,

IR?
B2 = Ho u;,

3/2
2 [Rz +(R—-2)

en donde la aparicién de (R — z) proviene de haber desplazado la funcién 5.36 a z = R.

Con todo ello, el campo resultante en un punto del eje OZ viene dado por la siguiente relacion:

IR? IR?
Br = 9 50 R2 3/2 U+ = 973/2 -
(2 + ) 2[R+ (R 2]
,U,()IR2 1 1

u:,

+
N (R = 2)° + 2] i

2) Para ver como es el campo B en las proximidades del punto z = R/2 desarrollamos B(z) en
serie de Taylor alrededor de z = R/2, esto es,

zZ — 2 g
B(z) = B(R/2) + (2 — R/2) (25) nya + 5/2) <%z§> =R/2 !

2 3
(5) e (5) ™ (5) 0™
0z 2=R/2 0z 2=R/2 0z 2=R/2

(z — R/2)* (84B> L
24 9z* ) ,_p)a

Si calculamos la cuarta derivada y despreciamos términos de orden superior, B(z) puede expre-

sarse del siguiente modo
z—R/2\"
1-1,1( ——

B(z) = B(R/2) +

B(z) = B(R/2)
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5.12

Esto significa que para una regién tal que |z—R/2| < R/10, el campo B se desvia del valor B(R/2)
menos que una parte y media en diez mil, lo cual implica que el campo magnético permanece
aproximadamente constante en un entorno del punto z = R/2 (Figura 5.33).

oy
6
.'-"F;-I'Iﬁ:
el
Gl

Se-5

Figura 5.33. En esta gréfica se representa el campo magnético de un carrete de Helmholtz de radio
R = 0,2 m, por el que circula una intensidad de 1 A, en funcién la distancia z. Obsérvese como
alrededor de R/2 (0,1 m) el campo es aproximadamente homogéneo.

Observacion: Una disposicién similar a esta pero formada por N espiras en cada parte se denomina
carretes de Helmholtz, y suele ser utilizada con frecuencia en los laboratorios de electromagnetis-
mo, con la diferencia de que, en vez de dos espiras son dos bobinas, de manera que se consiga un
mayor campo magnético en z = R/2.

El sistema de la Figura 5.34 consta de dos semicircunferencias de radios R; y Ry unidas por sus
extremos mediante dos hilos de longitud L. Calcular: 1°) El potencial vector A en el punto O. 2°)
El campo B en ese mismo punto. Aplicar al caso de I =2A y Ry = 2Ry = 24cm.

Figura 5.34. Sistema formado por una espira cuadrada y otra circular.

Resolucion
1°) a) Primer método

Después de lo visto hasta ahora en otros ejercicios, el presente problema puede contemplarse de
dos formas diferentes. Se puede comenzar teniendo en cuenta las expresiones de B y A para el
hilo finito y para la espira, o puede hacerse el cdlculo directamente mediante la aplicacion de las
integrales correspondientes al potencial vector y campo magnético, respectivamente.
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Tomando la expresién para el campo A se tiene:

ol dl
Ar)=— ¢ —
(x) dr Jp |r — 1/
en donde I' representa la curva de la figura. Aplicando la integral anterior al camino indicado por
dicha curva, se tiene:

IT[? d o toar Loar
A=t E + v = (5.57)
dr L)1 v —1'| g |r—1| 3 [r—r| g r—r|
Analizando cada uno de los términos de la expresién anterior puede verse como los valores de
r, r' y dl' dependen de cada parte del recorrido 1-2-3-4-1, por lo que cada una de las anteriores

integrales debera realizarse separadamente. Veamos para cada parte de la curva los valores de
cada una de las partes del integrando.

-Tramo (1-2): r = (0,0,0), r’ = (2/,0,0) dl' = dz'ux
-Tramo (2-3): r = (0,0,0), v’ = (2/,y',0) dl' = da'ux + dy'u,
-Tramo (3-4): r = (0,0,0), r' = (—2’,0,0) dl' = dzux
-Tramo (4-1): r = (0,0,0), v’ = (2/,y/,0) dl' = da'ux + dy'u,
/ / 1o /
A= V o™ o e / R == ] |

Llegado a este punto, resulta 1itil poner los valores inicial y final de los limites de integracién para
cada una de las integrales anteriores. Cuando se hace esto, se tiene:

Ar) ol /R1 dx’ /3 dz'u, + dy'uy / Rz gx! Y da'u, + dy'u,
r = —— —_— —_—
dr | Jg, 17| Va2 +y? | '| 4 /2 + 3’2

Si se observan los términos correspondientes a los caminos (2-3) y (4-1), se ve que al ser dos arcos
de circunferencia es méas comodo hacer un cambio de variable a coordenadas polares que integrar
directamente en la forma actual. Por esta razdn, si se substituye 2’ = Rjcos¢’ ey’ = Risen¢’ y
sus diferenciales por dx’ = — R sen ¢'d¢’ e dy’ = Ry cos ¢'d¢’, se obtiene:

ol R gx! T —Rysen¢'d¢’u, + Ry cos ¢'d¢’uy
Alr) = — U, +
ar | JR, 17| 0 | By
R gyt 2™ _Rysen ¢'d¢’uy + Ry cos ¢'d¢'u,
+ o,
—ry |7 x | Ra|

expresion facilmente integrable, sin embargo, conviene hacer una aclaracién sin no se quiere
cometer error.

Si nos fijamos en los términos correspondientes a los hilos finitos que aparecen conectando los
arcos se verd que en los denominadores de las integrales correspondientes a éstos aparece |2’|, que
no, en principio, z’ (recuérdese que +v/z’2=|z’| y no 2'), lo cual es una complicacién, ya que la
integral de ﬁ es diferente de % Para que quede claro, véase cémo se define la funcién que nos
ocupa,

1
— 2/ €(0,00],



184

Capitulo 5. Magnetostatica

lo cual hace que el tercer término se pueda expresar como sigue:

A@) — Hol /R1 dx’ L +/ —Ry sen ¢'d¢'u, + Ry cos ¢'de’uy, n /R2 _d/X/uI
4 Ro |R1| —Rq z
N /2” —Rysen ¢'dd'u, + Ry cos ¢’d¢’uy}
T |R2|
I n
= % {[lnx ]gl u, + [cos ¢'u, + sen ¢’u, ]y — [Inz’]” g u, + [cos ¢'u, + sen ¢'u, }
I R R
= MO {l R—;um —2u, —In R—juw + 2um}
pol | Ry Ry Mof Ry
= B M P, = A 2
g [nRzu +nR2u} (r) = no-u

b) Segundo método.

Partiendo del mismo planteamiento anterior, existe otra manera mas sencilla de resolver dos de las
integrales que aparecen. Analizando la segunda y cuarta integrales se observa que, el denominador
v/ 2?2 + 32 corresponde a los radios Ry y Ra, de ambas semicircunferencias, respectivamente. Al
ser dichos radios constantes, pueden salir del integrando, obteniendo, en tal caso:

3 ’ 3
[ L
2 |r—1| Ry Jy
1 / 3
[ L
4 r—1| Ry Jy

es decir, nuestro problema se reduce a sumar todos los vectores dl' a lo largo de los dos ar-
cos de circunferencia. Para ello no es necesario hacer ninguna integral; basta darse cuenta que,
geométricamente, la resultante de todos los dl’ es un vector paralelo al didmetro de cada una de
las semicircunferencias (véase Figura 5.35). Teniendo esto en cuenta, las expresiones anteriores

dan como resultado:
-2
Rl / dl' = Rluxvz —2uy,

2Rs
dl, 7 Y — =2 T
Ry / R, =Y

valores coincidentes con los encontrados mediante el otro método.

y, para la segunda,

@ (b)

Figura 5.35. (a) Arco de circunferencia de radio R;. Obsérvese como la suma de los vectores di-
ferenciales dl’, es el vector —2R; u,.(b) Semicircunferencia de radio Ry. En este caso la suma da
2R2 Ug.
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2°) El campo magnético, al igual que en el caso anterior, puede calcularse a través de la ley de
Biot y Savart o directamente con las ecuaciones halladas para el conductor finito y la espira

Por el primer método aparecen los siguientes términos:

B(r) — uolﬁdl’x(r—r’)

4 v — r/[3/2
kol /Zdl’x(r—r')+/3dl’x(r—r')+/4d1’><(r—r')+/1d1’><(r—r')
T L e L e T e e

Considerando los valores de r, r’ y dl’ obtenidos en el apartado anterior, as{ como el planteamiento
de la espira circular, se tiene para B:

pol R3 2
B(r) = - [0+ I 3/2/ d¢'a Z+O+(R2)3/2 dé'u,

pol pol ol 1
= 5 U —u,; = B e z
am TR )= (R1 TR

Obsérvese como los términos correspondientes a los hilos han desaparecido, ya que al tener dl’ y
r — r’ la misma direccién para ellos, el producto vectorial es nulo.

Si se enfoca el problema directamente haciendo uso de la expresion para el hilo finito, se

obtiene, en nuestro caso,a; = —5 y ag = 3.

3°) Para los datos que se dan en el problema los valores de A(0) y B(0), son:

A=-28x10""u, Tm.

B=78x10"%u,T.

5.13 Los dos planos conductores de la Figura 5.36, paralelos y distantes en D, conducen corrientes

antiparalelas e iguales de valor j; = ju. Am~'y jo = —ju, Am™!, respectivamente. Calcular A
y posteriormente B, en el espacio comprendido entre ellas.

Figura 5.36. Planos paralelos separados una distancia D.
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Resolucion

Como puede verse por el enunciado, este problema consta de dos elementos diferentes (corrientes),
por lo que para su resolucidn, en principio, calcularemos separadamente los campos A (r) creados
por cada uno de ellos y, posteriormente, aplicaremos el principio de superposiciéon en un punto
genérico entre las corrientes; obtenido esto se puede hallar el campo B(r) a partir del rotacional
del potencial vector.

Desde el punto de vista matematico lo primero que se puede suponer es que se tiene una hoja
cuadrada de lado L y, una vez calculado el potencial vector para esta lamina finita se estudia el
comportamiento de A(r) cuando se hacen tender a infinito los lados. Partiendo de esta idea, y
tomando como punto intermedio entre ambos uno que se halla sobre el eje OY, se tiene para el
plano y = 0:r = (0,y,0), v’ = (2/,0,2'), dS" = dy'dz’ y j = ju,. Con estos datos el potencial
toma la forma,

Ar) = uo j'dS’ _ o jdy'dz w - ,U()j dy'dz _ dydy
R L2102 /2+y +Z/2 A7 g /x’2+y2+z’2 x’2+y2+z’2

La resolucién de la integral doble anterior en coordenadas cartesianas es laboriosa, sin embargo,
si se tiene en cuenta que el plano es muy grande y que, por lo tanto, vamos a hacer tender a
infinito z e y, es posible simplificar el calculo. En efecto, imaginemos que se tiene un disco de
radio finito por el que circula la misma corriente que se da en el enunciado. Si se halla el valor
de A para esta geometria y se hace muy grande el radio del circulo, debe encontrarse el mismo
resultado, con la ventaja de que operando de ésta dltima forma la integracion es mas sencilla.

Siguiendo este procedimiento, dada la simetria del planteamiento, tomando =’ = p’ cos ¢’ e
z' = p'sen¢’, y sabiendo que el jacobiano de la transformacién es J(p', ') = p/, se obtiene:

AM)—““//JQ+¢M¢MMWMJW//WW+fwwm

,UOJ

/

p

2m . R
dp/ d¢'u N A
/ /p/2+y 0 p/2+y2
_ HoJ m o] HoJ 2
= 21 |\p%+y = VR>+ 42—yl u,.

47 2

dp'u,

El resultado obtenido corresponde al de una corriente en la direccién del eje OZ que se extiende
sobre una lamina circular. Como se ha explicado al principio de la resolucién, esta forma de ver
el problema era simplemente una manera de hacer mas comoda la integracién, ya que lo que se
pide no es lo hallado. Para responder a la pregunta original debemos hacer el radio del disco
tan grande como se quiera, de forma que ocupe toda la regién correspondiente al plano OX Z.
Haciendo, por tanto, el radio muy grande, se tiene:

Jim = B [R5 2 — ] = 00— [yl = oo
— 00

Este resultado era de esperar, ya que, como se comento en el ejercicio del hilo infinito, no se puede
asegurar la finitud del potencial vector de corrientes que se extienden por regiones muy grandes.
En este sentido, referente al campo A podria pensarse que no tiene sentido su cédlculo para una
corriente de las caracteristicas del problema, teniendo sdlo respuesta para el campo magnético,
calculando primeramente el rotacional del potencial vector del hilo finito, pasando a posteriori al
limite para un radio grande (como se hizo para el B del hilo). Sin embargo, al tratarse en realidad
de dos corrientes, existe una posibilidad de trabajar de otra forma para encontrar un resultado
satisfactorio.

Si analizamos las simetrias del problema observaremos que, al ser dos corrientes que se ex-
tienden por regiones paralelas pero en sentidos contrarios, van a producir, en un punto genérico
entre ambas, potenciales A de distinto signo. En nuestro caso significa que si se ha obtenido un
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campo vectorial Ay en el punto P de sentido positivo (hacia arriba), la corriente que dista D de la
anterior producird un campo As, en general diferente en magnitud que A;(ya que las distancias
de cada una de las corrientes al punto P no tienen por qué ser iguales), pero de sentido negativo
(hacia abajo). Este razonamiento tiene importancia de cara a entender lo que se intentard hacer a
continuacion. Asi, si se tiene en cuenta que el paso final consiste en hacer tender a infinito el radio
del circulo elegido para cada una de las corrientes, intuitivamente se ve que se va a encontrar
una diferencia de valores infinitos para el potencial resultante, lo cual, desde el punto de vista
matematico es una indeterminacién, no pudiendo ya decir con seguridad que el resultado no tiene
sentido. En resumen: existe la posibilidad de que al resolver la mencionada indeterminacién ob-
tengamos un valor finito. Con el fin de comprobar este argumento, calculemos el potencial vector
de la otra corriente.

Aqui, la tnica diferencia inicial es la localizacion de la corriente y el valor de la misma, lo
cual se traduce en que el vector v’ = (2, D, 2’) es diferente y también js. Introduciendo todos
los valores en la expresién de potencial, y procediendo como se ha hecho con anterioridad, se
encuentra:

Ay(r) = —M2W/R r dp'u,
A7 0 p12+(y_D)2
; R
= —M%[ p’2+(y—D)2} u,
4
— “;7[ R+ (y= D7 ~ly-Dl|u.,

resultado coherente con la argumentacién discutida. Si se calcula el limite se obtiene:
lim Z—ng [ R? + (y—D)Q—Iy—DI} u, — —oo—|y—D|=-

Considerando estos valores para ambos potenciales, el paso siguiente consiste en aplicar la férmu-
la de A al conjunto de ambas ldminas antes de pasar al limite, es decir, sumar las integrales
correspondientes a los discos finitosiniciales y, posteriormente, hacer muy grande el radio R, o
sea,

B AP =i AP+ i AP
o Fod’
= dim B [VR 2 - VR ~lyl+ly = Dl|u

— oo—oo—|y|+\y—D|=00—O<>-

Este célculo da la indeterminaciéon que habiamos intuido. Para evitar este problema vamos exa-
minar con detenimiento los términos infinitos, dado que |y| e |y — D| son valores finitos al no
depender de R. Tomando nuevamente el limite sobre estos términos, se obtiene:

lim £07 [\/R2 T2 VRE+ (y— D)Q} u, =
R—oo 2

_ oy Mo |(VEP Ay = R+ - D)V 4y + VR + (y - DP) |
fimoo 2 VE2+y?2 + /R + (y — D)? ’
= lim FioJ Bty -’y D)
Reco 2 | \/R24 2+ R+ (y—D)?|
. P2
= lim HoJ D™+ 2Dy u, — 0.
R—oo 2 | \/R?+y?+ \/R?+ (y — D)?

De esta forma se ha eliminado la indeterminacién, pudiendo sin problema calcular el valor del
potencial vector cuando las corrientes se extienden hasta el infinito. Para ello, retomemos la
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expresién original de A(P) cuando se aplicé el principio de superposicién para los dos discos
finitos y hagamos tender otra vez el radio muy grande, esto es:

-/ -/

lim A(P) = 225 (0 — [yl + |y — D)) w. = 55 (—Jy| + |y - D) u..,

R—o00 2 2
encontrando la expresiéon para A. No obstante, es posible escribir este tltimo resultado de otra
manera més sencilla de manipular, sobre todo cuando se tienen que hallar derivadas (como es
nuestro caso con el B. Si se tiene en cuenta que y toma un valor entre el plano y=0 e y=D, se
obtiene que y < D, por lo que (y — D) < 0, pero como lo que aparece es |y — D| que es siempre
positivo, |y — D| = (D —y), pudiendo expresar el potencial vector como sigue:

Hog’ tog’
A(P)ZOT[—y—I-D—y]uZ: A(P):OT[D—2y]uZ.

A partir de se esta funcién resulta sencilla la obtencién del campo magnético utilizando el rota-
cional,

B:VXA:/.Lojuy.

5.14 El efecto cudntico Aharanov-Bohm consiste en una variacién de fase de la funcién de onda, originada
por el potencial vector A, de valor Ay = %ffA - dl, donde la integral debe calcularse a lo largo
del camino seguido por la carga () desde el punto 1 al punto 2. En la Figura 5.37 se ha situado en
1 un cafén lanzador de cargas, una pantalla P provista de los orificios O y O, un solenoide recto
infinito de seccidn circular S'y un campo B dirigido hacia el observador y un detector en el punto
2. Se consideran las dos trayectorias dibujadas recorridas por las cargas, y llamadas en la figura a
y b. Calcular el valor de la expresion App — Agp.

Solenoide

Pantalla

Figura 5.37. Dispositivo para comprobar el efecto Aharonov-Bohm.

Resolucion

Este ejercicio, parcialmente, tiene que ver con la mecanica cudntica; por esta razoén conviene
aclarar algunas cuestiones bésicas referentes a esa materia.

Desde el punto de vista cuantico el concepto de fuerza no es muy utilizado, mientras que los
conceptos de energia y cantidad de movimiento tienen una importancia relevante. Ademds, en
vez de trayectoria de las particulas se emplea la amplitud de probabilidad, la cual varia en el
espacio y el tiempo. Dichas amplitudes dependen de las longitudes de onda, las cuales tienen que
ver con las cantidades de movimiento, y también de las frecuencias, estando relacionadas con
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las energfas. Son, en definitiva, la cantidad de movimiento y la energia, quienes determinan las
fases de las funciones de onda. Partiendo de esto, podemos entender en qué consiste el efecto
Aharonov-Bohm (véase, por ejemplo, Y.Imry y R.A.Webb, ”Interferencias cudnticas y efecto
Aharonov-Bohm”, Investigacién y Ciencia. Abril (1989), p. 28 — 35).

Imaginemos un sistema como el de la Figura 5.37. Una fuente de electrones envia particulas
hacia las rendijas O y O’. A una distancia L de las mismas se coloca una pantalla en donde
tenemos un detector que va registrando la intensidad. La cantidad de electrones que llegan es
proporcional a la probabilidad de que un solo electrén que salga de la fuente pueda llegar a esa
regién de la pantalla. La probabilidad es debida a la interferencia de sus amplitudes, interferencia
que depende de la diferencia de las fases de cada una de dichas amplitudes § = ¢1 — ¢o (The
Feynman Lectures of Physics, Vol.II, cap.15, p.11).

En el sentido de lo anteriormente dicho, tenemos interés en enunciar ahora la ley de la mecani-
ca cudntica que reemplaza la fuerza de Lorentz F = ¢(E+ v x B) (Capitulo 9), es decir, queremos
saber la ley que determina el comportamiento de las particulas cudnticas en un campo electro-
magnético cldsico. La ley es la siguiente: La fase correspondiente a una amplitud a lo largo de
cualquier trayectoria C es afectada por la presencia de un campo magnético en una cantidad igual

a:
q
Ap=—[ A-dl
o=7 [ A

es decir, si hay una campo B en alguna parte, la fase de la amplitud de probabilidad se ve
incrementada en la integral anterior. En el caso de un campo eléctrico, el incremento de la fase

viene dado por:
q
Ap=—= [ Vdt.
T /c

Estas ecuaciones valen tanto para campos estaticos como campos dindmicos, reemplazando asi a
la fuerza de Lorentz (Capitulo 9).

Supongamos ahora que en el experimento de la doble rendija existe un campo magnético;
veamos cual es la fase de llegada de las dos ondas de probabilidad, cuya trayectoria pasa a través
de las dos rendijas. Para la trayectoria a tendremos:

2
q
Agp ==+ A -dl,
ot

y para el camino b:
2
q
App = = A -dl
oot [aa

por lo que diferencia de fase es:

2 2
Ao —Dgo=L Aar-2 [ A-a,

i Jiw) h Jia)

siendo (b) y (a) los subindices que denotan las trayectorias a través de las cuales se realizan las

integrales. Aplicando ahora la propiedad de las integrales definidas ff fz)dx = — f; f(z)dz, se
tiene:

Ab@ - Aa@ = A ®)
1

1
Ad+? A-dl:gj{A-dl,

2(a) h Jp
en donde I es la trayectoria estd formada por las curvas a y b unidas en 1 y 2. De este modo, se

ha llegado a una expresion en la que aparece la integral curvilinea del potencial vector, pudiendo
ser transformada a una integral doble mediante el teorema de Stokes, de la siguiente forma:

Ab@—Aawz%fFA-cﬂ:/gvXA.ds.
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Esta transformacion es la contraria de la que hemos hecho normalmente. La razén de ello esta en
que, ahora queremos relacionar la variacion de la fase con el campo magnético B, lo cual es posible
a través del rotacional del potencial vector. Utilizando la expresion B =V x A, se tiene:

App — Agp = /B ds = /
sol

siendo Sgo1 la superficie correspondiente a una seccion del solenoide, dado que fuera de él no hay
campo B. Desde un punto de vista fisico, este resultado significa que el diagrama de interferencia
que se observa en la pantalla, debido a la difraccién del haz incidente de electrones por las dos
rendijas, se vera alterado como consecuencia de la variacién de la fase provocada por la existencia
de un campo magnético. Esta modificacién de la fase provoca un desplazamiento del patrén de
difraccién, respecto del que se obtiene en ausencia de campo, si bien conservando el contraste
de las franjas (véase Figura 5.38). Conceptualmente, el efecto Aharonov-Bohm es importante en

Figura 5.38. (a) Patrén de difraccién antes de aplicar campo magnético. (b) Patrén de difraccién en
presencia de un campo A. Obsérvese el desplazamiento del patrén (témese como referencia el punto
central-flecha).

electromagnetismo por lo siguiente. Si se analiza paso a paso lo que se ha hecho, se observa que,
fuera de la bobina el tinico campo que existe es el A (Figura 5.39). Por esta razén, es éste el campo
que interactia sobre los electrones modificando asi la fase de la funcién de onda de los mismos, de
lo cual se infiere, que lo que cudnticamente ven los electrones no es el campo magnético B, sino
el potencial vector. Por este hecho, desde una perspectiva no clasica, el campo A es una entidad
fisica real, debiendo desechar la idea que dicho potencial es simplemente un mecanismo formal, a
partir del cual es mas sencillo calcular el B.

Para terminar, es pertinente aclarar que las demostraciones dadas para explicar el efecto
Aharonov-Bohm se enmarcan dentro de una teoria semiclasica, ya que utiliza el concepto de
funciéon de onda para hablar de la probabilidad de que un electrén llegue a un punto de la
pantalla, pero considera a A y B como campos clasicos. Una descripcién completamente cuantica
de dicho efecto, ha sido realizada recientemente en 1999; en ella se tiene en cuenta, no sélo las
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Figura 5.39. Solenoide muy largo. Obsérvese como fuera de él no hay campo B.

particulas, sino también a los campos como entes cudnticos [Véase E. Santos and I. Gonzalo,
“Microscopic theory of the Aharonov-Bohm effect”. Europhys. Lett., 45(4), pp. 418-423 (1999)].

5.15 El futuro reactor de fusién nuclear ITER puede asimilarse a un solenoide toroidal cuya seccién es la de
la Figura 5.40. El solenoide serd de N = 3840 espiras superconductoras por las que circulard una
intensidad de I’ = 35 x 10° A. Por el interior del toro circularan deuterones, produciendo una
corriente homogénea de intensidad I = 25 x 105 A. Calcular la fuerza magnética por unidad de
volumen sobre los deuterones que circulan por la parte mas externa del toro. Supdngase que el
fluido de deuterones no es magnetizable.

R=6m

R=8m

Figura 5.40. Seccién del solenoide toroidal.

Resolucion

Para hallar la fuerza por unidad de volumen que se ejerce sobre los deuterones, se debe utilizar
la Ecuacién (5.18), en su forma diferencial, esto es:

dF

qv ~IxB
Para aplicar esta igualdad, es necesario entender bien los campos que se hallan involucrados, de
lo contrario el ejercicio podria resolverse incorrectamente. Asi, tendremos un campo magnético
debido a la corriente I’ que circula por el solenoide. Dicho campo puede encontrarse haciendo uso
del teorema de Ampere, tal y como se vio en el Problema 5.2; sin embargo, no es el inico campo
B que existe dentro del solenoide. En efecto, si analizamos con detenimiento todos los datos
que se aportan en el ejercicio, se observa que, al circular por dentro del toroide una corriente
I, también habréa otro campo debida a ésta, pudiendo contribuir, en principio, a la fuerza total
que se ejerce sobre las cargas en movimiento. Con el fin de no confundirnos hablaremos de dos
campos diferentes: B(I’) debido al toro y B(I) producido por la propia corriente.
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El correspondiente al solenoide, ya se vio al principio del capitulo, tiene por valor en el sistema
de coordenadas cilindricas habitual:

poNT
B(I') =
() 2n R’ e
siendo R’ la distancia entre el punto més extremo dentro del toroide y el eje de revolucién del

mismo.

En el caso de B(I), se obtiene facilmente haciendo
uso del teorema de Ampere. Consideremos una curva
circular T' (0S) de radio r < (R’ — R), centrada en
la seccién recta derecha S del solenoide (véase Figura
5.41). Para facilitar el célculo, imaginese que nos aisla-
mos mentalmente del toroide y nos centramos exclusi-
vamente en la citada seccién. Si con este planteamiento
intentamos aplicar la ley de Ampere vemos que, con las
coordenadas utilizadas para B(I'), el célculo se com-
plica, ya que dl tendrd componentes no nulas sobre u,
y u.. Esta dificultad se resuelve ficilmente si tomamos
un segundo sistema de coordenadas con origen en O,
centro de S. Como al final del ejercicio obtendremos un
campo resultante referido a este segundo sistema de re-
ferencia, para no confundirnos llamaremos a los vectores (R-R)
unitarios del sistema nuevo 1,, Gy y Us.

v
=

Figura 5.41. Seccidn de la parte derecha
del toro. El nuevo sistema de coordenadas
se toma respecto de O.

Con todas las consideraciones realizadas puede es-
cribirse: j(I) = —jii, = (0,0,—7), v (B,, By, By). To-
mando dl = —dlug en sentido horario, dsS = —dStuy,
que introducido junto con los anteriores datos en la Ecuacién (5.5), queda:

f~(ép,]§¢,]§z).di:uo/~(o,0, ) -d§ = f quble:,uO/de*.
o8 S oS S

Suponiendo que la corriente en el anillo es localmente asimilable a la de un hilo muy largo, se
deduce que,

L L
—/ Bydl = uo/jd§:>—3¢/ dl:uoj/dé:»
0 S 0 S

——
~ByL = p1ojS = ol = By2n(R — R) = pojn(R' — R)* = By = _Hoj(R = R)

2 )

es decir, la componente B¢ tiene proyeccién negativa sobre el vector unitario @4, por lo que dicho
campo tangencial ird en sentido antihorario. Como el dato que se da de la corriente es I y no j,
debemos introducir de alguna manera la intensidad I en la expresién obtenida. Pata ello, basta
darse cuenta de como se relacionan j e I en la seccién estudiada. Asi, como j es homogénea e I
conocida, se verifica que,

/ j-dS=1,
s

en donde S = 7 [(R' — R)/2)?, representa la superficie total de la seccién circular del solenoide.
Operando la tdltima ecuacidn, resulta,
I

,~_ . ’ 2: -
jS=I=jn(RR—R)y*=I1=} TR —RE

Introduciendo este resultado en B¢, se encuentra;:

A pol
By=—1%C
" (R —R)’
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5.16

y vectorialmente, segin nuestro sistema de referencia,

B pol ~

By=————1,.
" om(R—R) *?
Con todo ello, podemos decir que, el campo magnético total en un punto cercano a la parte mas
externa del toroide, referido al sistema O, {11,, ii4, @1, }, viene dado por la siguiente expresién:
NI _ I -~
Ho G, — Ho iy,
2mR! 27 (R’ — R)
en donde, como puede observarse, se ha substituido ugs que aparecia en la expresién original de
B(!I'), por @i, del nuevo sistema. El signo menos se debe a que ug = —1a..

B=B(I')+B(I) = -

Con este resultado puede obtenerse la fuerza por unidad de volumen sobre el plasma. Para
ello, basta introducir este resultado en

dF
av
El campo magnético creado por la corriente I’ del toro no aparece en la anterior expresién. La
razén de ello es que B, (I’) es paralelo a la corriente de deuterones y, en consecuencia, no ejerce

ninguna fuerza sobre los mismos (j x B,(I') = 0). En resumen, la fuerza por unidad de volumen
sobre las particulas cargadas de la parte mas alejada del toro, es la siguiente:

= jx B = x [B.(I') + By(I)] = j x By(I).

dF I I L wl?

— | =3B4(I) ~ -
|dV iBg(I) W(R’fR)zljJOQW(R’*R) 2m2(R' — R)3

=5x 10 Nm™3

En referencia a la Figura 5.42, calcular la fuerza que ejerce el cam-
po magnético creado por una densidad de corriente homogénea y
estacionaria j = ju, de geometria cilindrica y radio R, sobre una
longitud h de si misma.

Resolucion

En primer lugar hay que calcular el campo magnético creado por
la corriente en la regién 0 < p < R. Para ello emplearemos el h
teorema de Ampere, esto es,

B~d1:u0/j-dS:uo/j~ndS:uol.
S S

as \
Como puede observarse, la corriente posee simetria de traslacién Figura 5.42. Corriente de
y de rotacién, por lo que una curva adecuada I' (Figura 5.43) simetria cilindrica.

para calcular el By puede ser una circunferencia de radio p < R
y la superficie S, la correspondiente al circulo cuya frontera 0S
es I' (ver ejemplo del hilo infinito). Con todo ello y utilizando
coordenadas polares, se obtiene:

% (BPﬂB¢ﬂBz)'dl:/u'()/(oaoaj)'ds' '
a8 S

Teniendo en cuenta que dl = dluy = (0,dl,0) y dS = dSu, =
(0,0,1)dS, se tiene:
Figura 5.43. Curva I de radio

]f (By. By, B.) - (0.d1,0) = jug / (0,0,5) - (0,0,1)dS p<R.
a8 S
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y haciendo los productos escalares que aparecen,

L
/ Bqadl:uo/(O,O,j)-dS:uoj/d&
0 5 5

siendo L la longitud total de la curva. Al ser By dentro de la integral ya un escalar, toma el
mismo valor para cualquier punto de la curva elegida I' (o frontera 95), ya que existe simetria de
revolucién, por lo que puede salir fuera del integrando, obteniendo como resultado:

L
B¢/ dl:uoj/dS,
0 S

ByL = 1105 S = By2mp = pojmp?,

y, realizando el célculo,

o sea,
HoJp
2
Conociendo el valor del campo magnético, puede encontrarse el valor de la fuerza que ejerce
dicho campo sobre la corriente empleando la Ecuacién (5.18). Realizando el producto vectorial y

cambiando a coordenadas cilindricas, dada la simetria, se tiene:

22/
/ jv x BdV' = / MO v
V/ V/ 2

R 2T h -9 7 R 27 h N
- BOJ P 1!, ¢ dp'de'dz'u, = — BT P 1o ddz", .
p P
0 0 0 2 0 0 0 2

Llegado a este punto hay que tener cuidado de no errar al manipular u,. Como ya se explicé an-
teriormente, u, depende de ¢ y lo mismo ocurre para u,, es decir u, = u,(¢). Substituyendo el
valor de éste en la ultima expresién, encontramos:

R 27 h m j2p/
F — _/ / / OTp’dpdgb’dz’(cos ¢'u, + sen ¢'uy)
0 0 0

woi? [ 7 or h R 2 "
- [/ p’2dp’/ cosqzﬁ’dqzﬁ’/ dz'u, +/ PQd,O// sen¢’d¢’/ dz’uyl =0.
0 0 0 0 0 0

2
Obsérvese que en la expresién (pojp/2)uy, se ha substituido p por p’ para hacer el célculo, ya que
la integracion se realiza sobre el volumen correspondiente a la corriente y, segin la nomenclatura
elegida, los puntos fuente llevan prima (’).

B¢ = U¢.

F

Otra manera mas sencilla de hacer esta segunda parte del problema es la siguiente. Calculemos,
primeramente, cuél es el diferencial de fuerza que ejerce el campo magnético sobre un elemento
diferencial de volumen. Para ello, basta escribir la ecuacién original que da lugar a (5.18), es
decir:

dF(r 2
% =j,(r') x B(r) = —'MO; pup .
Este resultado muestra que la fuerza que actiia por unidad de volumen depende de la distancia
al eje p y es de sentido negativo en la direccién radial (hacia el eje). Considérese un elemento
de la corriente dV’y ubicado en un punto arbitrario Pi(p’,¢’,2’) (Figura 5.44); dicho elemento
dista p del eje OZ y estd sometido a una fuerza dirigida hacia el centro de valor (uoj%p)/2. Si
tomamos ahora otro volumen similar dV’s, opuesto diametralmente, se observa que la fuerza
que actia sobre él es idéntica a la que existe en P; pero de sentido contrario (también apunta
hacia el centro), por lo que la resultante ambas fuerzas se anulard. De este modo, repitiendo el
razonamiento para cada elemento dV’ de la corriente y su homologo a la misma distancia respecto
de OZ y rotado un angulo de 7 radianes, se llega a la conclusién de que la resultante de las fuerzas
sobre la corriente debida al campo B es cero.
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5.17

5.18

Figura 5.44. Para cada elemento dV"’; existe otro idéntico dV’,, simétrico respecto del centro O.

Calcular el momento magnético de una espira circular de radio a por la que circula una intensidad
de corriente I.

Resolucion

Tomando la espira coplanaria con el plano OXY y su centro coincidente con el origen del sistema
de referencia OXY Z, se tiene: v’ = (2/,y',0) y dl' = (dz’, dy’,0), por lo que (r' x dl') = (a'dy’ —
y'dz’)u,, que introduciéndolo en (5.23), da

I I
m = 5}{ ' xdl' = 5}{ ('dy’ —y'dz")u,. (5.58)

Teniendo en cuenta que el circuito tiene simetria circular, resulta conveniente utilizar coordenadas
polares. Haciendo, por lo tanto, 2’ = acos¢’ e ¥’ = asin¢’, se tiene:

2
m = 7/ a’d¢'u, = Ima®u, .
2 Jo

Esta expresién podria haberse obtenido directamente de la Ecuacién (5.23).

El sistema de la Figura 5.45 consta de una espira cua-
drada de lado L coplanaria con el plano OXZ y de Z
un hilo muy largo situado en el plano OXY a una dis- 1
tancia D de dicha espira. Obtener, razonadamente: a)
La fuerza sobre cada hilo que forma la espira y la re-

a
sultante. b) El momento mecdnico resultante respecto L
del punto O. c) El efecto mecanico sobre la espira. 4 b
0 D Y
Resolucién L 2 f
1

Para resolver este ejercicio, podemos suponer que la d ¢
espira cuadrada estd formada por cuatro hilos finitos v
de longitud L. Siguiendo este esquema, se tiene:

Sobre a

Recordando el problema 5.1, el campo magnético crea-
do por un hilo muy largo por el que circula una inten-
sidad I, viene dado por:

Figura 5.45. Sistema formado por una es-
pira rectangular y un hilo infinito.

_ toly
2mp

B, u, = B.
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Para aplicar la Ecuacién (5.20) necesitamos partir de un sistema de referencia. En nuestro caso,
tomaremos el habitual OXY Z. Para tal sistema, los vectores que intervienen en la expresién de la
fuerza en el tramo a son los siguientes: B = (B,, By, B.) = (0, By, B,) = (0, —Bsen ¢, —B cos ¢),
dl = (dz,0,0), dl x B = (—B.dzu, + Bydzu,). Como puede observarse, el campo B tiene dos
componentes cuando se expresa en OXY Z, segin la disposicién entre el hilo y la espira (Figura
5.46). De este modo, la fuerza en esta parte, poniendo los limites de integracién segin el sentido
de la corriente, sera

zZ
Linea de campo magnético
F(l

- a.

4 P
B

¢ D ¢ o v

L .
Hilo
c
Espira @

Figura 5.46. Seccién de la espira e hilo infinito (hilos a y ¢). El campo magnético tangencial By tiene
dos componentes cuando se proyecta sobre el sistema de referencia OXY Z.

—L/2
F, = b / dl x B = Ig/ (—B.dzu, + Bydzu,)
a L/2

—L/2 —L/2
= —Ig/ Bzdxuy—i—IQ/ Bydxu,
L/2 L/2

—L/2 —L/2
= —12/ (—Bcos¢)dxuy+lg/ (—Bsen ¢)dxu,
L/2 L/2
—L/2 —L/2
= I,Bcos¢ dzru, — I;Bsen ¢ dru,
L/2 L/2
L

—L —L L
IQBCOSQb (2 — 2) uy — IQBSGH(]S <2 — 2) u,
= I[,BL(—cos¢uy +sen¢u.) = IrBLu,,

es decir, la fuerza sobre este elemento es repulsiva y de direccién la correspondiente a u,. Para
no equivocarnos llamaremos a este vector unitario en la direccién radial u,(a), ya que puede ser
que tengamos vectores de este estilo al calcular la fuerza en otras partes del circuito, pero cuya
direccién sea diferente (como en el hilo ¢). De esta manera la férmula para la fuerza anterior
encontrada toma el aspecto (Figura 5.46):

[L()Il[gL

F,= Tpup(a),

en donde p = /D? 4 (L/2)2.
Sobre b.

Para hacer este cdlculo debe tenerse en cuenta que p en la expresion de B no es constante sobre
esta parte de la espira, por lo que es necesario poner su valor en funcién de las variables que
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intervienen en el problema. Ademaés, al recorrer este hilo el campo magnético varia, no sélo en
médulo, sino también en direccién (Figura 5.47). Asi, desde 1 hasta la mitad del hilo el campo
tiene por componentes B = (0, —Bsen ¢, —B cos ¢), y desde este dltimo punto hasta el final en
2 toma el valor B = (0, Bsen ¢, —B cos ¢). Con todo ello y sabiendo que dl = (0,0,dz)!! y que
dl x B = —Bydzu, = Bsen ¢dzu, para la mitad superior del hilo, se tiene:

0 O poly
F, =1 /dl x B = Ig/ Bsen ¢pdzu, = Ig/ sen ¢pdzug.
b

L/2 L/2 2mp
z
Espira( ;
= Y
p ¢ ,
/%/Hllo
U
I/
4

Figura 5.47. Perfil de la espira correspondiente al lado b. Nétese como a medida que vamos del punto
1 al 2 el campo magnético By forma un dngulo distinto con el eje OZ, siendo, ademds, p variable.

Utilizando trigonometria se encuentra que p = v/ D? + 22, que introducido en Fy, da:

Fo(l/2-0) = I /L(;Z %\/% sen gzt = MOQI:TIQ L(;Q \/Dglir 22 \/D22+ 22 e
- MO;;IZ /:;2 (D;' _C,l_zzz)u’? _ Mo4]71T12 [ln (D? + 22)}0”2 u,
= %;12 [InD? —In(D* + (L/2)*)] v, = “Oﬁrb In 752 ffL/Q)Q)ux
| _tnhlyy (DY,

Hecho esto, hemos determinado sélo la fuerza sobre la mitad del elemento b. Queda por calcular
la contribucién del trozo que va desde 0 a —L/2. Para ello volvemos a aplicar la misma definicién,
pero a diferencia del caso anterior, introduciendo las componentes del campo B para este tramo
y los nuevos limites, o sea, B = (0, Bsen¢, —Bcos¢), dl x B = —B,dzu, = —Bsen¢dzu, y

0<z<—-L/2:
R ==
- [ e M 0,
- % [0 (D% + (1/2)%) = In D] . = uozilrh " (b2 +D(2L/2)2)u””
polily (D +(L/2)%)

= = In D2 u.

11 Obsérvese como se ha escrito dl = (0,0,dz) y no (0,0, —dz), aunque la corriente recorra el hilo en el sentido
negativo del eje OZ; esta informacién va ya implicita en los limites de integracién (en nuestro caso de L/2 a —L/2).

T
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Como puede observarse, en este caso hemos substituido sen ¢ por (—z)/v D? + 22. De este modo,
la fuerza total sobre todo el hilo finito b es:

F, = Fu(L/2~0)+Fy(0— —L/2)
polily . (D* 4 (L/2)?) poli Iy . (D* 4 (L/2)?)
w0 pr Wt o )

Sobre c.

Sobre este elemento del circuito (Figura 5.48), el campo magnético, asi como dl y el produc-
to vectorial que interviene en la integral de la fuerza, vienen dados por: B = (B, By, B,) =
(0,By,B,) = (0, Bsen¢, —Bcos¢), dl = (dz,0,0) y dl x B = (—=B,dzuy + Bydzru,). Introdu-
ciendo todo ello en la ecuacién correspondiente de F., se encuentra:

z 7 BN

-

Figura 5.48. Hilo c. El campo magnético sobre este elemento tiene por componentes B sen ¢ sobre
el eje OY y —Bcos ¢ sobre OZ. A diferencia del caso anterior p es constante como para el trozo a.

—L/2
F. = I, / dl x B = Ig/ (—B.dzu, + Bydzu,)
a L/2

L/2 L/2
= 712/ Bzdxuy+12/ Bydzxu,
—L/2 —L/2

L/2 L/2
= —Iz/ (—Bcosqb)dxuy—l—fg/ (Bsen ¢)dzu,
—-L/2 —L/2
L/2 L/2
= Ichosqb/ dxu, +Ingen¢/ dxu,
—L/2 —L/2

L L L —-L
= I2Bcos¢ (2 — 2) y +I2Bsen¢g <2 — 2) u,

I,BL(cos ¢pu, + sen pu,) = —I,BLu,,

que, del mismo modo que lo hecho con la parte a, escribiremos:

/J,01112L

FC = —Tpup(c) .

Notese como la fuerza esta dirigida segun la linea perpendicular al hilo infinito que crea el campo B
y al hilo finito ¢ (6 a, en el otro caso) de la espira cuadrada, es decir, en direccién radial. Obsérvese
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como, en el presente caso, al ser la componente de F, sobre el eje OY positiva [[oBL(cos ¢)] y
también la componente en OZ, hace que la fuerza entre este elemento del circuito y el hilo largo
de fuera sea atractiva, como corresponde a corrientes en el mismo sentido, razén por la cual hemos
puesto un signo menos en la expresién final donde aparece u,(c)(véase Figura 5.48).

Sobre d.

El desarrollo para esta parte del sistema es idéntico al realizado en b, con la tnica diferencia que,
la integracién se hace desde la parte inferior, esto es, —L/2 hasta 0 y, posteriormente, de 0 a L/2,
debido al sentido de avance elegido para el elemento dl (coincidente con la corriente, Figura 5.49).
Por esta razoén, no es necesario repetir los calculos, ya que, el resultado debe ser el mismo que en
el apartado b. Por ello, se tiene:

Fq=0.

z
Espira | 4
B¢ v

= Y
p 4 ,
d Hilo
e
I/
4

Figura 5.49. Hilo d. En este caso tenemos una situacién similar a la vista para el hilo finito b.

Una vez obtenida la fuerza sobre cada elemento del circuito, el calculo de la resultante de las
fuerzas exteriores sobre el cuadro es inmediato (Figura 5.50):

/L()IlIQL ,LL0I1]2L
F = Fa + Fb + Fc + Fd = Wup(a) — Wup(c) .

Con el fin de poder restar ficilmente este resultado en donde se tiene u,(a) y u,(c), que no

z z
;\< '
a 2 d Espira ’ c;fl
7 F
b \ F D
? Y F ¢ ® Y
Hilo ¢ Hilo
c c/
¢ c® Espira
(@ (b)

Figura 5.50. (a) Fuerza sobre el hilo a y ¢. Obsérvese como en ambos casos las fuerzas tienen la
direccién del vector unitario u,. (b) Resultante de todas las fuerzas sobre la espira.
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tienen la misma direccién, vamos a substituir sus respectivas expresiones en funcién del angulo

b,
LI, L I, L
F = %(— cos pu, + sen pu;) + MOZ%(COS ou, + senou,)
2uo0l1 1L 111, L I,L2
_ Holil2 Sen¢uzz pol1laLsen ¢ w =| F= M(;12 —u. .
2mp /D2 + (L/2)? 2w(D? + (L/2)?)

(b) Para calcular el momento de la fuerza respecto de O emplearemos la expresiéon M =r x F,
para cada hilo que compone el circuito, y después calcularemos el momento resultante.

Momento sobre a.

Las fuerzas sobre cada elemento de a forman un sistema de fuerzas distribuidas paralelas, equi-
valente (para calcular momentos respecto de O) a su resultante aplicada en el centro del hilo
a (M, =r xF,). Como ya conocemos la fuerza ejercida sobre este conductor, sélo es necesa-
rio saber el valor de r para poder hacer el cdlculo. En nuestro caso r = (0,0, L/2), y la fuerza

(0, — cos @, sen @) o1 1oL/ (2m+/D? + (L/2)?), con lo que M, queda:

M0I1]2L2 COS(Z5 [J,0[1[2L2D

a2 (LR T am(D2 + (L2)R)

Momento sobre b.

En este caso, al ser la fuerza que se ejerce sobre cada punto del hilo b diferente, no se puede
hallar el momento como M = r x F; por el contrario, es necesario sumar todas las contribuciones
elementales dM que se ejercen sobre el elemento de corriente. Teniendo esto en cuenta, la expresién
que proporciona el momento sobre este conductor es la siguiente:

Mb:/rxdF:/rx(Igdle). (5.59)
b b

Del mismo modo a como hemos hecho para las fuerzas, el campo magnético cambia el signo de
su proyeccién sobre el eje OY al pasar de la parte superior a la inferior en el hilo b (Figura 5.47),
razén por la cual, vamos a dividir el desarrollo en el intervalo L/2 < 2 <0,y en 0 < z < —L/2.

e /2 < z < 0. Tomando la expresién del vector B = (0, —Bsen ¢, —B cos ¢), y sabiendo*?
quer = (—L/2,0,z) y dl = (0,0,dz), obtenemos:

0 0
/L011[2 ‘LLOI:[IQ z
My(L/2 —0) = / ——=zsen ¢gdzu, :/ z dzu
(/ ) L/2 27p Y o 2mp T/D2T4 2

/0 pol1ls 22
= dzuy
L/2 2mvV/D? + 22 /D2 + 22

I I 0 2
:Ho12/ z dzu,
L

L1 L L
= % {—2 + D arctan <2D)} u, .

e 0 < z < —L/2. Para esta parte del sistema B = (0, Bsen ¢, —B cos ¢), que introducido en

12En este caso ocurre lo mismo que lo visto anteriormente para el vector dl = (0,0,dz). Se parte de un vector
genérico, y el sentido en el que avanza la variable independiente (z en este caso) queda reflejado segin dénde se
comienza (limite inferior) y se acaba la integracién (limite superior).
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(5.59), da:
—L/2 —L/2
pol1ls / tol112 -z
M,0— —-L/2) = -— zsen ¢dzu, = — z dzu
o /2 /0 2mp pdy 0 2rp VD242 '

/_L/2 pol1ls 22
= dzu,
0 2/ D2 + 22 /D2 + 22

1L, [~L/? 2
_  koha 2/ z dzu,
2 Jo (D? + 22)

I 1 L L
= % [—2 + D arctan (QD)] uy .

En esta parte del hilo el sen ¢ se ha substituido por —z/v/D? + 22. Con todo ello, se encuentra:

LI L
M, = My(L/2 — 0) + My(0 — —L/2) = E212 | [ 9D arctg [ — ) | .
27 2D
Si se analizan las dos integrales planteadas para cada una de las partes del hilo b, se observa que,

el momento M, respecto del origen O, habria podido ser expresado, directamente, como

Mb _ ,u()]ljg /0 ZZdZ ,U,o]lfg /L/2 22d2’ o /L011[2 /L/2 ZQdZ
0 ( L

o Jup D2t T o D r AT ar Jy, (D)

Momento sobre c.

Para el conductor ¢, r = (0,0,—L/2) y F. = (0, cos ¢, sen ¢)puol1IoL/(2w+/D? + (L/2)?), obte-
niendo para el momento:

y011[2L2cosgz5
° 4r/D?+ (L)2)?

€T

Momento sobre d.

En este apartado se procede de manera similar a lo visto para el hilo b, con la diferencia de que
ahora, r = (L/2,0,z), y el sentido de avance es de —L/2 a L/2. Introduciendo estos datos en
(5.59), se deduce que:

LI, (% 22d LI L
Md:'u012/ z a2 uy:ﬂ012 L —2Darctan | — | | uy.
2 J_p)2 (D? +22) 2w 2D

Teniendo en cuenta los resultados obtenidos, el momento resultante respecto de O es:

,u011]2L2 cos ¢

on/DE 1 (L2 "

Mo =M, + M, =

(c) Al ser la sumatoria de fuerzas distinta de cero (3. F; # 0), y también la suma de momentos
también no nula (3}, M; # 0), el centro de gravedad del sistema tendrd, inicialmente, una
aceleracion a lo largo del eje OZ, y una aceleracién angular «, en torno al eje OY.

Observaciones

1) En el apartado a es posible emplear también coordenadas cilindricas desde el principio, es
decir, tomando como referencia un sistema {u,,uys,u.} de manera que el conductor muy largo
coincida en este nuevo sistema con el eje OZ, By = (ol1)/(2mp)uy y dl = (0,0,dz).

2) El célculo del momento sobre los elementos a y ¢, puede hacerse también empleando la expresién
(5.59). Para ello, se procede como se ha hecho sobre los hilos b y d (Nétese que, mediante este
procedimiento, r = (z,0, L/2) en el sector a, y r = (2,0,—L/2) en c).
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5.19 Una espira circular de radio a es coplanaria con el plano OXY, encontrdndose su centro en el
origen de coordenadas O. Si dicha espira es recorrida por una intensidad de corriente I, calcular el
campo magnético creado en un punto P(0,0, z) del eje OZ, a partir del potencial vector A.

Resolucion

La realizacion de este problema puede parecer facil, ya que al haber encontrado anteriormente el
potencial vector de una espira circular, el calculo da la impresion de ser inmediato. En efecto, del
mismo modo a como se procedi6 en el caso del campo B para el hilo muy largo a partir del A,
podemos intentar resolver el problema empleando la relacién:

B(r) =V x A(r).

Para ello, lo primero que se nos ocurre es coger la expresién del A en un punto del eje, encontrada
va en el ejercicio 5.6, y aplicar directamente la férmula. Si se procede de este modo se obtiene:

A=0=B=VxA=Vx0=0,

es decir, el campo magnético creado por una espira circular de radio a, en un punto cualquiera
del eje OZ es cero.

Naturalmente, este resultado es contradictorio, ya que, como se dedujo con anterioridad, el
B de una espira, al menos en su eje, era distinto de cero. En este contexto sélo caben dos
posibilidades:

1#) El citado campo magnético se obtuvo erréneamente, por lo que cabe concluir que el nuevo
valor encontrado es correcto; ello conllevaria que tendriamos que rehacer todo el andlisis que se
realizé en su momento.

2%) El célculo del campo se llevé acabo correctamente, y lo que convendria revisar es el iltimo
resultado que se ha hallado a partir del potencial vector.

De estas dos hipotesis parece l6gico que sea més probable la segunda, sobre todo si se tiene
en cuenta que, el campo magnético creado por una tal espira en su eje, se ha medido infinidad de
veces en el laboratorio para diferentes intensidades y tamanos, y se ha aplicado profusamente en
méquinas eléctricas. Veamos donde hemos razonado mal.

La aplicacién de la ecuacion B = V x A, requiere tener cierto cuidado; de lo contrario, es
probable llegar a expresiones equivocadas para los campos. Si observamos esta relacién, nos damos
cuenta que para poder encontrar el campo magnético en un punto P cualquiera debido a una
corriente, tenemos que hacer ciertas derivadas parciales sobre el campo A. Esto, desde un punto
de vista matematico, requiere conocer la funcién que se va a derivar en P donde se va a calcular la
derivada y, ademads, es necesario saber el valor de dicha funcién en los alrededores del punto. Dicho
de otro modo; una derivada nos da una idea de como varia una funcién en el entorno del punto
objeto de estudio, por lo que, para calcular esta variacion, debe conocerse el comportamiento de
dicha funcién en las proximidades de P.

Por todo ello, vamos a calcular el potencial vector en un punto arbitrario de coordenadas
(x,y, z). Tomando como r'(z',y’,0), e introduciéndolo en (5.14), se encuentra:

1ol dz'ug + dy'u,
A(r) = — : .
(I‘) Ar {f} [(;v _ m/)2 + (y _ y/)z + 22]1/2

Haciendo un cambio de variable a coordenadas polares 2’ = pcos¢’ e ¢y = psen ¢’en la anterior
integral, se obtiene:

A - /27r (—asen ¢u, + acos puy)ady’
o @ acos @2 + (y — asen /)2 + 2172
2m add)'
/0 [(x—acos¢’)2+(y—asen¢’)2+z2]1/2u¢'




Problemas resueltos 203

Con el fin de llegar a una férmula simplificada, desarrollamos el denominador
[(z —acos¢’)> + (y — asen ') + 2% =
=22+ a%cos? ¢’ — 2zacos ¢’ +y* + a®sen’® ¢ — 2yasen @ + 22
=22+ 9%+ 22+ a%cos® ¢ + a®sen’® ¢’ — 2zacosd’ — 2yasen .

Para emplear una notacion méas cémoda, podemos expresar las coordenadas cartesianas x e y en
coordenadas polares, esto es, x = pcos¢ e y = psen ¢. Del mismo modo a como se explicé en el
ejercicio del campo magnético creado por un hilo muy largo, la anterior expresién de z = z(¢)
e y = y(¢) no debe considerarse como un cambio de variable; tan sélo proporciona una forma
de localizar el punto en el espacio (obsérvese que no lleva prima ’, como el cambio realizado
anteriormente para z’ e y').

Teniendo en cuenta lo anterior, y que 2% + y? = p?, la suma de dentro de la raiz cuadrada
queda:
P2+ 22+ a? cos® ¢ + a®sen? ¢’ — 2pcos pacos §’ — 2psin pasen ¢’ =

= p? + 2% + a® — 2pa(cos ¢ cos ¢ — sen psen ¢') .

Introduciendo este resultado en el integrando, obtenemos:

A A _/27\' ad¢’ "
R [0 + 22 + a? — 2pa(cos ¢ cos ¢’ — sen ¢ sen ¢’ )]1/2 ¢

Teniendo en cuenta que A tiene sélo su componente Ay no nula, la expresiéon del rotacional del
potencial vector (1.48) se convierte en:

_ _ 04, 10
B=Vx A(pv d)v Z) - Oz u, + p (9[) (pA¢) u, (560)

en donde aparecen sélo las derivadas respecto de z y p. Por esta razén, al no aparecer ¢ en estas
operaciones puede asignarsele el valor 0, facilitando asi los célculos, esto es,

A /271' adgb’
= ug.
7)o [P+ 22+a2—2pacosg|i/2 ¢

Obtenida la expresién, hay que resolver la anterior integral teniendo en cuenta que ug = ug(¢’).
Para ello, separamos en dos partes el resultado obtenido para A, tal y como hemos comenzado
el planteamiento del problema,

ol m —a sen ¢dg’ m a cos ¢d¢’
Ar) =7~ 21 24 42 iz et 21 24 42 12 Y (-
ar \Jo [p?+ 22 +a? —2pcos @] o lp?+ 22+ a?—2pcos¢’]

Resolviendo de forma directa la primera integral se ve que se anula. La segunda, en principio,
no podemos asegurar que se haga cero, ya que la integracién no s inmediata, por lo que, por el
momento, escribiremos:

pol 2 acos ¢'dg’
A = — .
(1, 9) Ar {/0 [p2 + 22 + a2 — 2pa cos ¢/]1/2

Para calcular esta integral hacemos el cambio de variable: ¢’ = m—2¢’. Ello influye en el elemento
diferencial, que se convierte en d¢’ = —2d(’, y en los limites de integracién que se transforman
del siguiente modo:

¢ =0=(=n/2,

y cuando
¢ =2n=(=-7/2.
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Introduciendo todo ello en Ag(r, ¢), se tiene:

Ayird) = ol [T acos(m — 2¢)(—2d¢")
AT Jrpo [P+ 2%+ a? — 2pcos(m — 2¢")]/?
ol / / acos(m — 2¢")(—2d¢")
A J_pso [p? 4 22 4 a? — 2pcos(m — 2¢")]1/2
ol acos(m — 2¢")2d¢’
A J_r o [0+ 2% + a2 — 2pcos(m — 2¢)]1/2
Por otra parte cos(m—2¢") = cos 7 cos 2¢'+sen 7 sen 2(’ = — cos 2¢; ademads, sen? ¢’ = 1 (1 — cos 2(’),

con lo que —cos2¢’ = (2sen? ¢’ — 1), obteniendo la siguiente expresién:

/2 (2sen? ¢' — 1)2d¢’

MOIG/
—xy2 [P+ 22+ a? = 2ap(2sen? ¢ — 1)]1/2

Aol ) =12

La anterior expresion puede transformarse de manera que se obtenga una integral de tipo eliptico.
Con este fin, vamos a desarrollar la expresion que aparece en el radicando del denominador del
anterior integrando:

[p? + 22 +a® — 2ap(2sen® ' —1)] = p*+ 2%+ a® + 2ap — 4apsen’ ¢’
4apsen? ('

2, .2, 2

= 2 1-—
Y+ 2" +a” +2ap ¥ 224 a2 £ 2ap

= r’+z2%4+a”+2ap (1 - k*sen®(’) ,

en donde
B2 4dap _ dap
pPP4+224+a2+2ap (p+a)2+22°

Con este resultado, la integral que estudiamos toma la forma:

pola

(2sen? ¢’ — 1)2d¢’

Ag(r, 9) o

/_ﬂ/g [p? 4+ 2% +a® + 2ap (1

— k2 sen? (')]1/2

_ wola 1 ™2 (2sen? ¢’ — 1)d(’
~2r \/p2+z2+a2+2ap/_n/2 V1 —k2sen2(’
B ,uOIa /2 (2sen?¢" — 1)d(’
N \/H — k2sen? (’

uola ”/2 2sen2 ¢ = 1)d¢’

\/H

habiendo modificado el intervalo de integracién de (—m/2,7/2) a

1—kZsen2(’

(0,7/2), al ser el integrando

una funcién par, por lo cual se ha multiplicado por 2 la expresién integral. Continuando con la

simplificacién, se tiene:

Ik
Ag(r, 9) =

(2sen? ¢’ — 1)d(’

S
uolk \f {
“Of’ﬂ\/f[,@m)

2

V1= kZsen2 (!

_sen?¢ld¢’ (T2 d¢’

1— k2sen2(’ 0 1— k2sen2(’
2

SE0) - K®)]
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siendo K (k)'3 y E(k)! las integrales elipticas de primera y segunda especie, respectivamente.
Reescribiendo lo anterior en forma vectorial, queda

Aammif¢fPam(1f)E®ﬂua

Para calcular el campo magnético basta aplicar la relacién B = V x A en coordenadas cilindricas.
En nuestro caso, al tener el potencial vector sélo componente tangencial, podemos tomar la
expresién 5.60. La dificultad que se tiene al intentar aplicar esta relacién a la funcién A, (r, ¢),
estd en que no es sencillo calcular las derivadas 9, y 0., ya que el potencial vector lo hemos puesto
en funcién del pardmetro k, el cual depende de p y de z, esto es, k(p, z). Con el fin de facilitar
dicho célculo se pueden emplear las siguientes férmulas:

OK(k) 1] E(k) OE(k) 1
ok Rla-w KW, g T ER KWL
Con todo ello, obtenemos:
_ 0Ay _ 0Ay 0k _ polz 1 - 0* + 2% +a?

BP - 62 - ak 82’ - 27Tp /7(04“[))24’22 |: ) a_p)2+22 (k) ’ (561)
By = 0,

10 1 04, ak} ol 1 [ a? — p? — 22 }
B, = ——((pAy)=-|Ap+p—7—7| =7 —F—— |K(k) + ————=E(k)| ,

pap(p ) p{ * TPk op 21 \/(a+ p)? + 22 ) (a—p)?+ 22 (k)

que son las componentes del campo magnético en un punto arbitrario del espacio.

A modo de ejemplo, vamos a calcular el campo magnético en un punto P cualquiera del eje
0OZ, a partir de la expresién general obtenida para B. Para ello, se identifican, primeramente, las
coordenadas de P,y después se introducen en cada una de las componentes del campo.

En nuestro caso las coordenadas son (0,0, z), por lo que p =0y k = 0. Al particularizar para
estos valores numéricos, vemos que K(0) = 7/2 y E(0) = 7/2, obteniendo el siguiente resultado:

[Bo(p, )], = 0.

y para la componente en z,

I 1 T a* -2
[B:(p:2)],0 & /;(;m[QJFMQ}
)
21 a2 + 22 |2 a? + 22
pol 1 20> pola®
T 1 etz (a2+22> T 2(a? + 22)3/2

encontrando el mismo valor que el hallado en el ejercicio de la espira circular.

5.20 Por una espira circular de radio a circula una corriente I. Dicha espira se encuentra en una regién
donde existe un campo magnético uniforme y estacionario. Determinar en los dos casos siguientes
la fuerza y momento resultantes que actdan sobre la espira. (a) El campo magnético B; es per-
pendicular al plano de la espira [Fig. 5.51(a)]. (b) El campo magnético By estd en el plano de la
espira [Fig. 5.51(b)].

R 2
13 _ /2 dt _ 172 1 9 1.4 1-3-5-...(2n—1) Y
K(k,ﬂ/2)—R0 m—% 1+Zk +@k + ...+ T 546,21 kT 4L
2 dt 1 k2 9 1.3.5 2 kS
ME(k,7/2) = ow/ - =% 1- %~k - 3as 5 -

V1—kZsen?t
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Y

Y
X X X X X KX X B
X X X X -\
X X X X \
X X X X
X XX
X X X X
X X X X |
X X X X X X X X

B
(@) (b)

Figura 5.51. (a) Campo magnético perpendicular al plano de la espira. (b) Campo B paralelo a uno
de sus didametros.

Resolucion

(a) Para calcular la fuerza emplearemos la definicién (5.20). En este primer caso, tomando un
sistema de referencia cartesiano en el que el eje OZ apunta hacia fuera del plano del papel,
el campo B; viene dado por (0,0,—B). A su vez, en general, dI' = (da’,dy’,0), con lo que
dl' x By = —Bdy'u, + Bdz'u,,. Introduciendo estos datos en la Ecuacién (5.20), encontramos:

F:I/ dl’xB:I/ —de'ux—l-de'uy:—IB/ dy/um—i—BI/ dz'u,

en donde el campo magnético B aparece fuera de las integrales por ser homogéneo. Teniendo en
cuenta que el sistema tiene simetria de revoluciéon en torno a un eje perpendicular al plano de
la espira, que pasa por su centro, puede hacerse un cambio de variable a coordenadas polares,
es decir, ' = acos¢’ e y = asin¢g’. Ademds, considerando un dl’ en el mismo sentido que la
densidad de corriente, esto es, en sentido horario, se tiene:

0

0
F = fIB/ acosqﬁ’d(b’urJrBI/ (—asen¢')d¢'u,
2

T 27
0

0
= —IBa/ COS(b/d(b/um—BIa/ sen ¢'d¢'u,
2

™ 2m

0 0
—IBa{/ cosqb'dgb'ux—ﬁ—/ senqﬁ’dqs’uy}:o,
2

™ 2w

Obsérvese lo ya dicho en otros ejercicios en relacién al sentido del dl’, y es que el sentido del
recorrido se introduce en los limites de integracién, razén por la cual integramos de 27 a 0, y no
a la inversa.

Para hallar el momento sobre la espira basta utilizar la expresién N = m x B. Para ello,
es necesario calcular, primeramente, el valor del momento magnético m. Aplicando la definicién
dada en 5.23, se tiene:

m = IS = —ISu, = I15(0,0,-1) = ma®1(0,0,—1).
Introduciendo este resultado en (5.24), se encuentra:

N =mx B =(0,0,-15) x (0,0,—B) =0.

(b) En este segundo caso el procedimiento es similar al del anterior apartado, pero para las nuevas
condiciones. Asf, tomando el campo magnético By = (0, B,0) y el dl’ habitual, se obtiene:

0

0
F = I/ —Bdz'u, = —BI/ (—asen¢’)d¢'u, = BIa/ sen ¢'d¢’u, = 0.
' 2

™ 27
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Para el momento de la fuerza N, con el citado campo Bs, se obtiene:
N=m x B =(0,0,-IS) x (0, B,0) = ISBu, = na’IBu, .

El valor obtenido para IN muestra que el momento tiene la direccién y sentido del unitario u,,
lo cual quiere decir que la espira tenderd, en un principio, a girar en torno al eje OX en sentido
antihorario (de izquierda a derecha).

5.21 Por un solenoide como el de la Figura 5.52, muy largo, de radio R = 10 cm, n = 1000 espiras por
unidad de longitud, y cuyo eje de revolucién coincide con el eje OY, circula una corriente [; = 1
A. En el interior de éste, se sitlia una bobina finita de radio 7o = 5 cm y Ny = 100 espiras muy
finas y apretadas, formando su eje un dngulo o con OY y coplanario con OY Z, por la cual pasa
una intensidad de Io = 0,5 A. Calcular: a) El momento de la fuerza sobre la bobina finita. b) La
energia potencial. ¢) El flujo del campo magnético B, a través del solenoide finito para la posicién
de equilibrio estable.

Figura 5.52. Solenoide muy largo con un conjunto de espiras muy apretadas en su interior.

Resolucion

a) Como ya se explicé en teoria, el momento mecdnico se define como N = m x B. De este
modo, para poder aplicar la anterior expresién es necesario conocer, primeramente, el valor m.
En nuestro caso, al formar el eje de revolucién de la bobina finita un dngulo « respecto del eje OY,
el vector normal al plano de una de sus espiras viene dado por n = (0, cos «, sen «). Utilizando
este vector, el momento magnético del circuito toma la formas:

m = JS = ISn = No15,5(0, cos a, sen ).

Obtenida esta magnitud, hay que calcular el valor del campo magnético que actia sobre las
espiras. Como ya sabemos, el campo B creado por el solenoide infinito en su interior, segin el
sistema de referencia de la figura, es el siguiente:

B= _:uOnIluyv
es decir, es un campo uniforme. Introduciendo este dato en la expresién de N, se tiene:

N =m x B = N3I55(0,cos a,sen o) x (0, —ponly,0) =

N = NoIySponlisenau, = 4,9 x 107 *senavu, ATm? .

b) La energfa potencial se obtiene directamente mediante la siguiente expresion:

E,=-m -B=—-Ny[,5(0,cosa,sena) - (0, —poniy, 0) =
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E, = ponNal1 I35 cosa = 4,9 x 1074 cosa J .

¢) La posicién de equilibrio estable se corresponde con un minimo de energia potencial (Figura
5.53). Asi, si examinamos el resultado del apartado anterior comprobamos que la energia es
minima cuando cosa = —1, es decir, para a = 7. Por esta razdn, si tenemos ademads en cuenta
que el momento de la fuerza sobre la bobina es un vector axial que tiene la direccién y sentido
de u,, quiere decir que el conjunto de espiras apretadas sufrird una rotacién de sentido horario
en torno al eje OX (que pasa por su centro), hasta situarse paralelamente al plano de las espiras
del solenoide, o lo que es lo mismo, con la normal al plano de cada una de las espiras que
forman la bobina, en la misma direccién y sentido que el campo magnético B creado por dicho
solenoide (—u,) (la normal se ha elegido teniendo en cuenta el sentido de la corriente). En estas
condiciones, el flujo a través de la bobina se obtiene calculando el flujo de By sobre una de sus
espiras, multiplicaindolo por en niimero total de éstas, o sea, N,

¢ = N2/ B1 . dSQ = NQ/ (7#077,[1)113; . dSQ (7111,) = NQ/ [L()TLIl dSQ = ‘LL()nIlNQSQ =
Sz SQ SZ

= ponly Nomr2 = 9,8 x 1074 Wb .
¢ :u’ 2 )

Figura 5.53. Posicién de energia minima para la bobina de N5 espiras.

5.22 Un campo magnético tiene simetria de rotacién. Encontrar una expresién sencilla para calcular
la componente B, del campo magnético, en un punto préximo a su eje de revolucién, supuesto
conocido el campo B, sobre dicho eje.

Resolucion

Dado que existe simetria de rotacion elegimos coordenadas cilindricas, viniendo el campo magnéti-
co B expresado por B = (B,, By, B.). Como se ha visto en otros ejercicios precedentes, la existen-
cia de simetrias en un sistema puede hacer viable la aplicacién de teoremas como el de Ampere o
el del flujo. En nuestro caso emplearemos la ley del flujo, ya que dicha ley proporciona informacién
de la componente radial en sistemas con simetria de translacién y rotacién (p. ej. hilo infinito).

Para hallar lo que se pide, consideremos una superficie en forma de cilindro de radio p muy
pequeno y altura Az (Figura 5.54), cuyo eje de revolucién coincide con el eje de simetria del
campo. Supongamos, por comodidad, que dicho eje coincide con un eje OZ. A partir del teorema
del flujo (Seccién 5.2), se obtiene:

?{B-dS:O:/(BP,B¢,BZ)-dS:O,
S S
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en donde S denota la superficie cilindrica cerrada. Con el fin de desarrollar la anterior integral, se
descompone la superficie en tres partes: (a) Base superior S1, dS = dSn; = (0,0,1)dS. (b) Base in-
ferior S, dS = dSny = (0,0, —1)dS. (c) Superficie lateral Sr, dS;, = dSny, = dSu, = (1,0,0)dS.
Considerado esto, se tiene:

//S(BP,B(z,,BZ)-dS

/ (BP’B¢vBZ) : (0507 1)dS
S1

+ / (B,, By, B.) - (0,0, -1)dS
Sy Z+AZ

+ / (B, By, B.) - (1,0,0)dS = 0.

St
Haciendo los productos escalares que aparecen en cada suman- S L AZ
do,

/ B.dS — B.dS + B,dS =0. *
Sy Sa St

A diferencia de otros ejercicios donde habia simetria de trans-
lacién, en el presente caso la componente B, de la primera ‘ z
integral y B, en la segunda no tienen por qué ser iguales, ya S

que B, = B.(p, z). Teniendo en cuenta que que la superficie 2

S1 se encuentra a una altura Az de Ss, se puede escribir,

B.(p,z+ Az)dS — B.(p, z)dS +/ B,(p,z)dS =0. Figura 5.54. Superficie cilindrica
S1 S St cerrada.

Al ser las areas dS; y dSs en médulo iguales, se pueden reagrupar los dos primeros términos, esto
es,

[ (o2 + 82 = Bulp.)ds + [ Bylp.ds =0,
52 SL

Al ser la distancia Az entre las dos bases del cilindro muy pequena, B, (p, z + Az) puede desarro-
llarse en serie de Taylor en torno a z, o sea,

9B, (p,
/ {Bz(p7 z) + %Az +...— B.(p, z)] ds + B,(p,2)dS ~
Sa z SL

0B, (p,

/ MAzpdpd(b—i—/ B,(p,z)pdodz = 0. (5.63)
Sa 0z St

Analicemos ahora la igualdad obtenida. En el primer término aparece 9B, (p, z)/0z que, en ge-

neral, es una funcién f(p, z). Ello hace que al aparecer en la integral p y ¢ como variables inde-

pendientes, necesitemos conocer la forma de dicha funcién para poder llevar a cabo el cédlculo.

Ademsds, al ser la superficie Sy infinitamente pequena puede suponerse que B, (p, z) no varia

a penas con p sobre dicha superficie, por lo que aproximarse respecto de su valor en p = 0, esto
es,

0B,(0, z

B.(p2) = B.(0,2) + (a(p)> Ap.

De este modo, la derivada que aparece en la Ecuacién (5.63), queda:

9B.(p, 2) _ 9 9B.(0, 2)
92 Az = 5 B,(0,z) + 25 Ap | Az
_ 0B.(0,z2) 0?B.(0, 2) _ 0B.(0,2)
B 9z dz0p Aphzs =5 A%,
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5.23

5.24

5.25

5.26

va que el término en el que aparece el producto de ApAz puede despreciarse por ser un infinitésimo
de orden superior. Introduciendo este resultado en la integral, obtenemos:

g WAzpdpdgb—i—/s B,(p,z)pdepdz = 0.

2 L

Analicemos ahora cada uno de los sumandos. En el primero 0B,(0, 2)/0z se puede sacar del
integrando, ya que al evaluarse en p = 0 depende sélo de z, no siendo esta variable ninguna de
las de integracién (p o ¢). Por otra parte, B,(p,z) en el segundo término se integra sobre Sp.
Ello hace que p permanezca constante sobre esta superficie, de lo cual se infiere que B,(p, 2) es,
en realidad, una funcién sélo de z en esa integral. Por esta razén, al ser z una de las variables
de integracién necesitamos conocer la forma de B,(p,z) para hacer el célculo. Sin embargo, si
tenemos en cuenta que la altura del cilindro es muy pequena, podemos suponer que la componente
radial del campo practicamente no varia a lo largo de Az, lo cual implica que B, puede situarse
fuera del simbolo integral. Considerando todo lo dicho, tenemos:

B
wm/ pdpd¢+3p(p,z)p/ dpdz =0 =
0z So St
B B
WAM,)2+BP(,O,Z) 2mpAz=0 wwrwp(p,z) =0,
Oz 0z
y despejando B,
_P9B:(p,2)
By(p,2) = -5 =25 (5.64)

PROBLEMAS PROPUESTOS

Imaginese un solenoide muy largo de n espiras por unidad de longitud, por el que circula una intensidad
I, situado con su eje de revolucién coincidente con el eje OZ. Suponiendo el modelo de espiras
apretadas, calcular utilizando la ley de Ampere: (a) El campo B creado en cualquier punto interior
del mismo. (b) El campo magnético producido en un punto exterior.

Solucién:

(a) ponlu,. (b) O

Determinar el campo B producido por un plano infinito que coincide con el Y Z, en cualquier punto
del espacio, si la densidad de corriente superficial es j, y tiene la direccién de OY.

Solucién: B = B, = (uojs)/2 T.

Por un solenoide ideal infinitamente largo de radio @ y con un nidmero de vueltas por unidad de
longitud igual a n circula una corriente I. a) Razonar cudl es la direccién del potencial vector A en un
punto genérico y de qué variables depende su médulo. b) Evaluar el potencial vector dentro y fuera

del solenoide y representar graficamente el resultado obtenido.

Por una espira cuadrada de lado L = 10 cm circula una corriente de /200 A. Calcular el campo
magnético en su centro.

Solucién: 16 x 10~° T.
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5.27

5.28

5.29

5.30

El sistema de la Figura 5.55 consta de una espira cuadrada de
lado 2L y de una semiespira circular, unidas por los puntos a y b
de la figura. Calcular el campo B en el origen de coordenadas.

Solucién:
By — Mol 3V2Zml
a2 aL
El sistema de la Figura 5.56 consta de una espira cuadrada de

lado [ = 2m, centrada en el origen de coordenadas, y una espira
circular de radio a = 1 m, paralela al plano que contiene a la
anterior, cuyo centro se encuentra en el punto (0,0,3) m. Ambas
estan recorridas por por intensidades I; e I, respectivamente. Se
pide: a) El campo B resultante en el punto P de coordenadas
(0,0,2) m en funcién de I; e I5. b) La relacién entre ambas
intensidades para que el campo B sea nulo.

Solucién: (a) B = (0,171 + 0,05I3)pou,; (b) I ~ —0,315.

El sistema de la Figura 5.57 muestra una espira formada por dos
segmentos y dos arcos de circunferencia de radios Rj= 5 cm y
Ry= 8 cm. La intensidad que circula es I=1,5 A. Se pide: a)
Calcular el campo B resultante en el punto O. b) Calcular el
potencial vector A en el punto O. Si posteriormente se supone
que ademas en existe un hilo conductor muy largo, situado en O
y de direcciéon OZ, por el que circula una corriente segin +oz,
siendo la intensidad I;=1 A, se pide: c) Determinar la fuerza que
actda en cada elemento de la espira dibujada ab — bc — c¢d — da
debido a la presencia del hilo.

Solucién: (a) 1,8 x 1076 T". (b) 7,0 x 10~8(—u, +u,) Tm . (c
ab: 1,4 x 10~"u, N; ed: —1,4 x 10~ "u, N; be,da: 0 N.

Figura 5.55. Espira cuadrada y
espira semicircular.

>

z

r(0,0,2)

X

Figura 5.56. Espira cuadrada y
espira circular.

R,

X

Figura 5.57. Espira formada por
dos segmentos y dos arcos de cir-

cunferencia.

Utilizando la expresién (5.64), calcular el campo magnético creado por una espira circular de radio
a por la que circula una intensidad I, en un punto P cercano a su eje de revoluciéon. Comparese el
resultado encontrado a partir la relacién (5.61), considerando los primeros términos del desarrollo en

serie para K(k) y E(k).
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5.31 El circuito de la Figura 5.58 puede considerarse formado I
por dos cuadrados de lados L = 2m. Calcular el campo B
en el centro del cuadrado de la izquierda.

P -7
Solucién: 6,38 > 107" T. Figura 5.58. Circuito constituido por dos

cuadrados.

5.32 Se dispone de un iman'cilindrico cuyo eje coincide con
el OZ, como se muestra en la Figura 5.59. El iman per-
manece en una posicién fija, su campo B posee simetria
de revolucién alrededor de OZ siendo su componente tan-
gencial nula. Por una espira circular de radio b, situada en
un plano perpendicular al eje OZ y con centro en dicho
eje, circula una corriente cuya intensidad es I, tal como se
indica en la figura. Si en los puntos de la espira el médulo
del campo magnético debido al imén es B, y el dngulo que
forma con el eje OZ es a, determinar la fuerza que actia
sobre la espira debida a dicho campo (mddulo, direccién y
sentido).

Solucion: F = —IB cos a2rwbu,. . L
Figura 5.59. Iman cilindrico.

5.33 Por un solenoide semiinfinito de n espiras por unidad de longitud, de radio R, y cuyo eje de revolucién
coincide con el eje OY, circula una corriente I; (Fig. 5.60). Una espira de radio r << R se sitda
con su centro sobre el mismo eje paralelamente al plano de las espiras de la bobina a una distancia
d (d >> R) alejada (no infinita) de ésta. Obtenga, razonadamente: a) El campo B creado por el
solenoide en el centro de la espira. b) El flujo del campo magnético creado por la bobina a través de
la espira. c) El efecto mecdnico que se provocard en la espira, frente a una pequefia rotacién de ésta
alrededor de un eje que pasa por su didmetro, si por ella circula una corriente Is como se muestra en
la figura. Dato: (1+2) /2~ 1—2+..., para |z| < L.

V4

Figura 5.60. Solenoide semiinfinito.

Solucién: a) ponli R?/(4d*)uy, b) ponly R?mr? /(4d?).

15La magnetizacién del imdn, no tiene relevancia alguna de cara a los célculos que se piden. Los conceptos
referentes a el magnetismo de la materia se expondran en el capitulo siguiente.



CAPITULO

MAGNETISMO DE LA
MATERIA

En este capitulo vamos a estudiar el comportamiento de la materia en presencia de campos
magnéticos. Dar una explicacién exhaustiva del magnetismo de las substancias requiere la utili-
zacién de la fisica cudntica, lo cual estd fuera del alcance de este libro. Por esta razén, utilizando
la fisica clasica nos limitaremos a dar una explicacion cualitativa y conceptualmente sencilla que,
aunque poco rigurosa, nos permita hacernos una idea aproximada del fendmeno de la magnetiza-
cién.

6.1. MAGNETIZACION DE LA MATERIA

La idea bésica parte de la propia constitucién de la materia a nivel microscépico. Asi, los gases,
liquidos y sdlidos se hallan constituidos por dtomos, los cuales desde un punto de vista clasico
estdn formados un nticleo formado por protones cargados positivamente y neutrones; ademas,
alrededor de este nucleo se encuentran cargas eléctricas negativas, denominadas electrones, en
orbitas cerradas definidas. Si, por otra parte suponemos que el nimero de electrones y protones
es el mismo, obtenemos un modelo de atomo eléctricamente neutro. De este modo, la materia
puede entenderse como formada por circuitos del orden de las dimensiones atémicas por los que
circula una determinada corriente, produciendo, por lo tanto, un campo magnético. Teniendo en
cuenta que dichos circuitos son muy pequenos comparados con la distancia a la cual se percibe
el campo, puede asimilarse el comportamiento de cada uno de ellos al de un dipolo (visto en
el Capitulo 5). En definitiva: desde el punto de vista magnético la materia es equivalente a un
conjunto muy elevado de dipolos magnéticos. Esta sera para nosotros la hipotesis basica que nos
permitird avanzar en el concepto clasico de magnetismo.

A partir de aqui, se define el campo vectorial magnetizacién M, como el momento dipolar
magnético por unidad de volumen,

., Am dm
M= lm v = av (6.1)

siendo Am el momento dipolar de un elemento de volumen AV. La magnetizacién se mide en
Am™'.

213
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6.2. CORRIENTES DE MAGNETIZACION

Partiendo de la hipdtesis realizada referente a la constitucién de la materia, parece légico que si
sumamos todas las contribuciones de los dipolos que la componen habré veces que encontremos
un campo magnético no nulo en determinado punto del espacio. En tal caso, es de interés saber
cudl es este campo. Para ello, bastaria calcular el potencial vector en un punto P debido a toda
la substancia y, a partir de éste el campo magnético B. Con este fin, tomando la Ecuacién (5.25)
para el A de un dipolo y sumando para todos los que componen el material, se tiene:

Ay = 1o {/ VM) o M} ds'. (6.2)

 4rm v — 1’| g |r—r'|

Si comparamos esta expresién con las dadas para el potencial vector en el Capitulo 5 se aprecia
como en lugar de V' x M(r’) y M(r') x n aparecen las densidades de corriente volumétrica y
superficial jy y js, respectivamente. Por esta razén se puede hacer un simil diciendo que el A
encontrado seria equivalente al que crearia una corriente volumétrica de valor:

jm =V'x M, (63)

y a una corriente superficial,
Jms =M x n, (6.4)

donde n representa el vector normal exterior a dicha superficie. A estas corrientes se les denomi-
na, densidad de corriente de magnetizacién volumétrica y densidad de corriente de
magnetizacién superficial, respectivamente. De este modo podemos reescribir la expresién del
potencial de la siguiente forma:

_ Ho Jm / Jms ’
A= 10 {/V v +]i/ —|r_r,|d5}. (6.5)

En definitiva, lo que muestra este resultado es que, el efecto provocado por un material mag-
netizado es el mismo que el que producirian estas corrientes. Por esta razén, las substancias se
pueden suponer compuestas por un conjunto de corrientes j,, y jms-

Encontrado el valor del potencial el campo magnético B viene dado por

Ho Jm x (r—1') % Jms x (r —1')
Br)= o [ Imxr—r) Jms X (r —17) ol
= o e e

1

Por dltimo hay que dejar claro que j,, ¥ jms, 70 son corrientes de conduccion' como las estudiadas

en el Capitulo 5, sino ligadas a la materia.

6.3. EL CAMPO MAGNETICO H

Como acabamos de ver, la materia magnetizada puede crear un campo magnético, el cual puede
explicarse a través de las corrientes j.,, ¥ jms; por otro lado, las cargas eléctricas en movimiento
o libres constituyen lo que se denomina corrientes de conduccién. Como consecuencia de ello la
Ecuacién (5.1) puede escribirse como,

V x B(r) = poj = po (Je +Jm) - (6.6)

1La corriente j. es realmente la tinica que aparecia en los problemas del tema anterior, sin embargo escribiamos
j en vez de j¢; la razén de ello es doble. Por una parte, al no haber estudiado todavia la magnetizacién, no procedia
hacer distincién alguna, pudiendo incluso haber confundido al lector. Por otra, quizd mas importante, es que en
el teorema de Ampere entonces estudiado, si debe figurar j, ya que esta ley para B se refiere a todas las corrientes
que pueda haber (véase el apartado 6.4), por lo que de haber escrito j. podria habernos hecho pensar que el campo
magnético B sélo puede ser producido por corrientes de conduccién, lo cual evidentemente es falso.
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Nétese como en la Expresién (6.6) no se ha incluido j,,s, que también es una de las densidades
definidas como consecuencia de la existencia del campo M. La razén de ello es que, la ecuacién
diferencial en derivadas parciales (5.1) estd definida sobre una regién abierta del espacio, estando
la informacion referente a la superficie y a sus corrientes fijada en las condiciones de contorno, no
teniendo que aparecer, por lo tanto, en dicha ecuacion.

Introduciendo la Ecuacién (6.3) en (6.6), y operando, encontramos:

B
V x [ — M} =Je- (6.7)
Ho
A esta magnitud que aparece entre corchetes se le denomina campo magnético H, esto es,
B
p— B0 (6.8)
Ho

. . . . . -1
Las unidades de H en el sistema internacional son las mismas que las de M, o sea, Am™ .

Una vez definida esta magnitud, la expresién diferencial independiente del tiempo queda como
sigue:
V xH =j. (6.9)
La Ecuacién (6.9) establece que una corriente de conduccidn crea una campo magnético H, o lo
que es lo mismo: la corriente j. es una posible fuente de campo H. Es importante notar que no
estamos excluyendo otras fuentes para este campo; asi, despejando B de 6.8, e introduciéndolo
en 5.2, se tiene:

V-H+V-M=0=V-H=-V-M, (6.10)

de lo cual se deduce que, aquellos puntos del espacio en donde exista una divergencia de M
distinta de cero, habra una divergencia de H no nula y, en consecuencia, nacimiento o muerte
(dependiendo del signo) de lineas de campo H.

Ademas, existiria una tercera fuente de campo H, cual es, la variacién del desplazamiento
eléctrico D con el tiempo, si bien, al no estudiar todavia campos variables, esta posibilidad no
nos afecta en el presente tema (véase Capitulo 10).

6.4. LEY DE AMPERE PARA EL CAMPO H

El teorema de Ampere es la expresion integral de la Ecuacién (6.9) y establece que: La circulacion
del campo magnético H a lo largo de una trayectoria cerrada I', solo depende de la intensidad neta
debida a la corriente de conduccion que atraviesa cualquier superficie abierta S cuya frontera es
I', es decir,

j{H-dl =1, (6.11)
r

denotando con I, la intensidad correspondiente a las corrientes de conduccion. En forma alterna-
tiva, la Ecuacién 6.11 se puede escribir del siguiente modo:

H~d1:/jc-dS:/jc-ndS:Ic. (6.12)
oS S S

Obsérvese como en la Ecuacién (6.12) s6lo aparecen las corrientes de conduccién, mientras que en
la Expresion (5.5) se incluyen todas las corrientes, esto es, las de conduccién j. (corriente libre)
y las de magnetizacion j,, y jms (corriente ligada). La razén se encuentra, basicamente, en que
al pasar de la Ecuacién puntual (6.6) a la forma integral desaparecen las condiciones de contorno
(superficie del material), teniendo que introducir la informacién referente a la frontera en dicha
integral?.

2Al incluir en la integral todas las corrientes debe tenerse cuidado, ya que no todas ellas se pueden sumar.
Si analizamos las densidades que intervienen observamos que je y jm se miden en Am~2, pero las unidades de
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6.5. TIPOS DE MAGNETISMO

Podemos decir que, basicamente, existen dos tipos de magnetismo: el magnetismo débil y el
magnetismo fuerte o intenso. Al primero corresponden el diamagnetismo y paramagnetismo , y al
segundo el ferromagnetismo. Las caracteristicas fundamentales de todos ellos se manifiestan por la
relacion existente entre el vector magnetizaciéon y el campo magnético H o, equivalentemente, por
la dependencia funcional de B frente a H. En este sentido, es posible caracterizar a los materiales
magnéticos mediante la relaciéon M = M(H). En general, M = x,,(H)H, en donde x,, es la
susceptibilidad magnética, que puede ser una funcién de H. Por ello, B = pp[l + xm(H)H =
wop-(HH = pu(H)H, siendo p la permeabilidad magnética del material y p, la permeabilidad
magnética relativa. Teniendo esto en cuenta, podemos hacer la siguiente clasificacién bésica:

(a) Materiales diamagnéticos. En ellos x,,,(H) es constante, pequena y negativa, por lo que
iy es algo menor de 1. Las relaciones M = M(H) y B = B(H) son lineales.

(b) Materiales paramagnéticos. xm,(H) > 0 y constante, y p, > 1; también las funciones
M = M(H) y B = B(H) son lineales.

(c) Materiales ferromagnéticos. Aqui la relacién M = M(H) no es lineal (Figura 6.1), siendo,
por lo tanto, ., vy g funciones del campo H. En estas substancias la relacion B = B(H)
y M = M(H) se denominan, ciclo de histéresis en el plano B — H y en el plano M — H,
respectivamente. Con el fin de saber en qué parte del ciclo nos encontramos, denominaremos

B

)
=
k\;*l“ g

Figura 6.1. Ciclo de histéresis B = B(H). B, representa el campo magnético remanente y el H, el
campo magnético H coercitivo.

al tramo OA curva de primera imanacion, y a los recorridos AC y CA, curvas de sequnda y
tercera imanacion, respectivamente. El diagrama M — H puede obtenerse a partir del ciclo B— H
utilizando la relacién general B = po(M + H).

6.6. CIRCUITOS MAGNETICOS

Un circuito magnético es, en general, un sistema formado por materiales magnéticos, frecuen-
temente en presencia de corrientes eléctricas, aunque no necesariamente (por ejemplo, el iman
permanente). El circuito mas representativo es, quizé, el denominado electroimén, representado

jms son Am~™!, por lo glue no pogemos expresar la glensidad total como j = je + jm + jms. Sin embargo, no hay
dificultad si escribimos Sj -dS = S(jc +jm) - dS+ Sjms -dS. La razoén de ello estriba en que, al extenderse jms
por una superficie, el producto (interseccién) jms - dS es una regién unidimensional, lo cual implica que el dominio
de integracién, para g jms - dS, no es una superficie sino una curva (véanse los Problemas 6.8 y 6.9). De este
modo dS se comporta como si fuera un elemento de longitud dl, haciendo que las dimensiones de este integrando
sean amperios, exactamente igual que las de (je + jm) - dS.
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en la Figura 6.2(a). Este est4 formado por dos partes, una correspondiente al material, a la que lla-
maremos hierro, y otra vacia nombrada entrehierro®. Ademas, se tiene uno o varios arrollamientos
de espiras por las cuales se hace circular una intensidad. Con todo ello, la cuestién fundamental
es la determinacion de los campo H, M y B, en todas las partes del hierro y entrehierro.

VR
P~ ley
o 1
1e1 2 n,
(a) (b)
nl <« — Il2

M‘atev,ri‘al Entyéhierro 1

Superficie cerrada
()

Figura 6.2. (a) Electroimén. (b) Superficie cerrada que relaciona tres partes diferentes del hierro.
Las superficies que no hemos marcado no intervienen en el célculo del flujo, ya que se supone que el
campo H es paralelo a las superficies externas del material. (c) Superficie cerrada en forma de cubo
que contiene, parte del hierro y parte del entrehierro.

Para resolver un circuito magnético se pueden seguir los siguientes pasos:

1) Aplicacién de la ley de Ampere para el campo H. Para ello es necesario elegir una curva.
Como el problema se resuelve de forma aproximada, se toma una linea media que incluya todos los
elementos que forman parte del sistema (materiales que intervienen y entrehierro si lo hubiere).
Para sistemas de varias mallas, se eligen tantas curvas para aplicar la ley como sean necesarias.
Ademés, hay que prefijar un sentido para el recorrido en que se calcula la circulacién. Esto es
importante, ya que en funcién de como se haga, asi serd la orientacion de la superficie, lo cual
afecta directamente al signo de la intensidad [Figura 6.2(a)].

2) Flujo de B. Con este fin, se toma una superficie cerrada de geometria sencilla en donde
haya un cambio de material o en un mismo material si existe variaciéon de la seccion del mismo;
también se utiliza en zonas donde el material se bifurca (nudos). Con ello se pretende obtener
ecuaciones donde se relacionan los campos magnéticos B en las distintas partes del sistema. Salvo
que se diga lo contrario se suele considerar que no existe flujo disperso [Figura 6.2(b) y (c)].

3) Ecuaciones materiales. Se plantean las ecuaciones que relacionan el campo By el H, para
los distintos materiales que componen el sistema.

Planteado esto, la forma de operar depende de cada problema concreto; no obstante, dado
el interés practico, con frecuencia se quiere conocer el campo B en el entrehierro. Para ello, una
forma de proceder puede ser la siguiente:

(a) De las ecuaciones (3) despejar el H en funcién de B para el entrehierro y para los materiales

3En realidad, un electroiman puede estar constituido por més de un material; nosotros partimos de este esquema
por sencillez, siendo extensible la forma de proceder a un caso mas complejo.
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6.1

lineales que intervengan, e introducirlo en la ecuacién (1). De esta manera se obtiene una nueva
ecuacién en la que aparece el Hy, (del hierro) y los campos B, del entrehierro y demds materiales
B;(si los hay).

(b) Despejar B, y B; en funcién de Bj, mediante lo obtenido en 2.

(¢) Substituir este resultado (b) en (a). Con ello se llega a una ecuacién en la que se relaciona
By, del material con Hj, del material, esto es By, = Bj,(H}y,). A esta ecuacién se le denomina recta
de funcionamiento (véase Figura 6.3).

Y
/00

"n 0 \Il

Figura 6.3. La recta de funcionamiento corta, en principio, en tres puntos diferentes al ciclo de
histéresis. El punto de todos ellos que se utiliza para los calculos, denominado punto de funcionamiento,
depende de la parte del ciclo donde el sistema realmente se encuentra. Asimismo, para un sistema
concreto, tenemos una recta de funcionamiento para cada intensidad, siendo dichas rectas, por lo
tanto, paralelas entre si (misma pendiente), pero de distinta ordenada en el origen.

(d) Una vez hallada la recta de funcionamiento, el punto exacto (H, B) donde nos encontramos
para determinado valor de la intensidad, se encuentra a partir del sistema de ecuaciones formado
por la recta antedicha y la ecuacion que relaciona By con Hj del material. En el caso de un
material diamagnético o paramagnético, B = B(H) es una relacién lineal; en el caso de un
ferromagnético la relacién viene dada por el ciclo de histéresis de cuerpo. En definitiva, lo que se
hace es calcular la interseccién entre la recta y la ecuacion material correspondiente.

(e) Conocido el valor de Hy, y By, a partir de de la relacién de flujos (2), se calcula el campo
en el entrehierro.

PROBLEMAS RESUELTOS

Una barra cilindrica muy larga de radio R, cuyo eje de revolucién coincide con el eje OZ, tiene
una magnetizaciéon homogénea dada por M = M u,. Calcular las corrientes de magnetizacion
volumétrica y superficial.

Resolucion

Al ser una barra cilindrica muy larga y tener una magnetizacién uniforme en la direccién del eje
0OZ, el sistema posee simetria de translacién y de rotacién. Por esta razon es conveniente, que no
imprescindible, utilizar coordenadas cilindricas (p, ¢, z). De este modo, se tiene:

o = V' x M(r') = V' x (0,0,M) =0. (6.13)
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6.2

Este resultado es logico, ya que al tener la magnetizacién el mismo valor en todos los puntos
interiores a la barra, las derivadas parciales respecto de z se anulan.

Con respecto a la densidad de corriente de magnetizacién volumétrica, debemos aplicar la
relacién,
Jms = M(r") x n, (6.14)

en donde, como se puede observar, aparece el vector normal a la superficie. Al ser una barra
larga podemos considerar que las bases de la misma estan muy lejos, por lo que sélo tendremos
en cuenta la superficie lateral. Por otra parte, por las caracteristicas geométricas de la misma, la
normal cambia de direccién a medida que variamos el angulo ¢; sin embargo, en las coordenadas
elegidas la expresién de n es sencilla, ya que tiene la direccién y sentido del vector u,, esto es,
n =u, = (1,0,0). Introduciendo este dato en la Ecuacién (6.14), se tiene:

Jms = (0,0, M) x (1,0,0) = (0, M,0) = Mu, ,

lo cual quiere decir que tenemos una densidad superficial homogénea, es decir, es la misma en
todos lo puntos de la superficie de la barra.

Resolver la misma cuestién del problema anterior suponiendo ahora que la barra tiene una longitud
finita L.

Resolucion

Para solucionar este ejercicio debe seguirse el mismo procedimiento que en el caso anterior. La
tnica diferencia es que, al ser un cilindro finito, las bases de la barra no estdan muy alejadas y
hay que tenerlas en cuenta (vedse Figura 6.4). De este modo, todo lo referente a las corrientes
de magnetizacion volumétrica el resultado es el mismo, ya que la barra estd homogéneamente
magnetizada. Respecto de la densidad superficial debemos hacer tres calculos diferentes:

Figura 6.4. Barra homogéneamente magnetizada.

Superficie 1

Segun se aprecia en la figura, la superficie 1 se corresponde con la base de la derecha, por lo que
su vector normal asociado es el n; = (0,0, 1). Aplicando la Ecuacién (6.14), se tiene:

jmsl :M(I‘/) Xnp = (OaOaM) X (0a071) =0.

Superficie 2

Este caso se refiere a la superficie de la izquierda, cuya normal es ny = (0,0, —1). Introduciendo
esto otra vez en la Ecuacién 6.14, encontramos:

Jms2 = M(r') x ny = (0,0, M) x (0,0,—1) =0 .
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Superficie 3

La densidad de corriente de la superficie lateral ya fue estudiada en el ejercicio anterior, donde
se hallo:

jmss = (0,0, M) x (1,0,0) = (0,M,0) = Mu, .

Si analizamos con detenimiento los resultados precedentes llegamos a la conclusion de que, la barra
finita posee sélo corrientes de magnetizacion superficial en la superficie S3. Esto geométricamente
se puede representar como se muestra en la Figura 6.5, lo cual recuerda a un conjunto de espiras
arrolladas en el vacio por las que circula una intensidad I. Por ello diremos que un cilindro de
longitud L magnetizado uniformemente en la direccién de su eje es equivalente a un solenoide
finito de la misma longitud. Asi, el campo magnético B creado por ambos es el mismo. Esto
no debe interpretarse como que una barra y una bobina son lo mismo; en modo alguno. Lo que
equiparamos son los efectos producidos respecto de B, que no los dos sistemas.

Figura 6.5. Solenoide equivalente.

Para poder calcular este campo, necesitamos una funcién en la que intervenga la magnetizaciéon
M, ya que es el tinico dato que tenemos del cilindro, desde el punto de vista magnético. Con este
fin, tomamos la ecuacién obtenida en el capitulo anterior para el solenoide finito, esto es:

B_ pond

(cos g + cos az)u,.

Si analizamos esta expresién vemos que el producto nl tiene dimensiones de A /m. Por otra parte
sabemos que j,,s representa una densidad de corriente superficial, igual a la carga por unidad
de tiempo y por unidad de longitud (situada sobre la superficie) perpendicular al movimiento
de las cargas. De esto se infiere para nuestro caso que |jms| = M = nl (obsérvese como M y
nl se miden en A/m). En definitiva, si construimos una bobina de longitud L y radio R tal que
nl coincida con la magnetizacién uniforme del cilindro de las mismas dimensiones, no podremos
distinguir entre los campos B creados por ambos sistemas. Es en este sentido es en el que se habla
de solenoide equivalente.

Aclaracion: Obsérvese que la igualdad de los campos se refiere dnicamente al campo magnético
B.

6.3 Una barra cilindrico-circular, de longitud # = 0,2 m y radio » = 0,03 m, tiene una imantacién
homogénea M = 15000 A/m en la direccién de su eje. Calcular los campos B y H sobre el eje,
en el centro y en el extremo. Hacer las representaciones graficas de B, M y H en funcién de su
distancia al centro. Dibujar cualitativamente las lineas de campo de B, M y H.
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Resolucion

Magnéticamente, la barra es equivalente a un solenoide cuya densidad de corriente por unidad de
longitud coincide con la densidad superficial de corriente de magnetizacién j,,s de la barra:

j =nl (solenoide) < jn,s = M (barra).

Aplicando la férmula para el campo magnético creado por un solenoide recto en un punto cual-
quiera de su eje
ponl

B= (cosay + cosag) = Ho (cos iy + cos az).

En el centro:

M 4 107 x 15000 0,03
2 cos [arctg (E/T2>} - T X 2 cos {arctg( 4 )] =0,018 T.

Ho
B:
2 0,2/2

En el extremo:

M 4 1077 x 1
B = u02 cos [arctg (%)} _ Amx 10 5 x 15000 cos [arctg <O(; 023” = 0,0093 T.

Para hallar el campo magnético H aplicamos la definicién H = (1/p,)B — M.

En el centro: 0.018
- _ = — 2
H = 1 < 10=7 15000 A/m 6,3 x 10° A/m.

El signo negativo indica que en el centro H y B tienen sentidos opuestos. En el extremo, H es
discontinuo; en el interior de la barra, pero infinitamente cerca del extremo, el campo no es igual
que inmediatamente en el exterior.

Dentro (en el extremo):

0,0093
H=—"—7"—-1 A/m=— 10% A/m.
<107 5000 A/m 76 x 10° A/m

La magnetizacién es M, dato del problema.

Fuera (justo donde termina la barra):

0,0093

7I

En este caso la magnetizacién es nula, ya que estamos en el vacio. Este resultado puede entenderse
bien, segtn lo explicado en teorfa. Asi, segin la Ecuacién (6.10), se tiene:

e Superficie S.

En esta parte nacen lineas de M [Figura 6.6b(2)], luego V- M > 0 y por la Ecuacién (6.10)
se cumple que V - H < 0, lo cual implica que, en los puntos pertenecientes a esta superficie de la
barra deben morir lineas de H [Figura 6.6b(3)].

e Superficie S5.

Aqui mueren lineas de M [Figura 6.6b(2)], o sea, V- M < 0, por lo que V- H > 0. Esto
significa que, sobre la superficie Sy deben nacer lineas de H [Figura 6.6b(3)]).

Si analizamos las graficas cualitativas de los campos obtenidos dentro y fuera del cilindro,
encontramos una cuestion interesante. Asi, se observa que el campo magnético lo forman lineas
cerradas continuas en todo el espacio, sin embargo, el campo H se comporta de diferente manera
en el material que en el vacio. Debido a la discontinuidad existente en los extremos de la barra, H
va, por el exterior, del polo norte del material al polo sur; por el interior de la misma, las lineas
nacen también en el norte y mueren en el sur (contrariamente a lo que ocurre con B), lo cual
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Figura 6.6. (a) En esta gréfica se representan los campos, B, M y H en funcién de la distancia z.
(b) Forma cualitativa de B, M y H. Obsérvese la discontinuidad de H en las superficies laterales de
la barra.

significa que, dentro del material va a existir un campo H en direccién opuesta a la magnetizacién.
A este campo se le denomina campo Hy desmagnetizante, ya que tiende a disminuir el vector
magnetizaciéon. Dicho campo es proporcional a la magnetizaciéon y se puede expresar como,

Hy = NyM, (6.15)

en donde Ny es el factor desmagnetizante. Este coeficiente depende de la geometria del cuerpo

magnetizado objeto de estudio, y su calculo es laborioso?.

6.4 Un solenoide recto y muy largo tiene 20 espiras por mm y circula por ellas una corriente de intensidad
3 A. Calcular los campos magnéticos B y H en su interior. Repetir el calculo si el solenoide se llena
con un material magnéticamente lineal e isétropo de susceptibilidad 20.

Resolucion

Sin material en el interior del solenoide, el campo es:

B=ponl =47 x 1077 x 2 x 10* x 3 =0,0754 T,

4Este factor desmagnetizante sélo se puede hallar de forma exacta en el caso de un elipsoide. Para ver informacién
del célculo y tablas para diferentes dimensiones de elipsoides pueden consultarse los articulos:

-J.A.Osborn, ”Demagnetizing Factors of the General Ellipsoid”, Phys.Rev, 67, (1945), pp. 351-357.

-E.C.Stoner, ”The Demagnetizing Factors of Ellipsoids”, Phil.Mag. [7] 36, (1945), pp. 803-821.
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6.5

y para el campo H,

B
H=—=nl=6x10* A/m.
Ho

Cuando se introduce un material dentro del solenoide no se puede obtener directamente el campo
B, ya que éste depende de H y de M en este caso se calcula primero H y, a posteriori, el campo
B a través de la Ecuacién (6.8). No obstante, mediante este procedimiento, puede existir todavia
una dificultad. En efecto, si se introduce un material dentro del solenoide muy largo, el campo
magnético H tendra su origen en las corrientes de conduccion que circulan por el carrete, asi como
en los puntos de la substancia en donde V - M # 0. Por esta razén, en el mejor de los casos, aun
suponiendo que el la substancia introducida se magnetizase homogéneamente, vamos a tener en
los extremos del material una divergencia de M distinta de cero, dando como consecuencia un
campo H,; desmagnetizante (Véase problema anterior), no haciendo evidente el célculo del campo
H real existente dentro del cuerpo. Sin embargo, en el caso que nos ocupa, se interpreta que la
bobina muy larga se llena completamente con una barra paramagnética, pudiendo despreciar, por
tanto, dicho campo desmagnetizante®. Teniendo esto en cuenta, H serd producido sélo por la
corriente de conduccién, pudiendo escribir:

H=6x10" A/m .

Obtenido el H, el campo magnético B es inmediato,

B=pug(1+xm)H=1,58T.

Un conductor cilindrico de radio R, paramagnético de u,. conocido, transporta una corriente ho-
mogénea I.. Calcular la relacién entre las distancias p. de un punto exterior al cilindro (su eje) y
la p; de la correspondiente a un punto interior, sabiendo que en ambos puntos el B es idéntico.

Resolucion

Tal y como se han enfocado otros problemas, se deben analizar, primeramente, las simetrias del
sistema. Llevando esto a cabo se observa que, éstas son las mismas que las encontradas en ejercicio
del hilo muy largo del capitulo 5 (Problema 5.1), por lo que no las mostraremos otra vez y las
daremos por conocidas.

Eligiendo el sistema de referencia habitual para sistemas con simetria cilindrica, y tomando
j = ju,, y la orientacion de la superficie paralela a j, se tiene para un p > R de una curva circular
I

2
H(o,dz,o)zf (HP,H¢,HZ)(0,dz,0)=/ H¢pd¢:/j-dS:>H¢27rp:Ic.
S 0 S

as 0

Obsérvese como aparece la intensidad total I, dato del problema, dado que, como ya se explicd en
el tema anterior, el integrando j es nulo salvo en la seccién del conductor, luego,

I
2mp

H¢e = 11(1,7

en donde el indice e denota un punto exterior de la corriente.

5El factor desmagnetizante para un elipsoide de semiejes a,b, y c, tal que a = b # ¢, en la direccién c, viene

dado por la siguiente funcién: N, = (7‘31%1) \/% In(r +vr2 —1—1) ,endonder = <. En el caso de una barra
esbelta, esto es, de longitud mucho mayor que el didmetro, » >> 1, pudiendo hacerse la aproximacién N, ~ 0
(véase, por ejemplo, B.D.Cullity, Introduction to magnetic materials, Addison-Wesley (1972), p.56.).
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Para un punto en el interior del conductor a una distancia p = p; < R de su eje de revoluciéon
0OZ, la intensidad que aparece en el teorema de Ampere para el campo H no es la que hemos
utilizado antes para p > R. En efecto, tomando otra circunferencia I'; para el mencionado radio
p; y una superficie S; orientada segtiin un dl de sentido antihorario, tenemos:

27
7{ (Hp,H¢,HZ>(07dz,0>:H¢pZ—/ d¢:jc/dsi
aS; 0 S;

= 2mp;Hy = joS; = 2mpiHy = jomp? = Hy = ]CQP

que en forma vectorial, es:
JecPi
2

Para expresar este resultado en funcion de de I, basta tener en cuenta que, empleando la definicién
de intensidad, particularizado a la intensidad de corriente a través de la seccién recta del conductor
1. 1.

S., se obtiene:
I, = — = )
/S S; TwR?

Introduciendo este resultado en la funcién obtenida para el campo exterior,

Hm‘ = Ugp.

jc~dS=/ jdS = j.rR? = j. =
Se

c

Icpi
H, = .
¢ 2mR2 o

Hallados los campos magnéticos H para el exterior e interior del conductor, pueden calcularse los
campos B correspondientes mediante la relacién general B = uo(H + M), obteniendo:

1
B. = +H = —= ’
popr-H(e) = po 27Tpu¢

donde no aparece p,, ya que este campo se refiere a un punto donde no hay materia (u, = 1), y

] .
B; = popr-H; = uour%u@

pudiendo escribir ya B y no By, ya que, como se demostré cuando se estudié el hilo infinito (y
otros sistemas), las componentes radial y en z del campo son nulas.

Para encontrar la relacién entre las distancias p; y p que se dice en el enunciado, s6lo hay que
tener en cuenta que, al ser los campos B iguales, las expresiones anteriores deben ser idénticas,
por lo que igualando ambas, se encuentra:

I Lp: R?

= Holr pip = — .

Ho 2w R2 Ly

2mp

6.6 Por una regién cilindrica de radio R;=5 cm se extiende una densidad de corriente j = 1000 p? u..
Simultdneamente, por otra regién similar en forma a la anterior pero de radio Ro=3 cm, circula
una intensidad de 1 A. La corriente asociada esta distribuida homogéneamente y tiene la direccion
del eje OZ sentido positivo. Si los ejes de revolucién de ambas regiones son paralelos a OZ y se
encuentran a una distancia d (OO’)=6 cm, tal como muestra la Figura 6.7, calcular: a) El campo
magnético H, en el punto P; (4,0,0) cm. b) El campo magnético By en el punto P, (7,0,0) cm.
c) El campo H, = Hy(x) en el intervalo de interseccién de ambas corrientes sobre el eje OX.
Representar cualitativamente el resultado obtenido.
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Figura 6.7. Corrientes cilindricas.

Resolucién
a) Para realizar este ejercicio vamos a investigar si existe algtin tipo de simetria.

Elijamos un punto arbitrario P de coordenadas (z,y, z) [Figura 6.8(a)], dentro o fuera de las
corrientes; en tal caso observamos que, sea cual fuere el campo Hy(P), debe ser el mismo que en
otro punto P’ de coordenadas (z,y, z + 2p), siendo 2o una cantidad arbitraria (P’ tiene la misma
proyeccién sobre el plano OXY que P, pero de diferente coordenada en z). Ello es debido a que no
se puede apreciar en el sistema de corrientes diferencia alguna entre secciones paralelas al plano
OXY, ya que dichas corrientes se extienden por una regién muy grande del espacio. Todo esto
significa que dicho sistema posee simetria de translacion, esto es, Hy(x,y, 2) = Hy(z,y, 2 + 20).
Esta conclusion es general para este ejercicio, por lo que se puede particularizar para el punto
P; que nos piden. Con el fin de ver si existe simetria de rotacién, tomemos ahora otro punto

A
/ o Py, zt3)
—
Y 0o, p10.2)
Nr
*P(xy z) R

p -/ X X

(a) (b)

Figura 6.8. (a) Corrientes cilindricas en tres dimensiones. Los puntos Py P’ son equivalentes al no
poder apreciar diferencia entre ambos. Obsérvese como el punto P; pertenece a la zona sombreada
(interseccidn). (b) El punto Q' se obtiene como una rotacién de dngulo 0 de Q; el sistema de corrientes
no posee simetria de rotacién.

cualquiera @ [Figura 6.8(b)], cuyas coordenadas cilindricas son (p, ¢, z). Si provocamos sobre
dicho punto una rotacién de éngulo 6 en torno al eje OZ, es decir, R,(0)Q, se obtiene otro punto
Q' (p,¢+0,z), en donde el campo Hy, serd, en general, diferente. La razén de ello es que, al estar
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las corrientes descentradas, si se puede apreciar diferencia entre los puntos Q) y Q’, no existiendo,
por lo tanto, simetria de rotacion.

Después del andlisis anterior realizado, puede pensarse que para la resolucién no se debe
emplear el teorema de Ampere para el campo H visto en este capitulo (y en el anterior para el B),
ya que el problema no goza de las propiedades de simetria necesarias para aplicar dicho teorema,
sin embargo, vamos a mostrar que esto no es asi. En efecto, si analizamos con mas detalle lo que
se pide vemos que, el campo total generado por las corrientes es en un punto puede encontrarse
aplicando el principio de superposicion. Fisicamente significa que, el efecto de dichas corrientes es
equivalente a calcular primero el campo creado por la primera y posteriormente obtener el debido
a la segunda. En este sentido, el enfoque del ejercicio puede ser algo diferente de como se ha
supuesto en un principio. Asi, si consideramos los campos de las corrientes como independientes
y después los sumamos, podemos también examinar el sistema por separado. Ello se traduce en
que pueden volverse a estudiar las simetrias, pero a diferencia de lo hecho anteriormente, ahora
de cada corriente por separado.

Si tomamos la primera distribucién de corriente que se extiende por un didmetro de 5 cm, y
repetimos el razonamiento dado con anterioridad cuando estudiamos las simetrias, observamos
que ahora, ademéas de la mencionada simetria de translacién, si existe simetria de revolucién en
torno al eje OZ, ya que tenemos una sola geometria cilindrica, por lo que podremos emplear la
ley de Ampere para el campo H.

Cinéndonos ya en el punto P;, elegimos una curva circular I'; de radio p < R; centrada en el
origen de coordenadas O (Figura 6.9).

H-dl:/jc-dS:Ic.
a8 S

Figura 6.9. Curva I'; de radio p < R;.

Tomemos H = (H,,Hy, H.) y dl = dlu, = (0,dl,0). Si recorremos la curva I'; (051) en sentido
antihorario, la normal que orienta la superficie cuya delimitacién es I'; es n; = u, y dS; =
dSiu, = (0,0,1)dS;. Sabiendo, ademds, que j = 1000p%u, = (0,0, 1000p?), se tiene:

]{ (H,,Hy, H,)(0,dl,0) = / (0,0,10000%)(0,0,1)dS; = Hydl = / 1000p%dS; .
831 Sl 65'1 Sl
La integral del primer miembro es sencilla, ya que por las simetrias mencionadas Hy es una
magnitud constante para un p prefijado, pudiendo situarse fuera del simbolo integral, esto es:
2
H¢dl = H¢pd¢ = H¢27Tp,
Iy 0
en donde se ha puesto el elemento dl en coordenadas polares, o sea, dl = pd¢. Por otra parte, el
segundo miembro no puede resolverse de una forma tan simple, ya que j es una funcién de p; en
este caso debemos integrar,
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27
/ 1000p%dS; = / / 1000p2|J (p, #)|dpdep = / / 100002 pdpdép
S1 S1

4 P 4
- / 1000p2 pdp / de = 21 / 1000p2 pdp = 20007 {4} - 20007#’?
0 0

Igualando ambos resultados, se encuentra:

4
Hy2mp = 20007rpZ = H, = 2500°.

Con el fin de no equivocar esta expresion con otras que podamos obtener posteriormente deno-
taremos a este campo con el indice 1, que introducido en el resultado anterior, puesto en forma
vectorial, queda:
Hy(1) = 250p%u,(1).

En relacion a la segunda corriente, se tienen las mismas simetrias que hemos visto en la primera,
si bien los razonamientos deben hacerse transladando el sistema de referencia al punto O’ (Figura
6.10); en tal caso s{ podemos asegurar que las componentes del campo H en un punto C(p, ¢, 2)
son las mismas que en otro punto D(p, ¢+ (, z) y, por ende, también serd idéntica la componente
H. Esto quiere decir que este subsistema es invariante frente a una rotacién de dngulo ¢ respecto
del nuevo eje O'Z transladado. Por todo ello, se puede emplear el teorema de Ampere como se
hizo antes. Consideraremos ahora una nueva curva circular I's de radio p < Rz, y un elemento

Y
Do, ##,2) Y

S Clp. 42)

(a) (b)

Figura 6.10. (a) Corriente cilindrica. En los puntos C y D la componente tangencial del campo H es
la misma. (b) Curva I'y de radio p < Rs.

diferencial de longitud como en el caso anterior, esto es, dl = dlugy = (0,dl,0). Realizando la
circulacién en sentido antihorario, S queda orientada con su normal hacia fuera del plano de la
figura, con lo que dS2 = dSau, = (0,0, 1)dS2, obteniendo:

]{ (Hp,H¢,HZ)(O,dl,O):/ 0,0,7)(0,0,1)dS5 = H¢dl:/ jedSs.
dSs Sa Sa

0Sa
Por las mismas razones expuestas para la anterior corriente, Hy y p pueden salir del simbolo
integral. Por otra parte, al ser I homogénea la densidad de corriente de conduccion j. debe tomar
el mismo valor para todos los puntos de esta regién Sy (dato del ejercicio), pudiendo entonces
escribir:

27
H¢p/ d¢ = jc/ dSy = 2npHy = joSo = 2mpHy = jomp® = Hy = ‘7;'0
0 SQ
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que puesto en forma vectorial respecto de O’ es:

Jep

Hy(2) ==

u,(2).

siendo el indice 2 el empleado para este caso (como se hizo para el primero).

Este valor encontrado para el campo no esta expresado correctamente, ya que el dato que se
da en el problema para esta corriente de conduccién es I. y no j.. Por esta razon se debe encontrar
la relacién entre j, e I de manera que Hy que en funcién de I,.

Para hallar esta relacién basta utilizar la definiciéon general de I.:

/jc~dS:Ic.
S

En nuestro caso I. corresponde a toda la seccién de la presente corriente, es decir a S = wR2,
siendo R3 el radio méximo por donde se extiende. Introduciendo este dato en la definicién ante-
dicha:

/(anajc)(0a07 1)dS = IC = /]cds = Ic~
S S

Como se ha comentado con anterioridad j. es una magnitud homogénea y, en consecuencia, puede
salir de la integral,

I
jc/dS:IC:>jCS:IC:>jC7rR§:IC:>jC: “‘2_
s TR;

Introduciendo este valor de j. en Hy, se encuentra:

Iep
H,(2) = —=5uu(2).
ol2) = 5 puol?)
Hallado el campo Hy producido por ambas corrientes para cualquier punto interior a las mis-
mas, hay que particularizar para P; de coordenadas (4,0,0) cm. Para ello se puede emplear dos
procedimientos distintos.

Una primera posibilidad, mas dificil, es referir los campos obtenidos al sistema de referencia
inicial OXY Z, para un punto genérico de la interseccién de las dos corrientes (Figura 6.8); en tal
caso, no hay dificultad para la primera corriente, ya que es su sistema inicial, pero si lo hay para
la segunda. Para resolver esto, desplazaremos la solucién de esta corriente al origen O, obteniendo
como resultado:

Ion/(xz —d)? + y?
27 R2

Una vez obtenida la expresién general para cualquier punto perteneciente a la zona de interseccion
(véase la Figura 6.8)concretaremos para el punto que se pide. Asi, al estar dicho punto sobre el eje
OX y = 0, verificdndose, ademads, que ¢ = 0 para la primera corriente y ¢ = 7 para la segunda,
por lo que ug(1) = —sen(¢p)ux + cos(¢)uy = uy y ug(2) = —uy. Con todo ello, el resultado final
para x = 0,04 m queda:

H, = 250(2% + 32)*?uy4(1) + u,(2).

I.|x —d|

Hy = |2502° — ==
13 50x 27TR%

uy = —3,5u, Am~". (6.16)

Otra forma alternativa de llegar al mismo resultado consiste en sumar directamente los campos
producidos por las corrientes, teniendo en cuenta las distancias respecto de sus respectivos origenes
y los sentidos correctos para el punto en cuestién. En nuestro caso, se tiene:

I.a
27 R3

Hy = (2502° — Juy = —3,5u5 Am~ ",
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en donde a = |z — d| = 0,02m es la distancia O’ P;.

b) Para este segundo apartado, se pueden emplear los razonamientos hechos anteriormente para
las simetrias y la eleccion de curvas y superficies, por lo que pasaremos directamente ha realizar
los célculos. Tomando, primeramente, la corriente de radio Ry, se observa que el campo creado
en el punto P, no se puede hallar como caso particular del campo encontrado, para esta misma
corriente, en el apartado anterior, ya que ahora P, se encuentra fuera de la misma. Este hecho,
como vamos a demostrar, modifica el resultado final.

Consideremos ahora una curva I'y (Figura 6.11), de las mismas caracteristicas que en la
pregunta anterior, pero de radio ¢ > Rj; aplicando la ley de Ampere exactamente igual a como
se ha hecho en anteriormente, se encuentra:

(. H 1)(0,00) = [ (0.0,10000%)(0,0,1)d; =
0S1 S1

27

27 P
Hydl = / 1000p%dS; = / Hypdgp = / 100002 pdp de.
951 S1 0 0 0

Figura 6.11. Curva I'y > R;.

Para calcular esta ultima integral conviene tener cuidado, pues, como se dijo en el tema anterior,
los limites que intervienen en el cdlculo de la intensidad | s je - dS = I. corresponden a la
interseccién entre la superficie matemaética Sy elegida y el volumen correspondiente a la densidad
de corriente V;_. En nuestro caso, esto quiere decir que, los limites de integracién no se extienden
hasta el radio p de S1, ya que la corriente sélo existe hasta R; < p, sino que dicha integracién
debe hacerse sobre la superficie 7R? donde se encuentra je, esto es:

27 Ry 27 R4
/ Hypdp = / 1000p%pdp dp = Hy2mp = 20007rTl.
0 0 0

Despejando el campo tangencial de esta tltima relacién, y poniendo en forma vectorial, se obtiene:

R4
H,(1) = 25071%(1).

Obsérvese como al hacer la circulacién fFl H aparece p y no Ry, ya que la integral depende del
campo H, el cual puede existir fuera de donde hay corriente.

En relacién con el campo producido por la otra corriente, como el punto P» se halla dentro
de la misma, se puede emplear el resultado encontrado en el apartado anterior, el cual se obtuvo
para p < Ry. De este modo, se tiene:

I.p

Hy(2) = 27 R3

U¢(2).
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Del mismo modo a como se hizo en a), puede escribirse la expresién total, respecto de O, para el
campo creado en un punto arbitrario dentro de la superficie Sy = 7R3 excluyendo la interseccién
de ambas corrientes:

R? I/ (z —d)2 492
e +y Ty

Para el punto P»(7,0,0) cm, ug(l) = uy, y ue(2) = uy; ademds y = 0, que introducido en la
ultima expresion,

H, = 250 uy(2).

R I
H, = [2501 +

-1
|1‘| 27‘(‘R%:| uy = ].,8 Am s

siendo a = |z — d| = 0,01 m. Nétese como en vez de u, puede ponerse uy, ya que en este punto
coinciden.

Este resultado puede obtenerse, de igual modo, calculando y sumando los campos desde sus
respectivos origenes, como se hizo en el apartado anterior.

La componente tangencial del campo magnético B, puede obtenerse a partir de la Ecuacién
(6.8). En nuestro caso, suponemos que las corrientes de electrones que circulan por las regiones
cilindricas no son magnetizables, de lo cual se infiere que podemos substituir u, =~ 1. Teniendo
esto es consideracién, el campo B, viene dado por:

By = pioprHy ~ poHy =2,3-107° T .

¢) El intervalo de interseccién sobre el eje OX corresponde a los valores 0,03 < x < 0,05.
Utilizando la Ecuacién (6.16), se tiene:

A00 | 00040 6060 050 0 04 0 040 0490, 0450 040 0 08

(i

Figura 6.12. Gréfica del campo H(x).

6.7 La Figura 6.13 representa un anillo magnético de seccién rectangular cuyos lados son Ly (R3— R;).
Desde R; hasta Ry el material es lineal de permeabilidad relativa p,;. Desde Ro hasta Rg, lineal
de permeabilidad p,2. Sobre el anillo se bobinan N espiras por las que circula una intensidad I.
Calcular el flujo magnético del circuito.

Resolucion

Para calcular lo que se pide es necesario conocer el campo B, lo cual no es inmediato debido
a que el arrollamiento de N espiras no se hace en vacio, sino sobre un anillo compuesto de dos
materiales magnéticos. Por esta razon, obtendremos, primeramente, el campo magnético H y, a
posteriori, hallaremos B a través de la Ecuacién (6.8).
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Figura 6.13. Anillo de seccién cuadrada.

Para ello, aplicamos la ley de Ampere (6.11) a lo largo de una circunferencia de radio p,
interior a dicho anillo. Eligiendo un sistema de coordenadas cilindricas, dado que el aro posee
simetria de revolucién en torno a un eje que pasa por su centro y es perpendicular al plano de su
base, podemos escribir: H = (H,, Hy, H.) y dl = dlug = (0,dl,0). Introduciendo todo ello en la
Ecuacién (6.11), se encuentra:

fH-dl:Icssf(Hp,H@Hz)(O,dl,O) =NI=
T T

27 2m
/ (H, Hy, H.)(0,dl,0) = NI = [ Hydl = NI,
0 0

en donde se ha escrito I y no I., como al principio, para no complicar la notacién. Se entiende
que aqui I es la corriente de conduccién. Al ser Hy la misma para cualquier punto de la curva
elegida, habida cuenta de la simetria de rotacién, puede sacarse del signo integral, esto es:

27 2m
H¢/O dl=NI = H¢/O pd = Hyp 2" = NI = 2rpHy = NI,

con lo cual, el campo magnético Hy viene dado por:

NI

= %uqﬁ’

H,

siendo p la distancia del eje de revolucién del anillo al punto dentro del mismo donde queremos
saber el campo.

Para hallar el flujo de B a través de una seccién del anillo, basta emplear la expresién, B =
1o(H + M). El problema de cara a aplicar esta igualdad estriba en que, para encontrar el B se
necesita saber, ademas, el valor de M. En nuestro caso dicho problema se resuelve facilmente, ya
que se da como dato la permeabilidad relativa de los materiales que componen el anillo y, por lo
tanto, informacién de x,,. De todo lo dicho, se encuentra para el primer medio:

B1 = po(H+My) = po(H 4 xm1H) = po(1 + xm1)H = popr1H,
y para el segundo:
Bs = po(H+Mz) = po(H + xmoH) = po(1 + xm2)H = poproH.

Con estos datos, el flujo se calcula a través de la igualdad:

<I>:/B-dS.
s
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6.8

Con el fin de simplificar los cdlculos, tomamos la normal a la superficie coincidente con la direccién
de B. En estas condiciones, B = (0,B4,0) y dS = dSu, = (0,1,0)dS, siendo dS = dpdz un
elemento de area sobre la seccién del anillo. Con todo ello, el flujo queda:

L NIy /R3 /L Nlpo
030010dS BsdS = ——dpdz ——~dpd
/( b )( s Ly / ¢ o 27p + 21 p paz

/R2 Nlp / et /Rd Nlprs / /R2 Nl oo /Rs Nz,
Ry 2Tp

= —NIL/ d'0+/R3 o NIL( Il + iy Inpl e ) =
= 5 1 ) L2 p B Hr1 PR Hr2 M Pl R

P

NIL Ry R3
o=t ol Wh .
<M1 "R e nR2>

Un tubo cilindrico muy largo de un material lineal de susceptibilidad magnética x,,, tiene un radio
interior @ y un radio exterior b. La Figura 6.14 muestra una seccion del conjunto. Si en el eje del
tubo hay un hilo recto muy largo recorrido por una corriente I, se pide:

a) Evaluar la magnetizacién del material del tubo determinando su magnetizacién en un punto
interior distante p del centro.

b) Determinar razonadamente las corrientes superficiales y volumétricas de magnetizacién en el
tubo.

c) Evaluar el valor resultante del campo B, en un punto cuya p es exterior al tubo (p > b).

Figura 6.14. Conductor cilindrico de radio R; concéntrico con un solenoide de radio R».

Resolucion

a) Para obtener la magnetizacién en el tubo es necesario conocer el valor H, el cual puede
obtenerse mediante la ley de Ampere para este campo. Teniendo en consideracién que nuestro
sistema objeto de estudio tiene simetria de revolucién en torno a un eje coincidente con el hilo,
escogemos una curva circular de radio p < b para realizar la circulacién, y una superficie abierta
S plana. Utilizando coordenadas cilindricas en las variables independientes y en las componentes
del campo, podemos escribir, H = (H,, Hy, H,) y dl = dlu, = (0,dl,0). Si recorremos la curva I’
(0S) en sentido antihorario, la normal que orienta la superficie cuya delimitacién es I es n = u,
y dS = dSu, = (0,0,1)dS. Con todo ello, se tiene:

]{ (Hp,,Hy,H,)(0,dl,0) = /(O 0,75)(0,0,1)dS = Hydl = /jcdS,
as s

oS

en donde hemos denotado con j. la densidad de corriente de conduccién que circula por el hilo
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muy fino. Desarrollando la igualdad anterior,

I
2mp’

2m
/ H¢pd¢:/jcdS:>27TpH¢=IC:>27TpH¢=IC:>H¢:
0 S

que en forma vectorial®,
1

Hy = —uy.
2mp
Teniendo en cuenta que la magnetizacién viene dada por M = x,,H, introduciendo el resultado
anterior en esta expresién, obtenemos:

_ Xmle
2mp

114).

b) Para calcular las densidades de corriente de magnetizacién aplicamos directamente la definicién.

Densidad de corriente de magnetizacion volumétrica j, .

. 10 1 [ xmde Xmde
m=VxM=-—(pMy)u, = - - =0.
! 8 pap(p oJu p[%p +p< 27Tp2>}

Densidad de corriente de magnetizacion superficial joms.
jms =M X n.

Como tenemos dos superficies distintas hay que realizar el célculo para cada una de ellas (una
superficie interior del cilindro hueco y otra referente a la parte exterior). Asi, consideremos, en un
principio, la correspondiente al radio més externo. En tal caso, la normal a la superficie lateral en
las coordenadas cilindricas elegidas es n = (1,0,0), que junto con M = (0, My, 0) = (0 Xm! 0),

’ 27p )
nos da:
XmAe

S—u,.

2rh -

Para el caso de la superficie interior de radio a, se procede del mismo modo, con la diferencia que
en este caso la normal viene dada por: n = (—1,0,0). Con todo, se tiene [véase Figura 6.15(a)]:

jmsl = 7M¢llz = -

Xmle
2ra

jmsQ = Mqﬁ“z =

c) Para encontrar el By empleamos el teorema de Ampere referido al campo B estudiado en el
Capitulo 5, segun el cual,

B~d1:u0/j-dS,
oS S

en donde la integral de la derecha se calcula sobre todas las densidades de corriente, esto es, la de
conduccién y las de magnetizacién [recuérdese que esto no ocurria cuando se utilizaba la forma
diferencial, Ecuacién (5.1)].

Tomando una curva I' de radio p > b y una superficie plana S orientada con su normal en la
direccién del eje OZ positivo [Figura 6.15(b)], se tiene:

as S S S

Como j,, es nula y jms = jms1 + jms2, podemos escribir,

f B'dl—HO{/jc'dS+/j7rzsl'ds+/jm82'ds}7
oS S S S

6 Aunque en el enunciado se habla de intensidad I, nosotros ponemos I., ya que la corriente que circula por el
hilo es de conduccién.
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ms2

(a) (b)

Figura 6.15. (a) Densidades de corriente de magnetizacidn superficial correspondientes a la superficie
exterior e interior del cilindro hueco, respectivamente (no aparece el hilo). (b) Seccién transversal del
sistema. Las aspas se refieren a las densidades de corriente de magnetizacién superficial entrantes en
el dibujo (jms1), ¥ los puntos a las salientes (js2)-

que, desarrollado queda,

+

f{ (B, By, B)(0,d1,0) = o {/(0,0,jc)(0,0, 1)dS—+

a8 S
/(0 0,—Xmley g 1)dS+/(O 0, Xmley 0 0.1)as
S ? b 2’]Tb ) b S b ) 27(_(]/ ) b

. Xmlc XmIc
140 {/S]cdS /S 9 dS—&—/S 9ra dS’} )

Como hemos explicado en otras ocasiones, la region de integracién no tiene por qué coincidir
con la superficie S elegida para aplicar el teorema de Ampere. Lo que realmente interviene es la
variedad correspondiente a la interseccién entre el volumen por donde se extiende la densidad de
corriente, y la superficie S (véase la Figura 5.2). Esto hace que la primera integracion, referente a
la corriente de conduccién, se extienda sobre un area que corresponde a la seccién perpendicular
del hilo, dando como resultado, por lo tanto, I.. En el caso de las densidades de magnetizacién
el cdlculo puede llevarse a cabo de diferentes formas.

En un principio, vamos a intentar dar solucién sencilla dejando a un lado el rigor matematico.
En este sentido, si analizamos las expresiones donde aparecen jm.s1 v jms2 Se observa que, la
interseccién entre éstas corrientes y S no son realmente superficies, sino curvas (Figura 6.16), ya
que las densidades de magnetizacién se extienden por las superficies exterior e interior del cilindro
hueco (y no por un volumen). En efecto, la mencionada interseccién es, exactamente, un circulo
de radio b, para la primera, y otro de radio a para la segunda. Esto representa una dificultad, ya
que no es evidente hacer el cdlculo de una integral de superficie sobre un dominio unidimensional.
Sin embargo, de forma intuitiva parece légico que, al ser el integrando cero en todo punto salvo
en los citados circulos, el elemento de area dS efectivo sea equivalente a un elemento de longitud.
De este modo se puede escribir,

2m 27
Xm1c Xmic
Bydl =B = I+ — + ,
; »dl » /0 pdo = Lo { 90 /SdS 9ra /SdS}
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2ma

2nh
rns

Figura 6.16. La regidn de integracidon corresponde a la interseccién entre el volumen por donde se
extienden las densidades de corriente y la superficie S elegida (V' N.S). Obsérvese como, en este caso,
el dominio es la superficie de una seccién transversal del hilo (para j.-punto negro del dibujo), y dos
circulos de radios b y a, referentes a jys2 Y jms1, respectivamente.

y sabiendo que, por lo antedicho, [ 5 dS representa una longitud, se tiene:

XmIc XmIc
2rpBy = I — 2mh = I
Tp5y ,uo{ ¢+ onh b + oma } Ho Le,

o0 sea,
1
B¢ =B = —Cu .
2mp
A este cédlculo realizado se le pueden poner objeciones. En realidad, la forma correcta de llevar
a cabo la determinacion de integrales como las anteriores, tiene su fundamento en la teoria de
distribuciones”. Asi, desde este punto de vista, las densidades de magnetizacién superficial pueden

expresarse del siguiente modo:
jmsl = ]msla(p - b) u, y jm82 = ]m516<p - a) u;,

siendo d(p — b) y d(p — a), la distribucién delta de Dirac. Introduciendo las corrientes en las
integrales de antes, se obtiene:

oo mIc 27
/ Jms16(p — b)u, dSu, + / Jms20(p — a)u, dSs,u, = —/ X o(p— b)pdp/ do+
s s o 27 0

00 27
XTTLIC XTTLIC XmIc
d(p—a)pd dp = — 27h 2ma =0
+/0 21a (p = a)pdp 0 ¢ 27h o+ 27a T ’

7 Véase, por ejemplo, Guelfand et Chilov, ” Les Distributions”, Tome I. Dunod (1972).
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resultado idéntico al encontrado mediante el otro procedimiento®.

6.9 Un cilindro recto muy largo esta magnetizado de forma que el vector magnetizacién tiene la direccién
tangencial asociada al cilindro [Figura 6.17(a)]. El radio del cilindro es R, su eje coincide con el
eje OZ vy el vector magnetizacién se puede expresar como: M = M (%) ug, donde My es una
constante y p es la distancia de un punto al eje. Se pide:

a) Las corrientes de magnetizacién.
b) Calcular B4 y Hy para los puntos interiores y exteriores al cilindro.

Resolucion

a) La corriente de magnetizacién volumétrica viene dada por:

10 10 p 10 p? 2M,

fm =V x M = = (pMy)u, = — — M(—) =T Mo (2 D, = 220,

b = 7 5 M = S oM. = S (oo (). = 5 2L o (% )y = Z,
Respecto de la densidad de magnetizacién superficial, emplearemos directamente su definicién,
esto es:

Jms =M X n.

Vd

(a) (b)

Figura 6.17. (a) Cilindro largo de magnetizacién M = M, (%) uy. Obsérvese como la magnetizacién
aumenta a medida que nos acercamos a la supeficie. (b) Corrientes de magnetizacién volumétrica y

superficial.

Con el fin de facilitar los calculos, haremos el producto vectorial anterior utilizando coordenadas
cifndricas, o sea, M = (0, M,,0) = (0, My (%) ,0) = My (se evalia en p = R) y n = (1,0,0),
encontrando que [Figura 6.17(b)]:

jms = *Mouz-

8Para comprender mejor esta tltima forma de operar, véase el final del problema siguiente.
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b) Para p < R
(1) Primer método

Para determinar B a partir de las corrientes utilizamos el teorema 5.5,

aS S

Para poder realizar este cdlculo debemos identificar claramente el valor de j. Como se explicé en
la teoria, en la forma integral deben incluirse tanto las corrientes de conduccién como las de
magnetizacion. En el presente caso, al estar en un punto interior del cilindro, y no tener corrientes
de conduccién, solo va a influir la densidad de corriente de magnetizacion volumétrica, puediendo,
por lo tanto, escribir:
as s

Del mismo modo que se analizé en otros problemas donde aparecian corrientes con simetria de
translacién y rotacién (hilo largo, corriente cilindrica, etc.), para aplicar el teorema de Ampere
escogfamos una trayectoria I'(9S) circular de radio p < R centrada en el eje de revolucién de

la corriente. Operando del mismo modo como se hizo entonces, pero ahora para j,, = 2%0 u, =

(0,0, %), y tomando un elemento dl en sentido antihorario, se tiene:

% (prB¢7Bz)d1:/’[’0/(0707.]m)ds:>
oS S

27
2M,
f (B,, By, B.)(0,dl,0) :uo/(0707jm)(0,0,d5’) :/ B¢dl:uo/ 27048,
oS S 0 S R

Por la mencionada simetria de revolucién, la componente tangencial del campo, en el sistema
{u,,u4,u;}, debe ser la misma en cualesquiera de los puntos de la curva elegida, por lo cual
podemos situar By fuera de la integral, obteniendo:

2/¢0M071'p2 toMop
—— = B, = ,
R ¢ R

2m
2 M 200 My S
B¢/ pd¢=MOTO/dS$2WpB¢= MOTO:%rpB(b:
0 s

que puesto en forma vectorial,

_ oMo
R

B¢ puy .

Conocido el campo B, el calculo de H es inmediato. En efecto, empleando al relacién fundamental
B = puo(H + M), obtenemos:

B poMo P
H=> _M-= uy — M, (—)u —0.
” oy P~ Mo () e

(2) Segundo método. Determinacién de B a partir de M.

Para desarrollar este apartado de otra forma, tomamos nuevamente la ley de Ampere, pero en
vez de expresarla en funcién de la corriente, lo hacemos en funcién de la magnetizacion, es decir:

B-dl:uo/jmdS:uo/(V><M)~dS.
oS S S

Aplicando el teorema de Stokes, se encuentra:

j{B-dl:]{M-dl.
r r
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En esta tltima expresion se relaciona el campo B directamente con la magnetizacion M, lo cual
es en también 1til en nuestro caso, ya que conocemos su valor.

Introduciendo M = My = M, (%) uy en la anterior igualdad, se obtiene:

%(BP,B¢,BZ)'dl:,U,O/(0,M¢,0)'dsi>%(Bp,qu,Bz)(O,dl,O):,U,of(O,MO (ﬁ) 30)(07d170) =
T S T T R

2m 2m
p Mop
Bgdl = p 7{M = dl:>/ deqb:,u/ ——pdp =
?{* ¢ 0 r 0<R) 0 ¢ ’ 0 R

27 2 271
M,
Bw/ do = po ;p/ d¢ =
0 0

Myp? M,
By2mp = 2mpig 2~ = By = py Rop’
obteniendo, por lo tanto, el mismo resultado que por el primer método, esto es
poMo
B, = Ugy.
¢ R P4

El campo H no lo repetimos porque es idéntico a lo hecho en el primer caso.
Para p > R
(1) Primer método, empleando la densidad de corriente.

Para este caso se procede del mismo modo que lo expuesto hasta ahora, aunque hay que hacer
algunas consideraciones. Asi, si aplicamos ahora el teorema de Ampere se observa que, al ser el
punto exterior al cilindro, influyen las corrientes de magnetizacién volumétrica y superficial, cosa
que no ocurria en el anterior apartado. Ello hace que la integral tome el siguiente aspecto:

as S S

Teniendo en cuenta los valores de j,, y jms hallados al principio, introduciéndolos en la anterior
integral, encontramos:

és(Bp’Bd”Bz)'dl = #0{/S(O,O,jm)'dS+/S(0,0,jms)-d5} =
ygS(BP,B@Bz)(O,dl,O) = Lo {/S(O,O,jm)(o,(),dS) +/S(O,0,jms)(0,0,d5)} =

/O% Bupds — po{/SQJg()dSJr/S(MO)dS}.

Obtenida esta expresion sélo queda calcular las integrales. Al intentar esto nos encontramos con
una pequena dificultad comentada ya en el ejercicio anterior, cual es la referente a |, (=Mo)dS.
Asi, aunque el dominio de integracién se corresponde, en principio, con la superficie circular S
de radio p > R, la densidad de magnetizacion j,,s sélo existe por la superficie del cilindro [véase
Figura 6.17(b)], por lo que el producto j,s - dS del integrando serd distinto de cero alli donde
existan, simultdneamente, la densidad j,,s v dS. En definitiva, esto no es mas que lo que se ha
explicado en el Capitulo 5 en relacién al teorema de Ampere. Se aclaré entonces que, la superficie
real sobre la que se integra en el calculo de la intensidad, corresponde a la interseccion entre
el volumen por donde circula la j y la superficie S elegida. En nuestro caso, si se intersecta la
superficie cilindrica (donde existe j,s), con la superficie matemética S = mp?, se obtiene un
circulo de radio R y longitud ¢ = 27 R (véase la Figura 6.16 del problema anterior). La razon,
por tanto, de que la citada interseccién no sea una superficie (como es lo habitual) estd en que
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Jms se extiende por una superficie y no por un volumen (como ocurre con j,,). Tomando esto en
consideracién, podemos escribir:

27
2M,
B¢p/ dp = Ho{ Ro/dS—MO/dS}:>
0 S S
27
2M, 2M,
B¢p/ dp = uo{ ROS—Moe} :uo{ R%R2 —MOQWR} =
0
27TpB¢ = Mo {M027TR - M027TR} = 0,

luego

By =0.

Obsérvese como en el caso de la integral de la densidad j,,, la superficie que interviene 7R? es
también el resultado de la interseccién entre el volumen donde se encuentra (cilindro muy largo)
con la superficie circular S = mp? cuyo contorno I' pasa por el punto donde se pide calculemos el
campo.

Respecto del campo H, sabiendo que en un punto externo al cilindro la magnetizacién es nula
(vacio), se tiene:

Ho

(2) Segundo método, a partir de la magnetizacidén.

El resultado obtenido para los campos puede hallarse de otra manera. Para verlo, reescribamos
la ley de Ampere en funcién de la magnetizacién,

B~d1:u0{/jm~ds+/jms-d8}:/(VXM)-dS—i—/(Mxn)-dS.
oS S S S S

Se trata ahora de aplicar el teorema de Stokes para transformar primera integral del segundo
miembro a una integral curvilinea. Esto es inmediato, pero debe entenderse bien la forma de
situar la regién donde se hace cada integral, lo cual, en este caso, es facil de equivocar. Para
analizar esto, vamos a aclarar cada paso.

Téngase presente, que la region donde tiene que hallarse el campo esta fuera del cilindro
magnetizado, esto es, en un punto que dista p del eje de simetria del cilindro (p > R). Por esta
razén, elegiremos una curva I' en forma de circulo de radio p, y una superficie plana S = 7p?.
De este modo, tenemos la geometria bésica para aplicar el teorema de Ampere, aunque existen
algunos problemas. En efecto, si nos fijamos en el primer miembro, no hay duda de que fo% Bydl
se determina sobre la curva I' que se ha escogido. Pero, al convertir [¢(V x M)-dS en una integral
curvilinea podemos entender que se extiende a lo largo de la misma curva circular antedicha, ya
que es la curva original utilizada para aplicar el teorema, sin embargo esta idea es errénea. La
razon de ello se encuentra en que, ésta integral de camino es el resultado de aplicar el teorema
de Stokes sobre V x M = j,,,, por lo cual, la trayectoria I" sobre la que se hace éste cédlculo es
la relacionada con la frontera de la superficie S real que interviene en |, gJdm - dS y que, como
ya sabemos, viene dada por la interseccién entre el volumen V; por donde circula la corriente
que corresponda ( je, jm 0 jms) y la superficie original empleada para la ley de Ampere, esto es,
Sr =V, NS = rR? fuera de esta interseccién el producto j,, - dS es cero, ya sea porque j,, lo
es (como este el presente caso) o porque lo es dS.

En relacién con |, (M x n) - dS ocurre parcialmente lo mismo. Asi, si tenemos en cuenta la
regién donde se extiende j,,s veremos que no es la superficie .S, sino tan solo por una superficie
cilindrica de radio R, por lo que (M x n) - dS serd cero, salvo en la interseccién de S con la
superficie donde se halla j,,s, es decir, V;, . NS = Sy = £ = 27 R (longitud de la circunferencia).
Obsérvese que, en este caso, dicha interseccién Sy es una longitud y no una superficie.
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Teniendo todo ello en cuenta, se encuentra la siguiente expresion:
B~d1:/ (VxM)-dS+/ (M xn)-dS,
oS Sr Se

y empleando el teorema de Stokes,

%B-dl:uo{ M-dl+/ (Mxn)~dS},
r I'r Sy

siendo I'g la curva que delimita la superficie Sg. Nétese como, en este caso, Sy = 0Sg. Escribiendo
ahora las componentes de los campos que intervienen, se tiene:

ﬁ(Bp,B¢,Bz)(o,dz,o) = uo{}gR(O,Mo (%),oxo,m,ow/g

27 27
M,
Bydl = [LO{/ Igpdl— MOdS}.
0 Se

(0,0, —My), (0,0,dS)} =

2

0

Teniendo en cuenta que la curva I'g tiene de radio R, al hacer el cambio a coordenadas polares

el elemento diferencial se convierte en dl = Rd¢. Asimismo, la magnetizacion My = (%) que

aparece en el integrando debe particularizarse para p = R. Con todo ello, se tiene:

27 27 M, R
Bypdp = Mo{ 0" Rdp — MOdS}:>
0

0 R Se

27 2m
B¢p d¢ = Mo {M()R d(b—Mo/ dS} =
0 0 S
2mpBy = po{2rRMy — My2nR} =0,

con lo cual By = 0, obteniendo el mismo resultado que el encontrado por el primer método.
Respecto del campo Hg, el procedimiento es idéntico a lo visto anteriormente.

En relacién al cdlculo donde aparece la corriente de magnetizacion superficial, el procedimiento
seguido es sencillo e intuitivo, pero mateméaticamente zafio. Como se explicd en otro problema
anterior de caracteristicas similares, la resolucion de la integral f gJdms - dS, puede llevarse a cabo
directamente a través de la teoria de distribuciones.

Con este fin, tomemos nuevamente la relacion anterior en funcién de la magnetizacién,
/(M xn)-dS = /(—Mo)uz dSu,.
s s

Aqui partimos de la expresién original en donde aparece S y no Sy, ya que mediante esta otra
posibilidad de operar no necesitamos dar argumentos geométricos para llegar al resultado. Por
otra parte, sabemos que la corriente (—Mp)u, esta definida sélo sobre el circulo 22 + y? = R?,
por lo que puede expresarse mediante la distribucién delta de Dirac del siguiente modo:

Jms = —Mod(p — R)u,

Introduciendo esto en la integral,
[ =20) 800~ Ryu.asu. = — [ ayd(p—R)ds
s s

y haciendo ahora un cambio de variable a coordenadas polares, dada la simetria de rotacién del
sistema, se tiene:

—/OpMo5(p—R)pdp/02wd¢
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6.10

La parte radial del esta integral va de cero hasta el radio p de la superficie elegida para aplicar la
ley de Ampere, aunque sabemos que salvo en p = R, j.,s es nula. Por esta razén, puede ponerse
cualquier otro valor mayor que p como limite superior, ya que sigue siendo cierto que el integrando
es nulo excepto en el circulo de radio? R. Por todo ello, puede escribirse lo siguiente:

27 2T

—/ Myd(p— R) pdp dp =My R d¢ = =27 RM,,
0 0 0

que, como puede observarse, es el mismo resultado que el obtenido anteriormente.

Observacion: Si se repasa ahora lo hecho para el caso p < R, se podrd notar como no habia
tanta complicacién a la hora de identificar las curva y superficie que intervenia en |, gJdm - dS. La
razon es, que al pedirnos el campo By en un punto interior al cilindro (p < R), la interseccién
del volumen de la corriente j,, con la superficie circular S = 7p? es ésta misma &rea, es decir,
V;,. NS =8 =mnp? De este modo, al aplicar el teorema de Stokes sobre fS(M x n) - dS aparece
como curva de integracién la misma que el el caso de fas B - dl

Para fabricar un iman permanente se monta el dispositivo de la Figura 6.18. Se hace pasar una
corriente hasta saturacién y luego se corta dicha corriente. El material 2 es lineal de p,.o = 2800
y el material 1 tiene un ciclo de histéresis de saturacién que cuando se representa en los ejes
x = 10*uoH; e y = B es, en el segundo cuadrante, una circunferencia centrada en el origen de
radio 1 T. Calcular B en el entrehierro.

Figura 6.18. Electroimdn formado por dos materiales diferentes.

Resolucion

Para plantear este ejercicio seguiremos las pautas basicas explicadas en el resumen tedrico del
capitulo.

1) Para aplicar la ley de Ampere referida al campo H, se debe elegir una curva adecuada.
Teniendo en cuenta que se trata de calcular el campo B medio en el entrehierro, o dicho de otro
modo, de obtener un valor aproximado para este campo, la trayectoria I' que utilizamos es una
curva cuadrada a lo largo del electroimén, cuyos lados son paralelos a los lados de las caras del
electroiman (Figura 6.19), y que pasan por los puntos del nicleo equidistantes de las superficies
planas que lo forman. Ademads, para aplicar la integral de Ampére fr H-dl = I., debemos tomar
un sentido para el campo H y para dl. Esto, como se comentd, es arbitrario, pudiendo elegirse
cualquiera. Nosotros, para mayor comodidad, supondremos H y el dl tienen el mismo sentido,
de forma que el producto escalar que aparece dentro de la integral sea positivo. Haciendo la
circulacion en sentido horario, obtenemos:

9Este paso es fundamental, ya que la distribucién ¢ se dgfine utilizando un dominio infinito; de lo contrario, no
es posible aplicar correctamente la teorfa. Concretamente, OA 0(p— R)f(p)dp # f(R), si A no es infinito.
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dl

ol

Figura 6.19. Curva I" elegida para aplicar el teorema de Ampere.

2L 2L
f H-dl =1, = Hyly + Hyly + H.l, = NI, = H,L + Hy <3L - 10) +He gy = NI, (6.17)
T

en donde se ha supuesto que H; permanece constante en el material 1, sobre la linea elegida, y
lo mismo para Hy y H., en el material 2 y entrehierro, respectivamente.

2) Lo siguiente que que vamos a utilizar es la ley del flujo, segiin la cual,

/BodS:O.
s

Esta relacion, como ya se sabe, permite relacionar los campos magnéticos B en diferentes partes
del electroimén, para lo cual es necesario identificar las regiones diferentes de que se compone
el mismo. En nuestro caso existen tres partes perfectamente diferenciadas en el sistema: (a) El
material 1, (b) el material 2 y, (c) el vacio en el entrehierro. Ello hace que, en principio, haya
que suponer tres campos magnéticos distintos en el sistema, correspondientes a cada una de las
partes antedichas. Para aplicar correctamente la relacién de flujos, elegimos primero una superficie
cerrada sencilla que abarque parte del elemento 1 y parte del material 2. Una tal superficie es,
por ejemplo, la que coincide con la geometria del nicleo en una de las esquinas [Figura 6.20(a)].
Suponiendo que las lineas de campo B son cerradas y paralelas a las caras del electroiman, y que
no hay flujo disperso, se tiene:

B, - d81 +/ B; - dSQ =0= BldSl — BQdSQ =0.
S1 Sa S Sa

Suponemos que el campo magnético B medio en la seccién, dentro del material 1, es homogéneo,

Material 1
ateria S,
74,111
1 _ S —
; 4 B,
Material 2 : B 2 o Be
1 N n2<— — ne
I
| :
‘ ‘ Material 2 Engrehierro
N 2
n, B Superficie cerrada
2
(a) (b)

Figura 6.20. (a) Superficie cerrada que engloba al material 1 y 2. (b) Superficie para relacionar los
campos en el material 2 y en el entrehierro.
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y lo mismo ocurre respecto de By para la parte 2, por lo cual, ambos campos pueden salir del
simbolo de integracion, obteniendo:

B1S1 = B2Sy = By = By,

ya que las secciones son iguales en ambos materiales.

Con la misma filosoffa anterior, vamos a relacionar los campos By y B, . Para ello, se necesita
coger otra superficie cerrada diferente. En este caso tomamos una superficie en forma de cubo
que abarca parte del material 2 y parte del entrehierro [Figura 6.20(b)]. Procediendo del mismo
modo se encuentra que:

BZ = BEa
de lo cual se deduce que By = By = B,.

De este modo ya tenemos otra ecuacién, que junto con el resultado encontrado en (1), podria
parecer suficiente informacion para resolver el ejercicio. No es asi ya que no poseemos un nimero
de ecuaciones minimo para poder despejar el campo B,.

3) Las ecuaciones materiales del sistema son tres, una para cada parte componente del elec-
troimén. Para el material ferromagnético, el ciclo de histéresis correspondiente; para el material
lineal By = pour2H1, y en el caso del entrehierro B, = pgH..

Ahora, se debe obtener la recta de funcionamiento. Para ello, tomamos la Ecuacién (6.17) e
intentamos relacionarla con las ecuaciones materiales pertinentes, de manera que en ella aparezcan
solo campos B y H correspondientes al material ferromagnético. La razén de ello estd en que,
al ser la relacién B = B(H) no lineal para estos materiales, no es facil introducir dicha relacién
el la expresién (6.17). Téngase en cuenta que, en numerosas ocasiones, no se conoce la funcién
analitica entre B y H para el ferromagnético, teniendo como dato la gréafica del ciclo de histéresis
directamente. Es evidente, en tal caso, que no es posible despejar el campo B en funcién de
H e introducirlo en la igualdad que se obtiene empleando la ley de Ampere para H. La unica
posibilidad, si se desea proceder de este modo, consiste en hacer un ajuste para cada parte del ciclo,
mediante métodos como, minimos cuadrados, o diferentes tipos de interpolacién. Sin embargo,
dicho procedimiento no estd exento de dificultades, ya que, como es facil imaginar, un ajuste
preciso del ciclo supone obtener funciones polindmicas de grado superior a dos, generalmente,
asi como cocientes de funciones polinémicas (dependiendo de qué parte del ciclo se trate), lo cual
conlleva una gran complejidad y, en ocasiones, imposibilidad de despejar el B del hierro (por
ejemplo, con polinomios de grado superior a cuatro). Por todo ello, es més sencillo manipular
los campos H que aparecen en la Ecuacién (6.17), referentes al medio lineal (2) y el entrehierro
(vacio o aire).

Con todo lo antedicho, vamos a substituir las ecuaciones materiales correspondientes a las
partes 1 y del vacio,

B = poproHo y Be = poHe,

en la Ecuacién (6.17), esto es,

H{L +

B 2L\ B.2L
2 ( >+ 22 = NI.

3L — =) 4 Bet2
Hoftr2 10 po 10

Obtenida esta igualdad, da la impresion que se ha hecho un cambio de campos H a B, sin
aparente utilidad, ya que seguimos teniendo una ecuacién y tres incégnitas (los tres campos que
aparecen-H1,Bs y B,), sin embargo, la situacién es diferente, si se analiza con detalle. Asi, al haber
introducido los campos B del material lineal y entrehierro, podemos hallar una ecuacién donde
solo aparezcan incognitas del ferromagnético. En efecto, si tomamos el resultado encontrado en
el (2), sabemos que los tres campos magnéticos B son iguales en las distintas partes del sistema
sobre la linea I'. Introduciendo esto en la 1ltima ecuacion, y teniendo en cuenta que la substancia
ferromagnética se lleva a saturacion, disminuyendo, posteriormente, la intensidad hasta que ésta



244  Capitulo 6. Magnetismo de la materia

se hace nula'®, se tiene:

B 9oL\ By 2L
H L+ —2 <3L—)+1:0,
140 M2 10 to 10

quedando, por lo tanto, una relacién en donde sélo aparecen campos que se refieren al elemento
1. No obstante, no es posible, todavia, resolver la cuestién fundamental del problema, esto es,
el valor de B, pues lo que se ha encontrado es una ecuaciéon con dos incégnitas. Para poder
averiguar el valor de Hy y B, necesitamos otra relacién mas. Esta ecuacién es la correspondiente
al ciclo de histéresis (dato). En este caso, si sabemos la expresién analitica para la parte del ciclo
que nos interesa, la cual corresponde a un arco de circunferencia para el segundo cuadrante. De
este modo, la funcién buscada es:

que traducido a los campos, toma el aspecto siguiente:
10°ugH? + B = 1.
Con este ultimo dato, tenemos dos ecuaciones con dos incégnitas, pudiendo resolver el sistema

sin dificultad (Figura 6.21). La solucién es, en definitiva, la interseccién entre el ciclo de histéresis
y la recta de funcionamiento, es decir:

B 2L\ B 2L
HL+—— (3L-Z= )+ 222 = 0
2800710 10) " o 10

10%u3H? + B = 1.

V=51

_1n4
x=10"1,H,

Figura 6.21. Interseccién entre el ciclo de histéresis y la recta de funcionamiento para I = 0. En
realidad el punto de interseccién estd muy cercano al eje OY (H =~ —79,6 A/m).

Despejando H; de la primera ecuacién del sistema anterior, e introduciéndolo en la segunda,
obtenemos:

(108 x 0,22 +1)B; = 1= B; =4,9x 107*T.

Este es el campo By, es decir, el referente al material ferromagnético, y no el del entrehierro que
es lo que se pide. Si embargo, como ya se ha demostrado el segundo apartado, los campos B son
idénticos en las tres partes que componen el electroiman, por lo que concluimos que el campo en
el entrehierro toma es mismo valor, esto es:

B.=4,9x10"*T.

100bsérvese como al ser nula la fuerza magnetomotriz, la recta de funcionamiento pasa por el origen de coorde-
nadas (véase Figura 6.3)
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6.11

El electroiman de la Figura 6.22 esta formado por un material ferromagnético de longitud media
lp, y un entrehierro de longitud [.. El nimero de vueltas del devanado es 10000. Se hace pasar una
corriente suficiente para saturar el material y, seguidamente, se disminuye lentamente la intensidad.
El ciclo de histéresis puede ajustarse a la ecuacién

3,9x 10" "H?+1,56B%> - 7,8 x 107*HB =1,

viniendo expresados H y B en unidades del sistema internacional. Se pide:

a) El valor de la intensidad si se quiere conseguir en el entrehierro un campo magnético idéntico al
remanente.

b) El valor de los vectores B y H en el entrehierrro si se sigue disminuyendo la intensidad hasta
que ésta se anule.

c) Calcular el vector M en el hierro, en las condiciones del apartado anterior.

Datos: I, =0,5m; [, = 1cm

Figura 6.22. Electroiman.

Resolucion

a) Lo primero que debe calcularse es el valor del campo magnético remanente. Para ello, se da
como dato que el campo magnético en el entrehierro es el mismo que el remanente del material, por
lo cual se verifica que, B, = B, = Hj = 0, que introducido en la ecuacién analitica del ciclo de
histéresis, proporciona el campo B que se desea obtener en el hierro y, en nuestro caso, también en
el entrehierro: H = 0y 3,9x 107" H?+1,56B2~7,8x10*HB =1 = 1,56B%2 = 1 = B = +0,87.
De estos dos valores del campo sélo es aceptable 0,8, ya que al haber llevado a saturacion el
material, si se disminuye la intensidad, el ciclo se recorre por la segunda curva de imanacién,
lo cual implica que el campo remanente al que se refiere el enunciado es el positivo. Una vez
conocido el campo, planteamos la ley de Ampere para el campo H [Figura 6.23(a)], con el fin de
relacionar los campos en el material y el entrehierro con la intensidad, esto es:

Hplp + Hl. = NI.

Por otra parte, tomando, como se ha mostrado en el problema precedente, una superficie cerrada
que englobe parte del ferromagnético y parte del entrehierro, se deduce que By = Be, es decir,
los campos magnéticos en el material y entrehierro son iguales (las secciones son las mismas y no
hay flujo disperso).

Por 1ltimo, las ecuaciones materiales que intervienen son, por una parte B, = pgH, y el ciclo
de histéresis corespondiente al nicleo.

Con todo ello, la recta de funcionamiento que se obtiene es la siguiente:

B.
Hplp, + —l. = NI,
Ho
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dl B

0eiB,

—
OO U T
3

A5 000 -5

(a) (®)

Figura 6.23. (a) Electroimdn. Curva T, superficie S. El vector dl se ha elegido de forma que la
intensidad tenga signo positivo. (b) Ciclo de histéresis.

y teniendo en cuenta, como hemos visto, que los campos son iguales, se encuentra
B
Hplp + =21, = NI, (6.18)
Ho

relaciéon que posee Unicamente campos que se refieren al material. Para averiguar la intensidad
para la cual se alcanza el campo B, en el entrehierro, basta substituir los valores (H, B) del
punto del ciclo de histéresis donde nos encontramos [Figura 6.23(b)], o sea, (0, B,) = (0;0,8).
Substituyendo estos datos en la Ecuacién (6.18), se tiene

s

I
o N

=0,63A .

b) Cuando se reduce la intensidad hasta que la fuerza magnetomotriz (f.m.m.) se hace nula, se
encuentra una recta de funcionamiento como la siguiente (Figura 6.24):

_ poln
le

B
Hylp + —21, =NI=0= B), = Hy,
Ho

la cual no tiene ordenada en el origen. Para poder calcular B, y H., hay que obtener, primeramen-
te, el campo en el material, o sea By, ya que, conocido éste, se encuentra fécilmente el B, (ley del

A5 000 -E00

1000 1600

Figura 6.24. El punto de funcionamiento es el correspondiente a la interseccidén entre el ciclo de
histéresis y la recta de funcionamiento. Obsérvese como dicha recta pasa por el origen de coordenadas.
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flujo) y, a partir del mismo el H, mediante B, = poH.. Con esto, la cuestién fundamental es, por
lo tanto, el campo B en el material, lo cual es posible empleando la recta de funcionamiento y la
poln H,

ecuacion material del ferromagnético, esto es, el ciclo de histéresis. Introduciendo By, = — ;
e

en la ecuacién analitica de dicho ciclo (interseccién), se tiene:

l 2 l
3,9 x 1077H2 + 1,56 (”? hHh) +78x 1074 <“? hHh> H,=1=

€ le

> !
(Hh)2 l3,9 x 1077 41,56 <H?h> +78x107% (“Ohﬂ =1,

y haciendo uso de los valores numéricos,
Hj, = F1591,2 Am™*

De estos dos valores, s6lo uno es el que corresponde a las especificaciones del problema. Asi,
el campo correcto es Hp, = —1591,2 Am™~', ya que al haber saturado previamente el ferro-
magnético, y después haber disminuido la intensidad hasta hacerse nula, el punto de funciona-
miento tiene que encontrarse en el segundo cuadrante y no en el cuarto, como corresponderia
a Hy = 1591,2 Am ™! (para I = 0). Obtenido esto, el By, es inmediato considerando la recta de
funcionamiento, esto es:

~ Holn

le

Para encontrar el campo B en el entrehierro utilizamos el resultado hallado anteriormente por
medio de la ley del flujo,

By = Hy, = 0,09T.

By =B.=009T,

y, con la ecuacién B, = ugHe,

H, = B. =71619,7A/m .
Ho

¢) La magnetizacién se halla mediante la ecuacién fundamental:

B
B=pyM+H)=| M= (H —H) = 76438,8 A/m .
0

Si dibujamos en el electroimén los campos que existen cuando suprimimos la corriente, se obtiene
una situacién como la mostrada en la Figura 6.25. Como puede observarse, el campo B lo forman
lineas cerradas, y M sélo existe dentro del hierro, dado que en el entrehierro no hay materia
magnetizable. El caso del campo magnético H es algo distinto; éste tiene un sentido dentro del
material y otro diferente en el entrehierro. Como ya se explicé en los Ejercicios 2.3 y 2.4, ello es
debido a la discontinuidad del vector M, lo cual hace que V-M = 0 en las superficies donde acaba
el material, provocando el nacimiento o muerte de lineas de H segtin sea el signo de la divergencia.
El campo Hj que aparece dentro del material es el campo desmagnetizante del que se hablé, y
tiene sentido opuesto al del campo magnético B. Obsérvese como en ausencia de intensidad por
el devanado se tiene una campo magnético en el entrehierro, constituyendo asi el nucleo un imdn
permanente.

Observacion: El ciclo de histéresis de este problema tiene una forma que difiere de la habitual,
sin embargo, si hay materiales que poseen estas caracteristicas. Concretamente, algunos aceros se
comportan de este modo frente a una excitaciéon H.
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6.12

=0
N <
D
D
D
........... S
B
h B,
M
M H
< By H, ¢
H, H;, Entrehierro
(a) (b)

Figura 6.25. (a) Esquema de los campos B, M y H, dentro y fuera del material. Se ha dibujado
una linea sélo para cada uno de ellos con el fin de simplificar. (b) Aqui se representan los campos
anteriores en la zona izquierda donde aparece el hierro y el entrehierro. Obsérvese como en la seccién
S (sombreada), V- M > 0, de lo cual se infiere que V- H < 0, muriendo, por tanto, lineas de H (en
la superficie derecha del entrehierro la situacién de estos campos es la contraria).

Se dispone de un toroide circular de radio medio R,,,. Dicho toroide estd compuesto de un material
magnético lineal, cuya permeabilidad relativa es ., y un entrehierro de longitud e. Se han devanado
en el material NV espiras por las que circula una intensidad I. Si posteriormente se duplica la longitud
del entrehierro sin variar el ndmero de espiras, a) determinar el nuevo valor de la intensidad para
mantener el mismo valor del campo B en el entrehierro. b) Indicar los puntos en los que V - H y
V x H son distintos de cero. Si se corta la corriente, c) determinar el valor de B en el entrehierro.

Resolucion

a) Plantearemos, primeramente, el procedimiento general ya explicado y, posteriormente, lo par-
ticularizaremos para los dos toroides de distinto entrehierro.

Toroide 1: Entrehierro e
(1) Hplp+Hl.=NI.
(2) ¢, =9, = B, =8..
(3) B = poprHp ; Be=poHe .

B,
Sustituyendo H, por — en (1), se tiene
Ho

B.e

Hy(L—e)+ H.l.=NI= Hy(L—¢)+ p
0

=NI

)

y haciendo uso de la igualdad de flujos (2), podemos reemplazar B, por B,

B
Hy(L—e¢)+ 2" = NI = B,
Ho

NI L—

obteniendo asi la recta de funcionamiento r (véase Figura 6.26). Hasta aqui la forma de operar es
idéntica a la vista en otros ejercicios referentes a circuitos magnéticos, si bien, en el caso que nos
ocupa, existe una diferencia. Esta se debe a que, al estar formado el toroide por una substancia
lineal, la ecuacion material es la recta By, = pou-Hp, por lo que la interseccién entre la recta de
funcionamiento y dicha ecuacion es inmediata y sencilla, cosa que no ocurria cuando el ntucleo
exhibia histéresis. Por todo ello, para hallar el punto de funcionamiento basta introducir en la
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B=p,p. H

Figura 6.26. El punto P corresponde a la interseccién entre la recta de funcionamiento y la ecuacién
del material que forma el toro.

Ecuacién (6.19) el valor de Hy, de la ecuacién (3) para el material, y despejar By,

By(L — B NI
Bu(l—e€) | Bre _ By = 1t (6.20)
Ho fhr Ho (7(1:—@) + e)
o

Esta expresion proporciona el campo magnético B en la substancia cuando el entrehierro es e.
Toroide: Entrehierro 2e

Denotando con primas (’) los nuevos campos y longitudes, y procediendo de forma andloga al
caso anterior, se encuentra:

B2
H)l, + HI, = NI' = H}(L — 2¢) + H'2¢ = NI' = H}(L — 2) + —2— = NI =
Ho
B;L(Ler)JrB;LQe:NI,éB;L: uoNI' 7
[optn 1o (<L726> T 26)
for

siendo Bj, el campo magnético en el material cuando se duplica el entrehierro.

Por la ley del flujo (2) hemos obtenido que B, = B, y, del mismo modo Bj = B, para el
segundo caso. Al tener el mismo valor del campo en el entrehierro para ambas situaciones quiere
decir que, By, = Bj,. Igualando, por lo tanto, los campos By, encontrados, se tiene:

uwoNIT _ o NI’ N (L — 2e) + 2ep,
((Lﬂ—e) —|—e> B ((L;2e) —|—2e) - (L—e€)+ep,

siendo L la longitud media del toroide. Introduciendo su valor en la expresion anterior, obtenemos:

27 Ry, — 2€) + 2ep,

.
(27 R, — €) + epu

I.

b) Tal y como se estudié en la teorfa [apartado 6.3, Ecuacién (6.10)] y en el problema 6.3, V-H # 0
alli donde V - M # 0. Al suponer la magnetizacién del toroide homogénea, los puntos en donde
se aprecia una variacién de la magnetizacion M son los correspondientes al principio y final del
hierro, esto es, donde comienza y termina el entrehierro (se pasa de tener M # 0 a M = 0).

En lo referente a V x H, serd distinto de cero en los lugares donde exista densidad de corriente
de conduccién, segin la Ecuacién (6.9). Ello se cumple sélo en las N espiras que forman el
devanado, y por las que circula una intensidad de corriente libre 1.
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(¢) Cuando se anula la intensidad, para el caso de tener un entrehierro e, se procede del mismo
modo que lo hecho hasta ahora, pero se introduce I = 0, obteniendo

By (L — B
n(L—e¢)  Bne

Hy,(L—e)+ Hl.=NI= =NI=
Hofr Ho
(L—e) e
By, +— | =0=B,=0.
o Ho

Este resultado es légico teniendo en cuenta que el material del nicleo es paramagnético y, por lo

tanto, lineal. En efecto, si analizamos recta de funcionamiento observa que, de forma genérica,

NI L —
Ho mo(L—e) o

tiene una ordenada en el origen dada por y una pendiente negativa —

e
obtener el punto de funcionamiento necesitamos calcular la interseccién de dicha recta con la
ecuacién material que relaciona By, con Hj, del material, esto es By, = pou,Hy, (otra recta que

_MO(L —e)

pasa por el origen). En nuestro caso I = 0, lo cual hace que By, = , 0 sea, una recta que

e
pasa por el origen de coordenadas del sistema OH B, por lo que su interseccién con la antedicha
ecuacion del paramagnético By, = By (H},) da como solucién el punto (0, 0).

6.13 El sistema de la Figura 6.27 consta de un conductor cilindrico muy largo con permeabilidad relativa
Ly radio Ry y de un solenoide recto también muy largo concéntrico con él. El radio del solenoide
es Ry y su nimero de espiras por unidad de longitud n. Por el conductor circula una densidad de
corriente homogénea j = ju, y por el solenoide una intensidad /. En estas condiciones, calcular:
a) El campo B en las regiones 1, 2 y 3 de la figura.

b) Un dibujo de cada componente del campo B en funcién de su distancia al eje z.
Datos numéricos: 1,=30; Ry=1 cm; Ry=3 cm; n=1000 m~!; j=4000 Am—2; I=1 A.

Conductor 3

%

Solenoide

X

Figura 6.27. Conductor cilindrico de radio R concéntrico con un solenoide de radio R.

Resolucion

a) Para resolver este ejercicio, distinguiremos, desde el principio, las tres regiones en las que se
pide el campo magnético.

Region 1 (0 < p < Ry)

Con la idea de utilizar el teorema de Ampere para el célculo del campo H de la corriente cilindrica,
tomemos H = (H,, Hy, H,) y dl = dlug = (0,dl,0), sobre una curva circular de radio p centrada
en el origen de coordenadas. Si recorremos la curva I'y (951) en sentido antihorario, la normal
que orienta la superficie cuya delimitacién es I'1 es n; = u, y dS; = dS1u, = (0,0,1)dS;.
Substituyendo todos estos valores en la Ecuacién (6.11), se tiene:

j{ (Hp,H¢,Hz)(07dl7O> :/ (O,O,j)(O,O,l)d51 = H¢dl:/ deS1.
651 Sl asl Sl
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Debido a la simetria de rotacién del sistema en torno al eje OZ, la componente Hy debe ser
la misma en cualquier punto de la curva elegida, por lo que podemos sacarla del integrando,
encontrando que,

2m .
H¢p/ dop = jc/ dS, = 2wpHy = j.S1 = 2mpHy = jemp? = Hy = ];'0,
0 S1

0 sea,

_ Jep

H¢ 9 Uy,

y al ser el conductor un material magnéticamente lineal de permeabilidad relativa p,., el campo
B viene dado por
B, = M0M2r]cpu¢.

Para el solenoide muy largo, en esta regién, empleando la Ecuacién (5.41), se encuentra,
Bs = poprnlu,.
Con todo ello, el campo resultante es

B= HollrJcp

5 e + poprnlua;,

y con los datos numéricos del ejercicio, da

B=75x10"2puy +3,7x 10 %u, .

Region 2 (R1 < p < Ry)

Considerando ahora una curva I'y similar a la del apartado anterior, pero de radio p < Rs, y
procediendo de igual modo, se tiene [Figura 6.28(a)]:

2m
Hyp / dp = [ j.dSs = je / ds,
0 S Se

S A S
5 : 5
Ve 3 P
2
1 i I R 2
Z ¥ ; Y
Y B
Ry Solenoide Ry
X b
(a) (b)

Figura 6.28. (a) Curva circular 'y de radio p < Rs. (b) Curva I's de radio p > Ry. Obsérvese en
ambos casos como fsjc -dS = fs,jc -dS, en donde S. = TR? es la superficie que representa una
seccién del conductor, ya que j. es nula fuera de S..
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en donde S, representa la superficie de la seccién del conductor de radio R;. Como puede obser-
varse, la superficie efectiva que aparece en la integral referente a la intensidad no es la superficie
So considerada originalmente, sino, como ya se ha visto en otras ocasiones, la que corresponde a la
interseccién de dicha superficie Sa con el volumen V; de la corriente, o sea, S. = mR%. Despejando
Hy de la relacién anterior, encontramos

.CRQ
2npHy = j.S. = 2mpHy = jom R = Hy = 32—1 .
p

Escribiendo este valor en forma vectorial, y empleando la relacién B = pou,-H, obtenemos para
el conductor

D2 . 2
JeR1 pojc Ry

= uy = By =——u

é 2p & é 2p é

El campo H, creado por el solenoide es idéntico al encontrado en el caso anterior, esto es, H; =
nlu,, viniendo el campo magnético B dado por: Bs = ugnlu,, y el campo resultante en esta
region,

B = /’LOJCR%

2p

Introduciendo ahora los datos del ejercicio, tenemos:

uy + ponlu,.

- 2,5x1077

B u; +1,2 x 10 3u, .

Region 3 (p > Ra)

Consideremos, primeramente, el campo creado por el conductor cilindrico. Para ello, se emplea
la ley de Ampere para H exactamente igual que se ha hecho para (R; < p < Rs), con la tnica
diferencia que, en este caso, la superficie S3 corresponde al radio p > Ry [curva I's, Figura 6.28(b)],

27
Hqsp/ d¢:/ jcdSQ :]c/ dSc =
0 Sa S

c

. R2
9mpHy = joSe = 2npHy = jonRE = Hy = ]; 1
0
en donde con S. hemos vuelto a denotar la seccién del conductor. Obsérvese como, formalmente,
la expresion hallada es idéntica a la del caso anterior.

Respecto del solenoide, no es necesario realizar ningun céalculo, pues, como se sabe del tema
anterior (Problema Propuesto 5.23), el campo magnético creado por una bobina de longitud muy
grande, en su exterior, es cero. Por todo ello, concluimos que el campo total en esta tercera regién
es:

MOJ.CR%

B:
2p

1.1(257

y numéricamente,

b) Las graficas correspondientes a cada componente del campo B, son las de la Figura 6.29.
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(2) (b)

Figura 6.29. (a) Gréfica By = By(p). (b) Representacién de B, = B.(p).

6.14 Elsistema de la Figura 6.30 esta formado por un niicleo ferromagnético virgen, de seccién constante,
con un entrehierro de 1 cm y dos arrollamientos de N;=10000 y N, = 5000 espiras, respectiva-
mente. El ciclo de histéresis del material se muestra en el dibujo, pudiendo ajustarse la curva de
primera imanacién a la funcién B = 6,9 x 102 H?2. Si por el primer devanado circula una intensidad
I; = 2A, calcular:

a) La intensidad I y el sentido de la corriente que debe circular por el arrollamiento de Ny espiras
para saturar el material.

b) El campo H en el material y en el entrehierro cuando una vez saturado el material la f.m.m. se
hace nula.

B(T)
L=25 cm

> H(A/m)
17000

SA~ A~ A~

@ (b)

Figura 6.30. Electroiman formado por un nicleo ferromagnético y dos carretes.

Resolucion

a) Considerando la ley de Ampere, la relacién para los flujos y las ecuaciones materiales, como
hemos estado haciendo en problemas anteriores, se puede escribir:

l)fF H-dl=1.= Hpl, + H.. = NiI; + NoI,. Aqui se ha elegido la curva media mostrada
en la Figura 6.30, y un elemento dl en el sentido de las agujas del reloj. De este modo, la normal
a la superficie es entrante segun el dibujo. Ademds, para determinar la f.m.m. se ha asignado
un sentido arbitrario (hacia dentro de la superficie) a la densidad de corriente jo que circula por
el devanado de N, espiras, ya que no se da, en principio, informacién sobre ella. Esto no es un
problema debido a que, si no se ha elegido la jo correctamente, el resultado final para la intensidad
I aparecerd con el signo contrario al supuesto.
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2) ¢, = D,

3) Para el entrehierro B, = pugH,, y para el nicleo ferromagnético la relacién B = u(H)H
viene dada por el ciclo de histéresis, cuya gréafica se da en el enunciado.

Teniendo en cuenta las relaciones anteriores, la recta de funcionamiento viene dada por
Be Bh
Hyply, + Ile = N11y + Nols = Hply, + Tle = N1I; + NoIs.
0 0

El punto de saturaciéon del material ferromagnético se encuentra en la esquina superior derecha.
Los valores de H y B en dicho punto se pueden obtener a partir de la curva de primera imanacién.
Asi, en saturacién Hp = 17000 Am™!, segin puede verse en la gréfica, por lo que el campo
magnético By, toma el valor, B, = 6,9 x 107 H? = 6,9 x 1077 (17000)? = 2T. De este modo,
conocido el By, sabemos exactamente el punto (H, B) del ciclo en el que nos encontramos. Para
hallar la intensidad basta llevar estos valores a la recta de funcionamiento, dado que este punto
del ciclo debe cumplir también la ecuaciéon de dicha recta. Por todo ello, se tiene el siguiente
sistema de ecuaciones:

B
Huylp, + 21, = NI + Noly
Ho
B, = 2.

Introduciendo los datos del ejercicio, se obtiene:

I, =25A .

Este resultado indica, al haber dado una intensidad positiva, que el sentido que se ha elegido
al principio del problema para la intensidad es el correcto, esto es, una densidad de corriente
entrante en el dibujo. De haber tomado el sentido inverso (saliente), habriamos encontrado una
Io = —2.5A, de lo cual se concluiria que el sentido verdadero para la j seria el opuesto, obteniendo,
del mismo modo, que la corriente entra en la superficie. Esto muestra que, fisicamente, el sistema
evoluciona de forma udnica (en nuestro caso la intensidad), pudiendo variar sélo el resultado
numérico (signo de Is), el cual debe interpretarse siempre en funcién de las hipdtesis realizadas
en el problema (sentido elegido para js).

b) Cuando la intensidad se hace nula, y no se varfan las condiciones del ejercicio, la recta de
funcionamiento tiene una ordenada en el origen igual a cero, manteniendo su pendiente por lo
que el sistema ya no estd en el punto (H, B) = (17000, 2) del apartado anterior. Para calcular el
campo Hp, debemos ver, por lo tanto, en qué parte del ciclo de histéresis se encuentra el sistema.
Para ello debe tenerse en cuenta la historia del material, lo cual es posible analizando a qué campos
ha sido sometido el mismo. En este sentido, el nicleo ha sido llevado previamente a saturacién,
por lo que, al disminuir la magnitud de la intensidad, manteniendo su signo, hasta hacerla cero,
debemos haber continuado por la segunda curva de imanacién (segtin lo hemos denominado en la
introduccién teérica). Ello implica que, para ver cudl es el H y B, en esta situacion, hay resolver
el sistema formado por la recta de funcionamiento (con I = 0) y el ciclo de histéresis. El problema
que surge cuando se quiere hacer esto es que, como puede observarse, la segunda curva del ciclo
estd formada por dos semirrectas perpendiculares, por lo que tendremos que resolver dos sistemas
de ecuaciones diferentes (cada uno con una de estas dos rectas), ya que no sabemos a cudl de las
dos intersecta la recta de funcionamiento (véase Figura 6.31). Tomemos primero, por ejemplo, la
recta paralela al eje OB. En tal caso, las ecuaciones que se obtienen son las siguientes:

B
Hulp + =2, = 0
Ho
H, = -17000,
cuya solucién es: Hp, = —17000 Am ™" y B, = 2,1 T. Evidentemente, este resultado no es vélido,

ya que el punto obtenido esta fuera del ciclo, no cumpliendo su ecuacién. La otra posibilidad que
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6.15

B(T) 0 B(T)

-

H(A/m) H(A/m)
17000 17000

(@) (b)

Figura 6.31. Al calcular la interseccién de la recta de funcionamiento con el ciclo de histéresis,
pueden darse dos situaciones diferentes: (a) Que la recta sea 7. En tal caso, ésta corta a la recta
Hj, = —17000 en punto P, al cual le corresponderia un valor del campo By, dentro del ciclo. Si en
este caso se hiciera la interseccién con la recta By, = 2, la solucién seria el punto ()1, quedando fuera
de la grafica. (b) Que la recta de funcionamiento sea 5. Si ello sucede, los puntos de interseccién
con las rectas que forman el ciclo serian P y Q2; al quedar @)o fuera del rectangulo, el punto de
funcionamiento seria el P, teniendo que calcular, por lo tanto, la solucién del sistema formado por
T2y Bh = 2.

tenemos es hallar la interseccion entre la recta de funcionamiento y una recta paralela al eje OH,

esto es:

B
Hyl, + 221, = 0
Ho

B, = 2,

dando como resultado: | Hy = —16076 Am™" |y | B, = 2T, | que si pertenecen al ciclo del

material, siendo, en consecuencia, la solucién buscada.

Una vez calculado H dentro del material, el campo para el entrehierro se obtiene empleando
la relacién encontrada para los campos By = B., a partir de la ley del flujo, y la ecuacién
B. = puoH. para el vacio, esto es:

B. B, 2

0 0

Se tienen dos electroimanes formados de dos partes diferentes (Figura 6.32). La primera, y mds
grande, es ferromagnética de seccién S e igual en ambos; la segunda corresponde al entrehierro.
El material del entrehierro del primer nicleo posee una seccién S, y una permeabilidad relativa
lrq Y €l entrehierro del segundo una seccién Sy, siendo desconocido el valor de su permeabilidad.
Deducir, razonadamente, el valor de ., del material del entrehierro del segundo electroimén para
que el campo magnético B en el ferromagnético sea el mismo en ambos casos.

Resolucion

En este problema debemos plantear las ecuaciones para las dos disposiciones diferentes del entre-
hierro, con el mismo material ferromagnético. De este modo, considerando el electroimén con el
material a, y denotando con el subindice h a la parte del hierro, se tiene:
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(a) (b)

Figura 6.32. (a) Electroiman con material en el entrehierro de seccién S,. (b) Electroiman con otro
elemento en el entrehierro de seccién Sy.

1)
%H~d1:[c:>thh+Hala:NI,
r
habiendo hecho la circulacién en sentido horario sobre una curva media de geometria cuadrada,
y en donde se ha identificado la corriente de conduccién I, con I, dato del problema.

2) Escogiendo una superficie cerrada que abarque una parte del ferromagnético y otra del
paramagnético (véase, por ejemplo, el Problema 6.9-Figura 6.20), se encuentra:

@z%B~dS:O:>/B~dS+/ B, dSa=0=
s s s

a

/ BadSa — Bdeb =0= BhS — BaSa = BhS = BaSa.
Sa Sh

Se observa como los campos no son iguales, lo cual es debido a que la relacién entre ellos depende
del cociente de sus superficies S, y S.

3) Las ecuaciones materiales en este caso se corresponden con el ciclo de histéresis, para el
ferromagnético, y de la expresién lineal B, = popurqH, para el otro elemento.

Con todo ello, tomando, primeramente, H, de esta ultima relacién, e introduciéndola en paso
(1), se obtiene:

B,
Hyl;, + lo=NI,

0Mra

y teniendo en cuenta la relacién entre los campos magnéticos de ambos materiales,

B
Hyuly + iza = NI,
MOMTaSa

y despejando ahora Bj, = B (Hp),

— /’LOMTaSaNI . NOMTaSalh
1.S 1aS

By, Hy,.

Esta expresion se corresponde, como ya sabemos, con la recta de funcionamiento, que junto con
la curva de histéresis nos proporciona el punto (H, B) del ciclo en donde se halla el material
ferromagnético, para una I dada.
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Respecto del segundo diseno, colocando otro material lineal distinto en el entrehierro, se
procede exactamente igual a como se ha hecho hasta ahora, por lo que se omitiran las explicaciones
en los tres pasos que hemos dado, pasando directamente a las ecuaciones. Denotando a este nuevo
elemento con el subindice b, se tiene:

B,
Hyly + —2

I, = NT.
o lrb

. . . ByS
Llegado aqui, se introduce en B su relaciéon con Bp mediante By = SL Formalmente, como

b
puede verse, esta expresion es idéntica a la introducida en el caso del material paramagnético a,
sin embargo numéricamente es diferente, ya que las superficies S, y Sp son distintas. Haciendo
uso de esto, encontramos:

B
Hylp + izb = NI,
Moy Sh
o sea,

_ pobrySeNT— pofirs Soln
1S 1S

que representa la recta de funcionamiento para el segundo montaje.

By,

Hha

Para averiguar cudl es el valor de p,4, debemos entender el significado fisico de los resulta-
dos obtenidos. En este sentido, si se analizan las funciones Bj, = Bj(H},) halladas para ambos
casos se observa que son diferentes. Esto es una novedad frente a lo visto hasta el momento en
anteriores ejercicios. Asi, un electroimén posee una recta de funcionamiento caracteristica para
una intensidad dada. Esto significa que, para un sistema, dicha recta depende de las propiedades
del entrehierro (fie, le, Se) v de la seccién del hierro Sy y su longitud media Ij,. De este modo,
variando la intensidad modificamos la ordenada en el origen, pero la pendiente continta siendo la
misma, ya que ésta no depende de I. En definitiva: variando la intensidad que pasa por el devana-
do conseguimos una familia de rectas paralelas, cada una de las cuales corta en diferentes puntos
a la curva que relaciona B = B(H) del material del niicleo (en muchas ocasiones ferromagnético).
Esto contrasta, claramente, con nuestro resultado, segun el cual aparecen dos rectas, en principio.
La razén de ello estd en que, en realidad, tenemos dos sistemas diferentes: uno con un material
a en el entrehierro y otro con un elemento b, diferente. Ello hace, como es logico, que las rectas
sean diferentes, ya que éstas dependen de las caracteristicas fisicas de los materiales (es decir, no
s6lo son distintas sus respectivas ordenadas en el origen).

Entendido esto podemos contestar a la pregunta original. En efecto, al dar como condicién
que el campo B en el hierro debe ser igual en ambos casos, para cualquier valor de la intensidad
I idéntica para cada uno de ellos, nos estan diciendo que el punto (H, B) del ciclo de histéresis en
el que nos encontramos tiene que ser el mismo en ambos electroimanes. De ello se infiere que, el
punto de interseccion de la recta de funcionamiento con la curva del ferromagnético es idéntico, lo
cual sélo es posible si ambas rectas poseen la misma ordenada en el origen y la misma pendiente.
Igualando, por lo tanto, la ordenada y pendiente de ambas, obtenemos:

ILLOMTIIS(ZNI _ MOMTbSbN[
1.S lpS '

Teniendo en cuenta que las longitudes I, y I, son iguales (entrehierro), encontramos:

raSa
/iraSa - ,urbSb = | Urp = NS
b
Operando igual con las pendientes:
T(ZS(ll T S l T’(IS(Z
_ Hopt h _ _ HOHrbobth _ K

LS 1S Hrb =g
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dando el mismo resultado.

Observacion: El razonamiento seguido es correcto porque se dice que el campo Bj tiene que
ser idéntico, para todo valor de I. Sin embargo, de ser sélo para una intensidad concreta, el
razonamiento dado no seria la unica posibilidad. Para entender esto, basta dibujar dos rectas de
diferentes ordenadas en el origen y distintas pendientes, o sea no paralelas, pero que se cruzan en
un mismo punto del ciclo de histéresis; un tal caso proporciona el mismo campo Bj,.

6.16 En la Figura 6.33 se representa un electroiman formado por dos materiales paramagnéticos distintos
de longitudes L y [, respectivamente, de un entrehierro [. y de un arrollamiento de N espiras. La
permeabilidad relativa del primero es pz = 1000 y la del segundo es p; desconocida. Si por las
espiras se hace circular una intensidad de 1A, calcular:

a) El valor de p; para conseguir en el entrehierro un campo H=10000 A/m.
b) La magnetizacién en las distintas zonas del electroiman.

Datos: L=40 cm; [=4 cm; [.=2 cm; N=500.

|

=

Figura 6.33. Electroimdn compuesto por dos materiales paramagnéticos diferentes.

Resolucion

a) Al igual como se ha hecho en anteriores problemas de estas caracteristicas, planteamos el
ejercicio en tres etapas:

1) La ley de Ampere para H. Haciendo las mismas aproximaciones que se expusieron en la
introduccién tedrica, y recorriendo la curva I' en sentido antihorario, obtenemos:

H, L+ Hl+H/l.=NI,

en donde hemos identificado con L la longitud total del primer material que compone el elec-
troiman (el mas grande).

2) Flujo.®; = ®;, = B;S; = BrS;, = B, = By. Por otra parte, tomando una superficie
cerrada en forma de cubo que abarque el material L y el entrehierro, se tiene: ®;, = ¢, =
BrSp = B.S. = B = B., ya que las secciones son iguales y no hay dispersién de flujo.

3) Ecuaciones materiales. En este caso tenemos tres, correspondientes a las diferentes partes
que componen el electroiman. Para los materiales paramagnéticos se cumple: Bp = uourHr v
By = o Hy, y para el entrehierro B, = pugHe.

Partiendo de la relacién encontrada en la etapa (1), si se substituyen las ecuaciones materiales
de cada elemento del sistema, se obtiene:

BrL Brl  Bple
Lz 2L~k :NI:>[++16} — NI (6.21)
Hotr Mol Ho Ho

Como puede observarse, en la ecuacion hallada aparecen dos incégnitas, By, y pr, no pudiendo
responder a la pregunta inicial. Sin embargo, al dar como dato el campo en el entrehierro, puede
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calcularse el valor de By, a partir de la igualdad de flujos (2). En efecto, introduciendo H. = 17000
en la ecuacién del entrehierro (3), encontramos

By, = B. = pigH, = 1700019 = 0,012 T.

Llevando ahora este campo la la Ecuacién (6.21), tenemos

l
My = WoNI L :1,35
Br € urL
b) La magnetizacién se calcula mediante la relacion M = x,, H = (u, — 1)H, siendo p, la
permeabilidad relativa.
Material de p = popr.
My, = xmr Hp
B 1
Hp ==L = 10000 1o =10 Am™ ',
pr 1000 po

y utilizando la primera expresion:

My = (pg — 1)Hy = (1000 — 1)10 = 9990 Am ™",

Material de p = popy.

_ B _ 10000k _ o) Am™!,
e 1,35, po

que introducido en la primera expresién:

Hy,

My = (pp — 1)H = (1,35 — 1)7407 = 2593 Am ™',

Entrehierro. En esta parte, al no haber materia, no existe magnetizacion, por lo que

M =0.

Observacion: En el apartado (a) hemos substituido directamente los H de cada parte del elec-
troimén por sus campos B correspondientes. Esto no ha sido lo realizado en problemas anteriores
referentes a circuitos magnéticos. La razdén de ello es que, en este ejercicio todos los materiales
que intervienen son paramagnéticos y, por lo tanto, lineales. De este modo, en este caso, si es
posible despejar H en funcién de B de una forma sencilla, cosa que no ocurria cuando el material
es ferromagnético, ya que, como se explicé en el Problema 6.9, al ser éstas substancias no lineales
normalmente no se puede despejar H en funcién de B para introducirlo en la ecuacion que resulta
de aplicar el teorema de Ampere.

PROBLEMAS PROPUESTOS

6.17 En un cubo de arista L = 0,05m de un material imantado, apoyado en los ejes coordenados, la
magnetizacién vale M = ay®u, + byu,, siendo a = 3A/m3, b = 2A/m?. Calcular la densidad de
corriente de magnetizacién en el centro del cubo y en la cara y = 0,05 m.

Solucién: En el centro j,, = —0,15u, A/m2. En la superficie j,,s = —0,0075u, A/m.
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6.18

6.19

6.20

6.21

Un cilindro muy largo de radio R transporta una corriente de intensidad I, distribuida homogénea-

mente. La permeabilidad magnética varia con la distancia al eje en la forma u = pyg (a — %) Obtener

H y M en los puntos del material del cilindro.

I I
Solucién: H = ﬁu(ﬁ 7 M= (a — % — 1) Wu(z,.

Considérese la siguiente configuracién de conductores, denominada cable coazial, donde p es la dis-
tancia al eje del sistema:

Regién 1 (p < a):

Un conductor cilindrico infinitamente largo, de radio a, no magnético. Distribuida uniformemente
a través de su seccién recta circula una intensidad de corriente I.

Regidén 2 (a < p < b):

Una capa de material no conductor rodeando al conductor de radio a. Dicho material, magnética-
mente isétropo, homogéneo y lineal, tiene permeabilidad magnética p = piyfio-

Regidén 3 (p > b):

El vacio, separado de la capa no conductora por un conductor coaxial, de radio b y grosor despre-
ciable, por el que circula una intensidad de corriente —I distribuida uniformemente en su superficie.

Calcular los campos H, B y M en todo punto del espacio y representar sus valores en funcién de
la distancia al eje del sistema.

iy Ip Tpno ! Tpopr
Sol t(0<p<a H= —,B=_—, M =0 <p<b H=—B=—""-
olucién:: ( p<a 2mwa? 2mra? (a <p ) 2mp 2mp
r— I
y = W= DL (p>b) H=0,B=0, M=0.
2mp
Un material es de conductividad eléctrica despreciable. Se s

fabrica con el material un cilindro de radio R y longitud
L > R. Por el eje del cilindro se hace pasar un cable con-
ductor de radio R’ y muy largo que transporta corriente.
La relacién entre B 'y H del conductor del material es
B = CH3. 1) Calcular el flujo de B a través del cuadrado
con un lado en el conductor y otro sobre la generatriz. 2)
Aplicarlo al caso C' = 0,024 unidades del S.I., R = 30cm,
R =20cmel=55A.

CI3(R-PR) (-1 1
Solucién: 1) 5,6 Wb; 2) % (RQ + R’2>
T Figura 6.34. Cilindro atravesado

por un hilo conductor muy largo.

El circuito magnético de la Figura 6.35 consta de un hilo conductor diamagnético de radio R y
permeabilidad p,. = 1 y un cilindro hueco concéntrico con él formado por dos materiales diferentes.
El primero de ellos es paramagnético de permeabilidad relativa 1,.,,=10 y el otro ferromagnético cuyo
ciclo de saturacidn es el de la figura. Por el hilo se hace circular una corriente suficiente para saturar
el sector ferromagnético y, posteriormente, se reduce hasta alcanzar un valor de 2 A. Dicha corriente
estd homogéneamente distribuida en el conductor. Calcular: a) Los campos Hy y By en las regiones
1y 2 en funcién de p. b) Los campos Hy y By en la linea media de cada uno de los sectores a y b.

El conductor y el cilindro son muy largos. Despreciar el flujo disperso.
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6.22

6.23

6.24

Datos: R=1cm, Ry =2cm, Ry =4cm.

B(T)
0,2

H(A/m)
¢: .

(@ (b)

Figura 6.35. Hilo diamagnético y cilindro hueco. (b) Ciclo de histéresis.

0,32
Solucién: a) (0 < p < R), Hy = 3183,1p , B, = 0,004p ; (R < p < Ry), Hy = ,
p
4x1077
By=-2" b)Hy=-20Am™", By=52x10"%T.
p
Un iman permanente tiene la forma de un toroide de didmetro medio 20 cm y una magnetizacién igual

a 105 A/m. Existe un entrehierro muy pequefio de longitud 1 mm. Determinar: a) El campo B en el
entrehierro. b) El campo H en el material. ¢) Dibujar las lineas de B, M y H en el material y en el
entrehierro.

Solucién: a) 1,25T; b) —5281,6Am ™.

El electroiman de la Figura 6.36 se construyé con un material cuyo H = K B?. La seccién es circular,
de valor constante S; en toda la longitud [; y se estrecha hasta S /2 en las piezas polares de longitudes
l2. No hay flujo disperso. Los valores de las distintas cantidades en el S.I. son: I; = 0,60, I5 = 0,10;
K =10000 y NI =1000. Calcular el By en la pieza larga del material.

Figura 6.36. Toroide de seccidn variable.

Solucion: 0.26 T.

Un anillo de longitud media L y seccidén constante estd formado por dos materiales ferromagnéticos
cada uno de longitud media L/2. El material a tiene un ciclo de histéresis que, partiendo de la
saturacién, es asimilable a una recta que pasa por los puntos Ay A©H, = 0A/m, B, =1Ty
H, = —200 A/m, B,y = 0 T. La recta andloga del material b es paralela a la anterior y pasa
por H, = —0,5 A/m, B, = 0 T. Se bobina un conductor sobre el anillo y se hace pasar por él una
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corriente suficiente para saturar ambos materiales y a continuacién se anula. Calcular H y B en dichos
materiales.

Solucién: H, = —99,7 A/m, H, = —99,7 A/m; B, = B, = 0,5 T.

6.25 En el circuito magnético de la Figura 6.37, en la pieza superior, que es de un material magnético
lineal de .., existe un arrollamiento que es de 1000 vueltas. Las dimensiones de dicha pieza son las
siguientes: a = 2 cm, b =8 cm, ¢ = 1 cm, y el espesor de la pieza es de 2 cm. La pieza inferior es
de fundicién gris, la longitud media de las lineas de campo en esta pieza es de 10 cm y la seccién
de 2 cm?. La separacién de cada entrehierro es de 3 mm. Se pide, determinar la intensidad que debe
circular por el arrollamiento para obtener en el entrehierro un campo B de 0,5T. No se considera flujo

disperso.
Datos para la fundicién ris" B(T) 0.1 ‘ 0’2‘ 03 ‘ 04 ‘ 05 ‘
P &S "H(A/m) | 450 | 750 | 1000 | 1250 | 1600 |
A b A
T T
al
C e

| |
Figura 6.37. Circuito magnético.

Solucién: 2,6 A

6.26 En el dispositivo dibujado las secciones rectas son todas S salvo en la columna de la derecha donde
S’ = 25. La intensidad es I = 20 A y el ndmero de vueltas en cada devanado N = 500. Las longitudes
son a = 0,5 m. El material se imana de manera que B = 100uoH. Calcular el vector B en la columna
de seccién S’. Se supone que no existe flujo disperso.

o

Figura 6.38. Electroiman.

Solucién: 0,39T.

6.27 Una determinada industria quiere fabricar un dispositivo de seccién circular en cada tramo, como el que
se indica en la Figura 6.39, con el fin de conseguir un campo magnético en el entrehierro H, = 2000
A/m, cuando se hace circular una corriente de I = 1 A por cada espira. Por razones técnicas no
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pueden emplearse mas de 203 metros de cable en la zona donde va arrollado. Calcular cudl debe ser
el valor de la i, del material paramagnético que se elija.

Datos: Longitudes medias, L = 1 m, [ = 0,45 m, radio de la seccién r = 5cm. Supdngase que no
hay dispersion de flujo.

N~

~
VEv A=A

1

Figura 6.39. Dispositivo industrial.

Solucion: 52.

6.28 Se construye un electroiman de longitud del hierro 3,0 m y de entrehierro 1cm, con 1000 espiras.
Para el material empleado se verifica, en primera imanacién, B = Ksen(H/C), donde K =12 T
y C' = 2800 A/m. Se desea alcanzar un campo de 0,6 T en el entrehierro. Calcular la intensidad de
corriente que debe circular por la bobina. Despréciese la dispersion de flujo.

Solucién: 9,2A.






CAPITULO

INDUCCI(')I\!
ELECTROMAGNETICA

Uno de los grandes avances de la teoria electromagnética fue el descubrimiento de que podia
inducirse corriente en una espira conductora cuando varia el flujo de B a través del area limitada
por ella. Faraday (1831) observé que se inducian corrientes en un circuito: 1) cuando éste se
movia en presencia de un imén permanente, 2) si dicho circuito se mantenia en reposo pero se
movia el imén, o 3) si manteniendo el circuito en reposo se sitia préximo a otro por el que circula
una corriente que varia con el tiempo. Los resultados experimentales de Faraday muestran que
circula corriente en el circuito si se mueve en presencia de un campo magnético, o bien, si existe
un campo magnético que varia con el tiempo. En todos estos casos se produce un cambio del flujo
que atraviesa la superficie limitada por el circuito, originando una fuerza electromotriz (f.e.m.)
distinta de cero y, consecuentemente, una corriente eléctrica.

En este capitulo se estudia el fenémeno de induccién electromagnética relacionado con la apa-
ricién de f.e.m. debida a un campo magnético. La tecnologia eléctrica actual se basa en gran
medida en los descubrimientos de Faraday. El principio de funcionamiento del generador eléctri-
co, del transformador, del freno eléctrico, del tren de levitacién magnética, y de otros muchos
dispositivos, tiene su origen en la ley de induccién electromagnética.

7.1. FUERZA ELECTROMOTRIZ

dl

Figura 7.1. Esquema de la linea cerrada I', el sentido de circulacién dl y el campo E.;.
Consideremos una linea cerrada I' (no necesariamente formada por conductores), uno de cuyos

elementos es dl. Sea E.; el campo eléctrico efectivo en dicho elemento, igual a la fuerza total, por
unidad de carga eléctrica, que se aplica sobre una carga. Se define la f.e.m. £ en dicha linea por

5:%Eef-d1, (7.1)
T

265
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que representa la energia que la fuerza resultante aplica sobre la unidad de carga que describe
una vez la linea cerrada. La dimensién de la f.e.m. es la misma que la de la d.d.p. y se medira,
por tanto, en voltios.

Si el campo E.¢ se expresa como la suma del campo electrostatico Eg, cuyo rotacional es nulo,
y de otros campos no electrostaticos E, s, la Ecuacién (7.1) se puede escribir como

5:%%,&:%Eym+fammszmdL (7.2)
r T T r

Por tanto, para que haya f.e.m. en una linea debe existir campo E,,;.

El resultado anterior es coherente con el concepto introducido en el Capitulo 4 de la f.e.m. de
un generador. En este capitulo se vio que como el campo E,,; existe iinicamente en el interior del
generador, la f.e.m. a lo largo de una linea cerrada que incluya dicho componente quedara reducida
a la circulacion de E, s en el generador.

Segun la ley de Lorentz la fuerza por unidad de carga es F /¢ = E+v xB. Cuando el conductor
se mueve es el segundo término el que contribuye a la aparicién de f.e.m.. Por otra parte, si hay
un campo magnético no estacionario existe un campo E inducido segin la ley de Faraday que
contribuira a la f.e.m. Aunque el origen es diferente, la f.e.m. en ambos casos puede expresarse
en funcién de la variacion de flujo.

De acuerdo con las causas asociadas a la presencia de una f.e.m. se estudian los casos siguientes.

7.1.1. Fuerza electromotriz inducida en un circuito estacionario por un
campo magnético variable con el tiempo

Una de las leyes de Maxwell, la ley de Faraday, establece que en todo punto del espacio donde
hay un campo electromagnético se verifica la ecuacién
0B
ot~
La ecuacién anterior implica que el campo eléctrico E en una region donde el campo magnético
varia con el tiempo no es conservativo y por tanto no es un campo electrostatico.

VxE= (7.3)

B
ds

dl

Figura 7.2. Esquema de la linea y los sentidos utilizados para dl y dS.

La Figura 7.2 muestra una linea cerrada I', inmévil en el espacio, en presencia de un campo B
variable en ¢, que puede ser producido por un iman en movimiento o por una corriente variable.
Dicha linea puede ser ficticia o un circuito fisico. Como la linea estd en reposo, la fuerza de
Lorentz sobre las posibles cargas eléctricas situadas a lo largo de I' serd debida al campo eléctrico
E inducido por la variacién temporal de B. A partir de la Ecuacién (7.3) y el teorema de Stokes
(1.23), se obtiene que la f.e.m. en la linea cerrada es

0B d dd
S—ngef-dl—f}E-dl—— Sm-ds——ﬂ/sBdS——E, (7.4)

donde los sentidos de dl y dS estan relacionados por la regla de la mano derecha (Figura 7.2).
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La ecuacién anterior establece que la f.e.m. en una linea cerrada es igual a menos la variacién
respecto del tiempo del flujo de B a través de una superficie limitada por la linea. Dicha variacién
es debida a la presencia de campos magnéticos no estacionarios.

El signo menos indica que la f.e.m. inducida hard que circule una corriente en un circuito
conductor cerrado, con direccién tal que el campo creado por ella se oponga a la variacion de
flujo a través del circuito (ley de Lenz).

7.1.2. Fuerza electromotriz inducida en un circuito mévil en un campo
magnético estacionario

Supongamos ahora que un circuito material se mueve o deforma en presencia de un campo
magnético estacionario. Este campo puede ser producido por un iméan permanente o una corriente
estacionaria. Si un punto del circuito se mueve con velocidad v y el campo en dicho punto es B,
el campo eléctrico efectivo no electrostatico en dicho punto es

E..— L~ —vxB. (7.5)
q

En un circuito abierto, de extremos a y b, la f.e.m. se determina a lo largo de una linea cerrada I"
que va de a a b por el circuito y que contintia de b a a por el exterior. Como sélo hay movimiento
en el circuito, inicamente contribuird a la aparicién de f.e.m. la porcién de linea asociada al
circuito, es decir,

s—ngef-dl—fFEns.dl—yg(vxB)-dl—/ab(va).dl. (7.6)

Si el circuito material en movimiento es cerrado, la f.e.m. a lo largo de la linea cerrada I" coincidente
con el circuito sera

5:7§E€f-d1=7£(vx13).d1. (7.7)

Se puede demostrar que la expresién anterior también puede escribirse en funcién de la variacién
de flujo, obteniendo que

= B . l——i B' - - .
& ﬁ(vx )-d t/S ds = . (7.8)

donde la variacion de flujo a través del area limitada por el circuito se debe en este caso inicamente
a su movimiento. El sentido de dl determina el de dS, tal como se vio en en el apartado anterior
y en la Seccién 5.2.

En este caso de f.e.m. debida al movimiento se aplica igualmente la ley de Lenz.

La Expresién (7.6) para circuitos abiertos también puede escribirse en funcién de la variacién
de flujo [Ecuacién (7.8)]. En este caso, la linea cerrada T' incluye la porcién de circuito y otro
tramo externo de forma que en la variacién de flujo se evalie el barrido por dicho circuito en su
movimiento.

7.1.3. Caso general

Cuando B cambia con el tiempo y el circuito estd en movimiento, la f.e.m. total inducida es igual
a la suma de las asociadas a cada causa, es decir,

ezjfEef-dlzyf(va)-dl—/a—B.dS. (7.9)
r r s Ot
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El primer término esté relacionado con el movimiento y el segundo con la variaciéon de B respecto
del tiempo. Ambos términos pueden expresarse en funciéon de la variacién de flujo: debido al
movimiento del circuito considerando el campo estacionario, o a la variacién temporal de B
manteniendo el circuito fijo. Por tanto, la f.e.m. total podra expresarse como

0P 0P
£= <_at>movimiento - (_6t>cambio con t (710)

Asi, en general, la f.e.m. viene dada por

o
£=-", (7.11)

que representa la ley de Faraday.

7.2. AUTOINDUCCION E INDUCCION MUTUA

7.2.1. Coeficiente de autoinduccion

ds

I'™—d
Figura 7.3. Esquema del circuito y los sentidos utilizados para dl, dS y para el célculo de I.

Sea un circuito estacionario por el que circula una corriente I (Figura 7.3). El circuito estara atra-
vesado por el flujo ® debido a su propia corriente. Una variacién de corriente origina una variacién
de flujo y, por tanto, una f.e.m. inducida. La f.e.m. obtenida segun el sentido de dl, coincidente
con el utilizado en el calculo de I, es

_d® _ d®dl . dl
dt  dI dt dt’

donde L = d®/dI es el coeficiente de autoinduccién que depende de la geometria del circuito
y del medio. L se mide en henrios (H) y tal como se define es siempre positivo.

£= (7.12)

La f.e.m. debida al fenémeno de autoinduccién tiende a oponerse al cambio de corriente, de
acuerdo con la ley de Lenz, y debe sumarse a otras fuerzas electromotrices presentes.

7.2.2. Coeficiente de induccién mutua

La f.e.m. inducida en un circuito debido a las variaciones de intensidad en otro se expresan por
medio del coeficiente de induccién mutua M.

Sean dos circuitos como los de la Figura 7.4. El flujo total en el circuito 2, @, serd la suma
del flujo ®5; debido al campo Bo; asociado a I1 y @95 debido a su propia corriente I5. La f.e.m.
en el circuito 2, &, es

ddy 0Py dl;  OPao dly
dt oI, dt Ol dt’
donde se observa que el resultado depende de las variaciones de intensidad en ambos circuitos. El
coeficiente de autoinduccion del circuito 2 es Ly = 0Pq5/015. Se define el coeficiente de induccién

mutua de los circuitos 1 y 2 como

& =

(7.13)

. 0®oy

M. I
21 8[1 ’

(7.14)
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Figura 7.4. Esquema de dos circuitos acoplados.

cuya unidad de medida serd igualmente el H. Dicho coeficiente puede expresarse en funcién de la

geometria de ambos circuitos por
Ho dly - dly
Moy = — T 7.15
2= 7{ f; R ( )

donde R es la distancia de un punto de la espira 1 a otro de la 2. Se verifica que My = M5 = M.
Es 1til tomar el valor del coeficiente de induccién mutua como positivo y poner delante signo
positivo o negativo en funcién de si la disposicién relativa de corrientes da lugar a que el flujo
mutuo aumente o disminuya el debido a su propia corriente. En general, para la disposiciéon de la
Figura 7.4 se tiene

B dI, dl,
(7.16)

dI, dl,

— L2

& Yt dt

7.3. ENERGIA Y FUERZAS

7.3.1. Emnergia magnética

La creacién de una configuracion de corrientes y sus campos asociados puede llevarse a cabo
de forma que las corrientes y los campos varian desde cero hasta los valores que tengan en el
instante considerado. En este proceso se inducen fuerzas electromotrices que se oponen al cambio
de corriente, lo que ocasiona un consumo de energia. El trabajo requerido para establecer el
sistema de corrientes quedara almacenado en el circuito como energia magnética.

Inicialmente se considera un circuito sin resistencia eléctrica por el que circula una corriente
I. Un pequeinio cambio de flujo d®, en un tiempo dt, origina una f.e.m. inducida &;, por lo que
una fuente debera efectuar un trabajo contra ella. En dt la carga que circula por el circuito es
dg = Idt y el trabajo realizado por una fuente externa vendra dado por

AW = —& Idt = I d®. (7.17)

En el caso de un conjunto de circuitos rigidos, estacionarios que estédn situados en un medio lineal,
no hay pérdidas por histéresis y el trabajo realizado por la fuente es igual a la energia magnética
del sistema. De la Ecuacién (7.17), se puede deducir que la energia magnética U, viene dada por

1 n
Un =5 ;Iz@i, (7.18)

donde I; es la corriente final y ®; el flujo total a través de cada circuito. La expresién anterior
puede escribirse también en funcién de los coeficientes de induccién y las corrientes del siguiente
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modo

Un = %ZZMjkIjIk, (7.19)

k=1 j=1

donde Mj;, representa el coeficiente de induccién mutua entre el circuito j y £, o bien el coeficiente
de autoinduccién, cuando los subindices coinciden. En el caso de dos circuitos se obtiene

1 1
Upn = §L1[12 + ML+ 5LQIZ?, (7.20)

donde el signo positivo se utilizara si los campos debidos a I; e I5 en los circuitos correspondientes
se refuerzan y negativo si dichos campos se oponen. Para un solo circuito,

1
Up = §L12, (7.21)
que representa la energia almacenada en una bobina. Esta expresién puede utilizase para el calculo
de coeficientes de autoinduccion.

En el caso de corrientes distribuidas en un volumen resulta conveniente otra formulacion
alternativa, ya que en estos casos el concepto de flujo no estd claramente definido. Para una
corriente distribuida en un medio lineal, la energia magnética puede expresarse en funcion de las

corrientes como )
Un = f/ (G-A)dv, (7.22)
2 Jv
donde A es el potencial vector debido a la densidad de corriente y V' incluye todas las regiones
donde j no es cero.

La energfa magnética del sistema de corrientes también se puede evaluar en funcién de los
campos asociados. Esta descripcion del fenédmeno aporta un modelo de como la energia se alma-
cena en el propio medio donde existe un campo magnético. Para medios magnéticos lineales se
obtiene

Un = 1/ (H-B) dV, (7.23)

2 )y
donde V es el volumen total ocupado por el campo. La energia magnética por unidad de volumen
Uy, para un medio lineal es

1 H-B B* 7.24
Las expresiones anteriores son validas para sistemas lineales y no pueden utilizarse de forma
general para sistemas que contengan materiales no lineales como los ferromagnéticos. Cuando estos
materiales estan presentes, parte de la energia aportada por una fuente externa para establecer los
campos se pierde irreversiblemente por histéresis. En este caso, la Ecuacién (7.17) sigue siendo
valida pero no las siguientes. El trabajo realizado por las fuentes externas para establecer un
campo magnético puede expresarse en funcién de los campos como

we [ ( /OBH | dE,) v (725)

Si este resultado se utiliza para calcular la energia que es preciso aportar al recorrer un ciclo
de histéresis de un material ferromagnético, se obtiene un trabajo por unidad de volumen igual a

que es un resultado general.

aw

—_— = HdB 2
- , (7.26)

ciclo

que es el area limitada por la curva de histéresis y representa una pérdida irreversible de energia.
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7.3.2. Fuerzas entre circuitos

Todos los circuitos por los que circulan corrientes experimentan fuerzas magnéticas cuando se
sitlian en un campo magnético. La ley de Ampere dada por la Ecuacién (5.21) permite determinar
la fuerza entre dos circuitos por los que circulan corrientes; pero en ciertos casos requiere el
calculo de integrales curvilineas complicadas. Una expresién alternativa para evaluar dicha fuerza
se obtiene a partir de las variaciones de energia. El resultado también puede expresarse en funcién
de los coeficientes de induccién mutua que pueden medirse con relativa facilidad.

Dados dos circuitos por los que circulan corrientes, existiran fuerzas de origen magnético
entre ellos. Para mantenerlos en equilibrio es necesario aplicar una fuerza mecéanica externa igual
y opuesta a la magnética. Supongamos que uno de los circuitos sufre una traslacién rigida lenta
bajo la influencia de las fuerzas magnéticas que actian sobre él mientras el otro permanece fijo.
Aplicando el principio de conservacion de la energia se obtiene, despreciando el efecto Joule, que
el trabajo realizado por las fuentes externas es igual a la variaciéon de la energia magnética del
sistema mas el trabajo mecédnico desarrollado.

Una forma de calcular este trabajo es realizando el desplazamiento de forma que las corrien-
tes permanezcan constantes. En este caso las fuentes deberdn realizar trabajo contra las f.e.m.
inducidas debidas al cambio de flujo asociado al movimiento del circuito. Para sistemas lineales,
se deduce que el trabajo efectuado por la fuente es doble del incremento de energia magnética del
sistema, siendo dicho incremento igual al trabajo mecénico realizado. Finalmente, se llega a que
la fuerza magnética sobre el circuito que sufre el desplazamiento rigido puede expresarse como el
gradiente de la energia magnética, es decir

F,.=(VUn);, (7.27)

cuya componente en x serd Fy,, = (0Uy,/0x);. El subindice I indica que las derivadas se calculan
manteniendo la intensidad constante. Una fuerza igual y de sentido contrario actuara sobre el otro
circuito. La tendencia de esta fuerza es orientar al circuito en la posicién de flujo maximo.

Expresando U, en funcién de los coeficientes de autoinduccién e induccién mutua, como en

la traslacion todos los puntos sufren el mismo desplazamiento sélo variard M, resultando que F,,
también puede calcularse como

F,, =1L1,VM, (7.28)

donde I; e I son las corrientes de los circuitos. Igualmente, la componente en x es F,,, =
I I;(OM/0x). A partir de esta expresién puede obtenerse la ley de Ampére para la fuerza magnéti-
ca.

Otra forma de llevar a cabo el desplazamiento es variando adecuadamente las corrientes de
forma que el flujo se mantiene constante. El resultado final es el mismo, aunque varia la expresién
utilizada para calcular la fuerza. En este caso la fuente no realiza trabajo y el realizado por la
fuerza es igual a menos la variacién de energia magnética. Se obtiene que la fuerza viene dada
por

F,=-—(VUn)g- (7.29)

PROBLEMAS RESUELTOS

7.1 Una espira circular de radio R=10 cm, centrada en el origen de coordenadas, ests situada en el
plano XY. Existe un campo B = C pcos(wt) u,, donde C=1 T/m, p = /a? +y?> y w = 100 7
rad s~!. Determinar la f.e.m. inducida en la espira.
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7.2

Resolucion

En este caso que la espira estd en reposo la tinica causa
de aparicién de f.e.m. es la presencia de un campo B no 7
estacionario. Para el calculo de la f.e.m. se aplica la ley de S
Faraday: £ = —(d®/dt).

Primero se calculara el flujo a través del area limitada
por el circuito. El sentido de circulacién dl a lo largo de la dl
. .- . X
espira utilizado en el cédlculo de la f.e.m. es el marcado en
la Figura 7.5, por lo tanto, aplicando la regla de la mano
derecha, el dS a utilizar para determinar el flujo es dS =
dS u, = pdpd¢ u,. En el calculo del flujo debe tenerse en
cuenta que las variables de integraciéon son espaciales, las
funciones temporales pueden sacarse fuera de la integral.

2m
o = /B dsS = // pcos (wt)u,) - (pdpde u,) / / pcos(wt) pdpde

= /27T do / pcos(wt) pdp = (27) (Cos(wt)/o 2dp> — 91 cos(wt) [;)3

R3 0,10 »
= 27 cos(wt)? =27 cos(wt)T = 6,67 x 10™ “7 cos(1007t) Wh.

Figura 7.5. Esquema de la espira,
sentido de circulacién y elemento de
area.

0

En un instante ¢, la f.e.m. a lo largo de la espira siguiendo el sentido dl viene dada por

dd  d[6,67 x 10~ cos(100rt
£ = -2 - [6,67 df“’b( ™l _ (6,67 x 1077 x 1007) sen(1007t) =

€ = 0,66 sen(1007t) V .

Un disco de radio R, paralelo al plano XY, gira alrededor de su eje con velocidad angular w= w u,.
Existe un campo magnético uniforme y estacionario B = B u,. Determinar la f.e.m. a lo largo de
una linea cerrada que incluya un radio del disco.

"
B o B
v
i -
a a
@ ® e

Figura 7.6. (a) Esquema del disco, su eje y el campo B. (b) Camino de circulacién y los vectores dl
y E,s =v xB.
Resolucién

Al moverse las cargas del material del disco tangencialmente, estdn sometidas a una fuerza por
unidad de carga v x B, radial y hacia fuera [Figura 7.6(a)]. Por tanto, a una distancia p del centro
del disco el campo no electrostatico es

E,; = (vxB)=(wpuy) x (Bu;) =wpBu,.

La f.e.m. a lo largo de la linea cerrada oabo de la figura 7.6(b), que va de oa por el radio del disco,
de ab por el exterior y de bo por el eje, es

£ = Eef~d1:]{ Em-dlzjf (va)'dI:/(va)-dl,
oabo oabo oabo oa
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donde sélo contribuye a la aparicién de f.e.m. el tramo oa del disco. Por tanto, la f.e.m. siguiendo
el sentido indicado es igual a

R 2| B 2
E:/(va)~dl:/(waup)-(dpu,,):/ prdp:wB% = 5:wBQR .
oa oa 0 0

El dispositivo descrito es un generador eléctrico conocido como disco de Faraday. Si el material del
disco es conductor y entre los terminales de conexion, a y b, se conecta una resistencia circulard una
corriente eléctrica.

7.3 1) Una barra conductora ideal de longitud L se mueve con velocidad v = v u, en una regién del
espacio donde hay un campo magnético uniforme y estacionario, B = B u,, tal como muestra la
Figura 7.7(a). Determinar la f.e.m. en la barra y la d.d.p. entre terminales. 2) Si la barra se desliza
sobre unas guias paralelas horizontales y entre los extremos de las guias existe una resistencia R,
calcular la intensidad I en la resistencia, indicando el sentido de la corriente. Se supone que las guias
y la barra tienen resistencia despreciable. 3) Calcular para el caso anterior la fuerza mecdnica que
hay que aplicar para que la barra se mueva con velocidad constante v. Demostrar que la potencia
mecdnica aportada coincide con la potencia consumida en la resistencia.

Y [ ] [ ] [ ] [ ] b Y ° ° ° ° b
e o o o \% e o o ol dl v
e o o o e o o o Ens=V x B
(@) a X ) a X

Figura 7.7. (a) Barra conductora en movimiento en presencia de un campo B y esquema de ejes
utilizado. (b) Campo E,s = (v x B) y sentido de circulacién. (c) Campo debido a la acumulacién de
cargas en los extremos.

Resolucion

1) La barra conductora se mueve en presencia de un campo estacionario, la aparicién de f.e.m.
es debida al movimiento de la barra en presencia de un campo B. El campo eléctrico efectivo no
electrostdtico en un punto de la barra es E,; = (v x B) [Figura 7.7(b)].

Se calcula la f.e.m. a lo largo de un camino cerrado que incluya la barra. Los extremos de la
barra se han denominado a y b. Dicho camino va de b a a a lo largo de la barra y de a a b por el
exterior. La f.e.m. siguiendo dl es igual a

£ = f{ Eef-dlzf Em-dl:/ (va)~d1:/ (v x B)-dl
bab bab bab ba(barra)
a a 0
= / (vuy x Bu;) - (dy uy) = / (—vBuy) - (dy uy) = / (—vB)dy =
b(barra) b(barra) L
& =vBL,

donde se ha tenido en cuenta que en ese caso dl = dy u,, ya que la barra es paralela al eje Y.
Ademas, el campo B es uniforme.

Los electrones libres de la barra conductora, sometidos a E,,s = v x B se desplazan a lo largo de
la barra y se acumulan en el extremo b. Como consecuencia, el otro extremo, a, quedara cargado
positivamente. Entre a y b existira un gradiente de potencial, es decir, un campo eléctrico debido
a las cargas acumuladas que va de a a b por la barra, campo E;, y de a a b por el exterior, campo
E., como muestra la Figura 7.7(c). Finalmente, los campos obtenidos son:
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= En el interior de la barra, Ecy = E,s + E; = 0, ya que es un conductor ideal.

= En el exterior, E.; = E,, debido a la acumulacién de cargas. Se puede suponer que dicho
campo es cuasielectrostatico, es decir, E, = —VV.

La integral de E.; a lo largo de una linea cerrada es la f.e.m. Dicha integral también se puede

escribir como suma de dos términos, uno asociado al tramo de la barra y otro al tramo externo.
Sustituyendo el valor del campo efectivo resultante en cada tramo y operando se obtiene

7{ Eef-dlszL:/ Eef.d1+/ E.;-dl
bab ba(barra) ab(exterior)

b
o+/ (—VV)~d1:/—dV:Va—Vb: E=V.
ab(exterior) a

&

que demuestra que el valor de la f.e.m. £ coincide con la d.d.p. entre terminales V.

Otra forma de calcular la d.d.p. es a partir del campo electrostatico asociado a la concentracion
de cargas, cuyo valor en el exterior es E. y en el interior de la barra E;, siendo E; = —E,,. A
partir de estos valores, la d.d.p. es

Vabe:f/ Eeodl:f/ Ei~d1:/ Ens~dl:/ (vxB)-dl=E¢,
b(exterior) b(barra) b(barra) b(barra)

obteniendo igualmente que V=V, — V}, = €.

2) Se calcula primero la f.e.m. a lo largo de la linea cerrada

formada por la barra, tramo ba, las guias y la resistencia, tra- Y

mo ab. La f.e.m. obtenida siguiendo el sentido de circulacion dl | I, b

marcado en la Figura 7.8 serd idéntica a la obtenida anterior- R N L

mente ya que todos los pasos de la demostracién son iguales y * odle) o

del circuito senalado sélo se mueve la barra. | e o o o | X
x=u ™

Tgualmente, si se aplica la regla del flujo al circuito cerrado
anterior, se obtiene el mismo valor, tal como se demuestra a

continuacion. Figura 7.8. Circuito cerrado for-

mado por la barra, las guias y la
Para el sentido de circulacién utilizado, se tiene dS = yesistencia.

—dS u,. En un instante ¢, el flujo vale
@z/B-dS:/(BuZ)-(—dSuz)z—/BdSz—B/dS:—BS:—Bsz—BLut,
s s s s

donde se ha tenido en cuenta que B es uniforme, que en el instante inicial la barra esta sobre R,
luego la posicién de la barra en el instante t es x = vt y que el area del circuito rectangular es
S = Lx. La f.e.m. vendra dada por

d®  d(—BLwt)

AP B
d dt v

Aplicando la segunda ley de Kirchhoff al circuito siguiendo el sentido dl y suponiendo que la
corriente tiene también dicho sentido, se obtiene

& =BLv=RI.

La resistencia de la barra y la de las guias se consideran despreciables. Finalmente, se obtiene
para la intensidad

vBL

3
R~ R

I =
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7.4

Como el signo de I es positivo, la corriente inducida tendra el mismo sentido que el supuesto en
el cdlculo, es decir el de dl (sentido horario). Dicho sentido para la corriente coincide con el de
E,s = v xB.

Si se cambia el sentido de circulacién dl (sentido antihorario), también lo hard el signo de €.
La intensidad inducida I tendra signo negativo, lo que implica que la corriente serd contraria y
su sentido serd horario, coincidente con lo obtenido previamente.

El resultado anterior estda de acuerdo con la ley de Lenz. En efecto, al moverse la barra la
corriente inducida I dard lugar a un campo con sentido contrario a B y se opondra a la variacién
de flujo a través del circuito.

3) Sobre la barra actiia una fuerza magnética F = I L x B, donde B es uniforme y L tiene la
direccion de la corriente y médulo la longitud de la barra. Se obtiene que

F=ILxB=1I(-Lu,) x (Bu,)=-ILBu,.

En consecuencia, se debera aplicar una fuerza mecénica F, .. con igual médulo, direccién, pe-
ro distinto sentido, que anule la fuerza magnética, para que la barra se mueva con velocidad
constante, tal como se muestra en la Figura 7.9.

La energia mecanica aportada en un desplazamiento dx

vale Y
dW = F,..dzx = ILB dx , | I, b
[ ) o o o
y la potencia R> o o oFedl pFue
P _p « o o o
= —— = v.
dt X

La potencia consumida en la resistencia serd igual a
Figura 7.9. Esquema de las fuer-
P =RI>=vBLI =€&I, zas sobre la barra.

siendo ambos resultados coincidentes.

En régimen permanente, la potencia mecanica suministrada al circuito se transforma en po-
tencia calorifica que da la resistencia al medio ambiente.

Se dispone de una espira rectangular, de lados L1 y Lo, inicialmente en el plano X Z, con su centro
coincidente con el origen de coordenadas, y con sus lados paralelos a los ejes. En la region del
espacio donde estd la espira existe un campo uniforme y estacionario del tipo B = B u,. Dicha
espira gira con una w = w u, de forma que el eje de giro pasa por su centro. Determinar la f.e.m.
inducida en la espira y la d.d.p. entre terminales.

Resolucién

La causa de aparicién de la f.e.m. es el movimiento de la espira en presencia de B. La f.e.m.
vendra determinada por

Sszef'dI:f(vaydl:—%,

Primero se resuelve el ejercicio aplicando la regla del flujo y posteriormente calculando la circu-
lacion del campo. En el célculo de la f.e.m. el sentido de circulacion seguido es el indicado en la
Figura 7.10(a), el vector superficie asociado también se ha indicado en dicha figura.

La Figura 7.10 muestra la espira en en instante t, el flujo serd igual a

o= / B.dS = / B dS cos(wt) = B cos(wt) / dS = BS cos(wt) = BLj Ly cos(wt),
s s S
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ot

"W

(b)

Figura 7.10. (a) Esquema de la espira que gira con w en presencia de un campo B. (b) Seccién en
el plano Y Z.

pues dS = dS[cos(wt) u, + sen(wt) u,], como muestra la Figura 7.10(b), B= B u, y S = L1 L,.
Finalmente, la f.e.m. viene dada por

P
&= —Cfi—t = BSw sen(wt) .

Para relacionar la f.e.m. y la d.d.p. se sigue el mismo razonamiento que en el Ejercicio 7.3 para
la barra conductora. Se supone que el conductor de la espira es ideal, de forma que el campo E.¢
en el interior del conductor es cero. Debido al campo E,; = v X B se origina una acumulacién
de cargas en los terminales a y b, cuyo campo asociado E; (en el interior) equilibra al campo
E,, resultando E.;=0 en la espira conductora. En el exterior existird un campo debido a la
acumulacién de cargas, E.y = E. = —VV. Expresando la circulacién de E.¢ en la linea cerrada
como suma de dos términos, se obtiene

E = %‘ Eef'dIZ/ Eef'd1+/ Eef~d1
bab ba (espira) ab (exterior)

b
= o+/ (—VV)~d1:/ AV =V, - Vy=| E=V .
ab (exterior) a

Esta d.d.p. es debida a la acumulacién de cargas en los extremos.

Si se repite el cdlculo de la f.e.m., determinando € = §(v x B) - dl, siguiendo el camino de ba
(espira) y ab (exterior), el resultado es el mismo, como se demuestra a continuacion.

£ = }z{ Eef~d1:/ (va)-dl:/ (v x B)-dl
bab bab ba (espira)
= / (va)~d1+/ (v x B) - dl,
(lado1) (lado3)

ya que la integral [(v x B)-dl a lo largo de los lados 2 y 4 es cero, pues en dichos lados (v x B)
(paralelo a X)) es perpendicular a dl.

Para los otros lados:

= En el lado 1: (v x B) = vBsen(wt)(—u,) = —(w L2/2) Bsen(wt)u, y dl = dz u,.

= En el lado 3: (v x B) = vBsen(wt)u, = (w L2/2)Bsen(wt)u, y dl = dz u,.
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7.5

7.6

Sustituyendo estos valores en la integral que determina &:

E = / (va)~d1+/ (vxB)-dl
(lado1) (lado3)

—L1/2 L1/2
/ —vBsen(wt)dx + / vB sen(wt)dx
L

1/2 (ladol) —L1/2 (lado3)

L
2uBsen(wt)Ly = 2w72B sen(wt)L; = | £ = BwSsen(wt) .

El dispositivo descrito en este ejercicio, que proporciona una d.d.p. alterna entre sus terminales,
muestra el principio de funcionamiento del generador de corriente alterna o alternador.

Repetir el problema anterior si B = By sen(w,t) u,. Particularizar el resultado si w = w,.

Resolucion

En este caso la aparicién de la f.e.m. es debida al movimiento de la espira y a que B es no
estacionario. Corresponde a un caso general donde se aplica la regla del flujo. Para el instante ¢
de la Figura 7.10(a) del ejercicio anterior se tiene

o= / B-dS = / By sen(w,t) dS cos(wt) = By sen(w.t) cos(wt)/ dS = ByS sen(w.t) cos(wt) ,
s S 5

donde S = L1 Ls.

La f.e.m. se calcula segin la ley de Faraday:

d
E= —azl—t = —BySw, cos(wet) cos(wt) + BpSw sen(w.t) sen(wt) .

El primer término representa la variaciéon de flujo debido a que B es no estacionario y el segundo
al movimiento de la espira en presencia de B.

Siw=w.:

£ = BoSw[— cos*(wt) + sen?(wt)] = —BySw cos(2wt) ,

cuya frecuencia es doble que la de giro.

Por un solenoide ideal infinitamente largo circula una corriente I = I cos(wt) (Figura 7.11). El
nimero de espiras por unidad de longitud es n y su radio R. Calcular el campo eléctrico inducido
en el interior y exterior al solenoide.

——7

Figura 7.11. Esquema del solenoide y de su seccién.

Resolucion

Como I = I cos(wt) el campo asociado no es estacionario por lo que habrd un campo E inducido
debido a la ley de Faraday.

Si se supone que la corriente varfa lentamente, el campo B = pgnlycos(wt) u, es uniforme
y confinado al interior del solenoide. El campo inducido E para puntos interiores y exteriores al
solenoide se calcula en los apartados siguientes.
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Figura 7.12. Esquema de una seccién del solenoide y los caminos de circulacién.

= Para puntos interiores (p < R):

Se determina la f.e.m. a lo largo de una circunferencia de radio p, situada en un plano
perpendicular al eje del solenoide, tal como se muestra en la Figura 7.12, es decir dl =
dl uy. El dS asociado a un elemento de drea del circulo limitado por la circunferencia es
dS = dS u,. La f.e.m. viene determinada por

do
=¢E; -dl=¢E-d=——
e fua-fza-

o = / B-dS = /[,uonlo cos(wt)u,] - (dS u,) = / ponlo cos(wt)dS
s s s

donde el flujo serd igual a

= ponly cos(wt)/ dS = ponly cos(wt)S = ponly cos(wt)mp?.
s

Sustituyendo este valor en la expresién de la f.e.m., se llega a

2
£ = 7{]3 cdl = _d[MOnIO cos(wt)mp?]

p = ponlow sen(wt)mp?.

Por simetria la magnitud de E es constante en los puntos de la circunferencia y tangente a
ella. En los puntos interiores se obtiene:

%E -dl= %Eqﬁdl = E¢7{dl = Ey27mp = ponlow sen(wt)mp® =

I
E; = w sen(wt) ,

que muestra que en campo Fy inducido aumenta proporcionalmente con la distancia.

= Para puntos exteriores (p > R):

Igualmente, siguiendo el dl de la Figura 7.12, el flujo sera

o = / B-dS = /[,uonlo cos(wt)u,] - (dS u,) = / ponlo cos(wt)dS
s s s

= ponly cos(wt)/ dS = ponly cos(wt)wR?,
s

va que en el exterior del solenoide el campo es nulo.

Siguiendo el mismo procedimiento que en el punto anterior se obtiene el campo inducido en
el exterior, tal como se muestra a continuacion,

2
j{E.dl _d® _ dlponlo cos(wt)mR?]

Cdt dt ’
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7{ Eudl = E, f dl = Ey4 2mp = ponlowsen(wt)mR* =

- ,LL()TLI()UJR2

E, %

sen(wt) ,

donde se observa que en los puntos exteriores el campo inducido disminuye inversamente
proporcional a la distancia.

7.7 Una espira circular de radio pequefio (r=0,01 m) esta fija en el espacio. Una gran espira de radio
R=3 m estd situada en un plano paralelo a la primera, es coaxial con ella y se le acerca con una
velocidad v=50 m/s. Calcular la f.e.m. inducida en la espira pequeiia, si por la grande circula una
corriente de /=20 A, cuando: 1) la distancia entre los planos de las espiras sea de 4 m. 2) la
distancia sea nula.

Resolucion

V<

. 1 . . . : I
= Campo producido por la espira grande en su eje R dl [\ iS B

po I R? / z
2 (R2 + 22)°/%

B =
donde z es la distancia entre los centros de las espiras  Figura 7.13. Esquema de las espi-

y la direccion es axial. ras, sentido de circulacién y campo.

= Flujo a través de la espira pequena:

Q)z/B-dS:/BdS:BS:BmQ,
S S

por ser el radio pequeno se ha supuesto que B es uniforme e igual al del centro. Para el
sentido de circulacién dl seguido, Figura 7.13, dS es paralelo a B.

= La f.e.m. en la espira pequena tiene su origen en el campo no estacionario debido al mo-
vimiento de la espira grande. Se calcula £ evaluando la variacién de flujo debido a dicho
movimiento. La f.e.m. segin el sentido dl es igual

@@ do, 2 dB IR (3/2) (R2+2%)"%2 2 (dz/dt)
E = —=——(Bnr’)=—mr" — =71rp — 3
dt dt dt 2 (R? + 22)
_ 3wrugl R?z(dz/dt)
2(R?+ z2)5/2
donde dz/dt = —v.
= Si la separacion entre las espiras es z=4 m, se obtiene
P 3 x 3,14 x 0,012 x 4 x 3,14 x 1077 x 20 x 32 x 4 x (—50) — 068x10-° V.

2 (32 4 42)°/2

= Si z=0, £=0.
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7.8

La Figura 7.14 muestra dos conductores rectilineos de longitud infinita que no tienen contacto
eléctrico entre si. Por el conductor vertical circula una corriente continua de intensidad ;. Por el
conductor horizontal circula una corriente alterna Ir = Ipsen(wt). Se sitia cada eje coordenado
sobre un conductor. Un alambre en forma de espira cuadrada con sus lados paralelos a los ejes, de
longitud L y resistencia 6hmica R, se traslada sobre el plano XOY paralelamente al eje OX con
velocidad constante v.

Calcular la intensidad inducida en la espira en funcién del tiempo, si en ¢t = 0 es x = 0. Se desprecia
el efecto de autoinduccién de la espira.

Y L
«—X » @ >y
A A
I, L
A 4
> X
0] I

Figura 7.14. Esquema de los hilos, la espira, sentido de circulacién utilizado y ejes coordenados.

Resolucion

En este caso la apariciéon de la f.e.m. es debida tanto al movimiento como a que el campo magnético
es no estacionario. Para determinar la f.e.m. se aplica la ley de Faraday: £ = —(d®/dt). El sentido
de circulacién es el marcado en la Figura 7.14, por tanto, dS = —dS u,. Primero se determina ®
en un instante ¢ correspondiente a la posicién de la figura, donde x = vt, después se calcula su
variacién con el tiempo para evaluar £. Finalmente, se obtiene la intensidad inducida.

= Flujo a través de la espira debido a la corriente I;:

El campo debido a I vale By = (ugly)/(27x)(—u,) v dS = —dSu, = —Ldz u,.

El flujo elemental sera

toly

dd; =B -dS = L dx,
2mx

y el total a través de la superficie de la espira

x+L x+L
/J,o]l /.to]lL dx ,U(]IlL z+L
P, = Ldx = —— N k|
! /I 2mx d 2m /x x 2m n(@)f,
_ ﬂoflL ln (.’E+L) _ ,uoflL ln (Ut+L)
2 T 27 vt

= Flujo a través de la espira debido a Is:
El campo debido a Iy vale Ba = (ugl2)/(27y)(u,) y dS = —dSu, = —Ldy u,.
Los valores del flujo elemental y total seran:
polz

d®y = ——— L dy,
27y

L+L
polsL / dy _ pobL L+L _ polysen(wt) L n(2).
L

Py = ——
2 27 Y 27 L 27
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= La f.e.m. resultante vendra dada por

Ao dd,  dd,

e TS
LL L I L
_ _i Hodq In (’Ut + ) _ i _/J'O Osen(wt) 111(2)
dt 27 vt dt 27
poly  L? poloL
2 (vt + L)t + 27 n(2) wcos(wt)
poL L L
= — |——+1)In(2 )| .
o {(vt yar + Iy In(2)w cos(w )]
= La corriente inducida es igual
& ,U,()L IlL
I=—= ———— + IyIn(2 | .
R 2rR |:(vt+L)t + ToIn(2)w cos(wt)

7.9 Una barra conductora ideal de longitud L se halla sujeta en el punto O formando un dngulo 6 fijo
con el eje OZ. Se hace rotar a dicha barra con una velocidad angular w constante en torno a un eje
que pasa por OZ en presencia de un campo magnético homogéneo y estacionario B = (0,0, —B),
tal como se muestra en la Figura 7.15(a). Determinar: 1) El valor de la f.e.m. inducida en la barra.
2) Suponiendo que el dngulo 6 se pueda variar, jpara qué valor de dicho dngulo la f.e.m. inducida
es maxima?

Figura 7.15. (a) Esquema de la barra, el campo y w. (b) Esquema indicando el sentido de circulacién,
el campo E,,5 y los ejes.

Resolucion

1) La f.e.m. es debida al movimiento de la barra en presencia de B estacionario. Si se sigue un
camino cerrado OP (segun la barra) y PO (por el exterior), se obtiene

5:7{E6f-d1=f (va)-dl:/ (v x B) -dl,
OPO OoP

donde la integral queda limitada al camino OP a lo largo de la barra.
Para el sistema de ejes marcado en la Figura 7.15(b):
v=wxr=(wu,) X (yuy,+zu;) =—wyu,.

En el sistema de referencia considerado se tiene que B = —B u, y como la barra estd en el plano
YZ, en general dl = (dy u, + dz u;). El sentido de circulacién seguido en el célculo de & se
tendra en cuenta en los limites de la integral. La f.e.m. viene determinada por
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£ = /Op(va)-dlz/OP[(—wyux) x (—B uz)].dlz/op(_wyB ) - (dy uy + dz )

y=Lsen 6 _B 2
= / —Bwy dy = vy
y=0 2

Lsen6
sen BwL?sen?6
S| g Dwhisentl

o 2

2) &€ serd méximo para § = /2.

7.10 El circuito cuadrado de lado L=5 cm de la Figura 7.16 tiene una resistencia de 0,005 Q y se

mueve en el plano de la figura con una velocidad de 0,02 m/s en la direccién del eje X. En la
region del espacio que atraviesa el circuito existen campos magnéticos de valores 1 u, T, 0 T
y —1 u, T sucesivamente en regiones cuyos Az son 10 cm, tal como se indica en la figura. Se
pide: 1) Intensidad que circula por el circuito en funcién de su posicién, tomando como referencia
la coordenada = del lado BD. Indicar el sentido asociado a la corriente resultante. 2) Representar
graficamente la intensidad calculada en funcién de la posicion.

Y | 10cm  10cm  10cm

® o o o X X X X

A B ® o o o X X X X
—»V ®© o o o X X X X

C D ® o o o X X X X
® o o o X X X X

X

Figura 7.16. Esquema del campo y la espira en movimiento.

Resolucion

1) La f.e.m. es debida al movimiento. Se puede determinar a partir de £ = —(d®/dt). En la
resolucién del ejercicio se utiliza la ley del flujo y se desprecia la autoinduccién.

Primero se calcula el flujo ® = | B - dS para las distintas posiciones del cuadrado, denomi-
nadas a,b,¢,d,e, f y g en la Figura 7.17. A continuacién, la f.eem. £ = —d®/dt y, finalmente,
I = &/R. El sentido de circulacién dl es antihorario, siendo dS = dS u..

= Para la zona a), 0 < < 0,5 cm, se obtiene:

@:/B.dsz/(Buz).(dsuz):/BdS:BLx,
S S S

d®
£=——=-BL
dt v’
y la intensidad de corriente calculada en sentido antihorario es
& —BLv —-1x0,05x0,02
I = — = = ? ? = — 2 A
R R 0,005 024,

es decir la densidad de corriente tendrd sentido horario. Como debido al movimiento el flujo
aumenta, la corriente inducida crea un campo opuesto, de forma que se opone al aumento
de flujo, de acuerdo con la ley de Lenz.

= Para la zona b), 0,5 cm < x <10 cm, el resultado obtenido es

d=cte=>E=0=1=0.
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7.11

En ¢), 10 cm< o <15 cm, se llega a

& BlLv
®=BL[0,10—(z—L)|=E&=BLlv=1=— =

R R
que es positiva, el sentido de la corriente es antihorario como el utilizado en el calculo. En el
movimiento, el flujo disminuye y la corriente inducida crea un campo con el mismo sentido

que el original, oponiéndose a dicha disminucién.

=0,2A,

En d), 15 cm< x <20 cm, se obtiene ® =cte =& =0=1=0.

En la zona e), 20 cm< z <25 cm, B = —B u, y siguiendo el mismo razonamiento los valores
obtenidos son:

b= /SB LdS = /S(—B w.) - (dS w.) = —BS = —BL(z — 0,20),

EzBLv:I:£:0,2A.
R
En f), 25 cm < & <30 cm, el flujo es constante, consecuentemente
P=cte=E=0=1=0.

Finalmente, para ¢), 30 cm < 2 <35 cm, los valores correspondientes son

®=-BL030—(z—L)) = E=—BLv=1 = % =—02A.

2) En la Figura 7.17 se muestran los valores de I en funcién de la posicién.

Scm S5cm Scm Scm Scm Secm Scm

[aTdleTa e T rlel
A‘L Be e X X X X
L.x. [ ] [ ] X X X X
— p
C. .D. [ ] X X X X
[ ] [ ] [ ] [ ] X X X X X
02 A —
| | | |
T 1 T X

0,2 A— —

Figura 7.17. Corriente inducida en funcién de la posicién de la espira en movimiento.

El circuito de la Figura 7.18, formado por una semicircunferencia y su didmetro de valor D = 40
cm, y resistencia eléctrica R = 10 2, empieza a girar, con w = 50 rad s~ !, en el sentido indicado,
alrededor de un eje normal al plano del dibujo y que pasa por el centro de la circunferencia. Hay un
campo B constante, de médulo 1 T, dirigido hacia el observador y limitado al semiespacio superior
de la figura. Calcular la intensidad que circula en funcién del tiempo y representarla graficamente.
Se desprecia la autoinduccidn.

Resolucion

La causa de la apariciéon de la f.e.m. es el movimiento en presencia de B. La f.e.m. se puede
calcular como € = § By - dl = —(d®/dt).
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Figura 7.18. Esquema de la espira en la posicién inicial.

El movimiento es periddico, siendo T' = 27/w. Si 0 < t < (T/2) = 7/w el flujo disminuye,
pero para m/w < t < T = 27 /w el flujo aumenta. Se estudiardn dos posiciones correspondientes
a dichos intervalos de tiempo.

s Para 0 <t <7T/2=m7/w, Figura 7.19:

Figura 7.19. Posicién de la espira para 0 < t < 7/w.

Siguiendo el sentido de circulacion marcado, antihorario, dS = dS u,, y para el sistema de
ejes indicado, B = B u, . El flujo vendra dado por

2
@:/B-ds:/BdS:B/dS:BS’:B(”D —1D2wt>,
s s s 4 8

donde S’ es el drea de la porcién de la espira donde hay campo, coincidente con el drea del
semicirculo menos el area del sector circular inferior de angulo wt.

La f.e.m. sera

d® BD?w
dt 8

Finalmente, la corriente viene dado por

E BD?w 1x0,40% x50
=< = — X —0,1 A.
R 8R 8 x 10 0,

El sentido de la corriente inducida coincide con el de circulacién (antihorario) y creard un
campo que se opone a la disminucién del flujo.

s Para 7/w < t < 27/w, Figura 7.20, y para el sentido de circulacién marcado, dS = dS u,,
el flujo, la f.e.m. e I seran:

<I>:/B~dS:/BdS:B/dS:BS’:B[lDQ(wt—w)},
S S S 8

donde S’ es el drea limitado por la espira donde hay campo, es decir el sector de dngulo
(wt — 7). La f.e.m. y la intensidad son iguales a

d®  BD’w

Cdt 8
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dl

Figura 7.20. Posicién de la espira para 7/w < t < 27 /w.

BD? 1 402
I:éz— w:— XO7OX50:—O,1A.
R S8R 8 x 10
El sentido de la corriente inducida es contrario al de circulacién, tendra sentido horario y

creard un campo que se opone al aumento del flujo.

La intensidad inducida en funcién del tiempo es la representada en la Figura 7.21.

1

72 T t

Figura 7.21. Corriente inducida en la espira en funcién del tiempo.

7.12 En la Figura 7.22 se representa un circuito fabricado con un hilo de cobre de resistencia por unidad
de longitud 3 (8 = R/l), que consta de una circunferencia de radio 7 y un didmetro. Dicho sistema
gira alrededor de un eje perpendicular al plano de la figura con una velocidad angular constante
w = w u,, en presencia de un campo magnético uniforme y estacionario B = —Bu, que sélo
existe en la mitad derecha, esto es, para x > 0. El conjunto comienza a girar partiendo de la
posicién en que el didametro cd coincide con la linea vertical ab. Para un instante arbitrario ¢ tal que
0 <t < m/w, se pide: 1) Calcular las corrientes inducidas en cada rama del circuito. Témense en el
célculo de las intensidades los sentidos indicados en la figura. 2) Calcular la diferencia de potencial
Vo — V.

Nota: Se desprecia la autoinduccién.
Datos: B=10"2T; f=10Hz ; r =50 cm; =5 x 1073 Q/m.

Resolucion

1) Es un circuito formado por dos nudos, ¢ y d, tres ramas (cd, dac y dbc) y dos mallas (cdac y
cdbe). Se aplican las leyes de Kirchhoff al circuito de la Figura 7.22, es decir,

I o=
&

0 para los nudos) ,
(
SR (para las mallas independientes).

= Primero se calculara la f.e.m. &; a lo largo del camino cdbc. Para este sentido de circulacion
dS = dS(—u,). B = —B(u,) es uniforme, estacionario, y estd confinado a la regién senialada.
Hay que calcular el flujo a través del semicirculo definido por cdbc pero sélo contribuira la
superficie S” donde hay campo (drea del sector cobc). En el instante ¢, la posicién del circuito,
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Y
d X X X
X 1;1( X
X X

O~
(\\
NQ

tal
)
o

Figura 7.22. Esquema de la espira en un instante ¢ indicando los sentidos para el célculo de las
intensidades y los de circulacién.

definida por 6, es § = wt = 27w ft. La f.e.m. es igual a

dd
glzf Eof-dl=——21
cdbe dt
donde
y ar? 1, ar? 1,
o, = B-dS= [ (-Bu,)(-dSu,)=BS=B|——-r‘0 | =B| — — z-r<wt |,
S 5 2 2 2 2
o ddy 1 9
61 = W = QWBT .

= Igualmente a lo largo del camino cdac, para el sentido de circulacién marcado, dS = dS(u,),
y en el calculo del flujo sélo contribuird la superficie S’ donde hay campo (drea coac). La

f.e.m. & serd igual
dd,

= Eef-dl=——=,
52 fidac o dt
! 1 2 1 2
b= B-dS= | (-Bu,) (dSu,)=-BS'"=-B|(-r‘0| =-B| =r‘wt),
SQ SQ 2 2

ddy 1 9
=——= = _—wBr-.
& 7 2(.0 r

Aunque se han calculado & y &, resulta interesante realizar un anélisis detallado del campo no
electrostatico. En los tramos bd, da y od es B =0 = E,s = v x B = 0. En el conductor bca la
velocidad de las cargas es tangencial y v x B es radial hacia o, luego (v x B) - dl = 0. Por tanto,
la tnica contribucién a la f.e.m. proviene de co y en el instante ¢ de la Figura 7.22 es tanto para
la malla 1 como para la 2:

0
1
£ = fEef -dl = %Ens -dl:/ —wpBdp = inTQ.

Al aplicar las leyes de Kirchhoff se tiene

= En el nudo d:
Is=1+1

= En la malla edbe:

&1 = Reqls + Rapeln,
donde R.q = 2r3 y Ragpe = wrp.
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En la malla cdac:

&y = Reqls + Ryacla,
donde Rgq. = r[3.

El sistema de ecuaciones obtenido seré:

I3 = L+
%wBrQ = 2rBI3+ nrGl
EwBr2 = 2rBI3+ wrpls

Cuya solucién viene dada por:

Br2w Briw

L=Lh=——— . IL=2[1=——.
TR T B2 3 YT 4B+ B

Para los datos numéricos dados:

_ 1073 x 0,52 x (2 x 7 x 10) N
8% 0,50x5x 1073 4+2xmx0,50 x5 x10-3

I=I, =043 A,

L =1

Iy =21 = 0,86 A .

2) Las resistencias de los tramos ad y db son R,q = (71 — rwt)8 y Ra, = rwtf3, respectivamente.
Por aplicacién de la ley de Ohm se llega al resultado :

Vo—Vo=Va—=Va)+ (Vg —=Vi) = =Raalz + Rap]1 = —(mr — rwt) Bz + rwtfBI;.
Sustituyendo los datos numéricos:

Va—%:—wx0,50x5><10_3><0,43—|—2><0,50><(2><7r><10)><t><5><10_3><0,43:>

V,—Vy=-337x10"2+0,135t V.

7.13 La Figura 7.23 muestra un niicleo toroidal de permeabilidad relativa j, y seccién rectangular, donde
se han devanado dos arrollamientos, 1y 2, de terminales by cy d y e, respectivamente. El primero
tiene N7 espiras y el segundo N, ambas homogéneamente distribuidas a lo largo de la longitud
del ndcleo. Calcular: 1) El coeficiente de autoinduccién de la bobina 1 y el de la bobina 2. 2) El
coeficiente de inducciéon mutua. No hay flujo disperso.

T [l

7 d
(b) I_Fz_’0|

Figura 7.23. (a) Niicleo toroidal con dos devanados 1y 2. (b) Seccién del nicleo.

Resolucion

1) El coeficiente de autoinduccién de la bobina 1 es Ly = d®11/dI;, donde @15 es el flujo a través
de dicha bobina del campo B; asociado a su propia corriente 1.
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= Primero se calcula H; a partir de la ley de Ampeére, para lo que se determinara su circulacion
a lo largo de una circunferencia I' de radio p interior al solenoide. Como el material es lineal,
B = pou-H. Los valores obtenidos para dichos campos son:

NI LN, T
%Hydl:NlIl:Hl: 11, g, = Hobrin
T 2mp 2mp

)

la direccién de ambos es tangencial.

= El flujo total a través de todas las espiras del solenoide 1 es @17 = N1 P, donde P, es el flujo
a través de una sola espira. El area elemental de una espira puede expresarse como dS; =
adp, véase Figura 7.23(b), el vector superficie asociado tiene una direccién perpendicular
al plano de la figura, igual que el campo. El flujo elemental y total a través de una espira
seran:

Ny T
d®, = By - dS = By adp = % adp,
™

poprN1 Iy @ (" dp  pop, N1 Iy @ T2
o, = ot fna [RAp_ poftr T G (T2
27 o P 27 o1

= Finalmente, el flujo total ®1; y el coeficiente de autoinducciéon L; vendran determinados
por las expresiones:

N2 T
Byy = Ny, = LR L8, (TZ> )
2 1

Ly

_d®y popNia (T
dl 2 r )

Se observa que el coeficiente de autoinduccién depende de la geometria del circuito y las
caracteristicas del medio.

El solenoide 2 estd devanado en el mismo nicleo y sélo varia el nimero de espiras, en este caso
Ns. Si en dicho solenoide la intensidad es Iy y se calcula Lo = d®ss/dI5, siguiendo el mismo
razonamiento se obtiene

d®ss  poprN3 a T
Loy = = In{—=|.
2 dl> 2 n 1

El resultado obtenido muestra que Ly /Ly = (N1/N3)?.

2) Para calcular el coeficiente de induccién mutua M, se determina el flujo a través del solenoide
2, @41, debido al campo asociado a I, siendo M = d®; /dI;. Como la geometria de 2 es igual que
la de 1, el flujo a través de una espira de 2 debida al campo de 1 coincidird con ®;. El flujo total
se calculard multiplicando por el niimero de vueltas Ns. Teniendo en cuenta estas consideraciones
se llega a

Doy = NPt vy (o gy ol NNy any (72
2T 1 2T 1

El coeficiente de inducciéon mutua se puede expresar como M = /L1 Ls.

7.14 Calcular el coeficiente de induccién mutua entre una espira conductora cuadrada de lado a y un
hilo recto muy largo, tal como se muestra en la Figura 7.24. Dos lados son paralelos al hilo y la
distancia del lado mas préximo a dicho hilo es b.
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Resolucion

La forma mas sencilla de resolver el ejercicio es suponer que por el hilo largo, denominado circuito
1 y que se cierra mediante conductores situados a gran distancia, circula una corriente I; y
posteriormente calcular el flujo ®5; del campo asociado a I; a través de la espira (circuito 2). El
coeficiente de induccién mutua serd M = d®q; /dl;.

El campo Bj debido a la corriente del hilo es By = ugly/2mp, siendo la direccién tangencial.

El flujo a través de la espira vale b
b+a I A
Dy = [ Byi-dS, :/ B1dSs :/ KoL o dp s
S S5 b 2mp a
I
. Hohidn, (1 + 9) .
2w b 0

El coeficiente de induccién mutua es igual a

d®yy  ppa Figura 7.24. Espira e hilo.

M= = H(H%) :

7.15 Un ndcleo paramagnético, de x,, = 0,5, de forma toroidal, de revolucién en torno al eje vertical
ee’, con una seccién recta en forma de tridngulo equildtero, de altura a, tal como se muestra en
la Figura 7.25(a). Sobre el niicleo esta arrollada una bobina de N espiras triangulares apretadas.
1) Calcular el coeficiente de autoinduccién. 2) Aplicarlo al caso en que a=20 cm, y el niimero de
espiras N=3000.

i

(2)

Figura 7.25. (a) Ndcleo con seccién triangular. (b) Planta del conjunto y circunferencia utilizada en
el clculo del campo H. (c) Seccién y ejes utilizados.

Resolucion

1) El coeficiente de autoinduccién viene dado por L = d®/dI, donde ® es el flujo debido al
campo B que crea una corriente I circulando por las espiras del solenoide. Como existe un medio
material en el interior se determinard primero H.

» La determinacion de H se realiza a partir de la ley de Ampére fr H.-dl = NI. La curva
de integracién es una circunferencia de radio p interior al nicleo, como muestra la Figura
7.25(b). Como hay simetria de revolucidn, se obtiene

NI
/H~d1:H27rp:N[:>H:—,
r 2mp

cuya direccion es tangencial y solo depende de p.

= Conocido H, al ser el material lineal, es inmediata la determinacién de B, que viene dado

por
NI

B = po(1 4 xm)H = po(1 + Xm)%'
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= El flujo ®; a través de una espira del solenoide es &, = fs B.-dS = fs BdS, ya que en una
seccién dS es paralelo al campo. El flujo en una seccién se puede expresar como

NI
(I)l :/BdS:/MO(I‘FXWn)i ds.
s s 2mp

= El flujo total ¢ a través de todas las espiras del solenoide es ® = N®;. Para el sistema de
ejes senalados en la Figura 7.25(c), dS = dxdy. La recta superior del tridngulo es y = xtg30°,
la inferior y = —2tg30° y p = a + x. Los limites de = varfan entre 0 y a. Sustituyendo estos
valores en ®1, se obtiene que el flujo total es

ztg30 N2T
No, = N/ﬂ01+xm // po(1 + Xm) 5= dydz
xtg?,o 2n(a + )

ztg30 a N2J
dy dx:/ wo(1+ xm)=——— [2ztg 30]dx
/mtg?,o 0 ol )27T(a + ) [ ]

P

N2I
27(a + x)

/Oa fo(1 + Xm)

N2J g N2 @ a
1 ~ tg 30 dz = po(1 ¢ 30 1-— d
po(L + Xm) —tg /O L po(1+ Xom) —tg /0 ( a+x> x

N?I a @
po(1 + Xm)Ttg 30 (z]y — aln(a + z)|;)

po(1 4 xm)N2Itg 30 a (1 —In2)
- .

» El coeficiente de autoinduccién sera

I— d®  po(1+ xm)N?*tg 30 a (1 —1n2)
dl ™ '

2) Para los datos numéricos

_dxmx 1077 x (1 +0,5) x 3000% x tg 30 x 0,20 x (1 —In2) ém
7r
7.16 Un material ferromagnético en forma de toro, de longitud 10/7 metros,
tiene un entrehierro de 1 um. Se arrolla una serie de espiras a su alrededor B c
y se lleva el material virgen a saturacién. Las caracteristicas de su ciclo de
histéresis son las siguientes: entre A y C' existe la relacién B2 = kH —by DP 7
H

te inferior del ciclo, tal como se muestra en la Figura 7.26. 1) Calcular el
médulo del campo magnético B en el entrehierro al anular la intensidad de
corriente. 2) Se hace circular por el devanado una corriente alterna capaz
de saturar el material en cada ciclo. Se pide determinar el nimero de ciclos Figura 7.26. Ciclo de
necesarios para que el material aumente su temperatura en 400°C, supo-
niendo que el nicleo estd térmicamente aislado. La densidad del material
ferromagnético es 8 kg/dm3 y su calor especifico ¢ = 1 J kg™ "K™*.

entre Dy C 3B%2 = kH +b; k=1y b=1 en el S.I. y andlogamente la par- L
E

histéresis y recta (B,
H) obtenida aplicando
la ley de Ampere.

Resolucion

1) Sean los campos: B, H y B., H. en el material ferromagnético y en el entrehierro, respectiva-
mente. La longitud de la linea media en el material es £ = 10/7 m y la del entrehierro e = 1076
m. Se supone que no hay flujo disperso B = B..

Si se aplica la Ley de Ampere a la linea cerrada a lo largo del camino medio en el material y
en el entrehierro se obtiene
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H{+ H.e =0,
donde se ha tenido en cuenta que I = 0 una vez saturado el material. Por otra parte, B = B, =
poH.. Sustituyendo este resultado en la ecuacién anterior se llega a que B = —(uof/e)H. Si se

dibuja esta recta junto con el ciclo se obtiene como interseccion el punto P de la Figura 7.26. El
otro punto de interseccién con el ciclo no es valido, ya que como previamente se ha saturado el
material el primer punto alcanzado es el P.

Para determinar el campo B en P es necesario calcular matematicamente la interseccién de
la curva C'D con la citada recta.
3B2=H +1

4xmx1077 x (10/x) =3B*+0,25B-1=0=| B=0,54T.
B=- H
10-6
2) La interseccién de las curvas AC'y CD se produce en Hc=2 Am~!y B¢ = 1 T. En un ciclo la
energfa perdida por unidad de volumen es: w; = § HdB (Ecuacién 7.26), que representa el drea

encerrada por el ciclo de histéresis. En este caso, para las curvas dadas en la figura y teniendo en
cuenta que el area superior es igual a la inferior, se obtiene

2[/ACHdB+/CDHdB :2[/01(B2+1)dB+/10(3B2—1)dB}

3 1 3
2(B+B) +2<33—B>
3 0 3

Se ha tenido en cuenta que el valor de B en los puntos A y D es cero y en C vale 1 T.

wy

! 1 8
=2 [+1+1—1] = = J/m’ciclo.
o 3 3

En n ciclos, la energfa interna U adquirida por el material ferromagnético es igual a U = nw, V,
donde V es el volumen del material. Esta energia se puede expresar como U = me/AT, siendo m la
masa del material ferromagnético, ¢ su calor especifico a volumen constante y AT el incremento
de temperatura. Igualando ambas cantidades se obtiene: mcAT = nw,V. Si se tiene en cuenta
que la densidad es igual a m/V, el nimero de ciclos, para un AT = 400 °C, es igual a

@CAT78><103><1><4OO:1’2X106.

SV ow (8/3)

7.17 Determinar el coeficiente de autoinduccién de un solenoide recto muy largo de radio R=2 cm,
longitud /=80 cm y nimero de espiras N=1000 uniformemente distribuidas. Comparar el resultado
con el obtenido utilizando en el calculo las expresiones de la energia.

Resolucion

= Primero se determinard L = d®/dI. Es conocido que el campo debido a una corriente
I circulando por un solenoide muy largo es, salvo en las proximidades de sus extremos,
uniforme y estd confinado al interior del solenoide. Si se supone que el eje Z es el del
solenoide y que n = N/{ es el ntimero de espiras por unidad de longitud, se obtiene:
B = ponl u.. El flujo a través de una espira es 1 = [(B-dS = BS = ponIntR?, ya que B
es uniforme y paralelo a dS y S = mR2. El flujo total ® = N®; = NugnInR?. Por tanto,
el valor obtenido para el coeficiente de autoinduccién L es

dd
L= - NpuonwR? = | L = pon*wR*( .

Para los datos numéricos N = 1000, R=0,02 m, ¢=0,8 m, se obtiene n=1000/0,8=1250
m~!. L esigual a

L=4x7x1077 x1250% x 7 x 0,022 x 0,80 = 1,97 mH.
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= Otro forma de resolver el ejercicio es calcular la energia magnética en funcién de la corriente
y el potencial vector A, e igualar el resultado a (1/2)LI?. En este caso la corriente en las
espiras del solenoide es equivalente a una densidad de corriente superficial j, = nl ug,
distribuida sobre la superficie del solenoide. El potencial vector debido a la corriente del
solenoide (véase Ejercicio 10.21) es igual a

ponl R?

A:
2p

tondp
2

us (puntos exteriores) y A = uys (puntos interiores).

En la superficie del solenoide, p = Ry A = ponIR/2 ug. Si la Expresién 7.22 se parti-
culariza para una distribucién superficial de corriente, siendo el elemento de superficie el
correspondiente a la superficie cilindrica del solenoide, del tipo dS = Rd¢dz, se obtiene

£ r2m £ r2m
U, = 1/(js'A) dgzl// njluonIRRd¢dZ:1/J0n2-[2R2// dédz
2Js 2 JoJo 2 4 00

1
= §p0n2I2R27r€.

Igualando este resultado a U, = (1/2)LI?, se llega

1 1

§u0n212R27T€ = §L12 = L = pon’R%nl,
que coincide con el anterior.

= También se puede resolver el ejercicio determinando la energia asociada al espacio donde
hay campo magnético. Como se vio en el Apartado 7.3.1, para medios lineales

1
U, = / Uy dV, donde u, =-(H -B)=—=1U,, / —dV
v 2 2,uo 210
En este caso B = ponl. Sélo hay campo apreciable en el interior del solenoide. Se obtiene
que
U, /1( nl)?dV = 1( I)Q/dV 1( I)*rR*
m = == n = n Q
v 2M0 Hor 2 1 v 20 1
1
= 5/1077,2[2]:{271'6,

que igualado a U,, = (1/2)LI? conduce al resultado L = puon?R?/.

7.18 Calcular el coeficiente de autoinduccién por unidad de longitud de una linea coaxial (Figura 7.27).
Dicha linea esta formada por un cilindro conductor no imantable muy largo de radio ;=2 mm por
el que circula una corriente I uniformemente distribuida y una superficie conductora cilindrica de
radio 7o=6 mm, con una corriente de retorno de sentido opuesto a la anterior.

/Vl
//
\
\Jr,

Figura 7.27. Esquema de la linea coaxial.

Resolucion

Se supone que se puede despreciar el efecto de bordes. Teniendo en cuenta que hay simetria
cilindrica, los campos se pueden determinar facilmente a partir de la ley de Ampere. Aplicando
dicha ley a una circunferencia coaxial de radio p se obtiene:
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s Sio<p<rg:

mp Ip polp

= Parar; < p<rg:
_ pol

I
H¢27TPZI$H¢:%:>B¢—27TP.

= Para p > r, la corriente encerrada es cero y By = 0.
Si se considera una longitud de sistema /¢, la energia magnética por unidad de volumen u,,
(Ecuacién 7.24) y la total U, asociada a cada porcién, vienen determinadas por los siguientes

valores. Un elemento de volumen es dV = pdpdpdz.

s Para 0 < p < r; (porcién interna):

B2 ppl?p?
ml = — = Ui = m1 dV,
Um1 2110 871'27“‘11 y 1 /\/1u 1

L P27 pry 2 2 2 ¢ p27 1 2
Hol?p ol // / , ol
Uy = dpdedz = dp| dpdz = .
! /0/0/0 sw%fpp‘“ sexrt Jo o L P odz = on

= Para r; < p <1y (porcién “externa”’ situada entre ambos conductores):

2p0  2p0

Um2 =

B 1 (u01>2 pol”

2mp) T 8w2p?’

0 r27 pro 2 2 0 p27 o 2
pol ol dp ol T2
Una = // / —— pdpdodz = // {/ — | dodz = fIn| —|.
" oJo Jr, 87p? 872 Jo Jo r P 4m ™
= Para p > ry no hay campo y, consecuentemente, tampoco energia asociada.

La energfa total U, = Uy,1 + U,,o también es igual (1/2)LI2%, es decir

2 2
ol Z+MOI ‘In (7“2) :%LIQ.

167 47 1

La autoinduccién de la linea para la longitud ¢ y la autoinduccién por unidad de longitud son:

pol  pol T2 L po | o T2
L=—+"- =)= -=—=+—In[—) .
8m + 2m n<r1> 14 87r+27r n(m)

El primer sumando representa la contribucién del conductor interno y es independiente de su
radio, se suele denominar autoinduccién “interna”. Este término es normalmente pequeno respecto
al otro y no existirfa si el conductor fuera hueco. El calculo del coeficiente de autoinduccién
asociado a un sistema con corriente distribuida en un volumen, tal como es el conductor de radio
r1, resulta conveniente realizarlo a partir de la energia del campo asociada. El segundo término
es debido al flujo entre ambos conductores, por lo que es conocido como autoinduccién “externa’
y es el término mas importante.

Para los datos numéricos:

L 4xmx1077 4xmx1077

) = —6 —6 —
‘ 8 x 5 In(3) =0,05x 107° +0,22 x 107° = 0,27 jiH /m.
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7.19 La Figura 7.28(a) muestra dos lineas bifilares, cada una estd compuesta por dos hilos conductores
largos paralelos por los que circulan corrientes iguales de sentido contrario. Dichas lineas estdn
situadas en planos paralelos y sus caracteristicas geométricas estan indicadas en la figura. Los
sentidos de las corrientes también estan dibujados en los cuatro hilos. Estimar el coeficiente de
induccién mutua por unidad de longitud.

Figura 7.28. (a) Seccidn representando dos lineas bifilares. (b) Campo producido por la linea inferior
en el punto medio de la superior.

Resolucion

Se supone que el radio de los cilindros conductores es pequeno frente a a.

= Primero se determinara el campo debido a una corriente I en los conductores de la linea
inferior en el punto medio de la superior, véase Figura 7.28(b). Como el médulo del campo
debido a cada hilo es el mismo, las componentes horizontales se anulan y el campo resultante
es vertical y de valor

I 2
B = 2% o «, donde cosa = 2 y r= (ﬁ) + (2a)? = 2,060 =
27r 2r 2

pol pol
B=2— = .
= 27y cosa mx2x2,06%2xa

= Para una longitud ¢ y si se toma para el campo el valor en el punto medio de la linea
superior, el flujo a través del rectangulo superior se puede estimar como

pol _ poll

® = BS = - .
S 200 xa” T T X2 x 2,062

= Kl coeficiente de induccién mutua por unidad de longitud sera:

M (d®/dI) 10 Ax7x107 | M
_ _ = | 2 47 nH/m.
‘ i TX2x2062 7 x2x2,062 ¢ = 47nH/m

7.20 Dos solenlcndes 1y 2, largos, iguales, de Ic.>ng|tudes €:0,§ m I a
con un niimero de vueltas NV =1000, uniformemente distri- " 11,
buidas, seccién cuadrada de lado a=4 cm, estan acoplados all @ O Q
como se indica en la Figura 7.29, donde z representa la dis-
tancia entre los lados de los solenoides. Determinar a partir -

del célculo de la energia Ly, Loy M.

Figura 7.29. Seccién del conjunto de
Resolucién los dos solenoides.

Se supone que los solenoides son suficientemente largos como para despreciar el efecto de bordes.
Es conocido que el campo de un solenoide ideal por el que circula una corriente I es uniforme,
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estd confinado al interior del solenoide y tiene la direccion de su eje, es decir B = pgnl, donde
n = N/{ es el nimero de vueltas por unidad de longitud. La energia magnética por unidad de
volumen debida a uno de los solenoides viene dada por

~ B?  (ponl)®  poNZI?
20 2p0 2027

Um,

que es constante.

Se supone que el conjunto se divide en tres regiones como muestra la Figura 7.29: (1) la regién
no compartida del solenoide de la izquierda, cuyo volumen es V; = azf, (2) la equivalente para el
solenoide de la derecha de volumen V5 = axl y (3) la comin, de volumen V3 = a(a—x)¢. Ademas,
se supone que por el solenoide de la izquierda circula I7 y por el de la derecha I5. Los resultados
obtenidos para la energia son:

= Regién (1):

N
By =poy 1,
puo N2 1% puoN?Iax
ml = m d = Um = E =
Ui /Vlu 1dV =umWi 572 (ax?) 57
= Regién (2):
N
B2:HO?I2a
uoN?12 puoN?I2ax
Un2 = m2 AV = UpmaVo = ) = ————.
2 /V“ 2 um2Vz = 55— (azl) 20

= Regién (3):
N
B3 = M07(11 + 1),

N2
Uz = / Ums AV = um3Vs = “362 (I3 + I3 + 211 Iy)a(a — x)L.
Vs

Como la energfa del sistema segtin la Expresion 7.20 es Uy, = U1 + Upna + Uz = (1/2) Ly 17 +
(1/2)Lo12 + M1, I, se llega a

poN?*Ifax  poN*IFax  poN? 5 o 1o 1. 5
o0 + o + YP (Il +12 + 2[1[2)&(& — .7,‘)6 = §L1[1 + 5[42]2 + ML, =
NZq? N2a? NZa(a — 1 1
:>M02£a 112+uo2£a 124 Mo aéa x>[1[2 - §L1[12+§L2122+M11[2.

Identificando términos:

Iy— L= pnoN?a? _ dxmx 107 x 10002 x 0, 042 A wh
[ 0,5
N2a(a —
M = %M =0,1(0,04 — z) H.

7.21 Dos solenoides muy largos son coaxiales y tienen aproximadamente el mismo radio R=2 cm. Uno
de ellos, (1), tiene N;=1000 vueltas y una longitud ¢;=50 cm vy el otro, (2), N3=1000 vueltas
y longitud ¢5=40 cm. Las espiras estdn uniformemente distribuidas. El solenoide (1) se introduce
dentro del otro una longitud 2 (Figura 7.30). Si las corrientes que circulan son ;=2 Ay I,=1,5 A,
con igual sentido, calcular la fuerza entre ambos solenoides. Puede despreciarse el efecto de bordes.
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Figura 7.30. Esquema del conjunto de los dos solenoides, uno dentro del otro una longitud z.

Resolucién
El campo debido a la corriente I5 es
Ny
By = o 712 u,
2
que se supone confinado al interior del solenoide.

El solenoide (1) se introduce dentro de (2) una longitud x grande. Para evaluar la fuerza en (1)
se puede utilizar la Ecuacién (7.28) que expresa la fuerza en funcién del coeficiente de induccién
mutua. M se puede calcular determinando el efecto de la corriente I en la zona interior del
solenoide (1).

El flujo en una espira del solenoide (1) en dicha zona, debido al campo de la corriente I, es
No 5
®(12)y, = [ Bi2-dS1 = [ Bi2dS = B1251 = M07127TR ;
S1 S1 2
donde se ha tenido en cuenta que B1s = Bs, y que para el sentido de la corriente I, dS; = dS; u,.
El ntimero de espiras de (1) en la zona comtn es (N1 /f)z y el flujo total

N N N
@12 = 71 T (@12)1 = 71 X IUJOJIQT('Rz.
4y 4y ly

El coeficiente de induccién mutua valdra

iy N Ny,
M = gy -2}
a, g, “reg, TR

La tinica componente no nula asociada a la fuerza que actia sobre (1) serd

oM N1 No 9
Foh. = LiIh—=0LHL1Lpupy—-—mR
128:1: 12u0£1€2w
_7 103 103 9
= 2x15x4x7mx10 XEXO—ZLXWX(O,OQ) =| Fe = 0,024 N,

que resulta ser axial y positiva por lo que ambos solenoides se atraen, resultado coincidente con el
conocido de que corrientes del mismo sentido se atraen. Si las corrientes tuvieran distinto sentido,
por ejemplo I> con distinto sentido del marcado en la figura, el campo Bs seria contrario y el
flujo seria negativo. En consecuencia, también lo seria M, resultando una fuerza de igual médulo
pero de distinto sentido, es decir la fuerza seria de repulsion.

Se podria obtener también la fuerza calculando la energia magnética y derivando respecto de
x mediante la Expresién (7.27).

7.22 La Figura 7.31 muestra un electroiman cuyos polos tienen una seccién de area S. Determinar la
fuerza ejercida sobre la pieza inferior situada a una distancia x de los polos.
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7.23

7.24

—

Figura 7.31. Esquema del electroiman.

Resolucion

Para evaluar la fuerza se puede utilizar la Expresion 7.29 que determina la fuerza a partir de las
variaciones de energia manteniendo el flujo constante.

Para una corriente I en el devanado del electroiman y conocidas las caracteristicas geométricas
y magnéticas del conjunto, aplicando la ley de Ampere se obtendra un campo B en los entrehierros.
El flujo valdrd & = BS que, si no hay dispersion, sera el mismo a través de cualquier seccién del
circuito. Sea la energia magnética de la parte del sistema correspondiente a los entrehierros Uy,
que puede expresarse como

B? B? B? P2
U, = / U, AV = / —dV = —Viiero = (2550) = €,
Vehierro Vehierro 2/‘1’0 2/’1’0 2/’(‘0 /’LOS

donde se ha tenido en cuenta que u,, = B?/(2u0) es constante, que no hay dispersién de flujo,
que el volumen de cada entrehierro es Sz y que el ® = BS.

Aplicando F,, = —(VU,,)s, y teniendo en cuenta la expresién anterior U,, (el resto de la
energia del sistema no variard en un desplazamiento dx de la pieza si ® es constante), la tinica

componente para la fuerza serd
oUp, o2
Fre=— = a4
ox & M(]S

que depende del valor de ® para la distancia x de la pieza y de S. Dado el sentido del eje X
considerado, como la fuerza tiene sentido negativo, debera dibujarse hacia arriba, se trata pues
de una fuerza de atraccién.

La fuerza aumenta con el flujo y serd maxima cuando x = 0 ya que entonces el flujo es maximo.

PROBLEMAS PROPUESTOS

Un solenoide recto, tiene 15 espiras y una seccién de 0,5 cm?. Su resistencia es de 3 §2. Se cortocircuitan
sus bornes. Sometido dicho solenoide a un campo B paralelo a su eje y de médulo B = 5 + 10t2, se
pide qué carga eléctrica pasa por el solenoide en 2 segundos, contados a partir del instante t=0.

Solucién: 1072 C.
Una espira cuadrada de lado [ se sitda en el plano XY, en la posicién de la Figura 7.32. Si se la

somete al campo B = (By + ax)u,, hallar: 1) el flujo. 2) la f.e.m. al desplazarse a partir de esta
posicién con una velocidad v = vgu,.
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7.25

7.26

1.27

X

Figura 7.32. Posicién de la espira y ejes.

Solucién: 1) ® = Byl? + (a/2)I?(2b+1). 2) £ = —al®vy.

Un campo magnético B esta definido en un espacio cilindrico de eje O y radio R, con su direccidn
paralela al eje y médulo B = np (siendo p la distancia a O). Una varilla OA (Figura 7.33) gira en el

. . . A .
campo con velocidad angular constante w paralela al eje. Hallar la integral fo E,;s - dl en la varilla.

Figura 7.33. Esquema del campo y varilla.

Solucién: nwR3/3.

Un circuito estd formado por dos conductores paralelos largos,cuya distancia entre ellos es D, cerrando-
se el circuito por sus extremos muy lejanos y circulando una corriente de intensidad I. Un segundo
circuito cuadrado de lado L < D vy resistencia eléctrica R se mueve entre los dos conductores con
velocidad v y manteniéndose coplanario con ellos. Dos de los lados del cuadrado son paralelos a los
conductores largos y la direccién de v es perpendicular a dichos conductores. Despréciese la autoin-
duccién del cuadrado. Calcular: 1) El flujo magnético a través del cuadrado cuando la distancia de
su centro al conductor largo de la izquierda es z’. 2) La intensidad de corriente I. que circula por el
cuadrado en el instante en que esta equidistante de los conductores largos.

g)ollucié(;a: 1) ® = (uolL/27) In{[(z' + L/2)/(a' — L/2)] x [(D — 2’ + L/2)/(D — 2’ — L/2)]} .

El disco conductor de la Figura 7.34, de radio r=0,1 m, gira con velocidad w=600 r.p.m. (revoluciones
por minuto) movido por un mecanismo no dibujado. El campo B es homogéneo, de 0,1 T y forma un
angulo de 30° con OS y de 60° con el eje. Calcular la potencia calorifica disipada en la resistencia de
R =2 Q. El resto del circuito no tiene resistencia.

wt

Figura 7.34. Esquema incluyendo el disco y campo.

Solucién: 1,2 x 107+ W.
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7.28

7.29

7.30

Una espira de lados ¢ y {5, situada en el plano Y Z, se mueve, partiendo su vértice a del origen
de coordenadas, con una velocidad constante v = vu,, tal como se muestra en la Figura 7.35.
Estudiar en estas condiciones los casos siguientes: 1) Existe en todo el espacio un campo del tipo
B = By cos(ky)u,, donde By y k son constantes. Calcular en este caso la f.e.m. inducida en la
espira en funcién del tiempo. Indicar el sentido de la corriente inducida en la espira en el instante
t = 1ps. 2) Si el campo es B = By cos(ky) sen(wt) u,, donde w es también constante, calcular la
f.e.m. inducida en la espira en funcién del tiempo.

Datos numéricos: £1=5 cm, f,=10 cm, v =0,5m/s, By=1T, k=40 m~!, w =50 rad s~ .

zZ

Figura 7.35. Espira en movimiento y ejes.

Solucién: 1) € = 0,05[cos(20t) — cos(20t + 2)] V. Antihorario. 2) & = —0,125 cos(50¢) [sen(20¢ +
2) — sen(20t)] — 0,05 sen(50¢) [cos(20t + 2) — sen(20¢)] V.

El sistema de la Figura 7.36 consta de tres hilos conductores coplanarios de resistividad: p = 1,72 x
1079 Q m y seccién S=3 mm?, dos de los cuales estdn rigidamente unidos formando un angulo
6 = 60°. El tercer conductor se desplaza sobre ambos, formando angulos iguales con ellos, a una
velocidad v = 2u, ms™!, partiendo de un punto que dista 2o=10 cm del origen de coordenadas. Si
el conjunto se encuentra en presencia de un campo magnético homogéneo B = 0,5 u, T, calcular:
1) La f.e.m. inducida en el circuito al cabo de 1's. 2) La intensidad de corriente inducida.

Figura 7.36. Esquema de los hilos y los ejes coordenados.
Solucién: £=2,42 V. b) I=0,58 A.

La Figura 7.37 muestra un hilo muy largo situado en el plano de una

espira rectangular de lados a y b y resistencia R. El hilo es paralelo a

uno de los lados de la espira siendo la distancia entre ambos d. Si por

el hilo circula una intensidad que varia con el tiempo t, I = Tpe u
determinar: 1) La intensidad en funcién del tiempo que circula por la I b
espira Iy, suponiendo que la espira estd en reposo en la posicién de d

la figura. Indicar el sentido de la corriente asociada. Calcular el tiempo
para el cual el valor de la intensidad es el 50 % del valor inicial. 2) La
intensidad que circula por la espira en el instante t= 4 s, si partiendo de
la posicién de la figura, la espira empieza a moverse con una velocidad
v=4 ms~!, perpendicularmente al hilo y alejandose de éI.

Datos: a=5 cm, b=15 cm, d=4 cm, k = § s, R=10 mQ, I, = 8 A.
Nota: Se desprecia la autoinduccién.

Figura 7.37. Conjunto for-
mado por el hilo muy largo
y la espira.

Solucién: 1) 4,86 x 10~%¢~%/* A. Sentido horario. t=2,77 s. 2) 1,371 x10~% A.
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7.31 Una barra conductora, de longitud L y peso mg, tiene su extremo O articulado y el otro extremo
desliza sin rozamiento sobre un semicirculo conductor de centro O vy situado en un plano vertical
(Figura 7.38). El punto O se conecta al semicirculo mediante una resistencia R. Hay un campo B
externo y constante perpendicular al plano del semicirculo y entrante. El dngulo que forma la barra con
la vertical descendente desde O se denomina 6. Obtener la ecuacién diferencial en 6 del movimiento
de la barra. La barra y el semicirculo tienen resistencia 6hmica despreciable.

Figura 7.38. Esquema formado por la barra, resistencia y arco de circunferencia.

Solucion:
mfLﬁJrBngd—ng@sen 0=0
3 dt2 4R dt 2 e

7.32 Calcular el coeficiente de autoinduccién por unidad de longitud de la linea bifilar de la Figura 7.39.

o

Figura 7.39. Linea bifilar.
Solucién: (ug/47) + (po/m) In[(b — a)/a].

7.33 Dos lineas de transmisién, 1y 2, estan en el mismo plano, tal como se muestra en la Figura 7.40. Si
c=>5ay b=0,20a. Estimar el coeficiente e induccién mutua por unidad de longitud

Figura 7.40. Lineas de transmision.
Solucién: 1,62 nH/m.

7.34 Un solenoide de longitud 2 y de radio R se coloca coaxialmente con una espira de radio r pequefio.
El centro del solenoide dista d = [ del plano de la espira. Por el primero circula una corriente de
intensidad I (t) = Ip; sen(wt) y por la segunda una intensidad Io = Ipy cos(wt), ambas con igual
sentido. Si la f.e.m. de la espira se hace nula por primera vez al cabo de 0,0025 s, calcular el coeficiente
de induccién mutua M vy el coeficiente de autoinduccién de la espira.

Datos: =1 m; R=10cm; r =1 cm, Iop; = 1 A; Iy = 2 A; w = 1007 rad s~ L. Ndmero de espiras
N=4000.

Solucién: M = (8 x 72 x 1078)/(vA+10-2) H; L = (4 x (7)2 x 1078)/(v/A+ 10-2) H.
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7.35

7.36

Dada una linea bifilar, como la del Ejercicio 7.32, siendo b > a, determinar la energia por unidad
de longitud de linea u; para demostrar que la fuerza que actiia sobre los conductores por unidad de
longitud es F' = (uoI?)/(27b). i Cudl es el sentido?

Solucién: u; = [uo/87 + (po/27) In(b/a)] I2. Tiende a aumentar la separacién, es repulsiva.

La pieza en herradura del electroiman de la Figura 7.41 estd fija
mientras que la pieza inferior es mévil y esta unida a un muelle,
siendo S la seccién de ambas, y el cociente entre su longitud y
su permeabilidad magnética es depreciable. Se desprecia el peso
y el flujo disperso. El nimero de espiras es N. El muelle ejerce
una fuerza de traccién k(xo — x). En equilibrio, si la intensidad

de corriente es nula, la longitud = de cada entrehierro es xg,

mientras que si la intensidad vale I, dicha longitud se reduce
a /2. Calcular: 1) La constante k del muelle. 2) La diferencia
entre los valores del coeficiente de autoinduccion en las posiciones
segunda y primera. Supdngase que i >> fig.

Ix

Figura 7.41. Electroiman.

Solucién: 1) k = 2N21%1S/z3. 2) Ly — Lo = 1o N2S/(2x0).






CAPITULO

CORRIENTES
VARIABLES CON EL
TIEMPO

En este capitulo se estudian circuitos eléctricos basicos en los que las diferencias de potencial
aplicadas y las corrientes asociadas varfan lentamente con el tiempo. En estas condiciones no
es preciso aplicar de forma rigurosa las ecuaciones de Maxwell, sino que puede realizarse una
resolucién simplificada. Los resultados obtenidos son suficientemente exactos para muchas apli-
caciones. La primera parte del capitulo se dedica al estudio del régimen transitorio y la segunda
a la corriente alterna.

8.1. CORRIENTES LENTAMENTE VARIABLES EN ELEMENTOS LINEALES

Las corrientes se pueden considerar lentamente variables, si la potencia radiada por el circuito
es pequena. Esta condicién se cumple si la dimensiéon mayor del circuito, £, es mucho menor que
la longitud de onda A asociada a la radiacidn, es decir £ < A < ¢/ f, donde c es la velocidad de
las ondas electromagnéticas en el vacio y f la frecuencia excitadora. Para el caso de las lineas de
transmisién de la energia eléctrica, donde f=50 Hz, la teoria simplificada se podria aplicar a un
circuito con unas dimensiones de hasta ~ 600 km. Sin embargo, para una frecuencia de 10'° Hz
(microondas), un circuito no deberfa ser mayor de 3 mm.

Los elementos de los circuitos analizados son lineales, es decir la corriente y la d.d.p. son
proporcionales entre si. Ejemplos son la resistencia, el solenoide o bobina y el condensador. En
todos ellos, la aplicacién de una d.d.p. ocasiona una corriente, o bien, una corriente da lugar a
una d.d.p. entre terminales. Estos componentes se denominan pasivos debido a que responden
ante una excitacion externa. Por otra parte, los generadores que producen f.e.m. son la fuente de
corriente y d.d.p. y se denominan elementos activos.

Conectando los diferentes componentes se disenan los circuitos eléctricos. Cuando los ele-
mentos que intervienen son lineales, la respuesta de un circuito, aunque sea complejo, también
serd lineal. En la aproximacién de corrientes lentamente variables, las leyes de Kirchhoff em-
pleadas en el Capitulo 4 son también validas para los valores instantdneos de las corrientes y las
d.d.p. Una de las idealizaciones de la teoria de circuitos es que no hay acumulacion de carga en los
nudos de un circuito, asi como, en los conductores entre componentes. Ademaés, debe verificarse
el principio de conservacién de la carga, por lo que la suma de las corrientes que confluyen en un

303
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nudo debe ser cero, es decir
> I;=0 (nudos) 1" ley de Kirchhoff. (8.1)

Si las corrientes que van hacia el nudo se toman como negativas, las que salen se consideraran
positivas.

Otra simplificaciéon consiste en suponer que es despreciable el
campo magnético en el exterior de los componentes del circuito. Por
tanto, la circulacién del campo eléctrico a lo largo de una linea ex-
terna y cerrada es cero. Tomando una linea cerrada externa, cuyos
tramos van entre los terminales de cada componente, se obtiene

Z Vi =0 (linea cerrada o malla) 2% ley de Kirchhoff, (8.2)

donde V; representa la d.d.p. entre los terminales de cada componente
a lo largo de la linea. Para el esquema de la Figura 8.1, siguiendo el

sentido de circulacién dl, se tiene Figura 8.1. Componentes

y linea externa utilizada al

(Vo= Vi) + (Vo = Vo) + (Vo = Vi) + (Vg — Vi) = 0. aplicar la segunda ley de
Kirchhoff.

Cuando un conjunto de elementos pasivos se conecta a un generador circula corriente. Indepen-

dientemente de si el generador es de DC o AC la respuesta inicial del sistema no es periddica.

La respuesta inicial, no estacionaria, corresponde al régimen transitorio. Si las d.d.p. son armoéni-

cas, tras el régimen transitorio se alcanza el estacionario, en el que las corrientes también son

armoénicas.

8.2. COMPONENTES BASICOS

8.2.1. Resistencia ideal

Como se vio en el Capitulo 4, este elemento se representa tal como
se muestra en la Figura 8.2. En una resistencia ideal se verifica la ley R b

de Ohm, es decir en el material E.y = pj. La d.d.p. entre terminales —g—lb—/\/\/\/\f—t—
de la resistencia es proporcional a la corriente:

Ve =V, -V, = RI, (8.3) Figura 8.2. Esquema de

una resistencia.

donde a es el terminal por donde entra la corriente y b por donde sale.

Una resistencia es un elemento puramente disipativo, la potencia consumida puede expresarse

Ccomo
Pr = Vil = RI%. (8.4)

8.2.2. Condensador ideal

Como se vio en el Capitulo 3, un condensador estd formado por un

par de armaduras aisladas desde las cuales se llevan dos hilos con- 0,
ductores hasta los terminales apropiados. El esquema equivalente es b
el mostrado en la Figura 8.3. Las armaduras y los hilos se suponen
conductores perfectos. Toda la carga se supone concentrada en las
armaduras, la carga en cada armadura es igual y de distinto signo,
es decir @, = —Qp. El campo eléctrico se considera uniforme y con- Figura 8.3. Esquema de
finado entre las armaduras y no hay campo magnético apreciable en un condensador.
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las proximidades del condensador. De la definicién de capacidad C' [Ecuacién (3.25)], la d.d.p.
entre las armaduras estd dada por

Voe=Ve— Vo= — =——, 8.5
o e (35)
donde a es el terminar por donde entra la corriente y b por donde sale.

Un condensador en el proceso de carga absorbe energia y cuando se descarga la cede. En un
instante ¢, en el que la d.d.p. es V¢ y la carga de a, Q,, la energia almacenada viene dada por la
Ecuacién (3.27), es decir,

1 1Q?
Uc=-CVi=_-=22. 8.6
o= 50V =% (36)

8.2.3. Autoinduccién ideal
Béasicamente una autoinducciéon es un devanado de hilo conductor
formando un solenoide o bobina (esquema de la Figura 8.4). Los L
terminales de conexién se llevan a cierta distancia de forma que el a Q Q Q Q Q b
campo magnético estd confinado preferentemente en el interior de la 7

bobina. El hilo se supone conductor perfecto, es decir E.f en el inte-
rior debe ser cero, ya que si no los campos més pequenos producirian
corrientes infinitas. Con estas aproximaciones, se llega a que en una
autoinduccién ideal la d.d.p. entre el terminal por donde entra la
corriente y aquél por donde sale es

Figura 8.4. Esquema de
una bobina.

I
Vi=V,—Vy =L, 8.7
(3 =L (8.7)

donde L es el coeficiente de autoinduccion.

La f.e.m. de autoinduccién (Capitulo 7) se opone a las variaciones de corriente. Cuando la
corriente aumenta, la autoinduccion absorbe energia y cuando disminuye la cede. En un instante
t en que la intensidad es I, la energia almacenada en la autoinduccién (al pasar la corriente de 0

al valor final T) es

1
Uy = §L12. (8.8)

8.2.4. Induccién mutua ideal

a
I ) L
Figura 8.5. (a) Dos bobinas acopladas. (b) Esquema equivalente.

La Figura 8.5(a) muestra dos bobinas 1 y 2 acopladas magnéticamente. El campo magnético que
produce la corriente I enlaza las dos bobinas y su valor en los devanados 1 y 2 se denomina B1; y
B, . El mismo fenémeno ocurre para Is; los campos correspondientes son B1s y Bos. La primera
bobina tiene una autoinduccién L1, la segunda Lo y M es el coeficiente de inducciéon mutua. Sean
las intensidades I y I crecientes con el tiempo. La I inducird en la bobina 1 una f.e.m. tal que
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originard una d.d.p. entre a y b de valor LdI,/dt. La Iy originard en la bobina 1 una d.d.p. de
valor MdI,/dt, con el mismo signo que el término anterior. Luego, la d.d.p. obtenida es
dl dl,
Vo - Vo=L—+M—. 8.9
e TR (8.9)
Si la flecha referida a I; es de sentido contrario, al primer término debe anteponerse el signo
menos. Si la flecha asociada a I3 tiene sentido contrario, es el segundo término el que cambia de
signo.

El conjunto de la Figura 8.5(a) se representa esquemdticamente en la Figura 8.5(b), donde se
ha dibujado un punto en uno de los extremos de cada bobina, de forma que los flujos se suman
cuando las dos flechas correspondientes a la corriente se dirijan a los terminales con punto (o bien
salgan de ellos). Para determinar el signo del término de tensién asociado a la induccién mutua,
se puede aplicar la siguiente regla:

= si las dos corrientes entran (o salen) de las bobinas por los terminales con punto, el signo
del término de la M coincide con el de la autoinduccion.

= si una corriente entra por el terminal con punto y la otra sale, el signo del término de la
induccién mutua sera opuesto al de la autoinduccién.

Al aplicar esta regla el coeficiente M se considera positivo y se pone el signo segin el criterio
anterior.

8.2.5. Generador ideal

Como se coment6 en el Capitulo 4, en el caso de un generador ideal, la d.d.p. entre terminales
es igual a la f.e.m. del generador. Si la resistencia de los hilos no es despreciable se anade una
resistencia en serie.

Para un generador de corriente continua ideal, Figura 8.6(a), la d.d.p. es constante y de valor
V=V, =E. (8.10)

En el caso de un generador de corriente alterna ideal, Figura 8.6(b), si en un instante ¢ la f.e.m.
segin el sentido marcado es £ = & sen(wt + ¢¢ ), se obtiene

Vo — Vo =& = Eysen(wt + ¢g). (8.11)

&= gsen(at+g)

ao—ﬁ—ob a-—@—ob

(a) (b)

Figura 8.6. (a) Generador de corriente continua. (b) Generador de corriente alterna.

8.3. REGIMEN TRANSITORIO

El régimen transitorio corresponde a los instantes iniciales de conexién (o desconexién) de un
circuito a una d.d.p. En los ejercicios resueltos se estudian diferentes casos de régimen transitorio.
Como un ejemplo, se incluye aqui el estudio del comportamiento de un circuito RLC' cuando se
conecta a una d.d.p. alterna.
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Sea I la corriente que circula una vez cerrado el in-
terruptor del circuito de la Figura 8.7. Aplicando la segun-
da ley de Kirchhoff (3 V; = 0) siguiendo el sentido dl, se
tiene

W=V +(Ve=Va)+ (Va=Va) +(Va = V) =0=

dI
LE + RI+ % — &y sen(wt) =0, (8.12)
que si se deriva respecto del tiempo y teniendo en cuenta . o
que [ = de/dt, se obtiene Figura 8.7. Circuito RLC
d?I dl 1
Lﬁ + R% + = Eow cos(wt). (8.13)

La solucién general de esta ecuacion tiene dos términos: uno correspondiente a la solucién de la
ecuacién homogénea (cuando el segundo término es cero), y el otro a la particular de la completa,
que serd arménico como la excitacién y de la misma frecuencia, del tipo I,, sen(wt —§). El primer
término representa la respuesta transitoria y el segundo la estacionaria.

La respuesta transitoria sera la solucion de la siguiente ecuacién diferencial lineal de segundo

orden: 2 P
I
— .14
dt2+Rdt+C 0 (8.14)

La ecuacién caracteristica asociada y sus soluciones ry y 7o vienen dadas por:

L

1 R R\® 1
L2 R —_ + N _ 1
T +RT+C 0=r 5L <2L> 0 (8.15)

En funcién de los valores de R, L y C' se tienen los siguientes casos:

_ _ \/A\/\//\
(@ t (b) t (c) i

Figura 8.8. Solucién de la Ecuacién diferencial 8.14: (a) caso 1, (b) caso 2, (c) caso3.

= Casol: dos raices reales y distintas.

Cuando R > 24/L/C (resistencias grandes). Los valores de las raices r1 y ro son reales
negativas. En este caso I es la suma de dos exponenciales decrecientes y la corriente tenderd a
cero sin oscilaciones. La solucién es

I = Clerlt + Czerzt, (816)
donde C7 y Cs son constantes de integracién cuyos valores dependen de las condiciones
iniciales.

= Caso 2: raices reales e iguales.

En este caso, (R/2L)* = 1/LC, y las raices son r = 1, = ry = —R/2L. La solucién también

es amortiguada del tipo
IT=e¢"t (Cl + Cgt) . (817)
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= Caso 3: dos raices complejas conjugadas.

En este caso, R < 24/L/C, que corresponde a resistencias pequenas. La solucién es del tipo

I = Ae 2ttsen L (R 2t+[3 (8.18)
B LC \2L ’ '

donde A y ( son las constantes de integracién. La respuesta es una corriente oscilatoria
amortiguada con frecuencia w = [1/(LC) — (R/2L)*]*/2; la rapidez del amortiguamiento
depende del valor R/2L.

La soluciéon completa de la ecuacion del circuito es la suma de la solucién transitoria anterior
mas la permanente o estacionaria. Las constantes de integracion se determinan a partir de las
condiciones iniciales. La corriente transitoria se anula al cabo de un tiempo y sélo persiste la
solucién permanente. Esta solucién se puede calcular facilmente cuando los generadores son de
corriente alterna aplicando el método simbdlico basado en la utilizacién de nimeros complejos,
que es el objetivo del siguiente apartado.

8.4. CORRIENTE ALTERNA EN REGIMEN PERMANENTE

En este apartado se estudian circuitos excitados por f.e.m. o d.d.p.
sinusoidales. Se supone que desde que se aplica la excitacién ha
transcurrido tiempo suficiente para poder despreciar los transito- A

rios. Cuando un circuito es alimentado por una fuente sinusoidal
la respuesta permanente o estacionaria también es sinusoidal. Asi, -

cuando la salida de un generador es sinusoidal, lo es también la \/ \/ v
corriente en una bobina, en un condensador, o en una resistencia.
t

La intensidad tiene la misma frecuencia que la de la f.e.m. excita-
dora pero generalmente no esta en fase. Las soluciones buscadas
para la intensidad son del tipo

Figura 8.9. Representacién de
I=1Iysen(wt+ ¢p), (8.19) |E.i intensidad en funcién del
tiempo.
donde Iy es la amplitud, w la frecuencia angular, igual a la de
excitacién (w = 27 f siendo f la frecuencia), y ¢; la fase inicial. La funcién se repite periddica-
mente, siendo el valor del periodo T' = 27 /w. La raiz cuadrada del valor medio del cuadrado de I
se denomina intensidad eficaz I, y es igual a I, = Iy/ V2. Los amperimetros de corriente alterna
miden el valor eficaz.

8.4.1. Magnitudes complejas

a) Intensidad

Cuando se pretende resolver circuitos de corriente alterna es muy 1til el uso del método simbdlico
basado en la utilizacién de magnitudes complejas.

Si a la intensidad I = I sen(wt+¢r), se le asocia un niimero complejo que tiene médulo igual
a la amplitud Iy y argumento igual a la fase (wt + ¢r), su representacién en el plano complejo
es un vector giratorio o fasor [Figura 8.10(a)]. La parte imaginaria del nimero complejo coincide
con la corriente verdadera, es decir

I=1Iysen(wt+ ¢r) =Im {Io e““’““b’)} . (8.20)
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El complejo asociado a la intensidad puede expresarse como
Ipe'®l etwt = Tetwt, T=1Iye?, (8.21)

donde I se denomina intensidad compleja y su representacién es la de la Figura 8.10(b).

De las relaciones anteriores se deduce que bastara determinar el valor de I para conocer la
intensidad instantdnea I, sin méas que multiplicar I por e’ “! y proyectar sobre el eje imaginario.

, 10 ei(wt+¢,)
I
' (b)

Figura 8.10. (a) Representacién en el plano complejo del fasor asociado a la intensidad. (b) Repre-
sentacién en dicho plano de la intensidad compleja.
b) Diferencia de potencial

Tgualmente, supondremos que la d.d.p. entre los terminales de los elementos es del tipo
V="Vysen(wt+¢y) =Im{Ve'“"}, (8.22)
donde la d.d.p. compleja puede expresarse como
V=Veo. (8.23)
La raiz cuadrada del valor medio del cuadrado de V' corresponde al valor eficaz igual a V, = V4 / V2.

¢) Impedancia

Sea V la d.d.p. compleja e I la intensidad compleja de un componente de un circuito. Se demuestra
a continuacién que en los elementos lineales ambas cantidades son proporcionales y el coeficiente
de proporcionalidad se denomina impedancia Z, cuyo valor, médulo |Z | y argumento J, son
iguales a

— 14 Voei¢v Vo _ .
=== _ — 20 ji(¢v ¢I):Z id 8.24
1 Ipetdr Ioe 0e ( )
= 1%
0

8.4.2. Impedancia de los componentes basicos

a) Impedancia de una autoinduccién ideal

En una autoinduccién por la que circula una intensidad instantdnea I = Iy sen(w ¢+ ¢y), la d.d.p.
viene dada por

dl
VL:Va—Vb:LﬁszIO sen(wt + ¢y +7/2). (8.25)

Utilizando la notacién compleja, la intensidad, d.d.p. e impedancia seran
T = IO €i ér

=i Lw. (8.26)
VL = Lw I