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PROLOGO

Durante los ultimos treinta afos se han producido profundos avances en
la mecénica cuantica. Lo que hace medio siglo eran “experimentos Gedanke”
o “experimentos de pizarrén”, como se dice en Latinoamérica, son hoy en dia
procesos fisicos perfectamente realizables en el laboratorio. Si hasta ahora la
Mecénica Cudantica preparaba al profesional para el estudio de muchas de las
ramas de la Fisica (por ejemplo, de la Fisica Atomica, Nuclear, Subnuclear
(particulas) o del Estado Solido) hoy es requisito previo para abordar la
Nanotecnologia y la Teorfa de la Informaciéon Cuantica. Si la “estrella” de un curso
introductorio de Mecénica Cuantica era el dtomo de hidrégeno, hoy tiene que serlo
el efecto timel y también serd vez necesario hablar, aunque sea someramente, de
entrelazamiento. Si hace décadas los temas més avanzados eran los relativos a
la dispersion de particulas (scattering), ahora son los sistemas cuénticos abiertos
y la teoria de la medida quienes deberian culminar un programa de Mecénica
Cuéntica. Sin desdenar en absoluto el enfoque de textos hoy considerados clasicos,
y por tanto perdurables, los nuevos libros de esta materia tienen que contemplar
esta realidad: no hay duda de que la Fisica del Siglo XXI comparte buena parte
de sus fundamentos con la del Siglo XX, pero los “terrenos de juego” son bien
distintos.

Para abordar esta asignatura con éxito, el estudiante debe haber superado
asignaturas previas de Mecanica y de Electromagnetismo. A su vez, tiene que
estar perfectamente familiarizado con los contenidos de Algebra Lineal (espacios
lineales de dimension finita), de Anélisis Matematico (calculo integrodiferencial
en una y varias variables), con la resolucion de ecuaciones diferenciales ordinarias
y con los fundamentos de la teoria de funciones de variable compleja.

Cada capitulo se abrird con una breve presentaciéon seguida de unas someras
orientaciones para su estudio auténomo. Como regla general, debera dedicarse
un 40 % del tiempo de trabajo a una primera lectura detallada del texto, lo que
serfa el equivalente a las “clases de teoria” en una universidad presencial, junto
con el estudio “activo” de los ejemplos resueltos incluidos en cada capitulo, lo
que equivaldria a los “seminarios de problemas”. Para que estos ejemplos sean
provechosos se debe intentar su resoluciéon antes de ver la solucién dada en el



Fisica CuAnTica I.

texto, o bien reproducirla pero completando en detalle aquellos pasos mateméticos
que se hayan omitido. El 60 % del tiempo restante deberd emplearse en afianzar
los contenidos tedricos y resolver una serie de problemas propuestos, que no
necesariamente han de ser los de este texto. Esto dltimo es esencial: la teoria
inicamente alcanza pleno sentido cuando se desarrolla y se aplica a situaciones
especificas.

No queremos cerrar esta presentacion sin agradecer a Jaime Arturo de la Torre,
Teresa Martin Blas y otros companeros del Departamento de Fisica Fundamental
de la UNED, que nos han ayudado a intentar corregir los errores, imprecisiones
y erratas, que son casi imposibles de evitar en cualquier texto. Por otra parte, a
Roberto Canogar, del Departamento de Mateméticas Fundamentales, le debemos
el estilo XTEX que hemos utilizado, y le agradecemos su apoyo y disponibilidad
para resolver algunas pequenas dificultades.

Nota importante: Los ejemplos, problemas y secciones marcados con
un asterisco (*) tienen alguna dificultad conceptual o exigen manipulaciones
matematicas laboriosas, aunque asumibles por un estudiante de tercer curso.
Aquellos con dos asteriscos (**) son muy dificiles o complicados. Un signo de
admiracion (!) etiqueta un ejercicio de especial importancia y al que debe prestarse
la debida atencion. El doble signo de admiracion (!!) indica que nos vamos a
enfrentar a una situacién sorprendente, curiosa o con resultados inesperados.
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TEMA 1
TEORIA CLASICA DE LA RADIACION

Este libro trata de los procesos fisicos que se producen a escala microscopica o,
mejor dicho, de cdmo estudiar esos procesos en sistemas cuya longitud natural
esta en el rango aproximado de 10712 a 107® m. En este rango de distancias, la
fuerza electromagnética (EM) es la interaccién dominante. La razon de ello es
que las fuerzas nucleares débil y fuerte empiezan a ser relevantes a longitudes mas
pequenas mientras que la fuerza gravitatoria, la menos intensa de las interacciones
fundamentales, s6lo habra de tenerse en cuenta cuando estemos bien adentrados
en el mundo macroscépico.

Sera, pues, el electromagnetismo quien dicte la dindmica de los procesos
fisicoquimicos a nivel atémico y molecular, el comportamiento y la funcionalidad
de nanodispositivos y también los fenémenos que ocurren en la escala de lo
mesoscopico, esa difusa region que separa lo microscopico de lo macroscopico.
Es entonces muy razonable abrir un curso de fisica cudntica con un breve repaso
del electromagnetismo clasico y, por motivos que muy pronto se haran evidentes,
focalizado en las propiedades de la radiaciéon electromagnética. En este repaso
prestaremos especial atencion a diferentes temas que incluyen:

s ¢l uso de funciones de variable compleja para expresar campos vectoriales
= la descomposiciéon espectral de una onda mediante el anélisis de Fourier
= los fenémenos de interferencia y difracciéon

= el concepto de coherencia

Esta seleccion, que ni de lejos constituye un resumen completo de la teoria
electromagnética clasica, no es en absoluto casual. Por ejemplo, la fisica cuantica
se formula en términos de campos complejos, por lo que resulta conveniente
empezarlos a utilizar en un escenario cuyos conceptos fisicos ya sean conocidos.
Por otra parte, las técnicas de andlisis de Fourier se utilizardan de manera
continuada a lo largo del texto. La interferencia y la difraccién de ondas, a su
vez, son capitales en el establecimiento de las bases del formalismo cuéntico;
finalmente, la coherencia entre ondas es un concepto sutil pero importante y que
queremos tratar con cierto detalle.
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Orientaciones generales al plan de trabajo

Como hemos indicado, buena parte de este primer capitulo es un resumen
de algunos aspectos de la teoria electromagnética clésica, la mayoria de ellos
conocidos por el estudiante, y que se incluyen como referencia. El tnico apartado
que puede ser conceptualmente nuevo es el anélisis de la coherencia (seccién 1.7)
que, en todo caso, ser trata también en asignaturas de Optica. A pesar de ello y
puesto que las herramientas mateméticas que vamos a introducir se emplearan
con mucha frecuencia en el futuro, sugerimos el estudio completo de este capitulo.
A tal fin debe emplear unas 7 horas dentro un curso semestral diseniado sobre la
base de 150 horas de trabajo personal, que se distribuyen a lo largo de quince
semanas efectivas (10 horas por semana).

Objetivos del capitulo

s Afianzar conocimientos ya adquiridos en cursos anteriores sobre el
tratamiento clasico de la radiaciéon electromagnética.

» Familiarizarse con algunas herramientas mateméticas que seran de uso
habitual en fisica cuantica.

= Ser capaz de manejar las técnicas de descomposiciéon espectral basadas en
el analisis de Fourier.

= Aprender a tratar fenOmenos de interferencia y difraccion usando un
formalismo de campos complejos.

= Comprender el concepto de coherencia y saber distinguir entre superposicion
coherente y mezcla incoherente.
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1.1. ECUACIONES DE MAXWELL

§ 1. El electromagnetismo clasico se construye a partir de un conjunto de
ecuaciones que relacionan el campo electromagnético {€(r,t), B(r,t)} con las
fuentes que lo producen, y que estan definidas por sus densidades de carga p,(r,t)
y de corriente eléctrica J¢(r,t). Estas son las ecuaciones de Mazwell que en
el sistema internacional de unidades se escriben como:

V- -E(r,t)= ;pc(r,t) (Ley de Gauss para &)

V- -B(r,t)=0 (Ley de Gauss para B)

V xE&(r,t)= _838(115.,t) (Ley de Faraday — Lenz) -
V x B(r,t) = é% + po Te(r,t)  (Ley de Ampere)

donde ¢y ~ 885 x 1072 Fm™! (C2 N ' m™) y yy = 47 x 1077 N A2
son constantes universales denominadas permitividad eléctrica y permeabilidad
magnética del vacio, respectivamente, mientras que ¢ = (eouo)’l/Q ~3x108m s!
es la velocidad de la luz. El significado fisico de los campos € y B viene dado por
la fuerza de Lorentz

F(r,t) = q(E(r,t) v x B(r,t)) (1.2)

que es la ejercida por el campo electromagnético (EM) sobre una carga ¢, situada
en el instante ¢t en un punto r que se mueve a velocidad v.

Las densidades de carga corriente J . no son independientes entre si ya
C C
que, como se deduce de las ecuaciones de Maxwell, deben verificar la ecuacidn de
continuidad

Ipe(r,t)
o =V Te(r 1) (1.3)

que no es otra cosa que la ley conservacion de la carga.

Conviene indicar que las densidades de carga y de corriente eléctrica que
aparecen en las ecuaciones de Maxwell son netas, por lo que incluyen las cargas de
polarizacion y las corrientes de magnetizaciéon que surgen en un medio material
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como respuesta a un campo EM externo. Ademas, tal y como hemos expresado las
relaciones (1.1), se presupone que las fuentes estdn dadas, es decir, que conocemos
exactamente como evolucionan en el tiempo [de acuerdo con lo expresado por las
funciones p.(r,t) y Jc(r,t)]. Por tanto, con la informacién que tenemos no es
posible resolver un problema de electrodindmica en su sentido més amplio, en
el que la evolucién temporal de la fuente estd afectada por la propia fuerza de
Lorentz.

En ausencia de fuentes, las cuatro ecuaciones de Maxwell se reducen a

V- E(r,t)=0 (Ley de Gauss para &)
V- -B(r,t) =0 (Ley de Gauss para B)

14
V x & (r,t)= —% (Ley de Faraday — Lenz) (14)
V x B(r,t) = 1 2E(x1) (Ley de Ampere)

2 ot

que son las adecuadas para describir la radiacion electromagnética libre. Vemos
que tanto el campo eléctrico como el campo magnético de la radiacion libre son
transversales (su divergencia es nula) y que estan acoplados entre si a través de
las leyes de Faraday-Lenz y de Ampére: una variacién temporal de £ genera un
campo magnético y viceversa. Esto explica el conocido cardcter autosostenido de
la radiacion electromagnética que, como sabemos y se deduce de las ecuaciones

(1.4), se propaga a velocidad c. Es asi legitimo llamar onda electromagnética a
la radiacién EM libre.

Las ecuaciones de Maxwell son lineales, por lo que el campo electromagnético
cumple el principio de superposicion: si en una region del espacio coexisten
dos ondas EM, el campo electromagnético total es la suma de los campos de
cada una de ellas. Debido a este principio de superposicién, la soluciéon general
de las ecuaciones de Maxwell con fuentes (1.1) es igual al campo EM generado (o
emitido) realmente por esas fuentes, superpuesto a un campo EM libre arbitrario
que satisfaga las ecuaciones (1.4). Finalmente, y como es inmediato comprobar,
el campo EM emitido por densidades de carga y corriente depende linealmente de
éstas.

§ 2. La energfa almacenada en un campo EM por unidad de volumen es

_colE@ )P | [B(, 0
2 240

wpn (T, ©) - %“(yg(r,t)y? + |B(r,t)|2) (1.5)
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Puesto que el campo EM es un ente fisico por si mismo es natural considerar
upM(r,t) como su densidad de energia. A partir de las ecuaciones de Maxwell, y
usando resultados del analisis vectorial que pueden encontrarse en el Apéndice
A, puede probarse que la variaciéon temporal de la densidad de energia de la
radiacién libre en un punto r es

OUEM (I‘, t)

oy = —? V-7mpm(r,t), (1.6)

donde

meM(r,t) =€ E(r,t) X B(r,t) (1.7)

es la densidad de momento lineal del campo EM. Integrando (1.5) y (1.7) sobre
todo el espacio tendriamos la energia y el momento lineal totales de la onda
electromagnética.

La energia y el momento lineal de la radiacién EM se manifiestan fisicamente
al interaccionar con particulas cargadas. En tal interacciéon hay una transferencia
de energia y momento lineal de la radiacién a las cargas y, reciprocamente, éstas
emiten radiacién a expensas de su energia y de su momento.

Si ahora integramos (1.6) sobre un volumen V limitado por una superficie
cerrada S y aplicamos el teorema de la divergencia de Gauss (véase el Apéndice
A) llegamos a la relacion

d
—— / upm(r, t)d®r = 02% wem(r,t) - n d°r, (1.8)
dt Jy S

donde n es un vector unitario normal a la superficie S en el punto r. La igualdad
(1.8) nos dice que la variacion temporal de la energia EM de la radiacion
libre almacenada en una region V del espacio es igual (salvo signo) al
flujo del momento del campo EM, c*mg\(r,t), a través de la frontera
S de dicha region. Por tanto, en una onda electromagnética se produce un
transporte de energia que es consecuencia de su propia naturaleza descrita y
que estd directamente relacionado con la densidad de momento lineal: la energia
EM “viaja” en el espacio y la densidad de corriente de energia correspondiente
es c>wem(r,t), cantidad conocida como vector de Poynting. De esta manera, se
considera que la direcciéon de propagaciéon de una onda electromagnética en un
punto r es la del vector de Poynting.

§ 3. La estructura de las ecuaciones de Maxwell para la radiacion libre (1.4)
permite describirla en términos de un potencial electromagnético vector A(r,t),
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del cual deriva el campo EM en la forma

~0A(r,t)
ot (1.9)
B(r,t) =V x A(r,t)

E(r,t) =

En efecto, esta definiciéon garantiza el cumplimiento automaético de la ley de Gauss
para el campo magnético y de la de Faraday-Lenz. Las leyes de Gauss para € y
de Ampére se escriben en términos de A como

V- -Alr,t)=0

L o2 (1.10)

De esta manera, la radiacion libre queda descrita tinicamente' por el potencial
A(r,t), que resulta ser transversal (primera ecuacién 1.10), y cuyas tres
componentes satisfacen una ecuacion de ondas homogénea (segunda ecuacion
1.10).

1.2. ONDAS PLANAS

§ 1. Nos centraremos ahora en las propiedades de la radiacién libre. Esta
restricciéon es razonable no so6lo por su importancia intrinseca sino también
porque el campo electromagnético emitido por una fuente oscilante cualquiera
se comporta suficientemente lejos de ésta como radiaciéon libre. Nuestro objetivo
serd hallar la forma més general del potencial vector A(r,t) que satisfaga las
ecuaciones (1.10), ya que a partir de él podremos obtener facilmente los campos
eléctrico y magnético y también otras propiedades de interés de la radiacién,
como sus densidades de energia y momento. Para ello empezaremos analizando las
soluciones monocromaticas de la ecuacion de ondas (1.10), puesto que el principio
de superposiciéon nos permitird construir cualquier solucién a partir de ellas.

L Sin embargo, la relaciéon entre el campo EM y el potencial vector no es biunivoca. Distintos
potenciales vector pueden describir el mismo campo.
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Antes de proceder recordemos que una funciéon g(t) real es monocromatica o
armonica con frecuencia® w > 0 si se puede expresar como ¢(t) = g cos(wt) +
gssin(wt). Usando las relaciones trigonometricas fundamentales

+iwt —iwt +iwt —iwt
e +e . e —e
cos(wt) = ——— ; sin(wt) = —————
2 2i
la funcién g(t) también puede escribirse como la parte real de una funcién compleja
G(t) = Goe !, En efecto, podemos escribir que

G . G¥ . .
e Z)‘ie(Goe_“"t> = %e <G(t)>, (1.11)
donde Gog = gc + igs, G = gc — igs es el complejo conjugado de Gy, y Qe es la
parte real. La utilizacion de esta representacion compleja para g(t) evita tediosas
operaciones trigonométricas.

Ademas, si g es vectorial, los desfases entre las oscilaciones de sus componentes
se pueden tratar de manera muy simple. En este caso definiremos el médulo de
un vector de componentes complejas G como el escalar real y positivo dado por

G| =VG* G (1.12)

§ 2. De acuerdo con esta manera de representar funciones armonicas, podemos
proponer que el potencial vector de una onda monocromdtica libre de frecuencia
w tiene la forma genérica

Alr,t) = me(A(r)e—iwt) (1.13)

donde A(r) es una funciéon de componentes complejas. Si sustituimos A(r,t) en
(1.10) vemos inmediatamente que A(r) cumple las ecuaciones

V.-A(r)=0
<V2 + ‘;}22) A(r) =0, 114)

por lo que concluimos que A(r) ha de ser un campo complejo transversal que
obedezca una ecuacion de Helmholtz homogénea, la segunda de las ecuaciones
(1.14).

w es la frecuencia angular o pulsacidn pero, por simplicidad, llamaremos a w frecuencia. Si hubiese

alguna posibilidad de confusion con v = w/(27), especificariamos que w es la pulsacion.
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La solucion mas sencilla de (1.14) es:

k-Ay=0
A(r) = Age™T con (1.15)
w
=
y, entonces,
A(r,t) = Re (Aoei(k'f*wt)) . (1.16)

Aqui k es un vector real con dimensiones de longitud reciproca (inversa de
longitud), al que denominaremos vector de onda. La transversalidad de A (r) queda
asegurada al ser el vector constante Ay, de componentes complejas, perpendicular
a k, mientras que la llamada relacidn de dispersion, |k| = w/ec, garantiza el
cumplimiento de la ecuaciéon de Helmholtz.

Puesto que exp(27in) = 1 para cualquier entero n, el potencial vector exhibe
la siguiente periodicidad espacial:

A(r,t) = A(r + nA\uy,t) para todon € Z,

donde ux = k/|k| es el vector unitario en la direccion de k y A = 2x/|K|
es la denominada longitud de onda. De esta forma A(r,t) siempre toma los
mismos valores en planos perpendiculares a k y separados una distancia A. Esto
justifica plenamente la denominacién onda plana para este tipo de radiacion
libre monocromatica

§ 3. Siu; y ug son dos vectores de médulo unidad perpendiculares entre si y
contenidos en el plano normal a la direccion ug (vea la FIG. 1-1), entonces tanto
el potencial vector fisico A(r,t) como el vector complejo Ay son combinacion
lineal de u; y ug. En efecto, usando la forma polar de un namero complejo, Ay
puede escribirse como

Ay = A16161 u; + A2€i52u2 con ALAQ eR"
y sustituyendo en (1.16),
A(r,t) =[Ajcos(k - r —wt + 01)]ug + [Azcos(k - r — wt + d2)]us (1.17)

Esta igualdad pone de manifiesto una de las ventajas de la notacién compleja
que ya adelantamos: el vector Ay contiene no sélo las amplitudes de oscilacién
del potencial vector a lo largo de cada direcciéon u; y ug sino también el desfase
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Figura 1-1. Componentes del campo electromagnético para radiacién que se propaga a lo largo
de la direccién ug. Fijese que tanto los vectores unitarios u; y uz como el propio campo EM
estan contenidos en un plano perpendicular a uk.

&9 — &1 entre ambas oscilaciones. En otros términos, fijado el vector de onda k hay
dos grados de libertad relacionados con las orientaciones permitidas del potencial
vector.

Otra ventaja de la notacién compleja es la facilidad con la que se evaliian
promedios temporales. Por ejemplo, el cuadrado del médulo del potencial vector
fisico es

|A(r,t)|? = A2 cos®(k -t — wt + 61) + A3 cos®(k - — wt + da),

y como (cos?(wt + 0))temp = 1/2, donde ( )temp simboliza el promedio temporal
sobre un periodo de oscilaciéon, podemos escribir directamente que

A2+ A2 1

1
(A, ) temp = = SAG - Ag = S |A (1.18)
2 2 2

En consecuencia, |Ag|?/2 es igual a [A(r,t)|? salvo fluctuaciones temporales.

§ 4. Elcampo EM de una onda plana (radiacion libre) se obtiene inmediatamente
sustituyendo (1.16) en (1.9):

E(r,t) = Re <Eoei(k'r*“t)> con Eg = iwAg
(1.19)
B(r,t) = Re <Boei(k'r_‘“t)) con Bg =ik x Ag
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por lo que Eg y By son también perpendiculares a k. Usando la relacién de
dispersion tenemos a su vez que

1
EO = CBO X Uk BU = —Uuk X Eo ) |E0| = C’B0| (120)
C

Los vectores Eg v Bg son complejos, pero si nos fijamos tnicamente en las partes
reales fisicas, E(r,t) y B(r,t), su orientacion relativa es la que muestra la FIG.
1-1. En consecuencia, la densidad de momento lineal wgy\(r,t) = €o€(r,t) X B(r, t)
estd orientada en la direccién de uy, que es asi la de propagaciéon de la onda.

§ 5. A partir de las expresiones (1.5) y (1.7), las densidades de energia y de
momento lineal de la onda plana (1.16) son
_ WAl _ WAl

’U,EM(I',t) =5 +t.0. ; WEM(r,t) = TUk + t.o. (1.21)

donde “t.0.” significa términos oscilantes que evolucionan armoénicamente en torno
a cero, en este caso con frecuencia 2w. Puesto que el promedio temporal de
estos términos es nulo,® sélo son fisicamente relevantes los valores promediados
temporalmente o efectivos

60w2 ‘A()P

ueM = (uEM(T, 1)) temp = 5

(1.22)
60w2|A0|2u _ uBM

mEM = (TEM (T, 1)) temp = 2% -

Dado que Ag es un vector constante, vemos que tanto ugy como 7rEy Son
independientes de la posicion. Como resultado, la onda plana se propaga en la
direccion uy y, salvo fluctuaciones temporales, ugn v 7EMm son las densidades de
energia y de momento lineal que transporta.

La introducciéon de estos valores promediados temporalmente nos lleva de
manera natural a definir la intensidad o irradiancia de la onda como el médulo
del valor efectivo del vector de Poynting:

ceow? |Ag|?
2 9
que puede interpretarse como la energia transportada por la onda por unidad de

tiempo (salvo fluctuaciones en tiempos del orden de T') a través de una superficie
de area unidad perpendicular a su direccién de propagacion.

Ien = [P rpm| = ¢ upy = (1.23)

3 Salvo que seamos capaces de discriminar experimentalmente tiempos del orden del periodo de
oscilacion T = 27 /w.
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§ 6. La onda EM plana se propaga en una direcciéon bien definida en todos
los puntos del espacio. Estamos, pues, en una situacién fisica en la que usamos
dos aproximaciones limite: el monocromatismo y la extension espacial infinita.
Podriamos hacer una descripcion mas realista modulando esta onda, esto es,
multiplicAndola por un factor dependiente de la posiciéon de tal modo que la
region del espacio en la cual el campo EM toma valores no nulos sea limitada. Sin
embargo esto no es inmediato ya que hay que seguir cumpliendo las ecuaciones
de Maxwell. Estos aspectos técnicos son més propios de un texto de Optica,
pero lo importante es: cuando decimos que el potencial vector de la radiacién
libre es Re (Ao exp(ik - r— iwt)) implicitamente estamos considerando que es una
aproximacién valida sélo en una regién limitada, cuyo volumen es mucho mayor
que la parte del espacio donde esta el sistema fisico que nos interesa estudiar.
En otras palabras, damos siempre por supuesto que hablamos siempre de un
pulso electromagnético que se desplaza con velocidad ¢ a lo largo de la direccién
ux = k/|k|, pero cuyo potencial vector en la zona de interés se puede aproximar
por el de una onda plana.

1.3. EL ANALISIS DE FOURIER

§ 1. La importancia de las ondas planas quedara patente cuando apliquemos a
un campo EM A(r,t) el andlisis de Fourier. En esta secci6n presentaremos
los principales resultados de esta herramienta matemadtica, aunque omitiendo
cualquier demostracién. Si esté interesado puede consultar los textos de métodos
matemaéticos que se citan en la bibliografia.

§ 2. Sea G(r) una funcién, en general compleja, definida sobre el espacio RY (lo
habitual es N = 3 pero conviene considerar el caso mas general). El resultado
bésico del anélisis de Fourier es que dicha funcién puede escribirse mediante
una suma (continua) de funciones proporcionales a exp(ik - r) a través de una
transformada de Fourier inversa

G(r) = (%;N/Z [ e M= (76, (1.24)

donde la funcion G(k) es la transformada de Fourier de la funcion G(r):

G(k) = G(r)e kT Ny = {F G} (k). (1.25)

(2m)N/2 Jg
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Supondremos que la funcién G(r) cumple aquellas condiciones de decaimiento
rapido a cero cuando |r| — oo y de acotacion que garantizan que su transformada
de Fourier converja. A G(k) se le llama representacion en el espacio reciproco (el
espacio de los vectores de onda k) o, sencillamente, representacion reciproca de

G(r).*

Si g(r) es una funcion escalar y G(r) otra vectorial, se tiene que

Vo) Loikgk) ;3 V3(r) L —k[25(k)
(1.26)
V.G Lik-Gk) ; VxG) L ik x G(k),

por lo que las derivadas espaciales se transforman en multiplicaciones por el vector
de ondas k al pasar al espacio reciproco, aunque incluyendo un factor i.

El llamado teorema de Parseval nos dice que dadas dos funciones
cualesquiera F' y G se cumple que

G*(r)F(r) dr = [ G*(k)F(k) dVk. (1.27)
RN RN

Conviene aqui comentar que el teorema es vilido también si el producto entre G*
y F (o G* y F) es el producto escalar o vectorial (en N = 3) en el caso en que G
y F sean funciones vectoriales.

§ 3. Definamos la delta de Dirac centrada en el punto a, 6(r—a), como aquella
“funcién” para la que siempre se cumple que

o 5(r —a)g(r) d¥r = g(a) (1.28)

para cualquier funciéon ¢(r) continua en r = a. De acuerdo con esta definicion,
la delta en N dimensiones es igual al producto de N deltas unidimensionales. Por
ejemplo en N = 3,

d(r—a)=0(x—az)d(y —ay)d(z —a;), con a=azu,+ ayu,+ a,u,.

4 Hemos introducido una notacién operacional muy del gusto de los matematicos: F es una aplicacion
que transforma la funcién G(r) definida en el espacio de posiciones en otra funcion G(k) definida en el
espacio de vectores de onda (espacio reciproco). F—1 serfa la aplicacién inversa.
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De manera poco rigurosa podemos decir que

Osir#a
d(r—a)=0d(a—r)= (1.29)

cosir=a

o, con algo més de propiedad, que la delta de Dirac es el limite de una funcién

muy concentrada en torno a r = a cuya integral sobre todo el espacio es igual a la

unidad.? Por ejemplo, en N = 1 la delta de Dirac es igual a los siguientes limites:

—(z—a)?/e? € si —a)/e
Sw—a)= lim g T gy Sl A/ g
e—0t ﬁf—: e—0t (x — a) +e2  e=0t 7['(56 — a)
En efecto, estas funciones cumplen que la integral sobre todo R es igual a uno, y
que cuando € — 0 se anulan en todos los puntos menos en a.

La delta de Dirac esta estrechamente relacionada con la transformada de
Fourier, puesto que puede demostrarse que

/ etike(ri—r2) Ny — / e~k riT2) N — (2m)N §(r; — 1p) (1.31)
RN RN

expresion que ha de entenderse en sentido formal ya que, como acabamos de decir,
la delta de Dirac es un limite. Al ser (1.31) independiente de las dimensiones fisicas
de k y r;, tras un mero intercambio de variables

/ etilla—lke)rgNy — / emitkamto)e Ny = (2m)N 6(ky — ko) (1.32)
RN RN

donde la delta de Dirac d(k; — ko) para el espacio de vectores de onda tiene
andloga interpretacién que para el espacio de posiciones.

§ 4. El andlisis de Fourier se aplica también a la descomposicién de una
funcion dependiente del tiempo en componentes monocromaticas (muchas veces
llamadas armdnicos). En concreto, para una funcién ¢(t) general, que decae a
cero suficientemente rapido cuando |t| — oo, su par de transformadas temporales
de Fourier® es

+oo ) +oo .
o) = o= [ e as )= o= [ ewera | (139

5 Como se sefiala en el Apéndice B, la delta de Dirac so6lo tiene sentido matematico pleno como
una distribucion. Esta definicibn como limite es, sin embargo, suficiente para nuestros propositos.

6 Usamos G(k) para designar la transformada de Fourier espacial de la funcién G(r), y §(w) para la
transformada de Fourier temporal de una funcion g(t).
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(la convencion de signos de las exponenciales complejas temporales es la contraria
que la de las transformaciones de Fourier espaciales). Naturalmente, el teorema
de Parseval se sigue cumpliendo, al igual que las relaciones equivalentes a (1.31) y
(1.32) entre la transformada de Fourier y las deltas de Dirac (6(t —to) en tiempos
y 0(w — wp) en frecuencias).

Si g(t) es real es facil ver que §(—w) = §*(w). Por consiguiente, la expresion

oo g(w)efiwt /0 g(w)efiwt /oo g(w)efiwt +§(_w)e+iwt
= [ LY g4 [ 4= d
9(t) /0 V2T “ 0o V2w “ 0 V2T n

puede escribirse como

g(t) = Re (\/12? /0Oo QQ(w)ei‘”tdw) = Re(G(t)). (1.34)

Esta funcion G(t), llamada representacion compleja de g(t), se caracteriza porque
su transformada de Fourier G(w) en frecuencias es nula si w < 0 y cumple que
2§(w) = G(w) si w > 0. La expresion (1.34) generaliza entonces la (1.11) que
habiamos usado en el caso monocromaético.

Definamos ahora la frecuencia media de la funcién g como

1 00 R oo
(wy = L{/ w|G(w)|?dw, con U= / |G (w)]?dw. (1.35)
0 0
Usando conocimientos de estadistica elemental, sabemos que una medida de la
concentracion de las frecuencias de los armonicos de g alrededor de esa frecuencia
media (w) es la dispersion cuadrdtica media Aw de g(t), obtenida como:

1/2

Aw = B /Ooo(w— <w>)2|é(w)|2dw] | (1.36)

Si Aw < w diremos que la funcién g¢(t) es cuasimonocromdtica. Desarrollando
(w — (w))? en (1.36) y agrupando términos es sencillo comprobar que Aw también
puede evaluarse como

_ L [T e 2 —w21/2— w?) — (w
Aw—[ ISR <>} VB @R (13D)

u
donde {w?) es el valor medio del cuadrado de la frecuencia. Cualitativamente, la
funcion g(t) serd la superposicion de armonicos con frecuencias concentradas en
el intervalo ((w) — Aw, (w) + Aw). A la cantidad 2Aw la llamaremos anchura en
frecuencias o ancho de banda.
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1.4. MODOS NORMALES DE RADIACION

§ 1. Consideremos ahora una onda EM libre genérica cuyo potencial vector
es A(r,t). Por conveniencia matematica trabajaremos con su representacion
compleja A(r,t) que, de acuerdo con (1.34), esta definida como

A 2A (r,w) si w>0
Alr,t) = %e(A(r,t)) . con A(r,w) = (1.38)
0 si w<0

Aun siendo complejo, el potencial vector A(r,t) también obedece las ecuaciones
de Maxwell en el vacio puesto que es una mera “reordenacion” de A(r,t) a través
de su transformada de Fourier.

De acuerdo con los resultados basicos del anélisis de Fourier, podemos escribir

A(k, t)elkr 3 ~ / A(r,t)e kr
A(r,t) = ———— d’k ; Ak, t)= ————d 1.39
(r7 ) /R3 (27_(_)3/2 ,  con ( ) ) R3 (27‘()3/2 r ( )

y puesto que la transformada de Fourier de V - A(r, t) es ik- A (k, t), las ecuaciones
(1.10) resultan ser (en el espacio de posiciones y su reciproco)

V-Ar,t)=0 = k-Ak,t)=0

L o (1.40)

<V2 - ) Ar,t)=0 = AkP?AKk,t)+ w

92 =0.

c? Ot?
Asi, la condicion de transversalidad se traduce en que K(k,t) es perpendicular
al vector de onda k [primera ecuacion (1.40)] mientras que la ecuacion de onda
[segunda ecuacion (1.40)] se reduce a que A(k,t) siga un movimiento oscilatorio
armonico simple de frecuencia wy = c|k]|.

Su solucién general es Ak, t) = A(k)exp(—iwst) ya que la otra posible
solucion, A(k,t) = A(k)exp(+iwgt), es incompatible con la definicion (1.38).
Sustituyendo en (1.39) y recordando que A(r,t) = Re(A(r, 1)),

Re (A(k)eﬂk-r—w)) wi, = c|k]
/ SREYD dk  con ) (1.41)
R (27) AKk)-k=0

Alr,t) =

Por tanto, A(r,t) es igual a la suma (continua a través de una integral) de
potenciales vectores correspondientes a ondas planas. El analisis de Fourier nos ha
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permitido llegar asi a un resultado basico del electromagnetismo clasico: toda onda
electromagnética libre se puede escribir de manera Unica como una superposicion
de ondas planas, que son asi las soluciones bdsicas a las ecuaciones de Maxwell
en el vacio. A cada una de las ondas planas que entran en la descomposicién
de Fourier (1.41) se la llama modo normal de radiaciéon o simplemente modo de
radiacion. Cada modo de vector de onda k estd caracterizado por su frecuencia
wk y por la amplitud compleja :&(k) que, por la condicion de transversalidad, es
perpendicular a k.

§ 2. Puede demostrarse (es algo técnico) que la energia y el momento lineal
totales almacenados en el campo EM son

21X (1)]2 21K (1)[2
Ui (t) = / i AR sy L py(e) = / i AR o (142)
R3 2 R3 2c
donde ux = k/|k|. Por tanto, vemos que Ugn(t) v Prm(t) son constantes en el
tiempo, como era de esperar de los principios de conservacién de la energia y del
momento lineal. Recordando las igualdades (1.22) concluimos que la energia y
el momento lineal total de una onda EM libre son iguales a la suma de
las energias y los momentos de los modos que la constituyen. Ademas,
cada contribucion de vector de onda k a la energia electromagnética total tiene la
forma tipica de un oscilador armonico de frecuencia wy, y amplitud |A(k)|. Esta
asociaciéon formal justifica plenamente el término modo de radiacion que estamos
usando.

§ 3. La descomposicién en modos normales permite definir diferentes funciones
que son muy tutiles en el anélisis pormenorizado de la energia EM. La més
inmediata es la llamada densidad de energia en el espacio reciproco

e wp, |A(k)[?
2

ya que, tal y como se infiere de (1.42), epm(k)d’k es la energia EM almacenada
en los modos cuyo vector de onda est& dentro de un entorno del espacio reciproco
de volumen d®k centrado en k. Esta densidad tiene asi un caracter equivalente al
de upm(r,t) en el espacio real aunque, como es inmediato comprobar, egn (k) v
upMm(r,t) no estdn relacionadas entre si a través de una transformada de Fourier.

epn(k) = (1.43)

§ 4. Usando A(k,t) = A(K) exp(—iwyt), dA(k, t)/0t = —iw,A(K) exp(—iwyt)
y el teorema de Parseval, la energia del campo EM puede reescribirse como

A(r,t)|?
UEM — 620/ 8 (r’ )
R3

d’r. (1.44)

ot




1.5. INTERFERENCIA ENTRE ONDAS ELECTROMAGNETICAS

El integrando de (1.44) no es en general la densidad de energia que ya conocemos.
Sin embargo la diferencia entre una y otra integrada sobre todo el espacio no
contribuye al valor neto de Ugy;. Esto nos permite expresar la densidad de energia
en términos del potencial vector complejo A(r,1):

2
€0
UEM(I',t) = 5

OA(r,t)

> | (1.45)

con la ventaja de que, aplicada a una onda monocromética A(r,t) =
A(r) exp(—iwt), nos da directamente el valor promediado temporalmente.

1.5. INTERFERENCIA ENTRE ONDAS ELECTROMAGNETICAS

§ 1. Consideremos dos ondas EM que coinciden en una zona del espacio y cuyos
potenciales vector complejos son Aj(r,t) y Aa(r,t) . El principio de superposicién
dice que el potencial vector de la radiacion resultante sera

A(r,t) = Ai(r,t) + Aa(r,1).

Ahora bien, tal aditividad no se aplica a la densidad de energia puesto que ésta
depende cuadraticamente del campo EM. Asi, aplicando (1.45),

e |[OA(r, )P e |0A1(r,t) | OAs(r,t)[?
wen(h) =5 =5 =2 | Tar T o
y, desarrollando el cuadrado del médulo,
0A7(r,t) OAs(r,t
upm(r,t) = upm,1(r,t) + upm2(r,t) + eoRe < 18(15 ). Zé(zt )> . (1.46)

§ 2. Supongamos ahora que las ondas 1 y 2 son monocrométicas con distintas
frecuencias w; y wo. Como para cada onda monocromatica se tiene que

2 2
EQWS
— 021]Ai(r)\2 (1.47)

8Ai(1‘, t)
ot

Ai(r,t) = Aj(r)e @it = uEMJ(r):%0

la densidad total de energia (1.46) sera

wpn (T,) = w1 (1) + upn2(r) + €owiwsRe (A;(r) : A2<r)ei<w1—w>t) . (1.48)
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El tercer término es una funcién armoénica de frecuencia wi — wo cuyo promedio
temporal es cero. Por tanto en la superposicion de ondas monocromdticas de
diferentes frecuencias las densidades efectivas de energia son aditivas.

Sin embargo, si w1 = we = w tendremos que ugp(r,t) no depende del tiempo
y que el ultimo término de (1.48) ya no va a ser en promedio cero:

UEM(I‘) = uEM,l(r) + UEM’Q(I') + 600.)2 Re (AT(I‘) . AQ(I‘)). (1.49)

Al superponerse ondas de igual frecuencia aparecen entonces fendmenos de
interferencia, que se traducen en la no aditividad de las densidades efectivas de
energia EM. Dicha interferencia se dird constructiva en un punto r si se cumple
que Re(Aj(r) - Ag(r)) > 0y destructiva en caso contrario. Puesto que la energia
total debe ser igual a la suma de las energias totales de las ondas EM 1y 2, la
interferencia puede verse como una redistribuciéon de la energia electromagnética,
que tiende a concentrarse en las zonas en la que la interferencia es constructiva
a expensas de las regiones en las que es destructiva. La importante igualdad
(1.49) permite analizar la interferencia entre dos ondas monocrométicas de igual
frecuencia simplemente estudiando el producto escalar de los vectores complejos

Aj(r) y Ao(r).

1.6. DIFRACCION DE UNA ONDA ELECTROMAGNETICA

§ 1. Otro fenémeno caracteristico de las ondas EM (y de todas las ondas) es la
difraccion, entendida como el cambio que sufre una onda EM al incidir sobre un
objeto (que puede ser desde una pequena esfera hasta una pared opaca con una
abertura que si permite el paso de la radiacion).

El tratamiento completo del fenémeno exige conocer cémo responde el objeto a
la radiacion y obtener el correspondiente campo EM inducido. Alternativamente,
si conocemos o presuponemos el comportamiento del campo EM en la interfase
entre el objeto y el vacio (condiciones de contorno) podremos enfocar el problema
desde un punto de vista macroscopico. A pesar de esta simplificacién, la resolucién
de una ecuacién con condiciones de contorno constituye un problema matemaético
en muchos casos formidable, que se ve complicado ademas por el caracter vectorial
del campo EM. En particular, si la radiaciéon incidente es monocromética y
suponemos que el esparcimiento” de la onda en la regién interfacial preserva tanto

" También se usa el término dispersion, aunque esa palabra tiene muchos posibles significados. En
inglés, la palabra que se utiliza es scattering.
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el monocromatismo como la frecuencia de la onda,® el potencial vector complejo
total A(r,t) = A(r)exp(—iwt) satisfara fuera del objeto las ecuaciones (1.14)
para el potencial vector en ausencia de fuentes.

Podemos, sin embargo, hacer un anélisis mucho mas simple. A tal fin
imaginemos una onda plana de frecuencia w que se propaga en la direcciéon OY
procedente desde y = —o0

A (r,t) = Agele @t con k = 2% = %, (1.50)
donde Ag es perpendicular a la direccién de propagacién u,. Dicha onda incide
perpendicularmente sobre una fina lamina situada en el plano X Z que es opaca a
la radiacion pero que tiene una abertura de tamano infinitesimal situada en r = 0
con area d*r’ (vea la FIG. 1-2). De acuerdo con el principio de Huygens-Fresnel
esa pequena abertura actta como la fuente de una onda esférica cuya expresion
genérica es

Aoeikr

dA(r)e Wt = g W%y, (1.51)
T

donde 8 es un factor adimensional que indicaremos un poco mas adelante.

Supongamos ahora que la lamina tiene una abertura S (de forma genérica)
cuyo centro geométrico situaremos en r = 0. De acuerdo con el principio de
superposicion, el campo EM total en la region y > 0 sera la suma de los campos
emitidos desde los elementos diferenciales en los que podemos dividir §. Teniendo
en cuenta que ahora cada uno de los elementos diferenciales esta situado en 1/, la
radiaciéon total difractada serd la suma sobre esos elementos diferenciales

iklr—r’|

A(r)e @t = ﬁk:Aoei“’t/ SR (1.52)
S

v —r'|

Sin embargo puede probarse que esta expresion solo es vélida (es decir, obedece
las ecuaciones de Maxwell) si el punto r estd muy cerca del eje OY (r ~ ru, 6
0 ~ /2 enla FIG. 1-2) y si la distancia desde el punto r a la abertura es mucho
mayor que A. En caso contrario la expresion del campo difractado serd mucho mas
complicada.

En el limite de abertura infinitamente grande, S — R?, la radiacion atravesara
la abertura sin verse perturbada. El campo (1.52) debera tender entonces en

8 . .. . A . o . PN
En esencia, estamos diciendo que la interaccion entre la onda y el objeto es similar a una colision
elastica.
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Figura 1-2. Esquema de la difraccién de una onda EM plana a través de una pequeiia abertura
efectuada en una lamina opaca dispuesta en el plano X Z

la region y > 0 al potencial vector Aj,(r,t). Puede probarse que eso ocurre si
B =1/(2xi). En suma, la radiacion difractada por una abertura finita es:

. L ik[r—x’| .
A(r)e @ = [ / S Age vt sior~y> A (1.53)
S

27 Js v — 1/

Como ya hemos comentado, A(r)exp(—iwt) es igual a la superposicion de
ondas esféricas de igual frecuencia w emitidas desde cada punto de la abertura.
Cada una de estas ondas, que se suelen denominar secundarias, recorrerd un
camino 6ptico diferente hasta llegar al punto r lo que implica distintos valores
del factor exp (ik|r —1'|). Esto se traducird en interferencias entre las ondas
secundarias, que se pueden observar en los caracteristicos patrones de difraccion
que se aprecian al estudiar la luz difractada por la abertura S sobre una pantalla
situada tras la lamina.

§ 2. Consideremos ahora la difraccion por una rendija centrada en r = 0,
orientada en la direccion OX, de anchura muy pequena b y longitud L > y (vea
la FIG. 1-3). Dividiendo la rendija en pequenos elementos diferenciales de area
b dx’, el campo difractado en un punto r = (z,y, z) con y ~ r se obtendré a partir
de la integral entre paréntesis cuadrados que aparece en (1.53):

dx’

k elklr—r’| o, kb +L/2 exp <1k‘\/(a: — /)2 +y?+ 22>
)= | ——dr =~ —
( 2mi /S r— 1| 211 J L2 Vi —a2)2+y2 + 22
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ZA Pantalla

X

Figura 1-3. Geometria para el estudio de la difracciéon por una rendija muy estrecha.

Como L > y podemos extender esta integral a (—oo,+00) y, por simetria, el
resultado no dependera de la coordenada x, bastando evaluarla para x = 0. La
integral resultante se expresa en términos de funciones de Bessel, pero en el limite
r > )\ relevante para nosotros se tiene que

e—iﬂ/4kb elkr
V2m Vkr

Entonces, el potencial vector de la radiacion difractada es

J(r) ~ si kr > 1.

) —im /ALy Apel(kr—wt) L>y~r>A\
A(r) e ~ ¢ L si y b es despreciable (1.54)
2m kr frente a y

Esta es la forma de una onda cilindrica en la que la amplitud decae como la raiz
cuadrada de la distancia r entre el punto y la fuente (en este caso, el eje X). Por
consiguiente, el principio de Huygens-Fresnel también es aplicable: una rendija
estrecha y muy larga actia como fuente de una onda cilindrica.

§ 3. Partiendo del resultado (1.54) estudiemos ahora la difraccién de una onda
plana por dos rendijas de anchura b despreciable, paralelas y muy largas separadas
una distancia D. Este es el célebre dispositivo interferométrico de Thomas Younyg,
representado esquematicamente en la FIG. 1-4, que tendrid una importancia
central en el establecimiento de las bases tedricas de la fisica cuéntica.’

® Thomas Young (1773-1829) es uno de los ultimos representantes del saber realmente
pluridisciplinar: ademés de fisico fue musico, pintor, médico y lingiiista. Especializado en lenguas clasicas
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Figura 1-4. Esquema del dispositivo interferométrico de Young. La condiciéon y > D no se
aprecia en la figura para facilitar la representacion).

El campo en cada punto de una pantalla a una distancia y seré la superposiciéon
de los campos difractados por cada rendija. Si y > D no hay problema alguno en
usar (1.54) para los campos difractados por cada rendija, pero hemos de tener en
cuenta las diferentes distancias 1 y ro entre el punto r y cada rendija:

€_i7r/4kb eikrl eikzm

+ A
vV 2m vV ]W‘l vV kTg 0

A(r) ~ sioy>\|z],D

D\? D\?
r = y2+<z—) ~\r2—2z2D 5 1= y2+(z—|—> ~+\/r2+zD.

2 2

Notese que hemos despreciado D? frente a y?, y que r = (22 + y2)1/2 ~ y
es la distancia entre el punto en el que estamos calculando el campo y el eje
OX. Podemos sustituir 71 y o por r en los denominadores de A(r), pero en la
exponencial compleja hemos de ser mas cuidadosos. Dado que kDz/(2r) puede
tomar valores del orden de m, lo que implicaria una diferencia de fase que no
podemos despreciar, conviene hacer un desarrollo en serie de las raices cuadradas

/ D kD
krio~kvr2+zD =kr 1+z—2:kr:t2—z+...
r r

y orientales, su trabajo en este campo fue esencial para que Champollion pudiese descifrar la piedra
Rosetta que, curiosamente, habia sido encontrada siendo Fourier gobernador de Egipto. Como dato
afiadido, Young aprendi6 a leer correctamente ja los dos afos de edad!
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Con todo ello llegamos a que

2e~im/4kp s <sz> elkr
Vo 2r ) Vkr

La intensidad Iy = cugy en un punto con coordenada z de la pantalla y no muy
alejado de su centro sera

A(r) ~

Ay siy> A\ |z],D. (1.55)

erC
Tpn(r) = =5 —|A @) = 4

(1.56)

4rr 2r

60b2w3|A0|2 2 <kDZ>
—F— COs .

La radiacién difractada da entonces lugar a franjas muy bien definidas sobre
la pantalla (vea el panel derecho de la FIG. 1-4) resultado de interferencias
constructivas y destructivas entre los campos procedentes de cada rendija. Los
centros de dos franjas sucesivas (en la coordenada z) estan separados una distancia

_ 27 2my  yA
A_k:D_k:D_D‘ (1.57)

1.7. COHERENCIA

§ 1. En la secciéon anterior hemos visto que sélo hay interferencias entre ondas
EM monocromaticas con igual frecuencia. Por el contrario, y tal como muestra
la experiencia diaria, no apreciamos interferencias entre dos ondas EM si cada
una es resultado de la superposicién de muchas ondas de frecuencias diferentes.
Esto es facilmente explicable si tenemos en cuenta que las interferencias entre
las componentes monocromaéticas con igual frecuencia de cada onda pueden ser
constructivas o destructivas y, en promedio, tenderan a compensarse. Ahora
bien, tal compensaciéon debe estudiarse cuantitativamente lo que hace necesario
introducir el concepto de coherencia, entendido como la capacidad de dos ondas
EM para crear interferencias cuando se superponen en una regién del espacio.

§ 2. Consideremos dos ondas EM cuyos potenciales vector complejos en un
punto r son A;(t) y As(t), respectivamente (omitiremos la variable espacial
r puesto que es irrelevante para la siguiente discusion). Para que se produzca
una interferencia efectiva las ondas deben oscilar con la misma frecuencia pero,
ademas, la orientacién relativa entre sus campos ha de ser constante, al igual que la
diferencia de fase entre sus oscilaciones. En caso contrario las interferencias seran
alternativamente constructivas y destructivas y, en promedio, se cancelaran. A la
vista de esto, dos ondas perfectamente monocromaéticas con igual frecuencia son
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coherentes mientras que dos pulsos con distinta frecuencia no lo son. La cuestiéon
estd en ver hasta qué punto hay coherencia entre dos pulsos cuasimonocromaticos
con la misma frecuencia media.

Para simplificar la discusiéon supongamos que la orientacion de los dos pulsos
es siempre la misma, que el pulso A () es a todos los efectos monocromético con
frecuencia w, mientras que el segundo es cuasimonocromatico con igual frecuencia.
Esto se traduce en que

Ai(t) =A™ 5 Ag(t) = Aga(t)e ¥ = Ayla(t)|e 2B eiwt (1.58)

donde «a(t) = |a(t)]exp[iA(t)] es una funcién compleja que practicamente no
cambia en un periodo de oscilacion T = 27w /w. Como |a(t)| es un factor
multiplicativo que apenas varia, la coherencia entre los pulsos estara determinada
por el factor de fase dependiente del tiempo A(t).

Como vimos en la ecuacion (1.46), el término de interferencia entre los dos
pulsos es
OA(t) 0As(t)
R = .
o e ( ot ot

Supongamos que las funciones «(t) y A(t) varian lentamente, por lo que
podemos despreciar sus derivadas en la evaluacion de 0Ag(t)/0t, para obtener
aproximadamente

€0 W Me (A*; : Ag\a(t)|eiA(t)) .

Fijado un instante inicial ¢g, cuando haya transcurrido un intervalo en el que A(t)
haya cambiado en un valor del orden de 7, el término de interferencia pasara de
positivo a negativo (o viceversa). Esto implica que la interferencia habré tornado
de constructiva a destructiva (o al revés) y diremos que las dos ondas han perdido
su coherencia mutua.

Esto puede observarse en la FIG. 1-5. Los pulsos As(t) y As(f) son
cuasimonocromaéticos de frecuencia w y, a primera vista, bastante similares entre
si. Sin embargo para el primero la funcion de fase A(t) se mantiene practicamente
constante mientras que para el segundo A(t) cambia de manera apreciable
transcurridos aproximadamente 50 ciclos. Si superponemos cada una de estas
ondas con un pulso monocromatico A;(t) = Aexp(—iwt) se producird una clara
interferencia entre As(t) y A1(t), en este caso constructiva (véase la figura superior
del panel derecho). Por el contrario, la interferencia entre As(t) y Ai(t) es
alternativamente constructiva y destructiva y, en promedio, se tiene que

(| A1(t) + Ag(t)|2>temp = <1A1(t)12>temp + <\A3(t)|2>temp . (1.59)
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Figura 1-5. Panel de la izquierda: dos pulsos cuasimonocroméaticos Az(t) y As(t). Panel de la
derecha: superposicién de los pulsos As(t) y As(t) con un pulso monocroméatico A;(t). Para
el primero hay una interferencia claramente constructiva para todo ¢ (figura superior, panel
derecho), pero para el segundo la superposicién es incoherente y la interferencia cambia su
caracter constructivo o destructivo cada 50 ciclos aproximadamente (figura inferior del panel
derecho).

Por tanto, de acuerdo con lo ya expuesto en la secciébn 1.5, en wuna
superposicion incoherente la densidad efectiva de energia EM es aditiva
aunque las ondas sean cuasimonocromadticas con igual frecuencia. No podremos
observar entonces fendmenos de interferencia pudiéndose hablar en este caso de
una mezcla de las diferentes ondas.

Por ejemplo, en el experimento de Young las rendijas actiian como fuentes
de dos ondas EM que se superponen coherentemente en la regién y > 0, lo que
conduce a los fendémenos de interferencia que ya conocemos. Por el contrario, en
la mayoria de las situaciones cotidianas los pulsos cuasimonocrométicos que se
superponen en una regién del espacio no son coherentes o pierden su coherencia
transcurrido un intervalo de tiempo pequeno.
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PROBLEMAS PROPUESTOS

PROBLEMA 1.1. El momento angular del oscilador arménico

La representacion compleja de un vector no es exclusiva de la radiaciéon EM. Por ejemplo,
la posicién de una particula de masa M que describe un movimiento oscilatorio arménico
en tres dimensiones estaria dada por R(t) = Re[Ro( exp(—iwt)], donde Rq es real y
positivo y ¢ un vector de componentes complejas tal que ¢* - ¢ = 1. Evaltie el momento
angular o cinético L(t) de la particula escribiéndolo en funciéon de M, Ry, w y . Discuta
el resultado.

PROBLEMA 1.2. Algunas propiedades de la delta de Dirac

A partir de la definicién de la delta de Dirac como el limite

m e

Sz —a)= lfm — =
(IE CL) 8—1)161+ (.’I,'_G)Q +€2

demuestre las siguientes igualdades:

1 a

i) 0(zx —a) =6(a —x) ; ii) d(bx —a) = mé(m - 5) ; i) Y(2)0(z —a) = Y(a)d(x — a)

PROBLEMA 1.3. Propiedades de la transformada de Fourier

Consideremos una funcién g¢(r) lo suficientemente regular para que su representacion
reciproca g(k) esté bien definida.

a) Demuestre que si g(r) es real, entonces g(k) = g*(—k).

b) Obtenga la representacién reciproca de la funcién h(r) = g(ar), con a € RY, en
términos de g(k)

¢) Pruebe que la transformada de Fourier de 9"g(r)/0z™ es (ik;)"g(k).

d) Halle la representacion reciproca de V2g(r) y de Vg(r). _

e) Si G(r) es un campo vectorial cuya transformada de Fourier es G(k), evalie la
representacion en el espacio reciproco de los campos V - G(r) y V x G(r).

PROBLEMA 1.4. El producto de convolucién

Sean dos funciones ¢(r) y h(r). Definimos su producto de convolucién como
C(r) = (g=h)(r) E/ g*(s —r)h(s)d"s (1.60)
RN
Demuestre que su transformada de Fourier es
C(k) = (2m)%5" (k) h(k), (1.61)

esto es, esencialmente el producto de las funciones transformadas. Este resultado es
conocido como teorema de convolucion.



TEMA 2

PROPIEDADES CORPUSCULARES DE LA
RADIACION

Lo que hoy conocemos como fisica cuintica empieza a gestarse a finales del siglo
XIX cuando se comprueba que las leyes clasicas de la Fisica Estadistica y de las
ecuaciones de Maxwell, que unifican todo el electromagnetismo en una formulaciéon
tedrica conceptualmente simple y consistente, eran incapaces de explicar unos
pocos fenémenos relacionados con la radiacion electromagnética. Aunque Max
Planck fue el primero en proponer una ley de cuantizacion en su busqueda de una
solucién al llamado problema de la cavidad radiante, fue la hipotesis de los quanta
de energia de Albert Einstein en su explicacion del efecto fotoeléctrico la que abrio
el desarrollo de una nueva fisica que, timidamente en sus inicios y radicalmente
en los anos veinte del siglo pasado, cambi6 completamente la manera de entender
los fenémenos fisicos y de describir y predecir sus propiedades.

Tras introducir el fotén como la particula constitutiva de la radiacién
electromagnética, caracterizaremos sus propiedades fisicas. Acto seguido
hallaremos la energia de un campo electromagnético confinado en equilibrio
térmico (el mencionado problema de la cavidad radiante) y estudiaremos el efecto
Compton, la dispersion de la radiaciéon por particulas puntuales, que constituye
la prueba definitiva del cardcter corpuscular de la radiacién. A continuacién
analizaremos la presién de radiacién, pero desde una perspectiva diferente a la
del electromagnetismo clasico. Cerraremos el capitulo con una breve discusién de
los 6rdenes de magnitud tipicos en procesos microscopicos, e introduciremos el
sistema de unidades atémicas.

Orientaciones generales al plan de trabajo

No es el objetivo de este capitulo desarrollar con detalle fenémenos de interacciéon
radiacién-materia. Los contenidos conceptuales son aqui mas importantes, ya que
desde el principio empezamos a enfatizar las “peculiaridades” de la fisica cuantica.
Por tanto, sugerimos 8 horas de trabajo personal, con el fin de que comprenda
perfectamente las ideas que vamos a transmitir antes de abordar los siguientes
capitulos.



Fisica CuinTica I. PROPIEDADES CORPUSCULARES DE LA RADIACION

Objetivos del capitulo

= Comprender por qué el electromagnetismo clisico no puede explicar una
serie de fendémenos que, sin embargo, son perfectamente justificables
acudiendo a la naturaleza corpuscular de la radiacién.

» Conocer la caracterizacion del estado fisico de un fotén a través de su energia
y momento lineal.

= Saber interpretar desde la perspectiva de la fisica cuantica fenémenos de
interferencia y difracciéon de un haz de fotones.

= Ser capaz de describir fenémenos simples de interaccién entre luz y materia
como el resultado de interacciones mecénicas entre fotones y particulas
puntuales. Entender las diferencias esenciales con el tratamiento clasico
(interaccion entre una onda electromagnética y una carga puntual).

= Familiarizarse con 6rdenes de magnitud tipicos de la escala microscépica.
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2.1. CUANTIZACION DE LA RADIACION. FOTONES

§ 1. Varios estudios iniciados por Heinrich Hertz en 1887 mostraron que cuando
un haz de luz incidia sobre un metal se podian observar fenémenos eléctricos
en su superficie. Unos anos después, Joseph John Thomsom realizd sus propias
experiencias y, usando sus conocimientos previos sobre la naturaleza corpuscular
de los rayos catdédicos, propuso que lo que se producia era una emision de
electrones resultado de la absorcién de la radiacién por el metal. Esto explica
la denominaciéon actual de efecto fotoeléctrico o fotoemision que se da a este
fen6meno.

El efecto fotoeléctrico no tiene nada de extrafno en si mismo: la radiacion
incidente comunica energia al metal, siendo absorbida por los electrones menos
ligados que al ver incrementada su energia cinética pueden escapar al exterior del
metal. Lo que result6 realmente sorprendente fue una serie de medidas realizadas
por Philipp von Lenard en 1902, que mostraron que al hacer incidir radiacién
monocromética sobre un metal se tenia que: i) por debajo de una frecuencia
umbral del haz de luz incidente, cuyo valor dependia del material, no se producia
emision de electrones por muy intensa que fuese la radiacion; ii) la velocidad con
la que salian los electrones emitidos no dependia de la intensidad de la radiacién
incidente, sino de su frecuencia y de la composicion del metal; iii) el ntumero de
electrones emitidos por unidad de tiempo era proporcional a la intensidad de la
luz; iv) la emision, de producirse, era instantédnea aunque la radiacion fuese muy
poco intensa.

Estos resultados no pueden explicarse con las leyes de la fisica cldsica ya que
ésta presupone que la transferencia de energia entre un campo electromagnético y
un medio material se produce de manera continua. Asi, al aumentar la intensidad
del campo EM los electrones absorberian més energia por unidad de tiempo y
se favoreceria su salida del metal sin que la frecuencia de la radiaciéon juegue un
papel primordial en el proceso.

§ 2. La solucién al enigma la presentdé Albert Einstein en 1905. El entonces
empleado de la oficina de patentes de Berna sugiri6 que la energia de un campo
electromagnético monocromatico estaba cuantizada en paquetes individuales de
energia cuyo valor es

o, (2.1)

w
E = = _
v hw h27r




Fisica CuinTica I. PROPIEDADES CORPUSCULARES DE LA RADIACION

siendo v la frecuencia de la radiaciéon y h la hoy llamada constante de Planck
(h =~ 6,63 x 10734 J s). En (2.1) hemos reescrito hv en términos de la frecuencia
angular w, lo que define la constante de Planck racionalizada h = h/(2m).

Como resultado, parece razonable afirmar que una radiacion monocromatica
de frecuencia w estad compuesta de particulas, que afos después de la sugerencia
de Einstein se llamaron fotones, cuya energia es precisamente F. = hw. Por otro
lado, ya que la radiacion electromagnética viaja a la velocidad de la luz ¢ ~ 3x 10%
m/s, el foton ha de tener masa nula (una particula con masa no puede viajar a
la velocidad de la luz). Si la radiacion se propaga en una direccién u, de acuerdo
con la relacién energia-momento de la teoria de la relatividad especial del propio
Einstein, el momento lineal del fotéon sera

1
Py = EE,yu = %u = hk = ;u, (2.2)

donde k = ku = (w/c)u es el vector de onda de la radiacion electromagnética
(EM) y A = 27/k su longitud de onda. Finalmente, si la intensidad de la onda es
Igm, el nimero de fotones que forman la onda EM por unidad de volumen es

_ugMm _ Iem

"= T e (23)

dado que la energia media por unidad de volumen del haz es ugy = Ignm/c. Estas
expresiones son especialmente importantes puesto que relacionan las propiedades
de los fotones (numero por unidad de volumen, momento® y energia) con las de
la radiacion (intensidad, vector de onda y frecuencia). Tiene asi sentido hablar de
fotones con vector de onda k = p,/h y frecuencia w = E, /h = kc.

Es sencillo ver como la hipotesis de paquetes de energia o quanta de luz
explica perfectamente los resultados experimentales de Lenard punto por punto.?
Si la frecuencia del haz radiativo incidente es pequena, la energia hw = hv
absorbida por un electron seréd insuficiente para que éste escape del metal (a
no ser que el electréon absorba la energia de dos o més fotones que impacten casi
simultdneamente contra el mismo, proceso que es muy improbable que ocurra

! Cuando nos refiramos al momento lineal y siempre que no exista riesgo de confusiéon con el momento
angular, utilizaremos Gnicamente la palabra momento.

2 gj usamos el término derivado originalmente del latin, el singular es quantum y el plural es quanta.
La castellanizacion de la palabra da lugar a la forma singular cuanto y a la plural cuantos y expresiones
como quantum de energia o teoria de los quanta apenas se usan hoy en dia.
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Figura 2-1. Esquema del efecto fotoeléctrico (izquierda) y dependencia de la energia cinética
méaxima K. de los fotoelectrones frente a la frecuencia v de la radiacién incidente en el sodio
(derecha). La frecuencia a la que comienzan a aparecer los fotoelectrones define la funcion de
trabajo W del material.

antes de que el electrén pierda su energia cinética como resultado de los procesos
que ocurren dentro del metal, como la interaccién con los iones del metal o con
otros electrones): solo habra emision de electrones si la energia del foton es mayor
que la energia de ligadura minima W de los electrones en el metal (energia llamada
funcion de trabajo y que es caracteristica de cada material). A su vez, la energia
cinética con la que salen los electrones mas débilmente ligados serd K, 5x = hv—W
(vea la FIG. 2-1) siendo posible también que electrones més ligados al metal
salgan emitidos pero necesariamente con energia menor que K 4y. Al incrementar
la intensidad de la radiacién pero manteniendo su frecuencia, crece el niimero de
fotones por unidad de tiempo que impactan contra el metal incrementandose asi el
nimero de electrones emitidos, pero no su energia cinética. Finalmente, el electrén
absorbe la energia del fotén de manera practicamente instantinea puesto que el
proceso puede verse como una colision entre dos corpusculos (el electréon y el
foton).

Veamos un sencillo ejemplo.

EJEMPLO 2.a. Ilustracién del efecto fotoeléctrico

Sobre una ldmina de sodio de 1 cm? de superficie incide perpendicularmente un haz de
radiaciéon monocromatica cuya intensidad es de 200 W /m?.

a) Sabiendo que la funcién de trabajo W del sodio es 2,3 eV, calcule la frecuencia
minima v, que ha de tener la radiacién para que se observe efecto fotoeléctrico.
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b) Sila frecuencia del haz es 2v,,1,,, obtenga el ntumero de fotones que impactan contra
la superficie del metal por unidad de tiempo, asi como la energia cinética maxima
de los electrones emitidos.

Solucion:
a) Para que haya efecto fotoeléctrico la frecuencia v del haz incidente debe ser mayor
que Vi = W/h. El valor de esta frecuencia umbral es

W 23-16x10719 )
Vmin = 7 = 7663 x 1031 J s

=55 x 10" 571,

que esta dentro del rango del visible.

b) Ya que el haz de intensidad Ig\ incide perpendicularmente sobre la ldmina de
superficie S, la potencia absorbida es IgnS. De esta manera, el nimero de fotones que
impactan por unidad de tiempo es

. IemS . IemS . Tem S . 200 J m72 s71.107* m?

N — — -
o h(2umm)  2W 2.23-1,6 x 1019 ]

= 2,7 x 106 fot/s.

En cuanto a la energia cinética maxima de los electrones emitidos, ésta es
Kngx =hv —W =2hvpg — W =2W —W =23 eV

que es mucho menor que la energia en reposo del electrén m.c? ~ 0,511 MeV.

2.2. INTERPRETACION PROBABILISTICA PARA EL FOTON

§ 1. La hipotesis de Einstein sobre la naturaleza corpuscular de la radiaciéon
soluciona de manera sencilla y elegante un problema pero abre aparentemente
otro: jcoémo compatibilizar esta naturaleza corpuscular con el bien conocido
comportamiento ondulatorio de la radiacion que hemos visto en el capitulo
anterior? Por ejemplo, si admitimos que la radiaciéon electromagnética no es
otra cosa que un haz de fotones ;cémo explicar fenémenos tales como la
difraccion o la interferencia? Una solucién simple es suponer que los campos
EM son herramientas que representan las propiedades colectivas de un gran
numero de fotones. Asi, los fotones considerados individualmente son particulas,
pero si pensamos en un conjunto muy grande de ellos se pueden apreciar los
comportamientos ondulatorios predichos por las ecuaciones de Maxwell para
los campos. La situacion seria andloga a la de un fluido que estd compuesto
de moléculas (corpusculos) pero cuyo comportamiento macroscopico presenta
propiedades ondulatorias (el sonido). Esta idea parece razonable puesto que un
haz de radiacion EM moderadamente intenso estd formado por miles de billones
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de fotones, como acabamos de ver en el ejemplo anterior. Sin embargo, un punto
débil de este argumento es que contradice la observacién experimental de que
los patrones de interferencia no dependen de la intensidad, es decir, del namero
de fotones que forman el haz: los fendmenos ondulatorios de la radiacion EM
no desaparecen si la intensidad de la radiacion (esto es, la densidad media de
fotones) es muy pequenia. De hecho se pueden observar fenomenos de interferencia
con haces formados por muy pocos fotones, experimentos que ya eran posibles
a principios del siglo XX. Cabria entonces concluir que la radiacién posee una
“naturaleza” dual, ondulatoria y corpuscular, y que la manifestaciéon de una o de
la otra depende de las circunstancias.

Esta ultima afirmacién es muy vaga y debemos matizarla. Imaginemos
un dispositivo de doble rendija de Young sobre el que incide una radiacién
electromagnética tan poco intensa que la interaccion entre los fotones y el
dispositivo se hace foton a foton. Tras atravesar alguna de las rendijas, cada fotéon
choca contra una pantalla en la que podemos observar impactos individuales. Al
principio dichos impactos parecen distribuirse al azar pero si esperamos suficiente
tiempo (y hay experimentos que permiten extender la recolecciéon de datos durante
dias) veremos que la distribuciéon de impactos responde exactamente a lo que
cabria esperarse del tratamiento ondulatorio de la radiacién. Por tanto, el campo
EM en un punto no estd relacionado con la densidad real de fotones sino mds
bien con la probabilidad de encontrar un foton en el mencionado punto. Asi,
la observacién de fendémenos de interferencia se infiere como resultado de las
medidas de las posiciones del foton y es la mencionada probabilidad (descrita por
una funcion espacio-temporal) la que es susceptible de tener un comportamiento
ondulatorio. El foton es una particula (como asi prueban el choque contra la
pantalla del experimento de Young o el efecto fotoeléctrico) pero la probabilidad
de detectar al fotén en un punto de la pantalla obedece ecuaciones tipicamente
ondulatorias. Por tanto, y tal como afirm6 muy agudamente P. A. M. Dirac, los
fotones no interfieren entre si sino que un fotéon interfiere consigo mismo.

Esta interpretacion probabilistica concilia la evidencia experimental y la
naturaleza corpuscular de la radiacion EM. Sin embargo, el precio que hemos
de pagar es enorme, ya que so6lo es posible explicar los hechos experimentales
de forma consistente usando una probabilidad de ocurrencia como elemento
central de la teoria. Como veremos en el siguiente capitulo, los haces de particulas
materiales también exhiben comportamientos ondulatorios y la anterior conclusion
es extensible a cualquier particula. Esta es la esencia de la fisica cuantica, en la
que los sistemas no se caracterizan por los valores que toman las magnitudes
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fisicas sino por las probabilidades de que se obtengan tales valores en una medida
experimental.

§ 2. Lo que acabamos de decir es capital para entender qué ocurre en una
onda EM libre arbitraria. Ya sabemos que todo haz radiativo libre es igual a
la superposiciéon de ondas planas, cada una de ellas caracterizada por un vector
de onda k y un potencial vector A (k). La funcion densidad de energia egn(k)
definida en el epigrafe §1.4.3 sugiere que la onda EM esta formada por fotones
con diferentes momentos lineales y energias. En efecto, si definimos la distribucién

1 EOWE
ny(k) = ——erm(k) = —

o Al (24)

es inmediato comprobar que la energia y el momento totales de la onda EM son
Upn = / hwi ny (k) dk Ppy = / hk n.(k)d’k (2.5)
R3 R3

por lo que n,(k)d®k podria entenderse como el niimero de fotones del pulso EM
cuyo vector de onda toma un valor dentro de un entorno de volumen d°k alrededor
de k. De acuerdo con esto el niimero total de fotones que forman la onda EM seré

= T 3 . .
NW_/R?) L (K)dk (2.6)

Esta interpretacion estadistica es impecable desde un razonamiento clasico:
cada fotén tiene un momento lineal con un valor definido y explica sin problema
las propiedades energéticas de la onda EM en su conjunto. Sin embargo no se
sostiene si nos fijamos en las propiedades locales de la radiacién. En efecto, la
densidad media de energia de una onda plana de vector de onda k es uniforme: la
probabilidad de encontrar un fotén es la misma en todos los puntos del espacio.
Admitiendo que todos los fotones de la onda plana estdn en el mismo estado
dindmico debemos concluir que dicha equiprobabilidad es una propiedad del fotén
con momento p, = hk. Como consecuencia, si considerdsemos que un pulso no
monocromético estd formado por una mezcla de fotones con diferentes momentos
P+, la probabilidad de detectar uno cualquiera de ellos serfa la misma en todos
los puntos del espacio. Esto obviamente contradice el hecho de que un pulso EM
estd concentrado en una zona finita del espacio.

A la vista de lo anterior es mas adecuado pensar que el pulso esta formado por
N, fotones en un mismo estado dindmico pero que, a diferencia de los estados de
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los fotones de una onda plana, se caracterizan porque su momento lineal no esta
bien definido. Si se midiese el momento lineal de un fotén, la cantidad

(S

dPr(hk) = = N or
3

A |A (k) [?d°k (2.7)
7

serfa la probabilidad de encontrar un valor en un entorno de volumen reciproco

h3d3k alrededor de hik.*> Esto es, la funcién n.,(k) no debe interpretarse como una

distribucion estadistica de valores bien definidos (sobre los que se hacen célculos

estadisticos) sino como una distribucion continua de probabilidad.

Esto puede parecer una discusiéon meramente semantica, pero es esencial que
se percate de las profundas implicaciones que hay al escoger una interpretaciéon
probabilistica en lugar de una estadistica. El valor del momento lineal de una
particula “clasica” es siempre una cantidad bien definida dentro de unos pequenios
méargenes de error que son consecuencia del cardcter continuo de cada una de
las tres componentes de p. Sin embargo ahora estamos diciendo que hay estados
fisicos del fotén que exhiben una indeterminacién intrinseca de su momento lineal
o, en otras palabras, que tan validos son estados dindmicos del fotén en los que
su momento lineal estd practicamente bien definido como otros en los que no.

Note la estrecha relacion entre esta tltima afirmaciéon y el hecho comentado
en el epigrafe anterior sobre la imposibilidad de predecir déonde va a impactar un
fotén contra una pantalla en un dispositivo interferométrico. En un experimento
de Young todos los fotones incidentes tienen un momento lineal practicamente
bien definido, pero aquellos que hayan atravesado las rendijas estarédn en un estado
dindmico distinto en el que su momento ya no tomard un valor bien definido, y
esto es lo que en ultima instancia explica la dispersion de impactos contra la
pantalla.

§ 3. Como ilustracion de lo que acabamos de decir, consideremos dos
ondas planas que son practicamente monocromaticas (con igual frecuencia pero
diferentes vectores de onda), cuyos potenciales vectores complejos son Aq(r,t) ~
Apqexpli(ks - r—wt)] y As(r,t) >~ Agoexpli(ks - r — wt)]. En la superposicion
coherente de las dos ondas EM tendremos que el potencial vector es

A(r,t) = Aq(r,t) + Aa(r,t) = (onleikl'r + Ag,geik”) g iwt

3 Note que los vectores de onda permitidos k estan dados por la ecuacion en (2.10), de manera que
cada valor de k “ocupa” un volumen 73/V del espacio reciproco (espacio de vectores de onda) en el
octante kg y,. > 0.
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y que la densidad media de energia (cfr. el epigrafe §1.5.2) es

2

EM > |Ag1 %+ [Agal® + 2% <A0,1 : Aﬁ,zei(krkﬂ'r)} :

Llevando hasta el extremo la correspondencia entre propiedades medibles de la
radiacion y estado de los fotones que la constituyen, diremos que el estado de
cada foton del sistema es la superposicion de los estados con momentos lineales
hki y hks. En este estado, las probabilidades de que al medir el momento
lineal se obtengan los valores hk; y hky serdn proporcionales a [Ag1]? y |Ag 2%,
respectivamente, por lo que el valor de p, no esta bien definido. Decimos, como ya
hemos comentado antes, que los fotones del sistema estan en un estado dindmico
con p, no definido.

Por el contrario, la interpretaciéon estadistica es correcta en el caso en que
consideremos una mezcla incoherente de los dos campos EM, ya que oscilan
con una fase relativa impredecible y los efectos de interferencia son inapreciables.
En este caso la densidad media de energia es

60w2
2

w9 (r) = (|A01]? + |Ag2[?) .

Esta densidad, a diferencia de ug&h)(r), es completamente uniforme en el espacio.

Esto es lo que caracteriza a un haz formado por fotones con momentos lineales
bien definidos, por lo que la radiacién estd formada por una mezcla de fotones.
En esta mezcla unos fotones estan en un estado con momento lineal 7k, y el resto
en otro estado con momento lineal fiks, siendo su niimero proporcional a |Ag 1|2
y |Agz2|?, respectivamente.

Notese que las radiaciones resultantes (y en consecuencia los estados de los
fotones) son distintas en cada caso y observariamos claros patrones de interferencia
en la densidad de impactos de los fotones contra una pantalla para la superposicién
coherente, mientras que la densidad de impactos seria uniforme para la mezcla
incoherente.

§ 4. Apenas hemos hablado de la posicion del foton, excepto para indicar
que estd completamente indeterminada para un fotén con momento lineal bien
definido. No entraremos en més detalles puesto que no estamos en disposicién de
hacer un tratamiento cuéntico completo de la radiaciéon electromagnética. A pesar
de esto es muy importante que se dé cuenta de una segunda peculiaridad de los
fotones: mientras que en fisica clasica la descripcién dinamica de una particula
exige definir su posicién y su momento lineal, en la fisica cudntica podemos
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caracterizar el estado dindmico de un fotén apelando inicamente a propiedades
relacionadas con el momento lineal. Siendo sorprendente, esto resulta consistente
con el hecho de una onda EM arbitraria queda univocamente caracterizada por
su descomposiciéon en ondas planas, cada una de ellas con un vector de onda k
que estd asociado al momento lineal del foton. Dicha descomposiciéon determina
entonces el potencial vector A(r,t) y, por tanto, la densidad de energia ugn(r,t)
a partir de la cual podemos inferir cuél es la regiéon del espacio en la que el pulso
EM es apreciable para cualquier instante de tiempo, esto es, la regién donde
podriamos detectar fotones.

Ahora bien, una onda plana A(r,t) = Agexp(ik - r — iwt) no queda
univocamente determinada por el momento del foton p- y la densidad de fotones
p~- A partir de estos datos podemos obtener |Ag| v k, pero no la orientacion de Ay,
esto es, la polarizacidn de la onda plana. Si admitimos como principio que todas
las propiedades de la radiacién se obtienen indistintamente a partir del campo
EM o a partir de las propiedades dinamicas de los fotones que la constituyen,
debemos contemplar otra propiedad fisica del fotéon que guarde correspondencia
directa con la polarizaciéon de la onda EM. Esta propiedad serd un momento
angular intrinseco, al que denominaremos espin del foton, y que se estudiara
en la asignatura Fisica Cudntica II. El estado de un fotén debe quedar pues
definido por su momento lineal y su espin, aunque bajo la luz de la interpretaciéon
probabilistica que hemos introducido en esta seccién.

2.3. EL PROBLEMA DE LA CAVIDAD RADIANTE

§ 1. Una cavidad radiante es un recinto aislado del exterior, en cuyo seno
tinicamente hay radiacion EM. Las paredes interiores de la cavidad son capaces
de emitir y absorber radiacién, pero una vez alcanzado el equilibrio termodinamico
ya no hay intercambio neto de energia entre paredes y radiaciéon. En ese sentido,
las paredes son el instrumento necesario para que la radiaciéon alcance el equilibrio
termodinamico, momento en el cual se puede considerar que la radiacién no es
més que una superposiciéon incoherente de ondas monocromaéticas. Cada una ha
de satisfacer las ecuaciones de Maxwell en el vacio

, 102
v *?@ A(I‘,t):(] 3 VA(r,t):O,

con la condicion de contorno de que las componentes de A(r,t) perpendiculares
a las paredes de la cavidad se anulen en las mismas. Puesto que cada onda es
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Figura 2-2. Geometria para el calculo del campo EM en el seno de una cavidad radiante

monocromética su potencial vector serd
A(r,t) = Re (A(r)e ),

donde el vector A(r) de componentes complejas obedece las ecuaciones

w2

V2A(r):—§A(r) : V-A(r)=0 (2.8)

con las mencionadas condiciones de contorno.

Para simplificar, consideremos que nuestra cavidad es un cubo de lado L, y
situamos el origen de coordenadas en uno de sus vértices tal y como se puede
apreciar en la FIG. 2-2. Como se puede comprobar por sustituciéon directa, una
solucion a (2.8) es

ck=w
A(r) = Agsin(kyz) sin(kyy) sin(k,z) , con (2.9)
k-Ay=0

este modo de radiacion, k = |k| y Ag un vector de componentes complejas que,
debido a la condicién de transversalidad del potencial vector, es perpendicular
a k. Las condiciones de contorno exigen que A(r) se anule en las paredes de la
cavidad, cuando una (o varias) de las coordenadas de la posicion toman los valores
0 o L, lo que implica que las componentes de k han de ser necesariamente como

donde k = kyu, + kyu, + k;u, (con ky . > 0) es el vector de onda que define a

ny , k= %nz ;ocon Ngy. €N (2.10)
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Como Ay es perpendicular a k, para cada valor permitido del vector de onda hay
dos posibles orientaciones independientes del potencial vector, esto es, dos modos
normales de radiacion en la cavidad, de acuerdo con lo ya dicho en el epigrafe
2.2.2.* Fijese también que mientras para la radiacion libre los modos normales
son ondas planas viajeras, aqui son ondas estacionarias debido al confinamiento
dentro de la cavidad.

§ 2. Puesto que la radiacion es la superposiciéon incoherente de modos normales
independientes entre si, se pueden aplicar las leyes de la mecénica estadistica.
Alcanzado el equilibrio a temperatura absoluta T, la probabilidad de que un
modo radiativo escogido al azar tenga una energia en un intervalo (g,e + de) esta
dada por la distribucion cldsica de Maxwell-Boltzmann

efs/(kBT) 0o
nMB(e, T) de = de siendo  Z(T) :/ e~/ kT) g (2.11)

Z(T) 0

una constante de normalizacién llamada funcion de particion y donde kg ~
1,38 x 10722 J K~ ! es la llamada constante de Boltzmann. La energia media &
(clasica) de un modo normal de frecuencia wy = ck se expresa entonces en términos
de la funcién de particién ya que, haciendo uso de la distribucion nMB (e, T), la
podemos escribir como

- L e, 1 0Z(T)
E(wk’T)_Z(T)/O c e~/ (ksT) g — 7T 3k T) 1]’ (2.12)

donde en el ultimo paso hemos usado que

S (‘4}) ) [(kBaTrl] P (‘w) '

Efectuando la integral que aparece en (2.11) tenemos inmediatamente que
Z(T) = kT y, por tanto, que®

E(wk, T) = kgpT.

1 Por ese motivo, hemos restringido las componentes de k a valores positivos ya que, por ejemplo,
cambiar k; por —kz equivale a mantener el valor de k; pero cambiar Ag por —Agp.

5 Este resultado, conocido como teorema de equiparticion de Boltzmann, es Unicamente valido
en el “limite termodindmico” en el que los sistemas son tan grandes que la estadistica subyacente es
perfectamente aplicable. En nuestro caso esto se traduce en que el volumen de la cavidad V = L3 ha de
ser suficientemente grande.
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La energfa almacenada en el campo EM es entonces

Uam(T) =2 &(wp, T),
k

donde la suma esta extendida a todos los vectores k de la forma (2.10) y el factor
2 procede de los dos grados de libertad asociados a la orientacién del potencial
vector. Como hay infinitos vectores de onda admisibles, y la energia media de
cada modo es kT, se tiene inmediatamente que Ugy(T) = oo, resultado que
es absurdo y que indica que la mecanica estadistica clésica no es aplicable a la
radiacion EM. Este es el llamado problema de la cavidad radiante, el cual no es
baladi ya que la mecénica estadistica y el electromagnetismo de Maxwell son dos
de los pilares de la fisica clésica.

§ 3. Para entender con mas detalle qué ocurre vamos a hallar como se distribuye
la energia entre los modos de radiacién. Los vectores de onda k estan dados en
(2.10) por lo que cada valor de k “ocupa” un volumen 73 /) del espacio reciproco
(espacio de vectores de onda) en el octante k., , > 0. En el limite termodinamico
(V > 0) los valores permitidos de k estan tan juntos que podremos transformar
cualquier sumatorio sobre k en una integral sobre el octante k;, . > 0 mediante
la transformacion
Y — 4 k.
k

3
Tk y,2>0

En concreto, la energia del campo EM por unidad de volumen es

Upm(T) 2 / B 3
—_— = T) d°k.
Y T3 Jhgy 20 fon T)

Si expresamos la integral en coordenadas esféricas, y tenemos en cuenta que el
drea de un octante de una superficie esférica de radio k es 7k?/2,

Upm(T) _ 1 [>_ 2 1 EwT)
V:71'2/(; E(Wk,T)k dk:A ﬁ 3 w dw,

donde en el tltimo paso hemos hecho el cambio de variable & — w = ck. El
término entre corchetes, conocido como densidad espectral de energia, una vez
multiplicado por dw, es igual a la energia EM por unidad de volumen almacenada
en modos cuya frecuencia esté contenida en un intervalo de anchura dw centrada
en w. Asi, la densidad espectral de energia EM dentro de la cavidad radiante es

1 8w, T Usni(T 0
poni(, T) = — (03 )y El\]ﬂ()z/o pent (@, T) dw.  (2.13)
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Usando el teorema de equiparticiéon para € llegamos a que

1 kgT
pem (W, T) = 7%0)2 (clasico). (2.14)
T c
Esta expresion, deducida por Lord Rayleigh a finales del siglo XIX, muestra
claramente que el problema es que la densidad espectral ppy(w,T) crece
indefinidamente al hacerlo el valor de w

Si nos tomésemos en serio el resultado clasico habria dos consecuencias. La
primera es que la radiaciéon EM de la cavidad radiante nunca puede alcanzar
el equilibrio puesto que necesitaria absorber energia de manera continua para
“alimentar” los modos radiativos de alta frecuencia. Sin embargo la tendencia al
equilibrio es una caracteristica natural de la termodinamica de los sistemas, lo que
da lugar a la segunda consecuencia. Imaginemos que en un recinto cerrado hay
radiacién que esté inicialmente en el rango del visible. El sistema espontdneamente
evolucionaré hacia el equilibrio para lo cual se iniciarfa un proceso de intercambio
de energia entre la radiaciéon y las paredes del recinto que favorece la aparicién
de modos de alta frecuencia empezando por el ultravioleta, siguiendo por el
ultravioleta lejano, rayos X, etc. Si transcurrido algo de tiempo se practicase un
orificio en la pared de la cavidad, saldria un haz de radiacién en el rango de altas
frecuencias. Huelga decir que este fenémeno, denominado de manera bastante
dramaética como catdstrofe del ultravioleta, jamés se ha observado.

§ 4. Para el tratamiento correcto del problema de la cavidad radiante debemos
incorporar la naturaleza corpuscular de la radiacién electromagnética, algo que
evidentemente no se hace en la derivacién de Rayleigh de la densidad espectral
de energia. En efecto, de acuerdo con la hipétesis de Einstein, cada modo normal
de frecuencia w = ck esta formado por un numero entero de fotones con energia
hw. Por tanto, la energia que aparece en la distribuciéon de Maxwell-Boltzmann
(2.11) esta cuantizada, pudiendo unicamente tomar los valores

en = nhw con n=0,1,23, ..

La funcién de particién (2.11) no es entonces una integral sobre los valores de
la energia, sino la suma de la exponencial exp[—e,/(kgT’)] sobre los valores
permitidos para la energia. Esto lleva a que Z(T') dependa de la frecuencia w
del modo que estamos considerando:

- S () En(25) S ()]
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Figura 2-3. La densidad espectral de energia clasica (Rayleigh) y cuantica (Planck) para una

cavidad radiante en equilibrio térmico a temperatura 7.

El sumatorio es igual a la suma de todos los términos de una progresiéon geométrica
de razon exp[—fw/(kgT)]. Entonces, Z,(T) = 1/(1 —exp(—hw/kpT)) vy la

energia media del modo de radiacion es

o1 0z,m) o
S T) = Z,(T) 0[(ksT)~1] exp (hw) _ 1. (219)
kT

Para frecuencias pequenas, en el sentido w < kpT'/h, recuperamos el teorema de
equiparticion cléasico €(w,T') = kgT'. Pero ahora las energias medias de los modos

de alta frecuencia decaen a cero.
Si sustituimos (2.15) en (2.13) tenemos inmediatamente que la densidad

espectral de energia de la cavidad radiante es

1 hw)® -
pEMm(w, T) = 3723 (ﬁw) (cudntico.) (2.16)
exp (kJBT> —1

Esta funcion tiende a cero rapidamente para frecuencias altas y ya no exhibe
los problemas del resultado clasico de Rayleigh dado por la ecuacion (2.14),
resultado solo valido para frecuencias pequenas (vea la FIG. 2-3). Este resultado
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fue presentado por Max Planck en una reunién de la Academia de Berlin el 14 de
diciembre de 1900, fecha que se toma convencionalmente como la del nacimiento
de la fisica cuéantica, aunque hemos de mencionar que la deduccién original de
Planck fue muy diferente a la aqui presentada.®

6 Max Planck (1858-1947) fue uno de los fisicos teoricos mas prominentes de su época (Premio
Nobel en 1918) y, ademas, eficiente gestor. La actual institucion de investigacion cientifica alemana
Instituto Maz Planck lleva su nombre puesto que fue director durante los afios treinta del siglo pasado
de la sociedad equivalente, cuya denominacion oficial entonces era Kaiser-Wilhelm-Gesellschaft.
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EJEMPLO 2.b. Las leyes de Stefan y de Wien

Consideremos una cavidad radiante en equilibrio térmico a temperatura 7T'.

a) Halle la energia de la cavidad por unidad de volumen.

b) Siwmsx es la frecuencia para la cual pgy(w, T') alcanza su méximo, jcomo depende
wmax de la temperatura?.

+oo 3 4
Ayuda: / Y ="
0 et —1 15

Solucion:
a) A partir del resultado de Planck (2.16), la energia electromagnética por unidad de
volumen en la cavidad a temperatura T es

Usm(T oo kpT)® [+ [hw/(ksT)]’
7]31\‘/;( ) :/0 peM(w, T)dw = ;21220)3 /0 [ ( e ) ] ldw
b

Haciendo el cambio w — x = hw/(kgT) y usando la ayuda

1% T m2h3e3

dx

Uem(T)  (kgT)* /+°° 3 kg 4 4
= T = T 2.1
ev — 1 15h3¢3 Ist (2.17)

con ogy ~ 7,5 x 10716 Jm™3K~%. La energia EM por unidad de volumen es asi
proporcional a la cuarta potencia de la temperatura, relacion conocida como ley de Stefan.
Es interesante comentar que la ley de Stefan se puede deducir mediante argumentos
termodinamicos muy generales sin necesidad de utilizar la distribucién estadistica de
Maxwell-Boltzmann, véase el problema propuesto 2.6).

b) Para hallar wysx basta derivar pgy(w,T') respecto de w, dpgy (w,T)/0w|,_, =0,
e igualar a cero para obtener:
1 hwmax kgT ¢
=3 b = —— ——=3. (2.18
. Feomin <kBT) - TR p; (2.18)
—exp [ —
P\ ket

Vemos que wmnsx €s proporcional a la temperatura absoluta de la cavidad. Esta es
la denominada ley del desplazamiento de Wien. La ecuacién trascendente que nos
proporciona el valor de la constante adimensional ( se puede resolver numéricamente,
dando como resultado ( ~ 2,821 (por ejemplo, represente las funciones /3y 1 —e ¢
y la abcisa del punto de interseccién nos dard la solucién a tal ecuacion).
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24. EL EFECTO COMPTON

§ 1. En el tratamiento clasico de la interaccién radiacién-materia se parte de
una aproximacién inicial de “grano grueso” en la que la primera se describe
mediante el campo EM y la segunda a través de distribuciones de carga
y corriente. Es evidente que tal aproximaciéon no es adecuada si deseamos
estudiar esta interacciéon a escala microscopica. En su lugar, deberemos analizar
este problema abordéndolo directamente como una interaccién entre fotones y
particulas elementales materiales.

El primer escollo con el que nos encontramos es que, al igual que
el electromagnetismo maxwelliano deja de ser estrictamente valido a escala
microscopica, la mecanica clasica tampoco es correcta. Esta debe ser sustituida
por una mecdnica cudntica, que empezaremos a estudiar en el capitulo siguiente.
El segundo es que desconocemos cémo tratar la propia interacciéon entre un fotén
y una particula material.

La denominada electrodindmica cudntica es la herramienta que debe utilizarse
para estudiar este tipo de fendémenos. A este nivel de la teoria, tanto los
fotones como las particulas materiales son tratados cuanticamente. La interacciéon
electromagnética entre particulas elementales se plantea como una transferencia
de momento mediada por fotones que, por otra parte, pueden ser creados y
destruidos. Finalmente, a energias suficientemente altas, las propias particulas
materiales también se pueden crear o destruir.

Esto nos da una pista de la dificultad del tratamiento mecanocuéntico
completo de la interaccion radiaciéon-materia. Afortunadamente, en muchas
ocasiones bastara con realizar un andlisis aproximado para obtener resultados
con capacidad predictiva e interpretativa.

Por ejemplo, en la gran mayoria de los problemas de interés que trataremos
a lo largo de este libro abordaremos la dindmica de las particulas materiales
mediante las leyes de la mecénica cuantica. Sin embargo, despreciaremos los
aspectos cuanticos del acoplamiento de la materia con el campo EM, considerando
que éste actiia clasicamente sobre las particulas.

En otros casos se considera que tanto el fotén como las particulas materiales
obedecen las leyes de la mecénica cléasica relativista. Las interacciones se trataran
como colisiones entre particulas, procesos en los que ha de conservarse el momento
lineal y la energia, pero sin entrar en detalles sobre los mecanismos de interaccion.
Es justamente esta ultima aproximaciéon la que vamos a seguir en esta secciéon y
la siguiente.
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P

in fin

Figura 2-4. Esquema de la dispersion Compton

§ 2. Pensemos en una situacion bastante sencilla: sobre una particula material
en reposo de masa M y carga ¢ incide una onda monocromatica de vector de onda
ki,. Si tratamos clasicamente la radiacion, y si no hay fuerzas de ligadura actuando
sobre la particula, la radiacién incidente se dispersa o esparce sin producirse
cambio alguno en su frecuencia.” Este es el llamado régimen de esparcimiento
de Thomson, cuya descripcién puede encontrarse en cualquiera de los textos de
electromagnetismo clésico que citamos en la bibliografia.

Sin embargo los resultados van a ser muy diferentes si admitimos que la onda
electromagnética plana equivale a un haz de fotones con momento lineal

p'(ym) = hkin-
Entonces la interaccion entre el campo electromagnético y la particula libre puede
verse como un choque elastico entre ésta y un foton ~, tras el cual el segundo ha
cedido parte de su energia y de su momento lineal a la particula. Como la particula
estaba inicialmente en reposo, terminaré adquiriendo un cierto momento lineal P

y una energia cinética K. Imponiendo la conservacién de la energia y el momento
lineal tendremos que

in fin in fin
K = B - B — ¢ (Ip{™] - [p™))
(2.19)

in fin

7 RN 2 . . . .2
Es la “colision elastica” a la que haciamos referencia en la seccion 1.6.
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donde el subindice v nos dice que nos referimos al foton y los (in, fin) indican los
valores inicial y final para el fotén. Ahora bien, por dindmica relativista elemental,
K y P estan relacionados mediante la igualdad

AP + (MP)® = (M + K)2.

Sustituyendo en ésta las ecuaciones de conservacion (2.19) llegamos a la siguiente
relacion entre los momentos lineales inicial y final del foton:

in n 2 in n 2
1p) —p™ R+ (M) = (e + el — lpl)

Si ahora desarrollamos los cuadrados de la anterior igualdad y simplificamos,

obtenemos que
(in) p’(yﬁn) 1 1
(fin) =1-Mec (n), | _(n)
p$™] ™| Pyl Py

El primer miembro es el coseno del dngulo 6 que forman las direcciones del fotéon
incidente y del foton dispersado (vea la FIG. 2-4), por lo que

1 1 Me
cosh=1—Mc =1- (Afin — Ain)
P |pi) 27h

donde hemos introducido las longitudes de onda del fotén antes y después de la
colision usando la relacion (2.2). En definitiva,

2mh
—Adp=— (1 - = 1— 2.2
Afin — A e (1 —cosf) = Ac (1 —cosh) (2.20)
siendo
27Th h
A 2.21
©7T Mc T Me (2.21)

la denominada longitud de onda Compton de la particula material.

La relacion (2.20) nos dice que el esparcimiento de radiacion monocromética
por particulas materiales implica una cierta disminucién de su longitud de onda,
disminucién que depende del dngulo de dispersién. Este fenomeno fue observado
experimentalmente por primera vez por Arthur Holly Compton en 1922 y recibe en
su honor el nombre de efecto Compton. En concreto, Compton hizo incidir un haz
de rayos X (cuya longitud de onda es del orden de A) sobre un blanco de grafito
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de manera que su esparcimiento se producia tras choques de los fotones contra los
niicleos de carbono, pero también contra los electrones libres del material. Para
los primeros la longitud de onda Compton (2.21) es

o) D 6,63 x 10734

~ ~ ~1,1x107% A
C T Tompe 12 1,67x 102 -3x 105 "

(hemos tenido en cuenta que el nicleo de carbono tipico esta formado por seis
protones y seis neutrones, cuya masa es muy similar). Sin embargo, la longitud
de onda Compton del electrén es

~0,0243 A. (2.22)

© h 6,63 x 10734
Ao’ ~ — m
mec 9,11 x 1031 .3 x 108

De esta manera, los fotones dispersados por los nucleos atémicos sufren una
variacion imperceptible de su longitud de onda (de una parte entre un millon,
aproximadamente) pero los fotones dispersados por los electrones aumentan su
longitud de onda apreciablemente (del orden de una parte entre cien). De hecho,
para cada dngulo de dispersion # Compton detect6 radiaciéon con dos longitudes
de onda bastante bien definidas: una igual a Aj, y otra con una longitud de onda
desplazada una cantidad )\(Ce)(l — cosf).

Si a partir de ahora denotamos por Ac a la longitud de onda Compton del
electron, acabamos de ver que para que se produzca un cambio apreciable en la
longitud de onda de un foton tras impactar contra un electrén es necesario que
dicha longitud de onda no sea mucho mayor que A¢, lo que restringe la observaciéon
del efecto Compton a fotones en el rango de los rayos X. En caso contrario el
fotén se desviaria pero no cambiaria su longitud de onda, tal y como ocurre en
el esparcimiento clasico de la radiacién por una particula material. Puesto que
estamos admitiendo que el electron es libre, la dispersion Compton se reduce al
régimen de Thomson cuando Ay, > Ac. El cambio relativo en la longitud de
onda del foton es entonces (choque elastico) AXN/ Ay ~ 0, lo que implica que en la
escala natural del problema h ~ 0 y puede afirmarse entonces que el esparcimiento
Thomson (sin cambio en la frecuencia del fotén) es el limite cldsico (no cudntico)
de la dispersion Compton.

§ 3. Nuestro andlisis del efecto Compton no es predictivo en el sentido de que el
conocimiento de la longitud de onda inicial del fotén no nos anticipa cuél seré su
angulo de dispersion #: hay infinitos estados finales posibles, todos con la misma
energia y momento lineal que el inicial. Lo que si es cierto es que si conocemos
la longitud de onda inicial del fotén y su angulo de dispersiéon 6 podemos evaluar
su longitud de onda final, y también la energia cinética y el momento lineal
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de la particula, usando para ello las relaciones de conservacion (2.19). Solo la
electrodindmica cuantica nos permitiria obtener la probabilidad de que el foton
se disperse un angulo 6 (en rigor la distribucion de probabilidad ya que 6 es una
variable continua), pero este tratamiento va mucho més alla de los objetivos del
presente libro.

EJEMPLO 2.c. Detalles adicionales del efecto Compton

En el experimento de Compton se usaron fotones con una longitud de onda Ay, = 0,72 A.

a) Represente en funcion del angulo de dispersion 6 la longitud de onda final de los
fotones dispersados por electrones libres.

b) Obtenga, en funcién de 0 y de i, la energia cinética final y el angulo de dispersion
¢ de los electrones.

Solucion:
a) Usando la ecuacion central del efecto Compton (2.20) tenemos que

Afin = Ain + Ac(1 — cos6) = [0,72 + 0,024(1 — cos 6)] A,

que estd representada en el panel izquierdo de la FIG. 2-5. Observe que para 60 = ,
que es cuando el fotén ‘rebota” contra el electrén, la variacién de su longitud de onda es
maxima alcanzando el valor Mg, = Ain + 2Ac = 0,768 A.

b) A partir de la conservacién de la energia vemos que

B E he he he

K:E(in)*E(ﬁn) e e )
K K )\in /\ﬁn >\in )\in + /\C (1 — COS 0)

Conviene reescribir un poco el resultado anterior usando que Ac = h/(mec), donde m,
es la masa en reposo del electron:

9 )\0_ Ao _ 2 1 _ 1
An Ain+Ac(l—cosf)| ¢ Ain/Ac¢ Ain/Ac +1—cosf

K =mec
y como Ain/Ac = 30 y mec? ~ 0,511 MeV = 511 KeV, nos queda

K:E)llx{1 1

30 31— cose] Kev

resultado que representamos en el panel derecho de la FIG. 2-5. Observe que la energia
cinética de los electrones es del orden de 1000 €V, mucho mayor que la energia de ligadura
tipica de los mismos (del orden de 1 €V). Por tanto, los electrones escaparan del material
sobre el que han impactado los fotones y, ademas, este resultado confirma a posteriori
el haber considerado al electrén como una particula libre en el analisis tedrico del efecto
Compton.
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Figura 2-5. Longitud de onda del foton dispersado (izquierda) y energia cinética del electron
(derecha) en funcion del angulo de dispersion 6 del fotén en un efecto Compton

Consideremos que la dispersién representada en la FIG. 2-4 se produce en el plano XY
v sea OX la direccién del fotén incidente. Imponiendo la conservacion del momento lineal
componente a componente tenemos que

in fin in fin
™| = [P cos b + [P cos ¢ 5™ = [P cos @ = [P cos ¢

=
0= p™|sing — [P|sin¢ 1P\ sin @ = |P|sin ¢

v si ahora dividimos miembro a miembro

|p§ﬁ“> | sin @ Ay sin @ Ain Sin @
tan ¢ = (i) (fm) = 3 — = h Y 9
|p,Y ‘ — |p,y | cos )‘in — Aﬁn cos 6 fin in COS

Usando (2.20) nos queda que

Ain sin 0

t =
an ¢ Ac + A\in 1 —cos @

y utilizando la relacién trigonométrica sinf/(1 — cos) = cot(0/2),

tan ¢ in i
an = — COU —.
Ao + Ain 2

Ya solo falta despejar el dngulo ¢ para llegar a

0

)\in
¢ = arctan (>\(3-|-)\ cot 2) (2.23)

que es la relacién que se pedia.
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§ 4. Cerremos esta seccién con un comentario. Es evidente que hay ciertas
similitudes entre los efectos Compton y fotoeléctrico ya que en ambos casos se
produce la emision de electrones como resultado del impacto de fotones contra
un material. Sin embargo las diferencias son muy importantes, empezando por
el hecho de que en el efecto Compton el fotén es dispersado mientras que en el
fotoeléctrico es absorbido, desapareciendo y cediendo toda su energia al electron.
Ademas, en el efecto Compton la energia cinética del electron después de la colision
es muy grande en comparacion con la energia de ligadura al material, mientras que
en el efecto fotoeléctrico ambas son del mismo orden de magnitud. Esto ultimo es
fundamental ya que no podemos tratar al electrén del efecto fotoeléctrico como
una particula libre. Especificamente, las reacciones que tienen lugar en estos dos
experimentos seran

Y+M— 4 +Mt +e”  (dispersién Compton)
Y+M— MT +e (efecto fotoeléctrico)

donde M y M™ designan genéricamente al material antes y después de perder el
electron.

Como ya hemos visto, en el efecto Compton es irrelevante el que el electréon
esté inicialmente ligado al material, pero el papel que juega éste es esencial en el
fotoeléctrico. En efecto, ya que el fotén cede toda su energia al electrén, la energia
cinética de este ultimo serd K = hw — W, donde w es la frecuencia del foton
incidente y W la energia de ligadura del electréon al metal. Como K es tipicamente
mucho menor que la energia en reposo del electréon m.c?, su momento lineal sera

P= \/QmeKu = \/2m6 (hw — W)u = y/2me (cpy — W),

siendo p, el médulo del momento del fotén incidente y u el vector unitario que
indica la direccion en la que sale emitido el electréon. Por tanto, la relaciéon entre el
momento lineal final del electrén, P, y el inicial del fotén, p,, es sustancialmente
diferente en un proceso de fotoemisiéon que en uno de dispersion Compton. En la
coleccion de problemas propondremos un anélisis algo més detallado.

2.5. FOTONES Y PRESION DE RADIACION

§ 1. En las secciones anteriores hemos visto que la naturaleza corpuscular de la
radiacion es necesaria para explicar fenémenos simples de interaccién luz-materia
(como los efectos fotoeléctrico y Compton), y también para el correcto tratamiento
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Figura 2-6. Esquema de la reflexién de una onda sobre la superficie de un metal perfectamente
reflectante

estadistico de la radiacion. Analicemos ahora un fenémeno cuya explicaciéon no
exige acudir al fotén pero que mostrara la consistencia entre los resultados clasicos
de Maxwell y los cudnticos de Einstein.

Consideremos una pequena porcién de la superficie de un material situada en
un punto genérico r, de area dA y siendo n el vector unitario perpendicular
a la superficie (véase la FIG. 2-6). Sobre el material incide radiacion libre
monocromética tal que 7, = |miy|u es su densidad efectiva de momento lineal en
el punto r y u la direcciéon de propagacion de la onda.® Lo que a nosotros nos va
a interesar es que si Tyt = |Tef|U s la densidad media de momento lineal de la
radiacion reflejada, entonces se cumple que

1 L _ . | I—
Tin + Tref = ) Tin = Tref> (224)

donde los superindices L y || designan, respectivamente, las componentes
perpendicular y tangencial a la superficie dA.°

8 Si el material refleja perfectamente la radiacion, lo que ocurre es que el material emite un campo
EM como respuesta a la radiacién incidente. Este campo EM inducido compensa al incidente en el interior
del material y se superpone en el exterior. Los detalles sobre la relacion entre campo EM incidente (“in”)
y el reflejado (“ref”) tanto para un angulo arbitrario de incidencia como para cualquier polarizaci6n
pueden encontrarse en cualquier texto de 6ptica o de electromagnetismo.

9 La ecuacion (2.24) puede obtenerse considerando que la reflexion de la onda sobre la superficie no
es otra cosa que la colision de un haz de fotones que se mueven en la direccién u contra un blanco de
masa M muy grande. En efecto, si despreciamos cualquier efecto debido a una dispersion tipo Compton
contra los electrones libres del material o a la absorcién de fotones, en la colision se ha de conservar la
componente del momento lineal tangencial a la superficie. A su vez, al despreciar cualquier transferencia
neta de energia del haz al material, el médulo del momento lineal de los fotones también se conserva.

En suma, tendriamos que ptin + p’Jy-,ref =0y Poyin = Py ret ¥ multiplicando por la densidad de fotones

obtenemos directamente (2.24).
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Como la radiacion viaja a la velocidad de la luz ¢, el momento lineal que la
onda incidente comunica al material a través de la superficie dA en un lapso de
tiempo dt es

dPiy, = (emin dAdt) cos 6,

donde el factor cosf tiene en cuenta la orientacién relativa entre la superficie
y la direccion de la onda incidente. Andaloga expresion tiene el momento lineal
dP.et que el material cede al exterior en el tiempo dt a través de la superficie dA
mediante la emisiéon de la onda reflejada. En consecuencia, la contribucion de la
reflexion de la onda en la superficie dA a la variacién neta del momento lineal del
material es

P Pin - Pre
CZT — % = ccosf (ﬂ-in — ﬂ-ref) dA = 2ccos 0 ﬂ'ljﬁ dA

Dicha variacién es, naturalmente, la fuerza dF.,q que ejerce la radiacién sobre

la superficie dA del material. Teniendo en cuenta que 7y = (|m,|cosf)n =

(C*QIin cos @)n, donde Ij, es la intensidad del haz incidente, llegamos a

dFrad = 7, =

dP 21, cos? 6
dt

dA] n.

c

Observe que dF,,q es perpendicular a la superficie. Por tanto, la presion que ejerce
la radiacion sobre el material al reflejarse sera

ref dFrad ‘1n 2Iin COS2 0
Pint = I (2.25)

(recordemos que 6 es el angulo que forma la normal a la superficie con la direccion
de de la onda incidente o, equivalentemente, con la direccién de propagacién de
los fotones incidentes).

Si el material absorbe toda la radiacion, cada foton transfiere todo su momento
lineal al objeto por lo que prf = 0. La presion de radiacion seria en este caso

abs dFrad 'n Iin COS2 0

C

es decir, justo la mitad que en el caso de reflexion.
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EJEMPLO 2.d. El viento del Sol

El velamen del “Diana”, participante en la (ficticia) primera regata de veleros solares
Tierra-Luna, tiene una superficie de 1 km? de material practicamente reflectante. Si
sobre las velas incide perpendicularmente radiacién solar con una intensidad de 1500
W /m?, ;cudl es la fuerza que ejerce dicha radiacion sobre el velero? Estime la masa que
habria de tener el Diana para recorrer una distancia de 400.000 km en dos meses si parte
del reposo y despreciamos las fuerzas gravitatorias que actuan sobre la nave.

Solucion:
Si A es el drea de las velas (reflectantes) y puesto que la radiacién incide normalmente,
la fuerza (médulo) que ejerce la radiacion es

2IA 2-1500 W m~? - 10% m?

_ plref) 4
F=Pou A= 3%x108 ms1?

=10 N,

que es muy pequenia. Para que la nave tarde dos meses (t ~ 5,2 x 10° s) en recorrer una
distancia s = 4 x 108 m (aproximadamente la distancia entre la Tierra y la Luna), su
aceleracion ha de ser

2s  2-4x10°m
= - = " ~2096x107° -2
CT R T Bax10se ST WS

lo que implica una masa del velero

EN 10N
a 2,96 x 1075 m s~

m = 5 =~ 3,38 x 10° kg ~ 340 Tm.

No es éste un mal resultado. Usando una fina lamina de aluminio la masa de las velas del
Diana seria del orden de 250 Tm, disponiendo de unas 100 toneladas para el habitaculo
v el aparejo. Sin embargo, si hace un analisis algo mads critico verd que la atraccion
gravitatoria no puede despreciarse en absoluto. Méas aiin, como la intensidad de la
radiacién procedente del sol disminuye con el cuadrado de la distancia, la dependencia de
la fuerza debida al “viento del Sol” con la distancia es la misma (pero de signo opuesto) a
la atraccion gravitatoria de nuestra estrella. Esto hace que la estimacién de la masa del
velero que hemos obtenido sea francamente optimista.

A pesar de lo anterior, y aunque la aceleracion debida a la presién de radiacién
sea minuscula, la ausencia de rozamiento en el espacio hace que la idea de
construir “veleros interplanetarios” no sea en absoluto descabellada, sobre todo si se
complementa con mecanismos de impulsién mas convencionales. De hecho, la agencia
espacial japonesa ha lanzado en mayo de 2010 un prototipo (IKAROS), aunque
naturalmente la superficie de sus velas no es tan grande como la de las naves que
aparecen recurrentemente en la ficcion. Puede encontrar mas informaciéon en la URL
http://www.jspec.jaxa.jp/e/activity /ikaros.html.
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2.6. ORDENES DE MAGNITUD Y UNIDADES ATOMICAS

§ 1. En el estudio cuantitativo de procesos a escala microscopica es conveniente
usar unidades adecuadas. Una posibilidad es medir las energias en electrén-voltios
(1 eV ~ 1,602 x 1071 J) y sus multiplos, las velocidades en multiplos de la
velocidad de la luz ¢, las masas en unidades de eV /c?, las longitudes en A (1 A=
0,1 nm), y las cargas en multiplos de la carga del electron en valor absoluto
(e ~ 1,602 x 10719 C). A este respecto, para estimar rdpidamente resultados
numéricos es una buena idea el memorizar la relacion Ac = h/(mec) ~ 0,0243 A
de la que se deduce que

he = Aemec® ~ 0,0243 A - 0,511 MeV ~ 12400 eV A (2.27)

0, equivalentemente, que

fic ~ 2000 eV A = 200 eV nm.

§ 2. Es asi evidente que el sistema internacional de unidades (SI) es realmente
incémodo en el estudio de los problemas en los que estaremos interesados en este
libro. Es mucho mejor usar un sistema adecuado, aunque debemos anticipar que
en fisica cuéntica los sistemas de unidades se utilizan con bastante liberalidad.
En particular, el llamado sistema de unidades atémicas (u.a.) se construye de la
siguiente manera:

1. La unidad de accion (energiaxtiempo) es la constante de Planck racionalizada
(h=1,054572 x 1073% J s).

2. La unidad de masa es la masa del electréon (m,. = 9,109382 x 1073! kg).

3. La unidad de carga es la carga del electron en valor absoluto® (e = 1,602176 x
10719 Q).

4. Launidad de energiaxlongitud es e?/(4meg), siendo ey = 8,854188x 10712 F /m.

5. La unidad de energia/temperatura es la constante de Boltzmann (kg =
1,380650 x 10723 J/K).

A partir de estas cinco unidades podremos expresar cualquier otra, tal y como
ilustramos en el siguiente ejemplo.

10 Muchos autores designan por e a la carga del electron, que seria entonces negativa.
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EJEMPLO 2.e. (!) El sistema de unidades atémicas

a) Obtenga el valor en unidades del SI de las unidades atémicas de tiempo, longitud,
velocidad y momento angular.

b) Halle la unidad atémica de energia y exprésela en i) J, ii) eV, iii) kcal /mol.

¢) Evalde la unidad atémica de temperatura (en K).

Datos: Numero de Avogadro: Na = 6,022142 x 102* mol™*; 1 keal = 4184 J.
Solucién:

a) Simbolicemos por {M, L, T} las dimensiones de masa, longitud y tiempo. Las unidades
atémicas se construyen con las magnitudes ML?*T~! (energia xtiempo), M (masa) y
ML®*T~2 (energiaxlongitud), siendo esta tiltima

Ao @ (1602176 x 10719)2

= e Y 1 SSniiss < oo ) W= 2807077 x 107 Jm
0 T O,

Como dimensionalmente

1y
M (M12T-2)”
tenemos que la unidad de tiempo t, ,. es
1w —17
tu.a. = Er{%u = 2,418884 x 10 S.
Por otro lado,
C 1 (MpTY)’
- M ML3T—2
por lo que la unidad atémica de longitud ag, llamada [radio de] Bohr, es
1 R h?
ag = — = 4dmeg—— = 5,291772 x 10~ m.
Me Au.a. mee2

De manera directa, la unidad de velocidad es

h
Vaa, = —2 = — 2,187691 x 106 m s~ .
tu.a. meag

Dado que el momento angular es una accién, su unidad es h.

b) Como
ML3T—2
E=ML*T 2= —"—"—"-——
L
la unidad de energia es
e? 1 ~18
Ey = — =4,359744 x 107 *° J ~ 27,211 €V,

4dmeqg ag
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ya que 1eV = 1,602176 x 10712 J. Este valor Ey se denomina Hartree. Introduciendo
el niimero de Avogadro

Ny 1

J kcal
H = —_—.

~ 2626 x 10° — ~ 627.,5
tau Na ’ mol "™ mol

c) Directamente, la unidad de temperatura en unidades atémicas es (usamos esta
notacién para no confundirla con la T que estamos usando para el tiempo)

Eu 4359744 x 10718

~ 5
Tn 1330650 x 10~ K ~ 3,157747 x 10° K.

@au =

Conviene dar los resultados en términos de ag, Fu, i, Ey/kg, e, que son cinco cantidades
fisicas independientes entre si cuyo valor es 1 en el sistema de unidades atémicas, aunque
puede usarse también la masa del electron m.. Sin embargo, no es extrafio encontrar
expresiones en las que la velocidad de la luz ¢ aparezca explicitamente, usar el €V en
lugar del Hartree, o el nm como unidad de longitud.

Magnitud Simbolo Valor (SI) Valor (otras unid.)
longitud (L) ag 5,202772 x 10~ m 0,529 A

masa (M) Me 9,109382 x 103! kg 0,511 MeV /c?
energia (E) Ey 4,359744 x 10718 J 27,211 eV
accion (E T) R 1,054572 x 10734 J s 1973 eV A/c

carga (Q) e 1,602176 x 10719 C -

temp. (©) Ey/ks 3,157747 x 10° K 27,211 eV /kp

TABLA 2-1 Unidades atomicas y su equivalencia en el SI.
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PROBLEMAS PROPUESTOS

PROBLEMA 2.1. Nimero de fotones en una cavidad radiante

Consideremos una cavidad radiante en equilibrio a temperatura absoluta 7. Demuestre
que el nimero de fotones por unidad de volumen de la cavidad es proporcional a la tercera
potencia de la temperatura.

PROBLEMA 2.2. Otro enunciado de la ley de Wien

Demuestre que, en una cavidad radiante en equilibrio térmico a temperatura T, la
frecuencia media de la radiacion w obtenida a partir de la densidad espectral de energia
prm(w, T') es proporcional a la temperatura. Compare @ con la frecuencia wysx para la
que pgy(w,T) es maxima.

“+o00o $3 +oo (L'4
Ayudas: / dr ~6.494 ; / dx ~ 24,886
0 er —1 0 et —1

PROBLEMA 2.3. Estudio detallado de la fotoemisién

En un proceso de fotoemisién, un electréon absorbe un fotén de frecuencia w y adquiere
una energia cinética K,,; que le permite escapar del metal. En dicho proceso la energia
y el momento lineal deben conservarse.

a) Demuestre que el proceso v+ e~ — e~ es imposible, esto es, que un electréon libre
no puede absorber un fotoén.

b) Suponga, sin embargo, que estando el electrén en reposo en el seno del metal su
energia potencial de ligadura es —Wj,. Compruebe entonces que el proceso de
fotoemision si es posible. Para ello tenga en cuenta que la energia potencial del
electrén una vez ha escapado del metal es igual a cero.

Nota: En el apartado b) es legitimo tratar la dindmica del electrdn de manera no

relativista, ya que su energia cinética tipica va a ser mucho menor que mec.

PROBLEMA 2.4. (!!) El “radiémetro” de Crookes

El hecho de que la radiacion EM ejerce una presion al incidir sobre la superficie de
un material inspir6 a Sir William Crookes a inventar en 1873 un aparato llamado
familiarmente “molino de luz” y que hoy en dia se puede adquirir por pocos euros en
tiendas de cachivaches y objetos curiosos. El dispositivo, que aparece en la fotografia,
consta de cuatro aspas unidas a un fino tubo hueco de vidrio. Un eje metalico vertical
estd encastrado dentro del tubo de modo que las aspas pueden girar en torno a dicho
eje sin apenas rozamiento. Todo el sistema esta dentro de una ampolla en la que se ha
hecho parcialmente el vacio para minimizar la resistencia del aire. Una de las caras de
cada aspa estd pintada de negro absorbiendo asi la radiacién incidente, mientras que la
otra esta pulida y actia como una superficie reflectante. Al iluminar este “radiémetro”
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Figura 2-7. Molino de luz adquirido por uno de los autores en el Rastro de Madrid

la radiacién EM ejerceré un par de fuerzas sobre el molino, que empezaria a girar en el
sentido indicado en la figura ya que la presion electromagnética es mayor sobre las caras
pulidas que sobre las tintadas de negro. Experimentalmente se observa que, en efecto, al
exponer el molino a la luz solar (cuya intensidad es del orden de 1000 watt/m?) aquél
adquiere muy rapidamente una velocidad de rotaciéon de unas 5 revoluciones por segundo.
Esta velocidad no puede aumentar mas debido a los inevitables efectos de friccion pero,
aparentemente, se tiene una evidencia clara de que la radiacion EM transporta energia
y momento lineal. De hecho, el propio Maxwell fue el evaluador del articulo original de
Crookes y acept6 con entusiasmo que el molino giraba por efecto de la presién EM.

Si cada aspa tiene un 4rea de 1 cm?, una masa de 0,5 gr y la distancia entre su centro y
el eje de giro es de 1 cm, estime la aceleracion angular media de las aspas del molino al
incidir la luz solar.

Si tiene alguna duda del resultado que ha obtenido, debemos decirle que el molino
gira realmente en sentido contrario al indicado en la figura. La explicaciéon correcta del
fenémeno fue dada por Osborne Reynolds unos pocos anos después, en 1879. Si tiene
curiosidad puede consultar la URL (en inglés)
http://math.ucr.edu/home/baez/physics/General /Light Mill /light-mill.html

y verd que ni el bueno de Maxwell ni la Enciclopedia Britanica salen bien parados.

PROBLEMA 2.5. (**) La ecuacién de estado de la radiacién

Consideremos una cavidad radiante de volumen )V > 0 en equilibrio térmico a
temperatura 7.
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a) Demuestre que independientemente del valor que tome la energia media z(w,T) de
un modo de radiacién de frecuencia w, la ecuacion de estado de la radiacion es

1
PeMm = @UEM (2.28)

donde Ugy es la energia de la radiacion EM y Pgy es la presion que ejerce sobre
las paredes de la cavidad.
b) A partir de este resultado demuestre la ley de Stefan. Para ello utilice la relacién

termodindmica general
OUgMm OPrm
=T — 2.2
(55), =7 (), o 22

donde (), v (), simbolizan derivadas manteniendo la temperatura y el volumen
constante, respectivamente.

PROBLEMA 2.6. Cantidades de interés en unidades atémicas

a) Obtenga los valores (en SI) de las unidades atémicas de campo eléctrico y de campo
magnético.

b) Halle el valor en unidades atémicas de: i) la velocidad de la luz ¢, ii) la constante
de gravitacién universal, iii) la energia en reposo m.c? del electron.

c) Estime la energia térmica en unidades atomicas correspondiente a 1 K y a la
temperatura en la superficie del sol (unos 6000 K).

d) Definimos la constante de estructura fina o como a = e?/(4weghc). {Cuéles son
sus dimensiones fisicas? ;Cudl es su valor? Relacione « con el cociente entre Ey y

Mec?.

Datos: ¢ = 299792458 m/s; Gy ~ 6,674 x 10~ m3 kg™! 572,

PROBLEMA 2.7. Analisis dimensional

Muchos sistemas fisicos estan caracterizados por una serie de magnitudes que definen las
escalas naturales de los procesos que en ellos tienen lugar. Si nos cenimos a propiedades
mecanicas, el valor de tres de esas magnitudes dimensionalmente independientes
permitiria obtener la escala caracteristica de cualquier magnitud mecéanica. Anadiendo
una carga y una temperatura caracteristica podremos también abordar fenémenos
eléctricos y térmicos. Esta técnica, llamada andlisis dimensional, permitird predecir en
muchas ocasiones el valor en orden de magnitud de ciertas propiedades. A su vez, usando
argumentos de consistencia dimensional podremos “deducir” algunas leyes fisicas.

Usando anélisis dimensional:

a) “Deduzca” la ley de Stefan.

b) Halle la escala natural de longitudes y la de temperaturas que son relevantes en
gravitacion cuéntica. (Nota: la gravitacion cuantica es relativista)



TEMA 3

ONDAS DE MATERIA. PRINCIPIO DE
INCERTIDUMBRE

En este capitulo analizaremos coémo se representa el estado cuantico de
una particula puntual. Aunque podriamos postular los resultados baésicos,
procederemos poco a poco introduciendo argumentos de plausibilidad que
conduzcan de una manera razonable a la necesidad y a la metodologia de tal
descripcion del estado de la particula.

En primer lugar explicaremos qué es el estado cudntico de una particula,
remarcando las diferencias fundamentales que hay entre las descripciones cldsica
y cudntica de un sistema fisico. Veremos a continuaciéon que el estado cudntico de
una particula se representa mediante una funcidn de onda, que puede expresarse
tanto en el espacio de posiciones como en el espacio reciproco.

Una vez que hemos establecido como se representa el estado cudntico,
explicaremos cémo a partir de esa representacion se pueden obtener las
probabilidades de ocurrencia de medidas de la posicién y del momento lineal.

Acto seguido, ilustraremos las propiedades ondulatorias de las particulas
mediante el anélisis detallado de algunos experimentos de difraccién de haces
de particulas. El capitulo se cerrard con el enunciado completo del principio
de incertidumbre de Heisenberg. Comprobaremos que la descripcién del estado
cuantico basada en funciones de onda responde a las imposiciones de este principio.

Orientaciones generales al plan de trabajo

Los contenidos de este importante capitulo son principalmente conceptuales. Por
ello nos extenderemos con cierto profundidad en algunos puntos claves. Por
el contrario, las técnicas mateméticas que utilizaremos no son excesivamente
dificiles. No obstante, los desarrollos mateméticos estardn bastante detallados para
ayudarle en el trabajo auténomo, por lo que pueden parecer prolijos a primera
vista. Con todo ello, sugerimos para su estudio unas 15 horas de trabajo personal.
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Objetivos del capitulo

= Conocer la descripcion que hace la fisica cuantica del estado de una particula
puntual en términos de su funciéon de onda; saber interpretarla como
continente de informacion fisicamente medible.

= Comprender la naturaleza probabilistica de la informacién contenida en la
funcién de onda.

= Saber distinguir y relacionar las representaciones en posiciones y en
momentos de la funcién de onda de una particula.

= Analizar sencillos fenémenos de difraccion de haces de particulas a partir
de la interpretacién probabilistica subyacente a la funciéon de onda.

= Comprender la intima relacién entre la interpretacién probabilistica y el
principio de incertidumbre de Heisenberg.
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§ 1. Pensemos en un sistema fisico muy sencillo: una particula puntual de masa
M que se mueve como resultado de la acciéon de una fuerza F conocida.’ De
acuerdo con la fisica cldsica, el valor de cualquier propiedad mecénica de la
particula se obtiene a partir de los valores que toman su posiciéon r y su momento
lineal p. Estas dos magnitudes definen entonces el estado cldsico de la particula,
que simbolizaremos como (r, p).> En otras palabras, el estado clésico proporciona
toda la informacion relativa a la mecéanica de la particula.

Imaginemos que en un instante inicial, por convenio ¢ = 0, su estado
es (r(0),p(0)). En mecénica clasica, damos por supuesto que este estado es
fisicamente posible (a menudo diremos que el estado es realizable), es decir,
que es el resultado de un cierto proceso fisico al que llamaremos genéricamente
preparacion.’ Una vez que la particula ha sido “preparada”, el estado empieza a
cambiar en el tiempo como consecuencia de la accion de la fuerza F. La evolucion
dinamica del estado se describe mediante unas ecuaciones del movimiento, que nos
permiten saber cudl es el estado (r(¢), p(¢)) en un instante de tiempo ¢ posterior.
Como la fuerza F es conocida, esta evolucion dindmica es determinista: (r(t), p(t))
queda univocamente determinado por el estado inicial (r(0), p(0)) o, como se suele
decir, por las condiciones iniciales del problema.

Finalmente, para conocer alguna propiedad mecénica de la particula en un
cierto instante ¢ interactuamos con ella mediante la realizacion de una medida
experimental. Tal interaccién es un proceso fisico en si mismo, por lo que:

i) una medida puede perturbar el estado del sistema que estamos estudiando;
ii) toda medida ha de obedecer las leyes generales de la fisica.
Atn asi, la fisica clésica presupone que existen medidas ideales en las que:
i) se desprecia la perturbacion que sufre la particula;
ii) se pueden medir con precisién arbitraria una o varias magnitudes a la vez.
! En rigor, el sistema estaria formado por la particula y la fuente que produce la fuerza, que es asi la
de interaccion entre particula y fuente. Ahora bien, si despreciamos los efectos de la fuerza (de reaccion)
que ejerce la particula sobre la fuente, podemos reducir la dindmica del sistema a la de la particula.
2 Esto es, por un punto del llamado espacio de las fases de la particula.

No entraremos en absoluto a discutir si el proceso de preparacion es tecnologicamente factible. La
Gnica exigencia es que no viole ninguna ley fisica.
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Figura 3-1. Esquema del dispositivo interferométrico de Young para un haz de particulas. La
distancia entre las rendijas en la lamina A es D, mientras que la separacién entre las rendijas
v la pantalla B es L. Las particulas inciden uniformemente sobre la lamina A. El eje OX es
perpendicular al plano de la figura

Como consecuencia, la fisica clasica no impone ninguna restricciéon si deseamos
medir una (o varias) magnitud(es) fisica(s) con toda la precision experimental que
deseemos. El resultado de una medida ideal clésica es entonces completamente
predecible a partir de los valores de r(t) y p(t).

Podemos concluir que la mecdnica cldsica es completamente determinista. Ello
es asi no so6lo porque la evolucion del estado lo sea, sino también porque ese
determinismo se aplica a los valores, medibles experimentalmente, de todas las
magnitudes dindmicas de la particula.

§ 2. Debemos ahora preguntarnos si las hipdtesis anteriores siguen siendo validas
al estudiar sistemas fisicos a escala microscopica. La respuesta categorica es
no. Ni es posible preparar a la particula en un estado en el que podamos afirmar
que los valores de la posicién y el momento lineal toman valores completamente
predeterminados, ni pueden realizarse medidas ideales tal y como las entiende la
fisica clasica.

Para ilustrar esa imposibilidad, consideremos un dispositivo interferométrico
de Young (cfr. la seccién 1.6) en el que, en lugar utilizar radiacion
electromagnética, empleamos un haz de particulas. El dispositivo estd formado
por una lamina A dispuesta sobre el plano X Z en la que se han practicado dos
rendijas estrechas paralelas separadas una distancia D (vea la FIG. 3-1). Sobre
la lamina incide perpendicularmente un haz uniforme de particulas con momento
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lineal pi, = pouy, procedentes de un emisor lejano. A la derecha de la lamina A
hay una pantalla paralela B situada en el plano y = L . Esta pantalla registra
el impacto de las pocas particulas que han sido capaces de atravesar alguna de
las rendijas. Tal y como se ha dispuesto el experimento, el niimero de particulas
que atraviesan la rendija superior habra de ser igual al de las que lo hacen por la
inferior.

En la cara izquierda de la lamina A se pueden detectar los impactos
individuales de las particulas. Si el comportamiento de las particulas fuese clésico,
la distribuciéon de impactos en la pantalla B habria de ser similar a la de la FIG.
3-2. Al atravesar una rendija, las particulas interaccionarian eldsticamente con
sus bordes sufriendo una cierta dispersiéon y, naturalmente, la distribucion de
impactos seria la suma de las distribuciones de impactos de las particulas que
han atravesado la rendija superior més la de las particulas que han atravesado la
inferior. Sin embargo, lo que se observa experimentalmente es lo que aparece en
la FIG. 3-3: un claro patréon de interferencia, tipicamente ondulatorio.

Cabria pensar que esta interferencia es resultado de algin tipo de interaccién
entre las particulas del haz. Sin embargo el emisor es capaz de emitir particulas
una a una, siendo asi posible contar los impactos. Reduciendo mucho el ritmo de
emision se ve que al principio los impactos parecen distribuirse aleatoriamente
(véase la fig. FIG. 3-3), pero transcurrido cierto tiempo la distribucion de
impactos tiende a reproducir el patrén de interferencia, que resulta asi ser
independiente de la intensidad del haz incidente. Al ser el ritmo de emisién
muy lento no hay correlacién alguna entre los sucesos individuales asociados al
movimiento de cada particula y, entonces, la densidad de impactos es proporcional
a la probabilidad de detectar una particula en un punto de la pantalla B. Esto es
precisamente lo que ocurriria para un haz de fotones (cfr. el epigrafe §2.2.1).

Repitamos el experimento pero determinando la rendija por la que pasa
la particula. Como las particulas se emiten una a una, la forma mas sencilla
de proceder es la siguiente: antes de que se emita una particula tapamos una
de las rendijas, asi que si la particula termina impactando en la pantalla B
es que ha pasado por la otra rendija. Vamos repitiendo el proceso para cada
emision individual pero cambiando aleatoriamente la rendija tapada® Para nuestra
sorpresa la distribucion de impactos es ahora jla de la FIG. 3-2! y el resultado es,
de nuevo, independiente de la intensidad del haz. La tunica diferencia respecto al
caso anterior es que ahora sabemos a través de qué rendija ha pasado cada una

% De esta forma, el Gnico efecto esperable es que tendriamos que multiplicar por dos el tiempo de
recoleccién de datos para conseguir la misma densidad de impactos.
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Figura 3-2. Resultado esperable de un experimento de doble rendija suponiendo que las particulas
tuviesen un comportamiento clasico. Panel izquierdo: densidad total de impactos (linea continua)
y contribuciones parciales debidas a particulas que pasarian por la rendija superior (linea de
trazos) y por la inferior (linea de puntos y trazos). Panel derecho: imagen de los impactos contra
la pantalla B (méas claridad cuantos mas impactos)

de las particulas que impacta sobre la pantalla B, mientras que antes sabiamos
que habia pasado por alguna rendija, pero no por cudl de ellas.

§ 3. El experimento de la doble rendija es un ejemplo de entre los muchos
fenémenos ondulatorios que aparecen al hacer interactuar un haz de particulas
materiales con dispositivos adecuados (por ejemplo, con estructuras periddicas
que acttian como una red difraccion). Su importancia radica en que, dentro de
su simplicidad, muestra claramente cudles son las diferencias esenciales entre la
fisica cléasica y la fisica cuantica. Vedmoslas punto por punto.

e Las interferencias que aparecen cuando teniamos las dos rendijas abiertas son
imposibles de predecir bajo un andlisis clasico. La dindmica de una particula
no puede asi describirse en términos de los valores de su posicion y
de su momento lineal. En consecuencia, el estado mecénico de la particula
habréa de definirse de un modo radicalmente diferente, al que llamaremos estado
cudantico. Siendo la interferencia un fenémeno ondulatorio, es razonable afirmar
que:
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Figura 3-3. Resultado real del experimento de la doble rendija, donde se incluye el resultado
esperable de un comportamiento clasico (curva a trazos). El panel inferior derecho muestra la
imagen de los impactos contra la pantalla B (més claridad cuantos méas impactos). En los paneles
superiores se presenta la evolucion temporal del patron de interferencia a medida que impactan
maés y mas particulas. Esta tltima figura esta tomada de un trabajo de Tonomura et al (Am.
J. Phys. 57, 117 (1989)) en el que el experimento se realizé con electrones en un microscopio
electronico. El papel de la doble rendija lo juega lo que se denomina un biprisma de Mollenstedt

a) El estado cuéantico de una particula puede describirse mediante una
onda que, para distinguirla de las electromagnéticas, denominaremos
onda de materia.’

b) Es posible representar mateméaticamente la onda de materia (o el
estado cuéntico) mediante un campo dependiente del tiempo al que
llamaremos funcién de onda.

e A su vez, en un dispositivo de Young, el lugar de la pantalla B en el que
impactard una particula en concreto es impredecible. Sin embargo, el anélisis
de un gran namero de sucesos muestra que los impactos siguen una pauta
probabilistica bien definida. Por tanto:

5 El término onda de materia apenas se usa en la actualidad, pero hemos preferido mantenerlo al
menos en este capitulo.
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c) La interpretacion de la funcién de onda ha de hacerse en clave
probabilistica. En particular, el conocimiento del estado cudntico
de la particula no permite saber a priori “el” resultado de
una determinada medida experimental, pero si conocer la
probabilidad (de ocurrencia) de que se obtenga un cierto
valor.®
e Por otra parte, la lamina A con su doble rendija puede verse como un dispositivo
que prepara las particulas que terminan impactando contra la pantalla B mediante
un procedimiento conocido como medida filtrante.
(i) Cuando las dos rendijas estan abiertas, la lamina A actta como un aparato
que mide el valor absoluto de la componente z de la posicién de las particulas que
llegan a la lamina A procedentes desde el emisor. Si el resultado de tal medida es
|z| ~ D/2, entonces las particulas pasan a la region y > 0; en caso contrario son
detenidas.
(ii) Cuando una de las rendijas esta tapada (o si situamos un detector que indique
por qué rendija pasa la particula), la lamina realiza una medida filtrante de la
componente z, dejando pasar las particulas que llegan a la lamina A con o bien
z~+D/2 o bien z ~ —D/2.

Analicemos ahora cada uno de los casos. Empecemos por el caso (ii).
Simbolicemos por ¥i(r,t) y por Us(r,t) a las funciones de onda en la region
y > 0 que corresponden a una particula de la que sabemos que ha atravesado
o la rendija superior o la rendija inferior, respectivamente. Todavia no sabemos
cudl es la forma especifica de estas funciones de onda, pero podemos admitir” que
son ondas cilindricas cuyos focos respectivos son la rendija superior o la rendija
inferior. Admitamos igualmente que la probabilidad de detectar a la particula en
un punto r es igual a la intensidad de la onda. Asi, cuando en el experimento
preparamos a la particula mediante una medida filtrante de z, como su estado
cuéantico es ¥ (r,t) 6 Uao(r,t), la densidad de impactos acumulada en un punto de
la pantalla de observacion B serd proporcional la suma Iy (r, ) de las intensidades
respectivas I1(r,t) e Is(r,t):

Liot (r,t) = Ii(r,t) + Io(x, t)

Este es el resultado que representamos en la FIG. 3-2, en el que no se apreciaba
ningin patréon de interferencia. La onda de materia seria entonces la mezcla
incoherente de las ondas ¥y (r,t) y Wa(r,t).

6 Esto no excluye la posibilidad de que existan estados cudnticos en los que el resultado de la medida
de alguna magnitud esté “bien definido”. En este caso, la probabilidad de ocurrencia seria uno para un
valor (aquél que “toma” la magnitud en el estado cudntico) y cero para todos los restantes.

7 Siguiendo, por tanto, la discusién que se hizo en §1.6.3.
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La situacion es muy distinta cuando las dos rendijas estdn abiertas. Ahora
la particula ha sido preparada en un estado en el que el valor absoluto de la
componente z de la posicion toma el valor [D /2| a la salida de la lamina A, pero sin
saber si z ~ +D/2 08l z ~ —D/2. En este caso si observamos interferencias en la
densidad de impactos, lo que puede explicarse suponiendo que la onda de materia
en la region y > 0 es la superposicion coherente de las ondas correspondientes a
una preparacion en la que z ~ +D/2 y a otra en la que z ~ —D/2. Esto es, la
funcion de onda total serd

Wiot(r,t) = Wi (r,t) + Wa(r, 1)

y la densidad de impactos en la pantalla B, que mostramos en la FIG. 3-3,
no serd ahora proporcional a la suma de las intensidades, sino a la intensidad
correspondiente a la suma de las funciones de onda. Esto lo podemos expresar
como:

d) El principio de superposicion es aplicable a las ondas de
materia, al igual que se hizo en el caso de las ondas EM (y, como
vimos en el capitulo 2, de los estados de los fotones).

e Finalmente, tal y como se ha montado el dispositivo, las particulas que proceden
desde el emisor lejano estan en un estado en el que su momento lineal toma el valor
Pin = Poly, en el que la componente z del momento lineal p. es igual a cero. Tras
realizar una medida relativa a la componente z de su posicion (la medida filtrante),
el estado cuéntico es diferente puesto que la dispersion medida de los impactos
sobre la pantalla B tnicamente puede explicarse si p, puede tomar valores no
nulos. Mas atin, como el lugar de impacto no es predecible, el valor de p, tras la
medida (o tras la preparacion) no estd bien definido en el estado cuantico, esto
es, el resultado de una medida ulterior de p, no es predecible. Esto nos lleva a
que:

e) En fisica cudntica no existen medidas cldsicamente
tdeales® ya que la medida puede afectar al estado cuantico de la
particula. Més atin, la medida de una cierta magnitud fisica puede
cambiar los valores de las probabilidades de ocurrencia de otra
magnitud.

§ 4. Como acabamos de ver, la descripciéon cuéntica de los fenémenos a
escala microscopica ha de ser radicalmente diferente a la que hace la fisica

8 Una medida ideal es aquella en la que la interaccion entre el aparato de medida M y la particula
es despreciable
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cldsica. Debemos renunciar a muchas hip6tesis que se daban por supuestas
en mecanica clasica. Como primera condicién, unicamente consideraremos
estados que puedan realmente ser preparados experimentalmente. Esto
excluye taxativamente los estados clasicos (r, p) en los que tanto la posicion como
el momento toman simultdneamente valores completamente definidos (esto es,
en los que los resultados de una medida de la posiciéon y el momento lineal
son predecibles).? Esta limitacién a los procesos de preparacion constituye el
enunciado cualitativo del principio de incertidumbre de Heisenberg, que
examinaremos con mas detalle al final de este capitulo.

Como consecuencia, no podremos efectuar una medida simultdnea y
arbitrariamente precisa de la posicién y del momento lineal de la particula. De
ser asi sabriamos que la particula esta en un estado en el que r y p toman valores
completamente definidos, en clara contradiccién con la afirmacién de que este
tipo de estados son imposibles de preparar. En general, medidas simultaneas y
arbitrariamente precisas de dos o mas magnitudes fisicas que son posibles en
fisica clasica no pueden realizarse en sistemas microscopicos. De este modo, la
informacién sobre la mecanica de la particula que contiene el estado cuantico
es incompleta si la comparamos con la que proporciona el estado clasico. No
obstante, el estado cudntico debe contener toda la informacion sobre la
particula que sea experimentalmente accesible, aunque insistimos en que
tal informacion se expresara mediante probabilidades de ocurrencia.

§ 5. Independientemente de lo anterior, una vez que la particula ha sido
preparada en un estado cudntico inicial, éste evolucionard en el tiempo como
consecuencia de la accién de una fuerza F. Al igual que ocurre en fisica clésica,
dicha evolucion serd determinista siempre y cuando F sea estrictamente la tunica
fuerza que actie sobre la particula. Esta precauciéon es necesaria porque no
podemos despreciar sin més (como se hacia en fisica clésica) la posible interaccion
entre la particula y un hipotético dispositivo de medida.

La evolucion del estado cudntico de una particula es
determinista siempre que durante la misma no se efectien
medidas experimentales de ninguna de sus propiedades.

En suma, si sabemos el estado cuédntico inicial de una particula (resultado de
una preparacion) y su evolucion temporal, entonces seremos capaces de predecir
las probabilidades de ocurrencia en una medida de una magnitud arbitraria
(siempre y cuando, claro estd, tal medida sea posible). Es entonces incorrecto

9 Como ya se ha dicho en 3.1.3, la dindmica de una particula no puede describirse en términos de
los valores de su posicion y de su momento.
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afirmar que la fisica cudntica no es determinista. Si lo es, aunque ese determinismo
estd limitado ya que las propias leyes de la fisica impiden conocer todos los detalles
de un sistema microscopico.

§ 6. En este capitulo veremos cémo se describe el estado cuantico de una
particula puntual mediante la funciéon de onda correspondiente a su onda de
materia. Con ello estableceremos las bases de la mecdnica cudntica ondulatoria
de una particula, cuyo desarrollo ocupara la segunda parte de este texto.

El procedimiento que seguiremos serd sencillo porque, tal y como ilustra
el experimento de la doble rendija, los mismos fendmenos de interferencia y
difraccion que se observan para la radiacion electromagnética, aparecen también
si en lugar de un haz de fotones (la radiacion) tenemos un haz de particulas
materiales (electrones, neutrones, etc.). Asi, la interpretacion que hicimos del
estado de un fotén en el capitulo anterior podré aplicarse, con pocas variaciones,
al estado de una particula material.

3.2. EL POSTULADO DE DE BROGLIE

§ 1. Recordemos que los fotones que forman una onda plana de vector de onda
k = ku tienen un momento lineal y una energia dados respectivamente por
2mh

py = hk =——u
! A (3.1)

E’Y = C’p’Y| = hw,

donde u es la direccion de propagacion de la onda y w = c|k| es su frecuencia
angular (recuerde que la frecuencia angular w esté relacionada con la frecuencia
v —inversa del periodo— mediante w = 27v).'°

No olvide que la onda plana es una situacién limite ideal. A pesar de ello, y
mediante las técnicas del anéalisis de Fourier, sabemos que toda onda EM libre
se puede descomponer como una superposicion de ondas planas de vector de
onda k y frecuencia wy = c|k|. Como vimos en el epigrafe §2.2.2, la aportacion
de cada modo normal de vector de onda k a una onda EM libre nos permite

10 por abuso del lenguaje diremos que el foton que se propaga a la velocidad de la luz en la direccion
u tiene una longitud de onda X y una frecuencia w, cuando realmente lo que queremos decir es que esta
en un estado con un momento lineal p- y una energia £, con valores bien definidos. Sobreentendidas
las relaciones (3.1), la utilizacion liberal del lenguaje al hablar de magnitudes que definen el estado de
la particula es perfectamente admisible.
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conocer la probabilidad de que al medir el momento lineal de uno de los fotones
que constituyen la onda EM se obtenga el valor p = hik (en rigor, puesto que el
vector de onda puede tomar valores continuos, conoceremos la probabilidad de
que al medir el momento lineal se obtenga un valor en un entorno de p). Segun la
ecuacion (2.7), esta probabilidad de ocurrencia puede inferirse de la representacion
del potencial vector complejo ;&(k, t) de la onda en el espacio reciproco. Asi, el
campo electromagnético esta relacionado de alguna forma con una “funcién de
onda del fotéon” que informa de los posibles resultados de las magnitudes fisicas
propias de esta particula y cuyas propiedades son consistentes con los fenémenos
ondulatorios propios de la radiacion EM estudiados en el capitulo 1.

§ 2. Impongamos ahora que la relacion (3.1) para los fotones también es valida
para una particula material, lo que histéricamente se conoce como el postulado
de De Broglie.'' En concreto, si una particula libre de masa M estd en un
estado con momento lineal p y energia cinética F, entonces tiene asociada a su
movimiento una onda, denominada de materia, cuyo vector de onda es

1
k=— 3.2
P (3.2)
y su frecuencia estd dada por
1
=—-F. 3.3
w=3 (33)

De esta manera, la longitud de onda de tal onda de materia (la llamada longitud

de onda De Broglie) es

2T h
= —=— (3.4)
k| |p|

Algunas preguntas surgen casi inmediatamente. Por ejemplo:
- ;Esta la onda de materia representada por una funcién escalar o, como ocurre
con el fotén, por un vector?
- A su vegz, fijado un sistema de referencia inercial el valor clasico del momento
lineal estd definido univocamente pero no asi el de la energia: ;debe incluirse la
masa en reposo? ;coémo afecta el origen arbitrario de energias a la frecuencia w?
- Por otro lado, la velocidad de fase de la onda de materia es

w E 1k
Vi = —Uux = —u con ug =
BT T TN

H Propuesto originalmente por Louis De Broglie en 1924, aunque los argumentos que él usé fueron

muy diferentes a los que estamos aqui siguiendo.
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pero, excepto para el foton, E/|p| no es la velocidad de la particula.

- Finalmente, salvo para una particula libre, el momento lineal evoluciona con
el tiempo por lo que ;como seria la onda de materia asociada a una particula
sometida a una fuerza externa?

Responderemos poco a poco a estas preguntas, pero reteniendo la idea principal:
la onda de materia se justifica por la apariciéon de fenémenos ondulatorios en la
interaccién de un haz de particulas con dispositivos adecuados, y tales fenémenos
ondulatorios estadn relacionados con que las medidas de las magnitudes fisicas
estan determinadas por probabilidades de ocurrencia.'?

§ 3. Es muy importante que se percate de que lo relevante no es tanto la onda
de materia sino la informacion fisica que se pueda extraer a partir de dicha onda.
La funcion de onda V(r,t), entendida como un campo dependiente del tiempo
que describe a la onda de materia, es entonces una manera, no necesariamente la
tnica posible, de expresar matematicamente el estado cudntico de la particula.

Lo esencial seréa establecer una “receta” para representar cada estado cuéntico
mediante una funcién de onda y que, conocida ésta, seamos capaces de obtener la
probabilidad de que una medida dé un cierto valor. En otras palabras, la funcidn
de onda no representa directamente propiedad fisica alguna de la particula, sino
que es una herramienta para obtener las propiedades de la particula. Las preguntas
que nos hemos hecho al final del epigrafe anterior deben entonces entenderse desde
una perspectiva pragmaética: ;como debe ser el objeto matemético ¥(r, ) para que
sirva a nuestros propositos?

Puesto que toda la informacion experimentalmente accesible debe extraerse
de U(r,t), si la particula tuviese un grado de libertad interno, entonces ¥(r,t)
deberia también describirlo. Como se sabe de cursos introductorios de fisica,
muchas particulas tienen un momento angular intrinseco (el espin) y en el capitulo
anterior hemos sugerido que el espin del foton esta relacionado con que el potencial
A(r,t) sea un vector. No hay a priori ninguna razéon que nos impida extender
esta conclusién a otras particulas, por lo que es razonable suponer que si la
particula tiene espin u otro grado interno de libertad la funcidn de onda debe
tener varias componentes y, formalmente, serd un vector. Ahora bien, el namero
de componentes de la funcion de onda dependerd de como sea ese (0 esos)

12 podria pensar si la masa en reposo M y la carga g de una particula, al ser magnitudes fisicas,
también estan afectadas por esta naturaleza probabilistica de la teoria cuéntica. Al nivel en el que nos
vamos a mover la respuesta es no, y consideraremos a m y g propiedades intrinsecas de las particulas.
Por otro lado, el tiempo ¢t no es una magnitud en si misma sino un pardmetro asociado a la evolucién
temporal de los sistemas fisicos.
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hipotético(s) grado(s) de libertad. Reciprocamente, si la particula no tiene espin la
funcion de onda debe ser escalar. Dado que de momento vamos a estar interesados
primordialmente en describir propiedades dindmicas espaciales, supondremos que
la funcién de onda es escalar. Dejaremos para mas adelante la descripciéon de la
funcién de onda para una particula con espin.

A su vez, la funcion de onda de la particula ha de ser compleja® En efecto,
admitamos que la informacion relevante se va a obtener de la intensidad de la onda
de materia, que para el caso complejo se define salvo constante multiplicativa como
|W(r,t)|%. La forma general de una onda escalar monocromética plana con vector
de onda k y frecuencia w es

U (r,t) = Uy ellkr—wt) (3.5)

donde ¥ es una amplitud compleja. Conforme al postulado de De Broglie, esta
funcion de onda corresponde a una particula de momento lineal p = hk y energia
E = hw. Como el origen de energias es arbitrario, si aniladimos una constante Fjy
a tal origen la nueva frecuencia seria w + wg, donde wy = Ey/h. El cambio que
sufrirfa la funciéon de onda es

\Iloei(k{‘—wt) \Ijoei(kf—wt)e—iwot — \I,Oei(kr—wt)e—iEot/ﬁ

y el factor de fase exp(—iEpt/h) aparecera siempre, independientemente de
cudl sea la energia de la particula, aunque sin afectar a la intensidad ya que
|exp(—iEot/h)[? = 1 y la intensidad sigue siendo |¥o|*>. Como consecuencias
adicionales tenemos que es irrelevante incluir o no la energia en reposo al evaluar
la frecuencia y que la velocidad de fase E/|p| de la onda de materia no va a tener
un significado fisico directo, ya que su valor dependera del origen arbitrario de
energias.

§ 4. Con todo esto ya podemos reformular el postulado de De Broglie, y
afirmar que el estado fisico correspondiente a una particula sin espin que se mueve
libremente con momento lineal p y energia E estd representado por la funcién de
onda compleja (que llamaremos onda de De Broglie)

. k=p/h
Op(r, 1) = B! &™) con (3.6)
w=FE/h

13 .. . . - -, .
Observe que lo que era una opcién, conveniente pero no obligatoria, en el campo EM clasico aqui
se convierte en una necesidad.
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donde 6y es una cierta amplitud compleja.

La energia de la particula libre es exclusivamente cinética, por lo que si nos
restringimos a una dinamica no relativista se cumple que F = K = |p|?/(2M).
Entonces,

_ hlkP?

que no es otra cosa que una relacion de dispersion entre la frecuencia y el vector
de onda.'*

§ 5. Solo quedaria ver como es la funcién de onda de una particula sometida
a una fuerza exterior. Ahora bien, si por un principio de economia conceptual
admitimos que la manera en la que se extrae la informacion fisica a partir de la
funcién de onda es la misma para una particula libre que para otra acelerada,
la diferencia entre un caso y otro radicard unicamente en cémo evoluciona
temporalmente la funcién de onda W(r,t). Por tanto, si en un instante dado ¢
la funciéon de onda de una particula no necesariamente libre exhibe la misma
dependencia espacial de una onda plana De Broglie (3.6), esto es si U(r,tp)
exp(ik - r), podremos decir que en ese instante ¢y el momento lineal de la particula
estd bien definido y es igual a k. Una hipotética fuerza cambiaria el estado fisico
de la particula y por tanto la funcién de onda, y la evoluciéon dindmica se reflejara
pues en la dependencia temporal de ¥(r,t).

EJEMPLO 3.a. Longitudes de onda De Broglie caracteristicas
Obtenga la longitud de onda De Broglie de las ondas de materia asociadas a:
a) Un electron acelerado por una diferencia de potencial de 10 eV.
b) Una molécula de Oz en el aire a temperatura ambiente.

¢) Un protén en un acelerador de particulas con velocidad 0,99c¢.
Datos: m.c? ~511 KeV, my,c? ~ 938 MeV, kg ~ 8,617 x 107° eV/K

Solucién:
a) La energia cinética del electrén es K = 10 €V, valor mucho menor que la energia en

14 o . . .. . . .
Si esta particula libre fuese relativista (situacion que apenas abordaremos en este texto), y teniendo
en cuenta que, como se ha indicado en el parrafo anterior, w estd asociada a la energia cinética (no a

la total) de la particula, dicha relacion seria w = 1/c2|k|2 + w2 — wo con wg = Moc?/h y siendo My la
masa en reposo de la particula.
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reposo mec? ~ 511 x 10® eV . Podemos asi usar dindmica no relativista obteniendo que
~hh he 12400 eV A
p|  V2m.K  V2m.2K  /2-511 x 103 - 10eV

b) La energia cinética tipica de una molécula en una muestra gaseosa a temperatura T
es

~ 3,88 A.

3
K = -kgT
5B
Como la masa de la molécula de O es aproximadamente mo, ~ 32m,,, con m,, la masa
del proton, si tomamos T ~ 300 K Ia longitud de onda De Broglie es

o h h B he
T V/2mo, K \/96muksT  \/96m,c2kgT

~ 0,257 A

c) Ahora debemos usar mecénica relativista ya que la velocidad v del protén es del orden

de c. Entonces
mpv

Pl= A=

y teniendo en cuenta que v = 0,99c¢

_h hY1-0992  /1-099® he 0. 1495 12400 eV A
Clpl 0,99muc 0,99 mue2 T 938 x 106eV

A ~ 1,88 %1070 A

es decir, de unos 0,19 fm.

Todos estos resultados merecen un breve comentario. La longitud de onda De Broglie
define la escala en la que los fenémenos cudnticos van a ser importantes. Para sistemas
cuya longitud caracteristica sea mucho mayor que X\ las oscilaciones de la onda de materia
van a ser imperceptibles y los fenémenos ondulatorios asociados seran irrelevantes. Por el
contrario, si A\ es del mismo orden de magnitud que la mencionada longitud caracteristica
es de esperar que la interferencia o la difraccién sean apreciables. En el caso (a), si
el electréon impacta contra un soélido en el que la escala natural de longitudes es del
orden de A (la separacién tipica entre atomos) es esperable la aparicién de fenémenos
“no clasicos”. En el caso (b) la distancia media entre moléculas del gas determina la
escala de longitudes del sistema que, como es facil comprobar, es mucho mayor que
A. Compare con la distancia media entre particulas en un gas tipico. Finalmente, el
protén del apartado (c) tendrd una dindmica esencialmente cldsica siempre y cuando
no exploremos longitudes menores que 1 fm (que son las distancias caracteristicas de la
fisica nuclear y subnuclear).

3.3. INTERPRETACION FISICA DE LA FUNCION DE ONDA

§ 1. Veamos ahora como ha de interpretarse la funcién de onda de una particula
que en todo lo que sigue supondremos no relativista. Para ello empecemos
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imponiendo que las ondas de materia obedecen el principio de superposicion:
si Wy (r,t) esla funcion de onda correspondiente a un posible estado de la particula
en un instante ¢ y Wa(r,t) es la asociada a otro estado de la misma particula, la
funciéon de onda

U(r,t) = a1 ¥i(r,t) + aaV¥s(r,t), conais e C, (3.8)
representa un tercer posible estado de dicha particula.

Este principio es esencial en fisica cuantica, ya que permite utilizar el andlisis
de Fourier para escribir la funcién de onda ¥(r,t¢) de una particula cualquiera
(no necesariamente libre) como

B \i/(k,t) etikr 3 . ~ B \I/(r,t)e*ik"r 3
\I’(r,t) = /Rd Wd k siendo \Ij(k, t) = /]Rd WCZ r. (39)

Dado que el postulado de De Broglie nos relaciona el vector de onda k con
el valor del momento lineal p mediante p = Ak, es muy conveniente hacer el
cambio de variable k — p/h en (3.9) y trabajar exclusivamente con la variable
p. Definamos entonces la representacion en [el espacio de] momentos de la
funcién de onda como

U(p,t) = U(r,t) e PT/h By (3.10)

1
(27h)3/2 /]R?’

con lo que se cumple

1

U(r,t) = @)

/R C(p, 1) TP @, (3.11)

Aunque usemos el mismo simbolo ¥ para la representacion reciproca (cuando la
variable es k) y para la representacion en momentos (cuando la variable es p),
a partir de ahora daremos por supuesto que U se refiere a la representacion en
momentos. Es muy sencillo comprobar que, a pesar del cambio de variable, el
teorema de Parseval toma la forma habitual

/ U*(r,t)®(r,t) d°r —/ U*(p,t)®(p,t) dp. (3.12)
R3 R3

Generalmente se sobreentiende que la funcién de onda es ¥(r,t), pero en
rigor las funciones ¥(r,t) y ¥(p,t) son representaciones equivalentes de la misma
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entidad, el estado de la particula. Por ello, podemos utilizar tanto una como otra
para obtener las propiedades de la particula. La funcion U(r,t) recibe entonces
el nombre de representacion directa o representacion en [el espacio de]
posiciones de la funcién de onda.

§ 2. Como hemos anticipado, ademas del principio de superposicién admitamos
que la wnterpretacién probabilistica de las medidas del momento lineal de
un foton se aplica a una particula material cualquiera. Fijado un instante de
tiempo t, la ecuacion (3.11) nos dice que ¥(r, ) es una superposicion de funciones
T (p,t) exp(+ip - r/h) cuya dependencia espacial es la de una onda De Broglie.
Esto sugiere que ]\i/(p,t)|2d3p ha de ser proporcional a la probabilidad de que
al medir el momento lineal de la particula en el instante t obtengamos un valor

dentro de un entorno de “volumen” d°p centrado en p.

Si prom(Pst) o |¥(p,t)[? es la correspondiente densidad de probabilidad
asociada a una medida del momento lineal, la probabilidad de obtener un valor
del momento dentro de una regién V del espacio de momentos es

Pr(p € V) = /vpmommt) ip. (3.13)

Como sucede con toda densidad de probabilidad, p,.,(p,t) ha de estar
normalizada,

PripeR) =1 o / Do (9, )P = 1, (3.14)
R3

por lo que obtenemos

T 2
Prom (P, 1) = 2. ) (3.15)

/ B, 0 dq
]RS

§ 3. Debido a la relacion directa entre U(r,t) y ¥(p,t) a través de la
transformada de Fourier, es de esperar que |¥(r,t)|? tenga un significado similar
para medidas de la posiciéon de la particula. Esto seria asi no s6lo por una mera
correspondencia matematica sino porque es razonable que en aquellos lugares
donde el modulo de la funciéon de onda ¥(r,¢) tome valores apreciables sea mas
probable encontrar a la particula. Por tanto, siguiendo el mismo razonamiento que
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nos ha llevado a (3.15), tenemos que la densidad de probabilidad correspondiente
a la posicién es

W (r, ¢)”

/ W(a, )2 d*a
R3

p(r,t) = (3.16)

y asi p(r,t)dr es la probabilidad de que al medir la posicién de la particula en
un instante ¢ la encontremos en un entorno de volumen d®r centrado en el punto
r. En consecuencia, la probabilidad de detectar a la particula en una cierta regiéon
V del espacio es

PrireV) = /Vp(r,t) d3r. (3.17)

§ 4. Definamos la norma de la funcién de onda en un instante ¢ como la
cantidad real y no negativa

o= [ [ weorar] =[] amoran] | e

donde hemos usado el teorema de Parseval (3.12). En consecuencia, podemos
evaluar | U(¢)|| bien en la representacion en posiciones bien en la de momentos.
Es evidente que para que las expresiones (3.15) y (3.16) tengan sentido la norma
de la funcion de onda ha de ser finita, ya que de lo contrario las funciones p(r,t)
Y Pmom (P, t) serian cero. Esto es, todo estado realizable de una particula
estd representado por una funcion de onda de norma finita (recuerde
que estado realizable es sinonimo de estado fisicamente posible). A este tipo de

funciones se las denomina normalizables o también de cuadrado integrable.

Si tenemos dos funciones de onda que difieren en un factor multiplicativo que
no depende de la posicion V(r,t) = a(t)®(r,t) el factor a(t) va a ser irrelevante en
esta interpretacion probabilistica porque se cancelaré en la evaluacion de p(r,t) y
Pmom (P, t). Podemos anticipar que lo mismo ocurrira para cualquier otra cantidad
con interpretacién fisica directa y asi dos funciones de onda que difieran en
un factor multiplicativo que no depende de la posicion representan el
mismo estado fisico. *°

15 Notese que el mismo argumento se puede aplicar en la representacion en momentos, para la que un
factor multiplicativo que no dependa del momento es irrelevante (en este caso, seria ¥(p,t) = a(t)®(p,t))
y las dos funciones de onda representarian también el mismo estado fisico.
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Por tanto eliminaremos molestos factores en el cédlculo de las densidades
de probabilidad si mormalizamos la funcién de onda multiplicAndola por una
constante de normalizacion que la transforme en otra fisicamente equivalente pero
de norma unidad, ya que entonces las densidades de probabilidad son

p(rvt) = |\I/(I‘,t)|2
] s )] = 1. (3.19)
pmom(pat) = |\P(pat)|2

§ 5. La condicién de que la funcion de onda tenga norma finita plantea
aparentemente un problema: la funcién de De Broglie, 0gexp(ik -r), no es
normalizable. En realidad esto no es un problema en absoluto sino la constatacién
de que es imposible preparar a la particula en un estado en el que su momento
lineal tenga un valor pg completamente definido, esto es, en el que una medida de
p dé con certeza absoluta el valor pg. Sin embargo no hay nada “cudntico” en este
hecho, ya que tal preparacion no es posible simplemente porque las componentes
de p toman valores continuos. De esta forma, el enunciado completamente riguroso
del principio de De Broglie consiste en afirmar que cuanto més definido esté
el momento lineal de una particula en un instante de tiempo ¢y (o sea, cuanto
més concentrada esté la densidad de probabilidad p,..,(p,to) alrededor de un
valor pg) mas parecida sera la funcion de onda W¥(r,tg) a la funcion De Broglie
0o exp(ipo - r/h), salvo constante multiplicativa.

Asi, si la particula estd en un estado con momento lineal muy bien definido,
por conveniencia matematica podremos expresar la dependencia espacial de su
funcién de onda mediante una funcién De Broglie, pero bien entendido que ésta
es una aproximacion a ¥(r,t) en una regiéon amplia pero finita del espacio. Es
decir, debemos admitir la presencia implicita de un factor de modulacién que
haga que W¥(r,t) se anule cuando |r| — oo, tal y como haciamos al describir la
radiacién electromagnética mediante una onda plana.

EJEMPLO 3.b. La desigualdad de Schwarz
Sean ®(r) y ¥(r) dos funciones de cuadrado integrable cualesquiera. Una propiedad
matemaética importante es la llamada desigualdad de Schwarz

/R3 © (r) W (r) d’r| < [|@]| 1@ (3.20)
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Demuéstrela desarrollando la desigualdad ||@ — ¢®||> > 0, siendo ¢ una constante
compleja arbitraria, y particularice el resultado para

1
gzi/ * (r) ¥ (r) d’r
| @|* Jes
Solucién:

De acuerdo con la sugerencia del enunciado,

ol = [ 19—l a = [ [06) - @@ [ ) - (@)

- / (1% (1) [2 + ¢ () [2 = CW* (1) @ () — C* 0" (1) W (x)] dr > 0
y aplicando la linealidad de la integral y la definicién de norma, tenemos que
11 + ¢ @l* — C/ U (1)@ (r)d’r =" [ " (r) ¥ (r)d’r >0
R3 R3

Para el valor de ( indicado en el enunciado se tiene por sustitucion directa que
2

1 *
19— a2 = 02— / * () U (1) d*r
1212 | Jus
por lo que
2
0< v co? = /¢*<r>m<r>d3r < ) e
RS

Ya basta tomar raices cuadradas para llegar a la desigualdad de Schwarz (3.20).

3.4. VALORES MEDIOS E INCERTIDUMBRES

§ 1. Pensemos ahora en una magnitud fisica escalar ¢ = ¢(r) dependiente
exclusivamente de la posicion r de la particula (si g fuese vectorial las siguientes
definiciones se aplicarian componente a componente). La medida experimental de
dicha magnitud pasa por la determinacién de la posicién r y, a partir del resultado,
se tendra el valor de g. Como la probabilidad de obtener un valor concreto r
esté dictada por la densidad de probabilidad p(r,t), definimos el wvalor medio o
esperado (g) de la magnitud g como la media ponderada de los posibles resultados
de una medida:

= [ o) dr= o [ W@ ngeue s e | @2
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(observe que el valor medio puede depender del tiempo, de ahi el subindice).
Analogamente, si h = h(p) es otra magnitud fisica escalar pero dependiente del
momento lineal,

1 - -
W= [ 1O mon(0.0) 0 = iz [ F (0. OME)T(p.0) .

(3.22)
Estas expresiones son aplicables a las coordenadas de la posicion, del momento
lineal y también a otras magnitudes de interés como la energia cinética, en las que
no aparecen términos con ambos tipos de coordenadas. Sin embargo no sirven, por
ejemplo, para el momento angular ya que en su definiciéon entran simultdneamente
coordenadas de la posiciéon y del momento. Tendremos, pues, que avanzar un poco
mas en la teorfa para poder abordar este tipo de situaciones.

La incertidumbre de una magnitud genérica g en un estado cuantico es la
dispersion cuadrética media de los posibles resultados de una medida de g, es
decir

(Ag)e = V{(g — (9)0)%) = \/(g*): — (9)7. (3.23)

En general, la mayoria de los posibles resultados de una medida se concentraran
en torno a (g), en un intervalo cuya anchura es del orden de 2Ag. De este modo,
cuanto mayor sea Ag menos definida estd la magnitud g en el estado cudntico
U(r,t) o U(p,t) y viceversa. La magnitud ¢ tomara un valor perfectamente
definido igual a (g) (esto es, una medida de g daria con toda certeza el valor
(g)) siy solo si se cumple que Ag = 0.

§ 2. En bastantes ocasiones supondremos que la particula se mueve a lo largo
de una recta (dimension espacial N = 1) o sobre un plano (N = 2). La posicion
y el momento lineal quedan entonces limitadas a N coordenadas, las integrales
tridimensionales que han ido apareciendo en estas paginas se reducen a integrales
N—dimensionales, y el prefactor (27h)3/2 de las transformadas de Fourier debe
cambiarse a (2h)N/2 (recuerde la discusion sobre la transformada de Fourier en
el capitulo 1). Veamos un ejemplo ilustrativo.

EJEMPLO 3.c. La funcién de onda lorentziana
En un instante dado de tiempo ¢, que por simplicidad omitiremos en las expresiones, el
estado cuantico de una particula de masa M sin espin que se mueve en una dimensién
espacial estd dado por la funcién de onda normalizada

eikox

Uz)=A

2?2+ a3’
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donde ap, ko y A son constantes reales y positivas. La funcion ¥(x) es pues una onda de
De Broglie (excluida su dependencia temporal) modulada por una lorentziana.

a) Obtenga la constante de normalizaciéon A.

b) Calcule la probabilidad de que al medir la posicién de la particula se obtenga un
resultado dentro del intervalo [—ag, +ao].

c) Halle la densidad de probabilidad para el momento lineal p_, ., (p:)-

d) Evalte los valores medios e incertidumbres de x y p,. Calcule el producto AzAp,
e interprete el resultado.

e) Analice como es la funcion de onda cuando Ap, — 0 (estado con momento lineal
bien definido) y cuando Az — 0 (estado con posicién bien definida).

du o du T+ 2 1 cos(ku)
Ayudas: —_— = = P du = e~ %l
yuaas /R(u2+1)2 ’ /71(U2+1)2 4 w/R w2yl e
[iwiie=5: [ etan=
r (U7 + R
Solucién:
a) La norma al cuadrado de ¥(x) es
|eikoa;|2 A2 1 T
ol = [P =42 [ DS a2 [ = T
R r (22 + af)? ag Jp (u? +1)2 2a3

donde hemos usado que |exp(ikoz)| = 1, realizado el cambio x — u = x/ag y utilizado
la primera ayuda. Como ||¥||?> =1 tenemos que

ST

2a3
—AQ =1 = A=4/=2
2a3 ™
y, entonces,
2@ 1k:0$ 1kow
T x2+ ao 7Ta0 x / ag)?

fijese que, dimensionalmente, ¥ es una longitud elevada a —1/2).
il

b) La densidad de probabilidad para posiciones, representada en el panel izquierdo de la
FIG. 3-4, es
2 1

a0 [(@/a0)? + 12

v la probabilidad pedida se obtiene integrando p(x) sobre el intervalo [—ag, +ao]:

p(x) =¥ (2)]* =

+ao 9 +ao dz T+ 2
o - _ de — 2 — ~ (0,818
r(z € [~ao, ao)) /_ao ple)de = —ap l(@/ag)?+1]2 2 7

donde hemos hecho otra vez el cambio ©z — u = x/ag y usado la segunda ayuda. La
probabilidad solicitada es entonces del 82 %, aproximadamente.



Fisica CuAnTica I. ONDAS DE MATERIA. PRINCIPIO DE INCERTIDUMBRE
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Figura 3-4. Densidades de probabilidad p(z) ¥ Pmom(Pz) correspondientes al ejemplo 3.c
(koao = 5). El area destacada en p(z) es la probabilidad solicitada en el apartado b)

c) Aplicando (3.10) particularizada a una dimensién espacial

i}( ) 1 \Ij( —ip /hd / l(k() pz/h)T p

z) = z)e P Ny = x.

b V2rh Jr Ws/ha (x/ap)?+1

Resulta conveniente volver a hacer el cambio v — w = x/ag y definir la variable

adimensional k = ag(ko — p./h) para descargar la notacién. Entonces:

1 .
B (p2) ao / du @1 /cos(/@u)du_H/ sm(/ﬁu)du .
w2+ 1 halJg v?+1 g U2 +1

La primera integral esta dada en las ayudas y la segunda es cero puesto que es la integral
sobre todo R de una funcién impar. En definitiva

= a0 _|x ~ a 2a,
Bp) = e = o) = 9 = oxp (< oo~ il )

estando p,,...(p.) representada en el panel derecho de la FIG. 3-4.

d) El valor medio de la posicién de la particula es

(x) = /Rxp(x)dx _ 2 =0

wag Jy [@/ac)? + 12

ya que el integrando es impar. La incertidumbre estara dada por

s =l = ([ W@dx)w (e ] [</>+ud>/ =

donde hemos hecho el mismo cambio © — u = x/ag y usado la ayuda.
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La funcién p,,.,,(p.) esta distribuida simétricamente en torno a hkg, por lo que

<p$> = /szpmom(pr)dpa? = hko.

El cuadrado de la incertidumbre del momento lineal seréa

a —2a9|pz—
(Apgc)z - /R(px _ <pz>)2pmom(pz)dpx — EO/R(p’: _ ﬁko)Qe 2a0|pz hko\/hdpgﬂ

v haciendo el cambio de variable p, — u = 2ao(p, — hko)/h y usando la ayuda

h V29
Apam o) L0
P 9 V2a, </“ con V2 a0

El producto de las incertidumbres de la posicién y el momento lineal es

h

V2

que resulta ser independiente de aqy. Los valores pequenos de ag corresponden entonces
a un estado cuantico en el que la posicion esta bastante bien definida pero en el que
el momento lineal tiene una incertidumbre grande. Si ag > 0 tendriamos la situacién
contraria: momento lineal bien definido y posicién con una incertidumbre acusada. Esta
relacion entre las incertidumbres de la posicién y el momento lineal ilustra claramente el
principio de Heisenberg, que veremos un par de secciones mas adelante.

AzAp, =

e) En general, si |z| < aop, la funcién de onda puede aproximarse por

2 .
U(z) ~ ”Tao ekt iz < ag

que es la funcion de De Broglie en una dimension correspondiente a un momento lineal
pr = hko. A medida que aumenta el valor de ag, la anterior aproximacion es valida en
una region cada vez més grande del espacio. Como hemos visto en el apartado anterior,
ag > 0 corresponde a un estado con momento lineal hkg muy bien definido y, como
acabamos de comprobar, su funcién de onda tiende entonces a parecerse a la funcién de
De Broglie 0 exp(ikoz).

Por el contrario, la funcién de onda se anula si |x|/ag > 0. Asi, si Az = ag — 0, U(x)
tiende a concentrarse en una regién de anchura cada vez menor alrededor del origen.

3.5. DIFRACCION DE PARTICULAS

§ 1. Una vez establecida la interpretaciéon basica de la funcién de onda,
ya podemos analizar algunos fenémenos de interferencia y difraccién que se
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observan en haces de particulas materiales. Sin embargo, todavia no sabemos
como evoluciona en el tiempo la funciéon de onda de una particula. Nuestra tinica
herramienta seréd, ademaés de los principios de superposicion y de De Broglie, el
de Huygens-Fresnel'® (aplicado no a una onda EM sino a una onda de materia).

Consideremos entonces la misma situaciéon general del epigrafe §1.6.1, pero
sustituyendo la radiacion EM por un haz de particulas materiales. En concreto,
pensemos en un conjunto de particulas con momento pi, = pou, que inciden
contra una lamina A, situada en el plano y = 0, en la que se ha practicado una
abertura S de forma arbitraria y centrada en el origen. En la region y < 0 (antes
de impactar contra A) la funciéon de onda de una particula sera

_ k=mpo/h
Uiy (r, 1) = W=D | con (3.24)
w= E/h=pi/(2mh).

De acuerdo con el principio de Huygens-Fresnel, la onda en y > 0 es la
superposicion de ondas esféricas secundarias emitidas desde todos los puntos de
la abertura. Razonando de idéntica manera a como hicimos en §1.6.2, la onda
difractada sera

kU, e iwt ik|r—r’|
U(r,t) = 0 / ¢ d?r' siy > A (3.25)
S

27i lr — 1/

Si la abertura fuese una rendija de longitud ¢ y anchura b muy pequena situada
a lo largo del eje X de la lamina A el resultado es la onda cilindrica

—i7r/4kb i} i(kr—wt) i(kr—wt)
e oe € .

=C si £>y> A 3.26
V2T Vkr Vkr Y ( )

donde 7 = (32 4 22)Y/2 es la distancia entre el punto r y la rendija.

U(r,t) =

§ 2. A partir de estas expresiones podemos explicar mas cuantitativamente los
datos experimentales del experimento de la doble rendija de Young que vimos
en la seccidon 3.1. Cuando una particula incide contra la ldmina A con las dos
rendijas abiertas, el cambio en su funcién de onda puede verse como el resultado
de la difraccion de la onda de materia (3.24) al atravesar simultdneamente las

16 gi aplicamos el principio de Huygens estamos suponiendo que la evolucion del estado cuantico va
a estar regida por una ecuacién de ondas. Esta es la ecuacion de Schrodinger, que estudiaremos en el
capitulo 6.
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dos rendijas. La densidad de impactos en la pantalla B ser& asi proporcional a la
probabilidad de deteccién de una particula y, por tanto, al cuadrado del médulo
de la funcion de onda difractada al llegar a la pantalla B.

Dado que en el experimento de Young de la FIG. 3-1 cada rendija actiia como
el foco de una onda cilindrica, los valores de estas dos ondas sobre la pantalla B

(situada en el plano x = L) son
— ./ D)2
Ceik'l“l CeikTQ . 7"1 - L2 + (Z - ?)

Uy (2,t) = ——e ¥ . Wy (z,t) = e con

Ve Vo .
ro =L+ (24 3)

donde hemos usado la expresion (3.26). La funciéon de onda resultante sera
entonces la superposicion Vi, = W1+Ws, y la densidad de impactos en la pantalla,
Lot (2), sera proporcional a | + Wy|?. Desarrollando el cuadrado del modulo

Lot (2) o [Weoq (2,8) |2 = [W1 (2,8) 2 + |Us (2,) |2 + me(qf{ (2,1) Uy (z,t)).
(3.27)
Asi, Liot(z) exhibe claros méximos y minimos resultado de las interferencias
constructivas y destructivas en los puntos de la pantalla debidas a la superposicion
coherente de las ondas procedentes de cada una de las rendijas.

Si L > D podriamos proceder tal y como hicimos en el epigrafe §1.6.3 y
comprobariamos que los impactos se distribuyen formando franjas muy nitidas
cuyos centros estan separados una distancia A dada por

AL hL
A=—=—.
D pQD
Aqui h = 27h es la constante de Planck, A = 27/k la longitud de onda de De

Broglie de las particulas incidentes y pp el moédulo del momento lineal de las
particulas incidentes.

(3.28)

§ 3. Cuando en un segundo experimento de Young tapamos una de las dos
rendijas, la funciéon de onda se difracta tnicamente por la otra. La funcién de
onda en la region y > 0 serd asi

Uy (r,t) sitapamos la rendija inferior
VU (r,t) =
Wy(r,t) sitapamos la rendija superior
Por consiguiente, la intensidad de la onda en la pantalla B sera bien |¥ (z,t)|?
o bien |¥y (z,t)|?. Si acumulamos los impactos, tapando la mitad de las veces
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Figura 3-5. Difraccién de una onda plana por una rendija infinitamente larga de anchura finita b.
El patrén de difraccidon representado en el panel derecho corresponde al régimen de Fraunhofer
y > kb’

una rendija y la otra mitad la otra, la densidad de impactos en la pantalla B es
proporcional a una suma incoherente:

Tiot(2) o< [Wy (2,1) |2 + | g (2, 1) |2 (3.29)

que seria lo observado en el segundo experimento. Notese que en este caso el
comportamiento de la particula es también cudntico pero no se muestra tan
draméaticamente como en el caso de las dos rendijas abiertas ya que ahora no
hay fenémenos de interferencia.

§ 4. Estudiemos ahora la difracciéon por una tunica rendija de anchura finita b
mucho mayor que la longitud de onda A de la onda incidente. A tal fin, dividamos
la rendija en pequeinias subrendijas de anchura dz’ tal y como muestra la FIG.
3-5. Usando (3.26) tenemos que la contribucion de cada subrendija a la funcion
de onda difractada en un punto r de la pantalla es
pilks’ —wt)
d¥(r,t) = Csz/ sif>y> A

donde

ks' = kY2 + (2 — 2)2 = k\/12 — 222/ + (/)2 con 2’ € [—=b/2,+b/2]

siendo r = (y? + z2)1/ 2 la distancia al eje central de la rendija. Para puntos muy

alejados de la rendija (y > b), la cantidad (/)% — 222’ serd siempre pequefa en

comparacién con y. Podemos asi desarrollar en serie la raiz cuadrada de modo
que

kz'  k(2')?

ks’ ~kr — — + k()7

r 2r
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y puesto que |2’| toma a lo sumo el valor b/2, y r es mayor o igual que y, podremos
despreciar el ultimo término si

—~ — <X L (3.30)

Esta condicién define el llamado régimen de difraccion de Fraunhofer en optica.
También podemos despreciar el término —kzz'/r pero solo en el denominador de
d¥(r,t); en la exponencial compleja del numerador hemos de ser mas cuidadosos y
preservarlo ya que contiene las diferencias de fase entre las distintas contribuciones
procedentes de cada subrendija. Con todo ello

ei(krfwt)
Vkr

La funcién de onda difractada por toda la rendija seréa

—1 /
e ikzz /TdZ,.

d¥(r,t) ~ C

+b/2 el(kr—wt) +b/2 el
U(r,t :/ dV(r,t) ~C —— e WEEITdL
(r,7) s (r,7) N

La integral es inmediata, e introduciendo la funcién

. sinu
sinc u =
U
tenemos que
i(kr—wt)
Wi, t) ~c 2 gine (lm) . (3.31)
Vkr 2r

Entonces, la densidad de impactos sobre una pantalla a una distancia y de la
rendija sera proporcional a |¥(r,t)[2:

1 kb 1 b
I(r) o - sinc? < Z> = — sinc? <7T>\Z) con 7= +/y?+ 22 (3.32)
r r

20 ) 7

Podemos simplificar algo mas esta expresion. La funcién sinc u se anula para
valores del argumento multiplos enteros de 7 (excepto para u = 0 donde toma
el valor 1) y solo toma valores apreciables en el intervalo [—m,7]. Entonces, la
densidad de impactos se concentrard en una franja central de anchura 2Ar/b.
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Como hemos supuesto que b > A, esta anchura es mucho menor que r y
podemos aproximar sin mayor problema r por y en (3.32). En definitiva,

I(r) lsinc2 mbz si s
Ay

; (3.33)

y>b2/A>0b

que es el resultado presentado en el panel derecho de la FIG. 3-5, donde se puede
apreciar que la franja principal de impactos de anchura Ay, >~ 2y /b esté rodeada
de otras con una intensidad mucho menor.

e Analicemos ahora el resultado. Cuando una particula llega a la rendija, esta en
un estado en el que el momento lineal es

Pin > pouy  ; conpy=h/A

Nada maés atravesar la rendija, la coordenada z,,¢ de la posicion de la particula
estd contenida en el intervalo (—b/2,+b/2); es decir, zous € (—0/2,4b/2) y
la particula queda preparada en un nuevo estado cuantico: aquel en el que si
midiésemos la coordenada z justamente a la salida de la rendija obtendriamos
valores unicamente dentro del intervalo (—b/2,+b/2).

Si esa particula termina impactando en un punto de coordenada z de la
pantalla, eso quiere decir que al atravesar la rendija se ha desviado un angulo
« dado por

. z z
S = —— ™~ —

N R R
ya que solo se contabilizan impactos para |z| < y. Como estamos suponiendo
que la particula mantiene su energia cinética constante en el proceso, el momento
lineal a la salida de la rendija es

. Poz
Pout =~ (po cos a)uy, + (po sin a)u, ~ pou, + 7112

pero como la mayoria de los impactos se producen si |z| < Ajmp/2 =~ yA/b
podemos inferir que

Pout =~ poUy + p.u, con p, € (_pob)\7+pz)\> = <_Z7+Z> .

De este modo, una medida de la componente z del momento lineal de la particula
en el nuevo estado cuantico daria resultados dentro del rango (—h/b,+h/b).
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Podemos entonces decir que en el estado cuantico asi preparado, el resultado
de una medida de z (a la salida de la rendija) es en promedio 0 pero con una
incertidumbre Az ~ b/2. En este mismo estado, una medida de p, daria también
cero en promedio pero con una incertidumbre Ap, ~ h/b. Ambas incertidumbres
no son independientes, ya que

Az Ap, ~ g

Como conclusion: si deseamos preparar una particula en un estado con el valor
de su coordenada z muy bien definido,'” el estado cuantico resultante exhibe un
valor muy poco definido para la componente z del momento lineal (y viceversa).

Al igual que el andlisis de la funciéon de onda lorentziana realizado en
el ejemplo 3.c, este experimento ilustra cuantitativamente el principio de
incertidumbre de Heisenberg. La “indefiniciéon” o incertidumbre en los valores que
se obtendrian en una medida de la componente z de la posicién y multiplicada por
la incertidumbre correspondiente a una medida de la componente z del momento
lineal es, como minimo, del orden de la constante de Planck.

§ 5. Cuando se estudia un experimento real de doble rendija deberemos tener
en cuenta tanto los efectos de interferencia entre las ondas de materia procedentes
de cada rendija como las correcciones debidas a la anchura finita de cada rendija.
Este analisis méas detallado es el que proponemos en el siguiente ejemplo.

EJEMPLO 3.d. (*) El experimento de doble rendija de Zeilinger

En un experimento de Anton Zeilinger y colaboradores [Rev. Mod. Phys. 60, 1067 (1988)]
se hicieron incidir un haz de neutrones frios con una longitud de onda A = 18,5 A sobre
un dispositivo de doble rendija (véase la FIG. 3-6). Las rendijas tienen una anchura
b = 22 pm y sus centros estdn separados una distancia D = 128 um. La pantalla de
observacién estd situada a una distancia y = 5 m.

a) ;Cual es la velocidad de los neutrones? ;A qué temperatura se generaron?

b) Si despreciamos la anchura de las rendijas, ;cual sera la separacion entre los centros
de las franjas de interferencia que se observarian en la pantalla B? Compare el
resultado con el experimental.

c) Obtenga la densidad de impactos que se observa en la pantalla.

Solucién:

17 Esto significa que la anchura b es pequena
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Figura 3-6. Representacion esquematica del experimento de doble rendija de Zeilinger et al. A
la derecha se muestra el patron de difraccion en el que la distancia entre maximos es de 0.07

mm aproximadamente

a) La velocidad de los neutrones serd

P h 6,63 x 10734
V= — = = ~
my, Am, 185 x10710.167 x 10-27

215 m/s

La temperatura a la que estidn generados se puede estimar igualando la energia térmica
del teorema clasico de equiparticion (3/2)kgT con p?/(2m.,), lo que lleva a que

2 2 2

P h he 1

T= = =¥ ) = =1K
3ksm,  3\%kpm, < A ) 3mnc2kp

(de ahi el nombre de neutrones frios).

b) Usando directamente (3.28)

Ay 185x107%-5
T D 128 x10-6

que esta de acuerdo con el valor experimental (vea el pie de la FIG. 3-6).

Ag m ~ 0,072 mm

c) Como b?/\ = 0,26 m, valor sustancialmente menor que y = 5 m, podemos usar
(3.31) para evaluar la onda difractada por cada rendija aunque sin olvidar que estdn
desplazadas del eje OX. A su vez, la figura de difraccion esta localizada en una regién de
tamario milimétrico en torno a z = 0 por lo que podemos hacer r ~ y en (3.31) excepto,
naturalmente, en la exponencial compleja. Por el principio de superposicién, la funcién
de onda en la pantalla es

kb(z — 2 . kb D
(Z 2 ) 4 elkrgsinc (Z + 2 )

2y 2y

U(r,t) ~ Ce ! [e‘k“ sinc
siendo C una cierta constante. Los valores de r1 y ro son

D\’ D\’
ry = y2+<22> ~\/y? =Dz ; ro = y2+<z+2> ~ +/y? + Dz,
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Figura 3-7. Comparacién entre la densidad teérica de impactos obtenida en el ejemplo 3.d
(linea continua) y los resultados experimentales de Zeilinger (linea con puntos)

cumpliéndose que ro —r; ~ Dz/y. La anchura de cada funcién sinc es zg = 2yA/b ~
0,84 mm, estando desplazadas respecto de z = 0 una distancia D/2 = 0,063 mm. No es
entonces una mala aproximacion despreciar los términos +D /2 en sus argumentos, por
lo que

. . . kb
U(r,t) ~ Ce ! (elk” + elk”) sinc (22> .
Yy

Asi, la densidad de impactos sera
) . 2 k(ro — kb
I(2) o |U(r,t)]? o< [P + elF72 %sinc? T2 ) = 4eos? kra =) sine? [ 22
20 2 2y
yusando ro — 11~ Dz/y y k = 27 /\ queda

I(z) o cos? <7TDZ> sinc? <W> = cos? (m) sinc? <W>
Ay Ay Ay 20

Este resultado corresponde al patrén de interferencia en el limite de rendijas de anchura
despreciable pero multiplicado por una funcién sinc que, como ya hemos visto, es
caracteristica de la rendija de anchura finita. Como puede apreciar en la FIG. 3-7 hay
un acuerdo bastante bueno entre el resultado teoérico y el experimental. Sin embargo, en
este ultimo las interferencias, tanto constructivas como destructivas, son menos intensas
en la regién central y, ademds, las franjas exteriores apenas estin definidas.

Estas discrepancias pueden explicarse si consideramos que: (i) no todas las particulas
inciden perpendicularmente contra la lamina difractora; (ii) no todas las particulas tienen
igual energia. En realidad el haz incidente es una mezcla incoherente de neutrones, cada
uno de ellos con un momento lineal razonablemente bien definido pero cuyo valor se



Fisica CuAnTica I. ONDAS DE MATERIA. PRINCIPIO DE INCERTIDUMBRE

distribuyen de manera aleatoria alrededor de py = myvouy, donde vy = 215 m/s.
Evidentemente cada particula tiene una inevitable incertidumbre “cudntica”, pero los
neutrones proceden de un repositorio a ultrabaja temperatura en el que sus velocidades
tienen una dispersién estadistica puramente clasica. Aunque en el experimento se coliman
las particulas para reducirla al maximo, esta dispersion es técnicamente imposible
eliminarla del todo. Asi, si Ip(z) es la intensidad de la onda de De Broglie en la pantalla
de observacion correspondiente a una particula que incide con momento p, la intensidad
total serd la suma de intensidades parciales I(z) con valores de p distribuidos en
torno a pg. Por lo general, las diferencias entre p y po van a afectar mas al término
cos? [rDz/(\y)] que a la funcién moduladora sinc?[kbz/(2y)], de modo que podemos
considerar que esta tltima no se ve afectada y hacer la discusién tinicamente en términos
de las interferencias de Young.

Si la particula incide con una pequena desviacion respecto de la normal entonces el centro
del patron de interferencia se desplaza (podra comprobarlo en el problema propuesto
3.5). Al sumar intensidades cuyos perfiles son muy similares pero que estdn desplazadas
entre si el resultado es una atenuacién de los méaximos y minimos relativos, que es el
efecto mas notorio que hemos observado al comparar la prediccién teérica y el resultado
experimental.

Por otro lado, pequenas variaciones de |p| apenas afectan al patrén de interferencia
cerca de z = 0, pero a medida que nos alejamos del centro las diferencias son importantes.
Como consecuencia, al realizar una suma sobre intensidades parciales las franjas centrales
apenas cambian, pero las exteriores se difuminan, efecto que es el que observamos en la

FIG. 3-7.

3.6. EL PRINCIPIO DE INCERTIDUMBRE DE HEISENBERG

§ 1. Esevidente que el principio de incertidumbre de Heisenberg, que esbozamos
en la seccion 3.1, y la interpretacion probabilistica de la funcién de onda estan
intimamente ligados. Si es imposible preparar una particula en un estado en
el que, simultdneamente, las incertidumbres de la posicién y el momento lineal
sean arbitrariamente pequefias, no puede haber garantia alguna de que podamos
predecir exactamente cudl es el resultado de la medida de una magnitud mecéanica.

Esta relacion puede también verse si tomamos el ejemplo de la difraccion
de particulas al atravesar una rendija. El analisis que hicimos de los resultados
obtenidos a partir del postulado de De Broglie y de la interpretacién probabilistica
nos llevé a concluir que era imposible preparar la particula en un estado en el que
simultaneamente z y p, estuviesen bien definidos. Este experimento se ha realizado
en los laboratorios repetidas veces y, ademas, hay otros fenémenos de difraccién
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de particulas mas complicados que los vistos hasta ahora que llevan a la misma
conclusiéon: no es posible preparar una particula en un estado cudntico en
el que la posicion y el momento lineal estén completamente definidos.

§ 2. Podemos dar un resultado mas cuantitativo. En el ejemplo 3.c vimos que
en una funcién de onda plana modulada por una lorentziana se cumplia que

1
AxAp, = —h.
V2
Si en lugar de usar una lorentziana como funcién de modulacién utilizamos una
gaussiana, en el ejemplo 3.e veremos que el producto de las incertidumbres de
x y pr toma un valor ligeramente inferior:

1
AxAp, = ih.

De hecho esta ultima igualdad es una cota inferior estricta al producto de las
incertidumbres de una coordenada de la posicion y de la correspondiente del
momento en el supuesto de que las propiedades de la posicién se infieran de una
funcion W(r,t) y las del momento de la transformada de Fourier ¥(p,t)."® Esta
acotacion del producto de las incertidumbre de z y p, (y de (y,py) y (2,02))
refleja una propiedad matemética cualitativa: la transformada de Fourier de una
funciéon muy localizada en una representacion (posiciones o momentos) estd muy
extendida en la otra (momentos o posiciones).

Finalmente, pensemos en la siguiente funcién de onda de una particula que se
mueve en tres dimensiones:
eikzz eikyy eikzz

B(r) =4 (z/ag)®>+1 (y/ay)®>+1 (z/a.)?+1

donde A es una constante de normalizacion. ¥(r) es el producto de tres funciones
dependientes de cada una de las variables espaciales. Podemos asi calcular
las incertidumbres de las coordenadas de la posicion y del momento lineal
separadamente. Aplicando directamente los resultados del ejemplo 3.c:

Ar = a, Ay =ay Az =a,
h h h
ﬂam P \/iay b ﬁaz

18 . P . . . .
La demostracion es algo técnica, pero debido a su importancia la veremos mas adelante.
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No hay entonces ninguna restricciéon a los valores de las incertidumbres de una
coordenada de la posiciéon y de una coordenada distinta del momento lineal. Por
ejemplo, si a; ~ 0y a, > 0 se tiene que AzAp, ~ 0. Hay entonces estados
cuénticos en los que la coordenada x de la posicién y la coordenada y del momento
lineal pueden estar simultdnea y arbitrariamente bien definidas.

§ 3. Tras esta discusion ya estamos en disposicion de enunciar el principio de
incertidumbre de Heisenberg:

Es imposible preparar una particula puntual en un estado cuantico en el que
una coordenada de la posicion y la correspondiente del momento lineal estén
simultaneamente definidas a voluntad.

En concreto, el producto de las incertidumbres respectivas esta acotado
inferiormente de acuerdo con las siguientes desigualdades de Heisenberg:

W
2

Do St

AzAp, > g i AyApy > AzAp, >

)
Tales restricciones no se aplican ni a dos coordenadas de la posiciéon, ni a dos
del momento, ni a componentes perpendiculares entre si de la posicién y del
momento.

Tal y como hemos razonado, pudiera parecer que el principio de incertidumbre
es una mera consecuencia de la interpretacién probabilistica. En rigor es al
revés. En efecto, el postulado de De Broglie afirma que |\if(p, t)|? proporciona la
informacién relativa a medidas del momento lineal y, como recordaré, supusimos
entonces que lo mismo deberia ocurrir con |¥(r,t)|? pero para medidas de la
posicién. En realidad esta correspondencia es obligada al ser la tnica posible que
garantiza el cumplimiento del principio de Heisenberg. Que las representaciones
en posiciones y en momentos estén ligadas entre si mediante transformadas de
Fourier es la “traduccién” matemaética del principio de incertidumbre.

§ 4. En las secciones 3.1 y 3.5 vimos que se puede hacer una preparacién
mediante una medida filtrante, cuyo resultado nos permite saber c6mo es el estado
cuantico finalizada la medicién. Se tiene asi que el principio de Heisenberg implica
que es imposible medir simultdneamente y con precision arbitraria la
posicion y el momento lineal de una particula. Si esto fuera factible
podriamos disenar un método de preparaciéon que resultase en un estado de la
particula en el que Ar y Ap fuesen a la vez tan pequefios como se desee.



3.6. EL PRINCIPIO DE INCERTIDUMBRE DE HEISENBERG

§ 5. Usando una terminologia acunada en la década de los afios veinte del siglo
pasado por Niels Bohr se dice que cada una de las parejas {z,p}, {y,py}, {2, p-}
son magnitudes fisicas complementarias, entendidas como tales aquellas para
las que no es posible encontrar un estado cuéntico en el que sus valores estén
simultaneamente definidos.*®

La célebre dualidad onda-corpisculo debe entonces entenderse a la luz de la
complementariedad entre posiciéon y momento. La distribucién de probabilidad en
la medida de la posicién de una particula puntual serd béasicamente corpuscular
si su funciéon de onda ¥(r) esta localizada en una pequena region del espacio. Por
el contrario, si en un instante dado la particula estd en un estado en el que el
momento lineal tiene un valor pg muy bien definido entonces la funcién de onda
sera muy parecida a la onda plana de De Broglie, proporcional a exp(ipg-r/h). Esta
funcién estard muy extendida en el espacio y las distribuciones de probabilidad en
las medidas de la posicion exhibirdn propiedades tipicamente ondulatorias, tales
como las franjas de impactos en el dispositivo de Young.

Otra manera de entender esta dualidad es la siguiente: al medir la
posicion de una particula exploramos sus propiedades corpusculares pero si
medimos su momento lineal obtenemos informacién sobre sus propiedades
ondulatorias. Ambas estan relacionadas entre si pero nunca pueden manifestarse
simultaneamente ya que las medidas arbitrariamente precisas y simultaneas de la
posicién y del momento estéan vetadas por la naturaleza.>®

§ 6. Las consecuencias epistemologicas del principio de incertidumbre son de
gran trascendencia. Admitamos que la fisica cuantica es la descripcion ultima de
los sistema fisicos o, mejor dicho, de las propiedades de los sistemas fisicos que
podemos observar experimentalmente. Tenemos entonces que el conocimiento de

19 Niels Bohr (1985-1962), quien ya habia sido galardonado con el premio Nobel de fisica en 1922
por su famoso modelo atémico, tuvo un papel menor en el desarrollo formal de la mecanica cuantica en
comparacion con el de Erwin Schridinger, Werner Heisenberg, Max Born, Pascual Jordan, Wolfang Pauli
o P.A.M. Dirac, entre otros. Sin embargo sus contribuciones a la interpretacion de la nueva teoria como
un todo conceptualmente consistente fueron esenciales, al igual que su liderazgo en la divulgacion de la
mecanica cuantica entre otros cientificos. Cuando Heisenberg publicé en 1927 su articulo sobre el principio
de incertidumbre era asistente de Bohr en Copenhague, lugar que se convirti6 en la referencia de la “nueva
fisica”. Tanto es asi que se denomina interpretaciéon de Copenhague a la que es cominmente admitida
en mecanica cuantica. Esta es la que estamos siguiendo en este texto, aunque con una terminologia algo
mas contemporanea.

20 gn cualquier caso no olvide el caracter instrumental de la funciéon de onda como “repositorio” de
informacion: esta discusion en modo alguno permite afirmar que la particula, sea un electréon o un fotén,
tenga una naturaleza dual: la particula es una particula y las leyes cudnticas de evolucion se plantearan
en consecuencia.
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la naturaleza tiene un limite, ya que habra aspectos que son inaccesibles a la
observaciéon experimental.

Grandes cientificos como Planck, De Broglie, Schrédinger y FEinstein
rechazaron de plano esta idea. Einstein asumié el liderazgo en la defensa de la
vision cldsica de la fisica y sus debates con Niels Bohr alcanzaron dimensiones
intelectualmente épicas. Einstein sali6 “vencido pero no convencido” porque de
esos debates resulté evidente que, en efecto, no era posible una medicion directa
y simultdnea con precisién arbitraria de la posicién y el momento de una
particula. Sin embargo eso no cerraba la puerta a posibles medidas indirectas que
pudieran desvelar los valores de wvariables ocultas que definirian sin ambigiliedad
el estado fisico de una particula, determinando completamente su evolucién
posterior. Décadas después, gracias a los trabajos teéricos de John S. Bell y a
experimentos pioneros como los de Alain Aspect, se pudo comprobar que tales
medidas indirectas tampoco eran posibles.

EJEMPLO 3.e. La funcién de onda gaussiana

En un instante dado de tiempo ¢, que por simplicidad omitiremos en las expresiones, el
estado cuantico de una particula de masa M sin espin que se mueve en una dimensién
espacial esta dado por la funcion de onda normalizada

(z — 960)2] .

eiko:ﬂ
(ma2)1/4 eXp [_ 2a2

O(z) =

donde g, ko y a son reales y, ademas, a > 0. La funcién ®(x) es una onda De Broglie
(excluida su dependencia temporal) modulada por una gaussiana centrada en el punto
Tr = Xg.

a) Evaltae el valor medio y la incertidumbre de la posiciéon de la particula.

b) Halle la representacion en momentos ®(p,).

c) Calcule el valor medio y la incertidumbre del momento lineal.

d) Evalte el producto AzAp, y compruebe que se satura la desigualdad de
Heisenberg.

f 1 f )
Ayudas: / e~ du = /T / uZe=" du = ﬁ; —/ e~u’2emirugy = o=r/2
R R 2 Vo J r

Solucién:

a) El procedimiento para resolver este ejemplo es practicamente idéntico al empleado
en el ejemplo 3.c, por lo que omitiremos muchos pasos intermedios. La densidad de

probabilidad para posiciones es

1 ef(atfxo)z/a2

p(x) = Jra
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que es una funcién distribuida simétricamente en torno a xq. Por tanto
(z) = 2o
A su vez, la incertidumbre puede escribirse como
Az = [(@?) = (@)*]'? = [(2®) = 220(z) + 220 (2) — (2)°]'/*
v ya que (x) = xq, tenemos que
Az = [(2%) — 220(z) + 23]/ = ((z — 20)%) /2.

Haciendo el cambio x — u = (z — z¢)/a obtenemos inmediatamente que

Az = UR(x - x0)2p(x)dx} R a [;7? /:O u2e“2du] v %

La densidad de probabilidad gaussiana puede asi escribirse como

IS S N € )
p(w)—m(m) p[ (A2 } (3.34)

resultado bien conocido de la estadistica matematica elemental.

b) Haciendo de nuevo el cambio © — u = (x — x¢)/a

~ 1 etkoz (z — x0)? —i
®(py) = —_ pez/hy = .
(Pz) Twh/]R ((7m2)1/4 exp { 502 e T

_ (a2/ﬂ)1/467i(pthko)zn/h P 7ia(pa,7hko)u/ﬁd
. \/ﬁ (& e U
™ R

y usando la ayuda y operando
e—i(Px—hko)wo/h a2(p$ _ hkO)Q
exp |—
(wh2/a2)1/4 p 252

(i)(pr) =

(otra funcién gaussiana).

¢) La densidad de probabilidad en momentos es
S S Nl S S )i
o P2) = 75T P [ (h/a)? ] Varln/(Vaa)] [ 2[h/(¢§a)]2] '

Observe que la transformada de Fourier de una gaussiana es otra gaussiana. Asi,
simplemente comparando con (3.34)

h
) = hky ;3 Apy = ——.
<P> 0 D \/ﬁa

d) Directamente,

1
AxAp, = 3

por lo que vemos que se satura la desigualdad de Heisenberg.

h,
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PROBLEMAS PROPUESTOS

PROBLEMA 3.1. Onda de De Broglie para una particula relativista

Una particula relativista de masa en reposo My se mueve libremente con momento lineal
p- Obtenga su longitud de onda de De Broglie A\ = h/|p| y demuestre la relacion de
dispersion relativista w = +/c?|k|? + w2 — wo con wy = Moc?/h, entre su frecuencia
wr = E/h y el modulo del vector de onda k = p/h.

Muestre que esta relacién de dispersion tiende a w = hlk|?/(2M), que es la ecuacién
(3.7), en el limite no relativista.

PROBLEMA 3.2. El término de degeneracién

Consideremos una muestra gaseosa de N > 0 particulas de masa M que se mueven
libremente dentro de un recinto de volumen V. Si el gas estd a temperatura T las
particulas se mueven con una energia cinética caracteristica que es del orden de la energia
térmica k7. Demuestre que los efectos cuénticos son inapreciables si se cumple que

h3V

Aaeg(T) <1, donde Aaeg(T) = o a5

es una cantidad adimensional denominada término de degeneracion del gas.

PROBLEMA 3.3. Ondas de De Broglie moduladas

En un instante dado, la funcién de onda normalizada de una particula que se mueve en
el espacio es una funcion de De Broglie modulada de la forma

U(r) = ®(r) exp(ikp - r)

donde ®(r) es una funcién real salvo constante multiplicativa irrelevante que no depende
de la posicion. Demuestre que el valor medio del momento lineal es

<p> = <pz>uac + <py>uy + <pz>uz = hkg

y que las incertidumbres de cada una de las componentes de p dependen ezclusivamente
de la funcion ®(r).

PROBLEMA 3.4. (*) La red de difraccién

Un haz de particulas de momento lineal p = pou, muy bien definido incide contra una
lamina A dispuesta en el plano X Z en la hay 2N + 1 rendijas muy estrechas orientadas
en la direccién OY y separadas entre si una distancia d. Supongamos que el haz incidente
es lo suficientemente ancho como para admitir que el nimero de particulas que atraviesa
cada rendija es el mismo. A una distancia yg > Nd situamos una pantalla B, paralela a
la lamina A, que recoge los impactos individuales de las particulas que hayan atravesado
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Figura 3-8. Esquema de un experimento de doble rendija en el que las particulas no inciden
normalmente sobre la lamina difractora (problema 3.5)

las rendijas. Calcule la densidad de impactos sobre dicha pantalla suponiendo que N > 1.
Discuta en detalle los casos:

(i) A< b,

(i) A ~ b,

iii) A > b,

donde A\ es la longitud de onda De Broglie de las particulas.

2N (NS 1 sin[(N + 1)4] (iNB

Ayuda: inf — - =
yuda nzzoe eif — 1 Sin(%ﬁ)

PROBLEMA 3.5. (*) Incoherencia espacial e interferencias

Un haz de particulas con momento lineal py, muy bien definido incide contra una lamina
A en la que hay dos rendijas muy estrechas separadas una distancia D. Las particulas no
inciden normalmente, sino con una pequena desviaciéon de dngulo « respecto de direccién
perpendicular a la lamina A (vea la FIG 3-8).

(a) Obtenga la densidad de impactos contra una pantalla de observacién B situada a
una distancia yg > D de la lamina A.

Supongamos ahora que todas las particulas del haz han sido preparadas en un estado
en el que (p) = pouy, pero en el que la componente z del momento lineal no esta
perfectamente bien definida. Para simplificar el tratamiento matemaético consideremos
que la funcién de onda en la representaciéon en momentos de las particulas incidentes
estd dada aproximadamente por

Uy sipy =po, px =0, p. € [—posina, +pgsinal
0 en el resto de los casos

siendo W( una constante, w = p3/(2mh) y o = 0,2 rad ~ 11,5°.
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(b)] Discuta la bondad de esta aproximacion. ;Cudl sera la densidad de impactos en la
pantalla B?

(c) Obtenga la densidad de impactos si el haz estuviese formado por una mezcla
incoherente de particulas cada una con un momento lineal bien definido pi, = pouy+p.u,
estando el valor de p. distribuido uniformemente en el intervalo [—pg sin a, +pg sin a].
Compare el resultado con el obtenido en el apartado anterior.

Ayuda: Tenga en cuenta que el dngulo o es lo suficientemente pequeno como para que
sean vdlidas las aprozimaciones cosa = 1; sina = «; sin® a ~ 0.

PROBLEMA 3.6. La desigualdad triangular

Consideremos dos funciones ¥(r) y ®(r) de cuadrado integrable. A partir de la
desigualdad de Schwarz demuestre la desigualdad triangular

W+ <[] + (|2 (3.35)
Como consecuencia, pruebe que toda funcién de la forma
I(r) = a¥(r) + &(r) cona,feC

es también de cuadrado integrable.

PROBLEMA 3.7. (!!) Difraccién de agregados

Se han observado fenémenos de difraccién incluso para particulas tan grandes como los
fullerenos Cgg, agregados de 60 atomos de carbono con un didmetro del orden de 1 nm.
En un experimento realizado por el grupo de Zeilinger se analizo6 la difraccion de un haz
de fullerenos Cg con velocidad de 220 m/s a través de un dispositivo de dos rendijas de
anchura 50 nm y cuyos centros estan a una distancia de 150 nm. Una vez difractado, las
particulas del haz impactan contra una pantalla situada a 1.25 m de las rendijas.?*

a) Obtenga la longitud de onda De Broglie A¢ de cada fullereno y la separacién entre
maximos en la densidad de impactos recogidos en la pantalla.

b) Como habra comprobado, ¢ es sustancialmente menor que el tamaiio del fullereno
lo que sugiere considerar los efectos derivados de su estructura interna (en
particular, la vibracién de los nicleos de carbono alrededor de sus posiciones de
equilibrio genera la emision de fotones cuya energia es del orden de 0.1 eV). En
principio, su deteccién permitiria conocer la posiciéon del foco de emisién y, por
tanto, la rendija por la que ha pasado el fullereno. Sin embargo, aunque dichos
fotones se detecten la distribucion de impactos en la pantalla no se ve afectada.
Explique por qué.

Ayuda: evalie la longitud de onda de estos fotones.

21 En realidad se utilizé una red de difraccion, pero a efectos de la fisica del problema esto no es
relevante.
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PROBLEMA 3.8. (!!) La energia del punto cero

Una de las consecuencias més interesantes del principio de incertidumbre es la siguiente.
Imagine una particula no relativista de masa M que se mueve libremente en una
dimension pero confinada al intervalo [—L/2, L/2]. Clasicamente, los estados con energia
minima son aquellos para los que la particula estid en reposo en un punto cualquiera
dentro del rango [—L/2, L/2]. Sin embargo, cuanticamente esto no es posible. A partir de
la desigualdad de Heisenberg estime la energia minima que puede tener la particula, esto
es, el menor resultado posible en una medida de su energia. Para ello pruebe previamente
que las incertidumbres de la posicién y el momento de la particula en cualquier instante
de tiempo han de cumplir necesariamente que Az < L/2 y que (Ap,)? < (p2). A esta
energia minima se la denomina energia del punto cero del sistema.
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TEMA 4
EL ESPACIO DE FUNCIONES DE ONDA

En el capitulo anterior hemos visto que el estado cuintico de una particula se
representa mediante una funcion de onda ¥(r,t). El objetivo de este capitulo
es construir una estructura matemética abstracta, el espacio de las funciones de
onda, en la que hay que construir una formulacién robusta de las leyes de la fisica
cuantica.

Iniciaremos el capitulo definiendo el producto escalar entre dos funciones
de onda y estableciendo su significado fisico como una forma de cuantificar
la similitud entre dos estados cuénticos. Acto seguido comprobaremos que el
conjunto de funciones de onda normalizables forma una estructura algebraica
denominada espacio de Hilbert.

El espacio de Hilbert es un espacio lineal con una serie de propiedades
topologicas especificas, que nos permitirin generalizar el familiar concepto
matemaéatico de base ortonormal del algebra lineal. Estas bases, denominadas
genéricamente de representaciéon, son fundamentales en el desarrollo de la
interpretaciéon probabilistica.

A continuacion introduciremos los operadores lineales en el espacio de Hilbert
de las funciones de onda y expondremos algunas de sus propiedades, senialando
someramente cudl serd su utilidad en el futuro.

Finalmente trataremos la construcciéon de espacios de Hilbert a partir
del llamado producto tensorial de espacios mas sencillos. Esta herramienta
matematica es necesaria para tratar con propiedad sistemas fisicos divisibles en
varios subsistemas. Aprovecharemos la discusiéon para hablar del fenémeno del
entrelazamiento cuantico.

Deberiamos usar rigurosamente las propiedades algebraicas de los espacios de
Hilbert, pero debido a su dificultad “suavizaremos” algunos conceptos matematicos
que se exponen con algo més de detalle en el Apéndice B, cuya lectura es optativa
pero recomendable.
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Orientaciones generales al plan de trabajo

Unas 15 horas de trabajo personal son necesarias para este capitulo. Hay més
contenidos matematicos que fisicos, aunque los segundos no son desdenables: la
similitud entre estados descrita mediante un producto escalar y el entrelazamiento
son conceptos capitales en la teoria cudntica. El lenguaje no serd sencillo:
herramientas como la teorfa de Fourier y los espacios lineales complejos con
producto escalar serdn el entorno natural en el que nos moveremos. Aun asi,
bastantes resultados matematicos son una generalizacién de ideas ya aprendidas
en asignaturas de algebra lineal.

Objetivos del capitulo

= Saber caracterizar la similitud entre estados cuanticos a través del producto
escalar entre sus funciones de onda.

= Recordar las reglas operativas bésicas del producto escalar.

» Familiarizarse con la descripcion formal de los estados de una particula en
el marco de una estructura algebraica general: el espacio de Hilbert de las
funciones de onda.

= Identificar las representaciones en posiciones, en momentos y algebraica
como coordenadas de la funci6on de onda en diferentes bases del espacio
de las funciones de onda.

= Conocer propiedades bésicas de los operadores lineales en un espacio de
Hilbert.

= Realizar un primer contacto con la notacién abstracta de Dirac.

= Entender el concepto de producto tensorial y su relacion con el
entrelazamiento cuantico.
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4.1. SIMILITUD Y PRODUCTO ESCALAR

§ 1. Como vimos en el tema anterior, el estado dindmico cldsico de una
particula se representa por un punto del llamado espacio de las fases (r(t),p(t))
que define sin ambigiiedad los valores de la posicién y el momento lineal. Dos
puntos distintos del espacio de las fases representan estados dindmicos de la
particula diferentes vy, como resultado, dos estados clasicos o son el mismo o
son diferentes.

En fisica cuantica la situacion es otra. Si las funciones de onda ¥(r,t) y
®(r,t), de cuadrado integrable (o normalizables), representan sendos estados
fisicos realizables de la particula, la combinacién lineal

O(r,t) = a¥(r,t) + fP(r,1) con a,feC

también representa un estado realizable. Esto es debido al principio de
superposicion y, mas formalmente, porque la desigualdad triangular

(e, 2) + (r, )| < [W(r, )] + [|@(r, )] (4.1)

(cfr. el problema propuesto 3.6) garantiza que si ¥(r,t) y ®(r,t) son
de cuadrado integrable entonces ©O(r,t) es también una funcién de cuadrado
integrable.

El estado cuantico representado por O(r,t) comparte algunas caracteristicas de
los estados ¥(r,t) y ®(r,t), por lo que aunque podamos afirmar que O(r,t) y
U(r,t) (o que O(r,t) y ®(r,t)) no son fisicamente iguales no podemos asegurar
a priori que sean completamente distintos. Esta aparente paradoja es el resultado
de conjugar el principio de superposicién y el caricter cldsicamente incompleto de
la informacién contenida en la funcién de onda. Es asi esencial definir un criterio
de similitud que cuantifique hasta qué punto dos estados cuénticos son iguales,
parecidos o completamente diferentes.

§ 2. A tal fin definamos el producto escalar de dos funciones como

(U] = /R3 T* (r) ® (r) d’r. (4.2)

Este producto estéa relacionado directamente con la norma |||, ecuacion (3.18),
de una funcion, pues tenemos que

]} = V(W]E). (4.3)
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Ademas, satisface todas las propiedades formales que dicta el dlgebra lineal (vea
la TABLA 4-1) y para funciones de cuadrado integrable toma un valor finito
gracias a la desigualdad de Schwarz.

De acuerdo con el teorema de Parseval podemos evaluar (¥|®) usando
indistintamente las funciones en su representaciéon directa o sus transformadas
de Fourier (representacion en momentos). Por ello, si ¥U(r) y ®(r) representan
sendos estados cuénticos en un determinado instante de tiempo puede decirse,
por extension, que (4.2) es el producto escalar de los estados cudnticos.

El producto escalar y la norma para funciones de onda cumplen las
siguientes propiedades, caracteristicas de todo producto escalar y toda norma:

Producto escalar Norma

(®|P) € RT |®] € RT

(]@) = 0 ®(r) = O(r) |2 =0« ®(r) = O()
(@[W) = (W[®)”

(®la¥) = a(P|T) la®@]| = lal [|®]]

(a®|T) = a*(D|T)
(P|T +T) = (P|¥) + (P|T) |® + W[ < [[@] + [|[¥| (des. triang.)
(®|0) = (0]|®) = 0 para toda ®(r) [(¥|P)| < ||¥| [|®| (des. Schwarz)

donde O(r) = 0 es la funcién nula y @ un escalar complejo arbitrario (en
rigor, las dos ultimas propiedades se pueden deducir de las anteriores).

Nota: Por extension, lo que aqui se ha dicho es valido para los estados cuanticos

de una particula.

TABLA 4-1 Propiedades del producto escalar y de la norma

§ 3. Sabemos que dos funciones de onda ¥ y ® son fisicamente equivalentes
si y solo si existe una constante compleja A no nula tal que ¥(r) =
A®P(r). Multiplicando W(r) escalarmente por ®(r) y por ¥(r) obtenemos,
respectivamente, que

(@[W) = (B[A) = M(®[®) ; (V[¥) = (V[A) = A(V|D).
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Dividiendo ahora miembro a miembro estas expresiones tenemos que:

) o) o (BT @) (elw)we)

(@)
(wlw)  ([®) (W|w)(2|®) = e

=1,

donde hemos usado la propiedad (®|¥) = (¥|P)* del producto escalar definido
en la ecuacion (4.2) y la definicion (4.3) de norma.

Esto sugiere definir la semejanza entre dos estados mediante

[(¥]2)[”

Agern = 111
el

€ [0,1] (4.4)

(Asem < 1 es consecuencia de la desigualdad de Schwarz) y afirmar que seran
méas “parecidos” cuanto mas proximo esté Agen a la unidad. Dos estados seran
completamente diferentes si Agemn, = 0, esto es, si sus funciones de onda son
ortogonales (producto escalar igual a cero). Naturalmente podriamos haber
definido otro criterio pero éste, basado en el producto escalar, va a ser el més
adecuado a nuestros propositos tal y como se ird viendo en los proximos capitulos.

§ 4. Por ejemplo, supongamos que en un instante ¢ una particula estd en un
estado cuya funcion de onda es ¥(r). Por la definicién (4.2) de producto escalar,
U(r) serd ortogonal a cualquier otra funciéon de onda ®(r) que cumple

U*(r) ®(r) =0 para todo r € R3

(la condicion es suficiente, pero no necesaria). Esto implica que ¥(r) y ®(r) son
no nulas en regiones disjuntas del espacio, propiedad que es inmediatamente
extensible a las densidades de probabilidad asociadas a una medida de la
posicién. Como consecuencia, si al medir la posicion en dos estados de una
particula obtenemos con total sequridad resultados distintos, las funciones de onda
representativas son ortogonales.

Lo mismo sucede si hablamos del momento lineal. Como el producto escalar
se puede evaluar también en la representacién en momentos, si no hay valores
de p para los que ¥(p) y ®(p) son simultaneamente no nulas, una medida de p
en cada uno de estos estados dard con seguridad un valor diferente. Puesto que,
entonces,

U*(p)®(p) =0 para todo p € R?

el producto escalar (¥|®) sera cero.
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Tenemos asi una primera interpretacion fisica de la ortogonalidad entre dos
funciones de onda. Si al medir una magnitud como la posicion (o el momento) en
dos estados obtenemos con seguridad valores distintos, podemos intuitivamente
afirmar que esos dos estados son claramente diferentes. Esta diferencia se plasma
en que el producto escalar entre las funciones de onda representativas es nulo.

Pero el producto escalar de dos funciones ¥(r) y ®(r) puede ser también nulo
sin necesidad de que las funciones tengan soportes disjuntos, es decir, sin necesidad
de que ¥*(r)®(r) = 0 para todo r (o U*(p)®(p) = 0 para todo p). Pensemos,
por ejemplo, en las siguientes funciones de onda, correspondientes a una particula
que se mueve en una dimensién espacial

2

U(z) = Aexp (—222> ; ®(z) = Brexp (-;;)

(A y B son constantes de normalizacion y « es un escalar real y positivo). Puesto
que ¥(z) es par y ®(z) es impar, tenemos que

+oo
(W|) :/ U (2)0(2)dz = 0,
— 00

ya que el integrando es una funcién impar. Con este ejemplo vemos que medidas
de la posicion o del momento en los estados descritos por estas U(r) y ®(r) pueden
dar resultados iguales. Sin embargo, veremos méas adelante que en general hay otra
propiedad fisica “distintiva” para la que es imposible encontrar un mismo valor
en ambos estados.

Podemos entonces dar una interpretacion fisica més general a la ortogonalidad
de funciones. Dos funciones de onda son ortogonales si y solo si
representan sendos estados fisicos para los que al medir una cierta
propiedad fisica obtendremos con certeza resultados diferentes.

4.2. EL ESPACIO DE LAS FUNCIONES DE ONDA

§ 1. Recordemos que, como ya se comenté en el tema anterior, el tiempo ¢ es un
pardmetro asociado a la evolucién del estado fisico. Nos podemos, pues, olvidar de ¢
si no estamos interesados en aspectos dindmicos. En la seccién anterior hemos visto
que la combinacién lineal de funciones de onda de cuadrado integrable es también

1 . . . . o el . . 2
Esa propiedad no tiene por qué ser ni la posiciéon ni el momento lineal y més adelante veremos que
puede ser la energia mecanica de una particula cuando esta sometida a una fuerza recuperadora.
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normalizable. Ademads, bajo las operaciones suma y producto por un escalar,
las funciones complejas definidas sobre R3 cumplen las propiedades mateméticas
que definen a un espacio lineal. Podemos entonces plasmar matematicamente el
principio de superposiciéon de la siguiente manera:

i) Las posibles funciones de onda normalizables (esto es, de cuadrado
integrable) de una particula que se mueve en el espacio constituyen un
espacio lineal complejo, designado por el simbolo £2(R?), en el que se ha
definido un producto escalar y una norma mediante las Egs. (4.2) y (4.3).

ii) El espacio lineal £2(R?) tiene la peculiaridad de que su dimension algebraica
es infinita ya que es posible encontrar en él un namero arbitrariamente
grande de funciones linealmente independientes.?

iii) Como la funcién nula forma parte de £2(R3) admitiremos por convenio que
representa el estado “particula ausente” o el “estado imposible”.

El término combinacién lineal indica, en rigor, una suma de un numero
finito de sumandos. Aun asi, ya hemos aplicado el principio de superposiciéon
a sumas continuas en forma de integrales que, dividiendo el rango de integracion
en intervalos finitos, son equivalentes a sumas discretas de infinitos términos que
deben entenderse como el limite de una sucesion. Por ejemplo:

[ee] m
O(r) = Z ap¥U,y(r) = lim Zan\lln(r) = lim ®P,,(r),
m—0o0 m—00

n=1 n=1
donde ay, es un escalar complejo y ¥y, (r) una funcién de onda normalizable. Puede
ocurrir que esta sucesion diverja® pero lo que no seria admisible es que dicha
sucesion convergiese a una funcién que no fuese normalizable ya que la utilizacion
despreocupada de sumas infinitas o series no seria admisible (y ya no digamos la
evaluacion de sumas continuas mediante integrales). No obstante, esto no puede
suceder para las funciones de cuadrado integrable: si una sucesién de funciones
normalizables ®,, converge a una funcién, ésta es necesariamente normalizable.
Formalmente, esto se escribe como

{20} CLEY) vy lim [0, -0 =0 = o) €LXE), (45)

2 por ejemplo: escoja una funciéon normalizable que tome valores no nulos en una regiéon finita
del espacio, otra con igual forma pero trasladada a una segunda regién disjunta a la primera, y asi
sucesivamente.

3 Esto no seria especialmente preocupante ya que lo inico que habria pasado es que habriamos hecho
una descripcion incorrecta de ®(r).
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donde hemos definido el criterio de convergencia usando la propiedad de la
norma, | V|| =0 < ¥(r) =0.

En lenguaje matematico, la condicién (4.5) es la que define a un conjunto
topolégicamente cerrado, y a los espacios lineales con un producto escalar y
cerrados bajo la norma definida a partir del producto escalar se les denomina
espacios de Hilbert. Sobre estas estructuras algebraicas se va a cimentar todo
el formalismo cuantico, que usara herramientas del Algebra Lineal ya conocidas,
aunque con algunas matizaciones debidas a la dimensién infinita de £2(R3).

Tenemos asi que:

e En fisica cuéntica los posibles estados realizables de una particula
en un instante ¢ se describen mediante funciones de onda complejas
U(r,t) de cuadrado integrable. La funcion de onda contiene toda la
informacién experimentalmente accesible acerca de la particula en términos
de probabilidades de ocurrencia.

e El conjunto £2(R3) de todas las funciones complejas de cuadrado
integrable es un espacio lineal, lo que refleja el principio de superposicion:
si U(r,t) y ®(r,t) representan posibles estados realizables en un instante ¢
entonces la funcion a¥(r,t) + fP(r,t), siendo a y 5 dos constantes complejas
arbitrarias, también representa un estado realizable.

e En L?(R?) se define un producto escalar (¥|®), que lo dota de
estructura algebraica de espacio de Hilbert, y que define la similitud
entre dos estados cuanticos. Los estados serdn completamente distintos en
un instante ¢ dado si sus funciones de onda son ortogonales ((¥|®) = 0)
mientras que serdan iguales (fisicamente) si

(|@)[*

W =1 con (¥|®) E/ \I’*(r)(I)(r)d?’r, ||| = (q,‘\p>1/2.

R3

§ 2. Como ya hemos mencionado, todo estado cuantico realizable de una
particula estd representado en un instante de tiempo por una funcion ¥(r) de
cuadrado integrable. Sin embargo, y estrictamente hablando, la reciproca no es
cierta. Por ejemplo, existen funciones de onda normalizables para las que se tiene el
muy poco razonable resultado de que el valor medio de la energia cinética diverge.
Esto implica que hay funciones de onda de £2(R3) que, a priori, no deberian
aparecer en la descripcion de un sistema fisico aunque tengan perfecta cabida en
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el formalismo matemético. En particular, el valor medio de toda potencia positiva
de cualquier componente de la posicién en un estado cuantico ha de ser finito,
por lo que ¥(r) debe ser de muy corto alcance. Lo mismo ha de ocurrir para el
momento lineal. \i/(p) también ha de ser de muy corto alcance, que es algo que
tnicamente ocurre si ¥(r) es infinitamente derivable.*

Las dos condiciones que acabamos de mencionar se cumplen en el conjunto
S(R3) de funciones de Schwartz, también llamado de funciones suaves de
decaimiento rdpido:®

zly™mz"(r) € L2(R3)

U(r) e S(R®) <« para todo ¢,m,n € N. (4.6)

8€+m+nqj(r)

2 3
Faomgary < X R

El conjunto S(R?) es topoldgicamente denso en L£L2(R3). Por la definiciéon de
conjunto denso, para toda funcién ¥(r) € £L2(R3) y para todo € > 0 siempre es
posible encontrar una funcién de Schwartz ®(r) tal que ||¥ — ®|| < e. En otras
palabras, toda funcion de onda de cuadrado integrable puede aprozimarse con
precision arbitraria por una funcion de Schwartz. Dando la vuelta al argumento,
toda funcién de L£2(R?®) puede servir como una descripcién matematicamente
aproximada de algin estado cudntico estrictamente realizable. Teniendo en cuenta
esta salvedad, podemos afirmar que toda funcién normalizable, sea 0 no de
S(R?), representa un estado realizable.

Para que el formalismo matematico sea consistente es preciso trabajar sobre
una estructura de espacio de Hilbert. Esto explica por qué el espacio de las
funciones de onda que se emplea en fisica cuantica es £2(R3) y no S(R?): el
primero es de Hilbert (topologicamente cerrado) mientras que el segundo, siendo
en si mismo un espacio lineal, no es cerrado.

§ 3. Las funciones de onda no normalizables se utilizan de manera ubicua en
fisica cuantica, bien sea para realizar una descripciéon matemaética simplificada de
un estado cudntico, bien para representar estados limites ideales que fisicamente
son imposibles de alcanzar.

1 FEsta es una propiedad tipica de la transformada de Fourier que est4 directamente relacionada con
el hecho ya comentado en el capitulo 1 de que la derivada en el espacio de posiciones se transforma en
la multiplicaciéon por las componentes del vector de onda en el espacio reciproco.

5 La definicién para los conjuntos S(R2) y S(R), relevantes si la particula se mueve sobre un plano
o sobre una recta respectivamente, es analoga.
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e Nosotros ya conocemos un ejemplo: las funciones de De Broglie dadas por

fa(r) = (277;)3/ expliq - 1/h) (4.7)

(el prefactor (27h)3/? se incluye por conveniencia matematica). Recordemos que,
de acuerdo con el postulado de De Broglie, 04(r) es el limite al que tiende la
dependencia espacial de una funcién de onda en un estado en el que el valor
medio del momento lineal es (p) = q cuando la incertidumbre Ap — 0.

Como la informacioén fisica se va a extraer a partir de productos escalares,
nos evitaremos problemas de indole matemético en la utilizaciéon de funciones no
normalizables si su producto escalar con cualquier funcién de Schwartz es finito.
Esto es,

A(r) ¢ £2(R3) representa un
(r) ¢ L2(R?) } = (A|®) € C para toda ®(r) € S(RB)

estado limite ideal (no realizable)

(4.8)

donde al indicar que (A|®) € C damos por supuesto que tal producto escalar es

finito. Se puede comprobar que las funciones de De Broglie satisfacen la condicion

(4.8). Ademas, podemos afirmar que son ortogonales entre si. En efecto, haciendo
un cambio de variable,

o 3y [ e heaTt _/ TP
(OplOq) = /R3 Op(1)0q(r)d"r = /R3 (2mh)3 r = re  (2m)3 i

y recordando los resultado del epigrafe §1.3.3,

oo sip=q
(OplOq) =d0(p—aq) = (4.9)
0 sip#q.

Esta relacion de ortogonalidad puede asi interpretarse como sigue: no siendo
ninguno de ellos realizables, los estados representados por fq4(r) y Op(r) son
completamente distintos porque al medir en cada uno de ellos una propiedad
fisica, el momento lineal, se tienen con certeza los valores diferentes q y p.

e Como veremos en el ejemplo que cierra esta seccién, estas mismas conclusiones
también son validas para los estados descritos por las deltas de Dirac

0a(r) =4d(r — a). (4.10)
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De hecho, d4(r) corresponderd a un estado igualmente hipotético en el que
la posicion estd completamente definida (la medida de la posicion es a, con
incertidumbre nula).

§ 4.

En resumen, las funciones de onda que se utilizan en el formalismo

matematico de la fisica cuéntica son de tres tipos:

a)

b)

Funciones normalizables de Schwartz, que forman el subconjunto S(R?) de
L2(R3). Estas funciones representan exactamente estados cuénticos de la
particula realizables, esto es, para los que existe un procedimiento fisico por
el que obtenemos la particula en dicho estado cuantico.

Funciones normalizables de L*(R3) pero que no son de Schwartz. Estas
funciones constituyen una descripcién arbitrariamente precisa de un estado
cuéntico realizable y, mateméticamente, se pueden utilizar en pie de
igualdad junto a las funciones de S(R?). Su inclusién en el formalismo
responde no sé6lo a una cuestién de conveniencia, sino porque son necesarias
para que el espacio de las funciones de onda sea de Hilbert.

Funciones no normalizables pero que satisfacen la condicion (4.8). Sirven
para describir estados ideales, fisicamente imposibles de preparar.

EJEMPLO 4.a. (!) Estados con posicién completamente definida

Un estado cuantico tendria una posicion a completamente definida si (r) = a y si las
incertidumbres de las tres componentes de la posicion fuesen cero. Designemos por 04 (r)
la funcién de onda de ese hipotético estado.

a) Compruebe que d4(r) es la delta de Dirac 6(r — a).
b) Verifique que si a # b entonces las funciones de onda d4(r) y p(r) son ortogonales.
Solucién:

a) El valor medio de la componente x de la posicién es

:E:L *(r) z U(r) d°r
() ”@HQ/RS\P() U(r) dr.

Consideremos una funcién factorizada de la forma

U(r) = 6(z — az)®(y, 2)

Entonces, aplicando la propiedad z6(x — a;) = a,0(z — ay)

y o e T@U@Er )
) = U*(r)a, ¥(r)d’r = a, =a, = qa,.
A TTEN R TE e
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A su vez, para este mismo estado

r)? = ! *(r)(z — az)?¥(r)dr
(Ao = g [ W) -0

pero como (x — a;)?0(x — a;) = (az — az)*6(x — a,) = 0, tenemos inmediatamente que
(Ax)? = 0. Por consiguiente, cualquier funcién de onda de la forma §(x — a,)®(y, 2)
representa un estado (ideal) en el que x esta bien definida con valor a,. Procediendo
andlogamente para las otras dos coordenadas, llegamos a que

da(r) =90(x —az)d(y — ay)d(z —a,) = 5(r — a).
b) Es inmediato si tenemos en cuenta que la delta de Dirac es real:
(0a]0p) = /R3 §*(r —a)é(r — b)d’r = 6" (b —a) = 6(b — a),
que es igual a cero si b # a.
Nota: Obviamente, ninguna de las integrales que hemos escrito converge por separado,

incluida la que proporciona ||¥||? , pero si pensamos en una delta de Dirac como un
limite los pasos anteriores estan justificados.

4.3. BASES DE FOURIER Y BASES DE REPRESENTACION

4.3.a BASES DE FOURIER

§ 1. Consideremos un espacio lineal genérico WW de dimension algebraica finita
N. Una base es un subconjunto B de W linealmente independiente, tal que todo
elemento de W se puede escribir como combinaciéon lineal de elementos de B.
Un teorema bésico del algebra lineal indica que el cardinal de cualquier base es
igual a N, y que para cada elemento de W la combinacién lineal en términos de
elementos de B es tunica. Ello implica que cualquier elemento del espacio lineal
queda univocamente determinado por los coeficientes de tal combinacién lineal de
los elementos de B, que se denominan coordenadas.

A priori, estos importantes resultados no tienen por qué ser validos en un
espacio lineal de dimensién infinita. Sin embargo, el teorema de Riesz-Fischer
establece que L£2(R3) es un espacio de Hilbert separable, es decir, que tiene
bases formadas por un numero infinito, pero numerable, de funciones. La tnica
salvedad es que, en general, la combinacién lineal de una funcién de cuadrado
integrable en términos de los elementos de una de estas bases tendrd infinitos
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términos. En particular, existen bases ortonormales (formadas por funciones
ortogonales entre si y de norma unidad) numerables, también conocidas como
bases de Fourier.®

Llamemos B = {®(r), ®2(r), @3(r),...} a una base de Fourier de L2(R3?).

Como B es un conjunto ortonormal, se cumple que

1 sin=m
(@] @) = / O} (1) Dy, (v)dPr = 6y = (4.11)
k3 0 sin #m,

donde hemos introducido la delta de Kronecker 6, . Puesto que B es una base,
toda funcién de cuadrado integrable puede escribirse como

U(r) = Z cn®n(r)
n=1

siendo ¢, la n-ésima coordenada de la funcion ¥(r). Usando la linealidad del
producto escalar y (4.11),

<(I)m’\II> = ch<q)m|©n> = zcném,n = Cm
n=1 n=1
llegamos a
U(r) =) cn®u(r), con ¢, = (®,|T) = / * (r)¥(r) d’r. (4.12)
n=1 R3

Esto es, la n-ésima coordenada de una funcion V(r) en una base ortonormal es
igual al producto escalar del n-ésimo elemento de la base por la funcion V(r).

La importante relacion (4.12) garantiza que la suma de funciones y su producto
por un escalar complejo A se pueden efectuar a través de sus coordenadas en
una base de Fourier. Asi, sean ¥(r) y J(r) dos funciones normalizables cuyas
coordenadas respectivas en una base B son {c,} v {z,}. Entonces, ¢, + 2z, es la
n-ésima coordenada de ¥(r) + ¢¥(r), mientras que Ac, es la n-ésima coordenada
de la funcion A\¥(r).

5 Puesto que, segiin el teorema de Riesz-Fischer, toda base ortonormal de £2(R3) es numerable,
no podemos encontrar en £2(R3) un conjunto formado por un continuo de funciones ortogonales dos a
dos. Esto tendra importancia en el futuro.
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Por otra parte, podemos desarrollar el producto escalar de estas dos funciones
como sigue,

(9w = Z Z 20 Pnlem @) = Z Z z2p (P | Prn) = Z Z 20 CmOn.m

n=1m=1 n=1m=1 n=1m=1

y usando las propiedades de la delta de Kronecker,

(9 W) = Zz Cn.- (4.13)

Tenemos asi que también el producto escalar entre funciones se puede evaluar a
partir de sus coordenadas. Lo mismo sucede para la norma, ya que:

1/2

) = (U|w)/? = ZIC &

Notese ademas que las sucesiones de coordenadas {ci, g, ...} forman un espacio
de Hilbert bajo el producto escalar dado en (4.13), al que se designa como C5°.
El teorema de Riesz-Fischer es entonces equivalente a afirmar que £2(R3) y C5°
son isomorfos.

e Si ahora introducimos la dependencia temporal, cada funciéon de onda
U(r,t) queda determinada univocamente en una base ortonormal B =
{®1(r), Po(r), P3(r),...}, que no depende del tiempo, por una sucesion infinita
de numeros complejos {c;(t), ca(t), c3(t), ...} tales que’

en(t) = (P, (1)) = /R3 ®* (r)¥(r,t)d’r , con Z |len(t)]? finito

La evolucion del estado cuéntico se plasma asi en la dependencia temporal de
las coordenadas de su funcién de onda en la base B. Diremos entonces que
{c1(t), ca(t), c3(t),...} constituye una representacion algebraica de la funcion de
onda ¥(r,t). Fijese en el grado de abstraccion que supone: el estado cuéntico ya
no se describe mediante una funcién definida en el espacio sino ja través de una
sucesion infinita de numeros complejos!

T A este respecto no es ocioso insistir de nuevo en que el tiempo es un mero parametro (no una
variable) en la definicion de la estructura algebraica del espacio de las funciones de onda.



4.3. BASES DE FOURIER Y BASES DE REPRESENTACION

bo(u) =1 hi(u) =2u ho(u) = —2 + 4u?
bs(u) = —12u + 8u? ha(u) = 12 — 48u? + 16u*
bs(u) = 120u — 160u3 + 32u® he(u) = —120 + 720u? — 480u* + 64uS

d" exp(—u?)

B (1) = (~1)" exp(u?) =0

TABLA 4-2 Polinomios de orden méas bajo que aparecen en las funciones de la base
ortonormal de Hermite. Se incluye también la férmula de su término general

§ 2. Como ejemplo del teorema de Riesz-Fischer, esto es, de la existencia de
bases ortonormales numerables, se puede proponer la base ortogonal de Hermite
de £2(R), formada por las funciones de Hermite, ®,,(z)

hn(m/a)e_z2/(2a2)
(2nn!y/ma)l/?

donde b, (u) es un polinomio de grado n (vea la TABLA 4-2). Como puede
apreciarse, los elementos de esa base son funciones de Schwartz.

Bu,n = {@n(x) = cona € RT; n=0,1,2,3, } (4.14)

Toda funcién ¥(z) de £2(R) se podra expresar entonces como®

o0

U(z) =) enn(x)  con ¢, = /R O ()0 (z)d. (4.15)

n=0
Como sabemos, la suma infinita que aparece en (4.15) ha de entenderse como el
siguiente limite:

M
U(x) = ]\}gnoo Upr(z), con ¥y(z)= chi'n(x),
n=0

y, a efectos practicos, a medida que aumentemos M tendremos una mejor
aproximacion a la funcion ¥(z) incluso aunque ésta no sea de Schwartz.

Se puede tomar como ejemplo ilustrativo la funcién triangular,

1—|z/al si |z| <«
To(z) =
0 si x| > a.

8 . . ~ . A .
Las funciones de Hermite ®,(z) son reales por lo que sefialar la conjugacion compleja no es
necesario, aunque lo hemos hecho para mantener la consistencia con la expresion general (4.12).
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x/a x/a

Figura 4-1. Aproximacion de la funcién triangular T (z) por combinaciones lineales de M + 1
funciones ortonormales de Hermite

Como se puede apreciar en la FIG. 4-1, obtenemos una aproximacion
razonablemente buena con M = 20, y con M = 60 el acuerdo es ya muy bueno.

El teorema de Riesz-Fischer y, en consecuencia, la existencia de bases
ortonormales numerables, es también aplicable al espacio de Hilbert £2(RN) de las
funciones de onda normalizables de una particula que se mueve en N dimensiones
espaciales.

4.3.b BASES DE REPRESENTACION

§ 3. Pensemos ahora en las funciones no normalizables dq(r) y Oq(r) que,
recordemos, representan estados limite no realizables para los que la posicion
y el momento lineal estan completamente definidos, respectivamente. Dada una
funcion de onda ¥(r,t) de cuadrado integrable, a partir de las definiciones de
delta de Dirac y de transformada de Fourier es inmediato ver que

W(r,t) = /R Wl 1)5a(r) da = / B(q, )04(r) d*q (4.16)

RS

donde

\If(a,t):/ 55(r) W(r,t) dPr = (54|T)
R (4.17)

B(q,t) = /Rg 6:(x) W(r,t) d°r = (]0).

De acuerdo con estos resultados, para cada posicion a el valor complejo ¥(a,t)
puede interpretarse como una “coordenada” de la funcion de onda V(r,t) en una
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“base” del espacio L2(R3) formada por las funciones &4(r), ortogonales entre si.
A su vez, para cada valor de q, la representacion en momentos i’(q, t) seria una
“coordenada” de la funcion de onda ¥(r,t) pero en otra “base” compuesta por las
funciones 4(r), también ortogonales.

La peculiaridad de estas “coordenadas” es que forman un continuo y que las
funciones ortogonales de la “base” tienen norma infinita y no pertenecen al espacio
L2(R3). Asi, no es correcto afirmar que las funciones de De Broglie y las deltas
de Dirac puedan formar parte de bases ortonormales numerables (o de Fourier)
del espacio de Hilbert de dimensién infinita £2(R?).

§ 4. Podemos, pues, generalizar el concepto de base ortonormal e introducir el
de base de representacion B de L?(R3) que es la unién de:

(i) un conjunto numerable {®,(r)} de funciones de norma unidad, en el que el
indice n toma valores discretos;

(ii) un conjunto continuo {Ax(r)}, en el que el indice A toma valores en un
continuo, de funciones no normalizables que obedecen la condicion (4.8).

Ademas, todas estas funciones de una base de representaciéon han de cumplir:
(a) Las condiciones de ortogonalidad dadas por

(al®u) = Sum © (ANAY) =3O —p) i (@A) =0  (418)

donde 6(\ — p) es la delta de Dirac. Note que n y m indican valores discretos,
mientras que A y p son indices continuos.

(b) Que toda funcion ¥(r) de £2(R3) pueda escribirse como

cn = (Pn|V)

T(r) =) cn®n(r) + / exAx(r) dh con (4.19)
" ey = (AA|Y)

donde la suma sobre n y la integral sobre \ se extienden sobre todos los valores
que pueden tomar estos indices. Los escalares complejos {c,} y {ca} son asi las
coordenadas de ¥(r) en la base B.

Por consiguiente diremos que las funciones 0q(r) y 64(r), de las que
hemos hablado en § 3, constituyen sendas bases de representacion a las
que, por motivos evidentes, denominaremos en posiciones y en momentos,
respectivamente.’

9 Si tiene reparos matematicos, consulte el Apéndice B.
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Usando las propiedades de la delta de Dirac y la linealidad del producto
escalar, es facil generalizar la ecuacion (4.13) a coordenadas continuas cy y zy, de
manera que el producto escalar de dos funciones cualesquiera de £2(R?) se puede
expresar en términos de las coordenadas de una base de representacién como

(9w = Zz;;cn + /zf\c)\ dA. (4.20)

Ademas, la norma de una funcién de £2(R3) sera

192 =3 Jeal? + / eal? dA. (4.21)

Tampoco es dificil probar que la condicién necesaria y suficiente para que
un conjunto ortogonal {{®,(r)},{Ax(r)}} forme una base de representacion de
L2(R?) es que se satisfaga la relacién de cierre

Z O; (r)®, (") + /AK(I')AA(I") d\=6(r — ). (4.22)

En resumen, las funciones no normalizables que satisfacen la condiciéon (4.8) no
solo sirven para describir estados cuénticos ideales (no realizables), sino también
para construir bases de representacion del espacio £2(R?) de funciones de onda. '
Obsérvese que, entonces, todas las coordenadas de una funciéon de Schwartz en
una base de representacion son nameros complejos finitos, {¢,} y {c)\}. Para una
funcion ¥(r) de cuadrado integrable, pero que no sea de Schwartz, puede ocurrir
que alguna coordenada cy de la parte continua sea infinita. Sin embargo, ese valor
infinito sera integrable en las expresiones (4.19), (4.20) y (4.21).

§ 5. La etiquetaciéon que hemos hecho de las funciones de una base de
representacion es la méas simple posible, pero no es la tnica. En muchos casos
se identifican las funciones con un conjunto de indices, denominados ni#meros
cudnticos, que toman valores discretos para las funciones normalizadas y valores
continuos para las no normalizables. Por ejemplo, en la base de representaciéon
en posiciones {d4(r)} de £2(R?) los niimeros cudnticos son las tres coordenadas
g, ay, a, que pueden tomar un valor real cualquiera.

10 5y general, el espacio en donde se trabaja sera RY, en vez de R3.
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4.3.c PROYECCIONES ORTOGONALES

§ 6. Todos los resultados que hemos visto son aplicables a un subespacio de
Hilbert W de L£?(R?), es decir, a un subconjunto de funciones de cuadrado
integrable que constituyen un espacio lineal en si mismo y topologicamente
cerrado. Esto nos va a permitir llegar a un resultado algebraico de gran utilidad
en el formalismo cuéntico.

Sean W un subespacio de Hilbert de dimension algebraica N (finita o infinita
numerable), Byy = {®;(r), ..., Pn(r)} una de sus bases ortonormales y ¥(r) una
funcién arbitraria de cuadrado integrable. Definimos la proyeccién ortogonal
de ¥(r) sobre W como la funcién

N

Ty (r) =D (8| T) P, (r) (4.23)

n=1

que, obviamente, pertenece a WW. Podria parecer que la funcion ¥y (r) depende de
la base ortonormal escogida pero no es asi. La funcién ¥U(r) — Wy (r) es ortogonal
a W ya que (compruébelo) ¥(r) — Wyy(r) es perpendicular a todos los elementos
de la base Byy; por la linealidad del producto escalar W(r) — Wy (r) sera ortogonal
a cualquier funcioén escrita como combinacién lineal de las funciones de Byy, esto
es, a cualquier funcién de W.

Asi, este llamado teorema de la proyeccion ortogonal establece que la
descomposicion

\Ifw(r) ew

\Il(r):\llw(r)—i—(\ll(r)—\llw(r)), con (\P() . ())J_W (4.24)
r) — Yy(r

es unica: obtendriamos la misma funcion Wyy(r) si hubiésemos escogido otra base
de representacion de W.

§ 7. El conjunto formado por todas las funciones ortogonales a W es también un
subespacio de Hilbert, llamado complemento ortogonal y simbolizado a veces
como W+, El teorema (4.24) sefiala entonces que toda funcion de onda se escribe
de manera tGnica como suma de una funcion de W y de otra de W+.

Por tanto, una base de todo £?(IR?) se consigue a partir de la unién de una
base de W y de otra de W, Se dice entonces que £2(R?) es igual a la suma
directa de los subespacios de Hilbert W y W-.
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4.4. OPERADORES EN UN ESPACIO DE FUNCIONES

§ 1. Introduzcamos ahora los operadores en el espacio' de funciones £2(RN)
donde N =1,2,3, ... Empecemos recordando unas definiciones basicas.

e Un operador A de L2(RN) es cualquier aplicacién que hace corresponder a
una funcion de £2(RN) otra funcion de £2(RN):

A:L2RY) = L2(RY) tal que VU¥(r) € D(A) — A¥(r) € L2(RY).  (4.25)

Un operador se caracteriza por:

i) su regla de actuacion, esto es, el procedimiento mateméatico que define A\I/(r)
a partir de ¥(r);

ii) su dominio D(A) C L2(RN), esto es, el subconjunto de £2(RYN) de las funciones
sobre las que actua el operador. Si el dominio no se especificase se sobreentiende
que es el mas amplio posible compatible con la regla de actuacion.

Dos operadores son iguales (A = B) si sus reglas de actuacion son las mismas
y sus dominios coinciden.

Nota: Puesto que £2(RN) es un subconjunto de otro mas amplio, el de las
funciones complejas definidas sobre RN la regla de actuacion de A puede tener
sentido para funciones no normalizables. Por ejemplo, el operador 7, cuya regla
de actuacioén es

OV (r)

& U(r) = —i o
2 ¥(r) ! oz dz—0 dz

(4.26)

puede aplicarse a cualquier funciéon que sea continua, pero cuando 7, actia como
operador de £2(R?) su dominio son aquellas funciones continuas de cuadrado
integrable para las que 0¥ (r)/0x también es de cuadrado integrable.

e Un operador de L2(RN) es lineal si asi lo es su regla de actuacion.
Especificamente, si ¥(r) y ®(r) son funciones cualesquiera de su dominio D(A) y
(a, B) cualquier par de nimeros complejos,

) i) a¥(r)+ Bd(r) € D(A)
A es lineal < (4.27)
ii) A(a¥(r) 4+ Bd(r)) = aA¥(r) + SAD(r)

(la primera condicién seria redundante si no imponemos restricciones artificiales
al dominio de A, pero la hemos incluido por claridad). Por tanto, el dominio de

1 1,05 resultados son aplicables a cualquier espacio de Hilbert.
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un operador lineal es un subespacio de £2(RN), aunque D(A) no necesariamente
es un subespacio de Hilbert (puede ser topologicamente abierto como el conjunto
de las funciones de Schwartz).

Es evidente que el operador 7, es lineal, al igual que el operador

Z¥(r) = 2¥(r). (4.28)

§ 2. Dados dos operadores lineales cualesquiera A y B y un escalar complejo
arbitrario A, podemos construir otros operadores lineales a partir de las siguientes
operaciones bésicas:

a) Suma de operadores: (A 4+ B)¥(r) = A¥(r)+BU(r)

b) Multiplicacién por un escalar: (AA)¥(r) = )\(A\Il(r))

¢) Producto o composicién de operadores: (AB)¥(r) = A(E\P(r))

donde se sobreentiende que U(r) pertenece simultaneamente a los dominios de A
y B en a), al dominio de A en b), y que ¥(r) € D(B) y BY(r) € D(A) en c).

Tenga en cuenta que mientras la suma de operadores es conmutativa (A +B =
B+ A) puede que el producto no lo sea (en general AB + BA)

También podemos definir el operador “potencia n-ésima de A7 como

Ar=AA.. A (4.29)
—_——

n veces

Supongamos una funcioén g(z) que admite el siguiente desarrollo en serie de
Taylor
g(z) =ap+ a1z + asz® +aszz® + ... con a; € C
y un cierto operador A. Definimos el operador g(fl) a través de la siguiente
expresion formal
g(A) = ag + a1 A + ax A% 4 az A3 + ... (4.30)
cuyo dominio esté formado por todas las funciones ¥(r) para las cuales
[e.e]
> a, AMU(r) € L2(R).
n=0

Finalmente, si Lesel operador identidad (habitualmente se escribe I=1 para
abreviar), el operador inverso de A es aquél que cumple que

AATN(r) =10(r) = O(r) ;  A7'Ad(r) =18(r) = O(r)
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para toda funcion ¥(r) € D(A™!) tal que A~'W¥(r) € D(A), y para toda ®(r) €
D(A) tal que A®(r) € D(A™1). Dando por supuestas las matizaciones precisas en
los dominios, podemos escribir sencillamente que

AATL = A1TA =1

§ 3. Dentro del conjunto de los operadores lineales definidos en £2(RY) se
pueden definir algunos subconjuntos caracterizados a través del producto escalar.
Si seguimos la siguiente notacion:

<\1:yAc1>>:/RN T (r){Ad(r)} dVr <A@;¢>:AN{A@(r)}*¢(r) dNr

tenemos tres clases importantes de operadores lineales:

a) Operadores unitarios (que conservan el producto escalar)

U es unitario < (UU|UD) = (V|D) VU(r), ®(r) € L2(RY). | (4.31)

b) Operadores simétricos:

A es simétrico & (U]|AD) = (AT|B)  VI(r), d(r) e D(A). | (4.32)

c) Proyectores [ortogonales]:

P es proyector < P es simétrico y P2¥(r) = PU(r) YU(r) € L2(RN).
(4.33)

Observe que se da por supuesto que los operadores unitarios y los proyectores
tienen como dominio todo el espacio de Hilbert £2(RN).

- Los operadores unitarios se utilizan en fisica cuéantica: (i) para estudiar la
evolucion temporal de la funciéon de onda U(r,t), (ii) para expresar formalmente
cambios de [base de| representacion, (iii) para estudiar propiedades de simetria.
- Los proyectores se emplean para calcular probabilidades de ocurrencia.

- Los operadores simétricos, finalmente, representan a las magnitudes fisicas y se
usan en el calculo de valores medios e incertidumbres.

e Estos tres tipos de operadores satisfacen las siguientes propiedades de interés
que no son muy dificiles de demostrar (ha debido estudiarlas en asignaturas de
Algebra Lineal, si bien restringidas a espacios de dimension finita):
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(a) Si B = {®1(r), P2(r), ...} es una base ortonormal de L2(RN) y U un operador
unitario, entonces {U®;(r), Uy (r), ...} también es base ortonormal de £2(RN).
(b) Si W es un subespacio de Hilbert de dimension algebraica N (finita o infinita
numerable), Byy = {®4(r),...,Pn(r)} una de sus bases ortonormales y Wyy(r)
la proyeccion ortogonal sobre VW de una funcién ¥(r), entonces el operador Pw
definido como

N
PP (r) = Uyy(r) = Z(@n\\lf>cl>n(r) para todo W(r) € L2(RY) [ (4.34)

n=1

es un proyector. Como consecuencia inmediata, I—Pyyesel proyector sobre W+,
Reciprocamente, la actuacién de un proyector P es igual a la proyeccién ortogonal
sobre el subespacio de Hilbert de £2(RN) que coincida con su recorrido.

(c) Si P es un proyector

(PU|PD) = (U|PD) = (PU|®) para todos U(r),®(r) € L2(RY)  (4.35)

(d) Si «, B son escalares reales, entonces

A, B simétricos =

o {aA+5B,AB+BA,1a(AB—BA),A B (436)

son también simétricos

§ 4. Dado un operador lineal A, se define su adjunto At como el operador con
mayor dominio posible tal que

(U|Ad) = (ATW|®) para todos W(r) € D(AT), ®(r) € D(A). (4.37)

Algunas propiedades del operador adjunto son la siguientes (no prestamos
atencion a los dominios de definicion):

(A+ B)f = AT + Bf (AA) = A" AT
(AB)t = BTAT (A™HT = (AN)~! (4.38)
cuya demostracion es sencilla a partir de la definicion (4.37).

Se dice que un operador es autoadjunto si coincide con su adjunto (regla de
actuacion y dominio), esto es, que cumple que A = A y que D(A) = D(AM).
Como consecuencia, U es unitario si UT = U1,

Hay que hacer notar que los operadores simétricos no tienen por qué ser
autoadjuntos en un espacio de Hilbert de dimension infinita. Si A es simétrico
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entonces las reglas de actuaciéon de A Af coinciden, pero el dominio del adjunto
puede ser mas amplio. So6lo cuando los dominios de A AT son iguales se
puede afirmar que A es también autoadjunto. Vemos asi que los proyectores son
autoadjuntos porque su dominio es todo £2(RN).

§ 5. Resulta muy conveniente definir el conmutador de dos operadores A y B
como

[A,B] = AB - BA (4.39)

y se dice que dos operadores A y B conmutan si [A, B] 0, esto es, si el orden
en su producto o composicién es irrelevante.

El conmutador satisface las siguientes propiedades:

[A,B] = —[B, 4] M, B] = [A,AB] = \[A,B] conXeC
[A,B+C] = [A, B] + [A,C] [A+B,C] = [A,C] + [B.C]
[A,BC] = [A,B]C + B[A,C] [AB,C] = A[B,C] + [A,C]B
[A,B]T = —[AT,BT] Si [A,B} 0 entonces [f(A),g(B)] = 0.
(4.40)

(fijese que hay que ser cuidadosos con el orden en la composicion de operadores).

4.5. REPRESENTACION MATRICIAL DE UN OPERADOR

§ 1. En los desarrollos formales de la teoria, y también en sus aplicaciones
practicas, es de bastante utilidad el concepto de representacion matricial de
un operador.

Consideremos un operador lineal A, no necesariamente autoadjunto, y una
base ortonormal B = {®,,(r)} de £2(RN) contenida tanto en su dominio como en
el del operador adjunto AT Definamos los elementos de matriz del operador en la
base B como la coleccion de mimeros complejos A; j = (;|A®;). A partir de ellos
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definimos la representacion matricial del operador en dicha base como la matriz

A A A
Ag1 Agg Mgz .. . e/ g2 aN
A= Asy Ay Ags .. |con A j = (D;|AD;) = /RN P (r)(A®;(r)) d*'r
(@410

e Supongamos que A\Il(r) es e} resultado de la actuacion del operador AAsobre
una funcion ¥(r). Si z, = (®,|A¥) y ¢, = ($,,|¥) son las coordenadas de A¥(r)
y ¥(r) en la base B, respectivamente, se cumple que

o)
Zn = ZATM Ci, (442)
i=1

En efecto, por la linealidad del operador A y la del producto escalar,

20 = (@] AT) = (@A (T, ) DS (@A) = 3 A i,
i=1 =1

donde al final hemos usado la definicion (4.41) de elemento de matriz.'”> Las
coordenadas z, de A¥(r) estan asi dadas por la actuacion de la matriz A sobre
la oo-upla formada por las coordenadas ¢, de ¥U(r), esto es,

21 Air A Az c1
29 Agyr Ags Ags .. Cco

23 | Asi Agp Ass .. c3 (4.43)

e Si J es la representacién matricial de un segundo operador J y la base de
representacion B también esta contenida en el dominio de J y en el de su adjunto,

12 gl paso (*) puede resultar dudoso ya que aplicamos la linealidad de A a una suma infinita. El que

la base B pertenezca al dominio de AT permite hacerlo:
(Bl A(T, ci®:)) = (AT0n| T, ci®i) = T, ci(AT00|04) = T, ci(Pn|ADy),

ya que el producto escalar es lineal sobre sumas infinitas al estar en un espacio de Hilbert (esa es,
justamente, la ventaja de trabajar con espacios de este tipo).
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entonces
Si F=A+J, Fij=A;+01; = F=A+] (444)
Si S =M\A, Sij = M\ = S=X (4.45)
Si G=AlJ, Gij = Aindn,; = G=AJ (4.46)
n=1

donde A es un escalar complejo. Estas relaciones profundizan en la conexién
entre operador y representacién matricial ya que las operaciones entre operadores
lineales (suma, producto por un escalar y composicion o producto) se trasladan a
sus equivalentes en el algebra de matrices.'®

Esta correspondencia entre operadores y representaciones matriciales también
se refleja en los siguientes enunciados:

[A,B] =0 &  AB=BA (4.47)
U es unitario & U =0U" =1 (4.48)
A es simétrico & A=Af (4.49)
P es proyector & P=P y P2=P (4.50)
donde AT representa la matriz traspuesta conjugada de A (A;j = A}‘l) el
es la matriz unidad (I;; = 6;;). Vemos asi que un operador simétrico esta

representado por una matriz hermitica (coincide con su traspuesta conjugada)
y que un operador unitario lo esta por una matriz unitaria (su inversa es igual a
su traspuesta conjugada).

Finalmente, puesto que (4.43) proporciona la n-ésima coordenada de A\Il(r)
en la base B, tenemos que

AU(r) =) (D|AT) Tp(r) =D Agi (24]T) Dy (r), (4.51)
n=1 n=1 i=1

expresion que define la regla de actuacién de A en términos de su representacion
matricial.
13 Por ejemplo, la demostracion de (4.46) es la siguiente: Gi; = (9;|AB®;) = (At®,;|Bo,) W

o0
o (AT @0) (B |BI®;) = 3502, (®i|ADy) (P |BO;) = > Ay By ; donde en el paso (1) hemos

n=1

n=1
expresado el producto escalar en términos de las coordenadas en la base B.



4.5. REPRESENTACION MATRICIAL DE UN OPERADOR

EJEMPLO 4.b. (!) Algunos operadores simétricos
Consideremos el espacio de Hilbert £2(R3) en el que definimos los operadores lineales &
y 7Tz COMO
0¥(r)

or
Determine sus dominios (por convenio, los més amplios posibles) y demuestre que son
simétricos. ;Son también autoadjuntos?

FU(r) = 2¥(r) ; 7P (r) = —i

Solucién:

EI dominio D(%) estd formado por todas las funciones de L?(R3) para las que x¥(r)
es de cuadrado integrable, mientras que D(7,) estd compuesto por aquellas funciones
normalizables derivables para las que su derivada respecto de x también es normalizable.

El caracter simétrico de T es inmediato:
(P)|2®) = / U*(r) (2®(r)) d°r = / (zU(r))" ®(r) d®r = (2V|D),
R3 R3
donde en el segundo paso hemos usado que x tinicamente toma valores reales.

En cuanto a 7., partamos de

(U], @) = —i/RS T (1) af,;;r) dr = —i/Rz [/R T (1) 829(:) dw} dydz.

Si hacemos una integracion por partes en la integral sobre x y tenemos en cuenta que,
puesto que son normalizables, las funciones ¥(r) y ®(r) se anulan cuando © — +oo
queda que

(U], ) = +i /R [ A a%*;r)(b(r)dx} dydz = +i /R 8‘16;3‘”)@@) .

Ya solo queda usar que el complejo conjugado de la derivada es la derivada del complejo
conjugado para llegar a que

(U, ®) = +i/RS {azg)r@(r) dr = /}Rs {—iagg)rﬂr) &Br = (7, 0|3),

quedando asi probado que 7, es simétrico.

Los dominios de estos operadores simétricos se han obtenido imponiendo restricciones
minimas a £L2(R®). Los operadores adjuntos no pueden tener asi dominios mas amplios
¥, en consecuencia, los operadores T y 1, son también autoadjuntos.

Observe que de idéntica manera se demostraria que los operadores
o¥(r)
Ay

son autoadjuntos. Todos estos operadores van a ser esenciales en la descripcion de las
magnitudes fisicas que expondremos en el proximo capitulo.

GUT) = yU(r) ; 2U(r) = 20(r) 5 7,U(r) = i
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4.6. ESPACIO DE LOS ESTADOS. NOTACION DE DIRAC

§ 1. Como hemos visto en §4.3.4, ecuacion (4.19), un estado cuantico
queda perfectamente definido por sus coordenadas {c,,cy} en una base de
representaciéon. Podemos entonces decir que los estados fisicos realizables de
una particula forman una estructura algebraica abstracta llamada espacio [de
Hilbert] de los estados de la particula, que designaremos genéricamente como
&. Los espacios de Hilbert de funciones £2(R?) (representaciones en posiciones o
en momentos), el de sucesiones complejas C3° (representaciones algebraicas) y el
de los estados £ de una particula puntual resultan ser asi isomorfos.

Si trabajamos en el espacio de los estados &£ es conveniente adoptar una
notaciéon debida a Dirac:'* el estado cuya funcion de onda es ¥(r,t) tiene
asignado un wvector de estado (o simplemente estado) perteneciente a £ que se
suele simbolizar mediante un “ket” |¥(t)). Estos vectores de estado se describen
explicitamente por sus coordenadas en una cierta base de representacion de &;
los elementos de esta base tienen unas propiedades fisicas definidas. Aplicando el
principio de superposicion se obtendran las caracteristicas de cualquier estado a
partir de sus coordenadas.

Por ejemplo, la base de la representacién en posiciones estda formada por los
estados (no realizables) |04) con posicion bien definida. Todo vector de estado se
expresa en un instante ¢ cualquiera como (vea las ecuaciones (4.16) y (4.17))

|W(t)) = /Rd U(a,t)|0q) d*a (4.52)

con ¥(a,t) = (§4|¥(t)) y siendo |¥(a,t)]?> = |(64|¥(t))|* proporcional a la
densidad de probabilidad de detectar a la particula en a, que es precisamente
la posicion de una particula en el estado |04).

Lo mismo sucederia en la representacién en momentos: el médulo al cuadrado
de la coordenada ¥(q,t), |(f4|¥(t))|?, del estado en esta representacion es, salvo
constante multiplicativa, la densidad de probabilidad de que al medir el momento
lineal se obtenga el valor q, el que corresponde al estado de De Broglie [0q).

4 Paul Adrien Maurice Dirac (1902-1984), fue uno de los mas grandes fisicos teoricos del
Siglo XX (y para algunos el mds grande). Unifico las formulaciones de la mecéanica cuantica que
Heisenberg-Born-Jordan y Schrédinger presentaron en 1925 y 1926, respectivamente, y fue el padre
de la mecénica cuantica relativista. Su circunspeccién llegaba hasta tal punto que sus colegas definieron
en broma el “dirac” como la unidad minima de informacion relevante. Fue autor de un célebre tratado,
Principles of Quantum Mechanics, que sigue siendo pasados ochenta anos desde su primera edicién una
de las exposiciones mas claras de la teoria cuéntica.
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En general, las coordenadas de un vector de estado tendran un significado fisico
directo relacionado con las propiedades de los estados cuyos kets forman la base
de representaciéon que hemos escogido.

Analogamente a lo discutido en la Secciéon 4.4, se pueden definir operadores
lineales en el espacio de los estados &£, y sus reglas de actuacién quedan
determinadas por las representaciones matriciales correspondientes en cada base
del espacio £.

§ 2. Las operaciones basicas en £ (suma de kets, producto de un ket por un
escalar y actuacion de un operador) se expresan como

U) + (@)= [@+T) ;AU =[AT)  ; AW) = |AD).  (4.53)

Esta notacion alcanza toda su potencia si recordamos un resultado bésico del
algebra lineal. El producto escalar de dos vectores de estado |©) y |®) puede
también verse como la actuacion de un covector o forma lineal sobre el ket |®),
cuyo resultado es el producto escalar (O|®). Asi, todo ket |®) tiene asociado una
forma lineal, que Dirac simboliz6 mediante el “bra” (O], de modo que su actuacion
sobre |®) es

(©]) = (O]®). (4.54)

Entonces, la doble barra que separa la actuaciéon del covector sobre el vector
de estado resulta redundante.'”® Se dice que el bra (©| representa la forma
lineal congugada o dual del vector |0). Reciprocamente, todo covector (¥| tiene
asociado un tunico vector de estado |¥); en el caso de combinaciones lineales la
correspondencia es

AN®Y £ ul®) = N0+ 1u0) s (AD + uB| = N (D] + 4*(O].  (4.55)

donde los complejos conjugados aparecen por consistencia con las propiedades del
producto escalar.

Notese que los kets correspondientes a estados limites ideales (representados
por funciones de onda no normalizables) se pueden introducir rigurosamente a
través de sus formas duales (consultese el Apéndice B para mas detalles).

§ 3. Por otra parte, el objeto |®)(A| resulta ser un operador lineal ya que su
actuacion sobre cualquier ket |¥) es
(12)(B]) [¥) = [@)(6]|¥) = [@)(6]¥) = (B]¥) |P)

15 Efectivamente, el producto escalar resulta ser entonces una aplicaciéon que para todo vector |©) de
& le hace corresponder un escalar (O|®).
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esto es, el vector |®) multiplicado por el escalar complejo (O]W).

Si By = {|®1),|®2), ...} es una base ortonormal de un subespacio de Hilbert
W de &, la proyeccion ortogonal (4.23) de un vector de estado |¥) sobre W se
expresa como

) = 2 (00 ) 100) = 3 [0} (80]%) = (Z|<1> <1>r>w> (4.56)

n

de manera que la suma entre paréntesis sera el proyector Py, sobre el subespacio
W.

A su vez, a partir de la correspondencia (4.55), puede probarse que si una
cantidad escalar estd expresada en términos de kets y bras entonces su compleja
conjugada se obtiene invirtiendo el orden de los términos, intercambiando kets por
bras, cambiando un operador por su adjunto (si no es simétrico) y tomando los
complejos conjugados de los escalares. La obtencién del adjunto de un operador
A se haria siguiendo la misma regla.

A pesar de las virtudes de esta notacion, y como corresponde a un curso
introductorio en fisica cudntica, seguiremos describiendo los estados a través de
su funcion de onda ¥(r, t), es decir, mediante las coordenadas del vector de estado
|¥(t)) en la representacion en posiciones. Unicamente utilizaremos la simbologia
de Dirac en ocasiones muy especificas (como la de la siguiente seccion) y, en
cualquier caso, sin explotar todas sus posibilidades.

4.7. EL PRODUCTO TENSORIAL. ENTRELAZAMIENTO

§ 1. Pensemos en una funcién de onda ¥(r) € £2(R?) que puede escribirse como

donde cada factor es de cuadrado integrable en la dimensién correspondiente.
Naturalmente, no hay problema alguno en tomar el producto anterior como
el usual entre escalares complejos. Sin embargo hay un matiz importante
si consideramos que estamos hablando de funciones entendidas como objetos
mateméticos en si mismos: mientras que ¥(r) es una funcion de L£2(R3) las
funciones ¢(z), £(y) y n(2) son funciones de £?(R) que, ademas, estén definidas
sobre dominios conceptualmente distintos. La multiplicacion ¢(x)¢(y)n(z) es el
producto de tres objetos sustancialmente diferentes, que en lenguaje matemaético
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se denomina producto directo o producto tensorial. Si usamos un ket de Dirac
para representar a la funcion ¥(r) deberemos escribir

) = [p) @ 1€¥) @ |n?),

donde [)(®)) representa una funcion de £2(R) definida sobre el eje X, [¢®))
corresponde a una funcién de un espacio de Hilbert distinto £2(R) de funciones
definidas sobre el eje Y, y lo mismo para el tercero (y de ahi los superindices,
superfluos si se sigue un orden establecido pero que ayudan).

§ 2. Formalmente, dados dos espacios de Hilbert £E1) y £(2) se define el producto
tensorial o directo de dos kets [p)) € €D y |62 € £B) como el objeto
matemaético |w(1)> ® |gz5(2)). Definiendo la suma entre estos objetos y su producto
por un escalar de modo que se cumplan, ademas de las propias de un espacio
lineal, las siguientes propiedades

D)y @ 6@ + ) 8 1€@) = [p©) @ (16?) + E))
[60) @ 62) +1¢V) @163 = (Jp®) + (D)) @ [6) (4.57)

A (D) 2 16@)) = (Ap™)) © 6?) = ) © (Me@))

tenemos la garantia de que el conjunto de todos los posibles objetos ™M) @ |¢(?))
y sus combinaciones lineales forman un espacio lineal, que llamamos £M) @ £3),
y que “hereda” las propiedades de £ y £3).

Si para abreviar usamos la notacion (muy habitual) ¢, ¢) = |p™M) @ [¢()), el
producto escalar en £V @ £ para kets producto directo se define como

(¥, 01C,m) = (DI (Pln)- (4.58)

e En este espacio lineal £ ®E?) habra entonces dos tipos de kets: aquellos que
son iguales a un producto directo y los restantes, escritos necesariamente como
sumas de productos directos distintos entre si. A los segundos los llamaremos
kets entrelazados (del ingles entangled).*®

Para kets entrelazados se obtendria su expresion a partir de las propiedades
de linealidad, como una doble suma de productos escalares entre kets producto

16 . P -
Podrian haberse usado los términos “enredado” o “enmaranado”, pero el de “entrelazado” es el que
se ha impuesto en castellano.
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directo. Con esta definicion se tiene la garantia de que £ @ £3) es un espacio

de Hilbert.

e Si tenemos dos bases ortonormales de los espacios €V y £@) Bl —
{|CI>§1)>, |<I>gl)>, LYy B® = {|19§2)), |19§2)>,...}, entonces el conjunto formado por
los kets

1) 9@y — 10 2 S ) _
2V 0Py =iy @ [9@)  con j=1,2,...; n=12..

es una base ortonormal de £ ®@E®). De hecho la manera mas sencilla de construir
EMW  £®) es hallar una base ortonormal siguiendo el procedimiento que acabamos
de presentar y definir las sumas, el producto por un escalar y el producto escalar
a través de las coordenadas de los kets en esa base.

e Si AM esun operador lineal definido en £, su regla de actuacion sobre un
ket producto directo es

AW (W(1)> ® |¢(2)>) = AV @ [6®)  con [ADyp®) = AW D)y
(4.59)
(como resulta logico). Analogo resultado se tiene para un operador lineal A®
del espacio de Hilbert £2). Las reglas de actuacion sobre kets entrelazados se
tienen entonces directamente de las propiedades de linealidad de los operadores;
por ejemplo:

A2 (D) @16) + InV) @ [p)) = [p0) © |AP6) + nV) @ |AP).

Por construccion, los operadores A y A(Q), cuando actiian como operadores
definidos en €M ® £3)| conmutan entre si.

§ 3. La definicion de producto tensorial se puede extender a tres o méas espacios
de Hilbert. Por ejemplo, consideremos las bases ortonormales {p,, (x)}, {£,(v)},
{n,(2)} con n = 1,2,3,... de los espacios de Hilbert £2(R) de las funciones
definidas sobre el eje X, Y y Z, respectivamente. Construyamos el subconjunto
de £2(R3)

nge =1,2,...
Py iy (¥) = @5, (2) &4, (y) My, (2)  con ny=12,..
n,=12,...

resultado de multiplicar (tensorialmente) entre si todas las funciones de las tres
bases de los espacios £?(R). Este conjunto es una base ortonormal de £2(R3) y,

por tanto,
L3(R?) = L2(R) ® L%(R) ® L*(R).



4.7. EL PRODUCTO TENSORIAL. ENTRELAZAMIENTO

La demostracion es sencilla. Si nos fijamos tinicamente en la dependencia en x de
una funcion ¥(r) € £2(R3), ésta puede escribirse como

V)= 3 v (07) gu(x)  con vy (4.2) = [ e w(e)da
Ng=1
Si ahora consideramos que v, (y,2) es una funcion de y
G = D () € G) o v ()= [ €,0) 020y
ny=1
y, finalmente,
b= 3 Cnmme () con oy = [ 70 2) i 2)
n,=1

Uniendo todos los resultados llegamos que para cualquier ¥(r) € £2(R3):

c© o0 o0
U(r) = Z Z Z Cngny,n. (I)nzny,nz (r)

ng=1lny=1n.=1

con (I)nzny,nz (I‘) = Pn, (33) gny (y) M. (Z)

y anny:nz = /3 q);:xny,nz (I') \I/(I') dSI' = <®n17ny>nz|\:[j>7
R

(4.60)

como querfamos demostrar.

Fisicamente, si en un instante dado la funcién de onda ¥(r) es un producto
directo, las propiedades dindmicas de la particula relativas a su evolucion a lo largo
de las direcciones X, Y, Z estan desacopladas. Por ejemplo, si U(r) = ¢(x)¢(y)n(z)
entonces los valores medios e incertidumbres de x y p, s6lo dependen de ¢(z),
siendo irrelevante como se comporten las otras dos funciones £(y) y n(z). Sin
embargo, lo més habitual es que la funcién de onda de una particula no sea
factorizable.

§ 4. El producto tensorial nos servirad para describir sistemas fisicos resultado
de la unién de subsistemas mas simples. Pensemos en un sistema formado por dos
particulas puntuales distinguibles. Si r; es la posicién de la primera y rs la de
la segunda, el espacio de Hilbert de las funciones de onda del sistema compuesto
estara formado por funciones producto directo ®(r;)¥(rz) (una dependiente de ry
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y otra de ry) y cualquier combinacion lineal entre ellas. Si el sistema se encuentra
en un estado dado por la funciéon de onda entrelazada a®(r;)¥(ry) + Q(r)I(r,)
con 'y ( escalares complejos no nulos, es imposible hablar de dindmicas separadas
para las particulas ya que estan correlacionadas entre si.

El entrelazamiento, término acufiado por Erwin Schrédinger, es una de
las caracteristicas méas distintivas de la fisica cuéntica. Conceptualmente es
la consecuencia necesaria del principio de superposicién, pero su importancia
va mas alld de la mera linealidad de las leyes bésicas de la fisica cuéntica.
Siguiendo a Abner Shimony, la teoria cudntica se caracteriza por la indefinicidn
objetiva (el principio de incertidumbre), el azar objetivo (la posibilidad de predecir
probabilidades de ocurrencia a partir de la funcién de onda) y el entrelazamiento.
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PROBLEMAS PROPUESTOS

PROBLEMA 4.1. Estados con posicion o momento definidos

Consideremos los estados cuanticos no realizables |0q) y |0o) de una particula,
que corresponden a situaciones en las que la particula tiene un valor q del
momento perfectamente definido y un valor a de la posicién libre de incertidumbre,

respectivamente. Halle sus funciones de onda 9q(p) y da(p) en la representacion en
momentos.

PROBLEMA 4.2. Unicidad de la proyeccién ortogonal

Demuestre que la proyecciéon ortogonal es tnica, esto es, que si W es un subespacio de
Hilbert de £2(R?), toda funcién ¥(r) puede escribirse de manera univoca como

U(r) = Uyy(r) + Uy (r) con Yy(r)eWw y Tpu(r) LW.

Sugerencia: Proceda por reduccion al absurdo y suponga que hay otra posible
descomposicion U(r) = ®yy(r) + Py (r) . Restando miembro a miembro compruebe
que || Uy — Pyl = 0 lo que dnicamente es posible si WUy (r) = Pyy(r).

PROBLEMA 4.3. Propiedades de las bases de representacion

Pensemos en un conjunto discreto de funciones de norma unidad {®,(r)}, en otro
conjunto continuo {A(r)} formado por funciones no normalizables y en la unién B
de ambos. Todas las funciones de B son ortogonales entre si y el producto escalar de las
A (r) con cualquier funciéon de Schwartz es finito. Demuestre que:

a) Si B es una base de representacion, el producto escalar y la norma obedecen las
relaciones (4.20) y (4.21).

b) La condicién necesaria y suficiente para que el conjunto ortogonal B sea base de
representacion de £2(R?) es que satisfaga la relacion de cierre (4.22),

> 05 (r) @ (r') + / AL(@)AA() dX = 6(r — ).

PROBLEMA 4.4. Propiedad de los operadores simétricos

Si A y B son operadores simétricos y «, [ escalares reales, demuestre que también son
simétricos los operadores A", A+ 8B, AB+ BAy i(AB — BA) con n € N).

PROBLEMA 4.5. Propiedades de los proyectores ortogonales

En el espacio £?(R3) consideremos los proyectores ortogonales P. Demuestre las
siguientes propiedades:
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i) SiV es el subespacio sobre el que proyecta P, entonces PU(r) = ¥(r)si U(r) € W
y P®(r) =0 si ®(r) € W.
ii) P es autoadjunto e idempotente, esto es, que cumple que Pt="p y que P2="P.
iii) Si P; son los proyectores ortogonales sobre los subespacios W; (i = 1,2),

Wi LW,y = 751752 = ﬁ2ﬁ1 = ﬁ

iv) Si W; y Ws son dos subespacios ortogonales entre si y 7)1, P, son los proyectores
ortogonales correspondientes, entonces P1 + ’Pg es el proyector ortogonal sobre el
subespacio suma directa Wi @ Ws, formado por todas las funciones iguales a una
suma de una funciéon de WW; mas otra funciéon de Ws.



TEMA 5
MAGNITUDES FISICAS Y OPERADORES

Una vez que hemos definido una estructura matemaética a la que pertenecen
las funciones de onda de una particula, el espacio de Hilbert £2(R?), estamos
en disposiciéon de ver como se representan las magnitudes fisicas en mecénica
cuéntica.

Consideremos una cierta magnitud fisica escalar A correspondiente a una
particula puntual de masa M. El principio de incertidumbre de Heisenberg implica
que el valor “clasico” de A no tiene por qué estar perfectamente definido en todos
los estados cudnticos: una medida de A daré en general un resultado impredecible.
A pesar de ello, la probabilidad de obtener un cierto resultado en una medida de
A se podra obtener a partir de la funcién de onda del estado cuantico. En el
capitulo 3 vimos que éste era el caso para las componentes de la posicion y del
momento lineal. El objetivo del presente capitulo serd extender aquellos resultados
a cualquier magnitud fisica medible.

A partir de la interpretacion probabilistica basica de la funcion de onda
obtendremos un conjunto de operadores lineales autoadjuntos que representan
de manera natural las componentes de la posicion y el momento lineal de la
particula. A partir de ellos hallaremos, mediante una serie de argumentos de
correspondencia, los operadores representativos del resto de magnitudes fisicas de
interés (energia cinética, potencial, momento angular, etc.).

Los operadores asi definidos servirdn para calcular los valores medios y las
incertidumbres de la distribuciéon de los posibles valores de la medida de una
magnitud. Aun asi, el célculo de probabilidades de ocurrencia no es sencillo. Para
ello deberemos introducir los conceptos de autoestado y wvalor propio, que nos
llevaran al fenémeno fisico de la cuantizacion. Veremos que para cada magnitud
fisica seré posible encontrar una base de representacion del espacio de Hilbert, en
la que el calculo de tales probabilidades sera inmediato a partir de las coordenadas
de la funcién de onda en tal base.
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Orientaciones generales al plan de trabajo

Hay bastantes ideas importantes en este capitulo, algunas bastante sutiles.
Sugerimos unas 10 horas de trabajo personal que deben estar repartidas a
partes iguales entre el estudio de los conceptos tedricos y sus aplicaciones, que
se muestran en los ejemplos resueltos y en los problemas propuestos.

Objetivos del capitulo

= Entender por qué las magnitudes se representan mediante operadores
autoadjuntos en el espacio de las funciones de onda de una particula.

= Saber analizar sisteméticamente los posibles resultados de una medida de
una magnitud fisica. Relacionar tales resultados con conceptos algebraicos
(espectro, autofuncion, autovalor, subespacio propio, etc.)

= Conocer la “estructura espectral” de los operadores de posicién, momento
lineal, momento angular y energia cinética.
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§ 1. Consideremos una particula de masa M, cuyo estado en un cierto instante
de tiempo t es |¥(t)), y que estd representado por la funciéon de onda ¥(r,t)
perteneciente al espacio de Hilbert £2(R3) de funciones de cuadrado integrable.'
Como vimos en la secciéon 3.4, el valor medio de la componente x de su momento
lineal es

1 . -
<pct>t = /]R?r pwpmom(p7t) d3p = W /RS v (pat) (pqu<p7t)) d3p7 (51)

calculo que obliga en principio a evaluar previamente la representacién en
momentos de la funcién de onda. Sin embargo, utilizando las propiedades de
la transformada de Fourier podremos evitar este paso. En efecto, como p =
DzUz + pyuy + pou;, se tiene la igualdad

iha exp(ip - r/h) ’
Ox

de donde la transformada de Fourier inversa de p,¥(p,t) es
1 ~ . —ih 0 ~ .
n t ipr/h dS — / I, t ipr/h d3
oV(r,t)

= —ih——2~.
' ox

Si ahora aplicamos el teorema de Parseval a (5.1) tenemos que

B 1 "y i 0¥ (r,t) 3,
o= g f v o) [ o

expresion que tiene una estructura muy similar a la del valor medio de x del
epigrafe §3.4.1.

prexp(ip - r/h) = —

x - *(r,t) (zU(r r
(e = e [, 0 w¥le0) .

RS

Por otra parte, si tenemos en cuenta que

0" exp(ip - r/h)
ox™

Py exp(ip - r/h) = (—ih)" con n=1273,..

! Fijese que usamos la notacién de Dirac para designar al estado, aunque también utilizaremos la
metonimia ya comentada de identificar estado con funcion de onda. A su vez, no olvide que el tiempo ¢
es un mero parametro intrascendente en todo lo relativo a las propiedades algebraicas de la funcién de
onda.
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procediendo de igual forma llegamos a que los valores medios de p} y 2" son

= g fo v 50 | () vte]

=1 “(r,t) (2" (r Sr
@ = T L, ¥ 0 )

donde (—ihd/Jz)™ es el operador diferencial resultado de la aplicacién n veces
del operador —ihd/0z. Para las componentes y, z de la posicion y el momento
tendremos expresiones anédlogas a las anteriores.

§ 2. Estos resultados sugieren definir un conjunto de operadores, llamados de
posicion y de momento lineal, cuyas reglas de actuacion son:

Z®(r) = 2P(r) gP(r) = yP(r) 2P(r) = 29(r)

0®(r)
or

dd(r)

Pe®(r) = —ih 5

py®(r) = —ih

p.®(r) = —ih

(5.3)
de manera que para cualquier funcién de onda ¥(r,t) el valor medio de uno de
esos operadores es

n 1 ATL 1 . An 3
A= W (t )HQW(mA v®) = (¢ )HQ/ U (r, ) (A lI’(r,t)> dr,

(5.4)
donde A es cualquiera de los operadores de la lista A ={2,9, 2; Pz, Dy, pz} Aqui
n es Cualqmer entero positivo y A" es el operador potencia n-ésima de A por lo
que A” estard entonces asociado a la magnitud A”™.

Esto nos permite hallar la incertidumbre de cualquiera de dichos operadores
simplemente aplicando la expresién general

(AA), = /(A2), — (A)} (5.5)
y evaluando (A2%); y (A)? de acuerdo con (5.4).
§ 3. Tal y como vimos en el capitulo anterior, y en particular en el ejemplo

4.b de la seccion (4.5), estos seis operadores ({Z,7, Z; Pz, Py, D~ }) son simétricos
(la aparicion de un factor /i en los operadores de momento lineal no afecta a
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esta conclusion), propiedad que inmediatamente se traslada a la de sus potencias.
Esto garantiza que las expresiones (5.4) siempre van a ser reales y, si n es par,
estrictamente positivas. A su vez, como vimos en el tema anterior, estos operadores
son también autoadjuntos.

A su vez, y como ya mencionamos en la seccion 4.2, los valores medios
(5.4) son finitos para funciones de onda de Schwartz. Si relajamos esta obvia
exigencia fisica, algo que muchas veces sera necesario por simplicidad matematica,
lo minimo que se debe imponer a la funcién de onda es que los valores medios
y las incertidumbres de la posicién y el momento lineal sean finitos. Esto queda
garantizado si W(r,t) pertenece a los dominios de los operadores definidos en
las ecuaciones (5.3) y si las funciones 7;¥(r,t), con r; = z,¥, z, son también de
L£2(R3). Por tanto, ¥(r,t) ha de ser continua y sus primeras derivadas han de ser
normalizables.

§ 4. Esinmediato comprobar que el producto de los operadores &, 9, 2 y Pz, Py, P~
es conmutativo (el orden de composicion no importa) ezcepto si estan involucradas
las mismas componentes de la posicién y del momento lineal. En ese caso

ipeU(r) = —ihw a\gir) = ma{l’a\l;(r)} +iR(r) = ppd¥(r) + 1hT(r)

por lo que
(Zpo — Po2) ¥ (r) = [2,p,| U(r) = ih¥(r)
Procediendo igualmente para y y z tenemos que

TPy — Pak = Qﬁy - ﬁy@ = 2D, — P2 = iﬁi

y usando una notaciéon conveniente,

L&y — &% = pipj — pjpi =0
con 1=, Ta=Y, T3 =
iy — Py = ihoi 1

P1 =Dz, P2=DPy, P3 =Dz

(5.6)
siendo 9; ; la delta de Kronecker. Estas son las llamadas reglas de conmutacion
candnicas que, como veremos en el capitulo 7, estan directamente relacionadas
con el principio de incertidumbre de Heisenberg.
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EJEMPLO 5.a. (!) Operadores en la representacién en momentos

La representacion en momentos es muy habitual, sobre todo en problemas de fisica
del estado solido. Por ello, es conveniente conocer como actiian en ella los principales
operadores cuanticos. Obtenga las reglas de actuacion en la representacion de momentos
de los operadores posiciéon y momento lineal.

Solucién:
a) Supongamos que la funcién de onda estd normalizada y partamos de

(x)y = /RS T*(r,t)z¥(r, t) dr (pe)t = /]R3 \il*(p,t)pm\i/(p,t) p. (5.7)

Si transformamos el valor medio de x en una integral sobre p (siguiendo un argumento
practicamente idéntico al del epigrafe §1 de esta seccién), tenemos que

_ - 0U(p,t . y
=it [ SR By = [ P e0ne0 @
R3 Pz R3

por lo que en la representacién en momentos las reglas de actuacién de & y p, son

0%(p) ; :

2®(p) = +ih e Pe2(P) = pa®(P) (5.8)

con analogas expresiones para {, 2, Py, D

5.2. OPERADOR REPRESENTATIVO DE UNA MAGNITUD

§ 1. Pensemos ahora en una magnitud escalar A arbitraria. La pregunta natural
que surge es si existe un operador A tal que el valor medio de A sobre cualquier
estado ¥(r,t) esté dado por una expresion como la ecuacion (5.4).

Si la particula estd sometida a una fuerza conservativa que deriva de la energia
potencial V(r), su valor medio sera

= r)p(r 3p = L *(r r)U(r 3p
<V>t_AS V( )p( 7t) d ”\I/(t)HQ A3W ( ,t)V( )\Ij( 7t) d

y, en consecuencia, podemos escribirlo también como

1 N N
V)= G POVY@)  con Ve = VERE.  (59)
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El operador energia potencial V dependerd, logicamente, de la fuerza
conservativa que actuia sobre la particula. Siendo V(r) una funcion real, V' es
un operador simétrico.

La respuesta es también afirmativa para la energia cinética K de la particula
de masa M. Como

1
K—flp\z 5 ——(p2 + .+

M

su valor medio estara dado por

(1) = g7 (W2 + e+ 02)) = (s (VOLK (D)
con A , 2
Ko(r) = |57 (P2 + Py +92)| (r) = — gV e,

donde K es el operador energia cinética y V? es el operador laplaciana. El
operador K es también simétrico, al ser la suma de operadores simétricos.

De esta manera, la energia mecanica H estarad representada por el operador
energia o hamiltoniano H, cuya regla de actuacion es

h2

2MV2+V( r)| ®(r) (5.10)

Ho(r) = (K+V) B(r) = {

que, de nuevo, es simétrico al ser la suma de dos operadores simétricos.

§ 2. Hasta ahora nos hemos limitado a reformular resultados que se infieren
directamente de la interpretacién probabilistica para la posiciéon y el momento
lineal. Pensemos ahora en la componente z del momento angular L, = xp, —
ypz- Por sustitucion directa, el operador correspondiente seria en principio L, =
2Py — 9Pz~ Sin embargo esta asignacion es conceptualmente més profunda que las
anteriores ya que todavia no sabemos como obtener el valor medio del momento
angular o de cualquier magnitud que no pueda descomponerse como la suma de
un término dependiente exclusivamente de la posiciéon y de otro que lo sea del
momento lineal.

La existencia de operadores representativos para la posiciéon, el momento y
la energia de una particula es, en cualquier caso, un argumento de plausibilidad
suficientemente sélido para poder afirmar que:
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Toda magnitud dindmica A de una particula puntual, expresable por tanto
como funcién de la posicién r y del momento lineal p, queda representada en
fisica cuantica por un operador simétrico A definido en £2(R3).

El valor medio y la incertidumbre de A en un estado cuantico ¥(r,t)
estan dados por

_ 1 A 1 *(r AW (r Sr
e = [ PO = e [, ¥ 0 (Av0)a

1

_ — (A)2 con " =
(AA), = /(A2 — (4)2 W= Te)

||2< (&) A™T(1))

Naturalmente la asignacién del operador cuéntico no puede ser arbitraria.
Debemos mantener unas minimas reglas de correspondencia entre operadores
representativos y magnitudes. En particular, si A y B son dos magnitudes fisicas
y A y B sus operadores lineales simétricos respectivos, tendremos necesariamente
que

G =AB — G =3(AB+ BA) (5.11)

A" — A7 (con neN)

(observe que asi definido el operador G es simétrico, independientemente de que
el producto de A y B sea conmutativo o no).

En general, si A = A(r;p) es una magnitud dindmica de la particula, su
operador representativo A debe obedecer la igualdad operacional formal A =
A(Z,9, 2; Dy, Dy, D=), aunque la funcién A debe escribirse de manera tal que el
operador A resultante sea simétrico. Por ejemplo, el observable r (coordenada
radial de la particula) esta representado por el operador 7 dado por

PU(r) = r¥(r) = /22 + y2 + 22 U(r),
cuyo caracter simétrico es inmediato de comprobar.

§ 3. Aplicando las reglas de correspondencia (5.11) tendremos que

L,= TPy — YPx  — L,=— (i']ay —|—]5ny — YPe — ﬁmi’j) = iﬂﬁy — YPa,
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puesto que los productos de operadores que aparecen son conmutativos de
acuerdo con las reglas canonicas (5.6). Los operadores correspondientes a las tres
componentes del momento angular L de la particula se obtienen entonces por
sustitucion operacional directa sobre sus expresiones clasicas:

Ly = 2py — &p, = —ih (za - x8> (5.12)

EJEMPLO 5.b. (!) Otra expresiéon para la incertidumbre de A
Demuestre que la incertidumbre de una magnitud A esta dada también por

o, _ IA-Dw)]

="l con a = (A), (5.13)

donde [|(A — a)¥(t)|| es la norma de la funcion (A — a)U(r,t).

Solucién:
Partamos de la definicién probabilistica de incertidumbre

(AA) = (A—a)2); con a= (A

Si A? representa a la magnitud A? es evidente que (A — al)? estd asociado a (A — a)2,

ya que a es una mera constante aditiva. Por tanto

Ahora bien, si A es simétrico entonces A—al también lo es (a es real), por lo que podemos
pasarlo al otro lado del producto escalar:

_ 1 i — aDOI(A — ai _ (A -2y

donde en el ltimo paso hemos usado la defincion de norma y escrito al = a.
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EJEMPLO 5.c. (*) La componente radial del momento lineal
En mecéanica clasica la componente radial del momento lineal est&d dada por

1
Pr=_"T-P
r
La obtencion del operador cuantico correspondiente p, es delicada debido a que el
producto de operadores de posicién y de momento lineal no es conmutativo.

a) Obtenga el operador correspondiente a la magnitud fisica II, =r - p.
b) Exprese el resultado anterior en coordenadas esféricas y, a partir del mismo,
obtenga la regla de actuacién de p,.

Solucién:
a) Como r - p = xpy + ypy + 2p., usando las reglas de correspondencia (5.11),
1, A an o A A A o o dih, -~
rp — 5 (8Px + Palk + Gy + Pyl + 2Pz + P22) = 2P + by + 2P — - L=1L

donde en el ultimo paso hemos utilizado las reglas de conmutacién canénicas. Si ahora
sustituimos los operadores por sus expresiones,

A in 0 0 0 in
ILY(r) = 5 3+ 2;17% + Qy@ + 22(%} U(r) = -5 (3Y¥(r) +2r- VU¥(r)).
b) En coordenadas esféricas (cfr. el Apéndice A)

r-Vi(r) = r%ﬁ/(r)

por lo que
. ik 0
IL¥(r) =— 5 (S\Il(r) + QT&"W(I')) .

La actuacion del operador que representa a 1/r es, logicamente, (1/r)¥(r). De esta forma

pr= %Hr — pl(r) = % (i (ﬁ,-\I'(r)) 10, <iql(r)>>
v sustituyendo
povte) = 1 (300 +2r e ) + S (37 ot M)

2 r 2 or r r or

En suma (compruebe el iltimo paso),

prU(r) = —ih <i + 887") () =—1i %w. (5.14)

4
_ BiRU() iR Ow(r) _i%r% (\If(r)> :_ih<\11(r)+6\11(r>>'
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§ 1. Empecemos con unas definiciones esenciales. Sea A una magnitud de una
particula representada por el operador simétrico A. Si en un instante dado de
tiempo la particula estd en un estado cudntico, éste serd un estado propio o
autoestado de A si al medir A obtendremos con toda certeza un tnico resultado
a. En este caso, a es un autovalor o valor propio de A. Como consecuencia, en
un estado propio el valor medio de A es igual al autovalor a y su incertidumbre
es nula.? Se dice que a pertenece al espectro puntual de /Al, O'p(/i).

Nada garantiza que si el estado de la particula en un instante tg es propio
de A lo siga siendo en un instante posterior. Por ello omitiremos en esta seccion
cualquier mencioén a la evoluciéon temporal de los estados cuénticos dando asi por
supuesto que hemos “congelado” el tiempo. El problema de la evolucién temporal
se tratara en el Tema 6.

§ 2. Supongamos que el estado |¥) de la particula estd representado por la
funcion de onda normalizable W(r). Si tal estado es propio de A con autovalor a,
entonces (A) = a y AA = 0. Recordando que

1

AA = = I(
I

A—(A)v|

vy que la norma sblo es cero para la funcién nula, tenemos el importantisimo
resultado

|T) es propio de A con autovalor a < AU(r) = a¥(r). (5.15)

La funcién de onda ¥(r) del autoestado es asi solucion de la ecuacion de
autovalores AV(r) = a¥(r), y se dice que ¥U(r) es una autofuncion del
operador A con autovalor a.

~

En el algebra lineal, el espectro puntual op(A) de un operador se define como
el conjunto de escalares a para los que la ecuacion de autovalores tiene soluciones
normalizables no nulas. Por consiguiente, el espectro puntual de una magnitud
fisica coincide con el espectro puntual del operador representativo. Usaremos
entonces el simbolo o}, para designar indistintamente uno u otro y, para no

2 Naturalmente, todo dispositivo de medida tiene una precisién limitada, por lo que al medir A
hay una inevitable indefinicion da > 0. Asi, cuando afirmamos que un cierto estado es propio de A con
autovalor a, estamos sefialando que una medida con un dispositivo idealizado, en el que da — 0, dara
con toda certeza el resultado A = a.
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cargar las expresiones, s6lo en caso de necesidad sefialaremos explicitamente a
qué magnitud (o a qué operador) nos estamos refiriendo.

El espectro puntual de un operador simétrico A es real, de manera que
no existen soluciones no nulas con autovalores no reales (a # a*) de la ecuacion

AU(r) = a¥(r).
En efecto, si U(r) es autofuncion no nula de a

(U|AT) = (AT|T) =  (TlaD) = (aP|T) = a(T|T) = a*(T|T)
y como (U|W) # 0 entonces a = a*: cualquier autovalor de A es real.

§ 3. La ecuacién de autovalores es lineal. Ello implica que, fijado a, el conjunto
de soluciones normalizables de la ecuacion de autovalores constituye un subespacio
del espacio de funciones de onda al que llamaremos subespacio propio y que
designaremos como W,:

We = {\Ii(r) € L2(R%)  tal que AU(r) = a\I/(r)} . (5.16)

La dimension algebraica g, de W,, finita o infinita numerable, es la multiplicidad
o degeneracion del autovalor a y, por extension, del subespacio propio W,.

Designemos por {¥, ,(r)} con n = 1,2, ..., g, una base ortonormal arbitraria
de W,. Entonces toda funcion ¥(r) de W, puede escribirse como

9a
U(r) =Y cnVan(r)  con ¢ = (T, |0). (5.17)
n=1
Si g, = 1 diremos que el subespacio propio es no degenerado; entonces hay

un unico autoestado con tal autovalor, representado por cualquier funcién de
onda de W, (excepto la nula,® naturalmente) ya que todas son proporcionales
entre si. Por el contrario, si g, > 1 (subespacio propio g,—degenerado) existiran
entonces infinitos estados propios de a, pero Gnicamente podremos encontrar un
méximo de g, autofunciones de W, ortogonales entre si o, equivalentemente, de
go autoestados completamente diferentes entre si.

§ 4. Consideremos ahora dos autofunciones del operador A, ¥, (r) y Wg,(r),
con a; # as, que representan sendos estados propios de A. Hay una propiedad

2 §i la tnica solucién a la ecuacién de autovalores es W(r) = 0, entonces por convenio el
subespacio propio esta formado unicamente por dicha funcién que, recuerde, habiamos asignado al “estado
imposible”. Ahora vemos el porqué de tal interpretacion: si AU(r) = a¥(r) s6lo se cumple para ¥(r) =0
entonces no hay un estado de la particula en el que A tome el valor a con total certidumbre.
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fisicamente medible, el valor de A, que con toda seguridad es diferente para estos
dos estados: es asi muy razonable afirmar que estos dos estados son completamente
distintos. De acuerdo con nuestro criterio de similitud basado en el producto
escalar (véase el § 4.1.4) tendriamos que (¥, |¥,,) = 0y, en efecto, ello queda
garantizado gracias a que el operador A es simétrico. Veamoslo. Como A es
simétrico se cumple que

<\I/a1’A\Ila2> - <A\Ija1‘\pa2> =0
y al ser ¥, (r) y ¥,,(r) autofunciones con autovalores reales
(WaylaoWay) — (1P, |¥a,) =0 = (a2 — a1){¥e,|Vq,) = 0.

Pero, por hipotesis, a; # ag, y no queda méas remedio que (¥, |¥,,) = 0.

Podemos entonces afirmar que los subespacios propios correspondientes a
autovalores distintos son ortogonales entre si:

aq 75 as <= Wal 1 Wa2. (518)

Esto tiene una consecuencia importante: el espectro puntual de una magnitud es
numerable,
op ={ai,a,...} CR. (5.19)

Efectivamente, si no lo fuese podriamos construir un conjunto no numerable de
funciones de £2(R3) ortogonales entre si simplemente escogiendo una por cada
autovalor de o}, lo que es imposible para espacios de Hilbert separables de acuerdo
con el teorema de Riesz-Fischer.

De esta manera, si una magnitud fisica puede tomar valores bien definidos en
estados cudnticos realizables, esos valores estardn necesariamente cuantizados.
La cuantizaciéon aparece de manera natural en el formalismo que estamos
exponiendo como el resultado de las tres condiciones siguientes:

1. El principio de incertidumbre (el valor de una magnitud A no esté definido
a priori en un estado cuéntico);

2. La interpretacion probabilistica (los valores medios de A se obtienen de la
funcion de onda) y

3. El principio de superposicion (el caracter lineal de las leyes bésicas de la
mecanica cuantica se traduce en que A esta representado por un operador
lineal).
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EJEMPLO 5.d. (!) La cuantizacién del momento angular

La regla de actuacion del operador L. es especialmente sencilla si expresamos ¥(r) en
coordenadas esféricas, U(r) = U(r, 0, ¢). En efecto, usando las relaciones (A.17) y (A.31)
del Apéndice A no es dificil comprobar que

L.U(r) = —ih <x8\g;r) - y&gf;)) = —iha\gf;) (5.20)

y el operador de la componente z del momento angular sélo acttia sobre la coordenada
esférica .

a) Obtenga el espectro puntual de L,.
b) ;Cudl es la multiplicidad de cada autovalor de L,?

Solucién:
a) Puesto que L, tiene dimensiones de accién, podemos notar los autovalores de L, como
mh, donde m es un nimero adimensional. Asi, la ecuaciéon de autovalores correspondiente

al. es:
L.U(r) = mh¥(r) = —ia‘g;r)

que es satisfecha por toda funcién de onda de la forma

=m¥(r)

U(r,0,p) = O(r,0) exp(imyp). (5.21)
Ahora bien, por la propia definicién de la coordenada azimutal o,
U(r,0,0) =U(r,0,p+21) = exp(2rim)=1

lo que implica necesariamente que m ha de ser entero. Por tanto

o(L.) = op(L.) = {mh con m=0,+1,+2,...}. (5.22)

Observamos entonces que los valores que puede tomar L, en un estado cuantico
en el que el valor de L, esté bien definido (y, por simetria, el de cualquier
componente del momento angular de una particula) estan cuantizados, siendo
miiltiplos enteros de la constante de Planck racionalizada h. En el contexto de
la teoria cuantica antigua éste no es otro que el postulado de cuantizacién de Bohr
del momento angular.

b) Fijado un valor de m, existen infinitas funciones de onda normalizadas ortogonales
entre si cuya forma es la dada por (5.21). Podemos entonces concluir que la degeneracién
de cada autovalor mh de L, es infinita, aunque este infinito es numerable como
consecuencia del teorema de Riesz-Fischer.
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§ 5. La cuantizacién es un fenémeno importante pero no es general ya que, por
ejemplo, las componentes de la posicién, el momento lineal o la energia cinética
son magnitudes fisicas no cuantizadas (o, = {@}).

Como ilustracion, las ecuaciones de autovalores y sus soluciones generales para
Ty Py sON

ZV¥(r) = a;¥(r) = o¥(r)=a,¥(r) = Y(r)=4dx—a)y(y,z)

ﬁa:q)(r) = Qwé(r) = _lhai{;:(;) = qu)(r) = (I)(I‘) = exp(iqzx/h)cp(y, Z)

donde ¥(y,z2) y ¢(y,z) son funciones arbitrarias. Vemos que ¥(r) y ®(r) no
son normalizables, por lo que al no existir autofunciones de £2(IR3) para valores
genéricos de la posicién a, o del momento lineal g, el espectro puntual de estos
operadores es el conjunto vacio.

Para estas magnitudes existen, sin embargo, estados en los que la
incertidumbre es prdcticamente cero. Pensemos en la funcién de ondas

elk’ox

(mB%)1/4

(v —m0)?

\I/(r) = 2,62

exp [— ] ¢(y,z)  con BeRT,

para la que (compruébelo)

I5} h
(xy =z0 ; (pz)=hko ; Azx= ol Ap, = VT

Si f ~ 0 entonces la incertidumbre en la componente x de la posicion es
despreciable, mientras que si § > 0 la incertidumbre en p, es muy pequena.
En ambos casos no podemos hablar de genuinos estados propios porque la
incertidumbre no es estrictamente igual a cero, pero si de cuasi-autoestados.
El tratamiento de estas situaciones en el formalismo exige introducir nuevas
herramientas, que analizaremos en la seccién siguiente.

5.4. ESPECTRO CONTINUO DE UNA MAGNITUD FiSICA

§ 1. Sea A una magnitud fisica y A su operador representativo. Un valor real
a no perteneciente a oy, forma parte del espectro continuo, o.(A), de A, si
podemos encontrar estados realizables en los que (4) = a y que AA sea tan



Fisica CuiAntica I. MAGNITUDES FISICAS Y OPERADORES

pequena como se quiera, aunque no nula’

R a ¢ op(A), pero para todo € > 0 existe un
aco.(d) <
estado |®) de E tal que (A) =a vy 0<AA<e.

Si tenemos un cuasi-autoestado de A con valor « del espectro continuo o. e
incertidumbre A A muy pequena, toda medida de A realizada sobre tal estado con
un dispositivo cuya imprecision da sea mayor que AA dard con toda seguridad
un resultado igual a « dentro del margen de error caracteristico del aparato de
medida. Unicamente se manifestara que el estado no es un genuino estado propio
de A si efectuamos una medida con un aparato muy preciso (da < AA), ya que
entonces es posible que la medida dé como resultado un valor netamente distinto
de «, aunque necesariamente muy cercano. Puesto que, desde el punto de vista de
los resultados de una medida de A, los significados fisicos del espectro puntual y
del continuo son muy similares, llamaremos también autovalores a los elementos

de o(A).

Si ahora usamos la expresion (5.13) para la incertidumbre de A y suponemos
que la funcion de onda ®(r) del estado |®) estd normalizada, la definicion anterior
es completamente equivalente a

~

a ¢ op(A), pero para todo € > 0 existe
a € 0.(A) & { una ®(r) normalizada (esto es, € L2(R)) (5.23)
tal que 0 < [|[(A— a)®| < e

que es la condicién que, mateméaticamente, caracteriza al espectro continuo del
operador A: el numero real « pertenece a o.(A) si la ecuacion de autovalores
A®(r) = a®(r) es satisfecha por funciones normalizadas salvo con un error

arbitrariamente pequenio (aunque nunca nulo).

A su vez, tal y como hemos definido el espectro continuo, si a € o, entonces
existird un valor o arbitrariamente préximo que también verifica la condicion
(5.23). Como consecuencia el espectro continuo no puede tener valores aislados,
lo que justifica su denominacién. En general, o, estard formado por uno o varios
subintervalos de la recta real.’

4 Si AA fuera nula, o formarfa parte de Op-

5 En rigor la estructura del espectro continuo puede ser mas complicada. Por ejemplo, debe
contener los posibles puntos de acumulacion del espectro puntual. Asi, si A es adimensional y op, =
{1,1/2,1/4,1/8, ...}, el valor 0 pertenece al espectro continuo de A. Ahora bien, este tipo de autovalores
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§ 2. Aunque el criterio (5.23) es fisicamente transparente, no resulta muy
practico a la hora de obtener el espectro continuo de una cierta magnitud.
Sin embargo, consideremos un cierto cuasi-autoestado de A con autovalor «,
cuya funcion de onda normalizada es ®(r), e introduzcamos la funcion auxiliar

A(r) = ®(r)/v/AA. Puesto que

I(A — )A | = (A-a)@| =vaA

\/HH

en el limite AA — 0 la funcion (A — a)A(r) sera igual a cero aun a pesar de que
A(r) tienda a una funciéon no normalizable. De esta manera:

existe A(r) no normalizable tal que
a€o.(A) = ) (5.24)
AA(r) = aA(r)

y podemos asi obtener el espectro continuo de la magnitud A relajando la
imposicién de que la autofuncién sea de cuadrado integrable. Ahora bien, el
operador A se ha definido para funciones de £2(R?) y puede ocurrir que la ecuacién
AA(r) = aA(r) tenga soluciones espurias en las que el hipotético autovalor no
pertenece realmente a o.(A). Acudiendo a argumentos fisicos, A(r) representa la
dependencia espacial de la funcién de onda de un cuasi-autoestado en el limite
de incertidumbre nula, por lo que podemos entonces discriminar las soluciones
fisicamente significativas imponiendo que cuando r — oo el modulo |A(r)| de la
autofunciéon se mantenga acotado. Es légico que asi sea: es posible que la posiciéon
de la particula en un cuasi-autoestado esté mas y mas deslocalizada a medida la
incertidumbre A A sea menor, pero nunca se puede admitir que la probabilidad de
encontrar la particula aumente indefinidamente a medida que r tienda a infinito.

En lenguaje més técnico, los autovalores del espectro continuo se obtienen a
partir de soluciones de la ecuacién de autovalores en sentido de distribuciones
(cfr. el Apéndice B). Si A es un operador simétrico cuyo dominio contiene
todas las funciones de Schwartz (restriccion matemética logica si A representa
una magnitud fisica) entonces

a ¢ 0p(A) pero existe A(r) no normalizable tal que
a€o.(A)= (5.25)
(A|AT) = a(A|¥) para toda ¥(r) € S(R?)

de o¢ son el resultado de una estructura muy peculiar del espectro puntual y los cuasi-autoestados
correspondientes seran combinacioén lineal de autoestados genuinos de la magnitud A. En otras palabras,
estos valores bien definidos pero no aislados del espectro continuo no tienen un significado fisico en si
mismo ya que su existencia depende tnicamente de como sea el espectro puntual.
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donde el producto escalar ha de tomarse en sentido literal,
(A| D) :/ A*(r) ®(r) d°r € C.
R3

Vemos entonces que las autofunciones A(r) han de ser funciones no normalizables
“adecuadas” al formalismo cuéntico, tal y como las que definimos en el epigrafe
§4.2.3, ecuaciones (4.5) y (4.8).

§ 3. Las autofunciones correspondientes al espectro continuo de A cumplen las
mismas relaciones de ortogonalidad que las de los autoestados genuinos de A.
Especificamente,

si AA1(r) = g Ai(r) y AAo(r) = aoMa(r) con aj #as = (A]As) =0
(5.26)
donde ahora resulta irrelevante que ¥(r) y ®(r) sean normalizables o no (dando
por supuesto que son funciones no normalizables que cumplan (5.25)). La
demostracion es idéntica a las que nos llevo a (5.18) aunque debe sobreentenderse
que las diferentes expresiones son limites si aparecen involucradas autofunciones
no normalizables.

A su vez, puesto que la ecuacién de autovalores es lineal, el conjunto de
autofunciones A(r) con autovalor a@ € o.(A) formardn también un subespacio
lineal, s6lo que no perteneciente a £2(R3). La dimensién algebraica g, de tal
subespacio es la multiplicidad del autovalor a y podemos construir en él una
base ortogonal (ortonormal es imposible) formada por g, funciones A, ;(r) con
1=1,2,...,9, de modo que

AA(r) =aA(r) < Ar)= iui Aqi(r) con u; € C. (5.27)

§ 4. Como ilustracion, consideremos los operadores posicién y momento de una
particula que se mueve en una dimensién espacial. Las ecuaciones de autovalores
correspondientes seran

TA(z) = al(z) ;  poi(z) = ¢i(z)

y usando las reglas de actuaciéon de los operadores posicién y momento,

(r—a)A(x)=0 ; —ih%ﬁ(m) = q¥(x).
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Estas ecuaciones tienen solucién no normalizable para cualquier autovalor real,

Az) = AS(z — @) = Adu(z) 3 I(z) = B(w =B (r)  (5.28)

siendo A, B constantes multiplicativas no nulas arbitrarias.

Por tanto, el espectro de £ y p, es continuo e igual a todo R, la multiplicidad de
cada autovalor es la unidad, y las autofunciones respectivas son las deltas de Dirac
dq(x) y las funciones de De Broglie 6,(z), cuyo significado fisico ya conocemos.

§ 5. Denominaremos espectro de una magnitud fisica A al conjunto o(A)
resultado de la unién de los espectros puntual y continuo, o(A) = op(A)|Jo.(A).
De acuerdo con la discusion que hemos hecho en estas dos secciones (5.3 y 5.4),
el espectro puede definirse fisicamente como el subconjunto de R formado por
aquellos valores que puede tomar la magnitud fisica A en un estado cudntico con
incertidumbre arbitrariamente pequena (y exactamente nula para los elementos
del espectro puntual). A los elementos del espectro de una magnitud se les llama
también valores espectrales y valores permitidos.

5.5. BASES PROPIAS. INTERPRETACION PROBABILISTICA

§ 1. Los estados propios, realizables o limites ideales, de una magnitud A son
indudablemente importantes porque en ellos puede afirmarse que A toma un
valor bien definido: una medida de A realizada sobre tales estados dara con toda
certeza un tnico resultado a (con las matizaciones ya discutidas en el caso de que
hablemos de un valor del espectro continuo). También vimos que estos estados
son completamente diferentes entre si, lo que se refleja en la ortogonalidad entre
funciones de onda representativas.

Designemos por {®,,(r)} conn =1, ..., g, una base ortonormal del subespacio
propio W, formado por las autofunciones normalizables de A con autovalor
a € op y por {Ay(r)} con i = 1,..,g, una base ortogonal del subespacio
de las autofunciones no normalizables de A con autovalor o € .. Todas estas
funciones son ortogonales entre si, pero como « toma valores continuos podemos
multiplicar cada A, ;(r) por un factor adecuado, al que llamaremos constante de
reqularizacion, de tal manera que en el producto escalar entre las autofunciones
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no normalizables aparezca una delta de Dirac:

<<I>a7n‘q)a’,n/> = 6@,&’6n,n’
<(I)a,n|Aa,i> - 0 (5.29)
<Aa,i‘Aa’,i’> — 5(@ — a’)(si’i/

donde §(a — ') debe interpretarse de la forma habitual
/ g(a) §(a — ) da = g(d). (5.30)

Entonces (vea la seccion 4.3) estas autofunciones @, ,(r) y Aqi(r) de A
pueden formar parte de una base de representacion de L£2(R®). Ahora bien, si
el operador simétrico A es ademés autoadjunto, entonces el llamado teorema
espectral garantiza que el conjunto de funciones ortogonales que acabamos
de construir es completo y, por tanto, constituye por si mismo una base de
representacion de £2(R?) a la que llamaremos base de representacion propia
o sencillamente base propia de A.°

Pudiera parecer que imponer que los operadores simétricos representativos
de una magnitud fisica sean también autoadjuntos es una condicién bastante
fuerte. En realidad no lo es tanto. Ya hemos visto que los operadores basicos
de posicién y momento son autoadjuntos, no siendo dificil demostrar que los
operadores de energia cinética y de momento angular también lo son. A su vez,
si V(r) es una energia potencial que no tiene un comportamiento singular, 1%
también es autoadjunto. En general, los dominios de definicién de los operadores
simétricos utilizados habitualmente en fisica cuantica son tan amplios que su
caracter autoadjunto es casi inmediato y, a partir de ahora, lo daremos por
supuesto.

6 La demostracion del teorema espectral es mas tediosa que complicada para espacios de Hilbert
de dimension finita. Sin embargo, su demostracion rigurosa general en espacios de Hilbert de dimension
infinita es un problema matematico nada desdefiable, especialmente si el operador tiene espectro continuo.
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Como consecuencia, toda funcion normalizable ¥ (r) puede escribirse como

Can = (Pan|¥) = /qu’zm(r)‘l’(r) d3r (5.31)

con

Los nimeros complejos {¢an}, {¢q,i} son asi las coordenadas de ¥(r) en esta base.

Los nimeros cudnticos correspondientes a las funciones de la base propia son
el autovalor de cada autofuncién y un indice de degeneracidn, que es necesario
para distinguir las distintas funciones en el caso de que los subespacios propios
tengan multiplicidad mayor que uno. Por tanto, la base de representacién propia
no es unica excepto si todas las multiplicidades g, y g son igual a uno, ya que
entonces existird una tnica funciéon por autovalor (salvo constante multiplicativa
de mo6dulo unidad, fisicamente irrelevante).

§ 2. Como para las funciones de la base propia se tiene que

AD, o (r) = aPqn(r) , AAlyi(r) = alg,(r)

) )

y el operador A es lineal, entonces

A¥(r) = Za Zacam\lla’n(r) +/ a Zaca’i/\a,i(r) do (5.32)

acop n=1 n=1

Por consiguiente, {acqn}, {ca i} son las coordenadas de AU (r) en esta base.”

" La igualdad (5.32) puede parecer forzada ya que extiende la linealidad de A a una suma infinita
en la que, ademas, hay involucradas funciones no normalizables, pero ello se puede hacer en este caso
porque AA(M(I‘) = alq,(r) en sentido de distribuciones. De hecho, en formulaciones mas rigurosas de
la mecanica cuéntica, se usa la ecuacion (5.32) para definir el operador A representativo de la magnitud
observable.
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Aplicando las expresiones para el calculo de productos escalares y normas en
una base de representacién vistas en la seccién 4.3,

Ga Ja
MEDY [ + / Z|ca,i|2] da (5.33)
a€op Ln=1 ¢ [n=1
9o
+/ oY [an,ﬁ] da. (5.34)

n=1

(P|AT) = ) " a [Z

a€op n=1

El walor medio de A se expresa entonces como

(4) = Z ||‘I’H2 Z |Can| / ||\1;H2 Z [ca 1‘2] (5.35)

acop

Anéalogamente, dado que
A"@a,n(r) =a"®,pn(r) A”Aa,i(r) =a" A (r),

y razonando de idéntica manera, el valor medio de A" estd dado por

h=2 ||w||2z'“”‘ +f o

acop
La evaluacion de valores medios e incertidumbres de una magnitud A es asi
especialmente sencilla si trabajamos en una base propia de A.

1 & )
”\PHQZ\CQ,ﬂ]da. (5.36)
i=1

§ 3. Estos resultados nos van a permitir formular la interpretacion
probabilistica de la fisica cuantica con toda generalidad. Supongamos que el
conjunto de los posibles resultados de una medida de A tiene una parte discreta
y una parte continua. La definicién probabilistica del valor medio de A™ es

A"y = Za”PrA(a) + /a”pA(a)da (5.37)

donde Pr4(a) es la probabilidad |de ocurrencia| de que al medir A en el estado | V)
se obtenga un valor discreto a mientras que p4(«) es una densidad de probabilidad
y p4(a)da nos da la probabilidad de que una medida de A dé un resultado dentro
de un intervalo infinitesimal de anchura da centrado en un valor continuo a.
Naturalmente, (5.37) y (5.36) han de dar igual resultado para cualquier funcion
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de onda ¥(r), por lo que no queda mas remedio que la parte discreta sea el
espectro puntual o}, y la parte continua sea el espectro continuo o.. En resumen,

PFA

HW Z' Ponl VI

H\I’\
(5.38)

Ja
pala) |cail® = (Ao T)[?
H‘I’HQZ o H‘I’sz o

llegando al principal resultado de esta seccién:

El espectro de una magnitud fisica A es el conjunto de posibles resultados
de realizar una medida de tal magnitud.

Las probabilidades de ocurrencia en una medida de A se obtienen
directamente de las coordenadas de la funcién de onda de la particula en una
base propia de A.

Las probabilidades (5.38) nos van a permitir calcular cualquier probabilidad de
ocurrencia. De acuerdo con los principios bésicos de la teoria de la probabilidad,
si S es un subconjunto de R entonces la probabilidad de que al medir A se obtenga
un valor dentro de S es

Sp=SnNop(A)
r(ACS) Z Pra(a / pa(a)da con (5.39)
a€Sp Se Se =SNoc(A)
y usando (5.33) y (5.38)
Pr(ACR) = > Pry(a / pala)da = 1. (5.40)

a€op

Esto es lo que cabia esperar: la probabilidad de que al medir A obtengamos algin
valor tiene que ser igual a la unidad.®

& En otras palabras, la interpretacion probabilistica que hemos desarrollado es consistente con los
tres axiomas de Kolmogorov sobre la probabilidad Pr, que en este caso se expresarian como:
i)Pr(ACS)>0
ii) Pr(ACR) =1
iii) Pr(ACS) =Pr(ACS1) +Pr(ACS2)siS=S1US2 y S1 NSe = {o}.
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§ 4. Consideremos ahora la magnitud fisica F' = F(A), que es funcién de A. Su
valor medio serd

(F)=>_ F(a)Pra(a) + / F(a)p(a)da (5.41)

a€oyp Oe

donde damos por supuesto que F'(a) es real y finito para cualquier a € o(A). Como
toda base de representacion de A lo es también de F'(A), la regla de actuacion
del operador representativo F es

Fo(r)=>_ F(a) ica,n@w(r) + / F(a) - ca7iAa7i(r)] da  (5.42)
acop n=1 Oc n=1

lo que formalmente se expresa como I = F(A).

Nota: Esta igualdad generaliza entonces la correspondencia

que se introdujo en la seccion 5.2 para cualquier funcién F'(A) con las condiciones
indicadas.

§ 5. Naturalmente, la interpretacion probabilistica para la posiciéon y el momento
lineal que vimos en la secciéon 3.3 es un caso particular de esta teoria general. Si
consideramos una particula de masa M que se mueve en una dimension espacial,
las funciones §,(z) y 6,(z) forman sendas bases de representacion de L2(R)
compuestas por autofunciones de & y p,, respectivamente. Toda funcion ®(z)
puede escribirse como

B(a) = [ B(0) 6u(2) da = [ B(0) 0,(x) dg

por lo que

_ 2@ _ 2(g)?
p(CL)— Hq)HQ ) pmom(q) - H(I)HQ

son las densidades de probabilidad relativas a una medida de la posicién y del
momento, respectivamente. La aplicacion de (5.39) nos daria las probabilidades
de detectar a la particula en una zona finita [a, b] o de que una medida del momento
lineal dé un resultado dentro de un rango [po, p1] de valores de p,.
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Igualmente, si tenemos una magnitud fisica V' (x) dependiente exclusivamente
de la posicion, de acuerdo con (5.42) su regla de actuacion serd

Vo (r) = /R V(a)®(a)dy(x) da =V (z)®(z)

en completa correspondencia con (5.9).

EJEMPLO 5.e. Probabilidades en la medida de una magnitud

Se sabe que al medir una magnitud A sélo pueden obtenerse los valores a,, = na, donde
n es un entero, y que todos los autovalores tienen multiplicidad dos. En un instante dado
la funcién de onda de una particula es

W(r) = 5 % [VBO (1) + B (1) — B0 (r) + 20,1 (r)

donde ®,, ;(r) son autofunciones de onda normalizadas de A con autovalor a, en una
base de representacion propia de A. El namero cuantico 7 es el indice de degeneracion.

a) Compruebe que U(r) esta normalizada.
b) Al medir A jqué valores pueden obtenerse y con qué probabilidad?
c) Evalte el valor medio (A) y la incertidumbre AA.

Solucién:
a) Como U(r) estd expandida sobre una base ortonormal,

1 1
1912 = 5 x (1312 + 12+ | =2+ [212) = 5 x 9 =1

y, en efecto, ¥(r) estd normalizada.
b) Por inspeccién directa de ¥(r), al medir A sélo pueden obtenerse los valores
{—a,0,+a}. Aplicando (5.38) y que ||¥|]?> =1,

2
3

3

2 2

1 1
3 r4(0) ‘3

Pra(—a) =

4
9

2
= - ; Pra(a) = ’3

(la suma de las probabilidades es 1, como debe ser).

¢) De acuerdo con (5.37) y (5.41)

(A) = (=a) x Pra(—a) +0 x Pra(0) +a x Pra(a) = %a

<A2> = (—a)2 X Pra(—a) + 0% x Pr4(0) +a? x Pra(a) = gGQ'

FEntonces

AA=/{A2) — (A)2 = ?a.
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PROBLEMAS PROPUESTOS

PROBLEMA 5.1. Unicidad del operador de una magnitud

Consideremos una magnitud fisica A. Demuestre que el operador representativo A es
unico, esto es, que no puede haber otro operador A’ que reproduzca los valores medios
de A para un estado cuéntico arbitrario.

Ayuda: Use este teorema: B = 0 < (U|BW) = 0 para toda ¥(r) € L2(R3)

PROBLEMA 5.2. Dominio de un operador e incertidumbre

Sea A el operador autoadjunto representativo de una cierta magnitud fisica A. Demuestre

que si ¥(r) € D(A) entonces el valor medio de A y la incertidumbre A A son finitas en el
estado cuantico dado por la funcién de onda ¥(r).

PROBLEMA 5.3. Incertidumbre maxima en un subespacio propio

Simbolicemos como W, 3 al subconjunto de L?(R3) formado por las funciones de onda
correspondientes a estados realizables en los que al medir una magnitud A se obtiene con
certeza un valor dentro del intervalo [a,b], donde b > a.

a) Demuestre que W, ;) es un subespacio de £?(R?), al que se denomina subespacio
propio de A correspondiente al intervalo [a, b].
b) Pruebe que

b—
0<AA< T“ si U(r) € Wi, (5.43)

donde AA es la incertidumbre de A en el estado | ).

¢) Demuestre que las desigualdades son estrictas (esto es, que las < se convierten en
<) si [a,b] C o.(A).

d) Obtenga bajo qué condiciones se satura alguna de las desigualdades en (5.43).

Sugerencia: Razone en términos fisicos en lugar de proceder con un planteamiento
puramente matemadtico.

PROBLEMA 5.4. Propiedades del operador de energia cinética
En una dimension espacial, el operador K de energia cinética es
. h? d?
K=—-———.
2M dz?
a) Obtenga su espectro, sus autofunciones y la degeneracion de cada valor espectral.

b) Demuestre que el valor medio de K en un estado |U) es

h 2
B = /

dvw)|” o, (5.44)

dx
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¢) Generalice el resultado (5.44) a tres dimensiones espaciales.

d) Demuestre que (K) > 0 en cualquier estado cuantico realizable.

PROBLEMA 5.5. Magnitudes positivas

Demuestre que para cualquier estado realizable de una particula, (A) > 0. ;Cuédndo se
puede saturar la desigualdad?

Demuestre igualmente que si A = B2, donde B es otra magnitud fisica, entonces A es
positiva.

Nota: Una magnitud se dice positiva si no tiene autovalores negativos.

PROBLEMA 5.6. Espectro de algunos operadores

Una particula puntual de masa M se mueve en el espacio tridimensional. Obtenga el
espectro, la forma general de sus autofunciones y la degeneracion de cada autovalor de
las siguientes magnitudes fisicas:

i) energia cinética K;

ii) coordenada radial r;

iii) componente = del momento lineal p,;
iv) componente z de la posicion;

v) componente radial del momento lineal p;..

Ayuda: En v) use funciones de onda proporcionales a exp(ikr)/r con k € R.

PROBLEMA 5.7. Probabilidad de una medida de L,

Es sabido que toda funcién peridédica g(¢) con periodo 27 puede escribirse como el
desarrollo de Fourier

exp(ingy) 1 /27T —ing
-y 4 ) oL du. 5.45
g() L g o con g o Jo g(p)e u ( )

A partir de este enunciado deduzca una expresion que nos permita expandir una funcién
de onda arbitraria ¥(r) como suma de autofunciones de L.

Como consecuencia, demuestre que la probabilidad de que al medir la componente
z del momento angular de una particula cuya funcién de onda normalizada es ¥(r) se
obtenga un resultado mh esta dada por

/ e My (r) dir
R3

1 2

o conm € Z. (5.46)

PrLz (mh) =




TEMA 6
EVOLUCION TEMPORAL DETERMINISTA

Tras haber visto en los capitulos anteriores como se describen estados cuanticos y
magnitudes fisicas para una particula puntual, abordaremos ahora el estudio de la
dindmica cuantica. Nuestro escenario general sera el de una particula de masa M
sujeta a una fuerza conservativa F(r) que deriva de una energia potencial V(r).

Iniciaremos el capitulo estudiando la dependencia temporal de la funcién de
onda de una particula libre usando el postulado de De Broglie y el principio
de superposicién. Los resultados nos proporcionaran suficientes argumentos de
plausibilidad para enunciar la ecuacién de onda que ha de satisfacer ¥(r,t) en
el caso de que la particula esté sometida a una fuerza conservativa. Esta es la
ecuacion de Schrodinger sobre la que se sustenta la llamada mecénica ondulatoria.

A continuacién obtendremos una descripcién hidrodindmica de la evolucion
cuéntica en términos de la variacion temporal de la densidad de probabilidad
p(r,t) de la particula.

El siguiente paso serd la introduccién del concepto de estado cudntico
estacionario y la formulacién de una técnica para resolver la ecuacion de
Schrédinger en su caso més general. Como ilustracion, analizaremos dos problemas
sencillos pero muy diferentes entre si: una particula sometida a una fuerza
constante y una particula que evoluciona libremente pero confinada en una regiéon
finita del espacio. Este segundo problema mostrara el importante fenémeno de
la cuantizaciéon de la energia, del que ya hemos hablado en el Tema 5. También
estudiaremos los llamados sistemas separables: problemas multidimensionales que
se pueden reducir a un conjunto de problemas unidimensionales desacoplados.

Finalmente, obtendremos una ecuacién de evolucién para los valores medios
que en algunas ocasiones nos permitird calcular su dependencia temporal sin
necesidad de resolver la ecuacion de Schrédinger. En una dltima seccién, de lectura
optativa, discutiremos la correspondencia existente entre las dindmicas cléasica y
cuéntica.
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Orientaciones generales al plan de trabajo

La aplicaciéon de los principales resultados de este capitulo exigen técnicas y
procedimientos especificos, algunos de ellos nada inmediatos. Sugerimos asi 20
horas de trabajo personal distribuidas a partes iguales entre el estudio de los
contenidos teoricos y la resoluciéon de los ejemplos y problemas propuestos.

Objetivos del capitulo

= Ser capaz de resolver la dindmica cuéntica de una particula libre.

» Plantear a través de la ecuacion de Schrodinger la ecuacion de evolucion del
estado cuédntico de una particula sometida a una fuerza conservativa.

= Entender el concepto de estado estacionario y sus implicaciones. Saber usar
tal concepto de manera instrumental para hallar una solucién general a la
ecuaciéon de Schriodinger.

= Obtener probabilidades de ocurrencia para medidas de la energia mecénica

a partir de la expresion de un estado cuantico en una base de representacion
formada por estados estacionarios.

= Simplificar la dindmica de un sistema separable en términos de las de
sistemas mas sencillos independientes entre si.

= Saber obtener y resolver la ecuacién de evolucién temporal para valores
medios en situaciones sencillas.
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6.1. EVOLUCION TEMPORAL DE UNA PARTICULA LIBRE

§ 1. Consideremos una particula puntual de masa M no relativista que no esta
sometida a la acciéon de ningiin agente exterior (esto incluye la interaccion con
hipotéticos dispositivos de medida). De acuerdo con el postulado de De Broglie,
si la particula tuviese un momento lineal bien definido su funcién de onda seria

ipr/h i E, _ |pl
ePr/he—ivt con w=—-2= bl

h 2MHK’

b
(2mh)3/2

Op(r,t) = (6.1)

donde hemos incluido por mera conveniencia matematica el prefactor (2wh) /2.

Ya que no hay una fuerza actuando sobre la particula, (6.1) es una solucién del
problema dindmico correspondiente a una particula libre.

Debido al principio de superposicién, toda combinacién lineal de funciones
(6.1) de la forma

U(r,t) = /RS a(p)Qp(r,t)dgp

es también una solucién admisible al problema [aqui, a(p) son los coeficientes de
tal combinacion lineal|. Sustituyendo 6p(r,t) por su expresién (6.1), tendriamos

que
1 . )
VU(r,t) = ———= {a e_lEPt/h} ePr/hgip, 6.2
.0 = o [, {a p (6.2
Por otro lado, cualquier funcién de onda ¥(r,¢) puede escribirse en términos de
su transformada de Fourier (representacion en momentos) como

U(r,t) = U(p,t)eP ™ dp. (6.3)

1
(27h)3/2 /Rs
De esta forma, y gracias a la unicidad de la transformada de Fourier, si
identificamos (6.2) con (6.3) llegamos a la solucion general del problema dinamico
de una particula libre en la representacién en momentos:

U(p,t) = a(p)e /" con a(p) = ¥(p,0). (6.4)

que es especialmente sencilla. En la representaciéon en posiciones, tal soluciéon
general es

1

U(r,t) = W

~ . 1
/ U (p,0)e®T=Ent)/h g3y, con E,= m|p|2. (6.5)
R3
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Observemos que la ecuacion (6.4) nos dice que |¥(p, t)[> = |¥(p,0)|?, por lo
que la densidad de probabilidad para el momento es independiente del tiempo:

pmom(p7 t) = pmom(pv 0) (66)

El resultado es logico: aunque la funciéon de onda no proporciona toda la
informacién clasicamente accesible, no debe contradecirse el hecho bésico de que el
momento lineal de una particula libre es una cantidad conservada en la evolucién
temporal. Como consecuencia, el valor medio y la incertidumbre de cualquier
magnitud que sea funcién exclusiva de p, como la energia cinética, han de ser
constantes en el tiempo.

§ 2. La funcion de onda (6.5) de la particula libre es asi igual a la superposicion
de ondas planas de diferentes vectores de onda k y frecuencias wy, = hk|?/(2M),
con “amplitudes” proporcionales a la funcién de onda en la representaciéon en
momentos \i/(p,O) en el instante ¢ = 0. Es entonces muy ilustrativo describir la
evolucion cuéntica de la particula como la propagacion en el espacio del paquete
de ondas expresado en (6.5)."

Supongamos, por simplicidad, que la funcion de onda (6.5) esta normalizada
y que el movimiento de la particula estd restringido a una dimensién espacial.
Definamos la posicién del centro del paquete de ondas como

zg(t) = /R:c|\11(a:,t)\2 dx = /R\IJ*(J:,t)Jc\IJ(:U,t) dx = (z), (6.7)

que, tal y como hemos indicado, coincide con el valor medio de la posicién de
acuerdo con la interpretacién probabilistica. Se define la velocidad de grupo vg(t)
del paquete de ondas como la de desplazamiento de su centro x,4(t), es decir,

0slt) = goelt) = el = 5 [ ol W@ 0P do (6.5)

Operando,

B ov*(x,t) N 0V (z,t)
vg(t) = /R (at:c\I/(:U,t) + v (x,t)xat> dx

! Es tan ilustrativo como que la primera interpretacion que dio Erwin Schrédinger a la funciéon de
onda en sus historicos trabajos de 1926 fue que era una descripcion directa de una particula elemental,
siendo su distribucién de carga proporcional a |¥(r,t)|?. Fue Max Born quien propuso poco después que
la funcién de onda estaba ligada a la probabilidad de ocurrencia de una medida de la posicion.



6.1. EVOLUCION TEMPORAL DE UNA PARTICULA LIBRE

y si ahora pasamos a la representacion en momentos, usando el teorema de
Parseval y la equivalencia = <« ihd,, al efectuar transformadas de Fourier,
obtenemos

o [ (O () 0V (past) DT (D, ) DV (ps 1)
vg(t) = 171/]R 5 o, Op, ot

dp,.

Como para la particula libre W(p,,t) = ¥(p,,0) exp[—ip2t/(2M )], podemos
efectuar explicitamente las derivadas. Tras operar y simplificar,

_ —1 28|¢I(vat)’2

S — dpg.

vg(t)

Como |¥(p,,t)| = 0 si p, — +oo (de lo contrario la funciéon de onda no podria
ser normalizable), haciendo una integral por partes llegamos a que

d 1 ~ 1
0slt) = Gtk = 37 [ pol¥lpes O = )

Tenemos entonces que la velocidad del paquete de ondas (igual a la variaciéon
temporal del valor medio de la posicion) es igual al valor medio del momento lineal
dividido por la masa de la particula, es decir, el valor esperado de la velocidad de la
particula. Este resultado es muy razonable y puede verse como una confirmaciéon
de la bondad de la interpretacion probabilistica. Si extendemos el resultado a tres
dimensiones llegamos a que para una particula libre

9 ey = 2 (B = 2(Pho (6.9)

v el valor medio cudntico de la posicion sigue la misma ley temporal que la posicion
cldsica.”

2 Se puede llegar a (6.9) mediante un razonamiento menos técnico que, sin embargo, adolece de falta
de generalidad. Partamos del hecho de que cada componente del paquete de ondas (cada onda plana de
De Broglie) se desplaza con una wvelocidad de fase dada por v¢(k) = hk/2m. Pero un resultado conocido
de la teoria de ondas es que para paquetes cuasiplanos (para los que los vectores de onda de las ondas
planas que lo constituyen estan restringidos a un entorno muy pequeiio de un valor ko), la velocidad
de grupo estd dada porvg ~ Vi[w(k)][x_y,- En el caso que nos ocupa la relacién de dispersién es

w(k) = hlk|2/(2M), por lo que
d h hko

1
—rg(t) Bz Vi(k K|y, = 7 =2vi(k) = —Ppo

Ve =
€ M M

donde pg es el momento correspondiente a ko que, en buena logica, es el valor medio del momento lineal.
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Como ilustraciéon del resultado representamos en la FIG. 6-1 un paquete de
ondas en una dimensién, cuya velocidad de grupo es vg, y que es igual a la
superposicion de ondas que se propagan con velocidades de fase distribuidas en
torno al valor vg /2.

§ 3. Otro hecho notable de la propagacion libre es el ensanchamiento del
paquete de ondas: a medida que la onda se propaga su extensién espacial
aumenta. Cinéndonos de nuevo a una dimensiéon se puede llegar a un resultado
cualitativo de este ensanchamiento acudiendo al principio de incertidumbre.
Imaginemos que en t = 0 el estado cuantico de la particula libre es tal que
(x)o = 0. Llamemos pg y (Ap)o al valor esperado y a la incertidumbre del momento
lineal (constantes en el tiempo), respectivamente, y (Az)p a la incertidumbre
en la posiciéon de la particula en el instante inicial. Teniendo en cuenta que,
como acabamos de ver en el epigrafe anterior, hay una correspondencia entre
la informacién probabilistica que nos da la funcién de ondas y la evolucién clasica
de los valores medios, el momento lineal de la particula esta indeterminado en el
intervalo aproximado [pyg — (Ap)o, po + (Ap)o]. Transcurrido un tiempo ¢ > 0 la
particula estard entonces en la regiéon

(po — (Ap)o)t (po + (Ap)o)t| (Ap)ot (Ap)ot
M ) M - <m>t - M ) <x>t + M
Si suponemos que en t = 0 la desigualdad de Heisenberg se satura, esto es, que
(Az)o(Ap)o = h/2,

(Ap)o ‘o h

El resultado (6.10) es cualitativo, pero nos indica que (Az); aumenta linealmente
con t. Abordemos en el siguiente ejemplo un tratamiento mas preciso que, ademas,
nos servira para ver un caso paradigméatico de evoluciéon temporal de un estado

cuantico.

(Az)y ~ t si t>0. (6.10)

EJEMPLO 6.a. (*) Propagacién libre de un paquete gaussiano
Suponga que en el instante ¢t = 0 la funcién de onda normalizada de una particula de
masa M sin espin que se mueve libremente en una dimensién espacial es

exp[—a?/(2a%)]
(ma2)/4
donde py y a son reales y, ademas, a > 0. Obtenga la densidad de probabilidad p(x,t)

en un instante de tiempo ¢ arbitrario y, a partir de este resultado, la evolucion temporal
del valor esperado y de la incertidumbre de la posicién.

W(z,0) = exp(ipox /i, )
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Figura 6-1. Propagaciéon de un paquete de ondas compuesto por cinco ondas planas en una
dimension (en la parte izquierda de la figura dnicamente se representan las partes reales; las
abscisas corresponden al espacio). El centro del paquete se sitiia en aquel punto en el que los
méximos de las ondas planas estan alineados. Como se puede observar en la parte derecha, la
velocidad de grupo es el doble que la media de las velocidades de fase de las ondas constitutivas
del paquete.

1 2 2 o2 152’7(]2
Ayuda: 7/ e B (P—a)/2—ivp" /2y, = )
V2r ) r

Frny L <_2(52 +1iv)

Solucién:
Como hemos visto en el ejemplo 3.e, la funcién de onda en t = 0, ¥(x,0) es un paquete
gaussiano en el que

h

()i=0=0 , (Ax)=0 = v (Pa)i=0o=po , (Apz)i=0 = V24’

Sl
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y siendo su representacién en momentos

b0 - -]

1
(mh2/a2)1/4 eXp {_ 2h2
Si ahora usamos (6.4), en un instante arbitrario t la funcién de onda en momentos es

: _ 1 a*(px — po)* ip3
V(pa V) = oz /azyi P [ 2h2 P\ Tonmnt )

La funcién de onda correspondiente serd, pues,

1
V2rh

Sustituyendo y reagrupando términos,

—a2/(2a?) +ipoz/h 2 A 2 it
e e a hx i
U(x,t) = [ (pm —Ppo — IQQ> - P2 | dpa.

U(x,t) = / U (py, t)eP=Pdp, .
R

2 Ja ) arh Jo O | 2m2 2Mh

Ya solo queda usar la ayuda, operar y simplificar para llegar a que

_ el (@ = (pot/M))?
Ue1) = 7t/4\/a +iht/(Ma) P [ 2(a® + (hztz/M%z)] . (6.11)

donde &(z,t) es una cierta funcién dependiente de la posicién y el tiempo. La densidad
de probabilidad en un instante t serd, pues, la gaussiana

2
1 x — Bot
p(l‘,t) = |\IJ($7t)|2 = €xXp | — (2 J\/[h2)2 )
az | _m2e 2(% + siger)
V2T 5+ 5ir2a2 2 2MZ2a

cuya evolucién temporal esta representada esquematicamente en la FIG. 6-2. Por otra
parte, dado que la densidad de probabilidad gaussiana es

I S R )
pGauss(x) - \/%(Al‘) p |: Q(A.’L’)Q :| (612)

podemos interpretar que p(x,t) es una densidad de probabilidad gaussiana centrada en

b
<$>t:MO .

Naturalmente, se satisface (6.9), y la incertidumbre correspondiente serd

N G 2 2
(Az)e =[5 + gyms =4/ (Bx)g + VRIS (6.13)

que en el limite t > 0 coincide con el resultado cualitativo (6.10).
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Figura 6-2. Evolucién de la densidad de probabilidad de una particula de masa M que se propaga
libremente en una dimension espacial (ejemplo 6.a). La velocidad media de la particula es
vo = 15a/7, siendo T = Ma®/h

Es importante darse cuenta de que la funcién de onda V(x,t) es estrictamente un paquete
gaussiano sélo para t = 0, pues el término exp[i§(z,t)] la hace cambiar de forma. Aunque
una de las propiedades caracteristicas de los paquetes gaussianos es que en ellos se saturan
las desigualdades de Heisenberg (esto es, que la desigualdad < se convierte entonces en
la igualdad), en este caso no ocurre puesto que, para cualquier instante de tiempo,

<px>t = Po ; (Apm)t = (Ap:t)t:O

y a medida que transcurre el tiempo el producto (Ax);(Ap.); va aumentando de valor.

6.2. LA ECUACION DE SCHRODINGER

§ 1. El postulado de De Broglie nos ha permitido obtener la dependencia
temporal de la funcién de onda de una particula libre. Sin embargo, si la particula
estd bajo la accion de una fuerza conservativa F(r) que deriva de una energia
potencial V(r) es obvio que las ondas planas de De Broglie (6.1) ya no son las
soluciones basicas del problema dinamico.

El objetivo de esta seccién es encontrar la ecuacion de evoluciéon que obedece
la funcion de onda W¥(r,t), ecuacion que en tltima instancia ha de postularse pero
que propondremos a partir de argumentos de plausibilidad.

Impongamos que la ecuaciéon de evolucidn satisface las siguientes condiciones:

i) Las ondas planas De Broglie (6.1) la satisfacen si V(r) = 0.
ii) Ha de ser lineal.
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iii) Ha de ser de primer orden en el tiempo.

iv) Si el estado de la particula esté representado por una onda monocromaética
con frecuencia w,¥(r,t) = ¥(r)e ! con ¥(r) = ¥(r,0), entonces (H); =
hw es el valor esperado de su energia.?

La condicién i) garantiza la consistencia con los resultados vistos en la seccion
anterior. La hipotesis ii) es el resultado directo del principio de superposicion. La
imposicion iii) es consecuencia de que estamos suponiendo que toda la informacion
fisica de interés estd contenida en W¥(r,t), por lo que la evolucion del estado
cuéntico de la particula debe determinarse tinicamente a partir del conocimiento
de la funcién de onda en un instante inicial dado tp; ello exige que la ecuaciéon de
onda sea de primer orden en el tiempo ya que de lo contario seria imprescindible
conocer también la variacion temporal de ¥ en dicho instante ty. Finalmente, la
condicién iv) extiende la relacion de De Broglie entre frecuencia de la onda de
materia y energia al caso de una particula no libre.

Una ecuacién que cumple todas las hipotesis anteriores es la siguiente:

OV (r,t)

h2
= —mvz\ll(r,t) +V(r)¥(r,t) (6.14)

ih

que es la denominada ecuacion de Schrédinger para una particula. Observe,
ademaés, que el segundo miembro de (6.14)

. h2
H\I/(I‘,t) = —m

V2U(r,t) + V(r)¥(r,t) (6.15)
corresponde a la regla de actuacion del operador energia u operador
hamiltoniano de la particula con energia potencial V(r) (cfr. la seccion 5.2,
ecuacion (5.10)). Por tanto, la ecuacion de Schrodinger puede escribirse de manera
mas compacta como

L (6.16)

ot
Comprobemos que, efectivamente, la ecuaciéon de Schrodinger satisface las
cuatro condiciones que hemos impuesto. Por construccion, (6.14) es una ecuacién
lineal de primer orden en el tiempo, y es inmediato ver por sustituciéon directa
que es satisfecha por las ondas planas de De Broglie si V(r) = 0. Finalmente, si

3 . - . . .
Usaremos H para designar de manera genérica la energia, mientras que E representard valores
especificos de la misma.
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expresamos el valor medio de H en términos del operador H y usamos la igualdad
(6.16), tenemos que

U*(r, t)HU(r, t) d*r .
’ ’ ih ovU(r,t) o
(H), = 2& = / U*(r, t)———= d’c | (6.17)
(@) @I Jrs ot
Si ¥(r,t) = U(r)exp(—iwt) es una solucién monocroméatica normalizable de
la ecuacion de Schrédinger entonces 0;VU(r,t) = —iwW¥(r,t), sustituyendo en la

igualdad anterior tenemos

_ fw *(r r,t)d%r =
(= [ o 5 D9 =

por lo que se cumple la hipotesis iv).

§ 2. Podemos escribir la ecuaciéon de Schrodinger en la representaciéon en
momentos. Para ello basta obtener la transformada de Fourier de HV(r, ),

i o (i)

1
~ (2mh)3/2 /R3
donde seguimos la costumbre de usar el mismo simbolo para el operador
hamiltoniano independientemente de la representacion.* Si en el segundo miembro
sustituimos HW¥(r,t) por su expresion (6.15), escribimos ¥(r,¢) en términos de

U(q,t) y operamos teniendo en cuenta las propiedades de la transformada de
Fourier, llegamos a que

70%®.t) PP y o
(6.18)
~ 1 .
P — —1p~r/h 3
con V(p) (27Th)3/R3V(r)€ d3r

que es una ecuacion integro-diferencial lineal.” Si V(r) no decae a cero cuando
r — oo entonces la expresion para V(p) no converge y la regla de actuacion de

4 Algunos textos si distinguen, por lo que no es extrano notar al operador energia como H(r)
(posiciones) o H(p) (momentos). Sin embargo procuraremos dejar siempre clara la representacion en
la que se trabaja, por lo que creemos que tal matizacién no es estrictamente necesaria.

5 Como se ve, la funcién de onda \il(q, t) aparece en la derivacion temporal y en el integrando de la
integral sobre d3q, en contraposicion con el caso de la ecuacién de Schridinger diferencial, en la que a
la funcion de onda W(r,t) se le aplican los operadores de derivacion temporal y espaciales.
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H en la representacién en momentos deberd obtenerse usando otras propiedades
de la transformada de Fourier, tal y como vamos a ver en el siguiente ejemplo.

EJEMPLO 6.b. Ecuacién de Schrédinger en la representacién en momentos
Una particula de masa M se mueve en una dimensién bajo la accién de una fuerza
recuperadora que deriva de la energia potencial V(r) = Mw?z?%/2. Exprese la ecuacién
de Schrodinger en la representacién en momentos.

Solucién:
En términos de los operadores posicién y momento,

A 1 1 .

En la representacién en momentos tenemos que

U J G U (p,t
p¥(p,t) =p¥(p,t) 5 @¥(pt)= +1h%,
de manera que
. 8@(p,t) N~ Mw?h2 92 1] -
RPN gy = 22 9 2 Gt
1 (9t (pv ) 2 (9]72 + 2Mp (p7 )7

cuya estructura es similar (compruébelo) a la ecuacion de Schrédinger en la
representacién en posiciones.

§ 3. Como discutimos en el capitulo anterior, el operador H es autoadjunto.
Ello implica que para cualquier par de funciones normalizables ¥(r) y ®(r)
pertenecientes al dominio de H se cumple que

/Rgcp*(r)ﬁ\y(r) d3r:/RB (o) v dr o (@|HY) = (HB[V).

(6.19)
Esta propiedad va a garantizar que la evolucion temporal dictada por la ecuacion
de Schridinger es unitaria, esto es, conserva el producto escalar:

d
(WD) (1)) = 0. (6.20)
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En efecto, si derivamos respecto del tiempo (¥(¢)|®(¢)) y usamos la ecuacion de
Schrédinger en su forma (6.16), vemos que

d<\11(2t|<1>(t)) _ /R <a\1/;(:,t)®(r7t) +‘y*(r’t>8¢g;,t)) A

-1 /RB (1Erw(r, 0 ®(r, 1) — 0 (v, )| H(r, 1)) de

y de acuerdo con (6.19) la ultima expresion se anula. Como consecuencia, la norma
|I¥(t)|| de la funcién de onda es constante en el tiempo.

De similar manera se prueba que para cualquier estado cuéantico |¥(t)),

d d (U(t)|HE(t)) 1 d .
M= T :||\I,H2£(<w<t>\m<t>>):o (6.21)

donde ya hemos excluido la dependencia temporal en la norma de |¥(t)).

Tenemos asi que el principio de conservacion de la energia se mantiene
en fisica cuantica. Igualmente, la incertidumbre de la energia AH y el valor medio
de cualquier otra magnitud fisica que dependa exclusivamente de la energia de la
particula serédn constantes en el tiempo.

En resumen:

e La evolucién determinista del estado cuantico de una particula no relativista
de masa M sometida a la accién de una fuerza conservativa que deriva de la
energia potencial V(r) esta dictada por la ecuacion de Schrédinger

r - .,
ih% = {—2};\4V2 o V(r)} U(r,t) = HY(r,t),

donde H es un operador lineal autoadjunto, denominado hamiltoniano de
la particula.

e Este operador H determina el valor esperado de la energia:

= 71 “(r. ) HU (r 3p
() = e J ¥ OF Vw0

que es real y constante en el tiempo.
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e La evolucién temporal de la funcién de onda es unitaria en el sentido de
que se conserva el producto escalar entre dos funciones de onda que cumplen
la ecuaciéon de Schrodinger:

d(P(?)|2(2))

=0.
dt

Por tanto, la norma de un estado cudntico es constante en el tiempo.

e En la representaciéon en momentos la ecuaciéon de Schrodinger es

" = L U(p,t) + /Rs V(p — a)¥(q,t)d%q,

donde

—ip-r/h ;3
k)’ /]R3 V(r)e d’r.

6.3. EL OPERADOR DE EVOLUCION TEMPORAL

§ 1. Por construcciéon, la ecuaciéon de Schrodinger nos permite obtener la
funcion de onda ¥(r,t) conocida su dependencia espacial en un instante inicial
to. Realizando un desarrollo en serie de Taylor

ov(r,t)
ot

1 0?W(r,t)

t=to

U(r,t) = U(r,t) +

(t—to) +
t=to

y como la ecuaciéon de Schrodinger implica la igualdad operacional 9/0t =
—(i/h)H tenemos que

. . 2
U(r,t) = U(r, to) + (W) AW (r, o) + % (ﬂ{th_to]) H2U(r, o) + ...

0, lo que es lo mismo,

n!
n=0

U(r,t) = Z 1 <_1[th_to]> H"U(r, tg)
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Recordando la expansion en serie de Taylor de la funcién exponencial, la solucién
a la ecuacién de Schrodinger puede escribirse como

(6.22)

- ir . — 1 /(—ir\" .
= Ty =S (2T g
con U(T) exp( . ) ,;)”! ( - )

donde U(T) es el denominado operador de evolucién temporal asociado a H.

§ 2. Aunque el dominio de H no tiene por qué ser todo el espacio de Hilbert
L2(R3), puede demostrarse que el dominio de U(7) es todo L£2(R3). Ademas,
para cualquier par de funciones ¥(r) y ®(r) de cuadrado integrable se tiene, por
construccion, que

(¥|®) = (U(r)¥|U(r)®)

(basta identificar ¥(r) y ®(r) como las funciones de onda de sendos estados
cuéanticos en t = 0, por lo que la actuacion de U(T) nos da las funciones de onda
en t = 7). Esto implica que el operador de evolucion temporal es unitario
y, ademés,

(0m) =07 = (0m) " (6.23)

como resulta inmediato comprobar si recordamos las propiedades generales del
operador adjunto vistas en §4.4.4.

§ 3. La expresion (6.22) de la solucion general de la ecuacion de Schrodinger en
términos del operador de evolucién temporal no sélo es formalmente importante sino
que es el punto de partida de multitud de algoritmos numéricos relevantes en el estudio
computacional de diferentes problemas de evolucion.® Imaginemos que somos capaces
de evaluar numéricamente la actuacién del operador hamiltoniano sobre una funciéon de
onda. Entonces, si definimos un paso de tiempo finito 0t y truncamos el desarrollo del
operador unitario U (1) a orden dos, podemos escribir que

U(r, ¢+ 8t) ~ U(r, 1) — i%tﬁkll(r, t) — (;2;}1 (H\I/(r,t)) . (6.24)

6 En este caso se considera la variable tiempo, ya que se estudia la evolucién temporal del sistema
cuéantico. Pero lo que ahora vamos a esquematizar es un procedimiento general para resolver de manera
aproximada ecuaciones diferenciales. Estos métodos (llamados métodos de diferencias finitas) se aplican
cominmente a las variables espaciales y no a la variable temporal, y muy habitualmente en sistemas que
deben resolverse a la manera de la fisica clasica.
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De esta forma, a partir de U(r,t) obtendriamos ¥(r,t + 0t), que nos permitiria
evaluar ¥(r,t + 20t) y asi sucesivamente. Sin embargo este método tiene una limitacion
fundamental: la ecuacion de Schrédinger es reversible, es decir, si obtenemos ¥(r,t+dt) a
partir de U(r, t), deberiamos llegar a ¥(r, t) si partimos de ¥(r, t+dt) pero retrocediendo
en el tiempo, cosa que no ocurre en esta aproximacion. Ademas, el tercer término en este
desarrollo requiere aplicar dos veces el hamiltoniano Hala funcién, lo que puede resultar
complicado y costoso en tiempo de computacion.

Sin embargo, un desarrollo similar a (6.24), cambiando dt por —dt da

i0t 4 (5t)% - 1~
et = 0t) = (e 1) + - HU(r,t) = S A {H\If(r,t)]
y restando esta expresiéon de la anterior resulta
0t »
W(r,t 4+ 6t) ~ —2 AW (r,t) + U(r,t — ot), (6.25)

h

donde ha desaparecido el término molesto. Este algoritmo, en el que la funcién de onda
en un instante ¢+ §t se evalia a partir de las funciones de onda en los instantes t y t — 6t,
es numéricamente menos costoso que (6.24) y ademas preserva la reversibilidad de la
evolucion hamiltoniana para dt finito, como resulta evidente por una simple inspeccion
de (6.25).7

A efectos practicos, si partimos de un instante inicial ¢ la funcién de onda ¥(r, to+4t)
se puede evaluar usando (6.24); con estos dos datos la aplicacion sucesiva de (6.25) nos
proporcionard las funciones de onda en los instantes ¢y + 260t, tg + 36t, etc. Obviamente
el resultado serd numéricamente mas preciso cuanto menor sea el paso de tiempo dt.
Habiendo otros algoritmos mucho maés sofisticados, el que acabamos de presentar resulta
bastante preciso dentro de su sencillez.

6.4. LA ECUACION DE CONTINUIDAD

§ 1. La ecuacién de Schrédinger rige la evolucion dindmica del estado cudntico
de una particula de masa M y, por ende, de todas sus propiedades observables. Por

" Desde un punto de vista puramente numérico, este algoritmo implica utilizar para el calculo de la
derivada temporal de una funcion en el instante ¢ una aproximacion en diferencias finitas centradas,
O¥(r,t)  W(r,t+ 6t) — U(r,t — dt)
ot 26t ’

que es una aproximaciéon simétrica respecto a ¢t y con un error de orden O(dt)2, en lugar de una
aproximacion en diferencias adelantadas
oW (r,t)  W(r,t+dt) — ¥(r,t)
ot 5t ’

que no es simétrica y que tiene un error O(dt) (mayor que la anterior aproximacion si 6t < 1).
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su importancia en la aplicacion de la interpretacion probabilistica es interesante
obtener la variaciéon temporal de la densidad de probabilidad relativa a medidas
de la posicion, que recordemos estd dada por

p(r,t) = ]\I}||2\I/*(r’t)\ll(r’t)'

|? es constante en

Aplicando la ecuacién de Schrodinger y recordando que [|W(¢)
el tiempo

op(r,t) 1 OV*(r,t) . 0¥ (r,t)
o ( 5 U(r,t) + U*(r,t) 5 )

1 A A

= (W, ) [AY(r,t *—\Il*rtH\I/r,t).
TTTASGRIZAICOISE R COEATCD

El término que contiene a la energia potencial V' (r) se cancela al evaluar la anterior

expresion, por lo que sélo nos quedan los términos asociados a las derivadas

espaciales:

dp(r,t) ik
ot 2M|v|?

(\If*(r,t)V2\IJ(r,t) - \I!(r,t)VQ\I/*(r,t)).

Particularizando la relacion V- (VG) = (V¥)-G+ U (V - G) (véase el Apéndice
A) al caso G = VU, tenemos tras simplificar que

0{)((91;, t) — V. [21\41|TL‘P|2 (qz(r,t)vxy*(r,t) - \Il*(r,t)V\I/(r,t))} .

La cantidad vectorial

ih

T8 = e

(ql(r,t)V\P*(r,t) — \I/*(r,t)V\I/(r,t)> (6.26)

se llama densidad de corriente de probabilidad de la particula. La relacion
entre ésta y la densidad de probabilidad es, tal y como acabamos de ver,

Ip(r, t)
ot

=-V. J(r7 t)7 (627)

expresion conocida como ecuacion de continuidad. El paralelismo formal con
la ecuacién de continuidad de la hidrodinamica o del electromagnetismo clasico es
evidente, solo que aqui p(r,t) no es, salvo constante multiplicativa, una densidad
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real sino una probabilidad de ocurrencia relativa a la deteccion de la particula en
un punto r dado.

§ 2. Consideremos ahora una regién del espacio V limitada por una superficie
S. La variacion respecto del tiempo de la probabilidad de encontrar a la particula
en dicha region es:

a d Op(r,t
Zi ey (reV) = dt/p(r,t) d3r_/vp(at) PBr

Si ahora aplicamos la ecuacion de continuidad y el teorema de Gauss (véase, de
nuevo, el Apéndice A), obtenemos

/Vap(r ) /V I /SJ(r,t)-dS. (6.28)

Por tanto, la wariacion respecto del tiempo de la probabilidad de detectar a
una particula en una region V es igual al flujo de la densidad de corriente de
probabilidad a través de la superficie S que limita a dicha region. Recuerde que
el sentido positivo a efectos del calculo de flujo de un campo vectorial es siempre
hacia afuera de la region V.

Si la particula se moviese en una dimensiéon espacial, la corriente de
probabilidad y la ecuaciéon de continuidad serian

in ov*(z,t) . 0V (zx,t)
(@ t) = ——— | U(z, ) — — U (g, ) —2 2
Ioant) = g | ¥ 0 e - e P (6.20)
op(x,t)  0Jy(x,t)
ot ox (6.30)
y la integracion de esta tltima darfa inmediatamente que
d d [°
Py (z € a,b]) = & | ol t)ds = Jo(a) = Jo(0). (6.31)

§ 3. Al igual que existe una estrecha relacion entre p(r,t) y el valor medio de
la. posicion, el valor medio del momento lineal se puede obtener directamente a
partir de J(r,t). En efecto, tal y como vimos en el capitulo anterior,
ih
(P =~z [V V(1)
I¥? Jrs
con (P)t = (Pz)tuy + (Py)euy + (pz)eu,. Dado que ¥(r,t) tiende a cero cuando
r — 00, integrando por partes queda
ih
(P) = / U(r, ) VI (x, ) dPr.
NG



6.4. LA ECUACION DE CONTINUIDAD

Entonces, si sumamos miembro a miembro las dos igualdades anteriores, llegamos
al importante resultado

(p)r =M J(r,t) dr (r)y —/ rp(r,t) d’r (6.32)
R3 R3

donde, por completitud, hemos incluido también la expresion para (r);. Veamos
un sencillo ejemplo ilustrativo.

EJEMPLO 6.c. Corriente de probabilidad de una onda modulada

En un instante dado de tiempo, la funcién de onda normalizada de una particula de masa
M es U(r) = ¢(r)exp(ikp - r), donde ¢(r) es una funcion real. Evalae la densidad de
corriente de probabilidad y el valor esperado del su momento lineal.

Solucién:
Como

VU(r) =V {p(r)e*r} = oTVop(r) + p(r) Ve o™ = X0 TVp(r) + ikop(r)e™ ™
y por hipétesis p(r) = p*(r) y ||¥|* = 1, inmediatamente tenemos que

_ih
oM

hko

3(r) = o (B VY () — W () VU()) = 1) ko = ()

Aplicando (6.32)

p)=M [ I(r)d’r = hko/ |U(r)|? d*r = hko
R3 R3

(observe que si hacemos ko = 0 entonces la funcién de onda U (r) es real, caso en el que
siempre se tiene que (p) = 0).

§ 4. Si derivamos respecto del tiempo el valor medio de la posicion (r);, usamos
la ecuaciéon de continuidad y procedemos a una integracién por partes, no es
complicado ver que

Giwe= [ 3t dr = o (6.33)

relacion que generaliza el resultado (6.9) a una particula sometida a una fuerza
conservativa F(r) = —VV(r).
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A su vez, si derivamos el valor medio del momento (p); respecto del
tiempo, expresamos la variacion temporal de ¥(r,¢) en términos del operador
hamiltoniano, integramos por partes y simplificamos, se llega a que®

o= [ e = [ ovelpe et = Fw)e | 630

Estas dos relaciones, (6.33) y (6.34), conocidas como teoremas de Ehrenfest,
son asi formalmente iguales a las leyes de Newton pero aplicadas a los walores
medios cuénticos. Sin embargo, excepto si F(r) depende linealmente de la posicion,
no se va a cumplir que (F(r)); # F({r);). Ello implica que las soluciones de las
ecuaciones de Ehrenfest y de las de Newton no coincidiran salvo en los casos en
los que la fuerza sea nula, uniforme o arménica.

6.5. ESTADOS ESTACIONARIOS. AUTOENERGIAS

§ 1. Una solucién particularmente interesante de la ecuaciéon de Schrodinger es
aquella en la que la funcién de onda es monocromatica con frecuencia w, es decir,
®(r,t) = &(r)exp(—iwt). Al estar la dependencia temporal desacoplada de la
espacial, el estado cuéntico correspondiente |®(t)) es estacionario en el sentido
de que fisicamente no evoluciona en el tiempo.

Como se recordard, uno de los argumentos de plausibilidad que nos condujo a
la ecuacion de Schrodinger fue exigir que el valor medio de la energia en un estado
de ese tipo sea (H) = hw. En concreto, para una funcion de onda monocromética
®(r,t) = O(r) exp(—iwt) se tiene que

5 0P(r,t .

H(r,t) = ihél;’) = hwd(r,t) = HO(r) = hwd(r) (6.35)
y que el valor medio del hamiltoniano es (H) = hw, como resultado de la
cancelacion de los factores exp(=+iwt). Si hacemos la identificacion £ = hw,

tenemos entonces que la funcién de onda de un estado estacionario con energia E

8 Hemos omitido los detalles puesto que dentro de poco veremos una manera mucho mas sencilla de
llegar a estos resultados.
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es

O(r,t) = ®(r) exp(—iEt/h) cumpliendo que
(6.36)

2m

2
Ho(r) = [—hvz - V(r)] d(r) = Ed(r).

La ecuacion H®(r) = E®(r) se conoce como ecuacion de Schrédinger
independiente del tiempo y también como ecuacion de Schrodinger
estacionaria.

Desde la perspectiva del &lgebra lineal, H®(r) = E®(r) es la ecuacion de
autovalores correspondiente al operador autoadjunto H , por lo que de satisfacerse
es logico llamar a ®(r) autofuncion de la energia siendo E la autoenergia (o
autovalor de la energia) correspondiente.

En un estado estacionario la energia estda completamente definida
(AH = 0) o, equivalentemente, los estados estacionarios son los
autoestados de la energia. En efecto, tal y como vimos en el capitulo anterior

1
-5
1| [/rs

Por tanto, la condicién necesaria y suficiente para que un estado sea estacionario
(ecuacion 6.35) es que la incertidumbre de su energia sea cero. Este es uno de los
resultados mas importantes de la teoria cuantica.

(F - <1;r>)q>(r,t)]2 d3r] R

En un estado estacionario todas las probabilidades de ocurrencia son
constantes en el tiempo ya que la evolucién temporal no afecta a la dependencia
espacial de la funciéon de onda. El estado estacionario es asi un concepto
puramente cuantico completamente diferente a nuestra concepciéon clasica de
particula estdtica. Por ejemplo, el valor medio de la energia cinética de una
particula en un estado estacionario no es nulo, aunque el valor medio del momento
lineal si lo es: de acuerdo con el teorema de Ehrenfest (p); = M d(r);/dt y
como (r); es constante en la evolucion necesariamente (p); = 0. A lo sumo, el
equivalente clasico mas cercano seria el de régimen estacionario.

Veamos un primer ejemplo aparentemente académico pero de gran
importancia.
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EJEMPLO 6.d. (!) La cuantizacién de la energia

Una particula de masa M se mueve libremente en una dimensiéon pero estrictamente
confinada en un segmento de longitud L. Obtenga las funciones de onda normalizadas y
las autoenergias de todos los estados estacionarios del sistema.

Solucién:

Supongamos que la particula se puede mover libremente entre los puntos © =0y = = L.
De acuerdo con el enunciado es imposible hallar a la particula fuera de este intervalo,
lo que implica que ®(z,t) = 0six ¢ (0,L). Por otra parte ya hemos comentado que el
requerimiento minimo que ha de satisfacer toda funcién de onda fisicamente razonable
es que sea continua. Esto implica las siguientes condiciones de contorno

d(z,t) =0 si t=0 o z=0L.

Como no hay fuerza alguna que actie sobre la particula si esta dentro del intervalo (0, L),
la ecuacion de Schrédinger correspondiente es
OP(x,t)  h? O*®(x,t)

ot~ o o o vl

con las mencionadas condiciones de contorno.

ik

Para un estado estacionario de energia E cuya funcién de onda es ®g(x,t) =
O (x) exp(—iFEt/h) la ecuacion de Schrédinger independiente del tiempo es

R )
2M  dz?

La solucion general de esta ecuacion, sin imponer de momento el cumplimiento de las
condiciones de contorno, es

O p(r) = Asin(kz) + B cos(kz) con k=+/2ME/h?>0.
Dado que ®g(0) = 0, necesariamente B = 0, por lo que

Dp(x) = Asin(kx).

= Ed®g(z) con Pg(0)=Pg(L)=0.

Impongamos ahora la segunda condicién de contorno, ® (L) = 0, que implica

T 27
inkl)=0=k=0,—,—,...
sin(kL) T T
Sin embargo k = 0 no es admisible ya que lleva a la anulacién de toda la funcién de onda.
En definitiva los valores “permitidos” de k son
k= % con n=1,2,3,...

y las posibles autoenergias (que etiquetamos con un subindice n ) son

252
TR 4

En = Sasrro
oMmr2"

con n=1,2,3,... (6.37)
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Figura 6-3. Primeras cuatro autofunciones de la energia para una particula que se mueve
libremente en el intervalo 0 < x < L. Las autofunciones estan desplazadas verticalmente para
facilitar su vision

Como se ve, las autoenergias estdn cuantizadas, al poder tomar tinicamente valores
discretos.

Las autofunciones correspondientes seran ®g (xr) = Asin(nmz/L) y la constante
arbitraria A puede evaluarse normalizando la autofuncién:

L

L L
_ _ 271412 . 2 (ML a2k
1= @ 05) = [ 05, (@)Fde = 4P [ sin® (U5) do = AP

y salvo constante multiplicativa de médulo unidad completamente irrelevante

2 .
Qp, (2,t) =4/ 7 sin (TLLE) e Bt/ con n=1,2,3, ... (6.38)

Las primeras de estas funciones estan representadas en la FIG. 6-3. Fijese que las
longitudes de onda de estas ondas estacionarias son

2 2L A
= —_— = — = ln = L’

kn n 2

por lo que la anchura L del intervalo en el que estd confinada la particula es igual
a un miltiplo entero de las posibles semilongitudes de onda correspondientes a estados
estacionarios. Las similitudes con los modos normales de vibracién de una cuerda vibrante
con extremos fijos son asi mas que evidentes.

An
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§ 2. A pesar de lo que se ha expuesto en el ejemplo anterior, en multitud de
sistemas fisicos no hay estados estacionarios, lo que se reflejara en la inexistencia
de autofunciones normalizables de la energia. El caso mas claro es el de la particula
libre, para la que

hZ

—WV2<I>E(I') = Edp(r) con E>0 (6.39)

(si V(r) = 0 la energia de la particula no puede ser negativa). Esta ecuacion de
Schrédinger independiente del tiempo tiene como soluciones a las funciones no
normalizables tipo de De Broglie

aq(r)zw con |q| = V2ME. (6.40)

Ahora bien, ya hemos visto que las ondas de De Broglie representan estados limite
ideales: si en un instante to la dependencia espacial de la funcion de onda ¥(r,tg)
de una particula libre en un estado realizable es similar a (6.40) en una region
muy amplia del sistema, siendo practicamente nula fuera de la misma, tendremos
que “casi” satisface la ecuacion de Schrodinger independiente del tiempo (6.39).
El estado cuédntico de la particula serda asi “muy parecido” a uno estacionario
pudiendo calificarse de cuasiestacionario. Un caso ilustrativo seria el paquete
gaussiano estudiado en el ejemplo 6.a en el limite a > 0.

Recordando lo visto en el capitulo 5 al analizar el espectro continuo de
un operador, una solucién no normalizable Ag(r) de la ecuacion de Schrédinger
independiente del tiempo describird la dependencia espacial de la funcién de onda
de un cuasi-autoestado de la energia en el limite AH — 0 si [Ag(r)| se mantiene
acotada cuando |r| — 00.?

EJEMPLO 6.e. (*) Particula sometida a una fuerza constante I
Consideremos una particula de masa M que se mueve en una dimensién espacial sometida
a una fuerza constante F,. Obtenga las autofunciones de la energia.

Solucién:
La energia potencial es V(x) = —F,x, y la ecuacién de Schrédinger independiente del
tiempo es
R? d?
———— —F A =FEA . A1
(~357a57 ~ Fev ) Ax(o) = EAs(a) (6.41)

9 . . . P . . A
La matizacion es importante puesto que pueden existir soluciones no normalizables cuyo médulo
crezca indefinidamente a medida que |r| — co. Y estas autofunciones no tienen ningtn sentido fisico.
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Figura 6-4. Funciones de Airy. La amplitud de sus oscilaciones y la distancia entre maximos
decrecen a medida que x — —oo.

Definamos la longitud zo usando la igualdad h?/(2Mz3) = —F,. La ecuacion (6.41) se
puede reescribir como
5 d? r Rh’E

“HogE g, T | A =0

Esto sugiere definir la variable adimensional

T — Ty 2Mx E E
U=—" con x, = -
Zo h2 Fz

(observe que x, es el punto de retroceso clasico de la particula con energia FE dado por
V(z,) = E) y hacer el cambio de variable x — u.

De esta manera, la ecuacién de Schrodinger (6.41) es completamente equivalente a

(dd22+u>¢()0 con AE(I)¢<$;Oxr> : xrszEI, (6.42)

Todas las autofunciones son pues idénticas salvo traslacién. Esto es légico debido a la
simetria del problema: en términos cladsicos la tunica diferencia entre la dindmica de una
particula con energia E y otra con energia E' es la situacion del punto clasico de

retroceso; en términos cudnticos las autofunciones correspondientes estan desplazadas
entre si.

La solucién general de la ecuacion diferencial (6.42) es ¢(u) = AAi(u) + BBi(u),
donde A, B son constantes arbitrarias y Ai(u), Bi(u) las llamadas funciones de Airy,
no pertenecientes a L?(R) y que representamos en la FIG. 6-4. Como puede observarse,
Bi(u) diverge cuando w — oo y no puede contribuir a la autofuncién Ag(x) ya que
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entonces su médulo creceria indefinidamente. No queda mas remedio que B = 0, y las
autofunciones con energia E son

xr:_E/EE ) EeR

h2 1/3
= <2MFm>

siendo A una constante multiplicativa arbitraria. Fijese que ahora no hay ninguna
cuantizacion de la energia, pudiendo ésta tomar cualquier valor real.

Ap(z) = AAi <x;f> con (6.43)

§ 3. Enresumen, tenemos dos tipos de soluciones con interés fisico de la ecuaciéon
de Schrédinger independiente del tiempo HVUg(r) = EVg(r):

i) Autofunciones ®pg(r) que son normalizables y que definen genuinos
estados cuanticos estacionarios, representados por la funcién de onda
®p(r)exp(—iEt/h), y en los cuales AH = 0. Las autoenergias E pertenecen
al espectro puntual de H y, por tanto, estan cuantizadas. A estos estados
estacionarios se les denomina estados ligados.

ii) Autofunciones Ag(r) que no pertenecen al espacio de funciones £2(R3) pero
que proporcionan la dependencia espacial limite de la funcién de onda de
un estado cuasiestacionario con valor medio de la energia igual a E cuando
su incertidumbre tiende a cero. La autoenergia F forma parte del espectro
continuo de H. Por motivos que veremos en el capitulo 10, a estos estados
estacionarios se les llama estados de colision.

Ambos tipos de autofunciones de la energia deben satisfacer las relaciones de
ortogonalidad que corresponden a todo operador autoadjunto:

H®p (r) = B ®g, (r)
. = <¢E1‘®E‘2> =0 si B 75 FEs. (6.44)
I‘I(I)E2 (I') = EQ@EQ (I')

Finalmente, la terminologia que introdujimos en el capitulo anterior se utiliza
en la descripciéon de las propiedades espectrales de H aunque con alguna pequena
variacion:

= Los subespacios propios Wg formados por autofunciones con una misma
energia F se suelen llamar niveles de energia.
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= El nivel con menor energia posible se denomina nivel fundamental
mientras que los restantes son los niveles excitados (primero, segundo,
etc.) usandose tales adjetivos también para los estados cuénticos
correspondientes (o para el estado cuéantico si la multiplicidad del nivel
es uno) y para las autoenergias.

6.6. LA REPRESENTACION EN ENERGIAS

§ 1. La atencién que hemos prestado a las autofunciones de la energia no ha sido
gratuita. La interpretaciéon probabilistica de la energia se implementa de manera
natural en una base de representacion propia de la energia (véase su definicion en
la seccion 5.5) pero, ademas, la evolucion temporal de la funcion de onda sera
muy sencilla de obtener si trabajamos en esta representacion.

Consideremos una particula de masa M cuyo operador hamiltoniano es H.
A efectos de notacion, llamaremos E a una autoenergia del espectro puntual oy,
de H y {®gn(r)}, conn=1,2,3,.., g (siendo gp la multiplicidad de E), a un
conjunto ortonormal de autofunciones de E que forman una base del subespacio
correspondiente al nivel energético. Andlogamente, si € es autoenergia del espectro
continuo o, con multiplicidad g., designaremos por {A.;(r)} con j =1,2,..., 9.
a una base ortogonal del correspondiente subespacio propio. Como ya sabemos,
si cada autofuncion A, j(r) estd multiplicada por una constante de regularizacion
adecuada se tiene que

<¢)E1,n1|(1)E2,n2> = /Rg *El,nl (r)(I)Emm (I‘) dSr = 5E1,E2 5”1,112
(®lAey) = /R @, (1) (r) de =0 (6.45)

<A€1,j1 ’A€27j2> = /R3 A;,jl (r)A€2,j2 (I‘) dgr = 6(51 - 82) 5j1,j27

donde (g1 — £2) es la delta de Dirac.

Para que estas autofunciones constituyan una base de representacién de
L£2(R?), H tiene que ser autoadjunto (algo que estamos dando por supuesto).
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Entonces toda funcién ¥(r) de £2(R?) se puede escribir como

Z ZCEnCI)En / ZC&]’AEJ(I‘) de

Ecopn=1 ¢ g=1

con cgy = (Ppn,|T) :/ ‘I)E,n(r)‘l’(r) B (6.46)
R3

v ooy = (egl) = [ AL (090)

siendo {cgn}, {c-,;} las coordenadas de ¥(r) en esta representacion a la que, por
motivos evidentes, llamaremos en energias.

Notese que hemos escogido los niumeros cudnticos en la forma general que
vimos en el capitulo 5: la autoenergia y un indice de degeneracion que toma
valores desde 1 hasta la multiplicidad de dicha energia. Sin embargo, esta
etiquetaciéon no es la tnica posible. En muchos casos es conveniente identificar a
las autofunciones de la base de representacién mediante otros niimeros cuanticos
a partir de los cuales sea sencillo saber cudl es la autoenergia correspondiente. El
ejemplo mas claro es el de la particula libre en tres dimensiones para la que una
base de representacion en energias es la dada por las funciones De Broglie

1

Gp(r) = W

; 1
r/h 2
e® ¥/ con EP = 2M|p| ) <0P1|9P2> = 5(p1 - p2)
siendo los ntimeros cuénticos los valores p;, py, p..

§ 2. La solucién general de la ecuacion de Schrodinger se obtiene de manera
practicamente inmediata en la representacion en energias. Ya que la dependencia
temporal de las funciones de onda estacionarias es

(I)E,n(l‘,t) = (I)E’n(r)e—iEt/h : Agyj(r7t) _ Aaj(r)e—iat/h’
si la funcion ¥(r) dada en (6.46) es la funcion de onda de la particula en ¢ = 0,

por la linealidad de la ecuacién de Schrodinger la expresion para la evoluciéon
temporal de la funcién de onda es

Z ZCEnq)En / ch,jAE,j(r,t) de.

Ecopn=1 ¢ j=1
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En consecuencia,

9dE ge
U(r,t)= > e PPN g ®pa(r) + / e PN e A j(r) de, | (6.47)
Jj=1

Eeop n=1 Oc

donde {cgn}.{cc;} son las coordenadas de ¥(r,0). Hemos asi obtenido en
términos de la condicion inicial ¥(r, 0) la evolucion posterior de la funcion de onda.
Alternativamente, ¥(r,¢) también puede escribirse en términos de coordenadas
que dependen de t,

Z ZCEn (I)En / ZECEyj(t)AELj(I‘) dE,

Eecopn=1 ¢ j=1

(6.48)

con  cpn(t) = (B[ W(O)e Py cos(t) = (A 0(0))e

Vemos que las coordenadas de una funciéon de onda en una representacién en
energias son funciones complejas monocrométicas de frecuencia w = E/h 6 w =
£/h. Sus modulos, pues, son constantes.

§ 3. Consideremos ahora dos soluciones normalizables ¥(r,t) y J(r,t) de la
ecuacion de Schrodinger. Su producto escalar puede evaluarse en términos de sus
coordenadas respectivas cg ,(t) vy zEn(t):

< ’\Ij(t) Z Z ZE n CE,n(t) + Z 5] C&J dE?

E€opn=1 Oc j=
y como |exp(—iEt/h)|? = |exp(—ict/h)|? = 1,
9ge
(( S et [ >oat ey de= 0ORO). (649)
Ecopn=1 Oc j=1

Este resultado confirma el caracter unitario de la evolucién determinista. Haciendo
¥ = WU, la norma al cuadrado de cualquier funcién de onda es:

@ = v = ZZICEn\ /Zslcs,jzdé‘- (6.50)

Eecopn=1 ¢ j=1
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§ 4. Puesto que los modulos de las coordenadas de W(r,t) no cambian en el
tiempo, las probabilidades de ocurrencia relativas a una medida de la energia son
constantes en el tiempo. Especificamente, las probabilidades basicas son

Pry(E \‘I’”QZ| cenl’ =
(6.51)
2
pH(‘€ €= H\IJHQZ| €7J| H\I}H2Z| :J|\Ij
donde hemos excluido la variable ¢ al ser irrelevante.
El valor medio de la energia es entonces
(U|HY)
(H) = ’\11 s~ =Y EPry(E / € py(e) de (6.52)
e & ..
y su incertidumbre esta dada por
I — (e [ (vl v
AH = " = — (H)*
1] ( e
1/2
— | S Pru(E) ¢ [ (e )P e de| L (653

Eecop Te
En general, el valor medio de cualquier magnitud g(H ) sera
U|g(H)®
iy = IC — 5 o) Prue) + [ gle) pute) e (650
Ecop Te

que es una aplicacién directa de lo que se discuti6 en la seccién 5.5.

EJEMPLO 6.f. Ilustracién de la interpretacién probabilistica para H
En un instante de tiempo, ty = 0, la funcion de onda de una particula que se mueve bajo
la accién de una fuerza conservativa F(r) es

U(r,0)=A [le (r) + ¢g,4(r) + 2¢2,b(r)} )

donde ¢;(r), ¢5 ,(r) ¥ ¢o,(r) son tres autofunciones reales y ortonormales de la energia,
con autovalores Fy, Ey y FEs, respectivamente. Supéngase que Eo > FEj.
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a) Obtenga la constante de normalizacion A.
b) Halle el valor esperado y la incertidumbre de la energia de la particula.
¢) Analice la evolucion temporal del valor medio del momento lineal.

Solucién:
a) Como las tres autofunciones forman un conjunto ortonormal, usando (6.50)
1

1= = (@|®) = AP [[1* + 1] + 12"] = 6]A]* = |Al= T

b) Aplicando los resultados del epigrafe §4,

1 1 4 Ei +5E,
H)=-Fy+ -Fy+ -Fy = 22
(H) =GB+ 5E + 5P 6

1 1 4 E? 1 5E2
H2 :*E2 7E2 *E2: 1 2
(H=) 6 1+6 2+6 2T T

1/2 \/5
AH = ((H?) - (H)*)'* = 22 (B2 — By).

¢) La evolucién temporal de la funcién de onda es
1
V6

que también puede escribirse como

U(r,t) [¢1(r)e—iE1t/h + ((bm(r) + 2¢2,b(1‘)) e—iEgt/h} ’

o Q= (Ey— Ey)/h
Vo) = g [ ] eon 1) 200

V5

El valor medio del momento lineal es
()t = *iﬁ/ U*(r, t)VU(r, t)d*r
]RS

y sustituyendo y operando (las autofunciones son reales)

whi =5 [ G@Van) drt =g [ 6,070,0) dre

# 2 [ 0wV dre e [ 6,09V d]

Las dos primeras integrales son cero (basta integrar por partes para verlo). A su vez, si
integramos por partes en la tltima integral

_ \/gh 6iQt o

e i 5, _ | VR r r) d°r
7/}1%3 ¢1(r)Vy(r) d’r = [ 3 /R3 P1(r)Vy(r) d

(Pt 6 : sin ()
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e identificando el término entre paréntesis cuadrados como pa, tenemos que (p); =
pa sin(Qt).

Podemos concluir que para toda funciéon de onda que es combinacién lineal de
autofunciones de dos niveles, los valores medios oscilan armoénicamente en el tiempo
con frecuencia Q) = (Ey — E4)/h independientemente de cuél sea la naturaleza especifica
de la fuerza a la que esta sometida la particula. Este resultando en absoluto viola los
teoremas de Ehrenfest, ya que segiin estos

d(r): _ (P)

a M = (r)s=(r)o—

pa [cos(2t) — 1]
MQ

; (F(r)): = d<dI;>t = paQcos(Qt)

v a partir de estas expresiones no se puede inferir nada respecto de F(r).

EJEMPLO 6.g. Evolucién temporal de una particula confinada
Consideremos una particula de masa M que se mueve libremente en una dimensién, pero
confinada en el intervalo [0, L]. En el instante ¢ = 0 su funcién de onda normalizada es

2/3 x siz € (0,L/2)
\I/(x,()) = m X

(L—2z) size(L/2,L)
cuyo perfil, como es inmediato comprobar, es triangular.

a) Obtenga el valor medio de la energia de la particula.

b) Exprese la funcién de onda ¥(x,t) en un instante cualquiera t.

¢) Al medir la energia de la particula jqué valores pueden obtenerse y con qué
probabilidad? Compruebe que la suma de las probabilidades de ocurrencia es igual
a la unidad.

d) Usando el resultado del apartado anterior, evaltie de nuevo (H) y compruebe que
coincide con el obtenido en el apartado a).

> 1 > 1
Ayudas: - = g2
Y g(zsﬂ)“ Z (2s+ 1) 8

Solucién:
a) Aunque académico, este ejemplo es bastante ilustrativo en lo referente a la evolucién
temporal de una funcién de onda. El operador hamiltoniano es

- h? 02
H=——
2M Oz?
¥ nos restringimos a funciones que sélo son no nulas en el intervalo [0, L] siendo cero en
los extremos. El valor esperado de la energia es

[ 9?(z,0)

L
(H) = /0 U* (2, 0)HU (x,0)de = — 5
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La primera derivada de ¥(z,0) es discontinua, pero si hacemos una integral por partes
y usamos que ¥(0,0) = ¥(L,0) =0
2
(2, o
"o\ 2] T MI2

(también podriamos haber efectuado la segunda derivada de ¥(x,0) en el sentido de
distribuciones discutido en el apéndice B , obteniendo el mismo resultado).

Nota: Observe que ¥(x,0) no es una funcién de onda 100 % admisible al exhibir una
discontinuidad en su derivada. Esto lleva a que ¥(z,0) no pertenezca al dominio de H
vy a que AH sea infinita (compruébelo). A pesar de ello, podremos resolver formalmente
la ecuaciéon de Schrédinger para esta condicién inicial.

h2

B2 0v(z,0)|?
2M

(H) =+ oz

b) Las autofunciones y autoenergias del sistema son*°

/2 2p?
D, (z) = zsinn—zx . B, = 27;\/[[/2”2 =hOn? con n=1,2,34,..

y para aplicar (6.47) necesitamos evaluar (®,,|U(0)) (fijese que n es un niimero cudntico
asociado al nivel, no a la multiplicidad que es uno para todas las autoenergias). Operando
y teniendo en cuenta que n es un niimero natural

cn = (9,]|0(0)) = 21;@ [/OL/szin (?) dzx + /L;(L — z)sin (nfza@) dm] =

/1/2usin(n7ru)du + /1 (1 —u) Sm(mru)dm] =2/6 M

/2 n272

=2v6

Usando que sin(nm/2) es igual a cero si n es par y a (—1)"~1/2 si n es impar,
1mpar (n—1)/2,—in 20t

. /nmx m2h
U (z,t) WQ\F Z sin (T) con = YYiEk

En la FIG. 6-5 representamos la evolucién de la densidad de probabilidad p(z,t)
|U(z,t)|?> que resulta ser temporalmente periédica con un tiempo de oscilacion T =
ML?/(27h). Puede apreciar como p(x,t) sigue ciclos de expansién-contraccion.

c¢) Para cualquier instante de tiempo, de acuerdo con (6.51):
% 1
1,4
Prir(En) = [(®nU(1))[* = [(@,|W(0))P=q ™ "
0 sin=24,6,..

sin=1,3,5,..

10 F5 evidente que las autofunciones de la energia no som una base ortonormal de £2(R). Debido
al confinamiento de la particula el espacio de Hilbert de las funciones de onda es £2([0, L]), esto es, el
conjunto de las funciones de cuadrado integrable definidas en el intervalo [0, L].
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3 3 3 3
t=0 t=1 t=0.05t ¢t=0.957 t=0.10t ¢t=090t| |r=0.15t =0.851
=2f 20 12t {2t j
Z
a1t 1k 10 41 |
0 0 0 0
0 Lo Lo Lo L

3 3 3 3
t=0.20t t=0.80t t=025t t=0.757 t=0.30t ¢t=0.701 t=035t t=0.65t

;lzf 2t 4 2t 4 2t B
~
=
=1+ 1k 1t 41 4
0 0 0 0
0 Lo L o Lo L
3 3 3
t=040t ¢=0.60t t=045t t=0.551 t=0.50t
iz, 2+ 4 2t 4 >
Hm
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Figura 6-5. Densidad de probabilidad p(z,t) correspondiente al ejemplo 6.g

y al medir la energia sélo se pueden obtener los valores F1, E3, E5, ... con probabilidad
proporcional a 1/n*. Ademds, y como debe ser,

impar

> 96 1 96 1
Z:ler(En) =~ ==

nt 7t 5 (2s + 1)4

d) El valor medio de la energia es

il ARH2 TR A8 1
HY =S "E,Pry(E,) = —2 _ — =
< > ngl "H( ) 2 M L2 — n2 T2 M2 ~ (28 + 1)2

y usando la ayuda reproducimos el resultado ya calculado en el apartado a).

6.7. SISTEMAS SEPARABLES

§ 1. En mecénica cléasica un sistema con N grados de libertad es separable si es
posible desacoplar la evolucion temporal de cada uno de ellos. Para una particula
bajo la accién de una fuerza conservativa, su dindmica serd separable si la energia
potencial puede escribirse como

V(r) = Va(z) + Vy(y) + Va(2). (6.55)
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Cuénticamente, la separabilidad se refleja en que el operador hamiltoniano es

. h? 02

He == a2 T Vo)
R R R R . h2 62

- h? 02

He=5hrp22 + V20

esto es, el hamiltoniano es igual a la suma de operadores hamiltonianos “parciales”
que dependen de una tnica coordenada.

Para un sistema separable, se cumple la siguiente propiedad

H:ESDEI (z) = Ew‘PEI (v)
Si ®(r) = ¢p, (z) &g, (y) np.(2) con $ Hyép (y) = Eylp, (v)

HZUEZ (2) = E.ng, (2)

entonces ®(r) es autofuncion de H con autoenergia E = F, + E,+E..

6.57)

En efecto, puesto que H, tnicamente depende de la coordenada =,
H,0(x) = A, (¢, (@)€p, Wnp. (2)) = (Hepp, (@) €5, W) 1. ().
Y ya que pp_(x) es autofuncion de H, con autoenergia E,,

H,9(r) = (Bopp, (@) €p, (y) 1p.(2) = Eo(r),
se tienen igualdades analogas para H,®(r) y H,®(r). Por tanto,
H®(r) = H,®(r) + H,®(r) + H.®(r) = (E, + E, + E.)®(r),

tal y como habiamos anticipado.

A su vez, puesto que cada hamiltoniano unidimensional define una base de
representacion de £2(R), podemos aplicar directamente la teoria del producto
tensorial de espacios de Hilbert que estudiamos en la seccién 4.7. Si para
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simplificar suponemos que los espectros de H,, H, y H. son enteramente
puntuales y no degenerados, la base de representaciéon en energias del sistema
tridimensional estara formada por las autofunciones

E, € op,(Hy)

g, 5,5 (v) = 05, (@) &, () 1p.(2) , con § By € op(Hy) (6.58)

E. cop(H)

donde los numeros cuédnticos son aqui las energias de cada subsistema. La
autoenergia serd, como hemos indicado anteriormente, la suma de estas tres
autoenergias parciales. La generalizacion de este resultado al caso en que alguno
de los hamiltonianos tenga un espectro con parte continua o niveles degenerados
es inmediata.

§ 2. Veamos dos ejemplos ilustrativos que, pareciendo académicos, en absoluto
lo son. Desde hace ya bastantes afios, y mediante técnicas de crecimiento epitaxial,
se pueden construir heteroestructuras de tamano nanométrico dentro de las cuales
la dindmica de un electréon queda razonablemente bien descrita por potenciales
simples como los que vamos a analizar. El primer caso corresponderia a un punto
cudntico (una particula confinada en una region finita del espacio) mientras que
el segundo representa un pozo cudntico bidimensional, en el que la particula esta
confinada en una regién plana con espesor L finito.

EJEMPLO 6.h. Particula confinada en un caja
El movimiento unidimensional libre de una particula de masa M pero confinada al
intervalo [0, L] puede describirse mediante la energia potencial

0 size(0,L)
V(z) = Vpai(L,x) =
oo siz ¢ (0,L)

ya que, independientemente de la energia de la particula, los puntos clasicos de
retroceso estaran siempre en x = 0 y x = L. Debido a la forma de su representacién
grafica, esta energia potencial se denomina pozo cuadrado infinito [en una dimension].
Consecuentemente, si la particula se moviese libremente en tres dimensiones pero
confinada en una caja de dimensiones L, x L, x L, el sistema serfa separable puesto
que la energia potencial es

V(I‘) = Vpci(er x) + Vpci(Ly7 y) + Vpci(Lza Z)

Teniendo esto en cuenta:
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a) Obtenga las autofunciones de la energia de la particula y sus autoenergias.

b) Halle las multiplicidades de los cinco niveles energéticos con menor energia si L, =
L,=1L,.

Solucién:

a) Como el hamiltoniano es separable, cada autofuncién es igual al producto de las
autofunciones de cada uno de los tres hamiltonianos unidimensionales. Basta entonces
recordar como son las autofunciones y autoenergias para el pozo cuadrado infinito
unidimensional para obtener que

/2 - 2 . 2 z
@nm,n?ﬁnz (I') = Z sin (nL:$> fy Sin (nizy> fz Sin <77/L7:Z> s

donde los tres niimeros cudnticos ng,ny,n. toman los valores 1,2, 3, ... y, naturalmente,
Yoy ny ms (r) se anula fuera de la caja. La autoenergia correspondiente serd la suma de
las autoenergias:

oML2": ~ 2M

nh? 5 wh? .,  wh? .,  wPh? <ni n n2>
. .

Ennn: Z 4y Ly =
e = onpr2 e T oz T [ER ¥

x

b) Para hallar los niveles energéticos tenemos que ordenar y agrupar las autoenergias.
SiLy,=L,=L,=1L

m2h2

Envinyn. = gprpz (05 4 +02) = (nF + 0 +n2) e

¥y entonces
Nivel Energia ndmeros cuanticos multiplicidad
1 3e (1,1,1) 1
2 6e (2,1,1),(1,2,1),(1,1,2) 3
3 9¢ (2,2,1),(1,2,2),(2,1,2) 3
4 11e (3,1,1),(1,3,1),(1,1,3) 3
5 12¢ (2,2,2) 1

A efectos de nomenclatura, si el nivel 1 es el fundamental, 2 es el primer excitado, 3 es
el segundo excitado y asi sucesivamente.

Este ejemplo muestra cémo es posible “disenar” niveles energéticos con multiplicidades
dependientes de la geometria del sistema, ya que si cambia una de las longitudes L;
las nuevas multiplicidades seran muy diferentes. Esta propiedad resulta relevante en
aplicaciones nanotecnoldgicas.
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EJEMPLO 6.i. El pozo cuéantico bidimensional

Una particula de masa M se puede mover libremente sobre el plano XY pero estando
estrictamente confinada en la region z € (—L/2,4+L/2). Obtenga las energias de los
estados cuasiestacionarios del sistema.

Solucién:

La evolucién correspondiente a las coordenadas x e y es libre, mientras que la asociada
a la coordenada z es la de un pozo cuadrado infinito en una dimension. Por tanto las
autofunciones (no normalizables) del sistema son

i i eER
_ exp(ipza/h) exp(ipyy/h) Pay
Ap, p,n(r) = (27h)1/2 (2rh) 1/ ,(2) con

n=17223,..

siendo
2 L/2 L L
D,(2) = 7 sin (mr(z;/r/)) con z€ (—27 2)
la autofuncién de un pozo cuadrado infinito unidimensional con paredes en +L/2 (observe

que nos hemos limitado a hacer una traslacion de la autofuncion obtenida en el ejemplo
6.h). La autoenergia estara dada por

2 2 232 2.2
_ Pz Dy mht o, 1 o, PP o\ _
Boowwn =501 *oar T onre™ T o \PIC ) = e

donde p| = pyu, + pyuy es un momento lineal contenido en el plano XY

Las autofunciones se han definido asi mediante tres nimeros cuanticos {py,py,n} de
manera que la relacién de ortogonalidad entre ellas es

(Apopyonl Apypp ) = 0(pe — D) 6(Py — D)) Onnr = 6(P)| — P) O,

Observe que esta asignacién de niimeros cuanticos es mucho més cémoda que la que se
tendria a partir de las energias, ya que para una particula libre en una dimensién cada
nivel energético tiene multiplicidad dos.

Las autoenergias del sistema son entonces iguales a las de una particula libre en dos
dimensiones mas un término asociado al confinamiento en las cercanias del plano XY .
Cada valor de n determina lo que se denomina una subbanda de energias. Fijese a su vez
que si

2h2m?

ML?

entonces n = 1. Como resultado, para energias suficientemente bajas la dependencia en
z de la funcién de onda sera siempre ®1(z) = +/2/Lsin(rz/L+m/2) = \/2/Lcos(nz/L)
v la dinamica de la particula serd bidimensional para todos los efectos practicos .

EP\V” < E072 =
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6.8. EVOLUCION TEMPORAL DE VALORES MEDIOS

§ 1. En esta seccion estudiaremos como evolucionan en el tiempo los valores
medios de una magnitud fisica A = A(r,p) representada por el operador
autoadjunto A.

En principio, tal dependencia temporal es inmediata si conocemos la funcion
de onda ¥(r,t), que supondremos normalizada:

(A); = (B(1)|AT(t)) :/ U*(r,t) AW (r,t) d°r. (6.59)
R3

Para encontrar una ecuacion de evolucion para el valor medio, derivemos respecto

del tiempo (6.59) recordando que el operador A no depende explicitamente de ¢,

d, . d A 00t Ot
Ay = S@IAT () = (P AR) + (@O A,

Si ahora sustituimos dW(t)/dt en términos de la actuacion de H y usamos que
éste es autoadjunto,

(A = (2 AW AW() + (W (0)| S ARV()

= (e (| Av () - (w()| A (1))

= % (<q/(t)|ﬁ1Axp(t)> - <\p<t)|Aﬁ\If(t)>)

i Aa A s i I
= S(VOI(HA = AH)U (1)) = - (V(0)|[H, A] (1)),
donde hemos introducido el conmutador [H,A] = HA — AH (cfr. el epigrafe
§4.4.5). Dado que esta igualdad es valida para cualquier funcion de onda ¥(r, ),
podemos escribir la ecuacion

%(A)t = % <[PI, A] >t (6.60)

que relaciona la variacion temporal del valor medio de A con el valor medio de la
magnitud representada por el operador (i/h)[H, A].

§ 2. Como primera aplicacion, obtengamos a partir de (6.60) los teoremas de
FEhrenfest (seccion 6.4).
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Consideremos una particula de masa M bajo una fuerza F(r) = —VV(r),
siendo V(r) la energia potencial. Para la coordenada z de la posicion de la
particula se tiene que, aplicando las reglas de conmutacion canonicas (cfr. §5.1.4)
y las propiedades del algebra de conmutadores vistas en §4.4.5,

ira o i
S 2] = S [K

,95]+%[V,§:] = ! [p2,2] +0 =

1 e o 1
:m(Pz[meEH‘[Px,x]px)_M

|

|
S
8

(hemos tenido en cuenta que x conmuta con V(r), p, y p.). En consecuencia

d 1
%<$>t = M <pa:>t-

Para hallar la ecuacion de evolucion para p, debemos evaluar ifi ™" [fI , ﬁx]. Como
K y P, conmutan,
i

LA = 2 [V52] = 3 (Vo —527)

y podemos hallar la actuacién de este operador usando explicitamente la
representacion en posiciones

g(:r) - 8(V((;26\If(r)) _ (_8‘(;;‘")) U(r) = F,(r)¥(r).

LA p e = v

Queda entonces que
d

%@ac)t = (Fy(r)).

Extendiendo estos resultados para d(x):/dt y d(p;):/dt a las componentes y, z
recuperamos los teoremas de Ehrenfest (6.33) y (6.34).

§ 3. Conforme a la ecuacién (6.60), si una magnitud A verifica [H, A] = 0,
entonces los valores medios de A sobre cualquier estado ¥(r, t), no necesariamente
estacionario, no cambian en el tiempo. Diremos entonces que A es una constante
del movimiento de la dindmica cuéntica regida por el hamiltoniano H:

A es constante del movimiento < [H, A] =0 < (A);=(A)

(6.61)
donde (A)g es el valor medio de A en ¢t = 0. Resulta entonces evidente que la
propia energia H es constante del movimiento tal y como ya sabiamos.
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Conviene hacer notar que en un estado estacionario todos los valores medios
no cambian en el tiempo, incluyendo los de magnitudes que no son constantes del
movimiento. Note que el hecho de que para una magnitud fisica B se cumpla que
(B){ = constante si la particula est4 en un estado estacionario no da informacion
relevante sobre la magnitud, puesto que esta invariancia temporal es debida a las
propiedades del estado y no a las de la magnitud B.

§ 4. Las leyes de conservacién tipicas de la mecénica clasica de una particula
siguen siendo validas si se trata cuanticamente. Por ejemplo, si la componente z
de la fuerza que actua sobre la particula es cero, el segundo teorema de Ehrenfest
implica que en cualquier estado (p.)s = (p.)o por lo que p, serd una constante del
movimiento. Veamos otro ejemplo en la misma linea.

EJEMPLO 6.j. (!) Conservacién del momento angular
Una particula de masa M se mueve bajo la accion de una fuerza central conservativa.
Demuestre que las componentes del momento angular son constantes del movimiento.

Solucién:

Probemos tnicamente que [ﬁ,ﬁz] =0 yva que para el resto de componentes de L el
procedimiento es idéntico. Partamos de
1 N
[K,L.] = 33 Pa + By + D% 3Dy — 9]
Usando dlgebra de conmutadores y eliminando directamente aquellos conmutadores que
van a ser nulos, tenemos que

1 A 1

K, L) = oo (103, 36y) = 1By, 90a]) = o537 (182, 1By — [y, 9lpe) =
pm[px, ] [pz, ]ﬁl‘ﬁy _ﬁy[ﬁya y]ﬁm - [_ﬁyv y]ﬁyﬁx
oM
iR )

= ﬁ(ﬁxﬁy _ﬁyﬁx) =0.

Por otro lado, como L, sélo actia sobre coordenadas esféricas angulares (recuerde el
ejemplo 5.d ), y la energia potencial s6lo depende de la coordenada esférica radial r,

~a 8\1/ 0 PR
VL) = V) |- 755 = ing Ve = (7)),
por lo que [V, ﬁz] =0.

En definitiva, [H,L.] = [K,L.] + [VA,[A/Z} = 0, de donde L. (y cualquier componente
del momento angular) conmuta con H. Este resultado se extiende a cualquier magnitud
fisica funcién exclusivamente de L.
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Tal y como sucede en fisica clasica, el momento angular es una cantidad conservada
en la evolucién de una particula cuantica sometida a una fuerza central conservativa.

Si la energia potencial no fuese central, tendriamos que
A, L] = [V, L] = [V, @py—g6a] = [V, ) ~9[V. pa] = =it (8F, — 5F2 ),
donde hemos utilizado conmutadores ya conocidos. Como consecuencia,

SL2)= A, L) = GF, — iFa) = L),

siendo M, (r) la componente z del par de fuerzas r x F(r).

Asi, la ecuacion clasica fundamental dL/dt = r x F(r) se mantiene en mecanica
cuantica al estudiar la evolucién de los valores medios:

d
2 (L), = (r x F(r)). (6.62)

Ahora bien, puesto que en general (r x F(r)): # (r); x (F(r)): las
soluciones especificas de las ecuaciones cldsicas y cudnticas no coincidirdn. La
correspondencia que acabamos de ver es asi formal, no efectiva.

6.9. CORRESPONDENCIA CON LA FISICA CLASICA(*)

En esta seccion'' haremos uso de la notaciéon que indica la derivada temporal
con un punto encima de la magnitud que se deriva, esto es, A = 0A/0t.

§ 1. La ecuacion de evolucion de valores medios (6.60) sugiere definir la magnitud
fisica A como aquélla cuyo valor medio para cualquier estado |¥(¢)) sea igual a
la derivada respecto del tiempo de (A);:

d

<A>t = $<A>t para todo estado |¥(t)).
Esto queda garantizado automadaticamente si su operador representativo es

H, A, (6.63)

1 Recuerde que esta seccion es de lectura optativa
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de manera que la magnitud A dependera del sistema fisico especifico, esto es, del
operador hamiltoniano H. Por ejemplo, de acuerdo con el segundo teorema de
Ehrenfest p, = F},, mientras que el operador asociado a L, sera xF yF

§ 2. Analicemos ahora con un poco méas de detalle esta correspondencia formal
entre las mecénicas cudntica y clasica. Para no complicar la discusién supongamos
momentaneamente que tenemos una particula clasica de masa M que se mueve
en una uUnica dimensién espacial, siendo = su posicién, p su momento lineal y H =
H(x,p) su funcion hamiltoniana. Como sabemos de cursos anteriores de mecéanica,
la evolucién temporal de los valores de z y p estd regida por las ecuaciones de
Hamilton que, omitiendo como es habitual en mecéanica clasica las dependencias
temporales, se escriben como:

. OH ) . 0H
:L'—ap ; p=—g (6.64)

La variacion temporal de una magnitud dindmica A = A(z,p) se puede expresar
como
A=

A, 0A HOA 0HOA
DA, OA. (a Y a> (6.65)

0" Y P~ \ow oy pow
donde hemos aplicado la regla de la cadena y usado (6.64). Reordenado

los productos, e introduciendo el llamado corchete de Poisson entre dos
magnitudes dindmicas B y A,

8B 8A oB 8A
llegamos a .
A=—{H,A}p. (6.67)

La formula clasica (6.67) recibe el nombre de ecuacion de Liouville. La ecuacion
cuantica analoga es la (6.63).

Podemos asi establecer una correspondencia entre las dindmicas clésica y
cuantica mediante la conexioén formal

(cldsica) {A,B}p — %[A,E] (cuéntica) (6.68)
i

§ 3. Observe que el corchete de Poisson entre la posicién y el momento lineal es
simplemente {z,p}p = 1, ya que en el formalismo de Hamilton x y p son variables
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independientes. El correspondiente cuantico a esta relacion sera, de acuerdo con
(6.68), la regla de conmutacion canonica [z, p] = ihl, ya discutida en la seccion
5.1, ecuacion (5.6).

Para un sistema fisico clésico descrito por N coordenadas generalizadas
{z1,22,...,xN} y sus momentos canoénicos conjugados {pi,p2,...,pn}, €l corchete
de Poisson es

N
()A ()B l)A (}B

4B =)\ 52 5p, ~ p, 0

Es asi facil ver (inténtese) que para una particula de masa M que se mueve en
tres dimensiones se cumple que {L,, Ly}p = L,. Esta relacion clasica tendra su
reflejo cuantico en los operadores de momento angular ya que, como veremos en
el proximo capitulo, se tiene que

[Ls, L] =ihL, (6.70)

En general, las reglas de conmutacién canénicas garantizan que los resultados
de los corchetes de Poisson clasicos y de los conmutadores cuanticos sean iguales
(salvo el factor ih). Esto explica por qué las leyes de evolucion clasicas y cuanticas,
incluyendo los principios de conservacion, sean formalmente idénticas.

§ 4. La correspondencia entre las dinamicas clésica y cuéntica aparece también
en la propia ecuaciéon de Schrodinger. La funciéon de onda de una particula de
masa M y energia potencial V (r) puede escribirse como

. i U(r,t
(r,t) = AgeVE:/h con W(r,t)= —~ln (x,1) e C, (6.71)

h Ao
donde Ay es una constante arbitraria (con dimensiones de longitud elevada a
—3/2) que se introduce por consistencia dimensional. Si ahora sustituimos (6.71)
en la ecuaciéon de Schrodinger y operamos, tenemos que la funcién compleja

W (r,t) satisface la ecuacion
OW (r,t) 1

-2 = —VW(r,t) - VW (r,t
81/_ 2M (r’ ) (r7 )

Descompongamos ahora W (r,t) en suma de sus partes real e imaginaria,

ih

- WVQW(r,t) +V(r). (6.72)

W(r,t) = S(r,t) + ihB(r,t) (6.73)

siendo ahora las funciones S y B reales. Entonces

U(r,t) = (Aoe—B(r,t)) ST/ /ol S/
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donde hemos usado que | exp[iS(r,t)/h]|> = 1 al ser S real. Asi, B(r,t) esta ligada
directamente a la densidad de probabilidad (amplitud de la funcién de onda)
mientras que S(r,t) esta relacionada con la naturaleza ondulatoria de ¥(r,t).

Si ahora sustituimos (6.73) en (6.72), operamos y separamos las partes real e
imaginaria tenemos que

oS(r,t) 1 9 h? o o
= W|V5(r,t)\ +V(r)—m|VB(r,t)| +mv B(r,t)
(6.74)
8B(I',t) o 1 1 2
= MVS(r,t) VB(r,t) — 2MV S(r,t).

Este es un sistema de dos ecuaciones diferenciales reales, completamente
equivalente a la ecuacion de Schrodinger.

Lo interesante de este resultado es que nos va a permitir obtener el limite
clasico de la ecuaciéon de Schriodinger, que se alcanzaria cuando i — 0. Tenemos
asi que la primera ecuacion de (6.74) se reduciria a

8S(r,t) . L 2 .
o = 2]\/[|VS(I',t)| + V(r) si h—0, (6.75)

mientras que la segunda no se veria afectada.

Por otra parte, segin el postulado de De Broglie, la funcién de onda de una
particula libre es ¥(r,t) = AgexpliW(r,t)/h], con W (r,t) = S(r,t). Admitamos
que ésta es también la estructura de la funciéon de onda cuando sobre la particula
acttia una fuerza conservativa F(r). Si elegimos W(r,¢) dada por la ecuacion
(6.73), entonces podemos expresar la funcién de onda como

U(r,t) = AgexpliW(r,t)/h], con S(r,t) = %ir% W (r,t).
—>
Este argumento fue usado por Erwin Schrodinger al justificar su ecuacion.'?

12" Cuando Erwin Schrédinger (1887-1961) establecio las bases de la mecanica ondulatoria siendo

profesor de la universidad de Ziirich, ya era un cientifico experimentado que habia ejercido en Jena,
Stuttgart y Breslau (hoy Wroclaw, Polonia). En 1927 ocup6 la catedra de fisica tedrica de Berlin (una
de las méas codiciadas en el mundo de habla germana) sucediendo a Max Planck, pero con la ascension
del nazismo en 1933 abandon6 Alemania iniciando un periplo de anos (que incluy6é una vuelta temporal
a Austria desafortunada) que terminé en 1940 cuando se establecié en Dublin, desarrollando alli el resto
de su carrera cientifica. Tras su jubilacion retorné a su Viena natal, donde falleci6é en 1961. Schrodinger
se caracteriz6 por sus posturas nada convencionales tanto en lo personal como en lo intelectual, y su
famoso ensayo ;Qué es la vida? inspird a Watson y Crick en su busqueda del codigo genético.
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§ 5. La formulacién de la mecanica cuantica que hemos estado viendo en estos
capitulos, en la que los estados cuénticos se representan por vectores de estado
que dependen explicitamente del tiempo mientras que los operadores no lo hacen,
se denomina imagen de Schrédinger.

Pero la relacion (6.63) ofrece una formulacion alternativa, llamada imagen
de Heisenberg, en la que el estado de la particula o del sistema fisico se
define mediante un vector independiente del tiempo (este vector representa las
condiciones iniciales) pero en la que la evolucion temporal de las propiedades
observables se representa mediante operadores que dependen explicitamente del
tiempo. Estos operadores que representan las magnitudes fisicas evolucionan con
el tiempo de acuerdo con la ecuacion de Heisenberg, que se obtienen de la relaciéon
(6.63) teniendo en cuenta que el hamiltoniano es una constante del movimiento.
El operador AH(t) asociado a la magnitud fisica A obedeceria

—An(t) = ;h[H,AH(t)]. (6.76)

donde con el subindice H enfatizamos que este operador AH(t) es distinto al A
que hasta ahora hemos utilizado. El valor medio de A en un instante ¢ seria

(A)e = (U[An()¥) i V]| =1. (6.77)

En esta manera de plantear la dindmica cuéntica (imagen de Heisenberg), si
escogemos una representacion algebraica para el espacio de los estados, tendremos
que las magnitudes fisicas estdn representadas por matrices dependientes del
tiempo. Esta formulacion fue la que adoptaron Werner Heisenberg, Max Born
y Pascual Jordan en sus historicos trabajos de 1925.*

'3 Werner Heisenberg (1901-1976) realizé6 su tesis doctoral bajo la supervision de Arnold
Sommerfeld (tesis que casi fue rechazada al ser incapaz de responder a preguntas realizadas por el
tribunal sobre aspectos elementales de fisica experimental). Acto seguido, y con 23 afios, empieza a
trabajar como asistente de Max Born en Gottingen. Tras el desarrollo de la mecénica matricial se une
al equipo de Niels Bohr en Copenhague, y es alli donde formula su principio de incertidumbre en 1927.
Justo después, y con tan so6lo 26 anos, obtiene una plaza de profesor en Leipzig. Liderd el programa
(fallido) de desarrollo de una bomba nuclear alemana durante la Segunda Guerra Mundial, algo que ha
motivado multitud de andlisis histéricos y especulaciones sobre el compromiso que asumi6 realmente
Heisenberg en aquel programa. También se ha escrito mucho sobre el hecho de que obtuviese en solitario
el premio Nobel de 1932, olvidando la Academia Sueca las esenciales contribuciones de Max Born (quien
a la postre fue galardonado en 1954) y de Pascual Jordan, quien nunca lo recibi6.
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PROBLEMAS PROPUESTOS

PROBLEMA 6.1. Velocidades de fase y de grupo

En un instante, que tomaremos como t = 0, la funciéon de onda normalizada de
una particula de masa M que se mueve libremente en una dimension es ¥U(z,0) =
g(x) exp(ikox), donde ko > 0 y g(x) es una funcién real, positiva, par [g(z) = g(—z)] y
muy extendida sobre la recta real. Demuestre que la evolucion temporal de la funcion de
onda estd dada aproximadamente por

U(z,t) ~ g(x — vgt)eroTe w0k,

. Cudles son los valores de vy y de wp?

PROBLEMA 6.2. Inversién espacial en la ecuacién de Schriédinger

Una funcion ¥(r) es par o tiene paridad positiva si ¥(r) = ¥(—r), mientras que es impar
o tiene paridad negativa si U(r) = —¥(—r). Demuestre que la posible paridad (positiva
o negativa) de una funcién de onda ¥(r,¢) se mantiene en la evolucion si su energia
potencial V (r) exhibe simetria de inversion espactal, esto es, si V(r) = V(—r).

PROBLEMA 6.3. Estados cuasiestacionarios
En un instante dado tg, la funcién de onda normalizada de una particula de masa M que
se mueve libremente en una dimensién espacial es

exp[—2?/(2a%)]

U(z) = (ra2)1/t

exp(ipox/h) cona,py € R

Obtenga la incertidumbre AH en su energia, y discuta su dependencia en funcién de a.

PROBLEMA 6.4. Densidad de probabilidad para medidas de E

Si, en un instante dado, la representacion en momentos de la funcién de onda normalizada
de una particula libre que se mueve en el espacio es ¥(p), obtenga la probabilidad de
que al medir su energia se obtenga un resultado en el intervalo infinitesimal (E, E+dFE).

PROBLEMA 6.5. (!) Acotaciéon del valor medio de la energia

Aunque resulte intuitivo, demuestre rigurosamente que el valor medio de la energia de
una particula bajo la accién de una fuerza conservativa es siempre mayor o igual que la
energia Fr,nq del nivel fundamental del sistema:

(H) > Etyna. (6.78)
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;Cuando se satura la desigualdad?

Nota: La solucion es pricticamente idéntica a la del problema propuesto 5.6.

PROBLEMA 6.6. Valores medios en una onda modulada

Dando por supuesto un factor de modulacién muy extendido, en un instante dado la
funcién de onda de una particula que se mueve libremente en una dimensién es:

U(x) = Alsin(kox) cos(kox) + 2 sin(3kox)] con ko > 0.

Halle los valores medios e incertidumbres del momento lineal y de la energia.

Sugerencia: FEzprese U(x) como combinacion lineal de funciones de De Broglie.

PROBLEMA 6.7. Bases de representacién reales

Pensemos en una particula de masa M que cuya energia potencial es V(r).

a)

Demuestre que si Ug(r) es autofuncion del hamiltoniano con energia E, entonces
U (r) también lo es. Como consecuencia pruebe que siempre es posible encontrar
una base de un nivel energético formada por funciones estrictamente reales y,
en consecuencia, una base de representacién del espacio £2(R®) formada por
autofunciones reales de la energia.

Si ademas V(r) = V(-r), demuestre que es posible construir una base de
representacién compuesta por autofunciones reales de la energia y con paridad
definida, es decir, algunas de las autofunciones de la base serén pares y las restantes
impares.

Los resultados anteriores son aplicables a una particula que se mueve en una
dimensién espacial. Demuestre que el conjunto de funciones

1 1
N, 1(z) = —=sin(kx) ; n4o(r) = —= cos(kx) conk € RT
: = :

VT VT

forman una base de representacién de £2(RR) en la que la condicién de ortogonalidad
se expresa como (1 ;|n,;) = d(k — q) d;;. En los estados cudnticos ideales
representados por estas funciones de onda jcuéles seran los valores medios y las
incertidumbres de la componente x del momento lineal?

Ayuda para el apartado c): Desarrolle las funciones seno y coseno en términos de
exponenciales complejas, resultando ya sencillo introducir la delta de Dirac en el producto
escalar (ny ;|n, ;). Tenga en cuenta que k y q son positivos.
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PROBLEMA 6.8. El escalén infinito de potencial

Una particula de masa M se mueve libremente en una dimensién espacial pero confinada
en la regiéon —oco < x < 0. Clasicamente, la particula rebotaria elasticamente en el punto
z = 0 sea cual sea su energia, lo que implica que su energia potencial es

+00 si z>0
Vi(z) =
0 si x<0

lo que justifica el nombre de “escalon de potencial infinito”.

a) Demuestre que las funciones de onda

2
U, (z) =4/ —~ sin(pr) conp € R"

son autofunciones de la energia con autovalor E = p?/(2M).
b) Verifique que estas funciones estan regularizadas en el sentido

(Wp|Wg) = % /OOO sin(pz) sin(gz) dz = 6(p — q)

donde 6(p — q) es la delta de Dirac.
c) (Cree Vd. que las soluciones a la ecuaciéon de evolucion cldsica para la posicion de
la particula siguen siendo validas en este problema cuantico?

Ayuda para el apartado b): Puesto que el integrando en (¥,|¥,) es par, puede
extender la integral a todo R dividiéndola por dos. Siga entonces la sugerencia del
problema propuesto 6.7.

PROBLEMA 6.9. (*) Particula sometida a una fuerza constante I

Una particula de masa M se mueve en una dimensién bajo la accién de una fuerza
constante F = —F'u, con F' > 0. Sus autofunciones de la energia son

1w, =E/F , E€ER

Dp(z) = AAi (vaoxr> con B2\ /3
bo = <2MF>

a) Obtenga la constante de regularizacion A para que se cumpla la relacion usual de
ortogonalidad (®g, |Pg,) = §(E1 — E»).

b) Usando los teoremas de Ehrenfest, obtenga los valores medios de la posicion y
el momento lineal en un instante de tiempo ¢ arbitrario a partir de sus valores
iniciales xg = (z)i=0 y Po = (Px)t=0-
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¢) Partiendo de la ecuacion de Schrodinger en la representacion en momentos
demuestre que

7] 0
— = F—
atpmorﬂ(pi5t) apzpmom(pl’t)

Como consecuencia, pruebe que la incertidumbre del momento lineal Ap, es
constante en el tiempo.

d) En el instante ¢t = 0 la funcion de onda normalizada de la particula es

h2 1/3
(z +bo)” bo = (2MF>
U(z,0) = ¥(z,ty) = } con

1
(ra2)t/1 P [_ 242
a=Cb ; (>0

Evalue el valor medio de su energia. A partir de los resultados de los apartados b)
y ¢) obtenga cémo evolucionan en el tiempo los valores medios de su posicion, su
momento lineal y su energia cinética. Discuta los resultados en los limites ( ~ 0y
¢> 1L

e) Plantee la ecuacion de Schrédinger independiente del tiempo en la representacion
en momentos y resuélvala. Mediante una transformada de Fourier obtenga las
autofunciones de la energia en la representacion en posiciones.

Ayudas:
/ Ai(u — a)Ai(u — b) du = §(a — b) Ai(u) = i/ ok /3 giku g
R 27T R
/eXP(_uz) du = /7 /u2 exp(—u?) du = %\/E
R R

PROBLEMA 6.10. (!!) Penetracién en una zona prohibida

Consideremos una particula de masa M que se mueve en una dimensién y cuya energia
potencial es V(z). Clasicamente, el movimiento de la particula est4 restringido a una
zona en la que E > V(x), siendo E la energia mecanica de la particula (vea la FIG.
6-6). Sin embargo la funcién de onda de un estado estacionario realizable con energia E
puede tomar valores no nulos en la zona o region clisicamente prohibida E <V (z).

a) Siendo este resultado sorprendente, argumente basidndose en el principio de
incertidumbre y en la interpretaciéon probabilistica que tal resultado no debe
“preocuparnos’. (Idea: lo preocupante seria que en una medicion simultinea de
la energia y la posicion detectdsemos a la particula dentro de la zona prohibida que
corresponde al valor de la energia obtenido en tal medida)

b) Sien un intervalo [a,b] la energia potencial toma un valor V; constante, demuestre
que el comportamiento mas general posible de una autofuncién de la energia en
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| |
| |
| |
| |
a \ b
Figura 6-6. Esquema energético de una particula de masa M y energia potencial V(x). Si F es

la energia mecanica de la particula, su movimiento clasico esta restringido a la regiéon a < x < b,
donde a y b son los puntos clasicos de retroceso.

dicho intervalo es
+ikx —ikx :
Ae + Be siVp < E SMIE — V]
Up(x) = con k = Y (6.79)
Cetkr 4 De—he siVp > F

donde A, B, C, D son constantes multiplicativas complejas.



TEMA 7

TEORIA DE LA MEDIDA. POSTULADOS DE LA
FISICA CUANTICA

Hasta ahora nos hemos centrado en la descripcion cuéntica de estados
y magnitudes fisicas, haciendo especial hincapié tanto en la interpretacién
probabilistica de los resultados de una medida como en la evolucién temporal
determinista regida por la ecuacion de Schrodinger. En este capitulo estudiaremos
muy someramente qué sucede en una medida propiamente dicha.

Tras una introduccién general, definiremos los llamados proyectores espectrales
asociados a una magnitud fisica. A partir de los mismos serd posible obtener la
funcién de onda de una particula tras haber efectuado sobre ella una medida ideal.
Este cambio de la funcién de onda, conocido como colapso, seré incompatible con
las leyes de evoluciéon deterministas que hemos visto hasta ahora ya que el estado
cuéntico tras la medida dependera del resultado de la misma, que sabemos es
estocastico por naturaleza.

Acto seguido hablaremos del esencial concepto de compatibilidad intentando
dar respuesta a la pregunta ;cuédndo dos magnitudes fisicas se pueden medir
simultdneamente con precisiéon arbitraria? Esto nos llevard a una formulacion
més general del principio de incertidumbre de Heisenberg y a la discusién de la
llamada relacién de incertidumbre energia—tiempo.

Finalmente presentaremos muy superficialmente la base postulacional de la
mecdnica cuantica y unas breves ideas sobre el llamado problema de la medida
en mecanica cuantica.

Orientaciones generales al plan de trabajo

Sugerimos unas 8 horas de trabajo personal para este capitulo que deben
estar repartidas a partes iguales entre el estudio de los conceptos teoricos y
sus aplicaciones, que se muestran en los ejemplos resueltos y en los problemas
propuestos.
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Objetivos del capitulo

= Saber describir el proceso de colapso o reduccion de una funciéon de ondas
resultado de una medida ideal sobre una particula.

= Relacionar la compatibilidad entre magnitudes con la conmutacién entre los
operadores representativos. Interpretar dicha compatibilidad a la luz de la
relaciones de Heisenberg generalizadas, incluyendo las reglas de conmutacién
canonicas.

s Conocer qué es un conjunto completo de observables compatibles y su
relacion con los procesos de preparacion.

= Ser consciente del problema que supone la interpretacion “estandar” del
colapso de un estado cuéntico y su incompatibilidad con las reglas
de evolucién determinista que se obtienen a partir de la ecuaciéon de
Schrodinger.
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7.1. PROYECTORES ESPECTRALES. COLAPSO DEL ESTADO

§ 1. Podemos decir que los fenémenos que estudia la fisica cuéntica responden
sistematicamente al siguiente esquema:

1. Preparacion. Mediante un cierto procedimiento fisico, la particula (o en
general el sistema sujeto a estudio) queda dispuesta en un estado cuéntico
representado por su funcion de onda W(r,0) (o por un vector de estado
|¥(0)) en la formulacion abstracta de Dirac).

2. Evoluciéon determinista. La particula se propaga bajo la accién de una
fuerza conocida F(r) de manera que el estado cuantico ¥(r,¢) cambia
en el tiempo. La funcion de onda W(r,t) se obtiene sin ambigiiedad a
partir del conocimiento de ¥(r,0) mediante la resolucion de la ecuacion
de Schrédinger.

3. Medida. En un instante ¢ se exploran las propiedades de la particula. El
resultado de la medida no esta univocamente determinado por la funcién de
onda W(r,t), aunque si lo estan las probabilidades de ocurrencia.

Planteadas asi las cosas no hay especial problema en el estudio cuantico, salvo
la natural sorpresa que deben producirnos los muchos y peculiares fenémenos
que aparecen en la descripcién del micromundo. La teoria cuéntica que hemos
desarrollado en los tres capitulos anteriores para una particula puntual, da buena
cuenta de estos fendmenos con una capacidad de prediccién inusitada, superior
a la de cualquier otra teoria fisica. Ello es debido en gran medida a su rigor
epistemologico (solo se contemplan propiedades realmente medibles, eliminando
cualquier aproximacion aprioristica) y a la robustez de su formulacion matematica.
Estos dos aspectos se complementan y no pueden entenderse el uno sin el otro.
Por ello hemos intentado ser muy cuidadosos explicando tanto el céomo (las
herramientas) como el porqué (el motivo por el cual esas herramientas son
necesarias).

§ 2. Sin embargo, una presentacion de los principios basicos de la fisica cudntica
es incompleta si no se analiza la medida de una cierta magnitud fisica A entendida
como un proceso fisico en si mismo. Sin profundizar en demasia podemos
decir que una medida se realiza mediante la interaccién entre un dispositivo
macroscopico M y la particula, infiriéndose el resultado de la medida a partir
de una transformacién en el estado macroscopico de M.

Esta interacciéon puede resultar extremadamente compleja: el estado de la
particula condiciona al del dispositivo y viceversa, y el proceso tiene un caracter
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irreversible que queda fuera del alcance de una simple ecuaciéon de Schrodinger
correspondiente a una fuerza efectiva actuando sobre la particula. Méas aun, una
vez culminada la medida (el cambio en el estado macroscopico de M) lo més
normal es que el estado de la particula sea impredecible. Puede incluso ocurrir
que la particula quede “destruida”, entendiendo por ello que el dispositivo la
ha absorbido dejando asi de ser realista el tratarla como un ente individual
desacoplado de su entorno. Esto es lo que ocurre, por ejemplo, en la deteccién
de una particula a resultas de su impacto contra una pantalla.

Una medida ideal es aquella en la que la interaccion entre el aparato de
medida M y la particula es la minima posible. Por supuesto, por pequena que sea
la interaccion del aparato de medida con la particula, tenemos que aceptar que, en
general, la medida puede cambiar el estado cuantico de la particula. De hecho, la
interpretacién probabilistica que vimos en el Capitulo 5, junto con un razonable
requisito de consistencia, nos lleva a una curiosa conclusion sobre las consecuencias
de una medida. En efecto, segin la interpretacién probabilista expuesta en el
Capitulo 5, la probabilidad de obtener en una medida un valor a del espectro de
A se obtiene a partir de las coordenadas de la funcién de onda en una base propia
de A. Supongamos entonces que sobre la particula en un estado arbitrario descrito
por una funcién de onda W, hemos hecho una primera medida de A y hemos
obtenido el valor a. La medida ha proporcionado una informacién sobre el estado
dindmico de la particula, que antes no tenfamos, y la funcién de onda resultante
W gespués ha de ser consistente con dicha informacion.

Supongamos ahora que, inmediatamente después de la primera medida,
hacemos una segunda medida de A sobre la particula. Parece razonable que una
medida ideal deberia dar con certeza el mismo valor a.! Pero, una vez més segin la
interpretacién probabilistica, esto quiere decir que la segunda medida se ha hecho
sobre una particula en el estado cuéntico ®, correspondiente al autovalor a de
A. Es decir, la primera medida ha convertido instantdneamente el estado W, pges
en un estado Wyespuss = Pq- A este cambio instantaneo se le llama reduccion o
colapso del estado cudntico.

El resultado de una medida ideal es equivalente a una preparacion: si hay
un tnico estado cuantico |Wgespues) consistente con tal resultado Wgespuss(r) sera,
salvo constante multiplicativa, la funcién de onda colapsada de la particula. Y eso
es asi independientemente de como fuera ¥(r). El concepto de estado cuantico

! Con mas generalidad, si hemos medido una magnitud fisica A y el resultado ha sido “A toma un
valor dentro de un subconjunto S de R”, una segunda medida (ideal) inmediata de A debe dar con certeza
un valor dentro de ese subconjunto S.
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estd asi estrechamente relacionado con el de preparacion, puesto que todo estado
cudntico realizable es el resultado de una preparacion o de cualquier otro proceso
conceptualmente equivalente.

§ 3. Para proceder con una exposicién mas cuantitativa, recordemos que una
magnitud fisica A esté representada por un operador autoadjunto A cuyo espectro,
en el caso mas general, estd formado por una parte puntual o,(A4) y otra continua

oc(A).

Si a es un autovalor del espectro puntual y W, es el subespacio propio formado
por las autofunciones normalizables de A con dicho autovalor, la regla de actuacion
del proyector P, sobre W, esta dada por

da
Pal(r) =) (Pan|¥)Pan(r)  con acop(A), (7.1)
n=1
donde {®g 1(r), ..., Py q,(r)} es una base ortonormal de W,. Recordemos que los

subespacios W, son ortogonales entre si, lo que implica que

<q)a,n‘q)a’,n’> = 5a,a’ 5n,n’-

Anélogamente, si W, es el subespacio formado por las autofunciones (no
normalizables) de A con autovalor « € o.(A), podemos definir un operador lineal
P(«) cuya regla de actuacion es

Jo
P(@)¥(r) =Y (AailP)Aai(r)  con a € oc(A), (7.2)
i=1
donde ahora {Aq,1(r), ..., Aa,qg.(r)} es una base ortogonal de W, cuyas funciones
de onda obedecen la condicién de regularizacion

(Aa,ilAor i) = 0(a — a')d; v,

y, ademas, son ortogonales a todas las autofunciones ®,,(r). Es entonces facil
comprobar que

PasPay = 0ay.asPay 3 Plar)Plag) = 6(a; — an)P(ay) 5 PaPa) =0

(U[PaV) = (PaV|¥) = (Pa¥[P¥) 5 (Y[P()¥) = (P()¥|¥).
(7.3)
A diferencia de los 75a, los operadores 75(a) no son genuinos proyectores
ortogonales ya que el resultado de su aplicaciéon no es en general una funcién
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normalizable. Sin embargo, y como puede ver en (7.3), si verifican algunas de sus
propiedades formales. Por ello se les llama a veces proyectores generalizados.

§ 4. Escojamos ahora un subconjunto arbitrario S de R y definamos el proyector
espectral

Ps= Y Pat P(a)da. (7.4)

opnS ocNS

Las relaciones (7.3) garantizan que Ps es un proyector ortogonal de £2(R3), cuya
actuacion sobre una funcion de onda U(r) es

Pg\IJ Z ann an / anz az Q, (75)
NS

opNS n=1

donde ¢4 = (Pon|V) ¥ cai = (Aa,i|V) son las coordenadas de ¥(r) en la base
de representacion, propia de A, formada por las autofunciones ®,,(r) y Aqi(r).
Vemos entonces que Ps proyecta sobre un subespacio de Hilbert Ws de EQ(R?’)
formado por todas las funciones cuyas coordenadas no nulas en una base propia
de A corresponden a autofunciones con autovalores dentro de S. Fisicamente, una
medida de A sobre una particula cuya funciéon de onda pertenezca a Ws dard con
toda seguridad un resultado dentro de S, por lo que es natural llamar a Ws el
subespacio propio correspondiente al subconjunto S.

Si tenemos en cuenta la expansion de ¥(r) en la base de representacion propia
de A y que Ps es un proyector, vemos que

Ja
|Ps¥|2 = (Ps0|Ps¥) = (Ps¥|T) = ZZ’CM‘Q / SZ\ca7i|2da
ocN i=1

opNSn=1

Por otro lado, si usamos los resultados del epigrafe §5.4.2,

ga
> Skl [ S fenftin
H‘IJHZ B A i

opNSn=1

Pr(ACS) =

y la probabilidad de que al medir A se obtenga un resultado dentro de S es

IPs¥|> _ (Ps¥|¥) _ [(Ps¥|¥))?
]2 IN4l& | W]2 ||PsW2

Pr(ACS) = (7.6)
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Vemos asi que Pr(A C S) es igual al grado de similitud entre ¥(r) y su proyeccion
ortogonal sobre el subespacio propio Ws. La importante expresion (7.6) sirve
entonces para dar un significado fisico completo al criterio de similitud entre
funciones de onda basado en probabilidades de ocurrencia.

Fijese ademés que Ps¥(r) es el resultado de “filtrar” la funcion de onda ¥(r),
dejandola reducida a aquellas componentes que son compatibles con el resultado
de la medida: intuitivamente Ps¥(r) es la funcion de onda més parecida a ¥(r)
que satisface la propiedad “ A toma con certeza un valor de S”. Como consecuencia,
y de acuerdo con la discusion previa del epigrafe §2, tendremos que la funcion
de onda colapsada ¥V gespues(r), resultado de una medida ideal de A con un
valor en S, es tgual a la proyeccion ortogonal de la funcion de onda de
la particula V(r) sobre el subespacio propio Ws.

Este es el famoso postulado de reduccion de von Neumann, segin el cual
la medida ideal es equivalente a una transformacién estocéastica de un estado
inicial ¥(r) en otro final Ug(r) = Ps¥(r) con valores de una medida de A en S.
Simbolicamente, esto se expresa como:

Pr(ACS) =Pr(|¥) — |Ts)) = m con Wg(r) = PsP(r).

7.7)

§ 5. La consistencia logica del postulado de reduccion es evidente, pero el precio
que se paga es muy elevado. La medida ideal induce una transformacién del estado
cuéntico que resulta ser claramente incompatible con el cardcter determinista y
unitario de la evolucién temporal correspondiente a la ecuacion de Schrodinger.

En efecto, la funcién de onda colapsada depende de la funcién de onda
inicial ¥(r) y del resultado de la medida que, de acuerdo con la interpretacién
probabilistica, es en esencia estocastico. Por ejemplo, pensemos en las funciones
de onda normalizadas

1 1 1 1
ﬁtbl(r) + ﬁq)g(r) ;o O(r) = — —

donde ®;(r) es una autofuncién normalizada de la magnitud A con autovalor
a; € op(A). Como @(r) y Pa(r) son ortonormales, es inmediato comprobar
que (¥[¥) = 0, por lo que los estados |¥) y [J) son completamente
distintos. Sin embargo, las funciones de onda colapsadas Wgespués(r) ¥ Pdespuss(T)
correspondientes tanto al resultado “A = a7 ” como al “A = as ” son, salvo
constante multiplicativa, iguales entre si: la evolucién resultado de una medida de

U(r) =
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A puede transformar dos estados cuanticos completamente distintos en dos estados
fisicamente iguales, rompiéndose asi la unitariedad tipica de la evolucién definida
por la ecuacion de Schrodinger. A este respecto, ndtese la cercania entre esta
discusioén y la que se hizo de la similitud entre estados seccién 4.1, especialmente
la definicion de semejanza en la ecuacion (4.4).

En resumen, el postulado (7.7) introduce un sequndo tipo de evolucion
temporal en la fisica cuantica, completamente diferente al que hemos estudiado
en el capitulo anterior. Este es el llamado problema de la medida en fisica
cuéntica: la coexistencia de dos tipos de transformaciones de un estado cuéntico,
una determinista y unitaria (la dictada por la ecuacion de Schrodinger) y otra
estocastica y no unitaria (la medida ideal). Lo tnico que tienen en comun es
la linealidad, reflejo del principio de superposicién que permea toda la teoria
cuantica. Volveremos a este problema al final del capitulo.

7.2. COMPATIBILIDAD ENTRE OBSERVABLES

§ 1. Se dice que una magnitud fisica es un observable si es medible, estando
los resultados de una medida sujetos a la interpretaciéon probabilistica que hemos
estudiado en el capitulo 5. A su vez, dos observables A y B son compatibles si
pueden ser medidos simultdneamente con precision arbitraria. Para que ello sea
posible debe existir un dispositivo M capaz de realizar las dos medidas, una de A
y otra de B, sin que éstas interfieran entre si. La forma mas sencilla de que esto
sea asi es que M realice primero una medida ideal de A y, justo a continuacion,
otra de B. Las magnitudes seran compatibles si la medida de B no ha cambiado
las probabilidades de ocurrencia correspondientes a A, lo que se traduce en que
una hipotética nueva medida de A sobre el estado colapsado tras la medicion de
B dé con toda certeza el mismo resultado que la primera.

Sea |¥) el estado inicial de la particula sobre la que se efectian las medidas.
Si la primera medida de A ha dado como resultado “A C S, 7, donde S, es un
cierto subconjunto de los niimeros reales, la funcién de onda colapsada es

~(A
Uy (r) = PYV (),

donde ﬁéf) es el proyector sobre el subespacio propio Wé‘:l)
funciones de onda de los estados en los que A toma con certeza un valor dentro de
Sq. Si ahora efectuamos la medida ideal de B, la funcién ¥;(r) sufre un segundo
colapso transforméndose en

Ua(r) = PLW (r) = PP W ().

formado por las
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Por la definicion de compatibilidad, Ws(r) debe seguir perteneciendo al subespacio

propio Wéf), esto es,

PO () = Ua(r) = P PP PV u(r) = PP P w (),

Siendo esto valido para cualquier funcién de onda, A y B serdn compatibles si y
solo si

P(A) Pé ) P(A) ﬁéf’) 758(?).
Como los proyectores ortogonales son autoadjuntos, si tomamos el adjunto de la

anterior igualdad el primer miembro no cambia pero en el segundo se intercambia
el orden de los operadores. Tenemos asi que

BB B = pN PP

y entonces:

La condicion necesaria y suficiente para que dos observables
sean compatibles es que el producto de sus proyectores
espectrales respectivos sea conmutativo.

§ 2. Analicemos ahora el proceso de medida simultdnea de A y B desde
otro punto de vista. Imaginemos que el dispositivo M, ademéas de ideal, tiene
indefiniciones da y db que, en la practica, son despreciables. Independientemente
del estado cuéntico |¥) de la particula sobre el que se efecttia la medida, la funciéon
de onda colapsada serd autofuncion tanto de A como de B (o cuasi-autofuncion
si alguno de los dos resultados forma parte de los espectros continuos). La
interpretacion probabilistica garantiza entonces que toda funcién de onda se
puede expresar como combinacién lineal de autofunciones simultineas de A y
de B y entonces existe una base de representaciéon que es propia de A y de B
simultdneamente. La afirmacién reciproca es también cierta: si existe tal base de
representacion, entonces todo estado cuantico de la particula se puede expresar
como la superposicion de autoestados (o cuasi-autoestados) en los que A y B
estan simultaneamente definidos (o definidos a voluntad). Siendo estos estados
realizables, se tiene inmediatamente la existencia de procesos de preparaciéon de
los mismos, procesos en los que entonces se han medido A y B con precisién
arbitraria. En suma:

Dos observables Ay B son compatibles si y sélo si eriste una
base de representacion de L?(R®) formada por autofunciones
comunes de los operadores A y B.
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§ 3. Simbolicemos por ¥, ,(r) a los elementos de esta base de representacion,
donde a y b indican que W, ,(r) es autofuncién de los operadores Ay B
simultdneamente y n es un posible indice de degeneracién. Tenemos entonces
que

AB, 5 (1) = A(bW, (1)) = bAT 4 (1) = ba Ty p ()

y, andlogamente, Befl\I’a’b’n(r) = abWqp n(r). Como el producto de nimeros reales
es conmutativo tenemos que la actuacion de AB y BA es la misma para todos los
elementos de una base de representacién de £2(IR?) y, por tanto, para cualquier
funcion de onda: si A y B son compatibles, entonces AB = BA. La afirmacién
reciproca también es cierta. Consideremos una base de representaciéon formada por
autofunciones @, ;(r) de /1, sin importar que a pertenezca al espectro continuo o
al puntual. Entonces para cualquier funcién de esta base

AB=BA = AB®,(r)=BA®,(x) = A (B%i(r)) = aB®,,(r),
donde i = 1,2, ..., g,. La anterior igualdad nos dice que E@avi(r) es autofuncion
de A con autovalor a 0, en términos matemaéticos, que todo subespacio propio
del operador A es invariante bajo la actuacion del operador B. Tiene entonces
sentido hablar de la restriccion del operador B sobre cada subespacio propio de A
y, usando resultados bésicos del dlgebra lineal, todo subespacio propio de A admite
una base de representacion formada por autofunciones de B. En consecuencia, hay
una base de representacion formada por autofunciones simultdneas de A y B, lo
que garantiza la compatibilidad entre A y B. Como consecuencia:

Ay B son compatibles < AB=BA (7.8)

§ 4. Uniendo estos tres resultados tenemos el teorema de compatibilidad:

TEOREMA DE COMPATIBILIDAD:

Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) Ay B pueden medirse simultdneamente con precision arbitraria.

(b) El producto de cualquier proyector sobre un subespacio propio de A con
cualquier proyector sobre un subespacio propio de B es conmutativo.

(c¢) Existe una base de representacion del espacio de los estados de una
particula formada por autoestados simultaneos de A y B.

(d) El producto de A y B es conmutativo: AB = BA.
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§ 5. Las reglas de conmutaciéon canénicas garantizan que se puedan medir
simultdneamente dos componentes cualesquiera de la posiciéon, sucediendo lo
mismo para el momento lineal. Tiene entonces sentido hablar de los observables
vectoriales r y p.

Por ejemplo, como vimos en el capitulo anterior al analizar los teoremas de
Ehrenfest, los conmutadores entre las componentes de la posiciéon y la energia
cinética son

ih - ih ih

(@ K) = 5ppe 3 [0 K= 370y 5[5 K] =70 (79)

por lo que K y cualquier componente de la posicién no son compatibles.

Por el contrario, tal y como obtuvimos en el ejemplo 6.j,

[K,L,] = [K,L,) = [K,L.] =0 (7.10)

por lo que cualquier componente del momento angular es compatible con la energia
cinética. FEn general, toda magnitud fisica que sea funcién exclusiva de las
componentes de L serd compatible con la energia cinética.

Pensemos ahora en el observable r, coordenada radial de la posicién de la
particula. La regla de actuacién de su operador representativo 7 es

7 (r) =r¥(r).

Si expresamos la actuacion de los operadores en coordenadas esféricas, como r
es independiente de las otras dos coordenadas {0, ¢}, # va a conmutar con todo
operador que actie unicamente sobre las coordenadas angulares. En consecuencia,
como L, = —ihd/dp tenemos inmediatamente que [#, L.] = 0. Ahora bien, la
eleccion del eje z es siempre arbitraria y no va a afectar al valor de la coordenada
radial. Entonces,

Ly =[r L] =0 (7.11)

v cualquier componente de L es compatible con r. Usando las propiedades de los
conmutadores tenemos que todo observable g(r) dependiente de r es compatible
con cualquier observable relacionado exclusivamente con el momento angular.

Para el momento angular no tiene sentido hablar del observable vectorial L
yva que, usando las reglas de conmutacién canénicas y las propiedades generales
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del algebra de conmutadores,

(Lo, Ly] = [9D> — 2Dy, 20 — 3P) =
= [§Pz, 2Da] + 2y, #D2] — [£Dy, 2Da) — [UD2, 3D2] =
= [0P= 2Pa) + 2Dy, #D:] = §[P=, 21Pa + 2[2, D2IPy = 1(—0px + 2Dy)
=ihL,

y procediendo de idéntico modo para las otras componentes de L obtenemos las
reglas de conmutacion para el momento angular

[Lo,Ly) =ihl, 5  [Ly,L.]=ihl, ;  [L.,L,| =ikL, | (7.12)

que muestran claramente la no compatibilidad entre L., L, y L..

EJEMPLO 7.a. Incompatibilidad entre K y r
Consideremos una particula puntual de masa M. ;Son compatibles la energia cinética K
y la coordenada radial r?

Solucién:

Partiendo de la expresién del laplaciano en coordenadas esféricas (cfr. el Apéndice A),
el operador energia cinética es

- I h? 0 0 1 9] 0 1 02
K=—— =— — (r?= — sinf— — .
2MV 2Mr? {87“ <T 8r> + sin 6 <89 i 69) * sin298<p2}
Como # conmuta consigo mismo y con todo operador que actiie sé6lo sobre (6, ),

e e () Y )

oM | r2or or r2 Or or

v operando y simplificando

Rl = 1 (250 Luw] = 1 (14 2 v = Taue)

donde p, es el operador representativo de la componente radial del momento lineal (cfr.
el ejemplo 5.c). Observe el paralelismo con los resultados (7.9). Vemos asi que la energia
cinética y la coordenada radial de una particula no son magnitudes fisicas compatibles.
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§ 6. Pensemos ahora en un conjunto de magnitudes O = {4, B,C,...} todas
ellas compatibles (medibles simultaneamente con total precisién). Diremos que
O es un conjunto completo de observables compatibles (CCOC) si
para cualquier conjunto {a,b,c,...} de valores espectrales existe a lo sumo una
funcion de onda W,4 . (r) (salvo constante multiplicativa) que es autofuncion
simultanea de A, B,C, ... con estos autovalores. Obviamente si uno (o varios)
de estos autovalores forma parte de un espectro continuo hablariamos de una
autofuncién no normalizable.

Como consecuencia del teorema de compatibilidad, existe una base de
representacion formada por estas autofunciones comunes, cada una de las cuales
estd caracterizada univocamente por los autovalores {a,b,c...}, que son asi los
numeros cudnticos en esta base de representacion. Esta base de representacion
asociada al CCOC es entonces unica salvo cambios triviales (multiplicaciéon por
constantes multiplicativas de m6dulo unidad o reordenacion de las funciones).

Para una particula que se mueve en tres dimensiones, el CCOC {z,y,z} y el
CCOC {ps,py,p-} determinan las representaciones en posiciones y en momentos
que ya conocemos: 0q(r) es autofuncién (no normalizable) simultinea de los
observables Z, 9,2 mientras que 0q(r) lo es de los p,,py,p.. Si la particula se
moviese en una tnica dimension, por convenio la determinada por el eje X, {x}
y {ps} serian sendos CCOC en si mismos. En general, todo observable A con
espectro no degenerado forma por si mismo un CCOC.

El concepto de CCOC esta directamente relacionado con el de preparacion.
Consideremos que la particula estd en un estado cudntico desconocido y que
efectuamos sobre la misma una medida ideal simultanea de los observables de un
CCOC{A, B,(,...} con una incertidumbre de medida préacticamente despreciable.
Si el resultado ha sido un conjunto de valores {a,b,c,...} pertenecientes a
los espectros puntuales de los observables del CCOC, la funciéon de onda
colapsada seré tnica salvo constante multiplicativa irrelevante. Asi, al existir una
correspondencia univoca entre el resultado de la medida y el estado cuéntico
colapsado, la medicion ideal de un CCOC equivale a un proceso de preparacion
completo.

§ 7. Supongamos una magnitud fisica A que sea una constante de movimiento.
Puesto que toda constante del movimiento A conmuta con H, de acuerdo con
el teorema de compatibilidad es posible encontrar una base de representacion
formada simultdneamente por autofunciones de A y de H. Si para simplificar
las expresiones suponemos que el espectro de estas dos magnitudes es puntual (si
hubiese parte continua la generalizacion es inmediata), esta base estard compuesta
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por funciones ortonormales ®p , ;(r), donde el nimero cuantico E designa la
autoenergia, a senala el autovalor de A, y j es un posible indice de degeneracion.
Entonces toda funciéon de onda podré escribirse como

1) =Y Y cpaj(t) Praj(t)  con cpat) = (Ppa (L),

Ea j

y usando la expresion general de la soluciéon de la ecuaciéon de Schrodinger

) _ Z Z efiEt/h CE,a,j(O) (I)E,a,j(r),

E7a j

donde cg,;(0) son las coordenadas de W(r,0). Puesto que las autofunciones
®f 4 ;(r) son ortonormales, la probabilidad de que en cualquier instante de tiempo
se obtenga el resultado a al medir A en el estado cuantico ¥(r,t) sera

1 1
Pra(a) = EIE ZZ |¢B,0,(8)° = EIE ZZ |¢5,0,5(0) 1%,
E E

donde las sumas estdn extendidas sobre los nimeros cudnticos correspondientes
a los estados |®pg ;) de la base de representacion. En consecuencia, si A es
una constante del movimiento, no sélo los wvalores medios sino también las
probabilidades de ocurrencia en una medida de A son constantes en el tiempo.

En todo caso conviene recalcar que si se efectiia una medida ideal sobre la
particula la transformacién que sufre su estado cuéntico ya no es determinista,
sino estocéstica, y bien puede ocurrir que tras tal medida haya cambiado el valor
medio de una constante del movimiento.

La compatibilidad entre H y cualquier constante del movimiento implica que
todo CCOC en del que forme parte la energia estd compuesto por constantes del
movimiento. Esto confiere un caracter especial a este tipo de CCOC’s.?

EJEMPLO 7.b. Probabilidades de ocurrencia para un CCOC
Una particula puntual de masa M se mueve bajo la accién de una fuerza conservativa
tal que {H, L.} es un CCOC. Designemos como ®p ,,,(r) a una autofuncion simultanea

normalizada de H y L. con autovalores E y mh, respectivamente. En el instante ¢ = 0,
la funcién de onda de la particula es

i 1
7(1)2670(1‘) + Eq)2s,+l(r)

1
7(b€,0 (I‘)— 2

U(r,0) = 5

2 Fijese que por una afortunada coincidencia CCOC también es la abreviatura de conjunto completo
de operadores que conmutan.
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siendo inmediato comprobar que ¥(r,0) estd normalizada.

a) Obtenga el valor medio y la incertidumbre de la energia H.

b) Al medir la componente z del momento angular L, ;qué valores pueden obtenerse
y con qué probabilidad?

c¢) En un cierto instante ¢ medimos la energia de la particula, obteniendo como
resultado el valor 2¢. Si tal medida es ideal, jcudl es la funcién de onda colapsada
de la particula? ;Coémo ha afectado la medida a las probabilidades de ocurrencia
en una medida de L,?7

Solucion:
a) De manera inmediata,

2

—il? 1 7
H)=|- | 24| =] 2=~
(H) ’2 5+’2 €+‘\/§ €=
mientras que
1 —il? 1 13
H?Y = |=| 2+ |—=| (26)* + |—=| (20)* = —¢2.
w2 =] @+ |5 | | eor =T

Por tanto, la incertidumbre de la energia es

2
AH = /(H?) — (H)? = ,/%@ - (}-:) _ ?e.

b) Por inspeccién directa, al medir L, sélo se pueden obtener los valores 0 y +h. Las
probabilidades de ocurrencia respectivas son

2 2 2

1 1
= — . P —
9 re. (h) ‘ \/i

=
2

1

1
PI’LZ (0) = ’2

es decir, del 50 %.
c) En un instante t, la funcién de onda de la particula es

efiwt i672iwt ef2iwt
q’(l‘,t) = B @570(1‘) — B @2870(1') + W‘D257+1(I’),

donde w = ¢/h. Si en ese instante medimos H obteniendo el resultado 2e, de acuerdo
con el postulado de reduccién de von Neumann, la funcién de onda resultante ha de ser
proporcional a

;o —2iwt e—Ziwt

1€
U gespuss (T, 1) = — 5 Do o(r) + W‘I’%,H(r),
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funcién de onda que no estd normalizada.

Como )

+

. _9j 2
ie 2iwt

2

e—21wt

V2

tenemos ahora que las probabilidades de ocurrencia en una medida de L, serian

1 1 3

“1737 1

||\decspuc's||2 = ‘

1 _1672iwt 2 1

Prr.(0) = ==
0= |2 3
1 672iwt 2 2

Prr_(h) = =Z
rLZ( ) ||\I/desr>ué8||2 \/5 3

que se han visto asi afectadas por la medida de la energia.

7.3. RELACION DE INCERTIDUMBRE GENERALIZADA

§ 1. Consideremos ahora dos observables A y B que no son compatibles. El
operador C' = i[A, B] es autoadjunto, y por consiguiente representa un cierto
observable C'. Se puede demostrar el siguiente resultado fundamental:

~ A

Dados dos observables representados por los operadores A y B, para
cualquier estado realizable |¥) se cumple que

y esta desigualdad recibe el nombre relacion de incertidumbre
generalizada.

Esta relacion nos informa sobre las propiedades de las distribuciones de
probabilidad asociadas a las medidas de dos observables A y B en un estado.
En particular, si conocemos el valor de la incertidumbre de uno de ellos la del
otro estd acotada inferiormente.

La demostracién es algo técnica pero por su importancia merece la pena exponerla
en detalle. Fijada la funcién de onda ¥(r), que supondremos normalizada, definamos los
operadores autoadjuntos
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Utilizandolos, la evaluaciéon de las incertidumbres de A y B es
(AA) gy = (AOA W2 . (AB)gy = (B'U|B'W)/2 (7.14)

Por otra parte, como todo operador conmuta con AL es inmediato ver que [/L B] = [A’, B’]
por lo que, usando que A’ y B’ son autoadjuntos y la igualdad (¥|®) = (|¥)*,

(WI[A, BIw) = (W|[4', B|W) = (W] A'Bw) — (9B AW) =
= (AW[B'W) — (B'|A'W) =2 Im ((A'0|B'W)) .
Ahora bien, para cualquier complejo z se cumple que |z| > |Im(z)]| y, por tanto,
(WL, BIW)| < 2(A'B[B'Y)| < 204" A0) /2B 0| Bw) 2,

donde hemos hecho uso de la desigualdad de Schwarz. Usando (7.14) y que [i| = 1 queda
que

S A, B]W)| < (A4)u)(AB)w),

que es la relacion de incertidumbre generalizada.

Veamos un ejemplo que ilustra una de las consecuencias de la relaciéon de
incertidumbre generalizada.

EJEMPLO 7.c. Valores esperados de L e incertidumbres
Pensemos en una particula de masa M que se mueve en el espacio. Demuestre que si
(L) # 0 la particula no puede estar ni en un autoestado de L, ni en uno de L,.

Solucién:

Sabemos que [L.,L,] = ihL. (cfr. la ecuacién 7.12). La relacién de incertidumbre
generalizada implica que

(AL)(AL,) > Jhl(E.)]

Por hipétesis |(L.)| > 0, de donde (AL,)(AL,) > 0 y ninguna de las dos incertidumbres
puede ser cero, quedando asi probada la afirmacion.

§ 2. A la luz de la relacion de incertidumbre generalizada (7.13) el principio
de incertidumbre de Heisenberg queda reflejado en las reglas de conmutacion
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candnicas que ya vimos en la seccion 5.1, ecuacion (5.6):

(Az)(Apy) = 1/2

[&,02] = [9.5y] = [2,0:] =il = (Ay)(Apy) > h/2 (7.15)

(Az)(Ap:) = h/2

Estas reglas, pues, no s6lo determinan la correspondencia entre la fisica clasica
y la cudntica, sino que constituyen una formulacién alternativa del principio de
incertidumbre.

En formulaciones axiomaticas de la mecanica cudntica no se parte del
postulado de De Broglie sino de las reglas de conmutaciéon canodnicas, ya que
a partir de éstas (usando argumentos de simetria) se puede llegar a la asignacion
bésica de operadores posicién y momento lineal que ya vimos en la seccion 5.1.

e Las reglas de conmutaciéon canénicas implican ademadas necesariamente que
los espectros de los operadores de posicion y momento lineal han de ser
exclusivamente continuos y, por evidentes razones de simetria, iguales a todo R.
Efectivamente, supongamos que existe un autofuncion normalizada ®,(r) de &
con autovalor a. Entonces tendriamos que

ih = <®a’ [-’ijaﬁz] (I)a> = <(I)a‘-%ﬁzq)a> - <<I>a’]3m§7q)a> =
= (2Py[prPa) — (Pa|PrtPa) = a(Pu|P2Pa) — a(Pa|prPa) =0

lo que resulta en una contradiccién flagrante: no puede existir tal autofuncién
®,(r). De idéntica manera se demuestra que ¢,z y los tres operadores
correspondientes a las componentes del momento lineal de la particula no pueden
tener espectro puntual.

7.4. INCERTIDUMBRE ENERGIA-TIEMPO

§ 1. Consideremos una particula de masa M cuya dinamica esta definida por
el operador hamiltoniano H. Dada una cierta magnitud A, definimos su tiempo
propio de evolucion en un estado |¥(t)) como la cantidad,

(AA):

TA=
d
(A
7 A

(7.16)
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que depende del estado considerado |¥(t)).

Para interpretar fisicamente 74, escribamos en primera aproximacion que

d(A);
dt

(A)psrp = (A)e + 74
y usando la definicion (7.16)
[(Aeira — (Al ~ (AA).

Por tanto, 74 es el tiempo que es necesario que transcurra para que el valor medio
de la magnitud A en un estado |¥(¢)) cambie en una cantidad del orden de su
incertidumbre. En términos mas graficos, 74 define la escala natural de tiempos
en los que el valor medio cambia apreciablemente, es decir, en los que sufre una
variaciéon mayor que su incertidumbre estadistica.

Si ahora usamos la ecuacion (6.60) de evolucion de valores medios,
(AA);

Ta=h
J

y utilizando la relaciéon de incertidumbre generalizada, para cualquier estado
cuantico |¥(¢)) y cualquier magnitud A

h

> .
TA_Z(AH (7.17)

donde hemos excluido la dependencia temporal explicita puesto que H es una
constante del movimiento.

En ocasiones, la desigualdad (7.17) recibe el nombre de relacion de
incertidumbre energia-tiempo, a pesar de que lo que senala es una cota inferior
estricta al tiempo caracteristico de evolucién de cualquier magnitud en un estado
cuantico. ?

§ 2. En general, el tiempo propio de evoluciéon de una magnitud puede cambiar
durante la evolucién de la particula. A su vez, 74 dependerd muy sensiblemente de

3 No es, pues, una relacion que haya de ser obedecida por la incertidumbre de dos magnitudes
fisicas: el tiempo no es un observable cuantico ya que no podemos medir “el tiempo de una particula”,
aunque con la ayuda de “relojes” si podemos establecer un patrén para determinar la evolucién temporal
(entendida como un todo).
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la magnitud fisica que estemos considerando pero, en cualquier caso, es legitimo
definir el tiempo propio de evolucion del estado como

(w@lawe) - weidwe)?)"”

(w1 [, A) v ()|

T|\Il> = inf {TA} =inf<h (718)

donde hemos supuesto que la funcién de onda W(r,t) estd normalizada y que
el infimo se evaliia sobre todas las magnitudes observables posibles en cualquier
instante de tiempo. De esta manera, la relacién de incertidumbre energia-tiempo
también puede escribirse como

T|w) X (AH) >

| >

(7.19)

y, de forma figurada, podemos decir que cuanto mayor sea la incertidumbre de
la energia en un estado mds rapido evoluciona éste (TM es, pues, pequeno) y
viceversa. En particular, si AH = 0 tendremos que 7yy = 0o y el estado es
estacionario. La relacion de incertidumbre energia-tiempo cuantifica con maés
precision el hecho (ya conocido por nosotros) de que cuanto menor sea la
incertidumbre de la energia mas cercano estd el estado de ser estacionario.
Cualquier otra interpretacion de (7.19) esta fuera de lugar.*

7.5. LOS POSTULADOS DE LA FiSICA CUANTICA

§ 1. Conocidos los fundamentos de la teoria cudntica ya estamos en disposiciéon
de presentar muy superficialmente su formulacién axiomaética. Estos postulados
son muy generales pero establecen los cimientos sobre los que se construye toda
la teoria. Cémo se enuncien dependerd mucho de los autores y del peso se quiera
conceder a los aspectos més matematicos pero, en general, siguen un esquema
parecido al que ahora se presenta.

» POSTULADO I: Principio de superposicion (estados):
Los estados cuénticos de un sistema fisico se representan por vectores

4 . . . . .

Por ejemplo, es bastante corriente encontrar en la literatura interpretaciones en las que 7|y, es el
tiempo necesario para efectuar una medida de la energia del sistema, por lo que cuanto mayor sea AH
menos tiempo requerird culminar tal medida. Esto es absurdo ya que nada tiene que ver lo uno con lo
otro.
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de estado dependientes del tiempo |¥(t)), pertenecientes a un espacio
de Hilbert &£ llamado de los estados del sistema. Dos vectores de estado
proporcionales entre si representan el mismo estado fisico.

» POSTULADO II: Principio de superposicion (magnitudes)
Toda magnitud fisicamente medible u observable A esté representada por
un operador lineal autoadjunto A definido en el espacio de los estados €.

= POSTULADO III: Principio de correspondencia
Para garantizar la correspondencia formal con sus anélogas clasicas, las
coordenadas cartesianas de la posicién y el momento lineal de una particula
estan representadas por operadores que cumplen las reglas de conmutacion
canonicas:

(&5, 25] = [pi,p;] =0 ; (&4, D5] = 1hdy ;.

= POSTULADO IV: Principio de indistinguibilidad
Si en el sistema fisico hay varias particulas idénticas entre si, el estado
cuantico no puede distinguirlas (o etiquetarlas).”

= POSTULADO V: Evoluciéon temporal lineal determinista
La evolucién temporal del estado cuédntico estd regida por un operador
autoadjunto H , llamado hamiltoniano del sistema, a través de la ecuaciéon
de Schrodinger

L d .
ih= W (1)) = H|W(1).

= POSTULADO VI: Interpretaciéon probabilistica
La probabilidad de ocurrencia en una medida de una magnitud observable
A se obtiene a partir del vector del estado |¥(t)) en el que se encuentra el
sistema. En concreto, el promedio probabilistico de los posibles resultados
de la medida de A es

1 A " _ ~
W@(mz‘l‘l’(t» ) con |AY(t)) = A|¥(t))

y donde (---|---) simboliza el producto escalar en el espacio de los estados.

(A)e =

Los cuatro primeros postulados establecen céomo se describen los sistemas
cudnticos y sus magnitudes, de ahi la designacién del tercero aun a pesar de

° Este principio esté relacionado directamente con el de exclusion de Pauli y su estudio se abordara
en la asignatura Fisica Cudntica I1.



Fisica CuinTtica I. MEDIDA Y POSTULADOS DE LA FISICA CUANTICA

su estrecha relaciéon con el principio de incertidumbre. El postulado V define la
dinémica del sistema: lineal, determinista y unitaria (preserva la similitud entre
estados). El postulado VI, finalmente, establece el cardcter probabilistico de los
resultados de una medida. No hay contradiccién con la naturaleza determinista
de la evolucién cuantica ya que la informacién que proporciona la funcién de onda
(el vector de estado) es incompleta desde un punto de vista clasico.

El sistema fisico queda definido entonces por su espacio de los estados y por
el operador hamiltoniano. El espacio de los estados puede ser isomorfo a £2(RN)
(particula que se mueve en N dimensiones espaciales), £2(RN) @ £2(RN) (dos
particulas que se mueven en N dimensiones espaciales), etc. Aun asi, hay gran
flexibilidad: escogida una base de representaciéon algebraica, los dos espacios que
hemos citado son isomorfos a C*. Lo que importa realmente es el significado fisico
de los vectores de estado de la base ya que las reglas de actuacién de los operadores
representativos se definirdan en consecuencia, aunque respetando el postulado III.

§ 2. Estos seis postulados sirven para estudiar cualquier fen6meno que siga el
esquema “preparacion + evolucion + medida”. Ahora bien, si la medida ha sido
ideal y admitimos que el proceso fisico subyacente es tan complejo que no se
puede describir mediante una ecuacion de tipo Schrédinger para la particula, el
postulado de reduccion (seccion 7.1) debe también incluirse “a mano” aunque
guiados por la logica: dos medidas ideales consecutivas de la misma magnitud
deben dar el mismo resultado. El “edificio ” de la fisica cuantica debe completarse
asi con el

= POSTULADO VII: Reduccién de un estado cuantico
Si sobre un sistema cuyo estado cuéntico es |Waptes) se efectiia una medida
ideal de una magnitud observable A que ha dado el resultado “el valor de A
esta dentro del intervalo real S”, el estado tras la medida es

’ \Ildespués> - 758 ’ \I/antes>

donde Ps es el proyector ortogonal sobre el subespacio propio Ws formado
por todos los vectores de estado en los cuales una medida de A proporciona
con toda seguridad un resultado contenido en S.

introducido en 1932 por el gran matematico John von Neumann en su obra Los
principios matemdticos de la mecdnica cudntica.®

6 EI titulo original aleméan es “Mathematische Grundlagen der Quantenmechanik”. Curiosamente,
esta obra clave de la fisica teorica del siglo XX se tradujo al castellano antes de que apareciese su
primera edicion en inglés (véase la bibliografia).
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El postulado de reduccién se basa en que el aparato de medida M induce una
transformacion |Wantes) — |Wdespuss) que, como ya hemos dicho, es incompatible
con las leyes de evoluciéon cuéntica basadas en la ecuaciéon de Schrédinger. En
efecto, aunque la reduccion es lineal, ni es determinista ni unitaria. La coexistencia
de dos tipos de evoluciones dindmicas esencialmente diferentes es el punto de
partida del llamado problema de la medida que describiremos muy brevemente
en la siguiente seccion.

7.6. EL PROBLEMA DE LA MEDIDA

§ 1. Para no complicar artificialmente la discusién supongamos que deseamos
efectuar una medida ideal de un observable A sobre un sistema fisico microscopico
cuyo espacio de Hilbert de los estados &p tiene dimension dos (llamaremos
“particula” a tal sistema). Usando la notacién abstracta de Dirac, una base
ortonormal de &p esta formada por los vectores de estado |1, ) y |¢_) en los
cuales A toma los valores definidos a4 y a—_, respectivamente. La medida de A
la efectuaremos con un dispositivo M en el que hay una “aguja indicadora” con
tres posiciones: neutra (estado |®g), no se ha producido interaccion entre M y
la particula), positiva (estado |®4), el resultado de la medida es A = +a) y
negativa (estado |®_), la medida ha dado A = —a). Si las leyes de la mecanica
cuéntica también son aplicables al propio aparato de medida M, su estado estara
descrito por un ket perteneciente a un espacio de Hilbert x4 y la magnitud fisica
“posicion de la aguja” ha de ser un observable. Debido a la compleja estructura del
dispositivo M, el vector de estado representativo serd muy complicado (piense,
por ejemplo, en una funciéon de onda dependiente de los miles de variables
correspondientes a los multiples grados de libertad internos de M) pero, como
veremos a continuacion, esto no va a ser relevante. Como corresponde a cualquier
sistema fisico divisible en varios subsistemas, el estado conjunto de la particula y
el aparato M se describe mediante un elemento del espacio de Hilbert producto
tensorial Ep ® Epg.

El proceso de medida se inicia con el aparato en un cierto estado |®)
correspondiente a la posicién neutra de la aguja indicadora. Si el estado inicial de
la particula fuese |1, ) la medida da con toda probabilidad el resultado A = a,
siendo el proceso cuintico:

) @ [B0) > ) @ ).

Aqui ES nos indica la evolucion debida a la ecuacion de Schrodinger y |®4) es un
estado con una dependencia determinista del estado inicial |¢,) ® |®g) en el que
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la aguja est& en la posicién +. Por el contrario, si el estado inicial del aparato es
|®o) pero el de la particula es [1)_), la evolucion sera

W) ®[Bg) > o) @|P-)

donde ahora |®_) es un estado de M en el que la aguja marca —. Pero dado que
las leyes de la mecénica cuéntica son lineales, si el estado inicial de la particula
es la superposicion |¢) = alip) + Blip_), entonces

) @ [®0) D al,) @ |BL) + BlY_) @ |B) (7.20)

y el sistema conjunto termina en un estado entrelazado igual a una superposicién
coherente de dos estados. Es asi evidente que si el estado inicial de la particula
es una superposiciéon, toda evolucién descrita por una ecuacién de Schrodinger es
incompatible con la culminacion de la medida, ya que (7.20) nos indica que ni la
particula estd en un autoestado de A ni la aguja marca un resultado definido. Sin
embargo, el postulado de reduccién afirma que hay dos posibles transformaciones:

. |¢,) ®|®1) con probabilidad |a/?
) ® @)

|9_) ®|®_) con probabilidad |3|?

El problema es entonces conocer como y cuando se produce la reduccién desde el
estado (7.20), esto es,

|¢4) ® |®1) con probabilidad |a/?

o) @ |y) + By ) @ o)
|9)_) ® |®_) con probabilidad |3|?

(7.21)

0, en términos mas técnicos, cudl es el proceso que explica la transformacién de la

superposicién coherente oy, )®|®)+F[Y_)®|P_) en una mezcla incoherente

de los estados |1, ) ® |[P4) v [1_) ® |®_) con probabilidades respectivas la)? y

8|2, respectivamente.”

§ 2. Se han propuesto numerosas soluciones al problema de la medida. Sin
animo de ser exhaustivos podemos dividirlas en cinco grandes grupos, que abarcan
desde posturas que niegan la propia existencia del problema hasta otras, més
contemporaneas, que describen el colapso del estado cuantico como un proceso

T Si un sistema esta descrito por una mezcla incoherente de dos estados, sabemos que el estado del
sistema es uno de los dos pero no cual de ellos.
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complejo pero perfectamente explicable usando las herramientas de la mecénica
cuantica “estandar”.

a) La interaccion entre aparato y sistema cudntico no puede estudiarse de acuerdo
con las leyes de la mecdnica cudntica. Bajo este punto de vista el problema de
la medida no es tal, sino la plasmacién directa de este hecho. Las leyes de la
mecdanica cuintica se limitan entonces a predecir probabilidades de ocurrencia
y, en cierto modo, la reduccién es un proceso subjetivo que se produce en la
mente del observador consecuencia de la adquisiciéon de informacién proporcionada
por la medida. El estado cuantico no tiene pues naturaleza fisica propia ya que
es un “constructo” mental que se infiere a partir de los estados macroscépicos
clasicos de los dispositivos de preparacién y de medida. Esta era esencialmente
la idea que von Neumann defendi6 al proponer su postulado. Los avances tanto
experimentales como tedricos (desarrollados sobre todo a partir de 1980) sugieren
que esta concepcién es errénea, ya que es posible formular modelos de procesos
de medida experimentalmente realizables que se ajustan perfectamente a los
principios bésicos de la mecanica cuéntica

b) La evolucién cudntica inicamente es lineal para sistemas simples aislados.
Esta solucién, defendida antano por muchos autores incluyendo a FEugene
Wigner, implica que la ecuaciéon de Schrédinger para sistemas complejos debe
transformarse si nuestro sistema fisico tiene un gran ntiimero de grados de libertad,
incluyendo a tal fin términos que rompen la linealidad del operador hamiltoniano
de evolucién. Siendo una propuesta atractiva, los hechos experimentales muestran
que el caracter lineal del mundo cuéntico es un hecho dificilmente refutable.

¢) La teoria cudntica no es completa. Ya sabemos que el estado cuéntico
proporciona una informacién limitada desde una perspectiva clasica. Bajo las
llamadas interpretaciones estadisticas tal incompletitud es una caracteristica
distintiva de la teoria cuéntica: sus predicciones son estadisticamente correctas
pero hay aspectos de cada sistema fisico individual que es incapaz de contemplar.
La multiplicidad de resultados de una medida es una mera consecuencia de este
caracter estadistico ya que en realidad el proceso de medida es completamente
determinista. Sin embargo y tal como sucede con las soluciones del tipo anterior,
los resultados experimentales apoyan firmemente el caricter daltimo de la teoria
cuéntica.

d) La descripcion cudntica de un sistema fisico incluye implicitamente otros
elementos externos. Segun algunos autores como Everett, de Witt, Wheeler y
Lockwood todo sistema fisico microscopico esté correlacionado con diferentes
realizaciones del “universo” (teoria de los muchos mundos) o de la mente del
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observador (teoria de las muchas consciencias). De acuerdo con Everett, cada vez
que se realiza una medida el universo se desdobla en tantos universos paralelos
como posibles resultados pueda dar la medida o, equivalente, en tantos universos
como componentes tiene el estado entrelazado dado en (7.20). Asi no se produce en
realidad un colapso del estado cuéantico, sino que cada componente sigue existiendo
pero en diferentes “mundos paralelos” que no interacttan entre si. En la teoria
de las muchas consciencias, a cada componente del “multiverso” de Everett se
le asigna un caracter subjetivo dependiente del observador. Estas hipétesis han
recibido mucha atencién debido a su evidente consistencia logica.

e) El colapso del estado es una consecuencia de que los sistemas cudnticos no
estin completamente aislados del entorno. Esta es la postura que actualmente se
considera como la més plausible. La pérdida de coherencia en la transformacion
(7.21) esta inducida por una interacciéon con el entorno que rodea al sistema
particula+aparato de medida. Por tanto, la complejidad del aparato de medida
no es la tnica razoén que explique el colapso del estado sino que las perturbaciones
procedentes del exterior juegan un papel esencial. El postulado de reduccién
es entonces una aproximacién efectiva a un problema mucho méas complicado
pero que puede analizarse utilizando exclusivamente las leyes de la mecanica
cuantica recogidas en los seis postulados que enunciamos en la seccién anterior.
Una exposicién, siquiera superficial, de este tipo de teorias requiere conocer c6mo
se describen formalmente mezclas incoherentes y, al menos, los rudimentos de la
teoria de sistemas cuanticos abiertos.
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PROBLEMAS PROPUESTOS

PROBLEMA 7.1. La descomposicién espectral

Dado un observable A cuyo operador representativo es /1, demuestre que

i~ Y Pt [ Playda (7.22)
a€op Te

A= Z aP, +/ aP(a)do (7.23)
a€oy Oc

siendo P, y 75((1) los proyectores sobre los subespacios propios W, y W,, con a € o,(A)
y a € 0.(A). A estas dos expresiones se las conoce como descomposicion espectral de la
identidad y del operador A, respectivamente.

PROBLEMA 7.2. Otras reglas de conmutacién

Consideremos una particula que se mueve en una dimensién espacial.

a) Demuestre que

[2", ps] = inha" : pr &) = —inhpl !

donde n es un nimero natural cualquiera mayor o igual que uno.

b) Como consecuencia, si g(u) es una funcién analitica y f(u) su derivada, pruebe
que

[g(i)vﬁz] = lhf(jj)

. Cual sera el valor del conmutador [g(pg), Z]-

PROBLEMA 7.3. Compatibilidad del momento angular

Pensemos en una particula puntual de masa M cuyo momento angular es L.

a) Demuestre que es posible una medida simultanea con precision arbitraria de L, y
z. Pruebe a su vez que L, y p, son compatibles.

b) Sin embargo demuestre que L. no es compatible con los observables {z,y, ps, py }-
Generalice los resultados a las otras dos componentes de L.

c) Pruebe que la componente radial del momento lineal p, es compatible con cualquier
componente del momento angular.

d) Sir. = (22 +y?)'/2, verifique que 7. y L. son compatibles.
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Figura 7-1. Dispositivo colimador para seleccionar particulas con un momento lineal bien definido
(problema 7.5)

PROBLEMA 7.4. Un CCOC para una particula puntual

Demuestre que los observables {rc,L.,z}, donde r. = (2% + 3?)*/2, es un conjunto
completo de observables compatibles para una particula puntual de masa M.

Sugerencia: trabaje en coordenadas cilindricas.

PROBLEMA 7.5. Una medida ideal de p

Puesto que las componentes de p son compatibles es natural preguntarse como se
pueden medir simultdneamente con precisiéon arbitraria. Como ilustracién consideremos
el dispositivo bidimensional de la FIG. 7-1. Un foco F lejano emite particulas de masa
M y carga g > 0 con momentos lineales aleatorios pero muy bien definidos para cada
particula. Estas particulas impactan contra una pantalla P; en la que se ha efectuado un
orificio O, y como F est4 muy alejado podemos admitir que aquellas que hayan atravesado
O tienen un momento lineal orientado en la direccién O X, aunque su moédulo es variable.
En la regiéon x > 0 hay un campo magnético uniforme B = —Bu, que hace que las
particulas describan una circunferencia cuyo radio depende del médulo de su momento
lineal. Por tanto, si situamos una segunda pantalla Ps en la que hay una abertura D
situada a una distancia r de la interseccién entre P; y P, tinicamente atravesaran tal
abertura las particulas que hayan descrito una trayectoria circular de radio r.

a) Demuestre que, clasicamente, las particulas a la salida de D tienen un momento
lineal pp = (¢Br cos p)u, + (¢Brsin p)u,,.

El valor de pp puede cambiarse a voluntad variando la intensidad del campo magnético
y el angulo ¢, pero pp no esta libre de indefinicién. Si ér es la longitud caracteristica
de los orificios O y D entonces el radio r de la trayectoria de la particula tendrd una
incertidumbre de ese mismo orden de magnitud que se propaga directamente a pp. Asi,
la incertidumbre relativa en las componentes de pp serd en principio del orden de ér/r.



b)

c)

PROBLEMAS PROPUESTOS

;Cual es la estrategia correcta para conseguir valores de pp muy bien definidos,
disminuir §r o construir el dispositivo con un valor de r suficientemente grande?
Para un valor de r fijo, estime la anchura 0r 6ptima para obtener particulas
colimadas con la mejor resolucién posible en su momento lineal.

PROBLEMA 7.6. (!!) (*) Medidas en estados entrelazados

Pensemos en un sistema compuesto por dos particulas distinguibles cuyas posiciones son
r; y rs, respectivamente, y simbolicemos por ¥,,(r;) a una funcién de onda normalizada
de la particula i-ésima correspondiente a un estado propio de su componente z del
momento angular con autovalor mh. Consideremos los estados cuanticos del sistema

total

Pren(ry,ro) = %(‘I’H(I‘l) + ‘1’71(1”1)) (‘I’H(I‘z) + ‘1’71(1”2))

Doy (r1,12) = %(‘141(1‘1)‘1/—1(1‘2) + ‘1’—1(1‘1)‘I’+1(I‘2))

donde nen y ent significan no entrelazado y entrelazado, respectivamente.

a)

b)

d)

Compruebe que la funcion de onda ®@y,e,, (r1,r2) 70 es autofuncion de la componente
z del momento angular total

Boot — f0 4 (@ — _ip 0 5 0
0y ipy

mientras que Pepnt(r1,r2) 57 lo es. ;Con qué autovalor en este dltimo caso?
Obtenga para ambos estados las probabilidades de ocurrencia de una medida de

Lg) (la componente z del momento angular de la particula 2). Compruebe que son
las mismas.

Estando el sistema en el estado ®pen(ry,r2) se efecttia una medida ideal de Lg)
con un resultado +#. Obtenga la funciéon de onda colapsada @gespuss(ri,r2) y las
probabilidades de ocurrencia de una medida inmediatamente posterior de Lg).
Han cambiado éstas respecto de sus valores previos a la medida, obtenidos en el

apartado b)?

Resuelva de nuevo el apartado c¢) pero suponiendo que el sistema estaba en el
estado entrelazado ®Pent(ri,re). Observe como una medida sobre la particula 1
afecta a las propiedades cuénticas de la particula 2, algo que no sucedia para el
sistema en el estado ®pen(ry,ra).

1

Ayuda: El operador LYY s6lo actia sobre funciones de ri ya que representa una
propiedad fisica de la particula 1. Por igual motivo, L(zz) sélo actia sobre funciones

de ro.
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Figura 7-2. Experimento de difraccion de particulas (problema 7.7)

PROBLEMA 7.7. (!!) (**) Caracter no local de la fisica cuantica I

En el dispositivo de la FIG. 7-2 el foco F emite pares electron/positréon a un ritmo muy
lento mediante la aniquilacién de pares de fotones de energia muy bien definida E., =
mec? + K y momentos opuestos. Asi, cada particula del par sale emitida en direcciones
opuestas con energia cinética K siendo el momento lineal total del par igual a cero. Las
particulas que salen hacia la derecha son difractadas por una doble rendija de Young
situada a una distancia D del foco, observindose tras la emisién de muchos pares et /e~
los tipicos patrones de interferencia en una pantalla Pge,.

Repitamos ahora el experimento pero situando una segunda pantalla P;,q que recoge los
impactos de las particulas emitidas hacia la izquierda. Si la separacién entre Pi,q y el
foco F es menor que D las franjas de difracciéon en la pantalla Pge, ya no se observan.
Coémo es esto posible?

Ayuda: El estado cudntico de cada par et /e estd entrelazado ;Por qué?



TEMA 8
MOMENTO ANGULAR

En este capitulo estudiaremos el momento angular o cinético de una particula
puntual bajo las leyes de la fisica cuantica que hemos establecido en los capitulos
anteriores. Este andlisis no es s6lo relevante por la importancia intrinseca del
momento angular, sino porque ilustrard muchos aspectos de la teorfa cuantica.

En primer lugar expondremos las propiedades generales de los operadores
correspondientes al momento angular, haciendo especial hincapié en su
representacion en coordenadas esféricas. Ello nos permitird obtener el espectro y
las autofunciones de estos operadores, en un escenario en el que buena parte de la
teoria cudntica elemental se plasmard con toda claridad. A continuacién, veremos
cémo se aborda la resolucion de la ecuaciéon de Schrodinger de una particula
sometida a una fuerza central, ilustrando el método para el caso de una particula
confinada dentro de una esfera.

Orientaciones generales al plan de trabajo

Sugerimos 15 horas de trabajo personal, repartidas a partes iguales entre el
estudio de la teoria y la resolucién de los ejemplos y problemas propuestos. Es
esencial comprender cémo la interpretacion probabilistica se particulariza en el
tratamiento cudntico del momento angular.

Objetivos del capitulo

= Conocer las propiedades generales de los operadores de momento angular.

= Familiarizarse con el analisis de la funcion de onda de una particula
expresada en coordenadas esféricas.

s Conocer la estructura de las autofunciones del momento angular y saber
aplicar la interpretacion probabilistica a medidas del momento angular.

» Plantear la ecuacion de Schrédinger para una particula bajo una fuerza
central y conocer la estructura general de sus soluciones.
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8.1. LOS OPERADORES DE MOMENTO ANGULAR

§ 1. Consideremos una particula de masa M que se mueve en el espacio. Como
ya hemos visto en capitulos anteriores, los operadores (en la representacion en
posiciones) correspondientes a las componentes de su momento angular o

cinético L =r X p son

En lugar de coordenadas cartesianas, podemos expresar la dependencia
espacial usando coordenadas esféricas {r, 6, ¢}, cuya relacion con las coordenadas

cartesianas es:

r=(z24+1y2+ 222 =r| x =rsinfcos g

z

0 = arccos y =rsinfsinp

($2+y2+22)1/2

T

x
(p = arctan — = arccos ————5 z =rcosf.
Y

(22 + y2)1/2

(8.2)

En este caso, haciendo el cambio de variables {z,y, 2} — {r,0, ¢} tenemos que

los operadores (8.1) se escriben como:

L, =ih (sin cp% + cot 0 cos (’O(;?p)

N

L, =ih ( coS cp% + cot fsin gp(j)
¥

L, = —ihﬁ.
dp

(8.3)

De esta manera, los operadores de momento angular tnicamente dependen de las

coordenadas angulares {6, p}.
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§ 2. Como comprobamos en el capitulo anterior, las componentes del momento
angular no son compatibles. En concreto, a partir de las reglas de conmutaciéon
canoénicas obtuvimos que:

[Lo,Ly) =ihL. 5  [Ly L.]=ihl, 3  [L.,Ly| =ihL,. | (84)

Sea ahora L2 = ﬁ%—i—f)i—i—ﬁ% el operador representativo de la magnitud mddulo
al cuadrado del momento angular de la particula, L? = |L|%2. A partir de (8.4)
tenemos que
Loy 12] = [Lay L3] + [La L] + [ L, L]
=0+ Lo, Ly Ly + Ly[Le, L] + [La, L)L, + L[ Ly, L)
=ihl,L, +ihL,L, —ihL,L, —ihL.L,
=0

y, tras un mero intercambio de indices, podemos escribir que

~ A N N

(L., L*] = [Ly,L*] = [L.,L*] =0. (8.5)

Por lo tanto, una componente cualquiera de L y L? si son compatibles, por lo
que es posible medir simultaneamente, y con toda la precisién deseada, L? y una
componente del momento angular.

§ 3. Partiendo de (8.3), la regla de actuacion del operador L? en coordenadas
esféricas es

L?U(r) =

R o (. ,0¥(r) n% 0%W(r)
_sin980<S1 o 06 >_sin2<9 dp? (8.6)

Por otra parte, recordemos (véase el ejemplo 5.c) que el operador p,
correspondiente a la componente radial del momento lineal p, es

R L (1 0
pr = —ih <7" + 87‘) . (8.7)
Esto implica que

PPU(r) = — 12 (1 + a) (‘Il(r) + m) __pl0 [7«2 8‘1'(’”)] . (8.8)

r  Or r or r2 or
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Si ahora tenemos en cuenta la expresion del operador laplaciana en coordenadas
esféricas (cfr. el Apéndice A), el operador de energia cinética

N h2
K=-——-V?
2M

resulta ser en dichas coordenadas,

) R [0 (4,0 1 o0(. 0 1 92
K= C2Mr? [87’ <T 87“) - sin 0 060 <Sm989> * sin29(9<,02] (8.9)

De esta manera, usando las relaciones (8.6) y (8.8), tenemos que

~ 1 1 ~
K= —¢p2 L? 1
ontPr T oane (8.10)

en correspondencia con la relacion clasica entre K, p, y L?.

8.2. FUNCIONES DE ONDA EN COORDENADAS ESFERICAS

§ 1. Como acabamos de ver, los operadores de momento angular dependen
exclusivamente de las coordenadas esféricas {6, ¢}. Esto implica que si en un
instante dado la funcién de onda de la particula tiene la estructura

r € [0,00)
O(r) = R(r)v(0, ) , con 6 € [0,n] (8.11)
v < [0,2n],

las propiedades relativas al momento angular van a depender dnicamente de la
funcion 9(6, ¢). Por otra parte, cualquier propiedad asociada exclusivamente a la
coordenada radial r s6lo dependera de R(r).

Esto sugiere construir el denominado espacio de Hilbert de las funciones de
onda angulares, Egng, como el formado por funciones dependientes exclusivamente
de las coordenadas angulares esféricas {0, ¢} (o en otras palabras, por funciones
definidas sobre la superficie esférica de radio unidad centrada en el origen, a la
que denotaremos como S1). En este espacio de Hilbert, el producto escalar entre

dos funciones 9(0, ) y ¢(0, ¢) es

iy 27
(9]6) = /S 9*(0,0) 6(0, ) dO = /0 sinf /O 9(0,0) 6(0.0) do db (8.12)
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y las funciones de £2,, son aquellas cuya norma ||9|| = (9]9)'/? es finita.

ang

A su vez, conviene también definir el espacio de Hilbert de las funciones de
onda radiales, £rad, compuesto por aquellas funciones R(r) que dependen de la
variable radial r y que sean de cuadrado integrable en el siguiente sentido:

R(r)e L2, & / r?|R(r)|? dr es finito. (8.13)
0
En £2 ,, el producto escalar de dos funciones R(r) y Q(r) sera
(R|Q) :/ r2R*(r) Q(r) dr. (8.14)
0

Como consecuencia, el espacio de las funciones de onda de una particula que se
mueve en todo el espacio es igual al producto tensorial de ﬁrad y L’ang

[’2( ) ‘Crad ® ‘CQ (815)

ang*

Asi, si una funcion de onda de la forma (8.11) estd normalizada, conviene
realizar la factorizacion de manera que R(r) (como funcion de £2,) v 9(0,¢)
(como funcion de £ estén normalizadas por separado, esto es, de manera que

/ R0 2dr = 1
27
/ sme/ ©)|* dp df = 1. (8.16)

§ 2. Pensemos ahora en una funciéon de onda normalizada ¥(r) no
necesariamente factorizada como el producto de una funcién radial y otra angular.
La densidad de probabilidad correspondiente a una medida de la coordenada radial
r o densidad de probabilidad radial serd

ang)

2m
Prag(r) =T / sm@/ (r)|* dyp db, (8.17)

donde p,.q(r)dr es la probabilidad de que al medir la coordenada radial de la
particula r obtengamos un valor dentro del intervalo (r,r + dr). Naturalmente,
Prad () esté normalizada en el sentido

| paatr) ar =1 (8.15)
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y el valor medio de cualquier magnitud g(r) dependiente exclusivamente de r sera

() = /0 " 4 praalr)dr. (8.19)

Veamos un ejemplo ilustrativo.

EJEMPLO 8.a. Valores medios en coordenadas esféricas
En un instante dado, la funcién de onda de un electrén es

U(r) = Arexp[—r/(2a0)] sin 6 cos ¢,
donde A es una constante de normalizaciéon y ag ~ 0,529 A es el radio de Bohr.

a) Escriba ¥(r) como producto de dos funciones normalizadas R(r) y 9(0, ¢).
b) Compruebe que ¥(r) es autofuncion de L2
¢) Evalae el valor medio de L.

d) Obtenga la densidad radial p,,4(r) y el valor medio de la coordenada r.

e) Obtenga el valor medio de la energia cinética.

00 ™ 4 2m
Ayudas: / ue “du =n!; / sin® 0do = — ; / cos? pdp =
0 0 3 0

Solucion:
a) Imponiendo la condicién de normalizacion (V|¥) =1,

o) ™ 2m
1= |\Il(r)|2d3r:/ r2/ sin@/ |U(r)|?dedbdr,
R3 0 0 0

donde hemos usado coordenadas esféricas. Sustituyendo, agrupando términos y
efectuando las integrales, tenemos que

[e'S) T 2m
. 4
1= |A|2/ rde /w0y / sin® 9d9/ cos? pdp = 24a(5)§|¢4|2.
0 0 0

24a3 An/3

Por tanto, si suponemos sin pérdida de generalidad que A es real y positiva, la funcién
de onda normalizada esta dada por

1 T 3
U(r) = — ¢~ "/ (2a0) {/ —siné cos
) [\/24618 ao 4m i
2 2

Tanto R(r) como 9(0,¢) estan normalizadas como funciones de los espacios L7, ¥ L4
respectivamente.

=R(r)9(6, ).
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b) Evaluemos la actuacion del operador L2 sobre W(r):

. K29 ou(r)] K2 0%U(r)
2 _ — : _ _
L) = =555 [Sl =0 ] sin2f  0g?
_ oo a009)] K 9%0(0,0)
= R(r) <_ sin§ 90 [sm@ 00 ] Csin?0 9p2 ) ’

donde hemos tenido en cuenta que L? no afecta a la funcién radial R(r). Sustituyendo
9(0, @) por su expresion, operando y simplificando, llegamos a que

L2W(r) = R(r)21%0(0, p) = 2h2T(r),
con o que U(r) es autofuncién de L? con autovalor 2h2.

c¢) Para evaluar el valor medio de L, basta con tener en cuenta la dependencia angular.
En efecto, partamos de

(L:) = (V[L.¥) —/Ooo r’ /Oﬂ sin@/o ﬂ\I/*(r)[ﬁZ‘ll(r)] dep dbdr-.

Ya que L. tnicamente actia sobre la parte angular 9(0, ¢), llegamos a que

1
——~
oS ™ 2m
(L) :/ TQ\R(T)|2d7°/ sin 0 %0, 0)[L.0(0, )] dp db
0 0 0

™ 2m
= / sing [ 0%(0,0)[L.0(0, )] do db = (I|L.9)
0 0

donde el producto escalar <19\£Z19) es el correspondiente al espacio de Hilbert Eing.
Como

L9, 0) = —ih%ﬁ(&, @) =1ihy/ % sin @ sin ¢
queda que
ik ™ 27 ih 4
(L.) = %/o sin30d9/0 sin @ cos pdp = % X 3 % 0=0.
d) En este caso
™ 2m 1
Praa(r) = 72 / sin 0 / W(r)[2dpdd = r2[R(r)|? = ——rie /.
0 0 24ag

Como consecuencia

oo 1 o0 o0
(r) = / TPraa(r)dr / roe=r %0 gy = ai/ u’e™"du = 5ay,
0
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donde hemos hecho el cambio de variable 1 — u = r/aqy y usado la ayuda.

e) De acuerdo con (8.6) y (8.9),

. K9 [ ,0U(r) 1 .,
KUt =—5= { or ]*m&L v

y como L2VU(r) = 2h2U(r),

K@) =—5zar " ar | T '@

. B9 [ ,0ur)] R
mr?

r2 dr

Asi, como R(r) es real y la funcién 9(0, ) esta normalizada,

(K) /R ) T (r) KU (r)d’r = /0 e /O " sing /O 27T[\Il*(r)K‘I’(I')} d db dr

P [ gy (14 [+00] | 2

2m J, r2dr dr

y efectuando una integral por partes, obtenemos que

) = I 1 lﬁ (dR(r))2+2R2(r)

T 2m dr
0

dr.

Ya solo necesitamos sustituir R(r) por su expresion. Haciendo de nuevo el cambio de
variable r — u = r/ay,

2
h2 o0 d(ue’“/z)
K)y=-—— = 2ule™ | du =
() 48ma%/0 “ ( du e "

K2 <
= — 4y + 12u?) e ¥d
192ma%/0 (u ut A+ Lau )e Y

y efectuando la integral,

h? 1
= ) = — Ha
8mag 8

(K)

(recuerde que el Ha es la unidad de energia en unidades atémicas).
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8.3. AUTOFUNCIONES DEL MOMENTO ANGULAR

§ 1. El hecho de que las componentes {L,, L,, L.} del momento angular no sean
compatibles imposibilita la existencia de una base de representacién del espacio
de las funciones de onda formada por autofunciones simultaneas de los operadores
{Ls, Ly, L.}. Sin embargo, tomando como “direccion de referencia” la del eje OZ,
si resultara p051ble encontrar bases de representacion formadas por autofunciones
comunes de L, y L2 ya que estos dos operadores conmutan entre si. Més ain, si
nos restringimos al espacio de Hilbert Eang, veremos que {L ,LZ} es un conjunto
completo de observables compatibles de dicho espacio de Hilbert. El objetivo

de esta secciéon es obtener las funciones de la base de representacion de Egng

correspondiente al CCOC {I:Q,I:Z} y, acto seguido, discutir sus propiedades. A
estas funciones las llamaremos autofunciones del momento angular aunque,
como acabamos de decir, inicamente podemos garantizar que son autofunciones
de L,y L2

§ 2. En general, toda funcion ¥(6, ¢) de £ ang con sentido fisico ha de ser acotada
y continua, esto es,
9(0, ) debe ser finita para todo 6 € [0,7] y ¢ € [0, 27]
9(0,0) = 9(0,2mn) continuidad en 27n  (8.20)
90,0) y I(m, p) no dependen de ¢

Puesto que las variables angulares toman valores en intervalos finitos, la acotaciéon
de ¥(0,¢) implica automaticamente que sea normalizable como funcién de
ﬁgng Como consecuencia, los operadores cudnticos relacionados con el momento
angular inicamente tendrdn espectro puntual, ya que sus autofunciones han de ser

necesariamente normalizables.

En particular, tal y como vimos en el capitulo 5, el espectro de L, es

o(L,) =0p(L,) ={mh, conm € Z}. (8.21)

Por simetria, los espectros de L, y Ly son iguales a op(L,). Cinéndonos a las
funciones de onda de Eang, las autofun(nones de L. con autovalor mh son de la
forma
exp(imyp)
00) ———=
N

donde ©(#) es una funcion arbitraria dependiente de la coordenada angular 6.

con m € Z, (8.22)
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§ 3. Por conveniencia, introduzcamos un numero cuéntico adimensional ¢ tal
que los valores espectrales de L? sean ¢ (¢+ 1)h% (el motivo de tal eleccion
serd evidente dentro de poco). Designemos por Yy ,,(0,¢) a una autofuncion
normalizada comtin de L2 y L. con autovalores respectivos £ (¢ + 1) h2 y mh. Estas
funciones, denominadas armonicos esféricos, satisfacen pues las ecuaciones de
autovalores

LY (0, 0) = £ (L + 1) Y (0, ) (8.23)
Esz,m(ea SO) = thé,m(ea QD) (824)
y su condicién de normalizacién en Efmg es
s 2
Nonl¥em) = [ sint [ Nom. 0P dpdo=1. (825
0 0

Ya que Y;,,(8, ) es autofuncion de L, con autovalor mh, de acuerdo con la
estructura general (8.22) se tiene que

exp(imyp)
Yo (6, 0) = Oy, () ) 8.26
£n(0.) = B4, (0) 2L (8.20)
y, como Yy (0, ¢) esta normalizada,
/ sin 0|0y, (0)2d6 = 1. (8.27)
0

A su vez, puesto que

. B2 0 0 R 92 n? 0 0 1 .
2= 9 (Gnpgl ) - " 9 (gl )+ — 12
sin 6 06 (sm 89) sin? § 92 sin 6 060 (sm 89) N sin?9 " *’

la ecuacion de autovalores (8.23) se puede escribir en términos del ntimero cuantico
¢y de la funcion Oy, () como

1 0 0 m2
— |sinf=|+——)O = +1)0 ) 2
( sin 6 96 [Smeaﬂ] sinQG) tm(6) = E+1)Oem(6) (8.28)

Los valores de ¢ para los que la ecuacion (8.28) tiene soluciones acotadas nos
proporcionarén el espectro de L2, cuyos autovalores seran £(¢ + 1)h2.

Para resolver esta ecuacién de autovalores es conveniente hacer el cambio de
variable § — v = cosf. Asi, si escribimos

Opm(0) = Prm(cosd) = Pym(y), cony e [-1,1], (8.29)
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tenemos que (8.28) se transforma en

2

1— 42

2p P
(1) d*Prm(v) 27d em(7)

Prm(y) =0 (8.30
= = (1) =0 (830)

+[e(e+1)—

(esta es la llamada ecuacion diferencial asociada de Legendre), mientras que la
condicion de normalizacion (8.27) se expresa como

+1
/ P (7)[Pdy = 1. (8.31)

-1

Por sustituciéon directa, puede comprobarse que la solucién general de la
ecuacion diferencial (8.30) es

2
Prm(y) = (1- 72)‘7”'/ x (ao 4+ a1y + ay? 4+ agyd + .. e (8.32)
donde los coeficientes «; satisfacen la siguiente relacién de recurrencia:

(t+|m) @+ |m|+1)—C(L+1)
(t+1)(i+2)

Qipo = Q; , coni=0,1,2,... (8.33)

Ahora bien, la funcién Py ,,(v) ha de ser acotada. Esto implica que el segundo
factor en el miembro de la derecha en (8.32) debe ser un polinomio de grado finito
ne, es decir, o, = 0 si n > ne. Ello es tnicamente posible si se cumplen las dos
siguientes condiciones:

1. £ =nc+ |m| conn. e N
2. ag = 0 si n¢ es impar, a; = 0 si n¢ es par.

De esta manera, como |m/| puede tomar los valores 0, 1,2, ..., el espectro de L? es

o(L?) = op(L?) = {z(u 1A%, conl=0,1,2,3, } (8.34)

A su vez, fijado el nimero cudntico m, los valores permitidos para el nimero
cuantico ¢ son
£ = ], m| + 1, |m| +2, ..

o bien, fijado ¢, los valores permitidos de m son los 2¢ + 1 enteros que van desde
—{ hasta +¢:
m=—£—¢+1,...,0,...0—1,¢ (8.35)
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Vemos asi que, salvo constante multiplicativa, s6lo hay una funcion Py, ()
para cada pareja de valores permitidos de los nimeros cuanticos (¢, m). Py ()
es una funcién real, conocida como funcion especial de Legendre, que es igual al
producto de (1 — 72)|m|/2 por un polinomio de grado ¢ — |m|, bien par o bien
impar, cuyos coeficientes estan relacionados entre si mediante la expresion (8.33).
Finalmente, ya que en la ecuacion diferencial (8.30) solo aparece m?, tendremos
que Py (7) o< Pe—m (7).

Puede demostrarse que si m > 0, la funcion especial de Legendre ya
normalizada de acuerdo con (8.31), esta dada por

-1)m —m)! m tm
o)~ G P 0 o

mientras que para m < 0 se adopta el convenio

Pom(y) = (=1)"" P _n(v), conm=0,-1,-2,.., . (8.37)
I
=0 YO,O(ev QD)
47
3
(=1 Yi0(0,¢) = o cos 0

Y 41( $1/—sm@ ety
T

(=2] Yao0(0,p) = \/12 [3cos? g — 1]

Yo +1(0,0) =F sm 0 cos @ etiv

Yo +2(6 =4/ 327 sin? § et2i®

TABLA 8-1 Armonicos esféricos de orden méas bajo

OO‘»—!
ot

Asi, la autofuncion angular normalizada de L? con autovalor £(¢ + 1)h? y de
L, con autovalor mh es

, (=0,1,2,..
P (cos@) e, con (8.38)

Yé,m(ea QO) = m— —{ 0 /

-
)
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En la TABLA 8-1 se muestran los armoénicos esféricos correspondientes a los
ntmeros cuanticos £ =0, f =1y £ = 2.

§ 4. Analicemos ahora algunas propiedades de un autoestado simultaneo de L?
y L. En primer lugar, su funcion de onda ®(r) ha de tener la estructura

B(r) = R(r) Ye,u(0.) = == R(r) Pyynfcon) %,

Suponiendo que ®(r) estd normalizada, la densidad de probabilidad es

1
5= R(1)]” P, (cos0),

p(r) = |D(0)* = [R(M[* Ym0, 0)* = o

que no depende del angulo ¢, por lo que p(r) tiene simetria de rotacion alrededor
del eje OZ.

A su vez, la funcion ®(r) tiene paridad bien definida. En efecto, la
transformacion r — —r en coordenadas esféricas es

(7”,0,@)%(7’,71’—0,(,04—7’()

por lo que
O(—r) =R(r)Yem(m — 0,7+ ).

Ahora bien, si tenemos en cuenta la estructura general de los armoénicos esféricos,
Ym(m— 6,7+ @) =Py pcos(m — 0]t = Py (— cos§)e™e™T.

Como Py, () es igual a la funcion par (1—+2)"!/2 multiplicada por un polinomio
cuya paridad es la de £ — |m]|,

Prm(—cosf) = (fl)e_lm‘P&m(cos 0)

|

y puesto exp(imm) = (—1)"!, queda en definitiva que

d(—r) = (-1)"®(r) si  B(r)=R()Yem(d, o). (8.39)

La paridad de una autofuncién de L? y L. queda asi determinada por el ntimero
cuantico £. Como consecuencia, la densidad de probabilidad p(r) exhibe la simetria
de inversion p(r) = p(—r), independientemente del valor de /.
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Resultado de estas propiedades de simetria, tenemos que en un autoestado de
L?y L.,:

- El valor medio de la posicion es cero: (r) = 0.
- El valor medio del momento lineal es cero:' (p) = 0.
- Los valores medios de x? e y? son iguales entre si.

- Los valores medios de p? y pz son también iguales entre si.

§ 5. Centrémonos ahora en las propiedades relacionadas especificamente con el
momento angular en un autoestado de L? y L,. Como

(L., L.] =—ikl, vy  [Ly, L.] =ihL,,

de acuerdo con la relaciéon de incertidumbre generalizada, vista en el capitulo
anterior, podemos escribir

[(La)]-

(ALx)(ALz)ngLyM ; (ALy)(ALz)>g

Por tanto, como en un autoestado de L, la incertidumbre AL, es igual a cero,
llegamos inmediatamente a que los valores medios de L, y L, en tal autoestado
son nulos:

si. L,®(r) =mh ®(r) = (L) =(L,)=0. (8.40)

Ademaés, en un autoestado de L2 y L, se tiene que
(L2) + (L) = (%) — (L2) = [(t + 1) — m?] n?

y como la simetria de rotacion alrededor del eje OZ implica que (L7) = (L7), se
tiene que

(Le) = (Ly) =0; (L,) =mh

0l +1) —m? (8.41)

AL, = AL, = 5 h; AL, =0.

1 . . L - . ..

Ello es asi porque los operadores de momento lineal p.,py,p. cambian la paridad de una funcion

(transforman una funcién par en otra impar y viceversa). Los valores medios de pz, py, p- seran entonces
iguales a productos escalares de una funcién par y otra impar, que son idénticamente nulos.
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X

Figura 8-1. Representacion pictérica del momento angular L en un autoestado del momento
angular con nimeros cuanticos £ = 3y m = 2. Como en este estado se tiene que (L? — L2)Y/? =
2v/2h ~ 2,83h, al medir L, (o cualquier componente de L perpendicular al eje OZ), se podran
obtener los valores 0, +h y +2%, que corresponden a los puntos representados en el grafico de la
derecha.

Por consiguiente, si £ = 0 (cuando la funcion de onda depende exclusivamente de
la coordenada radial r) podemos afirmar que la particula estd en un estado con
momento angular idénticamente nulo (esto es, en el que (L) =0y AL, = AL, =
AL, =0).

Salvo para £ = 0, en un autoestado de L? y L, las otras dos componentes del
momento angular no estan bien definidas: al medir L, (6 L,) podremos obtener
diferentes resultados aunque, por la cuantizacién del momento angular, siempre
seran miultiplos enteros de la constante de Planck h. No debe olvidarse que las
componentes del momento angular son incompatibles y, por tanto, no se pueden
medir simultdneamente con precisiéon arbitraria.

Sin embargo, sabemos que si medimos L, y L? obtendremos con seguridad
los resultados mh y £(¢ + 1)h?, respectivamente. Por tanto (véase la FIG.
8-1) el momento angular de una particula en un autoestado de L? y L. esta
indeterminado, aunque su moédulo y su inclinacién respecto del eje OZ estan
perfectamente definidos. Los posibles resultados de una medida de L, (o de L,)
tienen que ser consistentes con esta descripcion, por lo que aquéllos no podran
ser, en valor absoluto, mayores que [((¢ 4 1) — m?]'/2h.

EJEMPLO 8.b. (*) Los operadores de escalera
Definamos los denominados operadores de escalera Ly y L_ como

Ly=>L,+iL, , L. =1L,—ilL,. (8.42)
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Estos dos operadores no son autoadjuntos, pero es inmediato comprobar que son adjuntos
uno del otro: LL =L_.

a) Demuestre las siguientes reglas de conmutacion
[L%,L4] =0 ; [L.,Li]=+his (8.43)

y evalie los operadores ﬁ+ﬁ, y IA/,IA/+ en términos de L2 y L..

b) Simbolicemos mediante |Yy ) al ket normalizado correspondiente a un autoestado
de L2 y f/z con autovalores respectivos £(£ + 1)h* y mh. Obtenga la norma de los
estados Ly|Yem) ¥ L—|Yem)-

¢) Usando las reglas de conmutacion (8.43), demuestre que:

i) Ly|Yem)y L_|Ye.m) son autoestados de L2 con autovalor £(¢ + 1)h2;
ii) L, |Ym) es autoestado de L, con autovalor (m—+1)hy L_|Ys,) es autoestado
de L, con autovalor (m — 1)h.

d) Usando los resultados de los dos apartados anteriores, obtenga la regla de actuacion

de los operadores de escalera Ly sobre el estado |Ye,m)-

e) Exprese los operadores L, y f}y en términos de los operadores de escalera. Como
consecuencia, evalte los valores medios de L, L,, L2y Li en el estado [Yo ).
Comente el resultado.

Solucién:
a) Si usamos las reglas de conmutacién del momento angular

[L2, L] = [L?, L, +iL,) = [L? L,] +i[L* L,] =
[L.,Ly] =[L.,L, +iL,] = [L., L] +i[L.,L,] = ihL, + hL, = hL,
demostrandose de idéntica manera que [L?,L_] =0y que [L.,L_] = —hL_.

Por otra parte,

LyL_ = (Ly+iLy)(Ly —iLy) = L2 + L? —iLyLy +iLyL, = L2 + L2 —i[L,, L,]
Como [Ly, Ly) =ihL, y L%+ L2 = L? — L2, nos queda
LyL_ =1I1*>-1?+hL.. (8.44)
De igual forma se llega a que
L_L,=1*-1%-hL, (8.45)
b) La norma al cuadrado de I:_;,.|Yg7m> = |IA/+Yg7m> es igual al producto escalar

(IA/+Yg,m|IA/+Yg,m>. Usando la definicién de operador adjunto, que ﬁi = L_ ylarelacién
(8.45), tenemos que

ILYem)? = (L Yeom|LiYom) = (Yom|LoLiYem)
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LoLi[Yom) = (L2 = 12 = BL.) [Yon) = (€6 +1) = m? = m) B*[Y o)

queda que

|Z i [Yem)| =/l +1) —m(m+1). (8.46)

Analogamente se prueba que

|E- Y )| = Ay/EE+ 1) — m(m = 1). (8.47)

c¢) Partiendo de [iz, ﬁi] =0, tenemos que
L*LiYom) = LoL?Yom)

y haciendo actuar L? sobre |Y;m) em el segundo miembro de la igualdad anterior
llegamos a que

L? (ﬁimm)) =((0+ 1)h? (Ei|Yz,m>) )

porlo que L [Yym) vy L_[Ye.m) son autoestados de L? con autovalor £(¢ + 1)h2.
Partamos ahora de [f/z, I:i] = +hL., lo que implica que L,Ly = ﬁi(f)z +h) . Entonces

Lo (LalYom)) = La(he £ W)Yem) = (m = Db (L2 Yem))

¥ Ly|Yom) es autoestado de L. con autovalor (m + 1)h, mientras que L_|Yy,,) es
autoestado de L, con autovalor (m — 1)h.

ql) En el espacio de las funciones de onda angulares, solo hay una autofuncién comin a
L? y L. con autovalores dados (salvo constante multiplicativa). Por tanto, de acuerdo
con los resultados del apartado c)

LilYom) =alYome1) ; L [Yem)=BYem—1)

donde o y (B son constantes de proporcionalidad. Como los kets normalizados |Ym)
estan definidos salvo constante multiplicativa de médulo unidad, podemos escoger ésta
de modo que « y [ sean reales y positivos. Entonces « seré igual a la norma de ﬁ+|ngm>
y B alade ZAL,|Yg)m>. Usando entonces los resultados del aparado b) llegamos a que la
actuacion de los operadores de escalera es:

Li|Yom) = /Ol +1) —m(m+1) [Yemyr) con Ly =L, +iL,
(8.48)

L \Yom) =m0 +1) —m(m—1) [Yem1) con L_ =L, —iL,

(observe que L |Y¢) =0y que L_|Yy_4) =0 ). La definicion de los arménicos esféricos
que vimos en el epigrafe §3 es consistente con las relaciones (8.48).
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e) A partir de la definicién de los operadores de escaleras, es inmediato ver que

- 1/2 - A 1 . A
Lx:f(L L,)  fy = —(L,— I
5\ T Y 21( + )
y, entonces,
A 1. 1.
LI|Y€,m> - §L+|Y€,m> + iL—|Y€,m>

. 1. 1.
Ly|Yem) = 5L [Yem) = 5o L= Yem)-

Aplicando ahora las reglas de actuacion (8.48) tenemos que

ﬁx|Y4,m> _ h\/€(€ +1) 2— m(m+1) Yomss) + h\/ﬁ(ﬁ + 1)2— m(m—1) Yy 1)
iy‘ng> _ hO(C + 1)2; m(m+1) Yomat) — RO+ 1)2; m(m—1) Yo 1),
(8.49)

Los kets |Yy,,) forman un conjunto ortonormal, ya que dos armoénicos esféricos con

distintos niimeros cuénticos son autofunciones de un operador autoadjunto (L?, L, o los
dos) con autovalores diferentes:

<Y2,m|Y[/,m/> = 5@,15’ 5m,m’~ (850)

De esta forma, i/m|Yg,m> y IA/y\Yg,m> son combinacion lineal de los estados |Ygm+1) ¥
[Y¢m—1) , por lo que son ortogonales a |Y,). Esto inmediatamente implica que para
un autoestado de L? y L,

(Ls) = (Ly) = 0.
Por otro lado, el valor medio de L2 es igual al cuadrado de la norma de Ly|Ym):
<i/i> = <YZ,7n|i/iYé,m> = <£LY£,m|ﬁxY€,m> = <£mY£,m|irY€,m> = “i/mYé,m||2
Partiendo del resultado (8.49), tenemos entonces que

N Rl +1) —m(m+1)] R+ 1)—m(m—1)]
z) 1 + 1

que también es igual a (ﬁi) Basta asi operar para llegar a que

. A ((04+1) —m?
2 2 2
(L2) = (L3) = S
Naturalmente, estos son los mismos resultados a los que llegamos en el epigrafe §5 de la
presente seccién aunque siguiendo un razonamiento completamente diferente.
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8.4. INTERPRETACION PROBABILISTICA Y MOMENTO
ANGULAR

§ 1. Los armonicos esféricos Yy, (0, ¢) constituyen la base de representacion
del espacio de Hilbert Eing asociada al CCOC {L?, L,}. Como consecuencia, toda
funcion 9(0, ¢) de £§ng puede expresarse como combinacién lineal de las funciones
ortonormales Y ,,,(6, ¢),

oo  +£
) =23 zmYem(® ), (8.51)

=0 m=—/¢

donde las coordenadas z;,, estan dadas por el producto escalar en Eang

T 27
2t = (Yemld) = / sinf / Y1 (0,0)90.0) A6 dp.  (8.52)
0 0

Si 9(6, ) estd normalizada, las coordenadas z,, informan directamente sobre
las probabilidades de ocurrencia en una medida de L2 y de L.. En concreto,
Pt = |Zg,m|2 es la probabilidad de que una medicién simultanea de L2 y L, dé
como resultado £(£+1)A? y mh. Como consecuencia, la probabilidad de ocurrencia
en una medida de L? es

+ +
Pr,» <€(£+1)h2) =Y e =Y lzeml (8.53)
m=—/{ m=—/{
y en una medida de f/z,
+o0
Prr. (mh) Z Pem = Y |zeml® (8.54)
£=|m]| £=|m)|

De esta forma, los calculos de los valores medios e incertidumbres de L? y L, son
inmediatos a partir de la expansion (8.51) en armonicos esféricos.

§ 2. Pensemos ahora en una funcion de onda ¥(r), no necesariamente factorizada
en una parte radial y otra angular. Si expresamos ¥(r) en coordenadas esféricas,
U(r,0,¢), para cada valor de r € [0,00) tenemos una funcion de £2,, a la que
podemos aplicar las expresiones del epigrafe anterior. Como consecuencia,
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U(r,0,0) = ZZcemrmm( ®)

=0m==t (8.55)

T 2w
con cym(r) = / sin @ Y7 ,,(0,0)¥(r,0,0) df dp.
0 0

Si U(r) estd normalizada, la cantidad r?|cgm,(r)[?dr es igual a la probabilidad
de que al medir simultdneamente la coordenada radial r, L? y L. se obtengan,
respectivamente, un resultado en el intervalo (r,r + dr), el valor £(£ 4+ 1)h? y el
valor mh.? De esta manera, la densidad de probabilidad radial sera

+oo  +L

Praa(m) =D > Plegm(r)]? (8.56)

=0 m=—¢

y la probabilidad pg,, de obtener ¢(¢ + 1)h? y mh en una medida simultinea de
L2 y L, estara dada por

Do = / P2 |com(r)|2dr (8.57)
0

Asi, las probabilidades de ocurrencia en medidas independientes de L2 y de L,
son

Proa (£(+ 1)?) = Zpem ; Pri. (mh) szm (8.58)

m=—{ £=|m)|

Veamos un par de ejemplos:

EJEMPLO 8.c. Probabilidades y momento angular I
Consideremos de nuevo la funcién de onda normalizada de un electrén del ejemplo 8.a,

1 r 3
U(r) = —e~7/(2a0), [ = ginfcosp = R(r) 96,
0= \ 2 sinfeos o = R(r) 9(0,0)

donde ag es el radio de Bohr.

a) Al medir L,, jqué valores pueden obtenerse y con qué probabilidad? Como
consecuencia halle el valor medio y la incertidumbre de L,.

2 Tenga en cuenta que 7, L2 y L. son compatibles entre si. Mas atin, estas tres magnitudes fisicas
son un CCOC del espacio de Hilbert £2(R3).
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b) Escriba 9(6, ) como combinacion lineal de armonicos esféricos.

c) Obtenga el valor medio y la incertidumbre de L.

d) Si se efecttia una medida ideal de L, obteniéndose el valor +% jcudl seré la funcion
de onda colapsada Uy (r)?

Solucién:

a) Puesto que en el problema tinicamente vamos a estudiar propiedades relativas al
momento angular, podemos olvidarnos de la parte radial R(r) de la funcién de onda y
trabajar exclusivamente con la funcién normalizada

90, ¢) = \/%siHOCosg)
2

perteneciente al espacio L3, de funciones angulares.

Si tenemos en cuenta que cosf = (el¥ +e~1¥) /2, la funcién ¥(6, p) puede escribirse como

90.) = [ sind (e +e5%) = \[ 2 ing (ﬁ ! \/§> |

Vemos asi que (6, ) es combinacion lineal de dos autofunciones de L. con autovalores
+h y —h. Ademas, los coeficientes de tal combinacién lineal son iguales de manera que

PI’LZ (+ﬁ) = PrLz(fh) = —

y al medir L, se pueden obtener los resultados +h con igual probabilidad. En
consecuencia

<LZ> =h Pr|q,> (LZ = —Hi) + (—ﬁ) Pr‘\p>(Lz = —fl) =0
(L2) = ()? Prigy (L. = +h) + (=h)* Priwy (L. = —h) = I?

e inmediatamente

AL, = /I~ (L) =,

b) Como vimos en el ejemplo 8.a, ¥(0, ¢) es autofuncion de L? con autovalor 2h2. A la
vista del resultado del apartado anterior, ¥(0, ) sera combinacién lineal de los arménicos
esféricos Y1,4+1 € Y1,—1 con coeficientes iguales en médulo. Teniendo en cuenta el convenio
de signos en la definicién de los arménicos esféricos que se puede ver en la TABLA 8-1,
es inmediato comprobar que

—1 1
90, ) = 7 Yi,41(0,9) + 7 Yi,-1(0,¢)

0 en la notacién de Dirac,

1 1
PN =——|Y + —| Y1 _1).
|9) \/i‘ 1,41) | Y1,-1)

V2
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c) Para obtener (L,) y AL,, evaluemos previamente la actuacion del operadorAI:m sobre
la funcién 9 (o sobre el ket |9)). Para ello usemos los operadores de escalera Ly dados
en (8.48). Como de acuerdo con esa regla de actuacion se cumple que

LylYi41) =0 L_[Y1,41) = V2h|Y10)
Lo|Y1, 1) = V21| Y1 0) L_|Y1,1)=0

tenemos que . .
Loy =h|Yio) 5 L_|9)=—h[Yro)
por lo que

ﬁx\ﬁ>=%(ﬁ++i_) 19) = 7L+\19> % _|9) =o.

Vemos asi que |¥) es un autoestado de la componente x del momento angular con
autovalor nulo. De esta forma:

d) La medida de L, se efectiia sobre la funcién de onda

U(r) = % R(r) Y1 41(6,0) + % R(r) Y1-1(6,0).

De acuerdo con el postulado de reduccién de von Neumann, si el resultado de la medida
ha sido +h la funcién de onda colapsada sera

\IJout(r) = % R(T) Yl,-‘rl(a’ @)

que es autofuncién de L. con autovalor +h.

EJEMPLO 8.d. Probabilidades y momento angular I1

Designemos como &, m( ) a una funcién normalizada que es autofunciéon simultanea de
los operadores L2 y L. con autovalores respectivos £(¢ + 1)h? y mh. En un instante de
tiempo dado, la funcién de onda de una particula es

1 .
‘II(I‘) = Z (3(1)0,0(1') + 2(131,0(1') — 1<I>1,_1(r) + @271(1') - q)g,o(r)) :
Responda a las siguientes preguntas:

a) Al medir L? sobre la particula ;qué valores pueden obtenerse y con qué
probabilidades?

b) ;Cudl es el valor medio de L,? ;Y su incertidumbre?
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c) Supongamos un hipotético dispositivo ideal M que mide el valor de L,. Si el
resultado de la medida ha sido L, = 0, obtenga la funcién de onda colapsada. ;Ha
inducido la medida un cambio en las probabilidades de ocurrencia de una medida
de L?? ;Contradice la respuesta a esta ultima, pregunta el hecho de que L% y L,
sean compatibles?

Solucién:
a) Independientemente de cémo sea la parte radial de cada funciéon @y ,,(r), éstas
constituyen un conjunto ortonormal. Por tanto

2 2

3
2 _ —
e =2

L2
4

2
=1

2+ 12+ 1
4 4

s
4

resultando estar normalizada.

Por inspeccién directa, al medir L? se pueden obtener los resultados correspondientes a
los niimeros cuénticos £ = 0, 1,2, esto es, {0,2h2,6h?}. Las probabilidades de ocurrencia
respectivas se obtienen directamente de los coeficientes en la expresion de U(r):

2 2 2

3 9 2 —i 5
PrL2(0):’4 ~ 16 PrL2(2h2):‘4 Y17 T 16
o S )
2y — — _— = —

b) El célculo es, de nuevo, directo a partir de los coeficientes de ¥(r):

2 2 2 2

<Lz>‘i ><0+‘221 XOJF_II ><(h)+‘j1 ><(+7i)+}_41 x0=0
32 22 _12 12 112 K2
2y _ |2 2, |4 2, |t 2o |t 2 |4 2 _ ¥
(Lz)_‘4 x 0 +'4 x 0 —|—‘4 x(h)+‘4 ><(+h)+‘4 x 0 3
y, entonces,
1
(L,)=0 ; AL,=—=h

c) Tras la medida, la funcién de onda colapsada es

‘l/después (I’) = 411(3(1)070 (I‘) + 2(DI,O (I‘) - (I)Q,O(r))

cuya norma al cuadrado es

2+22+ -1 7
4 4| 8

3
||\I/después||2 == ‘4
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Por tanto, las probabilidades de ocurrencia de una medida de L? en la funcién de onda
\Ildespués son

2

9 2
1 _ﬁ ) PrLz(2h)—

4 8
_ﬁ’ PrL2(6h)—?>< Z 14,

~I| co

X

~I| co

PrL2 (O) =

que son distintas a las de la funcién de onda original V(r). Este resultado en absoluto
contradice el teorema de compatibilidad, ya que éste afirma que L? y L, pueden medirse
simultdneamente con precisién arbitraria. Para que esto sea posible, una medida de
L. sobre un autoestado de L2, debe resultar en un estado colapsado que siga siendo
autoestado de L? con igual autovalor. Sin embargo, en el presente ejemplo el estado
inicial no es autoestado de L2, por lo que el enunciado anterior no es aplicable.

8.5. ESTADOS ESTACIONARIOS EN CAMPOS CENTRALES

§ 1. Pensemos en una particula puntual de masa M sometida a la accién de una
fuerza central:

F(r) = F(r)u,.

Dicha fuerza es conservativa y deriva de una energia potencial V (r) que cumple

d
Flr)=——V
() = -2V ).
Asi, el operador hamiltoniano que representa a la energia mecéanica de la particula

es
. . N h2

H=K+V=——V21+V(r).

- VotV

Si ahora expresamos el operador de energia cinética K en términos de P2y L2
(cfr. §8.1.3), tenemos que

N R 19 (,0 1 .,

Puesto que en coordenadas esféricas L? tGnicamente acta sobre variables
angulares, la expresion (8.59) muestra claramente que f[ L2 son compatibles
(conmutan entre si) si la fuerza que actia sobre la partlcula es central.
Obviamente, L. también conmuta con H y 12 , por lo que estos tres operadores son
un conjunto compatible. Podemos anticipar que {H, 12 ,LZ} es, ademés, completo.
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Esto es, si una particula estd sometida a la accion de una fuerza central, eriste
una base de representacion formada por autofunciones simultineas de {H,L?, L.}
que estdn caracterizadas univocamente por los autovalores correspondientes.

§ 2. Simbolicemos mediante ®g 4, (r) a una de estas autofunciones que, por
tanto, ha de satisfacer las ecuaciones de autovalores

HOpym(r) = E®pgm(r) (8.60a)
L*0ppm(r) = L+ 1)h®pm(r) (8.60D)
L.®pym(®) = mh®pggn,(r) (8.60c)

donde, como ya sabemos, £ = 0,1,2,... y m = —¢,...,0,...,+£. Es evidente que
la energia F no va a depender del niimero cudntico m puesto que la eleccién
del eje OZ es siempre arbitraria y, por tanto, irrelevante para la energia en un
sistema fisico con simetria radial. De esta manera, como ®f ¢, (r) es autofuncion
del momento angular, su estructura ha de ser

Ppem(r) =Ree(r)Yem(0, ). (8.61)

Sustituyendo en la ecuacion de Schrodinger independiente del tiempo (8.60a) y
usando la expresion (8.59), tenemos que la funcion radial Rg(r) satisface la
siguiente ecuacion de autovalores:

2 1d [ ,d 00+ 1)n?

—— — —_—l =F . .62
[ 2M r2 dr <7‘ dr) + 2Mr? + V()| Re(r) Rp(r) (8.62)
Para cada valor del niimero cuéntico ¢, los valores de E para los que la ecuacion

(8.62) admite soluciones normalizadas en el sentido
o0
/ 2 Rp(r)|?dr = 1
0

formarén parte del espectro puntual de H. Més en concreto, seran los posibles
valores de la energia de un estado estacionario realizable que, ademés, sea
autoestado de L2 con autovalor ¢ (£+1)h2. A su vez, los valores de E para los que la
ecuacion de autovalores (8.62) admita soluciones acotadas, pero no normalizables
para todo r € [0,00), contribuiran al espectro continuo de H.

§ 3. Como acabamos de ver, la resoluciéon de la ecuacién de Schrédinger
tridimensional correspondiente a una fuerza central se transforma en un conjunto
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de problemas unidimensionales [la ecuaciéon de autovalores (8.62)], uno por cada
valor del nimero cuéntico 4.

De hecho, (8.62) es formalmente una ecuacién de Schrodinger en una
dimensién. En efecto, definamos la funcion radial reducida como

upe(r) =r Rpe(r), conr>0 (8.63)

que, necesariamente, ha de satisfacer la condicién ug(0) = 0 ya que Rge(r)
es acotada (si ug,(0) # 0, la funciéon de onda ®p ¢, (r) divergiria cuando r —
0). Si sustituimos Rg¢(r) por ug(r)/r en (8.62), tras efectuar explicitamente
las derivadas y simplificar se llega a la denominada ecuacién de Schridinger
radial reducida

B2 00+ 1)R?

oM dr? + oM 12 + V(T) uE7g(’I“) = EuE,Z(T) (8.64)

Vemos asi que uge(r) puede interpretarse como la autofuncién con energia E
de una particula que se mueve en el intervalo unidimensional r € [0, 00) bajo la
accion de una energia potencial efectiva

00+ 1)R2

Vilr) = Vi) + St

conf=0,1,2,... (8.65)

(al término dependiente de ¢ se le suele llamar término centrifugo).

Debido a la condicién de contorno ug,(0) = 0, fijado un valor de E
existe (salvo constante multiplicativa) una tnica solucion ug(r) de la ecuacion
diferencial (8.64). Como ya senalamos, aquellas energias F para las que exista una
autofuncion ug ¢(r) normalizada, [;° [ug,(r)[*dr = 1, formaran parte del espectro
puntual de H. Las energias para las que la autofuncién no sea normalizable pero
se mantenga acotada, pertenecerdn al espectro continuo de H.

Tenemos asi que:

e Para una particula de masa M sometida a la acciéon de una fuerza
central que deriva de la energfa potencial V(r), el conjunto {H,L? L,}
es un conjunto completo de observables compatibles.

Existira entonces una base de representaciéon formada por autofunciones
simultdneas de {H, L?, L.} con autovalores {E, (¢ + 1)h?, mh}.
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Cada una de estas autofunciones tendra la estructura
1
(pE,E,m(r) = RE,E(T)Y&m(ey (P) = ;uE,E(T)Y&m(a 90)

donde Yy ,,(6, ) es un armoénico esférico y ug ¢(r) la autofuncion (tnica,
salvo constante multiplicativa) de la ecuacion de Schrodinger radial
reducida

B2 d® 40+ 1)h?

—mp + W s V(T):| uE,Z(T) =F uE,f(r) , con uE,f(O) =0.

e Formalmente, el espectro del hamiltoniano es
o0
o(H)=|JowH),
=0

donde o y) (ﬁ ) es el espectro de autoenergias de la ecuacion de Schrédinger
radial reducida para ¢. Ello implica que para cada valor de ¢ y para
cada autoenergia E € J(g)(lf]) hay 2¢ + 1 autofunciones: aquellas
correspondientes a los valores de m que estdn permitidos si fijamos /.

§ 4. Supongamos que, para cada valor de /¢, el espectro de autoenergias
o¢(H) de la ecuacion de Schridinger radial reducida es enteramente puntual (la
generalizaciéon de los siguientes resultados si hubiese parte continua es sencilla y
se deja como ejercicio). Esto nos permite etiquetar cada autoenergia de (8.64)
con dos nimeros cuénticos: el propio valor de ¢ (al que se le suele llamar nimero
cudntico angular) y un indice n = 1,2, ... al que denominaremos nimero cudntico
radial (a m se le llama nimero cudntico magnético). De acuerdo con esta notacion,
E, ¢ es la n-ésima autoenergia de la ecuacién de Schrodinger radial reducida para
((E1y < Eyp<FEszp<...)

Las autofunciones correspondientes se designaran también con estos tres
nimeros cuanticos:

(=0,1,2, ..
D, pm(r) =Ry (1) Yom(6,9), con n=12,3,.. (8.66)
m=—{,....,0,...,+L,

donde un(r) = 7 Ry,e(r) es la autofuncién normalizada de la ecuacion
de Schrédinger radial reducida (8.64) con autovalor E,,. Puesto que estas
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autofunciones constituyen una base de representaciéon ortonormal del espacio de
funciones de onda de la particula £2(R?), satisfacen la condicién de ortogonalidad

<(I)n,€,m(r)|q>n/,€/,m’(r)> = 5n,n’ 5K,E’ 5m,m’ (867)

y toda funcion de onda ¥(r,t) de la particula se podra escribir como

o oo+

U =3 > > entm(t) Pagm(r) (8.68)

=0 n=1m=—¢
con ¢y pm(t) = e Enet/h e (0) = e Ent/h (D, 1 0(0)).

Reordenando términos y sustituyendo ®,, ¢, (r) por su expresion (8.61), tenemos
que

00 0o +4
Ur,t) =Y [ e PR (1) Y enem(0) Yem(0,0) | - (8.69)
=0 Ln=1 m=—4~

Cada término entre corchetes es una autofuncion de L? con autovalor (¢ 4+ 1)h?
que se denomina componente de V(r,t) en onda s, p, d, f, g, h,... segun sea el valor
de? (£ =0,1,2,3,4,5, ..., respectivamente).

§ 5. De acuerdo con lo anterior, los niveles de energia se etiquetan mediante los
nimeros cudnticos n y ¢. La degeneracién del nivel con energia E,, ¢ serd 2¢ + 1
(recordemos: ese es el nimero de valores posibles para el nimero cuantico m,

fijado el de ¢).

La ordenaciéon de los niveles dependeréd de las caracteristicas de la energia
potencial V(r) pero, en todo caso, como las energias potenciales efectivas (8.65)
cumplen que

V(r) = Vieo(r) < Vi(r) para todor si ¢=1,2,3,4,..

el nivel fundamental seré el correspondiente a £ =0y n = 1 (véase el problema
propuesto 8.5). Sin embargo, puede ocurrir que existan dos (o més) autoenergias
E,¢y E, ¢ iguales entre si. A este fendmeno se le conoce como degeneracion
accidental.

§ 6. Como ilustraciéon consideremos una particula que se puede mover libremente
pero restringida al interior de una esfera de radio a. A este sistema fisico lo
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denominaremos punto cudntico esférico. La energia potencial correspondiente sera
0 sirel0,d]
V(r) = (8.70)
oo sir>a.

Puesto que la particula no puede estar en la regiéon r > a, por continuidad de la
funcién de onda ésta ha de anularse si r = a.

De acuerdo con la teoria general, una base de representaciéon del espacio de
las funciones de onda de la particula esta formada por autofunciones simultaneas
de la energia, de L? y de L., cuya estructura es

(=0,1,2, ..
1
DO, o (1) = . Up (1) Yem(6,9), con n=12,3,.. (8.71)
m=—/,...,0,...,+L.

U, ¢(r) es una funcién continua y acotada que se anula en 7 = 0 y en r > aq,
mientras que Yy ,,(7) es un armonico esférico. En el intervalo [0, a], donde la
energia potencial V() es cero, u,¢(r) es solucion de la ecuacién de Schrodinger
radial reducida

K d? 00+ 1>h2
[_2]\4017‘2 + W] un,f(r) = En,@ un,é(r) (8'72)

con las condiciones de contorno
Uy ¢(0) = up(a) =0

v la de normalizacion

/Oa W o (r)dr = 1. (8.73)

Para ¢ = 0 (autofunciones de la energia en onda s), la ecuacion de
Schrodinger (8.72) es completamente equivalente a la de un pozo cuadrado infinito
unidimensional con paredes en » = 0 y r = a. Por tanto, aplicando los resultados
del ejemplo 6.d

2R3

2ma?

Upo(r) = \/gsin (%7’) (8.75)

y, en particular, E1 o = 72h%/(2Ma?) serd la energia fundamental del sistema.

ETLO:

)

n?, conn=123,.. (8.74)
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Veamos ahora cuales son las soluciones de (8.72) para un valor arbitrario
del niimero cuantico ¢ > 0. Definamos las siguientes cantidades y funciones
adimensionalizadas:

~ 2Ma?
p=r/a Une(p) = Va un(ap) Hp g = TEn,g. (8.76)

La ecuacion de Schrodinger radial reducida (8.72) y la condicion de normalizacion
(8.73) son, respectivamente,

2 e+1) 5. ) )
_dT)Q + > — %n’g:| Upe(p) =0, con Type(0) =1pe(1) =0 (8.77)

1
/0 [t e () Pdp = 1. (8.78)

Sin imponer que 1, (1) = 0 [pero si que T, ¢(0) = 0], la solucién de la ecuacion
(8.77) es
Un,e(p) = Anen/P Jer1/2(5an0p), (8.79)

donde Js(5) es la llamada funcion de Bessel de orden s y A, una constante de
normalizacion que se obtendria a partir de (8.78):

1 -1/2
Aos = [ /O oNess)s (o) Pdp| . (8.80)

Como T, ¢(1) = Ape Jop1/2(2,0) = 0, las autoenergias E, ¢ se obtendran a partir
de los valores de s, que satisfagan la igualdad

Jer1/2(5n,0) = 0.

En otras palabras, s, ¢ es el n-ésimo valor positivo de la variable sz para el que
la funcion de Bessel Jyyq/2(3¢) se anula.

En suma, las autoenergias y autofunciones de la particula en el seno de un
punto cuéntico esférico de radio a son

h2
En ¢

L= zMa%Z’Z »ocon Jpp(sme) =0 [n=1,2,3,..] (8.81a)

1 M o7
Dppm(r) = Ang X —= Joq1/2 ( =

~ ) Yem(0: ) (8.811)

a

bien entendido que ®,, ¢, (r) = 0sir > a.
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T
¢ \/?JZ—H/Z(%) Ceros (21,4, 724, ---)
3,141 6,283
i e 9,425 12,566
) sin 2¢ — s cos 4,493 7,725
" 10,904 14,066
3 — %) sin ¢ — 3sccos x 5,763 9,095
5| (
< 12,323 15,515
3 (15 — 63¢2) sin 2 — (152 — »3) cos s 6,988 10,417
3 13,698 16,924
A (105 — 455¢2 + 5¢*) sin 2 — (1055¢ + 103¢3) cos 5 8,183 11,705
st 15,040 18,301

TABLA 8-2 Funciones de Bessel Js(3¢) de orden semientero mas bajo

A partir de la expresion (8.81a) y con la ayuda de los datos de la TABLA
8-2, podemos obtener facilmente las energias £, ; y las degeneraciones g, ¢ de los
primeros niveles energéticos del sistema. Recordando que g, ¢ = 2¢ + 1, tenemos
que

Niveles (n, ¢) (2Ma?)/R? Enel gnye

s (1,0) 9.870 1

1p (1,1) 20.191 3

1d  (1,2) 33.218 5

2s  (2,0) 39.478 1 (8.82)
1f  (1,3) 48.831 7

20 (2,1) 59.689 3

A su vez, es interesante analizar como son las densidades radiales reducidas
Prad(r) en los autoestados @, ¢, (r), que estaran dadas por

AL g Hn 4T
Prad(r) = 7% | Ry o (r)|* = |une(r)]* = 2 Ter1y2 (T) : (8.83)

En la FIG. 8-2 representamos las densidades radiales reducidas para los seis
primeros niveles energéticos del sistema. Como puede observarse, p,,q(r) tiene
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Figura 8-2. Densidad radial reducida para las autofunciones de la energia correspondientes a
los seis primeros niveles energéticos de una particula en el seno de un punto cuéntico esférico.
Recuerde que p,,4(r)dr es la probabilidad de que al medir la coordenada radial de la particula
se encuentre un resultado en el intervalo (r,r + dr)

n — 1 ceros en la region 0 < r < a y, a medida que aumenta ¢, la probabilidad
de detectar a la particula en la region central del punto cuantico (r ~ 0) va
disminuyendo. Ello es consecuencia de la influencia que tiene el llamado término
centrifugo £(¢ + 1)h?/(2Mr?) en la forma de la funcién de onda u, ¢(r) que es
solucion de la ecuacion de Schrédinger radial reducida.

La densidad p.q(r) es, salvo factor 72, el promedio de la densidad de

probabilidad p(r) sobre todas las direcciones del espacio, esto es, sobre los dngulos
{0, ¢} [cfr. la expresion (8.17)]. Si exceptuamos las autofunciones de la energia en
onda s, que tienen simetria esférica, la densidad de probabilidad es anisétropa.
Ahora bien, para las autofunciones @, ¢,,(r) tal densidad de probabilidad no
depende de la coordenada angular ¢, aunque su forma si depende del nimero
cuantico m. En concreto, para una particula en el estado ®,, ¢, (r)

.A2
p(t) = |Rno(r)Yom (0, 0)|2 = —25
’ ’ ’ 2mwa’r

M 0T
Tirje (Z25) PEucost),  (8:84)

donde Py, () es la funcion especial de Legendre que introdujimos en §8.3.3. Si
fijamos un valor de r, p(r) se anulard para aquellas direcciones que formen un
angulo € con el eje OZ tales que Py, (cosf) = 0.
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PROBLEMAS PROPUESTOS

PROBLEMA 8.1. Probabilidades y momento angular II1
En un instante dado, la funcién de onda de una particula es

Yy +yz + zx
W(r,y,2) = A glr) F5—= cong(r) = exp(r/a),

donde A es una constante de normalizaciéon y a > 0 una constante con dimensiones de
longitud.

a) ;Cudl es la probabilidad de que una medida de L2 de el valor 0?7 ;Cuél es la
probabilidad de que dé el valor 6427

b) Al medir L,, ;qué valores pueden obtenerse y con qué probabilidades?
c) Evalte el valor medio de las tres componentes del momento angular L.

d) Se realiza una medida ideal del valor absoluto de L. Si el resultado fuese |L,| = fi,
jcudl seria la funcién de onda colapsada de la particula justo después de efectuada
la medida?

e) Obtenga y represente la densidad radial reducida p,,4(r) de la particula.

Ayuda: Exprese U(r) en coordenadas esféricas y escriba su parte angular como
combinacion lineal de armdnicos esféricos. Para ello utilice la TABLA 8-1.

PROBLEMA 8.2. Matrices del momento angular

Cualquier magnitud fisica A dependiente exclusivamente del momento angular L es
compatible con L2. Ello implica que si A es el operador representativo de tal magnitud,
entonces

[A, L2 =0

Como consecuencia, si 9(6, ) es una funcién del espacio de las funciones de onda
angulares que es autofuncion de L2 con autovalor £(£+1)A2, la funcién AY(6,¢) también
sers autofuncion de L2 con igual autovalor. En términos matematicos, si W, es el
subespacio de funciones de onda angulares que son autofuncién de L? con autovalor
{(£ 4+ 1)h?, entonces W, es invariante bajo el operador A. Esto nos permite construir
la representaciéon matricial del operador A pero restringida al subespacio W,. Como la
dimensién algebraica de W, es 2¢+1, dicha representacién serd una matriz de dimensiones
(204 1) x (2¢ +1). Si trabajamos en la base de armoénicos esféricos Yo, (6, ¢):

a) Obtenga las matrices representativas de los operadores de escalera f,+ y L_ enlos
subespacios Wy, W1 y Ws.

b) Como consecuencia, obtenga la representacion matricial de los operadores L, y ﬁy
en dichos subespacios.
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PROBLEMA 8.3. Autofunciones de L,

Consideremos el subespacio W, formado por las funciones de onda angulares que son
autofuncion de L? con autovalor 2k%. En la base ortonormal {Y11,Y10,Y1 1} de tal
subespacio, la representaciéon matricial del operador L, correspondiente a la componente
z del momento angular es

010
h
L,=— [ 1 0 1
V2 o 1 0

tal y como debi6é obtener en el problema anterior.

a) Obtenga las autofunciones de L, pertenecientes al subespacio Wi, expresandolas
como combinacion lineal de los armoénicos estéricos Y1 (6, ¢).
b) En un instante dado de tiempo, la funciéon de onda de una particula es

U(r) = g(r)sinfcos¢

donde g(r) es una funcién radial. Al medir L, sobre dicha particula ;jqué valores
pueden obtenerse y con qué probabilidad?

PROBLEMA 8.4. Particula moviéndose sobre una superficie esférica

Una particula de masa M se mueve libremente sobre la superficie de una esfera de radio a.
Ello implica que su coordenada radial » toma un valor » = a practicamente definido (no
puede estarlo del todo porque r toma valores continuos). Como consecuencia, la funcién
de onda de la particula dependera tnicamente de las coordenadas angulares 6 y .

a) Escriba el hamiltoniano del sistema.
b) Obtenga los niveles energéticos del sistema y su degeneracion.

PROBLEMA 8.5. Nivel fundamental en un campo central

Consideremos una particula de masa M que se mueve en una dimensién bajo la accién
de una fuerza que deriva de una energia potencial V(z). Sea Fy la energia fundamental
de la particula. Demuestre que si la energia potencial de la particula fuese V(z)+ W (z),
con W(z) una funcién estrictamente positiva, entonces la nueva energia fundamental
E}, es mayor que Ey. A partir de este resultado, pruebe que el nivel fundamental de una
particula sometida a una fuerza central se corresponde al valor £ = 0 del nimero cuantico
angular.

PROBLEMA 8.6. Probabilidad radial en un punto cuantico esférico

Una particula de masa M se mueve libremente pero confinada en el interior de una esfera
de radio a. Supongamos que la particula se encuentra en su estado fundamental. Obtenga
el valor medio de la coordenada radial y su incertidumbre.
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1
1
Ayuda: /0 sesin®(mae)dse = 52 (2m? — 3)

PROBLEMA 8.7. Funcién de onda en un punto cuantico esférico

Una particula se encuentra en el primer nivel excitado de un punto cuantico esférico de
radio a. Se sabe que al medir la componente z del momento angular se pueden obtener los
valores 0 y +A con igual probabilidad. Escriba la funcién de onda més general compatible
con esta informacion. Halle, para esta funcion de onda genérica, el valor medio de la
posicién r y del momento angular L.

Dato: El valor medio de la coordenada radial es (r) ~ 0,520 a.

PROBLEMA 8.8. Funcién de onda radial de una particula libre

Una particula de masa M se mueve libremente en el espacio. Como su energia es
exclusivamente cinética (H = K), los observables {H, L?, L.} constituyen un CCOC del
sistema. La particula se encuentra en un estado estacionario con energia F que, ademaés,
es autoestado de L? con autovalor £(¢ + 1)h% y de L. con autovalor mh. Obtenga, salvo
constante multiplicativa, su funcién de onda (no normalizable). ;Como se comporta tal
funcién de onda cuando r > 07
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Aplicaciones en sistemas simples



TEMA 9
ESTADOS LIGADOS EN POZOS CUADRADOS

Una vez aprendidos los fundamentos de la fisica cuédntica llega la hora de su
aplicacién a problemas especificos. En el capitulo 6 ya anticipamos algunos de
estos problemas: la particula libre, la particula sometida a una fuerza constante,
y la particula confinada en una region finita del espacio.

Tras analizar como es la estructura del espectro de energias de una particula
en una dimensién espacial, estudiaremos los niveles de energia ligados cuando la
energia potencial es constante a trozos. Bajo esta simplificaciéon la resolucion de
la ecuaciéon de Schrédinger es analitica, si bien las autoenergias se tendran que
obtener a partir de ecuaciones trascendentes. Ello nos permitira caracterizar con
bastante detalle propiedades de los estados estacionarios ligados.

Orientaciones generales al plan de trabajo

Los contenidos de este capitulo son fundamentalmente metodol6égicos. De hecho,
las secciones 9.2 y 9.3 son aplicaciones donde resulta dificil distinguir entre
teoria y practica. Sugerimos que dedique 15 horas de trabajo personal que deben
emplearse primordialmente a “reproducir” los diferentes casos tratados a lo largo
del capitulo y a la resoluciéon de problemas propuestos.

Objetivos del capitulo

s Conocer la estructura del espectro de energias de una particula en una
dimensién.

= Conocer las propiedades de los estados estacionarios ligados.

= Dominar la técnica de resolucion de la ecuacion de Schrodinger

independiente del tiempo para el caso de una energia potencial constante a
trozos.
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9.1. ESPECTRO DE ENERGIAS EN UNA DIMENSION

§ 1. Recordemos que si una particula de masa M, que suponemos se mueve en
una dimensién espacial, esta sometida a la accion de una fuerza conservativa cuya
energia potencial es V(x), su dindmica esté regida por la ecuacion de Schrodinger

2 92 .
ih%@(w,t} = {_273\/[812 + V(m)} U(x,t) = HV(x,t), (9.1)

cuya soluciéon general puede obtenerse a partir de las funciones de onda de los
estados estacionarios

dp(x,t) = dp(x)e P/ con Hdp(x) = Edp(x). (9.2)

Asi, el primer objetivo en el estudio de la dindmica de la particula serd resolver
la ecuacién de Schrodinger independiente del tiempo,

. K2 d?

Hbp(x)=|————-—+V(z)| Pp(x) = E®p(x), 9.3

B(e) = [~y + V(@) () = BOp() 93)

que determina las posibles autofunciones de la energia del sistema, tanto
normalizables como no normalizables (aunque acotadas). En esta seccién
obtendremos algunas propiedades generales de las autofunciones y del espectro
de energias que seran de interés en el futuro.

§ 2. Admitiendo que la energia potencial no tiene singularidades, toda
autofuncion ®g(x) ha de ser continua, al igual que su primera derivada.
La continuidad de la funciéon de onda es el requisito indispensable para que ®g(x)
tenga sentido fisico: si fuese discontinua el valor medio de la energia cinética
divergiria. La continuidad de la derivada es ademas necesaria para que la funcién
®p(x) pueda ser una solucion de la ecuacion de Schrodinger independiente del
tiempo, ya que de lo contrario no podriamos aplicar sobre ella el operador d?/dz?.
La tnica excepcién a esta segunda condicién aparecerd en aquellos puntos en
los que V(z) sea singular, pero como estas singularidades son resultado de una
descripcion muy simplificada de la energia potencial comentaremos estos casos a
medida que vayan apareciendo.

e Ademas, dado que el operador hamiltoniano es real, si ®g(x) es autofuncion
de H con energia E también lo es ®%(x). Ello implica que las autofunciones
correspondientes a autovalores de la energia no degenerados son reales
salvo constante multiplicativa, ya que es la tnica manera de que ®g(z)
y ®%(x) sean proporcionales. Para estas autofunciones el valor esperado del
momento lineal serd igual a cero.
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Por otro lado, si ®g(x) y ®}(x) son dos autofunciones de un nivel energético
degenerado, las funciones ®g(z) + P} (x) v i[Pp(x) — P} (x)], reales y linealmente
independientes entre si, son también autofunciones de dicho nivel. Esto implica
que, para cualquier nivel energético, siempre serd posible encontrar una
base ortogonal formada por autofunciones reales (recuerde el problema
propuesto 6.7).

e Otra propiedad importante es la siguiente: si derivamos |®g(z,t)|? respecto
del tiempo y usamos la ecuacién de Schrédinger llegamos, al igual que hicimos en
la seccién 6.4, a que

oep(e ) 0 (ﬁ 2s(a.1)

ot - Oz ox ox

n OVp@,0) _ ge (0 aq)E(x,t)]).

Como ®p(x,t) = Pp(x)exp(—iEt/h), la derivada temporal es nula y el término
entre paréntesis no puede depender de la posicion:
ih Ao dd

— B — | = . 4
Wi Ir Ir constante (9.4)

Notese que si la autofuncion ®g(z) estd normalizada, entonces el miembro
izquierdo de esta igualdad es la densidad de corriente de probabilidad
J(x), mientras que si ®g(r) no fuese normalizable ese término describiria
aprorimadamente la dependencia espacial de la densidad de corriente de
probabilidad de un estado cuasiestacionario con energia media F.

e Finalmente, dado que la ecuaciéon de Schrédinger es una ecuacién diferencial
lineal, una autofunciéon de la energia queda definida completamente una vez que
se conoce su comportamiento en una regiéon limitada del espacio.

Aunque no haria falta demostrarlo en detalle, vamos a pensar en una autofuncién
genérica P (x). Como la funcién y su primera derivada son continuas, podemos hacer
los desarrollos en serie de Taylor en torno del punto z( siguientes (despreciando términos
de orden (6x)3 y superiores)

1
Pp(xo + dx) ~ Pp(xg) + 0z Pp(wo) + 5(590)2‘1)}%(900)

1
Op(zg — 0z) ~ Pp(xg) — oz D5 (x0) + 5((596)2@’];(:60),

con &% (z0) = d*®g(z)/dx?| =, - Sumando miembro a miembro y reordenando términos,
D (0 + 62) = —Pp(wo — 02) + 28 (20) + (62)° @ (o).

La anterior expresion es valida para cualquier funcién derivable, pero si ahora sustituimos
'L (x0) conforme con la ecuacion de Schrédinger (9.3), tendremos que

2

Dp(xg + o0x) ~ —DPg(xg — dz) + |2 + (dz) 2

[V(z) — E]| ®(z0), (9-5)
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expresion exacta a orden O(dz)3. Como consecuencia, si conocemos la autofuncion en los
puntos zy y xg — dx, y utilizamos recurrentemente (9.5), podemos obtener la funciéon de
onda en cualquier otro punto de la recta real. De hecho (9.5) es una implementacién del
método de diferencias finitas que ya vimos en el epigrafe §6.3.3 al hablar de la ecuacién
de Schrodinger dependiente del tiempo, aunque en este caso se ha hecho un desarrollo
espacial.

Hemos comprobado cémo el conocimiento de la autofuncién en una regién del
espacio, por muy limitada que sea, determina los valores de ®g(z) completamente.
Ademsds, debido a la linealidad de la ecuaciéon de Schrédinger, la funcién de onda
en un punto genérico x dependera linealmente de sus valores en zg y zg — dx.
En otras palabras, una autofuncion de la energia queda definida por su
comportamiento en una region limitada del espacio.

§ 3. Obtengamos ahora la estructura general del espectro de energias
correspondiente a una energia potencial V(x) dada. Para ello necesitamos un
resultado previo: si en una zona del espacio la energia potencial es constante,
V(z) = W, la autofuncion de la energia en dicha region satisface la ecuacion

{ n? d?

cuya solucion es (compruébelo por sustitucion directa)

+ikx —ikx :
Ae + Be si EF >V SM|E — V|

con k = N
Pp(z) =4 AethF* Lt Be ™k S E <V (9.6)

A+ Bz sikE =V

siendo A y B constantes.

Admitamos ademaés que la fuerza que actia sobre la particula es de corto
alcance, anuldndose si |x| > 0. De esta manera, la energia potencial de la cual
deriva cumple que

V(r)=V_ si 20
Vi) =V si >0

y supondremos sin pérdida de generalidad que Vi, > V_ (vea la FIG. 9-1). Los
comportamientos asintoticos de ®g(x) van a estar dados por (9.6), pero al no ser
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independientes tendremos una serie de condiciones que ha de cumplir el espectro
de energias de nuestro sistema. Para verlo conviene distinguir tres casos:

e | £ > V,. |Fijada una autoenergia E y usando (9.6),

Pp(z) = Aeth-7 4+ Be -2 i 2 <0  con k_=+2M(E-V_)/h

Pp(x) = Cetk+e 4 De=h+r & 2> 0 con ky =+/2M(E—-V,)/h
(9.7)
y la relacion lineal que existe entre Pg(x < 0) y @g(x > 0) se traduce en una
relacion lineal entre los coeficientes (A y B) y (Cy D). Podemos pues escribir que

A tir ti2 C
- , (9.8)

B lo1 22 D
donde los coeficientes t;; de esta matriz 2 x 2 dependen de la autoenergia £/. Como
la autofunciéon mas general queda definida por dos coeficientes independientes,
el conjunto de todas las autofunciones posibles es formalmente un subespacio
lineal de dimension 2. No habiendo ninguna limitacion a la aplicacién de (9.8)

concluimos que todas las energias E > V. pertenecen al espectro continuo
de la energia H, siendo su multiplicidad tgual a dos.

e | V_ < E < V,. | Para una autoenergia en este rango se cumple que

Pp(z) = Aeth-% 4 Be %2 §i 1 <0  con k_=+/2M(E—-V_)/h

Op(r) = Ce™+% 4 De %  si >0 con Ky =+/2M(Vy — E)/h

(9.9)
donde los coeficientes A, B, € y D estdn relacionados entre si mediante una
expresion genérica idéntica a la (9.8). Sin embargo la autofuncion ® i (x) no puede
crecer indefinidamente cuando x — oo ya que entonces no tendria sentido fisico.
Por tanto € ha de ser igual a cero en (9.9) y los coeficientes A y B resultan ser
proporcionales a D. Cada autofuncién queda entonces determinada tnicamente
por el valor de D que, a todos los efectos, actiia como constante multiplicativa.
Las energias en el intervalo (V_,V,) forman parte del espectro continuo
pero no degenerado (multiplicidad igual a uno).
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.

X

Figura 9-1. Estructura general del espectro de energias para una particula bajo la acciéon de
un potencial unidimensional V' (z). El espectro aparece representado esquematicamente en el eje
de ordenadas, sefialandose la parte continua doblemente degenerada, continua no degenerada y
puntual.

e [ F < V_.|En este caso tenemos que

Pp(z) =Ae™ "4+ Be " si <0 con ko =+/2M(V_ —E)/h

Pp(x) =Ce™ % + De ™% si x>0  con ky =+2M(Vy —E)/h
(9.10)
pero necesariamente B = € = 0 (en caso de que no fuera asi, la autofuncion no
estaria acotada cuando |x| — 00). Partiendo de (9.8) tendremos que

A t11 ti2 0 A =1t12D
— = (9.11)
0 la1 22 D tye = 0.

Han de cumplirse las dos ecuaciones. Pero tinicamente para energias muy
especificas se cumplird que t90 = 0 0, lo que es lo mismo, que la autofunciéon
resultante de la propagacion de ®g(z > 0) no diverja. En ese caso, habréa
tnicamente una autofunciéon por autoenergia (salvo constante multiplicativa) que
serd normalizable ya que es continua y tiende a cero cuando |z| — oo. Si la
autofuncién es de norma unidad,

2 x
B= ()= [ o3 ToEY

2M Jg ) d$+/R¢'E(x)V(x)<I>E(:c)dx.
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Si ahora integramos por partes en el primer término y usamos que V(z) > Vi
en el segundo, siendo Vi, el minimo absoluto de la energia potencial,

B> h? dPp(x) h? dPp(x)

2
DR e | % () Vi@ (2)de = —— [ |22
oM Jo| dr “/R B(®) pl@)de = ot |

Dado que ultima integral es estrictamente positiva, £ > V. En definitiva: de
existir, el espectro puntual de H es no degenerado y estd contenido en
el intervalo (Vium,V_).

2
dx+Vimm-

e Debemos recalcar aqui que estos resultados son aplicables si Vi son los limites
de la energia potencial cuando x — 400, pero solo si V(z) decae a estos valores
lo suficientemente rapido. En caso contrario los comportamientos asintéticos de
la funcién de onda a partir de los que hemos deducido estas propiedades no serian
correctos.

Tenemos en resumen que:

PROPIEDADES DEL ESPECTRO DE ENERGIAS (1 dim)

Si lim =Vy con Vi >V_ y Vi = min V(z), entonces :
r—+oo

E >V, : autoenergia con multiplicidad 2
e 0. (H)C(V_,00) ¥y

E € (V_,V4) : autoenergia con multiplicidad 1
e o,(H) ={E1,Es, ...} C(Vinm, V-] : el espectro puntual es no degenerado

Nota: si Vo <V_, deberemos intercambiar V; por V_.

La ubicaciéon de los valores frontera V. y V_ dentro del espectro depende de cada
energia potencial (véase su definicion en la Figura 9-1). Naturalmente no todas
las partes del espectro (puntual, continuo no degenerado, continuo degenerado)
tienen por qué estar presentes, ya que todo dependerd de la ordenacién de los
valores {Vinm, V_,Vi}. Habra casos en los que el espectro sea exclusivamente
continuo doblemente degenerado (como la particula libre), otros en los que sea
continuo no degenerado (como una particula sometida a una fuerza constante) y
otros en los que sea un espectro puntual (por ejemplo, una particula sometida a
una fuerza recuperadora armonica).

§ 4. Tal y como dijimos en el capitulo 6, a los estados estacionarios con
funcion de onda normalizable se les denomina ligados. Ello es asi porque
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la funcién de onda de la particula estd localizada en una region limitada del
espacio debido a su decaimiento exponencial cuando |z| > 0.

e Una propiedad interesante de las autofunciones de los estados estacionarios
ligados, conocida como teorema de Sturm, es la siguiente. Si llamamos nodo
a un cero aislado de la autofuncion, la autofuncion del estado fundamental (el
de menor energia) no tiene nodos, mientras que la del n-ésimo estado excitado
tiene n nodos. Como es logico, entre dos nodos consecutivos la autofuncién debe
alcanzar un maximo o un minimo relativo.

e Debido a la estructura de la ecuacién de Schrodinger independiente del tiempo
(9.3), la segunda derivada de una autofuncién es igual a cero en un nodo, esto es,
tiene un punto de inflexion.

También son puntos de inflexion aquellos en los que V(x) = E, es decir, los
que separan una region clasicamente accesible [E > V(z)| de otra clasicamente
prohibida [E < V(x)].

e Como ya vio en uno de los problemas propuestos en el capitulo 6, la ecuacién
de Schrodinger permite que la autofuncién sea no nula en regiones clasicamente
prohibidas, por lo que es posible encontrar a la particula en un punto en
el que E < V(x). Ahora bien, la energia total de la particula y la posicién no son
medibles a la vez con precision arbitraria y, en rigor, tal fendmeno no contradice
ninguna ley fisica fundamental. En efecto, debido a la incompatibilidad entre x y
FE no serd posible realizar una medida en la que simultdneamente se obtenga una
valor de la energia igual a F y una posicién dentro de una regiéon clasicamente
prohibida.

En una region clésicamente prohibida, los signos de la autofunciéon y de su
segunda derivada son iguales, y la autofuncién es siempre convexa hacia el eje X.
Pero si nos cefiimos a estados estacionarios ligados, cuyas autofunciones son reales,
y escribimos la ecuacién de Schrodinger en la forma

@// 9
@—5 = (2M/R*) [V (z) — E, (9.12)

es evidente que en una region clasicamente accesible, £ > V' (z), los signos de
la autofuncién y de su segunda derivada han de ser opuestos, por lo que la
autofunciéon es siempre céncava hacia el eje X. Tomando cuadrados, podemos
afirmar que la densidad de probabilidad de un estado estacionario ligado
no puede alcanzar un mdximo relativo en una region cldsicamente
prohibida.
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e Finalmente, si V(z) es par [V(z) = V(—z)] y ®(z) es autofuncién con
autoenergia E entonces también lo es ®(z) = AP(—x), donde A es una constante
multiplicativa arbitraria (para verlo basta hacer el cambio de variable z — —x
en la ecuacion de Schrodinger independiente del tiempo). Como las energias del
espectro puntual son no degeneradas, esto implica que las autofunciones de
los estados estacionarios ligados en un potencial par son o bien pares
o bien impares. Ademas, si aplicamos el teorema de Sturm tenemos que la
autofuncién del estado fundamental es par, la del primer estado excitado es impar,
la del segundo estado excitado es par y asi sucesivamente.

Por otro lado, para un potencial par los niveles energéticos del espectro continuo
(si ese espectro existe en el sistema estudiado) deben ser doblemente degenerados.
En este caso podremos encontrar una base ortogonal de cada nivel energético del
espectro continuo formada por dos funciones reales, una par y otra impar.!

§ 5. Rara vez serd posible obtener una expresion analitica de las autofunciones.
Una excepcion notable es aquella en la que la energia potencial V (x) es constante
a trozos. En cada region en la que V(z) = constante podemos hallar la
solucién general de la ecuacion de Schrédinger independiente del tiempo usando la
expresion (9.6). Los diferentes coeficientes multiplicativos que aparecen en cada
zona se podran relacionar entre si imponiendo la continuidad de la funcién de
onda y la de su derivada en cada punto en el que V(z) tiene una discontinuidad.
El siguiente ejemplo ilustra el método.

EJEMPLO 9.a. (!) Energia potencial constante a trozos
Sobre una particula de masa M que se mueve en una dimensiéon espacial acttia una fuerza
que deriva de la energia potencial

0 siz <0
V(z) = Vo siz e (0,a) con Vp, Wy >0
+Wo six>a
Esta energia potencial es una aproximacion ideal para un sistema en el que acttia una
fuerza que unicamente es no nula cuando la particula estd en zonas de anchura §¢ muy
pequenas centradas en x = 0 y x = a, donde §¢ es mucho menor que la longitud de onda

caracteristica de la particula. La fuerza que actia en z = 0 estd orientada en el sentido
OX™ y la que acttia en = = a tiene sentido contrario.

a) Indique como es el espectro de energias.
b) Halle la forma general de las autofunciones ®g(z) si E > W.

Tenga en cuenta que toda funcioén par es automaticamente ortogonal a cualquier funcién impar.
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¢) Obtenga las autofunciones de la energia en el rango E € [0, Wy]

d) Halle la estructura de las autofunciones de los estados estacionarios ligados
y obtenga la ecuacién que han de verificar las autoenergias correspondientes.
Suponiendo que el sistema tiene dos niveles energéticos ligados dibuje
aproximadamente sus autofunciones.

Solucién:

a) Aplicando directamente los resultados de la tabla de la pag. 299, el espectro continuo
doblemente degenerado es igual a (Wy, +00), el espectro continuo no degenerado ocupa el
rango [0, W] y las autoenergias E1, Es, ... del espectro puntual estdn dentro del intervalo
(7‘/07 0)

b) Dividamos la recta real en tres regiones (vea la FIG. 9-2), en cada una de las
cuales la energia potencial es constante. Para una energia E > W, , las tres regiones son
clasicamente accesibles y, entonces,

AekT 4 BemiFrsi g <0 con k =V2ME/h
Pp(z) =4 Felf? + Ge K%  sixe0,a] con K= 2M(E+ Vy)/h
Cetiar L De—iaz i g >q con ¢ = /2M(E — Wy)/A.

Tenemos entonces seis coeficientes, que estaran relacionados entre si mediante cuatro
ecuaciones correspondientes a la continuidad de la funcién de onda y a la de su derivada
en los puntos x =0y = = a. Concretamente:

Continuidad de ®g(x) en z = 0:
Pp(07)=o5(07) = A+B=9F+G.
Continuidad de ®’;(x) en x = 0:
®%5(07) = dR(0") = ikA—ikB =iKTF —iKG.
Continuidad de ®g(z) en x = a:
Dp(a”) = bplat) = eMKaF | omiKag _ otieg | —idag)
Continuidad de ®(z) en z = a:
Pp(a™) = Dy(a™) = iKeTH9F —iKe K1G = igel1"C — ige™1"D.
De esta manera tenemos un sistema homogéneo de cuatro ecuaciones lineales con seis
incégnitas, que puede resolverse si imponemos los valores de dos de los coeficientes que
actiian como constantes multiplicativas arbitrarias. Que el niimero de constantes libres

sea igual a dos refleja claramente que el espectro es doblemente degenerado en este rango
de energias.
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(x)

A exp(tikx) F exp(+iKx) C exp(+igx)
B exp(-ikx) G exp(-iKx) D exp(-igx)
A
A exp(+ik) F exp(+iKx) Wy D exp(-nx)
A ;
B exp(-ikx) G exp(-iKx)
A4 »x
AW F exp(+iKx) wﬁ)
+++++++++ e
G exp(-iKx) V()
« 7 >

Figura 9-2. Representacion esquematica de las autofunciones de la energia para el sistema
del ejemplo 9.a. Observe cuan diferente es su comportamiento dependiendo de la region del
espectro que estemos considerando

c¢) Para energias en el intervalo [0, Wy la regién x > a es clasicamente prohibida, por lo
que

Aek® 4 Bem i si g <0 con k =+2ME/h
Pp(x) =4 Fefo+Ge 'K* size(0,a] con K =2M(E+Vy)/h
Cetm® + De="  siz>a con 1 = +/2M(Wy — E)/h.

Sin embargo ®g(x) ha de estar acotada cuando x > 0, por lo que necesariamente C = 0.
Si ahora imponemos las condiciones de continuidad de la autofuncién y de su derivada
en x =0y z = a tenemos que los cinco coeficientes restantes estan relacionados entre si
mediante las ecuaciones

Op(07)=og(0"): A+B=F+§
®%L(07) = (01 : ikA —ikB =iKJ —iK§
Pp(a”) =Pp(a”): etifag 4 omiKag — g=nap
Pp(a”) = Pyla™): iKetiKeg _jKeiKag — _pe=map,

Este es un sistema homogéneo de cuatro ecuaciones con cinco incégnitas, resoluble si
imponemos el valor de una de ellas, por ejemplo D, que actiia como tinica constante
multiplicativa arbitraria. Para cada autoenergia en este intervalo existird una tinica
autofuncion salvo constante multiplicativa. Ademas, si escogemos un valor real para D,
puede ver que necesariamente F = §* y que A = B*, por lo que la autofuncion serd real.
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d) Finalmente, si E € (—V},0) las regiones x < 0y & > a son clasicamente prohibidas.
Imponiendo que la autofuncién no crezca indefinidamente cuando |z|>> 0 tenemos que
HAeTh® 40 e 7 six <0 con k =+—2ME/h
Pp(r) =< FetKz 4 GemiKe gipec[0,a] con K=+/2M(E+Vy)/h
0 et +De ™  siz>a conn=+/2M(Wy, — E)/h

v las condiciones de continuidad en x = 0 y = a conducen a que

Op(07) =dp(0M) A=F+§
=(07) = @, (0) KA =iKF —iK§

Pp(a”) =®pla™): etiKag 4 o~iKag _ o—naqy

Pp(a”) = Py(a™) iKetKeF — iKe K9G = —pe=1D.

Este sistema homogéneo de cuatro ecuaciones con cuatro incoégnitas puede escribirse
matricialmente como

1 -1 -1 0 A 0
K —iK iK 0 F 0
0 etiKa o—iKa e s |= 1o
0 iKetiKe _jge iKa pe—ma D 0

Como sabemos de la teoria general de sistemas de ecuaciones lineales, el sistema anterior
tiene como solucién tnica B = F = G = D = 0 (funcién de onda idénticamente
nula) excepto si el determinante de la matriz 4 X 4 es igual a cero. En este caso las
soluciones estardn definidas salvo constante multiplicativa global. En suma, la condicién
de cuantizacién de las energias del espectro puntual es

1
1 -1 -1 0 5= 2V INE
K —iK iK 0 1
0 e-‘riKa e—iKa —_ena =0 con K = ﬁ 2M(E —+ Vo)
0 iKetiKe _jKe iKa pe—na 1

n=+/2M(Wy —E).

Teniendo en cuenta que la autofuncién del nivel fundamental no tiene ceros aislados,
que la del primer nivel excitado tiene un tnico cero y las propiedades enumeradas en el
epigrafe §4 de esta seccion, la forma aproximada de estas autofunciones es la representada
en la FIG. 9-3.

Si se desarrolla la ecuacién que han de verificar las autoenergias, se ve que toma la forma
de una ecuacion trascendente cuya resolucién es necesariamente numérica. Incluso en este
caso podremos extraer bastante informacion, tal y como vamos a ver en las dos siguientes
secciones.
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A o)) | (x) A

/\ 48)) D, (x) )

»

x -

Figura 9-3. Representacion aproximada de las dos primeras autofunciones de la energia (en
unidades arbitrarias) para el sistema del ejemplo 9.a. La funcion de onda del estado
fundamental no tiene ceros, mientras que la del primer estado excitado tiene un cero en la
region clasicamente accesible

9.2. EL POZO CUADRADO FINITO

§ 1. Consideremos una particula de masa M cuya energia potencial es

Vo si|z]>a/2
V(z) = con Vp>0 (9.13)
0 silz|<a/2

donde, por conveniencia, hemos situado el origen de energias en x = 0. Esta
energia potencial estd representada en la FIG. 9-4 y, por motivos bastante
claros, diremos que V(x) es un pozo cuadrado finito de [energia|l potencial de
“profundidad” Vj y “anchura”’ a.?

Nuestro objetivo en esta seccion seré obtener las autoenergias y autofunciones
del espectro puntual, que estd comprendido en el intervalo (0, V). Las energias
con E > Vj constituirdn el espectro continuo doblemente degenerado cuyas
autofunciones se solicitaran como problema propuesto en el siguiente capitulo.

Una autofunciéon con energia 0 < E < Vj debe decaer exponencialmente
cuando |z| > 0, por lo que su forma general ha de ser

Aetn® siz < —a/2 n = V2M (Vo — E)
dp(z) =< Fet* 4 Ge ke iz e [—a/2,a/2] con h
De~1* six>a/2 k:%

2 Muchas veces, por abuso del lenguaje, se usa el término potencial como sinénimo de energia
potencial. Como sabe, el potencial es la energia potencial dividida por una constante caracteristica de la
particula (la carga, por ejemplo).
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Mx)
A
AW F exp(+ikx) Wx)
,,,,,,,,,, N L T
- E
G exp(-ikx) V.
0
- a Lgd

Figura 9-4. Pozo de potencial de anchura a y profundidad Vj. Se incluye el esquema de las
autofunciones con energias del espectro puntual

y la ecuacién que deben verificar las autoenergias se obtendria siguiendo el
procedimiento visto en el ejemplo 9.a.

En particular, las condiciones de continuidad de ®g(z) y su derivada en los
puntos x = +a/2 llevan a que

continuidad de ®f en —a/2 : Ae™n4/2 = g7ika/2g 4 ika/2g
continuidad de ®; en — a/2 : ne 12 A = ike~*2F — jfetike/2g
continuidad de @ en +a/2 : e na/2q) — gtika/2q | e‘ik“/29
continuidad de ®'; en + a/2 : —ne 2D = iketiR/2F _ jpe—ika/2g

Para que este sistema homogéneo de cuatro ecuaciones con cuatro incognitas tenga
soluciones no nulas el determinante de la matriz de los coeficientes ha de ser cero:

e—na/2 —e—1ka/2 _etika/2 0

nefna/Z _ike—1ka/2  jpetika/2 0
0 e+ika/2 e—ika/Q _e—na/2 0.
0 ik6+ika/2 _ik,e—ika/Q ,r]e—na/Z

Desarrollando el determinante, y simplificando, la ecuacién que han de verificar
las autofunciones de la energia en el rango (0, V) es

M (Vs — B)
n=-—
2
tan(ka) = % , con h (9.14)
ke = 2ME
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Una vez resuelta numéricamente esta ecuacién, para cada autoenergia E
evaluariamos k y 7. Entonces, haciendo por ejemplo A = 1, obtendriamos &F
y G a partir de las condiciones de continuidad de ®g(z) y ®5(x) en z = —a/2y,
acto seguido, el coeficiente D a partir de la continuidad de ®g(x) en x = +a/2. La
funcién de onda asi obtenida no estara normalizada, por lo que la multiplicariamos
por una constante adecuada.

§ 2. La ventaja del procedimiento anterior es que es completamente mecénico
y, en consecuencia, se puede implementar facilmente en cualquier programa
de calculo simbolico. Sin embargo las operaciones intermedias (que no hemos
incluido) son tediosas y, sobre todo, el método no es nada ilustrativo. Ahora bien,
si somos astutos podemos abordar el problema de manera mucho mas sencilla vy,
sobre todo, fisicamente més transparente.

Para ello tengamos en cuenta que, de acuerdo con lo que hemos visto en la
secciébn anterior:
i) la autofuncion ®g(z) es real;
ii) la autofuncion es par o impar puesto que el potencial V(x) es par;
iii) la autofuncion esté definida salvo constante multiplicativa.
Dado que cualquier combinacion lineal de las funciones exp(+ikx) y exp(—ikx)
se puede reescribir como combinacion lineal de las funciones cos(kz) y sin(kx),
si designamos a las autoenergias y a sus autofunciones como E, y ®,(x) con
n=20,1,2,3,... entonces

([ Ae™®  siz < —a/2
O, (x) =Cx (¢ cos(kx) size€][—a/2,a/2] sinespar
Ae ™™ sixz>a/2
(9.15)
—Aet siz < —a/2
O, (xr) =Cx ¢ sin(kx) sixze€[—a/2,a/2] sinesimpar

Ae 1% six>a/2

Gracias a esto, unicamente hace falta imponer la continuidad de la autofuncion
y la de su derivada en x = +a/2 ya que, automaticamente, se cumpliran dichas
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condiciones en x = —a /2. En consecuencia,

cos(ka/2) = Ae~19/2
sin es par

_k Sln(ka/Z) = _nﬂe*na/Q
sin(ka/2) = Ae—ma/2 . .
k COS(ka/Q) = _77‘/46777@/2 S1 7T es 1mpar.

Dividiendo miembro a miembro cada pareja de ecuaciones, la ecuaciéon que ha de
satisfacer la autoenergia F, de este sistema es:

ktan <l€2a) =7 sinespar - 2M (Vo — E)
con h (9.16)
ka 2ME,
k cot <2> = —n sinesimpar k= 7

resultado que, naturalmente, es equivalente a (9.14).* Las autoenergias Fy, Eo, ...
y F4, Fjs, ... son las soluciones respectivas de estas ecuaciones trascendentes en el
intervalo (0, Vp).

Para facilitar el trabajo numérico conviene definir la constante adimensional
B = Ma?Vy/(2h?), que depende exclusivamente de los datos del problema. Ast,
tras sustituir  y k por sus valores, las ecuaciones (9.16) se escriben de manera
compacta como

n
Ven tan/Be, =1 —¢, sin es par En = Vo 917
con .
Ven cot/Be, = —v/1—¢, sinesimpar 5= Ma?V;
22

Una vez halladas las energias permitidas, las constantes k,n, A seran

k
et19/2 cos ?a (n par)

b= 2/Ben s n= /Bl —en) 5 A= (0.18)

k
etne/2 sin g (n impar)

% Usando la formula de la tangente del 4ngulo doble y tras unas operaciones intermedias, puede verse
que toda solucion de (9.14) satisface una de las dos ecuaciones de (9.16)
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Figura 9-5. Resolucion grafica de la ecuacion para las autoenergias de un pozo cuadrado finito

(B =25)

y por sustitucion en (9.15) tendremos la funcion de onda. La constante
multiplicativa € se calcularia normalizando la autofuncion.

§ 3. Analicemos ahora con més detalle las ecuaciones (9.17). La primera, para
n par y que incluye la energia del estado fundamental, siempre tiene al menos
una solucion. En efecto, para resolverla numéricamente podemos representar las
funciones (1 — &)'/2 y g(e) = /e tan/Be en el intervalo € € (0,1) ya que las
abscisas de los puntos de corte nos daran la solucion de tal ecuacion (véase la
FIG. 9-5). Como la funcion (1 — )'/2 recorre en dicho intervalo todos los valores
desde 1 hasta cero y g(¢) empieza a tomar valores crecientes a partir de cero, las
graficas se cortaran al menos una vez. En suma el potencial de pozo cuadrado
admite al menos un estado estacionario ligado.

Sin embargo no hay garantia de que haya al menos una autoenergia con ntmero
cuantico n impar ya que la funciéon h(e) = —\/e cot v/ empieza su recorrido en
—o0 y puede que no se corte con la funcion (1 — )2 para un valor € € (0, 1).

Por otra parte, el numero de soluciones con n par de la ecuacion (9.17) van a ser
igual al nimero de ceros de la funcion tan /¢ en el intervalo [0, 1). Anélogamente,
el nimero de soluciones con n impar coincidird con el niimero de ceros de la
funcion cot \/Be dentro del mismo intervalo. Como la funcién tangente se anula
para multiplos enteros de m mientras que la cotangente se hace cero si la variable
toma los valores 7/2, 3w/2, 57/2, etc. el namero total de estados estacionarios
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= A\VAVAVS

P

Figura 9-6. Representacion esquematica de las autoenergias y densidades de probabilidad de los
cuatro estados estacionarios ligados en un pozo cuadrado finito con S = 25. Las densidades de
probabilidad se han desplazado verticalmente para facilitar su comparaciéon

ligados en un pozo cuadrado de anchura a y profundidad Vj sera

Nﬂm(ﬂ+gﬂm(ww%+g (5.19)

T m2h2

donde Int(u) es la funcion “parte entera” que es igual a cero si u € (0,1], a 1 si
we (1,2],a2siue (23], etc.

Como ilustracién consideremos el caso § = 25. Para hacernos una idea de los
o6rdenes de magnitud, si la particula es un electréon (mec? ~ 511 KeV) y @ = 1 nm,
entonces Vy =~ 3,8 eV. En este caso el numero de estados ligados seré

N:m(w%+QZM@MHF4

7T

y la resolucion grafica de (9.17) proporcionara cuatro soluciones (Fig. 9-5):
€0 ~0,07 ; 61 ~0,27 ; g9 >~0,59 ; g3 ~0,96.

En la FIG. 9-6 representamos las densidades de probabilidad p,,(z) = |®,(z)[?.
Fijese que a medida que la energia estd mas cercana al valor critico V; la
probabilidad de encontrar a la particula en la regién clasicamente prohibida
aumenta. A su vez, todas las densidades de probabilidad son pares y el numero
de nodos es igual al ntmero cuéntico n.
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EJEMPLO 9.b. Representacién en momentos en un pozo finito

Un electron esta sometido a la accién de un potencial de pozo finito de anchura a y
profundidad Vi = 4 €V. Se sabe que tnicamente hay un estado estacionario ligado cuya
energia es By = 2 eV.

a) Halle la anchura a del pozo.
b) Obtenga la autofuncién normalizada ®g(x) del estado fundamental.

¢) Como consecuencia, calcule la probabilidad de que al medir la posicion del electrén
lo encontremos en la regién clésicamente prohibida.

d) Evalte la representacion en momentos ®g(p).
Solucién:
a) Centrando el pozo en el origen, la autofuncién serd

Aethkz siz < —a/2

1
Oo(z) = @, (1) = Cx { cos(kx) size[-a/2,a/2] conk= ﬁ\/meVO
Ae ke gix>a/2

donde hemos usado que Ey = Vy/2. Por continuidad de ®o(x) y de su derivada en
x=a/2,

cos (ka/2) = Aexp(—ka/2) ; —ksin(ka/2) = —kAexp(—ka/2).

Dividiendo miembro a miembro

tan ka =1 = L = k=
2/ 2 4 T 2a

(puesto que es el estado fundamental, el argumento de la tangente es el valor positivo
maés pequerio posible). Ya sélo falta despejar y operar:

h2k? 2p2 h .
Ey, = = E:L = a:LEOAGA
2me. 2 8ma? 2¢/meVj

b) Como k = 7 /(2a), inmediatamente
671'/4

V2

Para hallar la constante € impongamos que ®y(x) estd normalizada:

A = exp(ka/2) cos(ka/2) =

L= 2 = 1=\e\2/\<1>o<x>|2dx
R
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y puesto que |®q(x)|? es par

oo a/2 w/2 o
1=2C2 [ |Bo(x)?dz = 2|C[? cos?(kz)dz + & e~2ke gy | =
2
0 0 a/2

a/2 77/2 oo 4
=2|e? / cosQ(Lx)da: + e—/ exp(—mx/a)dr p = a|€|27T + .
0 2a 2 a/2 2T

En definitiva,

e/ || 2] > a/2
_ \/ﬂ y \/i exp 2% Sl || = a

st |z| < a/2.

¢) Para calcular la probabilidad pedida tenemos que integrar |®o(z)|? sobre la regién
clasicamente prohibida, |z| > a/2. Como |®o(z)|? es par,

oo 2 w/2 %) 9
Pr(jz| > a/2) = 2/ |®o(x)|2dx = L/ e T/ Ay =

a/2 (7T+4)a a/2 7T+4
esto es, de un 28 % aproximadamente.
d) La representacién en momentos es
bo(p) = e PPy (z) da.

F

Conviene transformar un poco la expresién aprovechando que ®(x) es par:

1 ° e
{/ e—1px/ﬁ(1)0(_x) dx _|_/ e—lp:c/ﬁ(l)()(fﬂ) dl‘}
27h —00 0

v haciendo el cambio * — —x en la primera integral queda, que

\/>/ cos Bo(z) da.

Para simplificar el cdlculo hagamos el cambio u = x / a y definamos la cantidad k = ap/h,
ya que entonces

2a? 1/2 em/4
Dy (p) = — € x /0 cos(ku) cos (mu/2) du + 7 cos(nu)e‘”pdu

y operando

‘io(p) =

By (p) = 4v2am? 2k sin(k/2) — 7 cos(k/2) ap
o= (m+ h 16k% — 74

que es una funcién muy concentrada en el intervalo k € (=5,5).
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9.3. OTROS POZOS CUADRADOS

§ 1. Si tomamos el limite V5 > 0 de un pozo cuadrado finito, lo que equivale
a hacer n = oo en (9.14), debemos recuperar los resultados del pozo cuadrado
mfinito que ya estudiamos en el capitulo 6. La unica diferencia, fisicamente
irrelevante, es que aqui el pozo esté centrado en el origen y que hemos adoptado
el convenio de “contar” el nimero cuantico n desde n = 0. Hecha esta salvedad,
las autofunciones del pozo cuadrado infinito seran

P, (z) = \/g X N E(n +a1)m> i z € [—a/2,+a/2] (9.20)

> si n es impar
a

siendo nulas fuera del pozo, y sus autoenergias correspondientes son

n2h? 9
=——(n+1 con n=20,1,2,3, ... 9.21
n= (1) (9:21)
Observe que si bien ®,,(z) sigue siendo continua en x = +a/2 su primera derivada
yva no lo es. Esto es consecuencia de la discontinuidad infinita de la energia
potencial en estos puntos, tal y como ya mencionamos en §8.1.2.

§ 2. Otro limite interesante del pozo cuadrado finito es cuando la profundidad
Vo se hace infinita y, a la vez, la anchura a tiende a cero aunque suponiendo que
el producto aVy = v permanece constante. En este caso conviene tomar el origen
de energias en x = +o0o de manera que el espectro puntual estd contenido en el
rango E < 0 mientras que el continuo (doblemente degenerado) esta formado por
todas las autoenergias £ > 0. Si recordamos la definiciéon de delta de Dirac, la
energia potencial de la particula es:

Viz) = —a Vh d(x) = —v d(x). (9.22)

Hay dos formas de abordar este problema. La primera, que serd la que aqui
seguiremos, consiste en analizar explicitamente el limite V) — oo, a = v/V} del
pozo cuadrado finito. La otra, mas directa, precisa conocer como derivar una
funcion en sentido de distribuciones (véase el Apéndice B, seccion B.5).

Si E es la autoenergia de un estado estacionario ligado, la forma general de
la autofuncion serd la que vimos en las ecuaciones (9.14) de la seccion anterior.



Fisica CuAntica I. ESTADOS LIGADOS EN POZOS CUADRADOS

Debido a que nuestro origen de energias es distinto, los niimeros de onda k y n
estaran dados por

1 1

ya que el fondo del pozo estd a una energia —Vj mientras que fuera del mismo la
energia potencial es cero. Por otra parte, como el pozo es muy estrecho podremos
aproximar la funcién cos(kx) por 1 — k222 /2 y la funcién sin(kx) por kx. De esta
manera las expresiones (9.14) se transforman en

Aetn® siz < —a/2
k2
Pp(z) =Cx < 1 ?mQ six €[—a/2,a/2] sinespar
Ae ® six>a/2

(9.24)

—Aet iz < —a/2
D,(z)=Cx{ kz sixz €[—a/2,a/2] sinesimpar
Ae* six>a/2

Si ahora imponemos la continuidad de ®,(x) y su derivada en = = a/2 tenemos

que
k‘2 2 k‘2
1 -~ L = femal? _7a = —Ane "/ sin es par
k
g = Ae /2 k= —Ane /2 sin es impar.
Dividiendo miembro a miembro
4k*
8—7kga2 =+n  sinespar (9.25)
2 . .
—=-n si n es impar.
a

Vemos que en el limite a — 0 la ecuacién para n impar no tiene solucién, lo que
nos lleva a una primera conclusién importante: si hay estados estacionarios, s6lo
hay uno, el correspondiente al ntimero cuéntico n = 0.

A su vez, si su energia Fj es finita entonces podemos despreciar Fy frente a Vj
en la expresion (9.23) para k, por lo que, usando (9.25),

1 AMVya 1
ke~ —\/2MV = ——— = —\/—2ME.
h 0 AR2 — MVpa®  h 0
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Ahora bien, aVp = v de donde Vya? = va tiende a cero. Queda en definitiva que

M M~?
LRV S L 020

que toma un valor finito, tal y como habiamos supuesto. La autofuncién, ya en el
limite a — 0, sera

1
Oy(z) = Aexp(—n|x|), conn= ﬁ\/—QMEO = M~/H?, (9.27)

donde A es una constante de normalizacion igual a /7 (jcompruébelo!). Noétese
que la derivada de la autofuncién no es continua en x = 0, como corresponde al
caracter singular de la energia potencial en este punto.

EJEMPLO 9.c. EI pozo semi-infinito
La energia potencial de una particula de masa M en una dimensiéon es

oo sizx<O0
V(z) = 0 size(0,a) con Vp >0, (9.28)
Vo siz>a

y se dice que la particula esta sometida a la accién de potencial de pozo semi-infinito de
anchura a y profundidad V.

a) Indique cudl es la estructura del espectro de energias del sistema.

b) Halle la forma general de las autofunciones de los estados estacionarios ligados.

c) Obtenga en funcién de M, a, V} el numero de estados ligados del pozo.

d) Si Vo =1eVy Ma?Vy/(2h?) = 12,5, obtenga las energias de los estados ligados.
Represente las autofunciones correspondientes.

Solucién:

a) De manera inmediata, podemos decir que el espectro puntual esta contenido en el
intervalo (0,Vp). El espectro continuo es o, = [Vp, 00), siendo todas las autoenergias no
degeneradas.

b) Las autofunciones son idénticamente nulas si © < 0. Si E es una energia del espectro
puntual, imponiendo que ®g(x) es real y que se anula en x = 0,

sin(kx) size(0,a ; k=
Dp(z) = A x (9.29)

Dexp(—nz) siz>a ;=

donde A es una constante de normalizacién.
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¢) La derivada de la funcién no puede ser continua en x = 0 debido a la singularidad
del potencial, pero en x = a tanto la autofuncién como su derivada han de serlo. Esto

lleva a que
sin(ka) = D exp(—na) k
= tan(ka) = ——.

k cos(ka) = —nD exp(—na) U]

Las energias de los estados ligados son entonces la solucién de la ecuacién trascendente

2Ma? E
tan( FL;E>:_”VQ—E con E € (0,Vp).

Introduzcamos la constante adimensional [ = Ma?Vy/(2h%) y la energia
adimensionalizada ¢ = E/Vj. La anterior ecuacioén serd entonces

E
tan \/40e = — £ cone=— €(0,1). (9.30)
l1—¢ Vo

Puesto que el segundo miembro recorre el intervalo (0, —o0), el niumero de estados ligados
N seré igual al de ramas negativas que toma la funcién tan /43¢ en el rango 0 < ¢ < 1.
Como la funcién tanu es negativa cuando u € (n/2,7), u € (37/2,27), u € (57/2,3n),
etc. y el maximo valor que alcanza el argumento de la funcién tangente en (9.30) es 2+/5,

tenemos que
2 1 2M a2V, 1
N =Int (\/B + 2) = Int ( =r ) (9.31)
m

m2h?2 2

(compare el resultado con el correspondiente al pozo simétrico, dado en la ecuacién 9.19).
De esta manera solo existiran estados ligados si

[2Ma2Vy 1 o m2h?
—_—t+=>1 .
572 + 5 > = Voa* > 7

A diferencia pues del pozo cuadrado finito, que siempre tiene al menos un estado
ligado, puede ocurrir que un pozo semi-infinito demasiado estrecho (fijado Vp) o
insuficientemente profundo (fijado a) no pueda confinar a la particula.

d) Como = 12,5, la ecuacién que debemos resolver es

tan\/ﬁz—,/lig = g(e) = V1 — ¢ tanV50e = —/E.

Usamos el método grafico mostrado en el panel izquierdo de la FIG. 9-7. Vemos que
hay dos soluciones, correspondientes a los valores Ey = 0,15 eV y Fy = 0,59 eV. Para
cada una de estas energias calculariamos k, n y D = sin(ka) exp(na). Las autofunciones
correspondientes estian representadas de manera esquematica en el panel derecho de la
FIG. 9-7.
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Figura 9-7. Soluci6n grafica de la ecuacién para las autoenergias de un pozo semi-infinito (panel
izquierdo, g(e) = V1 —etan+/50¢) y autofunciones de la energia ®o(z) y ®1(z) en unidades
arbitrarias (panel derecho)

PROBLEMAS PROPUESTOS

PROBLEMA 9.1. Estructura de un espectro de energias

Una particula de masa M estd sometida a la accion de una fuerza conservativa cuya
energia potencial es

Voa?

Vo=

conVg=10eV, a=0,5nm
Responda a las siguientes preguntas:

a) (En qué rango estan las energias de los estados estacionarios ligados?

b) Para un estado estacionario ligado, jcuél es el valor esperado del momento lineal?
.Y el de la posicion?

c) Para un estado estacionario de colisién cualquiera y considerando que ése es una
aproximacion efectiva a un estado cuasiestacionario ;podemos asegurar que el valor
esperado del momento lineal sea igual a cero?

d) Sin embargo, si la energia potencial fuese
Vot

Viz)= 2% +a?

Vo x (1= (z/a)®) siz>0

sizx <0

jcudl serfa el valor esperado del momento lineal de una particula en un estado
estacionario de colisi6on?
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PROBLEMA 9.2. Propiedades de un estado estacionario

Un electrén no relativista en una dimensién esta sometido a una fuerza conservativa cuya
energia potencial V' () cumple que lim;|_,o V (z) = 0. La funcién de onda normalizada
de la particula es

U (z,t) = exp (—iEt/h)

A
cosh (z/ap)

donde ag ~ 0,52 A es el radio de Bohr y A una constante de normalizacién.

a) El electron esté en el estado estacionario fundamental, jpor qué?

b) Obtenga la autoenergia E. Para ello analice el comportamiento de la funciéon de
onda cuando |z| > 0.

c) Halle los valores esperados de la posicion y el momento lineal, asi como la
incertidumbre de la posicion. ;Dependen del tiempo?

+oo +oo 2 2
1
Ayudas: / s—du=2 ; / u —du = T
—oo cosh®u —oo cosh”u 6

PROBLEMA 9.3. Energias en pozos finitos e infinitos

Una particula de masa M se encuentra bajo la accién de un pozo de potencial finito de
anchura a y profundidad V. Compruebe que si aproximamos sus energias por las de un
pozo infinito de anchura a sobreestimaremos las autoenergias del sistema.

PROBLEMA 9.4. Energias en un oscilador arménico

Como veremos en el capitulo 11, los niveles de energia de una particula de masa M que
se mueve en una dimensién bajo la accién de una fuerza conservativa F,(r) = —Mw?x?
(oscilador armonico) son no degenerados y con energias

E, = (n—l—%)ﬁw con n=0,1,2,3,...

Denotemos por ¢, () a las autofunciones normalizadas de la energia correspondientes.
En un instante de tiempo la funcién de onda de la particula es

\I/C(x)zﬂz% ¢,(x) con (e€C
n=0 :

siendo A una constante de normalizacion. Halle, en funcién del pardmetro adimensional ¢
y de la frecuencia w, el valor medio y la incertidumbre de la energia. Obtenga igualmente
la probabilidad de que al medir la particula se obtenga un valor £ < 2hw.

2

o0 am 0 na® e n2a”
Ayudas: E — =% E =ae’ | E =a(l+a)e”
n! n! n!

n=0 n=0 n=0
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PROBLEMA 9.5. Energias en puntos cuanticos

Imaginemos una particula de masa M que se mueve libremente, pero confinada dentro
de un paralelepipedo de dimensiones b, x b, x b.. Supongamos que b, = by, =b =1 nm.

a) Demuestre que independientemente del valor de b, el nivel fundamental es no
degenerado.

b) Senale para qué valores de b, el primer nivel excitado es: i) no degenerado; ii)
tiene multiplicidad dos (doble degeneracion); iii) tiene multiplicidad tres (triple
degeneracion).

¢) Deseamos construir un nanodispositivo con estas caracteristicas en el que los diez
primeros niveles de la particula sean no degenerados. jPara qué valores de b, sera
esto posible?

d) Si b, = /2b obtenga las energias y multiplicidades de los cuatro primeros niveles
energéticos de la particula.

PROBLEMA 9.6. EI operador paridad

En el espacio de las funciones de onda de una particula que se mueve en una dimension
espacial definimos el operador paridad II a partir de la regla de actuacién

esto es, la actuacion de II sobre una funcién cambia el signo de su variable.

a) Demuestre que II es simétrico (como su dominio es todo L2(R), se tiene
inmediatamente que es autoadjunto).

b) Compruebe que su espectro es puramente puntual e igual a o, = (—1,+1). ;Cuéles
serian las autofunciones correspondientes?

c) Sila particula est4 sometida a un potencial par, V(z) = V(—z), demuestre que el
operador paridad y el hamiltoniano H son compatibles. Como consecuencia, si H
tuviese un espectro continuo degenerado no vacio pruebe que {ﬁ , fI} es un CCOC
del sistema.

PROBLEMA 9.7. Evolucién temporal en un pozo infinito

Una particula de masa M se encuentra sometida a la accién de un potencial de pozo
cuadrado infinito de anchura a que, por conveniencia, centraremos en el origen. En el
instante ¢ = 0 la funcion de onda normalizada de la particula es

1 1
N NoRia s

donde ®,(x) es la n-ésima autofuncién normalizada de la autoenergia. Se pide calcular:

\II(I,O) = <I’0(x) +

a) La funcién de onda de la particula U(z,t) en un instante de tiempo ¢ arbitrario.
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b) Los valores esperados de la posicion (z); y de la componente z del momento
lineal (p.):, para cualquier instante de tiempo. Demuestre que se cumple el primer
teorema, de Ehrenfest.

¢) La densidad de probabilidad p(x,t) y la densidad de corriente de probabilidad
Jz(x,t). Compruebe que obedecen la ecuacion de continuidad.

Sugerencias: Tenga en cuenta la paridad de los integrandos para evitar hacer integrales
INNECESaTIas.

Ayudas: / wcos(mu) sin(2mu) du = —, / cos(mu) cos(2mu) du = —
—1/2 97 —1/2 3

PROBLEMA 9.8. Expansiéon stubita de un pozo infinito

Una particula de masa M se encuentra en el estado fundamental de un pozo cuadrado
infinito de anchura L. Subitamente se desplaza la pared derecha del pozo, de manera que
su anchura se dobla. Si F,, es la n-ésima autoenergia del nuevo pozo (n = 0,1,2,...),
obtenga la probabilidad de que al medir la energia de la particula una vez producida la
expansion se obtenga:

i) la energia fundamental Ejy;

ii) la energia E; del primer nivel excitado.

PROBLEMA 9.9. Estados ligados en un pozo asimétrico

Consideremos una particula de masa M sometida a la accién de la energia potencial

Vo siz<O

V(z) = 0 si0<z<a c¢on Vy>0
2V si z>a

Obtenga en funciéon de la anchura a el numero de estados estacionarios ligados del pozo.
Compruebe entonces que, a diferencia del pozo cuadrado simétrico, hay una anchura
critica acpit tal que no hay estados estacionarios ligados si a < acit-

PROBLEMA 9.10. (*) Un pozo infinito y un potencial delta

Un electrén esta sometido a la accion de una fuerza conservativa que deriva de la energia
potencial
oo sijx|>a/2

Viz) = con v7>0

vé(x) si x| <a/2

es decir, el potencial corresponde a un pozo cuadrado finito con un potencial tipo delta
situado en el origen.
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Demuestre que las energias de los estados estacionarios con n = 1,2, 3, ... estan dadas
por

w2 h?
2m.a?

mientras que las de los estados con n = 0, 2,4, ... son solucién de la ecuacién trascendente

E, = (n+1)2,

kn 1 1
k,, cot Ta = —572 con k, = 7 2m.E,.

Analice qué ocurre en los limites v — 0y v — oo.

PROBLEMA 9.11. (!) Espectro de energias en campos centrales

Una particula de masa M se mueve en el espacio bajo la accién de una fuerza central que
deriva de la energfa potencial V(r). Tal y como vimos en la seccién 8.5, {H,L? L.} es
un CCOC del sistema. Por tanto, una base de representacion del espacio de las funciones
de onda de la particula esta formada por las funciones

(=0,1,2,...

P om(r) =Ree(r)Yem(0,¢), con
m=—{,...,0,...,+L

que son autofunciones de los operadores del CCOC con autovalores respectivos E, (¢ +
1)h? y mh. Si definimos la funciéon de onda radial reducida
uge(r) =rRee(r), conr € [0,00)

ésta satisface la ecuacion de Schrédinger unidimensional efectiva

n? d?
oM a2 + Vi(r)| uge(r) = Euge(r)
donde
00 sir <0
w(’[“) = 2
V(T)+M sir>0.

2Mr?

Supongamos que la funcién V(r) es igual al valor constante V,, cuando r > 0y que Viuim
es el minimo absoluto de V(r).

a) Demuestre que, de existir, el espectro puntual de H esta contenido en el intervalo
[Vinin, Voo], mientras que el espectro continuo es [V, +00). Indique someramente
como son las autofunciones de cada nivel energético. Compruebe que, salvo
degeneracion accidental (vea el apartado §8.5.5), la multiplicidad de los niveles
energéticos del espectro puntual es 2¢ + 1. ;Cudl es la degeneracion de los niveles
energéticos del espectro continuo?

b) Supongamos que lim,_,o[r?V (r)] = 0. Demuestre que R ¢(r) o ¢ cuando 7 ~ 0.
Como consecuencia, compruebe que unicamente las autofunciones de la energia en
onda s (¢ =0) son no nulas en r = 0.
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¢) Obtenga el comportamiento asintotico (r > 0) de las funciones Rpg (7)),
distinguiendo entre los casos E € o,(H) y E € 0.(H).
d) Imaginemos que la energia potencial de la particula es

Vo sire]0,a
V(r)= con V>0
0 sir>a

Obtenga para qué valores del namero cuantico ¢ se tiene la seguridad de que no
existen estados estacionarios ligados.



TEMA 10
ESTADOS DE COLISION EN UNA DIMENSION

En este capitulo, continuaciéon natural del anterior, analizaremos los estados
estacionarios de colisién en sistemas unidimensionales simples. Tras una primera
seccion en la que estudiaremos su interpretacion fisica, plantearemos diferentes
problemas de complejidad creciente, prestando especial atenciéon al denominado
efecto tunel y al concepto de resonancia.

Orientaciones generales al plan de trabajo

Sugerimos unas 15 horas de trabajo personal, que han de dedicarse en buena
parte a la resolucion de los diferentes casos expuestos a lo largo del tema y a la
de los problemas propuestos.

El estudio de las “resonancias”, que se presenta en el Apéndice es un
complemento. Si el alumno lo estudia, debe centrarse en los importantes aspectos
fisicos del problema, prestando mucha menos atencién a los detalles mateméticos
(las operaciones que alli aparecen, aun siendo analiticas, son muy tediosas y sélo
se pueden hacer en un tiempo prudencial utilizando programas de ordenador de
célculo simbolico).

Objetivos del capitulo

s Saber interpretar fisicamente los estados estacionarios de colision.

= Conocer el significado de los coeficientes de reflexion y transmision y saber
obtenerlos a partir de los comportamientos asintéticos de la funcién de ondas
de un estado estacionario de colisién.

= Dominar la técnica para la obtencién de autofunciones y autoenergias del
espectro continuo en sistemas unidimensionales simples.

s Familiarizarse con el fenémeno del efecto tunel y sus implicaciones fisicas,
estimando la transmision por efecto tinel mediante la formula de Gamow.

= Conocer qué es un estado de resonancia y sus propiedades fisicas.
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10.1. ESTADOS DE COLISION. INTERPRETACION FISICA

§ 1. Como ya sabemos, la obtencién de todas las autofunciones de la energia
es un requisito previo para estudiar la evolucién temporal de una funcién de
onda arbitraria, aunque en aplicaciones practicas se prefiere a veces abordar este
problema mediante la resoluciéon numeérica de la ecuacion de Schrodinger. Aun asi,
las autofunciones del espectro continuo tendran una importante interpretaciéon
fisica, por lo que su obtencién serd interesante per se.

Consideremos una particula de masa M bajo una fuerza F(x) cuya energia
potencial tiene la forma general de la FIG. 10-1, donde hemos situado el origen de
energias de modo que V' (z) = 0 si z < 0. Como sabemos, pueden existir estados
estacionarios ligados con energias en el rango (—Vp, 0], pero nuestro interés en
este capitulo son los estados estacionarios de colision, cuyas energias estaran en
el intervalo (0, V4 ) (espectro no degenerado) y en el intervalo (Vi,00) (espectro
continuo degenerado). Aunque la ubicacion de 0 y Vi en el espectro de energias
dependa de cada caso particular, esto no afectara a las conclusiones generales que
vamos a obtener. Estudiemos, pues, cada una de las partes del espectro continuo
por separado.

§ 2. E € (0,V4). Espectro continuo no degenerado.

Si ®g(x) es la autofuncién con autoenergia E € (0,V, ), sabemos del capitulo
anterior que dicha autofuncion es real y tunica (salvo constante multiplicativa
irrelevante). Teniendo esto en cuenta,

. . 2MFE
Aetkr 4 A*e—ikz o p <« 0  con k= —
Op(r) = (10.1)
2M (V. — F
De~* siz>0 congq= ({)

siendo D un coeficiente real. Expresando el coeficiente A en forma polar, A =
|A| exp(id), donde |A| es el modulo de A y ¢ su argumento, los comportamientos
asintoticos (10.1) pueden reescribirse como

2|A|cos(kx +6) six <0
Qp(z) = (10.2)
De—9* sixz > 0.

En la region x < 0, la funcién de onda ®g(z,t) toma la forma de una onda
estacionaria, 2|A|cos(kx + §) exp(—iwt), donde w = E/h es su frecuencia. Como
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A
V(x)
Aexp(+ikx) V.,
T £y
roxpli) Dexp(-qv)
a

< »
< »

Figura 10-1. Esquema de los comportamientos asintéticos de una autofuncién no normalizable
®p(x) correspondiente al espectro continuo no degenerado de una particula que se mueve en
una dimensién espacial

mostramos esquematicamente en la FIG. 10-1, esta onda estacionaria es igual a
la superposicion de dos ondas planas, A expli(kx —wt)] y A* exp[i(—kz —wt)], que
se propagan en sentidos opuestos.

En 2 > 0, por el contrario, Pg(x,t) es igual a una onda amortiguada o
evanescente D exp(—qx) exp(—iwt).

Tal y como vimos en el capitulo 6, ®g(x,t) representa un estado ideal
fisicamente irrealizable: aquél en el que la particula interactia con la fuerza
F(z) con energia E en el limite en el que la incertidumbre de la energia es muy
pequena, AH — 0. Asi, mediante la funcién de onda no normalizable ®g(x,t)
podremos describir aproximadamente la dependencia espacial de la funcion de
onda normalizable ¥(x,t) de una particula en un estado cuasiestacionario durante
un lapso de tiempo, (que por convenio suponemos pequeno, esto es, que t ~ 0)
en el que la particula sufre de manera efectiva la accion de la fuerza F'(x). Més
concretamente, si la incertidumbre en la energia es lo suficientemente pequena
como para que la extension del paquete de ondas ¥(x,t) sea mucho mayor que la
anchura a de la region en la que F'(z) es no nula, tendremos que la funciéon de onda
en una zona muy amplia del espacio centrada en x = 0 serd aproximadamente

Weoi(2,t) ~ ®p(z)e BV para t~0 (10.3)

[con el subindice “col” indicamos que nos estamos refiriendo a la particula en el

intervalo de tiempo durante el que colisiona con el objeto que produce la fuerza
F(z)].
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Si atendemos ahora a la estructura de ®.o(x,t), vemos en primer lugar que
debe tender a cero a medida que z aumenta, ya que es imposible que la particula
se propague hacia = +o00. En consecuencia, la funcion ®¢q(z,t) representa el
proceso fisico de reflexion total de una particula con una energia E muy bien
definida procedente de x = —o00 a causa de la accion de la fuerza F(x).

En la ecuacion (10.1), la componente asintotica (para z < 0) A expli(kz —wt)]
corresponde a la onda de materia de la particula cuando incide desde —oo hacia
la region donde existe la fuerza, mientras que A* exp[i(—kx — wt)] estd asociada
a la dindmica de la particula tras ser reflejada.

Naturalmente, el tratamiento cuéntico completo de la evolucién dindmica
de esta particula debe hacerse en términos de la propagaciéon del paquete de
ondas ¥(z,t) regida por la ecuacion de Schrodinger dependiente del tiempo. Sin
embargo, el analisis somero que acabamos de hacer nos permite afirmar que:

e si una particula con una energia E € (0, V) muy bien definida procede desde
x = —oo con momento lineal p, = hk = V2ME, su funcién de onda ¥(z,t)
(antes de que la fuerza empiece a actuar sobre la particula) sera la onda plana
A exp[i(kxz —wt)] multiplicada por un factor de modulacion localizado en la region
T < 0:

Uin(z, 1) ~ Aelfee 1E/N enr <0 parat<D0. (10.4)

e una vez que la fuerza ha actuado sobre la particula, ésta retornara hacia z =
—oo desplazandose con momento lineal p, = —hk, por lo que su funcién de onda
serd otra onda plana modulada pero con ntumero de onda —k:

g (z, 1) ~ Are koo 1B/h enz <0 parat>0 (10.5)

y, en este sentido, la evolucién cuéntica de una particula en este rango de energias
es cualitativamente similar a la evolucién clasica.

Recalquemos de nuevo que esta descripcion es valida solo si AH es
suficientemente pequena.

§ 3. | E > V.. Espectro continuo degenerado.

Los comportamientos asintoticos de una autofunciéon de la energia son ahora

Aetike L Be=ike con k= —v2MFE siz <0
() = (10.6)
Cet4® + De™19%  con ¢ = 7 2M(E—-Vy) siz>0

i~
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donde los coeficientes complejos (A, B) dependen linealmente de los (€, D) a través

de una matriz:
A -~ t11 t12 C
B ) to1 too D )

A su vez, si Pp(x) es autofuncion de la energia también lo es su compleja
conjugada . A
B*e—i-lk:ac +A*€—1kx siz <0
Op(z) = _ .
D*etie® 4 C*e19%  six >0
y los coeficientes (B*, A*) se obtendrian aplicando la misma matriz T a la dupla
(D*, C*). Esto es

B* tir tio D* A 59 15 C
= = = s
A* to1 22 c* B 12 1y D

donde hemos llegado al segundo resultado tras tomar complejos conjugados y
reordenar términos. De esta manera los elementos de la matriz cumplen que

t11 =t5y = ag ; to] =t]y =TE.
Por ultimo, como vimos en el capitulo anterior (cfr. el epigrafe §9.1.2)

ih dd%,(x) dPp(x)
i () Ir () . constante (10.7)

y aplicando este resultado a la autofuncion ®g(x), los coeficientes A,B,C y D
deben obedecer la relacion

(MP = 1B[°) k = (Ie* - IDP) ¢ (10.8)
Si ahora expresamos (A, B) en funcion de (€, D) tenemos que
(g€ + 15D — [rp€ + apD2) k = (e — [DP)q =
q
= (lap* = rpl?) (1€ = [DI*) = (1€ = [DF*) - = lanl”* = [vsl” = q/k.

En definitiva, los coeficientes que determinan los comportamientos asintoticos de
las autofunciones con energia E > V., estédn relacionados entre si mediante la
siguiente expresion matricial:

A ag Tj e
= BoE con |ag|* — [rp? = q, (10.9)
'B e a*E D k
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A
in —~~>» tran
ref «~~_~— (DE *)(x) q)E,H(x) g
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«\?;'1/\- (DE H(X) q)E H(x) —~~ref
z vV Mx)
\/ VO X
a
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Figura 10-2. Diagrama de energias correspondiente a la reflexion/transmision de una particula
de energia FE tras incidir contra una region en la que acttia una fuerza F'(x). Se muestran
esquematicamente los comportamientos asintoticos de las autofunciones no normalizables

Si E > V4, el espacio lineal de las autofunciones de la energia con autovalor
E tiene dimension dos. Asi, de entre todas las posibles autofunciones ®p(x)
consideraremos tan sélo las que corresponden a los dos casos D =0y A = 0,
a las que llamaremos respectivamente ®g _,(z) y ®g, (). Aunque en general
no son ortogonales, estas funciones son linealmente independientes y cualquier
autofuncion ®p(x) se escribird como combinacion lineal de las mismas. El motivo
por el que hemos escogido estas funciones serd evidente dentro de un momento.

e Para la funcién ®g _,(x) tenemos que (10.9) se reduce a

A ap Ij C 1
- = e=—A; B=-E4
B rp ap 0 ag ap

y los limites asintoticos (10.6) para esta autofunciéon son

etikz IE ik g o <0
ag
Bp () = A x (10.10)

1 .
—etlgm siz > 0.
ap

El coeficiente A es aqui una mera constante multiplicativa ya que los coeficientes
ag vy rg dependen uUnicamente de la energia F.
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Si interpretamos esta autofuncién siguiendo las mismas ideas que en el epigrafe
anterior, ®p _,(z,t) estara fisicamente asociada a la evolucion cuasiestacionaria
de una particula que procede desde z < 0 con momento lineal hk (vea la FIG.
10-2). Para t < 0, la funcion de onda ¥(x,t) de este estado cuasiestacionario
cumpliréd que

Wiy (z,t) ~ Aef®e™ @ en 2z <« 0 parat <0 (10.11)
mientras que, tras sufrir la accion de la fuerza F(x),

riEefi(kachwt) en x < 0
ag
Vg (z,t) ~ A X para t > 0 (10.12)

ieJ“i(q””""t) enx >0
ap

Asi, la funcion de onda de la particula se ha difractado, dividiéndose en una
onda reflejada y en otra transmitida, cuyas partes espaciales son

Dren(x) = ;—Jzﬂe_ikl’ enx <0
(10.13)

1 .
q)tran(m) = 7‘A€+1qaz en z > 0.
ag
Existe entonces una probabilidad no nula, rg/ag, de que la particula regrese a
x < 0 ja pesar de que la energia es mayor que la diferencia de energia potencial
entre +00 y —oo!

Por otra parte, la densidad de corriente de probabilidad de la funcién de onda
incidente (véase la ecuacion (6.26)), introduciendo la parte espacial ®i,(z), es

ih

i o} (z) d®; ()
T 2M

. hk
Jin(.ilj) |:q)1n($)d$ — @ln(m)dx] = M|‘A|2 en r < 0 (].0].4)
y, de similar manera, obtenemos que las densidades de corriente de probabilidad
de las ondas reflejada y transmitida son

@ 2

M

hg | 1
M—A

10.1
- (1015

2
1y
Jrefl = — A‘ i Jiran = +

ag

Si un haz uniforme formado por particulas con momento lineal ik incide desde
x < 0, entonces Ji, sera proporcional a la intensidad del tal haz (namero de
particulas que atraviesan un punto por unidad de tiempo). Jieg v Jiran tendrian
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idéntico significado pero para los haces reflejado y transmitido, respectivamente.
Esta divisién del haz incidente se describe mediante los llamados coeficientes de
reflexion y transmision

R(E) = {;f: . T(E) = ‘Jfr‘ . (10.16)
Para la autofuncion ®p _,(z),
2
R(E) = | 7| = \’;?P
Jiran | _q_1 [rsf? 1o
T = 2|~ e = 1
(hemos usado que |ag|? — |rg|? = ¢/k) v, en consecuencia,
R(E) + T(E) = 1. (10.18)

Este resultado es l6gico: la intensidad del haz incidente debe ser igual a la suma
de las intensidades de los haces reflejado y transmitido puesto que de lo contrario
se estaria produciendo absorcién o emision de particulas desde la zona en la que
actua la fuerza F(z), fenomeno que no estamos contemplando en absoluto. La
igualdad (10.7), completamente equivalente a

% (21]@ [@;(a:)cm);@ﬁ - %(x)CWD o,

puede asi interpretarse como una ley de conservacién del flujo de particulas en un
régimen estacionario.

e La autofuncion ®g . (x), que corresponde a A = 0 en (10.9), est4 dada por:

1 .
g—6_1]”’ six <0
k ap
Qg () =Dx (10.19)
1B  +ige +e9T §ix>0
afp

Su interpretacion fisica es muy similar a la de ®g _,(z), s6lo que ahora la onda
incidente corresponde a una particula con momento —gh procedente desde x > 0.
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Las partes espaciales y las densidades de corriente de probabilidad de las funciones
de onda incidente, reflejada y transmitida estaran dadas por

. h
D (z) = De™ 14" Jin = —Mq|ﬂ)|2 en >0
P — _r*ED +igx _ hq |t ? DQ
refl () = g C Jret = 77 o D] en x>0 (10.20)
1 . hk rgn\2| 1|7
Piran(z) = %%geillm Jtran = M (%) % |D’2 en <0

Es entonces inmediato comprobar que los coeficientes de reflexiéon y transmision
coinciden para cada autoenergia E con los que se obtuvieron antes en (10.17) para
la autofuncion ®g _,(x). Esta interesante propiedad (fijada una energia, los valores
de R y T no dependen de dénde proceda la particula) facilitara enormemente el
analisis de muchos problemas.

§ 4. La caracterizacién de un estado estacionario de colisién en términos de
coeficientes de reflexion y transmision es también posible para una autofuncién
®p(x) perteneciente a la parte no degenerada del espectro. Tal y como vimos en
el epigrafe §2, las partes espaciales de las funciones de onda incidente y reflejada

son )
iy (z) = Aetike
(I>reﬂ (l‘) — ‘A*efikx

por lo que las corrientes de probabilidad respectivas son

en <0

hk hk . hk
T =3 AP s = = AT = = A
Como consecuencia, |Jin| = |Jren| y €l coeficiente de reflexion es igual a la unidad.

A su vez, la onda “transmitida” no es tal sino una onda amortiguada dada por
Dipan(z) = De™™ en x>0

v la corriente de probabilidad es idénticamente nula: Jian = 0. El coeficiente de
transmision es igual a cero.

10.2. EL POTENCIAL ESCALON

§ 1. Después de la discusion general de la seccién anterior, y como primera
aplicacién, supongamos que sobre una particula de masa M que se mueve en
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una dimension espacial acttia una fuerza constante F = —Fu,, pero unicamente
cuando la particula estd en una zona de anchura da muy pequena centrada en el
origen. Si da es mucho menor que la longitud de onda caracteristica de la particula
podemos aproximar la energia potencial mediante una energia potencial escalon

V+ SIZUZO
Viz) = con Vy = F da
0 siz <0

(el porqué del nombre es evidente).

El espectro de energias de este sistema carece de parte puntual. La parte
continua no degenerada es igual a (0,V4] y la continua degenerada es (Vi,00).
Conviene entonces analizar cada caso por separado.

§ 2. Estudiemos primero el caso 0 < F < V.
Para cualquier energia 0 < E < V. tenemos tnicamente un estado estacionario,
no realizable. En la zona x < 0 su autofuncién es

: . V2ME
dp(z) = Ae® + Be * con k = — siz <0

mientras que en la zona x > 0, clasicamente prohibida,

2M(V, — E)

Op(x) =De "™ conn= -

sixz > 0.

La funcion ®g(z) y su derivada han de ser continuas en = 0. De esta manera

(IJE(O_)Z(I)E(O+) = A+B=D

B (07) = Bp(0%) = ik(A—B)=—nD

obteniendo asi un sistema de dos ecuaciones que nos permite hallar A y B en

funcién de D: ) ] ) )
_1 m ) _t (1
aet(i+)n nt (i)

Notese que B = A* si hacemos que D sea real, tal y como corresponde a las
autofunciones de la parte continua no degenerada del espectro. En suma;:

1 ' o ' .
2(1+1]::7>e+1’m+2<1—1;€7>e—1’m siz<0
@E(x)ZQX

e *® sixz > 0.
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Siguiendo la discusion general de la seccion anterior, reescribamos ®g(z)
usando la forma polar del coeficiente complejo A,

A = |Aleb,

de manera que

D/ o9 DV n V,—FE
]A\_§ 1—1—@_5 = , 6—arctang—arctan —5

y finalmente

cos (kx + 0) siz <0
Op (z,t) o e W x T
1/V—+exp(—nx) siz>0
E . _V2ME 2M(Vi-B) . [V,-F
con w=—, k= = = arctan y/ ————.
B oo h ’ E
(10.21)

Vemos que la funciéon de onda es igual a una onda estacionaria en la region
x < 0 que es el resultado de la superposicion de una onda incidente ®j,(z,t) =
Aexpli(kz — wt)] y otra reflejada Ppeg(z,t) = A* expli(—kz — wt)]. En la zona
x > 0 tenemos una onda evanescente que decae exponencialmente a medida
que nos adentramos en esta region clasicamente prohibida. Si ®g(x,t) se usase
para describir la dependencia espacial de la funcién de onda de un estado
cuasiestacionario con energia E durante el proceso de colisiéon de la particula
contra el escalon de potencial, la densidad de probabilidad p(z) seria proporcional
a |®g(z)|? (observe la utilizacién un tanto metaférica del lenguaje, por otro lado
muy habitual). Esta densidad esta representada en la FIG. 10-3.

En el limite V; — oo tenemos que la funciéon de onda se anula en z > 0, lo
cual es logico ya que al hacer que V(z) = oo en la zona x > 0 la particula rebota
elasticamente en x = 0 independientemente de cual sea su energia. Entonces el
angulo de desfase § es igual a 7/2 y la funciéon de onda es proporcional a sin(kz)
si z < 0, resultado que ya aparecié al resolver el problema propuesto 6.9.
En este limite, la funcién de onda sigue siendo continua en z = 0, pero no su
derivada. Tal y como anticipamos en la seccién 9.1 esto es consecuencia de un
comportamiento singular de V' (x), en este caso en el punto x = 0.
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i V)
. | E
k _____________________________________________ -——
3 05 p(x) (unid. arb.) V+ ]
0.0 .
-10 -5 0 S
kx

Figura 10-3. Densidad de probabilidad p(x) de un estado cuasiestacionario con energia E para
una particula con energia potencial tipo escaldn.

§ 3. Toca ahora el caso en que la energia £ > V.
Para una energia £ > V, la forma general de la autofuncion ®g(z) es

Aelkr  Be—ikr  con k= siz <0
Dp(z) = (10.22)
; - \2M(E - V.
Ce! + De 9% con q = (h+) siz>0

Si ahora imponemos la continuidad de ®g(x) y su derivada en z = 0 tenemos que
A+B=C+D A+B=C+D
ik(A — B) = ig(C — D) A—B:%(G—D)

Este sistema de dos ecuaciones nos permite hallar los valores de (A, B) en funcion
de los de (€, D). Para ello basta sumar y restar miembro a miembro, obteniendo
que

_k+gq k—q
A= 2k C+ 2k

_k—q k+q
3_7% (?—1—7% .
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1.0 ———

0.0

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
EIV.

Figura 10-4. Coeficientes de reflexién y transmisién para una energia potencial tipo escalén. El
coeficiente de reflexion es igual a la unidad si £ < Vi

Si ahora reescribimos matricialmente las dos igualdades anteriores tenemos que

AN 1 [ k+a k—gq e\ [ae 1p e 10,23
B ) 2% k—q k+g D) rg  aj D (1023)

e Para hallar los coeficientes de reflexién y transmisién tomemos la solucion
particular ®g _,(x), que es la correspondiente a hacer D = 0. En este caso,

k+q 2k
A=""2¢ C=—-A
2k k+q
k—q - k—q
2k k+q
por lo que
ikx 4 qefikx §i S 0
k+gq
Op _(z) =A x ok (10.24)
et si x>0
k+q

y como consecuencia
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2
 Jn kAR \k+q¢) \VE+VE-VL

)< dom A (2% >2_ WE/EV;
E ka _(\/E+m)2

(10.25)

Jn  KAR Kk

cumpliéndose que R(F) + T(E) = 1, como debe ser. Estos coeficientes estan
representados en la FIG. 10-4.

e Para la autofuncién ®g . (), que es la solucion con A = 0 dada por

2 .
7(]6_1]” si x <0
qg+k
Op . (z) =D x y a—k .. ' (10.26)
el 4 —eTT  &i g >0,
k+q

se obtendrian los mismos coeficientes de reflexion y transmision, de acuerdo con
la discusion general de la seccién 10.1.

10.3. LA BARRERA DE POTENCIAL

§ 1. Analicemos ahora un problema algo mas complicado, el de una particula
de masa M cuya energia potencial es

0 siz|>a/2
Vi(x) = (10.27)
Vo si x| <a/2,

representada en la FIG. 10-5. Por motivos bastante claros diremos que V(z) es
una barrera de [energial potencial rectangular de “altura” Vj y “anchura’a.

Debido a la estructura de V(x), todos los valores reales E > 0 constituyen el
espectro (continuo y doblemente degenerado) del hamiltoniano del sistema, que
es el tnico que tiene este sistema. Sin embargo las situaciones fisicas son bastante
diferentes dependiendo de que la energia de la particula sea mayor o menor que
Vo, por lo que estudiaremos cada caso por separado.
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A
Aexp(+ikx) Fexp(+igx) Cexp(+ikx)
LT -~ _ e
Bexp(-ikx) Gexp(-igx) V(x) D exp(-ikx)
Aexp(+ikx) Fexp(-nx) Cexp(+ikx)
—_— —_—
e~~~ | . ”Sé 77777 -~ —
Bexp(-ikx) 0 Gexp(+) D exp(-ikx)
¢ a g X

Figura 10-5. Diagrama de energias correspondientes a estados estacionarios en una barrera
de potencial. Se muestran esquemaéticamente los comportamientos de las funciones de onda si
E>Wysi E<W

§ 2. Empecemos con las autoenergias F > V.
Como puede apreciarse en el esquema de la FIG. 10-5, la forma general de una
autofuncion ®g (x) es

( Aexp (+ikz) + Bexp (—ikz) sixz < —g

Op () = ¢ Fexp(+igx)+ Gexp (—igr) si — g <z< —|—g (10.28)

Cexp (+ikz) + Dexp(—ikx) siz > —|—g.

con k=+v2ME/hy q=+/2M(E —Vy)/h.

La imposicién de la continuidad de la autofunciéon y de su derivada en = =
+a/2 da lugar a un sistema de cuatro ecuaciones. Esto nos permitiré hallar cuatro
coeficientes en funcion de los otros dos (que actuaran como constantes arbitrarias),
en légica correspondencia con el hecho de que el conjunto de autofunciones con
energia F forma un espacio lineal de dimensién dos. Sin embargo, y para evitar
calculos en exceso tediosos conviene ser sistematicos.

e En z = a/2 tenemos que

continuidad de ®p () : Fetiaa/2 4 Ge—iqa/2 — etika/2 | pe—ika/2

continuidad de &, (x) : igFet199/2 —igGe 19%/2 = ik Cetika/2 — jpDeika/2
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Estas ecuaciones se pueden escribir en forma matricial como:
e+iqa/2 e—iqa/Q F €+ika/2 e—ika/Q e
q6+iqa/2 _qefiqa/2 g - Lketika/2  _Lo—ika/2 D ’
Cuidando el orden del producto de matrices, podemos desarrollar como sigue:!
F oHaa/2  —iga/2 L otika/2 —ika/2 e
G - qe+iqa/2 _qe—iqa/Q ketika/2  _Lo—ika/2 D
1 qe—iqa/Z e—lqa/2 etika/2 e—ika/2 e
g getiaa/2  _g+iqa/2 petika/2  _po—ika/2 D

1 [ (qg+ ke iaRa/2 (g _ f)e-ilathk)a/2 e
( S = 5 | (1029

- % (q _ k)e+i(q+k)a/2 (q + k)e+i(q—k)a/2
e En z = —a/2 se tiene que:
continuidad de ®g () : Aeika/2 4 Betika/2 — Fo—iqa/2 | Getiga/2

continuidad de &, (x) : ikAe™*e/2 —igBetike/2 = jgFe—1a0/2 _ jgGetiaa/2,
Procediendo de la misma forma que nos permitio llegar a (10.29), tenemos que
A 1 (k + q)e—ia=Ra/2  (f _ g)etila+ha/2 F
()73 s e ) (5)
Este resultado es el esperable, ya que la matriz debe ser la de (10.29) tras

intercambiar ¢ y k por un lado y +a/2 y —a/2 por otro. Si ahora sustituimos
la dupla (F,G) por su expresion (10.29) y efectuamos el producto de matrices,

! Es bastante atil recordar que la inversa de una matriz 2 X 2 es

a b\ ' 1 d —b
c d Tad—bec \ —¢ a
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llegamos a que

- () (s)

+q ika (10.30)
ap = (cos(qa) + Sikg sm(qa)) e
con
2 _ 2
rp = b —q sin(qa)
2ikq

mientras que los coeficientes F, G se obtienen de (10.29).

La autofunciéon ®g _,(x) se obtiene ahora haciendo D = 0, por lo que los
coeficientes de reflexiéon y transmision seran

k|B?  |rgl? k|ef? 1
E)= AP Jagl? E)= AP fagl?
Sustituyendo y operando obtenemos para E > Vj
sin? (qa) de(e—1)

R(E) =

T(E) =

4e (e — 1) + sin? (qa) 4e (e — 1) + sin? (qa)

(10.31)

E 2Ma?
con 6ZV0>1 ; qa—\/ hf (E — V).

Como puede verse en la FIG. 10-6, para aquellos valores de la energia que cumplan

2Ma?

2 (E—Vy) =n*n? n=1,2,3,...

qa =nm =

el seno que aparece en R y 7T se anula, lo que implica que R = 0y 7 = 1 para esos
valores. Por consiguiente, para estas energias de incidencia la barrera es “invisible”.
Este es el llamado efecto Ramsauer, que es observable experimentalmente.
Notese que la longitud de onda De Broglie de la particula en la zona (—a/2,a/2)
es 2m/q, lo que implica que para que se produzca el efecto Ramsauer la anchura
de la barrera a ha de ser un miltiplo de una semilongitud de onda De Broglie.
En términos de la funcién de onda, se produce una interferencia destructiva entre
las ondas difractadas en los puntos x = —a/2 y = +a/2 que lleva a que la onda
reflejada B exp (—ikz) sea nula.
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0.5 E

i | R(E)
00— N, —
0 1 2 3 4
E/ VO

Figura 10-6. Coeficientes de reflexién y transmisiéon para una barrera de potencial de altura Vj
y anchura a. Los valores representados corresponden a 2Ma?Vy/h? = 25

§ 3. Abordemos ahora el caso E < Vj.
La forma de una autofuncion ®g(x) sera

Aexp (+ikx) + Bexp (—ikz) siz < —%
Op (z) = ¢ Fexp(+nz) + Gexp(—nz)  si — g <z< +g (10.32)

Cexp (+ikx) + Dexp(—ikx) sixz > +g

con k = V2ME/hyn=+\/2M(Vy — E)/h. Esta funcion es exactamente igual
a la autofuncion (10.28) excepto en la region de la barrera, donde el factor ig se
sustituye por 7. De esta manera podemos aprovechar los resultados para E > V}
simplemente haciendo la sustitucién ¢ — —in. Las expresiones (10.29) y (10.30)
son entonces

F ) (n + ik)e=(=1k)a/2 (k) (ntik)a/2 e
- (10.33)
G 2n (n— ik)e+(n+ik)a/2 (n + ik)€+(77*ik)a/2 D
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()= d) ()

k2 — 772 )
ap = (cosh(na) + Sk sinh(na)> cika (10.34)
con
k’2 2
rp = 21—;;: sinh(na),

donde hemos usado las igualdades cos(i) = cosh a y sin(ia) = isinh a.

En este rango de energias E < Vj los coeficientes de reflexién y transmision
seran

sinh? (na) 4e (1 —¢)
R(E) = ; F) =
(E) 4e (1 — €) +sinh? (na) T(E) 4e (1 — €) + sinh? (na)
2
con 62‘26(0,1] ; na:\/ﬂg;(vo—E).

(10.35)
Por consiguiente, para cualquier energia E € (0, 1)) hay una probabilidad no nula
de que la particula incidente con onda de De Broglie A exp (ikz — iEt/h) atraviese
la zona (—a/2,4a/2), algo que seria imposible de acuerdo con la mecéanica
clasica. Este es el efecto tunel, que tiene importantisimas implicaciones fisicas y
tecnolégicas, y que analizaremos con algo més de detalle en las préoximas secciones.

§ 4. Para F < V), y en funcién de la anchura, en bastantes casos el coeficiente de
transmision T (F) por efecto tinel es muy pequenio. Para ello debe cumplirse que
na > 0. En este caso podemos hacer la aproximacion exp(—na) ~ 0, de manera
que

F ena/2 0 0 (¢ Frp
~ . . = ~ 0,
9 277 (7] _ ik)€+1ka/2 (77 4 ik)e—lka/Z D

por lo que la funcién de onda dentro de la barrera es una exponencial decreciente.
A su vez, como en ese limite sinh(na) ~ exp(na)/2 tenemos que

R(E) ~1 ; T(E) ~ 1‘6/0E <1 — 5()) exp(—2na).
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A V(x)

Aexp(+ikx) Fexp(-nx) Cexp(+igx)
—_ —_—
-~ | =1,

Bexp(-ikx) Gexp(+1w) VOI
5 X

Figura 10-7. Barrera de potencial asimétrica (ejemplo 10.a)

El prefactor de la exponencial en T (E) toma valores entre 0 y 4, por lo que una
simple estimacién en orden de magnitud del coeficiente de transmisiéon tunel es

T(E) ~ 2exp(—2na) si T(E) < 1. (10.36)

Esta expresion sera valida siempre y cuando E no esté muy proxima a 0 o a Vj
(va que en esos casos el prefactor se anula).

EJEMPLO 10.a. Barrera de potencial asimétrica
Consideremos la energia potencial representada en la FIG.10-7:

0 siz <0
V(z) = 2Vh  siz € (0,b) con Vy=2eV
—3Vp six>b

Desde x < 0 procede un electrén con energia cinética £ = Vj. Obtenga en funcién
de b el coeficiente de transmisién a través de la barrera y compare el resultado con el
proporcionado por la férmula aproximada (10.36)

Solucién:

a) La funcién de onda del electrén es
Aetkr + Be=k*  con k= 2m.E/h siz <0
Op ,(x)=q Te™+Ge™™  con n=+2m.2Vy—E)/h si0<xz<b
Cel%® + 0e719%  con q = +/2m.(E +3Vy)/h sixz >b.

Como E =V,
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0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
b (nm)

Figura 10-8. Coeficiente de transmision en funciéon de la anchura b para la barrera de potencial
asimétrica del ejemplo 10.a. Los circulos representan los resultados de la aproximacion dada
por la ecuacion (10.36)

Aelk? 4 Be ik 5igp <0
Op (1) =4 Feb 4 Ge ke si0<2<b con k=n~723nm*

Ce2hw 4 Qe—21k i ¢ > b,

Imponiendo la continuidad de la funcién de onda y la de su derivada en x =by x =0
tenemos que
ekb e—kb F o2ikbE
T < kek?  —ke " > g ) 7\ 2ikedibe
1 A 11 F
z=0: = .
ik —ik B k —k g
Por tanto
A 11\ /11 B L2k
B )\ ik —ik ko —k L 2ike?k0e.

Invirtiendo las matrices tenemos que

A 1 ko —i 11 ke=kb kb e?ikbe
B ) 42\ ki k —k ketkd kb %ike2ikbE
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y efectuando los productos y simplificando llegamos a

e {3 cosh(kb) ; isinh(kb) e*zikb} e

B = {_cosh(kb) +23i sinh(kb) €+2ibk} e

De esta manera el coeficiente de transmision es, en funcion de la anchura b,
_qle? 2 8

kAR 9 o T 5 b :
— cosh”(kb) + — sinh” (kb 10cosh® [ ——— | —1
4 (kb) + 7 (kb) O\ 0,138 nm

T(b)

habiendo usado en el dltimo paso cosh? o — sinh® a = 1 y el valor numérico de k.
La estimacion (10.36) seria simplemente

2b
T (b) ~ 2exp(—2nb) = 2exp (_0,138nm>

y ambos resultados estd representados en la FIG. 10-8. Vemos que la férmula (10.36)
proporciona resultados correctos en orden de magnitud si T < 0,1 incluso en este caso,
en el que la barrera de potencial no es simétrica.

10.4. LA FORMULA DE GAMOW

§ 1. En general, el cdlculo del coeficiente de transmisiéon por efecto tinel requiere
la resoluciéon numérica de la ecuacién de Schrédinger o un célculo equivalente.
Pero si estamos tnicamente interesados en una estimacion de 7 (E) en orden de
magnitud es posible generalizar la expresion (10.36) a una barrera de potencial
de forma arbitraria.

Recordemos que si T(E) < 1y si E toma valores en la region intermedia de
una barrera rectangular de potencial de altura Vj,

T(E) ~ 2exp [_M?‘K/VO “B|. (10.37)

Consideremos ahora una barrera de perfil arbitrario y dividamosla en barreras
rectangulares de espesor dz y altura V(z;) (véase la FIG. 10-9). Para cada
una de ellas, el término (Vo — E)Y2 toma un valor [V (z;) — E]Y/2, pero si la
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Mx)

T
—
Xy dx X,

Figura 10-9. Esquema energético para la transmisién de una particula a través de una barrera
de potencial de forma arbitraria

energia potencial varia suavemente podemos calcular el promedio de estos valores
y sustituirlo en (10.37), algo que es legitimo ya que la propia expresion de partida
es una mera aproximacion en orden de magnitud. Para una energfa E la anchura
total de la barrera es a = x1 — o, donde xg 1 son los puntos de retroceso clasicos
en los que V (z) = E, por lo que tomando el limite dx infinitesimal tal promedio

(VW@ -E) = [ V@~ B

Sustituyendo en (10.37) llegamos a la llamada formula de Gamow

T(E) ~ 2exp ( 2\/§7M /I1 VV(x)— de) si 0<T(F)<1,| (10.38)

que es una aproximacién muy fiable en barreras de potencial anchas en las que la
variacion de V' (z) es suave. Veamos su aplicacion en un ejemplo concreto.

EJEMPLO 10.b. Barrera de potencial triangular
Consideremos la energia potencial representada en la FIG. 10-10. Usando la formula

de Gamow estime el coeficiente de transmisién de una particula de masa M y energia
E < V.

Solucién:

La particula atraviesa la barrera en los puntos

— _ 1_£ é . _+ 1_£ é
Zo = V() 9 €Ty = V() 2’

por lo que segtin la féormula de Gamow

T(E) ~ 2exp (—2\/? /zl VvV (x) - de)
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T /N _E
-~~~ —
VO
I I >
X0 X X
«—

Figura 10-10. Barrera de potencial triangular (ejemplo 10.b)

Para efectuar la integral basta tener en cuenta que

V(x)(lQZ:)VO siogxgg

v que el integrando es par. Entonces,

z1 z1 3/2
/ \/V(x)—de:Q/ (1—%)V0—de:2bm(1—E>
2o 0 b 3 Vo

v, en definitiva,

402V, < E>3/2

T(E) ~2exp [— 3%

10.5. EL MICROSCOPIO DE EFECTO TUNEL

§ 1. La estructura atomica de la superficie de un material conductor puede
determinarse usando el llamado microscopio de efecto tinel (scanning tunneling
microscope (STM), Rohrer y Binnig, 1981). Como mostramos en la FIG. 10-11,
el dispositivo consiste esencialmente en un circuito que establece una diferencia de
potencial (ddp) entre la muestra que se quiere analizar y una punta (de wolframio
o platino, generalmente) con una terminacion a escala atomica que se sitia a una
distancia de unos pocos angstrom de la superficie de la muestra. Dependiendo del
signo de la ddp los electrones pasan por efecto tinel de la punta al material o
viceversa pero, como hemos visto en el ejemplo 10.a, la corriente asi establecida,
que es proporcional al coeficiente de transmisiéon, es muy sensible a un cambio en
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Figura 10-11. Esquema simplificado del funcionamiento de un microscopio de efecto tinel

la distancia entre la punta y el material. Por tanto, si movemos la punta sobre
la muestra (sin tocarla, claro estd) cualquier variacion en la estructura de la
superficie va a afectar a esta corriente tinel. También se puede proceder a la
inversa: con un controlador de alta precisiéon se mueve la punta subiéndola o
bajandola de modo que la intensidad de la corriente tinel permanezca constante,
siendo entonces el propio movimiento vertical de la punta el que sirve para deducir
la topografia de la superficie de la muestra. Debido a la propia naturaleza del
montaje experimental, el microscopio sélo se puede usar en condiciones muy
controladas.

§ 2. Con algo mas de detalle, el material cuya superficie queremos estudiar
ocupa la regién z < 0, mientras que la punta del STM estd a una distancia b
de la superficie. Los electrones de conduccion de la muestra tienen una energia
—(Wo + Er) < E < —W), donde Wy es la funcion de trabajo y Ep es la llamada
energia de Fermi, cuyos valores son en orden de magnitud de unos pocos eV.

Si aplicamos la formula de Gamow, de acuerdo con el esquema energético de
la FIG. 10-11 el coeficiente de transmisién sera

T (b, E) ~ 2exp|—(—8mb*E)'/? /1] con — (Ep +Wy) < E < -W,.

La dependencia exponencial de 7 (b, E) en /—FE hace que la corriente tunel esté
formada fundamentalmente por los electrones menos ligados del material, es decir,
por aquellos para los que E ~ —Wj. Queda entonces que

h

T (b) =~ T (b, —Wo) ~ 2", by = ——rcs,
(b) ( 0) e con by STOALLE

(10.39)

donde hemos enfatizado la dependencia de 7 con la distancia b.
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§ 3. Naturalmente, la descripcion anterior es muy simplificada. Por ejemplo, es
la estructura atoémica del material la que determina céomo son las funciones de
ondas de los electrones cerca de la superficie. A pesar de ello podemos estimar en
orden de magnitud la intensidad de la corriente tdnel.

Para ello partamos de que la densidad de los electrones de la muestra que van
a contribuir a la corriente tunel es ng. Ese valor dependera bastante de los detalles
del material pero, tipicamente, ng ~ 10? m~3. Esta densidad de electrones nos
fija la llamada energia de Fermi, Er del material, y se sabe (por conocimientos
bésicos de fisica del estado solido) que los electrones con energia E ~ —W) tienen
una velocidad media dada por la energia de Fermi del sistema, esto es, (v) ~
/2Er/me. Por otra parte, si la region en la que se produce la transmision de
electrones tiene una seccion S, el nimero de electrones que llegan desde el interior
del material a dicha zona (por unidad de tiempo) es

dNj 2F
=~ ng (V) S =ngS E

10.40
dt Me ( )

La intensidad de la corriente tunel es Iyun(b) =~ e X (dNipan/dt), donde —e es
la carga del electron y dNipan/dt es el namero de electrones transmitidos por
unidad de tiempo. Por la definicion de coeficiente de transmision, dNiyan/dt =
T (b) x (dNiy/dt), usando (10.39) y (10.40) tenemos que

Toun(b) ~ 2enoS4/ 27? exp(—b/bo). (10.41)

Si ahora escogemos los valores tipicos Wy ~ Ep ~ 2 eV, ng ~ 10®*? m™3 y S ~ 10
A? (la punta esta terminada a escala atomica),

h 2F
by~ ————~007nm  ;  2eneSy/— ~2,7x107% A ~3 mA
SmEWO Me

y queda que la intensidad de la corriente tiinel es
Itun(b) ~ 3exp(—15b) mA (b en nm). (10.42)

Para valores de b ~ 1 nm esta intensidad es del orden de los nA. La corriente ttunel
es entonces muy pequena pero detectable y, tal y como hemos dicho, depende muy
sensiblemente de la distancia b entre la muestra y la punta. En efecto, si Iy es la
intensidad correspondiente a una distancia by de 1 nm, de acuerdo con la expresion
(10.42)

Ig))) ~ exp[—15(b - bo)} (b en nm)
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Figura 10-12. Esquema de las autofunciones de la energia de una particula sometida a la accién
de dos barreras de potencial

y un cambio de —1 A en la distancia b implica que I(b)/Ip ~ 5: la corriente
tunel se quintuplicaria como resultado de una variaciéon a escala atémica. Esta
sensibilidad de la corriente tunel es la que permite la determinacién experimental
muy precisa de la estructura atémica de la superficie del material.

APENDICE: RESONANCIAS

Nota: tal y como hemos senialado en la introduccién a este capitulo, en esta seccién
debe prestar méas atencion a la interpretacion fisica de los resultados que a los detalles
matematicos que nos permiten llegar a los mismos.

§ 1. Consideremos la energia potencial de la FIG. 10-12, formada por dos barreras de
potencial de altura Vj, anchura a y cuyos centros estan separados una distancia b = L+a,
donde L es la anchura de la regién limitada por las dos barreras. Para este sistema fisico
el espectro de energias es 0. = RT y doblemente degenerado, y las autofunciones de la
energia tienen la estructura general

Aetike 4 Be—ike sie <—(b+a)/2
ApareT® + Bpe™9% si — (b+a)/2<x < —(b—a)/2
Pp(r) = Fetike 4 Ge—ike si—(b—a)/2<x<+(b—a)/2 (10.43)
Foare ™9 + Gpare ™9 si + (b—a)/2 <z < +(b+a)/2
Cetikr 4 De~ike siz>+(b+a)/2

con k = V2ME/hy q = \/2M(E — Vy)/h (fijese que si E < Vj entonces ¢ = in con
n = |q| = [2M(Vy — E)]*? /1, por lo que la anterior expresion es valida tanto si £ > Vj
como si E € (0,Vp)).
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El problema puede parecer inabordable ya que la aplicacién directa de las condiciones
de continuidad de la funcién de onda y de su derivada nos llevaria a un conjunto de 8
ecuaciones lineales para 10 coeficientes. Sin embargo, si seguimos el mismo procedimiento
que en la secciéon 10.3, tales condiciones se podran escribir como un conjunto de cuatro
ecuaciones matriciales encadenadas, que nos permitirdn expresar todos los coeficientes
en funcién de Cy D.

Asi, la continuidad de @ (z) y de su derivada en x = (b + a)/2 lleva a que

Fvar 1 ( (q+ k)efi(qfk)(b+a)/2 (g — k>67i(q+k)(b+a)/2 > C

C2g \ (g k)eti@th®a)/2 (g 4 f)etila—R)b+a)/2 D

9bar

(observe que ésta es la expresion (10.29) pero cambiando a/2 por (b + a)/2).
Intercambiando en la anterior matriz ¢ y k y sustituyendo a por —a, las condiciones
de continuidad en z = (b — a)/2 son

( F ) 1 ( (k+q)e—i(k—11)(b—a)/2 (k_q)e—i(k+q)(b—11)/2 ) ?bar

g 26\ (k — q)etiHDb=a)/2  (J 4 g)e+iltk-a)b-a)/2 Gu

Procediendo de manera anéloga tenemos que las condiciones de continuidad en = =
—(b—a)/2y x = —(b+ a)/2 son, respectivamente,

Abar 1 < <q+k)e+i(q*k)(b7a)/2 (qik)e+i(q+k)(bfa)/2 > ( ?>

By 20\ (g k)e @R t-a)/2 (g 4 f)eila—R)(b-a)/2 S

A 1 [ (k+ e ik=0+a)/2 (k _ g)e+ilkta)(b+a)/2 Abar
B ) 2k \ (k- qleit00ta)/2 (4 g)emi(k-a)(b+a)/2 By

Nuestro interés principal va a ser el comportamiento de la funcién de onda en las
regiones exteriores a las barreras. Si combinamos las cuatro ecuaciones anteriores dos a
dos, y tras una serie de calculos algebraicos tediosos, llegamos a que

S_r' e a e+ika lﬂ e*ikb
=T con Ty = ,E b *E i (10.44)
9 D _IBEQ-H age ika

A 9: a e+ika 15 €+ikb
=T con Ty = r _ e (10.45)
B S —iﬁEe_lkb a*Ee—lka
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donde hemos introducido las funciones

k’2 2
K=+ lal® sinh(|gla) siE <V k= 2ME
2klq| h
Be = 12 9 con
2;;’ sin(ga) siE>Vp = w

(10.46)
2 | ‘2

k
cosh(|gla) — i sinh(|qla) si E <V,

/ ) 2k|q
O — 1+ﬁ2E'el'Ya = k2+ |2
q

cos(ga) —1 kg

sin(ga) siE >V,

En una barrera cualquiera, las matrices T reciben el nombre de matrices de
transmision, y sus cuatro elementos toman valores que dependen de la anchura y altura
de la barrera. En este caso, T; y Ty corresponden a barreras de anchura a y centradas en
—b y +b, respectivamente. De esta forma, las duplas (A, B) y (€, D) estan relacionadas
entre si mediante la igualdad

= TI = ’]TI ’]TH = Ttot (1047)
B S D D

siendo Tyt la matriz T del sistema formado por las dos barreras y dada por

— ap = aeiha 4 (32, e2ikb
Tioy = con (10.48)

r'e ag g = _lﬁE (aEe—ik:(b—a) 4 Oé*Eeik(b_a)) )

El conocimiento de T, mnos permite evaluar directamente el coeficiente de
transmision mediante la igualdad 7 (E) = 1/|ag|? (los momentos lineales de la particula
incidente y transmitida son iguales). A partir de (10.48) y (10.46) tenemos tras operar
que

1
14 4B5(1+ BE) cos? (kL — 7,)

T(E) con v, = arg(ag) (10.49)

(recuerde que L = b — a es la anchura del pozo limitado por las dos barreras).

§ 2. Procedamos ahora al calculo de las autofunciones (no normalizables) del sistema.
Como sabemos, cualquier autofuncién ®g(x) puede escribirse como combinacion lineal
de las autofunciones ®g () y ®p, (z). Sin embargo, siendo éstas una eleccion logica
si queremos estudiar fenomenos de dispersion de particulas, tienen el problema de que
en general no son ortogonales entre si. Como en nuestro caso la energia potencial es par
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y cada autoenergia es doblemente degenerada, existen dos autofunciones reales, ®g ()
y ®g.u(x), que son respectivamente par e impar y, por tanto, ortogonales entre si.?

Si partimos de la expresion (10.43), la forma mas general de una autofuncion real y
par de la energia es

Aetike 1 fxe=ike siz < —(b+a)/2
Apar€'?® + Bpare 9% si —(b+a)/2 <z < —(b—a)/2
Ppg(z) = Fetlhe 4 Fe-ibe si—(b—a)/2<zx<+(b—a)/2 (10.50)
Bpare 9% + Apare 9% si +(b—a)/2 <z < +(b+a)/2
Aretike 4 fe—ike siz>+(b+a)/2

donde F es real y, sin pérdida de generalidad, positivo. Como ®g ¢(z) es real, si E > 1}
entonces q es real y A}, = Bpar, mientras que si 0 < F < Vj entonces ¢ es imaginario
puro yApar ¥ Bpar han de ser reales. En cualquiera de los dos casos, la matriz Ty relaciona
las duplas (F,F) y (A, A*) a través de

.A ’]P SF aEeika iﬁE€+ikb :}‘
A* - 0l F - —iﬂEB_ikb a*Ee—ika F ’

mientras que Apar ¥ Bpar Se pueden obtener a partir de JF imponiendo la continuidad de
la funcién de onda y de su derivada en = = (b — a)/2. Si 04 es el argumento de A, la
relaciéon anterior entre A y JF puede escribirse como

A = |Ales = (apet™ +iBget) F
y como F = |F|,

F 1
A~ JagetiFe + i3 ety

F, = i 0 = arg (apet* 4 it (10.51)

Entonces, reagrupando factores, ®g o(z) es igual a

b
cos(kx + 0g) siz<— —12-a
. s . a b—a
Abarelqm + Bbare 9@ S1 — < < -
. b—a b—a
Ppg(z) =8 x { Fycos(kx) si——— <z<+ (10.52)
- - b— b
BpareT9% + Apgre ™9 si Ta <z <+ —;a
b
cos(kx — 0g) siz >+ —’2_ ¢

2 Los subindices g y u proceden de las palabras alemanas gerade y ungerade (par e impar)
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donde 8 = 2|A| juega el papel de una constante de regularizacion, Ap,y = Apar/S y
Bbar = Buar/S. Procediendo de similar manera, la autofuncién impar ®g ,(x) estd dada
por

b
sin(kx + 0y) six < — ; a
. ) b b—
Abare+1qm + Bbareilq‘r si — ra S S - a
. . b—a b—a
Ppu(r) =8 x ¢ F,sin(kx) si — —5— <z <+ 5 (10.53)
) ) b— b
,Bbare+1qx _ Abareiqu si + ?a’ S T S + _;a
b
sin(kxz — dy) siz >+ —;—a
donde ahora
1 . )
F, i Oy = arg (aEe'Hka — iﬂEe'Hkb) (10.54)

u— |aEe+ika _ iﬂE€+ikb|

Finalmente, puede probarse que si

M 1/4
- <27T2FL2E>

las funciones de onda cumplen la relacién de ortogonalidad

(Pr, glPE, ) = (P, 0| PE,u) = 6(E1 — Ea).

. as funciones reales ositivas u van a ser muy importantes en el analisis
3. Lasf les y posit F, vy F y important, 1 1
que vamos a realizar a continuacién. Para facilitar el mismo conviene reescribirlas usando
(10.46), y se llega a

1
2 _ 2 —
F(B) = Fe(B) = 1= 26% — 28p(1+ B3)/2sin(kL — 7,
X (10.55)

[Fu(B)* = F}(E)

u

T 1265+ 28p(1+ f3) 2 sin(kL — 7,)

donde hemos senalado explicitamente que ng y F? dependen de la autoenergia E. A
la vista de las expresiones (10.52) y (10.53), |Fx(E)|?> y |Fu(E)|? son una medida de la
“concentracion” de |®g 4 (z)* y |[®p,u(2z)* en la region limitada por las dos barreras.
Ademas, a partir de (10.49) y de (10.55), es facil comprobar que el coeficiente de
transmision 7 (E) depende de estas funciones a través de las igualdades

[Fe(B)|? + [Fu(E)[?

T(E) =
(E) 2+ 452

= |Fy(B)P|Fu(B)? (10.56)
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En consecuencia, ya que T (E) < 1, tenemos que si |F,(FE)|? es muy grande entonces
|Fy(E)|? es muy pequefio y viceversa. Supongamos ahora que para una cierta energia
FEies una de las dos funciones |F,(FE)|? 6 |F,(E)|? toma un valor mucho mayor que uno.
Si, por ejemplo, |Fy(Eres)|? > 1 entonces la funciéon de onda ®p,,_(x) “parece” estar
concentrada en la region entre las dos barreras, aunque debido a su comportamiento
oscilante para |z| > (b + a)/2 tal funcién no es normalizable. Por tanto, si sustituimos
el comportamiento asintético cos(kz £ dg) de Pg,, (x) por una funcién par de corto
alcance {(z) y multiplicamos por una constante adecuada N, obtendremos una funcién
de onda normalizada dada por

Pp,..g(x) silz] < (b+a)/2

Upes(x) =N % {
{(x)  sifz] = (b+a)/2

en la que los valores de £(x) van a ser practicamente cero comparados con los que toma
U,es(x) en la region entre las dos barreras. En consecuencia, W.s(x) es la funcion de
onda correspondiente a un estado realizable de la particula cuya forma, salvo constante
multiplicativa, es muy similar a la de la autofuncién no normalizable ®g,  (z). Por
tanto, W,es(x) es la funcion de onda de un estado cuasiestacionario, con energia media
FE.es, €n un cierto instante de tiempo que por convenio tomaremos como t = 0. Otra
forma de verlo es percatarse de que, por construccion, W,.s(x) satisface estrictamente
la ecuacion de Schrodinger independiente del tiempo con autoenergia FEyes en la region
|z] < (b4 a)/2, pero como toma valores muy pequenos fuera de tal regiéon tenemos que
U,es () es “casi” una autofuncion de la energia.

A este tipo de estados cuasiestacionarios, en los que la funcién de onda inicial esta
concentrada en una region muy limitada del espacio, se les denomina resonancias. En
lenguaje figurado, una resonancia es un estado cuasiestacionario y “cuasiligado”. A su
vez, si AH es la incertidumbre de la resonancia U,.s(z), su tiempo propio de evolucién
Tres =~ N/(2AH) puede interpretarse como el tiempo que ha de transcurrir hasta que
la funcion de onda del estado cuasiestacionario cambie apreciablemente. En el presente
caso, tal cambio consistird en que W,e(x,7res) deje de estar concentrada en la region
entre las barreras, por lo que 7. e€s una estimaciéon del tiempo que ha de transcurrir
hasta que la particula empiece a escapar hacia t+oo. Por ello diremos que 7.5 es la vida
media de la resonancia.

Como el conjunto de autofunciones {®p,(z),Pg,(x)} son una base de
representacion de L2(R), la funcién de onda V,.(z) puede expresarse como una
combinacion lineal (continua a través de una integral) de las autofunciones ®gg(x)
si Uyes(z) es par o de las @p y(x) si Upes(x) es impar. Sin embargo, como Wes(z)
es cuasiestacionario, el rango de las autoenergias de las funciones que entran en tal
combinacién lineal estd limitado a un intervalo muy pequeno centrado en F... Por
otra parte, los médulos al cuadrado de los coeficientes de la combinacién lineal son
P .o Ures)|? O [(Pru|Pres)|* que, aproximadamente, son proporcionales a |F,(E)|? o a
|Fu(E)|? ya que W,es(x) estd concentrada en la zona central del sistema. Por ello, W ()
serd igual a una combinacion lineal de aquellas autofunciones cuyas autoenergias estén
cercanas a Eyes y para las que |Fy(E)[?> > 16 |F,(E)|*> > 1. Como consecuencia de todo
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Figura 10-13. Funciones |Fy(E)|* y |Fy(FE)|® para un electron sometido a un potencial de dos
barreras (Vo = 1€V, a=1nm y b= 2nm). Los picos de resonancia correspondientes a energias
de los estados ligados del pozo de potencial limitado por las dos barreras se muestran con mas
detalle dentro de cada grafica

esto, la existencia de una resonancia con energia media Fes se traduce en la aparicion
en alguna de las funciones |Fg(E)[* 6 |Fy(E)|* de un pico bien definido y centrado en
E.cs, llamado “pico de resonancia”. Ademas, si I'.s es la anchura en energias del pico de
resonancia, la incertidumbre AH de la energia de la resonancia seréa del orden de T'yes/2
y, por tanto, su vida media serd Tyes > f/Tyes.

En el sistema que estamos estudiando, el origen fisico de una resonancia es facil de
entender si E..s € (0,Vp). Para ello pensemos en una particula cuya funcion de onda
normalizada en t = 0 es igual a la n-ésima autofuncion ®,(x) (n = 0,1,...) de un
pozo cuadrado finito de anchura L = b — a y profundidad V; centrado en el origen.
Naturalmente, ®,,(z) no es una autofuncion estricta del hamiltoniano del sistema con
dos barreras ya que no satisface la ecuacion de Schrodinger independiente del tiempo en
la region exterior a las mismas, || > (a+b)/2. Sin embargo, si el espesor a de las barreras
es suficientemente grande entonces ®,,(x) sera practicamente cero si |z| > (a+b)/2 y, por
tanto, correspondera a un estado de resonancia con energia E,.s = F,,. Las resonancias
en el rango de energias (0,V)) corresponden asi a los estados estacionarios del
pozo finito limitado por las dos barreras, que dejan de ser estacionarios porque
la particula puede atravesar las barreras por efecto tinel. En principio pueden existir
resonancias con energia F.s > Vp, aunque sus vidas medias serdn pequenas comparadas
con las correspondientes a estados estacionarios del pozo finito. En estas resonancias, las
interferencias entre las ondas difractadas en cada punto de discontinuidad del potencial
evitan durante un cierto tiempo (la vida media 7,¢5) que la funcion de onda de la particula
se propague hasta +oo.

§ 4. Como ilustracion, en la FIG. 10-13 representamos las funciones |Fy(FE)|? y
|Fu(E)|? en el rtango 0 < E < 2V; para un electrén sometido a la acciéon de una
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doble barrera de potencial en la que Vj = 1 eV, a = 1 nm y b = 2 nm. Podemos
observar que si 0 < E < Vj, estas funciones son précticamente cero ezxcepto en picos
de resonacia muy bien definidos y localizados alrededor de las energias Fy ~ 0,19 eV y
Fy ~ 0,71 eV, respectivamente. Estas energias son, como hemos anticipado, las de los
dos estados estacionarios ligados de un electrén en el seno de un pozo cuadrado finito de
anchura L = b —a =1 nm y profundidad V;; = 1 eV. Las anchuras de estos dos picos de
resonancia son I'g ~ 3x107% eV y I'; ~ 2,5x 1072 eV (hemos considerado que su anchura
es la correspondiente a media altura), por lo que las vidas medias de las resonancias son
T0~22x107" sy 71 ~ 2,6 x 107! 5. Para energias E > Vj, la funcién |Fy(E)|* tiene
un segundo pico de resonancia, aunque mucho més difuso, centrado en F ~ 1,2 €V y con
una anchura I" ~ 0,1 eV que corresponde a una vida media de 6,6 x 10~1° s. Finalmente,
las funciones |Fy(E)|? y |Fy(E)|? tienen méximos locales adicionales en E ~ 1,7 eV y
E ~ 1.4 eV, respectivamente, pero muy poco definidos.

El coeficiente de transmision (10.49) de este sistema fisico esta representado en la
FIG. 10-14. Para el sistema de dos barreras, T(E) es practicamente cero en la region
0 < E < Vj excepto en regiones muy localizadas alrededor de las energias de resonancia
Ey~0,19eVy FE; ~0,71 ¢V, donde T (F) = 1. Este hecho sorprendente (el coeficiente
de transmisién es uno para ciertas energias de incidencia menores que la altura de las
barreras de potencial) se denomina transmision resonante, y tiene una importancia
capital en nanoelectrénica. Para energias E > Vp, T (FE) oscila muy apreciablemente y es
igual a uno para las energias F ~ 1,22 eV, E ~ 138 ¢V, £ ~ 1,70 eV que, igualmente,
son aquellas para las que existen resonancias (aunque tal y como indicamos en el parrafo
anterior, las resonancias para las dos ultimas energias apenas estdn definidas). Por el
contrario, el coeficiente de transmisiéon para una tnica barrera de anchura a y altura
Vo es completamente distinto, creciendo monétonamente hasta que E ~ 1,38 eV, donde
toma el valor 1 por efecto Ramsauer.

Recordemos que el efecto Ramsauer es debido a la interferencia destructiva entre las
ondas reflejadas en cada lado de una barrera de potencial, por lo que al no existir onda
reflejada neta el coeficiente de transmision es la unidad. En el presente caso (dos barreras)
tenemos cuatro discontinuidades en el potencial, por lo que para una energia de incidencia
FE > Vj hay cuatro ondas reflejadas, mientras que si £ < V) hay inicamente dos, una por
cada barrera. En cualquier caso, las ondas reflejadas pueden interferir destructivamente
en la region de incidencia para ciertas energias que, como hemos senalado, son las de
resonancia. Que el coeficiente de transmision alcance su maximo valor, 7(F) = 1, para
las energias de resonancia es facil de comprender si tenemos en cuenta la relacion (10.56)
entre 7(F) y las funciones |F,(E)|* y |Fu(E)[?.

§ 5. Detallemos algo més el fenomeno de la transmision resonante para energias de
incidencia F < Vj. Partiendo de los resultados del §1, para esas energias

k‘2 _|_,,72
= ————sinh(na
= 5 5 , con
1 +4B%(1 + BE) cos? (kL —~,,) n? — k2
tan~y, = Ry tanh(na)
n

T(E)



10.5. EL MICROSCOPIO DE EFECTO TUNEL

1.0 ' : '
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=
)/ Dos barreras
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Figura 10-14. Coeficiente de transmisién para un electréon que incide contra una barrera doble
(linea continua) comparado con el correspondiente a una tinica barrera (linea a trazos). Los
paradmetros son Vo =1 eV, a =1 nm y b =2 nm. Las flechas sefialan las energias para las que

T(E) =1

siendo n = |g| = /2M (Vo — E)/hy k = vV2ME/h. Como Bg > 0 es estrictamente
mayor que cero, el coeficiente de transmision seria igual a uno si cos(kL —,) = 0 o,
equivalentemente, si

tan(kL)tan~y, = —1

(hemos usado la expresion del coseno de una resta y reordenado términos). Sustituyendo
tany, por su expresion, la condicién de transmisién resonante es

2kn 1
k% —n? tanh(na)

T(E)=1 < tan(kL)= si0< E < V. (10.57)

Para barreras suficientemente anchas (na > 1) el término tanh(na) en (10.57) es
practicamente la unidad, por lo que en este limite

T(E)=1 & tan(kL)= e si 0O<E<Vy y na>1 (10.58)
Esta es la ecuacién trascendente para las autoenergias de un pozo cuadrado finito de
anchura L y profundidad Vj (cfr. la seccion 9.2), por lo que queda confirmado que
la transmisiéon resonante a través de dos barreras anchas se produce para energias de
incidencia iguales a las autoenergias del pozo cuadrado finito limitado por las mismas. A
su vez, la funciéon S va a ser siempre muy grande en el rango E € (0, Vp). Esto explica
por qué el coeficiente de transmision es cero excepto para energias muy cercanas a la
de resonancia. En este caso, y debido a la relacion que hay entre 7(E) y las funciones
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|Fo(E)|?> y |Fu(E)|?, la dependencia de T (E) alrededor de una energia de resonancia es
la correspondiente a una llamada Lorentziana de anchura I',.:

1

T(E) = 1+ 4(E - EreS)Q/F?es

Si E~FBres v Fres < Vp. (10.59)

Como consecuencia, la informacion relativa a las resonancias del sistema (y, por tanto,
a las autoenergias del pozo cuadrado definido por las barreras) se puede extraer
directamente a partir del coeficiente de transmision.
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PROBLEMAS PROPUESTOS

PROBLEMA 10.1. Reflexién parcial por un escalén de potencial

Una particula incide desde £ = —oo con energia E muy bien definida contra el escalén
de potencial
Vi siz>0
V(z) = con Vi =1eV
0 siz <0

Sabemos que hay una probabilidad del 50 % que la particula rebote contra el escalén de
potencial y vuelva a —oo.

a) ;Cudl es la energia de la particula?
b) Halle y represente la densidad de probabilidad pp _,(z) de la particula en su
interaccion con el escaléon de potencial.

PROBLEMA 10.2. Estados de colisién en un pozo finito

Una particula de masa M estd sometida a la accion de una fuerza que deriva de una
energia potencial tipo “pozo cuadrado finito”

Vo stz <a/2
V(z) = con Vp > 0.
0 iz >a/2

Si la particula procede desde = < 0 con energia E > 0, jcudl es la probabilidad de
que la particula se transmita a la regiéon = > 07 ;Existen energias para las que dicha
probabilidad es idénticamente igual a uno?

PROBLEMA 10.3. Escalén doble de potencial

La energia potencial de una particula de masa M en una dimension es igual al “doble
escalon”
0 six <0

V(r) = Vo/2 si0<zxz<a con Vo > 0.
Vo siz>a

En el caso de que la particula proceda desde x < 0 con energia cinética E > Vj, halle
y represente en funcion de F el coeficiente de transmisién. Analice los casos a — 0 y
a>0.

PROBLEMA 10.4. Barrera de potencial tipo delta

Consideremos una barrera de potencial rectangular centrada en x = 0, de altura V) y
anchura a sobre la que incide desde la izquierda una particula de masa M y energia
E < Vp. En el limite a — 0 y Vi = v/a con v constante, la energia potencial tiende a la
delta de Dirac v §(z).
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a) A partir del resultado (10.34), demuestre que la matriz T en este limite es

/EO /Eo
M’yz

T = , con Fy= .
. [ Eo . [ FEo 2h?
—/—= 1—iy/—=
E E

b) Obtenga y represente frente a E el coeficiente de transmision del sistema

c) Halle las autofunciones ®g _, (z). ;Coémo es su comportamiento en z = 07

d) La energia potencial es par. Ello implica que toda autofuncion ®g(x) puede
escribirse como combinacion lineal de las autofunciones reales @ g o(2) y @ u(x) (g:
par, u: impar). Obtenga estas autofunciones y represéntelas para el caso E = Ej.

PROBLEMA 10.5. (*) Reflexion por una fuerza constante

Una particula de masa M esté sometida a una fuerza que deriva de la energia potencial

0 siz <0
Viz) = B2 . con Vy, k>0
W:B six >0

Esto es, su propagaciéon es libre si x < 0 pero estd sometida a una fuerza constante
orientada en el sentido OX ~ si > 0. Obtenga y represente la autofuncion de la energia
E = h%/(2Ma?). ;Cuél es el desfase entre la onda incidente desde z < 0 y la reflejada
hacia z < 0?7 Datos: Ai(—1) ~ 0,536 ; Ai'(—1) ~ 0,010.

PROBLEMA 10.6. (!!) La emisién de campo

Pensemos en una muestra metélica que ocupa la regién x < 0. Si sobre la misma actia
un campo eléctrico uniforme E;, (r,t) = —&yuy,, el electromagnetismo clésico nos dice
que se produce una redistribucién de carga en la superficie del metal que apantalla a
dicho campo en la regién = < 0. De esta manera, los electrones de conduccién del metal
estan sujetos a una fuerza efectiva que deriva de la energia potencial

—(W0+EF) six <0
V(z) = con Wy, Ep >0,
—2e&px siz>0

donde —e es la carga del electron, Wy es la funcién de trabajo, Er es la energia de
Fermi y el factor 2 en V(xz > 0) es resultado de considerar también el campo eléctrico
inducido por &, (r,t). Como sabemos, las energias de los electrones estan en el rango
(—=Wo — Er, —W)), pero debido al efecto tunel los electrones escapardn del metal en un
proceso conocido como emision de campo, que tiene multiples aplicaciones tecnoldgicas.

a) Usando la formula de Gamow, estime en funcion de Wy y & el valor del coeficiente
de transmisién de los electrones menos ligados del metal.
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b) Si & = 10% V/m, haga una estimacion del ntimero de electrones emitidos desde una
muestra metalica cuya superficie S es de 1 cm?. Tenga en cuenta el razonamiento
que nos llevo a la expresion (10.40) y los 6rdenes de magnitud alli sugeridos.

PROBLEMA 10.7. (*) Resonancias en un sistema unidimensional
La energia potencial de un electrén que se mueve en una dimension es

+oo siz <0

0 si0<z<a 2m.a?V,
Viz) = ] conVg=1¢eV ; ZMed Vo

VW sia<z<3a/2 h?

0 siz>3a/2

=50

El espectro de energias de este sistema es continuo no degenerado e igual a RY y, salvo
constante de regularizacion, las autofunciones no normalizables ®g(x) cumplen que

con k= ——— (10.60)

Asin(kx) si0<z<a 2m.E
CI)E(.’E =
cos(kz +0) siz > 3a/2 h

donde la amplitud A y el desfase § dependen de la autoenergia F.

a) Justifique la expresion (10.60).

b) Represente |A|? frente a E en el rango E € (0, Vp).

c) Para aquellos valores de E en los que |A|? alcanza un méximo tendremos estados
resonantes. Compare sus energias con las de los estados estacionarios obtenidos en
el ejemplo 9.c.

PROBLEMA 10.8. (**) Vida media de una resonancia

En un instante de tiempo dado, una particula de masa M se encuentra en una regiéon de
anchura L situada entre dos barreras de potencial de espesor a y altura V{. Supongamos
que las barreras son muy anchas (a > 0). Si la particula esta en un estado resonante con
energia Fres < V), demuestre que su vida media puede estimarse mediante la expresion

1 [ML2 o)  V2M (Vg — Eres)
9 2Eres €Xp nresa con nres - h .

~

Tres

Interprete fisicamente este resultado. Juzgue su validez para el caso tratado en el apéndice
sobre resonancias.

Ayuda: Si a > 0, la funcion By definida en la seccién 10.5 cumple que

V2 exP(27),05@) 1 -
2 0 res

- ) 2 3 1 ~ Lres 10.61
E = 16Fres (Vo — Fres) 2 exp(2n,esa) >1 si E~E ( )

B
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Por otra parte, como la condicion de resonancia es cos(kL — v,) = 0, haciendo un
desarrollo de Taylor tenemos que

COSQ(kL - ’YQ) = (kL ~Ya [kresL - 7res])2 i B ~ FEres

donde kies ¥ Vs S0N los valores de k = V2ME/h y de v, si E = Eyes. En general, kL

varia con E mds rdpidamente que vy, por lo que

2(kL k—k 2L2——2ML2 VE — \/Eres)?
cos” (kL —7,) ~ (k — kres) = 7( - res)

y desarrollando en serie VE = \/Eres alrededor de E,es se obtiene que

ML?

2
COSs (kL _’Ya) ~ m

(E — Eres)? 81 E ~ Eres. (10.62)

Las aprozimaciones (10.61) y (10.62) nos permitirdn reescribir el coeficiente de
transmision cerca de una resonancia como una funciéon Lorentziana.



TEMA 11
EL OSCILADOR ARMONICO

Uno de los sistemas dindmicos mas importantes es el oscilador arménico. Ello es
debido a que muchos sistemas fisicos son de facto formalmente equivalentes a un
oscilador arménico (o a un conjunto de osciladores armonicos), ya que el primer
término no nulo del desarrollo de la energia potencial de un sistema alrededor de
su minimo tiene la forma de un potencial armoénico.

En primer lugar hallaremos las autoenergias y autofunciones de una particula
que se mueve en una dimension bajo una fuerza armonica. A continuacién
estudiaremos algunas propiedades dindmicas del oscilador cuantico. Conocida la
teorfa basica, introduciremos los llamados operadores de creacion y destruccion,
de gran importancia en aplicaciones més avanzadas de la teoria, y estudiaremos
las propiedades de los llamados estados coherentes de un oscilador armoénico.

Finalizaremos el capitulo extendiendo los resultados obtenidos a varias
dimensiones espaciales.

Orientaciones generales al plan de trabajo

Sugerimos unas 20 horas de trabajo personal. Un tercio de este trabajo ha de
dedicarse al estudio de la teoria y el resto al anélisis de los ejemplos resueltos y a
la resoluciéon de problemas propuestos.

Objetivos del capitulo

= Conocer perfectamente las propiedades de los estados estacionarios de un
oscilador arménico unidimensional.

= Saber resolver problemas dindmicos sencillos en este sistema fisico.

= Manejar con soltura los operadores de creaciéon y destruccion.

= Familiarizarse con los estados coherentes y sus propiedades.

s Saber obtener las propiedades de los niveles de energia de un oscilador
armonico en varias dimensiones espaciales.
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11.1. ESTADOS ESTACIONARIOS DE UN OSCILADOR

§ 1. Imaginemos que una particula de masa M estd sometida a la accién de
una fuerza recuperadora F, = —K.z, donde K, es la constante eldstica de dicha
fuerza. Clasicamente, la particula oscila arménicamente alrededor de la posicion
de equilibrio = 0 con una frecuencia natural o pulsacion w = /Ke/M; de ahi
el nombre de oscilador armdénico unidimensional que se le da a este sistema
fisico.

Puesto que la energia potencial del oscilador es

1 1
V(z) = §Kem2 = §Mw2a:2, (11.1)

el operador hamiltoniano correspondiente es

N v | .
H=K+V = mpg, + 5Moﬂaﬂ. (11.2)

En la representacién en posiciones es igual a

. od® 1
H=———— + -Muw?a? 11.
oMdr 2T (11.3)
Conviene definir la longitud natural del oscilador
h
=4/— 114
a=\- (11.4)

lo que nos permite reescribir el hamiltoniano (11.3) como (compruébelo por
sustitucion directa)

) 1d* 1
thw( —|—u2>, con u=

~5qu T3 (11.5)

Como consecuencia, hw es la escala natural de energias en un oscilador arménico
cuantico.

§ 2. Nuestro primer objetivo es la obtenciéon de las autoenergias y las
autofunciones de este sistema fisico. Debido a la forma de la energia potencial,
el espectro de energias resulta ser discreto y no degenerado, por lo que todas
las autofunciones seran normalizables y reales (salvo constante multiplicativa
irrelevante). Si designamos por ®,(x) a la autofunciéon con autoenergia FE,
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(n =0,1,2,...), dado que la energia potencial V(x) es par tendremos que las
autofunciones con n par son pares y aquellas que tienen un valor de n impar,
impares. Ademés, de acuerdo con el teorema de Sturm (véase el epigrafe §9.1.4),
la autofuncion @, (x) tendra n nodos.

La ecuacion de Schrodinger independiente del tiempo para una autofunciéon
genérica es

[ N B

> D, (x) = E,®p(z) (11.6)
y si hacemos el cambio de variable x — u = x/a, nos queda una ecuacion de
autovalores adimensionalizada,

Lo 1, D) = Py (c0)
<—2 + -u > ¢, (u) = end,(u) con 1 (11.7)

2 du 2 en = —E,

hw

En principio, (11.7) tiene solucién para cualquier valor de &,. Sin embargo
unicamente son validas aquellas soluciones acotadas (aquellas que cumplen que
¢, (u) — 0 si |u] — 0o) que corresponderan a autofunciones normalizables. Esto

inicamente seréd posible entonces para valores discretos de &,,.

Obviamente no podemos aplicar las técnicas aprendidas en el capitulo 9 para
resolver este problema. Sin embargo podemos ensayar distintas soluciones basadas
en las propiedades de las autofunciones que hemos comentado. En particular, una
solucién “factible” es

(1) = hp(w)e = (11.8)

donde ¢ es una constante positiva y b, (u) es un polinomio de grado n y con la
misma paridad que el nimero cuantico n. Si sustituimos la expresion (11.8) en
(11.7) tenemos que

<2g —2e, + (1 - 442)u2> B (1) + 4Cub), (u) — b (u) = 0.

Observe que el término (1 — 4¢%)u?h,(u) es un polinomio de grado n + 2, cuyo
comportamiento para valores grandes de u no puede compensarse con los otros
términos del primer miembro de la igualdad anterior (ya que esos sumandos tienen
grados menores que n + 2). Por tanto, para que (11.8) sea una posible solucién
de la ecuacion de autovalores tiene que cumplirse dos condiciones: que ( =1/2 y
que exista un polinomio de grado n que satisfaga la igualdad

(1 — 2en)byp(u) + 2uby, (u) — by (u) = 0. (11.9)
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Esta es la llamada ecuacion diferencial de Hermite.! La ecuacién es lineal, por lo
)
que basta hallar los polinomios para encontrar cualquier solucién de la misma.
Para fijar un convenio, consideraremos que el coeficiente del monomio de maximo
)
grado en b, (u) es 2".

Si m = 0, el polinomio ho(u) es una constante. Eligiendo esa constante igual
a la unidad, y sustituyendo en (11.9), 1 — 2¢9 = 0 y €9 = 1/2. En consecuencia,
®o(x) o exp[—22/(2a2)] es la funcion de onda del estado fundamental, cuya
autoenergia es Ey = hw/2.

Para n = 1, hi(u) ha de ser impar y de grado uno, y de acuerdo con
nuestro convenio, nos queda que hi(u) = 2u. Sustituyendo en (11.9) tenemos
que g1 = 3/2, por lo que la funciéon de onda del primer estado excitado es

®1(x) o 2(z/) exp[—2?/(2a?)] y su energia es By = 3hw/2.

Paran = 2, ha(u) es par y de grado dos: ha(u) = 4u?+ 3,. Desconocemos tanto
B¢ como €2, pero sustituyendo de nuevo en la ecuacion diferencial de Hermite y
operando llegamos a que

(—2Bpe2 — 8+ By) + (5 — 2e2)4u’* = 0.

Dado que esta igualdad ha de ser cierta para cualquier valor de la variable w,
debe cumplirse que €3 = 5/2 y que B, = —2. La autofuncion es pues ®o(z)
[4(z/a)? — 2] exp[—x?/(2a?)], mientras que Ey = 5hw/2.

Para los siguientes valores de n el procedimiento es similar. Expresamos
primero b,(u) como un polinomio de grado n y sustituimos en (11.9). Tras
reordenar los términos, la igualdad nos dard un polinomio de grado m cuyos
coeficientes han de ser cero. Esto nos proporciona un conjunto de ecuaciones
encadenadas cuyas soluciones seran la autoenergia adimensionalizada ¢, y los
coeficientes desconocidos de by, (u).

En particular, el monomio de grado n en el miembro izquierdo de la ecuacién
(11.9) sera

(1 — 2, + 2n)2"u"

y como ha de ser cero

1
126 +20=0 = en=n+y. (11.10)

! Por ese motivo, los polinomios b, (u) reciben el nombre de polinomios de Hermite.
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Esto nos fija las autoenergias del oscilador arménico cuantico,

2

1
E, = <n—|—> hw con n=0,1,2,3,... (11.11)

A su vez, los primeros polinomios b, (u) son

ho(u) =1 hi(u) = 2u

ba(u) = —2 + 4u? ba(u) = —12u + 8u®

ba(u) = 12 — 48u® + 16u* bs(u) = 120u — 160u® 4 32u°
be(u) = —120 4 720u? — 480u* 4 64u° (11.12)

que como ya hemos dicho son los polinomios de Hermite, que vimos en la seccién
4.3. Como consecuencia, la n-ésima autofuncién de la energia del oscilador es

2
x x h
O, (x) = Crbn <E> exp (_%42> con =4/~ (11.12)
siendo C,, una constante de normalizacion. Puede probarse que ||®,| =1 si

1
(2nn!y/ma)l/2

Las funciones de onda de los primeros estados estacionarios estan representadas
en la FIG. 11-1.

e, = (11.13)

Como @, (x) son autofunciones normalizadas de un operador autoadjunto con
autovalores E,, distintos entre si, sabemos que constituyen una base ortonormal
de £2(R). Esta es la base de Hermite, que ya también introdujimos en la seccién
4.3. A su vez, puede demostrarse que los polinomios de Hermite cumplen las
igualdades

" exp(—u?
bn(u) = (—1)”exp(u2)d+(n)
bo(u) = 2ubp-i(u) =2(n—1)bns(u) si n=2 (11.14)
bn(u) = 2nb,_1(u) si n>1.

En particular, la segunda de ellas nos permite hallar directamente b,(u) en
términos de los polinomios de Hermite de grados n — 1y n — 2.
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x/a

Figura 11-1. Perfiles de las primeras cuatro autofunciones de un oscilador armoénico cuantico.
Las autofunciones estan desplazadas verticalmente para facilitar su vision

EJEMPLO 11.a. Representacién matricial del operador posicién
Consideremos un oscilador arménico de pulsacién w y longitud natural «. Obtenga la
representacién matricial del operador posicién  en la base de autofunciones de la energia.

Solucién:

Recordemos que el elemento en la s-ésima fila y en la n-ésima columna de la matriz A
correspondiente a un operador genérico A en una base ortonormal {|®,)} es®

Agp = (D A @,) = (D,|A]D,,).
En este ejemplo necesitamos evaluar la actuacién del operador & sobre el n-ésimo
autoestado de la energia |®,,), que en la representacién en posiciones es
30, (z) = 2P, ().

Para ello partamos de la segunda relacién de (11.14). Si sustituimos u por x/o y tenemos
en cuenta que

()= Eron (£2) = i ()

o n 202 202

llegamos a que

V2rn! @, (z) = 24/27H(n —1)! gq)n,l(:c) —2(n—1)y2"2(n—2)! ®,_o(x).

2 En la notacién de Dirac se usa con més frecuencia (<I>5\A|<I>n), ya que muestra mas claramente que
As n es el resultado de la actuacion del bra (®s| sobre el vector de estado A|®y).



11.1. ESTADOS ESTACIONARIOS DE UN OSCILADOR

Simplificando y reordenando,

@
x®,_(x) = 7 (Vn @ (z) +Vn—1 &,_5(2)) .
Si ahora sumamos uno al indice n y volvemos a la notacién de Dirac
@
#|Pn) = ﬁ(w T @) + Vil @) (11.15)

¥, en consecuencia,

—_ % (\/n T1 (1) + V0 <¢)S|c1>n_1>).

Como los estados |®,,) son ortonormales, queda en definitiva que

) 0 si|s—nl#1
Xsn:i( hn 55%): 11.16
7 \/5 Vn+1 n+1 NG n—1 o méax(s,n) si|s—n|=1 ( )

V2

donde méx(s,n) es el maximo valor del par de nimeros cuanticos (s,n). Observe que
el operador T “conecta” tnicamente autoestados del oscilador armoénico con niimeros
cudnticos consecutivos.

Una vez que se han obtenido los elementos de matriz de & en la base de estados
estacionarios del oscilador armoénico, la matriz representativa de este operador es:

0 V1 0 0
Vi 0 V2 0 .-

x=2] 0o v2 0o V3 - | (11.17)

0 0 V3 0 -

§ 3. Una propiedad muy interesante del oscilador arménico es que su tratamiento
en la representacion en momentos es practicamente idéntico al de la representacion
en posiciones. En efecto, como los operadores = y p, en la representaciéon en
momentos son

Dz — Dz ; T — +ih
Dz

tenemos que el hamiltoniano del oscilador es

A=V4+K=-"2"""T_1

. . Mw?h? 92 1, 1d? 1,
J— f— J— K
2 Op2 2M"*
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donde ahora k es el momento lineal adimensionalizado
Q@
K= — 11.19
7 Pa (11.19)
De esta manera, las autofunciones Cim(pm) seran, salvo constante multiplicativa,

idénticas a las autofunciones ®,,(x), cambiando = por p, y « por ii/a. Esto es,

2,2
~ AP a“ps h
Py (pz) = Cnby ( - ) exp (— 573 ) con @ =4/ 47— (11.20)

estando dada la constante de normalizacién €, por

C, = (—i)" (Moi/ﬁ)m. (11.21)

donde el factor (—i)" se ha incluido para garantizar que ®,,(p,) sea estrictamente
la transformada de Fourier de ®,,(x):*

+o0 .
@ (pz) = \/2177771/ @n(m)e_lpzm/h dz. (11.22)

Trabajando en esta representacién en momentos, y siguiendo un procedimiento
practicamente idéntico al desarrollado en el ejemplo anterior, es relativamente
facil ver que la matriz del operador de momento lineal en la base de estados
estacionarios del operador es

Vi 0

vVio0 /2
- 0 V2 0o -
V2al 0 0 V3

(11.23)

ogoo
w

Esta matriz, naturalmente, es hermitica.

§ 4. Supongamos que el oscilador armonico se encuentra en su n-ésimo estado
estacionario |®y).

e El valor medio de su posicion es

+o00
(T)|,) :/_ z|®,(x)]* de =0 (11.24)

3 Esta es una propiedad general de las funciones de Hermite.



11.1. ESTADOS ESTACIONARIOS DE UN OSCILADOR

puesto que |®,(z)]? = ®2(z) es una funcion par.
Analogamente, el valor medio de su momento lineal sera

(P2)1®,) = 0, (11.25)

como corresponde a un estado estacionario ligado. Estos resultados son
consistentes con el valor nulo de los elementos de las diagonales principales de
(11.17) y (11.23).

e A su vez, el oscilador arménico verifica el llamado teorema del virial:

(K)o, = (V)je,) = %En (11.26)

es decir, en un estado estacionario de un oscilador armdnico los valores medios de
las energias cinética y potencial coinciden. Hay muchas maneras de probar este
teorema, siendo una de ellas la siguiente. Si calculamos explicitamente el valor
medio de la energia potencial en la representacién en posiciones, tenemos que

1“&)2 oo 2 2 Mw2 1 oo 2,2 x 2 2
= — - _ —T /05
(V)10 5 /_Oo x| Dy, (z)| dx 5 Q”n!\/Ea/ b (a)e dz.

—0o0
Si hacemos el cambio de variable z — u = z/a,

Mw2a2 +o00o
- 1
2 tinl/m ) o

Por otro lado, si evaluamos el valor medio de la energia cinética pero en la
representaciéon en momentos,

—u? hw teo 2
(V)io.) u?h? (u) e ™ du = W/ u?h? (u) e du.

1 Foo ~ 1 « +o0 ap 2,2 /32
K - 21d 24 :/ 22<J) —otpa /I g
(K)o = 537 /oo Pe|Pu(pe)dpr = Spom e | paba () e Pa

y hacemos el cambio p, — k = ap,/h, tenemos tras operar que

huw oo .2
<K>|q>n> - 2n+1n!ﬁ/w K/thz (H)e dk.

Esta integral es la misma que la que se ha obtenido en el calculo anterior del
valor medio de la energia potencial V', de manera que el resultado es coincidente.
Otra manera de demostrar el teorema del virial, pero sin necesidad de acudir a
las expresiones explicitas de las autofunciones, es partiendo de las propiedades
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(11.14). Sin embargo, la forma mas general y elegante de llegar a este resultado
es la que vamos a presentar en el siguiente ejemplo.

EJEMPLO 11.b. (*) El teorema del virial

Consideremos una particula que se mueve en una dimensién bajo la accién de una fuerza
conservativa Fy.(x) que deriva de la energia potencial V (z). Supongamos que la particula
estd en un estado estacionario |®) normalizable. Demuestre el teorema del virial

K)oy = —%@Fm@ (11.27)

donde K es la energia cinética de la particula. Particularice el resultado para un oscilador
armonico.
Ayuda: Parta de que (D(t)|2p,|P(t)) es constante en el tiempo.

Soluciéon:

Sabemos que para cualquier operador A (no necesariamente autoadjunto)

d . i A
7 (2)[4|2(1)) = —=(2(t)[[4, H]|2(t)).

Por tanto, para un estado estacionario |®(t)) = exp(—1Et/h)|®) se tiene que

i PRDN i PN
—7 (@MI[A4, H][2(1)) = — - (2[[4, H]|®) = 0
vy si hacemos .
A=ip, = —5(@|[p,, H®) = 0.
Desarrollamos el conmutador
UDUPS SRS ST
y sabiendo que
i i 1
*ﬁ[pzaH]*Fx ; h[va]* Mpza

tenemos . 1
1 AP " f K
— o (@|[ape H][®) =0 = (B[3F[®) + - (2]p|2) = 0.

Como K = p2/(2M), si |®) estd normalizado se obtiene directamente el teorema del
virial (11.27). R
Para un oscilador arménico F, = —Mw?%, por lo que el teorema del virial reza

(K)jpy = M; <i2>|¢> = (V)ja),

que es el resultado (11.26).
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11.2. DINAMICA CUANTICA DE UN OSCILADOR ARMONICO

§ 1. Una vez que hemos obtenido los estados estacionarios de un oscilador
armoénico y discutido algunas de sus propiedades, es el momento de abordar la
dinamica de una particula sometida a la fuerza F, = —Mw?z.

e Como sabemos del capitulo 6, si en el instante £ = 0 la funcién de onda de la
particula es U(z), para cualquier instante de tiempo tendremos que

U(z,t) = che*iE"t/hq)n(m), con ¢, = (O, | V). (11.28)

n=0

Esto nos permite analizar la dindmica del estado cuéntico con sélo conocer las
coordenadas {c,} de su funcion de onda en ¢t = 0 en la base de autofunciones de
la energia.

e Por otro lado, si designamos por (A); al valor medio de un cierto observable A
en el estado dindmico |¥(t)), sabemos que

4 g, i

h<[A, H]), (11.29)

y, en particular, para los observables posicion y momento lineal tenemos los
teoremas de Ehrenfest

d 1 d
0t = 37 (Pt 2 (Pade = —Muw*(z) (11.30)
donde ya hemos utilizado que F, = —Mw?z. Si ahora derivamos respecto del

tiempo la primera igualdad y sustituimos d(p,):/dt de acuerdo con la segunda,
llegamos a que

d2

Tl = —w(x). (11.31)

Esta es la ecuacion de evolucion de la posicion de un oscilador clasico. Su solucién
general es

()t = (x)p cos(wt) + (pz)o sin(wt), (11.32)

Mw

siendo (z)o y (pz)o los valores medios en ¢ = 0 de la posicién y el momento
lineal, respectivamente. Como consecuencia, en el oscilador armdnico cudntico el
valor medio de la posicion sigue la misma ley de evolucion que la posicion de un
oscilador cldsico.
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Por el primer teorema de Ehrenfest esta afirmacién también es cierta para el
momento lineal. Sin embargo, ya que para cualquier observable A(z,p,) se tiene
en general

(A(z, pe))e # A((@)1, (Pr)t),

la correspondencia anterior no se puede extender a priori a otras magnitudes
fisicas. El siguiente ejemplo ilustra este punto.

EJEMPLO 11.c. Evolucién temporal en un oscilador arménico 1
La funcién de onda normalizada en el instante ¢ = 0 de una particula de masa M que
estd sometida a la acciéon de una fuerza armonica de pulsaciéon w es

¥(@,0) = Z=o(a) + =i (a),
donde ) o . %
Po(z) = We’x /200 @y () = ENCORERS /(20%)
son las dos primeras autofunciones de la energia del sistema y o = (/i/(Mw) es la

longitud natural del oscilador.

a) Escriba la expresion para ¥(x,t). Como consecuencia, analice como evoluciona en
el tiempo la densidad de probabilidad p(z,t) asociada a la posicion.

b) Obtenga, para cualquier instante de tiempo, los valores medios de la posicion y el
momento de la particula. Compruebe que los resultados son los correspondientes
a un oscilador clasico.

c) Halle para cualquier instante de tiempo el valor esperado de la energia potencial.

Solucion:

a) De manera directa

1 .
7(131(1,)6—1E1t/h

1 .
U(x,t) = —=Bg(x)e Eot/h 4 7

V2
y como E, = (n+1/2)hw
—iwt/2
V2

(el ultimo paso no es necesario pero, como veremos, facilitard bastante los siguientes
calculos).

e

U(z,t) = % (eii“’tm(ﬁo(x) + q)l(m)efiiiwtﬂ) _ (q)o(x) + @1(37)64“”&)

La densidad de probabilidad para la posiciéon es

plz,t) = |U(z, 1) ]@0 ) + By (z)e 0|
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3 2 4 0 1 2 3 3 2 4 0 1 2 3 -3 2 4 0 1 2 3
0.8 08 08
t=0 t=T/8 t="T/4
~06rt=T 061 t="7T/8 06 t=3T/4
%0.4 04 0.4
N}
0.2 0.2 0.2
0.0l e 0.0 0.0
3 2 4 0 1 2 3 3 2 4 0 1 2 3 3 2 4 0 1 2 3
xla xla xla
3 2 4 0 1 2 3 2 0 1 2
08 0.8
t=3T/8 t=T/2
~08t=5T/8 06
%0.4 0.4
N
02 02
0.0 0.0 e
3 2 4 0 1 2 3 2 0o 1 2
xla xla

Figura 11-2. Evolucion de la densidad de probabilidad p(z,t) correspondiente al ejemplo 11.3
durante un periodo de oscilacién. Las lineas verticales sefialan la posicién del valor medio de =

y como las autofunciones ®,,(x) son reales

1

p(,t) = = (B2(2) + D3(x) + Bo(2)®y (x)e ! + By () Dy (x)e ) =

|

1 —et /e 222 2
=3 (®3(z) + D (z) + 2@ ()1 () cos(wt)) = ¢ 1+ % + 2% cos(wt)

2T

donde hemos usado que cos(wt) = [exp(iwt) + exp(—iwt)] /2. La funcién p(z,t) oscila
entonces con periodo T = 27 /w (vea la FIG. 11-2).

b) El valor medio de la posicién es

U*(z,t) x ¥(x,t) dx
y sustituyendo ¥(x,t) por su expresién tenemos que

(@) = 5 ((Ro|2[@o) + (@1]2[@1) + (Ro|&[@1)e ™" + (P1]2[@o)e ™).

N~

Ahora bien, el valor medio de la posicién es cero para cualquier estado estacionario del
oscilador. Por otro lado, como z y ®,,(x) son reales, (®¢|2|®1) = (P1|2|Po), ¥ queda que

(@)t = (Pg|Z|P1) cos(wt).
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Ya sélo basta evaluar el elemento de matriz, bien explicitamente o bien usando la
representacion matricial de & dada en (11.17). Como mera ilustracién procedamos al
calculo directo. Sustituyendo ®¢(x) y ®1(x),

2 [t 20 [T
(Do|2|®1) = Lz w2 gy = \fa/ we™ W du = =
vro? J oo VT ) V2

v, en definitiva,

(x)e = il cos(wt),

V2
que corresponde a un movimiento oscilatorio armoénico simple de pulsacién w y amplitud
a/\/i El valor medio de la posicién evoluciona clasicamente.

A su vez, el valor esperado del momento lineal es

+o00 z
(ahe = (WOIpLl00) = =it [ w20

— 00

dx.

Desarrollando y teniendo en cuenta que el valor esperado de p, es cero en cualquier
estado estacionario normalizable,

1 ~ —iw A iw
(o) = 5 ((Rolpa|®r)e™" + (@1]pe|Ro)e ™)

Usando los elementos de matriz de p, dados en (11.23) (o evaludndolos explicitamente)
tenemos que

+oo d®, () in
D[Py |P1) = (P1|pz|Po)* = —ih Dy (x de = —
(@ls|1) = (@1[3,]00)" = it [ @) =
por lo que
_ lh —iwt +iwt) __ h :
(pa) = 232 o (e et = Tiasm(wt).

También podriamos haber usado directamente el primer teorema de Ehrenfest,

()t = Md<$>t = _Mow sin(wt) =

dt NG

llegando, naturalmente, al mismo resultado.

sin(wt),

h
V2
c) El valor medio de la energia potencial es

1 N N N . N .
(V) = 5 ((@0[V[o) + (1] V1) + (@0 |V[@1)e " + (1] V[ Bg) ")

Los dos primeros elementos de matriz los podemos calcular directamente a partir del
teorema del virial (®,,|V|®,) = E, /2. Los dos iltimos son cero porque el integrando en
el producto escalar es impar,

. . 1 Foo
(Bo|V|®1) = (B1|V|DPg)* = §Mw2/ o)z @y (2)dx = 0.

— 00
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Queda en definitiva que

1 (Ey B\ 1
<V>t_2<2+2>_2hw’

que resulta ser constante en el tiempo, lo que no sucede en el analisis clasico del problema.

11.3. OPERADORES DE CREACION Y DESTRUCCION

§ 1. Consideremos un oscilador armoénico unidimensional de frecuencia w y
longitud natural o = +/h/(Mw). Definamos los operadores creacion, af, y
destruccion, a, del oscilador como

dT:1<1i_iaﬁ>

V2 \« [

vz (11.33)
R 1 1A+,aA

=— |- i—pg

“ V2 \a ke

Estos operadores no son autoadjuntos, por lo que no representan magnitud fisica
alguna. Sin embargo, tal y como senala la notacién que hemos escogido, son
adjuntos el uno del otro. Usando estos operadores podremos hacer un tratamiento
muy elegante de la dindmica cuéntica del oscilador que, con pocas modificaciones,
se usa en otras muchas aplicaciones mas avanzadas de la teoria cuéntica.

En primer lugar, a partir de (11.57), los operadores de posicién y momento
lineal se escriben como

3= % (&T + a) L P = \/i;fa (&T - a) . (11.34)

Como consecuencia*

2o I

4 Tenga cuidado con el orden en el producto de operadores puesto que, en principio, a4 y af no
conmutan.
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y el operador hamiltoniano del sistema es

N 1 1 huw

Por otra parte el conmutador entre los operadores de destruccién y creacién es

1
AAT _ =
[a’a]72 «

y desarrolldndolo y usando las reglas de conmutacién candnicas, tenemos que

[a,a'] = aa" —ala=1 (11.36)

donde I es el operador unidad, que habitualmente escribiremos como “1”. De esta
forma
ata+aal =1+ 24'a

y el operador hamiltoniano H es

. 1 1
H=m<eﬁa+2> Ehw<ﬁ+2> (11.37)

siendo 7 = afa un operador autoadjunto denominado operador nimero.

§ 2. Con la ayuda de los operadores ' y @ podremos obtener el espectro de
energias del oscilador y una relacién de recurrencia para los estados estacionarios
de manera mucho més simple que mediante la resolucién directa de la ecuacién
de Schrédinger estacionaria que vimos en la seccién 11.1.

Para ello empecemos evaluando el conmutador [H,a]. Partiendo de (11.61) y
obviando aquellos conmutadores que son trivialmente nulos,

[H,a) = hwlata, a) = hwlal, ala = —hwla, afla.
De acuerdo con la regla de conmutacion (11.60), nos queda que
[H,d) = —hwa. (11.38)
En consecuencia, para cualquier estado |¥) se tendra que

(f{a - aﬁ) 0) = —hwa|l) = H(a|T)) = <aﬁ - ma) 0) =4 (H - hw) ).
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En particular, si |®,) es un autoestado normalizado de H con autovalor E, (n=
0,1,2,3,...), de la ultima expresion tendremos que

(al2,)) = a( (B — hw)|@0)) = (B, — ) (a]2,).
Por tanto, a|®,,) es autoestado de H con autovalor FE,,—hw, aunque nada garantiza

que a|®,) esté normalizado. En consecuencia, si |®g) es el estado fundamental se
debe cumplir que

a|®g) = 0, (11.39)

ya que no existe ningin autoestado de la energia con autovalor menor que Ejy
(observe que usamos 0 en lugar del ket nulo |nul) para no cargar la notacion).

De similar manera se demuestra que
[H,a"] = hwa! (11.40)

y que af|®,) es autoestado de H con autovalor E, + hw.

Si ahora hacemos actuar H sobre |®g), usando (11.61) tenemos que
. 1 fuw
H|®g) = hw (a*a + 2) Do) = hwa'a|do) + 5 1®0)
pero como a|®y) = 0

I:I’(I)0> = %|<b0> = Ey= %

Hemos, pues, obtenido la energia del punto cero sin resolver ninguna ecuacién
diferencial. Si ahora hacemos actuar a' sobre |®) tendremos un autoestado con
energia 3fw/2. Una segunda actuacion de a daria un autoestado con energia
5hw/2 y, en general, la actuacion de (af)” sobre |®¢) resultara en un autoestado
con energia (n+1/2)hw. Estos valores forman asi parte del espectro de H. Ademés,
son los tnicos posibles puesto que actuaciones sucesivas del operador destruccion
a sobre un hipotético autoestado cuya energia no sea igual a (n + 1/2)Aw, con
n € N, terminaria condiciéndonos a un autoestado con energia menor que hw/2,
lo que es imposible.®

5 La tnica manera de evitarlo seria que existiese un estado |9) # |¥o) tal que a|¥) = 0, pero ello
es imposible, ya que el 4nico estado que verifica la igualdad a|9) = 0 es el autoestado de la energia con
autovalor fuw/2, el cual es anico debido a que el espectro de energias es no degenerado.
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En suma, el espectro de energias es
E, = (n + ;) hw con n=0,1,2,... (11.41)
y el autoestado con energia E,, es
) o (aF)"|y).
La actuacion de los operadores de creacion y destrucciéon sobre ese estado es

al|®,) o [Ppy1) 3 al®,) o [Bp_y).

Ya so6lo falta obtener las constantes de proporcionalidad en las relaciones
anteriores. Ello es sencillo si partimos de

Q>

i) = (ot - ) 1B = nle), (11.42)

y usando la regla de conmutacion (11.60),
aal|®,) = (n+ 1) |®,). (11.43)

Como los autoestados estan normalizados, tendremos que

1
‘q)n—1> = A7&|q>n> = d|q)n> = ”&‘q)nw |(I)n—1>
|G| ®n) |

y basta evaluar ||a|®,)|| (jcuidado con la manipulaciéon de adjuntos!):

||&’(I)n>” =V <&(I>n‘&q)n> =V <(I)n’&qu)n> =V n<<I)n|(I>n> = \/ﬁ

donde en el pentltimo paso se ha hecho uso de la ecuacion (11.42). Llegamos asi
al primer resultado buscado:

a|®,) = v/n|®n_1). (11.44)

De similar manera tenemos que

[®ny1) = |&T|<I>n> = @l|®n) = [|af[@n)] [Pn1)

1
|| @)]

donde ahora

lat|@.)]| = /(@i @alai®,) = \/(@,laat@,) = Vi T 1,
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habiéndose utilizado (11.43). Por consiguiente,

al|®,) = vVn + 1|®y11). (11.45)

Finalmente, puesto que

(@h™ [®o) = V1(ah"" |®1) = VI x2(ah)" 2 |®)
=VIx2x3@N"3 @) =...=V1x2x3x...xn|®,)

tenemos que el n-ésimo autoestado normalizado de la energia esta dado por

|®n) = —=(a")"|®o). (11.46)

Sl

En resumen:

OPERADORES DE CREACION Y DESTRUCCION

Definicioén:
5 (5o +i30)
— T 1
f

[a,a | =aal —ata=1 ; [H,a]=—-hwa ; [H,al]=hwal

Q>
ey
Il
Sl
[\
N\
S|~
=
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=

Actuacion sobre autoestados normalizados de H

a|®,) = v/n|®,_1) 3 al®,) = v+ 1|®nq)

Magnitudes fisicas en términos de a y a':

i= o (al+a) nga(a*—a) ; ﬁ=m(a*a+1>

donde o = \/h/(Mw) es la longitud natural del oscilador.

EJEMPLO 11.d. Representacién en posiciones de i
Una particula de masa M se mueve en una dimensién bajo la accién de una fuerza
armoénica con pulsacion w.
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a) Obtenga el operador de destruccién & en la representacion de posiciones.
Como consecuencia, obtenga la actuacion del operador de creacién en dicha
representacion.

b) Halle la funcién de onda del estado fundamental ®q(z) a partir de la igualdad
a|®p) = 0.

c) Usando las propiedades del operador creacién, encuentre una expresion cerrada
que nos permita evaluar directamente la funcién de onda ®,,41(z) en términos de
D, (z).

Solucién:

a) Es inmediato obtener que ,

. 1 /1, n Lo, 1 /1 n d
a=—=—-24+i=p, | =—|—2x+a— ).
V2 \a Y V2 \«a dx
El operador adjunto de a es el operador creacién. Recordando que el adjunto de la
derivada es menos la derivada,

d’f_i lx—ai
V2 \a dz )~

b) En la representacion en posiciones, la igualdad a|®o) = 0 se escribe como

% <;m + a(i) D(z) =0 = %‘Po(x) = —5(1)0(:5).

La solucién de esta ecuacién diferencial es inmediata

22
Do (z) = Cpexp <_W> ,

donde Cqy es una constante multiplicativa arbitraria, que podemos determinar imponiendo
la normalizacién de ®q(x).

c) Partiendo de af|®,) = /n +1|®, 1) tenemos que

Buia(0) = T (o) = e (jmx)ad@;f)), (11.47)

que nos permite evaluar directamente la funciéon de onda ®,,41(x) en términos de ®,,(z).

§ 3. La utilidad de los operadores @ y G no se limita a la obtencién algebraica
del espectro de energias y de los autoestados correspondientes sin necesidad de
resolver explicitamente la ecuacion de Schrodinger estacionaria. Toda magnitud
dinamica se expresa en funcion de & y p, y, en consecuencia, de a y al.
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Como conocemos la actuacién de estos operadores sobre la base de autoestados
de la energia podemos entonces analizar cualquier problema dindmico en una
representacion puramente matricial.

Por ejemplo, la actuaciéon de & sobre los autoestados de la energia es

o o
75 (@ a) o) = 75 (v )
a'+a)|®,) = n+1|® + vn|®,_ 11.48
75 (@ +a) o) = o)+ VlB,)  (1148)
que, obviamente, coincide con la expresion (11.15) que obtuvimos utilizando la
representacién en posiciones y las reglas de recurrencia entre los polinomios de
Hermite.

i”’@n) =

Igualmente, para el momento lineal tendremos que

Pl ) = ;;Q (af - a) 12, - j;a(ﬁm [®41) — Vi, 1)), (11.49)

resultado que es consistente con la matriz P, dada en (11.23).

Como ya hemos visto, los operadores &2 y p® estan dados por

2 2 2
% = % (aT +a) - %((a*ﬁ + a2 +a*a+aa*)
(11.50)
—ﬁQ 2 h2
=5 (at-a) = ﬁ(—(eﬁﬁ ~a?+ala+ aaf)
Si ahora tenemos en cuenta que H = hw(ata + aa')/2 y que o? = h/(Mw), los
operadores de energia cinética y energia potencial son
A 1 1. hw
K= A2 :fH——(AT2 A2)
aatr ot m (@) ta
(11.51)

V= 7M 232 7H+%<(“T)2+&2>.

De esta forma, la actuacion de K y V sobre el n-6simo estado estacionario es
5 E, hw
K|0) = ZH0,) = =2 (Vi F D+ 2) [@sa) +v/n(n = 1) [00-2))
(11.52)

V|d,) = —\@ <\/n+1 Y+ 2) |Ppyo) + /n(n — 1) @, 2>
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lo que nos permite hallar facilmente los elementos de matriz (D|K|®,) y
(®5|V|®,). Observe que estos elementos de matriz son nulos excepto si s = n
6 |s —n| = 2y, en particular,

(K)o, = (PalK|Pa) = == 5 (V)je,) = (Pa]V]|®0) = =

que es el teorema del virial.

EJEMPLO 11.e. Evolucién temporal en un oscilador arménico 11

El estado cuantico de un oscilador armoénico de masa M y pulsacién w verifica que en
una hipotética medida de la energia hay una probabilidad 1/3 de hallar el valor hw/2
y una probabilidad 2/3 de obtener el resultado 57w /2. Escriba el estado mas general
compatible con esta informacion. Halle como evolucionan en el tiempo el valor medio y
la incertidumbre de la posicion de la particula.

Solucién:

En el instante t = 0, el estado cudntico |V) es una combinacién lineal de los autoestados
de la energia |®g) y |®2) con coeficientes co y c2 tales que |co|*> = 1/3 y |ea|? = 2/3.
Como el vector de estado esta definido salvo constante multiplicativa global, podemos
escoger ¢y = 1/ V/3, pero con los datos que se nos suministran no sabemos cudl es el
argumento § de co. En suma,

1 5 [2
) = o) + ¢ 20

y para cualquier instante de tiempo,

—1w1‘/2
W(t)) = \f@o 15\/7|<I)2 ) +e"§ 51wt/2\/7q)2

donde hemos usado que E, = (n+ 1/2)hw

El valor esperado en un instante t de un observable A es (A), = (U(t)|A|¥(t)).
Desarrollando

(A): = 5 (@0l A[o) + 2 (Ba] 2

@ei(zwtﬂs
3

+ @efi(thfé
3

/(@] A Do) + (0| A|@,). (11.53)

Para hallar (Az); debemos ver cémo evolucionan en el tiempo x y x?. Sin embargo,
como el operador & sélo conecta autoestados de H con niimeros cudnticos consecutivos

(@o|2[Pg) = (P2|2[P2) = (P2|2[Pg) = (Po|Z[P2) =0

por lo que (x); = 0.
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En la obtencién de (x?); necesitamos evaluar previamente los elementos de matriz
(®0|22|@g), (P2|22|P2) v (Po]22|Pg) = (Po|22|P2)*. Los dos primeros son inmediatos
usando el teorema del virial:

N 2 A 2 B,
(@nl%1®n) = 577 @nlVI®n) = 57557 = (’” ) o

Para el tercero, si desarrollamos 3% en términos de a y af,

. o . 0 aba L an
(@]32|@0) = (@] (@")? + a2 + ala + aaf |20)
pero como sélo (a')?|®q) da un resultado proporcional a |®3),
a? a? a? a?
D5 |22 Do) = —(P2](a")?[ @) = — (Ba]al|®1) = —=(D2|P2) = —=.
(2|27|Po) = —-{P2[(a")"|@o) = —-(P2[aT|1) \/5<2|2> 7

Sustituyendo los elementos de matriz en la expresién general (11.53),

11 1 ; 1 2
(@®) = EQQ + ge‘(m"s)oz2 + geﬂ(%t"s)oz2 = % (11 + 2 cos (4wt — 6))

y, en definitiva,

(Ax)y =/ (22); — ()2 = \/(22); = %\/11 + 4 cos (2wt — 9).

EJEMPLO 11.f. Espectro del operador creacién

El operador creacién a' de un oscilador arménico unidimensional de frecuencia w y masa
M no es autoadjunto, por lo que no podemos anticipar nada respecto a la estructura
de su espectro. Planteando en la representacion de posiciones la ecuacion de autovalores
at|9) = z|9), con z € C, demuestre que o(al) = {2}

Solucién:

La ecuacion de autovalores es

% (;x - a@ () = 20(x)

o, equivalentemente,

%19(3:) = % (x — \@az) V().

La solucién de la ecuacién diferencial es
1 2
d(x) = Aexp [+W (x - \/5042’) }

siendo A una constante multiplicativa arbitraria. Independientemente del valor de z, esta
funcién 9(x) va a divergir cuando |x| — Fo0, por lo que ni es normalizable ni acotada.
Se tiene entonces que el espectro del operador creacién es el conjunto vacio.
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Ingenuamente se podria pensar que lo mismo sucede para el operador de destruccién a.
Sin embargo ya hemos visto que el estado fundamental del oscilador es autoestado de
a con autovalor nulo. De hecho, y como vamos a ver en la préxima seccion, el espectro
puntual de a jes todo C!

11.4. ESTADOS COHERENTES

§ 1. Analicemos en esta seccién un tipo de estados no estacionarios de un
oscilador armoénico de masa M y pulsaciéon w que exhiben propiedades fisicas
muy notables.

Diremos que, en un cierto instante de tiempo, la particula esta en un estado
coherente si su funcion de onda ¥, (x) es autofuncion del operador destruccion
a con autovalor z. Para obtener W, (x), planteemos la ecuacion de autovalores

aV,(x) =2V,(x), con zeC.
Sustituyendo @ por su expresion,

\}i (i:c + adi> U, (2) = 20, (2),

siendo « la longitud natural del oscilador. Reescribiendo tal ecuacién como

d

L0 (1) =~ (v Vaz) W(a)

es inmediato comprobar que su soluciéon es

V.(z) = Aexp [_2; (v - v32) 2] |

donde A es una constante arbitraria.

La anterior funcién es normalizable para cualquier valor de z € C, lo que
implica que op(a) = C. En efecto, si escribimos el escalar complejo az como

V2az = zg + ia?ko (11.54)
tenemos que

(:17—3:0)2} exp(+ikox)

v, (z) = Aekta?/2o=ikozo exp [— 507
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que resulta ser un paquete gaussiano centrado en zg = v/2a Re(z) y para el que el
valor medio del momento lineal es py = hikg = v/2h Jm(z)/a. Si ahora escogemos
la constante A de modo que V() esté normalizada, tenemos que para cada valor
z € C hay un estado coherente cuya funcién de onda normalizada es

T0 = V2aRe(2)
V2 .| (11.55)

ko = Y23
0 o Jm(z)

e+ik0(a¢—:ﬂ0)

U(x) = WGXP [—

_ 2
@7220)} con
a

A partir de (11.55), la densidad de probabilidad p(x) asociada a una medida
de la posicién es la funciéon gaussiana centrada en zg dada por

1 x — x0)?
p(x) = Tra exp [—(0520)} ., con xp = V2 Re(z). (11.56)

§ 2. Obtengamos ahora la funcién de onda normalizada ¥,(x) de un estado
coherente como combinacién lineal de las autofunciones de la energia @,(z).
Partamos de la expresion general

) 00 -1/2
U.(x) =B cn®u(z), con |B|= (Z\c,ﬁ) : (11.57)
n=0

n=0

Como
Qv (z) =B e aPp(z) =B cav/n ®p1(z) =B cpprvn+ 1 Op(x)
n=0 n=1 n=0

la condicion aV,(x) = 2¥,(x) se traduce en la siguiente relacion de recurrencia
para las coordenadas c¢;:

z z

Por tanto, si hacemos sin pérdida de generalidad que ¢y = 1, inmediatamente
llegamos a que ¢, = z™/v/n!. En consecuencia, la constante de normalizacion B

cumple que
[ee) _1/2 0 ‘ ’277, _1/2
z 12
3] = (}jm?) - <Z n,) _RR
n=0 ’

ZCp =Cppivn+1 =
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donde hemos usado el desarrollo de Taylor de la funcién exponencial. En suma,
salvo constante multiplicativa de médulo unidad fisicamente irrelevante, la funcién
de onda normalizada de un estado coherente es

W, (z — 2?2 iq)n x), conzé€C. 11.58
(z) T;)m (z) ( )

§ 3. Supongamos ahora que la funcién de onda de la particula en el instante
t = 0 es la correspondiente a un estado coherente con un cierto autovalor zp:

U(2,0) = Upy(x) = e 025" g ().

Puesto que ¥(z,0) esta expresada como combinacién lineal de autofunciones de
la energia, la funcion de onda ¥(x,t) en un instante t arbitrario es:

U(z,t) = e—|20|2/2;%€_wnt¢n(w)7 con w, =~ = % +nw.  (11.59)
Ahora bien,
e lwnt efiwt/2efinwt _ efiwt/Q (efiwt)n

y sustituyendo en (11.59) llegamos a que

f2g-luol? /2§~ (06"
_ —iwt —|2z0
U(z,t)=e e Z;) N D, (x).
n
Por tanto, si definimos la funcién temporal z(t) = zpe ™!, cuyo médulo |z(t)| es
|20| para todo ¢, tenemos que
U(x,t) = e Wi/2 V. p(x), conz(t) = zge T, (11.60)

El factor exp(—iwt/2) es independiente de la posicion, por lo que podemos concluir
que st en un instante t = 0 el oscilador armdnico estd en un estado coherente
con autovalor zg, en un instante de tiempo posterior t sigue siendo un estado
coherente pero con autovalor z(t) = zpexp(—iwt).

A la vista de (11.60), los valores esperados de la posicion y el momento lineal
en un instante ¢ arbitrario son

() = V2a Re(2(t)) (pa)e =

VI S (a(0)
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y usando que exp(—iwt) = cos(wt) —isin(wt) y que a = \/h/(Mw), tenemos que

()t = (x)g cos(wt) + 7<px>o sin(wt) {@)o = V20 Rez
Mw con 9
(p2)e = (pa)o cos(wt) — Mw(z)g sin(wt) {pz)o = —— sz? |
11.61
A su vez, la densidad de probabilidad es
1 x— (x))?
p(x,t) = Jra exp [—W] . (11.62)

En consecuencia, p(z,t) oscila como un todo, sin deformarse, y su centro (x); sigue
la misma ley de evoluciéon que la posiciéon de un oscilador clasico de pulsacion w
vy masa M. Es por ello por lo que a los estados coherentes se les llama a menudo
también estados semicldsicos. Finalmente, como W(z,t) es un paquete gaussiano
(recuerde la ecuacion (11.55)), tendremos que

1 h
(Az)y = ﬁa ; (Apz)t = E (11.63)

tal y como obtuvimos en el ejemplo 3.e.

11.5. EL OSCILADOR ARMONICO EN VARIAS DIMENSIONES

§ 1. Consideremos ahora que una particula de masa M se mueve en el espacio
bajo la accién de una fuerza de la forma

F(r) = -K,zu, — Kyyu, —K,zu,, con K; >0 (i=u=x,y,2), (11.64)

que deriva de la energia potencial
_1 2 L 2 1 o _ 1 2,2 2,2 2.2
Vi(r) = 5Kea” + gKyy” + 5K.2" = 2M(wmx +wyy’ +wiz’) (11.65)

donde w; = +/K;/M es la frecuencia natural asociada a la componente
i-ésima de la fuerza F(r). Podemos apreciar que F(r) es la suma de tres
fuerzas recuperadoras, orientadas en direcciones perpendiculares del espacio y
desacopladas entre si. Tenemos entonces que la dindmica del sistema es separable
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y el operador hamiltoniano de la particula seré, en la representacion en posiciones,

. N N h2 R R N
H:K+V:—%V2—|—V(r):Hx+Hy+Hz
(- |
=————— + -Muw2a?
T 2 x
2;‘24 5;; i (11.66)
2 2,2
con Hy— main+§ yy
. o0 1
| H: =~ ~Mw?z?

Si aplicamos ahora la teoria general de sistemas cudnticos separables que vimos
en la seccién 6.7, una base ortonormal del espacio de las funciones de onda de
nuestro sistema estard compuesta por las autofunciones de la energia

— plwe (wy) Wz —
DPpyiny . (T) = <I>£Lm ) () O, (y) @512 )(2) con n;=0,1,2,... (11.67)

donde (1)7(;‘;) es la mn-ésima autofuncién normalizada de la energia de un
oscilador arménico unidimensional de masa M y pulsaciéon w. La autoenergia
correspondiente a la autofuncion @y, ,, . (r) serd igual a la suma de las energias
de oscilacién parciales en cada direccion del espacio:

1 1 1
Enz,ny,nz = <nx + 2> hwg + <ny + 2) hwy + (’I’Lz + 2) hw.,. (1168)

Estas autofunciones estian entonces caracterizadas por tres numeros cuanticos,
{ng,ny,n.}, que estan relacionados con la dinamica de la particula en cada
coordenada espacial. Observe que @, 5, n.(r) es autofuncién simultdnea de los
operadores ﬁm,ﬁy,ﬁz que, en el presente caso, constituyen un CCOC: la base
de representacion formada por estas autofunciones es la asociada a este conjunto
completo de operadores compatibles (en caso de necesitarlo, repase la discusion
de la seccién 7.2).

El nivel energético N (por convenio, N = n, +ny +n, = 0,1,2,...) estard
formado por todas aquellas autofunciones para las que se cumple que Ep, n, n. =
En, y todas las combinaciones lineales de esas autofunciones. Como consecuencia,
el sistema tendra niveles energéticos degenerados si hay diferentes combinaciones
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de ntimeros cuénticos que den en (11.68) la misma energia. El siguiente ejemplo
ilustra esta situacion.

EJEMPLO 11.g. Degeneracién en un oscilador tridimensional
La energia potencial de un oscilador arménico tridimensional de masa M es

1
V(r) = §M (wia® + wly® + w22?),

siendo w, = w, = w y w, = 2w. Puesto que las tres pulsaciones w; no son iguales, se dice
que éste es un oscilador armonico anisdétropo.

a) Obtenga las energias permitidas del sistema.
b) Halle la degeneracion de los cinco primeros niveles energéticos del sistema.

Solucién:

a) Si aplicamos (11.68), las energias permitidas estin dadas por

1 1 1
Ena,,ny,nz = (nw + 2> hw + <ny + 2> hw + <nz + 2) 2hw

y reordenando términos
Enyngm. = (Mg +ny +2n, +2)hw con n; =0,1,2,3, ...

b) Asignando de manera ordenada valores a los nimeros cuanticos {n,,n,,n}, los cinco
primeros niveles energéticos son

N | Eyn {ng,ny,n,} gN
0 | 2hw 10,0,0} 1
1 | 3hw {1,0,0},{0,1,0} 2
2 | dhw {2,0,01,{0,2,0},{1,1,0}, {0,0, 1} 1
3 | 5hw | {3,0,01,{0,3,0},{2,1,0},{1,2,0},{1,0,1},{0,1,1} | 6
| ore 74,0,07,{0,4,07,{3,1,0],{1,3,0}, (2,2, 0}, .
{2,0,1},{0,2,1},{1,1,1},{0,0,2}

donde gn es la degeneracion del nivel N-ésimo. Observe que la energia del nivel
fundamental es Ey = 2hw (energia del punto cero) y que es no degenerado.

§ 2. Un caso particularmente importante es aquél en el que w, = wy = w, = w
(oscilador armdnico isétropo tridimensional). La energia potencial es

1 1
V(r) = §Mw2(ac2 +y*+2%) = §Mw27‘2 (11.69)
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que corresponde a la fuerza recuperadora central

F(r) = —Mw’(zu, + yu, + 2u.) = —Mw’r (11.70)

Debido a la separabilidad del sistema en tres subsistemas unidimensionales,
una base de autoenergias estd compuesta por las funciones normalizadas

(I)nz,ny,nz (r) = ®,, () q’ny (y) ®n.(2), (11.71)

siendo ®, la mn-ésima autofuncién normalizada de un oscilador armonico
unidimensional de pulsacién w y masa M. Por tanto, usando (11.12), (11.13)
y que 1"2::172+y2+22,

b, (/) ba, (y/a) ba. (2/a 2
B,y (1) = — (z/@) bn, (y/a) bn /1/)2 exp | —53 ) (11.72)
con o = \/h/(Mw). La autoenergia correspondiente sera entonces
3

Como consecuencia, la energia En y la degeneracion gy del nivel N-ésimo del
sistema es (N = ng, +ny +n;)

N+1)(N+2
EN:<N+2>M ; gN:( +1)(V+2) con N=0,1,2,...

2

(11.74)
ya que hay gy = (N + 1)(N + 2)/2 maneras de sumar tres numeros naturales
(incluido el cero) dando como resultado N. Por ejemplo, los nimeros cuénticos
{ng,ny,n.} correspondientes al nivel N = 3 (con E3 = 9hw/2 y g3 = 10) son:
{3,0,0}, {0,3,0}, {0,0, 3}, {2,1,0}, {2,0,1}, {0,2,1}, {1,2,0}, {1,0,2}, {0, 1,2},
{1,1,1}.

§ 3. Puesto que la fuerza de un oscilador isétropo es central, podemos también
obtener el espectro de energias del sistema usando las técnicas que estudiamos en
la seccion 8.5. Como {H,L? L,} es un CCOC del sistema, existe una base de
representacion formada por autofunciones de estos tres operadores. Consideremos
el nivel N-ésimo y sea

n,=1,2,...
Yim(6,0), cong £=0,1,2,.. (11.75)

m=—(,....0,....,+¢

Uy, o(r
q)nr’&m(r) — "7()



11.5. EL OSCILADOR ARMONICO EN VARIAS DIMENSIONES

una de estas autofunciones de {H,L? L,}. Aqui, Y¢,,(0,¢) es un armonico
esférico y uy,, ¢(r) satisface la ecuacion de Schrédinger radial reducida en el
intervalo r € [0, 00)

2 72 2
_%% + %Moﬂr? + % Up, ¢(r) = By, pup, o(r) (11.76)
(recuerde la ecuacion 8.64 del epigrafe §8.5.3). Cuando r — 0, la autofuncion
Uy, ¢(r) es proporcional a r*! (compruébelo). A su vez, ®,, 4,,(r) tiene que ser
combinacion lineal de las autofunciones ®,, n,n».(r) con igual energia dadas por
la ecuacion (11.73). Ello implica que uy, ¢(r) es igual a un polinomio multiplicado
por exp[—r?/(2a)?]. Esto nos permite escribir que

2
U, o(r) = r'f (2) exp (2;2) (11.77)

donde f(p) es un polinomio con término independiente no nulo. Si sustituimos
(11.77) en la ecuacion (11.76), operamos y simplificamos, se llega a que f(p)
satisface la ecuaciéon diferencial

d2 d 3 En
z dfp(zﬂ) +(E+1-0%) fd(pp) - <€+2— m)e) pF(p) =0 (11.78)

La solucion general de (11.78) es, salvo constante multiplicativa,

— 3 2 _ 1 3 Enhf
f(p)_F|:CTLT,57£+27p:| ’ COnCnr7g_2<£+2 B )

y donde F es la llamada funcidn hipergeométrica, definida como

Fla,b,o] =1+ 2+ afla+1) 5 a(a+1)(at2)

b b1 2 b(b+1)(b+2)3!x3+... (11.79)

Como hemos anticipado, f(p) ha de ser un polinomio, por lo que la serie
F [Cnmg, C+3/2, p2] debe truncarse en algin momento. Ello sélo es posible si ¢, ¢
es igual a un entero no positivo, esto es, si ¢, y = 1—n;, con n, = 1,2, ... Entonces,
f(p) es un polinomio de grado 2n, — 2 con todos los monomios de grado par. La
igualdad ¢y, » = 1 — n, se traduce directamente en que la autoenergia E,, , es

E 2 (ny — 1)+ £ 3} o = b2 (11.80)
IS n—1)+£6+ - , con .
‘ 2 (=0,1,2, ..
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Las autofunciones correspondientes estan dadas por

3 2
(I)nr,l,m(r) = enr,l Fi|l- nraé‘i‘ 57 % TZ €_T2/(2a2) Yg m(@,gp) (1181)

)

con Gy, ¢ una constante de normalizacion.

Observe que hay distintas combinaciones de n, y ¢ que dan lugar a la
misma energia, por lo que el oscilador armoénico isétropo exhibe el fenémeno de
degeneracion accidental, que se presentd en §8.5.5.

§ 4. Introduzcamos ahora el niumero cuéntico N = 2 (n, — 1)+¢, que caracteriza
el nivel energético, y que puede tomar los valores N = 0,1, 2, ... Entonces, como
ya sabiamos,

By = (N—f—g)hw, con N=0,1,2,...

Una base del nivel N-ésimo estara formada por las autofunciones ®,, ¢ (r)
cuyos numero cudnticos verifiquen que

{=N,N-2 .. 0lun
0 si N es par
m=—¥4,..,0,..,+¢ con fmim = (11.82)
1 si N esimpar
np=1+(N—-10)/2

Como consecuencia,

B N+ (N +2)
o= Y @+ = —
0</<N
¢ par o impar

que es el resultado que ya obtuvimos en el epigrafe anterior.

Si simbolizamos el nivel N-ésimo mediante el nimero cuéntico n, y la letra
correspondiente a £ (s, p, d, f,...), tenemos en definitiva que la estructura de los
niveles energéticos del oscilador armoénico tridimensional viene dada por la tabla
11.1. donde se ha indicado con gy el naumero del conjunto de 2¢+ 1 autofunciones
®,,, ¢.m(r) correspondientes a una base del nivel V.
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N | Exy gN Nivel (n,,¢) | Autoestados (ng,ny,n;)

0 |3hw/2 |1 Is (0,0,0)

1 | 5w/2 |3 1p (1,0,0) (0,1,0) (0,0,1)

2 | Thw/2 | 6 2s, 1d (1,1,0) (1,0,1) (0,1,1)
(2,0,0) (0,2,0) (0,0,2)

3 | 9hw/2 |10 2, 1f (1,1,1) (1,2,0) (1,0,2) (0,1,2) (2,1,0)
(2,0,1) (0,2,0) (3,0,0) (0,3,0) (0,0,3)

1 [11w/2 | 15 3s,2d, 1g | (2,1,1) (1.2,1) (1,1,2) (2,2,0) (2,0,2)
(0,2,2) (1,3,0) (1,0,3) (0,1,3) (3,1,0)
(3,0,1) (0,3,1) (4,0,0) (0,4,0) (0,0,4)

Tabla 11.1 .- Niveles energéticos del oscilador arménico tridimensional

EJEMPLO 11.h. Primer nivel excitado del oscilador isétropo

Consideremos el primer nivel excitado (N = 1) de un oscilador armonico isétropo
tridimensional de masa M y pulsaciéon w.

Si se usa la representacion correspondiente al CCOC {f[z,f[y,flz}, la base ortonormal
de tal nivel viene dada por

B ={®,0,0(r), ®o,1,0(r), Poo,1(r)}

Por otra parte, si usamos la representacién asociada al CCOC {ﬁ,ﬁQ,Lz}, la base
ortonormal del nivel N =1 es

1
Besf - {(I)lp,m(r) = ; ulp(rr) Yl,m(gvcp) , con m= 1703 1} .

Obtenga las funciones normalizadas ®1, ,,(r) y expréselas como combinacion lineal de
las autofunciones de la base 5.

Datos:

Yl’o(e’ (P) = \/ZCOSG 5 Yl,il(ev 90) = :F\/gsin QeFiv ; / x467m2dm _ %
0

Solucién:

En general, la funcién u,, ¢(r) para un oscilador isétropo tridimensional es igual a
rt*+1exp[—r?/(2a?)] multiplicada por un polinomio de grado 2n, — 2. Como en este
caso { = n, =1, la forma de dicha funcién es

up(r) = .ﬁl?“Qe_T2/(20‘2)7

o +
donde A es una constante de normalizacion. Como [, [uyp(r)|?dr = 1 tenemos

+o0 9, o . +o0 5 5
1= .AZ/ rie="/ dr :Aza"/ ple " dp = 3\/8%0[ A2,
0 0
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Por tanto, si A es real y positiva,

8
3/mad’

de manera que las autofunciones de fl,ﬁz y L, del nivel N =1 son:

A=

Qi m(r)=A e~/ (20%) Yim(0,¢), conm=1,0—1.

Por otra parte, las autofunciones de B son, como es inmediato comprobar a partir de
(11.71) y de la forma general de las autofunciones de un oscilador unidimensional,

Q1 9,0(r) = Be"/(207) ; D 10(r) = 36—1«2/(2(12)?; ; Dp0,1(r) = Be7/(207)

donde B es otra constante de normalizacion.

Teniendo en cuenta las expresiones de los armoénicos esféricos y la relacién entre las
coordenadas cartesianas (z,y,z) y las esféricas (r,0, ), las funciones ®1, ,(r) pueden
reescribirse como:

/3 — rbln@ 5 /3 29,2y X+ 1y
o r/(2oz +1<,0:7 —A r*/(2a%) > T °J
o (F 47r V2 ar V2

3 2 /09,27 SING /3 2 /09,,2) L — 1Y
Oy 2 Ae T /(2a%) 2T i 2 Ae T /(2a%)
p,-1(r) =+ i€ V2 BV Wt e V2

3
Pip,0( -H/ A e /20 1 o 0 = ”E A e (20,

De Ia tltima ecuacién tenemos que

34
47 B

pero como todas las autofunciones estan normalizadas,

P1p0(r) = ®p,0,1(r)

3
B=4/—A.
47
Asi, llegamos directamente a que
1 i
Pip41(r) = —5@1,0,0@) - ﬁ‘po,w(r)
1 i
Pip-1(r) = +\ﬁq’1,o,o(r) - E(DO,LO(I')
Pipo(r) = Poo,(r)

que es la relacién que se solicitaba.
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PROBLEMAS PROPUESTOS

PROBLEMA 11.1. Oscilador arménico truncado

Una particula de masa M estd sometida a la accién de una fuerza que deriva de la
siguiente energia potencial

00 sizx <0

Vix) = 1
(@) §Mw2x2 six>0

Demuestre que las energias permitidas de este sistema son
3
E,=|2n+ 3 hw con n=0,1,2,...

;,Cudles seran las autofunciones correspondientes?

PROBLEMA 11.2. Desigualdad de Heisenberg en el oscilador arménico

Simbolicemos por (Az),, y (Aps)n ala incertidumbre de la posicién y del momento lineal,
respectivamente, en el n-ésimo estado estacionario de un oscilador arménico. Demuestre
que

(A2) (Apa)n = <n ; ;) h

Comente el resultado para n = 0 en términos del cumplimiento de la desigualdad de
Heisenberg AzAp, > h/2.

Ayuda: La solucion es inmediata si usa el teorema del virial.

PROBLEMA 11.3. Evolucién temporal en un oscilador arménico 111

En el instante ¢ = 0, la funcién de onda normalizada de un oscilador armoénico de masa
M y frecuencia natural w es

U(z,0) = \/}bo(x) - 1\/3%(35),

donde ®,,(x) es la n-ésima autofuncién normalizada de la energia.

a) Al medir la energia de la particula, ;jqué valores pueden obtenerse y con qué
probabilidad? Evalte el valor esperado y la incertidumbre de la energia para el
estado cuéntico |¥).

b) Demuestre que, a pesar de que ¥(z,t) es la funciéon de onda de un estado no
estacionario, los valores medios de x y p, son cero para cualquier instante de
tiempo.
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¢) Obtenga la evolucion temporal de los valores medios de las energias cinética y
potencial.

d) Halle, para cualquier instante de tiempo, la densidad de corriente de probabilidad
Jz(z,t).

PROBLEMA 11.4. Valores medios en un oscilador arménico

Una particula de masa M sometida a la accién de una fuerza armoénica de frecuencia w se
encuentra en un estado genérico W(x,t). Si A es un observable de la particula, demuestre
que su valor medio evoluciona en el tiempo de acuerdo con la ley general

(A) = Ao + Bof(1),

donde Ay y By son constantes y f(¢) una funcién temporal con periodo T = 27 /w. ;Es
la funcion f(t) necesariamente armoénica?

PROBLEMA 11.5. Energia de un estado coherente

Consideremos el estado coherente W (z) de un oscilador armoénico de masa M y pulsacion
w. Obtenga la actuacién del operador H sobre dicha funcién de onda. Como consecuencia,
demuestre que el valor medio de la energia y la incertidumbre en tal estado son

1
(H) = <z|2 + 2) Fuw y AH = |z|hw.

Sugerencia: Utilice la expresion de WU ,(x) como combinacion lineal de autofunciones de
la energia.

PROBLEMA 11.6. (!) La aproximacién arménica

Una particula de masa M se mueve en la region = € (0,00) bajo la accion de una fuerza
que deriva de la energia potencial (llamada de Lenard-Jones)

Viz) =V {(?)12 - 2(%)6] siz>0 (11.83)

T

donde Vy y =z son constantes positivas con dimensiones de energia y longitud,
respectivamente.

a) Represente V(z) y compruebe que alcanza su minimo absoluto en z = z( tomando
el valor V(zg) = —Vb.

b) Describa la estructura del espectro de energias de la particula.

c) Si hacemos un desarrollo en serie de Taylor hasta segundo orden de la energia
potencial V' (x) en torno a zp tenemos que

1
V(z)=-V+ iK (z—x0) siz~



d)
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donde K = V"(x(). Como consecuencia, la evoluciéon cuantica de la particula puede
aproximarse por la de un oscilador armonico de frecuencia w = /K/M centrado
en © = xo (siempre y cuando su funcién de onda esté muy concentrada en torno a
x = xg). Bajo esta aproximacion armdnica, jcuéles son las energias de los estados
estacionarios de la particula? ;Y las autofunciones correspondientes?

Analice criticamente bajo qué condiciones es valida la aproximacién armoénica que
hemos descrito en el apartado anterior. En particular, demuestre que los estados
estacionarios de més baja energia se podran estudiar bajo esta aproximacién si
hw < V.

PROBLEMA 11.7. Evolucién temporal en un oscilador tridimensional

Una particula de masa M se mueve en tres dimensiones bajo la accién de un potencial
de oscilador armonico isotropo de frecuencia w. En el instante ¢ = 0 su funcion de onda

es

U(r,0) = %(‘1’1,0,0(1‘) + @11 41(r) + P11 (1)),

donde ®,,, ¢ (r) es la autofuncion simultanea de ]EI, de L2 y de ﬁz con autovalores I, g,
((¢ + 1)h? y mh, respectivamente.

a)
b)
c)
d)

Al medir la energia ;qué valores pueden obtenerse y con qué probabilidad?
Obtenga los valores medios de L, y L2. Calcule también sus incertidumbres.
Indique cuél es la funcién de onda ¥(r,t¢) en cualquier instante de tiempo
Demuestre que, a pesar de que el estado cuéntico no es estacionario, el valor medio
de la coordenada radial r es constante en el tiempo. ;Sucede lo mismo para los
valores medios de las componentes z,y, z de la posicion?

PROBLEMA 11.8. Condicién de degeneracién en un oscilador 2D

Una particula de masa M se mueve en dos dimensiones con energia potencial

1
Viz,y) = §M (wixQ + wzyQ)

Obtenga la condicién necesaria y suficiente que han de cumplir las frecuencias wy, y wy
para que existen niveles energéticos degenerados en el sistema.

PROBLEMA 11.9. (!) El oscilador arménico isétropo bidimensional

Consideremos una particula de masa M que se mueve en dos dimensiones bajo la accion
de una fuerza que deriva de la energia potencial

1 1
Vir)= §Mw2r2 = §Mw2 (:c2 + y2) ,

que corresponde a un oscilador armdnico isétropo en dos dimensiones.
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a) Demuestre que las energias de los niveles energéticos del sistema son
Ey=(N+1)hAw con N=0,1,2,3,...
y que la degeneracién del nivel N-ésimo es
gy =N+ 1.

Obtenga las autofunciones de la energia @, ., (r) correspondientes al nivel
N-ésimo en términos de las autofunciones del oscilador unidimensional.

b) En este sistema fisico, la componente z del momento angular
L,= TPy — YDz

es una constante del movimiento. Ello implica que es posible encontrar estados
estacionarios con energia Fn en los que L, esté bien definido. Obtenga los posibles
valores de L, para los tres primeros niveles energéticos del sistema.

c) Generalice los resultados del apartado anterior para el nivel N-ésimo. En concreto,
demuestre que los valores que puede tomar L, en dicho nivel son

0, +2h,..., =NR si NV es par
+h, £3h,..., £NA si NV es impar

de lo que se concluye que {ﬁ, ﬁz} es un CCOC de este sistema fisico.

Ayuda: Ezprese las autofunciones de la energia en coordenadas polares y recuerde que
la actuacion del operador L. en dichas coordenadas es
. oY (r)

PROBLEMA 11.10. (*) Operadores a y a' en un oscilador isétropo

El formalismo de operadores de creaciéon y destruccién puede extenderse a un oscilador
armoénico en varias dimensiones. Basta para ello definir los operadores para cada una
de las oscilaciones en una direccion espacial. En particular, en un oscilador arménico
isotropo bidimensional de frecuencia w y masa M, podemos definir

dT_i l:@_igA . dT_i lA_igA

. 1 1, + LQ . 1 1. + O
Qy = —(= | — 1—Px ;o Ay = —= | — 1— )
V2 \«a P NG ot TRy
con a = \/h/(Mw). Simbolicemos por [®,,_ ,,) a un autoestado normalizado de H,yde

H, con energia E, = (ny +ny + 1) Iw.

z,Ny



a)

b)
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Exprese el operador L, correspondiente a la componente z del momento angular
en términos de los operadores {al,,af, i, a,}.

Obtenga el resultado de la actuacion de I, sobre el estado |®n, n,). Pruebe que
ﬁz|<1>nx7ny> también es un autoestado de H perteneciente al nivel energético N =
Ng + Ny

Demuestre asi que: i) |®g0) es autoestado de L. con autovalor nulo; ii) los
autoestados {|®1,0),|®o1)} se pueden escribir como combinaciéon lineal de dos
autoestados simultaneos de H y L.. Compruebe que obtenemos los mismos
resultados que en el apartado b) del problema anterior.
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APENDICE A
ANALISIS VECTORIAL

En este apéndice presentaremos una serie de definiciones y resultados del analisis
vectorial de utilizacion habitual en fisica cudntica. La gran mayoria de los
contenidos de este apéndice han de ser conocidos de asignaturas de primer y
segundo curso de grado. Debido a que este apéndice esté concebido como referencia
omitiremos cualquier demostracion, limitdndonos a un mero enunciado de los
resultados més relevantes y tutiles para nosotros.

A.1l. VECTORES. OPERACIONES CON VECTORES

e Consideremos el espacio euclideo R? en el que definimos tres vectores u,, u,, u,
de longitud unidad, orientados en direcciones perpendiculares entre si y que
forman un triedro dextrégiro (un tornillo que se enrosca a derechas avanzaria
en la direccion de u, si lo hacemos girar de u, a u, por el camino mas corto).

e En el conjunto de vectores de posiciéon dados por

a=a,u; +ayu, +a;u, con az,. <R (A1)
definimos las siguientes operaciones:
a) Suma de vectores:

a-+b = (s + Ba)ut + (ay + by + (0 + bo)us (22)

b) Producto por un escalar A:

Aa = Aazu, + Aayuy + Aazu, (A.3)

¢) Producto vectorial o interno:

axb=(ayb, —aby)u, + (a;by — azb.)uy, + (azby — ayby)u, (A4)

d) Producto escalar o externo:

a-b=azb, +ayby +ab, (A.5)
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A su vez, definimos el modulo de un vector como

ja) = vVa-a=/]asf? + |ay[2 + [as? (A.6)

diciéndose que un vector es unitario si es de médulo unidad.

e Todas estas operaciones satisfacen las siguientes relaciones basicas:

a+b=b+a (a+b)+c=(a+b)+c
Apa) = (An)a (a+b)-c=a-c+b-c
(A pwa = Xa+ pa A(a+b) = a+Ab
axb=-bxa (a+b)xc=axc+bxe
(Aa) x b = A(a x b) (\a) b= A(a-b) (A.8)
a-b=b-a ax(bxc)=—(a-b)c+(a-c)b
IXa| = [A[[al a-(bxc)=b-(cxa)=c-(axb)
a|=0 < a=0 (axb)-(cxd)=(a-c)(b-d)—(a-d)(b-c)

e Finalmente, dada una direccion del espacio determinada por el vector unitario
u, todo vector G puede escribirse de manera tnica como la suma de dos vectores
G| vy G que son paralelo y perpendicular a u, respectivamente:

G”:{u-G}u
G:GH—FGl con (Ag)
G, ={uxG} xu

tal y como puede apreciar en la FIG. A-1. Al vector G| se le denomina proyeccion
del vector G sobre la direccién u, mientras que G seria la proyeccién de G sobre
el plano perpendicular o normal a u.
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G, =(uxG)xu G

e

C&=(u°G)u

Sy

u,
uxG

Figura A-1. Ilustracion de la igualdad (A.9)

e La interpretacion geométrica de los productos escalar y vectorial es:

a-b = |a||b|cos@ -
con 0= (a,b) € [0, 7]
la x b| = |a]||b|sin

|a x b| = area del paralelogramo de lados ay b

|]a- (b x ¢)| = volumen del paralelepipedo de lados {a, b, c}

A.2. COORDENADAS ORTOGONALES

e Un conjunto de tres vectores reales unitarios {uj, ug, us}, cuyos valores pueden
depender localmente del punto r € R3, determinan un sistema de coordenadas
ortogonales si son perpendiculares entre si. Los vectores se ordenan de manera
que su orientacién relativa sea dextrogira, esto es, para que

u; Xu2=usg , U2 XUus=u; , uz XUu; =up

Los sistemas de coordenadas ortogonales mas comunes se exponen a continuacion.
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Coordenadas rectangulares o cartesianas

e Los vectores unitarios que definen el sistema de coordenadas son:
U =u, ; Ww=Uu, ; U3 =1u, (A.10)
de donde todo vector de posicién r puede entonces escribirse como
r = ru; +yuy, + zu, (A.11)
siendo {x,y, z} las coordenadas cartesianas del punto.

e FEn este sistema de coordenadas, los elementos de volumen y longitud
(orientada) diferenciales son

d3r = dxdydz
(A.12)
dr = uzdzr + uydy +u.dz
de donde el elemento de distancia diferencial es
dl = |dr| = \/(dz)? + (dy)? + (dz)? (A.13)
Coordenadas esféricas
e Los vectores unitarios correspondientes (véase la Fig. A.2) son:
u; = u, = (sinfcosp)u, + (sinfsinp)uy, + (cosf)u,
uy = uy = (cos cos p)u, + (cosfsinp)u, — (sinfh)u, (A.14)

uz = u, = —(sinp)u, + (cosp)uy

siendo 6 € [0, 7] el angulo que forma el vector u, con el vector de posicion r
(4ngulo polar) y ¢ € [0, 27) el que forma el vector u, con la proyeccion de r sobre
el plano XY (4ngulo azimutal). Como consecuencia:

u, = (sinf cos¢)u, + (cosf cos p)uy — (sinp)u,
u, = (sinfsin p)u, + (cos fsin p)ug + (cos p)u,,
u, = (cosf)u, — (sinf)uy (A.15)

Por tanto, todo vector de posicién puede escribirse como

r = (rsinfcos p)u, + (rsinfsin p)u, + (rcosf)u, = ru, (A.16)
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ZA ZA

Figura A-2. Esquema de las coordenadas esféricas y cilindricas

donde {r,0, ¢} son las coordenadas esféricas del punto r, relacionadas con las

coordenadas cartesianas mediante las igualdades:

r= (2?4 y*+ )2 = |r| x = rsinf cos @
z
0 = arccos y = rsinfsin @
($2+y2+22)1/2
B r T B 0
Y = arctan ; = arc cos W Z = T COS

(fijese que r es perpendicular a ug y a uy).

e Los elementos de volumen y longitud diferenciales son:

dr = (7‘2 sin (9) dr df dy
dr = u,dr + ugrdt + u,rsin Ody

de = |dr| = \/(dr)? + r2(d9)? + r2 sin? 0(di)?

(A.17)

(A.18)

Como consecuencia, el elemento de area sobre una superficie esférica de radio

r centrada en el origen es:

1
d’r = (r2 sin 0) dfdy = %dgr

(A.19)



Fisica CuAnTica I. ANALISIS VECTORIAL

Coordenadas cilindricas

e Los vectores unitarios que definen este sistema de coordenadas son (véase la
Fig. A-2)

u; = u, = (cos p)u, + (sinp)uy,
up = u, = —(sinp)u, + (cosp)uy (A.20)

us = Uy
por lo que

u, = (cosp)u, — (sinp)u,
u, = (sinp)u, + (cosp)uy, (A.21)

u, = u;
Todo vector de posicién r puede escribirse como
r = (pcosp)u, + (psinp)uy + zu, = pu, + zu, (A.22)

donde {p, ¢, z} son las coordenadas cilindricas del punto r, relacionadas con las
cartesianas mediante

p=(a®+yH)/? r = pcosp
P = arctang = arccos m y=psing (A.23)
zZ =z z =2z

(observe que r es perpendicular a u,).

Nota: La restriccion de las coordenadas cilindricas al plano XY proporciona las
coordenadas circulares planas.

e Los elementos de volumen y longitud diferenciales son:
d®r = pdp dy dz
dr = u,dp + uypdp +u.dz (A.24)
dl = |dr| = \/(dp)? + p*(d0)? + (d2)?

y el elemento de area sobre una superficie cilindrica de radio p cuyo eje coincide
con el eje OZ es

1
d’r = p dp dz = d—pdgr (A.25)

Los sistemas de coordenadas esféricas y cilindricas se representan en la FIG A-2
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Coordenadas curvilineas generalizadas

e En el caso méas general, todo punto r queda determinado por tres coordenadas
{u1,uz,us}. Para cada r podemos hallar una terna de vectores unitarios
1 Or
u; = con h; =

by Oy

or
6 Uq

(i=1,2,3) (A.26)

Si {u1,ug,u3} son ortogonales y forman un triedro dextrégiro tendremos que
{u1,uz,us3} constituyen un sistema de coordenadas curvilineas ortogonales.
Observe que:

hi=1; he=1; hg=1 coordenadas rectangulares (A.27)
hi=1; hg =71; hg =rsinf coordenadas esféricas (A.28)
hi=1; he=p; hg=1 coordenadas cilindricas (A.29)

e Los elementos de volumen y longitud diferenciales son:

d3r = hihohs duy duy dus
or or or

dr = —d —d —d A.
r 9 U1+8u2 u2+8u;), U3 ( 30)

dt = |dr| = \/13(dur)? + h3(dun)? + h3(dus)?

Por la aplicacién de la regla de la cadena,

0/0uy Ox/0uy Oy/Ouy 0z/uy 0/0x
0/0us | = | O0x/Ous 0Oy/Ouy 0z/us 0/dy | . (A.31)
0/0us Ox/Oug 0Oy/Oug 0z/us 0/0z

El determinante de la matriz que aparece en (A.31) es igual a hjhshs,
denominandose jacobiano de la transformaciéon de coordenadas que pasa de

{z,y, 2} a {u1, u2,u3}.

A.3. CAMPOS ESCALARES Y VECTORIALES

e Definimos un campo escalar como toda aplicacién que hace corresponder a
cada punto del espacio r un escalar complejo ¥(r). La dependencia de un campo
en la posicion r se expresa explicitamente en términos de las coordenadas de r en
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cualquier sistema de coordenadas ortogonales; por ejemplo: ¥(r) = ¥(xz,y,z) =
U(r,0,0) = ¥(p,¢,2).

Una superficie de nivel o equiescalar (o linea de nivel si nos restringimos
a una superficie prefijada) es el lugar del espacio en el que el campo ¥(r) toma
un mismo valor Wg. Si éste fuese complejo habra superficies de nivel diferenciadas
para sus partes real e imaginaria.

e Analogamente, un campo vectorial es toda aplicacion que a cada punto r
le hace corresponder un vector G(r) de componentes complejas. A efectos de
representacion, el origen del vector G(r) se sittia siempre en el punto r donde
se evalta el campo. El médulo de un campo vectorial es el campo escalar real y

positivo dado por
G(r)| = (G*(r) - G(r))"/*. (A.32)

Una linea de campo es una curva tal que en cada punto de la misma el campo
G(r) es tangente y, de similar manera a como sucedia para campos escalares, si
G(r) es complejo habréa que distinguir entre las lineas de campo correspondientes
a las partes real e imaginaria.

Para un campo vectorial, sus componentes deben corresponder a los tres vectores
ortonormales que definen un sistema de coordenadas, bien entendido que sus
orientaciones pueden depender del punto r sobre el que se evalia el campo:

G(r) = Gi(r)u; + Ga(r)uz + G3(r)ug con Gi(r) =u; - G(r) (A.33)

y cada campo escalar G;(r) se expresard explicitamente en términos de las
coordenadas de r en el sistema de coordenadas escogido.

e Dada una curva v orientada, definimos la integral de linea o circulacién
de un campo vectorial G(r) como la integral

Ca E/G(I‘) -dr. (A.34)
¥
A su vez, para cada superficie ¥ orientada el flujo del campo vectorial G(r) es

= r - -nr 21‘5 r- .
(I’G—/E(G() (r)d /EG<>ds, (A.35)

donde n(r) es un vector de modulo unidad perpendicular a la superficie y orientado
hacia aquel lado de la misma que convencionalmente se ha tomado como “positivo”
y dS = n(r)d?r. En una superficie cerrada, el lado “positivo” es siempre el exterior.
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Si v es la curva cerrada que limita una superficie abierta 3, la orientacion de los
vectores de superficie dS se obtiene aplicando la regla del tornillo a partir del
sentido positivo de circulacién de la curva ~.

Para una regién €2, una superficie X o una curva -y las integrales directas de un
campo (sea escalar o vectorial) sobre estos lugares del espacio son

/\Il(r) dr /\Il(r) d’r /\Il(r) |dr| (A.36)
Q % o
con analogas expresiones para un campo vectorial.

e El gradiente de un campo escalar ¥(r) es el campo vectorial dado por

que resulta ser perpendicular a las superficies de nivel del campo ¥(r). En un
sistema de coordenadas curvilineas ortogonales,

_ 1 0¥(r) 1 0Y(r) 1 9Y(r)

(A.37)

VVU(r)= A.38
(r) now Mt w2t on ™ (A.38)
y el gradiente en coordenadas esféricas y cilindricas es, respectivamente,
0¥(r) 10¥(r) 1 0¥(r)
U(r) = e A.
V¥(r) or ur + r 00 o + rsinf Oy Uy (A.39)
0¥(r) 10¥(r) 0¥ (r)
U(r) = - - A4
VU(r) p u, + > Oy u, + 5, U (A.40)
e A su vez, el laplaciano de ¥(r) es el campo escalar dado por
0?U(r) 9*U(r) 0*Y(r)
2
U(r) — A4l
V() Ox? + oy? + 022’ ( )
cuya expresion en un sistema de coordenadas curvilineas es
3
1 0 [hihohs O¥(r)
2 1hahs
U(r) = — A .42
V) = ; {aui [ o, ] } (4.42)

[tenga en cuenta que {hi, ha, hg} dependen de {u1,ug,us}]. De esta forma,
5 1 (9 [,0¥(r) 1L o[, 0U(r) 1 9%U(r)
V(@) = 72 (87” " o * sin 0 06 sind 00 i sin?f  0p?
19 { G\Il(r)} 1.8%0(r)  0*(r)

V2(r) (A.43)

“pop " ap P2 Op? 022
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e La divergencia de un campo vectorial G(r) es el campo escalar

0G.(r) N 0Gy(r) N 0G.,(r)

-G(r) =divG(r) = A4
V- G(r) = div Glr) = 4 S (A.44)
que en un sistema de coordenadas curvilineas ortogonales sera
3
1 0 [ hihahs
-G(r) = —— i . A4
V-G = 5 s ; ou; < ho i) (A.45)

Por tanto, la divergencia en coordenadas esféricas y cilindricas es, respectivamente,

l@(rQGr(r))_i_ 1 8(sin9G9(r))+ 1 0Gy(r)

V- Glr) = 72 or rsin 6 00 rsing  Jyp (4.46)
10(pG,(r)) 10G,(r) 0G.(r)
. = - A4
V- G(r) PR FE e P (A.47)

El rotacional de G(r) es el campo vectorial que en coordenadas cartesianas
viene dado por

V x G(r) =rotG(r) = | — — — . (A.48)

Ga(r) Gy(r) G:(r)

En un sistema de coordenadas curvilineas ortogonales

hiuy hous haus
1 0 0 0
G(r) = 9 7 2= A4
VX (I') h1h2h3 6u1 (9'U,2 8u3 ( 9)
hlGl(r) haGa(r)  h3Gs(r)

3 3

9 (hyG(r))
h1h2h3 > Zzew rhiu; B, (A.49)

i=1 j=1 k=1

donde
+1 si{i, gk} =1{1,2,3},{2,3,1},{3,1,2}

Ei,j,k - -1 si {ivjv k} = {1737 2}7 {27 17 3}7 {37 27 1} (ASO)

0 en el resto de los casos
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es el llamado tensor de Levi-Civita. Asi, el rotacional de un campo en coordenadas
esféricas y cilindricas es

u, g rsin fu,,
1 0 0 0
Gr(r) rGo(r) rsinfGy,(r)
u, pu, u,
1 0 0 0
G(r)=-| — — — A.52
v x G(r) p| Op Oy 0z (4.52)
Gp(r) pGe(r) G.(r)
Finalmente, el laplaciano de un campo vectorial es:
V2G(r) = (V2G,4(r)) up + (V2Gy(r)) uy + (V2G.(r)) u. (A.53)
e Son de uso frecuente las siguientes igualdades:
V(VxF)=0 V.- (YF)=(VV)-F+¥(V-F)
V x (V) =0 V x(VxF)=V(V- F)-VF (A.54)
ViU = V. (VD) V- (FxG) =G-(VxF)-F-(VxG)

V(IT)=TIVY +TVT V x (UF) = (V¥) x F + ¥(V x F)

donde hemos excluido por simplicidad la dependencia en r de los campos escalares
U.T y de los vectoriales F, G. Asimismo, definiendo el campo vectorial

OF(r) OF(r) OF(r)
o + Gy(r) By + G, (r) 5 (A.55)

{G(r)- VIF(r) = Gu(r)

tenemos las dos siguientes relaciones:

V(F-G)=(F - V)G+ (G -V)F+Fx (VxG)+G x (VxF)
Vx(FxG) =(G-V)F—(F-V)G+(V-G)F— (V- -F)G (A.56)



Fisica CuAnTica I. ANALISIS VECTORIAL

e En general, si ) es una region de R? limitada por la curva cerrada ¥ se cumplen
las llamadas identidades de Green:

/Q (X)) + V() V() = fz T(r)VU(r) - dS (A57)

/Q{T(r)V2\IJ(r) () VAT (r) P = fz{r(r)v\p(r) () VT(r)} - dS

Como consecuencia, si los campos escalares W(r) y Y(r) se anulan cuando r — oo,
/ T(r)V2U(r)d’r = — / VY(r) VU¥(r)d’r = / U(r) V2T (r)d®r. (A.58)
R3 R3 R3

e Igualmente, se cumple el llamado teorema de Gauss o de la divergencia:'

/Q(V-F(r))d?’r_ j{EF(r)-dS (A.50)

que implica:

/Q(V x F(r))d3r S 72 F(r) x dS

/Q<V\IJ(I'))d3r: j{E\I!(r)dS (A.60)

e Consideremos ahora una superficie abierta ¥ limitada por la curva cerrada ~.
El teorema de Stokes senala que:*

/E(v X B(r)) -dS = j{F(r) - dr (A.61)

~

! Es innecesario glosar la importancia de la obra de Carl Friedrich Gauss (1777—1855), uno de los

més grandes matemaéticos de la historia. S6lo mencionar la gran cantidad de resultados y teoremas que
llevan el nombre de Gauss quien, muchas veces, no publicaba inmediatamente sus descubrimientos. El
teorema de la divergencia se conoce también como teorema de Gauss-Ostrogradsky ya que fue Mikhail
Ostrogradsky quien hizo publica la primera demostracién rigurosa del mismo.

% Sir George Gabriel Stokes (1819—1903) fue uno de los més destacados fisicos matematicos del
siglo XIX. Ocup6 la prestigiosa Catedra Lucasian de matematica aplicada de la universidad de Cambridge
y fue presidente de la Royal Society. Su generosidad intelectual era proverbial y la influencia que ejercio
en el desarrollo de la matemaética aplicada y la fisica tedrica en la segunda mitad del siglo XIX fue mucho
mayor de lo que daria a entender su produccién cientifica, de por si inmensa en calidad y cantidad.



A.3. CAMPOS ESCALARES Y VECTORIALES

0 en una version alternativa

/E (Vo) ds = - f U (r)dr (A.62)

~

e Como se acaba de ver, las diferentes transformaciones de campos vectoriales y
escalares (gradiente, divergencia, rotacional, laplaciano) se han expresado como
diferentes actuaciones del llamado operador nabla, definido como el operador
vectorial

0

0 0

Supongamos un campo ¥ (escalar o vectorial) y calculemos su representacion en
el espacio reciproco mediante la transformacion

B B \I/(I‘)e_ik'r B \i/(k)e—i-ikr
\y(k)_/R3 der & \Il(r)—/]R3 dek (A.64)

la actuacion del operador nabla en el espacio reciproco es
V = +ik, (A.65)

mientras que en la representacién reciproca usamos como variable el momento
lineal p = hk, entonces

v = —|—%p. (A.66)
A su vez, definimos el operador lambda como
A=rxV. (A.67)
En coordenadas esféricas se tiene que
v 1
VU(r) = uTaair) — U X AY¥(r) (A.68a)
1 /0 0¥ (r)
2_ - (Y |2 .
Vo= 2 (87" [7‘ or } +A A\Il(r)).

Un ejemplo célebre es el del teorema que acabamos de enunciar y que Stokes jamds publico. Ello
fue asi porque no lo consideré correcto ya que la idea se la habia comunicado de manera privada
Lord Kelvin (William Thomson) en 1850. Tras probar rigurosamente el teorema, Stokes propuso
su demostracion en 1854 como problema para los estudiantes de ciencias de la Universidad de
Cambridge que quisiesen optar al premio extraordinario fin de carrera (el llamado Smith’s Prize)
dandoles asi la oportunidad de “lucirse”. Los ganadores ex aequo del premio fueron Edward Routh
y un tal James Clerk Maxwell y, como conclusién, el teorema de Stokes se deberia llamar de
Kelvin-Stokes-Maxwell-Routh. Si le gustan los retos, puede descargar el famoso examen (sin las
soluciones) de la URL http://www.clerkmaxwellfoundation.org/SmithsPrizeExam _Stokes.pdf
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Por consiguiente, comparando con (A.43)

~ 0¥(r) 1 9¥(r)
AV¥(r) = 50 % " sng E uy (A.68Db)
1 0. ,0¥(r) 1 9*¥(r)
A-AYE) = a0 [Sm& 06 }Jrsin?e 9p?

quedando claro asi que el operador A es puramente angular.



APENDICE B
ESPACIOS DE FUNCIONES: COMPLEMENTOS

En este apéndice expondremos algunos conceptos matemaéticos sobre espacios
de Hilbert de funciones que, siendo prescindibles en una asignatura introductoria
de mecénica cuéntica, son importantes si se desea seguir en un futuro un curso
més avanzado. Puesto que nuestro interés es presentar iinicamente algunas ideas,
en algunos momentos seremos conscientemente poco rigurosos.

B.1. LA INTEGRAL DE LEBESGUE

e Para que la teoria sea matematicamente consistente, las integrales en un espacio
de Hilbert de funciones deben efectuarse en el sentido de Lebesgue y no en el més
familiar de Riemann. Si nos limitamos momentaneamente a funciones de una tnica
variable real, la integral de Riemann de una funcién g(z) acotada y continua a
trozos es igual al area de la region subtendida por la grafica de g(z) entre los
limites de integracién, en cuyo caso coincide con la de Lebesgue. Sin embargo
esta ultima puede evaluarse para un conjunto mas amplio de funciones.

La integral de Lebesgue parte del concepto matematico de medida o longitud
generalizada, que formaliza nuestra idea intuitiva de “longitud”. Dado un
intervalo [a,b] C R su longitud es b — a, que también es la de los intervalos
(a,b), (a,b] y [b,a). Por otra parte, la longitud de cualquier subconjunto de R
numerable (ordenable) con un ntmero finito o infinito de elementos es igual a
cero, diciéndose que esos subconjuntos son de medida nula. Ejemplos de tales
subconjuntos son N, Z, Q y cualquier sucesién de nimeros reales. Finalmente,
dados dos subconjuntos disjuntos A; y Ag, la longitud de su union es la suma de
sus longitudes. Todo subconjunto de R concebible de manera intuitiva (puntos
aislados, intervalos y uniones e intersecciones de los mismos) tiene una medida
bien definida, diciéndose que es medible Lebesque, pero usando herramientas
matematicas adecuadas es posible hallar la medida de subconjuntos “no triviales”
de R, por ejemplo fractales.

e Una funcion real de variable real, g(x), es integrable Lebesgue entre a y b si
para cualquier subintervalo cerrado de [a, b] su anti-imagen (el conjunto de valores
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de la variable para las que la funciéon toma un valor en dicho intervalo) es medible
Lebesgue. La condicion de integrabilidad es tan general que practicamente todas
las funciones con interés fisico cotidiano la cumplen.

La integral Lebesgue de g(x) se construye de manera intuitiva como sigue:

i) Se divide la recta real en intervalos de longitud dy, A, = [y, —dy, y»], donde
Yn = ndy con n € 7.

ii) Para cada intervalo A, se halla la medida £,, del subconjunto g~'(A,)N[a, b],
siendo g~*(A,,) la anti-imagen de A,,.

iii) Se toma el limite dy — 0 y definimos la integral como la suma de todas las
medidas anteriores,

b +oo
der= I . B.1
/a g(x) dz m n;m Y (B.1)

Fijese que mientras que la integral de Riemann resulta de la divisién en intervalos
cada vez més pequenos del dominio de la funcién, la de Lebesgue se realiza
mediante una division de su recorrido (los valores que toma g(z)).

La integral de Lebesgue se construye de manera conceptualmente idéntica para
funciones de RN: s6lo hay que cambiar la medida de Lebesgue “longitud” por “4rea”
(si N = 2) o por “volumen” (si N = 3). En este ultimo caso los subconjuntos de
R3 de medida nula mas evidentes son las uniones de colecciones numerables de
puntos, curvas o superficies.

Si g(z) fuese compleja la integral se haria por separado para sus partes reales e
imaginarias.

B.2. CONVERGENCIA EN ESPACIOS DE FUNCIONES

e Dos funciones g(r) y h(r) son iguales casi doquiera (o casi por doquier) (c.d.) si
solo difieren para un subconjunto de valores de la variable con medida nula. Por
ejemplo,
e ? siz¢gQ
g(z) =e" 5 h(z)=
z sizeQ

son funciones iguales c.d. ya que el conjunto Q es de medida nula. Es evidente que
toda integral de Lebesgue de dos funciones iguales c.d. da el mismo resultado.
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e Fn fisica cudntica dos funciones son iguales si lo son “casi doquiera”. Por tanto,
el conjunto £2(RY) esta formado en realidad por clases de funciones, iguales c.d.
entre si, para las que la integral de Lebesgue

[ wwp = v

RN

es finita. Esta matizacion es esencial ya que, por ejemplo, la relacion fundamental
Ur)=d(r) < ||¥-9|=0 (B.2)

es cierta inicamente si la igualdad entre funciones es “c.d.” y la norma se calcula
mediante una integral de Lebesgue.

A su vez, si ¥(\) y ¢(A) son coordenadas dependientes de un indice continuo
A en una base de representacion de las funciones ¥(r) y ®(r), diferencias entre
¥(A) ¥y ¢(N\) en un subconjunto de medida nula son irrelevantes puesto que las
integrales sobre A también son de Lebesgue.

e Consideremos una sucesion de funciones de norma finita {¥,(r)}, con n =
1,2,3,... Como la igualdad entre funciones es “casi doquiera”, en fisica cuantica
es irrelevante la convergencia puntual

existe una funcién ¥(r) tal que se cumple

{U,,(r)} converge (puntualmente) <
que lim ¥, (r) = ¥(r) para todor € RY

n—oo

Esta convergencia puntual debe ser sustituida por otra definiciéon de convergencia
menos exigente construida a partir de la caracterizaciéon de la igualdad entre dos
funciones (B.2) basada en la norma :

existe ¥(r) € L2(RY) tal que

{U,(r)} converge & (B.3)
lim |¥ —¥,| =0.
n—oo

Entonces ¥(r) es el limite de la sucesion. El criterio (B.3), muchas veces llamado
fuerte, es el que se da por supuesto al tratar sucesiones de funciones normalizables.
Debido a que £2(RY) es un conjunto topolégicamente cerrado, toda sucesion
convergente es una sucesion de Cauchy y viceversa. En efecto, si {¥,,(r)} converge
(fuertemente) se cumple que ademas

Para todo € > 0 existe un s € N tal que
{U,(r)} esde Cauchy &
U, — Ul <e sin>sym>s
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por lo que, intuitivamente, es de Cauchy toda sucesién cuyos elementos tienden a
estabilizarse.

e En fisica cuantica la informacion de interés se obtiene de productos escalares,
lo que sugiere definir otro criterio de convergencia llamado débil.
Especificamente,

la sucesién ¢,, = (¥,,|P)
{U,(r)} converge (débilmente) <
converge para toda ®(r) € L2(RN).

Este criterio, tal y como su propio nombre indica, es menos restrictivo que el
fuerte: hay sucesiones {¥, (x)} que no son convergentes fuertemente pero que si
lo son en el sentido débil.

Esta convergencia débil se puede relajar un poco mas si imponemos que las
funciones ®(r) sean de Schwartz:

la sucesién ¢,, = (¥, |P)
{U,(r)} converge (débilmente en S(RY)) <
converge para toda ®(r) € S(RY)

y tenemos entonces la denominada convergencia en el sentido de las
distribuciones.

B.3. FORMAS LINEALES Y DISTRIBUCIONES TEMPERADAS

e Las bases de representacién con funciones no normalizables, introducidas por
Dirac, resultan como minimo “poco elegantes” pero muy futiles y sobre todo
fisicamente transparentes. La formulacién de Dirac fue rdpidamente contestada
desde el mundo de la matematica pura por John von Neumann, quien desarrolld
un formalismo en la practica equivalente pero que en ningin momento acudia a
“entes” de norma infinita como son nuestras funciones 64(r) o da(r). En cualquier
caso, las matemaéticas de Dirac son completamente rigurosas si se interpretan a
partir de la teoria de distribuciones de Laurent Schwartz y de la de espacios
de Hilbert equipados de Israil Gel’fand. Vamos a ver muy someramente coémo.

e Consideremos el espacio de Hilbert £2(RY). Un funcional es toda aplicacion A
que hace corresponder a cada funcién ®(r) dentro de un subconjunto de £2(RY),
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denominado dominio D(A) del funcional, un escalar complejo A[®]. Al igual
que ocurria con los operadores, un funcional queda completamente caracterizado
por su regla de actuaciéon y su dominio. Ejemplos de funcionales ya conocidos
por nosotros son la norma de una funcién y los valores medios de un operador
(evaluados a partir de la funcion de onda).

Si la regla de la actuacion del funcional A es lineal,

{®(r), ¥(r)} € D(A)
Ala¥ + ®] = aA[V] + SA[P] para todo (B.4)
{a,p} CC

diremos que A es una forma lineal. Su dominio ha de ser necesariamente un
subespacio de £2(RN).

Dirac introdujo con su perspicacia habitual la siguiente notaciéon para la actuaciéon
de formas lineales en cualquier espacio de Hilbert. Si A es una forma lineal en
L2(RN), el escalar complejo resultado de su actuaciéon sobre una funcién ¥(r) no
lo simbolizamos como A[¥], sino como (A||¥). Asi, mientras que los elementos
del espacio de Hilbert se representan mediante kets |¥), las formas lineales se
simbolizan mediante bras (A|. Entonces la condicién de linealidad de (A| se
escribe como

(Alla¥ 4 &) = a(A[|T) + B{A[|D),
donde |a¥ + ®) simboliza el ket igual a a|¥) + 5|P).

Adoptando a partir de ahora la notacién de Dirac, dadas dos formas lineales (A|
y (B| podemos definir su suma como la forma lineal (A + B tal que

(A+ B||W) = (A]|¥) + (B||¥) para todo ¥(r) € D(A) N D(B)
mientras que si A es un escalar complejo, la forma lineal (A\A| sera
(AA[|W) = X*(A]|¥) para todo ¥(r) € D(A)

(jatencion al complejo conjugado!). Entonces, si W es un subespacio de £2(RY)
y denominamos espacio dual VW* al conjunto de todas las formas lineales cuyo
dominio contiene a W, entonces W* resulta ser un espacio lineal complejo bajo
la suma de formas lineales y el producto por un escalar complejo.

e A las formas lineales pertenecientes al espacio dual de S(RN) (recuerde,
las funciones de Schwartz) se las llama distribuciones temperadas, siendo la
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transformada de Fourier Fy y la delta de Dirac ¢, dos ejemplos caracteristicos.
Fijadas una posicién a y un momento q, definimos las formas lineales d, y Fq

(0a]|®) = @(a)

(Fol|B) = B(q) = /

RN (27Th)N/2

e—iar/h
d(r) dVr VYV O(r) € S(RY) (B.5)

Vemos asi que la delta de Dirac tiene sentido matemético pleno si se la interpreta
como una distribucién. Naturalmente el dominio de una distribucién temperada
puede ser mas amplio que S(RN): por ejemplo, la delta de Dirac est4 bien definida
para cualquier funcién que sea continua en r = a, y que la transformada de
Fourier da un resultado finito aplicada a muchas funciones que no son suaves de
decrecimiento répido.

e En el espacio podemos definir una forma una forma lineal asociada al producto
escalar. En efecto, toda funcion ¥(r) € £L2(RN) tiene asociada de manera natural
una forma lineal (¥|, llamada conjugada, cuyo dominio es todo £L2(RN) y cuya
regla de actuacién es un producto escalar:

(T]|®) = /RN T*(r) ®(r) dVr = (U]|®) YV &(r) € L2(RY). (B.6)

Como se ve, podemos dejar de usar la doble barra || para funciones ¥ de £2(RN).
Reciprocamente, puede probarse que toda forma lineal cuyo dominio es £2(RYN)
es conjugada de una y sélo una funcién de cuadrado integrable. Por tanto la
actuacion de formas lineales cuyo dominio es todo L2(RN) es completamente
equivalente al producto escalar. Ademés, tal y como hemos definido la suma y
el producto por un escalar de formas lineales, la forma lineal conjugada de la
funcion de cuadrado integrable AU (r) + u®(r) es la forma lineal (AW + u®|.

Esta correspondencia se pierde si restringimos el dominio de las formas lineales.
Como acabamos de ver, la delta de Dirac y la transformada de Fourier no son
distribuciones conjugadas ya no de una funciéon de Schwartz sino ni siquiera de
una funcién de cuadrado integrable. Asi, si (A| es una distribuciéon temperada
no perteneciente al espacio dual de £2(RY), definimos la funcién generalizada
A(r) a partir de los valores de sus productos escalares:

(A] = A(r) tal que /RN A*(r) ®(r) dVr = (A||®) € C V &(r) € S(RY)

(B.7)
La distincion entre (A||®) y (A|®) es ya superflua si extendemos el producto
escalar a funciones generalizadas; podemos eliminar la doble barra || y
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sobreentender que (A|®) es la actuacion de la forma lineal A(r) sobre la funciéon

O(r).

La definicion (B.7) nos permite calcular las “coordenadas” de A(r) en cualquier
base ortonormal de £2(RY) formada por funciones de Schwartz. Por ejemplo,
si {®1(r),P2(r),...} es una base ortonormal de £2(RN) con estas caracteristicas,
podemos escribir la funcién generalizada como

Alr) = f: B,|A) D con  (By|A) = (A|D,,)* € C. (B.8)

Ahora bien, esta igualdad no es estricta, ya que la serie del segundo miembro
no converge de acuerdo con el criterio de convergencia fuerte (B.3) basado en
la norma. Sin embargo, cuando A(r) aparece dentro de un producto escalar la
serie correspondiente si converge puesto que tenemos una sucesiéon de numeros
complejos que tiende a un escalar que por hipdtesis es finito

(D|IA) = Z(@n\A><<I>\q)n> = (A|®)* € C  para todo ®(r) € S(RY).

n=1

A expresiones directas como la (B.8), en las que aparecen funciones no
normalizables y que rigurosamente solo tienen sentido cuando aparecen dentro
de un producto escalar, se las llama tgualdades en sentido de distribuciones.
La construccion de la delta de Dirac que vimos en el capitulo 1 es asi un limite en
sentido de distribuciones de una sucesiéon de funciones normalizables cuya norma
va aumentando indefinidamente aunque su integral sobre todo R es igual a la
unidad.

Otro ejemplo importante es: en £2(R) las dos siguientes ecuaciones no tienen
solucion (excepto la trivial ¥(z) = ®(z) = 0)

(z—a)¥(z)=0 ; (—1;;—k> B(x)=0 ; conaykeR.

Sin embargo, en sentido de distribuciones si tienen solucién, en concreto:
U(x) = Adg(x) ; ®(x) = Bexp(ikz),

donde A, B son constantes multiplicativas complejas arbitrarias.
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B.4. EQUIPAMIENTO DE ESPACIOS DE HILBERT

e Naturalmente las funciones generalizadas no son normalizables, pero lo
interesante del procedimiento de la seccién anterior es que hemos “ampliado” o
“equipado” el espacio de Hilbert £2(RY) con nuevas funciones que van a tener un
importante significado fisico. Por ejemplo, y como ya habra adivinado, la funcién
generalizada que corresponde a la transformada de Fourier (Fq| es la funcion de
De Broglie 04(r):

(Fgl = 0g(r) tal que /RN Oq(r)@(r) d*r=d(q) Vo(r) e S(RY).

En espacios de Hilbert de funciones este procedimiento formal se realiza de manera
casi intuitiva ya que, con la excepciéon de algunas distribuciones “ex6ticas” como
la delta de Dirac, las funciones generalizadas son iguales a funciones estdndar
definidas sobre todo RN pero que no son de cuadrado integrable. Ahora bien,
si trabajamos en representaciones abstractas de los estados cuanticos no queda
més remedio que establecer claramente cuéles son las nuevas “incorporaciones”. El
esquema general es asi el siguiente: se parte de un espacio de Hilbert de los estados
&, se escoge un subespacio topoldgicamente denso S cuyos kets representan estados
con especial significado fisico y se equipa el espacio de Hilbert original £ con
aquellos kets generalizados cuyos conjugados son los bras de $* que no pertenecen
a £*. La terna de espacios lineales {S, £, S*}, llamada triplete de Gel’fand, define
entonces un equipamiento del espacio de Hilbert &.

e Para que esta ampliaciéon de las funciones de onda sea realmente practica
necesitamos también definir la regla de actuacién de los operadores lineales de
L2(RN) sobre funciones generalizadas. De nuevo, en espacios de funciones no es
preciso romperse demasiado la cabeza ya que la actuaciéon de muchos operadores
lineales en L£2(RN) se extiende de manera natural a funciones que no son de
cuadrado integrable. Sin embargo tal extensién debe ser rigurosamente construida
lo que tendré la ventaja adicional de ampliar el dominio del operador.

Sea A un operador lineal tal que el dominio de su adjunto At contiene a
las funciones de Schwartz. Entonces, tal y como hicimos con las funciones
generalizadas, definimos la actuacion en sentido de distribuciones del operador

~

A sobre una funcién generalizada A(r) a partir de los productos escalares:
/ o (r) (AA(r)) dNr = / (AT¢(r))*A(r) ANr Vo) e SRY). (B.9Y)
RN RN

Sila funcion A(r) es de cuadrado integrable y pertenece al dominio de A lo anterior
no aporta nada. Pero, si A(r) es una funcién generalizada, o una normalizable
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pero no perteneciente al dominio original de /Al, esta expresion permite evaluar
indirectamente AA(r). En efecto, si {®(r),®5(r), ...} es una base ortonormal de
L£2(RN) formada por funciones de Schwartz y que pertenecen al dominio de At
tendriamos la siguiente igualdad en sentido de distribuciones

AA(r):i<AT¢>n|A>q>n(r) con (AT®,|A) = (A|AT®,)*.

n=1

B.5. DERIVADA EN SENTIDO DE DISTRIBUCIONES

e La idea expuesta en el punto anterior nos va a permitir generalizar el concepto
de derivada. Por simplicidad, nos vamos a restringir al espacio de Hilbert £2(R)
va que los resultados mas relevantes se pueden extender a cualquier espacio de
funciones.

Sea A(x) una funcién, bien de cuadrado integrable o bien generalizada. Su derivada
en sentido de distribuciones se define como:

/R(I)(l“)d/zl(x) dx = (por partes) = /

<d‘1’(1’>> A(z) dz ¥ &(z) € S(R)
T R

dx
(B.10)
y dependiendo de como sea A(z) podremos extraer de la anterior igualdad una
regla de actuacion explicita o las coordenadas en, por ejemplo, la base de Hermite.

Por ejemplo, si A(x) = (),

/R@(x)dégz(:’) do = /R (dq;f)) () di = — dif)

y la derivada en sentido de distribuciones de d,(z) es la funcion generalizada &', (z)
tal que

r=a

/Rdﬁl(m)i'(x) = —d/(a).
Menos extrana es la derivada de la funcidn escalon o de Heavyside,

lsiz>a
Oq(x) = (B.11)
Osiz <a,

cuya derivada usual es igual a cero menos en el punto de discontinuidad en z = a
donde no esta definida. Sin embargo, en sentido de distribuciones, si ¥(z) es una
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funcion de Schwartz cualquiera

AW(m)dejix) dx = /R <d\1;§:x)> Oq(x) dx = — /GJFOO d\I(Ji;m) dx = ¥(a)

(no olvide que las funciones de Schwartz y cualesquiera otras de cuadrado
integrable se anulan en los infinitos). Por tanto,

/ \y(x)d@;f) de = U(a) =
R

y la derivada en sentido de distribuciones de la funcién escaléon es la delta de
Dirac.

A partir de este resultado se tiene que si A(z) es una funciéon continua excepto en
x = a, entonces podemos escribir

IN@) _ () 4 Ay Gu(z)  con Ay = lim (A(a +6) — Ala— 5)) (B.12)

dzx §—0+

donde A’(z) representa la derivada “usual” de A(x) pero sin tener en cuenta la
discontinuidad y A, es el “salto” de la funcion A(x) en z = a. Para demostrar
(B.12) definamos la funciéon accesoria

P(x) = Alx) — AyOqu(x).

Esta funcion es continua, por lo que su derivada usual ¥'(x) y su derivada en
distribuciones coinciden. Como ademas ¢/ (x) = A’(z) (derivada usual), derivando
en sentido de distribuciones la tltima igualdad se tiene inmediatamente (B.12).
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cualquier fisico. Siempre podra discutirse si la ordenacién de temas es la méas adecuada
para el estudio auténomo, pero una vez que se tienen bien asentados los fundamentos su
lectura es ineludible.

Los cuatro siguientes textos cubren el temario de la asignatura Fisica Cudntica 1.
[Sanchez-Guillén] es conciso y claro. [Eisberg] es una aproximacion a la fisica cuéntica
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nosotros hemos adoptado. Finalmente [Complutense] es un trabajo colectivo escrito por
varios profesores de la Universidad Complutense de Madrid. Su estudio puede resultar
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Como su nombre indica, [Guillespie] es una introducciéon breve y sencilla al
formalismo matemadtico. [Dirac] es una obra clasica con una claridad expositiva
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inteligible de las matematicas de la fisica cuéntica. Finalmente, el excelente y muy
completo [Galindo] es riguroso y conciso, lo que hace a veces muy arduo su estudio
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Aunque su nivel es més adecuado a un curso de Mecénica Cuantica de cuarto curso
de grado, queremos mencionar algunos textos que pueden complementar lo visto en la
presente obra. Empezando con la bibliografia en castellano, [Alonso] es la traduccion
a nuestro idioma de un texto editado originalmente en 1973 por Addison Wesley en el
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que podré reconocer al primer autor de uno de los mas famosos y mejores manuales de
fisica general. No es entonces de extranar que el texto que nos ocupa sea claro, preciso
y “robusto” en el mejor sentido de la palabra. Unicamente se echa en falta un mayor
nimero de ejemplos resueltos, pero esta es una critica menor habida cuenta de que
estamos hablando de un libro de nivel medio-alto. El desarrollo que hace [Pena] es
también notable, aunque el lenguaje matemaéatico es claramente més avanzado al que
aqui hemos adoptado. [Yndurain] es bastante conciso pero claro.

[Cohen]| es una de las mejores y mas didacticas obras de fisica cuéntica—mecénica
cudntica existentes. En ella se exponen los aspectos més importantes de la teoria
cuantica sin llegar al nivel de abstracciéon matemaéatica de otros textos mas formales.
Las presentaciones que se hacen en las referencias clasicas [Gottfried] y [Landau] son
claras y razonablemente concisas. [Le Bellac] es una aproximacién mas contemporanea
a la mecanica cuéntica y que contempla aspectos que apenas se tratan en obras mas
antiguas.

Naturalmente, los principios de la mecéanica cuantica se presentan también en [Galindo],
[Messiah] y [Dirac], donde pueden encontrarse interesantes disucusiones aunque, como
mencionamos en su presentacion, con un nivel matemético mas avanzado.

e METODOS MATEMATICOS:

[Schwartz] Laurent Schwartz; Mathematics for the Physical Sciences,
Dover 2008. (version espanola en Selecciones Cientificas).

[Churchill] James W. Brown, Ruel V. Churchill; Complex Variables and
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2010).

[Marsden] Jerrold E. Marsden, Anthony Tromba; Vector calculus (5th Edition);
W. H. Freeman 2003. (version espanola en Addison-Wesley).

[Kolmogorov] Andrei N. Kolmogorov, Sergei V. Fomin; Elements of the Theory
of Functions and Functional Analysis; Dover 1999. (version espanola similar en
la Editorial MIR de Moscu, 1978).

[Abellanas| Lorenzo Abellanas y Alberto Galindo, Espacios de Hilbert, Eudema
1988.

Las tres primeras referencias son obras clasicas que abordan la teoria de Fourier,
los fundamentos de la teoria de funciones de variable compleja y el analisis vectorial,
respectivamente. Estan traducidas a nuestro idioma.

Por otra parte, la literatura sobre espacios de Hilbert es amplisima. Sin dnimo de ser
exhaustivos sugerimos tnicamente un par de referencias, por si desea profundizar en esta
importantisima herramienta matematica. Son el texto clasico de Kolmogorov —Fomin
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(en su reedicion por la editorial Dover) y la muy pedagogica obra en castellano de
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hipergeomeétricas, de Legendre, armoénicos esféricos, etc.) asi como resumenes de las
herramientas mateméaticas mas importantes (célculo integro-diferencial, transformadas
de Fourier, teoria de grupos, etc.)
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[del Rio] Carlos Sanchez del Rio, Los Principios de la Fisica en su Evolucion
Historica, Instituto de Espana, 2004.

[Peacock] Kent A. Peacock, The Quantum Revolution: A Historical Perspective;
Greenwood, 2008.

[Gamow]| George Gamow, Biografia de la Fisica; Alianza Editorial, 2001.

El lector interesado puede consultar libros sobre historia del fisica y asi contextualizar
adecuadamente los descubrimientos capitales que se realizaron en el primer tercio del
siglo pasado. El libro de Sanchez del Rio es notable al conjugar el anélisis histérico con
la discusion detallada de la fisica de los fenémenos. La segunda referencia mezcla de
manera original tanto la historia como las consecuencias epistemolégicas de la teoria
cuantica desde el punto de vista de un especialista en Filosofia de la Ciencia. El libro de
Gamow es muy interesante, ameno e informativo.®

¢ PROBLEMAS CONCEPTUALES EN MECANICA CUANTICA:

[d’Espagnat| Bernard d’Espagnat, Conceptual Foundations of Quantum
Mechanics (2nd Edition), Perseus 1999.

[Peres| Asher Peres, Quantum Theory: Concepts and Methods. Kluwer 2002.
! George Gamow, al que nunca se le concedid el premio Nobel, realiz6 su ampliacién postdoctoral

de estudios con Niels Bohr, presenciando desde una posicién privilegiada el nacimiento y desarrollo de
la revolucion cuantica de los anos 20 del siglo pasado.
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La profundizacién en las muchas sutilezas epistemologicas de la mecénica cuantica debe
hacerse inicamente en cursos més especializados de grado y de posgrado. Aun asi, y por
completitud, mencionamos estas dos excelentes obras. La primera es un texto clasico de
la disciplina, sucesivamente reeditado, mientras que la segunda es mas contemporanea.
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eccee USO GENERICO DE SIMBOLOS

a,b, ... Escalares (reales o complejos)
a* Complejo conjugado de a
|al Modulo de a
arg(a) Argumento de a
Re(a) Parte real de a
Jm(a) Parte imaginaria de a
a,b,... Vectores (reales o complejos)
a* Vector complejo conjugado de a
lal, a Médulo del vector a [si a es complejo, |a| = (a* - a)'/?]
an Componente n-ésima del vector a

Elemento n-ésimo de la sucesion {a, }
A B,.. Escalar

Magnitud fisica escalar
/1, E, Operador
A Operador representativo de una magnitud A
Af Operador adjunto de A
AB,... Matrices
A Representaciéon matricial del operador A
At Matriz traspuesta de A
AT Matriz traspuesta y conjugada (adjunta) de A
A Elemento de la matriz A
A B, ... Vector. Magnitud fisica vectorial
a,B,. .. Escalares (reales o complejos)
{A,B,...} Conjunto fromado por A4, B, ...
|¥),|®),... Vectores (kets) de un espacio de Hilbert
U, o, ... Funcion de onda
| @] Norma de | )
(¥, (P Covectores (bras) de un espacio de Hilbert
w Subespacio lineal
w+t Complemento ortogonal de W

ccecee RELACIONES MATEMATICAS
<; > Menor que; mayor que

< > Menor o igual que; mayor o igual que
<5 > Mucho menor que; mucho mayor que
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Aproximadamente menor que; aproximadamente mayor que
Igual

Distinto

Equivalente

Igual por definicién

Aproximadamente igual

Del mismo orden de magitud

Perteneciente a; no perteneciente a

Incluido en; excluido de

OPERACIONES

Suma

Resta

Multiplicacién

Producto vectorial de vectores euclideos

Multiplicacién

Producto escalar de vectores euclideos

Divisién

Unién

Interseccion

Producto de convolucion de dos funciones

Producto tensorial de vectores de un espacio de Hilbert
Suma directa de subespacios lineales

Valor medio de la magnitud A

Producto escalar de los vectores |¥) y |®) de un espacio de Hilbert
Representacion reciproca (o en momentos) de ¥

SIMBOLOS LATINOS

Longitud, distancia

Aceleracion (médulo, componente)

Radio de Bohr

Elemento de matriz de transmision

Vector de posicién

Operador de destruccién en un oscilador arménico
Operador de creacién en un oscilador arménico
Coeficientes en una funcién de onda, constante de normalizacién, etc.
Potencial vector complejo de un campo electromagnético
Potencial vector fisico (real) de un campo electromagnético
Funcién de Airy

Amstrong (unidad de longitud)

Longitud, distancia

Vector de posicion

Coeficiente en una funcién de onda, constante de normalizacion
Base de representaciéon
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Campo magnético (complejo)
Campo magnético (real)
Funcion de Airy

Velocidad de la luz

Coordenada n-ésima de la funcion ¥(r)

Coeficiente en una funcién de onda, constante de normalizacion
Cuerpo de los nameros complejos

Espacio de Hilbert de sucesiones complejas de cuadrado sumable
Longitud, distancia

Dominio del operador A

Operador derivada

Dimensién algebraica

Carga del electron en valor absoluto

Energia

Campo eléctrico (complejo)

Campo eléctrico (real)

Espacio de Hilbert de los estados

Coordenada enésima de la funcion ®(r)

Fuerza

Operador de la componente ¢ de una fuerza (i = z,y, z)
Simbolo de transformada de Fourier

Funcién hipergeémetrica

Degeneracion de un nivel energético
Constante de gravitacion universal

Constante de Planck

Constante de Planck racionalizada
n-ésimo polinomio de Hermite
Espacio de Hilbert (genérico)
Energia mecanica de un sistema
Operador hamiltoniano

Indice de degeneracién (genérico)
Unidad imaginaria (y/—1)
Operador identidad

Matriz unidad

Indice de degeneraciéon (genérico)

Densidad de corriente de probabilidad (vectorial)
Densidad de corriente de probabilidad (componente)
Densidad de carga (fuente de un campo EM)
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Funcién de Bessel de orden n

Namero de onda

Energia cinética

Operador de energia cinética
Constante elastica de un muelle
Vector de onda

Nuimero cuintico angular

Momento angular o cinético

Componente i-ésima del momento angular

Operador de la componente i-ésima del momento angular

Moédulo al cuadrado del momento angular

Operador moédulo al cuadrado del momento angular

Espacio de Hilbert de funciones de onda de cuadrado integrable
definidas en la region U

Espacio de Hilbert de funciones de onda radiales

Espacio de Hilbert de funciones de onda angulares

Momento de una fuerza

Masa,

Nimero cuantico magnético (asociado a L)
Masa del electron

Masa del protéon

Masa del neutrén

Dispositivo genérico de medida

Numero cuéntico (genérico)

Densidad de particulas

Namero cuéntico (asociado a la energia)

Numero de Avogadro

Nimero de estados estacionarios ligados de un potencial
Conjunto de los nameros naturales

Ntimero cuéantico radial

Ket nulo de un espacio de Hilbert de los estados
Operador nimero en el oscilador armoénico cuantico

Momento lineal

Componente i-ésima del momento lineal

Operador de la componente i-ésima del momento lineal
Proyector ortogonal

Probabilidad de ocurrencia

Funcién especial de Legendre

Presion
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Carga

Nuamero de onda

Conjunto de los numeros racionales
Momento lineal

Vector de onda

Coordenada radial

Vector de posicion

Radio

Conjunto de los nimeros reales
Conjunto de los niimeros reales positivos
Coeficiente de reflexion

Coeficiente de matriz de transmision
Funcién radial

Recorrido de un operador

Espin
Superficie
Superficie esférica de radio unidad

Tiempo

Periodo de oscilacion
Coeficiente de transmsién
Matriz de transmisién

Variable adimensional

Vector unitario

Operador de evolucién temporal
Funcion radial reducida

Velocidad

Velocidad (mo6dulo o componente)
Volumen

Energia potencial

Operador de energia potencial

Potencia
Subespacio de Hilbert

Componente de la posicién
Variable (genérica)
Operador asociado a x
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o(r)
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Componente de la posicién
Operador asociado a y
Armoénico esférico

Componente de la posiciéon
Operador asociado a z
Conjunto de los nameros enteros

SIMBOLOS GRIEGOS

Constante de estructura fina

Longitud natural de un oscilador armoénico

Funcién de onda

Funcion de onda (generalmente normalizable y no estacionaria)
Funcién delta de Dirac

Delta de Kronecker

Elemento infinitesimal

Incertidumbre de la magnitud A

Energia del espectro continuo

Energia adimensionalizada

Permitividad eléctrica del vacio

Funcién de onda

Funcién de onda (generalmente autofuncion de la energia)
Fotoén

Subindice para indicar una integral de linea a lo largo de la curva ~
Anchura de resonacia

Ntimero de onda

Angulo azimultal (coordenadas esféricas y polares)
Variable adimensional

Longitud de onda

Indice continuo

Longitud de onda Compton del electréon

Funcién de onda (generalmente no normalizable)
Frecuencia

Pi

Operador de momento lineal (salvo factor k)

Operador paridad

Variable radial (coordenadas cilindricas)

Variable radial adimensionalizada

Densidad de probabilidad (posiciones)

Densidad de probabilidad (correspondiente a una magnitud A)
Espectro de un operador (de una magnitud)

Espectro puntual

Espectro continuo

Sumatorio
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Subindice para indicar una integral de superficie
Tiempo

Vida media

Funcion de onda (no normalizable)
Frecuencia natural o pulsacién

Angulo solido

Coordenada polar (coordenadas esféricas)
Funcién de onda De Broglie

Funcién de onda

Funcién de Heavyside

Funcién de onda
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CONSTANTES FiSICAS

Constante de estructura fina a =1/137,036

Radio de Bohr ap = 5,191771 x 10710 m
Velocidad de la luz c=2,997925 x 103 m s~ !
Carga del electron en valor absoluto e =1,602189 x 10719 C
Constante de gravitacién universal Gn = 6,672 x 1071 m3kg s~
Constante de Planck reducida B =1,054589 x 1073* J s
Constante de Boltzmann kg = 1,380662 x 10723 J K~!
Longitud de onda Compton del electron e = 2,42630 x 10712 m

Masa del electréon me = 9,109534 x 103! kg

Masa del protén mp = 1826,152 m,
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analisis de Fourier, 13, 79
andlisis dimensional, 62
anchura en frecuencias, 16
aproximacién armoénica, 399
armonico (componente), 15
armonico esférico, 264
autoenergia, 193
autoestado, 155
autofuncién, 155, 193
autovalor, 155

axiomas de Kolmogorov, 167

barrera de potencial
asimétrica, 342
rectangular, 336
tipo delta, 359
triangular, 345

base de representacion
en momentos, 125
en posiciones, 125
general, 125
ortonormal, 121
propia, 164

Bohr (unidad), 58

Bohr, Niels, 99

bra, 137, 423

campo electromagnético, 5

campo escalar
definicion, 412
gradiente, 413
laplaciano, 413

campo vectorial
circulacién, 412
definicion, 412
divergencia, 414
flujo, 412
laplaciano, 415
rotacional, 414

catastrofe del ultravioleta, 43
cavidad radiante, 39
CCOC, 237
coherencia
en electromagnetismo, 25
en fisica cuéntica, 248
compatibilidad, 232
complementariedad, 99
complemento ortogonal, 127
condiciéon de contorno, 39
conjunto cerrado, 116
conmutador, 132, 211
constante de Boltzmann, 41
constante de estructura fina, 62
constante de normalizacion, 82
constante de Planck, 32
constante del movimiento, 212
coordenadas
de un estado, 136
de una funcién de onda, 120
coordenadas ortogonales
cartesianas, 408
cilindricas, 410
curvilineas generalizadas, 411
esféricas, 408
corchete de Poisson, 215
corriente de probabilidad, 189
corriente tunel, 347
covector, véase bra
cuantizacion
de la energia, 195
definicion general, 157
del momento angular, 158
cuasi-autoestado, 159

degeneracion, 156, 165
degeneracion accidental, 282, 394
delta de Dirac, 14, 118
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delta de Kronecker, 121
densidad de probabilidad

para el momento lineal, 80

para la posiciéon, 81

para una magnitud, 166
densidad de probabilidad radial, 259
derivada en distribuciones, 427
descomposicion espectral, 251
desigualdad de Schwarz, 82
desigualdad triangular, 104
desigualdades de Heisenberg, 98
diferencias finitas, 188
difraccion (en EM)

caso general, 20

por dos rendijas, 23

por una rendija, 22
difraccion de Fraunhofer, 91
difraccion de particulas

caso general, 88

por dos rendijas, 67

por una rendija ancha, 90

por una rendija estrecha, 88
Dirac, P.A.M., 136
dispersién cuadratica media, 16, 84
distribucién temperada, 423
dualidad onda-corpisculo, 99

ecuacion de autovalores, 155, 193

ecuacién de continuidad
en electromagnetismo, 5
en fisica cuantica, 189

ecuacién de Heisenberg, 218

ecuacién de Helmholtz, 9

ecuacion de Liouville, 215

ecuacion de Schrodinger
en una dimension, 294
independiente del tiempo, 193, 294
para una particula puntual, 182
radial reducida, 280, 393
representaciéon en momentos, 184
solucién general, 200

ecuacion diferencial
de Hermite, 366

ecuacion diferencial asociada de Legendre,

265

ecuaciones de Hamilton, 215
ecuaciones de Maxwell, 5
efecto Compton, 49
efecto fotoeléctrico, 31
efecto Ramsauer, 339
efecto tunel, 341
elemento de matriz, 133
energia de Fermi, 347
energia del punto cero, 105
entrelazado, 139
entrelazamiento, 253
espacio de Hilbert
criterios de convergencia, 422
de las funciones de onda, 116
de los estados, 136
equipamiento, 426
separable, 121
espacio de las fases, 111
esparcimiento de radiacion, 21
esparcimiento de Thomson, 48
espectro
continuo, 160
de una magnitud, 163
puntual, 155
estadistica de Maxwell-Boltzmann, 41
estado coherente, 386
estado cuéntico, 68
estado cuasiestacionario, 196
estado estacionario
de colision, 198, 324
definicién general, 192
ligado, 198, 299
estado propio, véase autoestado

férmula de Gamow, 345

forma lineal, véase bra

foton
densidad (en un pulso EM), 36
energia, 32
espin, 39
estado dinamico, 36
frecuencia, 73
longitud de onda, 73
momento angular intrinseco, 39
momento lineal, 32



frecuencia media, 16
fuente del campo EM, 5
fuerza central, 392
fuerza de Lorentz, 5
fullereno, 104
funcién cuasimonocromaética, 16
funcion de Bessel, 284
funcién de cuadrado integrable, 81
funciéon de Heavyside, 427
funcién de onda
De Broglie, 76, 118
de una particula, 69, 75
ensanchamiento, 178
gaussiana, 100, 178
lorentziana, 84
norma, 81
propagacion libre, 175
representacion algebraica, 122
representacion en energias, 200
representacion en momentos, 79
representacion en posiciones, 80
funcién de particion, 41
funcion de trabajo, 33, 347
funcién especial de Legendre, 266
funcion hipergeométrica, 393
funcién radial reducida, 280
funcional, 423
funciones de Airy, 197
funciones de Hermite, 123, 367
funciones de Schwartz, 117

Gauss, Carl Friedrich, 416

Hartree (unidad), 59
Heisenberg, Werner, 218

identidades de Green, 416
igualdad c.d., 420
imagen

de Heisenberg, 218
incertidumbre, 84, 93
integral de Lebesgue, 419
interferometro de Young, 23, 66
interferencia

de un haz de particulas, 88
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en electromagnetismo, 20
interpretaciéon de Copenhague, 99
interpretacion probabilistica

de la funcién de onda, 80

del estado dindmico de un fotén, 36

general, 166

para la energia, 202

postulado, 245
isomorfismo, 136

jacobiano de una transformacion, 411
ket, 136, 423

ley de Stefan, 46

ley del desplazamiento de Wien, 46
longitud de onda Compton, 49
longitud de onda De Broglie, 74

medida
en fisica cuantica, 227
ideal, 228
medida ideal, 71
mezcla incoherente
de ondas de materia, 90
en electromagnetismo, 27
modulacién de ondas planas, 13
momento angular
autofunciones, 263
multiplicidad, véase degeneracion

niimero cuéntico, 126, 165, 200, 237
angular, 281
magnético, 281
nivel de energia
excitado, 199
fundamental, 199
nodo, 300
notacién de Dirac, 137

onda cilindrica, 23, 88

onda de materia, 69, 74
onda electromagnética, 6
onda esférica, 21

onda secundaria, 22
operaciones con vectores, 405
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operador
adjunto, 131
autoadjunto, 131
creaciéon, 377
de evolucién temporal, 187
definiciéon general, 128
destruccién, 377
dominio, 128
energia cinética, 151, 170
energia potencial, 150
hamiltoniano, 151, 182
lineal, 129
momento angular, 153
momento lineal, 148
nimero, 378
posicién, 148
proyector ortogonal, 130, 229
regla de actuacion, 128
representacion matricial, 133
simétrico, 130
unitario, 130
operador de escalera, 269
operador vectorial lambda, 417
operador vectorial nabla, 417
ortogonalidad
de funciones de onda, 113
oscilador armoénico
anisétropo, 391
autoenergias, 367
en varias dimensiones, 390
estados estacionarios, 367
hamiltoniano, 364
isétropo, 391, 399
longitud natural, 364

paquete de ondas, 176

permeabilidad magnética, 5
permitividad eléctrica, 5

postulado de Bohr, 158

postulado de reduccién, 231, 246
postulados de la mecanica cuantica, 244
potencial constante a trozos, 301
potencial de Lenard-Jones, 398
potencial electromagnético vector, 8
potencial escalon

de altura finita, 332

infinito, 221
pozo cuéntico, 208
pozo de potencial

asimétrico, 320

cuadrado finito, 305, 359

cuadrado infinito, 208, 313

semi-infinito, 315

tipo delta, 313
preparacioén, 65, 229
principio de correspondencia, 245
principio de Huygens-Fresnel, 21
principio de incertidumbre, 72, 98, 242
principio de indistinguibilidad, 245
principio de superposiciéon

en electromagnetismo, 6

en fisica cuantica, 79, 244
probabilidad de ocurrencia, 166
problema de la cavidad radiante, 42
problema de la medida, 232, 247
producto de convoluciéon, 28
producto escalar, 112
producto tensorial, 139
proyecciéon ortogonal, 127
proyector espectral, 230
punto cuantico, 208
punto cuantico esférico, 283

quanta de luz, 32

radiémetro de Crookes, 60
radiacion electromagnética
densidad de energia, 7, 18, 19
densidad de momento lineal, 7
densidad espectral de energia, 42
ecuacion de estado, 61
ecuacion de onda, 8
estacionaria, 41
intensidad, 12
libre, 6, 8
longitud de onda, 10
modo normal, 18
monocromatica, 9
plana, 10
polarizacion, 39



presion, 55

pulso, 13
red de difraccién, 102
reflexion en una dimensién, 326, 330
reglas de conmutacién

canoénicas, 149, 242

del momento angular, 236, 257
reglas de correspondencia, 152
relacion de cierre, 126
relaciéon de dispersion

en electromagnetismo, 10

para ondas de materia, 77
relacién de incertidumbre

energia-tiempo, 243

generalizada, 240

posicién-momento, 98
representacion compleja, 9
representacion reciproca, 14
resonancia, 354

Schrodinger, Erwin, 217
simetria de inversion espacial, 219
sistema separable, 207
STM, 347
Stokes, George, 416
subbanda de energias, 210
subconjunto denso, 117
subespacio propio, 156, 170, 230
sucesion de Cauchy, 421
superposicion coherente

de ondas de materia, 89

en electromagnetismo, 27

término de degeneracion, 102
tensor de Levi-Civita, 415
teorema de compatibilidad, 234
teorema de convolucién, 28
teorema de equiparticion, 41
teorema de Gauss, 416
teorema de la proyeccién ortogonal, 127
teorema de Parseval, 14, 79
teorema de Riesz-Fischer, 121
teorema de Stokes, 416
teorema de Sturm, 300
teorema del virial
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en general, 372

para un oscilador arménico, 371
teorema espectral, 164
teoremas de Ehrenfest, 192, 211, 373
tiempo propio de evolucién

de un estado, 244

de una magnitud, 242
transformada de Fourier, 13
transmisiéon en una dimensién, 330
transmisién resonante, 356

unidades atémicas, 57

valor esperado, véase valor medio
valor medio, 83, 166

valor permitido, 163

valor propio, véase autovalor
variables ocultas, 100

vector de estado, véase ket
vector de onda, 10

vector de posicién, 405
vector de Poynting, 7

velero solar, 56

velocidad de fase, 74, 177
velocidad de grupo, 176
velocidad de la luz, 5

Young, Thomas, 23

zona clasicamente prohibida, 222, 300
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