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INTRODUCCION

Por todos es conocido que en nuestro quehacer diario una de las
herramientas mas utilizadas es la Matematica. Si vamos al abasto, mercado,
tiendas en general, necesitamos por lo menos dominar las operaciones
basicas de los numeros reales, o la aplicacién de la teoria de conjunto.
Profundizando mas la situacion, cualquier hecho ocurrido en la naturaleza
necesita ser explicado, esta se hace con la ayuda de los modelos
matematicos, bien sea a través de inecuaciones, funciones, ecuaciones
diferenciales, ecuaciones en diferencias, entre otras. Es por ello que este
curso tiene gran importancia en su futura carrera, ya que los participantes,
representa el centro del proceso ensefianza — aprendizaje y por ende el logro
de los objetivos propuestos; por lo que se hace necesario que participen en
las actividades que ésta implica, tales como son: lectura detallada de la
bibliografia presentada, asi como de la exposicion realizada en clase por el
facilitador, los ejercicios resueltos en clase y la resoluciéon de ejercicios
propuestos tanto por el facilitador como los que aparecen en la bibliografia
propuesta.

Este curso esta dividido en tres (3) mdédulos que contienen elementos
matematicas basicos que ya ustedes como participantes vieron en el
bachillerato, es decir, este es un curso de repaso, el cual le facilitaran la
comprension del calculo diferencial e integral, los cuales seran estudiados
mas adelante. Por ser éste un curso basico los participantes tendran que

dedicar gran parte de su tiempo al mismo, sin olvidar que las operaciones



basicas vistas en los afios anteriores van a ser muy necesarias para el
entendimiento del mismo.

Este curso pretende que el participante desarrolle su capacidad de
analisis, aplicacion y sintesis en el area de las matematicas que le ayuden
fundamentalmente a la mejor comprension de algunos los subproyectos que
vera en su formacién en nuestra Universidad y en su crecimiento intelectual

como ciudadano venezolano.



CAPITULO |

TEORIA DE CONJUNTOS



Este capitulo se estudiara: TEORIA DE CONJUNTO: Definicion de
conjunto, Formas de denotar un conjunto, Cardinal de un conjunto,
Inclusién de conjunto, Igualdad de conjunto, Conjunto vacio, Conjunto
universal, Conjunto de las partes, Conjunto finito, Conjunto infinito, Unién
de conjuntos, Interseccion de conjuntos, Diferencia de conjuntos,
Complemento de un conjunto, Cardinal del conjunto AUB, Cardinal del
conjunto AUBUC y aplicacién de los conjuntos a la vida real

Definicién _1: Un conjunto se define como una agrupacién de

entes o cosas (llamados elementos), por ejemplo el conjunto formado
por los alumnos de una seccion de clases. Los conjuntos los
expresamos con letras mayuscula, A, B, C, ..., los elementos de un
conjunto con letras minusculas encerrados entre llaves, por
ejemplo, el conjunto A={a, b, c}, para decir que un elemento pertenece
a un conjunto utilizamos la letra griega € , y para decir que un elemento
no pertenece al conjunto utilizamos la misma letra pero atravesada por
un /, por ejemplo acA, se lee a pertenece al conjunto A y dg¢A, d no
pertenece al conjunto A.
Los conjuntos se denotan por:

a. Por comprension: cuando se da una caracteristica del conjunto,

por ejemplo: el conjunto B={x/x es un Estado llanero} esta determinado

por comprension.



b. Por extension: cuando se mencionan cada uno de los elementos de

un conjunto, del ejemplo anterior el conjunto B expresado por extensién
seria B={Apure, Barinas, Cojedes, Guarico, Portuguesa}.
Definicién 2: El numero de elementos que posee un conjunto recibe

el nombre de cardinal de un conjunto y se denota con la letra n( ), por

ejemplo, los cardinales de A y B se denotan como n(A)=3 y n(B)=5
respectivamente.

Definicién 3: Un conjunto se dice que es vacio si nho posee

elementos, es decir, si su cardinal es igual a cero y se denota con la letra
griega phi ¢ o { }, matematicamente se define el conjunto vacio como ¢
={xeA A xgA}.

Definicién 4: Se define conjunto universal como el conjunto de

referencia que contiene un grupo de conjuntos dados, por ejemplo
podemos tomar al Vicerrectorado de Planificacion y Desarrollo Regional
de la Unellez como conjunto universal de los conjuntos formado por los
salones, los Programas, las Coordinaciones, la Administracién, etc. pero
el Vicerrectorado de Planificaciéon y Desarrollo Regional de la Unellez
puede también ser conjunto de otro conjunto universal mas grande, por
ejemplo San Fernando de Apure, pero San Fernando de Apure puede ser
de otro conjunto universal mas grande, por ejemplo Venezuela y asi
sucesivamente.

Definicién 5: Un conjunto es finito si su cardinal es contable, en

caso contrario se dice que el conjunto es infinito, ejemplo, el conjunto



A={a, b, c} es un conjunto finito, mientras que el conjunto C={x/x es una
estrella} es un conjunto infinito.

Definicion 6: Decimos que un conjunto A esta incluido o es

subconjunto de otro conjunto B si se cumple: AcB < VX, xeA A xeB,

que se lee: A esta incluido en B, si y solo si, para todo elemento “x”, el
“x” perteneciente al conjunto A y el elemento “x” pertenece a B, y su

representacion grafica es:

Fig. 1

Para decir que un conjunto no es subconjunto de un conjunto A no
esta incluido en B, escribimos AzB < (xeA A x¢B), que se lee A no esta
incluido en B si y solo si “x” pertenece a A y “x” no pertenece a B, como
podemos ver en el la Fig. 1, BzA, ya que, existe un y tal que “y”
pertenece a B e “y” no pertenece a A, matematicamente se escribe:
dyl(yeB A ygA).

Definiciéon 7: Al conjunto de todos los subconjunto de un conjunto

se le llama parte de un conjunto o potencia de un conjunto se denota por

P(C), y su cardinal se encuentra por medio de la progresion

geométrica n[P(C)]=2", donde n es el cardinal del conjunto, de aqui



que el conjunto vacio es subconjunto de todos los conjuntos y
todo conjunto es subconjunto de si mismo, por ejemplo el conjunto vacio
tiene un solo subconjunto que es el mismo, n[P(¢)]=2°= 1 y el conjunto
A tiene 8 subconjuntos ya que n[P(A)]=23=8, que en este caso son
P(A)={¢, {a}, {b}, {c}, {a, b}, {a, c}, {b, c}, A}.

Definiciéon 8: Dos conjuntos A y B se dicen que son iquales siy
solamente si A esta incluido en B y ademas B esta incluido en A,
matematicamente esto se escribe: A=B < (AcB A BcA).

Definicidon 9: Se define la unién de dos conjuntos A y B como
los elementos “x” que pertenecen al conjunto A o los elementos de
“x” que pertenecen al conjunto B, es decir, “x” pertenece a la
union de A yB, si y solo si “x” esta en A o “x” esta en B,
matematicamente: xeAUB < (xeA v xeB), esto se ilustra graficamente en

las figuras 2, 3 y 4.

Fig. 2 Fig. 3 Fig. 4




De la Fig. 3 podemos deducir el siguiente teorema: si AcB =
AUB=B.

Decimos que un elemento “x” no pertenece a la unién de dos
conjuntos A y B si “x” no esta ni en A ni en B, matematicamente xgAUB
< (xgA A xgB).

Definicidén 10: Se define la Interseccidon de los conjuntos Ay B (N)

como: el elemento “x” que pertenece tanto a A como a B, es decir son los

elementos comunes a los dos conjuntos, matematicamente: xeAnB <

(xeA A xeB).
u v u
A B B A B
@)
Fig. 5 Fig. 6 Fig. 7

De la Fig. 6 podemos deducir el siguiente teorema: Si AcB =
ANB=A.

Si x no esta en la interseccion se dan las siguientes conjeturas:
 xeA A xgB = x esta en A pero no estaen B
x¢ANB < < x¢A A xeB = x no esta en A pero si estaen B

XA A X¢B = x no esta nien Anien B

\



De estas tres conjeturas se obtiene xgAnNB < (x¢A v x¢B), es
decir, si x no esta en A o no esta en la interseccion o si x no esta en B
tampoco esta en la interseccion.

Definicion 11: Se define la diferencia (-) de los conjuntos A y B

como: como el elemento “x”, que esta en A pero no esta en B,

matematicamente: xe(A — B) & (xeA A x¢B).

v p

Fig. 8 Fig. 9 Fig. 10

De la Fig.9 podemos deducir el siguiente teorema: Si AcB = A - B=¢.

Si x no esta en la diferencia se dan las siguientes conjeturas:

xeAAXxeB = xestaenAyxestaenB
xgA -B ©<4 xgA A xeB = x no esta en A pero si estaen B
xgAAxgB = xnoestanienAnienB
De estas tres conjeturas se obtiene x¢A - B & (x¢A v xeB), es

decir, si x no esta en A, no esta en la diferencia o si x esta en B,

tampoco esta en la diferencia.
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Definicion 12: Se define el Complemento de un conjunto A como:

(A) el elemento “x” que esta en el conjunto universal y no esta en el
conjunto A, matematicamente: xeA' < (xep A xgA), es decir, xeA' < xgA,
si pertenece al complemento del conjunto A, entonces x no esta en A, o
viceversa, si esta en A no esta en su complemento, es decir, la union del
conjunto A con su complemento A’ es el conjunto universal: AUA’=p y el
conjunto A interceptado con su complemento resulta el conjunto Vacio:

ANA=}

A!

Fig. 11

Ejemplo: Sea el conjunto universal p={1, 2, 3, ..., 10} y los
conjuntos A={1, 2, 3, 4, 5}, B={1, 3, 4, 6, 7} y C={2, 4, 6, 8} si estamos
interesados en hallar: AUB, AnC, An(BUC), A-C y [(AnB)-C]’, lo primero
que hacemos es representar los conjuntos i, A, B y C graficamente ver la
Fig. 12, luego aplicamos las definiciones de unién, interseccion,
diferencia y complemento, obtenemos:

a. AUB={1,2,3,4,5,6,7}

b. ANC={2, 4}
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c. An(BUC)={2, 4}
d. A-C={1, 3, 5}
e. [(A~B)-CI'={2,4,5,6,7,8,9, 10}

1

Fig. 12

Definicion 13: Se define el cardinal del conjunto AUB, como el

numero de elemento que esta en A o esta en B y se obtiene por la

formula:

n(AUB)= n(A) + n(B) - n(AnB) y su representacion grafica esta en la Fig.

7]
| B
A’'NB’

Fig. 13

13:
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Definicion 14: Se define el cardinal del conjunto AUBUC, como el

numero de elemento que esta en A o esta en B o esta en C, y se obtiene
por la formula:

n(AUBUC)= n(A) + n(B) + n(C) - n(AnB) - n(AnC) - n(BNC) + n(AnNBNC) y
su grafica se muestra en la Fig. 14

u

AnBNC’ A’'nB’NC

A'nB’'NC’

Fig. 14

De la Fig. 14 se tiene que:
n(u)=n(AUBUC) + n(A'nB'nC") =
n(A'nB'nC')=n(n) - n(AUBUC) o n(AUBUC)=n(u) - n(A'nB'nC’)
Ejemplo: En reunion del Coordinador de Extension con los
Facilitadores del curso de Aritmética para la escogencia de los dias en
que se dictara el curso de Aritmética, el Coordinador de extension

recomendoé que el curso se puede realizar en tres dias los cuales son:
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lunes de 2:00 p.m. a 6:00 p.m., miércoles de 2:00 pm. a 6:00 p.m. y los
viernes de 8:00 a.m. a 12:00 m.

En consulta con los Facilitadores (17) para ver que dia de los antes
mencionados ellos no querian la sesidn de clases, se obtuvo la siguiente
informacion:

8 no querian las clases los lunes

8 no querian las clases los miércoles

6 no querian las clases los viernes

4 no querian las clases los lunes y miércoles

3 no querian las clases los lunes y viernes

2 no querian las clases miércoles y viernes

1 no querian las clases los tres dias antes mencionados.

Se desea saber:

a. ¢Cuantos de los Facilitadores no querian las clases uno de los dias
mencionados?

b. ¢Cuantos de los Facilitadores querian las clases los dias

mencionados?

c. éCuantos de los Facilitadores no querian las clases los lunes
exclusivamente?

d. éCuantos de los Facilitadores no querian las clases los miércoles
exclusivamente?

e. éCuantos de los Facilitadores no querian las clases los viernes

exclusivamente?
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f. éCuantos de los Facilitadores no querian las clases los lunes y
miércoles exclusivamente?
g. ¢Cuantos de los Facilitadores no querian las clases los lunes y
viernes exclusivamente?
h. ¢ Cuantos de los Facilitadores no querian las clases los miércoles y
viernes exclusivamente?

Solucion: Denotaremos los que no querian las clases los lunes por
n(L), los que no querian las clases los miércoles por n(M) y los que no
querian las clases los viernes por n(V).
Datos: n(L)=8, n(M)=8, n(V)=6, n(LnM)=4, n(LNV)=3, n(MnV)=2,
n(LAMNV)=1,
a. n(LUMUV)=?
b. n(L'mMnV)=?
c. n(LnAM'nV)=?
d. n(LAMNV')=?
e. n(LnM'nV')=?
f. n(L'nMnV')=?
g. n(L'mM'nV)=?
h.  h.- n(LAM'"V")=? Solucién:

a. Segun la férmula para el cardinal de AUBUC, tenemos:
n(LUMUV)=n(L) + n(M) + n(V) - n(LnM) - n(LnV) - n(MnV) + n(LAMANV) =
n(AUBUC)=8 + 8 + 6 — 4 — 3 — 2 + 1=14 = n(AUBUC)=14, lo que quiere
decir que hay 14 Facilitatores que no quieren clases los lunes o los

miércoles o los viernes
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b. Como n(u)=n(LUMUV) + n(L'nM'nV’) =
n(L'nM'nV')=n(n)- n(AUBUC) = n(L'nM'n\V')=17 - 14=3, existen tres
Facilitadores que quieren clases los dias lunes, miércoles y viernes.

Para el resto de las preguntas la obtenemos mediante la Fig. 15.
Sabemos que 4 no quieren clases ni los lunes ni los miércoles, pero
ademas sabemos que entre esos 4 hay 1 que ademas no quiere clases
los viernes, es decir los que no quieren clases exclusivamente los lunes
y miércoles son 3 Facilitadores, de igual manera se llega a la conclusién
de que los que no quieren clases exclusivamente los lunes y viernes
son 2 Facilitadores y los que no quieren clase los miércoles y viernes
exclusivamente es 1 Facilitador, los que no quieren clases
exclusivamente los lunes son 2 Facilitadores, los que no quieren clases
exclusivamente los miércoles son 3 Facilitadores y los que no quieren
clases exclusivamente los viernes son 2 Facilitadores.

u=17

VA :

Fig. 15
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EJERCICIOS RESUELTOS

1. Expresar por extension cada uno de los conjuntos que se dan por

comprension.

a)  A={x/xeZ/x? + x - 12=0}

Solucién: Factorizando x2 + x - 12=0, buscamos dos numeros que
multiplicados resulta -12 y restados resulte 1, todos estos numeros se
obtienen de la descomposicion del -12, es decir, -12=-2.2,3, por lo tanto,
los nimeros son: x=-4 y x=3 = (x + 4)(x - 3)=0, aplicando la propiedad de
los reales ab=0 = a=0 v b=0, tenemos que (x + 4)(x - 3)=0 = x=-4 y x=3,
por lo tanto, la solucion es A={-4, 3}

b)  B={x/xeQ/6x? - 7x - 20=0}

Solucién: Factorizando 6x2 - 7x - 20=0, multiplicamos toda la

ecuacion por 6 (elemento neutro de la suma en serie o
multiplicacion), (6x)2 — 7(6x) - 120=0, ahora buscamos dos numeros que
multiplicados de -120 y restados de -7, estos numeros se obtienen
de la descomposicion del -120, es decir, -120=-2.2,2:3:5, luego los
numeros son: 6x=8 y 6x=-15, .. (6x + 8)(6x - 15)=0, aplicando la

propiedad de los reales ab=0 = a=0 v b=0, tenemos que (6x + 8)(6x -
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15)=0 = 6x=-8 = x=-§ y 6x=15 = x=§ = x=-§ y x-g, por lo tanto, la

solucién es B={-i ,§}
3 2
c)  C={x/xeQ/x?-2+/2x - 2=0}

Soluciéon: Completando cuadrado en la ecuacion x2 - Zx/ix - 2=0,
tenemos (x - v2)2-2-220 = (x- v2)%-4=0 = (x - v2)2 - 22=0,
aplicando la identidad a? - b2=(a - b)(a+b), donde a=x - \/E y
b=2 se tiene (x - \/E -2)(x - \/E + 2)=0, aplicando la propiedad de los

reales axb=0 = a=0 o b=0, tenemos que x - \/E -2=0=x=2 + \/E oX- \/E
+2=0 = x=-2 + \/E, por lo tanto, son ceros C={-2 + ﬁ,z + \/E}
2
d) D={x/xeRIx —(3+23)x+3/3=0}
Solucién: En este problema factorizaremos la ecuacion

2
X —(3+2\/§)x+3\/§=0, aplicando la férmula: ax2 + bx +c=0 =

x=—bi\/b2 —4ac

2a

, donde a=1, b=-(3 + 3\/5) y C=3\/§, se tiene que:

x=—(3+2\/§)i\/(3+2\/§)2—4x3\/§ _ x=—(3+2\/§)im
2 2
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, luego Ila solucion es

_—3-(24/3 +4/21) _—3-(2V/3 +421)
X= 2 \ X= 2

_—3-(2V3+4/21) —3-(2V/3++/21)
D={ , }
2 2
2, Expresar por comprensién cada uno de los siguientes conjuntos

que se dan por extension.
a) A={-3,5}
Solucién: tomando x1=-3 y x2=5, podemos escribir:
(x — 5)(x + 3)=0, resolviendo el producto notable (x-5)(x+3)=0 =

x2 + 3x - 5x - 15=0 = x2 - 2x - 15=0, en consecuencia la solucion es

A={x/xeZIx? - 2x - 15=0}
1 4

b) B={_,——

) {2 3}

Solucién: tomando x1=% y X2=— % , se puede escribir:

(x - %)(x + §)=0 = (2x — 1)(3x + 4)=0, resolviendo el producto notable:

6x2 + 8x — 3x - 4=0 = 6x? + 5x - 4=0, con lo que tenemos que la solucién
es B={x/xcQ/6x + 5x - 4=0}

c) {\/5,—\/3}

Solucion: tomando x1=+/2 y x2=— \/5, tenemos que:



19

(x - V2)(x + \/§)=0:>x2+ J5x - \/Ex—10=0:>x2+(\/§ - V2 )x - 10=0,

en consecuencia la soluciéon es C={x/xeQ’/ x2 + (+/5 - 2 )x - 10=0}

d) {%,ﬁ}{ﬁ,—ﬁ}

Solucién: tomando x1=% y X2= /3, tenemos que:

(x-%)(x-\/g)=0 = (@x-1)(x-+3)=0 = 4x?-4J3x-x+/3=0

= x% - (4\/5 +1)x + v/3=0 . la solucioén es:
C={x/xeRIX% — (43 + 1)x + /3=0}

3. Sean A, B y C tres conjuntos tales que: (AUB)cAUC) y
(ANB)c(ANC). ¢ Qué se puede decir de los conjuntos By C?

Solucién: Demostremos por la doble implicacién:
(< como (AUB)c(AUC) implica que la parte de B que no esta contenida
en A, debe estar contenida en C. Si xeB pero x¢gA = xeAuUB, pero por
hipétesis AUBCAUC = xeAUC, xgA = xeC
(= EIl que (AnB)c(ANC) implica también que la parte de B contenida en A
esta contenida en C.
Si xeB y xeA = xe(AnB)cANC)cC = xeC, luego, si xeB (tanto si xeA
como si xgA) = xeC .. podemos decir que BcC
4, En la seccion A de matematica | de la Carrera de Planificacion estan

inscritos 72 alumnos, de los cuales 22 aprobaron el médulo I, 26
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aprobaron el médulo Il, 30 aprobaron el médulo lll, 6 aprobaron el modulo
Iy Il, 8 aprobaron el médulo | y lll, 10 aprobaron el médulo 1l y 1ll, 16 no
aprobaron ninguno de los tres médulos. Se desea saber:

a) ¢éCuantos alumnos aprobaron el médulo | o el médulo Il o el
maédulo I1?

b) ¢Cuantos alumnos aprobaron los tres médulos simultaneamente?

c) ¢Cuantos alumnos aprobaron exclusivamente el médulo 1?

d) ¢Cuantos alumnos aprobaron exclusivamente el médulo Il y 111?
Datos:

u=72

n(l)=22

n(l1)=26

n(ll1)=30

n(IAll)=6

n(IAlll)=8

n(liAlll)=10

n(’AIPAIIP)=16

n(IvIivill)=?

n(IAlIAI=?

n(IAIPANIP)=?

n(PAllAlIN=?
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Solucién: a) Aplicando la féormula: n(p)=n(IVIivill) + n(PAIPAIIP) =
72=n(IVIIVIll) + 16 = n(IVIIVII)=72 — 16 = n(IVIIVIII)=56, .. los alumnos que

aprobaron o el médulo | o el médulo Il o el médulo lll son 56

Solucién b) Aplicando la férmula:

n(Iviivill)=n(1) + n(ll) + n(lll) = n(IAll) = n(IAlll) = n(lIAlI) + n(IANAIIT) =

56=22 + 26 + 30 — 6 — 8 — 10 + n(IAllAlll) = n(IAlIAIN=56 — 54 = n(IAlIAlll)=2
.~ los alumnos que aprobaron los tres modulos simultaneamente son 2

Para la solucion c) y d) realizaremos primero el diagrama de Venn, con los

datos obtenidos

pu=72

b

Fig. 16
Este diagrama se obtuvo aplicando las formulas:

n(IAl)=n(IAIAIP) + n(IAIAIT = 6=n(IAlIANIF) + 2 = n(IAlIANIPY)=4
n(IAI=n(IAIP AL + n(IAlAIY = 8=n(IAIPAlll) + 2 = n(IAIPAI=6

n(lIA)=n(P Al + n(IAIAITY = 10=n(PAlATIY + 2 = n(IAlIANIP)=8
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n(l)=n(IAll) + n(IAIPAII) + n(IAIPAIIP) = 22=6 + 6 + n(PAIPAIIP) =
n(IAIPAIIPY)=10
n(ll)=n(IAll) + n(PAlIA) + n(PAlAIIP) = 26=6 + 8 + n(lAlAIII) =
n(PAlIAIIP)=12
n(li)=n(IAlll) + n(PAlIAII) + n(PAIPAIII) = 30=8 + 8 + n(PAIlAlll) =
n(PAll’Alll)=14, luego, solucién c) los alumnos aprobaron exclusivamente

el médulo | son 10 y la solucién d) los alumnos aprobaron exclusivamente

el médulo Il y lll son 14.
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EJERCICIOS PROPUESTOS

1. Sean los conjuntos: A={{1.2},{3, 4, 5}, {7}}, B={1,2,3,4,5,6, 7} y
C={{1}, {2}, {3}, {4}, {5}, {6}, {7}}.
¢Cuales de las siguientes expresiones son verdaderas y cuales son
falsas?
a. {1,2}eA ( )
b. {1,2)cA ( )
c. {1,2}eB ( )
d {1,2)cB ( )
e. {1,2}eC ( )
f. {1,2)<C ( )
g {1}eA ()
h. {1}eB ( )
i.  {1}eC ( )
oo {x=A ()
k. {1}cB ( )
. {2}cB ( )
2. Simplificar la expresién: (((AUB)'NC’)N(BU(AUBY)’))U((ANB)'UA’)
3.  Sean los conjuntos: u={1,2,3,....., 15}, A={1, 3, 5,7, 9, 11, 13, 15},
B={1, 2, 6,7, 11,12} y C={1, 3, 4,7, 8, 11, 12, 15}. Hallar:
a. AUBUC
b. A~BAC

c. (A-B)~(C-A)
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d [(A-C)-BT
e. ANB'NC
4. En cierto problema el wuniverso de referencia es el

conjunto p={1, 2, ....,9,a, b, ....., g}, A={1,2,4,5,8,b,c,d,f}, B={1,4,9,
a, d, g}, yC={3, 5,9, A}. Calcular y representar graficamente:

a. AUB,BUC

b. (AUB)UC

c. ANC,(AnB)nC

d. A-B, (AUB)-C

e. (ANB)-(ANC)

f. A

g. (AUBY
h. (A-B)

i. P(C)

i. P(ANC)
k. P(BAC)

. En cada caso diga el cardinal del conjunto

5. Sea el conjunto universal el dado en el problema anterior y dados
los conjuntos A={a, c, e, g}; B={a, d, g} y C={a, b, e, h}. Hallar:

a. (AuB)-C

b. A'-<(B-C)

c. (BNC)-A'nB'
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6. Expresar por comprension, extension, hallar el cardinal y el
conjunto de las partes del conjunto cuyos elementos son los puntos
cardinales.
7. Sea p el conjunto cuyos elementos estan formado por los estados
de Venezuela y sus capitales.

Expresar por comprension y extension el conjunto u y cada uno de
los siguientes subconjuntos de p que se dan a continuacién.
a. Los Estados orientales de Venezuela.
b. Los Estados centrales de Venezuela.
c. Los Estados occidentales de Venezuela.
d. Los Estados andinos de Venezuela.
e. Las capitales los Estados llaneros de Venezuela.
f. Las capitales los Estados del sur de Venezuela
g. Las capitales los Estados orientales de Venezuela.
h. La capital de Venezuela.
8. Dados los conjuntos:
A={x/x son todos los carros de Venezuela}
B={x/xeZ}
C={x/xeZ" y ademas /1sZ"<100}

Indique cuales de estos conjuntos son finitos e infinitos
9. Dados los conjuntos:
A={x es de la forma 2x + 1/1=x<4}

B={x es de la forma 2x + 1/1<x<4}
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C={x es de la forma 2x + 1/1sx<4}

Indique en los casos que se dan a continuacion si estan incluidos
(<) o no estan incluidos () en los siguientes pares de conjuntos:
A B A C B_ A B_ _C C_ A C__ B
10. Comprobar por medio de las propiedades de los conjuntos que:
a. AuB=BUA
b. An(BNC)=(AnB)NC
c. Au(BNC)=(AuB)(AUC)
d. (AuB)=A'nB
e. A-B=AB’
f. AcB=>A-B=}
g. (AuB) - (AnB)=(A — B)u(B — A), Resultado este que recibe el
nombre de diferencia simétrica entre Ay B y se denota por AAB
h.  ((Aup)N(An)=¢
11. ¢Es posible calcular los elementos del conjunto C y sus
subconjuntos A y B sabiendo que C — A={2, 9, 13, 18, 20}, C — B={2, 6, 8,
20}y A-B={1, 5, 6, 14}
12. El Concesionario del comedor de la UNELLEZ realiza una encuesta
entre los estudiantes que lo utilizan, para determinar el porcentaje que
prefieren leche en polvo o leche pasteurizada; obteniéndose los
siguientes resultados:
55% prefieren leche en polvo

35% prefieren leche pasteurizada
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30% no tienen preferencia por ninguno de los dos tipos

Se desea saber:

a. ¢ Qué porcentaje de estudiantes prefieren leche en polvo o leche
pasteurizada?

b. ¢ Qué porcentaje de estudiantes prefieren leche en polvo y leche
pasteurizada?

c. ¢ Qué porcentaje de estudiantes prefieren exclusivamente leche en
polvo?

d. ¢Qué porcentaje de estudiantes prefieren exclusivamente leche
pasteurizada?

13. El INAVI exige como requisito primordial para la adjudicacién de
una vivienda, que los solicitantes sean casados, no posean vivienda
propia y tengan un ingreso mensual igual o menor al sueldo minimo. El
INAVI recibié 5.000 solicitudes de personas que desean obtener viviendas
y al procesar dichas solicitudes se obtuvieron los resultados:

3.050 solicitantes de personas casadas

2.450 solicitantes de personas que no poseen vivienda propia

3.650 solicitantes de personas cuyo ingreso es el sueldo minimo o
inferior

1.500 solicitantes de personas que son casadas, pero no poseen vivienda
propia

2.500 solicitantes de personas casadas y cuyo ingreso es el sueldo

minimo o inferior



28

1.700 solicitantes de personas que no poseen vivienda propia y cuyo
ingreso es el sueldo minimo o inferior
4.650 solicitantes cumplen por lo menos con uno de los tres requisitos

Se desea saber:

a. ¢Cuantas solicitudes no cumplen con ninguno de los tres
requisitos?
b. éCuantas solicitudes cumplen simultdaneamente con los tres
requisitos?

14. La constructora San Fernando ha comprado un lote de 2.200
cabillas en un remate. Una clasificacion de dichas cabillas a demostrado
que estas pueden ser utilizadas en tres operaciones diferentes como se
especifica a continuacion:
1.000 para la operacién A
880 para la operacion B
100 para la operacién A y C exclusivamente
500 para la operacion Ay B
360 para la operacion B exclusivamente
1.560 para la operaciéon Ao B
1.210 para la operacién Bo C

Hallar:
a. El nimero de cabillas que pueden utilizarse simultaneamente para
las tres operaciones.

b. El numero de cabillas que son desechadas.



29

15. En una encuesta realizada por el Departamento de Salud en San
Fernando se encuestaron a 2.000 personas sobre su preferencia de tres
pastillas para calmar el dolor de cabeza, obteniéndose la siguiente
informacion:

1.158 prefieren aspirina

1.050 prefieren bral

632 prefieren cafenol

280 prefieren unicamente aspirina

180 prefieren aspirina y cafenol exclusivamente

172 prefieren bral y cafenol

1.798 prefieren aspirina o bral o cafenol se desea saber:

a. ¢Cuantas personas prefiera unicamente cafenol?

b. ¢Cuantas personas prefiera al menos uno de los productos
mencionados?

c. éCuantas personas no prefiera ninguno de los productos
mencionados?

1. El departamento de ventas de Comercial Traki selecciona 2.000
clientes entre todos los que poseen cuenta de crédito en dicho
establecimiento y se les pregunta sobre el uso que han dado a su crédito
durante el pasado afo, obteniéndose los siguientes resultados:

550 clientes en juguetes

600 clientes en articulos de vestir

1.100 clientes en artefactos para el hogar
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300 clientes en juguetes y articulos de vestir
220 clientes en juguetes y artefactos para el hogar
500 clientes en articulos de vestir y artefactos para el hogar
200 clientes en juguetes, articulos de vestir y artefactos para el hogar.
Se pregunta:
a. éCuantos clientes no usaron su crédito en ninguna de estos tres
créditos mencionadas?
b. ¢Cuantos clientes usaron su crédito sélo para comprar juguetes?
17.  El departamento de salud en San Fernando efectua una encuesta
sobre los habitos de fumar de la poblacion san fernandina, con los
siguientes resultados:
12.5% fuman pipa
24.5% fuman cigarro
20.0% fuman tabaco
10.0% fuman pipa y cigarro
7.8% fuman pipa y tabaco
12.2% fuman cigarro y tabaco
34.7% fuman al menos uno de los tres productos mencionados
Se pregunta:
a. ¢Cuantas de las personas encuestadas no fuman ninguno de los
tres productos mencionados?
b. ¢ Cuantas de las personas encuestadas fuman exactamente dos de

los productos mencionados?
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En este capitulo se estudiara: CONJUNTOS NUMERICOS: Conjunto
inductivo, Conjunto de los numeros enteros positivos, Conjunto de los
numeros enteros negativos, Conjunto de los numeros enteros, Conjunto
de los numeros racionales o fraccionarios, Conjunto de los numeros
primos, Conjunto de los numeros irracionales, Conjunto de los numeros
reales, Propiedades de los numeros reales, Minimo comun multiplo,
Maximo comun divisor, Numeros coprimos. OPERACIONES EN #: Suma,
resta, multiplicaciéon y division de numeros reales, aplicaciones de los

numeros reales.

Definicién 1: Un conjunto S se dice que es inductivo si cumple con
las siguientes condiciones:
1. 1eS
2. SiseS=>s+1eS

Por medio de la definicion anterior definimos el nimero 1,
tomando s=1 y aplicando la segunda propiedad (1 + 1) definimos el
numero 2 y otra vez por la propiedad 2 obtenemos (2 + 1) y lo lamamos
3 y asi sucesivamente:
3+1=4

4+1=5
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n-1+n=n

El conjunto formado {1, 2, 3, 4, ...... n -1, n, ......} recibe el nombre

de los enteros positivos y lo denotaremos zZ'.

Definicién 2: Un conjunto se dice que es denso o cerrado con

respecto a una operacion, si para cada par de elementos del conjunto se
tiene que al realizar dicha operacion el resultado queda dentro del

conjunto.
Si queremos saber si el conjunto Z* es cerrado con respecto a la
adicion tenemos que ver si se cumple la definicion de densidad, Heli: Va,

beZ" = a+beZ', vemos que siempre esto es cierto y de igual manera Va,

beZ" = axbeZ*, por lo tanto, el conjunto Z* es cerrado con respecto a la

adicion y el producto, como este conjunto no es cerrado para la

sustraccion ya que Va, beZ' = a - beZ', entonces formamos el conjunto

de los enteros negativos que se define como Z'=-Z*, es decir: z ={1, 2, 3,
ey Z{.... -3, -2, -1}.

Definicidon 3: Se define como el numero cero {0} al punto medio de
los numeros pertenecientes a Z* y Z, es decir:

{03={(-1, 1), (-2, 2), (3, 3), vevesy ("N, N, ceverrrrreraernen }

Definicion 4: Se define el conjunto de los ntimeros enteros como

aquel conjunto que esta unido por los tres conjuntos formados

anteriormente, y lo denotamos por Z, es decir: Z=zuz* U{0}, este conjunto



34

es cerrado para la adicion, producto y sustraccion, pero no es cerrado
para el cociente, es por ello que tenemos que formar un conjunto donde
el cociente este bien definido y este conjunto es el que definiremos a
continuacion.

Definicién 5: Se define el conjunto de los numeros racionales o

fraccionarios como el conjunto de numeros cuyo cociente es el conjunto

de los numeros enteros sobre la uniéon de los enteros positivo y los
enteros negativos y este conjunto lo denotaremos por Q, es decir,

z . . .
Q=7+, al realizar este cociente siempre resulta que queda una

Z7 Uz
cantidad decimal periddica, es por ello que este conjunto también se

puede expresar como: Q=z,abcd........ donde z, a, b, c. son numeros
enteros, es decir, z, a, b, ¢, d,.....eZ. Cuando el numero que se repite es el

cero no se coloca, es decir, queda tacito, cuando los numeros son

distintos del cero se le coloca una raya arriba del periodo, ejemplo: §=4,

. 1 .
no hace falta colocar el cero, ejemplo: §=0,33...., como el numero que se

repite es distinto de cero, se tiene que escribir 0,3; el caso de
; =0,571428571428......... =0,571428

Definicién 6: Un numero entero se dice que es primo si este posee
cuatro divisores, y lo denotaremos por: P(®)={%+2, 3, 5, +7, +11 #13 ..} y

definiremos al conjunto de los numeros enteros que tienen mas de



35

cuatro divisores como compuestos este conjunto esta formado
por: {4, 6, + 8, 9 ,+10, ¥12, ...... }

Nota: Como el numero 1 y 0 fueron definidos de manera especial
estos no son ni primos ni compuestos.

Definicién 7: Sea a un numero primo y n un numero entero, es

decir, acP(®) y neZ, entonces, se define geQ como aquel conjunto de
nimero que se puede expresar de la manera siguiente: g=a" que es otra

forma de definir a los ntimeros racionales o fraccionarios.

Definiciéon _8: Si en la expresion g=a" Vng¢Z, este conjunto de

numeros recibe el nombre de numeros irracionales y tienen la

particularidad de que nunca dejan una cantidad decimal periédica, es

decir, es el complemento del conjunto de los numeros racionales y lo

m
denotaremos por Q'y sus elementos tienen la forma p=b'm/Irl o rI\/b , con

7
peQ". por ejemplo: 5/9 :9\/59

Donde:
J :Radical

b: Cantidad sub-radical
m: Potencia de la cantidad sub-radical
n: indice del radical

Nota: es racional si neZ
g=a"
es irracional si ngZ
Como numeros irracionales tenemos el conjunto de raices que no

son exactas. El conjunto de los numeros racionales (Q) es cerrado con

respecto a la adicién, sustraccién, producto y cociente ya que Va, beQ
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a . . . .
= a+ b, a-b, ab. EEQ' El conjunto de los numeros irracionales es

cerrado solamente para la adiciéon, ya que:

Va,beQ' = a-beQ’, a.beQ’. ng'.

Ejemplo: a=+2, b=48, c=v/2 se tiene a.cgQ'ya-c=0¢Q" a,

1

beQ'y ab=4¢Q"'a, beQ'y E=4 Q"

Definicion 9: Se define el conjunto de los niimeros reales (%) como

la unién del conjunto de los numeros racionales con el conjunto de los
’ = . . [ . -
nuameros irracionales, es decir; $#=QUQ. El conjunto de los numeros

reales es cerrado con respecto a las operaciones de adicion, sustraccion,

producto y cociente ya que: Va, be# = a+bef%, a-be%, a.befHy Seﬂ?.

Representacioén grafica del conjunto de los niumeros reales.

R

Fig. 1

Representacion en la recta de los conjuntos numéricos.
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< Z z R

< , >
0

< Q ! Q" >
0

< Q. , Q" >
0

< R T §R+ >
0

Fig. 2

Definicién 10: Definiremos al conjunto de los numeros reales

ampliados, como conjunto de numeros reales acotados por los simbolos
*0 y que cumple con las siguientes condiciones:
1. oot K=z

2. *ow.K=*x0

3_ L =
+ oo

4 £» =to0
K

5 5 =to0
0

Donde K es un numero real cualquiera distinto de 0.

La recta real ampliada se representa:

R | R

=00 I =00

0 Fig. 3
Propiedades de los niumeros reales
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Propiedades de la adicion

1. Asociativa: Va, b, ce # se tiene,(a + b) + c=a + (b + c¢), es decir, la
operacion suma esta definido nada mas para sumar dos elementos, si
en una operacion existen mas de dos elementos, operamos primero dos
y el resultado lo operamos con el tercero y asi sucesivamente si hay
mas de tres elementos.

Ejemplo: a.- (4 + 6) + 5=10 + 5=15=4 + (6 + 5)=4 + 11=15;

b. (\/§+\/3_)+\/§:\/§+(\/§+\/§)

2. Conmutativa: Va, be ¥ se tiene, a + b=b + a, es decir el orden de

los factores no altera el sumando.

Ejemplo: a.-3+5=5+3=8
b. \/§+\/§:\/§+\/§

3. Elemento neutro o neutro aditivo: Vac ¥, Jec ¥a + e=e + a=a, es

decir, en % existe un elemento que sumado a cualquier niumero real
deja a este invariante, este numero es el cero (e=0).

Ejemplo: a.-4 + 0=0 + 4=4
b. V2 +0=0++2=42

4, Elemento simétrico o inverso aditivo: Vac#%, 3 a''e9la + a'=a’! +

a=e=0, =» a'! + a=0 = a'=-a, es decir, en % todo numero tiene un
simétrico que al sumarlo a su opuesto me da el cero, a a“, se le llama

inverso aditivo.

Ejemplo: a.- 5 + (-5)= (-5) + 5= 0



39

b. J2 -J2=-y2 +J2=0

Propiedades del producto

5. Asociativa: Va, b, ce # se tiene, (axb)c=a(bxc), es decir, como el
producto es una suma en serie y la suma esta definido nada mas para
sumar dos elementos, el producto de igual manera esta definida para
operar dos elementos, operamos los primeros dos y el resultado lo
operamos con el tercero y asi sucesivamente si hay mas de tres
elementos.

Ejemplo: a.- (4:6)5=24.5=120=4(6.5)=4.30=120

b. (vV2./3)V5 = V2(V/3:1/5) = V6.5 = v2,1/15 = /30 = /30

6. Conmutativa: Va, be ## se tiene, a:b=b.a, es decir, el orden de los
factores no altera el producto.
Ejemplo: a.- 3:5=5.3=15

b. v2./3=13./2=16

7. Elemento neutro o neutro multiplicativo: Vac %, Jec J/lae=exa=a,

es decir, en R existe un elemento que multiplicado a cualquier nimero
real me deja a este invariante, este numero es el uno (e=1).

Ejemplo: a.- 41=1.4=4
b. 1+42=+v24=42

8. Elemento _simétrico o Elemento inverso __multiplicativo: Vaef,

1 . ,
JaleHla.a'=a\a=e=1 = a'.a=1 = a'=—, es decir, en % todo nimero
a

tiene un simétrico que al multiplicarlo a su opuesto da como resultado el
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nimero uno, a a! se le llama inverso multiplicativo.

1 1
Ejemplo: a.- 5.—=—.5=1
Jjemp 5 5

1
b.\/_\/_\/_\/_1

9. Distributiva: Va, b, ce % se tiene: a(b + c)=a.b + axc=b.a + cxa=(b + c)a.
Ejemplo: a.- 5(4 + 3)=5:4 + 5.3=20 + 15=35=(4 + 3)5=7.5=35

b. V2(\3 + VB)=v2:/3 + V245 = V32 + VB2 = (V3 + VB2

Elemento absorbente: Vac %, 30 #/0a=a0=0, es decir, en # todo niumero

al multiplicarlo por el cero es absorbido por este.

Definicién _11: Un conjunto que posee las propiedades 1, 3 y 4

recibe el nombre de Grupo y si ademas posee la propiedad 2 recibe el

nombre de Grupo Abeliano o Grupo conmutativo. Un conjunto que posee

las propiedades 5 y 7 recibe el nombre de Anillo y si ademas posee la

propiedad 6 recibe el nombre de Anillo Abeliano o Anillo conmutativo y si

ademas posee la propiedad 8 recibe el nombre de Anillo con elemento

unidad. Un conjunto que posee las propiedades 1, 2, 3,4,5,6,7,8 y9

recibe el nombre de Campo o Cuerpo, lo que quiere decir, que el conjunto

de los niumeros reales es un Campo o un Cuerpo.

Definicion 12: En la recta real diremos que un niumero es menor

que (<) [mayor que (>)] si este se encuentra a la izquierda de este (si este
se encuentra a la derecha de este).
Ejemplo: a.- 5<7 y 9>7

b. \/E<\/§Y\/§>\/§
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10. Ley de Triconétomia: Va, b, ce # se cumple nada mas que una de

las siguientes condiciones:

i. a=b

ii. a<b

iii. a>b

11.  El conjunto de los nimeros reales es una relaciéon de orden, ya que

cumple con las propiedades reflexiva, antisimétrica y transitiva:

a. Reflexiva: Vae % se tiene que a=a.

b. Antisimétrica: Va, be % se tiene que si a<b y b<a = a=b

c. Transitiva: Va, b, ce # se tiene que si a<b y b<c = a<c

Otras propiedades de los reales

12. Va,bef#, dceHlsiaxb=>a+c<b+c
Ejemplo: a. 5<7 =5+ 3<7 + 3 = 8<10

b. V2</3=v2+1</3+1

13. Va, be#, Ice 9/ si a<b = a.c<b.c

Ejemplo: a. 5<7 = 5.3<7:3 = 15<21

b. J2<43 = J2./8 <3./8 /16 <24 = 4<2/6
14. Va, bef#, Ice '/ si a<b = a.c>b.c
Ejemplo: a. 5<7 = 5(-3)>7(-3) = -15>-21
b. v2<3 = V2(-/8)>V3(-/8) >-/16>-24 = -4>-2/6

15. Va,be#, Ice R/, sia<b = 1 >%
a

Ejemplo: a. 5<7 = 1/5>1/7
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1 1
b. V2<V3 = —>—
J2 3
16. Vae# se tiene que a2>0 Si a=0 =a>=0
Ejemplo: a. 22 =4>0 (-2)2 =4>0
b. (V2)2=2y(-2)%=2
17. Va, be#, se tiene que (a + b)2 >a® + b?
Ejemplo: (3 + 5)%>3% + 5% = 82 =64>9 + 25=34
18. Va, be ¥ se tiene que si axb=0 = a=0 o b=0
Ejemplo: a. 2.0=0.2=0
b. J20=0~2=0
19. Va, be # se tiene que si axb<0 = (a<0 A b>0) o (a>0 A b<0)
Ejemplo: -(23)<0 = (-2<0 A 3>0) o (2>0 A -3<0), es decir,
(-2)3= 2(-3)=-6;
20. Va, be % se tiene que si axb>0 = (a>0 A b>0) o (a<0 A b<0)
Ejemplo: 2.3>0 = (2>0 A 3>0) o (-2<0 A -3<0), es decir, 2.3= -2(-3)=6
n
21. Va, be, IncRl(ab)" =a"b"y (E)"=Z—n
Ejemplo: (2:3)*=6%=36 =22,3%=4,9=36
+ an
22. Va,bef In,meHa"aM=a""My b—m=an -m
3
Ejemplo: 22.23=4,8=32=2° y §—2 =% =21=2
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23. Va, be#, IneHl(a")™ =a™Mm
Ejemplo: (2%)3=43=64=223=25=64

Definicidon 13: Se define el minimo comun mdltiplo de dos numeros

enteros a y b m.c.m(a, b) como el menor nimero que es dividido por
estos exactamente, este numero se consigue descomponiendo a (a y b)
en sus factores primos y luego se multiplican los nUmeros comunes y no
comunes con su mayor exponente.

Ejemplo: Hallar el m.c.m(30, 50), se descomponen los numeros 30 y
50 en factores primos, es decir: 30=2.3.5 y 50=2,52, luego tenemos que

multiplicar los nimeros comunes y no comunes con su mayor exponente,

en este caso: m.c.m(30, 50)=2x3x52=150, fijese que %=5, %=3, note

que existen otros numeros que son divididos por 30 y 50 como son:
{300, 450, 600, .....}, pero el menor que cumple con esta condicion es el
numero 150.

Definicion 14: Se define el maximo comun divisor de dos numeros

enteros a y b M.C.D(a, b) como el mayor nimero que divide a estos
numeros exactamente, este numero se consigue descomponiendo a (ay
b) en sus factores primos y luego se multiplican los nimeros comunes
con su menor exponente.

Ejemplo: Hallar el M.C.D(30, 50), se descomponen los nimeros 30 y

50 en factores primos, es decir: 30=2.3.5 y 50=2,52, luego tenemos que

multiplicar los numeros comunes con su menor exponente, en este caso:
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M.C.D(30, 50)=2,5=10, fijese que %=3, %=5, note que existen otros

numeros que dividen al 30 y 50 como son: {1 y 5}, pero el mayor que
cumple con esta condicion es el numero 10.

Definicion _15: Se dice que dos numeros enteros son coprimos

entre si, si su maximo comun divisor entre ellos es el nimero uno, e,i,
sean Va, beZ*, si M.C.D(a, b)=1 = a y b son coprimos entre si.

Ejemplo: los numeros 5 y 12 son corrimos entre si porque
M.C.D(5, 12)=1

Definicion 16: Se define la suma de dos numeros racionales

d como: % Va, ceZy Vb, deZ'UZ*, donde b.d es el m.c.m(b,

Q
(e}

— 4+
b
d) y a«d + b«c es el resultado de dividir cada uno de los miembros del
denominador entre el m.c.m y luego multiplicado por cada uno de los

miembros del numerador.

7 _48+35 83
= =—, para este resultado se
12 60 60

. 4
Ejemplo: sumar 5 +
obtuvo el m.c.m(5,12)=60, luego se dividid %=12 y este resultado se

multiplicé por 4, resultando 48, asi mismo se dividié %=5 y este
resultado se multiplicé por 7, dando como resultado 35 al sumar 48 +

35=83, por lo tanto, el resultado es: %



Definicion 17: Se define la resta de dos ntimeros racionales

Tl
oo

de la misma manera que la suma pero utilizado el signo menos «-» en vez
del sigho mas «+».

7 _48-35 13
= =—, para este resultado se
12 60 60

. 4
Ejemplo: restar 5"
obtuvo el m.c.m(5,15)=60, luego se dividid %=12 y este resultado se

multiplicé por 4, resultando 12, asi mismo se dividié %=5 y este

resultado se multiplicé por 7, dando como resultado 35, al restar
13

48 - 35=13, por lo tanto, el resultado es: %

Definicion 18: Se define el producto de dos nimeros racionales

c axc
d bxd

, Va, ceZ y Vb, deZ‘UZ"', luego a este resultado se le

extrae el M.C.D(a. c, b. d) y se divide cada uno de ellos entre M.C.D, e,i, el

resultado final son dos nimeros coprimos entre si.

Ejemplo: Multiplicar gxgzg, como el M.C.D(36, 24)=12,

X

W
| ©
N W

dividimos % =3y %=2, luego el resultado de multiplicar

Definicion 19: Se define el cociente de dos numeros racionales

a.t como i , VaeZ y Vb, c, deZ'UZ+, luego a este resultado se le

b d bxc

extrae el M.C.D(a.d, b.c) y se divide cada uno de ellos entre M.C.D, e,i, el

resultado final son dos nimeros coprimos entre si.
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Ejemplo: Dividir %—g = %, como el M.C.D(27, 32)=1, dividimos 27

y 32 entre 1 y luego el resultado de dividir %—g = 27

32

Definicion 20: Para sumar o restar dos numeros irracionales, se

simplifican los radicales dados (numeros enteros), es decir, se
descomponen las cantidades sub-radicales en sus factores primos, luego
se reducen los radicales semejantes y por ultimo se escriben los nimeros
irracionales no semejantes con su propio signo.

Ejemplo: Realizar la siguiente operacion:

\/900 + /972 — /2352 — /882

Solucion: se descomponen las cantidades sub-radicales en sus

factores primos:

900=23.3252; 972=22.3% 2352=243.72 y 882=2.3272, e.i.
V900 = V23x3%x52 =30/2; 972 =V2%x3°% =18./3; /2352 = 24x3x7? =
303 y V282 =2.3%2x72 =212,

/900 + /972 — /2352 — /882 =30/2 + 18+/3 —28+/3 —21/2 =942 -103

Definicion 21: Para multiplicar dos numeros irracionales, existen

dos casos:

1. Si tienen el mismo indice: se multiplican las cantidades sub-

radicales y se deja el mismo indice, e,i, Ya.%b =a'/M.p1"=(ab)1"="ab

Ejemplo: 2,315 =213,513=(2,5)13=3/30
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2. Si tienen distintos indices: se busca el minimo comun indice, se
divide este minimo comun indice entre cada indice de los numeros
involucrados y se multiplica por la potencia de las cantidades sub-

radicales y por ultimo se simplifica.

Ejemplo: ?\’/Qasz‘\‘/27ab2 = (32a2xb)1/ 3x(33f=1bz)1/4=

13/(32a2b)4(33ab2)3 =12/317 ;11510 _312/35 11,10

Definiciéon 22: Para dividir dos numeros irracionales se emplean los

siguientes pasos:
1.  Si tienen el mismo indice: se coloca el mismo indice y se dividen las
cantidades sub-radicales.

. Y9a2p 3232p a
Ejemplo: =4 =4/ —
33ap2 V3b

427ap2

2. Si tienen distintos indice: se busca el minimo comun indice y se
divide este indice entre cada indice de los niumeros involucrados y se
multiplica por la potencia de las cantidades sub-radicales y por ultimo

se simplifica.

3,2 2 8 5

. 9a“b (9a“b)4 3" a8b4 a
Ejemplo: =12 122 27 _ 12/ &
427ab2  V(27ab%)*  13%a%p®  |3b2

Definicion 23: Se define la racionalizacion como el proceso de

convertir una fraccion cuyo denominador es irracional en una fraccion

equivalente cuyo denominador sea racional (eliminar del denominador el
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signo radical, ver propiedad del elemento neutro e inverso del producto

de numeros reales).

Eiemplo: 3 :3?/9a2b:?/9a2b
3922  9a’b  3a’b

, .3 3(3+42)
Ejemplo: \/5_\/5_(\/5_\/5)(\/§+\/§)_3(\/§+\/5')

se obtiene el neutro multiplicativo a partir del conjugado del
denominador, e.i. cambiando el signo de la operacién en el denominador.

EJERCICIOS RESUELTOS

1. La Comercial Alirio gané en el afo 2.002, Bs. 69.195.600, en el afho
2.003 Bs. 30.441.850 mas que en el ano 2.002, en el afio 2.004 Bs. Tanto
como lo que se gano en el afo 2.002 y el afio 2.003, en el aino 2.005 tanto
como en los tres anos anteriores y en el afo 2.006 Bs. 26.092.400 mas que
lo que se gané en el aino 2.003 y 2.005. ¢ Cuanto se gané en los cinco afos
la Comercial Alirio? Solucién: analicemos las ganancias por afnos:

2.002 — Bs. 69.195.600

2.003 — Bs. 69.195.600 + Bs. 30.441.850=Bs. 96.637.450

2.004 — Bs. 69.195.600 + Bs. 96.637.450=Bs. 168.833.050

2.005 —» Bs. 69.195.600 + Bs. 96.637.450 + Bs. 168.833.050=Bs.
334.666.100

2.006 —» Bs. 26.092.400 + Bs. 96.637.450 + Bs. 334.666.100=Bs.
457.395.950.

Luego se gano en los cinco aios la cantidad de Bs. 1.126.728.150
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2, Me gané Bs. 2.500.000 en una rifa y ahora tengo Bs. 5.634.000. Si
Juan tiene Bs. 936.000 menos que yo, y Maria Bs. 893.000 menos que
Juan y yo juntos, ¢Cuanto dinero tenemos entre los tres? Solucién:
analizaremos por persona:
Yo: Bs. 5.634.000
Juan: Bs. 5.634.000 - Bs. 936.000= Bs. 4.698.000
Maria: Bs. 5.634.000 + Bs. 4.698.000 — Bs. 893.000= Bs. 9.439.950
.. entre los tres tenemos Bs. 19.771.000
3. Pedro tiene Bs. 139.750, José el doble de lo que tiene Pedro, menos
Bs. 34.400 y Juan tanto como Pedro y José juntos mas Bs. 38.700. si entre
los tres se gastan Bs. 266.600, ;Cual es el capital comun que queda?

Solucién: analizaremos por persona:
Pedro: Bs. 139.750
José: Bs. 2x139.750 - Bs. 34.400= Bs. 245.100
Juan: Bs. 139.750 + Bs. 245.100 + Bs. 38.700= Bs. 423.550, .. entre los tres
tenemos Bs. 808.400, a esto le restamos lo que gastamos e,i, Bs. 266.600,
el capital que nos queda sera: Bs. 808.400 - Bs. 266.600, que es Bs.
541.800
4, Si compras 142 libros por Bs. 915.900, si vendes cierta cantidad de
libros por Bs. 709.500 a Bs. 10.750 cada uno. ;Cuantos libros te quedan?
y écuanto te ganaste en cada uno de los libros que vendiste?

Solucién: aplicando la definicion de proporcion tenemos:

142 _ 1 _  _915.900

—_— = = x=6.450, cada libro costé Bs. 6.450, ahora
915.900 x 142
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volvemos aplicar la proporcion para obtener la cantidad de libros que

vendi por Bs. 709.500, i.e 10750 1 = x=M

" 200500 _ x 10.750 = x=66, .. vendi 66
libros y quedan 142 — 66=76 libros y me gané por cada libro 10.750 —
6.450=4.300, me gané por libro Bs. 4.300 y tuve una ganancia de Bs.
66x4.300= Bs. 283.800

5. ¢Cual es la menor capacidad de un estanque que se puede llenar
en un numero exacto de segundo por cualquiera de tres llaves que
vierten: los primeros 4 litros por dos segundos, la segunda 60 litros en
cuatro segundos y los terceros 96 litros en seis segundos?

Solucién: para obtener la soluciéon hallamos m.c.m(4, 60, 96) y para
eso descomponemos en sus factores primos a los numeros 4=2.2,
60=2,2,3:5 y 96=2,2.2.2,2,3, .. m.c.m(4, 60, 96)=25,3.5=480, luego la menor
capacidad del tanque es de 480 litros.

6. José camina un numero exacto de pasos andando 6,50 mts. 8 mts.
y 10 mts. $ Cual es la mayor longitud posible de cada paso?

Solucién: pasamos los metros a centimetros y luego
descomponemos los centimetros en sus factores primos y obtenemos el
M.C.D(650, 800, 1000), que es el resultado que nos piden. 650=2.5.5:13,
800=2,2.2:2,2:5:5, 1000=2.2.2.5:5:5, luego el maximo comun divisor de los
tres numero sera: M.C.D(650,800.1000)=2:5:5=50, .. la mayor longitud
posible de cada paso sera de 50 cm.

7. Resolver:
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2+1
2
Solucién: 1+ 1 =1+1:1+E,.'. Iasoluci()nesZ
_— 1 5 5 5
2+— —
2
b) 9- 8
6
7_
4
T
3_—
2
Solucién:
9- 8 =9 - 8 =9- 8 =9- 8 =9- 8 =
6 6 6 6 30
7-——i— 7- 7- 7T- - 7-—
4 4 8 17 17
5- 5-_ 5-— —
1 5 5 5
3 hd
2 2
8 8 136 ‘s 937
9-—— =9-———— =9+—— - lasolucibnes —
89 6 89
17 5_41
R
2
3
0.2x§
© |73
7x7
5
3 3
0.2xg 1,(3 3 3
s 3 - 5 3 - 2x3x5 2 . .
Solucién: = = =|—1| , .. la solucién es
13 13| [333 3
3 3°5
8



3

1)
g | o)

2)“
9 -

Solucion:

2 3 4
_ 4 2 -4 23 27 279
23 2 2 4 12 16 12 32 24
9 _ 3 | 3 22 2 2
3,4 4| ~| o 716 8 12 16 4
32(3)(2 2(3\% 2 332" | 333 2
2) |9 3151 2
L | 2 3 2338
- -4
23 4)’
(9) g 16.777.216
——5 x| " la solucibnes ———
)6 "
3 -
- 2 9 -
5
e) (2\/_( %/_j (4/300)
Solucion:
3 6 8 4 4
2‘/_" Jeo 542 532° x3x5 5., 2°5°2° 3 5" 5128 4
= ==V2 ,5 =
:‘/300 4 4 2 6 4 6
\/2 x3x5 2 2,355
53

f) ( 2 3ﬁj+[mx§/ﬂj

5 2\/_{5%/_J (‘\‘/W)%%/ﬁ

52
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Solucion:

( 2 3\/Zj+[\/43\/3'\‘/5x§/ﬂj= 234
V4¥342x%24
V22,3V22  \{V24,32,22 826,32 _21/ 218,36
B 6 24 34 2 212 34
V¥26,342x823.3 ,/3,/‘y224x34x2x§/23x3 24/224 34,2 73,3  \224,34,2,212,3
24
L[ /43342 x8 1 V27,322

( 2 3ﬁ)( N2x \/_j 2‘«‘/ 37,32 224217,3224/77,322 -

(V2/30a |+Ja¥staxtd |- 27

8. Racionalizar:

1

5a\/25x3

a)

1

Solucion: = x =
3 N, 25a

5a\/25x 25ax+Vx X X

vJa+b-+va-b
Ja+b+Ja-b’

Solucién: aplicando la formula \/_+\/_ \/_ \/_ donde x=a + b

Ja+b-yJa-b +Ja+b-Ja-b
Jat+b+Ja-b a+b-(a-b)
Ja+b-+a-b

e y=a - b, tenemos que:




Jatb-va—b _(Jatb-vVa-b)Jatb-va-b) a+b-2Ja—b-(a-b)

Ja+b++Ja-b 2b 2b

_ VYatb-Va-b _2b-2Ja-b _b-Ja-b
Ja+b++Ja-b 2b b

54
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EJERCICIOS PROPUESTOS

1. ¢Cuando la suma es igual a los sumandos?

2. Sip eslasumade p sumandos. ;Cuales son los sumandos?

3. Escribir la suma 12 + 15 + 17 de tres modos distintos aplicando la
propiedad asociativa

4. Escribir la suma 3 + 5 + 7 + 9 de 6 modos distintos aplicando la
propiedad asociativa

5. ¢Qué alteracion sufre una suma si un sumando aumenta 6 unidades
y el otro aumenta 87?

6. m+n=52. ;Cual serala suma si m disminuye 4 y n disminuye 6?

7. x+y+2z=1.046. ;Cual seralasuma (x +5)+(y—8)+z+9)?

8. Un sumando disminuye 6, otro 4, otro 7 y otros tres aumentan cada
uno 5. ;Qué le sucede a la suma?

9. ¢Cuanto costo un radio que al venderse por Bs. 16.325 deja una
pérdida de Bs. 25607

10. Después de vender una casa, se registr6 una pérdida de Bs.
5.731.200, presté Bs. 3.610.000 y me quedé con Bs. 27.331.200. ;Cuanto
me habia costado la casa?

11. Hallar la edad de un padre que tiene 15 anos mas de la suma de las
edades de 4 hijos que tienen, el cuarto 3 anos, el tercero 1 afo mas que
el cuarto, el segundo 3 afios mas que el tercero, y el primero tanto como

los otros tres juntos.
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12. Si ganara Bs. 100.800 menos al mes, podria gastar Bs. 63.000, Bs.
72.000 en manutencion, Bs. 323400 en comida, Bs. 106.200 en el colegio
de mi hijo y podia ahorrar Bs. 57.600 al mes. ; Cuanto gano al mes?

13. ¢Por qué la resta se empieza por la derecha y no por la izquierda?
14. Si del minuendo se resta la diferencia y de esta resta se quita el
sustraendo. ¢ Que nos queda?

15. 56 + n=81. ; Qué numero es n?

16. x-y=5yx+y+5=12. ; Qué numero es y?

17. Si el minuendo es 342 y el resto 156. ; Cual es el sustraendo?

18. Si recibiera Bs. 261.0000 podria comprarme un carro de Bs.
11.008.000. ; Cuanto tengo?

19. El menor de 2 numeros es 12.304 y la diferencia entre ambos es
1.897. ¢ Cual es el nUmero mayor?

20. Juan tiene 15 anos; Pedro 2 anos mas que Juan, José 5 anos menos
que Juan y Pedro juntos, y Carlos 9 afios menos que los 3 anteriores
juntos. ;Cual es la edad de Pedro, José y Carlos?

21. Resolver:a.(14+5)-(6-4+4)+(6-4 +2)

b. [300+(2-5)-9-3]-(5-4)

c. 8 +[9-{6-(5-4)}]1+14-{11-[7T-(3-2)]}

d 250-[(6+4)—(3—-1)+2]+{16-[(8+3)-(12-10)]}

e. Sixy=3x. ¢Cuanto vale y?

f. Expresar en forma de suma los de los productos: xy, 4x8

g. 500+ 6(3 + 1)+ (8 — 5)3 — 2(5 + 4)
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h. 800+ {20 — 3x4 + 5[18 — (6 — 1)3 + 4(5 - 2)]}

i. (5x4x3)+(15-3)+18 + (11 -5)5

j- 500-{(6-1)8+4x3+16+(10-2)} -5

22. Compré 115 caballos a Bs. 126.000 cada uno; 15 se murieron y el
resto los vendi por Bs. 144.000 cada uno. ;Gané o perdi y Cuanto?

23. ¢Que alteracién sufre el producto 80x5, si el 80 se multiplica por 4 y
el 5 se multiplica por 16?

24. Si al dividir x entre 109 el cociente es el doble del divisor, ;Qué
numero es x?

25. Se reparten Bs. 1.315.800 entre varias personas en partes iguales y a
cada una le tocan Bs. 77.400. ; Cuantas eran las personas?

26. Uno de los factores del producto 840 es 12. ;Cual es el otro factor?
27. ¢Por cual numero hay que dividir a 15480 para que el cociente sea
15?

28. Compro 42 libros por Bs. 226.800 y se venden cierto niumero por Bs.
171.000 a Bs. 9.000. ;Cuantos libros me quedan y cuanto gané en cada
uno de los que vendi?

29. Reparti 243 lapices entre 54 estudiantes y me sobraron 27 lapices.
¢Cuantos lapices les reparti a cada estudiante?

30. Juan tiene mas dinero que Pedro. ;Que es mas, la tercera parte de lo
que tiene Juan o la cuarta parte de lo que tiene Pedro?

31. Jesus es mas joven que tu. La edad de Juan es la mitad de la edad

de Jesus y la edad de Pedro es la tercera parte de la tuya. ;Quien es
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mayor Jesus o Pedro?

32. ¢Qué alteracion sufre el cociente 760 +10, si 760 se multiplica por 8;
y 10 se multiplica por 27?

33. ¢Cuanto aumenta el cociente si se afade el divisor al dividendo,
permaneciendo igual el divisor?

34. La suma de 2 numeros es 1250 y su diferencia 750. ; Cuales son los
numeros?

35. Juan tiene 32 metras entre las 2 manos y en la derecha tiene seis
mas que en la izquierda. ; Cuantas metras tiene en cada mano?

36. La edad de un padre y la de su hijo suman 90 anos. Si el hijo nacid
cuando el padre tenia 36 anos. ¢ cuales son las edades actuales del padre
y el hijo?

37. ¢Cual es el nimero que sumado con su doble da 2617

38. ¢Cual es el nimero que sumado con su triple da 384

39. 368 excede en 14 unidades a la suma de un numero con su
quintuplo. ¢ Cual es ese numero?

40. La edad de Juan es el cuadruplo de la de José, si ambas edades se
suman y a esa suma se le anade 17 ainos, el resultado es 42 anos. Hallar
las edades

41. La suma de 2 numeros es de 450 y su cociente 8 hallar los 2
numeros

42. Laedad de Juan es 4 veces la edad de Pedro y ambas edades suman

45 ainos. ;Que edades tienen Juan y Pedro?
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43. La diferencia de 2 numeros es de 150 y su cociente 4. Hallar los 2
numeros

44. 2.000 excede en 788 a la diferencia de 2 numeros y en 1.995 a su
cociente. Hallar los 2 numeros.

45. En un colegio hay 3 salones. Todas juntas tienen 85 estudiantes, si
en la segunda y la tercera tienen 75 estudiantes y la primera y la tercera
80 estudiantes. ; Cuantos estudiantes hay en cada salén?

46. Un palto y un pantalén valen Bs. 150.000, el pantalén y su chaleco
Bs.102.000 y el palto y su chaleco Bs. 132.000. ; Cuanto vale cada pieza?
47. Si a un numero anado 23 afos, luego resto 41 de esta suma y la
diferencia la multiplico por 2, obtengo 132. ;Cual es el nUmero?

48. La semana pasada fui a jugar al Casino. El lunes perdi Bs. 400.000; el
martes gané Bs.125.000, el miércoles gana el doble de lo que tenia el
martes, y el jueves, después de perder la mitad de lo que tenia, me
quedaron Bs.465.000 ; Cuanto tenia antes de empezar a jugar?

49. Un tanque cuya capacidad es de 300 litros esta vacio y cerrado su
desagiie. {En cuanto tiempo se llenara si abrimos al mismo tiempo 3
llaves que vierten: los primeros 36 litros en 3 minutos; la segunda 48
litros en 6 minutos y los terceros 15 litros en 3 minutos?

50. Un tanque tiene 3 grifos que vierten: el primero 50 litros en 5
minutos; el segundo 91 litros en 7 minutos; y el tercero 108 litros en 12
minutos; y 2 desagues por los que salen 40 litros en 5 minutos y 60 litros

en 6 minutos respectivamente. Si estando vacio el estanque y abiertos los
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desagties, se abren las tres llaves al mismo tiempo, necesita 40 minutos
para llenarse. ;Cual es su capacidad?
51. Compré 500 sombreros a Bs. 10.800 cada uno. Vendi cierto numero
en Bs. 900.000 a Bs. 9.000 cada uno. ;A codmo tengo que vender el resto
para no perder?
52. Si tu compras 600 sacos de frijoles a Bs. 14.400 cada uno. Por la
venta de cierto numero de ellos a Bs. 10.800 te ofrecen Bs. 972.000. ;A
como tendras que vender los restantes para tener una ganancia de Bs.
594.0007?
53. Un capataz contrata un obrero por Bs. 7.000 diarios, para que trabaje
40 dias, transcurridos 35 dias por un problema que ocurrié entre ambos el
obrero recibié Bs. 200.000.

¢ Cuantos dias trabajé y cuantos no trabajoé el obrero?
54. Un comerciante pagé Bs. 4.590.000 por 128 trajes de lana y de
gabardina. Por cada traje de lana pagé Bs. 30.000 y por cada traje de
gabardina Bs. 40.000. ; Cuantos traje de cada uno compro?
55. Dos hombres ajustan una obra en Bs.108.000 y trabajan durante 5
dias. Uno recibe un salario de Bs. 7.200 diarios. ¢ Cual es el salario del
otro?
56. Con el dinero que tu tienes puedes comprar 6 revistas y te sobran
Bs. 500 pero si tu quisieras comprar 13 revistas te faltarian Bs. 3.000.
¢ Cuanto vale cada revista?

57. ¢Por cuales de los numeros 2, 3,4 y 5 son divisibles 84, 375y 1367
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58. Diga, por simple inspeccion, cual es el residuo de dividir 85 entre 2;
128 entre 5; 215 entre 4; 586 entre 25 y 1.046 entre 8.

59. Diga qué cifra debe suprimirse en 857 para que resulte un numero de
dos cifras multiplo de 3.

60. Para hallar el mayor multiplo de 11 contenido en 2.738. ;En cuanto
se debe disminuir esté numero?

61. Diga si los siguientes grupos de nimeros son o0 no coprimos.

a. 9,14y21

b. 12, 24 y 42

c. 35 18,12y 28

d. 26, 39, 42y 65

e. 22,33,44,55y91

f. 14,21,28,35y26

g. 34,51,68,85y102

62. De los numeros 24, 31, 27 36, 42, 53 y 14 formar: un grupo de 4
nimeros que no sean coprimos, un grupo de 4 numeros que sean
coprimos.

63. Hallar el M.C.D(a, b) de:

a. 75y 80

b. 33, 77 y 121

c. 320, 450, 560 y 600

d. 1.560, 2.400, 5.400 y 6.600

e. 500, 560, 725, 4350 y 8.200
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f. 57, 133, 532 y 1.824

g. 2738, 9.583, 15.059, 3.367 y 12.691

h. 3.174,4.761, 9.522 y 12.696

64. Hallar el m.c.m(a, b) de:

a. 4,8, 16y 32

b. 30, 15y 60

c. 15,25y 75

d. 100, 300, 800 y 900

e. 100, 500, 2.100 y 3.000

f. 105, 306, 405y 504

g. 33, 49, 165, 245 y 343

h. 108, 216, 306,2 040 y 4.080

65. Las edades de Juan y Pedro son dos numeros enteros
consecutivos cuya suma es 51. Si Juan es menor que Pedro. ;Cual es la
edad de cada uno?

66. Si Juan tiene un afo menos que José y ambas edades suman 103
anos. ¢ Cual es la edad de cada uno?

67. Un comerciante compré el lunes cierto numero de sacos
de frijoles; el martes compré un saco mas que los que
compré el lunes; el miércoles uno mas de los que compré el
martes, y el jueves uno mas de los que compré el miércoles.
Si en los 4 dias adquiri6 102 sacos. ;Cuantos sacos compro cada

dia?
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68. Hallar el m.c.m de los siguientes grupos de numeros:

a. 540y1.050

b. 910,490y 560

c. 690,5.290y 920

69. Dos cintas de 36 metros y 48 metros de longitud se quieren dividir
en pedazos iguales y de la mayor longitud posible. ; Cual sera la longitud
de cada pedazo?

70. Se quiere envasar 161 kilos, 253 kilos y 207 kilos de plomo en 3
cajas, de modo que los bloques de plomo de cada caja tenga el mismo
peso y el mayor posible. ;Cuanto pesa cada pedazo de plomo y cuanto
cabe en cada caja?

71. Se tienen 3 extensiones de 3.675, 1.575 y 2.275 metros cuadrados de
superficie respectivamente y se quieren dividir en parcelas iguales. ¢ Cual
ha de ser la superficie de cada parcela para que el nUumero de parcelas de
cada una sea lo menor posible?

72. Para comprar un numero exacto de docenas de pelotas de Bs. 8.000
la docena o de un numero exacto de docenas de lapiceros a Bs. 6.000 la

docena ¢ Cual es la menor suma de dinero necesaria?
73. ¢Qué alteracion sufre el nimero fraccionario 1 si multiplicamos el
numerador por 2 y el denominador por 4?
7 7 .
74. Es 51 mayor o menor que 17 y cuantas veces?

75. ¢Cual de los numeros fraccionarios 1, 1, ﬂ y i es el menor?
5 15 135 ° 30
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Resolver:

13 4 9

—+
121 55 10

5 2 1 3

16 48 9 18

11 1 7 11

"3 9 18 24 30

1 101 13 17 19

900 300 60 45 54

31+5E

4 4
1,1
10 100
5£—6£1+851
5 10 20
3§+5§—7;L
4 9 12

_61_;pi+3ji_4fi
11 11 22 44

1141 51 51
5 80 16 10

7+
7
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i—10+31—8
48 5

11 1) 1
- ——— g4 — |+ —
4 2 3) 4

P24t (et
5 12 24 18

0.25+4 -2% +2.321

23+3532-12+ 2 _ 32
5 3

5g+§—9—2.35+4.§—5.22_3

Resolver:

WIN
x
N|w

WIN
x
N o
>
I QRN

317 5 38

519 34 75

2§x3§x11
6 4 17

16+(14i+51j
16 6

72(Z + zj
8 9

165 7). 1
5 10) 159

65
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91(1+51_1]
1616 4 20
. 111—1oj+(13—93]
10 5
e
'3 "4 7)\6 8

k. [(2-314): (% ¥ 4.235}

78. Un reloj adelanta ;de minutos cada hora. ;Cuanto adelantara en 5

horas; en medio dia; en una semana?

79. Si de una soga de 40 metros de longitud se cortan 3 partes iguales

de 5% metros de longitud. ;Cuanto falta a lo que queda para tener 31%

metros?

80. Tenia Bs. 72.000 y gasté los % ¢Cuanto me queda?
81. Un mechero consume % Kg. de aceite por dia. ;Cuanto consumira
en % de dia?

82. Laedad de Maria es % de los % de la de Carmen. Si Carmen tiene 24
anos. ; Cuantos tiene Maria?
83. Diez obreros pueden hacer 1412—1 metros de una obra en una hora.

¢ Cuantos metros hace cada obrero en ese tiempo?
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84. ;Cuantas varillas de % de metros de longitud se pueden sacar de

una varilla de % metros de largo?

85. Si Juan hace un trabajo en 8 dias. ;Qué parte del trabajo puede

hacer en 1 dia; en 1% dias; 3% dias?

86. ¢Aumenta o disminuye y cuanto g al anadir 1 al numerador y 4 al
denominador?

87. ¢Aumenta o disminuye y cuanto g al restar 5 a sus dos términos?

. - 1 . 3 1
88. Porque numero se multiplica 2 cuando se convierte en Z; y 3
cuando se convierte en 6?
89. ¢Por cual numero se multiplica 6 cuando se convierte en 4; 3 cuando
se convierte en 1; 11 cuando se convierte en 12?

90. ¢Por qué numero se divide 8 cuando se convierte en 6; 9 cuando se

convierte en 7; 11 cuando se convierte en 19?

91. ¢Por qué numero se divide % cuando se anade 5 al numeradory 3 al

denominador; cuando se resta 3 del numerador y se suma 2 al
denominador?

92. Hallar qué parte de 5es 4; de 6 es 7; de 9 es 8.

93. Juan tenia Bs. 6.000.000 y gasté Bs. 180.000. ;Qué parte de su

dinero gastoé y que parte le queda?
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94. ;Cuanto perdiste tu cuando vendes a g del costo de lo que te costo
Bs. 840.0007
95. Juan gasta en alimentacion de su familia los %de su sueldo

mensual. Si en un mes gasta en alimentaciéon Bs. 235.350. ;Cual ha sido

su sueldo en ese mes?
. 3 - 3 .
96. Ayer perdi los 7de mi dinero y hoy los 3 de lo que me quedaba. Si

todavia tengo Bs. 18.000. ; Cuanto tenia al principio?

97. Resolver:

a 2+ 11
1+ —
1+ -
b. 9+ 1
1
1+ 1
2+ —
2
c 2+ 1
1
3+ 1
1+ —
1+ —
d 3+ 1
1
2+
1
3+ 1
4+ —
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e 1+ 1
1
5+ 1
4+
1+
f 1+ 2
4
3+
6
5+ 3
7T+
9
9. -3- 4
5
3_
7
3_
3_ 8
1
2
3

98. Un comerciante hace un pedido de 3.000 kilogramos de mercancia y
se lo envian en 4 partidas. En la primera le mandan 17.45 kilogramos En
la segunda 40 kilogramos mas que la primera, en la tercera tanto como en
las dos anteriores y en la cuarta lo restante. ;Cuantos kilogramos le
enviaron en la ultima partida?

99. Resolver:




r 4,27

]
2.2 +3.2
615 + 85 -7V5
V18 + /50
V108 - /72

328 -5.63
4./300 - 1162 + /75

1'\/8 +§\/50

2 4

1 3 5
5\/27 —Z‘\/48 +E\/24

2\/250 —g\/% +$\/490

33/125 +23/15625

23/1024 - 32000

53/48 + 3342 - 3384
gﬁ/ﬁ + 23\/500

§§/4_8+%§/375 —%%/1029

53128 - %3500 + 3270
4 5 3



100.

a.

71
(34107285125

)

(7240 - 8./80 |10/560 + 20

3

r 2
5./125x43/30
40460
152/100

(10950 (14380 |

Racionalizar:




3
Ya b

3
Ya -5

VY2
a3

V247
V2-31

11
¥11-313

72



CAPITULO llI

RAZONES Y PROPORCIONES

73



74

En este capitulo se estudiara: RAZONES Y PROPORCIONES Ila
definiciones de razones proporciones y porcentajes, las propiedades de
las proporciones y se resolveran problemas aplicados a la vida real que
involucren razones proporciones y porcentajes.

Definicion _1: La forma matematica que permite comparar las

propiedades numéricas de los conjuntos recibe el nombre de Razén, es
decir, una razén es la comparacion de dos numeros establecidos por el
cociente. Se simboliza:
a:b, a/lb 6 (a, b) y se lee "a es a b", 6 "a a b". VaeZ, VbeZ'UZ". (V se lee
para todo) (e se lee pertenece)
A: recibe el nombre de antecedente
B: recibe el nombre de consecuente

Ejemplo: En un salén de clase hay un profesor por cada 30
alumnos.

La razén de profesor a alumnos es "1 a 30" y se escribe:
1:30, 1/30 o (1,30).

El conjunto formado por el profesor es el antecedente y el conjunto

formado por los treinta alumnos es el consecuente

AA
90
60
30
1 2 3 P
Fig. 1

Observe que la razén es una correspondencia entre los

subconjuntos de dos conjuntos.
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En el ejemplo anterior, A agrupa subconjuntos cuyo cardinal es
n(A)=30 y el conjunto P agrupa subconjuntos cuyo cardinal es n(P)=1.

Ejemplo: Se vende una docena de naranjas por Bs. 80.

Conjunto de Bolivares { 80000, 80000, ........cevevrunnnnne 80000}
Conjunto de Naranjas {12, 12, e, 12 }
Fig. 2

La razén de naranjas a bolivares es "12 a 80000" y se escribe:
12:80000, 12/80000 o (12,80000).

El conjunto formado por la docena de naranjas es el antecedente y
el conjunto formado por los bolivares es el consecuente

Ejemplo: Un jugador de basquet encesta 8 canastas de cada 10
tiros libres.

La razén de canastas a tiro libre del jugador es: 8:10, 8/10 o (8,10).

10m

30
20

10

A 4
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Definicién 2: Al conjunto de pares de numeros que expresan la

comparacion entre las propiedades numéricas de los mismos conjuntos

lo llamaremos serie de razones iquales o proporcion.

Ejemplo: Del ejemplo anterior, tenemos:
"8 a 10", "16 a 20", "24 a 30"....8n a 10m, 8:10::16:20::24:30.....8n::10m,

8 16 _24 8n
—x—x"—=_.x— 0(8,10)=(16, 20)=(24, 30) ..... 8n=10m), Vn, meZ*,
10 20 30 Tom © &10=( )=( ) e ( ) eZ'y

se lee "8 es a10 como 16 es a 20 como 24 es a 30.....como 8n es a 10m.",
las series de razones iguales o proporciones se comportan como una
linea recta, véase en el ejemplo anterior.

También se puede definir una proporcion como una ecuacion de

dos razones, es decir, "a esabcomocesad"Va,b,c, deZUZ

Tl
o0

En esta proporcion a los términos a y d se les llama términos
extremos, mientras que a los términos b y ¢ se les llama términos medios

d c a b L 1] w oz n
<:>a.d=b.c<:>_B:— o—:a aesabcomocesad'"6"desac
a c

a_¢c
b d

como b es a a" Va, b, ¢, deZ'UZ*, es decir, los productos cruzados son
iguales. (& se lee si y solo si)

Cualquier termino de la proporcion anterior a, b, ¢, d recibe el

, ... a b .
nombre de cuarta proporcional, en una proporcion —=— el termino b
c

o

recibe el nombre de media proporcional de los términos ay d y los

términos a y d son llamados tercera proporcional de b.

Propiedades de las proporciones
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1. si 2-% o ad=cx = x=ﬂ =2d a=% o
x d c X d
CxX . .
d=— Va, b, cydeZ*UZ (= se lee entonces, implica)
2 3i3=E:>a+b:°+d
b d b d
Demostracion: a_c Como—+1:E 1:&‘+b=cer
b d d b d
Ejemplo; 2 -5 2,48 ,4_,2+5 8+20 7 28 _ 7 7
' 20 5 20 5 20 5 20 5 5
3. si2_¢_arc_a
b d b+d b
Demostracion: —+1=—+1 a+c:b+d, pero como =
c d c d
c a a+c a a+c ¢
d b b+d ¢ b+d d
E'|emQIO'——i:> 2+8 —232—333_3
' 20 5+20 20 25 5 5 5
4. si 2_-C_8_.,3%C*®  pemostracion: queda como ejercicio y
b d f b+d+f

compruébelo con un ejemplo
Ejemplo: Se compran 5 camisas en Bs. 80.000,
a. ¢Cuanto cuesta cada camisa?
b. ¢Cuantas camisas se compran con Bs. 1.440.000?

5 1 ~800.000

Respuestas: a. —=—=Xx

= = x =Bs.160.000, cada
800.000x 5

camisa cuesta Bs. 160.000
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5 __ x___  _5144.000
800.000 1.440.000 800.000

= X =9 camisas

b. Ejemplo:

Definicidon 3: Se define el porcentaje o rata o tasa (%=ﬁ) como la

comparacion o razén de un numero a 100, es decir, el numerador de una
fraccion con denominador 100, por ejemplo el 10% es 10/100 y se lee "10

por 100" 6 "10 por cada 100" %=0,1=10%.

3 3 3 3 100 1
Ejemplo: Escribir — como porcentaje, —=—.1=—.—— = 3.20(——
5 P ) 5 5 5 10 (100)
= g=(60)i = §= 60%.
5 100 5

Ejemplo: En un examen de matematicas un alumno responde 12
preguntas correctas de un total de 20, mientras que en un examen de
fisica responde 16 preguntas correctas de un total de 40. ;En que
examen tuvo mejor actuacion el alumno?

Respuesta: Obtenemos los porcentajes de las dos materias por

separado y el que nos resulte con mayor porcentaje sera la respuesta.

Examen de matematica: E:E(ﬂ) = E=(60)L = E=60%, es
20 20 100 20 100 20

decir, las respuestas correctas en el examen de matematicas es del 60%

Examen de fisica: 10=18190) 16 _40) 1 — 16 _409%, es decir, las
40 40'100 40 100 40

respuestas correctas en el examen de fisica es del 460%, luego tuvo

mejor actuacion en el examen de matematicas.
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EJERCICIOS RESUELTOS

En la UNELLEZ Apure la razén de profesores a profesoras es de 3:4

y la razén de alumnos varones a hembra es de 7:15. Si en la UNELLEZ

Apure entre docentes y alumnos hay 1670 personas.

a.

b.

¢ Cuantos docentes hay en la UNELLEZ Apure?

¢ Cuantos alumnos hay en la UNELLEZ Apure?

¢ Cuantas profesoras hay en la UNELLEZ Apure?

¢ Cuantos profesores hay en la UNELLEZ Apure?
¢Cuantos alumnos hembras hay en la UNELLEZ Apure?

¢Cuantos alumnos varones hay en la UNELLEZ Apure?

Solucién: Razén entre profesores (pr) y profesoras (pra) P %
pra

. d 3

Razon entre docentes (d) y profesores (pr) — = 7
pr

: d 4

Razén entre docentes (d) y profesoras (pra) — = 7
pra
Razén entre alumnos varones (v) y alumnos hembras (h) % = %
Razé6n de alumnos varones (v) a alumnos (a) V. %
a

. h 15

Razén de alumnos hembras (h) a alumnos (a) — = 22
a

. d 7

Razon de docentes (d) a alumnos (a) — = 22
a

. d 7

Razén de docentes (d) a personas (p) — = 29
p
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Razén de alumnos (a) a personas (p) a_22
p

29

Numeros de docentes: 1 d d:7X1670 =403.1 como se

=—=
29 1670 29

trata de una variable discreta tenemos que hay 403 docentes.

Numeros de alumnos: E a =a= m =1266.9, como se

29 1670

trata de una variable discreta tenemos que hay 1267 alumnos.

=230.3, como se

Numeros de profesoras: 4_pra = pra = 4x403
7 403

trata de una variable discreta tenemos que hay 230 profesoras.

3 ﬂ: r:3x403

Numeros de profesores: — = =172.7, como se
7 403

trata de una variable discreta tenemos que hay 173 profesores.

Numeros de alumnas: 1—5 h :h:m:BG&Q, como se

22 1267
trata de una variable discreta tenemos que hay 864 alumnas
hembras.

. 7 \' 71267
Nimeros de alumnos: — =V=

= =403.1, como se
22 1267 22

trata de una variable discreta tenemos que hay 403 alumnos
varones.

Un obrero puede realizar un trabajo en 8 horas. Para terminarlo, se le
anexa otro obrero que puede efectuarlo en 12 horas. En cuanto
tiempo realizan el trabajo si ambos trabajadores trabajan al mismo

tiempo para terminar el trabajo?
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1
_—t = —

Solucion: aplicando las proporciones tenemos: st 12
X

s .1 = x=E = x=4.8, luego el tiempo empleado por los

3+2 1
—_— :>
24 X

24 x
dos obrero trabajando al mismo tiempo es de 4.8 horas

3. Hallar los valores de x e y, si se sabe que los dos triangulo son

semejantes:

30 X

20 25
Fig. 5
Fig. 4

Solucién: como los triangulos son semejantes se cumple que:

X y_10:>x_10 :>x=10x30 X 12

30 20 25 30 25 25

y_10 _ 1020 o
Y20 25 7V s 7Y
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EJERCICIOS PROPUESTOS

1. Escribe la razén entre cada par de conjuntos:

a. 10 manzanas es a Bs. 25.000

b. Larazén de una camisaa Bs. 37.000

c. Larazén de Bs. 1.000 a Bs. 50.000

2. Enunsalén de clases hay 28 hembras y 17 varones

a. ¢Cual es larazén de hembras a alumnos?

b. ¢Cuales larazén de varones a alumnos?

3. Un herrero desea partir una placa de 20 m? en dos partes cuya
razén es 2:5, ;Cual es la dimensién de cada pieza?

4. En dos triangulos rectangulos semejantes la razén de los catetos

opuestos al angulo recto es de 7 es a 24, mientras que la razén de los

X 11 . .
catetos adyacentes al angulo es de 2— a x. ;Cual sera el valor de x?
12

5. Larazoén de dos numeros es 7 a 15, si la suma de este nimero es 22.
¢ Cuales son los numeros?

6. La razon de dos numeros es de 25 es a 14, si su diferencia es 11.
¢ Cuales son los numeros?

7. La suma de tres numeros es 156 y la razén del primero a 3 es 153,
del segundo a 5 es de 260 y del tercero a 7 es de 371. ;Cuales son los
numeros?

1. Los profesores Rafael Garcia y Eleazar Luna compran un triple de la
loteria de Caracas por Bs. 5000. Si ganan Bs. 4.500.000.

a. éCuanto le corresponde al profesor Rafael Garcia si aporté Bs.
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27507

b. ¢Cuanto le toca al profesor Eleazar Luna si aporté Bs. 2.250?
2. La suma de dos numeros es 56. Si % del menor es 1 del otro.

¢Cuales son los numeros?

3. El profesor Ricardo Rodriguez recibe un descuento de Bs. 180.000

en una compra de pantalones que costaba Bs. 1.360.000 y un descuento

de Bs. 160.000 en la compra de unas camisas que costaba Bs. 1.240.000.
¢En que rubro recibié el profesor Ricardo Rodriguez mejor

descuento?
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En este capitulo estudiaremos: SUCESIONES Y SUMATORIAS:
Definicion de una sucesién, propiedades de las sucesiones, sucesiones
monoétonas, sumatorias, propiedades de las sumatorias, induccion
matematica.

Definicién 1: Se define una Sucesiéon como la aplicacion:

f.Z* = R, e.i. el dominio (conjunto departida donde la funcion esta
definida ver Modulo Ill) es el conjunto de los nimeros enteros positivos y

su recorrido (conjunto de llegada ver Modulo Ill) el conjunto de los

numeros reales y se denota (ai)f’

S donde:
ai: los términos de la sucesion

i: variable muda

i=1: limite inferior

n: limite superior

(ai>f’_ . =ai1, a2, as...... an, donde:

1 =
a1: primer término
az: segundo término

as: tercer término

an: enésimo término
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Eiemplo: (i)' ={1,4,27, 64,256, 3125, ..o nnt
i =

Ejemplo: Hallar los términos de una sucesiéon cuyo primer término
es 2 y los demas se obtienen sumandote 7 al término anterior.

Solucién: a1=2 = az=a1 + 7= a;=9 = a:=16 = as=23, .{ait={ai + 7}
=1{ait={2,9, 16,23, .............. t (.. se lee, por lo tanto)

Ejemplo: En la sucesion {air=4i + 3, hallar los primeros 5 términos:

Solucion: a1=41+3 = a1=7, a2=42+3 = a>=11, as=43+3 =
a:=15, a==44 + 3 = a+=19, as=4.5 + 3 = as=23, por lo tanto, {ait={4i + 3}
={ai%i=1={7, 11, 15,19, 23}

Ejemplo: Hallar el término general de la secesion:

{ait=13,5,7,9, 11 ...t

Solucién: ElI primer término a1 se puede escribir de la forma:
a1=21 + 1, el segundo término az se puede escribir de la forma: a2=2.2 + 1,
el tercer término as se puede escribir de la forma: as=2,3 + 1, el cuarto
término a4 se puede escribir de la forma: as=2.4 + 1 y el quinto término as
se puede escribir de la forma: as=2.5 + 1, .., el término general de la
sucesion sera: {air=32i + 1t

Ejemplo: Hallar el término general de la secesion:

{ait={2, 4, 6, 8,10, ......... }

Solucidn: El primer término a1 se puede escribir de la forma: a1=2,
el segundo término az se puede escribir de la forma: a:2=2.2, el tercer

término as se puede escribir de la forma: as=2.3, el cuarto término as se
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puede escribir de la forma: as=2.4 y el quinto término as se puede escribir
de la forma: as=2.5, .., el término general de la sucesion sera: {aif={2if

Ejemplo: Hallar el término general de la sucesion:

{ait={1, 41,1, 1,1, ..ot

Solucion: El primer término ai1 se puede escribir de Ila
forma: ai=(-1)"*'=1, el segundo término a: se puede escribir de la forma:
ax=(-1)?"'=-1, el tercer término as se puede escribir de la forma:
a=(-1)**'=1, el cuarto término as se puede escribir de la forma:
as=(-1)*'=-1 y el quinto término as se puede escribir de la forma:

as=(-1)5*1=1, .., el término general de la sucesion sera: {aif={(-1)*1¢

Definicion 2: Si una sucesion (ai)f’ > an<an1, VnelZ' la sucesion se
LelLionN <. i

dice que esta en forma decreciente.

Ejemplo: 1n —11111 1
_J_L' 2i 121_ 52, 4, y 16,, ............. 2n
Definicion 3: Si una sucesién (a. ", an>an41, YNneZ* la sucesion se

Vi=1
dice que esta en forma creciente.

Definicion 4: Una sucesion se dice que es mondtona, si esta es

creciente o decreciente, es decir, monétona creciente o monoétona

decreciente.

Definicion 5: La suma de los términos de una sucesion recibe

n
el nombre de Sumatoria y se denota por la letra griega Zai, e.i.
i=1
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n

(ai)f’ |=an, az, as . an = Sn=) a,=a1 + az + az + ... + an, recibe el
1= :

i=1

nombre de los términos de la sucesion (a )”

. , donde:
V=1

Sn: Suma de los n primeros término de la sucesion
ai: los términos de la sucesion

i: variable muda

i=1: limite inferior

n: limite superior

Ejemplo: Hallar la suma de los cinco primeros términos de la

5 . 5 .
sucesion: {2} Solucion: > 2' = Sn=)'2'=2+4 + 8 + 16 + 32=62
i=1 i=1

n
Ejemplo: a. Sn=2i=1 +2+3+............ +n
i—1
LA
b. Sn=Zi =1 +4+9+............ + n?
i—1
&3
c Sn=Zi =1 +8+27 +......... +n3

Il
-

Ejemplo: Hallar una férmula recurrente para la suma:

n
Sn=Zi=1+2+3+ ............ +n
i—1

Solucidén: para n=1 = S1=1, para n=2 = S2=3, para n=3 = S3=6, para
n=4 = S4=10, para n=5 = S5=15, busquemos ahora la formula recurrente,
es decir:

S1=1 = S81=1 = Si1= 1;2 = Si= 1;2
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S2=3 = §1=3 = S,= 2;3 = So= 2;3

2.2,3 _34

S3=6 = S$1=2,3 = S3= = S3

2,25 4.5

S4=10 = S1=2:5 = S4= = S4= 5

2.3:5 _ 56

S5=15 = S$1=3:5= Ss5= = S5 2

Como podemos notar, todos los términos contienen un dos en el
denominador y para n=1 aparece 1.2, es decir, 1(1 + 1), para n=2,
aparece 2(2 + 1), esto quiere decir para n, aparecera n(n+1), entonces,

S.= n(n+1)

, solamente nos falta probar que esto es valido VneZ*, eso lo

haremos por medio de la induccion matematica (definicién de conjunto

inductivo), es decir, queremos comprobar que siempre se cumple para

n
todo VneZ*, se tiene: Sn=)i=1+2+3+........... +n= n(n+1)

i=1

1(1+1)

a. Paran=1, se tiene que 1= = 1=1

b. Supongamos ahora que se cumpla para n=k, donde keZ*, e.i. k es un

numero entero cualquiera: k= k(k +1)

c. Probaremos ahora que se cumple para n=k + 1, e.i.

Kk+1) oy ek et) o 2(ce) +kik1) (k- 1)(k+2)
2 2 2 2

sacando en el miembro izquierdo factor comun k + 1, tenemos:
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(k+1)(k+2) _(k+1)(k+2)
2 2

, q.e.d (queda esto demostrado), lo cual nos

demuestra que esta suma es valida VneZ*, e.i.

n
Sn=2i=1+2+3+ ............ +n
i

Ejemplo: Hallar una férmula recurrente para la suma:

n
Si=YP=1+4+9+ ..., +n?
i=1
Solucién: para n=1 = S1=1, para n=2 = S2=5, para n=3 = S3=14,
para n=4 = S4=30, para n=5 = S5=55, busquemos ahora la féormula

recurrente, es decir:

Si=1 = S = §1= 22 = §,=123 _, 5, 1221+ 1)
2 2.3 6

25 _ o 235 _ o _23(22+1)

23 6

S2=5 = S2=5 = S,=

2237 _ o 34T _ o _34(2:3+1)
2,3 2,3 6

S3=14 = S3=2,7 = S3=

2X2X3X5 4X5X9
= Sy4=

_ g 4524 1)
2.3 6

S$4=30 = S4=2.3:5 = S4=

2,511 _ 23511

= S5 = sFM

23 6

S5=55 = S5=5:11 = Ss=

n(n+1)(2n+1)

De donde se deduce que: Sh= 6

, e.i. si por ejemplo

4(4 +1)(24 +1) —45(2:4 +1)

n=4, Ss= = S4

= S4=30, solamente nos falta

probar que esta suma es valida VneZ, lo cual haremos por induccion, e.i.
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n
Si=) =1 +4+9+ ... +n2=“("+1)é2"+1)
i=1

1(1+1)‘(32x1+1) _ 1=

a. Paran=1, se tiene que 1= 1

b. Supongamos ahora que se cumpla para n=k, donde keZ’, e.i. k es

k(k +1)(2.k +1)
6

un namero entero cualquiera: k=

c. Probemos que se cumple para n=k + 1, e.i.

k(k +1)(2.k +1) +(k+1)2=(k+1)(k+1+1)(2(k+1)+1) N
6 6

k(k+1)(2k+1)+6(k+1)2 =(k+1)(k+2)(2k+2+1)
6 6

, sacando factor comun

k + 1 en el miembro de la izquierda tenemos:

(k +1)(k(2k +1) + 6(k +1)?) _ (k+1)(k +2)(2k +3) -
6 6

(k +1)(2k? +k + 6k +1+6) _ (K+1)(k+2)(2k +3) _
6 6

(k+1)(2k? + 7k + 6) _ (K +1)(k +2)(2k +3)
6 ) 6 =

(k +1)((2k)? +7(2k) +12) _ (k+1)(k+2)(2k +3) N
6.2 6

(K+1)(2K + 4)(2k +3) _(k+1)(K +2)(2K + 3)
6.2 - 6 =

(k+1)(k+2)(2k +3) _(k+1)(k+2)(2k +3)
6 B 6

g.e.d. (queda esto demostrado)

e.i. esta suma es valida VneZ*.
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Ejemplo: Hallar una férmula recurrente para la suma:
&3
Sn=) IP=1+4+9+ ... +n3
i=1
Solucién: para n=1 = $1=1, para n=2 = S2=9, para n=3 = S3=36,

para n=4 = S4=100, para n=5 = Ss5=225, busquemos ahora la férmula

recurrente, e.i.

2 92
S1=1 = S4= 1.2.2 = S1=1 2
2:2 4
2 22
S2=3.3 = So= 2:2:3.3 = So= 2°.3
2.2 4

2 .42
$3=2,2.3.3 > 33=M = S3= 3.4

2,2
2 52
$im22.55 = 8= 222255 _, g, 4755
2,2
2 62
S5=3.3:55 = S5= 2238 _ o 596
2,2
2 2
De donde se deduce que: Sn=—n (n+1) , e.i. si por ejemplo n=5,
2 62 n 2 2
Ss=> ;6 = §5=225, ed. Si=> =1+ 4+ 9 +..... + na=" ‘"4”)
i=1

solamente nos falta probar que esta suma es valida VneZ*, lo cual
-3

haremos por induccion, e.i. Sn=)i"=1+4+9+............
i=1

queda como ejercicio.

Propiedades de las Sumatorias:
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n n
1. Y k=nk,=Sn=) k=k+k+k+........... +k=k(1+1+1+ ....... +1) =
i=1 i=1

n
Sn=) k=nk
i=1

6 6
Ejemplo: 85=Z5=5+5+5+5+5+5=5.6 = 25=30
i=1 i=1

N

Il
-

an-i+1

n
2. Zai =
i1

5
Ejemplo: Ss=) a, =a,+a,+a;+a, +ag y
i=1

n n
S5=Z%an-i+1 —ag +a, +ay +a, +a,, COMo se puede observar SFZ%ai es
1= 1=

n
igual a Ss= Za 4 pero en forma invertida.
i=1

n-i+

n n
3. D ka, =k> a., comprobando por medio de la definicion:
i=1 i=1
n
Sn=) kaj =kaq+Kag + .ooee. .. +kan =k(aq +ag + agj + oo . +an) =
i=1
n
Sn==k:£:ai
i=1

5 5 5
Ejemplo: Ss5=Y (4i+2)=4>"i+>2 =
i=1 i=

i=1 =1
5 5
> (4i+2)=4(1+2+3+4+5)+2.5= > (4i-2) =70
i=1 i=1

n n n
4, Y (a;+b,)=> a, = > b,, comprobando por medio de la definicion:
i=1 = i=1

i=1
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n
Sn=>Y (a,+b,) = (a;£b,)+(a, tb,)+(az thg)+......... +(ap by) =
i=1
n
Sn=Z(aiibi)=(a1+az +a3+ ........... +a1)i(b1+b21+b3+ .......... +b4) =

i=1

n n
Sn=) (a,£b,)=> a. = > b,
i=1 i=1 i

5 5 5
Eiemplo: Ss= Y (2i% +5i) = 2)i2 +5) i =
i=1 i=1 i=1

5
(2i% +5i) =2(1+4+9+16 +25) + 5(1+2+3+4 +5) = > (2i% + 5i) =185

5
i=1 i=1

n
5. Z(ai —-a;4) =an-ag, ya que:
i=1

Z;‘(ai —-aj4) = (aj-ag) +(ap -a4) +(az -ag) +...... +(ap.q-a,.2) +(an-a,4) =an-ag

Esta propiedad tiene la ventaja, que mediante esta se pueden
L2 w3 4
derivar las formulas: i, >'i“, >'i°, Yi%, ........ Zi", esta propiedad

n n
i=1 =1 i=1 i=1 i=1

se puede comprobar también de la siguiente forma:

n n n n n

Z;l(ai —a4) = Z;,ai __Z;,am =2.3;-2 34 = X (a-a4)=an-3,
1= 1= 1=

n

Ejemplo: deducir aplicando la propiedad N° 5 que:

+ r12=n(n+1)(2n+1)
6

Il
-
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n 2 2
C. Sn=2i3=1+4+9+ ............ +n3=M
= 4
Solucion:
n
a. Sn=) i=1+2+3+ . +n= n(n2+1) , haciendo ai=i2 y aplicando
=

n n
la propiedad N° 5 tenemos:Z[iz—(i—1)2]=n2 = n=)(2i-1) =
i= i=l

n2=i2i+i(—1) = n2=i2i—n = n2=2ii—n = 2ii=n2 + n >
=1 =l i=1 i=1 i=1

n
sn=zi=n(n+1)
i=1 2

n
b, SR 44404 + peanin - 12n 1)

i=1 6

n
haciendo ai=i® y aplicando la propiedad N° 5 tenemos: Z[|3 —(i —1)3]=n3 =
i=1

2 .2
n=>(3i2-3i+1) = n=3>?-3
= =

n

n n n
i+Y1 = 3)if=n*+ 3Di-n =
i=1 i=l1 i=l1

i=1

2 1(n3+3n(n+1)_n)

21 vi2=1(2n3 . 302 1 3n.-
i:1| 3 2 = ZI 6(2n +3n“+3n 2n) =

i=l1

n n
32 =%(2n3 +3n? +n) = Sn=) i =n(n+1)6(2n+1)
i=l1 i=1

3 n2(n+1)2 S
n°=—————, queda como ejercicio
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EJERCICIOS RESUELTOS

50
1. Escriba en forma explicita la siguiente suma: Z(i3 +3i%-2i+ 5)
i=1

Solucién: aplicando las propiedades de las sumatoria y las

n n
formulas recurrentes: Sn=) k=nk, Sn=)i= n(n2+ 1) )
i1 i=1
N, n(n+1)(2n+1) n 2 n%(n+1)?
Sn=) i°= 6 , Sn=)i =T’ n=50, tenemos que:
i1 i=1

50 3 2 50 3 50 2 50 50
S50=) (i°+3i-2i+5)=)i +3>i -2>i+5) 1>
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

5051101 50.51

S50 +3 2 + 550 =
6 2

2 2
_50(51)
4

S$50=1625.625 + 128775 — 2250 + 250 =

50 3 2
$50=> (i + 3i“ - 2i + 5) = S50=1.753.375
i=1

6
2. Calcule el valor de la siguiente suma: Se=> (i* - (i-1)?)
i=1

Solucion: resolviendo el producto notable, aplicando Ilas

propiedades de las sumatoria y las férmulas recurrentes:

n n 2 2
Sn=2i=n(n+1), Sn=Zi2=n("+1)(2"+1), Sn=Zi3=n (n+1)
i=1 2 i1 6 = 4

n
Sn=2k =nk, cuando n=6 tenemos que:
i=1
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§ 6 63 6 6 6
36=Z(i3—(i—1)2)=2(i3—i2+2i-1)=zi3.zi2 231>
=1 i=1 T R e [

2 2
_6 ;7) . 6X7é13 _25;7 +6 = Sg=441 + 91 — 42 + 6 = Sg=496

Se

n
3. Derive la siguiente formula: Sn=> ar""
i

Solucién: aplicando las propiedades de la sumatoria tenemos:

n n-1

Sn=adr =Snza(l+r+rf+rd+ .. + 1), aplicando la férmula
=

recurrente a" - b"=(a — b)@""! + a"%b + a"3p? + ... +b") y1a

propiedad del elemento inverso multiplicativo de los numeros reales

1 2 3 n-1 1 1 n
a(l+r+r +r +.eeeees +r )(1-r) :>Sn=a( -r)

tenemos que: Sn=
1-r 1-r

4. Probar por medio de la definicion de conjunto inductivo que:

Solucién: aplicando la definicién de conjunto inductivo tenemos:
i. Veremos que se cumple para n=1, i.e., 1 + 20 4+ 21=21%1 4=4,

luego se cumple para n=1

ii. Supongamos que se cumple para n=s, i.e., 25=25*1

=28+1 +1

iii. Por probar que se cumple para n=s + 1, 25*1 4+ 2s*1 =

2,25%1=95%2 _, 95%298+42 4 o ¢
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5. Probar por medio de la definicion de conjunto inductivo que:

3x52M*1 4 230*1 gea multiplo de 17

Solucioén: aplicando la definicién de conjunto inductivo tenemos:

i. Veremos que se cumple para n=1,i.e.
3x52(1)*1 4 23(1)+1=3,53 4 24= 375 + 16=391=17.23, que es multiplo de 17

52$+1 + 23S+1

ii. Supongamos que se cumple para n=s, i.e., 3x es

maltiplo de 17, i.e., 3x5.52S + 2,235=15,525 + 2,235 es multiplo de 17

iii. Por probar que se cumple para n=s + 1, 3,52(8%1)*1 4 23(s+1)+1 ¢
maltiplo de 17 = 3x525%3 + 235*4 o5 multiplo de 17 = 3x53.525 + 24,238
es multiplo de 17 = 15x25.5%° + 2,8,235=15(17 + 8)5%° + 28,235 es
maultiplo 17 = 1517.5%° + 8,15.5%°5 + 2,8,225=15,17.52° + 8(15,525 + 2,225),

donde 15.17.52% es multiplo de 17 y 8(15.52S + 2,22%) también es maltiplo

52n+1 + 23n+1

de 17 por hipétesis, luego 3x es multiplo de 17, g.e.d

6. Probar por medio de la definicion de conjunto inductivo que:

Lzz_n+2
4 1 n

n
i=1 2 2

Solucién: aplicando la definicién de conjunto inductivo tenemos:
i. Veremos que se cumple para n=1, i.e.

1 1+2 1 3 1 1
—=2-—— = —=2—— = —=—, luego se cumple para n=1
2 2 2 2 2 2
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. . s s+2
ii. Supongamos que se cumple para n=s, i.e.,, 5 =2-—5

2 2

iii. Por probar que se cumple para n=s + 1, e.i.

s+2 s+1 s+1+2 . .
2-—+—5=2-——_——-—, realizando la suma fracciones en ambos

2 s+1 s+1
miembro, donde el m.c.m(1,25,25*1)=25*1 -,

s+1 s+1 s+1 s+1
22 -2s-4+s+1 2.2 -s-3 22 -s-3 22 -s-3

= = = q.e.d
s+1 s+1 s+1 s+1

2 2 2 2
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EJERCICIOS PROPUESTOS

1. Escriba en forma explicita las siguientes sumas:

6

a. D

=

5
b. j3i—1
1=1
§ 2
C. -
i=1 4i-5
5
d. _5 %3
i=1 2i-6
6
e. iv2i—3
i=2

2. Compruebe por induccion matematica las propiedades de las
sumatorias N° 2, 3, 4 y 5 de la pagina N° 45

3. Calcule los valores de las siguientes sumas:
4 - =
a. > (i-(@i-1)
i=1
& 3 2
b. Y (i°-(i-1)%)
i=1

.. Sa-a )

i=1

4. Escriba explicitamente las siguientes sumas:
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n
6. Deduzca la siguiente formula: > (a +ib)
i=1

7. Probar por medio de la definiciéon de conjunto inductivo que:
6(1+7+7%+......... + 7M)=7"*1
8. Probar por medio de la definicion de conjunto inductivo que:

41 +5+52+. ... + 5") + 1=5"*"1



9. Probar por medio de la definicién de conjunto inductivo que:

2x7" +3x5" — 5, sea divisible por 24

10. Probar por medio de la definicién de conjunto inductivo que:

34" + 9 sea multiplo de 10

11. Probar por medio de la definicion de conjunto inductivo que:

n 1 n
zi(i+1):—

i=1 n+1

12. Probar por medio de la definicién de conjunto inductivo que:

n

> (2i-1) =n?

i=1

13. Probar por medio de la definicién de conjunto inductivo que:

i an(n+1)

i=1

14. Probar por medio de la definicion de conjunto inductivo que:

n . .. n(3n-1)
;(m—z)_—2

15. Probar por medio de la definicién de conjunto inductivo que:

L0, .o n(n+1)(n+2)(n+3)
ig;ll(|+1)(|+2)_ 2

16. Probar por medio de la definicién de conjunto inductivo que:

L _n(n+1)(n+2)
;I(H”_ 3

17. Probar por medio de la definicion de conjunto inductivo que:

i(Zi -1)3 = n2(2n2 -1)
i=1
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18. Probar por medio de la definicién de conjunto inductivo que:

i(i-1)(i-1)!:n!
i=1

19. Probar por medio de la definicién de conjunto inductivo que:

n
-1 a -1
a =

n
= a-1

20. Probar por medio de la definicién de conjunto inductivo que:

2 —22"-1)
i=1

21. Probar por medio de la definiciéon de conjunto inductivo que:

o a(r 1)

i=1 r-1
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CAPITULO V

TEORIA DE CONTEO
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En este capitulo se estudiaran los principios fundamentales del
conteo: TEORIA DE CONTEO: Conteo, Principio Fundamental del
Conteo, Factorial de un Numero, Variaciéon, Combinacion, Permutacion,
Diagrama del Arbol y por ultimo resolveremos problemas aplicados a la
vida real

Definicion 1: Se define la teoria_de conteo como la parte de la

matematica que se encarga de estudiar la formacién de grupos a partir de
los elementos de un conjunto, tomando en cuenta (0 no tomando en
cuenta) el orden de colocaciéon de estos elementos que contiene el
conjunto.
Ejemplo: ¢De cuantas maneras diferentes podemos contar los
elementos de un conjunto que posee tres elementos?
a. Si los tomamos de tres en tres sin tomar en cuenta el orden de
colocacion.
b. Si los tomamos de tres en tres tomando en cuenta el orden de
colocacion.
Solucién: a. Sea A={1, 2, 3}, si los contamos sin tomar en cuenta el
orden de colocacién se puede contar de una sola manera.
Solucién: b Si el orden de colocacion si importa, entonces hay seis
formas distintas que son: 123, 132, 213, 231, 312y 321.

Definicién 2: Principio fundamental para contar: Sea A el conjunto

de tres enteros {0, 1, 2} y B el conjunto de dos enteros {7, 8} ¢se puede
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encontrar el numero de parejas de ordenadas distintas (a, b), en las
cuales la primera componente de la pareja sea un elemento de A?

Para cada una de estas tres maneras en que puede escogerse la
primera componente, en una pareja ordenada, existen dos maneras en las
cuales se elige la segunda componente. Asi el conjunto de todas estas
parejas ordenadas es: {(0, 7), (0, 8), (1, 7), (1, 8), (2, 7), (2, 8)}, que contiene

2.3=6 parejas. El conjunto de tales parejas se llama producto cartesiano.

Este ejemplo ilustra el primer principio fundamental de contar.

Ejemplo: ;Cuantos numeros pares existen que tengan numeral de
tres digitos?

Solucién: Como ayuda para razonar sobre este tipo de problemas

se puede hacer un diagrama como este:

las cifras de las centenas es una cualquiera de los nueve elementos de

{1,2,3,4,5,6,7, 8, 9}, por consiguiente se escribe en el primer espacio.

9

La cifra de las decenas es un elemento cualquiera de

{0,1,2,3,4,5,6, 7, 8,9}, asi que se escribe diez en el segundo espacio.

9 |10

Las cifra de las unidades es una cualquiera de los cinco enteros

{0, 2, 4, 6, 8}, entonces se escribe cinco en el tercer espacio.
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9 |10 |5

Nuestro primer principio fundamental (producto cartesiano) nos
dice que hay 9.10 maneras distintas de escoger las cifras de las centenas

y decenas; por lo tanto, existen (9.10).5, o sean 450 numeros pares

pertenecientes a Z* diferentes de tres cifras.

Puesto que la unién de {0, 1, 2} y {7, 8} es el conjunto {0, 1, 2, 7, 8},
puede observarse que el numero de elementos en los conjuntos dados
es: 5=3 + 2. Por otra parte, la union de {0, 1, 2} y {2, 7} tiene solamente 4
elementos, ya que el numero 2 es elemento de los dos conjuntos dados,
esto es, {2}={0, 1, 2}{2, 7}.

Este ejemplo ilustra el segundo principio fundamental que
utilizamos para contar.

Si un conjunto finito A contiene r elementos, un conjunto finito B
contiene s elementos, y su interseccion contiene t elementos, entonces la
uniéon de Ay B contiene r + s - t elementos. Cuando los conjuntos Ay B
son disjuntos, entonces el numero de elementos en la unidénesr +s.

Ejemplo: ¢cuantos enteros positivos impares menores que 10.000
pueden representarse usando los digitos 0, 3, 6, 97

Solucién: Puesto que existen numeros con 1, 2, 3, o 4 digitos
podemos considerar estos casos separadamente.

En cada caso, se debe llenar el espacio de las unidades con una

cifra impar (3 0 9) y a continuacién se llenan los espacios restantes.
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La tabla muestra el numero de enteros impares representables en
cada caso. Nétese que 0 no puede ser el digito inicial de cualquiera de los

numeros pedidos.

digitos en el numeral 1 2 3 4
Numeros de enteros 2 23 (243 ]| 2443
impares

numeros total de estos impares es: 2 + 6 + 24 + 96=128. vnezt

Definicion 3: Se define el factorial de un humero, como el producto:

n(n-1)(n-2)...... 1y se denota por n!, que cumple con las siguiente
propiedades:
1.  0!=1
2. n!=n(n - 1)!
Ejemplo: a. 3!=3.2.1=6 b. 5!=5.4.3.2.1=120 c. 6!=6.5!=6.120=720
Definicion 4: En un conjunto A={1, 2, 3, 4 ... n, n+1, .... m}, si

ordenamos estos elementos de m en n, tomando en cuenta el orden de

colocacion, esta forma de contar los elementos de A recibe el nombre de

Variacion y se denota por Vm,n y se calcula mediante la férmula:

m!
V... =
mn (m-n)!

oVm,n=m(m-1)...(m-n-1)

De la definiciéon anterior se puede decir que dos arreglos son
diferentes si:
a. Tienen por lo menos un elemento diferente.

b. El orden de colocacion de sus elementos son diferentes.
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C. Tienen por lo menos un elemento diferente y el orden de
colocacion de sus elementos es diferente.

Casos especiales de las variaciones:

a. n=0, no se selecciona ningun elemento, solo se puede formar un
. . . m! m!
conjunto, el conjunto vacio: V 0= T ==
m, (m-0)! m!
b. n=1, se selecciona un solo elemento de los n disponibles, como un

solo elemento no se puede ordenar, en consecuencia se seleccionan n

m! =m(m-1)! 3

conjuntos de un elemento: V_, =( N (m-1)!
y m— ! m- H

C. n=m, se esta seleccionando n elementos en n elementos o sea que
no se efectia ninguna seleccién, sino que se toman los n elementos y se
reordenan en todas las formas (Permutacion simple o ordinaria):

n!

n,nZWZ"!

Ejemplo: a. Hallar: V5,2 Solucién: V52= 5.4=20.

b. ¢De cuantas maneras diferentes podemos contar los elementos de
un conjunto que posee tres elementos, si los tomamos de dos en dos,
tomando en cuenta el orden de colocacién?

Solucion: Estamos en presencia de una variacion de tres
elementos tomados de dos en dos, es decir, V3,2=3.2=6
c. ¢De cuantas maneras diferentes pueden elegir en una asociacion

de vecinos su presidente, un secretario, un tesorero y dos vocales, si la

directiva consta de 15 miembros?
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Solucién: Como el orden de colocacidon se tiene que tomar en
cuenta porque no es lo mismo ser presidente que ser tesorero por

ejemplo, tenemos que variar los 15 miembros de 5 en 5, es decir,

V15,5=15.14.13.12.11=360360, entonces esta asociacion puede elegir a sus

miembros de 360360 formas distintas.

d. Varios expertos del SENIAT estan efectuando un estudio para

determinar cuales negocios comerciales en San Fernando de Apure

merecen proteccién arancelaria.

A cada experto se le exige que presente una lista en orden de prioridad de

los tres negocios comerciales de un total de diez, que estima que merece

mas proteccion. ;Cuantas de cada lista puede presentar cada experto?

Solucién: Como cada lista se trata de un conjunto ordenado, es

decir cada negocio comercial seleccionados para una lista va a ocupar
un lugar especifico, estamos en presencia de una variacion, es decir

10!
\Vj -
103~ (10-3)!

o V10,3 =10.9.8=720, por lo tanto cada experto del
SENIAT debe presentar 720 listas distintas.
e. La Gobernacién del Estado Apure promociona un concurso publico
con la finalidad de adivinar el nombre de una nueva fundacion que estara
a su cargo en el Estado Apure.
Las bases del concurso son las siguientes:

i. Las letras para el nombre deberan de ser seleccionadas del conjunto

de letras que tienen las palabras Cabalgando por los Llanos de Apure.
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Vii.

viii.
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Los nombres propuestos deben ser palabras de siete letras.

Ninguna letra debe repetirse.

La primera, tercera, quinta y séptima letra deben ser consonantes.

La segunda, cuarta y sexta letra deben ser vocales.

Una persona puede participar cuantas veces lo desee.

Si una persona propone dos o mas veces el mismo nombre es
descalificada.

Las propuestas que acierten el nombre seran sorteados y el ganador
sera premiado con 2.000.000,00 Bs. en efectivo y un viaje por el Alto
Apure, con gastos pagos para dos personas durante una semana.

¢Cuantos nombres tendra que proponer una persona para
asegurar su participacion en el sorteo?

Solucién: Como el nombre que se va a escoger del conjunto de
letras que tiene la expresiéon Cabalgando por los Llanos de Apure,
contiene 4 vocales y 9 consonantes y estas no pueden repetirse para
formar el nombre que se pide, aplicamos el primer principio fundamental
del conteo, la cual ilustraremos con la siguiente tabla para mejor

ilustracion.

1C |1V |2C (2V [3C |3V |4C

Para escoger la primera consonante hay 9 formas distintas, para
escoger la segunda consonante hay 8 formas distintas, ya que la primera

consonante que se escogio no se puede volver a tomar en cuenta, para la
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escogencia de la tercera y cuarta consonante hay 7 y 6 formas
respectivamente, esto quiere decir que las consonantes se pueden
escoger de: 9x8x7x6=3.024 formas distintas, de igual manera para escoger
la primera vocal se puede hacer de 4 formas distintas, para la escogencia
de la segunda y tercera vocal se puede hacer de 3 y 2 maneras distintas
respectivamente, lo que quiere decir que las vocales se escogen de:
4x3x2=24 formas distintas, por lo tanto, el niUmero de nombres que puede
proponer una persona para asegurar su participacion en el sorteo sera:
3.024x.24=72.576. Este problema también se puede resolver aplicando

directamente la definicion de variaciéon y el principio multiplicativo, es

decir, para escoger las consonantes tenemos: V9 4=9x8x7x6=3.024 y para

escoger las vocales tenemos: V43=4x3x2=24, luego para escoger las

consonantes y vocales: V9,4xV4,3=3.024x24=72.576.

Definicién 5: En un conjunto A={1, 2, 3, 4 .... n, n+1, .... m}, si

ordenamos estos elementos de m en n, sin tomar en cuenta el orden de

colocacion, esta forma de contar los elementos de A recibe el nombre de

Combinacién y se denota por Cm,n y se calcula mediante la formula: Cm,n

_ m!
~m!(m-n)!

51

——=——=5.4.3!
5!(6-3)! 312!

Ejemplo: a. Calcular C53 =
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b. ¢De cuantas maneras diferentes podemos contar los elementos de
un conjunto que posee tres elementos, si los tomamos de dos en dos, sin
tomar en cuenta el orden de colocacion?

Solucion: Estamos en presencia de una combinacion de tres

I 1.2!

elementos tomados de dos en dos, es decir: C;, = 3t 32l 3,
< 21(3-2)! 211!

los cuales son: {12, 13, 23}

c. ¢Cuantas juntas directivas de cinco personas pueden formarse en

una asociacion de vecinos, si la directiva consta de 15 miembros?
Soluciéon: Como para tomar las juntas el orden de los miembros

no nos importa, estamos en presencia de una combinacion, es decir:

! 1

Cyss = 15! _ 15.14.13.12.11.10! _ 3003, o 3003 juntas
2 51(15-45)! 51.10!

directivas.

d. Para los venideros juegos nacionales se tiene que elegir la

comision técnica que asesorara a los atletas en las disciplinas de
atletismo y natacién en el Estado Apure.

La comisién estara integrada por siete entrenadores, todos con la
misma jerarquia; para lo cual han sido propuestos cinco representantes
para atletismo y siete para natacién. ;De cuantas maneras se puede
integrar la comision para que:

a. Tenga dos representantes en atletismo y tres en natacion.

b. Tengan como minimos dos representantes por disciplina
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Solucion: a. Como el orden de colocacion de los representantes
que formaran la comisién no se toma en cuenta estamos en presencia de

una combinacion, es decir, los representantes de la comision de atletismo

se obtiene como: C52 y la de natacién como: C7,3. Aplicando el principio

fundamental del conteo (principio multiplicativo) se tiene que las
comisiones estan integradas por:

51 7!
21(5-2)! 31(7 - 3)!

C5,2xC7,3= =10.35 =350

b. Esta compuesta por cuatro partes:

i. Escogiendo dos de atletismo y cinco de natacion.
ii. Escogiendo tres de atletismo y cuatro en natacion.
iii. Escogiendo cuatro en atletismo y tres en natacion.

iv. Escogiendo cinco en atletismo y dos en natacién.
Esto es: C52xC75 + C53xC74 + C54xC73 + C55xC7,2=

51 7! 5 7! 51 7! 51 7!
X + X + X + X
21(5-2)1  51(7-5)1 31(5-3)I" 41(7—4)! 41(5-4)! 31(7-3)! 5!(5-5)I 21(7-2)!

=10.21 + 10.32 + 5.35 + 1.21=756

Definiciéon 6: En un conjunto A={1, 2, 3, 4 ... n, n+1, .... m}, si

ordenamos estos elementos de n en n, tomando en cuenta el orden de

colocacion, esta forma de contar los elementos de A recibe el nombre de

Permutacion y se denota por Pm y se calcula mediante la formula: Ph=nl.
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Como podemos notar las permutaciones son un caso particular de

las variaciones, con m=n.
Ejemplo: a. Calcular P5=5!=5.4.3.2.1=120.

b. ¢ De cuantas maneras diferentes podemos contar los elementos de
un conjunto que posee tres elementos si los tomamos de tres en tres
tomando en cuenta el orden de colocacién?

Solucién: Como lo vamos a ordenar de tres en tres tomando en

cuenta el orden de colocacion, estamos en presencia de una
permutacion, es decir, P3=31=3.2.1=6.

c. ¢De cuantas maneras diferentes se pueden colocar 6 libros en un
estante?

Solucién: El problema consiste en colocarlos en el estante

tomandolos todos a la vez, es decir permutandolos, en consecuencia:

P6=6!=6.5.4.3.2.1=720 formas diferentes.

Vm n
Otra manera que podemos colocar la combinacion es: Cp, , = P—
n
d. Considérese una computadora con 16 puertos y supéngase que en

un momento dado cada puerto esta en uso (u), no se usa aunque su
estado sea funcional (n) o no funciona (i). ¢ Cuantas configuraciones son
posibles, en la que 10 puertos estén en uso, 4 no se usen pese a que
funcionan y 2 mas no funcionen? Una secuencia tipica de esta naturaleza

seria: uuiuinnunuunuuuu
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Soluciéon: Para determinar todas las formas en que pueden
permutarse tales puertos para formar otros ordenamientos, requiere que
se consideren los 16 puertos. Si fuera posible controlar su uso, se tendria
frente a si un proceso de 3 pasos.

V
i. Seleccionar 10 puertos para su uso. C16,10=ﬂ = C16,10=8.008

10

formas
ii. Seleccionar 4 de los 6 puertos restantes como no usados y

\"/
funcionales. Cs,4=% = C6,4=15 formas

4
iii. Seleccionar los dos puertos restantes como puertos que no

A Va2
funcionan. C2,2=P—’ = C2,2=1 forma

2

Aplicando el principio de multiplicacién garantiza que el proceso de

3 pasos en su totalidad puedan realizarse, es decir,
C16,10xC6,4xC2,2=8.008x15x1=120.120 formas, estas se pueden escribir en

la forma:

16! 6! 2! _ 16!

C16,10xC6,4xC2,2= ~x X = ,
e " 10!x6!  41x2! 21x0! 10!x4!x2!

el cual se puede

generalizar para permutaciones de objetos que no se diferencian

n!

n1!xn2!x ------ Xnk!
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e. Un ingeniero de transito debe ajustar el tiempo de cambio de la luz
en una serie de 10 semaforos de la calle principal de la ciudad de
Valencia. En un momento dado, el semaforo puede estar con las luces
rojas, amarrilla o verde encendidas. a. ;Cuantas variantes de colores de
la serie de semaforos son posibles al principio? b. Si las luces se
encienden aleatoriamente al inicio, ;De Cuantas maneras diferentes se
tendran 3 semaforos con luz rojas, 5 con luz amarrillas y 2 con luz verde?

Solucién: a. Es un proceso de 10 pasos con 3 opciones en cada uno, es

decir 3x3x3x3x3x3x3x3x3x3=310=59.049

Solucién: b. Aplicamos la féormula permutaciones de objetos que no se

n! _ 10!

= =2.520
n1!xn2!x ...... xnk! 31x51x2!

diferencian

Definicién 7: un diagrama de arbol es un instrumento practico que

nos permite especificar por extensiéon todos los elementos de un
producto cartesiano entre conjuntos, que tengan un numero de elemento
finito.

Para trazar en diagrama del arbol realizaremos los siguientes
pasos, es decir sean los conjuntos A y B cualquier lista de los elementos
de un producto cartesiano de AxB.

i. Se fija un nodo inicial
ii. Abrir a partir del nodo inicial tantas ramas como elementos tenga el
conjunto A y colocar en los extremos de cada rama cada uno de los

elementos del conjunto A.
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iii. Abrir a partir de cada una de las ramas, tantas ramas como
elementos tengan el conjunto B y colocar cada uno de estos en el
extremo de cada rama.

iv. Leer secuencialmente sobre cada rama el conjunto ordenado
resultante.

Ejemplo: Sean los conjuntos A={1, 4, 9} y B={3, 5, 7,} listar AxB
Solucién: AxB={(1, 3), (1, 5), (1, 7), (4, 3), (4, 5), (4, 7), (9, 3), (9, 5), (9, 7)}
y su representacion por medio del diagrama del arbol es:
3(1, 3)
1 5(1, 5)

7(1,7)
3(4, 3)

4 5(4, 5)

7(4,7)
3(9, 3)

9 5(9, 5)
709, 7)
Ejemplo 9: Sean A={1, 2, 3}, B={2, 4} y C={4, 5} listar AxBxC
Solucioén: {((1, 2, 4), (1, 2, 5), (1, 4, 4), (1, 4, 5), (2, 2, 4), (2, 2, 5), (2, 4, 4), (2,
4,5), (3,2,4),(3,2,5), (3, 4, 4), (3, 4, 5)} y su representacion por medio del

diagrama del arbol es:
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41, 2, 4)
2<
/ >(1.2,3)
1, 4(1, 4, 4)
4
5(1, 4, 5)
4(2, 2, 4)
2
5(2, 2, 5)
2 4(2, 4, 4)
. <
5(2, 4, 5)
4(3, 2, 4)

< 5(3, 2, 5)
3 4(3, 4, 4)
4<

5(3, 4, 5)
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EJERCICIOS PROPUESTOS

n n
1. Calcule n si a. [ZJ =21b. (2} =105

2. ;Cuantas sucesiones de dos letras pueden formarse?

3. ¢Cuantos numerales de tres cifras pueden formarse utilizando los
simbolos 6,7 y 8?

4. ¢De cuantas maneras diferentes pueden resolverse 20 preguntas
de un cuestionario cuya respuesta es verdadero o falso?

5. ¢Cuantos subconjuntos de 5 muchachos es posible elegir de
un conjunto de 12?

6. Se tienen 10 novelas histéricas y 5 novelas bibliograficas. ¢De
cuantas maneras se pueden colocar 6 novelas histéricas y 3
bibliograficas en una estanteria si puede contener solamente 9 libros?

7. Un fabricante de automéviles produce 7 modelos de autos, cada
uno dispone de 6 colores diferentes. Ademas, el comprador puede elegir
una de 4 maneras diferentes de tapiceria y uno de 5 colores diferentes
para el interior. ;Cuantas variedades diferentes de automoéviles puede
producir el fabricante?

8. El testigo de un atraco reporta a la P.T.J. que las placas del
automovil en que huyeron los asaltantes era de 6 cifras, pero que el
solamente recuerda las 3 ultimas. ;Cuantas placas tiene que investigar la
P.T.J?

9. El Programa de Planificacion tiene 13 Sub.-Proyectos en los

primeros tres semestres ;De cuantas maneras diferentes se pueden
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inscribir 2 hermanos gemelos en los tres primeros semestre de la carrera
de Administracion si sus padres desean que queden en secciones
distintas?

10. Un restaurante, sirve ensalada con lechuga, tomate, cebolla,
zanahoria, remolacha, queso, (pimienta o mostaza). ; Cuantas ensaladas
distintas pueden hacerse, si los clientes pueden escoger 3 cualquiera de
los componentes?

11. Maria Guerra, debe mandar cartas a su esposo, novio, querido, y
dos amigos intimos. El jueves por la noche decide escribir a dos de sus
enamorados. ;De cuantas maneras puede elegirlas, si el orden en que
escribe las dos cartas no se toma en cuenta?

12. En un estudio realizado por la O.P.S.U en el Estado Apure para la
escogencia de un grupo de profesores que merecen ser condecorados.
La O.P.S.U nombra una comision para determinar dicha escogencia. A
cada integrante de la comision se le exige que presente una lista en orden
de prioridad de 5 profesores de un total de 15, que estimen se merecen la
condecoracion. ¢Cuantas de tales listas pueden presentar cada
integrante de la comisiéon?

13. Una muestra de 6 automoéviles usados ha de elegirse al azar de un
lote de 22, de los cuales 8 tienen defectos de motor, se rechazara el lote si
uno mas motores de la muestra resultan defectuosos. ; Cuantas muestras
diferentes de 6 autos pueden elegirse? ;Cuantas de estas muestras

provocan el rechazo del lote?
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14. Si una palabra es una ordenacidén de letras. ;Cuantas palabras
pueden formarse con las letras a, b, ¢ y d si ninguna letra puede
repetirse?, supongamos que permitamos las repeticiones ¢Cuantas
palabras pueden formarse?

15. ¢Cuantas permutaciones pueden formarse con los elementos del
conjunto A={x/xeZ y 0<Z<9}, sin usar dos veces el mismo digito?,
¢ Cuantos subconjuntos de 10 elementos se pueden obtener del conjunto
A?

16. a. Una firma posee 3 fabricas A, B y C. El que estas fabricas
trabajen o no, depende de las demandas de compras de sus areas. Si una
fabrica trabaja, ha de presentar un informe de operaciones. ¢cuantos
conjuntos son posibles (sin incluir el conjunto vacio), b. Supongamos
que la fabrica A siempre opera independientemente de cuales sean las
condiciones. ;Cuantos conjuntos de informes son ahora posible?

17. Cuando una serie de productos se introducen al mercado unos
después de otros, los introducidos al mercado posteriormente a menudo
tienen menos demanda que los presentados anteriormente. Supongamos
que se han de introducir 5 productos en sucesion. ;Cuantas sucesiones
pueden introducirse al mercado? ;De cuantas maneras puede un
producto determinado ser el primero?

18. a. ¢Cuantos numeros de teléfonos pueden ponerse en una central
usando 5 digito para cada numero? b. Si se utilizan 3 letras antes de los

digitos ¢ Cuantos numeros podrian ponerse en la central?
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19. ¢Cuantas particiones de un conjunto de 25 elementos pueden
hacerse si las particiones han de contener 15, 5 y 5 respectivamente?

20. Una compaiiia debe presentar ofertas para contratos de trabajo
cada mes. El jefe de administracion informa que la compaiiia debe hacer
ofertas bajas 4 veces, ofertas ajustadas 3 veces y ofertas altas el resto de
las veces. Escriba una expresion que indique cuantas maneras puede

obtenerse este resultado.
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CAPITULO VI

INECUACIONES
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En este capitulo se estudiara: Intervalos y Desigualdades, Puntos
de Separacién, Puntos de Pruebas, Vecindad o Entorno, Cota Superior,
Cota Inferior, Conjunto Acotado, El Supremo, El infimo, Factores de una
Inecuacion, Inecuaciones lineales, Inecuaciones cuadraticas,
Inecuaciones racionales, Inecuaciones con valor absoluto o Distancia
entre dos Puntos, Propiedades de la distancia entre dos puntos, Sistema
de inecuaciones lineales y no lineales.

Definicién 1: Una relacidén que existe entre los signos > 6 < (mayor
o igual que o menor 6 igual que) mediante los numeros reales lo
llamamos desigqualdad.

Ejemplo: 5<8 6 8>5, se lee, cinco menor que ocho 6 ocho mayor
que cinco.

Definiciéon 2: Al conjunto de los numeros reales comprendido entre
ayb, Va, befR, se le llama intervalo, los intervalos pueden ser: abiertos,
cerrados, semiabierto o semi-cerrado.

Definicidn 3: Va, befR, existe un xeR/ a<x<b = xe(a, b), e.i. los

numeros reales que estan entre a y b, recibe el nombre de intervalo
abierto, también se consideran intervalos abiertos a: x<a = xe(=o, a) y

x>a = xe(a, +») y sus representaciones graficas son respectivamente:
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A 4

A V77777

ANSSNNNNVE |
: V777774

Los intervalos antes mencionados se leen: a<x<b, "x es mayor que
a pero menor que b, es decir son todos los niumeros comprendidos entre
a y b excluyéndolos a ellos, también es un intervalo abierto: a>x>b, e.i. x
es menor que a O X es mayor que b = xe(-o, a)U(b, +x) y su

representacion grafica es:

ANNNNN\\V V7777774

Fig. N° 4

Definicidén 4: Va, beR, 3 un xeR/ a<x<b = xe[a, b], es decir, los

numeros reales que estan entre a y b incluyéndolos a ellos, recibe el

nombre de intervalo cerrado y su representacion grafica es:

pd

~
- »
< | | »

=00 a b +00
Fig.N°5

Definicidon 5: Va, be®R, existe un xeR/ a<x<b = xe(a, b], a<x<b =

xe[a, b), a>x>b = xe(~o, a)U[b,+x), a>x>b = xe(~o, a]U(b,+x), son todos
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intervalo semiabierto o intervalo semi-cerrado y su representacién grafica

es respectivamente:

: s :

. (L :
AMANNNANY | ViS4
AN P94

Definicién 6: VxoeR, xo se dice que es un punto de separacién (p.s),

si Xo separa a la recta en dos partes, estas partes reciben el nombre de
intervalos, siempre existiran n + 1 intervalos, dependiendo de los puntos
de separacion, es decir, si no hay ningun punto de separacion, existira un
solo intervalo, que en este caso sera la recta real, en la definicion 5
vemos que existen dos puntos de separaciéon y en cada caso hay tres
intervalos, en el primer y segundo caso, hay un intervalo donde se
encuentra x y dos donde no, y en el tercero y cuarto caso hay dos

intervalos donde se encuentra x y uno donde no.
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Definicion 7: VxoefR, xo se dice que es un punto de prueba (p.p), si

Xo pertenece a un intervalo, en el cual se necesita saber el signo de
cualquier factor, entendiéndose por factor cualquier termino x - xo de una
inecuacion.

Definicidon 8: Se define una inecuacion como una desigualdad que
tiene una o mas variables, estas variables reciben el nombre de
incognitas, y tienen dos tipos de soluciones que son: solucion analitica y
soluciéon geométrica.

Las inecuaciones con una o mas variable pueden ser lineales y no
lineales.

Definicidn 9: Inecuaciones lineales con una variable: son las que
tienen la forma: mx>a, mx<a, mx>a y mx<a, Va, meR, donde sus

soluciones analiticas son:

a a a a . . iy
x> —,x<—,Xx>— yXx<— respectivamente y sus soluciones geométricas
m m m m

son:
a
=00 — +c0

Fig. N° 10

a

/227

=00 — +00

m
Fig. N° 11
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ANNANNNNY ‘

+00
m
Fig. N° 12
a
=00 — +00
Fig. N° 13

Ejiemplo: Resolver analitica y geométricamente la siguiente

w|h
|
WiN
X
|
N

. .. 3 3 1
inecuacion: —x——x+2x——>
4 5 4

Solucién: transformamos la inecuacion en una inecuacion lineal,
esto lo hacemos buscando el minimo comin denominador vy
multiplicamos los dos miembros de la inecuacion por este numero
(propiedades de los niumeros reales), en este caso el minimo es 60, con lo
que nos queda: 45x - 36x + 120x - 15280 - 40x - 120. Ahora pasamos todas
las variables para el lado izquierdo y todos los términos independientes

para el derecho y resolvemos (propiedad de los numeros reales), con lo

que nos queda: 169x>-25 = x>- 25
169
=0 = 25 0 +00
169

Fig. N° 14
Definicion 10: Las inecuaciones cuadraticas de una variable:

son las inecuaciones de la forma: ax? + bx + ¢>0, ax? + bx + c<O0,
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ax? +bx + c0, ax? + bx + c<0, para hallarle sus soluciones, factorizamos,

aplicando Ruffini, completando cuadrado o aplicando la férmula de
segundo grado, y luego le aplicamos las propiedades de los numeros

reales.

Ejemplo: Resolver la inecuacion: 3x2 + 5x - 22<0. Solucion:

aplicamos Ruffini.

3 5 -22
2 6 22
3 11]0

Luego: 3x?2 + 5x - 22<0 = (x - 2)(3x + 11)<0, por las propiedades

de los numeros reales, nos queda que:

X - 2<0 A 3x + 1150 X<2 A x>'% xe(<0.2)(- g +0) S
X =-2>0 A 3x +11<0 X>2 AV X<-% XG(Z, +Oo)ﬁ(-oo, i g )32

Es decir, la solucion total es la union de la solucion 1 con la solucion 2.

. Vs /)

=00 -— 2 +00

3
Fig. N° 15

A 4

A
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11

=00 - 2 +00

3

Fig. N° 16

s1=(-g 2), So= = S1USz=(-g 2).

Otra forma de resolver esta inecuacién es mediante los puntos de

separacion: 3x? + 5x - 22<0 = (x - 2)(3x + 11)<0, tomaremos los factores:

x -2y 3x + 11 y representamos en la recta real los puntos de separacion:
11 ‘r
x=-? y x=2, como tenemos dos puntos de separacion tendremos tres

intervalos, en cada intervalo tomaremos un punto de prueba, que en este

caso son: -4e(~o, -;—1), Oe(-%, 2) y 3€(2, + x), sustituyendo los puntos de

pruebas en los factores y anotando los signos que resulta y por ultimo
multiplicamos los signos que resultan de cada factor, si este coincide con
el signo de la inecuaciéon es soluciéon en caso contrario no. La solucién

total sera la unién de los intervalos soluciones (ver la cuadro N° 1).
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P-p p.s P-p pP.s Pp.p
Factor |e I I I 1 >
11
=00 '4 '? 0 2 3 +00
I I
11 I N L+
e 1 (0 (+) L)
1 1
———————————— r—————————————'——————————-
X-2 (] (- L (#)
i i
Signo (+) (- L (#)
I I
Solucién no : si : no
Cuadro N° 1

L iy 11
Como en este caso el Unico intervalo solucion es (-?, 2), resulta que la

solucion total es: St: Xe(-g, 2), solucién analitica

v

Solucién geométrica(g////////»
=00 -ﬂ 2 +00
3
Fig. N° 17

Definicion 12: Las inecuaciones racionales de una sola variable:

estas ecuaciones son un caso particular de las ecuaciones cuadraticas,
por lo tanto, se resuelven aplicando las propiedades de los numeros
reales o por medio de los puntos de separacion.

X-5
>

Ejemplo 4: Resolver la inecuacion: >
5X+3

Solucién: aplicando las propiedades de los numeros reales tenemos:
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[ 7x - 520 A 5x + 3>0 ’xzi A x>-§ ’XG[g, +oo)r\(-§, +00) S1

o = A o = U U

L 7x - 50 A 5x + 3<0 ng§ A x<-: (X & (=0, i)m(-oo, -g) S,

Es decir, la solucion total es la union de la solucion 1 con la solucion 2.

o RRRRRRRRRNNN]

|
5

v

5
=00 - — +00
3 7
Fig. N° 18
. N2z ie
) 5 5
=00 - — +00
3 7
Fig. N° 19

S1=(-(x), -g), Sz=[g, +OO) :> ST=S1USZ=('w, -g)u[g! +w)'

Definicion 12: Las inecuaciones con valor absoluto o distancia

entre dos puntos, de una variable, empezaremos definiendo la distancia

entre dos puntos de la manera siguiente:

| X - Xo| , geométricamente indica la distancia que existe desde x hasta Xxo,
es decir, si tenemos: |x -xo/>a o |x-xo[<a y |x - xo|=a, se lee
geomeétricamente, como la distancia que existe desde x hasta xo es mayor
o igual que a, o la distancia que hay desde x hasta xo es menor o igual
que a y la distancia que hay desde x hasta xo es igual que a, si |x| =a, se
lee geométricamente, la distancia que existe desde x hasta el origen es

igual que a, es decir:
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X six=0
f(x)=

=X six<0

| x| =Vx7, y su gréfica es:

f(x)=| x|

" Fig. N° 20
Propiedades:
1. |x|>0y |x|=0, < x=0
2. |ay|=a|x|
3. [xyl=Ix] ]yl
4. |xy|=|x|/]y|
5. |x|=a< -a=x=a= x=-a 6 x=a
- 7 ; T -
Fig. N° 21

6) | x| <a ©-a<x<a = x>-a y x<a, = xe[-a, a]

A

3
v
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7) | x| 2a & -a>x>a = x<-a y x>a, = x&(~o, -a]U[a, )

T »

a 0 a +00
Fig. N° 23

8. |x + y|<|x| + |y|, Demostracién: -|x|<=xs|x|y -|y|sys|y]|, si
sumamos término a término estas dos expresiones tenemos:
-[x| -|y|sx +ys| x| + |y| = (| x| +|y|)sx+ys|x| + |y]|, entonces por
la propiedad No 6, tenemos que: |x +y|s|x| + |y|
9. [x-y|z|x] -]y

Demostracion: |x|=|x + v — ) =|(x - v) + yl<x - y| + |x],
despejando |x -y|se tiene que: |x -y|=|x]| - |y|
10. | x-y|>[[x| -|y]]

Demostracién: |y|=|y + (x — x)|=[(y - x) + x|s|y - x| + |y|,

despejando |y -x| se tiene que |x-y|>||x| - |y] |
Ejemplo: La distancia de x a menos % es menor que %

Solucioén: aplicando la definicion de distancia tenemos:

2 4 4 2 4 2 4 2 4 22
|x+ S |<= s -—<xx+ <= -0 - xS - -
3° 5 5 3

5 3 5 3 5 15

<x<£ = que X
15

22 2 . 22 2
estaentre -—— y—, e.i, xe(-—=, —)
15 " 15 15 15
> VoI ss74nm
-0 _22 0 i +o0
15 15

Fig. N° 24
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Ejemplo: Hallar el valor de x que satisface la siguiente
ecuaciéon: |3x-5|=10

Solucién: Por la propiedad tenemos: -10=3x - 5=10 = -5=3x=15 =

3x=-563x=15=> x=-§ 0 x=5

: 2 ' —- —
=00 -i 0 5 +00
3
Fig. N° 25
. . . ‘s 7x -5
Ejemplo: Resolver la siguiente inecuacién: r— >9
x_
Solucion: Por la definicion tenemos: -9> 7x—529 = 7x_5$-9 o
3x-5 3x -
7x—529 N 7x-5 + 9<0 o 7x -5 L 950 = 7x—5+27x-45s0 o
3x-5 3x-5 3x-5 3x-5
‘28
7X-5-27x+45 50 = 34x_50£00 -20x+4020:> 17 90 X-2 <0
3x-5 3x-5 3x-5 5 5
x—5 x—g

Aplicando el método de los puntos de separacion tenemos la

solucion en el cuadro N° 2

p-p p-s p-p PSS PP
Factor < I I 1 I I
=00 0 25 25 s 2 +o
17 16 3
I I
25 () A ) B A
X- [ I
17 L L




_________________ e E——
.5 (C I T C T B O
: | |
| |
Signo (+) ! () I )
Solucién no i si E no
Cuadro N° 2

S1: Xe[f—g,g) solucién analitica

S1 A soluciéon geométrica

<
<« v

y
25 5
=00 — — +00
17 3
Fig. N° 26
La solucion Il la vemos en el cuadro N° 3
pP.p p-s PP PSS Pp.p
< T T T T T
Factores 5
=00 0 — 1 2 3 +w
3
I I
1 1
x-2 O O
SO I E———
X-2 (C I T C T A )
i i
Signo (o R R © B A )
I I
Solucion No : Si : no
5
Sz: XE(E, 2] Cuadro N° 3
S2
< ,(m >
=00 E 2 +00
3

Fig., N° 27



St: Xe[é, E)u[E,Z] 6X€[§,2] - S solucion analitica
17° 3" "3 17 {3}

Solucién geométrica

o o M\\\

138

A

25
17

Fig., N° 28

v

+00

Ejemplo: Resolver la siguiente inecuacion: | 3x2 +2x - 16 | >X —2

Solucion: Aplicando las propiedades de distancia entre dos puntos

tenemos:

X+ 2>3x2 + 2x - 162X - 2 =
3x2 +2x -16<-X +2 0 3x2 + 2x - 162X - 2 =
3x2 + 3x - 18<0 0 3x2 + x - 14>0 =

X2 + x - 6<0 6 3x2 + X - 14620 =

x+ )26 Tcox@+ 1x- 145
2 4 37 3

x+ 12 Boxe 1z 141
2’ a4 6 3 36

(x+ P2 o x+ 22200 =
2 4 36
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-3<x <2 0 -%2x >2 la solucién analitica es St: XG[-3,2]U(-0€,-%]U[2,0C) =

XeR

Solucién geométrica:

L e

Fig. N° 29

Solucién: Por medio de los puntos de separacion:

X+ 2>3x2 +2x - 162X -2 =
3x2 + 2X - 16<-X + 2 0 3x2 + 2x - 16>X - 2 =
3x2 + 3x - 18<0 6 3x2 + x - 1420 =

3x2 + x - 6<0 0 3x2 + x - 14620 =

1 1 . 2.1 14

X+ -)2—6--—<0x%+ —x-—2>0=
2 4 3

x+ 122 B gwe 2o 141 4
2 4 6 3 36

2
x+ 122 [2) come 1y2- 19950
2 2 6 36

2 2
(x+%)2— [g} sb(x+%)2— (%} <0 =

-i)(x+1 +§)SO(‘)(X+1 - 13)(x+1 +E)20:>
2 2 2 6 6 6 6

1
2
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(x -2)(x+3)<0 6 (x -2)(x +§)20, entonces, la solucién | la vemos en

el cuadro N° 4

S1: xe[-3,2) Solucién analitica

P-p p.s P.p pPs Ppp
Factores < T T ' T T
=00 -4 -3 0 2 4 +0
i i
X+3 G ®m
1 1
—————————————————— l————————‘——————————-
X -2 (C I T O I ()
1 1
] i i
Signo S T S © T )
I |
Solucion No : Si : no
Cuadro N° 5

S1 < /I Solucién geométrica
0 3 0 2 oo
Fig. N° 30
La solucion N° I,
p.p ps  pp ps pp
Factores < r r t r r
-0 -2 -Z 0 2 3 4w
3
| |
I I
x+ 1 O O
3 [ ;_
x-2 (I T © B )
Signo (#) \ () P ()
Solucién Si H no RS

Cuadro N° 6
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S2: xe(=ox, -g]u[Z, «) Solucién analitica

Solucién geométrica -
2 +00

Fig. N° 31
S1=S1US2 = S1=R solucion analitica

A

Soluciéon geométrica:

Fig. N° 32

3

. o i . 2x3% +x2-Tx-6
Ejemplo 9: Resolver la siguiente inecuacion: <

6x2 —x-2

0

Solucién: Por el método de los puntos de separacién y aplicando

Rufini para determinar los factores, tenemos:

. 3
Para la expresion 2x3 + x2 - 7x — 6 los factores son: x+1, x-2yx+ —

2 1 7 %
4l 2 1 6
21 6 |0
2

l2 3 |o

Para la hallar los factores de 6x2-x—ZcompIetamos cuadrado,

es decir, x2 - -

1 1.2
— = (x - -
6 ( 12)

X
2

1
3 144 12 144

1 . 12 49
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1
—), los
2)

%)(x +

, (ver cuadro N° 7)

2
3

1

factores son: x + 2’ X -

N i i i i
: | | | |
Q o 1 [ [ [
Q | + 1 T+ | T+ | —_ 1 —_ ~| o
=~ . RO X | e
) 1 1 1 1
g L & e I e I S
2 | | | |
=N £ 1 X 9 T 1 x0T |ZT|w
" 1 1 1 1
6 LNl mamea ._l |||||| _| |||||| _| |||||| _| |||||| I S
Q.
2 1 1 1 [
g | °© £ £ £ T = £ 2
» 1 1 1 1
) T | N o o o o o s e e e s e e e e e e i I
o AL N S S
1 1 1 1
Q ™ 1 ™ 1 - 1 - 1 - _—| =
I I I I I
B 1 1 1 1
6 F v |lbememe- ) | I | I I S
. | | | |
Q 1 1 1 I
gfw< =1 =~ 1 =~ 19 ~ 1 =~ |59
< 1 - 1 - 1 - 1 - | 2
1 1 1 1
" 1 1 1 1
o 3_2 ||||| .—l |||||| —l |||||| —l |||||| —l |||||| p— E——
_ A
a | | | |
-3 o 1 T i i i =z T | ®
| | | |
v ¢ 1 [ 1 1
1 1 1 1
c
S N
S ™|~ - - |~ N ™ o~ 9 .m
o + + + ' y 2| 3
w % X x X X n S

Cuadro N° 7

2

1
2

] U['1! =

3
2

Solucién analitica: xe(-cc,
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S

g

<0 i 4 = 0 2 +a0

2 2
Fig. N° 33

p Soluciéon geométrica
AN \\V NN
3 2
3

Definiciéon 13: Se define Una vecindad o un entorno de un punto Xo,

con radio de convergencia & como un intervalo abierto centrado en

Xo - £<X<Xo + ¢, de donde por la propiedad No 6, se tiene que |x —xq| <¢

Definicidn 14: Sea (DcfR): (IxoeR): x< xo (VxeD), decimos que xo es

una cota superior de D y que D esta acotado superiormente por Xxo, y si

xoeD, entonces xo es el maximo valor de D y lo denotamos por xo=max(D)

Definicidn 15: Sea (DcfR): (IxoeR): x< xo (VxeD), decimos que xo es

una cofta_inferior de D y que D esta acotado inferiormente por xo, y si
xoeD, entonces xo es el minimo valor de D y lo denotamos por xo=min(D).

Definicion 16: Se dice que DR, esta acotado sii D esta acotado

inferiormente y superiormente

Definicion 17: Sea DcR, D esta acotado superiormente en xi,

entonces xi1eR, recibe el nombre de supremo de D o x1 es la menor de

todas las cotas superiores si cumple con las siguientes condiciones:
i)  x1es cota superior de D
i) Ningin niumero menor que x1 es cota superior de D, e.i. si x2 es

cota superior de D entonces x2> x1 y el supremo se denota por sup(D).

v



144

Definicion 18: Sea DcR, D esta acotado inferiormente en Xxo,

entonces xoefR, recibe el nombre de infimo de D o xo es la mayor de todas
las cotas inferiores si cumple con las siguientes condiciones:

iii) Xo es cota inferior de D

iv) Ningin nimero mayor que xo es cota inferior de D, e.i. si x1 es cota
inferior de D, entonces xo> x1 y el infimo se denota por imf(D).

Definicion 19: Inecuaciones lineales con dos variables: son las

inecuaciones de la forma: x<0, y>0; x<0, y<0; x>0, y>0; x>0,y>0; y<mx+b;
y>mx + b; y<mx + b; y>mx + b, las cuales se representan graficamente de
la siguiente manera:

Se representa la frontera, que es la recta considerada como una
ecuacion, luego para la variable dependiente si el signo es mayor se toma
toda la parte de arriba de la frontera, y si es menor se toma toda la parte
de abajo de la frontera, para la variable independiente si el signo es mayor
se toma la parte derecha de la frontera y si es menor se toma la parte
izquierda de la frontera,

Veamos esto graficamente:

Representacion de las rectas en las figuras

x<0, y>0 x<0, y<0

Fig. N° 34 Fig. N° 35



x>0, y<O0

cesesecne

cesesecne

cesesecne

cesesecne

cesesecne

cesesecne

.
eesecccccececace
.

.
Fig. N° 36
.

sesesecssscscccs

cesesecne

cesesecne

cesesecne

cesesecne

cesesecne

cesesecne

y<mx + b
m>0, b>0, a<0

ceses

ces

.
Fig. N° 38
.

secesecssccscccccced

a
y>mx + b
m>0, b<0, a>0

secesecssccscccccced

secesecssecssscscne

secesecssecscee

secesecesecsccey

secececssecnns

secesecscene

Fig. N° 40

x>0, y>0
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y<mx + b

Fig. N° 37

m>0, b>0, a<0

ceseceseses

eesececssccse

leesesecscscscne

leecesesesscscccne

eesscsecesecscccs

csesesesssscscccne

feesese

cececsel

cesese

e

cesese

cecees

Fig.

y<mx + b

m>0, b<0, a>0

offecccccccccccccene

eecscsecesececens

offecccccccccccccene

ofeccececccccccccne

ofecccccccccccccene

Beesecesecscccscne

N° 39

ceseceseses

eesececssccse

leesesecscscscne

leecesesesscscccne

eesesesesscscccsene

leesesecssscscscsecnne

foese

feesese

eesecene

esescses

cesecene

escscses

sesesecscscscsesecnne

eececsccesecesecscsns

cecesecscscscscsecnne

eesecscccsecesecencns

secesecssecscscsecene

eececscccsesesececsne
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b>0, a>0

y>mx + b
m<0, b>0, a>0

Fig. N° 42 Fig. N° 43

y<mx + b
m<0,

y>mx + b
m<0, b<0, a<0

................

Fig. N° 44 Fig. N° 45
Ejemplo: Dibujar el grafico de soluciones de la

inecuacion: 3x + 2y - 6<0.
Solucién: Despejando y en la inecuacién tenemos: yS—Zx + 3,

luego bujamos la frontera de esta recta, y aplicamos lo dicho

anteriormente, resultando:
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Fig. N° 46

Ejemplo: Dibujar el grafico de soluciones de Ila

inecuacion: 5x - 2y + 10<0.
Solucién: Despejando y en la inecuaciéon tenemos: y2—:x + 5,

luego bujamos la frontera de esta recta, y aplicamos lo dicho

anteriormente, resultando:
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5x -2y + 10<0

Fig. N° 47

Inecuaciones no lineales con dos variables: Aqui estudiaremos las

inecuaciones con valor absoluto y las cuadraticas.

Definicion 15: Inecuaciones con valor absoluto: son de la forma:

y>|x| e y<| x| y su representacion es:
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Fig. N° 48 Fig. N° 49

Ejemplo: Dibujar la grafica de la inecuacion y > |x +3|

Fig. N° 50

Ejemplo: Dibujar la grafica de la inecuacion y <2-

x+1\
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x+1\

y<2-

-4--------------
EEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEER

Fig. N° 51

inecuaciones cuadraticas son de la forma:

Definicion 16: Las

y2ax2 + bx + c; e ySax2 + bx + c, la cual se grafica la frontera

ax2 + bx + c=0 y luego se procede de la siguiente manera:

y<ax2 +bx+c

y>ax2 +bx+c

Fig. N° 51

Ejemplo: Dibujar el grafico de la inecuacién: y>x2 +x-6
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Solucién: Graficamos la frontera: y=x> + x — 6, completamos
cuadrado para hallar el vértice, luego factorizo para obtener los cortes
con el eje X.

1 25

1.2 1.2 vy
=(X+=-)"-6-— = y=(x+-)°—-—, por lo tanto, el vértice es (h,
y=( 2) 2= ( 2) 4P (

k)= (— ;,— %45) , corta al eje Y en el punto (0,-6) y factorizando: y=(x - 2)(x +

3), lo que nos indica que corta el eje X en los puntos: (-3,0) y (2,0), con
estos datos procedemos a realizar la grafica, tomando en cuenta que:

y>x?2+x-6

y>x“ +x-6

Fig. N° 53

Ejemplo: Dibujar el grafico de la inecuacién: y<-x2 -3x+4
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Solucién: Graficamos la frontera y=-x2 - 3x + 4, completamos

cuadrado para hallar el vértice, luego factorizo para obtener los cortes

con el eje X.

2 2
y=—[x2+3x—4J = y=- (x+3] —4—9 = y=- [x+2} —%45

2
y=-(x+§j + is, por lo tanto, el vértice es (h, k)=(—g, %Tsj’ corta al eje

Y en el punto (0,4) y factorizando: y=(1 - x)(x + 4), lo que nos indica que
corta el eje X en los puntos: (-4, 0) y (1, 0), con estos datos procedemos a

realizar la grafica, tomando en cuenta que: y<-x2 -3x+4

25

4
5
4 y<-x2 -3x+4
3

Fig. N° 54

Ejemplo: Dibujar el grafico de la inecuacién: y>-x2 +3x-2
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Solucién: Graficamos la frontera y=-x2 + 3x - 2, completamos

cuadrado para hallar el vértice, luego se factoriza para obtener los cortes

con el eje X.
2 2
2 3 9 3 1
=—[x“-3x+2 = y=-||X-—| +2—— = = X=-=| ——
| I =y ( zj 4 g ( 2j 4
3\ 1 3 1
y=-[x-5j + 2 por lo tanto, el vértice es (h,k)=(5, zj, corta al eje Y en

el punto (0, -2) y factorizando: y=(1 - x)(x - 2), lo que nos indica que corta

el eje X en los puntos: (1, 0) y (2, 0), con estos datos procedemos a

realizar la grafica, tomando en cuenta que: y<-x2+3x—2

y<-x2 +3x-2

Fig. N° 55

Definicion 17: Se define un sistema de inecuaciones como aquel

sistema que esta formado por dos o mas inecuaciones. Para la solucién

de este sistema, se buscan los puntos de interseccion de todas las
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inecuaciones involucradas y se grafican sus fronteras, la soluciéon total
sera la interseccién de dichas inecuaciones.

Ejemplo: Trazar el grafico del conjunto de soluciones:

1: 2x+ y -3>0
12: x-2y+1<0
13: y - 3<0

Solucién: Pasando los términos independientes para el segundo
miembro, en |1, dividimos toda la ecuacién por 3 y luego aplicamos la

doble c, en 12 dividimos por -1 y luego aplicamos la doble c, y nos queda:

( 1:2x+ y-350 [ 2x+ y>3 r§+%>1
2
{ I X-2y+1<0 = 1 X - 2y<-1 = <_L1+%<1
2
\ 13: y—3<0 L y<3 L y<3

Por lo tanto, la recta |1 corta al eje X en el punto P(%, O)yalejeYen
el punto P(0, 3), la recta |2 corta el eje X en el punto P(-1, 0) y al eje Y en el

punto (0, %), luego se buscan los puntos de interseccion entre las rectas

11 y 13, la cual se consigue sustituyendo y=3 en la recta |1 = x=0, es decir,

(0, 3), ahora buscamos los puntos de interseccion entre las rectas 12y I3 la
cual se consigue sustituyendo y=3 = x=5, es decir, (5, 3), por ultimo
buscamos los puntos de interseccion entre las rectas 11 y 12, aplicando

para ello el método de reduccién para resolver el sistema de ecuaciones,
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multiplicando a 11 por 2 y luego sumamos |1 y |2 se reducen las v,

obteniéndose el valor de x, que en este caso es: 5x=5 = x=1,
sustituyendo este valor de x en |1 se obtiene que 2 +y -3=0 = y=1, por lo
tanto, las rectas li y 12 se intersectan en el punto P(1, 1) graficando las tres
rectas, ubicando los puntos de interseccion, la solucién sera el area

comun, como se indica en la grafica:

..............
............
...........

.........
.........

.......
.....

12: x -2y +1<0
11: 2x +y -3>0

Fig. N° 56

Ejemplo: Trazar el grafico del conjunto de soluciones:

y1>x2-6x +5
4x + 2y2 - 10<0

Solucidén: Trabajaremos en primer lugar con y2, completando
cuadrado se tiene que: yi>(x - 3)2 -9+5 o y1>(x—3)2— 4 =
y1>(x—3)2— 22, aplicando la identidad az—b2=(a- b)(a + b), donde en

este caso a=x-3 y b=2, se tiene queyr>(x-3-2)(x-3+2) =
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y1>(x — 5)(x — 1) o también y1>(x — 3)2 -4 = (y1+4)>(x- 3)2 , por la
ecuacion general de la parabola (y — k)=L(x — h)2, donde (h, k) es el vértice

de la parabola, en este caso el vértice es ( 3, -4), hayamos ahora los cortes

con los ejes de coordenados: corte con el eje Y, es cuando x=0 = y1=5,

es decir, y1 corta al eje Y en el punto P(0, 5), corte con el eje X, es

cuando y=0 = (x - 5)(x — 1)=0 = x — 5=0 6 x — 1=0 = x=5 6 x=1, es decir,
los cortes con el eje X son P(1, 0) y P(5, 0)

Para y2, con conseguir los cortes con los ejes de coordenados
tenemos la grafica, es decir, corte con el eje Y, x=0 = 2 y2 - 10=0 = y2=5,

por lo tanto, corta al eje Y en el punto P(0, 5), corte con el eje X, y2=0 =
5 i . 5 .
4x - 10=0 > x=5, es decir, corta a el eje X en el punto (E’ 0), por ultimo,

buscamos la interseccion entre y1 e y2, esto lo hacemos igualando y1 a
y2, es decir, y1=y2, = x? - 6x + 5=-2x + 5 = x* - 4x=0 = x(x - 4)=0 = x=0 6
x=4, sustituyendo estos valores de x en y1 6 y2, en este caso lo
sustituiremos en y2, para x=0, se tiene que 2y2 - 10=0 = y=5 y para x=4,

se tiene que 16 + 2y2, -10=0 = 2 y2,=-6 = y=-3, por lo tanto, y1 e y2 se

intersectan en los puntos P(0, 5) y P(4, -3), con todos estos resultados

realizaremos la grafica:
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y2>x2 — 6x + 5

Fig. N° 57

La solucion es el area rayada
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EJERCICIO RESUELTOS

1. Determine que |x-3|<1 :>1<

1 .
<E y halle las soluciones

analiticas y geométricas
Solucién: Aplicando la propiedad |x| <a = -a<x<a, tenemos que:
[x-3| <1= -1<x — 3<1 sumando a cada término 7, tenemos: 6<x +4<8,

aplicandole a cada miembro el inverso con lo cual cambia de sentido la

desigualdad se obtiene lo requerido, e.i. 1 < < 1
8 x+4 6

2. Determine el intervalo al cual pertenece x si: 4 _53)( € [%, g}

Solucién: como x pertenece al intervalo cerrado [%, g}, tenemos

4 - 3x
4

<

, multiplicando cada uno de los miembros por el

oo

que: 3
S

minimo comun denominador que en este caso es 20 tenemos: 15520 —

15x<24, restandole a cada miembro 20 tenemos: -55-15x<4,

multiplicando toda la expresion por -115 con lo cual las desigualdades

cambian de sentido se tiene: —%2x2—%, se tiene que el intervalo

buscado sera: xe (— oo,—i} U [—%,ooj 0 xeR - (— 4 ,1)

15 15 3

3.  Pruebe que: [3x -5

<5 :>|x|<E
3
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Solucion: Aplicando la propiedad |x| <a = -a<x<a, tenemos que:

3x -5/ <1 = -5<3x — 5<5 sumando a cada termino 5, tenemos: 0<3x<10,
- . 1 . 10
multiplicando a cada miembro por 3 se tiene que 0<x<?, -, queda

probado que si [3x-5/<5 = x| < %

1
2x +3

4. Pruebe que la siguiente proposicion satisface: xe(2,4) =

)
€| —,=
117

Solucién: como

(1 1) . 1 1 1
€| —,—| se tiene que —< <7,

2x +3 11°7 11 2x+3

aplicandole a cada miembro el inverso con lo cual cambia de sentido la

desigualdad se obtiene: 7<2x + 3<11, restandole 3 a cada término
obtenemos: 4<2x<8 y multiplicando por % se obtiene 2<x<4, .. xe(2,4)

x=-3/ <8

5. SeasgeZ+, demuestre que: |(4x-10)-2/<¢ si
Solucion: |(4x—10)—2 =|4x-12 =|4(x-3)/, aplicando la propiedad

lax| = a|x|, se tiene que 4|x—3|<e, pero como |x-3| esta acotado por §,

tenemos que 45<¢ = 8<%

6. Hallar las soluciones analiticas y geométricas de las siguientes

inecuaciones:




160

b)

-7x+3|-|4x+1<0
c) x2+10x +16<0

d) \/x2—12x+35 <0
e) 3x3- 3x% -5x-2<0
f) 2x4 + 5x3 - 5x - 2<0

3 2

X +2x —-5x-6
g) 2 <0

—2x +5x-3

Solucién a): 1- X—T,5_ 2x4—3, multiplicando todos los miembros

3

por el minimo comun denominador m.c.d(3, 4), que en este caso es 12

tenemos: 12 — 4x + 28>24 — 6x + 9 agrupando términos semejantes

7 7 .. et
tenemos que 2x>-7 = XZ-E = Xe| 2,0 Y la soluciéon geométrica:

777777777

=00 -— 0 +00

2
Fig. N° 58

Solucién b): -TX+3[<[4x+1 = -Tx +324x +1=>

-7x+3|-|4x+1<0 =

AN

=00 0 — +c0

11x52:>xsi = Xe| — oo, 1
1 1

Fig. N° 59
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Solucién c): x2  + 10x + 16<0, completando cuadrado:

(x + 5)2 + 16 — 2550 = (x + 5)2 - 950 = (x + 5)<9, aplicando la definicién de

distancia entre dos puntos tenemos: |x+5| <3, e.i. la distancia que hay

desde x hasta -5 es menor o igual que 3, ... xe[-8, -2]

8 2 0
Fig. N° 60

[ 2
Solucién d): Vx -12x+35 <0, elevando al cuadrado ambos
miembros tenemos que x2 -12x+35<0, completando cuadrado
(x — 6)2 + 35 - 3650 = = (x — 6)2 - 1<0 = (x — 6)2<1, aplicando la definicion

de distancia entre dos puntos tenemos: |x-6

<1, e.i. la distancia que

hay desde x hasta 6 es menor o igual que 1, .. xg[5, 7]

T2

=00 0 5 7 +00
Fig. N° 61

Solucién e) 3x3 - 3x% - 7x - 2<0, aplicamos Rufini para factorizar,

para obtener los factores, los puntos de separacion y escoger los puntos

de prueba que vamos a seleccionar



3 -2 -7 -2
-1 -3 5 2

3 -3 -2 0
2 6 2

3 1 0
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Entonces, 3x3- 3x2-7x -2<0 = (x +1)(x + %)(x - 2)<0, los puntos

de separacion en este caso son: x=-1, x=-% y x=2 y los puntos de prueba

1
son: x=-2, x=-5 , X=0 y x=3

P-p PSS pPp PSS pp P-s p-p
Factor < ' : ' ' T I >
-0 -2 1 — A 0 2 3 +00
2 3
| | | .
x+1 () i (+) i (+) i (+) i
""""""" F===—="fr--="==""==========""q
I I I I
1 I I I I
X+ 3 () T C (+) I (*) I
I I I I
[ [ [ [
""""""" . I |
I I I I
x-1 : : : :
(') ! (') ! (') ! (+) !
Signo () G (+) I
Solucién si ! no | si H no -
1 Cuadro N° 8
Solucién analitica: xe (-0, -1) U(- 3’ 2)
00 -1 -% 0 2 +00

Fig. N° 62
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Solucién f): 2x% + 5x3 — 5x - 2<0, aplicamos Rufini para factorizar,

para obtener los factores, los puntos de separacion y escoger los puntos

de prueba que vamos a seleccionar

2 5 0 -5 2
-1 -2 -3 3 2
2 -3 -2 0
1 5 2
2 5 2 0
-2 -4 -2
2 1 0

Entonces, 2x* + 5x3 — 5x - 2<0 = (x + 2)(x + 1)(x + %)(x - 1)<0, los
puntos de separacion en este caso son: x=-2, x=-1, x=-% y x=1 y los

puntos de prueba son: x=-3, x=-%, x=-% , X=0y x=2
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PP PS PP PS PP PS PP PS PP
Factor ) ' ' ' ' ' —T >
<0 -3 -2 -E -1 —i —1 0o 1 2 +00
2 4 2
I I I I
1 1 1 1
x+2 () N L O (+)
---------- s e S S
. | | .
X (- R C T R O B T GO - (+)
| | ]
""""" T T
1 1 1 1
X+ — 1 1 1 1
2 (- S O TR T © N B ) B (+)
""""" +-----------------f-------=--
| | | |
X -2 () T N T & I T O I (+)
1 1 1 1
1 1 1 1
I I I I
Signo (-) : (+) : (=) I+ (-)
Solucion Si i no i Si E no E Si
Cuadro N°9

1
Solucién analitica: xe(-, 2) U(-1, - E)U“’ +00)

Soluciéon geométrica

X)W (272,

1
=00 -2 -1 -—— 0 1 +00
2
Fig. N° 63
3 .2
Solucion g): = +2)2( —5x-6 0, aplicamos Rufini para factorizar,
-2x +5x-3

para obtener los factores, los puntos de separacion y escoger los puntos

de prueba que vamos a seleccionar
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1 2 -5 -6 -2 5 -3
-1 -1 -1 6 1 -2 3
1 1 -6 0 -2 3 0
2 2 6
1 3 0

x> +2x° _5x—6 o XF3KHDX-2)
_2x° +5x-3 (x=1)(2x -3)

Entonces, >0, se

cambié la desigualdad porque se multiplicé por -1 a

(x+3)(x +1)(x~2) >0, los puntos de separacion en este caso son:
(x—1)(2x -3)

x=-3, x=-1, x=1, x-%, y Xx=2 y los puntos de prueba son: x=-4, x=-2,

29 7
x=0,x=—, X=— y X=
20 4
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pp PpPsS PP PSS PP PsSppps p.pps pp
Factor | < t t + ' ' T t >
<0 -4 3 2 1 0 1 2 37 2 3 +x
0 2 4
I | | | |
x+3 I T R N C R I O R A O B
1 1 1 1 1
""""" i iy e i
1 1 1 1 1
x+1 : : b
(') 1 (') 1 (+) 1 (+) 1 (+) 1 (+)
1 1 1 1 1
1 1 1 1 1
""""" I e e B I
1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1
X () I () R O N T ) O Y O B S )
1 1 1 1 1
1 1 1 1 1
""""" I e e B I
3 1 1 1 1 1
x-2 1 1 1 1 1
2 () I () R O NN © I Y O B B )
1 1 1 1 1
1 1 1 1 1
""""" I e e B I
1 1 1 1 1
x-2 : : : : :
(') 1 (') 1 (') 1 (') 1 (') 1 (+)
1 1 1 1 1
1 1 1 1 1
Signo () Py () ()
Solucién no H si ' no | si | no | i

Cuadro N° 10

Solucién analitica: xe[-2,-1] u(1,%)u[3,+oo)

Soluciéon geométrica

»

»

/e

2

Fig. N° 64

7,

3

+o0

Hallar las soluciones geométricas de las siguientes inecuaciones
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de dos variables.

4 3
a <—X-——
) Yy 3X73

b) y>x2 - 6x+7

' y<-x2 +2x + 2

§ y>x2—2x+2

]
y2>x

.y<2-x

Solucién a) y<§x—%, para realizar la grafica de esta recta

buscamos los puntos con los ejes de coordenadas, e.i. ix - y>%,
4

dividiendo los dos miembros por %, tenemos que: %x—%y>1 =
2 2

>1 = que la recta corta al eje X en el punto (%,0] y al eje Y en el

oo | ©| X
N W<

punto (0, %), ... la grafica de la funcién y sera:
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[EXTER PP 7% TRRRPPRRP TS

9
8

soluciéon geométrica

Fig. N° 65

Solucién b): y>x2 - 6x + 7, para realizar la grafica de esta
funcién, completamos cuadrado en el segundo miembro,
y>(x — 3)2 +7-9 = (y+2)>(x- 3)2, e.i. el vértice de la parabola esta en

el punto (3,-2) y como el coeficiente de la variable x es positivo esta

parabola se habré hacia arriba y corta al eje y en el punto (0,7) y al eje X,

cuando y=0, tenemos que (x — 3)2=2 — x=3++/2, e.i. en los puntos

(3—- J2, 0)y(3+ J2, 0), luego su grafica sera:

y>x2 - 6x+7

Soluciéon geométrica

Fia. N° 66
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y1 <-x? +2x +2
Solucién c):
y2>x2 —-2x+2

2+2x+2,ene|

Completando cuadrado para en la funciéon y1<-x
miembro derecho tenemos; y1<-[x2 -2x-2] = yi<(x - 1)2 -2-1] =
y1<-(x — 1)2 +3, = (y1-3)=-(x -1 )2, con lo que el vértice de la parabola esta

en el punto P(1, 3), como el lado recto es negativo se habré hacia arriba,

corta al eje Y en el punto P(0, 2) y al eje X, cuando y1=0 = (x - 1)2=3 =
x=1+ /3, e.i. corta al eje X en los puntos: P(1-+/3,0) y (1+ +/3,0),

ahora, Completando cuadrado en la funcion y2>x2 -2x+2, en el
miembro derecho tenemos; y2>(x—1)2 +2-1 > yz>(x—1)2 + 1,

= (y2-1)=(x - 1)2, con lo que el vértice de la parabola esta en el punto P(1,

1), como el lado recto es positivo se habré hacia arriba, corta al eje Y en el

punto P(0, 2) y al eje X, cuando y2=0 = (x - 1)2=-1 = que no hay corte
con el eje X, busquemos los puntos de interseccién entre y1 e y2,
lo cual hallaremos igualando y1 e y2, = X2 4 2x #2=x2 2x + 2 =
2x2 — 4x=0 = 2x(x — 2)=0 = x=0 y x=2, para x=0, se tiene que y=2 y para

x=2 se tiene que y=2, luego y1 e y2 se intersectan en los puntos P(0, 2) y

(2, 2) y su grafica es:
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y2>x2 - 2x + 2

-v3 0 1 2 143
y1 <x? +2x +2
Fig. N° 67
y1>/x
Solucién d)
y2<2 — X

y1>\/;, es una parabola paralela al eje X, en el origen de
coordenadas, y2<2 — x es una recta cuyos cortes con los ejes de
coordenadas, para x=0, y=2, y para y=0, x=2, e.i. la funcioén corta a los ejes

en los puntos P(2 ,0) y P(0, 2), para ver donde se intersectan y1 e y2,

se igualan estas dos ecuaciones e.i. Jx=2 - x = x=(2 - x)2 =

2 5 x2_b5x+ 4=0, factorizando esta ecuacion de segundo

x=4 — 4x + x
grado se tiene que: (x — 1)(x — 4)=0 = x=1 o0 x=4, para x=1 se tiene que y=1

y para x=4 se tiene que y=-3, luego y1 e y2, se intersectan en los puntos

P(1,1) y P(4, -3), y su grafica es:
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Fig. N° 68

La solucion es el area rayada
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EJERCICIOS PROPUESTOS
Dados los siguientes conjuntos: A=[-2, 5); B=(0, 7]; C=(-6, 2);

10 32

D=[4, 8); E=(?, —J; F=(-o, 11]; G=(2, ©); H=[-2, V11); I=[V2,n);

5

J=[—%, ®); K=(~0, 10 ]; L=(e,n], hallar:

a)
b)
c)
d)

e)

(ANF) - K
(HuB)N(C - G)
J — (DUE)
(AUI) — (BNF)
(K-Ly
(ANL)u(BNK)
Determinar y hallar las soluciones analitica s y geométricas de:
x-5

(4x+23)-3 <4 < <1

X-6

|(5x—27)—3|<1 = <1
2 6

12
X

<_

3

‘2
<1 & |—=-X
3

Sea ceZ", demuestre que |(10x —36) —14| < € cuando |x - 5| < %

Encuentre eZ+/|(4x —10) — 2| <e si [x — 3| <3

Determine en cada caso, el intervalo al cual pertenece x si:

3x - 2€[2, 5]
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b) 3x+§e —1, 1}
4

5 2
5 [ 7 9}
) x-2el-L, 2
4 | 5 5

6. Pruebe cada una de las siguientes proposiciones:

a) xe[-2,5] = x+3e[, 8]

b) xe(3,7):>Le[1,1}
x-1°]6’ 2

7. Resolver las inecuaciones establecidas y trazar su conjunto de

soluciones sobre la recta real:

a) 2x-1<6
b) 2x—523

4
c) ™X=3 1
d) 10—3x>4)i_5
e) |[2x-1-3<0

g)

h)  [x+1-|x+2/>0
i)  2x+1<5

) [2x-3/<x+5
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k} |—x-5

|) ix_g
5 3

m) 2x-3/<|x+2

n) x2>9

0) 4x%2-12x-7>0

p) 2x%— 3x +1<0

q) -3x%+ 5x +2>0

r) 7x% - 3x - 550

s) 34x%Z+ 2x—-1>0

)  4-3x-x%0

u)  16x2 +1>8x

V) x3-3x% + x -350

w) x® —2x2 - 5x-3>0
x)  x3-2x%—11x +12>0
y) x3 + 4x% — 4x - 16<0
z) x® — 5x3+ 4x>0

aa) x3 +x% +x-4>0



bb)

cc)

dd)

ee)

gg)

hh)

i)

kk)

I)

b)

x3+3x2—x+2
<0
x4 +2x3 —9x? —8x +14

2x+5
4x -3

<0

4x -3
2x +1

>1

(x2 +3x - 4)(x2 - x -2)<0
7x+13/ <3x+2

3x -1
4x +3

>3

(x—2)(x-3)(x—4) <0
(X2 —1)(x +2)(x +3)

Xx-3
2x -1

4x —1|
>
5x+6\

x2—1
x2+1

s\x—1\

x3—3x2+x—3
> <0
3x —3x+1

2x4 —5x3 —5x2 +5x +3 <0
2x2 —3x +1 B

Escribir una inecuacion que establezca:

La distancia de x a menos § es menor que :

La distancia de x a : es mayor que 2

175



g)

h)

)

10.
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La distancia de San Fernando a Barinas es menor o igual a 625Km.
La distancia de San Fernando a Puerto la Cruz es igual a 640Km.

La distancia de San Fernando a San Felipe es mayor de 800Km.
Dibujar el grafico y hallar la solucion de las siguientes inecuaciones:
3x + 2y - 6<0

x-y-120

2x + 5y -10<0

5x - 5y>-7

ix—gy>6

x2 +9x + 8y
ys-x2 +9x-18
y2-x? +10x - 24
4x2 + 4x +1 >y
y2-2x2 -7x + 22

Dibujar el grafico del conjunto de soluciones de las inecuaciones

simultaneas y encontrar los puntos de interseccion entre las graficas:

a) 4

b) J

[ 3x -2y +12>0

.

]

.

X + 6y + 4>0
2x+y-3>0

X -2y +1<0



d)

g)

g)

h)

¢

2x+y-2>0
{ x-3y+2<0
\y>3
)

2x +y—3<0
{ x-2y+1<0
l x +y-5<0
[ 4x + 3y - 1250
4x — 5y + 20>0
l4x-y-12<0

A

']

y>x2 +9x+8

‘ X+ 2y -4<0

[ y>x? - 10x + 24

x -y>0

y>x? - 8x + 12

y +5>0

,

y<-x2 +2x -1

| X + 3y +3<0

,

y>x2 -6x+5

| 4x +2y -10<0

177
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CAPITULO VII

FUNCIONES
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En este capitulo se estudiaran: Producto Cartesiano de $RxR,
Relacion, Relacién de Equivalencia, Relacion de Orden, Funciones:
Dominio, Recorrido, Grafo, Tipo de Funcion: Inyectiva, Sobreyectiva y
Biyectiva, Operaciones de Funciones: Suma, Resta, Multiplicacion y
Division, Inversa de una Funciéon, Composicidn de Funciones, Traslacion
de Funciones al Origen, Rotacién de Funciones al Origen, Funcién Afin,
Algunas de sus Propiedades y Grafica, Aplicacion a la Vida Real de
Funciones Lineales, Funcion Polindmica, Raiz de una Funcion
Polindmica, Método de Ruffini para hallar la Raiz de una Funcién

Polinbmica, Factorizacion de las Funciones de la forma x" * yn,
Factorizacion de las Funciones de la forma "xi’W, Grafica de una

Funcidon Polindmica: f(X)=anx" + anax™! +..+ ao, con (n<3), Funcién
Exponencial, Algunas Propiedades y Graficas, Ecuaciones de Funciones
Exponencial, Funciones Logaritmicas, Algunas Propiedades y Graficas,
Ecuaciones de Funciones Logaritmicas, Funciones Trigonométricas,
Algunas Propiedades y Graficas, Ecuaciones de Funciones
Trigonométricas, Triangulos, Clasificacién de los Triangulos relaciones
y las funciones, dominio recorrido de una funcién, clasificacion de las
funciones, traslacion y rotacion de funciones al origen, composicién e
inversa de una funcién, operaciones con funciones, funciones

polinomicas, exponenciales, logaritmicas, trigonometriitas y circulares.
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Teorema 1: Un par ordenado (a, b) se expresa como un conjunto
formado por {{a}, {a, b}}, e.i. (a, b)={{a}, {a, b}}.

Demostracion: La propiedad caracteristica del par ordenado (a,

b) es que (a, b)=(c,d) sii a=c y b=d, ., se trata de ver que:
{{a}, {a, b}}={{c}, {c, d}} sii a=c y b=d.

La demostracién la haremos por doble inclusién, que
consiste en ver si {{a}, {a, b}c{{c}, {c, d}}, luego lo contrario,
e.i {{c}, {c, d}}={{a}, {a, b}}

a. {{a}, {a, b}}={{c}, {c, d}}
{a}={c} Al{a, b}={c, d} (1)

{ {a}={c, t\i/} A {a, b}={c} (2).

En el caso (1), {a}={c} = a=c y .., {a, b}={c, d} = {a, b}={a, d} = b=d

En el caso (2) {a}={c,d} = a=c=d y en consecuencia {a, b}={c}
= {a, b}={a} = a=b, luego a=b y c=d.

a.  {{c} {c, d}c{{a}, {a,b}}, si a=c y b=d, es evidente
que {{a}, {a, b}}={{c}, {c, d}}, quedando esto demostrado

Definicidn 1: Se define el Producto Cartesiano de dos conjuntos Ay

B como el conjunto cuyos elementos son todos pares ordenados
cuya primera componente pertenece a A, y la segunda componente

pertenece a B, e.i. AxB={(x, y)/xeA A yeB}. Si A=B=R se tiene que:

‘.inR=‘.Rz={(x, y)IxeR A yeR}.
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Ejemplo: ACRIA={xcZ/2<x<6} y BCRIB={xcZ/x? — 2x - 8=0}.

Hallar AxB.

De Ila definicibn de conjunto obtenemos que A={3, 4, 5}
y B={-2, 4}, luego: AxB={(3, -2), (3, 4), (4, -2), (4, 4), (5, -2), (5, 4)}, este
conjunto de pares ordenados recibe el nombre de grafo.

La representacion tabular es:

B“
4 o o o
3
2
1
1 2 3 4 5 A
-1
-2 o o o

Fig. N°1
Definicién 2: Una Relacion de A en B, es cualquier subconjunto del

producto cartesiano AxB, e.i. R es una relacion de A en B sii i CAxB.

Definicién 3: Si A=B=R, Decimos que RR es una relacion interna.

Para decir que un par ordenado (x, y) pertenece a la relacién, se
escribe xRy, lo que equivale a decir (x, y)eR. Otra manera de definir la
Relaciéon es como una correspondencia que existe entre un conjunto A
llamado Dominio y un conjunto B llamado Recorrido.

Ejemplo: En el ejemplo anterior, la relacion A es mayor que B, esta
representado por el grafo: aRb={(3, -2), (4, -2), (5, -2), (5, 4)}, e.i. los

elementos de A que son mayores que los elementos de B.
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Definicion 4: Se define el Dominio de una Relacion como las

preimagenes de la relacidn, e.i. los elementos del conjunto A que admiten
imagen en B. Matematicamente: DomR={xeA/(x, y)eR}.

Ejemplo: En el ejemplo tras anterior, el dominio de la relacion
es: DomR={3, 4, 5}.

Definicion 5: Se define el Recorrido de una Relacion como el

conjunto de imagenes de la relacion, e.i. el conjunto de elementos
de B que admiten un antecedente en A. Matematicamente
RecR={yeBI/(x, y)eR}.

Ejemplo: Como vimos en los ejemplos anteriores el recorrido de la
relacion es RecR={-2, 4}.

Definicion 6: Una relacion RCA? es de Equivalencia en A sii cumple

con las siguientes propiedades:

1)  Reflexiva, e.i. todo elemento esta relacionado consigo mismo.

2) Simétrica, e.i. si un elemento a esta relacionado con un elemento b,
entonces el elemento b esta relacionado con el elemento a.

3) Transitiva, e.i. si un elemento a esta relacionado con un elemento b
y este elemento b esta relacionado con un elemento c, entonces el
elemento a esta relacionado con el elemento c. La relacion de
equivalencia se denota por: "=", e.i. a=a reflexiva, a=b y b=a simétrica, a=b

y b=c = a=c transitiva.

Ejemplo: En el conjunto Z definimos la relacion: xRy sii x - y=1b,

probemos que esta relacion es de equivalencia sobre Z.
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1) x-x=0, 0=10.0=0. 1b, entonces, VX, XRX, luego R es reflexiva.
2) Supongamos que xRy, entonces, X - y=1b, o dun neZlx -

y= 10.n, luegoy - x=10 (-n)=1b, = xRy es simétrica.
3) Supongamos que xRy A YRz = dn,meZ/x - y=10n
y - z=10m, .. x-z=1 O(n+m)=1b, = la relacién es transitiva y por ende es

una relacién de equivalencia.

Definicién 7: Sea RCA?, % es una Relacion de Orden en A sii

cumple con las siguientes propiedades: reflexiva, antisimétrica y
transitiva, la propiedad reflexiva y transitiva se mencionaron en la
relacion de equivalencia. La propiedad antisimétrica dice que si x esta
relacionado con y A y esta relacionado con x, = x=y.

Ejemplo: El conjunto de los numeros reales con la relacién “es
menor que (<)" cumple con una relacion de orden. Este ejemplo queda
como ejercicio para el lector.

Definicion 8: Se define una Funcién como una correspondencia

que existe entre un conjunto A llamado dominio y un conjunto B llamado
recorrido, donde para todo elemento xeA 3 un unico elemento yeB/xfy,
para denotar que fes una funciéon de A en B escribimos: f:A — B o bien

x — f(x).
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Ejemplo:

Representaciéon Sagital

Fig. N° 2
B
c 1 X X
b x
a X
1 2 3 4 " A

Representacion Tabular
Fig. N°3
El grafo de esta funcién es: f={(1, c), (2, a), (3, b), (4, c)}.

Definicidén 9: Se define el Dominio de una Funciéon o conjunto

de partida como el campo de existencia de la funcién, e.i. donde la
funcion esta definida, es por esto que al hacer cualquier estudio de una
funcién lo primero que tenemos que hacer es ver donde la funcién esta
definida o sea buscar su dominio. Matematicamente:

Domf={xeAly=f(x), para algun yeB}.



185

Definicion 10: Se define el Rango o Recorrido de una funcién como

el conjunto de imagenes que recorre la funciéon. Matematicamente:
Recf={(yeBl/y=f(x), para algun xeA}.

En el plano cartesiano el eje de las abscisas (eje de las X)
representa el dominio y el eje de las ordenadas (eje de las Y) representa el
recorrido de la funcién. Si la funcién esta representada graficamente, para
hallar el dominio se traza rectas (imaginarias) paralelas al eje de las Y,
donde corten estas rectas a la funcion pertenecera al dominio, lo mismo
trazando rectas paralelas al eje de las X, donde corten estas rectas a la

funcion pertenecera al recorrido. Por ejemplo:

r

e si a<x<b A
f(x)=
1 g
g-f(x—c)+d si c<x<d f
d-c
\
e
a b c d
Fig. N° 4

En la grafica N° 3, el Domf=[a, b]U[c, d] y Recf={e}U[f, g]

Si la funcion la tenemos en forma de grafo, entonces, el dominio
seran las primeras componentes y el recorrido las segundas
componentes de los pares ordenados, e.i. Domf={x/x es la primera
componente del par ordenado (x, y)} y el Recf={yly es la segunda

componente del par ordenado (x, y)}
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Eiemplo: f={(1, 2), (2, 4), (3, 6), (4, 8) ..... }

El Domf=Z* y Recf=P, donde P es un nimero de la forma 2K con

KeZ*. Si la funcién esta en forma de proporcién, entonces vemos los

valores de xeR para determinar su dominio y los valores de yeR para
determinar su recorrido.

Nota: Generalmente hallar el recorrido de una funciéon es muy
complicado, es por ello que primero se construye la grafica y luego
trazamos rectas paralelas al eje de las Y para buscar el recorrido. En este
curso buscaremos el recorrido de funciones sencillas, e.i. en el origen.

Ejemplo: Hallar el dominio y el recorrido de las funciones:

3x-5

a. f(x)=2x+7yb. f(x)=
(x) y b. f(x) Ax 17

Solucién: a. Domf=R, puesto que x puede tomar cualquier valor

real. Para hallar el Recf, despejamos x en funcién de y, e.i. x=y-7, luego

Recf=R

Soluciéon b. Domf=R - {-:}, ya que el denominador tiene que ser

distinto de cero, .., 4x + 720, = x¢-:, para hallar el recorrido, despejamos

x en funcidonde y e.i. y(4x+7)=3x—-5=4xy +7y=3x-5 = 3x-4xy=7y +

7y +5

5 =x(3- 4y)=7Ty+5= x=
3-4y

, ., como 3 — 4y=0 = que y¢: y en

consecuencia el Recf=R - {2 }
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Definicidon 11: Sea f:A — B, se dice que f es inyectiva, si a cada par

de elementos diferentes del dominio le corresponden imagenes
diferentes, e.i. Vx, x'eA se tiene que f(x)=f(x") = x=x" o f(x)=f(x") = x=-x'".

Definicién 12: Sea f:A — B, se dice que f es sobreyectiva, si f(A)=B,

e.i. f:A—> B es sobreyectiva sii VyeB 3 xeAly=f(x).

Definicién 13: Sea f:A — B, se dice que f es biyectiva o uno a uno

sii es inyectiva y sobreyectiva a la vez.

Ejemplo: Sea f:R — R/f(x)= Zx _5 estudiar la funcién: Primero
x —
veremos si la funciéon es inyectiva, e.i. si f(x)=f(x') = x=x,
haciendo laigualdad X 8 -3X"8 12xx- 15x — 32x'+ 40=12xx-
4x -5 4x'-5
32x — 15x"+ 40 = 32x — 15x=32x" — 15x"' = 17x=17x"' = x=x', .., la funcién
es inyectiva.
. . . 3x-8
Veremos ahora si la funcidon es sobreyectiva, y-= 4% 5
x —

= 4xy — 5y=3x - 8 = 4xy — 3x=5y - 8 = x=

-8 omo Recf=9 - {i},
4y -3 4

f(A)=B, .., f no es sobreyectiva, en consecuencia no es biyectiva.

Definicién 14: Sea f:A —» B y g:C =D se define la Suma de

Funciones VxeA, VxeB, como (f + g)x=f(x) + g(x) y DomfnDomg.

Ejemplo 11: f={(1, 3), (2, 6), (3, 9) ... } y g={(3, 4), (6, 8), (9, 12) .... }.

Hallar: (f + g).
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Aplicando la definicion de suma, buscamos los dominios de las

funciones fy g, y luego sumamos sus recorridos.

fzt > Zf, g3Z' > Z', el Domf=z* y Domg=3Z* -
DomfrnDomg=3Z*y .., (f + g)={(3, 13), (6, 26), (9, 39) ,..... }, e.i., la funcién
suma (f + g):32* - 13Z*.

Ejemplo: Dadas las graficas: f(x)-zx -6y f(x)=x2 como se muestra

en la graficas N° 4 y N° 5, hallar la suma de (f + g)x.

f(x)-ix -6 g(x)=x2
9
Py
Fig. N° 5 Fig. N° 6

Segun la definicion de suma de funciones se tiene que buscar
primero los dominios y luego sumamos los recorridos de los elementos

comunes en dichos dominios, e.i. Domf=R y Recg=%R, luego la solucién

analitica para la suma de (f + g)x sera: (f + g)x=x2 + ix — 6 y la solucién

geométrica sera:
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f(x)=x2 + ix -6

3
P°
9
Fig. N° 7

Para la solucion geométrica procedemos de la siguiente manera:

Segun la grafica N° 4, se tiene que: ;(_f(sx)=1 = 2x - 3f(x)=18 =

f(x)= §x -6,y la grafica N° 5, tenemos: g(x)=x2.

Aplicando la definicion de suma de funciones buscamos los
dominios de las funciones f y g, luego sumamos sus recorridos,

Domf=R y Domg=$R, Iluego DomfnDomg=:R, con lo que,

(f + g)x=f(x) + g(x)=x* + ix -6, fR o> R, gRo [0, +o]y

5

(F+): R[>, +w]
. 4x -2 .
Ejemplo: f(x)=2x + 3, g(x)=3 5’ hallar (f + g)x, Aplicando la
X +

definicion de suma de funciones, buscamos los dominios de las

funciones fy g, luego sumamos sus recorridos.
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Domf=%R, Domg=€R-{-§}, luego Dommeomg=iR-{-g}, S

2
(F+ gix=fx) +gx)="X T3 _wq L ® oy gn -2} > R
3x+5 3

y (f+g):iR-{-§}—)iR.

Definicién 15: Sea A - B y g:C — D se define la Resta de

Funciones, VxeA, VxeB, como (f - g)x=f(x) - g(x) y DomfnDomg.

Ejemplo: f={(1, 3),(2,6),(3,9) ...} y g={(3, 4), (6, 8), (9, 12) .... }
Hallar: (f - g).
Aplicando la definicién de resta, buscamos los dominios de las

funciones fy g, y luego restamos sus recorridos.
f.z* > 3Z*, g:3Z* —> 4z*, el Domf=Z* y Domg=3Z" = Domf~nDomg=3Z*
y -, (F-9)={(3, 5), (6, 10), (9, 15), ..... }, e.i. la funcion resta, (f - g):3Z* — 5Z*

Ejemplo: f(x)=2x - 3, gx)= ‘X "2
3x+5

hallar (f - g)x, Aplicando la
definicion de resta de funciones buscamos los dominios de las funciones

fy g, y luego restamos sus recorridos, Domf=R, Domg=RQ - {-g}, luego

DomfnDomg=% - {-g}, luego,

x%2 —9x +10x —15-4x+2 _6x>-3x-13

(f- g)x=f(x) - g(x) = f(x) -g(x)= ° 3x+5 3x+5

f: R o R, g:%-{-i}—)ﬂ%, (f-g)x:i)%-{-g}—”n-
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Definicién 16: Sea f:A - B y g:C — D se define el Producto de

Funciones, VxeA, VxeB, como (f.g)x=f(x).g(x) y DomfnDomg.

Ejemplo 16: f={(1, 3), (2, 6), (3, 9) .... } y 9={(3, 4), (6, 8), (9, 12) ....}.
Hallar: (f.g).

Aplicando la definicion de producto, buscamos los dominios de las
funciones f y g, y luego multiplicamos sus recorridos, f:Z* —» 3Z*
g:3Z* > 4Z%, el Domf=Z* y Domg=3Z" = Domf~Domg=3Z"y ..,

(f.9)={(3, 36), (6, 144), (9, 324), ..... },

4x—2, hallar (f.g)x, Aplicando Ia

Ejemplo: f(x)=2x + 3, g(x)=
3x+5

definicion de producto de funciones buscamos los dominios de las

funciones f y g y luego multiplicamos sus recorridos, Domf=$,

Domg=® - {-g}, luego DomfnDomg=% - {-g}, S (F.g)x=f(x).g(x)

= f(x).g(x)= (2x +31)’»()i4;( 2 tq R, g: R - {-:} >R,y (f.g):R - {-:} SR

Definicién 17: Sea f:A —» B y g:C — D se define la Division de

f(x)

Funciones, VxeA, ¥YxeB, como (;)x=g(x) y DomfnDomg y g(x)=0.
Ejemplo: f={(1, 3), (2, 6), (3, 9) ...} y g={(3, 4), (6, 8), (9, 12) .... }.
Hallar: (i).
g

Aplicando la definicion de division, buscamos los dominios de

las funciones f y g, y luego dividimos sus recorridos, f:z* — 3Z*
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3Z+ + —yt — + — + .
g: — 42", el Domf=Z" y Domg=3Z" = Domf~Domg=3Z" y ..,

(flg)={(3, 2), (6, 3), (9, i ), .....} €.i. la funcién cociente es (f/g):3Z* — {2}

Ejemplo: f(x)=2x - 3, g(x)= 4x—2, hallar (i)x, Aplicando la
3x+5 g

definicion de division de funciones, buscamos los dominio de
las funciones f y g, y luego dividimos su recorridos, Domf=R,

Domg=R - {-E, 1}, luego Dommeomg=‘.R-{-§, 1}, S (i)x=M
3 2 3 2 g g(x)

) @ 33%9) g g gion-5, o, (P2 om
glx)  4x-2 2 >

Definicién 18: Sea f:A — B, donde f es una funcién biyectiva. La

correspondencia F'1, de B en A, definida por (y, x)eF'1, sii (x, y)eF, se

define una funcion de B en A llamada Funcion Inversa de F. se denota

por f1

Ejemplo: Sea f: Z* — 3Z*If={(1, 3), (2, 6), (3, 9) ....}. Hallar la f1,
Aplicando la definicibn de funcién inversa obtenemos:
£1={(3, 1), (6, 2), (9, 3) .........}, F1:32* > z*

2

Ejemplo: Sea £% - {2} > % - {*¥x)=*"2 nhallar ,
3 3 3x+5

Aplicando la definicion de inversa de una funciéon, obtenemos:

-1 _
A2

TETE o x3fl(x) + 51=4F(x) - 2 = 3xFl(x) + 5x=4f1 -2 =
3F1(x) + 5 [3f " (x) ] (x) (x)
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5x -2
4 - 3x

afl. 3xfl=5x - 2 = = , de donde se deduce

1y 12 .4
que f ' (x):R {3}—>‘R {3}

Definicién 19: Sea f:A —» B y g:B — C, la funcién h:A — C definida

por h(x)=g[f(x)], VxeA, se denomina Funcion Compuesta de f y g o

funciéon composicion de fy g y se escribe: h(x)=(gof)x.

Ejemplo: Sean f:Z*— 3Z'I/g:3Z* —»  4Z*If={(1,3), (2, 6), (3, 9), ...}
y g ={(3, 4), (6, 8), (9, 12) ....} Hallar: (gof), Aplicando la definicién de
composicion de funciones obtenemos: (fog)={(1, 4), (2, 8), (3, 12) ...... }

donde (fog):Z* — 4zZ*

Ejemplo: Sea f(x)=2x + 3, g(x)=

4x—2, hallar (gof)x, Aplicando la
X

3x+5
definicidn de composicién de funciones, obtenemos: (gof)x=g[f(x)] =

4(2x +3) -2 8x+10 4x+5
TP TT2 o (gofyx= = (gof)x=
3(2x+3)+5 6x +14 3x+7

glf(x)1=

Definicién 20: Las funciones pueden representarse graficamente

como graficas trazadas sobre un sistema de coordenadas rectangulares,
donde la variable independiente (x) se representa en el eje horizontal y la
variable dependiente (y) se representa en el eje vertical.

Definicion 21: Se define la Grdfica de una Funcién, como aquella

que esta constituida por todos los puntos (X, y) cuyas coordenadas

(xo, Yo) satisfacen la ecuacion y=f(x).

Ejemplo: Representar graficamente la parabola f(x)=x?
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Soluciéon: Lo primero que hacemos es hallar el dominio de la
funcién f(x)=x2, que en este caso es todos los reales, e.i. Domf=R, luego
le damos valores arbitrarios que pertenezcan a R, tomemos en este

caso: {-2, -1, 0, 1, 2} y hallamos sus respectivas imagenes, y lo

representamos en su forma sagital, es decir: las imagenes se hallan

sustituyendo los elementos escogidos del dominio en la funcién f(x)=x2,

e.i. f(22)=(22)2=4, f(i1)=(i1)2=1, f(0)=(0)?=0 como se ilustra en la tabla:

fix)| 4 (10|14

y su grafica es:

f(x)=x?

Fig. N° 8

Ejemplo:

[ x+3 six<0 = (0,0)

x? si0<x<2 = [0,2)
f(x)=< 4 si2<x<3=[2,3)
2x -2 si 3<x<4 = [3,4)

4 six>4 = [4,+wx)
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Solucion:

X 3| 0 2 | 3 | 4 5

fix) |0 3 |4 4|6 | -4

Definicién 22 Si g(x)=f(x) * b para algun befR, entonces, la grafica

d(x) se obtiene desplazando la grafica de f(x) en sentido vertical * b
cantidades, si el signo de b es positivo, hay una traslaciéon vertical hacia
arriba en b cantidades, si el signo de b es negativo, hay una traslacion

vertical hacia abajo en b cantidades.

Ejemplo: Graficar f(x)=x2 y sin célculos adicionales graficar:

a) g(x)=x?+ 1, b) h(x)=x?-1
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1
f(x)=x2 g(x)=x2 + 1
0 h(x)=x? - 1
-1
Fig. N° 10 Fig. N° 11

Fig. N° 12

Definicién 23: Si g(x)=f(x * b) para algun befR, entonces, la grafica

d(x) se obtiene desplazando la grafica de f(x) en sentido horizontal *b
cantidades, si el signo de b es positivo, hay una traslacién horizontal
hacia la izquierda en b cantidades, si el signo de b es negativo, hay una

traslacion horizontal hacia la derecha en b cantidades.

Ejemplo 27: Graficar f(x)=x?y sin calculos adicionales graficar:

a.  g(x)=(x +1)% b) h(x)=(x - 1)?
h(x)=(x - 1)

/N

g(x)=(x+1)*

Fig. N° 13 Fig. N° 14 Fig. N° 15

Definicion 24: Si g(x)=-f(x), entonces, la grafica de g(x) se obtiene

reflejando la grafica de f(x) en el eje Y (1809).
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Ejemplo 28: Graficar f(x)=x2 y sin calculos adicionales graficar:

g(x)=-x>

f(x)=x? g(x)=-x>

Fig. N° 16 Fig. N° 17

Definicion 25: En muchos casos de la vida real, la rata a la cual

cambia una cantidad con respecto a otra cantidad recibe el nombre de

funcion lineal.

Ejiemplo 29: Un camién sale de San Fernando a Maracay, a una
distancia de 300Km. Si se maneja el camién a una velocidad constante de
100Km/h, exprese la distancia del camion hasta su destino como una
funcién del tiempo, Usando x para denotar el niumero de horas que ha
estado el camién en la carretera y f(x) para la distancia correspondiente
entre el camioén y Maracay. Viajando a 100Km/h el camién recorrera 100X

kilbmetros en x horas y, por lo tanto, f(x)=300 - 100x. Graficamente:

f(x)=300 - 100x
300

Fig. N° 18
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Definicién 25: La funcion lineal se puede expresar de las siguientes

formas:
a. Ax + Bf(x) + C=0, b. f(x)=mx + k, c. f(x)=m(x — xo) + f(xo),

. X0 _g o =¥

(x = xo) + f(xo),
a b X4~ Xq

f. (x1 — x0)f(x)=( f(x1) — f(x0)) (x1 — Xo0) f(xo0),

La ecuacion: a. y la f. es la ecuacion general de la recta, la b. es la
ecuacion dada la pendiente y el corte con el eje Y, la c. es la ecuacién de
la recta dada la pendiente y un punto, la d. es la ecuaciéon paramétrica de

la recta, la e. es la ecuacién de la recta dada dos puntos.

En la ecuacién a. A, By CefR, y el cociente m=-g, recibe el nombre

de pendiente, que es la razén que existe en el cambio del eje Y a el

Cambio en Y f(x4) —f(xq)
> m=— 1 0

cambio en el eje X es decir, m= -
Cambio en X X4 =X,

La ecuaciéon b. se obtiene de la ecuacion a., despejando en a. la

variable dependiente y, luego sustituimos m=-2 y k=-;, y la ecuaciones

c. es obvio que se deduce de la ecuacién b., lo mismo que la ecuacion d,
donde a es el corte con el eje X, y b es el corte con el eje Y.

Ejemplo: Hallar la pendiente de la recta que une los puntos

P1(4, -2) y P2(-3, 4),
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Solucién: aplicando la férmula de la pendiente tenemos:

m=f(x1) —f(xq) I )
X4~ Xg -3-4

, Si en la ecuacioén f. f(x1)=f(xo) la pendiente

vale 0, y en consecuencia nos resulta una recta paralela al eje de las X, y

si x1=x0 la pendiente crece indefinidamente la recta que resulta es

paralela el eje de las Y, graficamente.

f(xo)

Fig. N° 19 Fig. N° 20

Ejemplo: Hallar la ecuacioén lineal si:

a. Lapendiente es Z y pasa por el punto P1(2, 9)

b. Se pasa por los puntos P1(-2, 3) y P2(2, 9)

c. Cortaalos ejes en: x0=-2 y f(x0)=3
Solucidén: a. Sustituyendo el valor de la pendiente en la ecuacién

f(x)=mx + k, tenemos: f(x)=:x + k, como la ecuacién pasa por el punto

P1(2, 9), al sustituirlo en la ecuacién f(x)=2x + k, hallamos el valor de k, es
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decir, 9=2 + K = K=6, luego la ecuacion de la recta es: f(x)=§x +6ysu

ﬁx)' Ex +6
2

representacion grafica es:

Fig. N° 21

La solucion de la parte b. y c. queda como ejercicio para el lector.

Ejemplo 32: Los estudiantes de la UNELLEZ pueden registrarse
para sus clases de verano previamente por correo durante el mes de julio.
Los que no se registren previamente deben hacerlo personalmente en
agosto. El registrador puede procesar los datos de 40 estudiantes por
hora durante este periodo de registro en agosto. Una vez transcurrida 4
horas en agosto, se han registrado 360 estudiantes.

a. Exprese el numero de estudiantes registrados como una funcién del
tiempo.

b. ¢Cuantos estudiantes fueron registrados después de transcurridas 3
horas?

c. ¢Cuantos estudiantes se registraron en julio?
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Solucién: a: Usando x para denotar el numero de horas durante las
cuales ha estado abierto el registro en agosto y f(x) para denotar el
numero total correspondiente de estudiantes registrados. El valor de f(x)
aumenta en 40 cada vez que x aumente 1, asi f(x) es una funcién lineal de
x con pendiente m=40, que pasa por el punto (4,360), luego f(x)=40x + K =
f(4)=360 = 40(4) + k=360 = k=200, y por lo tanto, la ecuaciéon buscada es:
f(x)= 40x + 200.

Solucién: b. EI nimero de estudiante registrado transcurridos 3
horas es cuando x=3, lo sustituimos en la ecuacién encontrada en la parte
a) f(3)=40(3) + 200 — f(3)=320, esto quiere decir, que transcurridos 3 horas
se habian inscrito 320 estudiantes.

Solucién: Para saber el numero de estudiante que se escribid en
julio, simplemente sustituimos en la ecuaciéon x=0, con lo cual nos da que
f(0)=200, que es el numero de estudiantes que se inscribieron por correo

en julio.

360 | N° Estudiantes
320
280
240
2007

f(x)=40x + 200

1 2 3 4 horas

Fig. N° 22
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Ejemplo 33: La tarifa del Metro de Caracas por estacién es de Bs.
200, Si el Metro tiene 7 estaciones. Exprese el pasaje como una funcién
del transporte y realice su grafica

Solucién: Usaremos x para denotar cada estacién y f(x) para el
porte correspondiente.
[ 200 si 0<X<1
400 si1<X<2

600 si2<X<3
(X)=

L 1.400 si6<X<7

1400
1200
1000 _
800 —_—

600 —

400 —_

200 [—

Fig. N° 23

Definicion 27: Un polinomio es una funcion:

-1

a. iR > Rf(x)=anx" + an1x""+ .. + a0

b. f:R > Rif(x)=ao + a1x + a2x? + ... + anx", donde: n: grado del

polinomio, si n#0 y ao, a1, a2, .... an: coeficientes del polinomio, x: variable

o indeterminada del polinomio. Si el polinomio esta dado en la forma a. se

dice que es decreciente, y en la forma de b. se dice que es creciente.
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Ejemplo: a. f(x)=x5 + 3x%2 - 2x + 5, es un polinomio decreciente de
grado n=5

b. f(x)=-2+ 5x2 + 3x%+ 2x6, se dice que es creciente de grado n=6.

Definicién 28: Para cualquier niumero xoeR, para el cual f(xo0)=0, se

dice que es una raiz de f. Si xo es una raiz del polinomio f(x), entonces, el

termino lineal x - xo es un factor de f, es decir, que podemos escribir:

f(x)=(x - xo)g(x), donde g(x) es en si mismo un polinomio, de un grado

menor que f(x).
Ejemplo 35: El polinomio f(x)=x3 — 3x2 + 5x - 3, tiene como raiz a
xo0=1, ya que f(1)=0 y f(x)=(x - 1)(xg - 2x + 3).

Observacion: En correspondencia entre las raices y factores

implica a lo mas n raices reales. Naturalmente un polinomio de grado n

puede tener menos de n raices. Por ejemplo, el polinomio x2 + 1, no tiene

ninguna raiz real, ya que las raices en este caso son raices complejas.

Definicion 29: Si todos los coeficientes de los polinomios de la

forma: R — Rif(x)=anx" + anax"" 1+ + ao=0 6

2

f:R > Rif(x)=ao + a1x + a2x* + ..., + anx"=0 son ceros, decimos que f(x) es

un polinomio nulo.

Definicién 30: Siena)o b) n=0y ao=|=0, entonces f(x)=ao, se llaman

polinomios constantes.
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Definicién 31: Si en el polinomio f(x)=anx" + an-1x" "1 + ... + ao, con

an=1, se dice que f(x) es un Polinomio Monico, es decir, un polinomio es

monico si el coeficiente de la variable de mayor grado es igual a 1.

Definicién 32: Sean f(x)=anx" +an-1x" "1+ ... +ao y
g(x)=bnx" + bn-1x" "1+ ... +bo se define la suma (resta) como:
(Fxg)x=(an % bn)x"+(an-1% bn-1)x""T+ ... +(ao % bo)

Ejemplo: f(x)=x3 —3x2+5x-3 y g(X)=3x3 —5x2_7x + 7, entonces:
a. (f+ g)x=4x3 —8x%-2x +4
b. (f-g)x=-2x3+2x2 + 5x - 10

Definicién 33: Sean f(x)=anx" + anax"-1+......+aoy

g(x)=bmx™ + bmax™ -1+ ... +bose define la  multiplicacién

como:

(f.g)x=aobo + (aob1 + a1bo)x + (aob2 + a1b1 + aZbo)X2 + ...+ anbpxM* "

Ejemplo: f(x)=x3 —3x2+5x-3 y g(x)=3x + 3, entonces:
(f.g)x=(3x + 3)(x> — 3x2 + 5x - 3)=>
(f.g)x=-9 +15x — 9x% + 3x3 — Ox +15x% - 6x° + 3x* =

(f.g)x=9 + 6x +6x%—6x° +3x*

Resolviendo por la férmula tenemos:
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1°. Hallamos el grado x del polinomio producto, grado (f.g)x=grado f(x)
+ grado g(x)=3 + 1=4

2° Ubicamos los coeficientes de los polinomios f(x) y g(x):
Coeficientes de f(x): ao=-3, a1=5, a2=-3, a3=1, coeficientes de g(x): bo=3,
b1=3

3. Hallamos los productos de los coeficientes distintos de cero:
aobo=-9, aocb1=-9, a1bo=15, a1b1=15, a2bo=-9, a2b1=9, a3zbo=3, azb1=9

4°, Sustituimos estos productos en la féormula:

(F.g)x=-9 + (-9 + 15)x + (-9 +15)x2 + (-9 + 3)x3 + 3x* =

(f.g)x=-9 + 6x + 6x2 — 6x° + 3x4

Definicidon 34: Dados dos polinomios f(x) y g(x), lamamos Cociente

de ambos a un polinomio h(x), tal que, f(x)=g(x)h(x), nada se puede
afirmar sobre la existencia de este polinomio, pero si existe, decimos que

f(x)

f(x) es Divisible por g(x), o que g(x) es Divisor de f(x) y escribimos ﬁ
g(x

que se lee "g(x) Divide a f(x).

x3—1

Ejemplo: f(x)= = f(x)=x2 + x + 1, pues x° - 1=(x - 1)(x% + x + 1)

x—-1

Definicidén 35: La divisién de polinomios con coeficientes Enteros

solamente es posible en ciertos casos especiales. Dados dos polinomios
fy g, la division entera de f por g consiste en determinar dos polinomios h

y r con las condiciones siguientes: f=g.h + r, con el grado r< grado de g.
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La determinacién de los coeficientes del cociente h y el resto r se hace de
la siguiente manera: particularizando el caso: el dividendo sea de tercer
grado y el divisor sea de primer grado, lo que no quita generalidad a la

demostracion, ejecutamos el siguiente desarrollo:

3 4 aoe2 + a1x 4 b
a3x® + az2x a1x + ao b1x + bo=b1(x + b70)=b1 (x - Co)
1
-a3x3 + c1x? a3x? + c2x + c4
cax?
-c2x2 + C3X Cc1=a3cCo
cax c2=a2 + c1
-c4X + C5 €3=Coc2
- c4=a1 +c3
c5=Co *+ c4
r=ao + C5
Ejemplo:
3, 2 3
6x” + x© - x+ 2 2% -1
-6x3 + 3x2 2 1
T A 3x“ +2x + 2
-4x2 + 2x
X 1
1 h(x)=3x2 + 2x + _
_xi ] 2
2 r=2
2

Definicién 36: Regla de Ruffini: Sea acQ. Vamos a estudiar la
division de un polinomio de Q(x) por el binomio x - a. Particularizando
para el caso en que el dividendo sea de tercer grado, lo que no quita

generalidad a la demostracion, ejecutamos el siguiente desarrollo:

3 2
Q(x) _agx” +ax“+ax+a,

, por la regla de Ruffini tenemos:
X—a X—a
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a3 a2 a1 ao

a aa3 ac1 ac2
a3 c1 c2 r

Donde, c1=a2 + aa3, c2=a1 + ac1y r=ag + ac2

Para aplicar el método de Ruffini se seguiran los pasos siguientes:
1°.  Se colocan los coeficientes de las variables del polinomio en forma
decrecientes
2°. Se baja el primer cociente del dividendo que lo es también del

cociente

3°. Se multiplica por a y se suma con a2. Se obtiene asi c1. Se

multiplica c1 poray se suma con a1 se obtiene c2 que se multiplica por a

y se suma con ao, resultando r.

Observaciones:

1. El cociente es un polinomio en x cuyo grado es inferior en una

cantidad al del dividendo.

2. EIl primer coeficiente del cociente es igual al primero del
dividendo.

3. Cada coeficiente, excepto el primero, es igual al correspondiente

del dividendo mas el anterior del cociente multiplicado por a.

Estas tres observaciones constituyen La Regla de Ruffini y los

coeficientes del cociente y el resto se obtienen por medio del esquema

anterior.
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Ejemplo: Dividir: x3 — 2x + 1 por x - 2

1
2

| 1

Como la division se define como:

1
N

NI O
ND
IU'I S

N(x) _ C(x)+ rix) o N(x)=C(x)D(x) + r(x), donde N(x) recibe el nombre de
D(x) N(x)

dividendo o numerador, C(x) cociente, D(x) divisor o denominador y r(x)

resto o residuo, se tiene que:

3
X° - 2x +1 . .
x3 - 2x + 1= X T 42 ox s 2+L,e,l, el cociente es

X — 2 x3 —2x +1
X2+ 2x + 2,elrestoes 5

Para factorizar o hallar las raices de un polinomio por el método de

Ruffini, se procede como en el caso anterior, pero las posibles raices

enteras las encontramos descomponiendo en factores primos a ao, es
decir, todos los divisores de ao.

Ejemplo: Factorizar: f(x)=x5 — 14x% + 49x2 — 36

Solucién: Primero colocamos los coeficientes de las variables
y el término independiente, tomando en cuenta que si no
aparece una potencia de la variable el coeficiente es cero. Las

posibles raices enteras de f son: *1, ¥2, *3, 4 16, 19, +12, +36.
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1 0 14 0 49 0 -36
1 1 1 -13 13 36 36
1 1 4143 13 36 36 |O
-1 -1 0 13 0-36 =—
1 0 43 0 36 |O
2 2 4 18 -36
1 2 9 18 0
-2 2 0 18
1 0 <9 0
3 3 9
1 3 |0

Luego las raices del polinomio son: #1, ¥2, #3y -,
x8 — 14x? + 49x2 - 36=(x - 1)(x + 1)(x - 2)(x + 2)(x - 3)(x + 3).

Definicion 37: Coeficientes indeterminados o Fracciones Parciales

Por definiciéon, una funcién algebraica racional puede expresarse como
el cociente de dos polinomios. Tedéricamente, toda funciéon racional
puede expresarse en términos de funciones elementales. Con
frecuencia el método de fracciones parciales es util para transformar la
fraccion racional en una suma de funciones mas sencillas. El método de
las fracciones parciales es adecuado unicamente para fracciones
propias, esto es, aquellas en la que el polinomio del numerador es de
menor grado que el polinomio del denominador. Cualquier fraccion
impropia, e.i. aquella en la cual el grado del polinomio del numerador es
igual o mayor que el grado del polinomio del denominador, puede
transformarse, por divisiéon, en la suma de un polinomio mas una
funciéon propia. En este curso estudiaremos un sélo caso de las

fracciones parciales ya que los otros son para niveles mas avanzados.
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La funciéon H(x) puede ser expresada como la razén de dos
polinomios f(x) y g(x). Considere que estos polinomios son de grado m
y n respectivamente y estan ordenados en orden descendente de la

potencia de x, e.i.

a x"+a X" Ny, +a,x-a
m m-1 1
H(x): n n-1
b x"+b_ _.x + e, +b.x+b,
En donde ao, a1, ...... , ameR y bo, b1, ... , bneR, el

denominador g(x) puede factorizarse en factores de primer orden y con

coeficientes reales de la manera:

H(x) =

(x—x1)(x—x2) .............. (x—xn)
En donde X1, X2, ..cccccevvrrennnrnes Xn son las n raices de la ecuacion

d(x)=0 y son llamadas ceros del polinomio g(x). H(x) puede ser entonces

expresado como una serie de fracciones, e,i,
A 1 A2 A
H(x) = + S S +—"_ el caso que vamos a estudiar aqui
X—-X, X-—-X X — X
1 2 n
es que las raices x1, x2, ....., Xxn son distintas y el grado de g(x) es menor

que el grado de f(x), Las A’es de la ecuacion anterior son constantes y
llamadas los residuos de H(x). Para determinar el valor de estos

residuos, se aplica la siguiente formula:
A1=(x — x1)H(x1); A2=(x — x2)H(x2); ...... An=(x — xn)H(xn)

Ejemplo: Descomponer en fracciones parciales:
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a. H(X)=23XJr5 Aplicando Ruffini para factorizar H(x)=x2 +5x +3

X +4x+3

las posibles raices son: ¥1, +3

1 4 3
-3 __
0
H(x)=3x—+5 = Hx)=—1+ 2, donde:
(x+1)(x+3) x+1 x+3
A1=(x+1)H(-1)=M=1; A2=(x+3)|-|(-3)w=2 —
(-1)+3 (-3)+1
H(x)=&= = H(X)=i+ 2
(x+1)(x+3) x+1 x+3
3
b. H(x)= 3 +5x -7 , Aplicando Ruffini para factorizar

x4+5x3+5x2—5x—6

a H(x)=x4 + 5x3 + 5x2 - 5x - 6, las posibles raices son: ¥1, +2, *3, +6

1 5 5 5 -6

1 1 6 11 6
1 6 11 6

al 1 5 6
1 5 6 |0

2l 2 6 —
1 3]0

3x3 + 5x -7
(x-1)(x+1)(x +2)(x +3)

Luego H(x)=(x -1)(x + 1)(x + 2)(x + 3) y H(x)=

A A A
= Hx)= 1+ 24 3, 4 donde:
x-1 x+1 x+2 x+3
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3(1)°+5(1)-7 1,
(1+1)(1+2)(1+3) 24°

A1=(x —1)H(1) =

_ o 31%+5(-1)-7 15
A= DR i) 4

3
Az=(x +2)H(-2) 02 +5(2)-7 4.
(2-1)(-2+1)(-2+3) 3

3(-3)+5(-3)-7 103

A4=(x +3)H(-3) = = , Sy tenemos ue
( JH(E3) (-3-1)(-3+1)(-3+2) 8 q

H(x)= 1 B 15 N 41 N 103

24(x-1) 4(x+1) 3(x+2) 8(x+3)

Definicién 38: Factorizacién de la forma: (x + y)"
(x + y)2=x2 + 2xy + y2
(x+ y)3=x3 * 3x2y + 3xy2 + y3
(x+ y)4=x4 + 4x3y + (-‘.-xzy2 + 4xy3 + y4

n n n n n
+y)"=| x4 My |22 1| [xM3y3 e +| |y,
(xty) (OJX mx y m yoE|, y 0 Y
|
donde m =L, numero combinatorio, los cuales se pueden calcular con
n ) n(m-n)!

la ayuda del triangulo de Pascal
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14 6 41
1 510 10 5 1
Ejemplo 43: Factorizar:

a.  f(x)=(x +2)7

Solucién: Desarrollamos el triangulo de pascal hasta llegar al
séptimo término, por lo tanto: las potencia del primer miembro, es decir,
de las x, decrecen desde n=7, hasta n=0 y las potencia del segundo

término es decir, el 2, va creciendo desde n=0, hasta n=7 y los

coeficientes se obtienen por medio del triangulo de Pascal.

f(x)=x’ + 14x%y + 84x5y? + 280x%y3 + 560x3y* + 672x%y" + 448x2y® + 128y”
b. Factorizar: f(x)=(x - 1)8

Solucién: Se aplicaran los mismos paso que se aplico en el ejemplo
anterior, desarrollamos el triangulo de pascal hasta llegar al octavo
término, y colocando las potencias al primer miembro en forma

descendente y al segundo miembro del binomio en forma ascendente, ..,
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f(x)=x8- 8x7y + 28x6y2 - 56x5y3 + 70x4y4 - 56x3y5 + 28x2y6 - 8xy7 + y7

Definicién 39: Factorizacién de la forma: x" - y™:

x2 - y?=(x - y)(x +y)

x3 - y3=(x - y)(x + xy + y?)

x* - yt=(x - y)(x3 + X2y + xy? + yd)

X" - yP=(x - y)(x™ T+ X2y X324

n

Ejemplo: Factorizar: f(x)=x4 -16=> f(x)=x4 - 24, aplicando la férmula

para y=2, tenemos: f(x)=x4 -2%=(x - 2)(x3 +2x2 + 4x + 8).

Definicién 40: Factorizacién de la forma: x" + y™:

2

X2 +y?=(x +y)? - ([2xy P =

X2 yPe(xry - 2xy ey + 2xy) =
x2+y%=(x - . [2xy +y)(x + [2xy +y)
X3+ y3=(x +y)(x2 - xy + y?)

e yt=(A? o+ 2 (AR - 2xPyP
x4 + y4=(x2 + y2)2 - 2 X2y2 —

X4 + y4=(x2 + y2)2 - (\/5)2 x2y2 =

x* + yA=(x?- 2xy +y?)(x%- 2 xy +y?)

X< + y2=x2 + 2xy + y2 —-2xy > x2 + y2=(x + y)2 - 2xy =

=
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f n nn n n nn n

(x2 —/2x%y4 +y2)(x2 +-/2x4y4 +y2) sines par
x" + yn=<

[ (x+ Y™ -x"2y 4+ x"3y2 L+ y"1) sin es impar

Ejemplo: Factorizar: a) f(x)=x4 + 16 = f(x)=x4 + 24, aplicando la
férmula para y=2, tenemos: x4 +2%=(x2 - 2./x + 4)(x2 + 2./x + 4)
b. f(x)=x5 +32> f(x)=x5 + 25, aplicando la formula para y=2, tenemos:
X2 + 29=(x - 2)(x* - 2x3 + 4x?% - 8x +16)

Definicion 41: Factorizacion de la forma /x -y

1 1 1 1 1 1

x-y=(x2)? - (y2)?=(x2 - y2)(x2 + y2) =(x — y)x +y) =

= XY
\/; \/y \&+\N

-
Rk

Hx -4y = =y
Vo us ey g A

n/;_ny: X"y
A ( Q/xn-1 +Q/x"'1y+J n2y2 Foeeennns + /7

Ejemplo: Factorizar: f(x)=4& ~42, aplicando la formula
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X—-2

1/x73+§/2x2 +4 4y2 +4/8

Definicion 42: Factorizacion de la forma %/x + W

para y=2, tenemos: f(x)=4x —-4/2 =

1 1 1 1 1 1

X -y=(x2)2 - (y2)?=(x2 - y2)(x2 + y2)=(/x - Jy)(/x +.Jy) =

R

Px+3y =, 5 3f+3r

Yx +4y =

X-y

n _ X-y
\&"'Q/y_ Q/xn-1 n B B

Ejemplo 46: Factorizar: f(x)=4&+‘lﬁ , aplicando la férmula para

X—-2
4x3 —4/2x? +44y2 ~-48

y=2, tenemos: f(x)=4/x + 42 =

Grafica aproximada de las funciones polinémicas de la forma:

f(x)=anx" + an4x™1  +..... + ao. Para graficar una funcion
polinémica seguiremos los siguientes pasos:

1. Se halla el corte con el eje Y, e.i. x=0 = f(x)=a0

2. Buscamos el corte con el eje X, e.i. cuando y=0 =

f(x)=0, factorizamos f(x) aplicando el método de Ruffini, e.i.
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f(x)=anx" + an-1x™"1 + ....... + a0=an(x - X0)(X - X1).....(X - Xn)

3. Ubicamos en los ejes de coordenadas las raices de f(x).

4. Estudiamos el comportamiento de la grafica, entre cada par de
puntos donde la funcién corta al eje X. Como la funcion f(x) es continua y
su grafica es una curva continua, no hay ninguna forma de que f(x) pueda

cambiar de signo entre dos puntos de interseccidon con el eje X, si
ae(Xo, x1), con Xo y X1 raices de f(x) y f(a)>0, entonces, la funcién es

creciente en ese intervalo y en consecuencia esta por arriba, si f(a)<0,
entonces la funcién es decreciente y por lo tanto, esta por debajo.

5. Estudiamos la funcion cuando crece o decrece
indefinidamente, es decir, x — *wx, la funcién puede crecer o decrecer
indefinidamente, veamos esto geométricamente:

1°. Cuando la variable x decrece indefinidamente, la funciéon también
decrece indefinidamente, es decir, (x > =0, f(x) > -0), ilustremos esto

geomeétricamente,

+00
=00 +00
y=f(x)
2°.  Cuando la variable x dr-"-se i Fig. N°24 la funcién y crece

=00

indefinidamente, es decir, (x > -0 = f(x) > +w), ilustremos esto
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geomeétricamente,

+00

=00

Fig. N° 25
3°. Cuando la variable x crece indefinidamente, la funcién y decrece
indefinidamente, es decir, (x > +0 = f(x) > -0), ilustremos esto
geomeétricamente,

+00

=00

Fig. N° 26
4°, Cuando la variable x crece indefinidamente, la funciéon y también
crece indefinidamente, es decir, (x - +0 = f(x) - +©), ilustremos esto

geométricamente,
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=00

=00

Fig. N° 27
Nota: Para ver el comportamiento de la funcién cuando x crece o

decrece indefinidamente, solamente sustituimos el valor de *x, en la
variable de mayor grado, ejemplo f(x)=anx" + an-1x"1 + ... + a0, cuando
X — +w, entonces f(+owo)=an(+wo)" = f(x)=+ow, y f(~o)=an(-o)", sera f(x)=-  si
n es impar y f(x)= oo si n es par.
6. Trazamos la grafica.

Ejemplo 47: Graficar la funcion f(x)=x3 —3x%-x+3

Solucidén: Aplicaremos los pasos descritos anteriormente:
1°. Hallamos el corte con el eje Y, es decir, ao=3, luego corta al eje Y

en el punto (0, 3)
2° Hallamos los cortes con el eje X, aplicamos Ruffini para

factorizar f(x)
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3°,
1 3 1 3
-1 4 4 -3
1 4 3 |o
1 1 3

Luego f(x)=x3 —3x%-x + 3=(x -1)(x + 1)(x - 3), es decir, la funcién f

corta al eje X en los puntos: (-1, 0), (1, 0) y (3, 0).

4°, Estudiamos la funciéon entre cada par de puntos donde Ila
funciéon corta al eje X: entre los puntos (-1,0) y (1, 0), escogemos
a=0, ya que 0e(-1, 1), f(0)=3, .., en este intervalo la funcién es
creciente, e.i. esta por arriba, entre los puntos (1, 0) y (3, 0),
escogemos 0=2, ya que 2¢(1, 3), f(2)=(2)% -3(22-2+3=3, ., en
este intervalo la funcion es decreciente, e.i. esta por abajo.

5°. Vemos que pasa cuando x crece o decrece indefinidamente,
X — =0, implica que f(-oo)=(-oo)3 = f(-00)=-0, es decir la funciéon decrece
indefinidamente, x — +w, implica que f(+oo)=(+oo)3 = f(+w0)=+00, e.i. la

funcion crece indefinidamente.

6°. Realizamos la grafica con los datos obtenidos.
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f(x)=x3 - 3x2 - x + 3

+00

Fig. N° 28
Ejemplo 48: Graficar la funcién f(x)=x3 -9x +1
Solucién: Aplicaremos los pasos descritos para realizar la grafica
de una funcién:
1°. Hallamos el corte con el eje Y, e.i. ao= 1, luego corta al eje Y en
el punto (0, 1)
2°, Hallamos los cortes con el eje X, como la funcién f(x), no tiene

raices enteras, trasladamos la funcién, e.i. f(x)=g(x) + 1, donde
g(x)=x3—9x, factorizando g(x)=x(x - 3)(x + 3), la funcién g(x) corta al
eje X en los puntos: (-3, 0), (0, 0) y (3, 0)

3. Estudiamos la funcién entre cada par de puntos donde la funcion

corta al eje X: entre los puntos (-3,0) y (0,0), escogemos a=-1,
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ya que -1¢(-3,0), f(-1)=(1 )3 - 9(-1)=10, .., en este intervalo la funcién es
creciente, es decir, esta por arriba, entre los puntos (0, 0) y (3, 0),
escogemos a=2, ya que 2¢&(1, 3), f(2)=(2)3 - 9(2)2=-10 , .+, en este intervalo

la funcién es decreciente, e.i. esta por abajo.

4°.  Vemos que pasa cuando x crece o decrece indefinidamente,
X — -0, implica que f(-oo)=(-oo)3 = f(-o0)=-0, e.i. la funciéon decrece
indefinidamente, x —» +wo, implica que f(+oo)=(+oo)3 = f(+o0)=+00, e.i. la

funcion crece indefinidamente.

5°. Realizamos la grafica de g(x) con los datos obtenidos

6°. Grafica f(x)=x> — 9x
1
<0 - 2 4 0 1 2 3 +00
Fig. N° 29

Trasladando verticalmente g(x) una cantidad hacia arriba

obtenemos f(x)
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f(x)=x3 — 9x + 1

Fig. N° 30

Definicion 43: Sea f:R - R*/f(x)=aX, VxeR y VaeR™, a=1, f(x) recibe

el nombre de Funcién Exponencial, donde a recibe el nombre de base y x

de exponente, y f(x) posee las siguientes caracteristicas:
1. La funcién esta definida en todo el conjunto de los niumeros reales

es decir, Domf=R

2. Elrecorrido de la funcién son los reales positivos Recf=R*

3. Si ae(1,+x), la funcién es estrictamente creciente “una funcién f es
creciente si VxicDomf y VieZ* se tiene que xi<xi+1 = f(xi)<f(xi+1)”

4, Si ae(0,1), la funcién es estrictamente decreciente “una funcién f es

decreciente si VxicDomfy VieZ* se tiene que xi>xi+1 = f(xi)>f(xi+1)”

.z . . . ' g ]
5. La funcion exponencial es inyectiva, ya que f(x')=a*=a* = x =x
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6. La funcién exponencial no es sobreyectiva, ya que Recf=R*, no

contiene al conjunto de los niumeros reales.

Propiedades de la funcién_exponencial: ver propiedades de los

numeros reales.

Grafica de la funcién exponencial. f:R — 9{+If(x)=ax, con ae(1, 0),

hallamos el grafo de f(x)

x |2 [ ]0|1]2
f(x) lz 1 a | 42
a a
a2 T
f(x)=a* a +

1 2 +w0

Ejemplo: Graficar f(x)=3%

X |2 |41 |o]1]2
f) Y |1 (139
9 |3




225

9
f(x)=3* 3
1
_/
9
~®© -2 -1 1 2 +00
Fig. N° 32

Gréfica de la funcién exponencial. f:R — R¥/f(x)=aX, con a<(0,1), hallamos

el grafo de f(x)

fx)| 52 |a |1 s

Q| =
[V

2 +00

Fig. N° 33

X
Ejemplo 50: Graficar f(x)=[;]
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x |[2]41]0]1 |2
111
f(x) (9|3 1], |

O W=

Fig. N° 34
Si la base es el numero e=(1 + 1)n cuando n — +x, e.i. cuando n crece
n
indefinidamente, =2,71828..., llamado el numero neperiano en honor a
Nepper su descubridor. La funcién f(x)=ekx, es un caso particular de la

funcién exponencial de base e.

Grafica_de la funcién exponencial. £:R® — R*f(x)=e**, vkez*

hallamos el grafo de f(x)

X |-2 -1 10 |1 2

f(x) | e |ex |1 |ek |e*




227

eZk
ek
f(x)=ekX 1
1
K
/
e2x
-0 -2 1 1 2 +00

Fig. N° 35

Grafica de la funciéon exponencial. f:R — iR*'/f(x)=ekx, VkeZ" hallamos el

grafo de f(x)

f(x) | a2k | oK
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Definicion 44: Se resuelve una ecuacion exponencial, hallando el

valor de la variable independiente x, que satisface a la variable
dependiente f(x).

Ejemplo Hallar el valor de x, que satisface la ecuacion:
a. 3%=81, en este caso la variable dependiente f(x)=81, como 81=34, la
ecuacion nos queda 3x=34, lo que implica que x=4.

2
p) 5X°9x+I2 :215, en este caso la variable dependiente f(x)=215 =

2
5X -9x+12 _ 5—2 = X2 - OX +12=-2 > )(2 - 9% +14=0 = (X - 2)(X - 7)=0
= X=2 0 x=7

Definicion 45: Se llama Funcion Logaritmica a la inversa de la

funcién exponencial, definida por la expresion y=lgax o

f(x)={(x,y)/ly=lgax y 0<x<w,} y f(x) posee las siguientes caracteristicas:

1. La funciéon esta definida el conjunto de los numeros reales
positivos e.i. Domf=R"*

2. Elrecorrido de la funcién son los reales Recf=R

3. Siae(1,+x), la funcion es estrictamente decreciente

4. Siae(0,1), la funcién es estrictamente creciente
5. Lafuncién logaritmica no es inyectiva, ya que f(x')=ax'=ax = X'#£X

6. La funcion logaritmica es sobreyectiva, ya que Recf=R, contiene al

conjunto de los numeros reales.
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Propiedades de la funciéon logaritmica: ver propiedades de

los niumeros reales.

Grafica de la funcién logaritmica. f:R* — R/f(x)=lgax, con a<1,

hallamos el grafo de f(x)

QD
N
Q| =

fx)|-2 [-1]0[1 |2

f(x)=Igax

Fig. N° 37

Grifica _de la_funcién logaritmica. f:R* — %R/f(x)=lgax, con a>1,

hallamos el grafo de f(x)

X 1

QD
N
Q| =

fx)|-2 [-1]0[1 |2
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f(x)=Igax

Fig. N° 38

Grafica de la funcion logaritmo natural f:R — R*/f(x)=Inx, YkeZ* hallamos

el grafo de f(x)

fx) |2 [-1]0[1 |2

Fig. N° 39

Ejemplo 52: Graficar f(x)=Ig3x
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O =
W | =

fx)| -2 [-1/0[1]2

Fig. N° 40

Ejemplo 53: Graficar f(x)=1g ,x
3

x |9 [3[1/1]1
319
fx)|2 [1]0/1 |2
2
f(x)=1g ,x
3
1
1
1 — 1 3 9
9 3
-1
-2

Fig. N° 41



232

Definicion 46: Se define una Ecuacion Logaritmica como aquella

que implica el logaritmo de una expresiéon que contiene una incognita.
Ejemplo 54: Resolver las siguientes ecuaciones logaritmicas:

a) lg(2x+1)=Ilg(x + 6)

Solucién: aplicando a ambos miembros la exponencial de base 10 se
tiene: 1091 _ 10l9x+6) _, oy 4+ 1=x + 6 = x=5
b) Igx+I1g3=Ig5

Solucién: Pasando al miembro de la derecha el logaritmo en base 3 y
luego aplicando las propiedades de los logaritmos tenemos: Igx=Ig5 — Ig3

= lgx=lg 5 = X= 5
3 3

c) Inx-In(x+1)=In4

Solucidén: Aplicando las propiedades de los logaritmos y aplicando a

. . . b
ambos miembro la exponencial de base e se tiene: In71=ln4 =
X +

L=4:>x=4x+4:>x=-i
x+1 3

d) Igzx+3zlgz3
X

Solucién: Aplicando las propiedades de los logaritmos y pasando

las variables para el miembro izquierdo se tiene que:

|gzi—|gzx=3lgzzz> |92x22=|928 = x22=8 = x? =1 = x=i;, como

- . . 1
el dominio de los logaritmos son los reales positivos, entonces x=E
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Definicion 47: Un dnqulo consiste de dos semirrectas OA y OB

con un punto comun llamado vértice y una rotacién que lleva la
semirrecta OA sobre OB. La rotacion de un angulo tiene una medida
con signo. Frecuentemente hablamos de la medida de rotacién de un
angulo como la medida del angulo.

Definicién 48: Se dice que un angulo es Positivo si su rotacion es

en sentido contrario al movimiento de las agujas del reloj.
B

a>0

Fig. N° 42

Definicidn 49: Se dice que un angulo es Negativo si su rotacion es

del mismo sentido al de las agujas del reloj.
B

a<0

Fig. N° 43

Definicién 50: Podemos considerar la notacion de angulo de un

sistema de coordenadas rectangulares. Tracemos una semirrecta h que
coincide con el semi eje X positivo. Hagamos rotacion con la semirrecta h
formando un angulo positivo con vértice en el origen de coordenadas.
Esto es, con centro en el origen, rotemos la semirrecta h en el sentido
contrario a la rotacion de las agujas del reloj. Cuando h coincide por

primera vez con el eje Y decimos que h forma un angulo recto con el eje
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positivo de la rotacion. Si dividimos esta rotacion en noventas pasos
iguales, entonces cada uno de estos pasos constituyen la unidad de

medida del angulo y lo llamamos Grado

\a>0

Fig. N° 44

Existe otra unidad para la medicion de angulos, que es el Radian,
Trazamos un circulo alrededor del origen, con radio igual a la unidad. Sea
c la circunferencia de ese circulo. Giremos la semirrecta h desde el eje de
las X positivo formando un angulo con la circunferencia ¢ antes y
después de la rotacion. Entonces medimos el angulo por el arco de Ay B.
Como la longitud de la circunferencia ¢ de un circulo de radio r es 27r, y
como c tiene radio r=1, la relacion completa viene medida por el nimero

271=6.2831...... Decimos que ese angulo es 2rn radianes. Por comparacion

o

con los grados podemos escribir: 360°=2x radianes = 1 radian32m =1
m

radian=57,29577951....
En conclusién si nos dan la posicién inicial OA y un anguloo, se
determina de manera unica la posicién final OB. A o se le llama

angulo entre OA y OB.
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Reciprocamente supongamos que se da la posicion inicial OA
y la posicion final OB. Podemos considerar varias rotaciones para
llegar ala posicion OB partiendo de la del lado OA, entonces el
angulo A o B nos queda determinado de manera Unica por OA y
OB. Sin embargo, sia es un angulo entre OA y OB, todos los
otros se representan por: o+ 2nw (n=0,+1, 2, 13, ....)

Definicion 51: Sea el circulo unidad, se define el seno del

angulo o, (sena) como la proyeccion sobre el eje de las X, de la misma

manera se define el coseno del anqulo a, (cosa) como la proyeccion

sobre el eje Y, a la tangente del anqulo « (tga) como la razén de la funcién

seno del angulo a y la funcién coseno del angulo a y se definen la

cosecante del angulo « (csca), la secante del angulo a (seca) y la

cotangente del anqulo « (ctga), como las inversas de las funciones seno

del angulo o, coseno del angulo o y tangente del angulo «

respectivamente.

Y

1Ak

y
o

< \ >
-1 x [ 1 X
-1

Fig. N° 45
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En otras palabras la funcién seno se define como la razén del cateto

opuesto al angulo a. CO vy la hipotenusa H, sena=c|_?, la funcion coseno

como la razén del cateto adyacente al angulo oo CA y la hipotenusa H,

CA . .
cosa=?, la funcién tangente como la razén del cateto opuesto al

angulo o CO vy el cateto adyacenteCA, tg(x=g2, la funcién cosecante

como la razén de la hipotenusa H y el cateto opuesto CO al angulo a,

H . . . -
csca=a, la funciéon sec como la razén de la hipotenusa H y del cateto

adyacente CA al angulo «, secoc=(;, la funcién cotangente como la

razén del cateto adyacente al angulo o CA y el cateto opuesto CO,

. sena
, es decir: tgo=

co
ctgoa=—
CA cosa

, cscoa.seno=1, seca.cosa=1y ctga.tga=1

Por el Teorema de Pitagoras tenemos, que en un triangulo

rectangulo, la suma de sus catetos al cuadrado es igual a la hipotenusa

elevada al cuadrado, e.i.

I

CcoO

CA
Fig. N° 46
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Como CO=Hsenoa y CA=Hcosa, sustituyendo estos valores

en la ecuaciéon H2=CO2 + CA2, nos resulta:

H2=H2sen?qa + H2cos?a = sen?a + cos?0=1 y si en esta expresion

2 2

dividimos cada uno de los términos por el cos“a y el sen“a

respectivamente se obtendran las ecuaciones tgza + 1=sec?a y

2

ctgza+1=csc o, de igual manera se puede deducir y queda

como ejercicio al lector que sen(a + B)=senacosf + senfcosa y

cos(a £ B)=cosacosf + senasenf, en estas dos ultimas ecuaciones si

hacemos a=p se deduce que: sen0°=0 y sen2o=2senacosa, cos0°=1 y

2 2

. . . s sen(a *
cos2a=cos“a - sen“a, ademas si en la expresién tg(a = B)=M

cos(a+ p)’

se sustituyen los valores del sen(a x f8) y el del cos(a + B), se obtiene

senacosf +senfcos o
cosoaosaf +senacosf

que la tg(a £ B)= , en la cual si dividimos en el

miembro de la derecha cada uno de los términos por cosacosp

+
y senocosf respectivamente se obtienen; tg(a * B)=M,
1+ tgotgp
ctga tctgp

ctg(a £ B)=
glap) 1+ ctgactgp

, de la misma manera si hacemos o=f llegamos a

2tga

que tg0°=0 y tg2a= 5
1-tg°«x
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Graficas de las funciones trigonométricas: seno, coseno, tangente,

secante, cosecante y cotangente

1 #(x)=seno. :
0 i . 37 T
2: 2:
-1
Fig. N° 47
1 §f(x)=cosx
0 i2m
-1
Fig. N° 48
f(x)=tgx | : f(x)=ctgx:

N
w
5

Fig. N° 49 Fig. N° 50
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f(x)=secx
o m T 3;!" 2%
2 2: :
-1 :
Fig. N° 51

f(x)=cscx

L 3m :

0 — T — 2§
2 2 ¥

Fig. N° 52

Caracteristicas de las funciones trigonométricas:

Funcién seno: a) Dominio, todo el conjunto de los numeros reales,

es decir, Domf=R

b.

El recorrido esta en el intervalo Recfe[-1, 1]

No es una funcién inyectiva

No es una funciéon sobreyectiva

Es una funciéon impar, es decir, sen(-a)=-sena

Es positiva en el primero y segundo cuadrante



2,

240

Funcién coseno: a) Dominio todo el conjunto de los numeros

reales, es decir, Domf=R

b.

El recorrido esta en el intervalo Recfe[-1, 1]
No es una funcién inyectiva

No es una funcién sobreyectiva

Es una funcién par, es decir, cos(-a)=cosa

Es positiva en el primer y cuarto cuadrante

Funcién tangente: a. Dominio todo el conjunto de los numeros

reales menos los multiplos de 1;, e.i. DomfeR -1 ng ?, VneZ

4,

El recorrido es todo el conjunto de los numeros reales: RecfeR
No es una funcién inyectiva

Es una funcion sobreyectiva

Es una funcién impar, es decir, tg(-a)=-tga

Es positiva en el primer y tercer cuadrante

Funcién cosecante: a. El Dominio es todo el conjunto de los

numeros reales menos los multiplos de nx, es decir, Domf=$R - {nnt, Vnez

b.

El recorrido es todo el conjunto de los numeros reales menos el

cero, es decir, RecfeR -40}

No es una funcién inyectiva
No es una funciéon sobreyectiva
Es una funcién impar, e.i. csc(-a)=-csca

Es positiva en el primero y segundo cuadrante
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Funcién secante: a. Dominio todo el conjunto de los numeros

reales menos los muiltiplos de Tzr, e.i. DomfeR -+ nT2r b, VneZ

b.

El recorrido es todo el conjunto de los numeros reales menos el

cero, es decir, RecfeR -10¢

6.

No es una funcién inyectiva

No es una funcion sobreyectiva

Es una funcioén par, e.i. cos(-a)=cosa

Es positiva en el primer y cuarto cuadrante

Funcién cotangente: a. Dominio es todo el conjunto de los

numeros reales menos los multiplos de nx, e.i. Domf=R - {nm ?, VneZ

b.

C.

El recorrido es todo el conjunto de los nimeros reales: RecfeR
No es una funcién inyectiva

Es una funcion sobreyectiva

Es una funcién impar, e.i. ctg(-a)=-ctga

Es positiva en el primer y tercer cuadrante

Definicidn 52: Se define un triAngulo como un poligono que tiene

tres (3) lados, donde se intersecan dos lados recibe el nombre de vértice,

los cuales se denotan con letra mayuscula y los lados opuestos a los

vértices se denotan con letra minuscula, los angulos con letras griegas,

los elementos de los tridangulos son: los lados, los vértice y los angulos.
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a

Fig. N° 53
Los tridngulos se clasifican segun sus lados y sus angulos:

Segln sus lados:

i. Isésceles: los que tienen dos de sus lados y dos angulos iguales

-
-

Fig. N° 54

ii. Equilateros: los que tienen sus tres lados y angulos iguales

[0} L

¢

L
Fig. N° 55

iii. Escaleno: los que tienen todos sus lados y angulos distintos

c

A B

Fig. N° 56
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Seqgun sus anqulos:

i. Acutangulo: que tienen sus tres angulos agudos (menor de 90° o
T rad)
2

Cc

AN

A B
Fig. N° 57

ii. Obtusangulo: si tiene un Angulo obtuso (mayor de 90° o % rad)
A
B C
Fig. N° 58
iii. Rectanqulo: si tiene un Angulo igual a 90° o g rad

Fig. N° 59
Definicion 53: si trazamos dos rectas de dos vértices distintos que

pasen por el punto medio del lado opuesto al vértice de estos, donde se

intersectan estas rectas recibe el nombre de mediana.

Fig. N° 60
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Definicidon 54: se define la altura de un triangulé, como la recta

perpendicular que se traza desde un vértice a su lado opuesto, .. un

triangulo tiene tres alturas.

hc
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EJERCICIOS RESUELTOS

1. Dados los conjuntos:

A, B/ A={xeZ/ X +8 =3} y B={xeZ/x> + x% — 9x - 9=0}, hallar:
a. AxB

b. BxA

c. aRb, aeAy beB, con la relaciéon “a es mayor que b”

d. Hallar el dominio en cada caso

e. Hallar el recorrido en cada caso

f. La representacion tabular y sagital de AxB

Solucidén: lo primero que haremos es expresar por extension los

- - 2
conjuntos A y B. Para el conjunto A tenemos que: Vx +8=3, elevando al

cuadrado ambos miembros tenemos: x2 +8=9 = x2 +8-9=0=> x2 -1=0

= (x — 1)(x + 1)=0 = x=-1 y x=1, entonces tenemos, A={-1,1}, para el

conjunto B tenemos: x3 +x% - 9x - 9=0, aplicando Ruffini:
11 9 9
-1 -1 0 9
1 0 9| 0
3 3 9
1 31 0

Por lo tanto, B={-3, -1, 3}
Solucién a): AxB={(-1, -3), (-1, -1), (-1, 3), (1, -3), (1, 1), (1, 3)}
Solucién b): BxA={(-3, -1), (-3, 1), (-1, -1), (-1, 1), (-3, -1), (-3, 1)}

Solucién c): aRb={(-1, 3), (1, 3)}



Solucién d): DomAxB=A, DomBxA=B, DomaRb=A

Solucién e)

Representacion Tabular

B

X 3 X
2
1

A

-1 0 1

x -1 X
-2

x -3 X
Fig. N° 62

Representacion Sagital

A

aRb

q

Fig. N° 63
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2.  Seaf={(1,3),(3,4),(56),(7,7),(9,12)} y g={(1, 2), (2, 4), (3, 6), (4, 8),

(5, 10)}, hallar:

g. (f+g)
h. (f-g)
i.  (fxg)
j- (flg)
k. f!

l. g"I

Solucién: como la suma, la resta, la multiplicaciéon y la division de

funciones se definen de la siguiente manera:

(f + g)=f + g A DomfnDomg
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(f - g)=f - g A DomfnDomg
(fFxg)=fxg A DomfnDomg
(f /g)=flg A DomfnDomg A g0
Buscamos el dominio de A y el de B, lo intersectamos y luego
sumanos o restamos o multiplicamos o dividimos segun sea el caso los
recorridos de los elementos que pertenecen a la interseccion.
Domf={1, 3, 5, 7, 9} y Domg={1, 2, 3, 4, 5} = DomfnDomg={1, 3, 5]
Solucion a): (f + g)={(1, 5), (3, 10), (5, 16)}
Solucioén b): (f - g)={(1, 1), (3, -2), (5, -5)}
Solucion c): (fxg)={(1, 6), (3, 24), (5, 60)}

ion d): (fla)={(1, >). (3, 2). (5, >
Solucion d): (flg)={(1, - ), (3, 3). (5, L}

Para la solucion e) y f), aplicamos la definicion de funcién inversa,
la cual nos dice que si la funcién es biyectiva, entonces la inversa es la

funcién donde el recorrido se convierte en dominio y viceversa

Solucion e): £1={(3, 1), (4, 3), (6, 5), (7, 7), (12, 9)}

Solucion f): g7'={((2, 1), (4, 2), (6, 3), (8, 4), (10, 5)}

2

3. Realizar la grafica de la funciéon f(x)=x“ y luego sin calculos

adicionales hallar:

a. g(x)=2+ x2

b.  h(x)=(x - 2)2

c. t(x)= x2—2x +2
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Solucién: grafiquemos la funcién f(x)=x2, esta funcién es una

parabola que pasa por el origen y como su dominio esta definido en

todos los reales, podemos realizar la grafica dandole cinco (5) valores:

X -2 -1 0 1 2

fx)| 4 | 1] 0 [1] 4

Luego la grafica es:

f(x)=x2

= N W

2 10| 1 2

Fig. N° 64

2

Solucién a): g(x)=2 + x“, como hay una traslacion vertical se

traslada la funcién f(x) dos cantidades hacia arriba, para la solucién

b) h(x)=(x - 2)2 hay una traslacion horizontal, la funcién se traslada dos (2)
cantidades hacia la derecha y para la soluciéon c) t(x)=-x2 - 2x + 2,
completando cuadrado, tenemos: t(x)=-[x2 + 2x — 2] = t(x)=-[(x + 1)2 -2 1]

= t(x)=-(x + 1)2 + 3, lo que quiere decir que la funcion f(x) se traslada
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verticalmente tres (3) cantidades hacia arriba, horizontalmente una

cantidad hacia la izquierda, y luego rota 180°, veamos esto graficamente

Solucién a) g(x)=2 + x2 solucién b) h(x)=(x-2)2 solucién c) t(x)=-x2 — 2x + 2

° v/ \

Fig. N° 65

Fig. N° 67
Fig.N° 66

4. Encuentre una ecuacion para la recta que satisface las condiciones

que se dan a continuacion:
a) Pasa por el punto p(1, -6) y tiene pendiente m=-%

b) Pasa por el punto p(2, 3) y pasa por el punto p(-2, 4)
c) Cortaaleje Xenx=3yalejeY eny=4
d) Pasa por el punto p(-4, 5) y es perpendicular a la recta 3x + 4y — 2=0

Solucién a): la ecuacion de la recta dada la pendiente y un punto

esta determinada por: y=m(x — x0) + yo, donde x0=1, yo=-6 y m=-%, R

y=-%(x—1)—6:>3y=-(x—1)-18:>3y=-x—17ox+3y+ 17=0
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Solucidn b): la ecuacién de la recta dados dos puntos es:
y(x1 — x0)=(y1 — yo)(x — x0) + yo(y1 — y0), donde x0=2, x1=-2, y0=3 e y1=4,
tenemos: y(-2 - 2)=(4 -3)(x -2) +3(-2-2) => 4y=x-2-12= -4y=x-14 0
X + 4y —14=0

Solucidn c): la ecuacion simétrica de la recta esta determinada por:

i+% =1, donde a es el corte con el eje X y b el corte con el eje Y, ..,

a
X'y
§+Z:1 = 4x + 3y=12 0 4x + 3y — 12=0

Solucién c): como la recta que buscamos es perpendicular a la

recta 3x + 4y — 2=0 y como dos rectas son perpendiculares si la pendiente

. . 3
de una es la inversa opuesta de la otra, tenemos que si m1=-z, entonces

la pendiente de la recta que buscamos es m2=§ y como y=m(x — Xx0) + yo,

donde x0=-3, y0=5 = y=§ (x—(-3)) +5=>3y=4(x+3)+ 5= 3y=4x + 17 o

3x -4y -17=0

5. Seaf(x)= 2’; J_rg y g(X)=v2x + 3, hallar:
a. (f+g)x

b. (f~g)x

c. (fxg)x

d. (fig)x

e. flx
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.o’
g. ¢Qué condicion debe cumplir f(x) para que sea biyectiva?
h. ¢Qué condicién debe cumplir g(x) para que sea biyectiva?
Solucién: Aplicamos las definiciones de suma, resta, multiplicacion

y division de funciones:

Solucién a. (f + g)x=f(x) + g(x) A Df~Dg, buscando el dominio de

f(x)=

2x+3 tenemos que 5x - 20 = x;;tE = Domf=R - {E}, para el
5x -2 5 5

dominio de g(x)=v2x+3, 2x + 320 = xz-% = Domg=[-g, o) =

Dommeomg=[-%, ) - {%}, ahora sumamos los recorridos de los

elementos pertenecientes a la interseccion, e,i, (f + g)x= zx +2 + J2x+3

Solucién b. (f - g)x=f(x) - g(x) A Df~Dg, por la solucién a) tenemos

que: Dommeomg=[-%, o) - {%}, ahora restamos los recorridos de los

elementos pertenecientes a la interseccion, e.i. (f + g)x= zx +z - V2x+3
x —

Solucién c. (fxg)x=f(x)g(x) A DfnDg, por la solucién a) tenemos que:

Dommeomg=[-%, ©) = {%}, ahora multiplicamos los recorridos de los

(2x +3)vV2x +3

elementos pertenecientes a la interseccion, e.i. (fxg)x= Sx 2
x —
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Solucién d. (f/g)x=f(x)/g(x) A DfFNDg y ademas g=0, por la solucién a.
tenemos que: Dommeomg=(-%, ) - {%}, ahora dividimos los recorridos

de los elementos pertenecientes a la interseccion, e.i.

(2x + 3)

(Flg)x= (5x —2)v/2x + 3

Solucion e. Aplicando la definiciéon de inversa de una funcién,

suponiendo que la funciéon es biyectiva, entonces despejamos x en

funcién de y, e.i. y——z = (5x —2)y=2x + 3 = 5xy — 2y=2x +3 =

2 -
y3 f()f()2x+3

5xy — 2x=2y + 3 = x(5y — 2)=2y + 3 = x=
5y -2 -2

Solucion f. Aplicando la definiciéon de inversa de una funcién,

suponiendo que la funciéon es biyectiva, entonces despejamos x en

2
y -3

funcion de y, e.i. y=1/2x +3 = y?=2x + 3 = 2x=y? - 3 = x= =

x -3

#1(x)=

Solucidén g. para que la funciéon f(x)= ix +3 sea biyectiva tiene que
X

2x+3
-2

estar definida de la siguiente manera: f:R - {%} R - { ¥ f(x )—

Solucién h. para que la funcion g(x)=v2x+3 sea biyectiva tiene
que estar definida de la siguiente manera: f: [-%, o) > R} f(x)=v2x +3

6. Un fabricante puede producir celulares a un costo de Bs. 43.000
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cada uno. Calcula que si los vende a x bolivares cada uno podra vender
aproximadamente 150.000 — x celulares al mes. La ganancia mensual del
fabricante es una funcién del precio x al cual vende los celulares.

a. Exprese esta funcién matematicamente

b. ¢Cual serala ganancia si vende los celulares a Bs. 90.000 cada uno.

Solucién a. como la ganancia es el ingreso menos el costo, e.i. G=I
— C, donde en este caso el I=N°de celulares por el precio de venta unitario
de los celulares, entonces, 1=(150.000 — x)x, y C=43.000(150.000 —x), e.i.
N° de celulares=150.000 — x
Precio de venta unitario= Bs. x
Costo unitario por celular=Bs. 43.000
.. el modelo matematico sera: G(x)=(150.000 — x)x — 43.000(150.000) =
G(x)=(150.000 - x)(x — 43.000)

Solucién b): como el precio de los celulares es de Bs. 90.000,
sustituimos este valor por el valor de x en la funcién ganancia y
obtenemos que:

G(x)=(150.000 — 90.000)(x — 90.000) = G(x)=18.404.000.000 Bs.

7. Factorice aplicando Rufini:

a. x3 + 2x2—5x + 6=0
b. x4+ 3x3—7x2—x + 6=0

Solucién a. x3 - 2x2 — 5x + 6=0
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1 -2 -5 6
1 1 -1 -6
1 -1 -6 _0
-2 -2 6
1 -3 0

Luego, x3 -2x2 - 5x + 6=(x + 2)(x — 1)(x — 3)

Solucién b. x* + 3x3 - 7x2 — x + 6=0

1 1 -7 -1 6
-1 -1 0 7 -6
1 0 -7 6 0
1 1 1 -6
1 1 -6 0
2 6
1 3 0

Luego, x*+3x3 - Tx2-x + 6=((x +3)(x +1)(x=1)(x—2)

8.  Aplique fracciones parciales a: f(x)=— 2x2+3

X —2x —-5x+6

Solucién: como x3 - 2x2 — 5x + 6=(x + 2)(x — 1)(x — 3), ver problema

2x+3 A B C
= f(x)= + +
(x+2)(x-1)(x-3) X

anterior, tenemos que: f(x)= 2 1 3
+ X~ X-

donde los valores de A, B y C, se calculan de la siguiente manera:
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A= 2x+3 = A= 22+3 :A:l
(x=1)(x-3) )x__2 (-2-1)(-2-3) 15

B=| 2**3 | _ gz %1+3 _ g 5
(x+2)(x-3) /x-1 (1+2)(1-3) 6

C= _ 2x+3 = C=ﬂ =C= i, .. f(x) se puede escribir
(x+2)(x-1) )x_3 (3+2)(3-1) 10

como: f(x)= ! S + 9

15(x+2) 6(x-1) 10(x-3)

9.  Factorizar aplicando las formulas: x" - y", Ux —Q/;
i. 2x2-5

i, 4x*-1

ii. Yx-¥5

iv. Ux-2

Solucién: Aplicando las identidades:

xN . yn=(x - y)(xn'1 + xn-2y + xn-3y2 o + yn-1) y

ey X

x™1 4 Q/x“'1y i %/xn-2y2 Foreernens +0 y"'1

2
Solucién i. 2x2 =5 = x2 = > = x2 — \E :(x-\ﬁ)(“ﬁ)
2 5 5 5

Solucion ii. 4x4 — 1=x4 - % -
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4 1
4 1) _ 1,3, - ,, 1 1
XT= = =(x - =)x7+ X2+ —x+ —
(2} ( 2)( 2 2 8)

xX-5
[ 2
3x +35x+:\3/g

Solucién iv)?/; —2=Yx-%¥32 =

Solucioén iii. 3/x - 3/5 =

8x 532 = x 32
5/ 4 5\’/ 3 §/ 2 5
X +V32x +V1204x +332768x +31048576

10. Represente graficamente el siguiente polinomio: f(x)=x3 —3x%-x+3

Solucién: para realizar la grafica seguiremos los siguientes pasos:

i Hallamos el dominio de la funcion: Domf=R

ii. Buscamos el corte con el eje Y, (x=0) = f(0)=3, cota al eje Y en el

punto (0, 3)
iii. Buscamos el corte con el eje X, (y=0) = x3 - 3x2 - x + 3=0,
aplicando Rufini

Solucién a): x3 - 2x2 — 5x + 6=0

1 -3 -1 3
1 1 -3
1 -2 0

-2
-3

-1 -1 3
0
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Luego, x3 - 2x2 - 5x + 6=(x + 1)(x — 1)(x — 3)=0, ."., la funcién corta al

eje X en: x=-1, x=1 y x=3, entonces corta al eje X en los puntos (-1, 0),
(1, 0) y (3, 0) estos puntos que cortan al eje de las X, son puntos de
separacion, e.i. como existen tres puntos de separacion, tenemos cuatro
intervalos, en los cuales vamos a tomar un punto de prueba para
determinar si la funcién esta por encima o por debajo del eje X y asi poder
hacer la grafica aproximada.

iv. Puntos de prueba: -2e(~x0, -1); 0e(-1, 1); 2€(1, 3) y 4€(3, +x)

V. Estudio de la funcion por medio de los puntos de prueba:

a. Para x=-2 = f(-2)=(-2)% - 2(2)2 - 5(-2) + 6 = f(-2)=-15, esto quiere
decir que cuando los valores de x crecen indefinidamente la funcién f(x),
también crece indefinidamente

b. Para x=0 = f(0)=6, esto nos indica que en el intervalo (-1, 1) la

funcién esta por encima del eje X.

C. Para x=2 > f(2)=(2)3 - 2(2)2 - 5(2) + 6 = f(2)=1, .., la funcién en el
intervalo (1, 3) esta por debajo del eje X

d.  Para x=4 f(4)=(4)® — 2(4)? — 5(4) + 6 = f(4)=15, esto nos indica que
cuando los valores de x crecen indefinidamente, la funcién f(x) también

crece indefinidamente

vi. Con los datos obtenidos realizamos la grafica:
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+og
f(x)=x3 - 2x% - 5x + 6
3
0 1 0 1 2 3 +o0
=00
Fig. N° 68

11. Use la traslacion en sentido vertical adecuada para representar
graficamente el siguiente polinomio: f(x)=x3 +7x2 — 30x + 2
Solucion: aplicando la definicion de traslacién vertical,

hacemos f(x)=g(x) + 2, e.i. grafiquemos g(x) y luego la trasladamos 2
lugares hacia arriba, para realizar la grafica g(x) seguiremos los
siguientes pasos:

i. Hallamos el dominio de la funciéon: Domg=R

ii. Buscamos el corte con el eje Y, (x=0) = g(0)=0, cota al eje Y en el

punto (0, 0)

iii. Buscamos el corte con el eje X, (y=0) = x3 + 7x2—30x=0,:>

x(x + 10)(x - 3)=0 = x=0, x=-10 y x=3, como existen tres puntos de
separacion, tenemos cuatro intervalos, en los cuales vamos a tomar un

punto de prueba para determinar si la funciéon esta por encima o por
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debajo del eje X y asi poder hacer la grafica aproximada.

iv. Puntos de prueba: -11 (-, -10); -1€(-10, 0); 1€(0, 3) y 4€(3, +x)

V. Estudio de la funcién por medio de los puntos de prueba:

a. Para x=-11 = g(-11)=(-11)3 + 7(-11)2 - 30(-11) = g(-11)=-924, esto
quiere decir, que cuando los valores de x decrecen indefinidamente la
funcioén g(x), también decrece indefinidamente

b.  Parax=-1 = g(-1)= (-1)3 + 7(-1)2 — 30(-1) = g(-1)=36, esto nos indica
que en el intervalo (-10, 0) la funcién esta por encima del eje X.

c.  Parax=1= g(1)=(1)% + 7(1)2 - 30(1) = g(1)=-22, .-, la funcién en el
intervalo (0,3) esta por debajo del eje X

d. Para x=4 g(4)=(4)3 + 7(4)2 - 30(4) = 9(4)=56, esto nos indica que
cuando los valores de x crecen indefinidamente, la funcién f(x) también
crece indefinidamente

vi. Con los datos obtenidos realizamos la grafica:

+00

g(x)=x3 +7x2 - 30x

AN

Fig. N° 69

=00
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Trasladando g(x) 2 cantidades hacia arriba tenemos:

+00
f(x)=x3 +7x% - 30x + 6
=00 -10 0 3 +00
=00
Fig. N° 70

12. Hallar el valor de x en las siguientes ecuaciones exponenciales

a. 2X+4%=72
b. 3**1+9%=108

x2—3x
2 =16

2
X X
Solucién a. 2X + 4x=72 = 2 +(2 ) —72 =0, haciendo un cambio,

y=2X obtenemos que y2 + y — 72=0, factorizando esta ecuacién tenemos:

(y + 9)(y — 8)=0 = y=-9 o y=8, como el valor de y no puede ser negativo,

tenemos entonces que y=8 = 8=2% = 23=2X — x=3
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iz x+1 X x\2 X :
Solucién b. 3 + 97=108 = (3 ) +3:3 -108 =0, haciendo un

cambio, y=3%, obtenemos que y2 + 3y — 108=0, factorizando esta
ecuacion tenemos: (y + 12)(y — 9)=0 = y=-12 o y=9, como el valor de y no
puede ser negativo, tenemos entonces que y=9 = 9=2% = 32=3X =, x=2

2
x —
Solucién c. 2

X X X 4 2 2
=16 = 2 =2 =>x“-3x=4 = x“-3x-4=0

factorizando esta ecuacidon tenemos: (x + 1)(x - 4)=0 = x=-1 o x=4,

13. Hallar el valor de x en las siguientes ecuaciones logaritmicas
a. lg3(x-2)+Ig3x=Ig38
b. Ig(x? - 15x)=3
c. lg(x+5)-Ilg(x-4)=1
Solucidn a. Ig3(x — 2) + Ig3x=Ig38 = Ig3(x — 2)x=Ig38 =
x% - 2x - 8=0, completando cuadrado tenemos que: (x - 1)2 -8 -1=0
= (x- 1)2 -9=0 = (x—-1-3)(x-1+3)=0= (x-4)(x - 2)=0 = x=-2 0 x=4,
pero x no puede ser negativo, .. la solucién es: x=4

%15 3

Ig
Solucién b. Ig(x? - 15x)=3 = 10 =10 = x? - 15x — 1000=0,

factorizando tenemos que: (x — 40)(x + 25)=0, luego x=40 o x=-25, pero x

no puede ser negativo, entonces para este caso la respuesta es: x=40
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xX+5

Solucién c. Ig(x + 5) - Igx-4)=1 = g =lg1( =

X+5 _ 40 = x +5=10x — 40 = 10X —X — 40 — 5=0 = 9x — 45=0 = X=5

x-4
14. Calcular aplicando las identidades trigonométricas:
a. sen105°
b. cos75°
c. tg15°
Solucién a. sen105°=sen(60° + 45°), aplicando la identidad

trigonométrica: sen(a * p)=senacosf =+ senfBcosa tenemos que:

B2 21 2(55.4)

sen60°cos45° + sen45°c0s60° > —x—+ —x— = sen105°=—
2 2 2 2 4

Solucién b. cos75°=cos(30° + 45°), aplicando la identidad

trigonométrica: cos(a * f)=cosacosp F senfsena tenemos que:

c0s30°cos45° - sen30°sen45° = gxg - gxl = cos75°=g(\/§ - 1)

Solucién c. tg15°=tg(45° - 30°), aplicando Ila identidad

M tenemos que: tg15°=M

trigonométrica: t + B)=
g 9t B gataB 1— tg45tg30

tg15°= = tg15°=+/3 -2

o 1-43 oc (1-43)(1-4/3)
tg15 —1+\/§ = tg15 1.3

1-2y3+3
-2
15. Sea sen(x=E y sen[3=i hallar:
. 5 3 :

a. sen(a+p)

b. cos(a-p)



263

c. tg(a+p)

Solucién: aplicando el teorema de Pitagoras:

3 5 2 J13
o p

J25-9 =4 J13-4=3
Fig. N° 71 Fig. N° 72

Solucién a): Aplicando la identidad trigonométrica:

sen(a + B)=senacosp + senfcosa, donde segun el triangulo de la figura

67 y 68 se tiene que: sena=%, cosB-i, senB-i cosa%,

V13 V13’

tga=% y th=§,se tiene que: sen(a + B)=§x 3 + 2 4

5 J13 W13 5

17 ~ sen(c +B)=17\/E
5\13 65

sen(a + B)=

= sen(a + B)=

9 8
+
513  5.13

Solucién b): Aplicando la identidad trigonométrica:

F =N

2
V13

cos(a - B)=cosacosp + senasenp = cos(a - f)=—« 3 +

5 J13

=

o w

18 _ sen(a +B)=18\/ﬁ
5\13 65

cos(a - = cos(a - )=

B)=L+L
513 513

Solucioén c): Aplicando la identidad trigonométrica:

3 2 1
tg(a - B):M = tg(a - B):& = tg(a + B):Q =
1+ tgatgB 1+§xg 3

4 3 2
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tg(o: - B)=%

16. Sea b=40 cm. el cateto opuesto y c=50 cm. la hipotenusa de un

triangulo rectangulo, halle el perimetro y el area del triangulo

Solucion:
50
40
o
1600 +2500 = 1041
Fig. N° 73

Como perimetro de un tridngulo es la suma de sus lados, se tiene

que, P=40 + 50 + 10/41 = P=90 + 10/41 = P=10(9 + J41) cm.

El area del triangulo, es igual a la base por la altura sobre dos, e.i,

_40x10/41

A = A=200/41 cm?

17. Sea c=60 la hipotenusa y o=28°30’ un angulo de un triangulo

rectangulo, halle el perimetro y el area del triangulo

Solucion:
40

28°30’

y
Fig. N° 74

El perimetro del triangulo es P=40 + x + y, donde sen28°30’=4x—0 =

x=40sen28°30’ = x=19,09 y c0528°30’=% = y=40c0s28°30’ = y=35.15 =
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P=40 + 19,09 + 35.15 = P=94.24 cm. y el area =w, luego

A=335.51 cm?2

18. Si los lados de un triangulos son respectivamente a=4 cm. b=13 cm.

y ¢=15 cm. Hallar los tres angulos

Solucioén:

Cc a=13 B

Fig. N°75
Por el teorema del coseno tenemos:

2 2 2
a’=b? + c¢2 - 2bxcxcosO = cose=u
2bxc
-1 b2 2 2 -1 132 152 42
g=cos |- S ~2 =  0=cos - =  0=14.25°,
2bxc 2:13:15
2 2 2 2 2 2
. -1a +b —c -113 +4 -15
analogamente a=cos |————— | = o=cos
2a.b 2134
-1 b2 23 -1 42 152 132
a=112.62° y p=cos |~ =2 | - B=cos L
2bxc 2,415
B=53.13°

20. Demostrar que

senx-Ccosx
senx

=1-ctgx
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1-senx  cosx

b. =
cosx 1+ senx
1
c. ——————— =tgx+ctgx
senxcosx
2
d tgx +ctgx  cos x
) _ )
tgx — ctgx tg x -1
e. (1-sen%x)(1 + tg’x)=senxsecxctgx
iy senx-cosx . s,
Solucién a): ———— =1-ctgx, realizando la division tenemos:
senx
senx-cosx Ssenx CcosX senx - cosx
= - =1-ctgx=> ———— =1-ctgx q.e.d
senx senx senx senx

1-senx  cosx
cosX 1+ senx

Solucién b): , por la propiedad del inverso

1-senx _ (1-senx)(1+ senx)
cosX cosx(1+ senx)

multiplicativo tenemos que: , por la

identidad cos?x=1 — sen?’x o0 cos?x =(1 — senx)(1 + senx) se tiene que

2
(1- senx)(1+ senx) _ cos X - 1-senx  cosx q.e.d
cosx(1+senx)  cosx(1+senx) cosx 1+senx =
- 1 . . 2
Solucién ¢c): ————— =tgx+ctgx, por la identidad cos‘x +
senxcosx
2 2
1 ~ Cos x+sen X

sen’x=1 tenemos que: , aplicando Ia

Senxcosx Senxcosx

definicion de suma de fracciones se tiene que:
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2 2 2 2 2 2
COs x+senx  cOs X  senx N COS X+Sen x _ cosx  senx
senxcosx Senxcosx Senxcosx senxcosx senx cosx
cosx senx 1
+ =ctgx +tgx > —————— = tgx + ctgx q.e.d
senx cosx senxcosx
2

tgx +ctgx cos x
_ T2
tgx — ctgx tg x—1

Solucién d): aplicando las identidades

)

senx  cosx
senx cosx . tgx + ctgx
tgx= y ctgx= , se tiene que: 9 9X _ cosx _senx
cosx senx tgx —ctgx senx cosx
cosX senx

resolviendo la suma y resta de fracciones tenemos que:

2 2
senx COSX  sen X+Cos X
COSX Senx _ _COSXSenX jplicando la division de fracciones no
senx Ccosx 2 2
- sen X-cos X
cosx senx
cosxsenx
2 2
sen X+cos X 9 9
sen X +cos X . L
queda —COSXSENX. _ ——— 5—» aplicando la identidad cos*x +
sen X-Ccos X Sen X-Cos X
cosxsenx
2 2
sen X+cos X 1 .
sen?x=1, tenemos 2 5 = 3 5 por la propiedad de

sen X—-CO0sS X sen X—-COoSs X

elemento inverso multiplicativo se tiene que:

2
1 B coSs X
2 2 - 2 2 =
sen X—-coS X Seh X COoS X
2 2

COS X COS X
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2 2 2
coSs X cos X tgx +ctgx cos x
2 3 =3 = tgx—ctgx =— g.e.d.
sen x cos x tg x-1 9 g tg x-1
2 2

COS X COSs X

Solucion e): (1 - sen?x)(1 + tg?x)=senxsecxctgx, aplicando las

. i . e senx .
identidades trigonométricas: tgx= y cos?x=1 - senx se tiene que
cosx
2
sen x
(1-sen’x)(1 + tg’x)=cos’x(1 + ———) =
cos X
2 2 2
sen x COos X +sen X . . .
cos’x(1 + —2)=coszx( 2 ), aplicando las identidades
cos X cos X
cosXx= y cos?x + sen?x=1, se tiene que:
secx
2 2
,.,COS X +sen x 2 2 . T
cos?x( 5 )=cos“xsecx, por el inverso multiplicativo tenemos
cos X
2 2
5 ,._COS Xsec xsenx
que: cos’xsec?x=
senx

2 2
COS XseC XsenXx _ CosX X COsX

Xsecxxsenx =
senx senx Ccosx

COSsX X COSX

Xsecxxsenx=ctgxxsecxxsenx =
senx CcosXx

(1 - sen?x)(1 + tg>x)=senxsecxctgx g.e.d
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EJERCICIOS PROPUESTOS

1. Dados los conjuntos:

AcHIA={xeZ[-3<x<4} y BcHIB={xcQ/15x? — x - 2=0}. Hallar:

a. AxB, b. BxA, c. a%b con larelacidon "a es el triple de b", d. asb con la
relacion "a es el inverso multiplicativo de b", e. hallar el dominio, el

recorrido, la representaciones sagital y tabular, en cada caso.

2, Dado el conjunto AC#/A={xe §SXSS} y la relaciéon

9={(3, 3), (4, 4), (5, 5), (3, 4), (4, 3)}, probar que % es una relacién de

equivalencia.

. . ,a -
3. Probar que el conjunto ¥ con la relacion "E" es una relaciéon de

orden.
En las relaciones dadas a continuacion:

f={(4,2), (0,11), (3,5), (7,20), (9,15)¢

9=} (5,-20), (0,30), (3,16), (7,11), (8,7)

h=4(3,2), (5,5), (3,7), (-2,0), (8,9)¢

t=1(5,-3), (0,7), (4,3), (8,9), (9,10), (11,16) ¢

a. Obtener sus graficas

b. ¢Cuales de estas son funciones?
C. Hallar el dominio

d. Hallar el recorrido

e. Realizar la suma: (f + g)

f. Realizar la resta: (f — h)



j-
4,

Realizar el producto (fxt)

Realizar el cociente (i )
s

Realizar las operaciones [(f + g) — (h + )]

Realizar las operaciones [(gxt) + (f*h)]
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En cada uno de los ejercicios siguientes decir si las relaciones

dadas son o no funciones y dar una razén para su respuesta. En cada

ejercicio hallar su dominio y recorrido

a)
b)

c)

d)

g)

h)

)

k)

1)

y2=4x

y=-3x + 2

y=lgsxIgsx
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m) y=|gx3

n y=eX

o) y=sen(2x + 3)

p) y=tg(x +m)

q) y=sec(3x-45°)

5. Hallar el dominio y el recorrido de las siguientes funciones:
a) f:[0,00] > [0,00)/f(x)="/-Xx

b) f R > Hf(X)=2x2-5

2x -7
3x-5

c) f:ﬂi’-{;} - ﬁ-{i}/f(x)=

d) f:% o 9Hf(x)=/x+5
6. Estudiar las siguientes funciones:

a) f 92— 99f(x)=x% — 16x — 25
b) fi(~0,5] > Hf(x)=x? — 16x - 25,

c) fi(~0,5] - [0,00]/f(X)=x2 — 16x — 25

Jx
d f:(0,00] > # - {-1}/f(x)=
) (0,09 {-1}/f(x) x+2
7. En Renta Car el alquiler de un automévil es de Bs. 25.500

mas Bs. 2.500 por Km.
a) éCual es el costo del alquiler de un automoévil para un viaje
de 50 Km?

b) Exprese el costo del alquiler como una funcion del numero de Km.
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de viaje.

8. Sean f={(;, 3), (%, 3), (:’ 3), .o}y

g={(0, 1), (;, 2), (1, 3), (2, 4) ..,....}, hallar:

a) (f+g)
b) (f-g)
c) (fg)
d) (flg)
e) f!

f)  (fog)

9. Sean f(x)=2x + 3, g(x)=/3x + 5, h(x)=3x2 = 5x + T y t(x)=gx_3, hallar:

a) (f+gx, b) (F-9x c) (@%tx d) (W)x e (@")x f(t")x o)
(fog)x,

h. (hog)x, i) (tog)x

10. Comprobar que (fogoh)x=[fo(goh)x]x=[(fog)xoh]x, e.i. que la

composicion de funciones cumple con la propiedad asociativa.

11. Represente graficamente las siguientes funciones:

a) f(x)=x
b) g(x)=x
c) hx)=3x

d) t(x)=:
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e) s(x)=-/x
=1
f) vix)= 2’

12. Pepe Ganga ofrece la siguiente venta especial. Si se compra 5
camisas al precio total de 10.400 Bs. por camisa, entonces pueden
comprarse camisas adicionales a mitad de precio. Hay un limite de 9
camisas por cliente. Exprese el costo de la compra de las camisas como
una funcién del numero comprado y grafique esta funcién.

13. La linea aérea Avior cobra por viaje de San Fernando a Maiquetia a
los ninos segun la siguiente politica: ninos menores 2 anos no pagan,
ninos con edades comprendidas entre 2 y 12 ainos pagan Bs. 50.000 y
todo niio mayor de 12 afnos paga Bs. 80.000. Exprese el precio como una
funcion de la edad de la persona y graficar esta funcién.

14. Basandonos en el ejercicio (11) sin calculos adicionales graficar:
= 3 =y3 — 3
a)  g(x)=(x-3)” h(x)=x>+5, t(x)=5 - (x - 2)

b) g(x)=3x -2, h(x)=3x+1, t(x)=3 - 3x,

1
2-X

o) 9""=,1(*2’ h(x)=3 -

d g(x)=/x+3, h(x)=2-x,

-1

_ 1
(x+2) hixj= (x+2)

e) g(x)=2-
15. Encontrar la pendiente y la ordenada al origen de cada una de las
siguientes rectas y trazar su grafica:

a. y=3x
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b. y=2x-2

c. x+y=0

d 2x+4y=12

e. x=-3

f. y=2

16. Escribir la ecuacion de la recta que tiene las siguientes propiedades:
a) Pasa por el punto (2, 1), con pendiente 3

b) Pasa por el punto (:2, ;) paralela al eje X

c) Pasa por el punto (:, -1) paralela al eje Y

d) Pasaporlos puntos (1, 3)y (2, 5)

e) Cortaalos ejes de coordenadas en x=3 e y=5.

17. Encuentre un numero real k tal que p(-1, 2) esté sobre la recta
kx — 5y + 2=0

18. Encuentre una ecuacion para la recta que satisface las

condiciones que se dan a continuacion:

a)

b)
c)

d)

e)

Pasa por el punto p(2, -6) y tiene pendiente m=;

Pasa por el punto p(10, -6) y es paralela al eje X
Pasa por el punto p(10, -6) y es perpendicular al eje Y

Pasa por el punto p(7, -3) y es perpendicular a la recta 2x — 5y — 8=0

Pasa por el punto p(_Ts, _71) y es paralela a larecta x + 3y — 1=0
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19. Hallar (f + g)x, (fg)x y (i)x con los siguientes pares de funciones:
9

a) qux+1ygqui1

b) f(x)=/x+3y g(x)=x3 + X
c) f(x)=x2-1ygXx)=/x+1

20. Muestre que las funciones: f(x)=+/x%-1 y g(x)=x| - 1, no son

inyectivas.

21. Muestre que las funciones: f(x)=x +1y g(x)=31, son inyectivas
X +

22. Supodngase que se han restringido los dominios de las funciones
que se dan, de tal forma que se puede definir fog y gof. En cada caso

hallar (fog)x y (gof)x:

a) f(x)=5x + 10 y g(x)=x? + 1

b) f(x)=/x+-/x+1y g(x)=x2

c) f(x)=x2 -4y g(x)=-/2x -1

_4x+2 _
d) f(x)= 3x 5 y 9(x)=2x +3
e) f(x)=x -2y g(x)=-5

=2 _ x+1
f) f(x)=x“+1y g(x)‘m

23. Hallar g de manera tal que fog=F, suponiendo que:
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2
a)  fx=xly g(x)=[1 _ )(14]

b) f(x)=x% + 1y g(x)=(2x3 - 1)% + 1

24. Para cada una de las funciones dadas, encuentre funciones fy g

tales que h(x)=(gof)x:
a) h(x)=+/2x-1
b) h(x)=6(x — 3)2 —x +2

25. En cada una de las funciones F dadas, encuentre funciones f, g,y h

tales que F(x)=h(g(f(x))):

a)  f(x)=/(x-3)
b) f(x)=/(2x-3)
c) f(x)=In(2x - 5)*
d) f(x)=sen?(x + 5)

26. Las siguientes funciones pueden ser expresadas como una
composicion (fog)x. Determine las funciones f y g que forman dicha

funcion:
a)  f(x)=(x - 3)°
b)  f(x)=(x +3)2 +2

c) f(x)=/x-5

27. Determinar si cada una de las funciones siguientes es inyectiva o



no y halle su inversa en caso de que lo sea:

a)

b)

c)

d)

g)

29.

30.

mes, que pueden ser vendidos a $ 30 por barril.

f(x)=3x +1

f(x)=x> - 1
1
M= %

1
3x —2

fx)= 1-

f(x)= z

g) f(x)=x2 - 3x +2

Obténgase la funcion inversa f! en cada caso:

f(x)=3x +1

f(x)=x2 + 2x -1 con x>-1

f(x)=x4 con x>0

f(x)=/x-3,

4x +5

f(x)=
x) 3x +1

f(x)=x> + 1

5x +2
X

f(x)=

Sean f(x)=x3 y g(x)=2x — 1. Calcular: a) (fog)x, b) (gof)x c) f 1 d) g'1
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Cierto pozo de petroleo rinde 500 barriles de petréleo crudo por
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a) Establezca una funciéon que exprese el ingreso total proveniente del

pozo de petréleo.

b) ¢A cuanto ascenderan los ingresos provenientes del pozo de

petréleo durante los proximos 6 meses?

31. Un alpinista asciende a la rata de 46.8 m/h. Después de 4 horas ha

llegado a una altura de 1.435,2 mts.

a) Exprese la altura a que esta el alpinista como una funciéon del

tiempo y represente graficamente esta funcién.

b) ¢A qué altura se encontraba cuando comenzé a escalar?

c) ¢A qué altura se encontrara al finalizar 6 horas?

32. Un constructor compra una maquinaria por un valor de Bs.

34.000.000 que deprecia linealmente de manera que su valor comercial

después de 10 aiios sera de Bs. 1.700.000.

a) Exprese el valor de la maquinaria como una funcién de su
antiguedad.

b) ¢Cual es el valor de la maquinaria después de transcurridos 4 anos?

c) ¢Cual es el tiempo de vida comercial de la maquinaria?

33. EI valor de cierto libro raro se duplica cada 10 afnos. El libro

costaba originalmente Bs. 5.100.

a) ¢Cuanto vale el libro cuando tenga 30 afos?, ;cuando tenga 40
anos?

b) ¢Puede expresarse el valor del libro como una funciéon de su

antiguedad? Explique su respuesta.
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34. El museo de Historia natural local cobra la entrada de grupos de
acuerdo con la siguiente politica: a los grupos menores de 50 personas,
se les cobra una tarifa de Bs. 2.500 por persona, mientras que a los
grupos de 50 personas o mas se le cobra una tarifa reducida de Bs. 1.700
por persona.

a) Exprese la suma que ha de pagar un grupo por su entrada al museo
como una funcién del tamaio del grupo y grafique.

b) ¢Para cuales valores de la variable independiente tiene esta
funcién una interpretacion practica?

c) ¢ Cuanto dinero ahorrara un grupo de 49 personas en los costos de
entrada si puede conseguir un miembro adicional?

35. Dadas las funciones definidas mediante f(x)=x? — 2, g(x)=3x + 1y

h(x)=x: hallar:

a) (f+g)x
b) (f—h)x
c) (g*h)x
d) (g]x
e) (g9-f)x

36. Los graficos que se dan a continuacién corresponden a las
funciones y=f(x) e y=g(x), Determinar:

a) Dominioy recorrido de f(x) y g(x)

b)  f(-4), (0), f(1), f(2), £(3), y f(-6)

c) g(-4), 9(0), 9(2), 9(3), 9(4), 9(5) y 9(6)
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d) Siy=f(x)=3, ¢ Cual es el valor de x?
e) siy=g(x)=3 ¢Qué valores de x la satisfacen?
f) ¢Es f una funcién inyectiva? De no serlo, cuales son las

restricciones a su dominio que permiten a f ser inyectiva

y=g(x:3

4 3 2 401 2 3 ‘145-3-2-10 1

37. Dados los polinomios f(x)=3x5 —4x3 +3x2—2x + 7
g(x)=4x4 —3x3+2x-3 y h(x)=x6 —3x2 + 5 Hallar:

a) (f+g)x
b) (f-g)x
c) (fF+g-2h)x

d) (f-3g-2h)x

e) (f.g)x
f)  h3(x),
g) (g-h)x

h) (g.f-h)x
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38. En cada una de las funciones que se dan a continuacioén, determine

su dominio y trace su grafica

a) f(x)=[x-7
b) f(x)=- x-2
c) f(x)=-|x| +2
d f(x)=2)x -3
4x? -1
f(x)= :
°) ) 3x2 +1

) fx)=/x+2

2x -1
3x2+1

AJX+3
xX-5

/x

g) fix)=

h)  f(x)=

. f = O
) 0=,

9

x3 +9x2 +27x +35

) fx)= <15

2 —
K fx)= (x+1)2(x +3x-10)

X“+6x+5

X
x2 -1

) f(x)=

x2_4 si x>3
m) f(x)=
2x -1 si x>3



p)

q)

39.

a)

b)

38.

expresion dada en cada caso:

a)

b)

f(x)=4

f(x)=4

f(x)=1

f(x)=1

f(x)=4

.

’ 6x + 7 si x<-2

4 — x si x>-2

’
X si x=3

-2 si x<-3

.

-1 si x<0

2 si 0<x<3
4 si x>3

2

X si x<2

=X Si x>2

X + 4 si x<-2

5 si x>3

\

x\ si -2<x<3
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Dados los polinomios f(x)=2x4 + 5x3 - x2 + 5x -3, g(x)=x - 3, h(x)=2x +

1 Hallar:

(Fx
g

(;)x

Determine Q(x) y R(x) tales que P(x)=R(x)*Q(x). Si P(x) es la

P(x)=2x2 — 3x + 1

P(x)=-3x2 + 5x + 2



g)

h)

39.

P(x)=7x% - 34x - 5

P(x)=3x2 + 2x — 1
P(x)=x3-3x% +x-3

P(x)=x3 —2x2-5x+6
P(x)=2x> — 3x2 — 5x + 6
P(x)=2x* - 5x3 — 5x% + 5x + 3

M Si:

Determine en cada caso: R(x) tal que R(x)=
Q(X)

P(x)= 2x* — 5x3 — 5x2 + 5x + 3, Q(x)= 2x% — 3x + 1
P(x)=x3 —3x2 +x -3, Q(x)=3x2 +2x -1
P(x)=x> — 2x2 — 5x + 6, Q(x)=-3x2 + 5x + 2

Factorice, aplicando Ruffini:

f(x)=-x3 +3x-2

f(x)=2x3 + 3x% - 11x - 6
f(x)=2x4 + 5x3 - x? + 5x - 3,
f(x)=24x* + 14x3 — 13x% — 2x + 1
f(x)=x5 - 1

Aplique fracciones parciales a:

283
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2x -2
a) hx=," °
x“ -2x-15
3x2 _5x+2
b) h(x)= >
x” +6x°“+11x+6
3x2 -2
c) h(x)=
6x3 +2x% -24x -8
3 2
xX° —4x“ - 3x
d hkx)=_4 3 ou2
5x™ +19x” —-9x“ -19x + 4
2_
e) h(x)= 4x“ —5x +1

24x3 —14x% —x +1

42. Factorizar, aplicando las formulas: x" +y", Wx +nhly
a)  f(x)=x° +1
b) f(x)=3x%+ 2

c) fx)=x5+6

d f(x)=2-x°
e) f(x)=x*-3,
f) fix)=4x-5

g) f(x)=2x+4

h) f(x)= %x +72
43. Use la traslacion en sentido vertical adecuada para representar

graficamente los siguientes polinomios:

a) f(x)=x?+3x +4
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b) f(x)=x° +x% +5

c) f(x)=x>-3x3+3

44. Represente Graficamente los polinomios:
a)  f(x)=(x + 3)(x - 1)?

b)  f(x)=(x + 3)(x - 1)°

c)  f(x)=(x -3)(x -1)*

d)  f(x)=(x - 3)(x - 1)°

e) ¢ Qué puede decir, sobre el comportamiento de cada grafica en el

apartado a) hasta el d) cerca del punto de Interseccion (1,0)?

i) Se dice que una raiz xo de un polinomio f(x) es una raiz de orden Kk,

si k es el mayor entero para el cual (x - Xo)k es un factor de f(x). Sobre la

base de las observaciones hechas por usted en la parte i) ¢qué
conclusion puede obtener acerca del comportamiento de la grafica de un
polinomio cerca del punto de interseccion con el eje X proveniente de una
raiz de orden par?, ¢;qué conclusion puede obtener acerca del
comportamiento de la grafica de un polinomio cerca del punto de
interseccion con el eje X proveniente de una raiz de orden impar? De una
justificacion para las conclusiones obtenidas por usted

45. Hallar el valor de x en las siguientes ecuaciones exponenciales:

a) e2XadX=g14



b)

g)

h)

)

k)

1)

(&5x+1)2 =e
1

27) X +1=_
(27) 3

3e3X*1=5

6e! =X +1=25
2(10)% + (10)* + 1=4
4%+ 37

52X —5=g

5(3% - 6)=10

453 %X_7=2

8
x4

2_
3x 5x+6 -1

2X* 1+ 4%=288

2% 42X+ 14 9 X+ 2-5¢

52X* 2 4 (25)% + (25)* ~ 1=651

?/83x+2 _ \/32x—1

169X ~14.137* +13 =0,

3X,3X *+1,3X—-22943
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t)

g)

h)

)
k)

1)

52x-2, 52x—3 , s2x-4_155
625

1 -2X
(j _5.2%2 __5g
2

2X+1+2X+2+2X+3=64

Hallar el valor de x en las siguientes ecuaciones logaritmica:
Ig(x — 3)=3

lg2(x + 1)=4
lga(3x — 4)=2

Iga(2x + 4) — 3=1g43,

Ig(3x —1) - Ig(x — 3)=2

Igx + Ig(x — 5)=2

Ig3(2x + 3)=4 - Ig3(x + 6),

Ig(x + 2)%=2

lg, )2( =3+1g,x

Inx=In(3x +1) + 1

Ig(x2 - x - 5)=0,

Ig(3x + 1) + Ig(6x — 1)=Ig(9x — 1)
(ng)2 + 6lgx + 9=0

Ig27x + Igex=10,
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g)
h)

48.

lg(x — 1)=0.25

lg . .,130=16

Transformar:

0.45 radianes a grados
2.25 radianes a grados
0.33n radianes a grados
1.257% radianes a grados
15° a radianes
45°25’°30” a radianes
100°20°38” a radianes

290°35°42” a radianes

288

Si ¢ es la hipotenusa y a y b los catetos opuestos y adyacentes

respectivamente de un triangulo rectangulo, calcular en cada caso el lado

Hallar la hipotenusa ¢ de un tridAngulo rectangulo isésceles si se

que falta
a) a=10cm. b=6cm.
b) a=30 cm. b=40 cm.
c) c¢=32cm.a=12cm.
d) ¢=32cm. b=20 cm.
e) ¢=100 cm. b=80 cm.
49.

sabe que:
a) a=4cm.
b) a=6cm.



51.

289

a=15cm.

a=9 cm.

a=11cm.

Hallar la altura h de un triangulo equilatero si se sabe que:
=18 cm.

=12 cm.

I=6 cm.

I=15 cm.

=45 cm.

Hallar el perimetro y el area de los siguientes triangulos

rectangulos sabiendo que ay b son los catetos y ¢ es la hipotenusa

a)
b)
c)
d)

e)

52.

a)
b)
c)
d)

e)

53.

c=30 cm. y a=25 cm.

c=7.5cm. y b=5.25 cm.

c=5.3 cm.y a=4.7 cm.

a=22 cm. y b=45 cm.

a=30 cm. y b=40 cm.

Hallar los angulos de los siguientes triangulos:
a=5,31 cm. b=10.91 cm. y c=13 cm.
a=85,04 cm. b=70 cm. y ¢=79.2 cm.
a=33 cm. b=51.47 cm. y ¢=46.25 cm.
a=28 cm. b=34 cm. y c=26 cm.

a=10.59 cm. b=14.77 cm. y ¢=20.15 cm.

Hallar el perimetro y el area de los siguientes triangulos



g)
h)

)

k)

1)

oblicuangulos:

b=50 cm. c=66.6 cm.y LA=83°26 °
a=60 cm. b=50 cm. y ZC=78°28’
c=54.75 cm. b=318 cm. y £B=41°27’
b=61.52 cm. c=83.44cm. y ZA=29°14’
b=40 cm. c=24.8 cm. y LA=98°9"
Calcular el valor de las siguientes
sen48°

c0s25°22’

tg28°32°20”

3z
seC —
4

CSC——

tg1.2n
sen25° + sen40°
cos70° - cos20°

sen24°+senb56°
c0s24°+cos56

sen5x —-sen3x
cos5x —cos3x

4sen60°-2tg230°
1-cos230°

5tg30°-tg45°
cos30°

razones
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trigonométricas:



55.

g)

h)

)

k)

1)

Demostrar que:

senx —ctgx

=cosxxctgx
tgx —cscx

cos2x
coSsX

=2C0SX — secx

secX +CcscXx
1+ tgx

=CSCX

tgx

sec2x= 2
1+ tg“x

co0S2X + sen2x

=CscX
senx COSX

secX + CcosX
1+ tgx

=CSCX

1 1
+ =Zsec2x
1-senx 1+ senx

secx-cscx  tgx-1
secx+cscx tgx+1’

sectx - sec2x=tg4x + tgzx

senx-—sen3x=1gxcos3x

1+ctgx 1+tgx
cscx secx

secx +1 3 1+ cosx
secx—-1 1-cosx

csczx -1

seczx -1

=ctg4x
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pP)

56.

g)
h)

)

COSX COSX
= =2secX,
1+ senx 1-senx

se n3x + COS3X

=1 + senxcosx

senx+ cosXx

Hallar el valor de x en las siguientes ecuaciones trigonométricas:
2tg®x + 3secx=0 x<[0,27]

cos2x + cosx + 1=0 xe[0,27]

10cos?x — 6=0

sen3x=senx —sen2x xe[0,2n]

sen3x C€os3X _
senx CcosX

2

cosbx=1 — Zsen23x,

senx + 1=4senx — cos2x
sen(60° - x) — sen2x=0

sen2x + cosx=0,

X
2sen?” =1 — cosx
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Matematica
General

El libro estd conformado por siete capitulos a lo
largo de los cuales el autor hace un despliegue se sus
conocimientos en esta area y brinda apoyo al lector
sobre temas como teoria de conjuntos, conjuntos
numeéricos, teoria de conteo, desigualdades e inter-
valos y funciones reales. La presencia de numerosos
ejercicios resueltos y formulados con la mayor canti-
dad de detalles posibles permiten al lector estudioso
comprender sus fundamentos para aplicarlos luego
en aquellas situaciones de la vida real que requieran
de su uso. De igual forma, en cada capitulo se inclu-
ye gran cantidad de ejercicios por resolver, los cuales
permiten tanto al estudiante como al docente
contar con una base sobre la cual poner en practica
los aspectos tedricos explicados en la obra. La mayo-
ria de las explicaciones dadas en la obra, sobre todo
aquellas relacionadas con las funciones reales, se
complementan con figuras que permiten ampliar la
vision acerca del tema logrando de una manera
armonica un equilibrio entre los aspectos numéricos
y los graficos.




