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PROLOGO

En el campo relacionado con la ingenieria es necesario conocer de
muchas herramientas de matematicas, de calculo y analisis, ya que los modelos
matematicos son de gran importancia en este campo como en otros relacionados
con la vida diaria. Para la creaciéon de tales modelos necesitamos tener
conocimientos sobre el algebra matricial, asi como del calculo diferencial e
integral, entre estas se encuentran: la nocion de limite y continuidad, las
derivadas, la integral de Riemann, las ecuaciones diferenciales y las distintas
transformadas integrales, entre otras herramientas del calculo, es por esto que
este libro texto para los estudiantes que estudian Ingenieria es de una
importancia, asi para todos aquellos estudiantes de cualquier rama de la técnica
0 ciencias sociales, en todas los Vicerrectorados o Escuelas de las
Universidades Tradicionales o Privadas del pais o cualquier parte del mundo,
donde se imparten los topicos antes mencionados, es por este motivo que se
justifica que nuestra Universidad la UNELLEZ, se nivele en el aspecto para que
nuestros egresados puedan competir con todos los profesionales de cualquier
Universidad. Por medio de este Texto trato de aportar los conocimientos
adquiridos en muchos afios de experiencia en mi vida profesional de manera
razonada, por otra parte también se justifica este libro ya que puede servir de
guia para que los docentes que dicten los Sub-Proyectos o asignaturas de
Matematica y Calculo; y cualquier persona que necesite indagar a cerca de los
limites, continuidad, derivadas, integrales, ecuaciones diferenciales,

transformadas de Laplace, puedan utilizarlo.



Este libro texto esta dividido en 12 capitulos que contienen elementos
matematicos basicos y complejos que facilitaran la comprension de una gama
de definiciones. Por ser éste un texto basico, los usuarios tendran que dedicar
gran parte de su tiempo al mismo, sin olvidar que las operaciones basicas y el
conjunto de los numeros reales vistas en los afos anteriores y que se van a
incluir en este texto en el Capitulo 0, van a ser predominante para el

entendimiento del mismo.

Este libro texto pretende que los leyentes desarrollen su capacidad de
analisis, aplicacion y sintesis en el area de las Matematicas que le ayuden
fundamentalmente a la mejor comprensién de todos los Sub-Proyectos que
cursara en su venidera carrera en nuestra Universidad y en su formacion

intelectual.

El Titulo que poseo es de Licenciado en Matematicas egresado de la
Universidad del Zulia y de Magister Scientiaarum en Administracion de la
Universidad Ezequiel Zamora. Actualmente me desempefio como Profesor a
dedicacion exclusiva con categoria titular en la Universidad Ezequiel Zamora,

en las Carreras de Administracion, Contaduria, Educacion e Ingenieria.



CAPITULO O

TEORIA DE CONJUNTOS



En este capitulo se estudiara: Definicion de conjunto, Formas de denotar
un conjunto, Cardinal de un conjunto, Inclusiéon de conjunto, Igualdad de
conjunto, Conjunto vacio, Conjunto universal, Conjunto de las partes,
Conjunto finito, Conjunto infinito, Unién de conjuntos, Intersecciéon de
conjuntos, Diferencia de conjuntos, Complemento de un conjunto, Cardinal
del conjunto AUB, Cardinal del conjunto AUBUC y aplicaciéon de los
conjuntos a la vida real

Definicién 1: Un conjunto se define como una agrupacion de entes

o cosas (llamados elementos), por ejemplo el conjunto formado por los
alumnos de una seccién de clases. Los conjuntos los expresamos con
letras mayuscula, A, B, C, ..., los elementos de un conjunto con letras
minusculas encerrados entre llaves, por ejemplo, el conjunto A={a,
b, ¢}, para decir que un elemento pertenece a un conjunto utilizamos la
letra griega € , y para decir que un elemento no pertenece al conjunto
utilizamos la misma letra pero atravesada por un /, por ejemplo a€A, se
lee a pertenece al conjunto Ay d¢A, d no pertenece al conjunto A.
Los conjuntos se denotan por:

a. Por comprensién: cuando se da una caracteristica del conjunto, por

ejemplo: el conjunto B={x/x es un Estado llanero} esta determinado por

comprension.



b. Por extension: cuando se mencionan cada uno de los elementos de

un conjunto, del ejemplo anterior el conjunto B expresado por extension
seria B={Apure, Barinas, Cojedes, Guarico, Portuguesa}.
Definicién 2: El numero de elementos que posee un conjunto recibe

el nombre de cardinal de un conjunto y se denota con la letra n( ), por

ejemplo, los cardinales de A y B se denotan como n(A)=3 y n(B)=5
respectivamente.

Definiciédn 3: Un conjunto se dice que es vacio si nho posee

elementos, es decir, si su cardinal es igual a cero y se denota con la letra
griega phi ¢ o { }, matematicamente se define el conjunto vacio como ¢
={xeA A xgA}.

Definicién 4: Se define conjunto universal como el conjunto de

referencia que contiene un grupo de conjuntos dados, por ejemplo
podemos tomar al Vicerrectorado de Planificacion y Desarrollo Regional de
la Unellez como conjunto universal de los conjuntos formado por los
salones, los Programas, las Coordinaciones, la Administracion, etc. pero el
Vicerrectorado de Planificaciéon y Desarrollo Regional de la Unellez puede
también ser conjunto de otro conjunto universal mas grande, por ejemplo
San Fernando de Apure, pero San Fernando de Apure puede ser de otro
conjunto universal mas grande, por ejemplo Venezuela y asi
sucesivamente.

Definicién 5: Un conjunto es finito si su cardinal es contable, en caso

contrario se dice que el conjunto es infinito, ejemplo, el conjunto A={a, b,



c} es un conjunto finito, mientras que el conjunto C={x/x es una estrella} es
un conjunto infinito.

Definicion 6: Decimos que un conjunto A esta incluido o es

subconjunto de otro conjunto B si se cumple: AcB < VX, xeA A xeB, que

se lee: A esta incluido en B, si y solo si, para todo elemento “x”, el “x”
perteneciente al conjunto A y el elemento “x” pertenece a B, y su

representacion grafica es:

Fig. 1

Para decir que un conjunto no es subconjunto de un conjunto A no
esta incluido en B, escribimos AzB < (xeA A x¢B), que se lee A no esta
incluido en B si y solo si “x” pertenece a A y “x” no pertenece a B, como
podemos ver en el la Fig. 1, BzA, ya que, existe un y tal que “y” pertenece
a B e “y” no pertenece a A, matematicamente se escribe: 3y/(yeB A ygA).

Definicién 7: Al conjunto de todos los subconjunto de un conjunto

se le llama parte de un conjunto o potencia de un conjunto se denota por

P(C),y su cardinal se encuentra por medio de la progresion geométrica
n[P(C)]=2", donde n es el cardinal del conjunto, de aqui que el

conjunto vacio es subconjunto de todos los conjuntos y todo conjunto



es subconjunto de si mismo, por ejemplo el conjunto vacio tiene un solo
subconjunto que es el mismo, n[P($)]=2°= 1 y el conjunto A tiene 8
subconjuntos ya que n[P(A)]=23=8, que en este caso son P(A)={¢, {a}, {b},
{c}, {a, b}, {a, c}, {b, c}, A}.

Definicién 8: Dos conjuntos A y B se dicen que son iguales siy
solamente si A esta incluido en B y ademas B esta incluido en A,
matematicamente esto se escribe: A=B < (AcB A BcA).

Definicién 9: Se define la unién de dos conjuntos A y B como
los elementos “x” que pertenecen al conjunto A o los elementos de
“x” que pertenecen al conjunto B, es decir, “x” pertenece a la
union de A yB, si y solo si “x” esta en A o “x” esta en B,
matematicamente: xeAUB < (xeA v xeB), esto se ilustra graficamente en

las figuras 2, 3 y 4.

Fig. 2 Fig. 3 Fig. 4
De la Fig. 3 podemos deducir el siguiente teorema: si AcB =

AUB=B.




Decimos que un elemento “x” no pertenece a la unién de dos
conjuntos Ay B si “x” no esta ni en A ni en B, matematicamente xgAUB <
(xgA A xgB).

Definicién 10: Se define la Intersecciéon de los conjuntos Ay B ()

como: el elemento “x” que pertenece tanto a A como a B, es decir son los

elementos comunes a los dos conjuntos, matematicamente: xeANB <

(xeA A xeB).
B K K
A B B A B
©)
Fig. 5 Fig. 6 Fig. 7

De la Fig. 6 podemos deducir el siguiente teorema: Si AcB =
ANB=A.

Si x no esta en la interseccion se dan las siguientes conjeturas:
 xeA A xgB = x esta en A pero no estaen B
x¢zANB < < x¢A A xeB = x no esta en A pero si estaen B

X¢A A X¢B = x no estanien Anien B

\
De estas tres conjeturas se obtiene xgAnB < (xg¢A v x¢B), es

decir, si x no esta en A o no esta en la interseccién o si x no esta en B

tampoco esta en la interseccion.



Definicion 11: Se define la diferencia (-) de los conjuntos A y B

como: como el elemento “x”, que esta en A pero no esta en B,

matematicamente: xe(A - B) < (xeA A xgB).

M u u

Fig. 8 Fig. 9 Fig. 10

De la Fig.9 podemos deducir el siguiente teorema: Si AcB = A - B=¢.
Si x no esta en la diferencia se dan las siguientes conjeturas:
xeAAXxeB = xestaen AyxestaenB
xgA -B ©<€ x¢gA A xeB = x no esta en A pero si estaen B
xgAAXxgB => xnoestanienAnienB
De estas tres conjeturas se obtiene x¢A - B < (xgA v xeB), es
decir, si x no esta en A, no esta en la diferencia o si x esta en B, tampoco
esta en la diferencia.

Definicion 12: Se define el Complemento de un conjunto A como:

(A') el elemento “x” que esta en el conjunto universal y no esta en el
conjunto A, matematicamente: xeA' < (xep A xgA), es decir, xeA' & xgA,
si pertenece al complemento del conjunto A, entonces x no esta en A, o
viceversa, si esta en A no esta en su complemento, es decir, la unién del

conjunto A con su complemento A’ es el conjunto universal: AUA’=p vy el




10

conjunto A interceptado con su complemento resulta el conjunto Vacié:

AnA=)

A’

Fig. 11

Ejemplo: Sea el conjunto universal u={1, 2, 3, ...., 10} y los conjuntos

A={1, 2, 3, 4, 5}, B={1, 3, 4, 6, 7} y C={2, 4, 6, 8} si estamos interesados en

hallar: AUB, AnC, An(BUC), A-C y [(AnB)-C7’, lo primero que hacemos es

representar los conjuntos u, A, B y C graficamente ver la Fig. 12, luego

aplicamos

complemento, obtenemos:

a.

b.

AUB={1, 2, 3,4, 5, 6, 7}
ANC={2, 4}
A(BUC)={2, 4}
A-C=(1, 3, 5}

[(AnB)-C]’={2, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10}

las definiciones de unioén,

interseccion,

diferencia y
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Fig. 12

Definicion 13: Se define el cardinal del conjunto AUB, como el

numero de elemento que esta en A o esta en B y se obtiene por la formula:

n(AUB)= n(A) + n(B) - n(AnB) y su representacion grafica esta en la Fig. 13:

1l
| }B
A'NB’
Fig. 13
Definicion 14: Se define el cardinal del conjunto AUBUC, como el

numero de elemento que esta en A o esta en B o esta en C, y se obtiene por
la formula:
n(AUBUC)= n(A) + n(B) + n(C) - n(AnB) - n(AnC) - n(BNC) + n(ANBNC) y su

grafica se muestra en la Fig. 14
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ANBNC’ A’nB’NC

A’'nB’'NC’

Fig. 14

De la Fig. 14 se tiene que:
n(p)=n(AUBUC) + n(A'nB'"C') =
n(A'nB'nC')=n(n) - n(AUBUC) o n(AUBUC)=n(u)-n(A'nB'nC’)

Ejemplo: En reunion del Coordinador de Extension con los
Facilitadores del curso de Aritmética para la escogencia de los dias en que
se dictara el curso de Aritmética, el Coordinador de extension recomendoé
que el curso se puede realizar en tres dias los cuales son: lunes de 2:00
p-m. a 6:00 p.m., miércoles de 2:00 pm. a 6:00 p.m. y los viernes de 8:00
a.m.a 12:00 m.

En consulta con los Facilitadores (17) para ver que dia de los antes
mencionados ellos no querian la sesién de clases, se obtuvo la siguiente
informacion:

8 no querian las clases los lunes
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8 no querian las clases los miércoles
6 no querian las clases los viernes
4 no querian las clases los lunes y miércoles
3 no querian las clases los lunes y viernes
2 no querian las clases miércoles y viernes
1 no querian las clases los tres dias antes mencionados.
Se desea saber:
a. ¢Cuantos de los Facilitadores no querian las clases uno de los dias
mencionados?
b. ¢Cuantos de los Facilitadores querian las clases los dias
mencionados?
c. ¢Cuantos de los Facilitadores no querian las clases los lunes
exclusivamente?
d. ¢ Cuantos de los Facilitadores no querian las clases los miércoles
exclusivamente?
e. ¢Cuantos de los Facilitadores no querian las clases los viernes
exclusivamente?
f. ¢Cuantos de los Facilitadores no querian las clases los lunes y
miércoles exclusivamente?
g. ¢Cuantos de los Facilitadores no querian las clases los lunes y
viernes exclusivamente?
h. ¢ Cuantos de los Facilitadores no querian las clases los miércoles y

viernes exclusivamente?
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Solucion: Denotaremos los que no querian las clases los lunes por

n(L), los que no querian las clases los miércoles por n(M) y los que no
querian las clases los viernes por n(V).
Datos: n(L)=8, n(M)=8, n(V)=6, n(LnM)=4, n(LNV)=3, n(MnV)=2,
n(LAMNV)=1,
a. n(LUMUV)=?
b. n(L'mMnV)=?
c. n(LnAM'nV)=?
d. n(LNMNV')=?
e. n(LNAM'V')=?
f. n(L'nMnV')=?
g. n(L'nM'nV)=?
h. h.- n(LAM'nV")=? Solucién:
a. Segun la formula para el cardinal de AUBUC, tenemos:
n(LUMUV)=n(L) + n(M) + n(V) - n(LNM) - n(LNV) - n(MnV) + n(LAMANV) =
n(AUBUC)=8 + 8 + 6 — 4 - 3 - 2 + 1=14 = n(AUBUC)=14, lo que quiere decir
que hay 14 Facilitatores que no quieren clases los lunes o los miércoles o
los viernes
b. Como n(p)=n(LUMUV) + n(L'nM'nV') =
n(L'nM'nV')=n(u)- n(AUBUC) = n(L'nM'nV')=17 — 14=3, existen tres
Facilitadores que quieren clases los dias lunes, miércoles y viernes.

Para el resto de las preguntas la obtenemos mediante la Fig. 15.

Sabemos que 4 no quieren clases ni los lunes ni los miércoles, pero
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ademas sabemos que entre esos 4 hay 1 que ademas no quiere clases
los viernes, es decir los que no quieren clases exclusivamente los lunes
y miércoles son 3 Facilitadores, de igual manera se llega a la conclusion
de que los que no quieren clases exclusivamente los lunes y viernes son
2 Facilitadores y los que no quieren clase los miércoles y viernes
exclusivamente es 1 Facilitador, los que no quieren clases
exclusivamente los lunes son 2 Facilitadores, los que no quieren clases
exclusivamente los miércoles son 3 Facilitadores y los que no quieren
clases exclusivamente los viernes son 2 Facilitadores.

u=17

AR

Fig. 15

EJERCICIOS RESUELTOS

1. Expresar por extension cada uno de los conjuntos que se dan por

comprension.

a)  As{x/xeZ/x? + x - 12=0}
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Solucién: Factorizando x2 + x - 12=0, buscamos dos numeros que

multiplicados resulta -12 y restados resulte 1, todos estos numeros se
obtienen de la descomposicion del -12, es decir, -12=-2,2,3, por lo tanto, los
numeros son: x=-4 y x=3 = (x + 4)(x - 3)=0, aplicando la propiedad de los
reales a:b=0 = a=0 v b=0, tenemos que (x + 4)(x - 3)=0 = x=-4 y x=3, por lo
tanto, la solucion es A={-4, 3}

b)  B={x/xeQ/6x? - 7x - 20=0}

Solucién: Factorizando 6x2 - 7x - 20=0, multiplicamos toda la

ecuacion por 6 (elemento neutro de la suma en serie o multiplicacion),

(6x)2 — 7(6x) - 120=0, ahora buscamos dos numeros que multiplicados de -

120 y restados de -7, estos numeros se obtienen de la
descomposicion del -120, es decir, -120=-2,2,2,3.5, luego los numeros
son: 6x=8 y 6x=-15, .. (6x + 8)(6x - 15)=0, aplicando la propiedad de los
reales a.b=0 = a=0 v b=0, tenemos que (6x + 8)(6x - 15)=0 = 6x=-8 = x=-

% y 6x=15 = x=§ = x=-% y x=g, por lo tanto, la solucién es B={-

w| s
N>
S

c) C={x/xeQIx?-22x -2=0}
Soluciéon: Completando cuadrado en la ecuacion x2 - 2\/Ex - 2=0,
tenemos (x - v2)2-2-220 = (x-v2)?-4=0 = (x- v2)2-22=0, aplicando

la identidad a2—b2=(a—b)(a+b), donde a=x- \/E y b=2 se tiene
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(x - \/E -2)(x - \/E + 2)=0, aplicando la propiedad de los reales a:b=0 = a=0
o b=0, tenemos que Xx - \/E -2=0=>x=2 + \/E oX- \/E +2=0 = x=-2 + \/E,
por lo tanto, son ceros C={-2 + \/E 2+ \/E }
d) D={x/xe9a/x2 —(3+2/3)x+3/3 =0}

Solucién: En este problema factorizaremos la ecuacion

2
X —(3+2\/§)x+3\/§:0, aplicando la férmula: ax2 + bx +c=0 = x=

—bi\/b2—4ac

2a

, donde a=1, b=-(3 + 3x/§) y c=3\/§, se tiene que: x=

—(3+2\/§)1J(3+2J§)2—4x3\/§ - x=—(3+2\/§)i\/ﬁ
2 2

, luego la solucion es D={

~3-(24/3 +/21) y x=—3-(2ﬁ+\/ﬁ)
2 2

~3-(2J3 ++/21) —3-(2J§+Jﬁ)}
2 ’ 2

2. Expresar por comprension cada uno de los siguientes conjuntos que
se dan por extension.

a) A={-3,5}
Solucién: tomando x1=-3 y x2=5, podemos escribir:
(x —5)(x + 3)=0, resolviendo el producto notable (x-5)(x+3)=0 =

x2 + 3x - 5x - 15=0 = x2 - 2x - 15=0, en consecuencia la solucion es

A={x/xeZ/x? - 2x - 15=0}
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1 4
b) B={-,——
) {2 3}
x 1 4 _
Solucién: tomando x1=5 y X2=— 3’ se puede escribir:

(x - %)(x + §)=0 = (2x — 1)(3x + 4)=0, resolviendo el producto notable:

6x2 + 8X — 3x - 4=0 = 6x2 + 5x - 4=0, con lo que tenemos que la solucién es
B={x/xcQ/6x2 + 5x - 4=0}
c) {V2,-/5}

Solucién: tomando x1=~/2 y X2=— /5, tenemos que:
(x - ~2)(x + \/§)=0:>x2+ J5x- \/Ex—10=0:>x2+(\/§ - \/2)x - 10=0, en

consecuencia la soluciéon es C={x/xeQ’/ x2 + (+/5 - 2 )x - 10=0}

d) {%,ﬁ}{ﬁ,—ﬁ}

Solucién: tomando x1=% y x2=+/3 , tenemos que:

(x-%)(x-ﬁ)=o o (@x-1)(x-v3)=0 = 4x2-43x-x+3=0

= x% - (4/3 +1)x + \/3=0 .. la solucién es:
C={x/xeRIx% - (43 + 1)x + /3=0}

3. Sean A, B y C tres conjuntos tales que: (AuB)cAUC) y (AnB)c(ANC).
¢ Qué se puede decir de los conjuntos By C?

Solucién: Demostremos por la doble implicacion:
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(< como (AuB)c(AUC) implica que la parte de B que no esta contenida en
A, debe estar contenida en C. Si xeB pero x¢A = xeAuB, pero por
hipétesis AUBcAUC = xeAUC, xgA = xeC

(= El que (AnB)c(ANC) implica también que la parte de B contenida en A
esta contenida en C.

Si xeB y xeA = xe(AnB)cANC)cC = xeC, luego, si xeB (tanto si xeA
como si x¢gA) = xeC .. podemos decir que BcC

4, En la seccion A de matematica | de la Carrera de Planificacién estan
inscritos 72 alumnos, de los cuales 22 aprobaron el médulo |, 26 aprobaron
el médulo Il, 30 aprobaron el médulo lll, 6 aprobaron el modulo | y I, 8
aprobaron el médulo 1 y lll, 10 aprobaron el médulo Il y lll, 16 no aprobaron
ninguno de los tres médulos. Se desea saber:

a) ¢ Cuantos alumnos aprobaron el médulo | o el médulo Il o el médulo
n?

b) ¢Cuantos alumnos aprobaron los tres médulos simultaneamente?

c¢) ¢Cuantos alumnos aprobaron exclusivamente el médulo 1?

d) ¢Cuantos alumnos aprobaron exclusivamente el médulo Il y I11?
Datos:

pu=72

n(l)=22

n(ll)=26

n(lll)=30

n(IAll)=6
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n(IAlll)=8
n(liAlll)=10
n(PAIPAIIP)=16
n(IvViiviil)=?
n(IAlIANN=?
n(IAIPANIP)=?
n(’AllAl)=?

Solucién: a) Aplicando la féormula: n(p)=n(IVIIVIll) + n(PAIPAIIP) =
72=n(Iviiviil) + 16 = n(IvIIVIII)=72 — 16 = n(IVIIVIII)=56, .. los alumnos que
aprobaron o el médulo | o el médulo Il o el médulo lll son 56
Solucién b) Aplicando la formula:
n(IvViiviil)=n(1) + n(ll) + n(lll) = n(IAll) = n(IAll) = n(lIANI) + n(IAlAIL =
56=22 + 26 + 30 — 6 — 8 — 10 + n(IAlIAlll) = n(IAlIAlIN)=56 — 54 = n(IAlIAlII)=2 .-
los alumnos que aprobaron los tres médulos simultaneamente son 2

Para la solucion c) y d) realizaremos primero el diagrama de Venn, con los

datos obtenidos

pu=72

b
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14

16

Fig. 16

Este diagrama se obtuvo aplicando las féormulas:

n(IAl)=n(IAIANP) + n(IANIANIT = 6=n(IAIIAIIP) + 2 = n(IAlIANIP)=4
n(IAIN=n(IAIPAlII) + n(IANANT) = 8=n(IAIPAlIl) + 2 = n(IAIPAlI)=6
n(lIAI)=n(PANIAIT) + n(IANAIT) = 10=n(PAlIAIT) + 2 = n(IAlIAIIF)=8

n(l)=n(IAll) + n(IAIPAlll) + n(IAIPAIP) = 22=6 + 6 + n(PAIPAIIP) = n(IAIPAlIP)=10
n(ll)=n(IAll) + n(PAlIAIN) + n(PAHAIP) = 26=6 + 8 + n(AlIAIII) = n(PAlIAIIF)=12
n(li)=n(IAlll) + n(PAlIAI) + n(PAIPAII) = 30=8 + 8 + n(PAllAlll) =
n(PAlIlAllII)=14, luego, solucién c) los alumnos aprobaron exclusivamente el
modulo | son 10 y la solucién d) los alumnos aprobaron exclusivamente el

modulo Il y lll son 14.
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EJERCICIOS PROPUESTOS

1. Sean los conjuntos: A={{1.2},{3, 4, 5}, {7}}, B={1,2,3,4,5,6, 7} y
C={{1}, {2}, {3}, {4}, {5}, {6}, {7}}-
¢Cuales de las siguientes expresiones son verdaderas y cuales son
falsas?
a. {1,2}eA ( )
b. {1,2)cA ( )
c. {1,2}eB ( )
d {1,2)cB ( )
e. {1,2}eC ( )
f. {1,2<C ( )
g {1}eA ()
h. {1}eB ( )
i.  {1}eC ( )
oo {1x=A ()
k. {1}cB ( )
. {2cB ( )
2. Simplificar la expresién: (((AUB)NC’)N(BU(AUBY))U((ANB)UA’)
3.  Sean los conjuntos: u={1,2,3, ....., 15}, A={1, 3, 5,7, 9, 11, 13, 15},
B={1,2,6,7,11,12} y C={1, 3, 4,7, 8, 11, 12, 15}. Hallar:

a. AUBUC
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b. AnBNC

c. (A-B)N(C-A)

d [(A-C')-BT
e. ANB'NC
4. En cierto problema el universo de referencia es el conjunto

p={1,2,..,9,ab,...,9}, A={1,2,4,5,8,b,c,d,f}, B={1,4,9,a,d,g}, y
C={3, 5, 9, A}. Calcular y representar graficamente:

a. AUB,BUC

b. (AUB)UC

c. ANC,(AnB)nC

d. A-B, (AUB)-C

e. (ANB)-(ANC)

f. A
g. (AUBY
h. (A-B)
i. P(C)
i. P(ANC)
k. P(BAC)

. En cada caso diga el cardinal del conjunto

5. Sea el conjunto universal el dado en el problema anterior y dados
los conjuntos A={a, c, e, g}; B={a, d, g} y C={a, b, e, h}. Hallar:

a. (AuUB)-C

b. A-(B-C)
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c. (BNC)-A'nB'
6. Expresar por comprension, extension, hallar el cardinal y el conjunto
de las partes del conjunto cuyos elementos son los puntos cardinales.
7. Sea pu el conjunto cuyos elementos estan formado por los estados
de Venezuela y sus capitales.

Expresar por comprensién y extensién el conjunto p y cada uno de
los siguientes subconjuntos de p que se dan a continuacion.
a. Los Estados orientales de Venezuela.
b. Los Estados centrales de Venezuela.
c. Los Estados occidentales de Venezuela.
d. Los Estados andinos de Venezuela.
e. Las capitales los Estados llaneros de Venezuela.
f. Las capitales los Estados del sur de Venezuela
g. Las capitales los Estados orientales de Venezuela.
h. La capital de Venezuela.
8. Dados los conjuntos:
A={x/x son todos los carros de Venezuela}
B={x/xeZ}
C={x/xeZ" y ademas /1<Z*<100}

Indique cuales de estos conjuntos son finitos e infinitos
9. Dados los conjuntos:
A={x es de la forma 2x + 1/1sx<4}

B={x es de la forma 2x + 1/1=x<4}
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C={x es de la forma 2x + 1/1sx<4}

Indique en los casos que se dan a continuacion si estan incluidos
(<) o no estan incluidos () en los siguientes pares de conjuntos:
A B A C B__ A B_ C C_ A C__ B
10. Comprobar por medio de las propiedades de los conjuntos que:
a. AuB=BUA
b. An(BNC)=(AnB)nC
c. Au(BNC)=(AuB)N(AUC)
d. (AuB)=A’nB
e. A-B=AB’
f. AcB=A-B=¢
g. (AuB) — (AnB)=(A - B)u(B — A), Resultado este que recibe el nombre
de diferencia simétrica entre Ay B y se denota por AAB
h.  ((AuwN(An)=¢
11. ¢Es posible calcular los elementos del conjunto C y sus
subconjuntos Ay B sabiendo que C — A={2, 9, 13, 18, 20}, C — B={2, 6, 8, 20}
y A-B={1, 5, 6, 14}
12.  El Concesionario del comedor de la UNELLEZ realiza una encuesta
entre los estudiantes que lo utilizan, para determinar el porcentaje que
prefieren leche en polvo o leche pasteurizada; obteniéndose los siguientes
resultados:
55% prefieren leche en polvo

35% prefieren leche pasteurizada
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30% no tienen preferencia por ninguno de los dos tipos

Se desea saber:

a. ¢Qué porcentaje de estudiantes prefieren leche en polvo o leche
pasteurizada?

b. ¢ Qué porcentaje de estudiantes prefieren leche en polvo y leche
pasteurizada?

c. ¢ Qué porcentaje de estudiantes prefieren exclusivamente leche en
polvo?

d. ¢Qué porcentaje de estudiantes prefieren exclusivamente leche
pasteurizada?

13.  EIINAVI exige como requisito primordial para la adjudicacién de una
vivienda, que los solicitantes sean casados, no posean vivienda propia y
tengan un ingreso mensual igual o menor al sueldo minimo. El INAVI
recibié 5.000 solicitudes de personas que desean obtener viviendas y al
procesar dichas solicitudes se obtuvieron los resultados:

3.050 solicitantes de personas casadas

2.450 solicitantes de personas que no poseen vivienda propia

3.650 solicitantes de personas cuyo ingreso es el sueldo minimo o inferior
1.500 solicitantes de personas que son casadas, pero no poseen vivienda
propia

2.500 solicitantes de personas casadas y cuyo ingreso es el sueldo minimo

o inferior
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1.700 solicitantes de personas que no poseen vivienda propia y cuyo
ingreso es el sueldo minimo o inferior
4.650 solicitantes cumplen por lo menos con uno de los tres requisitos

Se desea saber:

a. ¢Cuantas solicitudes no cumplen con ninguno de los tres
requisitos?
b. ¢Cuantas solicitudes cumplen simultaneamente con los tres
requisitos?

14. Laconstructora San Fernando ha comprado un lote de 2.200 cabillas
en un remate. Una clasificacidon de dichas cabillas a demostrado que estas
pueden ser utilizadas en tres operaciones diferentes como se especifica a
continuacion:
1.000 para la operacién A
880 para la operacion B
100 para la operacion A y C exclusivamente
500 para la operacion Ay B
360 para la operacion B exclusivamente
1.560 para la operacion Ao B
1.210 para la operacion Bo C

Hallar:
a. El nimero de cabillas que pueden utilizarse simultaneamente para
las tres operaciones.

b. El numero de cabillas que son desechadas.
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15. En una encuesta realizada por el Departamento de Salud en San
Fernando se encuestaron a 2.000 personas sobre su preferencia de tres
pastillas para calmar el dolor de cabeza, obteniéndose la siguiente
informacion:

1.158 prefieren aspirina

1.050 prefieren bral

632 prefieren cafenol

280 prefieren Unicamente aspirina

180 prefieren aspirina y cafenol exclusivamente

172 prefieren bral y cafenol

1.798 prefieren aspirina o bral o cafenol se desea saber:

a. ¢Cuantas personas prefiera unicamente cafenol?

b. ¢Cuantas personas prefiera al menos uno de los productos
mencionados?

c. éCuantas personas no prefiera ninguno de los productos
mencionados?

1. El departamento de ventas de Comercial Traki selecciona 2.000
clientes entre todos los que poseen cuenta de crédito en dicho
establecimiento y se les pregunta sobre el uso que han dado a su crédito
durante el pasado afo, obteniéndose los siguientes resultados:

550 clientes en juguetes

600 clientes en articulos de vestir

1.100 clientes en artefactos para el hogar
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300 clientes en juguetes y articulos de vestir
220 clientes en juguetes y artefactos para el hogar
500 clientes en articulos de vestir y artefactos para el hogar
200 clientes en juguetes, articulos de vestir y artefactos para el hogar.
Se pregunta:
a. ¢Cuantos clientes no usaron su crédito en ninguna de estos tres
créditos mencionadas?
b. ¢Cuantos clientes usaron su crédito sélo para comprar juguetes?
17.  El departamento de salud en San Fernando efectiia una encuesta
sobre los habitos de fumar de la poblacion san fernandina, con los
siguientes resultados:
12.5% fuman pipa
24.5% fuman cigarro
20.0% fuman tabaco
10.0% fuman pipa y cigarro
7.8% fuman pipa y tabaco
12.2% fuman cigarro y tabaco
34.7% fuman al menos uno de los tres productos mencionados
Se pregunta:
a. ¢Cuantas de las personas encuestadas no fuman ninguno de los
tres productos mencionados?
b. ¢ Cuantas de las personas encuestadas fuman exactamente dos de

los productos mencionados?



30

CONJUNTOS NUMERICOS

En esta seccion se estudiara: CONJUNTOS NUMERICOS: Conjunto
inductivo, Conjunto de los niumeros enteros positivos, Conjunto de los
numeros enteros negativos, Conjunto de los numeros enteros, Conjunto
de los numeros racionales o fraccionarios, Conjunto de los numeros
primos, Conjunto de los numeros irracionales, Conjunto de los numeros
reales, Propiedades de los numeros reales, Minimo comun multiplo,
Maximo comun divisor, Numeros coprimos. OPERACIONES EN #: Suma,
resta, multiplicacion y division de numeros reales, aplicaciones de los

numeros reales.

Definicién 1: Un conjunto S se dice que es inductivo si cumple con
las siguientes condiciones:
1. 1eS
2. SiseS—=>s+1eS

Por medio de la definicion anterior definimos el nimero 1,
tomando s=1 y aplicando la segunda propiedad (1 + 1) definimos el
numero 2 y otra vez por la propiedad 2 obtenemos (2 + 1) y lo lamamos
3 y asi sucesivamente:
3+1=4

4+1=5
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n-1+n=n
El conjunto formado {1, 2, 3,4, ......n -1, n, ......} recibe el nombre de

los enteros positivos y lo denotaremos zZ'.

Definicién 2: Un conjunto se dice que es denso o cerrado con

respecto a una operacion, si para cada par de elementos del conjunto se
tiene que al realizar dicha operacién el resultado queda dentro del

conjunto.
Si queremos saber si el conjunto Z* es cerrado con respecto a la
adicion tenemos que ver si se cumple la definiciéon de densidad, Heli: Va,

beZ" = a+beZ', vemos que siempre esto es cierto y de igual manera Va,

beZ' = axbeZ', por lo tanto, el conjunto Z* es cerrado con respecto a la

adicion y el producto, como este conjunto no es cerrado para la

sustraccion ya que Va, beZ' = a - bgZ*, entonces formamos el conjunto

de los enteros negativos que se define como Z=-Z*, es decir: Z'={1, 2, 3,
ey Yy Z={.... -3, -2, -1},

Definicién 3: Se define como el numero cero {0} al punto medio de
los numeros pertenecientes a Z* y Z, es decir:

{03={(-1, 1), (-2, 2), (3, 3), weveesy ("N, N, wererreeerrrrernen }

Definicion 4: Se define el conjunto de los ntiimeros enteros como

aquel conjunto que esta unido por los tres conjuntos formados

anteriormente, y lo denotamos por Z, es decir: Z=zuz* U{0}, este conjunto
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es cerrado para la adicion, producto y sustraccion, pero no es cerrado para
el cociente, es por ello que tenemos que formar un conjunto donde el
cociente este bien definido y este conjunto es el que definiremos a

continuacion.

Definicion 5: Se define el conjunto de los numeros racionales o

fraccionarios como el conjunto de numeros cuyo cociente es el conjunto

de los numeros enteros sobre la union de los enteros positivo y los enteros

Y4

negativos y este conjunto lo denotaremos por Q, es decir, Q=m

, al

realizar este cociente siempre resulta que queda una cantidad decimal
periddica, es por ello que este conjunto también se puede expresar como:
Q=z,abcd........ donde z, a, b, c. son numeros enteros, es decir, z, a, b, c,
d,.....eZ. Cuando el numero que se repite es el cero no se coloca, es decir,

queda tacito, cuando los numeros son distintos del cero se le coloca una

raya arriba del periodo, ejemplo: g=4, no hace falta colocar el cero,
ejemplo: %=0,33...., como el numero que se repite es distinto de cero, se

tiene que escribir 0,3 ; el caso de ;=0,571428571428 ......... =0,571428

Definicién 6: Un numero entero se dice que es primo si este posee
cuatro divisores, y lo denotaremos por: P(®)={%+2, +3, 5, +7, +11 #13 ..} y
definiremos al conjunto de los numeros enteros que tienen mas de
cuatro divisores como compuestos este conjunto esta formado por:

{4, +6, + 8, 9 +10, #12, ......}
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Nota: Como el numero 1 y 0 fueron definidos de manera especial
estos no son ni primos ni compuestos.
Definicién 7: Sea a un numero primo y n un numero entero, es decir,

acP(®) y neZ, entonces, se define geQ como aquel conjunto de niumero
que se puede expresar de la manera siguiente: q=a" que es otra forma de

definir a los numeros racionales o fraccionarios.

Definicién 8: Si en la expresién g=a" Vne¢Z, este conjunto de

numeros recibe el nombre de numeros irracionales y tienen la

particularidad de que nunca dejan una cantidad decimal periédica, es decir,

es el complemento del conjunto de los numeros racionales y lo

m
denotaremos por Q'y sus elementos tienen la forma p=bm/n o r\‘/b , con

peQ’. por ejemplo: 5% = %/5?
Donde:
[ :Radical
b: Cantidad sub-radical
m: Potencia de la cantidad sub-radical
n: indice del radical

Nota: es racional si neZ
g=a"
es irracional si ngZ

Como numeros irracionales tenemos el conjunto de raices que no

son exactas. El conjunto de los numeros racionales (Q) es cerrado con
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respecto a la adicién, sustraccién, producto y cociente ya que Va, beQ

a . , . .
= a+ b, a-b, ab. EEQ' El conjunto de los numeros irracionales es

cerrado solamente para la adicién, ya que:

Va,beQ' = a-begQ’ abeQ’. ZeQ.

Ejemplo: a=\/5, b=\/§, c=+/2 se tiene a.ceQ'ya-c=0eQ', a,

r [ ) [ ) 1 [ )
beQ'y ab=4¢Q"a, beQ'y E=Z¢Q.

Definicion 9: Se define el conjunto de los nimeros reales (%) como

la unién del conjunto de los numeros racionales con el conjunto de los

” . . . [ - ”
numeros irracionales, es decir; #=QUQ . El conjunto de los numeros reales

es cerrado con respecto a las operaciones de adicién, sustraccion,

producto y cociente ya que: Va, be# = a+be¥, a-be#, abeHy Ee!ﬁ.



Representacién grafica del conjunto de los numeros reales.
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Fig. 1

Representacién en la recta de los conjuntos numéricos.

A Z z R

< , >
0

< Q | Q" >
0

‘ Q Q” .
0

< R T SR+ >
0

Fig. 2
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Definicion 10: Definiremos al conjunto de los numeros reales

ampliados, como conjunto de numeros reales acotados por los simbolos

*0 y que cumple con las siguientes condiciones:

1.

2,

1.

oo £ K= *o0

*00.K= 0

K _

+ o0

+ oo

—— =0
K

5 =t

0

Donde K es un numero real cualquiera distinto de 0.

La recta real ampliada se representa:
R I R*
=00 I =+ o0
0
Propiedades de los numeros reales

Fig. 3

Propiedades de la adicion

Asociativa: Va, b, ce # se tiene,(a + b) + c=a + (b + c¢), es decir, la

operacion suma esta definido nada mas para sumar dos elementos, si en

una operacion existen mas de dos elementos, operamos primero dos y

el resultado lo operamos con el tercero y asi sucesivamente si hay mas

de tres elementos.

b.

Ejemplo: a.- (4 + 6) + 5=10 + 5=15=4 + (6 + 5)=4 + 11=15;
(\/5+\/3_)+\/§:\/5+(\/§+\/§)
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2. Conmutativa: Va, be % se tiene, a + b=b + a, es decir el orden de los

factores no altera el sumando.
Ejemplo: a.-3+5=5+3=8
b. \/5 + \/5 = \/5 + \/5

3. Elemento neutro o neutro aditivo: Vae %, Jec ¥/la + e=e + a=a, es

decir, en % existe un elemento que sumado a cualquier namero real deja
a este invariante, este numero es el cero (e=0).
Ejemplo: a.-4 + 0=0 + 4=4

b. V2 +0=0++V2=12

4, Elemento simétrico o inverso aditivo: Vae%, 3 alefla + a'l=a' +

a=e=0, = a' + a=0 = a'=-a, es decir, en % todo niumero tiene un simétrico

que al sumarlo a su opuesto me da el cero, a al, se le llama inverso aditivo.

Ejemplo: a.-5 + (-5)=(-5) + 5= 0
b. V2 -V2=-/2 +2=0

Propiedades del producto

5. Asociativa: Va, b, ce % se tiene, (axb)c=a(b«c), es decir, como el

producto es una suma en serie y la suma esta definido nada mas para

sumar dos elementos, el producto de igual manera esta definida para

operar dos elementos, operamos los primeros dos y el resultado lo

operamos con el tercero y asi sucesivamente si hay mas de tres elementos.
Ejemplo: a.- (4:6)5=24.5=120=4(6x5)=4.30=120

b. (V2/3)V5 = v2(V3:/5) = V6.5 = V2115 = /30 = /30
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6. Conmutativa: Va, be % se tiene, a.b=b.a, es decir, el orden de los
factores no altera el producto.
Ejemplo: a.- 3:5=5.3=15

b. v2./3=13+/2=16

7. Elemento neutro o neutro multiplicativo: Vae %, 3e € #//ase=e.a=a, es

decir, en R existe un elemento que multiplicado a cualquier namero real
me deja a este invariante, este numero es el uno (e=1).
Ejemplo: a.- 41=1,4=4

b. 1+2=+v21=42

8. Elemento simétrico o Elemento inverso multiplicativo: Vae#,

1 . , .
Ja'le la.a'=a'\a=e=1 = a.a=1 = a''=—, es decir, en % todo niumero tiene
a

un simétrico que al multiplicarlo a su opuesto da como resultado el nUmero

uno, a a' se le llama inverso multiplicativo.

1 1
Ejemplo: a.- 5.—=—.5=1
jemp 5 5

1
b.\/_\/_\/_\/_1

9. Distributiva: Va, b, ce % se tiene: a(b + c)=a«b + axc=b.a + cxa=(b + c)a.
Ejemplo: a.- 5(4 + 3)=5:4 + 5:3=20 + 15=35=(4 + 3)5=7.5=35
b. V2(V3 + V5)=v2./3 + V2/5 = V3.2 + V542 = (V3 + J5)V2

Elemento absorbente: Vaec #, 30 c #/0a=a0=0, es decir, en #todo nimero al

multiplicarlo por el cero es absorbido por este.
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Definicién 11: Un conjunto que posee las propiedades 1, 3 y 4 recibe

el nombre de Grupo y si ademas posee la propiedad 2 recibe el nombre de

Grupo Abeliano _o Grupo conmutativo. Un conjunto que posee las

propiedades 5 y 7 recibe el nhombre de Anillo y si ademas posee la

propiedad 6 recibe el nombre de Anillo Abeliano o Anillo conmutativo y si

ademas posee la propiedad 8 recibe el nombre de Anillo con elemento

unidad. Un conjunto que posee las propiedades 1, 2, 3,4,5,6,7,8 y9

recibe el nombre de Campo o Cuerpo, lo que quiere decir, que el conjunto

de los niumeros reales es un Campo o un Cuerpo.

Definiciéon 12: En la recta real diremos que un nimero es menor que

(<) [mayor que (>)] si este se encuentra a la izquierda de este (si este se
encuentra a la derecha de este).
Ejemplo: a.- 5<7 y 9>7

b. \/E<\/§Y\/§>\/§

10. Ley de Tricondtomia: Va, b, ce ##se cumple nada mas que una de las

siguientes condiciones:

i a=b

ii. a<b

iii. a>b

11.  El conjunto de los numeros reales es una relacion de orden, ya que

cumple con las propiedades reflexiva, antisimétrica y transitiva:

a. Reflexiva: Vae # se tiene que a=a.

b. Antisimétrica: Va, be ¥ se tiene que si a<b y b<a = a=b
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13.

14.

15.

16.

17.

Transitiva: Va, b, ce % se tiene que si a<b y b<c = a<c

Otras propiedades de los reales

Va, bef#, dcedll sia<b =>a+c<b +c
Ejemplo: a. 5<7 =>5+3<7 +3 = 8<10
V2 <3 =V2+1</3 +1

Va, be#, Ace ' si a<b = a.c<bxc

Eiemplo: a. 5<7 = 5,3<7.3 = 15<21
J2 <43 = V2.8 <38 V16 <24 = 4<2/6

Va, be#, Ace 9/ si a<b = a.c>b.c
Ejemplo: a. 5<7 = 5(-3)>7(-3) = -15>-21
V2 <3 = J2(-/8) >3 (-/8) =>-16 > 24 = —-4>-2/6

Va, bef#, Ice/, sia<b = 1 > %
a

Ejemplo: a. 5<7 = 1/5>1/7

V2<J3 = % > %

Vae # se tiene que a%>0 Si a=0 =a2=0
Ejemplo: a. 22 =4>0 (-2)>=4>0

(V2)* =2 y (—/2)* =2

Va, be %, se tiene que (a + b)2 >a® + b?

Ejemplo: (3 + 5)>>3% + 52 = 82 =64>9 + 25=34

40
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18. Va, be % se tiene que si ab=0 = a=0 o b=0
Ejemplo: a. 2.0=0.2=0
b. 2.0=-0~2=0
19. Va, be ¥ se tiene que si ab<0 = (a<0 A b>0) o (a>0 A b<0)
Ejemplo: -(23)<0 = (-2<0 A 3>0) o (2>0 A -3<0), es decir, (-
2)3= 2(-3)=-6;
20. Va, be % se tiene que si a:b>0 = (a>0 A b>0) o (a<0 A b<0)

Ejemplo: 2.3>0 = (2>0 A 3>0) o (-2<0 A -3<0), es decir, 2.3= -2(-3)=6

n
21. Va, be%, 3neR/(ab)" =a"b" y ( % = :_n

Ejemplo: (2:3)*=6%=36 =22,3%=4,9=36

an

22. Va,bef 3In, mesaaM=a""My b—m=a" -m
3
Ejemplo: 22.23=4.8=32=2° y 2—2 =% =21=2

23. Va,bef Ineg(@")™ =a™Mm
Ejemplo: (22)3=43=64=223=26=64

Definicién 13: Se define el minimo comun mdltiplo de dos numeros

enteros ay b m.c.m(a, b) como el menor nimero que es dividido por estos
exactamente, este nimero se consigue descomponiendo a (a y b) en sus
factores primos y luego se multiplican los nimeros comunes y no

comunes con su mayor exponente.



42

Ejemplo: Hallar el m.c.m(30, 50), se descomponen los numeros 30 y
50 en factores primos, es decir: 30=2.3.5 y 50=2x52, luego tenemos que

multiplicar los nimeros comunes y ho comunes con su mayor exponente,

en este caso: m.c.m(30, 50)=2x3x52=1 50, fijese que %=5, % =3, note que

existen otros numeros que son divididos por 30 y 50 como son: {300, 450,
600, .....}, pero el menor que cumple con esta condicion es el numero 150.

Definicion 14: Se define el maximo comun divisor de dos numeros

enteros a y b M.C.D(a, b) como el mayor numero que divide a estos
numeros exactamente, este numero se consigue descomponiendo a(ay b)
en sus factores primos y luego se multiplican los niumeros comunes con
su menor exponente.

Ejemplo: Hallar el M.C.D(30, 50), se descomponen los numeros 30 y
50 en factores primos, es decir: 30=23:5 y 50=2x52, luego tenemos que

multiplicar los nUmeros comunes con su menor exponente, en este caso:

M.C.D(30, 50)=2.5=10, fijese que %=3, %=5, note que existen otros

numeros que dividen al 30 y 50 como son: {1y 5}, pero el mayor que cumple
con esta condicion es el numero 10.

Definicidon 15: Se dice que dos niumeros enteros son coprimos entre

si, si su maximo comun divisor entre ellos es el nimero uno, e,i, sean Va,
beZ*, si M.C.D(a, b)=1 = a y b son coprimos entre si.

Ejemplo: los numeros 5 y 12 son corrimos entre si porque

M.C.D(5, 12)=1
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s . . , a o}
Definicion 16: Se define la suma de dos ntiimeros racionales b + —

d

como: M Va,ceZy Vb, deZ'UZ*, donde b.d es el m.c.m(b, d) y axd +

X

b.c es el resultado de dividir cada uno de los miembros del denominador
entre el m.c.m y luego multiplicado por cada uno de los miembros del
numerador.

Ejemplo: sumar 4 + 7 .48+35 83 para este resultado se
' 5 12 60 60’

obtuvo el m.c.m(5,12)=60, luego se dividid %=12 y este resultado se

multiplicé por 4, resultando 48, asi mismo se dividid % =5 y este resultado
se multiplicé por 7, dando como resultado 35 al sumar 48 + 35=83, por lo

tanto, el resultado es: %

s . . , a ¢
Definicion 17: Se define la resta de dos numeros racionales E - —,

d

de la misma manera que la suma pero utilizado el signo menos «-» en vez
del signo mas «+».

7.48-35_13 , para este resultado se obtuvo
12 60 60

. 4
Ejemplo: restar e
... 60 s
el m.c.m(5,15)=60, luego se dividioé ?=12 y este resultado se multiplicé

por 4, resultando 12, asi mismo se dividié %=5 y este resultado se
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multiplicé por 7, dando como resultado 35, al restar 48 - 35=13, por

lo tanto, el resultado es: g

Definicion 18: Se define el producto de dos ntimeros racionales % %

como 2, Va, ceZy Vb, deZ‘UZ"', luego a este resultado se le extrae el

X

M.C.D(a. c, b. d) y se divide cada uno de ellos entre M.C.D, e,i, el resultado
final son dos numeros coprimos entre si.

Ejemplo: Multiplicar gxg = % , como el M.C.D(36, 24)=12, dividimos

36 =3y 24 =2, luego el resultado de multiplicar

12 12

X

RIEN
o0 | ©
N W

Definicion 19: Se define el cociente de dos numeros racionales

a ¢ axd
— +— como

b7 g e’ VYaeZyVb,c, deZ'UZ"', luego a este resultado se le extrae
xC

el M.C.D(a.d, b.c) y se divide cada uno de ellos entre M.C.D, e,i, el resultado

final son dos niumeros coprimos entre si.
. ... 3 8 27 A
Ejemplo: Dividir ) +§ =32’ como el M.C.D(27, 32)=1, dividimos 27 y

32 entre 1 y luego el resultado de dividir 3 +§ = 27
4 9 32

Definicion 20: Para sumar o restar dos numeros irracionales, se

simplifican los radicales dados (numeros enteros), es decir, se

descomponen las cantidades sub-radicales en sus factores primos, luego
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se reducen los radicales semejantes y por ultimo se escriben los nimeros
irracionales no semejantes con su propio signo.

Ejemplo: Realizar la siguiente operacion:

V900 ++/972 — /2352 — /882
Solucién: se descomponen las cantidades sub-radicales en sus

factores primos:

900=23.3252; 972=22.3% 2352=243.72 y 882=2.3272, e.i.

V900 = V23x3%x52 =302 ; /972 =2%x3° =18./3; /2352 = 2*x3x7? =

303 y 282 =2.3%2x7%2 =212, .., /900 ++/972 — /2352 — /882 =30
V2 +183 -28./3 -21J2 =942 -10/3

Definicion 21: Para multiplicar dos numeros irracionales, existen dos

Casos:

1. Si tienen el mismo indice: se multiplican las cantidades sub-

radicales y se deja el mismo indice, e,i, Ya.%b =a'/™.b1"=(ab)1"="ab

Ejemplo: ¥2.3/15 =218,513=(2,5)13=3/30

2. Si tienen distintos indices: se busca el minimo comun indice, se
divide este minimo comun indice entre cada indice de los numeros
involucrados y se multiplica por la potencia de las cantidades sub-

radicales y por ultimo se simplifica.



46

Ejemplo: %/9a sz‘{/27ab 2 _ (32a2xb)1/ 3x(33a|32)1l4=

12 (32a2b)4(33ab2)3 =12317a11b1° =312/35a11b1°

Definicién 22: Para dividir dos numeros irracionales se emplean los

siguientes pasos:
1.  Si tienen el mismo indice: se coloca el mismo indice y se dividen las

cantidades sub-radicales.

Ejemplo \/9a / 32a2p \/7
emplo: =
#27 b? 3%ab?

2. Si tienen distintos indice: se busca el minimo comun indice y se

divide este indice entre cada indice de los numeros involucrados y se
multiplica por la potencia de las cantidades sub-radicales y por ultimo se

simplifica.

2 4 8 8ha 5
Ejemplo: ,| (9a”b) :12ﬂ:12/a_
Jz7ab (27ab2)3 3%a’p® 3b?

Definicién 23: Se define la racionalizacion como el proceso de

convertir una fraccion cuyo denominador es irracional en una fraccioén
equivalente cuyo denominador sea racional (eliminar del denominador el
signo radical, ver propiedad del elemento neutro e inverso del producto de

numeros reales).

3 \/9a b \/9a b
Y9a2p  9a%b  3a’b

Ejemplo:
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_ .3 3(W3+42)
Ejemplo: \/5_\/5_(\/5_\/5)(\/5+\/§)—3(\/§+\/5.)

se obtiene el neutro multiplicativo a partir del conjugado del denominador,

e.i. cambiando el signo de la operacién en el denominador.

EJERCICIOS RESUELTOS

1. La Comercial Alirio gané en el afio 2.002, Bs. 69.195.600, en el aifo
2.003 Bs. 30.441.850 mas que en el ano 2.002, en el ano 2.004 Bs. Tanto
como lo que se ganod en el aio 2.002 y el afio 2.003, en el ano 2.005 tanto
como en los tres anos anteriores y en el aio 2.006 Bs. 26.092.400 mas que
lo que se gand en el aino 2.003 y 2.005. ; Cuanto se gané en los cinco afhos
la Comercial Alirio? Solucién: analicemos las ganancias por anos:

2.002 — Bs. 69.195.600

2.003 —» Bs. 69.195.600 + Bs. 30.441.850=Bs. 96.637.450

2.004 — Bs. 69.195.600 + Bs. 96.637.450=Bs. 168.833.050

2.005 — Bs. 69.195.600 + Bs. 96.637.450 + Bs. 168.833.050=Bs. 334.666.100
2.006 —» Bs. 26.092.400 + Bs. 96.637.450 + Bs. 334.666.100=Bs. 457.395.950.
Luego se gand en los cinco ainos la cantidad de Bs. 1.126.728.150

2. Me gané Bs. 2.500.000 en una rifa y ahora tengo Bs. 5.634.000. Si
Juan tiene Bs. 936.000 menos que yo, y Maria Bs. 893.000 menos que Juan
y yo juntos, ¢;Cuanto dinero tenemos entre los tres? Solucion:
analizaremos por persona:

Yo: Bs. 5.634.000
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Juan: Bs. 5.634.000 - Bs. 936.000= Bs. 4.698.000
Maria: Bs. 5.634.000 + Bs. 4.698.000 — Bs. 893.000= Bs. 9.439.950
.. entre los tres tenemos Bs. 19.771.000
3. Pedro tiene Bs. 139.750, José el doble de lo que tiene Pedro, menos
Bs. 34.400 y Juan tanto como Pedro y José juntos mas Bs. 38.700. si entre
los tres se gastan Bs. 266.600, ;Cual es el capital comun que queda?
Solucidén: analizaremos por persona:
Pedro: Bs. 139.750
José: Bs. 2x139.750 - Bs. 34.400= Bs. 245.100
Juan: Bs. 139.750 + Bs. 245.100 + Bs. 38.700= Bs. 423.550, .. entre los tres
tenemos Bs. 808.400, a esto le restamos lo que gastamos e,i, Bs. 266.600,
el capital que nos queda sera: Bs. 808.400 - Bs. 266.600, que es Bs. 541.800
4. Si compras 142 libros por Bs. 915.900, si vendes cierta cantidad de
libros por Bs. 709.500 a Bs. 10.750 cada uno. ¢ Cuantos libros te quedan? y
écuanto te ganaste en cada uno de los libros que vendiste?
Solucién: aplicando la definicion de proporcion tenemos:

142 1 = 915.900

=T = x=6.450, cada libro costé Bs. 6.450, ahora
915.900 x 142
volvemos aplicar la proporcioén para obtener la cantidad de libros que vendi

por Bs. 709.500, i.e., 10:7%0 _1 _ 709500
709.500 x 10.750

= x=66, .. vendi 66 libros
y quedan 142 — 66=76 libros y me gané por cada libro 10.750 — 6.450=4.300,
me gané por libro Bs. 4.300 y tuve una ganancia de Bs. 66x4.300= Bs.

283.800
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5. ¢ Cual es la menor capacidad de un estanque que se puede llenar en
un numero exacto de segundo por cualquiera de tres llaves que vierten: los
primeros 4 litros por dos segundos, la segunda 60 litros en cuatro
segundos y los terceros 96 litros en seis segundos?

Solucién: para obtener la solucién hallamos m.c.m(4, 60, 96) y para
eso descomponemos en sus factores primos a los numeros 4=2.2,
60=2,2:3:5 y 96=2,2,2:2:2,3, .. m.c.m(4, 60, 96)=25.3.5=480, luego la menor
capacidad del tanque es de 480 litros.

6. José camina un numero exacto de pasos andando 6,50 mts. 8 mts. y
10 mts. ¢ Cual es la mayor longitud posible de cada paso?

Solucién: pasamos los metros a centimetros y Iluego
descomponemos los centimetros en sus factores primos y obtenemos el
M.C.D(650, 800, 1000), que es el resultado que nos piden. 650=2.5.5:13,
800=2,2,2:2.2.5:5, 1000=2,2.2.5:5:5, luego el maximo comun divisor de los
tres numero sera: M.C.D(650,800.1000)=2,5.5=50, .. la mayor longitud
posible de cada paso sera de 50 cm.

7. Resolver:

2
Solucion: 1+ =1+ 5 .. la solucion es %
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b 9-———

©
|
]

Solucion:

Solucion: 1

235 (2) g
= =|—1|, .. la solucién es
3x3:3 3
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1)
d |—3

22 " 34 T
- 42 -4 2327 272
23| — 2 4
g 9 3 3
Solucioén: 31| = 7| = =
3 2 3 234
IR
L | 2 38
2) 3 23 |
- ~4
3742
12 16 12 32 24 2=
2223 2 (j

, .. la solucién es

16 8 12 16 4 —
3 33 2 3

16.777.216
81

e) (2\/_(5§/_j (4300

3 6 8 4 4
2‘/_" Jeo 52512 x3x5 5 \/ 5235
s -

Solucién: =
2’3" 5

2
v 30 4 4235 2

212\/ 4- 22" 2\/_(5:2/_) [¥300)=>320

f) ( 2 3\/2}(\/@%?/5)
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Solucién: Uzﬁj (\/4:3/_)((\;/—} \/43 \/ﬁ\/_

VV22.3V22 (V243222 826,32 _ 2‘:/ 218,36

N T 24 6 24 24 12 24
/326,342 x823,3 \/3Ji‘/224x34x2,§/23,3 4224 34,2.823,3 \224,34,2,212,3

= 1. 21,322
( 2 3ﬁj+[ V34282 Q/_j 247, 732 " 22417 322457 322

( 2 mHW Q/_J 2457322

8. Racionalizar:

1

a ——
5a\/25x3

Solucion: = 1 X Jx
_ 3 " 25a
5a\/25x 25ax+/x X
b) Ja+b-+va-b
Jarb+Ja-b’

Solucién: aplicando la formula \/_+\/— = \/_ \/_ dondex=a+be

y=a - b, tenemos que: Ja+b-Ja-b +a+b-ya-b
’ " Ja+b+Ja-b a+b-(a-b)

Jva+b-+va-b
Jatb-vJa-b (Ja+tb-+a-b)Ja+b-+a-b) a+b-2/a—b—(a-h)
Jatb+va-b 2b B 2b

Jatb-Ja_b 2b-2J/ab b-ya b
Ja+rb++Ja-b 2b b
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EJERCICIOS PROPUESTOS

1. ¢Cuando la suma es igual a los sumandos?

2. Sip eslasumade p sumandos. ;Cuales son los sumandos?

3. Escribir la suma 12 + 15 + 17 de tres modos distintos aplicando la
propiedad asociativa

4. Escribir la suma 3 + 5 + 7 + 9 de 6 modos distintos aplicando la
propiedad asociativa

5. ¢Qué alteracion sufre una suma si un sumando aumenta 6 unidades
y el otro aumenta 87?

6. m+n=52. ;Cual serala suma si m disminuye 4 y n disminuye 6?

7. x+y+2=1.046. ;Cual seralasuma(x+5)+(y—-8)+z+9)?

8. Un sumando disminuye 6, otro 4, otro 7 y otros tres aumentan cada
uno 5. ;Qué le sucede a la suma?

9. ¢Cuanto costo un radio que al venderse por Bs. 16.325 deja una
pérdida de Bs. 25607

10. Después de vender una casa, se registré una pérdida de Bs. 5.731.200,
presté Bs. 3.610.000 y me quedé con Bs. 27.331.200. ;Cuanto me habia
costado la casa?

11. Hallar la edad de un padre que tiene 15 afhos mas de la suma de las
edades de 4 hijos que tienen, el cuarto 3 anos, el tercero 1 ano mas que el
cuarto, el segundo 3 aflos mas que el tercero, y el primero tanto como los
otros tres juntos.

12. Si ganara Bs. 100.800 menos al mes, podria gastar Bs. 63.000, Bs.
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72.000 en manutencion, Bs. 323400 en comida, Bs. 106.200 en el colegio
de mi hijo y podia ahorrar Bs. 57.600 al mes. ; Cuanto gano al mes?

13. ¢Por qué la resta se empieza por la derecha y no por la izquierda?
14. Si del minuendo se resta la diferencia y de esta resta se quita el
sustraendo. ¢ Que nos queda?

15. 56 + n=81. ; Qué numero es n?

16. x-y=5yx+y+5=12. ;Qué numero es y?

17. Si el minuendo es 342 y el resto 156. ; Cual es el sustraendo?

18. Si recibiera Bs. 261.0000 podria comprarme un carro de Bs.
11.008.000. ; Cuanto tengo?

19. Elmenor de 2 numeros es 12.304 y la diferencia entre ambos es 1.897.
¢ Cual es el numero mayor?

20. Juan tiene 15 ainos; Pedro 2 anos mas que Juan, José 5 anos menos
que Juan y Pedro juntos, y Carlos 9 afios menos que los 3 anteriores
juntos. ;Cual es la edad de Pedro, José y Carlos?

21. Resolver:a.(14+5)-(6-4+4)+(6-4 +2)

b. [300+(2-5)-9-3]-(5-4)

c. 8 +[9-{6—(5-4)]+14-{11-[T-(3-2)]}

d 250-[(6+4)-(3-1)+2]+{16-[(8+3)-(12-10)]}

e. Sixy=3x. ¢Cuanto vale y?

f. Expresar en forma de suma los de los productos: xy, 4x8

g. 500+6(3+1)+(8-5)3-2(5+4)

h. 800+ {20 — 3x4 + 5[18 — (6 — 1)3 + 4(5 — 2)]}
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i.  (5x4x3)+(15-3)+18 + (11 -5)5

j- 500-{(6-1)8+4x3 +16+(10-2)} -5

22. Compré 115 caballos a Bs. 126.000 cada uno; 15 se murieron y el resto
los vendi por Bs. 144.000 cada uno. ;Gané o perdi y Cuanto?

23. ¢Que alteracion sufre el producto 80x5, si el 80 se multiplica por 4 y
el 5 se multiplica por 16?

24. Si al dividir x entre 109 el cociente es el doble del divisor, ;Qué
numero es x?

25. Se reparten Bs. 1.315.800 entre varias personas en partes iguales y a
cada una le tocan Bs. 77.400. ; Cuantas eran las personas?

26. Uno de los factores del producto 840 es 12. ; Cual es el otro factor?
27. ¢Por cual numero hay que dividir a 15480 para que el cociente sea
1572

28. Compro 42 libros por Bs. 226.800 y se venden cierto numero por Bs.
171.000 a Bs. 9.000. ; Cuantos libros me quedan y cuanto gané en cada uno
de los que vendi?

29. Reparti 243 lapices entre 54 estudiantes y me sobraron 27 lapices.
¢Cuantos lapices les reparti a cada estudiante?

30. Juan tiene mas dinero que Pedro. ;Que es mas, la tercera parte de lo
que tiene Juan o la cuarta parte de lo que tiene Pedro?

31. Jesus es mas joven que tu. La edad de Juan es la mitad de la edad de
Jesus y la edad de Pedro es la tercera parte de la tuya. ¢ Quien es mayor

Jesus o Pedro?
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32. ¢Qué alteracion sufre el cociente 760 +10, si 760 se multiplica por 8; y
10 se multiplica por 2?

33. ¢Cuanto aumenta el cociente si se anade el divisor al dividendo,
permaneciendo igual el divisor?

34. La suma de 2 numeros es 1250 y su diferencia 750. ; Cuales son los
numeros?

35. Juan tiene 32 metras entre las 2 manos y en la derecha tiene seis mas
que en la izquierda. ; Cuantas metras tiene en cada mano?

36. La edad de un padre y la de su hijo suman 90 anos. Si el hijo nacid
cuando el padre tenia 36 anos. ¢ cuales son las edades actuales del padre
y el hijo?

37. ¢Cual es el nimero que sumado con su doble da 261?

38. ¢Cual es el numero que sumado con su triple da 384

39. 368 excede en 14 unidades a la suma de un numero con su quintuplo.
¢ Cual es ese numero?

40. La edad de Juan es el cuadruplo de la de José, si ambas edades se
suman y a esa suma se le anade 17 anos, el resultado es 42 anos. Hallar las
edades

41. Lasuma de 2 numeros es de 450 y su cociente 8 hallar los 2 nimeros
42. Laedad de Juan es 4 veces la edad de Pedro y ambas edades suman
45 anos. ;Que edades tienen Juan y Pedro?

43. La diferencia de 2 numeros es de 150 y su cociente 4. Hallar los 2

numeros
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44. 2.000 excede en 788 a la diferencia de 2 numeros y en 1.995 a su
cociente. Hallar los 2 numeros.

45. Enun colegio hay 3 salones. Todas juntas tienen 85 estudiantes, si en
la segunda y la tercera tienen 75 estudiantes y la primera y la tercera 80
estudiantes.  Cuantos estudiantes hay en cada salén?

46. Un palto y un pantalén valen Bs. 150.000, el pantalén y su chaleco
Bs.102.000 y el palto y su chaleco Bs. 132.000. ; Cuanto vale cada pieza?
47. Si a un numero anado 23 afos, luego resto 41 de esta suma y la
diferencia la multiplico por 2, obtengo 132. ;Cual es el numero?

48. La semana pasada fui a jugar al Casino. El lunes perdi Bs. 400.000; el
martes gané Bs.125.000, el miércoles gana el doble de lo que tenia el
martes, y el jueves, después de perder la mitad de lo que tenia, me
quedaron Bs.465.000 ; Cuanto tenia antes de empezar a jugar?

49. Un tanque cuya capacidad es de 300 litros esta vacio y cerrado su
desagiie. ¢ En cuanto tiempo se llenara si abrimos al mismo tiempo 3 llaves
que vierten: los primeros 36 litros en 3 minutos; la segunda 48 litros en 6
minutos y los terceros 15 litros en 3 minutos?

50. Un tanque tiene 3 grifos que vierten: el primero 50 litros en 5 minutos;
el segundo 91 litros en 7 minutos; y el tercero 108 litros en 12 minutos; y 2
desagiies por los que salen 40 litros en 5 minutos y 60 litros en 6 minutos
respectivamente. Si estando vacio el estanque y abiertos los desagiies, se
abren las tres llaves al mismo tiempo, necesita 40 minutos para llenarse.

¢ Cual es su capacidad?
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51. Compré 500 sombreros a Bs. 10.800 cada uno. Vendi cierto numero
en Bs. 900.000 a Bs. 9.000 cada uno. ;A cémo tengo que vender el resto
para no perder?
52. Situ compras 600 sacos de frijoles a Bs. 14.400 cada uno. Por la venta
de cierto numero de ellos a Bs. 10.800 te ofrecen Bs. 972.000. ;A cédmo
tendras que vender los restantes para tener una ganancia de Bs. 594.000?
53. Un capataz contrata un obrero por Bs. 7.000 diarios, para que trabaje
40 dias, transcurridos 35 dias por un problema que ocurrié entre ambos el
obrero recibié Bs. 200.000.

¢ Cuantos dias trabajé y cuantos no trabajé el obrero?
54. Un comerciante pagé Bs. 4.590.000 por 128 trajes de lana y de
gabardina. Por cada traje de lana pagé Bs. 30.000 y por cada traje de
gabardina Bs. 40.000. ; Cuantos traje de cada uno compré?
55. Dos hombres ajustan una obra en Bs.108.000 y trabajan durante 5
dias. Uno recibe un salario de Bs. 7.200 diarios. ; Cual es el salario del otro?
56. Con el dinero que tu tienes puedes comprar 6 revistas y te sobran Bs.
500 pero si tu quisieras comprar 13 revistas te faltarian Bs. 3.000. ; Cuanto
vale cada revista?
57. ¢Por cuales de los numeros 2, 3,4 y 5 son divisibles 84, 375y 136?
58. Diga, por simple inspeccion, cual es el residuo de dividir 85 entre 2;
128 entre 5; 215 entre 4; 586 entre 25 y 1.046 entre 8.
59. Diga qué cifra debe suprimirse en 857 para que resulte un niumero de

dos cifras multiplo de 3.
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60. Para hallar el mayor multiplo de 11 contenido en 2.738. ¢ En cuanto se
debe disminuir esté numero?

61. Diga si los siguientes grupos de numeros son o0 no coprimos.

a. 9,14y21

b. 12, 24 y 42

c. 35 18,12y 28

d 26, 39, 42y 65

e. 22,33,44,55y91

f. 14,21,28,35y26

g. 34,51,68,85y102

62. De los numeros 24, 31, 27 36, 42, 53 y 14 formar: un grupo de 4
numeros que no sean coprimos, un grupo de 4 numeros que sean
coprimos.

63. Hallar el M.C.D(a, b) de:

a. 75y 80

b. 33,77 y 121

c. 320, 450, 560 y 600

d. 1.560, 2.400, 5.400 y 6.600

e. 500, 560, 725, 4350 y 8.200

f. 57, 133, 532 y 1.824

g. 2.738, 9.583, 15.059, 3.367 y 12.691

h. 3.174,4.761,9.522 y 12.696

64. Hallar el m.c.m(a, b) de:
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a. 4,8, 16y 32

b. 30, 15y 60

c. 15,25y 75

d. 100, 300, 800 y 900

e. 100, 500, 2.100 y 3.000

f. 105, 306, 405y 504

g. 33, 49, 165, 245 y 343

h. 108, 216, 306,2 040 y 4.080

65. Las edades de Juany Pedro son dos humeros enteros consecutivos
cuya suma es 51. Si Juan es menor que Pedro. ;Cual es la edad de cada
uno?

66. Si Juan tiene un afo menos que José y ambas edades suman 103
anos. ¢ Cual es la edad de cada uno?

67. Un comerciante compré el lunes cierto numero de sacos de
frijoles; el martes compré un saco mas que los que compré el
lunes; el miércoles uno mas de los que compré el martes, y
el jueves uno mas de los que compré el miércoles. Si en los
4 dias adquiri6 102 sacos. ¢ Cuantos sacos comproé cada dia?

68. Hallar el m.c.m de los siguientes grupos de numeros:

a. 540y 1.050

b. 910,490y 560

c. 690,5.290 y 920

69. Dos cintas de 36 metros y 48 metros de longitud se quieren dividir
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en pedazos iguales y de la mayor longitud posible. ; Cual sera la longitud
de cada pedazo?

70. Se quiere envasar 161 kilos, 253 kilos y 207 kilos de plomo en 3 cajas,
de modo que los bloques de plomo de cada caja tenga el mismo peso y el
mayor posible. ; Cuanto pesa cada pedazo de plomo y cuanto cabe en cada
caja?

71. Se tienen 3 extensiones de 3.675, 1.575 y 2.275 metros cuadrados de
superficie respectivamente y se quieren dividir en parcelas iguales. ¢ Cual
ha de ser la superficie de cada parcela para que el niumero de parcelas de
cada una sea lo menor posible?

72. Para comprar un numero exacto de docenas de pelotas de Bs. 8.000
la docena o de un numero exacto de docenas de lapiceros a Bs. 6.000 la

docena ¢ Cual es la menor suma de dinero necesaria?
73. ¢Qué alteraciéon sufre el numero fraccionario 1 si multiplicamos el
numerador por 2 y el denominador por 4?
7 7 .
74. (Es 51 mayor o menor que 17 y cuantas veces?

. . . .1 3 27 6
75. ¢Cual de los numeros fraccionarios —, —, — y — es el menor?

515’ 135 ° 30

76. Resolver:

2

a —+—
3

b. E+Z+i
4 8 16



3 7 11

5 4 6

13 4 9

121 55 10

5 2 1 3

16 48 9 18

11 1 7 11

"3 9 18 24 30

1 101 13 17 19
+

31+5E

4 4
14,1
10 100

52 62 .82
5 10 20
3§+5§—7j—
4 9 12

6t 73,83 435
11 11 22 44

1141 51 51
5 80 16 10

7+

7
ji—10+31—8
48 5

1 1 1) 1
-———+_ +_
(4 2 3] 4
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(12alti)- (o
5 12 24 18

0.25+4-2% +2.321

234353212+ 32
5 "3

5 5

52> _9-2.35+14.31-5.223
7 7

Resolver:

WIN
x
N|Ww

W[N
x
~N| o
x
Al

317 5 38

519 34 75

2§x3§x11
6 4 17

16+(14i+51J
16 6

72[Z+EJ

8 9

165 7). 1
5 10) 159

91{1+51_1J
1616 4 20

(111—10j+(13—92j
10 5
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SCEHECI

k. (2-314) (% ¥ 4.235)

78. Un reloj adelanta gde minutos cada hora. ;Cuanto adelantara en 5

horas; en medio dia; en una semana?

79. Side una soga de 40 metros de longitud se cortan 3 partes iguales de

5% metros de longitud. ;Cuanto falta a lo que queda para tener 31%

metros?

80. Tenia Bs. 72.000 y gasté los % éCuanto me queda?

81. Un mechero consume % Kg. de aceite por dia.  Cuanto consumira en
5 de dia?

6

82. La edad de Maria es % de los % de la de Carmen. Si Carmen tiene 24

anos. ¢ Cuantos tiene Maria?

83. Diez obreros pueden hacer 1412—1 metros de una obra en una hora.

¢ Cuantos metros hace cada obrero en ese tiempo?

84. ;Cuantas varillas de % de metros de longitud se pueden sacar de una

varilla de % metros de largo?
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85. SiJuan hace un trabajo en 8 dias. ¢ Qué parte del trabajo puede hacer

en 1 dia; en 1% dias; 3% dias?

86. ¢Aumenta o disminuye y cuanto g al anadir 1 al numerador y 4 al
denominador?

87. ¢Aumenta o disminuye y cuanto g al restar 5 a sus dos términos?

. - 1 . 3 1
88. Porque numero se multiplica 3 cuando se convierte en Z; y 3
cuando se convierte en 6?
89. ¢Por cual numero se multiplica 6 cuando se convierte en 4; 3 cuando
se convierte en 1; 11 cuando se convierte en 12?

90. ¢Por qué numero se divide 8 cuando se convierte en 6; 9 cuando se

convierte en 7; 11 cuando se convierte en 19?

91. ¢Por qué numero se divide % cuando se anade 5 al numerador y 3 al

denominador; cuando se resta 3 del numerador y se suma 2 al
denominador?

92. Hallar qué partede 5es 4; de6es 7; de 9 es 8.

93. Juan tenia Bs. 6.000.000 y gasté Bs. 180.000. ; Qué parte de su dinero

gasté y que parte le queda?
94. ;Cuanto perdiste tu cuando vendes a ; del costo de lo que te costo

Bs. 840.0007?
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. . - 2
95. Juan gasta en alimentaciéon de su familia los gde su sueldo mensual.

Si en un mes gasta en alimentacién Bs. 235.350. ; Cual ha sido su sueldo

en ese mes?
. 3 - 3 .
96. Ayer perdi los 7de mi dinero y hoy los 3 de lo que me quedaba. Si

todavia tengo Bs. 18.000. ; Cuanto tenia al principio?

97. Resolver:

a 2+
1+i
1+ —
b 9+ 1
1
1+ 1
2+—
2
c 2+ 1
1
3+ 1
1+ —
1+ —
d 3+ 1
1
2+
1
3+ 1
4+
2
e 1+ 1
1
5+ 1
4+
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f 1+ 2
4
3+
6
5+ 3
7+
9
9. -3- 4
5
3_
7
3_
8
3_
1
3 -
3.
3

98. Un comerciante hace un pedido de 3.000 kilogramos de mercancia y
se lo envian en 4 partidas. En la primera le mandan 17.45 kilogramos En la
segunda 40 kilogramos mas que la primera, en la tercera tanto como en las
dos anteriores y en la cuarta lo restante. ; Cuantos kilogramos le enviaron
en la ultima partida?

99. Resolver:

242 + 342

o



e. 6J5+8J/5-75

f. 18 +/50
g. 108 .72
h. 3.28-5.63

i. 4300 — V162 ++/75
. 1 3
j- —~/8 +—+/50
2 4
1 3 5
k. 5\/27—2\/48 +E\/24

. %\/250 —g\/% +§\/490

m. 33125 +23/15625

n. 231024 —32000

o. 5348 +3342-3/384
33 53
p- E\/ﬁ + 5\/500

q. §W+§§/375 —%%/1029

53 43 73
r. z\/128 —E\/soo +§\/27o
s.  (3v10)728)5.125)

73 45 3
t [Emj(gmj(wﬁ)

u. (74240 +8.80 10./560 20

68



V. %3\/686 +%§/§j+(%3\/1024 %%j

3

.

5.125x43/30
40460
152/100

(10950} (143780

100. Racionalizar:

»

4a5bh3
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-

I
V297

11
11-3113
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CAPITULO |

DEFINICIONES Y PROPIEDADES SOBRE
LIMITE Y CONTINUIDAD DE FUNCIONES DE
UNA VARIABLE REAL

7
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_En este capitulo se estudiara: Punto de Acumulacién, Limites, Limites
Laterales, Limites Infinitos, Limites en el Infinito, Propiedades de los Limites,

infinitesimales, Limites Indeterminados de la Forma:

. 0.0, o—o0, 00, 0%, 0, oo®, 1T° Limites Trigonométricos,

o
o0

o|lo

818

o0
H 0!
Limites Logaritmicos, Limites Exponenciales, Continuidad, Puntos de

Discontinuidad, Asuntotas: Verticales, Horizontales y Oblicuas, Grafica

aproximada de las funciones por medio de los limites.

Limites

Expresaremos dando unos ejemplos de limite para introducirnos en

este campo:

Ejemplo 1: Sea f(x)=4x - 3; ¢hacia que punto se aproximan los valores

de esta recta cuando x se aproxima al punto x=57.

X 4.9 4.99 4,992 5.001 5.01 5.1

f(x) | 16.6 | 16.96 | 16.968 | 17.004 | 17.04 | 17.4

Cuando x se aproxima a 5, observamos que: 4x - 3 se aproxima al 17.

Se dice que el limite de f(x)=4x - 3, cuando x se aproxima a 5 es 17 y se escribe:

lim(4x-3) =17
X—>5

Geomeétricamente lo veremos en clase.

Ejemplo 2: Sea f(x)=X_525 éa que valor se aproxima f(x) cuando

X se acercaa 5?
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4.9 4.99 4995 | 5.001 5.01 5.1

f(x) 9.9 9.99 9.995 | 10.001 | 10.01 10.1

X -25
Cuando x se aproxima a 5, se observa que f(x)= %5’ se aproxima a
X

10.

Vemos que esta funcion se comporta de manera semejante a la funcion

f(x)=x + 5, para valores distintos de 5, por lo tanto (..), es lo mismo escribir:

x2 .25 . lim X-8)(x+5)

N I_=Iim(x+5),

x-5 Xx-5 BN =L->10
x—>5 X =35
2 25 5 5
Noétese que: X %, (x-S)0x + )=x+5
xX-5 x-5
X+5

Ejemplo 3: Sea f(x)=‘ 5‘. Estudiemos el comportamiento de f(x)
X +

cuando x se aproxima al -5.

x | 49499 | 4999 | 5,001 | 5,01 | 51

fx) | 1| -1 -1 1 1 |1
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1
o
-5 0
o
-1

Como podemos observar, cuando x<-5, f(x) se aproximaa-1y
cuando x>-5, f(x) se aproxima a 1, de esta manera no podemos
asegurar hacia que numero real se aproxima f(x), cuando x tiende a -

. X+5
5, es decir, que no existe LeR tal que: \x+5\ =L, Luego el

X —> -5

I ‘. X+5 . .
limite de la funcion f(x) = , cuando x se aproxima a -5, no existe.

X +5]
Supongamos que el dominio de una funcién f(x) contiene intervalos
(xo0,X1) ¥ (X1, X2), si al aproximarse x hacia x4, tanto como sea posible, f(x) tiende

a un numero L, entonces, L sera el limite de f(x) cuando x tiende a x4, lo cual se

limf(x) =L

escribe como: X — X

lim(7x +5) = 40

X—>5

Ejemplo 4

Esto significa que la expresién 7x + 5 se aproxima al valor 40, cuando x

se aproxima a 5, por la izquierda y por la derecha, esto lo pueden ustedes
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observar en los tres ejemplos anteriores, es conveniente que estos valores
estén en un entorno de x1= 5 de radio §, es decir, que los valores de x que

tienden a 5, sean tales que xe(5 - 3,5 + 3) y 0<6<1.

Existe una dependencia de f(x) respecto a x que hace que f(x) se
encuentre en un entorno de L=40 de radio &, es decir, los valores de

f(x) proximos a 40, resultan tales que f(x)e(40 - £,40 + &).

40 +¢

0 ,

40-¢

Si damos un valor de £=0,01, tenemos que f(x)<(39,99;40,01) cuando
xe(5-§, 5+&). Asi dado (£>0), existe (6>0) que garantiza que la distancia de f(x) a

40 sea menor que 0,01. En simbolos:

Dado (£>0), (35>0): (Vxe®), A O0<|x - 5|<5<1 = [f(x) - 13|<t. Si

relacionamos las distancias di=|x - 5| y d»=|f(x) - 40|, obtenemos la relacién
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entre £ y 6 veamos que si: [f(x) - 40|= |7x + 5 - 40|= |7x - 35|=7|x - 5|<€, si y

3 3

solo si, (sii), |x- 5|<?, de esta manera |f(x) - 40|=<¢, sii, |x - 5|<?.

Definicién 1: Se dice que xo€R es un punto de acumulacién (p.a) o punto

limite (p.l) de DcR , si para cada intervalo abierto |, tal que xo€l, se

tiene que: (I- { X0 t)ND=

Geométricamente

/ y=f(x)

Por la definicion de conjunto vacio, esto quiere decir que si al intervalo
abierto le quitamos el punto xo, debiera existir por lo menos otro punto x4, que
también pertenece a D, si esto es cierto, entonces X,, es un punto de

acumulacion de D.

Definicidon 2: Sea f: D 2R , con xeeR, Xo es un (p.a) de DcR , decimos

que fposee limite L en X, sii, (V>0)(36>0):(VxeD A0<|x-Xo|<6<1) = |f(x)-L|<E y

limf(x)=L
se denota por
X — XO
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Geomeétricamente:

y=f(x)

a x b ° R

Ejemplo 5: Estudiar la funciéon f(x)=3x + 10, en el punto de acumulacién

lim(3x+10) = 22

x=4, es decir::
x—>4

Solucién: Hay que hallar una relaciéon entre el 5 y &, es decir:

(VE>0), (36>0): (VxeD A 0<|x - 4|<6<1) = |3x + 10 - 22|<¢ como |3x + 10 -
22|= |3x -12]= |3(x - 4)|= 3|x - 4|<€, entonces 306<E = 56<¢/3. Si §=0,01 =

6=0,003, si ¢=0,001 = 5= 0,0003.

lim(2x 2 +5x-3) 3

Ejemplo 6: Comprobar que 1
X -

Solucién: (VE>0)(36>0):(VxeD A 0<|x - 1]<8<1) > |2x2+ 5x — 3 - 4|<&, Como:

[2x2 + 5x - 7|= |;[(2x)2 + 5(2x) - 14]| >

;|(2x + 7)(2x -2)| =;|2(2x + 7)(x - 1)|= [2x+7|[x-1|<E = |2x-7|5<E
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Como |x-1|<8<1 = -1<x-1<1 = 0<x<2 = 0<2x<4 = 7<2x+7<11; coOmo 7 es menor
que 2x+7, se puede acotar |2x-7| por el 7, lo que implica, que 78<¢ = 3<¢/7 si le

damos valores a &, obtenemos la dependencia del 3.

Ejemplo 7: Comprobar que I)i(rrl(>v32x +3+4)=7

Solucich: (VE>0)(36>0):(VxeD A 0<|x-3|<6<1) = |(/2Xx + 3 +4 - 7|<¢ Tenemos que

2x+3-9 2x-3|
«&x+3—3:«&x+3—J9:1ﬁx+3+3zxﬁx+3+3<§

<&, Como X - 3|<6<1 = -1<x - 3<1 = 2<x<4 = 4<2x<8 =

25
%mx+3+ﬂ
7<2x+3<11 = 7T < /2x+3 <M1= T +3<-/2x+3 +3<m+3, entonces

podemos acotar: ‘\/ZX +3 +3‘ por -/11+3 ya que este termino es mayor que

25 25 (~/11+3)§
</2x +3 +3, lo que hace que, = <€=> 0<-— — 2
\/2x+3+3‘ M1+3 s 2

Definiciéon 3. Seaf: D > R xo es un (p.a) de DcR, se dice que f posee limite

a la izquierda de Xo, sii (ALefR), (VE>0), (36>0): (VxeD A 0<xo - X<3) = [f(x)-L|<E,

Analogamente se dice que f tiene limite a la derecha de X, sii, (ALeR), (VE>0),

(36>0): (VxeD A 0<x - x<08) = |f(x) - L|<¢ y se denota respectivamente como:

nmﬂnzLy"mﬂﬂ=L
X = Xo X > X,
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L+§

: _—

L-&

Xo-0 Xo Xo+0

Teorema 1: (Unicidad del Limite) Sif:D > R, xo, es (p.a) de D y f tiene

limite L1 y L2, entonces, L1 = L., es decir, limf(x)=L, limf(x)=L

, 2, |o mismo
— Xo X = Xy

vale para el limite a la izquierda de x, y para el limite a la derecha de x,, es decir:

limf(x) = limf(x) = Imf(x)

Veremos este teorema con un ejemplo:
XX X—>Xg XX, jlemp

r
Ejemplo 9: x+1six<3

Sea f(x)= )

\
(x-1)2six>3
i lim(x+1)=4
Solucién: lim (3 (_ )

ya que (VE&>0), se tiene entonces que
X —3 x—>3

[x+1-4|=|x - 3|<€ cuando 0<3—x<d y para ello basta tomar 3=£, Analogamente,

) =mb=1) =4 e etector |(x - 1)~ 4j=lx - 17— 22={(x— 1 - 2)(x — 1 +

+ +
x—>3 x—3

2)I=1(x - 3)(x + 1)|=|x - 3||x + 1|<€¢ = & |x + 1|<€ = o< § , como |x-3|<1 = -

\x+1
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3 limf(x) .
1<x-3<1 = 3<x+1<5 = 6<§, por lo tanto, el existe.
Xx—>3

x-3

x-3

Ejemplo 10: f(x)=

limf(x)=-1 limf(x) =1 . L.
y como los limites laterales son distintos entonces

X >3 x> 3
lim X3

\x—3\ no existe.
x —> 3

Definicidon 4. Sea f:D 2> R, Xo, es un (p.a) de DcR, Diremos que f posee

limite infinito en el punto xo, sii (VYM(€)>0), (36>0): (VxeD A 0<|x — Xxo|<6<1) =

limf(x) = o

|f(x)|> M y se denota: X —> Xy

; TP : limf(x)=—o
Si en la definiciéon anterior f(x)<M, entonces X — X,

. 1
Ejemplo 11: El I'mm=oo, para probar esto debemos observar M>0, se haya

x >3

1
(6>0): 0<|X - 3|<3, entonces >M como >M, si |x - 3|<-, tomamos 3
x-3 x-3 M
1 1 1
=, se Concluye que 0<|x —3|<—= >M.
M M x-3
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2x+3

. lim——— 2(3)+3 9 )
Ejemplo 12. 2 = = _ =0, es decir,
SRS X +9X-24 7321 5(3)-24 0

x—>3

. 2x+3 . 2x+3

X< +5x-24 y X< +5x-24 =+w, por lo tanto,
x >3 x > 3"
. 2x+3

X< +5x—-24 , NO existe.
Xx—>3

Definicion 5: (+~) es un (p.a) de DcR, sii (Vnez®), (IxeD): (x<n),

Analogamente (-,), es un (p a) de Dcf, sii-(Vnez*), (3xeD): (x<-n).

Definiciéon 6: Sea f:D> R y (-») es un (p.a) de DR, decimos que f posee

limite L en -w, sii, (V&>0), (AM=M(£)): (VxeD A x<M) => |f(x) - L|>E. Analogamente,

f posee limite L en - sii, (V£>0), (IM=M(E)): (VxeD A x>M) = [f(x) - L|>¢ se

denotan respectivamente como : IMf(x)=L  limf(x)=L
X —> —o0 X —> +00

5x+3
Ejemplo 13: Demostrar que ';“_)XO+O1 =9

L 5x+5
Solucién: (VE>0) (AM=M(E)): (VxeDax>M) = 1 -5/ <§ como
X+
5x+3_5:5x+3—5x—5\: —2\: 2 ‘<§si <§:>x>g—1
X +1 x+1 | x+1  |x+1 X +1 g

3

haciendo M(§)=§—1. Se nota que para cada numero positivo £ se puede
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encontrar un numero M= Z —1, tal que x>M, por lo tanto, el nimero 5 es el Limite
. Bx+3 . . 5x+3
de la funcién f(x)= es decir, lim X +1 =5
X —
anpxN +a

n—1xn - 1+....+a0
Teorema 2. Sea H(x)=

, Entonces,
bmxM +b xm-1+_..+b,

cuando X = o, H(x)-g y

(
a .
N sin=m
bm
lim H(x) = ;
x_)og) 0 sin<m
\
o sin>m

Demostracién: Sea n=m, entonces, |)'("l|)'|g()=

n n-1
a X" +a X + veeen +a

b xN+b, 4
X — o0

lim

XN+ +b0 Aplicando la propiedad del elemento

xn
neutro del producto de los numeros reales 1= obtenemos:

xn
n xn—1 aq 1 a
a_ - +a F oo 9 a_+a RN &
im XM N x"_pm_ " Tx xh _an
xn xh—1 by ~ 1 bg bm
bm-=——+b . 4 + e + b tPm gt +
X m-1 xn X X xn
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a
y cuando x > , nos queda: L —» -

m

Para los casos n<m y n>m, la demostracion es similar.

Ejemplo 14. Hallar el lim(3/x3 +x2 +1-3/x3 —x2 +1)
X —> o0

3
Solucién: L=lm(¥/x3 +x2 +1-3/x3 —x2 +1) = (a0 - x0), como
X — o0

3 _
Va—3b - 3a2+‘ﬁr+3b2

lim x3+x2+1-(x3—x2+1)

(Sl 2 345 a2 2 ) e 2o

X —> ©

=

. 2x2
lim

L= [%/(xs +x2 +1)2 +3[x3 +x2 +1)x3 —x2 +1)+3d(x3 -x2 +1)2J

X — ©

o0
o0

como cumple con las condiciones del teorema buscamos los valores de n

y m, n=2 y m=6/3 = m=2, entonces an=2 y bm=1+1+1=3 = L 22/3.

3x2 _5x+3 00

Ejemplo 15: Hallar lim =
=lempio 1o 2x8 +5x -4

X — ©




84
Solucion: Como cumple con las condiciones del teorema,

buscamos los valoresde ny m, n=2y m-g =4, como n<m => L -20.

JX-5
lims—=—

Ejemplo 16: Hallar 3f+7 -
X >

Soluciéon: Como cumple con las condiciones del teorema

1 1
buscamos ny m, n=5, m=§, como n>m = L=

Propiedades de los Limites:

Sean L1 -L"ﬂf,((x) L2 _Ilmg(x) y KefR, se tiene que :

limK
1) x—>x0_ K

IimKf limf
2) limKilx)_ K;’Ei’;’= KL1

g 002900 ) gl _ 4,
0 0 0

limf(x)g(x) _ I|mf(x)I|mg(x)_

4) x5 x X =X L1.L2
0 0
im 10T
5) g(x)= =—,d(x)#0



. n
) lim(f(x)" = [',!"l(i(:)ﬂ = (Lq)"

X — XO
( limg(x) L
. lim(f(x)) [x — X
7) Ilm(f(x))g(X) - {x"[‘) x(:))} 0 =(|_1) 2

Ejemplo 17: Hallar |x"242 , por la propiedad N°1, |x"242 =4 =L>4

Ejemplo 18: Hallar Lirg?’zx, por la propiedad N° 2, se tiene |_=3Lir2x2

=L>6

2
Ejemplo 19: Hallar |im(2x +5x -3), Por las propiedades 1,2,3 y 4,

X — 2

tenemos:

2limx limx 4 glimx _lim3 _|=222+52.-3= L=8+10-3=L>> 15

X—>2x—>2 X—>2 x—-52

. 4x+5
Ejemplo 20: Hallar lim_——— =

x_)%x+2

por la propiedad N° 5, tenemos:

A% +5 lim(4x + 5)
L=lim _Xx—>2 _ 4.2+5=E:>L_)E
L 3x+2 |im(23x+5) 3.2+5 11 11
X —

85
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4x -3
Ejemplo 21: Hallar Iim(3x + 5) X por las propiedades N°6y 7,
X —> 2
tenemos:

Ili(m(4x—3)J
) —2
L= E'('l(?'zx + 5)] = L=(3.2 + 5)*2-3 = L=11%° = L 161.051

Definicion 7: Si 5 5X)), es decir, [a(x)| € cuando 0<|x— | <3(), Ia
0

funcién a(x) se llama Infinitesimal (infinitamente pequefia) cuando x — Xo.
Analogamente se determina la funcién infinitesima (Infinitesimalmente

pequeia) a(x), cuando x = .

Definicién 8: La suma y el producto de un numero limitado de

infinitésimos, cuando x 2 Xo, es también un infinitésimo cuando x = Xo,

. a(x)
si a(x) y B (x) son infinitésimos cuando x 2 Xo, y lim B(x) =C, donde 0<
X —> Xg
I a(x)
\C\ < +o0, si 1M B(x) =1, las funciones a(x) y B(x) se llaman
X — Xg

equivalentes cuando x =2 Xo; es decir, a(x) ~ B (x), por ejemplo, si x 2> 0,

. senx
tenemos senx ~ X, tgx ~ x y Ln(1+x) ~ x, es decir, lim . 1,
x—>0

tgix: mIn(x+1)

lim 1y i

x—>0 x—>0

=1, el limite de la razén de dos infinitesimos no

se altera, si los terminos de la misma se sustituyen por otros cuyos

valores respectivos son equivalentes. De acuerdo con esto, al hallar el
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. a(x)
fim B(x)» donde a(x) > 0y B (x) — 0, cuando X > Xo, al numerador y al
X —> Xg
denominador de la fracciéon pueden restarsele (o sumarsele) infinitesimos

de orden superior, elegidos de tal forma, que las cantidades resultantes

son equivalentes a las anteriores.

. 1-cosx
De estos tres limites se deducen los siguientes limites: a) L=lim—————
x—>0
_ 2 2
- |_=Iim(1 cosx)(1+cosx)= . 1-cos x Iim$= 1  sen x -
x(1+ cosx) lim————— 1+cosx 2 lim
x—0 x—>0 X x= x>0 X
|_=1 lim ™ limsenx L0
2 X x—0
x—>0
. 1-cosx . (1-cosx)(1+ cosx) 1-cos2x
p. lim——>— o L=lim 2 = L=lim——F—
X x4 (1+ cosx 2
x—>0 x—>0 ( ) x—>0%
2
. 1 1, sen X 1,. Senx . senx 1
I|m17 — L=_lim 7 = L=_lim lim =L> _
x_)3cosx 2 x—>0x x—>0x 2
x>0
: 1% . . . 1 1
c. L=lim 1+; , Por medio un cambio de variable t=— = x=¥
X — X
1 1
S>xX3>0=>t>0)=L= t = InL= t = InL=limin——
lim(1+t) Inlim(1+t) t 50 ¢

t— t—>
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. . 1-cosx lim 1~ €08X
= InL=1= L— e, En conclusién: L=lim—— = | 5 0; L= 2

X
x—>0 X - 0

1 1) !
=>L-> 2;L=|im(1+xj =>L->eyl= t >Loe

lim(1+t)
X —> t—>

n
Definicion 9: Se denomina numero e al limite de la variable (1 + 1]
X

. 1\%
, cuando x = « (n = N), es decir: I|m(1 + xj =e, con ecQ’ y tiene un
X — o0

valor aproximado a 2,7188281828.

. 1 \X
Ejemplo 22. Hallar L=I|m[1 + 5)(] =1® Solucion: Haciendo 51 =t=
X
X —> ©

1
1 15 _

x=L cuando (x 2>« =t—>0); L= t| =e5

. 5t = L=
5¢ lim (1 +7)°* lim(1+ t)
t—0 t—>0
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Ejemplo 23: Hallar L=lim L_'I x_1oo L-Iim(x+1_1 X L=
' T \xt1) T X+1 =
X —>© X — o©

: 2 -2 2
lim| 1- 1) haciendot=— "~ = x=-~-1, (cuando x> © = t>0) =
X

X+ x+1

X — o0
-2
2 1

-— -1 - -1 2
_ t =L=| t lim1+t) =L-oe
lim(1+t) lim(1+t) t—
t— t—>0

Definiciéon 10. Se definen los limites indeterminados como aquellos

limites que al sustituirle al punto de acumulacién toman la forma

, o , 0.00, 00— 00, 00, 0%, ooo, »®, 15° y se le rompe
o0

oo

siguiente:

818

o0
’ 6!
la indeterminacion aplicando las herramientas vistas en el precalculo
como son propiedades de los numeros reales, factorizacion,

racionalizacion, etc.

. X+1
Ejemplo 24: Hallar |_=I|mﬁ =2 , por medio del teorema N° 3,
X—>mo ®

tenemos que n=1, m=1, an=1, bm= 1, lo que implica que L>1.

. X -4 . x —-/16
Ejemplo 25: Hallar L=lim =0 = L=|lmL,
x-16 0 6x—16
X — 16 X 51
x—-16 1 1

lim lim——— =L—> —
_ =
y (1)((5 16)(-/x +4) . A/g( +4 8

Racionalizando tenemos:
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cosx-senx 0

lim——— =7~
Eiemplo 26: Hallar L= _ 1-tgx 0
X - —
4
m m \/E \/i |imw
cos—-sen— —— ———
0 senx
4 4_2 2 _0_ ,_ 1-
L= -0 o= -
m 1-1 0 COSX
1"tay, xo T
4
COSX — senx cosx - senx
COSX - senx limcosx |lim—- >="% /2
P ™ COSX - senx Ne
cosx = x> o =L -
4 X > —
X = — 4

Continuidad

Una idea intuitiva de continuidad es que la curva que representa la
grafica de una funcion debe estar sin interrupciones en toda ella. Por el
contrario si esta presenta interrupciones o saltos se dice que la funcion
es discontinua y los puntos donde se producen las interrupciones o

saltos reciben el nombre de puntos de discontinuidad.

llustramos estos dos casos geométricamente:

/'l- y=(fx)
1

|
X1

O e -

Esta funcion es continua en todo el intervalo (xo, x1)
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f(xo)

y=f(x)

f(x4)

Supongamos que la grafica dada en la figura anterior corresponda

a una funcién y=f(x). Esta funcién representa una funcion de salto. El

')i(m_f)(’;z, no existe porque no hay un numero L para el cual f(x) se

encuentre muy préximos a L, cuando x se aproxima suficientemente a xu.

Podemos observar también en la grafica que no existe el !("Efgx).

En x2. se aprecia que f(x) no esta definida, pero pareciera que el hueco
que hay se puede tapar con solo incluir en la grafica el punto (x2, f(x2)), de

esta manera se romperia la discontinuidad en el punto (x2, f(x2)), haciendo

que el I)|(m_f)(§z = f(x2). En xo el valor de f(x) no resulta apropiado para la

continuidad de f(x), el ';"lf)(ig existe, pero su valor no es igual a f(xo).
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Conclusion: De todas estas observaciones se desprende que la
discontinuidad surge cuando el limite de una funcioén no existe 6 si el

limite aunque existe no es igual al valor de la funcién.

Definicion 11: Sea f: D — R, xoeR, la funcion f es continua en Xo sii

(VE>0), (36>0): (VxeD A 0<|x - X0|<5<1) = [f(X) - f (Xo)|<E

Observacion: En la definicion anterior vemos que xoeD, esto es la

funcion f debe estar definida en xo, entonces, xo es un (p.a) de D, o xp es
un punto aislado de D, entonces 36>0 tal que xo es el Unico punto comun

aDy ‘x —X_|<3. Asi que para x= xo, entonces,

0
‘f(x)— f(xo)‘ = ‘f(xo) — f(xo)‘ =0, para cada £>0. Por lo tanto, cualquier punto
aislado xoeD es un punto de continuidad de f(x), es decir, f es continua en
Xo.

La definicidn anterior se traduce de la siguiente manera: Una

‘s . . limf(x) = f(x . ‘s
funcion f es continua en un punto xo, si , _”(( )=1( °). Asi la funcion es
(]

continua xo si cumple con las siguientes condiciones:

1) La funcién esta definida en xo

2) El 'x"ﬂf,((’;)= L existe y sea finito

limf(x) = f(x)

X—)o

3) El
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Definicién 12: Si f(x) es una funcion, f sera continua, si es continua

en cada uno de sus puntos donde este definida (intervalo, segmento,

etc.).

Definicién 13: Se dice que una funcion f(x) no es continua en el

punto Xo, sii, este punto no verifica las tres condiciones de continuidad

citadas anteriormente.

Ejemplo 25: f(x)= , esta funciOn es discontinua en el punto

2x -5

x=5, ya que la funcién no cumple la primera condicién de continuidad.

fx)= 2x -5

N| o
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limf(x)

Definicién 14: Si la funcion f(x) tiene limites finitos: < x

limf(x) limf(x) limf(x) .
+,c0n - + , entonces, xo recibe el nombre
X —> XO X = Xo X > X

discontinuidad de primera especie.

Ejemplo 26:

x+5 si x<0
f(x)=
3x2 + 1 si x<1

-_—

N o
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L . . limf(x) limf(x)
Definicion 15: Si xo no esta definida, pero . -= + , X0

— X _X — X
(o] (o]
recibe el nombre de punto de discontinuidad evitable y la discontinuidad

se evita (se redefine), dandole al valor de x0 el valor al cual el limite

tiende, es decir, Ixi"_‘)f)((x)=f(xo)
o

f(x) six#xo

f(x)=
f(xo) six=xo
. X+3 ‘. _
Ejemplo 27: f(x) = m, esta funcion no esta definida en x=-
X% —3x —

. : 3 1 . 1
limf(x)=lim————_ lim limf(x)=_"
3,perox_>_(3) ()g_s)(x+3) X%x_e :>x_)_(3) 3,Ifiorlotanto
X = - -

hay una discontinuidad evitable en el punto x=-3 y la funcion se redefine

r
)= X3 gixes
x2 _3x-18

f(x)=4

si x=-3

1
L9

Definiciéon 15: Los puntos de discontinuidad que no son de primera

especie se llaman de segunda especie, que son aquellos puntos donde la

funcion no esta definida y los limites laterales no existen.
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Ejemplo: f(x)=( 22)2 , en x=2 hay una discontinuidad inevitable de
x j—

limf(x) __, ,, limf(x)
X > 2 x —>27F

segunda especie, ya que 'x'mfgx)#_roo, es decir, =+00
_)

f(x)=

(x-2)2

Propiedades de las funciones continuas

1) La Suma (resta) de dos funciones continuas f y g, en un punto xo, es otra

funcioén continua.

En efecto Ixiri(i(x) § g(x))= Li"lf,(();) + ET,%(:) = f(xo) £ g(x0)= (f = g)xo

2) El producto de dos funciones continuas f y g en el punto Xo, es una

lim[f(x)g(x)] _limf(x) limg(x) o
X —> X X > X X — X0

funcion continua. En efecto:

f(x).g(x)=(f.g)xo

3) El cociente de dos funciones continuas en el punto xo, es otra funcién

continua, excepto en donde x anula al denominador.
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f(x) limf(x)
En efecto lim = x—>xo = f(x) = i X
"B limg) T g0 (g )0

X—)X0

4) La funcioén f(x) =K (funcién constante) es continua en cualquier punto.

5) La funcion f(x)= x, (funcion identidad) es continua en cualquier punto.

anx"+a xn=1,...

6) La funcién polinomia f(x)= n-—1 *t@9 es continua en

cualquier punto.

Las funciones irracionales f(x) definidas por f(x)=m dg(x) , donde g(x)

es un polinomio, es continua en todos los puntos de su dominio.

7) Un punto de acumulaciéon (aislado), también se considera como una

funcién continua.

Para estudiar la continuidad de cualquier funciéon y=f(x) y realizar

su grafica aproximada, seguiremos los siguientes pasos:
1. Se halla el dominio de la funcion, es decir Domf
2. Se buscan los puntos de discontinuidad si es que los hay.

3. Si hay puntos de discontinuidad se estudian el comportamiento cerca

de ellos
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4. Se clasifican los distintos tipos de discontinuidad, es decir, si es
evitable (se redefine la funcion) o inevitable, (de primera o de segunda

especie).
5. Se estudia la funcién en sus extremos.
6. se hallan los cortes con los ejes de coordenadas, si es posible.
7. se realiza la grafica aproximada.

Ejemplo 29: Representar graficamente las siguientes funciones y
localice los puntos de discontinuidad (si los hay) y use la notacion
de limite para describir el comportamiento de f cerca de estos

puntos de discontinuidad.
(x2 si0<x<3

a. f(x)= <(-3 si x=3

3 six>3
\
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ol
(S |

1. Domf=[0,0)
2. Puntos de discontinuidad {x=3}

3. Estudio de la funcion cerca de los puntos de discontinuidad:
limf(x)=9 y limf(x) =9
X >3~ x—>3F

4. Existe un punto de discontinuidad inevitable de primera especie en el

punto (x=3), no se cumple la tercera condicion de discontinuidad, ya

limf(x)=9 =
queHg )=9y £(3)=6.

2x+1 si x<2
b. f(x)=
x-1 six>2
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. Domf=R
. Puntos de discontinuidad {x=2}

. Estudio de la funcién cerca de los puntos de discontinuidad:
limf(x) = 5y limf(x) =1

X > 27 x -2t

. Existe un punto de discontinuidad inevitable de primera especie en el
punto (x=2), no se cumple la segunda condicién de discontinuidad, ya

ue limf(x) = 5?,__ limf(x)=1
X2 x> 27t

q

Ejemplo 30: Averiguar si las funciones que se dan a continuaciéon son
continuas, en caso de no ser, diga que condiciéon de la discontinuidad falla

y de que tipo es, si la continuidad es evitable redefina la funcién.

x 2

xX—-2

. f(x)=

. Domf=R -{2}
. Puntos de discontinuidad {x=2}
. Estudio de la funcion cerca de los puntos de discontinuidad:

limf(x) = +0 _, limf(x)= —0y limf(x) = +o
X2 X 27 x—-2F
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4. Existe un punto de discontinuidad inevitable de segunda especie en
el punto (x=2), no se cumple la segunda condicién de discontinuidad,

limf(x) =+

limf(x)= -0
yaquex—>2_ x—>27

y

limf(x) =t
X2

5. Estudio de la funcion en los extremos: , por lo tanto (.".),

limf(x)= -0 limf(x)=+o

X 2" x 2t

6. Corte con los ejes de coordenadas: X=0 = Y=0, es decir, (0,0)

7. Su grafica:
2
b. f(x): ﬂ
x2 -4

1. Domf=[-7,0) — {+2}
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2. Puntos de discontinuidad {x=-2 y x=2}

3. Estudio de la funcion cerca de los puntos de discontinuidad: a)

|imf(x)=@:iw o, limf(x)=" -0y limfx) = "+
0 + — ’

X > -2 X - -2~ X o o+

: 0 Jx+7--/9 : (x+7)-9

R B B S PR TR TR M

x—2 X — 2 X

m 1 L 1
(x+2)(/x+7 +3) = _)ﬂ

X —> 24

4. Existe dos puntos de discontinuidad; a) En x=-2 hay un punto de

discontinuidad inevitable de segunda especie b) en el punto (x=2),

. — . "mvx+7_J§_;L
hay una discontinuidad evitable y como , <2 _4 24 la
X —> 2
funcidn se redefine de la siguiente manera:
rVX+7—3 .
——a———  SiX#2
x2 -4
f(x)= <
1 si x=2
24
\
o0
. < r . limf(x)= — )
5. Estudio de la funcién en los extremos: « » por el teorema N

X — 400

2 tenemos que: n-l, y m=2, como n>m, entonces I|mf(x):=0 y
2 X — —©

limf(x)=_
X — +0
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6. Cortes con los ejes de coordenadas: corte con el eje Y (x=0) = y=

AT -3 3—\/7 3—\/7

a Y7 g, = (0, )y corte con el eje X (y=0) = /x +7

-3=0 = x + 7=9 = x=2, como x=2 no pertenece al dominio de la

funcion, entonces no existe corte con el eje x.

7. Grafica:

o
1
24
7 2 i 0 2
P o3

: 55

Ejercicios Sobre Limites

1. Comprobar por medio de la definicién de limite que se cumplen:

1 - .
a. lim = p limBx-9)=0 . |im3x2=12 4 lim/x+3
x—>)§_5 2 x—3 X —>2 X —>1
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. 2 . 1 . 7 7 Iim2x_5
lerg(;( +5x+2) =16 f_||mﬁ=0 g'hmx—5:_3 h. " 4x + 3
X — o X —> 2
X > ©
1
2
im o -4 i. im(2x2 +15x -63) =16 k=|im$=oo 1=
x-2 3 0% T (x-1)2
x> -4 x —>1
lim
X +
X - -1
2 2 x-3
X4 +5 X .
li = lim(1+ =) =1 lim -0
1 x—1 00 n. |m( + 3) 0. X2—1 P-
X —> o x—>0 X — ©
I 2x+5_g
3x+2 3
X —> ©

lim(-/4x-5-/3)_ , lim 4x . Iim( 4,9 J .

5x —2 =1 X-2 X+2
X -2
X2 x—>3

limx?2 = a2
X —>a
. 3x+5 . 4x-5 2
im>X*2 1 im0 =0 lim/4x+9 =5 _ [im°X *°

Ox +2 3 3x“+4 X > 4 X+7
X = X—® X > o
=00

lim(-/x2 —a)=0 , lim(ax? + ax +a?) = 3a2
X—>a x—>0
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2. Aplicando las propiedades de limite y de los nimeros reales, hallar los

siguientes limites:

) IIim(2x—3)s(3x_2)z b) lim Jx |
a c
B Cha X_AO/XJM/XJF&
I X2
im-——
10 + x-/x
X — ©
i 2x+1 4+ 3x+1 i X2 -1
im im—
d) 2X 4+ 3X e) M 2 1 3x + 2 f)
X — © x - -1
lim(-/x +1—--/x)
X — o
. X3-3x+2 oxz-(m+1)x+m o 3x-1
g lim—— h) lim i) lim i)
X4 -4x+3 X3 - Tr3 4x -1
X —>1 X > T x—>}
. Jx+a--/a
lim——— "~
X
x>0
. senx . sen3x . m
k) lim(/x2+1-x) ) |Im7m) lim n) limxsen— fi)
X—>® xazx x—>0 x—>0 X
1- sen5 lim cos2x - cos3x lim X - sen2x
lim—£© X2 P X + sen3x q)
m=-X X >0 X -0

X—>T

. 1--/cosx X
lim=—S9%% Iim[4+x}

X2 6-Xx
x—>0

x—0
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_qx+1 1 Ig(1+10x
x2 -1 X
X -1 X — o© x—>0
. eX .1
lim
x—>0
. eax - ebx . /1+senx —/1-senx
w) lim———— x) lim y)
X X
x—>0 x—>0
i (seanj’HdI
lim
X
x—>0

1

2) lim(cosx)*
x—>0

Ejercicios Sobre Continuidad

3. Realizar las siguientes graficas aproximadas y estudiar la funcion en los

puntos de discontinuidad, si los hay

X+1 si x<-2
x2-1 si-2<x<0 si x<4 x |si x<0
a. f(x)=9 3 si 0<x<1 b. f(x)= c. f(x)= x <si 0<x<3

X  si x>1 xq si x>4 x2 41 six>3



1
1 si 0=<x<2 —¢ Six<0 -2x 4 six<1
r X
d. f(x)= | 3 si 2<x<4 e. f(x)= x si 0<x<4 f. f(x)=
15 si 4<x<6 5) si x>4 x2%¥1 six1
. .
(1 si 0<x<2 si 0<x<4 2 | si 0<x<3
1
Cf(x)=4 x+1si 2<x<5 h. f(x)= si 4<xs5 i. f(x)= si 3<x<5
\ 6 si 5<x<7 1-k six>5 ; \ Si Xx=5
X2 si 0<x<2 s 20 0 £i-1<x<1
X
j- f(x)=945 si 2<x<4 k. f(x)= l. f(x)= 2 %i1<x<3
X -1 si4<x<6 0] si x=0 5 gi3<x<5
“
X2 si 0<x<3
2% +1si x<2 =X i x<0
m.f(x)= 6 six=3 n. f(x)= o. f(x)=
9 six>3 -1 si x>2 gx si x>1
3
(2 si 0<x<3 1 i xz0 -2x ¥ 4 si x<1
X
p. f(x)= < 3 si 3<x<5 q. f(x)= r. f(x)=
x_
Y% six>5 0| six=0 X k1 six>1
\
-1 . . .
—5 i x<0 el si x<0 lg3 si x<0
X
s. f(x)=4 x si 0<x<4 t. f(x)= u. f(x)= i si 0<x<4
X
5 si x<4 Lix si x>0 2x -3 six>4
.
r . 1 .
\x—3\ si x<-2 2.00 si 0<x<40

v. fx)= JeP*1 si-2cx<0 w. fix)= ghx- ;xz si 40<x<80

107
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si 0<x<2 40x si x>80

b
|
N

’
X2 si0< x<2 f siox<2

x. f(x)=4 5 si 2<x<4 y. f(x)= x-2 si2<x<4

X -1 sid<x<6 JIx -4 sid<x<6
\

[ &

z. Una funcioén esta dada por la féormula:

x? -4
cuando x#2
X-—2
f(x)= 1
L A cuando x=2

¢, Como debe elegirse el valor de la funcién A=f(2) para que la funcién f(x),
completada de esta forma, sea continua cuando x=27?. Construir la grafica

de f(x).

4. Averiguar si las funciones que se dan a continuacion son continuas, en caso
de no ser, diga que condicion de la discontinuidad falla y de que tipo es, sila

continuidad es evitable redefina la funcion.

_ 2 _ 2 _
a. f(x)= b, fx)=2X ¢ )X TFH2 | gy X
X+2 x+1 x -1 x -1

2 x_x x4 _x3 1x2_12x+4 x+1

f. f(x) =

d. f(x)= xx+2 e.f(x) =

x3 —6x2 +11x -6 x2 -1



109

Ix —1— 4 _x2 _ 3 _2y2
x-1-3 fix)= X%, f(x):& 11 i f(x):i k.
X

. f(x) =
9- flx) x2 _2x-3 3x-5 X —
x—-1 Jx -2 ~x2 +7x-10 x—1
f(x)= 5 L f(x)= m. f(x)= n. f(x)=
x2 +x-2 x—4 *) x2 +x-2 Jx -1
2 2
x2 _4x+4 x2 1 x—1 Jx -2
o. f(x)=———— p. f(x)= qg f(x)= r. f(x)=
x2 +2x-3 x2 -9 Ax -1 x-4
2 2 3 2
X +x-2 X< +6x+9 x° +3x
s. fx)=———— t.f(X)=———— u. fX)=———— v. fX)=1-"--
(=2 o =" T ) ()=1-4
wf(x)—x+1 . f(x)_x2-4x+4 y f(x)_-x2+7x-10
. x x2 _2x-3 ' x2 +x-2
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CAPITULOII

DEFINICIONES Y PROPIEDADES SOBRE
DERIVADAS DE FUNCIONES DE UNA

VARIABLE REAL



111

En este capitulo se estudiara: Derivadas, Interpretacion Geométrica de la
Derivada, Derivada en un Punto, Funciones Diferenciables a la Izquierda de un
Punto, Funciones Diferenciables a la Derecha de un Punto. Funciones
Diferenciables en un Punto, Teorema 1 (Sobre Funciones Diferenciables),
Propiedades de la Derivadas, Derivadas de Funciones Compuestas, Teorema 2
(Derivada de la Funcién Inversa), Derivada de Funciones Dadas en Forma
Implicitas, Derivadas de Funciones Dadas en Forma Paramétricas,
Diferenciales, Interpretacion Geométrica de las Diferenciales, Derivada de
Orden Superior, Ejercicios Propuestos.

Empezaremos este médulo dando unos ejemplos para visualizar la definicion de la
derivada.

Ejemplo 1: Considérese la grafica de la funcion y=f(x) de la fig. 1.

Tomemos dos puntos A[x0,f(x0)] y B[x + Ax,f(x + Ax)] Representados por los puntos

A'y B respectivamente.

Y
A
1
|
I
I I
1 1
1 1
1 1 X
0 X0 Ixo + Ax !
Ax | |
! (fig. 1) |
Ay f(xo+ Ax)-f(xo) Ay )
A = A = =m (pendiente de la recta secante), que pasa por
X X

los puntos A y B.
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Supongamos que A permanece fijo y que B se mueve sobre la curva

aproximandose a A como se muestra en la (fig 2).

0 X0 x0+Ax Bn

(fig. 2)

Como podemos observar que cuando B se aproxima a A, la recta AB tiende a una
posicion fija, y la pendiente de la secante se aproxima a un valor limite determinado, este
valor limite representa la pendiente de la tangente a la curva en ese punto.

Observamos que cuando Ax = 0, B> Ay asi podemos hacer que la pendiente de la
secante (msec) difiera de la pendiente de la tangente (mtg) tan poco como queramos,

escogiendo B sobre la curva suficientemente cerca de A, (pero distinto de A). Podemos

observar que alli interviene el limite y de alli que:

. . Ay o f(x, + Ax)—f(x,)
mtg=I|m(msec) - mtg=I|m— = meg=1im 0 0
Ax >0 Ax —A> Ax -0 Ax

Ejemplo 2: Consideremos un cuerpo que se mueve a través de una recta
coordenada, sea d la distancia recorrida en un tiempo t. Cuando hay una variacién en el

tiempo, la posicion del cuerpo en la recta cambia y de alli podemos establecer la funcién
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posicion d, tal que d=f(t) que sera la distancia del cuerpo a un punto de referencia 0 en el

instante t, ver (Fig.3)
Y a
{ da=f(t2)
Ad
dif(tr) :
< & : >
tO v tl

At (fig 3) | |

En el tiempo to, el cuerpo ha recorrido una distancia di=f(to) y en el tiempo t1 la

posicion de d2=f(t1). La distancia (d2 — d1) se llama desplazamiento del cuerpo en el

tiempo (to.t1) y (t2 — t1) es el tiempo transcurrido durante ese desplazamiento, es decir,

Ad=d2z - d1 y At=t; - to.
Si partimos del hecho de que la distancia d y el tiempo t son de naturaleza fisica y
en consecuencia puede medirse, tenemos que transcurrido el tiempo to, el cuerpo ocupa

la posicion di + f(to) y en el instante to + At la posicion del cuerpo es di + Ad = f(to + At),

es decir, que el desplazamiento del cuerpo en el tiempo to+ At es [(to + At)] - f(to) y

el tiempo transcurrido durante ese desplazamiento es At. Definiremos ahora la velocidad

Ad fit, + At F(x )

media del cuerpo en movimiento desde to hasta (to + At) como: E = At

Con el fin de hallar la velocidad instantanea o velocidad en el instante t,

consideramos la velocidad media para intervalos del tiempo At cada vez mas pequeiio, es
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Ad
decir, Ad cuando Tt = 0 yllegamos asi a la determinacion del limite de la velocidad

. Ad f(x, + Ax)— f(x
cuando t > 0 :V=I|mE 2V=Iim ( 0 A) ( 0)
Ax > 0 Ax > 0 X

Podemos generalizar el ejemplo, matematicamente sustituyendo d por y, t por x, es

. Ay
decir: IMm—

Ax —A>)6

Si comparamos las nociones establecidas en los ejemplos
anteriores acerca de la pendiente de una curva en un punto y la velocidad
instantanea, veremos que sus interpretaciones obedecen a una misma
f(xq + Ax)—f(x,)

AXx

expresion matematica, es decir, lim
Ax - 0
A este limite se le llama el valor de la derivada de la funcion f en xo.

Puesto que x puede tomar cualquier valor en el dominio de la funcion f en donde el

d
Ax exista, es por lo que obtenemos una nueva funciéon f’=d—y y en
X

lim f(xy + Ax)—f(xq)

Ax -0

donde dicho limite nos facilita la regla para asociar fi(x) al nimero x.

Definicion 1: Sea f:D = R, Decimos que f es diferenciable en un punto xg sii xo €D,

- Fx)—Fxg)
x0 es (p.a) de Dc®R, y el limite XX, existe y es finito. Si este limite existe y en
X = X,

finito, entonces su valor es llamado Derivada de f en x¢ y lo denotaremos por f’(x¢). Si la

funcion f es diferenciable en cada punto de el conjunto ScD, entonces decimos f es

diferenciable sobre S y la funcién £:S 2> R, es llamada la derivada de f sobre S.
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d
Notece que Ax=x — x0 = x=Ax + x0 y Ax = 0 cuando x = xo, es decir, d—y=
X

f(x)—f

im =) oo T0xg + %)~ f(x,)
X-Xo = 4x Ax

X = X, X Ax>0

. f(x+h)—1f(x
Mas aun, si llamamos Ax=h, tenemos: dy =|'mu
X hoo
dy

dx para significar la derivada de y
X

Ademas de fi(x) se usan f, y’,

con respecto a x, dy -i(y) =y’=f"(x)
dx dx

Definicion 2: Sea f:D = R. Decimos que f es diferenciable a la izquierda de xg sii

: f(x) - f(xy)
(x0eD), xo es (p.a) DcR y el limite X—X, existe y es finito.

X — X~

Analogamente f es diferenciable a la derecha de x sii (xoeD), xo es (p.a) de DcR y

f(x)—f(xg)
el limite X —X, existe y es finito.

X = X+t

Definicion 3: Sea f:D > R. Decimos que f es Difrenciable en xo si f es

diferenciable a la izquierda de xo y f es diferenciable a la derecha de x¢, es decir,

f(x)—f(x f(x)—f(x
dy(x ) Iim—( )~ 1) . dy(x ) Iim—( )~ fxg) . dy(x )=
dx ' © X—Xg dx  © X—Xo dx ' ©
X — X=g X — X+Q

oo 100~ fxq)
X - XO

X —>X
0

Teorema 1: Sea f:D - R, f diferenciable en xoeD. Entonces f es continua en x.
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La primera condicion de continuidad se cumple por ser xo un (p.a), es decir, la

funcion es definidad en el punto xo.

La segunda condicion de continuidad también se cumple, ya que como la funcion es

limf(x)

X —> Xo existe.

diferenciable entonces el

Solo hay que ver que se cumpla la tercera condicién de

.. . limf(x)_
continuidad, es decir, , _)(xo =f(xo)

En efecto, como f(x)=f(x) — f(x0) + f(x0) (elemento neutro e inverso de la adicion de

los niimeros reales), ademas por elemento neutro e inverso multiplicativo de los niimeros

reales tenemeos:

f(x) - f(xo)
(x)=——— (x — x¢) + f(x0), VxeD

0

Aplicando el limite cuando a ambos miembros de la expresiéon anterior cuando

limf(e)_lim )0 f limf
XXy, Nos resulta: ):ri (XX)= Im X -X,g (X—X0)+ (Xq) = ):ri (xx)=f(x0).0+f(xo)
X = X, 0

_, limf(x)

X - X, =f(x0), por lo tanto, se cumple la tercera propiedad y en consecuencia, toda

funcion derivable es continua.

El reciproco es falso, todas las funciones continuas no son
derivables, veamos esto con un ejemplo.

Ejemplo 3: Hallar la derivada de la funcién f(x) =IxI

Solucién:

Hallando las derivadas laterales en x=0, tenemos:

i = (X +h) —(-x) . =x-h+x
ﬂ(o )=|'mf = ﬂ(o )=I|mT =
dx h-0 dx h—0
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. =h
Y(o)=-limi® =¥ (07))=-
x h—0 dx
. (x+h)—(x) . X+h-x . h
ﬂ((ﬁ):llm— = ﬂ((fr):llmT = ﬂ((fr):_llm— =
dx h—0 dx h—0 dx h -
dy -+
—(0")=1
dx( )

y=1IxI

Como las derivas laterales son distintas, la derivada en el punto x9o=0 no existe, sin

embargo la funcién f(x)=IxI es continua, ver fig. 5

Propiedades de las Derivadas:

d
1.  Seaf(x)=k, VkeR, entonces &y =0

dx
0
(fig. 5)
. k-k 0
Demostracién: dy _iim h = h= dy _
dx h—0 dx
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Ejemplo 4. Hallar la derivada de la funcién f(x)=3.

(fig. 6)

3.3
Solucion: 2Y ~lim="= =
X h>o

d

— . y

I :que f(x)=3= —=0
o () dX

2. SeakeRy f(x) diferenciable, entonces ﬁ(X ) = kﬂ(x )
dx © dx 0

Demostracion: Sea F una funcién tal que F(x)=k.f(x), donde f es derivable en xo,

entonces:

F(x, +h)—-F(x
ﬂ(x0)=lim ( 0 [: ( o) =
dx h—0

cf(x, +h) —cf(x
ﬂ(xo)=lim (0 [: ( 0) =
dx h—>0

clf(xn +h) — f(x
d_f(x0)=lim l( 0 h) (O)J:
dx h—>0

- f(x, +h)-f(x,)

= xy)=clim =2 L xg)=e T (x,)
dx 0 h s 0 h dx 0" dx ©

., . df dkf
Como x¢ es cualquier numero en el dominio de d—(x 0), entonces —(Xo)
X

df
=k—(x ).
dx( o)



119

Ejemplo 5: a) Hallar la derivada de la recta f(x)=mx + k

. m(Xx+h)+b-mx-b
Md—me h =
dx h—>0

ﬁzlimmx+mh—mx . £=m
dx

dx h—>0
b) Hallar la derivada de la funcion: f(x)=5x + 3 = d_ =5
X

3. Sean fy g funciones derivables en x, entonces se tiene: (f + g)’=f(x) £ g’(x).

Demostracion: Sean fy g derivables en x¢, entonces:

df+9) _im (f+g)(xy £h)—(f+9)(xy)

dx h—0 h -
df£9) _jim f(xq +h) +9(xq +h) £ (f(xg) £ g(x,)) _
dx L0 h
df£9) _jim f(xy +h)-f(x4) £ g(xy +h)-9(xy) .
dx 4,0 h
d(f + g) _lim f(xq +h) - f(x4) £ g(xq +h)-g(x,) .

dx 1,0 h

d(f £9) _jjp 0 M) "TX0) i, 906 +hh)-g(x°) o, difg)_df  dg
dx dx dx

dx o h—0

Ejemplo 6: a) Hallar la derivada de la funcion:

f(x)=ax* + bx +C.

a(x+h)2 +b(x+h)+c-ax2-bx-c
h

df

Soluciéon: — =lim
X hso

=
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df lim ax2 +2axh +h2 + bx +bh -ax2 -bx

dx h—0 h

=

. 2axh+bh
A _im =2 o 9 e

dx h—0 dx

df
b.  hallar la derivada de f(x)=7x2 S3x 5= d_ =14x -3
X

4. Sean fen g derivables en xo, entonces:
(f.g)’ =P (Mg(x) + (g’ (x).

dig | . (f.9)(x+h) — (F.9)x _

Demostracion: h
dx 4,0

Lim f(x + h).g(x +hh) —f(x).g(x)

, aplicando las propiedades del elemento neutro

h—0

y simétrico de la adicion de nimeros reales, es decir, sumando y restando:

f(x + h)g(x) - f(x + h)g(x) y g(x + h)f(x) - g(x + h)f(x) tenemos que la derivada es igual al

limite:
Lim f(x +h)g(x + h) + f(x + h)g(x) - f(x + h)g(x) + g(x + h)f(x)— g(x + h)f(x) - f(x).g(x)
h—>0 h
dfxg L im O M9(x +h)-g(x)]+ g(x)[f(x + h) - f(x)]
—=-Lim h , aplicando las propiedades
dx h—>0
de los limites tenemos:
dfg _ Limf(x+ h) Lim [9(x +h)-g(x)] ., Limg(x)Lim [f(x + h) - f(x)] R
dx h-0 h->0 h—0 h—0 h

(f )X=f(X)d—g + (X)ﬂ
8 dx & dx

Ejemplo 7: Hallar la derivada de la funcién: H(x)=(2x+3)(3x2+2x+2)
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Solucién: Por la propiedad 4 y los ejemplos 5 y 6 tenemos:

=2x43 > Iy s + 2x+2 5> 99 642, sustituyendo P —203x2 +
dx dx dx

2x+2) + (2x+3) (6x+2), resolviendo y agrupando términos semejantes tenemos:

dH dH
——=6x> + 4x + 4+12x> + 4x+ 18x + 6 => —— =18x> +26x + 10
dx dx
1 df
5. Sea f derivable, entonces i :{d—f} = l - _dx
df | | dx df £2(x)
dx dx
T f-1(x+h)-f-1(x
Demostracion: {d—f} —tim T r: )
dx h—->0
Tdf " r 1h _f1 df 1" imf(x)—f(x+h)
dx =lim fx+h) f(x) = [a} =" Uhfx +h)f(x) =
LUX ] h—0
h—>0
"df " e fOxeh)—f 1 .o
df =_|imMIim— [d_f} - dx
Ejemplo 8: Hallar la derivada de la funcién: f(x)= 21
2x“ +3
11
o df 2(x+h)2 +3 2x%2+3
Solucion: 9 _ ;, 2(x+h)" + X +9 =
dx h
h—->0
df _pir 2x2 +3-2x+h)2-3  4f i 2x2 _2x2 - 4xh-2h? df
—_— _— :> JE—
dx  h@2x+h?+3)2x2+3)  dx  h@2x+h)?+3)2x%+3)  dx
h—>0 h—>0
i ~2h(2x +h) lim _ 1 . 4 ax
2(x+h)*+3||2x“+3| = 07
hoo N [ (c+h) J[ J dx (2x2 ; 3)?

h—>0

df dg
d(f :g(x)&—f(x)&
dx

6. Sean fy g derivables, entonces: — >
9 [9(x)]
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Demostracion: Es un caso particular de la propiedad (4) ya que

d_xg dx

-1 -1 -1
dg _9 (x2) , sustituyendo a dg
dx  (g(x)) X

-1 -1
d (EJ= dfxg =f’(x)g'1(x):;—f + f(x)ddi donde por la propiedad (5)
X X

nos resulta que:

-1
_1, . df dg 2 dg
, g 'x) S (g(x))? —f(x) "
di(ijzf(x).g—%x)_—gx = di(ij: dx . dx
X (9(x)) x\9 (9(x))
d ( f ] _ f(x).g(x)-f(x).g (x)
dx\g (g(x))?

Ejemplo 9: Hallar la derivada de la funcion: H(x) =

=

2x +3
4x +5

2(x+h)+3 2x+3

solucion: IH _jim 4x+h)+5 4x+5 _

dx h
h—>0
AH _ i (20X-h) + 3)(dx +5) — (X - 3)(A(x +h) +5)
dx o0 h(4(x + h) + 5)(4x + 5)
dH _Lim (2x +2h + 3)(4x + 5) — (2x + 3)(4x + 4h + 5)

dx h(4(x + h) + 5)(4x + 5) =

h—0
dH_ . 8x2 +10x + 8xh+10h + 12x + 16 — 8x2 — 8xh—10x —12x —12h —15
dx h(4(x + h) + 5)(4x + 5)

h—0
dH _Lim -2h L H(x) =% 5
d_x_ h(4(x +h) + 5)(4x + 3) (4x +5)
h—>0

7. Seaf(x)=x", entonces, f’(x)=nx"'1 M neR

df . (x+h)"—x"
Demostracion;: — =lim———

dx h—>0
df x"+nx"'1h+n(n_'l)x'"_zhz+...+h"—xn
ax Nim 2! -
h

h—0
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df h(nx"_1+n(n_1)x"_2h+...+h"'1) .
a =||m 2! = f’(X)=nX
h
h—>0

1

Ejemplo 10: Hallar la derivada de f(x)=3x3+4x+5

df . 3(x+h)®+4(x+h)?+5-3x3-4ax2-5
Solucién: v Lim =
Solucién: gy h
h—>0
df . 3x3+9x%h+3xh? +h® + 4x2 + 8xh+ 4h? — 3x3 — 4x?
—=Lim =
dx h
h—>0

df 9x2h + 3xh? + h3 + 8xh + 4h?
m =

— =Li
dx h
h—->0
2 2
ﬂ:Lim h(9x“ +3xh+h +8x+4h):>f'(x):9x2+8x
dx h
h—>0

Sea f(x) =senax, ¥acR, entonces f’(x)=acosax

sena(x +h) - senae

.. df
Demostracion: — = li
dx ho h

Como sen(atp)=senacosp + senfcosa, tenemos:

df . senaxcosh + senhxcosae —senax
—=1lim =
dx h-o h

df . senax(coshx-1)-+senhxcosae . )
im aplicando las propiedades de los

dx h-o h
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= sent:(encxx(M . senhx
limites: dx h + acosaxlim , como
h—>0 h-0
. _coshx -1 . senhx
IImT =0 y lim =15 d—f=ac0sax
h—-0 h—0 dx

Ejemplo 11: Hallar la derivada de la funcién f(x)=sen4x

f
Solucion: d— =4cos4x
dx

8. Sea f(x)=cosax ¥a.eR, entonces ii(x)=-asenax

df lim OS90S* h) —cosao
Demostracion: dx h

h—>0

Aplicando la identidad cos(atp)=cosacosp + Sen(aSenf y las propiedades de los
limites tenemos:

df . cosaxcosah-senahsenas —cosao
— =lim =

dx ho h

df im cosax(cosah —1) - senahsenas

, aplicando las propiedades de los

dx hoo h
limites:
df . _coshx -1 . senhx . _coshx-1_
—=asencxxllmT . asenaxlim—— " ;o lim———=0
X h—0 h - 0 hoo

. senhx f
lim =1 = d— =-gSenox
h—0 dx

Ejemplo 12: Hallar la derivada de la funcion f(x)=cosS5x

., df
Solucion: — =-5sen5x
dx

9. Sea f(x)=tg(ax) ¥a.cR, entonces f*(x)=asen’(ox)



sen(aen

Demostracion: H(x)=tg(ax), como la tg(ax)=
cos(aos

6,8y 9, haciendo f(x)=sen(ax) =

—f =acos(ax) y g(x)=cos(ox) = d—f =-asen(ax), entonces,
dx dx
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, aplicando las propiedades

dH acos(ax)cos(a(a-sen(aen(azen(aen dH o -
dx cos?(aax dx cos?(aax
H’(x)=asec2(ax)
Ejemplo 13: Hallar la derivada de la funcion f(x)=tg4x
. d 2
Solucion: — =4sec*4x
dx
d
10. Sea f(x)=cscax, Vo.eR, entonces, dx =Qescoxctgox
X
Demostracion: (Ejercicio).
df
11. Sea f(x)=secax, ¥a.eR, entonces, d_ =-asecaxtgox
X
Demostracion: (Ejercicio).
df 2
12. Sea f(x)=ctgox Vo.eR, entonces, dx =-0esc o
X
Demostracion: (Ejercicio)
(05.¢ df (05.¢ oz
a. Sea f(x)=e™ VaeR, entonces d—=ae Demostracion:
X
df . e(aa+h) _e(aax df . eaxeah —eax
— =lim = —=1
dx h-o h dx h5o0 h
df OXee eaxeah _ eGX eax 1 f
—=e lim— s lim _ d _ . ox
dx , como el limite =q, entonces, d_x =qe

h-0 h—>0
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Ejemplo 14: Hallar la derivada de la funcién f(x)=e3 X

f
Solucién: af =3¢3X
dx
alg e
13. Sea f(x)=Iga(ax), Vo.eR, entonces — =—2
dx X

Demostracion: (ejercicio)

1
En el caso de que la base del logaritmo sea e, entonces f(x)=Lnox = —=—
X

X

Ejemplo 15: Hallar la derivada de la funcién f(x)=lg32x

2lg_e
Solucion: d—f= 3
dx X

Definicion 4: Derivada de Funciones Compuesta, sean f y g, derivables, tales que

y=f(u), con u=g(x), entonces la funcion compuesta H(x) con H(x)=(f o g)x=f[g(x)]

Veamos como obtener la derivad: fig 7

dH _ d(fog) _ . (fog)(x +h) - (fog)x dH _ . fla(x+h))-f(g(x)
dx dx h = dx h

h—0 h—0

Aplicando la propiedad del neutro multiplicativo de los niimeros reales, tenemos:

d(fog) _ . f(g(x+h)) - fig(x))
dx dg(x +h)—g(x)
h—0

[g(x+hg—g(x)] N
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dH _ . @+ h)-f9()  [gx + h)- gx)]
dx g(x+h)—g(x) 'im h =

h—0 h—0

ﬂ =lim f(g(x + h)) B f(g(x))gl(x)
dx dg(x +h)—g(x) , Haciendo K=g(x+h) — g(x), entonces si h-> 0

h—>0

k> 0 y g(x+h) 2 g(x), por lo tanto: ﬂ=d—f [g(™)]. d_g , por lo que concluimos que
dx dx dx

d(fog) _df [e(®)]. dg , puesto que, y= d(fog) y u=q(x), tenemos que: &y _gyau

dx dx dx dx dx dudx’
Ejemplo 16: Hallar la derivada de la funcién f(x)=(x2+2x+4)*

Solucion: Haciendo y=f(x) podemos establecer y=u4=f(u) con u=x2+2x+4=g(x), por

dy dy du dy i(u“) =40’ y du _ 2x +2, sustituyendo,
du dx

dx du'dx’ du

lo tanto:
tenemos: :—y = 4(x2 +2X + 3)3 (2x +2)
X

4
Ejemplo 17: Halla la derivacién de la funcion: f(x)= X3 —7x3+2

1 3
Solucién: f(x)=(x> — 7x3 + 2)”* = j—f=%(x5 ~7x3 +2) A (5x% -21x?) >
X

df _ x2(5x2 -7)
dx ‘{/(xs —7x3 + 2)3

Si en las propiedades del 2 al 15. El argumento de cada funciéon es una funcion

compuesta (u), entonces, estas se transforman en las siguientes:

+
dutv)_du + dv donde v es también una funcién compuesta.

dx dx dx




10.

11.

12.

13.

14.

15.

=V— +u—
dx  dx  dx

du
1(1) __dx
dx\u u2
du du
V——Uu—
aly)
dx\ v v?
du
un)’=nu™1=—
(u?) dx
dsen(au) =acos(au) du
dx dx
M =-asen(au) d_u
dx dx
M =asec?u d_u
dx dx
desele au) _ o csc(au)ctg(au) 22
i dx
dsec( au) =asecx(au)tg(au) du
dx dx
M =chC2(au) d_u
dx dx
da® du
=glna—

de® =aeaud_u

d(lga(au)) = o du
dx ulg,e dx

128
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d(In,(au)) _adu

16.
dx u dx

Teoremas 2: (Derivada de la Funcion Inversa)
Sea f:l 2 R, inyectiva sobre un intervalo, y suponga que f es

derivable en f'1(x), con di [f 1(xo)] # 0, entonces ! es derivable en x
X

-1

dgx)(x° d(f'11)
(xg)
DemostraCIon. Sea x0=f(x1), entonces:
-1 1 -1 -1 -1 _
f h)—f f (x.+h)-x
d(f )(xo)l (g +h) =17 xg) _, A7) (o yatim T Kot Xo
h dx h
h—>0

h—->0
Ahora bien, si todo niimero X, + h del dominio f™ puede escribirse de la

forma: xo + h=f(x1 + k), para k unico, entonces:

d(f'1) (xg)=Lim (x, +h)-x, d(f'1) xg)=L f_1(x1;:k)—x1
h—->0 h—>0

d(f" K

( )( o)' f(x1+h)_f(x1),alser:
h—->0

Xo + h=f(x1+k) es fl(xo + h)=a + k 6
k=F(xo + h) — x1 = f1(x0 + h) — f1(Xo), ya que f es continua en x4, la
funcion f' es continua en x.. Esto significa que k- 0, cuando

h->0. Luego:
d(f"! k
( )(Xo)h oy + k)~ flxq) =
1
-1 4 g1 -1 Li
d(f )( Xg)=Lim f (x°+h; f(xo) d(f )( Xg)= Lim f(xq +K)-f(x4) =
h—>0 h o0 k
d(f " )= 1 1
)_:
d 0 -1 -1
X at )(x1> M Dixg)f(xo)

Seguiremos con las propiedades de las derivadas agregandoles las de las funciones

inversas de las funciones trigonométricas.
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du
dx

17. Sea f(u)=sen'1u, u=f(x) una funcion compuesta de x, entonces: d_ =
X 2

1-u

1u, aplicando la inversa de una funcion al sen'lu, a

Demostracion: sea f(x)=sen

du

cada término tenemos: senf(x)=u = f’(x)cosf(x)=u’ = ’(x)= _dx , por el teorema de
cosf(x)

du
dx

1-u?

Pitagoras tenemos: cosf(x)=V1— u2 , por lo tanto, f’(x)=

u 1
f(x)
TN
1- u2

Ejemplo 18: Hallar la derivada de la funcion:

f(x)=sen'1 (2x+3)

Solucion: aplicando la funcién seno a ambos miembros de la funciéon dada y

2 df
derivandola obtenemos: senf(x)=2x + 3 = f’(X)cosf(x)=2 = PX)=—— = —=
cosf(x) dx

2 , ya que el cosf(x)=1/1-(2x + 3)2
V1-(2x + 3)2



du

18. Sea f(x)=cos 'u, entonces, af —_dx

dx \/1-u2

Demostracion: (Ejercicio)

gg
dx
1+u

19. Sea f(x)=tg'lu, entonces f*(x)= 2

131

Demostracion: aplicando la inversa de una funcion al tg" u, a cada término

df du
tenemos: tgf(x)=u derivando ambos miembros nos queda: d_ seczf(x)=d— = P(x)=
X X

du
dx
seczﬂx)

gg
dx
1+u2

f(x)

, por el teorema de Pitigoras tenemos: seczf(x)=1 + uz, por lo tanto, d_ =
X
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Ejemplo 19: Hallar la derivada de la funcién f()q{)=tg'1 2x

Solucidn: aplicando la funcion tangente a ambos miembros de la funcion dada y

derivindola obtenemos: tgf(x)=v2X =

£seczf(x)=— df _ 1 , ya que la
dx

1
a____ v P)=——
J2x T dx J2xsec?f(x) = o J2x(1+2x)

seczf(x)=1 +2x

du
df dx
20. Sea f(x)=ctg'1u, entonces — =- dx
dx 1+u?
Demostracion: (Ejercicio)
du
df dx
21. Sea f(x)=sec 'u, entonces — = _dx
dx  yyu? -1

Demostracion: aplicando la inversa de una funcion a la sec” u, a cada término

df
tenemos: secf(x)=u derivando ambos miembros nos queda: d_ secf(x)tgf(x)=u’ = d_ =
X X

du
dx . . ]2
2 , por el teorema de Pitagoras tenemos: tgf(x)=Vu~ -1, por lo tanto,
sec“f(x)tgf(x)
du
df _ dx

& u\/u2 -1
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f(x)

1

TN

Ejemplo 20: Hallar la derivada de la funcion f(x)=sec'1(2x+1)

df

df 2
Solucién: — = =
dx (2x+1)\/ (2x +1)? - = dx (2x +1)V4x? + 4x

du

df dx
22. Sea f(x)=csc 'u, entonces, — =- dx

dx  yvu? -1

Demostracion: (Ejercicio)

Definicion 5: (Derivadas de Funciones Dadas en Forma implicita) Sea f(x,y)= 0

una funcién dada en forma implicita, si f es derivable, entonces:

dy dy fy(x,y)
f_(x,y)dx+f_ (x,y)dy=0 f_(x,y)+f (x,y)—=0 — ="
x Y)dx+Fy (y)dy=0 = F, (Gy)+Fy () =0 = 0 ()

donde f'X (X,Y) se consigue derivando a f(x,y)=0, manteniendo a y constante, de la misma

forma se consigue f'y (X,y) manteniendo a x constante.

Ejemplo 20: Halla la derivada de la siguiente funcion:

X+ 2xy -y + 3y2=0 dada en forma implicita.
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Soluciéon: Aplicando la férmula para las derivadas implicitas halladas

anteriormente, tenemos: f'x (X,y)=2x + 2y, esto se hizo derivando a f(x,y), manteniendo

a la y constante, f'y (X,y)=2x -1 + 6y, se obtuvo derivando a f(x,y), con respecto a y

dy  2x+2y 0dy_ 2x +2y

manteniendo a la x constante, por lo tanto, — =

dx 2x+2y-1 dx 1-2x-2y
Ejemplo 21: tg 1Y _ Imlx2 + y2
X

Solucién: Primero hacemos f(x,y)=0, es decir: tg 1Y _ Iny x2 + y2 =0, luego
X

aplicando la férmula para la derivada implicita hallada anteriormente, tenemos:

f'X (x,y)=—ﬁ , esto se hizo derivando a f(x,y), manteniendo a la y constante,
X +y
Had x -y
1+ Y (x +y y y
X
- ﬁ , se obtuvo derivando a f(x,y), con respecto a y manteniendo a la x constante,
X +y

d
por lo tanto, d_y _X*y

X X-y
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Definicién 6: (Derivada de Funciones Dada en Forma Paramétrica) Sea y=f(x),

con x dependiendo de un parametro t, es decir, x=@(t), entonces y=f[@(t)], si derivamos

; d
esta funcion, con respecto a t, tenemos que y'=d—y , es la derivada de una funcion que
X

depende de un parametro y se obtiene derivando a la funcion y con respecto a t de la

- dy _dy dx N .
siguiente manera: — =— — .(por la derivacion de funciones compuestas),
dt dx dt
dy
d dy dt y’
despejando Y , tenemos que: ay _dt 0 y’=—_t , esta es la formula para obtener la
dx dx dx x's
dt

derivada de una funcién que depende de un parametro t.

Ejemplo 22: Halla la derivada de la siguiente funciéon dada en forma
parametrica.
x = t2

J1
Yt

Solucién: Aplicando la férmula para las derivadas dadas en forma paramétricas

1
halladas anteriormente, tenemos: y’t=-—— y xX’¢=2t, se obtuvo derivando a x e y con

2t

dy
respecto at, por lo tanto, & =-—30 y’=-—3

d
Definicion 7: Sea y=f(x) una funcion derivable, esto implica que y’=d—y , Vamos a
X
darles valor por separado a dy y dx que recibiran el nombre de diferenciales y por lo
tanto, podemos considerar a d—y como un simbolo para la derivada o como el cociente
X

de diferenciales.
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: y
Como xeDomf’ se tiene que lim Ax’ donde llamaremos a los incrementos Ax=h
Ax -

im2Y _jim%

Ax —A>)6 h—>m,

=f’(x) + a, donde a — 0, cuando h — 0, entonces, k=f’(x).h + a.h, al producto f’(x).h se

k k
y Ay=Kk, es decir, cuando h - 0, la razéon H — f°(x) y por lo tanto, H

le denomina Diferencial de la funcién y=f(x), y se designa por dy o dy=(x).h

Si f es la funcion tal que f(x)=x, entonces, f’(x)=1 = dy=1.h = dy=h, ya que x’=1.

Se puede observar que dx=x, es por otra parte una variable independiente, donde

el diferencial dy dependera de las variables (x,dx), por lo tanto, dy puede escribirse:

d d
dy=f(x)dx = f’(x)= d_y , asi d_y puede encontrarse como el cociente de dos diferenciales
X X

de la funcion derivada por la de la variable independiente como la derivada de y con

respecto a x.

Mientras que la diferencial dx=h, la diferencial dy de la variable dependiente no
es, en general, igual al incremento correspondiente k, ya que Ay=f(x + h) — f(x) y

dy=f"(x)dx
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Geométricamente:

Y y=f(x)

Q(x+h,y+k)

—
~

A 4

fig 8

RS
En el triangulo rectangulo Aprs se deduce: tg(p=ﬁ, puesto que f’(x)=tgo,

tenemos que: RS = f'(x).P_R = RS = f'(x).h = RS = f'(x).dx y por lo tanto, dy=

f'(x).dx.

El incremento de k con dy para los mismos valores de x y dx, es ﬁ, se observa

también que k no siempre es mayor que dy.

En muchas ocasiones resulta de interés encontrar el incremento k de la variable
dependiente que le corresponde a un incremento h de la variable independiente y para
esto es de utilidad el uso de dy=f’(x)dx, puesto que dy es una buena aproximacion de k si

dx es “suficientemente pequeiio”

Ejemplo 23: Hallar el incremento y la diferencial de la funcién f(X)=3X2 - X.

Solucién: k=3(x + h)? — (x + h) — 3x* + x = k=(6x — )h + 3h* = k=(6x - 1) =

k=(6x — 1)dx.
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Y'=6x-1= ::—y =(6x — 1) = dy=(6x — 1)dx
X

Ejemplo 24: Calcular k y dy de la funcién f(x)=3x2 — X, para x=1y h=0.01

Solucién: k=3(x + h)* — (x + h) — 3x* + x = k=(6x — 1)h + 3h? = k=(6 — 1)0.01 +

3(0.01)> = k=0.0503, dy=(6x — 1)h = dy=(6 — 1)0.05 = dy=0.0500

Definicion 8: (Derivadas de Orden Superior), sea y’=f’(x) la derivada de la

funcion y=f(x), se define la segunda derivada de y con respecto a x como la derivada de

d (dy dy
la funcién y’=f’(x), es decir y’=f’(x) > y’'=—| — | = y”=—2 , de la misma manera
dx \ dx dx
. . d’y d’y
se define las derivadas: terceras, cuartas,............ ,n-ésima: y’”’=— —5 |= y”’=—3
dx|{ dx dx
3 4 n-1 n
yr=day ) e dy g9yl w dY
dx | dx3 dx* dx | dx"1 dx"
d3y
Ejemplo 23: Hallar y”’=—3 de la funcién: y=cosx — senx
dx

Solucion: Hallamos la primera derivada y’=-senx — cosx, volviendo a derivar
se halla la segunda derivada y’’=-cosx + senx, volviendo a derivar hallamos la tercera
y’’’=sen X + cos X.

2

d-f
Ejemplo 24: Halla y”=—2 de la funcién:
dx

x> — 3x%y + 19xy=0 en el punto (1.1).
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Solucion: Aplicando la formula para las derivadas implicitas tenemos:

df 3x2-6xy+19y

f (x,y)=3x*-6xy+19y, y f'_ (X,y)=-6x>+19x, por lo tanto, — =- 3
y dx -3x“ +19x
df 3-6+19
, sustituyo esta derivada en el punto (1.1), tenemos que: d—(1 1) = " 3:19
-3+

d
y —=(1,1) =-1, ahora derivando nuevamente esta funcién aplicando para ello la derivada

du dv
d(u dx  dx
de un cociente —| — | = M y luego sustituimos a x=1, y=1 y —(1 1) =
dx (v v2

-1, tenemos:

du
u=3x> - 6xy + 19y = d_ =6x — 6y — 6xy’ + 19y’, v=-6x> + 19x =
X

dv
— =-12x + 19, por lo tanto,
dx

d?f  6(x—y-xy' +19y')(-6x? +19x) - (3x% — 6xy + 19y)(~12x + 19) .
dx? (-6x2 +19x)>

2
d’f (11)_6(1 1+1)(-6+19) — (3 - 6+19)( 12+19) _ f f e84
(-6 +19)? ~ dx 169
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2

d
Ejemplo 25: Hallar y”=—¥ de la siguiente funcion dada en forma paramétrica:
dx

1-t

=Int

Solucion: Aplicando la formula para las derivadas dadas en forma paramétricas,

-—

1 1 dy ¢
tenemos: y’t=¥ y x’t=—2, por lo tanto, — = — oy

(1-1) dx

,=d_y_(1—t)2
dx

, ahora

(1-t)?

derivando nuevamente esta funcion aplicando para ello la derivada de un cociente

'

du du dv
\Y —-u

dx =M,tenem0s: u=(1—t)2 = ﬂ=-2(1—t) v=t = d—v=1, por lo
dv v2 dx dx
dx
d’f 2(1-t)t-(1-)>  d*f t%-1
tanto, = = =

dx> t2 dx? 2
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EJERCICIOS PROPUESTOS

1. Aplicando la definiciéon de la derivada hallar:

a.f(x)=4x? + x - 1
b.f(x)=v2x+3

c. f(x)=$

d.f(x)=Inx?
e. f(x)=e3**°

f. (x+1)2
9.f(x)=lg3(3x+2)

h.f(x)=e*sen(3x-2)

2. Aplicando las propiedades de la funciéon derivada y=f(x) calcular y'=

df
— en cada caso.
dx

a.f(x)=[3 - 2sen(3+2x)[°

b.f(x)=34x5 - 3/5x + 3

c.f(x)=|nx4 - In*x



d.f(x)=cos®(2x+5)sen® 2x

4 |3x-2
&fX)= Sax_3

f. f(x)=x’e*

x° —ax* 5x% _4

f(x)=
9.f(x) 3-In(4x -5)
h.f(x)=—oX_
2 +cos2

i. f(x)=(21g4x)3lgax
j- f(x)=lgs(cos2x)

k. f(x)=csc(sec(csc(3x-2)))

2
I f(x)=e5¢ *

n.f(x)=cose*

o.f(x)=f(x)=12tgx?

p 1osen'110x

-3

142
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q.f(x)= 3\/ 3x3 +2x + Ig33x

2
r. f(x)= 2x° -3x-5

X\/X2—5

s.f(x)= (\/; + %/;3)3

2

t. f(x)=[3’2‘ +2j

x“ -5

_1£+In X+3

X x-3

u.f(x)=tg

v. f(x)=(1-cscx)®e*

secX

3csc2x

w. f(x)= + %In(ctg g)

3

x.f(x)=(v2x + 1]

y.In3 1+ cosx
" V1-cosx

z. f(x)=10secxtgx
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X —-X
bb. f(x)=2
e

ctg~ 12x -1

cc. f(x)=2—

5x“ -5x-6
2x2+x+2 2x2+x+2
dd. f(x)=In z——lg552—
3xX“+x+5 3xX“+x+5

Encontrar la pendiente de y=3x3 - 2x? + 5 en el punto (-1,-2)

Encontrar la pendiente de 4xy3 - 5x2y2 + 3x3y=0 en el punto (2.2)

x=tcos?t -

Encontrar la pendiente de en: t=—

<

y=tsen? t

Si la distancia recorrida por un moévil estd dada por y=6t> +

2t> + 4t -1, hallar la velocidad del cuerpo cuando t=1, t=2y t=3.

Hallar el incremento k y la diferencial dy de la funcién y=5x + x? para

x=2 y h=0.001

Hallar la diferencial de la funcién y=——, para x=9 y h=0.01

Jx

Calcular la diferencial de la funcién y=tgx, para x=g y h=%
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10. Hallar las diferenciales de las siguientes funciones, para cualquier

valor de las variables independiente y de su incremento.

14X
c.y=sen” —
a

d.y=tg'1 X
a

2
e.y=e *

f. y=xInx - x

1-x
g.y=In——
1+x

s X2 4 2x+2 . ‘.

11. Muestre que la funcién y=T satisface a la ecuaciéon

diferencial: (y’)? + 1=2xy”

12. Muestre que la funcion y=Cie™ + C2e™* para cualquier valor de las

constantes C1 y C2 satisface a la ecuacion y” + 3y’ + 2y=0



13.

14.

15.

16.
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Muestre que la funcion y=e?sen5x satisface la ecuaciony”

-4y’ + 29y=0
Hallar y’” si y=x* — 3x3 - 7x? + 5x + 3
Muestre que y=e*cosx satisface la ecuacion y" + 4x=0

Suponga que cada una de las ecuaciones que se dan a continuacion

determina una funcién f tal que y=f(x). Encuentre y’=:—f
X

a.xsen(xy) + cos(xy)=0
b.x +y? + In(x+y)=0

c.x +ye* + xy’=0

d.5x3 - 2/x3y® +4y3 - 7=0

e.y*- J(2x-3)(3y-2) +3x2=2

f. V3x—-1- 1 -10=x-y
3y-1

9. - y’=tg?
X

h.secyx + 1=0
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17. Hallar y’=:—f de cada una de las funciones que se dan a continuacion:
X

x=2t% — 5t + 1
a.
=t — 4t —1
_ 3at
1-t2
b.
- 3at2
1-¢3
=5t° — 53 + 4t - 1
C.
=t4 — 3t2 - 1
-t
d.
2t
e.
f.
g.
h.

18. Hallar las derivadas del orden indicado:



3

d’y

a.y=x(2x-1)? (x+3) hallar y’’=—2

4
b.y= in hallar y"“= dy
X

dx4

2 4
c.y=— hallar yi"=d—y
1 4

—-X dx

3x

31_3x dx

e.y=cos

4
f. y=e*cosx hallar y"’=d—y

dx4

dy

g.y=csc’xinx hallar y"=——
dx

v d
hallar y"’=—4

dx3
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19. Comprobar que la funcién: y=x"[cicos(Inx) + casen(Inx)] donde C1y C2

son constantes y ne®R, satisface la ecuacion: x%y” + (1 - 2n)xy' + (1 +

n?)y=0

Comprobar que la funcion: y=C1

satisface la ecuacion diferencial y”’ + y=0

20. Comprobar que la funcion:

eX+e™
2

+ C2

e

X

—-X

_Te, donde C1y C2e®,
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X X
= X X — = X X
=ev2|C,cos—+C,sen— |+e v2|C,cos— +C,sen— |,
d [1J§2J§J (3J§4ﬁj
donde C1, C2, C3 y CacfR Csatisface la ecuacion diferencial y" + y=0
dzy
22. Hallar las derivadas y’=——=- si:
dx?

a. x=31-Jt y=y1-3t

b. x=sen’t y=cos?t
c. Xx=acosy y=sent
d. x=a(e'+el) y=b(e'-e*
e. x=cos’t y=bsendt

f. x=a(t-sent) y=a(1- cost)

2t

g. x=e®cos’t y=e*

sen?t

1 y=cos -1

t 1
1+t2 \/1+t2

h. x=sen

dy

23. Hallar las derivadas y’’= >
dx

de las siguientes funciones dadas en

forma implicitas.
a. x?+2xy - y?>=2x en los puntos i) (2,4) y ii) (2,0)

b. y*=2px



24.

25.

26.
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2 2
+y—2=1

mN| b
o

iy =+a
tg_1X = Im/x2 +y2

X

n
Hallar la derivada n-ésimo y"=: z de la funciéon y=(ax + b)", donde
X

neZ

: - d" :
Hallar las derivadas n-ésimo y"=d—¥ de las funciones:
X

ay=—1—
T 1-x

b.y=+/x
d"y
Hallar las derivadas n-ésimo y“=d—n de las funciones:
X

y=senx
y=co0s2x

y= e-3x
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d. y=In(x+1)

e. y= 1
X+1

£ oy=1tX
1-x

g. y=sen®x

h. y=In(ax + b)

27. Demostrar que y, determinada como funcion de x por las ecuaciones

x=sent e y=aeﬁt+be‘ﬁt, satisface a la ecuacion diferencial (1 —x?)

dy _dy
- X =2
dx" dx" y
28. Hallar y", si:
_ax+b
cx+d
b. y:%
X“-3x+2
c 1
- x(1-x)
d. =In_x



e.

y=x"e

y=tg'x
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CAPITULO Il

APLICACIONES DE LAS DERIVADAS AL

CAMPO DE LA INGENIERIA
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En este capitulo se estudiara: Recta tangente, Recta normal,
Ejercicios, Teorema de L-Hopital, Funciones Crecientes, Funciones
Decrecientes, Teorema de Rolle, Teorema del Valor Medio, Puntos Criticos
de la Primera Derivada, Puntos de Separacion, Maximo Relativo o Maximo
Local, Minimo Relativo o Minimo Local. Valores Extremos, Maximo
Absoluto, Minimo Absoluto, Teorema del Valor Extremo, Intervalos de
Concavidad y Convexidad, Puntos de Inflexiéon, Criterio de la Segunda
Derivada, Puntos Criticos de la Segunda Derivada, Criterio de la Segunda
Derivada para Extremos Relativos, como Dibujar un Grafico de una
Funcién cualquiera, Aplicaciones de la derivada en problemas de la

Ingenieria, Ejercicios.
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Definicién 1: Se define la recta tangente a una curva, como la
recta que pasa por el punto Po(xo,f(xo)) y tiene pendiente m=f(xo),
es decir, y=f(xo)(x - Xo) + Yo

Definicién 2: Se define la recta normal a una curva como aquella
recta perpendicular a la recta tangente en el punto Po(xo,f(x0)), es

decir,

1
y=-— (x - x0) + yo
f (xq)

Para hallar la recta tangente o normal se seguiran los siguientes

pasos:

1. Se halla la primera derivada de la funcién

2. Se sustituye el punto en el cual se va ha hallar la recta tangente o
normal en la primera derivada (pendiente de la recta tangente o
normal)

3. Se sustituye la pendiente y el punto en las ecuaciones para hallar la
recta tangente o normal seguiin sea el caso

4. Se opera en las ecuaciones descritas anteriormente

Ejemplo: Hallar la recta tangente y normal a la curva:
f(x)=x? + 2x + 5, en el punto (2,4).

Solucién:
1. f(xo0)=2x +2

2. f(x0)=2(2) +2 = f(2)=6
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3. Rectatangente: y=6(x —2) + 4

4. y=6x — 8
1
5. Recta normal: y=-€ (x-2)+4

6. x+6y-26=0

Teorema de L’ - Hopital: Sea H(x)=% con f(x) > 0 o (f(x) >
X
_limH(x) ..
©) y g(x) = 0 o (g(x) - ) cuando x — Xo, entonces L=, | Xg tiende a

0 oo . I
o o —, si este es el caso L se puede hallar de la siguiente manera:
o0

I_=Iimm=lim f,(x) lim f..(x) =|im% en los casos cuando
) _)gx(x) g (x) g (x) ----------- g (x) J
0 X=X X=X X > X

. . . . 0 «
la indeterminacion es de la forma: 0., s 1%, 9, 0%, 0°, 0°, o - o, se
o0
. . . . 0 0 .
pueden convertir en las indeterminaciones o’ o — aplicando las
o0

propiedades de los numeros reales.

Ejemplo: Aplicando la regla de L-Hopital hallar el siguiente limite:

X X
. € L. . € o0 . L.
|_=I|m—2 Solucion: |_=I|m—2 =, satisface las condiciones, luego:
00
X X
X — o© X —> ©
X X

. €
L=||m—2 = L=|ime7=oo =L w

X X = ©
X —> ©
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f(x)=e* = f(x)= * = f(x) = e*
‘.JI(X)=X2 = g’(x)=2x = g”(x)=2

Definicién 3: Sea f: A —» B una funciéon definida en un intervalo
(abierto, semiabierto o semicerrado y cerrado)

Se dice que f es creciente en este intervalo si para cualquier par de
puntos x1, x2 perteneciente al intervalo se tiene que: x1<x2 =
f(x1)<f(x2)

Se dice que f es decreciente en este intervalo si para cualquier par

de puntos x1, x2 perteneciente al intervalo se tiene que: x1<x2 = f(x1)

>f(x2)

v

X1 X2 X1 X2
Creciente Decreciente

Teorema 1: (Teorema de Rolle) Sea a<b. Si f: A —» B es continua en
el intervalo cerrado [a,b], diferenciable en el intervalo abierto (a,b) y
f(a)=f(b)=0. entonces existe c en el intervalo (a,b) tal que
f(c)=0.Geométricamente, este teorema dice que, si el grafico de una

funcién continua corta el eje X en dos puntos y tiene una tangente en
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todo punto entre estos dos, entonces debe tener al menos una
tangente horizontal en un punto intermedio.

Ylk

o
»

a c b X

Teorema 2: (Teorema del Valor medio) Sea a<b. Si f: A »> B es
continua en el intervalo cerrado [a,b] y es diferenciable en el intervalo
abierto (a,b). Entonces existe un punto tal que: f(b) — f(a)=Ff(c).(b — a),
este teorema también se puede escribir:

f’(c)=w, pero M es la pendiente de la recta que pasa por
-a

b-a
los puntos p1=(a,f(a)) y p2=(b,f(b)) y f'(c) es la pendiente de la tangente

en el punto (c,f(c)).

Y

a

(b,f(b))

(a.f(a))}

a c b
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Luego, el teorema del valor medio nos dice que, si el grafico de una
funcion continua tiene una tangente en cada punto entre a y b,
entonces la tangente en algun punto entre a y b debe ser paralela a la
recta que pasa por p1=(a,f(a)) y pz2(b,f(b)).

Teorema 3: sea f: A —» B, una funcién continua en el intervalo | y
diferenciable en todo punto interior de | (excluyendo los extremos).

Si f(x)>0 en todo el interior de |, entonces f es creciente en |.
Si f(x)<0 en todo el interior de |, entonces f es decreciente en I.

Demostracion;

Sean x1 y x2 dos puntos pertenecientes a | tales que x1<x2. Por el
teorema del valor medio tenemos que: f(x2) — f(x1)=Ff(c).(x2 — x1), para
algun ce(x1,x2).

Como f(c)>0 y x2 — x1>0, concluimos que f(x2) — f(x1)>0. Luego,
f(x1)<f(x2), como x1 y x2 fueron tomados al azar en |, se concluye que

f es creciente en I.

Sean x1 y x2 dos puntos pertenecientes a | tales que x1<x2. Por el
teorema del valor medio tenemos que: f(x2) — f(x1)=Ff(c).(x2 — x1), para
algun ce(x1,x2).

Como f'(c)<0 y x1 — x2>0, concluimos que f(x1) — f(x2)>0. Luego,
f(x1)>f(x2), como x1 y x2 fueron tomados al azar en |, se concluye que

f es decreciente en |.



160

Definicién 4: Se definen los puntos criticos de la primera derivada a

aquellos puntos donde la derivada no existe o donde la derivada se
anula, es decir, los puntos donde la derivada no existe son aquellos
puntos de discontinuidad, y los puntos donde la derivada se anulan
son los puntos donde la recta tangente tiene pendiente cero (0).
Ejemplo: Probar que la funciéon f(x)=\/;, es creciente.
Solucién: Esta funcion esta definida en en intervalo [0,), en el cual
f es continua. Ademas f es diferenciable en el intervalo (0,) y se

cumple que: f’(x)=L >0, Vxe&(0,).

2/x

Luego, por la parte 1 del teorema anterior, se concluye que f(x)=\/;
, €s creciente en todo su dominio [0,x].

Ejemplo: Hallar los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la
funcién:

f(x)=2x3 - 3x2-12x + 5

Solucion: Para resolver este problema seguiremos los siguientes
pasos:

Hallamos el dominio de la funcién, que en este caso es: Domf=R

Se hallan los puntos de discontinuidad si es que los hay, como en

este caso el dominio es todos los reales no hay ningun punto de

discontinuidad.

Hallamos la derivada de la funcion, es decir, f’(x)=6x2 —6x -12,
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Se hallan los puntos criticos de la primera derivada, en este caso
como la funcién es continua en toda la recta real, solamente habran

puntos criticos donde la derivada se anula, esto implica que f(x)=0,
o sea, 6x? —6x —12=0 = x? — x — 2=0

= (X — 2)(x + 1)=0 esto implica que los puntos criticos son x1=-1y
x2=2, estos puntos criticos también reciben el nombre de puntos de
separacioén. (Matematica Genera Modulo Il),

Se obtienen los intervalos de crecimientos y decrecimientos con los
puntos criticos, siempre habran (n + 1) intervalos de crecimientos y

decrecimientos dependiendo de los puntos criticos, en nuestro

caso los intervalos de crecimiento y decrecimientos son:

(=00,-1) (-1,2) (2,)
f(-2)>0 f(0)<0 f(3)>0
Crece decrece crece

Se sustituyen puntos de prueba (Matematica Genera Modulo Il), en
cada uno de los intervalos y segun lo visto anteriormente si el signo
es positiva la funcién viene creciendo y si el signo es negativo la
funcién viene decreciendo, como f'(-2) es positivo la funcién en el
intervalo (~xo,-1), viene creciendo, de la misma manera en el intervalo

(-1,2) la funcién decrece y (2,») la funcién crece.
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Definicién 5: Sea f: A — B, se dice que f tiene un maximo relativo o

maximo local en el punto c, si existe un intervalo abierto que contiene a
c y contenido en el dominio de f tal que f(c)< f(x) Vxel.

Definicién 6: Sea f: A —» B, se dice que f tiene un minimo relativo o

minimo local en el punto c, si existe un intervalo abierto que contiene ac
y contenido en el dominio de f tal que f(c)> f(x) Vxel.
A los maximos y minimos relativos se les da el nombre de Valores

extremos relativos

a C1 c2 C3 C4 Cs5 Cé b

La figura posee maximos relativos en los puntos c1, c3, y ¢c5 y tiene

minimos relativos en los puntos c2, c4 y ce. Los extremos relativos de f
son f(c1), f(c2), f(c3), f(ca), f(cs) y f(cs).

Teorema 4: (Criterio de la primera derivada para extremos

relativos). Sea f: A —» B, una funcién contintia en un intervalo (a,b) y sea

ce(a,b) un punto critico de f., entonces:

v
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1. Sif(c)>0 en un intervalo abierto a la izquierda de c y si f(c)<o en un
intervalo abierto a la derecha de c, entonces f tiene un maximo
relativo en el punto (c,f(c)), es decir, si una funcién en un intervalo
viene creciendo, luego la derivada se anula y empieza a decrecer
estamos en presencia de un punto maximo relativo.

2. Sif’(c)<0 en un intervalo abierto a la izquierda de c y si f(c)>0 en un
intervalo abierto a la derecha de c, entonces f tiene un minimo
relativo en el punto (c,f(c)), es decir, si una funcién en un intervalo
viene decreciendo, luego la derivada se anula y empieza a crecer
estamos en presencia de un punto minimo relativo.

3. Sienunintervalo abierto a la izquierda de ¢ y en un intervalo abierto
a la derecha de c, f’(c) tiene el mismo signo, entonces f no tiene ni

maximo ni minimo en c.

NV

f'(x)>0 f'(x)<0 f(x)<0 f(x)>0 I
maximo relativo minimo relativo ni maximo ni
minimo

Definicion 7: Sea f: A - B y DcA. Diremos que f tiene un maximo

absoluto sobre D, si 3ceD/f(c)> f(x), Vx

Definicion 8: Sea f: A > B y DcA. Diremos que f tiene un minimo

absoluto sobre D, si 3ceD/f(c)<f(x), Vx
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El nimero f(a) y f(d) recibe el nombre de maximo o minimo

absoluto y f(b) y f(c) maximo relativo y minimo relativo de f sobre D.

[V
(o2
(2}
Q

La funcion tiene un minimo absoluto en a, un maximo relativo en
b, un minimo absoluto en ¢ y un maximo absoluto en d.

Teorema 5: (Teorema del Valor extremo). Si f: A— B es una funcién
continua en un intervalo cerrado [a,b], entonces f tiene un maximo
absoluto y un minimo absoluto sobre [a,b].

Para determinar los valores extremos absolutos de unafuncién
continua de f: A - B en un intervalo cerrado [a,b], se procede de la
siguiente manera.

1. Se encuentran los valores de la funcién en los puntos criticos de f
que estan en el intervalo [a,b].

2. Se encuentran los en los extremos de la funcién, es decir f(a) y f(b).

3. El maximo absoluto es el mayor de los valores y el minimo absoluto

el menor de los valores hallados.
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Ejemplo: Hallar los extremos absolutos y relativos de la siguiente

funcion f(x)=x* - 2x2 en el intervalo [-2,2].

Solucién:

a. Hallamos el dominio de la funcién en el intervalo [-2,2], Domf=[-
2,2].

b. Calculamos la derivada de la funcion: f(x)=4x3 — 4x.

c. Hallamos los puntos criticos de la primera derivada. Como la
funcion esta definida en todo el intervalo [-2,2], los Unicos puntos
criticos es donde la derivada se anula, es decir f(x)=0 = 4x(x2 -1)=0
= X(x = 1)(x + 1)=0 = x=-1, x=0 y x=1

d. Se hallan los intervalos de crecimiento y decrecimiento y se analiza

el signo de la derivada, tomando en cada intervalo un punto de

prueba.

('005'1) ('1!0) (0,1) (1,00)

P(-2)<0 | £(-0,5)>0 | F’(0,5)<0 | £(2)>0

Decrece Crece Decrece Crece

e. Aplicamos el criterio de la primera derivada:
f tiene un minimo relativo en x=-1, f(-1)=-1, f tiene un maximo
relativo en x=0, f(0)=0

f tiene un minimo relativo en x=1, f(1)=-1
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f. Se hallan los extremos absolutos sustituyendo en la funcién
los valores x=-2 y x=2 = f(-2)=8 y f(2)=8.

dg. Conclusiéon: hay un maximos relativos en el punto (0,0), y dos
minimo relativos en los puntos (-1,-1) y (1,-1), que coinciden con los
minimos absoluto, y los maximos absolutos estan en los puntos (-
2,8) y (2,8).

h. Grafica.

v

\J

Definicién 9: El grafico de una funcion es céncava o céncava hacia
arriba si el grafico esta siempre encima de cualquier recta tangente; y es
convexa o concava hacia abajo si el grafico esta siempre por debajo de

cualquier recta tangente
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a b
Concava hacia arriba

Criterio de concavidad

v

A 4

a b
Concava hacia arriba

a<x<b = xe(a,b)

El grafico de f en (a,b)

(x)>0

Es concavo hacia arriba

(x)<0

Es céncava hacia abajo

Definicién 10: Un punto sobre el grafico de una funciéon que cambia

de concavo a convexo, es decir de concavo hacia arriba a concavo

hacia abajo o viceversa, se llama punto de inflexién. Si (c,f(c)) es

un punto de inflexion de

la funcién f: A —» B,/ y=f(x), para los x

cercanos a ¢ debe cumplirse que los signos de f’(x) antes de c y después

de c deben ser distintos. En el mismo punto c la derivada f’(x) puede no

existir. Si existe debe cumplirse que f’(x)=0.

Para hallar los puntos de inflexion de una funcién se seguiran los

pasos siguientes:
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a. Se encuentran los puntos criticos de la segunda derivada que son
aquellos puntos donde la derivada no existe o donde la segunda
derivada se anula,

b. Se estudia el signo de f”’ a la izquierda y derecha de cada uno de los
puntos criticos de la segunda derivada, utilizando para ello puntos
de prueba. Si en un intervalo la funciéon es céncava hacia arriba o
coéncavo hacia abajo y cambia a concavo hacia abajo o céoncavo
hacia arriba respectivamente entonces se dice que existe un punto
de inflexion en ese punto y su imagen.

Criterio de la segunda derivada para extremos relativos.

La segunda derivada nos proporciona un criterio muy sencillo y
practico para determinar la naturaleza de los puntos criticos de la primera

derivada de una funcion definida en un intervalo. Este criterio establece

lo siguiente:
Si y si Entonces f tiene
f’(c)=0 f(c)>0 Un minimo relativo
f(c)=0 f’(c)<0 Un maximo relativo

La condicion f(c)=0 nos dice que ¢ es un punto critica de la primera
derivada de la funcién. La condicién f’(c)>0 y el criterio de concavidad
nos dice que, cerca de c, el grafico de f es concavo hacia arriba. En este

caso, concluimos que f tiene un minimo relativo en c.
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Similarmente, la condicion f’(c) y el criterio de concavidad nos dice
que, cerca de c, el grafico de f es concavo hacia abajo. En este caso

concluimos que f tiene un maximo relativo en c.

(c.f(c))

(c.f(c)

v

f(c)=0y f(c)<0 f(c)=0 y f(c)>0
Maximo relativo en ¢ Maximo relativo en ¢

El criterio de la segunda derivada nos dice si f’(c)=0 nada se

concluye. Puede ser maximo, o minimo o ninguno de los dos.

Como dibujar el grafico de una funcién cualquiera

Para realizar la grafica de una funcion sea esta de cualquier tipo

seguiremos los siguientes pasos:
1. Se halla el dominio de la funcién.
2. Se describen los puntos de discontinuidad, si es que los hay.

3. Se estudia la funcion cerca de cada uno de los puntos de

discontinuidad si es que los hay.
4. Se estudia la funcion en los extremos.

5. Se hallan los cortes con los ejes de coordenados si es que los hay.

\ 4
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11.

12.

13.

14.

2.

3.
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Se halla la primera derivada de la funcion.

Se halla la segunda derivada de la funcién

Se hallan los puntos criticos de la primera derivada.

Se hallan los puntos criticos de la segunda derivada.

Se hallan los intervalos de crecimientos y decrecimientos.
Se hallan los maximos y minimos relativos, si es que los hay
Se hallan los intervalos de concavidad

Se hallan los puntos de inflexion, si es que los hay.

Se realiza la grafica de la funcién con todos los datos anteriores.

Ejemplo: Realizar la grafica de la siguiente funcion:

f(x)=-x* + 6x% — 1

Solucién a: f(x)=-x* + 6x? — 1, se seqguiremos los pasos sefialados
anteriormente en cada uno de los tres ejemplos:

Domf=R

Como la funcidén esta definida en todos los reales, no existe punto

de discontinuidad, en consecuencia saltamos el paso 2y 3.

Estudio de la funcion en los extremos:

4 4
lim(-x +6x-1)=-o y lim(-x +6x-1)=-x
X — —0 X — +0

Corte con los ejes de coordenados:
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11.
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corte con el eje x = (y=0) = x* + 6x%> — 1=0 = x1=-/3+/8 , x2=-

\/3-\/§,xs=\/3-\/§ yX4=\/3+\/§

corte con el eje y = (x=0) = y=-1
Primera derivada: f(x)=-4x3 + 12x.
Segunda derivada: f’(x)=-12x? + 12
Puntos criticos de la primera derivada:
£(x)=0 = -4x(x? - 3)=0 = x1=0, x2=-+/3 y x3=+/3
Puntos criticos de la segunda derivada: f’(x)=0 = -12(x? - 1) = x1=-
1, y x2=1

Intervalos de crecimientos y decrecimientos:

(<0,-v/3) | (-v/3,0) | (0, V3) | (/3 ,+w)

£(-2)>0 P(-1)<0 | £(1)>0 | F(2)<0

Crece Decrece Crece Decrece

Maximos y minimos: 3max (-+/3,8) , Imin (0,-1) y 3max (/3 ,8)

Intervalos de concavidad:

('005'1) ('1 !1) (1 1+°O)
F’(-2)<0 f°(0)>0 f7(2)<0
Codéncava hacia Codncava hacia Cdéncava hacia
abajo arriba abajo

Puntos de inflexién: 3 punto de inflexién en (-1,4) y (1,4).
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12. Grafica.




1.

EJERCICIOS RESUELTOS

Hallar la recta tangente y normal a la curva:

f(x)=v/x-2, en el punto x=6.

Solucion:

1
2x -2

f (xo)=

o= 1 =/6_2—
fO)= =54 ¥ 16 J6-2=2

Recta tangente: y=% (x—6)+2

x —4y + 2=0
Recta normal: y=-4(x — 6) + 2

4x +y —26=0
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Hallar la recta tangente y normal a la curva “bruja de Agnesi” f(x)=

3
8a

2 2’
X +4a

en el punto x=2a.

Como no dan el valor de yo, lo obtenemos y seguido a esto

operamos los pasos descritos anteriormente.

1.

Solucion:
3
f(2a)= %“‘

4a +4a



7.

3.

3
, _ =16a x
f(xo)-—2 23
(x +4a )
4
, 32a 1
f(2a)=- 1 _E

64a
1
Recta tangente: y=-5 (x—2a) +a

x + 2y + 4a=0
Recta normal: y=2(x — 2a) + a

y=2x — 3a

Hallar la recta tangente y normal a la curva:

f(x)=x3 + y3=4xy2 + 1 en el punto (2,1).

Solucion:
2 2
f,x=3)(2 - 4y2, f,y=3y2 - 8xy = y:u
y(8x-3y)
P 12-4 i
YN l6-3 13

Recta tangente: y= (x-2) +1

8x — 13y -+13=0

13 x=2) +1

Recta normal: y=- 3

13x + 8y — 34=0

4. Aplicando la regla de L-Hopital hallar el siguiente limite:

174
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eX te~X_2

L=lim
x 2
x—0
. . eX e X _2 i -
Solucion: L=lim =—, como L satisface las condiciones
x>0 x 2 0

del teorema, llamamos a la funciéon del numerador f(x) y a la del
denominador g(x) y las derivamos dos veces obteniéndose: L=

X —X
X — X

. e” te -2

Ilm :>L= Iime te

=1=>L->1,
x 2

x—>0 X - 0
f(x)=e* + e* — 2 = f (x)=e* - e* = f(x) =e* + e™

g(x)=x? = g'(x)=2x = g (x)=2

5. Aplicando la regla de L-Hopital hallar el siguiente limite: L=

. ( 1 5 j
lim -
x—>§(_3 x2 -x-6

. 5
Solucion: L=|Im( ) J=°o - 0, como L no satisface las
T a3 x2-x-6

condiciones, pero resolviendo la suma de fraccion nos resulta que:

. 1 5 . X+2-5 . x-3
L=|Im( - 2 J:} L=|Im(2—J :}L:Ilm(Z—J
x—>§(_3 x€ -x-6 x »X“ —x-6 x »X —x-6

=2, ahora L si satisface las condiciones del teorema de L-Hopital,

luego:

f(x)=x - 3 = f(x)=1
g(x)=x? - x - 6= g'(x)=2x — 1
1 1

1 5 . 1
_ 2x -1
x_)g( 3 X2 -Xx—-6 x_>3X 5 5
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6. Aplicando la regla de L-Hopital hallar el siguiente limite:

. senx
L=lim
x—>0
.. . senx ] ] o
Solucién: L=lim x —o que si satisface las condiciones del
x—>0

teorema de L-Hopital, luego:

f(x)=senx = f’=cosx
g(x)=x = g’=1

senx

L=lim =L =I)i(nlfgsx =L->1

x—>0

7. Aplicando la regla de L-Hopital hallar el siguiente limite: L=

. 1-cosx
I|m—2
X
x—0
I 1-cosx
Solucién: L='M 2 =6’ L satisface las condiciones del
x—>0

teorema, luego:
f(x)=1 — cosx = f’=senx

a(x)=x? = g’(x)=2x

I 1-cosx senx 1 senx .
L= 2 = L=lim o = L=_ lim , por el ejemplo del
x>0 x—>0 x—>0

apartado d., tenemos que L— %

8. Aplicando la regla de L-Hopital hallar el siguiente limite:

se n_1 Jx

X

L=lim

x—0
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se n_1 Jx

.. . 0 . . .
Solucion: IImT =6’ L satisface las condiciones del teorema,
- X

x—0

1

luego: f(x)= sen 'Wx = f'= 2./x y g'(x)=vVx = g’=L
2.x

v1-x
1
_ii sen Wx _Iimi lim—1_
L-lmT:L- Jf-x =L= m:L—)1
x—>0 2./x x—>0
x—>0

2
9. Realizar la grafica de la siguiente funcion: f(x)= )2(
X< -4
- x2 . -
Solucién: f(x)= 2 4 se seguira los pasos senalados
x —

anteriormente en cada uno de los tres ejemplos:
Domf=%R - {12}
Puntos de discontinuidad x1=-2 y x2=2

Estudio de la funcion cerca de los puntos de discontinuidad.

L =limf(x) = to0, L =Ilimf(x)= +w, L =limf(x)= -,
X —> -2 X > 2" x—>-2%
L = limf(x) = too, L =limf(x) = —oo, L =limf(x) = +x

X — 2 X2 x —>2%

Estudio de la funciéon en los extremos:

2 x2
—— =1, L=Ilim =
x2 -4 x2-4

X — —0©0 X — +©0

L=Ilim 1
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Corte con los ejes de coordenados: corte con el eje x = (y=0) = x=0

= (0,0)
i i —8x
Primera derivada: f(x)= ———-
(x2 —4)2
2
Segunda derivada: £'(x)= 2o+ 3)
(x2 - 4)3

Puntos criticos de la primera derivada: donde la derivada se anula
f(x)=0 = -8x=0 = x1=0, los puntos criticos donde la derivada no
existe: x1=-2, y x2=2

Puntos criticos de la segunda derivada: donde la derivada se
anula f’(x)=0 = 8(3x2 + 8)=0, no hay puntos criticos de la segunda
derivada donde se anulen, luego donde la derivada no existe x1=-2,
y X2=2

Intervalos de crecimientos y decrecimientos:

(-00,-2) ('2,0) (0,2) (2,+00)
f(-2)>0 f(-1)<0 f(1)>0 f(2)<0
Crece Crece Decrece Decrece
Maximos y minimos, 3min (0,0)
Intervalos de concavidad:
(=00,-2) (-2,2) (2,+)
f’(-3)>0 f’(0)<0 f’(2)>0
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Codncava hacia Cdéncava hacia Codéncava hacia
arriba abajo arriba

13. Puntos de inflexidon: no existen.

14. Grafica.

S
v

-3 -2 -1 1 2 3
10. Realizar la grafica de la siguiente funcién: f(x)=%
x< -1
Solucién: f(x)= 3 ; se sequira los pasos senalados
x< -1

anteriormente en cada uno de los tres ejemplos:
1. Domf=R - {+1}

2. Puntos de discontinuidad x1=-1 y x2=1.



10.

Estudio de la funcién cerca de los puntos de discontinuidad.

L =limf(x) = to0, L =Ilimf(x)= +o, L =limf(x)= -0,
X — -1 X — -1 X — -1

L =limf(x) =+, L =limf(x) = —oo, L =limf(x) = +o
X > 1 X1 X —>1T

Estudio de la funcion en los extremos:

L = lim = —w; L=lim =t

3x2-1 3x2-1

X — —o0 X —> +o0
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Corte con los ejes de coordenados: corte con el eje x = (y=0) = x=0

= (0,0)
Primera derivada: f’(x)=£
33(x2 —1)4
2x(9-x2)

Segunda derivada: f’(x)=

93/(x2 —1)7

Puntos criticos de la primera derivada: donde la derivada se anula

£(x)=0 = x? — 3=0 = x1=-/3 y x2=1/3, los puntos criticos donde la

derivada no existe: x1=-1, y x2=1

Puntos criticos de la segunda derivada: donde la derivada se

anula f’(x)=0 = 2x(9 - x2) = x1=0, x2=-3 y x2=3, puntos criticos donde

la derivada no existe: x1=-1, y x2=1

Intervalos de crecimientos y decrecimientos:

(<0,-v3) | (-v3,1) | 1D | (1, 43) | (V3,+x)
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13.

14.
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f(-2)>0 | £(-1.5)<0 f(0)<0 f(1)<0 f(2)>0
Crece Decrece | Decrece | Decrece Crece
Maximos y minimos: Imax (-\/5,-3£), dmin (ﬁ,ﬁ)
32 32
Intervalos de concavidad:
(=00,-3) (-3,-1) (-1,0) (0,1) (1,3) (3,+)
F’(-4)<0 f’(-2)>0 f’(-05)> | £’(0.5)<0 | f’(2)>0 f’(4)<0
Convexa | Convexa | Concava | Convexa |Concava| Convexa

Puntos de inflexiéon: 3 punto de inflexiéon en (0,0) y (3,1.5).

Grafica.

a

v
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11.  Realizar la grafica de la siguiente funcion: f(x)=xe™

Solucién: f(x)=xe* se seguiremos los pasos seifalados

anteriormente en cada uno de los tres ejemplos:

1. Domf=R
Como la funcion esta definida en todos los reales, no existe punto
de discontinuidad, en consecuencia saltamos el paso 2y 3.

2. Estudio de la funcion en los extremos

L =limxe X =+ yL =limxe"X =0
X — —0o0 X — 400

3. Corte con los ejes de coordenados:
corte con el eje x = (y=0) = (0,0)
corte con el eje y = (x=0) = (0,0)
4. Primera derivada: f(x)=e™(1 — x).
5. Segunda derivada: f’(x)=-e™(2 — x)
6. Puntos criticos de la primera derivada: f(x)=0 = (1 — x)=0 = x1=1

7. Puntos criticos de la segunda derivada: f’(x)=0 = (2 — x)=0 = x1=2

8. Intervalos de crecimientos y decrecimientos:
(=00,-1) (1,+x)
f(-2)>0 f(2)<0

Crece Decrece
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9. Maximos y minimos: Imax (1,1)
e

10. Intervalos de concavidad:

(=00,2) (2,+00)
f’(-2)<0 f’(2)>0
Concava hacia Concava hacia
abajo arriba

11. Puntos de inflexiéon: 3 punto de inflexion en (2,—2).
e

12. Grafica.

S

12. Realizar la grafica de la siguiente funcién: f(x)=|n—x
X

Solucién. se seguiremos los pasos senalados anteriormente:

1. Domf={0,~}
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Como la funcién esta definida en todo el intervalo {0,~}, no existen

punto de discontinuidad, en consecuencia saltamos el paso 2 y 3.

Inx
L_1i Inx o 1
Estudio de la funcién en los extremos — — |m7 "0 > L= IlmT
X — 0+ —
x > 01
L= IimInTx -
= L= —~ %, ahora podemos aplicar la regla de L’Hopital o
X
x — 0+

. 1
sea: f(x)=inx = F=_ y g(x)=" = g'=-— = L= ~ImS)
X X X

x>0t

L -
li Inx o«

L= M=~ =+ aplicando la regla de L’-Hopital tenemos: f(x)=Inx =
X = ©

1

L=lim—=—
X oo =L->0

X — 0

’=1, g(x)=x = g’=1, por lo tanto,
X

Corte con los ejes de coordenados: corte con el eje x = (y=0) =
Inx=0 = x=1, como la funcién esta definida en el intervalo (0,%), no

corta al eje y

Primera derivada: f'(x)= 1-Inx

2Inx -3

Segunda derivada: f’(x)= 3
X

Puntos criticos de la primera derivada: f(x)=0 = 1-Inx=0 = x=e
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7. Puntos criticos de la segunda derivada: f’(x)=0 = 2Inx - 3=0 = x=

2
e3

8. Intervalos de crecimientos y decrecimientos:

(0,6) (e,+oo)
f(1)>0 f(3)<0
Crece Decrece

9. Maximos y minimos: 3max (e,l)
e

10. Intervalos de concavidad:

2 2
(0, e3) (€3 ,+)
f’(1)<0 f’(5)>0
Céncava hacia Céncava hacia
abajo arriba
2 2 1
11. Puntos de inflexion: 3 punto de inflexién en (e3 ,5—3).
2
e

12. Grafica.
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13. Un hotel tiene 70 habitaciones. El gerente nota que cuando la tarifa
por habitacion es de Bs. 20.000 todas las habitaciones estan
ocupadas, y que por cada aumento de Bs. 2.000 se desocupa una
habitaciéon. Si el mantenimiento (limpieza, lavado, etc.) de cada
habitacion ocupada es de Bs. 4.000, ;qué tarifa debe cobrar el
gerente para obtener maxima ganancia? ¢ Cuantas habitaciones se
ocupan con esta taifa?

Solucion: 1. Si G(x) es la ganancia del hotel entonces:
G(x)=(habitaciones ocupadas)(tarifa por habitaciéon) — 4.000(habitaciones
ocupadas).

Sea x el nimero de habitaciones desocupadas. Se debe cumplir que
0<x<70. ademas el numero de habitaciones ocupadas es: 70 — x. El
incremento en la tarifa es: 2.000x. la tarifa sera de 20.000 + 2.000x.

Sustituyendo en la funcién ganancia estos datos, tenemos:

G(x)=(70 — x)(2.10* + 2.103x) — 4.103(70 - x) =

G(x)=11210* + 124.10%x — 2.103x%. Debemos hallar el maximo absoluto de
d(x) sobre el intervalo [0,70]. Para ello buscamos primero el maximo
relativo aplicando los pasos descritos anteriormente:

1. G(x)=11210* + 124.103x — 2.103x2.

2. G’(x)=124.10° - 4.10°x.

3. G’(x)=-4.10%.
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4. G’'(x)=0 = 124.10° - 4.103x=0 = x=31
5. Como G”(x)=-4.103<0, estamos en presencia de un maximo en el

punto x=31, que seran el nimero de habitaciones desocupadas. La

grafica es: y la ganancia sera de G(31)= 11210* + 124.103(31) -

2.103(31)2.=3.106, es decir, de. 3.000.000. de bolivares.

6. Grafica: 4

31 70

3.10°

S
v

14. Se quiere construir un potrero rectangular de 5.000mts.2 en un
terreno que esta a las orillas de un rio. ;Cuales deben ser la
longitud de los lados si se quiere que el costo sea minimo?

Solucioén: El costo de la cerca sera minimo, si la longitud de la cerca
es minimo. Sea x las longitudes de los lados del rectangulo. Si P es el

perimetro de la cerca, entonces P(x,y)=x + 2y, como el area de un

rectangulo es A(x,y)=xy=5.000 = y= 0 , sustituyendo este valor de y en

el perimetro tenemos que nuestro modelo sera:
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P(x)=x + 10.000
y
X X
] P(x)=x + 10.000
X
0 P(x)=1 - 10.000
x2
2 P(x) 20.000
x 3
4 P’(x)=0 = 1 - 10'200 =0 = x=x>=10.000 = x=100, como
X

estamos trabajando con unidades de longitud no tomamos x=-100

20.000

5. Como P’’(100)=
1003

>0, estamos en presencia de un

maximo en el punto x=100, = y=500, por lo tanto las longitudes que hacen
un costo minimo son de x=100mts. e y=500mts.
6. Grafica: 1

500

a
v

v 100
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6. Se desea construir una caja, abierta por arriba, cuyo volumen sea
maximo, de una pieza de hojalata, cortando en sus esquinas
cuadrados iguales y doblando hacia arriba la hojalata para forma las
caras laterales. ;Cual debe ser la longitud maxima del lado de los

cuadrados cortados?

Solucién: 1. Sea x el del cuadrado mas pequeno, entonces la altura

y y la base z vendra dado por: y=a — 2x, z=a — 2x y por lo tanto, el volumen

que es igual a V=xyz = V=x(a — 2x)?
3. V’=a? — 8ax — 12x?
4. V’=-8a -24

5. Los puntos criticos de la primera derivada:V'=0 =

a% — 8ax — 12x%=0 = (a — 2x)(a- 6x)=0 = x=% y x-%

6. Sustituyendo los puntos criticos de la primera derivada en la

. a .

segunda derivada tenemos: para x=§ V’’=4a>0, por lo tanto, existe
- a ., .

un minimo, para X=E V’’=-4a<0 y en consecuencia este es el valor

. . 2
maximo que andamos buscando y el volumen sera V=§a3
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6. Grafica
e .
: x| x X x
> a-2x a
X X

7. Hallar la altura de un cono de volumen maximo que se puede

inscribir en una esfera de radio r

Solucioén: 1. el volumen del cono es: V=%Trx2y, donde x=+vBCxCD
1
=y(2r—y) = V(y)= gﬂyz(Zr -Y)
. 4
2.V =y(§r -y
4
3. V’=(—r-2y)mw
3
4. Los puntos critico de la primera derivada:V'=0 = y(gr—y)rr =0=>
=—r

5. Sustituyendo el punto critico y=§r de la primera derivada en la segunda

derivada tenemos: V’=-2rr<0, por lo tanto, existe un maximo para este valor

encontrado



191

6. Grafica:

D
8. ¢Cuales el ancho del rectangulo de area maxima que puede inscribirse
en un segmento dado de una parabola?
Solucién: 1. Si OC=h, entonces BC=h — x y PP’=2y, por lo tanto, el

area del rectangulo PDD’P’ es: 2(h — x)y, pero P es un punto de la parabola

y2=2pXx; por lo tanto, la funcién por estudiar es: f(x)=2(h—x),/2px

3. P=(h-3x),| 2P
X
4. f’=—(3x+h).| P
2x3

5.Los puntos critico de la primera derivada: =0 =

(h—3x)1{2—p =0=> h-3x=0=> x-g
X
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5. Sustituyendo el punto critico x=2 de la primera derivada en la

segunda derivada tenemos: f”=-31/6?p <0, por lo tanto, existe un

maximo para este valor encontrado

6. Grafica:

_—

Los extremos de una escalera de 5mts. de longitud estan apoyados
sobre una pared vertical y un piso horizontal. Si al empujarla por
la base se logra que esta se aleje de la pared a razén de 20mts/seg.
¢Con qué rapidez baja el extremo superior cuando la base esta a
3mts. de la pared?

Solucidén: 1. Sea x la distancia de la base de la escalera a la pared.

Seay la distancia del extremo superior de la escalera al piso. Entonces

nuestro modelo es: x? + y?=52,
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2. Derivando respecto al tiempo tenemos: 72y%+2x3—t:0 =

dy x dx dx
—~ =_"_""_ pero, —=20M cuando x=3 tenemos que:
dt  y dt dt Veeg ¥ 9

y =52 —32 =4, luego, la velocidad con que baja el extremo superior

X dy 2
dolab tAa3cm.es —=-—(20M =12 M
cuando la base esta a 3 cm. es dx 5( /seg) /seg

3. Grafica:

5 mts.
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EJERCICIOS PROPUESTOS

1. ¢Qué angulo a forman con el eje OX la tangente a la curva_
y=3x2 —10x + 12 cuyas abscisas son: x=-1y x=1
Escribir la ecuacion de la recta tangente y normal a la curva:
=y 2
y=x" — 4x“ + 2 en el punto (3,2)

Escribir la ecuaciéon de la recta tangente y normal a la curva: y=

2
8a

2 2
X -—2ax+5a

en el punto x=2a

Hallar los puntos en que la tangente a la curva_

y=5x4 — 34x3 + 84x2 - 82x — 82 sea paralela al eje de las abscisas.

En qué punto la tangente a la parabola: y=3x2+5x +13 es

paralela a larecta x — 5y + 2=0

En que punto la tangente a la parabola:

y3 —2x% - 3y2 +4x+3y -3=0 y es perpendicular a la recta 3x
-4y -4=0

Determinar el coeficiente angular de la tangente a la curva en
el punto p(2,1): x4 + x3y - x2y2 + xy3 - y4 + 5=0

Escribir la ecuaciones de la tangente y normal a la curva en el punto

x=4



195

8. Aplicando la regla de L’Hopital calcular los siguientes limites

3 2 X
. X —2X —-X+2 . e —In(x+1)-1
a. |_=I|m 2 b. |_=I|m 2 C.
X 51 X —-7x+6 X 50 X
2 k XCOSX - senx
] X +x-1 lim
L=lim ~x 9 L=im X e L= 3 f
e +e Inx X
X —> o0 X—=>w x>0
-X -2x X
. 2-3e +e e "mln_x
L=lim 2 g. L=lim 5 h. L= 3x | =
<o 2x X_)QQX X >
X -3x 3
3 . 4-3e -e . X —4x
Iimx4+|nX J- L=lim 2 k. L=lim 2— m. L=
x—>0 4x X —2x
x—>0 X —>2
x3 3 2
lim — = n. L=|im X +:7 o L=lim 4x8+3)2(—6
x—)ooe +X -2 x_>—3x+ X — © X+
3 X
. 4x +6 . . 2
p. L=Ilim 3 q. L=lim 2 r. L=lim—; s
3x +2x X —-X X —®
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T 1-x
lim X lim XCOSX —senx lim—— 2~
= = = mX
L omx GtL x3 u. L 1-senX V.
ctg—_- x—>0 2
2 x -1
x—>0
lim SoShx 1 lim 19X —Senx limxsen2
- 1-cosx W L= X - senx x. L= X y-L=
0 x—>0 X — ©
lim xsec?x —2tgx In(sen(mx))
1+cos4x z. L=|'mm aa. |_=|):nl(’(|)- cosx)ctgx  gp.
X — n x—0

L=limsen(xctgx) ad. L=lim((Inx)in(x-1))
x —>1 x—1

mX

ae. L= %72 af. L=lim ]
-L=lim(1-x) - 2(1-vx) 3(1-¥x)

x—>1 X 1

9. Realizar la grafica de las siguientes funciones, hallando el dominio,
puntos de discontinuidad, corte con los ejes, puntos maximos y
minimos, y puntos de inflexion segun sea el caso.

3 2
a. y=12—12x+x3 b. y=xT—xT—6x C. y=§x3—4x2+6x+2

d. y=2x3-3x2—12x+13 e.y=3x4—4x3 f. y=3\/x2 g.y=-v4-x-2

X 1 8x x+3
h. y=x3+6i.y=—— j.y= K. y= I y=
x+1 x2 + 4 x2 +4 x2

my:;ny:z—xﬁy=ioy= 3)(2
. \/x2+7. \/x2—1. \/x2—8. \/x2+3



2
p. y=xV1-x2 q.y=Ix—13(x+1)2 r. y=e X t8x-14 o y=ln_x

197

Jx
X X & =X 6
t. y=— u. y=2+xilnx v.y=2e"+e"w. y=3x+5+ —
Inx X
'\/x2 +1-1 3 3
X. y=In——— y. y=sen’x + cos’x z. y=x + senx
X

10.

1.

12.

13.

Dividir un nimero positivo a en dos sumandos, de tal forma, que su
producto sea el mayor posible

Hallar la altura del cilindro de volumen maximo que puede
inscribirse en un cono circular recto dado.

Se desea construir una valla alrededor de un campo rectangular, y
dividirlo en dos parcelas por otra valla paralela a uno de los lados.
Si el area del campo es dada, hallar la razén de los lados para que
la longitud total de las vallas sea la minima

Una planta productora de acero puede producir por dia x toneladas
de acero de segunda clase, e y toneladas de diarias de primera

. 40 - 5x
clase, siendo y= 1

. Si el precio corriente de acero de segunda

clase es la mitad del de primera, demostrar que el maximo beneficio
se obtiene produciendo alrededor de 5.5 toneladas diarias de acero

de segunda clase.
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15.

16.

17.

198

Dado un punto del eje de la parabola y2=2px a una distancia a del

vértice. Calcular la abscisa del punto de la curva mas cercano al
punto dado.

Se desea construir una pista de carrera de 400 mts. de perimetro. La
pista debe estar formada por un rectangulo con dos semicirculos
localizados en dos lados opuestos del rectangulo. ;Cuales deben
ser las dimensiones del rectangulo si se quiere que el area de este
sea maximo?

Una isla se encuentra a 800 metros de una playa recta. En la playa a
2.000 metros de distancia de un punto A que esta frente a la isla,
funciona una planta eléctrica. Para dotar de luz a la isla, se tiende
un cable desde la planta hasta un punto B de la playa y de alli hasta
la isla. El costo del tendido del cable en tierra es de $ 300 por metro,
y en el agua es de $ 500 por metro. ;Dénde debe estar localizado el
punto B para que el costo del tendido sea minimo?

Un productor de tomate quiere cosechar su producto tan pronto
comience el periodo de lluvias, para obtener el mejor precio. Si él
cosecha el primer dia de abril, puede recorrer 200 guacales de
tomates, que los vende al precio de 9 $. el guacal. Si él espera, su
cosecha en 10 guacales por cada semana que pasa, pero el precio
baja a razén de 3 $. el guacal por semana. ;Cuantas semanas debe

esperar para obtener el maximo ingreso?
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Una compaiiia necesita potes cilindricos de aluminio para evasor
sus productos. Cada pote debe tener 128 ncm?® de volumen. Si quiere

usar la menor cantidad de aluminio posible (para bajar el costo)
¢ Cual debe ser el radio r y la altura del pote?

Una fabrica de licuadoras, cuando produce a lo mas 100 aparatos
por semana, obtiene una utilidad de Bs. 20.000 por unidad, pero esta
utilidad decrece a razén de Bs. 200 por cada aparato que excede los
10.000. ; Cuantas licuadoras debe producir semanalmente la fabrica
para que su utilidad sea maxima?

Una bailarina de valet de 1.70 mts. de estatura se encuentra
ensayando en una habitaciéon que esta alumbrada por un foco
colocado en el centro a 4 mts. de altura si en determinado instante
la bailarina se aleja del centro a razén de 45 mts. por min. a razén
de cuantos metros por minuto crece su sombra en este instante?
Los extremos de una escalera de 5 mts. de longitud estan apoyados
sobre una pared vertical y un piso horizontal. Si al empujarla por la
base se logra que esta se aleje de la pared a razén de 20 mts/seg.
¢éCon qué rapidez baja el extremo superior cuando la base esta a 3
mts. de la pared?

Un barco navega con direccion Norte a razéon de 12 Km/h. Otro barco
navega con direccion Este a 16 Km/h. El primero pasa por la

interseccion de las trayectorias a las 3,30 pm, y el segundo a las 4
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pm. ;Como esta cambiando la distancia entre los barcos? a. A las
3.30 pm. b. Alas 5 pm.

Un tanque de agua tiene la forma de un cono invertido de 15 metros
de altura y 5 metros de radio. Si se le esta llenando de agua a razén
de 61 metros cubicos por minutos. ;Con qué rapidez crece el nivel
de agua cuando ésta tenga 6 metros de profundidad?

Los extremos de una escalera de 20 metros estan apoyadas sobre

una pared vertical y un piso horizontal. Si el extremo interior inferior

de la escalera se aleja de la pared a una velocidad de 6 %in . A

qué velocidad se mueve el extremo superior cuando la pared inferior

esta a 12 m. de la pared?
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CAPITULO IV

DEFINICIONES Y PROPIEDADES Y
TABLAS SOBRE INTEGRALES
INDEFINIDAS DE FUNCIONES DE UNA

VARIABLE REAL
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En este capitulo se estudiara: Integral Indefinida, Propiedades de
las Integrales Indefinidas, Tabla de Integracién, Integracion por

Fracciones Parciales, Ejercicios Resuelto y Propuestos.
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El signo integral proviene de la forma de una s alargada j, que se

empleo originalmente para indicar la suma, la integral tiene dos
interpretaciones distintas:

1. Como procedimiento inverso de la derivada (antiderivada), esto es,
si una funcién es derivada y luego se integra la funciéon obtenida, el
resultado es la funciéon original, siempre y cuando se especifique en
alguna forma la constante de integracion; de otra manera el resultado
puede diferir de la funcién original en una constante. La integracion se
considera la operacion de obtener una funcién cuando se conoce su
derivada (o tasa de cambio), y en este caso cuando la integral se
interpreta como la antiderivada recibe el nombre de integral indefinida.
2. Laintegral como el proceso de encontrar el valor limite de una suma
de términos cuando el nimero de estos crece indefinidamente (n - «©) y
el valor numérico de cada término se aproxima a cero. En este caso
cuando la integracién se interpreta como la determinacién del area bajo
la curva recibe el nombre de integral definida.

INTEGRACION INDEFINIDA

Definicién 1: Si f(x) es una integral con respecto a x de la funcién

f(x), la relaciéon entre ellas se expresa de la siguiente manera: If(x)dx

=F(x) + C, en la cual el primer miembro se lee “integral de f con respecto

a x”. El simbolo j es el signo integral; f(x) es el integrando, F(x) es una
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integral particular, C es la constante de integraciéon, y F(x) + C es la
integral indefinida.

Puede demostrarse que dos funciones que tienen una misma
derivada difieren a lo sumo en una constate; esto es, si F(x) es una
integral de f(x), todas las integrales de f(x) estan incluidas en el conjunto
F(x) + C, donde C es una constante cualquiera en muchas aplicaciones
del Calculo Integral, cierta informaciéon dada en el problema, que suela
llamarse condiciones iniciales, determina inequivocamente la constante
de integracion.

Geométricamente, y=F(x) + C representa una familia de lineas, cada
una de las cuales puede obtenerse desplazando la grafica de y=F(x) (que
corresponde a C=0), una distancia vertical igual a C. Las lineas
representadas por y=F(x) + C son paralelas entre si en el sentido de que
la pendiente da la tangente a cualquiera de ellas en el punto de las
abscisas x, es f(x). Asi esta familia de lineas tiene la propiedad de que,

dado cierto punto (xo,y0), hay solamente una de ellas que pasa por ese
punto particular. Para que la linea en cuestion pase por dicho punto, debe
ser satisfecha su ecuacion por las coordenadas del punto. Esto
especifica univocamente el valor de C, pues entonces C=yo — F(xo).
Habiendo sido C determinada en esta forma, se obtiene una
funcion definida que expresa a y en funcion de x; es decir, la constante

de integracion se determina concluyentemente al especificar un punto
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por el cual pase la linea o grafica que represente a la integral. Tal
especificacion se conoce como condicion inicial, debido a que la
evolucion de la constante de integracion se hizo primeramente con
referencia a problemas fisicos de mecanica, en los cuales se especifican
velocidades o posiciones iniciales de cuerpos en movimiento; puesto
que en tales casos el punto mas probable a especificar es el origen o una
integracion en un eje. La condicion inicial se denomina también
condicion de frontera.

PROPIEDADES DE LA INTEGRAL INDEFINIDA

=

Si F’(x)=f(x) = F(x)= j f(x)dx +C

2. Sil=jdx=I=x+C

3 Sil=f|A fox)£ Azg(x)]dx =1=A [f(x)dx+ A_[g(x)dx+C

4.  Sil=[f(x)dxy x = () = dx = ¢' (t)dt sustituyendo esta expresion en |, tenemos :
I = [f[p(t)]p' (t)dt + C, (integracién por sustitucion)

5. Sil=[f(x)dg(x)]= 1= f(x)g(x)- [g(x)d[f(x)] + C, (integracion por parte)

TABLA DE INTEGRACION

n+1

X +C

n
1. |=jx dx =1 = ]
n+

Deduccién: Por la propiedad N° 5, llamanos: f(x)=x" = d(f(x))=nx""

1dx;
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d(g(x))=dx = gx)=x = jg(x)dx:x+C por la propiedad N° 2,

sustituyendo en la propiedad N° 5,

I=x"x - njxxn—1dx = I=x"+1. nfx"dx = I(n+1)=xn+1
xn+1 n+1
== , I=_[x“dx: I= +C, nz-1, si n=-1, entonces, I=
n+1 n+1
dx
I—:>I:Lnx+C
X

Deduccién: Por la propiedad N° 4, x=et = dx=etdt, sustituyendo

etdt t
tenemos, I=j—t = I=[dt = I=t, como x=e
e

= Inx=t = I=Inx, .., | =

Id—x:>|=Lnx+C,e.i.
X

n+1

(x

+C, sinz-1
n+1

S

I=Ix“dx:>

. Lnx+C, sin=-1, sin=-1

X

X
1.1=[a dx:>I::+C
na
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Deduccién: Por propiedad N° 4, t=a* = dt= a* Inadx = a* dx=d—t,

Ina
sustituyendo nos queda, | = L1'[dt, por la propiedad N° 2 tenemos
na
1 X X
quelst= 1= a*, -, I=[a dx=1=" +C

Lna Lna

X X
2. I=Ie dx=I=e +C

X

X a
Deduccién: Ejercicio, es un caso particular de ja dx = 1= Lna +C
— na

3. I= J'senxdx:> I=-cosx+C
Deduccién: Por la propiedad N°4, t=senx = dt=cosxdx =

dx= , por el teorema de Pitagoras tenemos que:

1

COSX

2
11—t

tdt

-2’

aplicando de nuevo la propiedad N°4, u=1 —t2 > du=-2tdt = tdt=

2
cosx="\1-t = dx=dt2, sustituyendo nos resulta que I=J
1-t

1,:du
T sustituyendo, I=-—| — =
g 2|
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:I:-u%

1,
IZ_EIU 2qu=1=- , volviendo el cambio I=-

N| =

c

2 2
V-t = I=/1-sen X = I=-cosx, .'.,I=J.senxdx:>lz-cosx+C

4. I=jcosxdx:>| =senx+C

Deduccién: Ejercicio, se resuelve de manera semejante a

J'senxdx:> l=-cosx+C

5. 1= thxdx =l =-Ln(cosx)+ C=I1=Ln(secx)

Deduccién: I=[tgxdx=1=[>°""dx, Por propiedad N° 4,
cosx
. dt
t=cosx = dt=-senxdx, sustituyendo tenemos: = I=- T:>I:—Lnt,
volviendo el cambio tenemos, I=-Incosx = I=lnsecx, .., I=

Itgxdx =l =-Ln(cosx)+C =I1=Ln(secx)
6. I= J'ctgxdx =l=Ln(senx)+C

Deduccidén: Ejercicio, se resuelve de manera semejante a

Itgxdx = | =-Ln(cosx)+C =I1=Ln(secx)

7.1= J.secxdx:> | =Ln[secx+tgx|+C



209

. x dx
Deduccion: I= J.secxdx:> I=I
COSX

, aplicando la propiedad N° 4,

2
t= tg5 = X tg~ t—x= 2tg” t—dx = dt , por el teorema de
2 2 1+t

Pitagora tenemos:

X t X 1
sen— = y COS— =
t 2 1.2 2 112
42
Cosx=cos25 sen25=1 t
1 2 2 q1:¢2
Sustituyendo en | tenemos que:
I=2_|' dt 5 :I:ZI%:I:ZIL,poreI método de
2, (1-t9) 1-t (1-t)(1+t)
(1+t4) 5
1+t
las fracciones parciales tenemos: [=2 AI dt +A I dt = I=
11—t 21+ ¢
I|m71 1 ||m7 1
2[A1|n(1—t)+A2|n(1+t)J, donde A1—x 2 yA2— "1y 2 =

1Tt

I=-Ln(1-t)+Ln(1+t) = I:Ln(:JrU, volviendo el cambio nos resulta:

senX2
X 1+ —~2<
1+t95 cosX, cos’y+sen’y
I=Ln| —— = = I=Ln— 2% | = I=Ln
1—tg)2( 1_senX2 cosy sen)y
cos ¥,
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cos X/ + senX/)?
I=Ln ( A A) =

COS2 % - sen2 %

2 2
cos X/ +2senX/,cosX/+sen X
I=Ln ¥ ¥2¢05%5 ¥ - I:Ln(mJ — I=Ln
cosXx cosXx

1 senx
+ = | =Ln/secx+tgx|, oo I=
COSX COSX

_[secxdx:> | =Ln[secx+tgx]|+C
8. 1= jcscxdx —=1=Ln[cscx -ctgx]|+C

Deduccidén: Ejercicio, se resuelve de manera semejante a

J'secxdx: | =Ln[secx +tgx]+C

2
9. I='[sec xdx=I=tgx+C

2
Deduccion: | =Isec xdx = | = [secxsecxdx, aplicando la

propiedad N° 4, tenemos: t=secx = dt=secxtgxdx = secxdx=tdt,
gx

como tgx=\/sec2x—1 = secxdx=

, sustituyendo, I='|' tdt

dt
t2 -1 J2o1

aplicando nuevamente la propiedad N° 4, tenemos: u=t? — 1 = du=2tdt

= tdt= dzu, sustituyendo
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1
%du 1u4

1.du 1,
I=—| —==I=—|u =|l=———=1=-/u, volviendo los cambio
2Iﬁ 2I 2 y Ju

nos resulta: I=t2 - 1=1=/sec®x-1=1= tgx, . |

2
jsec xdx=Il=tgx+C

2
10. 1= jcsc xdx=1=-ctgx+C

Deduccién: Ejercicio, se deduce de manera semejante a

2
jsec xdx=Il=tgx+C

dx

-1
11.I=Iﬁz>l=tg x+C

a +X

Deduccioén: Izdxz, aplicando la propiedad N° 4, x=atgt =
a +x

2
tdt

2
dx=asec2tdt, sustituyendo tenemos: | = aILtdt == 1j sec
a

a2+ aztgzt sec?t

11X
DS

= Izljdt = |I=—t, como x=atgt = t=tg“Ii =3 I=1tg
a a a a

1
a
-1
.[dileztg x+C
2 2
a +x

dx 1 a+Xx
=l=—Ln
2 2a a-x

12.|=j 5
a -X

+C
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Deduccioén: I zdx 5 por la propiedad N° 4, x=sent = dx=acostdt
a -x
= 1= aj& = I=1 i:>I= 1Isectdt:>|= 1Ln\secx+tgx\
aZ(1-sen?t) a“’ cost a a
X a
t
a? —x?
1
22
I:1Ln arx = I—1Ln (a+x) =
a 22 _ x2 a a2 _x2
2
| 1 (a+x) 1 la+x
2a |[(a—x)(a+x) 2a |a-x

1= L S T TR b P
2 2 2a a-x
a -x
dx 1 a-x
13. 1= =|l=—Ln +C
-[ 2 2 22 a-+Xx

X -a
Deduccién: Ejercicio, hacer el cambio x=asect
| 2 2
14. 1= J‘dilezl_n(x-{- x +a )+C
2 2
X +a

Deduccidn: Ejercicio, hacer el cambio x=atgx
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15.1=

| 2 2
jd—x:I:Ln(x+ x —a )+C
\/ﬁ

X -a

Deduccién: Ejercicio, hacer el cambio x=asecx

I\/—

Deduccidn: Ejercicio, hacer el cambio x=asenx

16. 1= =l=sen —+C

17. I=I x2 +a%dx :>I:Ln(x+\/x2+a2) +C

Deduccién: Ejercicio, hacer el cambio x=atgx
18. I-I\/x —a?dx :I—E\/x +a® +C

Deduccién: Ejercicio, hacer el cambio x=asecx
2

19. I=I a2 — x2dx :>I:§\/x2—a2 +a?sen_15 +C

a
Deduccién: Ejercicio, hacer el cambio x=asenx

INTEGRACION POR FRACCIONES PARCIALES.

Definicién 2: Por definiciéon, una funcién algebraica racional puede

expresarse como el cociente de dos polinomios. Tedricamente, toda
funcion racional tiene una integracion que puede expresarse en términos
de funciones elementales. Si una funcion integral no puede ser integrada
directamente, con frecuencia el método de fracciones parciales es util
para transformar la fracciéon racional en una suma de funciones mas

sencillas que pueden integrarse por medio de las formulas normales. El
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método de las fracciones parciales es adecuado unicamente para
fracciones propias, esto es, aquellas en la que el polinomio del
numerador es de menor grado que el polinomio del denominador.
Cualquier fraccion impropia, es decir, aquella en la cual el grado del
polinomio del numerador es igual o mayor que el grado del polinomio del
denominador, puede transformarse, por division, en la suma de un
polinomio (integrable facilmente) mas una funcién propia (integrable por
el medio de fracciones parciales). El método de integracion por
fracciones parciales consta de los siguientes pasos:

1. Laintegral de la funcion F(x) puede ser expresada como la razén de
dos polinomios f(x) y g(x). Considere que estos polinomios son de grado
m y n respectivamente y estan ordenados en orden descendentes de la

potencia de x, es decir,

a xM+a XM=, +ax-a
-1 1 o
F(x) =
b x"+b x" 14, +b x+b
n n-1 1 0
En donde aop,a1,........ am, bo,b1........... bm son constantes reales.

El denominador g(x) puede factorizarse en factores de primer

orden y cuadraticos con coeficientes reales de la manera:

F(x) = fx)
(x—x1)(x—x2) .............. (x—xm)
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En donde X1, X2,.cccceerrennrrnnnen. Xn son las n raices de la ecuacidén

dg(x)=0 y son llamadas ceros del polinomio g(x). F(x) puede ser
entonces expresado como una serie de fracciones, es decir,

A A A
F(x)= 14— 2 4. +
X—-X, X-—X X — X

y se presentan varios casos

dependiendo de las caracteristicas del denominador.

Caso 1 Las raices x1, x2,.....xn son distintas y el grado de g(x) es

menor que el grado de f(x).

Las A’s de la ecuacion anterior son constantes y llamadas los
residuos de F(x). Para determinar el valor de estos residuos, se aplica
la siguiente formula:

_Lim(x- x1)F(x)_ A= Lim(x — x2)F(x)_ A _Lim(x— xn)F(x)

A1_x—>x R VN ¥

n—
1 2 X—)Xn

3x+5  3x+5 A, A,

Ejemplo: F(x)=

3X+5 . 3x+5 3x+5
a=tim =l AEtime =2 o F=—
x — -1 x— -3 X +4x+3
:F(x):& :>F(X)=L+ 2

(x+1)(x+3) x+1 x+3
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Caso 2: Las raices son iquales y el grado de f(x) es menor que el de

g(x).

Si una raiz, por ejemplo x1, de g(x)=0 es de orden k y las otras raices

son simples con grado de f(x) menor que el grado de g(x), el desarrollo
de F(X) es:

f(x) _ f(x)

F(x)= =
g(x) (x —x1)r(x —x2) ..... (x —xn)

A A
Fx)=— 14 12 =1 . "r |
- 2 x-x
(x-x,) (x x1) (x - X, 1
A A A
2 3 4. .+—"N
X+X,  X+X, X + X
Los residuos A2, As,.......... An, pueden ser encontrados en la forma
descrita anteriormente. Para evaluar a A11, A12, A13,.cccceeeeee. A1r, se

aplica la siguiente férmula:

_Lim(x-x_)F(x) _ d v ] =1
A11—X_>X1 1 ; A12 dx[(x x1) F(x)L:x1, A13 2
d r-1 d r-1
dx—z(x—x1) F(x)L _ x1, ........... A1r= (r—1)' [(x X ) F(x)L

2 A A A
X< +1 _ A11 N 12 N 13 N 2
x+1)3(x+2) (x+1)3 (x+1)2 ((x+1) (x+2)

Ejemplo: F(x)=
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-4

d|x?+1 _2x(x+2) - (x% +1) _
X = 1 (x +2)?

x2+41 2 4 5 5
(x+1)3(x+2) (x+1)°% x+1)2 (x+1) (x+2)

F(x)=

Caso 3: El grado de f(x) es igual o mayor que el grado de g(x).

Si el grado de f(x) es igual o mayor que el grado de g(x), a la funcién
F(x) se le llama impropia y el desarrollo en fracciones parciales se
obtiene primero dividiendo f(x) entre g(x) hasta que el remanente sea
de un grado menos que el grado de g(x). Dependiendo de si las raices
de g(x) sean simples o no, el desarrollo puede ser efectuado en la
forma descrita en los casos 1y 2.

3

2
Ejemplo: F(x)=2 +2x +28x+29 F(x)=x+2+22x—+5:>

X +7x+12 X +7x+12

2x+5

Fx)=x+2+ —M =
(x+3)(x+4)
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A A
F(x)=x+2+ 1 1 2
(x+3) (x+4)

3 2
F(x)=x +9x +28x+29 s F(x)= x+2- 1 N 4
2 (x+3) (x+4)

X +7x+12

Caso 4 EI denominador gq(x) contiene factores cuadraticos

irreducibles:
Foge 00 f(x)

g(x) (x2+ bnx + bn _,I)(x2 + brl X +bn _3) ........ (x2 + b1x + bo)
F(x)= Ax B, + Ax+B, Forverereeens + AnX * By 4

(x2 +b1x+b0) (x2 +b2x+b3) (x2 +b x+b_ . )

2 _ 2 _
Ejemplo:  F(x)=— X>—3 =~ Fx)=— 23 F(x)=
x3 -2x2 +x -2 (x—2)(x2 +1)

A A
As L DX 3, quitando denominadores por medio del método de

X—-2 X2 +1

los coeficientes indeterminados tenemos: x? — 3=Aq(x? + 1) + (A2x +

. x2-3 1
As)(x — 2), para obtener A1 aplicamos limite: As=lim x2+1 5 = A=
X —>2

1 . . .
5’ derivando ambos miembro de Ila ecua0|on:x2—3=A1(x2
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+1) + (A2x + A3)(x — 2) tenemos: 2x=2xA1 + A2(x —2) + A2x + A3 o

2x=2A1x + 2A2x - 2A2 + A3 (1) Si x=0, se resulta que: 0=-2A2 + As3,
derivando (1) Obtenemos: 2=2A1 + 2A2=, como A1=1 =

2—% =2A, = A, =%, sustituyendo el valor de A2 en 0=-2A2 + As,

1 4X+8

- L

obtenemos que: As-g,.-., x2 -3 =9 .5 5
5 x3-2x2+x-2 x-2 x2+1

Veamos un ultimo ejemplo donde apliquemos todos los casos
antes visto en el cual el lector completara los pasos intermedios:

2x7 +5x6 +13x5 +20x4 +21x3 +16x2 +7x + 4
(x2 +x+1)2(x2 + 2x + 2)(x -1)2

F(x)=

_A1X+A2+ A3X+A4 N A5X+A6 N A7 N A8
x2+x+1 (x2+x+1)2 x2+2x+2 x-1 (x-1)2’

quitando

denominadores y resolviendo respeto a A1, A2, A3, Aa, As, Ae, A7 y As,
resulta: A1=0, A2,=0, A3=0, A4=1, As=1, Ae=3, A7=1y Ag=2, ..,

2x7 +5x6 +13x5 +20x4 +21x3 +16x2 +7x + 4 _
(x2 +x+1)2(x2 + 2x + 2)(x -1)2

1 N x+3 N 1 N 2
(x2+x+1)2 x2+2x+2 x-1 (x-1)2
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EJERCICIOS RESUELTOS

Resolver las siguientes integrales indefinidas, aplicando para ello

las propiedades de los numeros reales y las tablas de integracién.
I_J‘ dx
Vx
Solucioén: colocando el radical en forma de potencia y cambiandolo

1
de miembro se obtiene que I=Ix_2dx , por la tabla de integracion se tiene

1

que: I=¥ =I=2Jx +C

2

2
2. 1= X? _ dx
X2 +2

Soluciéon: aplicando la propiedad del elemento neutro de la suma

2 -
simple o adicion se tiene que: | = jLzzz)dx = I=j(1—

2
dx, por
X2 + 2) P

X2 +

la propiedad N° 2, se tiene que: I=I‘dx -2[ dx , por las tablas de
X2 +2
2 X J2
integracion tenemos: I=x - tg-1-—— = I=x-/2tg-1>"x +C
] z° 2 o

—1
3. = Sen” X ax
1-x2

Solucion: aplicando las propiedades de los nimeros tenemos:
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Jsen—1x “dx
I= dx, haciendo un cambio e variable, u=sen-1x = du= ,
I V1-x2 v1-x2

1
con lo que la integral se transforma en I=IJGdu = I=ju2du, por la tabla

3

. .. . u2 2 . .
de integracién se tiene que: I=T = I=§\/u3 , volviendo el cambio a x,

2

nos resulta que I=§,/u(sen-1x)3 +C

4 |=I (cosax + senax)2 dx,

senax
Solucién: resolviendo el producto notable en el numerador

(cos2ax + 2cosaxsenax + sen2ax)

tenemos: |=I dx = =
senax
J.1+2cosaxsenax dx = I=I( +Zcosaxjdx, por la propiedad N° 2,
senax senax

tenemos: I=.|'cscaxdx + chosaxdx, por la tabla de integracion se tiene

~ ~

1 2
que: I=-—In(cscax — ctgax) + —senax =
a a

I=—‘I (2senax — In(cscax — ctgax) + C
a
5. I=J.sen36xc036xdx
Solucién: realizando un cambio de variable, u=sen6x =

du=6cos6xdx = coszdx=d?u , sustituyendo en |, tenemos que: I=%Iu6du
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7 7
por la tabla de integracién se tiene que: I=%u? = :—2, volviendo el

sen’6x

cambio a x nos resulta: I= +C

34 1w
6. I=Iﬂdx
X
Solucion: haciendo el cambio de variable u=1 + Lnx = du=d—x,
X

1
sustituyendo en |, tenemos que: I=I§/Gdu = I=Iu3du, por la tabla de

3
. .z . u4 4,4 . .
integracion se tiene que: I=T = I=§ u4 , volviendo el cambio a x nos
4

resulta: I=g4,/u(1+Lnx)4 +C

I_Je@—1x+xhﬂ1+x2)+1
1+ x2

Solucién: aplicando la propiedad N° 2 de las integrales obtenemos:

tg—1 2
7. 1= Xy 4 (XXX, 19X Considerando:
1+ x2 1+ x2 1+ x2
etg—1x

I=l4 + 12 + I3, donde I1=j dx, haciendo el cambio de variable: u=

1+x2

eto-1x = du=

dx , sustituyendo en |4, tenemos que: I1=erdu, por la
1+ x2

tabla de integracion se tiene que: l1=e", volviendo el cambio a x nos

xLn(1+ x2)x

resulta: l1=etg—1x, para I2=I e
+ X

dx, hacemos el cambio de
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2xdx du_ xdx sustituyendo en Iz,

variable: u=Ln(1 + x?) = du= = —
1+ x2 2 1+x2

tenemos que: I2=%Iudu, por la tabla de integracién se tiene que: I2=

Ln2(1+ x2)

u2 . .
7, volviendo el cambio a x nos resulta: l2=

por la tabla de integracién se tiene que: I3=tg'1x, por lo tanto, I=

2 2
etg—1x + w + tg'1x +C
8. I=
J‘x\/x2
‘. . . . 1 du
Solucién: haciendo el cambio de variable: x=— = dx=- 5
u u

sustituyendo en |, tenemos que: I=-j

11 V1-2u2
uz - |- -2
u \u2

1 du . .. .
— | —=——=—=, por la tabla de integracidon se tiene que:
5 | - p g q
—_u2
2
1 1 A . . .
I=-\/ETsen—1u = I=-sen™"u, volviendo el cambio a x nos resulta: I=sen
V2
1 1 +C
X
9. I=f dx
ex +1
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Solucién: haciendo el cambio de variable: x=-Lhu = Lnu=-x =

u=e™ = du=e™dx = dx= dl:( = dx=d—u, sustituyendo en |, tenemos que:
e- u

|=j du , aplicando fracciones parciales tenemos: I=A1 _[d—u + Azjd—u

u(u+1) u u+1

, donde A1=Limu+1 = A=l y A2=Lima A2=1, sustituyendo en |,
x—>0 x -1

tenemos que: I=jd—u + d_u1, por la tabla de integracioén se tiene que:
u u+

I=Lnu + Ln(u + 1), aplicando las propiedades de los logaritmos tenemos

que I=Lnu(u + 1), volviendo el cambio a x nos resulta: I=Lne™(e™ +

1)+C
er

10. I=j4dx
eX +1

X
.. e . . .
Solucion: I=J'\/x7exdx, haciendo el cambio de variable:
e’ +1

- 1 -1
u=eX+1 = e*=u-1 :>du=exdx:>l=_[u—1du :>I=j(u/2—u /Z)du = I=
Ju

3 1 1
%u/z—Zu/2 = I=§u/2(u-3) = I=§u\/ex+1(ex -2) +C

11. I=I;dx

1+Vx?% +1

Solucion: haciendo el cambio el variable u=x2 + 1 = du=2xdx =
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xdx-% I—1 haciendo el cambio de variable: u=t2 = du=2tdt

-[1+\/—

:>I=J“Ldt :>|=.[t+‘1'1dt :>I=j 1—L t=I=t-Ln[1 +t|, volviendo
t'-+1 t'+1 t+1

el cambio de t a u y de u a x, se tiene que I=Ju - Ln‘1+\/a‘:>

\/x2+1+1

I=Vx2 +1—-Ln +C

12. |—I COSX

N1+ sen2x

Soluciéon: haciendo el cambio de variable: u=senx = du=cosxdx,

sustituyendo en |, tenemos que: I=J' dx = por Ila tabla de

du
VJ1+u2

integracion se tiene que: I= Ln‘u ++/1+u2

resulta: I=Ln‘senx+»\/1+sen2x‘ +C

13.

I= j sen3x

VCOSX

Solucioén: por las propiedades de los numeros reales tenemos que

dx, haciendo el cambio de

sen2xse nx , (1- cos2x)senx
I=[=———dx = I=|

VCOSX Vv COSX

variable: u=cosx = du=-senxdx, sustituyendo en |, tenemos que: I=

1-u2
%

1 3
dx = I=I(u'2 -u2)dx, por la tabla de integracion se tiene que:
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1 5
1 5 o /05

I=%—% = I=2Ju - \/Su_ :>I=%(10—2\/u_3)\/a,volviendo el cambio a
2 2

X nos resulta: I=%(10—2\/cos3x)\/cosx +C

dx
14. |I=|———dx
J.x2\/4-x2
‘. . . . 1 du
Solucién: haciendo el cambio de variable: x=— = dx=- 5
u u

sustituyendo en |, tenemos que: I=-I1d—u\/71 = I=-I% = I=
u J—

1] udu
2 /u2 1
4

dt 1. dt 1,1
—, sustituyendo en | tenemos que I=-— | = = I=-—|t 2dt, porla tabla
2 y que I=-7 | %t | P

, haciendo el cambio de variable t=u2 —% = dt=2udu = udu=

1
de integracion se tiene que: I=-%th = I=-%\/E, volviendo el cambio de
2
tauyde ua x nos resulta: I=-11/u2 -1 = I=-11/i-1 =
2 4 2\x2 4
1= Ja-x2 + C
4x

15. I= jsen—1xdx
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Solucion: aplicando la propiedad N° 5 de las integrales tenemos:

1

ussen X = du= . y dv=dx = v=x, sustituyendo en | tenemos que
—X2
I=xsen'x - J-x—dx, haciendo un cambio de variables u=1 — x?> = du=-
V1-x2

2xdx = xdx=- d2u

, sustituyendo en | nos queda que I=xsen'x - I dx

E:>|=

1
I=xsen'x - Iu 2du, por las tablas de integracion se tiene que I=xsenx -

1

u:z . . . .
=R = I=xsen™'x - 2 \/G, volviendo el cambio a la variable x, nos queda que

2
I=xsen'x -2/1-x2 +C
16. I= j x2 Xdx

Solucién: Solucién: aplicando la propiedad N° 5 de las integrales

-X
tenemos: u=x = du=dx y dv=2%dx = v=-i 2 sustituyendo en |

n
2-X 1 3 . . .
tenemos: I=-x + —IZ Xdx, por la tabla de integracién se tiene que
Ln2 Ln2
—X —X —X
I=-x2 .2 = I=-2 (xLn2 +1) + C
Ln2  (Ln2) Ln2
Lnx
17 I=|——d
Jx
Solucién: aplicando la propiedad N° 5 de las integrales tenemos:
dx dx .
u=sLnx=>du=— vy dv=T = v=2/x, sustituyendo en | tenemos:
X X
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1
I=2J/x Lnx - 2_|.£dx = |=2/x Lnx - 2Ix 2dx = I=2Vx Lnx - Vx = I=Jx
X

(2Inx-1) + C

18 |=Id—x
) X2 +2x+5

Solucion: completando cuadrado en el denominador se tiene que

|=j dx =J- dx

= |I=|——————, haciendo un cambio de variable u=x
(x+1)2 +5-1 (x+1)2+4

du
u? +

+ 1 = du=dx, sustituyendo en I, nos que II 2’ por la tabla de

- <. 1 u . .
integracién nos resulta que I=Etg—1 2’ volviendo el cambio a x, tenemos

ux +1)
2

que I=%tg—1 +C

senx

19. dx

hj
Jcos2x + 4cosx +1
Solucion: haciendo un cambio de variable u=cosx = du=-

d
senxdx, sustituyendo en I, tenemos que I=-I—u completando

u2 +4u+1’

du

cuadrado se obtiene que I=-_|'\/( 22:1.4 =
u+2)%+1-

haciendo un cambio de variable t=u + 2 = dt=du =

I=_J‘ du
Ju+2)2+-3°

, por las tablas de integracion se tiene que:

du
=~
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I=Ln(t - Vt2 -3 ), volviendo los cambios de t a uy de u a x se

obtiene: I=Ln(u + 2 - \/(u+2)2 -3 ) = I=Ln(cosx + 2 - -/(cosx +2)2 —3)

20. 1= dx
x2 +(a+b)x+ab
Soluciéon: desarrollando el denominador se tiene que I=
I dx = |=_[ dx = =_[—dx , aplicando
x2 + ax +bx + ab (X +b)x + (x +b) (x +a)(x +b)
fracciones parciales, tenemos que I—A1j + A2 J' , donde:
X+a x+b’

Lim—1— 1 Lim—— 1
A= X+b = A1—b— y Az= Xx+a = A2=- — sustituyendo

X —> -a a x —> -b B

1(J'dX 'de

estos valores en |, se tiene que: I=
b-a ‘x+a

), por las tablas
x+b

de integracion se tiene que I=b‘I (Ln(x + a) — Ln(x — b)), por las
—-a

Lnx+a
b-a X—-b

propiedades de los logaritmo nos queda que I= +C

21, I=| X ax
' Vvx-1
Solucién: haciendo un cambio de variable, u=x -1, => x=u +1 =
(u+1)3

du=dx, sustituyendo en |, tenemos que: I=Iquu, realizando el
u

producto notable en el numerador y aplicando las propiedades de los
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5 3 11
numeros reales nos resulta que I=J'(u2 +3u2 +3u2 +u 2)du, resolviendo

Z 5 3
u2 2
| por medio de las tablas de integracién se tiene que I=— + 3 5 3%
E 2 2
1
+ u2
T =
2

=27+ g\/u_5 + 27 + 24 = 1=24u (S + gm + o+ 1),
volviendo el cambio a x, se tiene que:
I=2,/(x+1)(;\/ x+1)5 + %w/(x+1)3 + J(x+1) +1)+C

22. I= idx
X+2

Solucién: haciendo el cambio de variable x=u2 = u=J/x =

dx=2udu, sustituyendo en |, se tiene que: I=2j du, aplicando la

u2 +2

propiedad del elemento neutro de la suma simple y la propiedad N° 2 de

las integrales tenemos: I= 2[_[du - ZI 2 ], por la tabla de integracién

. 2 u V2u
se tiene que I=2[u - tg-1—1= I=2[u - V2t '1— , volviendo el cambio

a la variable x, se tiene que: 1=2[Vx - ﬁtg'1g] +C
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23. |I= j @dx
:\”/;+1
Solucion: haciendo el cambio de variable x=u® = u=%x =
3 5
dx=6u’du, sustituyendo en |, se tiene que I=6J%du = |=6
us +
ud +ud . s .
j du, realizando la division, se tiene:
u2 +1
8 . y5 _
u” +u = —uwt-ul+ui+u-1- u-1
u2 +1 u2 +1
u 1

I=6f[u5—u4—u3 +u2 yu-1- )du, por las tablas de

+
u2 +1 u2? +1
integracion se tiene que:

7 u5 ut ud u2
I=6[u— D —1In(u2 +1) +tg—1u], volviendo el cambio a
7 5 4 3 2 2

la variable x tenemos que:

6.7 6.5 3_2 3
I=6[\/X_— X —\/X_+£+£—§/;—1In(§/;+1)+tg_1§/;]+C
7 5 4 3 2 2
2 _
24. |=J- 2x4 +41x - 91 dx

x3 -2x2 - 11x +12

Solucidn: factorizando el denominador, por el método de Ruffini,

1 2 N 12
1 1 a4 12
1 1 12 0

3 3 12
1 4 0|
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entonces se tiene que x> — 2x? — 11x + 2=(x — 4)(x — 1)(x + 3), luego | se

2x2 + 41x - 91
puede escribir como: I=j( x4)(+ 1))(( 9 3)dx, aplicando las fracciones
X-4)(x-1)(x +

parciales tenemos que I=A1I dx +A2I dx + Asj dx , donde:
x-4 x-1 X+3
i 2x2 + 41x - 91
A= (x-1)(x+3) = A1=5
X —>4
- 2x2 + 41x — 91
A= (x—4)(x +3) = A2=4
X —>1
- 2x2 + 41x — 91
As= (x-4)(x-1) = As=-7
X —> -3

Sustituyendo estos valores en i, nos resulta: I=5_[ dx + 4I dx 7[ dx

x-4 x-1 X+3
, por medio de las tablas de integracion se obtiene: I=5Ln(x — 4) + 4Ln(x
— 1) -7Ln(x + 3), aplicando las propiedades de los logaritmos se tiene

(x—4)5(x-1)4

+C
(x +3)7

entonces que I=

_Xx4-6x3+12x2 +6

x3 —-6x2+12x -8

25. | dx

Solucién: como la funcién racional no es propia dividiremos el
numerador entre le numerador para asi trabajar con funciones propias,

es decir,
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x*-6x>+12x* + 6 |x3 -6x% +12x - 8

X
x4+ 6x3-12x2 + 8x

8x+6

2(x+4)

x3 —6x2 +12x -8

entonces, I=J'(x+ ]dx, por la propiedad N° 2 de las

2(x+4)

x3 —6x2 +12x -8

dx,

integrales indefinidas, tenemos que I=jxdx+ 2

donde I=l1 + I2, para I1=J.xdx, implica por medio de las tablas de

. . x2 . -
integracion que I1=7, para l2 aplicamos Ruffini en el numerador para

factorizarlo

1 6 12 -8
2 2 -8 8
1 -4 4 | 0
2 2 -4
1 -2 0

entonces se tiene que x3 — 6x2 + 12x - 8=(x — 2)3, luego |2 se puede escribir

como: l2= ZI%dx, haciendo u n cambio de variable u=x — 2 = x=u +
x —
2 = du=dx, sustituyendo en I2, se tiene que I2=2I4(L32)+3dx = I2=2
u

J'(4u—2 +11u-3)du, por medio de las tablas de integracion se obtiene:
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12=2[-4u”™" -11u?] = Iz--2[ +— 1" ] volviendo el cambio a x, se tiene que
u2

12=-2[ 4 + 1 2], por lo tanto se tiene que:
X-2 (x-2)

2
=X g4, 112]+c
2 X-2 (x-2)

2
J- 5x“ +6x+9 dx

26. I= x*_ax® —2x% +12x+ 9

Solucién: factorizando el denominador, por el método de Ruffini,

1] 4 2 12 9
1 A 5 3 -9
T | 5 3 9 0
1 A 6 -9 T
1 | 6 9 0
3 3 9
1 | 3 0

Entonces, se tiene que x* — 4x3 — 2x? + 12x + 9=(x + 1)?(x — 3)?, luego | se

5x2 +6x +9
(x+1)2(x - 3)2

puede escribir como: I=I dx, aplicando las fracciones

parciales tenemos que:

dx dx dx
I=A11|—— +A Az |— + A2 , donde:
11Jx+1 11J.(x+1)2 211%-3 2J‘(x- 3)2

Lim5x2 +6x+9 1
A11= (x-3)2 :>A11=E

x —>=1
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d (5x2+6x+9
A12=— — 7 =
dx (x-3) X=—1
Adz= (10x + 6)(x —3)2 —2(x — 3)(5%x2 + 6x +9) . A12=i
(x—3)4 X1 16
5x2 +6x +9
Lim——— 9
A21= 2 =_
21 (x +1) = A21 2
x—>3
_d (5X2 +6x+9j
A22__ —2
dx| (x+1) X=3
2 _ 2
Agz= (10x + 6)(x +1)¢ —2(x +1)(5x~4 + 6x +9) = Ag=0
(x+1)4 3
Sustituyendo estos valores en |, nos resulta: I=1 d_x + ij' dx
2°x+1  16° (x+1)2
9  dx . . s .
2 I 3 por medio de las tablas de integracion se obtiene:
X=
1 5 9 . .
=—Ln(x +1) - ——— - —Ln(x - 3), aplicando las propiedades de los
2 16(x+1) 2

logaritmos se tiene: I=Ln /(x +1)(x -1)9 - . R—

16(x +1)

J‘X3—1 Ix

27. I=7 4x3 -x

Solucién: como la funcién racional no es propia dividiremos el
numerador entre le numerador para asi trabajar con funciones propias,

es decir,
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1
4
3+ 1y
4
1x -1
4
1

Entonces, I=I %+443— x , por la propiedad N° 2 de las integrales se
x3 —x

1 _4
tiene que 1= [ax + X dx], donde I=—\[4l1 + I2], h=x,
4 16 1. 1 16
x(x—E)(x+E)

para Iz aplicaremos las fracciones parciales: tenemos:

x(x—i)(x+—) X x—1 X +1’ fonde
2 2 2
Lim’i;“1
A= X ——)X+— = A1=-16
(= )x+)
x—>0
Lim—X=4

Ax= X(x+ E) = A2=-7
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Sustituyendo estos valores, tenemos: Iz=-16jdx - 7_|'d—x1 + 9_[d—x1,
X X — X+

por las tablas de integracion y las propiedades de los logaritmos,

(x + 1)9
tenemos: I2=Ln 2 , luego tenemos que:
x16(x - i)7
2
1
(x+-)°
=%[x+ 1Ln—2 ]+C
x16(x - )7
( 2)
28 I=Icos3xdx

Solucién: por las propiedades de los numeros reales, propiedad

N°2 de las integrales y las identidades trigonométricas tenemos que I=

j cos2xcosxdx = I= I (1- sen2x)cosxdx = I= I cosxdx - Isen2xcosxdx,
donde I1=jcosxdx = l1=senx y I2=.|.sen2xcosxdx, haciendo el cambio
u=senx = du=cosxdx = I2=Iu2du, por las tablas de integracion se tiene

sen3x

3
u . . . .
que I2=?, volviendo el cambio a la variable x, se tiene l2=

sen3x

I=senx + +C

29 = IcosGSde

Solucion: haciendo el cambio de variable u=3x = du=3dx = dx=
du . . .
3 se tiene que I=Icosﬁudu, por las propiedades de los numeros reales,

propiedad N°2 de las integrales y las identidades trigonométricas
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3
I=%j(1+c082u) du = I=i

tenemos que =%I(coszu)3du = 8 24

j(1+3cosZu+3c0322u+cos32u)du =
1

I=—[J.du + 3Ic032udu + 3Ic0822udu + Icos32udu], donde I1=Idu =
24

=J-(1+c;>s4u)cIu N

I=u, I2=Ic052udu = I2=%sen2u, I3=_[c0522udu =13

I3=%[u + %sen4u] y I4=Icos32udu = I4=Ic0522uc032udu = l4=
_.'(1-sen22u)c032udu, = I4=Ic032udu - jsen22uc052udu =

I4=%sen2u - jsen22uc052udu, haciendo el cambio de variable t=sen2u
dt 1 1
= dt=2cos2udu = cosZudu=7 = I4=Esen2u "5 _[t3dt =
I4=%sen2u - %t“, volviendo el cambio a la variable u nos queda:
1 1 4 1
l4=—sen2u - —sen"2u, ..,, tenemos que: I=—[l1 +3l2+ 3l3 + l4] =
2 4 24
I=l[u + Esen2u + iu + isen4u + 1sen2u - 1sen42u] =
24 2 2 8 2 4
1.5 3 1 4 . .
I=—[-u + 2sen2u + —send4u - —sen"2u], volviendo el cambio a la
24 "2 8 4
. 1 .15 3 1 4
variable x tenemos: I=ﬂ[7x + 2sen6bx + gsen12x - Zsen 6x] +C

30 I='[sec4xdx
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Soluciéon: por las propiedades de los numeros reales,

propiedad N°2 de las integrales y las identidades trigonométricas

tenemos que I=J'sec2xsec2xdx = I=J'(1 +tg2x)sec2xdx = I=_fsec2xdx +

Itgzxseczxdx, haciendo un cambio de variable u=tgx = du=sec2xdx,

3
sustituyendo en |, tenemos que: I=tgx +Iu2du = I=tgx + u?, volviendo

3
el cambio a la variable x se tiene que: I=tgx + tg3 X 4 C

31 I= Isen5xdx

Solucién: Solucién: por las propiedades de los numeros reales,

propiedad N°2 de las integrales y las identidades trigonométricas

tenemos que I=jsen4xsenxdx = I=J‘(1-coszx)2 senxdx =

I=I(1-2coscoszx)zsenxdx = I=I(1-2coszx+cos4x)senxdx =

I=Isenxdx - 2.[coszxsenxdx + jcos4xsenxdx, haciendo un cambio de

variable u=cosx = du=-senxdx, sustituyendo en I, se tiene que: I=-
2 5 1 4 . .

jdu + 2.|.u2du - Iu4du = |=-u+ gu - Zu , volviendo el cambio a la

variable x, se tiene que:

2 1
I=-cosx + gcos?’x oy cos’x + C

X 2x
Isen—xcos—dx
32. I= 3 3
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Soluciéon: aplicando Ilas identidades trigonométricas, las

propiedades de las integrales y las tablas de integracion se tiene que:

1 X 2x X 2x 1 X
=—(| sen(=+—)dx + | sen(— - —)dx) = I=—(| senxdx—- | sen=dx) =
5 (Jsen( + )dx+ [sen(z - Zh)dx) = 1=_ (] [senZ dx)

I=1(-cosx + 3cos£) = I=1(3cos5 -cosx) +C
2 3 2 3

33 = J'cos(ax +b)cos(ax -b)dx

Solucion: haciendo un cambio de variable u=ax = du=adx = dx=
d_u, sustituyendo en |, se tiene que I=fcos(u+b)cos(u-b)du, aplicando
a

las propiedades de los numeros reales, las identidades trigonométricas,

las propiedades de las integrales y las tablas de integracion se tiene que:

I= J'(cosbcosu - senbsenu)(cosbcosu +bsenbsenu)du =
I= J'(coszbcoszu -sen2bsen2u)du =
I=coszb'[coszudu - senzbjsenzudu =

SZbJ-1+ cos2u 2I°.[1-c032u

2

I=co du - sen du =
I=%cossz(1+cos2u)du - %senzbfﬁ-cosZu)du =

I=%(coszb- sen?b)(u + sen2u) = I=%c052b(u + sen2u), volviendo el

cambio a la variable x, tenemos: I=%cost(ax + sen2ax) + C
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34 I= I cosxcos22xdx

Solucién: aplicando las propiedades de los numeros reales, las
identidades trigonométricas, las propiedades de las integrales y las

tablas de integracioén se tiene que: I=jcosx#dx =

I= %[ I (cosxdx + cosxcos4x)dx =

I=%[Jcosxdx + jcosxcos4xdx] =
I=1[_[cosxdx+ 1(J'cos3xdx + J'cos5xdx N=
2 2

I=1[senx+ 1(1sen3x + 1sen5x )] +C
2 23 5

J- dx

35. =" 3+5cosx

Solucion: haciendo el cambio de variable u=tg§ = §=tg'1u =

x=2tg'1x = dx=———, como u=tg§, aplicando el Teorema de Pitagoras

1+u2’
tenemos:
1

P X X 1 X u?
Donde, cosx=cos’- - senz—; cos?Z = 7 se 27 =

2 2 2 1+u2 2 1+u2

. . du
sustituyendo estos valores en |, se tiene que: 1=2 1 =
—-u
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=2 du = |=2j°'—”I = |=1j du_ oor la tabla de
1+u2 +5-5u2 6-4u2 273,02
2
\/§+u
. ‘s 1 1 ﬁ V6 J3+u
integracidon tenemos: I=— Ln = I=—|Ln ,
g 2|23 \/E_u‘ 12{ V3 -u
2 2
x/§+\/§tg5
volviendo el cambio a x tenemos: |I=— Ln—)z( +C
\/E—ﬁtgi
J senx dx
36. |=°"1-senx

Soluciéon: Solucién: haciendo el cambio de variable u=tg— =

§=tg'1u = x=2tg'1x = dx= como u=tg§, aplicando el Teorema de

1+u2’

Pitagoras tenemos:

1

X X X 1 X u
Donde, senx=2cosEsenE; cos —= ;sen—=

—’:>
2 J1+u? 2 J1+u2

senx=

1 a2 sustituyendo estos valores en |, se tiene que:
+u

(2u)(2u)
(1+u2)(1+u2)(1-

u2
du =
(1+u2)(1-2u +u2)

oy du :>|=4j

1+u

2)

2
I=4I d du, aplicando fracciones parciales se tiene que:
(1+u2)(1-u)?
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Ayu+ A
I=4{A11_|'1d_—uu+A12I du_ R 3du}donde,

(1-u)?2 1+u2
u2

im—— 1

A11=L'm1+u2 = A11=_
2

u—>1

d( u? 2u(1+u2)-2u3 1
A12=— = A12= = A12=—, para hallar a A2

du(1+u2]x_1 { (w22 ) 2P

y A3 aplicamos:

A11=(1 = u)(1 + u?) + A12(1 + u?) + (1 = u)®)(Azu + As)=u?, sustituyendo los

valores de A11=A12=%, tenemos que:

%(1 +u-u-ud)+ %(1 +u?) + (1 - 2u + u?)(A2u + A3)=u’ =

(Az - %)u3 + (1-2A2+ Ag)u? + (Az—2A3)u + As=u’ -1 = As=-1y (1-2

Az +1)=1 = -2 A2=-1> A2=%, sustituyendo estos valores en |, se tiene

LI
1Idu 1; du Y-

ue: I=4| — +— +
q 2'1-u 27(1-u)2 ' 1+u2

du| = para I1=2j;j—u, aplicando la
—u

du
(1-u)2’

tabla de integracion tenemos que: l1=Ln(1 - u), para Iz=2j

aplicando la tabla de integraciéon, tenemos que: I2=

, paral3=2
2(1—u)’ PA@"

I1 u 2du, aplicando la tabla de integraciéon, tenemos que:
+u

1
1+u2

I3=Ln(1 + u2) y para I4=-4I du, aplicando la tabla de integracion

tenemos: I4=-4tg'1u, por lo tanto:



244

I=2Ln(1 - u) + 200 + Ln(1 + u?) - 4tg'u, volviendo a la variable
-u
x l=2Ln(1—-tgX)+ — 1 +Ln(+tg2X)-2x+C
2(1-g7) 2
2
J- dx
37. |=’ senhx+3coshx
Solucioén: sustituyendo el seno y el coseno hiperbdlico por: senhx=
eX-—eX eX +e X
y coshx=T, tenemos que:
|=_[ dx - I=J~ xdx SN I=1,[ dx ,
eX —eX +3eX + 3e-X 4e* 1 2e 4 x 1 _x
e +Ee

aplicando las propiedades de los niumeros reales | se transforma en I=

X X
1 e;dx o I-lje4dx, haciendo el cambio de variable u=e* =
47 ox 1 4 x2 1

e +5 (e™) +E

du=e*dx, sustituyendo estos valores en |, se tiene que: =1Id—u1,
2

RARTE
2

aplicando las tablas de integracion tenemos: I=?tg_1\/5u volviendo el

cambio a la variable x, tenemos que: I=?tg_1\/5ex +C
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EJERCICIOS PROPUESTOS

Resolver las siguientes integrales indefinidas

2 _
1-Jx 24dX 2. J.sz&dx 3. I(xz—\/;+4)dx 4. Imdx 5.

X
dx 3xdx
j(xz—&+4)dx 6. [ dx 7. | 8. [2:/2x? +1dx 9.
(3x +2)2 -
1 (x +1)dx 3(1- 2x)2 dx
j(ﬁ+&jdx 10. 2 axs2 11'I¢§ 12. Ixf 13.

3
[x/x-5)%2dx 14. j(x '11)dx 15. j(2x+3)dx 16. [(x2--/x)dx 17.

x-
dx X X

j 18. J'idxw. jxe dx 20. jLnxdx 21. J‘x\/x+5dx 22.
xv1-x x2 +1

dx axdx (vVa—/x)4
2x+6)1%dx  23. X 4. [3XCX o5 [(WA—VX)T4x 26.
J(2x+6) Jaes 2 [ =7

X

[ 2x+3 [eXcosxdx 28. | Ln(x+1)dx g [ X" 4x 30.
2x +1 /X +1 (X+1)2

- X
Ixe dx 31.jx2exdx 32. '[xezxdx 33. Ianxdx 34. j(&+f‘&)2dx 35.

J- (x +1)dx

36. [(x+1)Lnxdx 37. [(x% +3x +4)%(2x +3)dx 38.
(x+1)2+(a+1)2

j(x+1)e3X " Wax 39, [@x +Ix2)2dx 40, j 28x+8 4.
x3 +2x 2 +4x

3 3
(x” + x)dx 42. j(1+x2+6x)dx 43. j4x+2dx 44.

J‘4«/)(4_{_2)(24_2 X x* +8x+10
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[ X ax 45. j—("+3) dx 46. [ "Xy 47. ji 48.
x4 +6x2 +5 x2 +3x+2 x4 - 81 x(x2 +1)
2— - -

dex 4. d"2 50. sz 6 4x 51. jszdx 52
x2 —2x +1 x3 +3x x° +2x

X +5x +4x

3 2
[ X" dx  53. j4x 237 1 54, I3(x-2)dx 55,

(x-1)3 ax3 —x x3 —x2 —2x
2x2 _8x-8 xdx (5x +9)dx
dx 56. dx 57. 58. | ——— ——~— 59.
J.(x-2)(X2 J.1+\/7 J«/ (a+bx)3 j(x—9)\/x73
3% _x3
j”“r . [x¥a+xdx 61. jm 62. jx4dx 63.
J dx ,[ xdx I dx Jﬂ/i 3( 67
X1+ x + x2 V2 +4x 2\F+3f 6%/x '
x+1+1 dx dx dx
J.«/x+1 1 dx J‘1+3x+a > I1+& 70. J.xzi'/x2+a2 .
3 2 /
sz_’"dx 72. j 73. | Va-x® o [ -dx 75.
x4 x3 +1 x4 X1+ 4x + 5x 2
dx dx 2+x2 —./2-x2
jm 76. IﬁJs-x 7. | N 78.
[xx+2x+3dx 79 [ Z__dx 80 jx3_1dx 81
| 1+ a2x | x4 —4x +1 '
dx 3 2 X
jm 82. [x3/x% +1dx 83. j(x+1)n
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3/ 4 2
[x +2dx 85, | xdx 86. | 3XT-2x+2 4y a7,
x3 +x2 -x-1 J(x3—x2+2x—5)12
dex 88. [ X+2 4y 89.  [(x+3)./x+5dx 90.
X (x —8)7
J- (2x +11)dx 91. J- 2x +1 dx 92. IIQSXd 93.

X

/(X2 +x-5)9

3x3 —6x2 +3x

xX+3 dx
j(x_4)2dx 04, J3x2 6x jsﬁ x 96. jm 97
4
[ xe***1dx 98. [ Inxdx 99. j dx

x#1—4lnx—|n2x (x+1)\/x +1
[+e*+1dx 102. j—z

dx 103. jtg xdx 104. jtghzxdx
(x2 +1)?
jctgzxdx 106. jctghzxdx 107. jsen(a + bx)dx
dx dx
j(cosax+senax)2dx 109. jcos\/;— 110. Isen(lgx)—
Jx x
2 2 2 xdx
jsen xdx 112. jcos xdx 113. Isec (ax+b)dx 114. I
cos?x?
[xctg(? +1dx 116, | —°°sa:dx 117. senxcosxdx
sen ax \/coszx-senzx
| X 41 [(2senh5x—3coshsx)dx  120.  [senh’xdx
senhx
2
j dx 122. j1 senx dx 123. jsec xdx
senhxcoshx

X + COSX la - tgx

101.

105.

108.

111.

115.

118.

121.

124.
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1X -1

cos ' — tg~ 'x 2
[-—2dx 125. je +XInx(1+x7)+1 40 126. dex 127.
-x2 1+ x2 2-sen®x
tghx
_dx 128. 3 dx 129. _[tg_1xdx 130. _[xsenxdx 131.
1+ coszx cosh2x
Ixtg xdx 132. Ixsenxcosxdx 133. J-cosxd 134. Iexsenxdx 135.
sen®x
3 5 cos’x
jsen(lnx)dx 136. Isen xdx 137. Icos xdx 138. _[ dx 139.
3
sen’x
dx
jsen xdx 140. j 141. j 142. jsensxcossxdx 143,
senx \/ senxcos°x
Isen10xsen15xdx 144. Id—x Icosicosidx 146.
5-3senx 7 8
jcos(ax+b)cos(ax—b)dx 147. Id—x 148. Iﬂdx 149.
senx+ cosx 1+ cosx
Iﬂd 150. I1+tgxd 151. COS2X x 152] 153.
1-2cosx - tgx cos*x + sen*x Vigx
2
jd—x 154. | SXT-X+2  ix 155, [2*tgh2"*dx 156.
\/6+x—x2 x3+x2+2x—4
| 157. j3V2X+ dx 158. [———dx 159. j 160.
\/(x2-2x+4)3 (3+x) \/; X
2
[ 3-6x-x dx 161. 3‘:" 162. | 3x-2 s dx 163,
2x3 _3x2 _14x +15 e +1 (4x - 3)(2x + 5)

Jln(xz +2)dx 164. Jsen4xcos7xdx 165. Icoszxsen4xdx 166.
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2 4 dx
J'tg xsec xdx 167. J'secxtg?’xdx 168. J'— 169.
X\/X2+X+2
[ dx 170 [x5V1-x3dx 171. jd—x 172.
J(5-4x-x%)3 2x - x2
dx 2x3
tgx~/secxdx 173. —_—— 174. ———dx  175.
I J.w/(4+x2)3 x*+3
Ix2
j#dx 176. J'x4+1dx 177. | 5 3X2+5 dx 178.
x” +x© —-6x X X —-x+1

[6x +1)x—x +1)dx 179. j3‘/:—+:dx 180. Imx 181.

dx dx dx
— _dx 182. —— dx 183. — 184.
I /X2 +px +q J‘2X+X2 J‘X2J4-X2
dx
I 185. J'x2cosz3xdx 186. I(x2-2x+5)e-de 187.
cosx+2senx+3
J~ VX+1+2 dx J- (x +3)dx _ J- dx 190.
(x+1)2 —v/x+1 J2x+3 Vx+1+3(x+1)3
3.
[ L ST [ X3 -1 192.  [csc55xdx 193.
senxsen2x 4x3 -x
X2 +5x+7 sen3x x2dx
X 194. | —=dx 195. 2e3xdx196. | ———— 197.
T3 I\/@ Jx2e3xdx S —ex+i0
[ XdX_4x 198, [ dx [ dx 200.
cos2x (x+1)(x2 +x+1)2 cosx+2senx+3
dx sen X dx
j =  dx 201. j 202. j
e2x +ex -2 COSX (2 + cosx)(3+cosx)



250

dx x(x-1)2
——————dx 204. ——  dx 205.
J‘x'\/1+x2 -[x2+3x2+4 I\/_ %/_
x4 -6x3 +12x2 +6 X dx
dx 207. s 208. 209
J. x3 -6x2 +12x -8 jx2\/x2-1 J.\/eZX +ex+1
3x+5 dx x4 +x2 +1
dx 210. 212.
Ix3 -%x2 —x+1 J‘\/senxcos3x '[
2 A/
J'de 213 jd—x 214, | x+1+2 4y 215. [sec3xdx 2.16.
ex +1 x(x+1)2 (x+1)2 —V/x +1
dx x2dx
x2 -3x)sen5xdx 218. 219.
Isen2x-5senxcosx j( ) J.\/1-x2
x
[Z 2 ax+b g 220.  [(Vx+1)(x—Vx+1)dx 221, [x3e 3dx 222.
cX +d
- 2.
[ _ X2 4y 223 [ X2-8x+7 4y 204, [ dx 225,
X2 -4x+5 (x2 -3x-10)2 Vx+1+3(x+1)3
_[cose3xdx 226. I3senx+2cosxdx 227. I exsenxsen3xdx 228.
2senx + 3cosx

J- dx 230. I\/_+|I1X

J'cos4xdx 229. 3
X< +7

231. j x(2x+5)10dx 233,

235. | dx dx 236.
x2 +(a+b)x +ab

X
J.arctthdX Iﬁdx

2 ../2-x2
jcos3xdx 237. J'\/2+x V2-x

dx 238 j(a+ b jdx 239.
X—a

V4 -x4
(sen-1x)2 xdx dx 5x3 +2
7 dx 240. 241. 242. dx 243.
'[ 1-x2 Iex J.\/x-x2 J.x3-5x2+4x
5 2 2.
j°°s COS %y 244, [x 2In1+x 245, j(x +1)X2-2) 4y 246
sen3x 3x2
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4d 247. 248. |e2xsen2xdxdx 249. |x3sen-1—dx 250.
J‘\/ -2 sendx j x x -[ X
In2x
[(a+bx3)3dx 251 | X _gx 252, 253. [xcos3xdx 254.
(x +1)25 x x4x
2 -
2x2 41X -9 g 255, [ X 286 [T dx 257.
x3 +4x2 +x-6 (2-x)V1-x 1-sen x
jsen3§cos5§dx 258. J.In2(x+\/1+x2 )dx  259. jcsc55xdx 260.
[ InX4x  261. [ __dx [ dx dx 263.
x2 X2 +2x+5 (x2 -4x +3)(x2 + 4x +5)
x2 dx dx
—dx 264. 1= 265. dx 266.
J.(X-1)1° '[\/ctgx jsen2xcos4x
[sensx¥cosxdx  267. [(x2+1)2ezxdx 268. | (xm -x0)2dx ,6q
' ¥x2 '
Jx2 -a2
[ dx 1. [ %ax 2n2
x4 +10x3 +37x2 + 60x + 36 X
3
[x2 +5x +6)cos2xax 273, [ — 274 | X3 +x+14y 275,
3x2 -x+1 x(1+x2)

I \/);T 276. J.cos 6x 277. I\/S:?T);d 278. jxsenxcostdx
[ #"“3 L[ > \/ﬁ 281. [x2inxdx 282. de
I x8d:(x6 284. -[ cos:: Jsrzsxen4x 285. -[ ::rsﬂziz dx
[x2cos23xdx  287. 1= | b’1‘_+x1 x 288. | %dx

251

279.

283.

286.

289.
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[ 3x-6 _4x  290. [ dx dx 291. 4d 292.
|45 - 4x + x 2 x3 +4x2 +x-6 2x +x2

[x /x—_::dx 203.  [sen2xcos3xdx  294. j xcos-1(5x -2)dx 295.
X+

(cosx + senx)
cosx-senx

[x2ex3xsen(x3 +1)dx 296. | 297. j;d x 298.

2 -
I 2x2 +5x -18 dx 209. J'x71/1—x3dx 300.
x5 +2x4 -10x3 -20x2 +9x +18

I sec2x .
1- 4tg4x



253

CAPITULO V

DEFINICIONES Y PROPIEDADES SOBRE INTEGRALES
DEFINIDAS E IMPROPIAS DE FUNCIONES

DE UNA VARIABLE REAL
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En este capitulo se estudiara: LAS INTEGRALES DEFINIDAS:
Integral Definida, Interpretacion Geomeétrica de las Integrales definidas,
La integral Definida vista como una Suma, Ejemplos de integrales
Definidas Vistas como una Suma, Teorema Fundamental para las
Integrales Definidas, Propiedades de las Integrales Definidas. Integrales

Impropias. Ejercicios.
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Definicién 1: Sea F(x) una funcion definida en el intervalo [a,b]
donde a=xo<x1<xz<......... <xn-1<Xn<b, una divisioén arbitraria del intervalo

[a,b] en n partes como se muestra en la grafica N° 1

v

a=xo X1 X2 Xn-1 Xn=b
Graf. N° 1
Si consideramos el area bajo la curva de los distintos

rectangulos: A1=Ax1f(x1)=(x1 — xo)f(x1), A2=Axof(x2)=(x2 — x1)f(x2),

........... , An=Aan(Xn)=(Xn - Xn)f(Xn-1 ),

Donde, el area total sera: Ax=A1+ A2+ .......... + An=Sn 0 Sp= E)f(gi)Axi ,VieZ*
i=1

y &e[xi, Xi-1], la suma sn recibe el nombre de suma integral de la funcién f(x)

en el intervalo [a,b], donde snh es la representacion geométrica de estas
suma algebraica de todas las areas de los correspondientes
paralelogramos, Teorema fundamental del calculo integral.

Definicion 2: Si hacemos que Ax tienda a cero cuando n crece

indefinidamente, es decir, Ax - 0, cuando n — =, s recibe el nombre de
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integral definida de la funcién f(x) entre los limites formados por las rectas

Xo=a y xn=b, es decir:

n b n
lim " f(§,)Ax; = j f(x)Ax; = lim_f(§,)Ax;
i=1 a i=1

Ax -0 n— o , Si f(x) es continua en todo el
n — oo
. n
intervalo [a,b], |Im§f(§i)AXi, existe y la funcion f(x) es integrable,
n — o

independientemente del método que se aplique para dividir el segmento
[a,b] y de la eleccion de &; dentro de dicho intervalo.

X —Xo

Los valores de Axiy &i, se obtienen en la forma siguiente: Ax;=
n

- Ax=P =2 y &=xi=a + iAx; = &=a + b-a
n

i, por lo tanto, f(&;)= f[a _b ; a i}

y en consecuencia, la integral vista como una suma se obtiene de

n -— -—
la forma: sn= Zf[a—b ai}{b a}

i=1 n n

Ejemplo: Hallar el area total de la funcién f(x)=2x + 3 en el segmento

[1,8], dividiendo este en n partes.

Solucién: Obtenemos AXi=E = Axi=z; =1+ 7 i, = &= n-+7i , por
- n n n n
7i 5n +14i
lo tanto, f(&_,i)=2|:n+ '} +30 f(éi)=|: n+ I], sustituyendo estos valores

tenemos que:
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12n-7
=
n

n H n
sh =Iim§{5n:4' ]E = s, =7Iimn12;(5n+14i) = s, =7lim
n— oo n— n— o

Sp=7X12 = s, =84

Ejemplo: Hallar el area total de la funcion f(x)=x?+ 2x + 3, en el

intervalo [2,5]

Solucién: Obtenemos Axi=E = Axi=§; &=2 + ii, = &= 2n+3i
- n n

n

.72 .
por lo tanto, f(c";i)=|:2n+3li| +2{2n+3|}+3 o
n n

4n? +12ni + 9i2 + 4n? + 6ni + 3n?

r‘2

2 Y- .
f(E,i)=4n +122n|+9| +4n;—6|+3 = (&)=
n

2 : Qi
= f(&i)=11n +1523n|+9| , sustituyendo estos valores tenemos que: sn=
n

n 2 . .2
"mz[ﬂn +1!23n|+9| }[g] .

i=1 n n

n— o

3Iimii(11n2 +18ni + 9i?)
sn="" n3{H =

n— o

Sn= n3

n— o

.1 3 2 3n(n+1)(2n+1
_3I|m—[11n +19n“(n+1) + 2 — s=69
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Propiedades de las Inteqgrales Definidas:

1. Si f es continua en el intervalo [a, b], entonces puede interpretarse a
b
If(x)dx, como el area de la region limitada por la curva y=f(x), el eje X y las
a

rectas x=a y x=b

Demostracion: Ver Teorema Fundamental del Calculo Integral

b a
2. A= j f(x)dx = A=- j f(x)dx
a b
3. A=Tf(x)dxa = A=0
b b
4. A= j kf(x)dx = A=k j f(x)dx
b c b
5. A= _[ f(x)dx :>A=jf(x)dx + I f(x)dx con cela,b]

b b b
6. A= j [kf(x) + hf(x)ldx = A=k j f(x)dx + h j f(x)dx, Vh,keR
a a a

7. Sea y=f(x), continua en el intervalo [a,b] y x=¢(t) = o¢’(t)dt,
continua conjuntamente con su derivada, ¢(t) esta en el intervalo

[a,B] donde a=@(a) y b=¢(B) y lafunciéon f[p(t)] esta definida y continua
b

en el intervalo te[a,J] se tiene, entonces, A=_[f(x)dx = A=
a

?(B)
[l et

p(a)
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b b
8. siA=[fx)dg(x)] = A=f(x)g(x) | 3 - [g(x)d[f(x)]
a a
Ejemplo: Aplicando el teorema fundamental del calculo integral y las

3
propiedades evaluar la siguiente integral definida: A= I(4x2 + 5x + 6)dx
—1

X -1 dx 3 "4
b. A= _[etdt C. A=I—3 d. A=Ix(x2—4)dx e. A= Icoszxdx f.
-X -3X 1 0
U
1 4 1 1 /2
A=[~—dx g A=jd—x h. A=| Zde i. A= [xcosxdx j.
0V1+x° o1+Xx 0 X" +3x+2 0
1
jxezxdt
0

3
Solucién: A= j(4x2+5x+6)dx haremos el calculo de la integral
—1

indefinida y luego la evaluamos en los limites, para ello aplicamos las

propiedades y las tablas es decir: A=§x3 + gxz + 6X | _‘3 =

A=36+ 2 4182 4+ 2 g a=2M
2 3 2 3

Teorema Fundamental del Calculo integral: 1. Sea f(x) definida por

f(t) en el intervalo [a, b] y F una funcién real definida en [a, b] por F(x)=

X
jf(t)dt, con f continua en el intervalo [a, b] y F’(x)=f(x) Vxe][a, b]
a
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Demostracion: como f es continua en todo el intervalo [a, b],

entonces f alcanza un valor minimo relativo y un maximo relativo en [a, b].

supongase que estos valores sean m y M respectivamente. Si hacemos una

divisién del intervalo [a, b] en n subintervalos de longitud igual a Ax=xi — xi-

n
1, VieZ+ y sea cie[xi-1, Xi], entonces se tiene que: m(a - b)st(ci)Ax y M(a
i=1

n b L ] ] b
b)sz(ci)Ax y como If(x)dx =I|mi;f(c,)Ax, , se tiene que m(a—b)< If(x)dx
=1 a Ax >0 a
< M(a b) (1), las graficas 2 y 3 ilustran estos resultados, para el caso en

f(x)20, Vela, b]

y y

Graf. N° 2 Graf. N° 3

X+AX

X
Supongamos que Ax>0, 3xe(a, b)/ F(x + Ax) — F(x)= jf(t)dt - _[f(t)dt
a a

X+AX a X+AX
= F(x + Ax) — F(x)= J'f(t)dt + J'f(t)dt = F(x + Ax) — F(x)= jf(t)dt , como f es

continua en todo el intervalo [a, b], tiene que ser también continua en el

intervalo [x, x + Ax]c[a, b], entonces, f alcanza valores minimo y maximo en
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[x, x + Ax]. Si max y Max denotan los valores minimo y maximo

respectivamente, entonces, por la ecuacion (1), se cumple que: AXsmaAx<

X+AX F(x + Ax)—F(x)
AXx

[f(t)dt <AMAxs, .. maxs <Max (2)
X

Consideremos ahora Ax<0, se conforma el subintervalo [x, x + Ax] y

razonando de manera analoga se llega de nuevo a la ecuacion (2), Como f

es continua en [x, x + Ax], cuando Ax — 0 es max=f(x)=Max,

Lim F(x + Ax)—-F(x)
Ax =f(x), es decir, F’(x)=f(x), Vx&(a, b)

Ax — 0

Para x=a o x=b, el procedimiento es similar al ya hecho, por lo tanto,
se deja al lector estos casos como ejercicios.

2. Sea f(x) continua y derivable en el intervalo [a, b] y F’(x)=f(x),

b
entonces: At=J'f(x)dx =F(b)-F(a)
a

X
Demostracion; definamos a F(x)=jf(t)dt, segun la parte anterior del
a

Teorema Fundamental del Calculo se tiene que F’(x)=f(x), Vxe[a, b], por lo

que F(x) y G(x) son ambas antiderivadas de f y se cumple que G(x)=F(x) +

X
C, VCe®R, por lo tanto, _[f(t)dt =F(x) + C, como, por definicion se tiene que
a
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a X b
G(a)= [ f(t)dt=0=F(a) + C = C=-F(a) = [f(t)dt=F(x) - F(a)y .. [f(t)dt=F(b)-
a a a

F(a), quedando esto demostrado
Definicién 3: Si una funcion f(x) no esta acotada en ningun entorno
de un entorno del punto ce[a,b], donde f(x) es continua cuando
xe[a,c)u(c,b], o la funciéon esta definida en el intervalo [a,b] — {c},
b

b-€ . b
entonces se supone que: A=If(x)dx=]élgo _[f(x)dx + 2“1)0 Jf(x)dx,
a a a+n

estas integrales reciben el nombre de integrales impropias y el area

existe si los limites existen y son finitos, en este caso se dice que la
integral converge, en caso contrario, si los limites no existen se dice que
la integral diverge.

En el caso de que a=c, es decir, xe(a,b], la integral impropia viene
expresada A=J'f(x)dx=£1_:in:> 0 If(x)dx, la cual es convergente si el limite de
a €

la derecha existe.

Analogamente c=b, es decir, xe[a,b), la integral impropia viene
b ) €

expresada por: A=J'f(x)dx='lslfi0 jf(x)dx, la cual es convergente si el
a a

limite de la derecha existe.
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b
Si [f(x) <F(x) para xe[a,b] y IF(x)dxconverge, entonces la integral
a

b b-¢
If(x)dx=glio J‘f(x)dx + gm If(x)dx 6 jf(x)dx=hm _[f(x)dx 6

a+n

If(x)dx jf(x)dx también converge , esto por el criterio de

comparacion, es decir, si f(x)>0 y llm{f(x)lb x| }=B=oo, B#0 es decir,
x—>b

f(x)z| B |m cuando x — b, diremos que 1. si m<1, entonces la integral
b —x

converge, y 2. si m2>1, la integral diverge.

Definicién 4: Si la funcién f(x) es continua en los intervalos: a.

(=o0,b], 6 b. (-0,b) 6 c. [a,+x), 6 d. (a,+x), 6 e. (-0,+x), 6 f. (-0,+x0) — {c} se

definen las integrales impropias de la siguiente manera:

b . b
A= [f(x)dx = :m [ x)dx
=00 - =% a

a.
Iim

b. A= j f(x)dx =a - - j f(x)dx
boe

+00 b
- _lim
c. A= i fxdx =™ i f(x)dx

d. A= j f(x)dx = Lmla j f(x)dx

b»+008
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lim
e. A= j f(x)dx =a - - j f(x)dx

b > +0 3

lim lim
f. A= j f(x)dx =a - —o j f(x)dx + n -0 j f(x)dx

€->0 b~>00'rl

Estas integrales convergen si las integrales de los miembros de la
derecha convergen, en caso contrario divergen.

Ejemplos: Investigar si convergen o divergen la siguiente integral

1
impropia: A= Id—)z(
he') ¢

Solucién: como esta funcién esta definida en el intervalo [-1,1] — {0},

€ 1
. . i dx i dx
tenemos que el area sera: A=lim x 4 lim —

s—>0_1x2 n—>0nx2

- 1718 1 1 : 1 i 1
A=lim |11 _lim 1l = A=-lim ——1) im0 T 40 A=,
e—>0 X 1 'r|—>0 X n e—>0 & n—>0 n

1

por lo tanto, Id_)z( diverge
he') ¢
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EJERCICIOS RESUELTOS

1. Aplicando el teorema fundamental del calculo integral y las

X
propiedades evaluar la siguiente integral definida: A= jetdt
-X

X
Solucién: A= Ietdt, haremos el célculo de la integral indefinida y

—X
luego la evaluamos en los limites, para ello aplicamos las propiedades y

las tablas es decir:
A=e'| X = A=e* - e aplicando las identidades hiperbdlicas y las
propiedades de los numeros reales, es decir multiplicamos y dividimos

por 2 la expresion encontrada se tiene que: A=2senhx

2. Aplicando el teorema fundamental del calculo integral y las

-1
propiedades evaluar la siguiente integral definida: A= I d—;(
=3X

-1
d
Solucion: A= I —;, haremos el calculo de la integral indefinida y
-3 X

luego la evaluamos en los en los limites de integraciéon, para ello

aplicamos las propiedades y las tablas es decir: A=-212 | :; =
X
17 1 4 . . e .
=-(-— - 18 )= A=-§, el signo negativo significa que esta en el tercer

cuadrante, por lo tanto el area es: A=g
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3. Aplicando el teorema fundamental del calculo integral y las

3
propiedades evaluar la siguiente integral definida: A= I x(x2 —-4)dx
1

Solucién: A=Ix(x2—4)dx, haremos el calculo de la integral
1

indefinida aplicando la propiedad numero 7 y luego la evaluamos en los

limites de integracion, es decir:, tenemos: t=x? — 4 = dt=2xdx = xdx=ﬂ

,cuandox—»>1 = t—>-3, x > 3 = t—>5:>A=%It2dt:>
-3

Alﬁ 5
23 3

= A=) (125+27) > A="8
6 3

4. Aplicando el teorema fundamental del calculo integral y las

Va4

propiedades evaluar la siguiente integral definida: A= Icoszxdx
0

Va4

Solucién: A=% I(1+cost)dx , haremos el calculo de la integral
0

indefinida aplicando las propiedades y tablas de integracion y luego la

evaluamos en los limites de integracién, es decir:

T
A=1(x+1sen2x) | 0/4 :>A=1 E+1 :>A=1(TI'+2)
2 2 214 2 8
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5. Aplicando el teorema fundamental del calculo integral y las

1 4

propiedades evaluar la siguiente integral definida: A= I X dx
0

1+x5

X4

1
Solucién: A=I dx , aplicando la propiedad niumero 7 y tablas
0

1+x5

de integracion y luego la evaluamos en los limites de integracion

tenemos: t=1 + x° = dt=5x*dx = A=x4dx-%; cuando x— 0 =

2 _4 1
t—>1,x—>1:>t—>2:>A=%jt "2t :>A=%t/2 | 2 :>A=§(\/§—1)
1

6. Aplicando el teorema fundamental del calculo integral y las

1
propiedades evaluar la siguiente integral definida: A= 1d—X
01+X

1
Solucién: A=J'1d—x, aplicando las tablas de integracion y luego la

evaluamos en los limites de integracion tenemos: A=In | 14x | 3 = A=In2

7. Aplicando el teorema fundamental del calculo integral y las

1
d
propiedades evaluar la siguiente integral definida: A=j 3 xex
0 X" +3x+2
1 xdx
Solucién: A=_[ 3 , aplicando las fracciones parciales, tablas
0 X°+3x+

de integracion y luego la evaluamos en los limites de integracion
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dx A=A1}d—x + Azi
0

1
X, ~  Asin
o (x+1)(x+2) o x+1

tenemos: A=

dx
X+2

A A li X li X
x+171x+2"2, donde A1=""M "5 = A1=1y A=""]1 > Ax=2

x — -1 X > -2

X+2
x+1

entonces A=In

N A=In% -In2 = A=In>

8. Aplicando el teorema fundamental del calculo integral y las

72

propiedades evaluar la siguiente integral definida: _[ xcosxdx
0

72

Solucién: A= Ixcosxdx, aplicando la propiedad numero 8 y luego
0

la evaluamos en los limites de integracion tenemos: f(x)=x = d[f(x)]=dx y

%

m 2
[g(x)]=cosxdx = g(x)=senx = A=xsenx | OA - _[ senxdx =
0

m
A=t 7+ cosx | 04 = A=1rn-1 :>A=1(n-2)
2 2 2
9. Aplicando el teorema fundamental del calculo integral y las

e
propiedades evaluar la siguiente integral definida: A= jxezxdx
1
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Solucién: aplicando la propiedad numero 8 y luego la evaluamos en

los limites de integracion tenemos: f(x)=x = d[f(x)]=dx y d[g(x)]=e®* =

1 12 e 1F.2x
x)= — e“*dx => A=— xe -— |e“fdx =
9(x)= ) 1551
A=1[e.eze—e2]—1e2x | g :>A=1[2.e2e+1—2e2—e29+e2]:>
2 4 4

1 2e 2
A=—|e““(2-e)—e
e e-e)-¢?|

10. Investigar si convergen o divergen la siguiente integral impropia:

3 dx
A=
!(x-nz

3
Solucién: A-j aplicaremos la definicion de las integrales
1

ki
(x-1)?
impropias, las tablas de integracién y luego la evaluaremos en los

limites de integracion, como esta funcioén esta definida en el intervalo (-

- 3 - 3
1,3], tenemos que el area sera: A=!iM _ax — A=lim { 1 } =

s—>18(x_1)2 e —>1

A=-lim (1 1 j:>A—oo Iuego_[ 5 diverge

e—>12 ¢g-1 7(x - 1)

11. Investigar si convergen o divergen la siguiente integral impropia:

A=|—

3 dx
s
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dx

x% _9

Solucién: A= , aplicaremos la definicion de las integrales

Ne— W

impropias, las tablas de integracién y luego la evaluaremos en los
limites de integracion, como esta funcioén esta definida en el intervalo

(-1,3], tenemos que el area sera:

i 1 . 2N . 3
a=lim O plim lln{x 3} = A= plim [n-3_-1
n>3)y2 4 n>36 | x+3); 6 n—3

1.1 -
= A=—In—, en consecuencia _[
6 5 )

1. 1
converge a —In—
X2 _o a5

12. Investigar si convergen o divergen la siguiente integral impropia:

A=°J9 dx

01+X

2

0

‘. dx . L .
Solucién: A=I—2, aplicaremos la definicion de las integrales
01+Xx

impropias, las tablas de integracién y luego la evaluaremos en los

limites de integracién, como esta funcion esta definida en el intervalo

b
, i d : ) .
[0,0), el area sera: A=lim J'—x — A=lim [tg 1XB — A=lim
b— o §1q4x2 b—w b > o

0
[tg_1b —tg_10J = A=£, entonces J.d—x, converge a 2
2 51+ x2 2

13. Investigar si convergen o divergen la siguiente integral impropia:

A= +j~’° i dx

o X" +2x+2
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+00
.. dx . .
Solucion: A='[2—, aplicaremos la definicion de las

o X +2x+2
integrales impropias, las tablas de integracion y luego la evaluaremos en
los limites de integracién, como la funciéon esta definida en todos los

reales, tenemos que el area sera:

) 0 b

A=lim J‘ dx  _ lim [
a— - X2+2x+2 b_’°°0x2+2x+2
. 0 b

A=lim J‘ + lim J
a%wa(x+1) +1 IHwo(xm) +1

A=2rioo [tg_1(x+1)]: + Li“lw [tg_1(x+1)£ =

I|m I|m -1 = T T T =
A- A=| ———+——— =0,
[tg 1-tg~ )J [tg b-tg 0)J:> L 2+2 4} =
+a0
por lo tanto, _[ zd—x, converge a 0.

oo X +2x+2
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EJERCICIOS PROPUESTOS
1. Formar las sumas integrales sn, para las siguientes
funciones:

a. f(x)=x?en el intervalo [-2,1]

b. f(x)=x?en el eje 0X y la vertical x=a, Va>0
c. f(x)=2¥ en el intervalo [0,10]

d. f(x)=x3+ 2x + 3 en el intervalo [1,5]

e. f(x)=2x+1, para y=0 e x=1

f.  f(x)=x?-2x -4 en el intervalo [0,1]

g. f(x)=4 - x%en el intervalo [0,2]

h. f(x)=3x -2 en el intervalo [4,8]

2. Calcular las siguientes integrales indefinidas:

8 4 4
1. A=[(V2x + ¥x)dx 2, A=j1+‘/;dx 3. =j2d—x
0 1 X 3X°-3x+2
3 -3 1 5 9
dx dx X dx
4 A=|—— 5. A=|—— 6. A= dx 7. A=
'([\/25+2X _“;xz-1 IX+2 ‘(‘;x2+4x+5

L ’ 8,
8. A=j 3 dx 9. A= Iseczxdx 10. A= _[
ox  +1 % 0 v1-x2

2dx % < 7%

4
12. A= jsensxdx 13. A=I 14. A= ctg4xdx
0

X
1 %

sen(Inx)dx




a In3 dx
15. A=j aZ-x2dx 16. A=j 5
0 In2 cosh“x

3 pA
18.  A=[Vx+1dx 19. A= j3 dX__4x  20. A=2f _:V (x-2)°
1 % X2 +1 3 VYx-2+8

In2

! \/1-x2
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T
dx 17. A= j senh®xdx
0

dx

T
21. A= [(JeX-n)dx 22. A=jd—xdx 23. A= [ “-dx
0 03+2cosx » X
A
In5 _x [ x 3 a
-1
24, A= [ S35 Max 25 As[— 26. A=[(Vax-x?dx
0o © +3 1 X2 + 5% +1 0
e 1 T
27. A=Ilnxdx 28 A-Ix3e2xdx 29 A=Iexsenxdx 30.
0 0 0
T T
7 dx A dx A dx
A= j dx 31. A=j 32. A= 33.
04-3cosx 0 12 +13cosx 0 2+ senx
A
2 13 3 1
A= | dx 3. A= [T dx 35 A X 3,
0 3+5senx X o€ -e
1
YA
T dx t 2 2 [a-x
A= j 37. A= j V2x+x2dx  38. A= j dx 39. A=
0vax-x 0 avatXx
% e? dx e? dx
j cos?xsen*xdx 40. A= j - 41. A= j — 42,
0 1 X(1+1Inx) 1 X(1+1Inx)
3 1.2 2 2 w
Ix—dx aq. szf'x 43. Jx‘dx 44. Isenzicosidx 45,
0Vx2 +16 0 X2 +1 A+ 2 5 2 2
J3 T dx In 3 1.
_[xtg'1xdx 46. _[— 47. Isen4xdx 48. Ix15 1+3x8dx  49.
0 0 0 0
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1 1 .9 a In5 o\ ox 4
jz"i 50. [~ dx 5. [Vax—xzdx 52. ILmdx
X+ x+1 p VX6 +4 0 o ©ex+3
m
1 2 In5 6
5 Jex -
53. X dx 54. J.xcosxdx 55. de 56. Iﬂdx
4x+2 0 o ex+3 7 X2
3. Estudiar la convergencia de las siguientes integrales impropias:
o 4 3
1. jx—dx 2. jx—dx 3. (x+1)dx 4.
4,/(x2+9)3 2X2—5x+6 0X3—2X2-5x+6
2 dx 33 oxdx Tdx _ +o Tax  Z2dx
[-—= 5 [-—— 6 [ 7 [eax8 [=09 [— 10
0va?-x?2 0 I(x? -a?)? 1X -0 oVx X
1 1 o o0 ) +00
jd—;‘ 1. | aX_ 42 (9% 43, jd—’z‘ 14. Id—.)o( 15. jzd—x 16.
0X 01/1-)(2 0 X 1X 1X X" +4x+9
1 1
0 2 0
[senxdx  17. B ST | d’; 19. | dx (a>1) 20.
0 p XInx o xIn“x 3 XInx
n
T dx 2 1 Tt -1xdx ®  dx
[~ (a>1) 21. [ctgxdx 22. [e™dx 23. [2 X 24, [ X _ 25,
a xIn“x 0 0 a x 41 2 (x* -1)
o 1 100 o
[ gx 26. | % 2. | 5 ‘1" s 28. | dx 29.
ox” +1 0x” -5x o ¥x+2¥x+x 0Yx2 +1+2x+5
0 0 5 ©
3 dx 30 j—dx 3. dx_ 3. [ 555 dx2 ;33
Vx4 114 x2 1xv2x2 -1 1V9-X pa“ +b%x



34.j X 4x 35. je "X gx 36. j

dx

*?g4x 30 j(s 3x)dx 40. j( )
X+

\/1+x)
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CAPITULO VI

APLICACIONES DE LAS INTEGRALES
DEFINIDAS AL CAMPO DE LA INGENIERIA
Y LA FISICA
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En este capitulo se estudiara: Calculo de Areas, Funciéon Promedio,
Longitud de Arco, Volumen de un cuerpo de revolucién. Ejercicios

Resueltos y Propuestos.
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Definiciéon 1: Si la funcion f(x)>0 esta definida en el intervalo [a, b],

entonces, el drea del trapecio curvilineo limitado por las curvas y=f(x), el

b
eje Xy las rectas x=a y x=b es igual a: If(x)dx (1), ver la grafica
a

y

Si f(x)<0 en el intervalo [a, b], la integral definida _[f(x)dx es también
a

menor o igual que cero (<0 ). Su valor absoluto es igual al area A del trapecio

b
curvilineo correspondiente: -A=_[f(x)dx .
a

Si F(x) cambia de signo un niumero finito de veces en el intervalo [a,
b], entonces podemos descomponer la integral en el intervalo [a, b] en
suma de integrales en los intervalos parciales. La integral sera positiva en
los intervalos donde f(x)>0, y negativa en aquellos intervalos en que f(x)<0.
La integral extendida a todo el intervalo dado representa la diferencia de

las areas dispuestas superior e inferiormente al eje X, ver la grafica 1.
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Para obtener, prescindiendo de su signo, la suma de las areas, es
preciso hallar la suma de los valores absolutos de las integrales en los
intervalos parciales indicados o bien calcular la integral.

Ejemplo: Calcular el area de la regiones limitadas por las siguientes

curvas: f(x)=x3 en el intervalo [-3, 3]

Solucién: f(x)=x3 en el intervalo [-3, 3], En primer lugar realicemos la

grafica de esta funcion:

En este caso, resolvemos la integral definida de f(x), desde x=-3 hasta

3 41 3
x=3, es decir, A= Ix3dx, por las tablas de integracion se tiene que A= X2
-3 -3
34 _34
= A=T_T_°’ pero si observamos la grafica 5 vemos que para poder

calcular el area debemos hacer:
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0 3
A='fx3dx + Ix3dx = A= -[04 —_(3)4J + [ﬁ_—(o)“j :>A=(ﬂ+ﬂj
3 0

4 4 4 4 4 4
81 X 81 o .
entonces, A=7, por lo tanto el area buscada es de Y u“, (unidades al

cuadrado)
Definicidn 2: Sea la funcién real tal que f: D - R, donde DcR y sea el
intervalo [a, b]cD, siendo f integrable en el intervalo [a, b], se define una

funciéon media o valor medio o promedio (1(x)) de f en el intervalo [a, b] a la

b
funcién p(x) de f(x), tal que p(x)=bL I f(x)dx, donde p(x) es un nimero de

todas las imagenes de la funcién f en el intervalo [a, b].

El teorema del valor medio para integrales definidas nos demuestra
que siendo la funcién continua en el intervalo cerrado, ella alcanza su valor
medio en algun punto intermedio de dicho intervalo. Enunciaremos el
teorema del valor medio para integrales definida sin demostrarlo. Sea
f una funcién real tal que f: D —» R y f(x), donde DcR y sea [a, b]cD, f

continua en [a, b] =
b

dce(a, b)/ If(x)dx =f©(b — a); siendo f(c)=u(x) en el intervalo [a, b]
a

Ejemplo: Hallar el valor medio de la funcién f(x)=x2+ 1, en el

intervalo [1,4].
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Solucion: (x)-lf(x2+1)dx = (x)=1 ﬁ_,_x 4
SRREEY 7303 1

= (5

+4)—(%+1)] = A=8

Definicién 3: Sea y=f(x) diferenciable en el intervalo xe[a, b], si

consideramos la distancia de la funcién y=f(x) desde el punto (a, f(a)) hasta

(b, f(b)) y dividimos el segmento [a, b] en n sub-intervalos iguales de

longitud Ax y asignamos cada punto xi un punto (Pi(xi), f(xi)) como se

muestra en la figura mas abajo, si obtenemos que las distancias de los

n
segmentos PP, +PP, +........ +Pn-1Pn+ZPi-1Pi que es la suma de las
i=l

12

longitudes de los segmentos de la recta Pi-1 y Pij, la cual nos resulta en una

aproximacion de la curva de la figura:

nos resulta por la definicion de la distancia entre dos puntos que:

PP, = /(% —X;_) + (f(x;) ~ /(x; 4)* con Ax=xi - xi-1, por el teorema del
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valor medio se tiene f(xi) — f(xi-1)=(xi — xi-1)f’ (xj)=Axf(xj) para algtn xje(xi —

xi-1), por lo tanto, P P = \/(Ax) +(Ax)2(f (x; )2 T ,/1+(f'(xi))2 Ax =

r:,/1+(F(x )2 Ax = Z,/1+(f (x; )> Ax y esta suma se puede
b b

aproximar a la integral definida L=J.\/1+(f'(x))2dxo L=J'w/1+(y')2dx olL=
o a

b

J'1/1+( )2dx la cual se define como la longitud de Arco a una Curva.

ol

b b
Analogamente se obtiene L=J'\/1+(f'(y))2dyo L=J}/1+(x')2dx o L=
o o

zw/n(—)zdy

Ejemplo: Hallar la longitud de arco de la funcién y:\/x3 en el

intervalo xe[1, 4]

Solucién: Derivando la funcién y:\/x3 y luego Aplicando la

b 4
férmula I='|'w/1+(y')2dx , obtenemos: j—y = %\/; entonces, I=J}/1+%xdx
a 1

X

por la propiedad N° 7 de las integrales definida se tiene: t =1+ %x = dt-%

dx:>dx=gdt, cuando x > 1=t > ? y cuando x > 4 = t > 10,
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10
4 Jtdt por las tablas de integracién
943
4

sustituyendo en |, se obtiene: |I=

tenemos:

|:£\/t_3 |1: :i W_\/2197 :>|=80\/ﬁ—52\/ﬁ
27 = 27 2 27
13
Definicién 4: Sea f una funcion tal que (f(x)>0, g(x)>0) definida en el
intervalo xe[a, b] (en el intervalo xe[a, b]) por encima del eje X (por encima
del eje Y), al girar la funciéon f en torno al eje Y (al girar la funcién g en

torno al eje X) se obtiene el volumen de sdlido de revoluciéon y se

representan por las formulas: (Férmula del Disco)
b b b b
V= nj[f(x)]zdx - nj[y]zdx yV= nj[g(x)]zdx = nj[x]zdx (ver graficas)
a a a a
Y Y

d x=g(y)
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Ejemplo: Hallar el volumen de sélido de revolucion de la parabola

y=3\/§ylarectax=3

b
Solucién: sustituyendo la funcién en la féormula TrJ.[y]zdxy
a

3
aplicando la tabla de integracion se tiene: V=9 TI'IXdX = V%HXZB ==
0

V=2—71'r
2

Definicién 5: Supongamos ahora que 0<g(x)<f(x) para xe[a, b] y las
funciones y1=f(x) e y2=g(x) estan entre las rectas x=a e y=b, entonces el

volumen del solido de revolucion se obtiene al girar esta region sobre el eje

X se obtiene la formula: (Férmula de la Arandela)

v = w2 00P - [t bix = Sy, P - [y, P hix
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y1=Ff(x)

y2g(x)

a b

Analogamente 0<g(x)<f(x) para xe[c, d] y las funciones x1=f(y) e
x2=g(y) estan entre las rectas y=c y x=d, entonces el volumen del solido de

revolucion se obtiene al girar esta region sobre el eje Y se obtiene la

formula:
b b 2
v =wf[fy)P - loty)R by = | x2-x;? | dx

Y
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Ejemplo: Sea la funcién f(x)=4x2 entre las rectas x=0 e y=16, hallar el

volumen del solido de revolucién obtenido al girarlo en torno al eje X

Solucién: aplicando la formula:

V= TrT [[f(y)]2 ~la(y)P }1y se obtiene V= ﬂ:[{h 6)P - [(4x)2 T }dy:

2048
=——TT

2
V= TI'I(216-16X4)dX:>V=1T(256X- 156x5) |§ =V-= 5
0

Definicién 6: Si ahora se asume que 0<g(x)<f(x) en el intervalo

xe[a,b], Va0, si la region R esta n | primer cuadrante y entre las curvas
y1=f(x) e y2=g(x) entre las rectas x=a y x=b, entonces, el volumen del solido
de revolucion es obtenido al girar R en torno al eje Y esta dado por la

formula:

b b
V= njx[[f(x)]— [g(x)]]dx = njx[y1 -y, kx, analogamente en el eje X
a a

d b
la formula viene dada por: V = 2Tr'|'y[[f(y)]— [g(yx)]]dy = 21'r'|.y[x1 - X, }1y
C a

Ejemplo: Sea la funcion f(x)=x2 que esta por debajo de la funcién
g(x)=x3, entre las rectas x=0 y x=1. Hallar el volumen cuando se gira la

region en torno al eje Y.
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Solucién: Aplicando la férmula:

b b b
V= nJ'x[[f(x)]— [g(x)]]dx = nJ'x[y1 -y, }ix se tiene que: V=21T.|‘x[y1 —V, }iy

a

1
se tiene que; V=21TJ.X X2 -x3]dx, por las tablas de integraciéon se tiene
0

x4 x5 ™
ue: 2m(—-")| = v=—
9 (4 5 )0‘ 10
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EJERCICIOS RESUELTOS

CALCULO DE AREA

1. Calcular el area de la regién limitada por la curva f(x)=xy g(x)=x2

Solucién: Realizando la grafica de las funciones: f(x)=x y g(x)=x2,

tenemos:

1

El area buscada es la sombreada en la grafica, tenemos que hallar los

puntos donde las dos lineas se interceptan, es decir, f(x)=g(x) = x2=x

= x2-x=0 = x(x —1)=0 = x=0, x=1, para x=0, se tiene que y=0 y para x=1 se

tiene que y=1, es decir los puntos de intersecciéon son P(0,0) y P(1, 1), luego

el area buscada sera integral desde x=0 hasta x=1, f(x) menos g(x), es decir:
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1 1

A= J'(x - x2)dx , aplicando las tablas de integracion se obtiene: A=
0

2 43

3

0

= A= 11 :>A=1, por lo tanto, el area es de 1 u2
2 3 6 6

2. Calcular el area de la region limitada por la curva f(x)=x2 y g(x)=+/x

Solucién: f(x)=x2 y g(x)=\/; , Primero buscaremos los puntos de

intersecciones de las dos graficas f(x) y g(x), luego graficamos las dos
funciones y por ultimo calculamos la integral definida para obtener el area

buscada

y=vx

Para hallar los puntos de interseccion igualamos las dos graficas, es

4

decir, f(x)=g(x) >Vx =2 = x=xd = x-x4=0 = x(1 - x3), de donde x=0 y x=1,

sustituyendo estos valores de x en una de las dos grafica se tiene que: para

x=0, y=0y para x=1, y=1, luego estas graficas se intersecan en los puntos

1
P(0,0)yP(1, 1), porlo tanto, el area es: A=I(\/; —x2 )dx , aplicando las tablas
0
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3 3
2 3 2 13
de integracion se tiene que el area es: A= - x A= 27 1
3 3 3 3
2 0
A=z - 1 = A=1, luego el area buscada es 1 u?
3 3 3 3

3. Calcular el area de la region limitada por la curva f(x)=x3 —6x2+11x -6
y 9(x)=3(x - 2)

Solucién: f(x)=x3 ~6x2 +11x — 6 y g(x)=3(x — 2) Lo primero que
hacemos es buscar los puntos de interseccion entre ambas grafica, es

decir, f(x)=g(x) = 3x — 6=x° — 6x2 + 11x — 6 = x° — 6x2 + 8x=0 => x(x? — 6x +

8)=0, factorizando se tiene que x(x2 — 6x + 8)=x(x — 2)(x — 4)=0, de donde se

tiene que x=0, x=2 y x=4, sustituyendo estos valores en f(x) o en g(x) se
obtienen los valores de y en este caso lo sustituiremos en f(x),
obteniéndose: para x=0 f(0)=3(0 -2) = y=-6, para x=2, f(2)=3(2 -2) => y=0y
para x=4 f(4)=3(4 -2) = y=6, es decir los puntos de interseccion son; P(0, -
6), P(2, 0) y P(4, 6), asi las graficas de f(x) y g(x) limitan las regiones en los

intervalos [0, 2] y [2, 4]
Para determinar las areas correspondientes, debemos conocer si
f(x)>g(x) o f(x)<g(x), Vxe€[0, 2] y Vxe[2, 4]

Como f(x) y g(x) son continuas en estos intervalos, elegimos en cada
uno de ellos un punto de prueba, es decir, en el intervalo [0, 2] elegimos al

punto de prueba x=1 y evaluando la funcién se tiene que: f(1)=1 -6 + 11 -



291

6= f(1)=0y g(1)=3(1-2) = g(1)=-3, por lo tanto, como f(1)>g(1), se concluye
que f(x)=g(x), V€[0, 2], en el intervalo [2, 4] elegimos como punto de prueba
a x=3 y evaluando la funcién se tiene que: f(3)=27 - 54 + 33 -6 = f(3)=0 y
d(3)=3(3 - 2) = g(1)=3, por lo tanto, como f(3)<g(3), se concluye que
g(x)=>f(x), V€[2, 4], ahora realizamos la graficas de las funciones f(x) y g(x),

es decir:

y=g(x)

= N W »h 00 O

Por ultimo el area se calcula mediante la integral:
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2
A= J'(x3 6x2 +8x)dx+j (~x3 +6x2 —8x)dx, aplicando las tablas de
0
4 2 4 4
X X
integracién se tiene que: A= T—Zx3 +4x2| + _T+2X3 -4x2| = A=
0 2
24
2234202 + ST 2(4)3 - 442 |- (283 - 4(2)7) = A8 u?

por lo tanto, el area buscada es de 8 unidades cuadradas.

4. Calcular el area de la region limitada por las curvas f(x)=-§ +1, g(x)=x
+1y h(x)=-2x +7
Solucién: f(x)=-§ + 1, g(x)=x + 1 y h(x)=-2x + 7, lo primero que vamos
hacer es realizar la grafica de las tres rectas, es decir: f(x) corta al eje Y en
el punto P(0, 1) y al eje X en el punto P(2, 0), g(x) corta al eje Y en el punto

P(0, 1) y al eje X en el punto P(-1, 0) y la recta h(x) corta al eje Y en el punto

P(0, 7) y al eje X en el punto P(3.5, 0), luego la grafica es:
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Como se puede observar en la grafica la interseccion entre f(x) y g(x)
esta en el punto P (0, 1) y la interseccion entre f(x) y h(x) esta en el punto P
(4, -1) y la interseccion entre g(x) y h(x) esta en el punto P(2,3), por ultimo

calculamos el area por medio de las integrales:

2 X 4 X
A=j((x—1)—(——+1)]dx + I((?-Zx)—(-—+1)jdx =
0 2 2 2

2 4
A=I(%xjdx + I(G—gx)jdx, por medio de las tablas de integracion
0 2
x2|? 3x2|* 3(2)2 3(4)2 3(2)2
setiene=> A=|—| + 6x——— = A= + 6(4) - - 6(2)—T
0 2

= A=6 Por lo tanto el area buscada es de 6 unidades cuadradas.
VALOR MEDIO
5. Siendo f la funcion real definida por f(x)=x, encuentre el niumero c de
[0, 2] que satisface para f el teorema del valor medio para las integrales
definidas.
Solucion: Como f es continua en el intervalo [0, 2], ella debe alcanzar

su valor medio en algun numero c de (0, 2) que satisface que f(c)=(0 — 2)=

2 212
jf(x)dx, aplicando la tabla de integracion se tiene que f(c)= E%} = f(c)=
0

|

2
27} = f(c)=1, geométricamente, este resultado significa que el area del

N|[=
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triangulo rectangulo cuya base y altura es de dos unidades, es igual al area
del rectangulo en el que un lado mide dos unidades y el otro lado mide una

unidad, ver la grafica N° 10

............................

6. Pedro Pérez recién ha adquirido una maquina industrial, la cual
disminuira su valor durante los proximos 15 afnos segun el modelo
matematico dado por la ecuacion f(t)=15000t — 150000, donde t esta
dado en anos. Sabiendo que Pedro Pérez compré la maquinaria en

1000000 $, determine su valor promedio durante el periodo de 15 ainos.

Solucién: El valor de la maquina en funcién del tiempo esta dado por

la ecuacion: f(t)= j(1 5000 —150000)dt , por medio de la tabla de integracion
se tiene que f(t)=7500t2 - 150000t + C, como p(0)=1000000, entonces

tenemos que C=1000000, por lo tanto, f(t)= 7500t2 — 150000t + 1000000,

luego el valor promedio de la maquina, en el periodo de 15 aios, lo

obtendremos apoyandonos en la definicion del valor medio, es decir, u(t)=
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1

15
ﬂj(7500t2-150000t+10000009)dt, aplicando las tablas de
Yo

integracion se tiene que u(t)=%[2500t3 ~75000t2 +1000000t]° = p(t)=

%[2500(15)3 —75000(15)2 +1000000(15 )| = p(t)=437500, es decirle valor

promedio de la maquina trascurrido 15 anos es de 437500 $

7. Hallar la longitud de arco de la circunferencia en el origen de radio

2

2 4 y2=4, luego la

Solucién: La ecuacion de la circunferencia es: x
. ., X . . .
derivada de esta funcion es: y’=-— sustituyendo en la férmula de longitud

de arco se tiene: I=
2 2 2 [2 .2 2 2

[+ 5 dx=1=] Y "X dx=1=] /dex:ﬂj 1 ax

ol Y ol Y pV4-x 04 -x2

Por las tablas de integracion se tiene: | = 2sen! %x |§ Sy=T

8. Hallar la longitud de arco de la funcién x= 5w/(y-3)3 en el intervalo
xe[2, 4]

3
Solucién: Derivando la funcién x=5(y—3)2 en funcién de vy,

dx _15, .3 b dx
se tiene — =—(y—3)2, aplicando la férmula L=I 1+ (—)2 dy =
dy 2 o dy
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4/ 45 3, 4 925 14
L=| 1+(7(y-3)2) dy = L= 1+T(y-3)dy, = L=E'|.1/225y-221dy,
2 2 2

4
por la tabla de integracién nos resulta: L-%[\/(ZZSy -221)3 } =
2

_ 2 3 3 _
L-ﬁ[\/(zzsm)-zzn _J(225(2) - 221) } = L=7.94

9. Hallar la longitud de arco de la funcién x4 - 24xy + 48=0 en el intervalo
xe[2, 4]

3

Solucién: Despejando y, tenemos: y= i x°+ Ly ; derivando esta funcion

se tiene: aplicando la féormula: L-J-W/1+( )2dy = L= \/1+( 2)2dx =
HEEE 2 2
=_[\/—x +—+ dx :>L—j ( —2) dx, :>L—I 12 +—dx,
5 | 64 2 x4 X

Po r la tabla de integraciéon tenemos: L= 1x2 —i = L= {% 1.8 1}
8 x2 2 8 2 24

L
8

10. Hallar la longitud de arco de la funciéon y=senh§ en el intervalo x€[0,

1]

. . L X
Solucién: Derivando la funciéon y=senhy = senhE con respecto a x se

b
tiene: y = cosh5 sustituyendo en laférmula: L = N1 + (ﬂ)2 dx
2 a dx se tiene

1 1 X 1 1 x X
L=[,[1+(;cosh>)?dx = L=[1+((e?-e 2)?dx =
oV 2 2 oV 2

que
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1

1
1 - 1 -
L=£\/1+(Z(ex -2+eX)%dx = L=5H(ex-e X)2dx =

0

1 1
L= %j(ex -eX)dx = L= '[(coshxdx =
0 0

L= senhxa —senh1-senh0 — e +e

11. Hallar la longitud de arco de la asteroide Vx3 +JF =va® enel

intervalo xe[0, 4]

Solucién: Hallado la derivada de la funcién x> +\/y3 =+va® se tiene:

1

3
y'= _y_1 como la curva es simétrica tomaremos una cuarta parte de ella y
x3

el resultado lo multiplicamos por 4, por lo tanto la longitud de arco sera:

2

4 3 24
1= 4j 1+ y—zdx == 4a3jizdx,por la tabla de integracion se tiene : 1 = Ea
ol 3 0.3 2
X X
VOLUMEN
12. Hallar el volumen del cono de 10 cm. de altura y 32cm. de radio.

Solucién: El cono lo genera la regidon que se encuentra en la recta

y= ? y el eje X, entre x=0 y x=10, al girar en torno al eje X, aplicando la

r 1024 10
formula: V= nj[y]zdx: V=——"m([xPdx, por las tablas de
) 256
integracion se tiene que: V = %nxwg v - 2000
256 768
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X

13. Sea R la region comprendida entre el eje X, la curva x=2

Solucién: Aplicando la féormula:

2
V= nj[y]zdx setiene: V = nj[x3]2dx , por la tabla de integracion se tiene
a 0

que: V = ;ﬂ‘% = V-= E1T
14. Hallar el volumen del solido engendrado haciendo girar
. . x2 y2
alrededor del eje de las X la elipse — +=— =1
a2 b2

Solucion: Aplicando la formula:

b
V:nf[y]zdx, donde V=E\/a2-x2, entonces se tiene que:
a

a

23
V:21'rb—2J.[\/a2-x2]2dx por la tabla de integracion se tiene que:
a
0

2
V= 21Tb—(a2x -1x3)‘5 => V= iab21T
a2 3 3
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15. Hallar el volumen engendrado por la superficie limitada por la

3

parabola cubica ay2=x enelejedelas Yylarecta AB (y=a) y gira

alrededor de AB.

Solucion: Aplicando la formula:

b a a
V= ﬂj[y]zdx, se tiene que: V = 1T.|.[a—y]2dx => V= nJ.[aZ -2ay+y2]2dx,
a 0 0

3 a 3
como y=?ax2 tenemos que: V=T {a2 -2./ax2 +§x3}dx:> por la tabla
0

5
de integracion se tiene que: V = m(a2x +§\/5x2 +4ix3)‘3 = V= 17511
a

Y

=
L
g
Q
g
g
g
Q
4

AX

0 TR

16. Hallar el volumen del toro, engendrado al girar el circulo x2(y
—b)ZSa2

Solucién: Aplicando la féormula:
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b
V= njx[y1 -yz]dx, donde y1=b - Va2 -x2 e y2=b + Ja2 - x2 tiene que:
a

a a
V= njx[b—\/aZ -Xx2 —b ++/a2 -x2]dx =V =4aanx\/a2 -x2dx, por la
-a -a

2
tabla de integracion se tiene que: V = [4b1'rb)2£\/a2 - x2 +a?sen-1 §}| 2=

V =2a2bmr2
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EJERCICIOS PROPUESTOS

CALCULO DE AREA

Calcular el area de las regiones limitadas por las graficas de las
funciones definidas por:

f(x)=Inx, el eje x y la recta x=e
f(x)=4x — x2, y el eje de las abscisas
f(x)=x3 —6x% + 11x - 6, larectax=4yelejey

f(x)=4 — x2 en el intervalo [-3, 3]

y’=

X, y las rectas y=1 y x=8
f(x)=x + X2 + x3, los ejes de coordenadas y la recta x=1

f(x)=4x(x — 1)(x - 2), el eje x y la recta x=-1

a3

fx)=—
&) x2 + a2

f(x)=3x2 y g(x)=1, en [1, 2]

f(x)=x, g(x)= 1 , el eje x y la recta x=2
X

y?=2px y x2=2py

f(x)=(x — 1)(x = 2) y g(x)=(1 + x)(x + 2)

f(x)=3x2, y=6 y el eje y

2
f(x)=x2, y=x7 y la recta y=2x
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0. f(x)=x3, y=8yelejey
p. xy=a2 y el eje x, en [a, 2a]
x2 2 -
. f(x)=— x)=4 - —x
q x)=3- yak) 3

r. f(x)=-x2 + 4x — 3 y las rectas tangentes trazadas a la grafica de f en

los puntos P(0, -3) y P(3, 0)

s. f(x)=eX, g(x)=e™ y la recta x=1
t. f x2
. x)= X)= —
(=5 ¥ 9=
u. f(x)=Inx, las rectas trazadas en y=Ilnae Inby el eje y

V. f(x)=x2 +2x+3yg(x)=x+5
w. f(x)=3 + x — x2 y g(x)=2x — 3 en [-2, 4]

X. f(x)=x2, d(x)=x y h(x)=2x

y. fUFX+&g&k3ymm=§

z. f(x)=x, g(x)=3x y h(x)=4 — x

aa. y=x3, larectay=8yel eje OY

ab. De las dos partes en que la parabola y2=2x divide al circulo
x? + y?=8

x(x - a)?

. . 2 _awn %



ad.

ae.

af.

ag.

ah.
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a2

——— y el eje de las
a2 y )

Comprendida entre la curva de Agnesi y = 2

abscisas

1
De la figura comprendida entre la curva y=—>. el eje OX y
X

la recta x=1 (x>1)
De la region limitadas por las curvas y=8 + 4x — x% e y=x2 - 2Xx
De la figura limitada por la parabola y=2x — x2 y la linea recta
y=3 — 2x
De la figura limitada por las curvas y=e*, y=e™ y la linea recta x=1

VALOR PROMEDIO

Hallar el valor promedio de las siguientes funciones sobre el intervalo

dado:

f(x)=x2, en el intervalo [0, 4]
f(x)=3x -1, en el intervalo [1, 2]
f(x)=2 - 3x2, en el intervalo [-1, 2]
f(x)=x2 + x + 1, en el intervalo [1, 3]
f(x)=4x3, en el intervalo [-2, 2]
f(x)=+/x , en elintervalo [1, 9]

f(x)=x/x2 —9, en el intervalo [0, 4]

f(X)=1, en el intervalo [2, 4]
X
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i. f(x)= |x|, en el intervalo [3, 5]
{-x -2 six<0
j-
X+ 2 six=0
x+3 six<0
k.
x-3 si x>0
x+4 six<0
l.
{x -4 six>0
x+6 si z<0
m.
-X—-6 six=0
6. Represente graficamente todas las funciones anteriores e intérprete

geomeétricamente los valores medios obtenidos.
7. Encuentre el valor medio, en el intervalo indicado en cada caso, de las

funciones definidas por:

a. f(x)=\/;+i en el intervalo [1, 4]
X

"

b. f(x)=

en el intervalo [1, E3]
X2 +x 2

8. Encuentre el valor de a, para el cual el valor medio de la funcién
determinada por f(x)=Inx en el intervalo [1, a], es igual a la razén

promedio de cambio de esa funcion en el intervalo indicado
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Suponiendo ahora que, después de producir 30 unidades, la funcién

de aprendizaje esta definida por: f(x)=1272x'°'25, determine el nUmero

de horas necesarias para producir 50 unidades adicionales.

LONGITUD DE ARCO

Hallar la longitud de arco de las funciones:

y3=8x2 en el intervalo xe[1, 8]
6xy=x? + 3 en el intervalo x<[1, 2]
27y2=4(x -2) en el intervalo xe[2, 6+/2 ]

y=%x2 % Iny en el intervalo xe[1, e]

y=Incosx en el intervalo xe [%, %}

y=x3, en el intervalo xe[1, 8]

x2 — 6x + y=0y x? - 2x -y=0 en el intervalo xe[3, 7]

2

y=2x — x“, en el intervalo x<[0, 2]

y=tanx, en el intervalo xe [0, %}

y=¥x, en el intervalo xe[1, 2]
y=cosx, en el intervalo x<[0, 7]

y=xsenx, en el intervalo xe[0, 7]
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. y=eXsenx, en el intervalo x&[0, 7]

x3 1
y=—+—,en el intervalo xe[1, 3]
6 2x

y=Insecx, en el intervalo xe {%, Inz}

X X
y=g[ea +e a} en el intervalo x€[0, In3]

eX +1

X1 en el intervalo xe[a, b]
e

y=e¥ =In

y=acoh£, en el intervalo xe[0, a]
a

y=eX, en el intervalo xe[1, e]
y=Inx, en el intervalo xe[+/3, /8]

y=sen-1(e), en el intervalo x<[0, 1]
. o
x=Insecy, en el intervalo xe {0, ?}
1 2 1 .
. x=zy —5 Iny, en el intervalo xe[1, e]

9ay2=x(x - 3a)2, en la parte cerrada de esta.

y=|n(ctgh§), en el intervalo xe[a, b]



1.

12.

13.

a.

b.
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Se desea tender una cuerda entre dos postes distantes 20 mts. Si la

X X

cuerda toma la forma de la catenaria, y = 4[e30 —e 30

} xe{-10, 10},

calcule la longitud de la cuerda.

Al patear un balén de futbol, este sigue una trayectoria de y=% x(60

—x) mts. Calcule la longitud de arco si el balén permanece 4 segundos
en el aire.

VOLUMEN DE REVOLUCION DE SOLIDOS

Considerar la region B acotada por la parabola y2=8x y la recta
x=2 (ver figura)
Hallar el volumen del sélido generado por R al girar en torno del eje Y

Hallar el volumen del sélido generado por ‘R al girar en torno a la recta

X=2




14.

15.

16.

17.

18.

19.
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Hallar el volumen del solido generado por la region que esta entre el

eje Xy la parabola y=4 — x2 al girar en torno de la recta y=6

Hallar el volumen generado cuando la regién gira al torno de la regién

acotada por y=x2, x=0 e y=16, en torno a y=16, utilizar la férmula del

disco.

Hallar el volumen generado cuando la regién gira al torno de la regién

dentro de la curva y2=x4(1 - x2), en torno al eje X, utilizar la féormula

del disco

Hallar el volumen generado cuando la regién gira al torno de la regién
dentro de la parabola x=9 — y2 y entre el eje Y, en torno al eje Y, utilizar

la formula del disco.

Hallar el volumen del sélido generado por el giro de la region acotada
por y=x3, x=0, e y=8, en torno de x=2, utilizar la féormula de arandela.
Hallar el volumen del sélido generado por el giro de la regiéon acotada

por x=9 - y2, y=x - 7, en torno de x=4, utilizar la formula de arandela.
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Hallar el volumen del sélido generado por el giro de la regiéon acotada

2

por y=x3, y=4x — x, en torno de x=5, utilizar la féormula de capas

cilindricas.

Hallar el volumen del sélido generado por el giro de la regiéon acotada

2
por y=ex , y=0, x=0, x=1, en torno al eje Y.

Hallar el volumen del sélido generado por el giro de la region acotada

por y=x2, x=y2, en torno al eje X.

23. Un solido tiene una base circular con radio de cuatro unidades, hallar

el volumen del solido si todo plano perpendicular a un diametro fijo
(el eje de las X de la figura) es: a. un semicirculo, b. un cuadrado, c.
un triangulo rectangulo isésceles con hipotenusa en el plano de la

base.
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La base de un sélido es el circulo x2 + y2=1 6x, y toda seccion plana

circular al eje X es un rectangulo cuya altura es el doble de la distancia
del plano de la seccidn al origen, hallar el volumen.

Se perfora un hoyo con radio de una unidad en una esfera cuyo radio
equivale a tres unidades; el eje del hoyo es el diametro de la esfera.
Hallar el volumen de la parte restante de la esfera.

Hallar el volumen del cuerpo engendrado por la rotacion del eje 0X, de
la superficie limitada por el eje 0X y la parabola y=ax — x2 (a>0)

Hallar el volumen del cuerpo engendrado al girar alrededor del eje 0X,
la curva y=sen2x, en el intervalo x€[0, 7]

Hallar el volumen de los cuerpos engendrado al girar las superficies
limitadas por las lineas y=ex, x=0, e y=0 alrededor: a. del eje 0X, b. del
eje 0Y.

Hallar el volumen del cuerpo engendrado al girar, alrededor de la recta

y=-p, la figura limitada por la parabola y2=2px y la recta x=%

Hallar el volumen del cuerpo que engendra al girar la cisoide

3
y2 = 5 X alrededor de su asintota x=2a.
a—-x

Hallar el volumen del cuerpo engendrado al girar, alrededor del eje 0Y,

la parte de la parabola y2=4ax, que intercepta la recta x=a
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Demostrar, que el volumen de la parte del cuerpo de revolucion,

engendrado al girar la hipérbola equilatera X2 — y2=a2 alrededor del eje

0X, que intercepta el plano x=2a, es igual al de una esfera de radio a.

Hallar el volumen del cuerpo engendrado al girar, alrededor del eje 0X,

la superficie comprendida entre las parabolas y=x2 ey= Jx

Hallar el volumen del cuerpo engendrado al girar la superficie limitada

por la parabola semicubica y2=x3, el eje 0X y la recta x=1, alrededor

del eje 0X.

Hallar el volumen del cuerpo engendrado al girar la astroide x=acos3t,

y=bsen3t alrededor del eje 0X.

Sobre las cuerdas de la astroide 3 x2 + 3\/ y2 = 3\/ a2 , paralelas al eje 0X,

sean construidos unos cuadrados, cuyos lados son iguales a las
longitudes de las cuerdas y los planos que se encuentran son
perpendiculares al plano XO0Y, hallar el volumen del cuerpo que
forman estos cuadrados.

Calcule el volumen del solido formado al rotar la regién limitada por
y=x2, y=0, x=2, alrededor del eje X.
Calcule el volumen del solido formado al rotar la regién limitada por

y=2 - Calcule el volumen del solido formado al rotar la region limitada

por y=2x, y=2 y, x=0 alrededor de la recta x=3.
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Calcule el volumen del solido formado al rotar la regién limitada por
y= Jx y=2, x=0, alrededor del eje Y.

Calcule el volumen del solido formado al rotar la regién limitada por
y=2x, y=2, y x=0, alrededor del eje Y.

Calcule el volumen del solido formado al rotar la regién limitada por
y=cosx, y=0, 01.

Calcule el volumen del solido formado al rotar la regién limitada por
y=x3, y=02, y x=-1, alrededor del eje X.
Sea R la region limitada por y=x, y=-x y x=1. Calcule el volumen del

solido formado cuando ‘R gira alrededor de la recta x=-1

Suponga que el cuadrado definido por -1=x<1 y -1=x<1 gira alrededor
del eje Y. Demuestre que el volumen del solido resultante es 27.
Suponga que el triangulo cuyos vértices son (-1, -1); (0, 1) y (1, -1) gira

alrededor del eje Y. Demuestre que el volumen del solido resultante

es 231t.
3

Compruebe la férmula para hallar el volumen de una esfera girando el

circulo x2 — y2=a2 alrededor del eje Y.

La base de un sdélido tiene forma de una elipse con eje mayor de 20
unidades y eje mayor de 10 unidades. Hallar el volumen del sélido si
cada seccion perpendicular al eje es: un triangulo isésceles de 10

unidades de altura.
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Un cilindro de 5 unidades de radio corta una cuiha mediante dos
planos: uno es perpendicular al eje del cilindro, y el otro pasa por un
diametro de la seccién hecha en el primer plano y forma con este un
angulo de 45°. Hallar el volumen de la cuna.

Un triangulo equilatero variable se mueve de manera que su plano se

mantiene perpendicular al eje de las X, mientras que los vértices de
su base se apoya sobre las curvas y2=1 6ax e y2=4ax, situadas por

encima del eje de las X. hallar el volumen que el triangulo engendra

cuando se mueve del origen a los puntos cuya abscisa es a.

Dada la elipse ox? + 25y2=225, alrededor de esta curva se forma un

sblido de manera que todas las secciones planas perpendiculares en
el eje de las X son elipses cuyos focos estan sobre la elipse dada. Los
ejes mayor y menor son proporcionales a los de la elipse dada. Hallar

el volumen del sélido.

La superficie limitada por la curva y2=(x + 4)2 y su tangente en el punto

(12, 16) giran alrededor de las X. Hallar el volumen engendrado.
La seccion de cierto solido cortado por un plano perpendicular al eje

X es un cuadrado con extremos de una diagonal en las parabolas

y2=4x, x2=4y, hallar el volumen.
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CAPITULO VII

DEFINICIONES Y PROPIEDADES SOBRE
LIMITE Y CONTINUIDAD DE FUNCIONES
DE VARIAS VARIABLES REALES
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En Este Capitulo se Estudiara: FUNCIONES REALS DE VARIAS
VARIABLES: Definicion de Funciones de Varias Variables, Campos
Escalares, Operaciones con Funciones, Grafico de un Campo Escalar,
Limite de Funciones, Propiedades de los Limites, Limites Direccionales,
Limites Iterados, Funciones Continuas, Funciones Discontinuas,

Ejercicios Resueltos, Ejercicios Propuestos.
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Definicién 1: Una magnitud variable z se denomina funcién

uniforme de dos variables x e y, si a cada conjunto de valores de estos
(x, y) del campo dado, corresponde un valor unico y determinado de z.

las variables x e y se llaman argumentos o variables independientes y la

dependencia funcional se representa por:

Z=f(x, y); z=F(x, y), f(x, y, z)=0, etc.

Las funciones de tres o mas variables se definen de forma
analogo.

Definicién 2: Por campo de existencia o dominio de la funcién
z=f(x, y) se entiende a el conjunto de puntos (x, y) del plano XOY que
determinan la funcién dada, e.i, para los que la funciéon toma valores
reales determinados. El campo de existencia de la funcién representa
una parte finita o infinita del plano XOY, limitado por una o varias
curvas.

Definicion 3: Sea f una funcién de varias variables reales en R",
con n>1, la cual se define como;

f1 W o> R, WeR"

X - f( X)
Se dice que f es una funcién ya que )_(=(x1, X2, ceuens , Xn) y es real
porque f( X)eR

Ejemplo: || |/R™ = R, Norma Euclidea:

X 5| X|= \/x$+x§ +....+x§

| Is/R™ = R, Norma del Supremo
X o> || X||s=sup{[xi|/1<i<n}
Definicién 4: Se define la Funcién Proyeccion:
Pi: ®" > R, Vie[1, n]
X =(x1, X2, ...... , Xn) = Xi

Definicion 5: Se define la funcidén constante:
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C:R"H> R

RN > C

o c

R
La funciéon c tan ued# verse como un canal en el cual se
vierte todo el espacio

Definicién 6: Sea f: W — %, WcR" y g: W = R, WcR" dos
funciones de iRn entonces se definen:
(f+ g)x=f( X) + g( X) A WinWg —> R

=N

2. (F-g)x=f( X)+g( X) A WinWg > R

3. (fkgx=f( X) +g( X) A WinWg > R

(Foxe T2 W - (xews  Walg(x) = (0,0,....0))
g’ g(x) f
g
5. Si g: Wg »> R, donde WhcR, es una funcion, se define la

composicién (gof) (gof)y :Wgof — R/ (gof ) =g[f( x)],

donde Wgof ={x<sWfi/f(x)sWg}

Definicién 7: Se definen las Funciones Polinomiales a aquellas
funciones que se obtienen al combinar la funcién constante y la funcién
proyeccion, aplicando para ello las operaciones basicas: suma, resta,
multiplicacién un namero finito de veces.

Ejemplo: Sea f(x, y, z)=5x2y3 - 3xyzz + xz
funcién polinomial ya que f(x, y, z)=5P1P1P2P2P2 - 3P1P2P2P3 + P1P3P3
donde los coeficientes 5, -3 y 2 son funciones constantes.

2, se define como una
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Definicién 8: Se define la Funcién Racional como aquella funciéon

que se obtiene del cociente de funciones polinomiales combinados con

g - _N(x) .
la funcién constante y se denota por: C(x)= ﬁ’ es decir,

Wc={ X eRn/D(x)=0}

Definicién 9: Se definen las Funciones Algebraicas como aquellas

funciones que se pueden escribir como sumas, restas, multiplicaciones,
cocientes, potencias y radicales de funciones polinomiales.

Definicion 10: Se definen las Funciones Trascendentales como

todas aquellas funciones que no son algebraicas, entre ellas tenemos:
las funciones exponenciales, logaritmicas, trigonométricas, circulares,
e hiperbdlicas.

Ejemplo: La funcién dada por: f(x, y)=sen(x + y)e* * Y, define una

funcion trascendental

Definicién 11: Sea f un campo escalar de dominio W.

definimos el Grafico de f por el conjunto de puntos G definidos

por: G={(x, y)IXGW}gi)%'1""I y es posible representar G sin + 1<3, e.i. n<2.

En consecuencia solo se puede representar un grafico de una o

dos variables.

Si f: W - R con W, su grafico es el conjunto G={(x, y)/xeW,
y=f(x)<;912 que en general es una curva en el plano.

Si f: W - R con W, su grafico es el conjunto
G={(x, vy, z)eiR3l(x, y)/xeW, z=f(x,y)}g§R3, que en general es una

superficie en el espacio que en general es una curva en el plano.

Definicién 12: Una Curva de nivel k esta dada por la interseccion

del grafico G de f con el plano z=k, proyectada sobre el plano XY, e.i.es
el conjunto: {(x, y)eW/f(x, y)=k}, si k=0 la curva correspondiente se

llama traza.
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En general, el conocer las curvas de nivel no basta para

representar la grafica de una funcién G. la superficie z=x2 + y2, tiene

curvas de nivel x2 + y2=k t, que son circunferencias de centro en el

origen. Una forma sencilla de distinguir los dos graficos es obtener
intersecciones de G. con planos paralelos a los otros planos
coordenados (plano XZ, plano YZ). Nétese que lo que estamos
hallando es otras curvas de nivel vista de lados.

A continuacion se propone graficar una superficie para lo cual se
sigue un procedimiento bastante general, que permite obtener

informacion adicional, ademas de las curvas de nivel.

Definicién 13: Un concepto analogo al de curva de nivel surge

para funciones de tres variables, se trata del concepto de nivel de
frontera f. que no es mas que un conjunto de puntos del dominio de F,
e.i. {(x, y)eWfIF(x, y, z}=k.

Si u=f(x, y, z) la ecuacioén f(x, y, z)=k, keR (k fijo), defina a las

superficie de nivel de la frontera f.
Ejemplo: Sea u=x2 +y2 +22

Si hacemos u=k, x2 +y2 +22=k2 g0n las superficies de nivel que

representan esferas con centro en el origen y radio |k|.
Es bueno observar que si z=f(x, y) define una superficie, esta

puede expresarse como una superficie de nivel cero haciendo:
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F(x, y, z)=f(x, y)=0

Representar una superficie de nivel cero, es el mismo problema
de graficar z=(x, y), de manera que el procedimiento a seguir para
representarlo es general.

Desde el punto de vista practico es conveniente asociar el
problema de graficar superficies al de representar la ecuacién
F(x,y,z)+O0.

Definicién 14: un Cilindro es una superficie generada por una

recta que se nueve lo largo de una curva dada, de manera que se
mantiene paralela a la recta fija que no esta en el plano de la curva. La
recta que se mueve es una generatriz del cilindro y la curva se llama
directriz.

Teorema 1: el grafico de una ecuacion F(x, y)=k, en 3, es un
cilindro cuyas generatrices son paralelas al eje z y la directriz es una

curva en el plano XY.

Definicién 15: Sea f:p — R", pcR" y sea xo un punto de

acumulacion de pu, decimos que el namero L recibe el nombre de limite
de fen xqsi(Ve>0), (35>0)/(Vxep A 0<|| x - Xo[|<6 = [f( x) - L|<¢) y se
limf(x,y)=L

X

denota por
X —> X

Propiedades: Sea ke, Lq=limf(x,y) | ,=limg(x,y)
X —> Xy

X — Xq
1 limk =k

TX X
2 Iimkf(x,y):klimf(x,y):kL1

X —> Xo X —> Xo

lim[f(x,y)+ g(x,y)]=limf(x,y)£Limg(x,y)=L_ =L,

X — X X — X X — X
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4. My kg(x,y)]=limf(x,yxLimg(x,y) =L L,

X —> Xy X — X X — Xy

5 IJm [t(X,Y)Ig(X,Y)] :llmfﬁx,Y)llegjst) = L1IL2 > g(x!y) =0

X — Xo X —> Xo X —> X

. n
6. limifecy) = WMV _p o

X — Xo
X — Xpo

. limg(x,y) .
7. limifcy)pey = BV g g

X — Xo
X — Xo

lim(x2 + y2)seni
_ Xy

x — (0,0)

Ejemplo: Hallar

. 1
_ limx2sen— =0

Iim(x2 + y2)seni
Xy Xy

Solucién: lim
y—>0

X 50 x—>0

Definicién 14: Sea f:p » R", pgiRz, si y=h(x) es una recta que pasa

por el punto Xxg, x2=h(x1) e y=g(x) es otra recta que pasa por

limf(xh(x)) limf(x.g(x)), entonces, iMf(x) no existe, en

x0=x2=h(x1) y X > X, X 5 x) X o x)

caso de la igualdad no nos da ninguna informacion, a los limites de la

desigualdad anterior se les llama limites direccionales

: Xy
Ejemplo: Estudiar el Ijm x2 +y2

x - (0,0)

. 0
Solucién: Como el Domf=%2 - (0, 0)} y el IMf%Y)=5
x - (0,0)

consideraremos las rectas que pasan por el punto (0, 0), por ejemplo
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mx2
(1+m2)x2  1+m?2

y=mx, luego, f(x,y)=f(x, mx)= , donde vemos que el

limite depende de m, .-, el limite no existe.

Definicion 15: Si p(x)= o oY) y y(y)= 1Y) se definen los
1 1

limf(x,y) = |im('j'1f§’:,w) _ 'im(!f"ifg(x’Y)

X = (X,Y) x—>x1 y—>y1

limites iterados como: jsi o(x)y

y(y) existen y son distinto entonces, el limite no existe, si son iguales
no se puede decir nada sobre el limite

2
. X
Ejemplo: Estudiar el limite: lim y2 + x4
x — (0,0)
2 2
o i im—Y— [ _[1im ¥ | _
Solucioén: Si y=0 el y2 + x4 y2
x—0 x—0
y—>0
. y2 .0
o lim—— lim—
Si x=0 el lim/ '™ y2 +x4 |~ Im)54 =0
y—>0 X—=
x—0
) x2
Como los limites son distintos el limite lim y2 + x4 no existe
x — (0,0)

Definicién 16: f:p —» R", ucR" y sea xo ep un punto de

acumulacion de pu, decimos que f es continua en )_(0 si (V&>0),
(38>0)/(Yxep A 0<|| x - X0 ||<8 — [f( x) - f( X )|<¢) e.i. una funcién es
continua en el punto si cumple con las condiciones siguientes:

1. f( xo) esta definida

2. limf(x) existe
X = Xq
3. limf(x) = x,)

X — Xp
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La suma, la resta la multiplicacion, la divisién y composicién de
funciones continuas resultan funciones continuas.

Definicién 17: Decimos que f es discontinua en el punto si no se

cumple algunas de las condiciones de continuidad mencionadas
anteriormente.

Si falla la condicion 2, decimos que existe una discontinuidad
inevitable, si falla la condicién 3 la condicién 3 decimos que existe una
discontinuidad evitable y la funcion se redefine dandole el valor a la
funcion el valor al cual tiende el limite, por ejemplo una funcién es
discontinua en, pero el limite tiende a L, entonces la funcién se

redefine de la siguiente manera:
f(x,) si X= X0

f(x,y)=
|_1 si X= X0

0 si (x, y)=0
Solucién: Domf=®?2 — {0, 0}, estudiando los limites iterados:

I Xy

lim[ '™ -0
Si x=0, y2 +x2 |=
Xx—>0
y—>0

. X
o fim )
Siy#0, "M  y2 ,x2 |=
y—>0
x—>0
Cim—2Y | [jim XY
Como M " y2 , x2 |=lim y2 +x2 | no podemos afirmar nada

x—>0 y—>0
y—>0 x—>0

sobre el limite, estudiaremos los limites direccionales:
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2
f(x,mx)= — X

= , como el limite depende del valor de m,
x2 +m2x2 1+m?2
entonces el limite no existe y en consecuencia la discontinuidad es
inevitable.
EJERCICIOS RESUELTOS
1. Expresar el volumen V del cono en funcién de la generatriz x y del

radio de la base y.

Solucién: Aplicando la definiciéon del cono se tiene que:
V= %nyzh, h= \x2 -y2 = V= %ny2 YX2 —y?2

1

l4-x2 .y2

Solucién: Como lo que esta dentro de la raiz tiene que ser mayor

que cero, es decir, 4 - x? — y?>0 = x? - y?><4, que representan circulos

de radio 2, luego el campo de existencia de la funcion es: x2 - y2=4

2, Hallar el campo de existencia de la funcién: z=

3. Representar en los ejes de coordenadas el punto;=(1, 2, 3)6933

ei=1 = P2( X)=2

Solucion:
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4. Represente graficamente la superficie: z=f(x, y)= VX2 +y2

Solucion: Haciendo z=k obtenemos las curvas de nivel

X2 +y2=k2 o k=4/x2 +y2 que son circunferencias de radio |k| con la
traza en el origen y su representacion grafica es:

Y k=1
k=2

[k
y X

5. Represente graficamente la superficie dada por:

()

x2 _y2
fx, y)=Ivl, |~ oy

Soluciéon: Es una funcion: Wg{(x, y)efRzlszyz, x2 + y2¢0}, la
condicion x2 + y2#0 = (0, 0)¢ Ws. Por otra parte x22y? o lyl<Ix| =

-|x|<y<|x|, luego el grafico de Ws esta limitado por las rectas y=+|x|. por
lo tanto, se representara graficamente como:

Y

Y=|x| Y=|x|

Wt \l\h\,\ | Wi
N

Y=-x| V N Y=-|x|
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- - " x2 +4y
6. Represente graficamente la superficie dada por: C(x,y)= X2 -y
B PP +4P
Solucién: La funcién es racional ya que C(x,y)= ——— . con
2P1P1 -P2

We=f(x, y)€%R2/x? - y=0

Noétese que Wc es abierto en 932, no es acotado y su frontera es la
parabola Y=x2
7. Represente graficamente la superficie dada por: z= VX2 +y?

Solucién: buscamos los cortes por planos paralelos para los

planos XZ seran z= VX2 +y2 (haciendo y=k) corresponde a una rama
de hipérbolas situadas en los planos y=k, salvo el caso k=0 que
corresponde a un par de rectas en el origen.
Analogamente, si cortamos los planos paralelos al plano YZ
(haciendo z=k).
Z

\Z

innmu
o=N




327

Ahora, si x2 + y2 y hacemos y=k, obtenemos z=x2 + k2 que
corresponde a parabolas, para todo k.
V4

N7

k=2
k=1

Las diferentes vistas de los cortes de G con planos paralelos a
los planos de coordenados nos permiten obtener una representacion
de G.

X
Represente graficamente la superficie dada por: z=y
Solucién: Hagamos una rotacién de ejes con el fin de eliminar el
termino y.
Sean X’ e Y’ los ejes rotados
(x)_ (gosa senalx')_
y/~ \sena cosaly’/-
X=x’cosa - y’sena
Y=x’senc + y’cosa
Z=(x’)2cosasena + x’y’(cosza - senza) - (y’)2cosasena

2

Esta ecuacion estara libre del termino xy si cos“a - sen2a=0 =

™
seno=cosa = 0=45° o a= 2

Asi, 22=(x’)2 - (y’)z, reconocemos la ecuacion a la superficie
paraboloide hiperbdlico.

Estudio de la superficie:

1. Interseccion con los ejes: él y’=0 = x’=0

2. Simetria:
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a. Con los ejes, solo hay simetria en el eje z
b. Con los planos, la ecuacion se altera solo al cambiarse z por -z,

entonces hay simetria respecto de los planos X’Z, Y’Z
3. Curvas de nivel: Haciendo 2z=k, tenemos que la ecuacion (x’)2
- (y’)2=k, representa una familia de hipérbolas, salvo para k=0 (que

es la traza o corte de la superficie con el plano X’Y’).

A partir (x’)2 - (y’)2=0, se obtiene las rectas y’=tx’.

\/ y Y’=x’

N

Generalmente ayuda a obtener curvas de nivel por planos

paralelos a los otros planos coordenados. Asi, si hacemos y=k, la

ecuacioén 22=(x’)2 — k2| que representa una familia de parabolas y si

k=0, 22=(x’)2 en la traza con el plano X’Z.

Y4

NN
\V

Si hacemos x’=k, 2z=k? - (y’)2, representa una familia de parabolas.
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/1N

X1

Estas tres vistas permiten tener una visiéon de la superficie

estudiada.
2 (

L—

X Y’

2

8. Representar la superficie dada por: F(x, y)=y — x

Solucién a: La ecuacion de la directriz es y=x2, y por el teorema
1 se obtiene la representacion.

N |
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9. Representar la superficie dada por: F(x, y)=z — e™

Solucion b: En este caso la ecuacion a considerar seria:

F(x, y)=z — e y aplicando en teorema se tiene:
Y4

Y=e™

X // /
10. Probar usando la definiciéh que: im(x,y +3y)=0

X — (-3,2)

Solucidn: (Ve>0), (35>0)/(Vxep A 0<||x + 3, y - 2||<6<1 = |xy + y|<g),
como |xy + y|=|y(x + 3|=y|x + 3|, donde |x + 3|<§, |y - 2|<6 =
lyi=ly — 2 + 2|<]y - 2| + 2<5 + 2 = [xy + 3y|=|x + 3|}y|<5(5 + 2)=52 + 25, si

restringimos el §, buscamos >0 = §2 + 25<33, asi d<min( %) y

obviamente el menor de los dos cumplen ambas. Asi por ejemplo si e=2

entonces §= §>1 y tomamos 6< % si =4 = §= §>1 y tomamos 6<1y

asi 8< £
3
Xy
L=I m{—lrzmxy 5 }
11. Hallar por medio de las propiedades el limite: _ [ 3x2-5y
x - (1,2)
limxy
Xy w

X — (1,2

Solucion: liml _M2XY_ | _ i/ _In2xy x> (12)
3X2 '5y2 3x2 -5y2

x - (1,2) X = (1,2)
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X
lim2xy y lim1.2 2
lim x — (1,2) ~ 'n{ In2.1.2 }x—»(L2)_{In4 } _In4
3(limx)(limx)- 5[limy/? 3.1.1-5.12 3-20 289
x> (1,2)x > (1,2) x > (1,2)
In2x2y
12. Hallar por medio de las propiedades el limite: 2x + v/5y?
X— ('E ’2)
1.2
In2(-5) 2
e & et . im| M ———"——_¢
Solucién: Sustituyendo valores tenemos: 2(_;) 54
y > 22
x — (-1)

Xy
X< +y

13. Estudiar el limite de la funcion f(x,y)= en el punto (0,0)

Solucién: consideremos las rectas por el punto (0,0), de y=mx: luego

sz

f(x,y)=f(x,mx)= __m , como depende de m el limite no
(1+m?)x2  1+m

existe.

y2

V- +X

14. Estudiar el limite de la funcién f(x,y)= en el punto (0,0)

Solucidén: consideremos las rectas por el punto (0,0), de y=mx:

2,2 2
luego f(x,y)=f(x,mx)= m x - m , cuando x — 0, el limite

(m2 2

+x2)x2 m“ + X

tiende a 1, y si m=0 el limite tiende a o, por lo tanto el limite no existe
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2
15. Estudiar el limite de la funciéon f(x,y)= xzy en el punto
x4+y +Z
(0,0,0)
Solucién: si consideramos los limites iterados
limf(x,y,z)lim(x,y,z)lim(x,y,z) = limf(x,y,z)lim(x,y,z)lim(x,y,z) =...=0 que
x—0 y—>0 z->0 x—0 y—>0 z->0

no nos da ninguna informacion, si estudiamos el limite en las rectas

x=y=z=t, nos resulta que el limite nos da % por lo tanto, el limite no existe

Xy

X2 +y2

16. Estudiar la continuidad de la funcién: f(x,y)=

Soluciéon: Tenemos que ver si se cumplen las 3 condiciones, como
la funcion no esta definida en el punto (0,0) existe un punto de
discontinuidad en ese punto, veamos si el limite existe en ese punto, si
estudiamos la funcioén en la recta y=mx, vemos que el limite depende de

mx2

m, es decir f(x,mx)= - m por lo tanto, no se cumple la
(1+m2)x2 1+m?

segunda condicién y en consecuencia hay una discontinuidad inevitable
en el punto (0,0)

(x-1)(y -1)
Jox-1)2 < (y -1)?

17.  Estudiar la continuidad de la funcién: f(x,y)=
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Solucién: Tenemos que ver si se cumplen las 3 condiciones, como
la funcion no esta definida en el punto (1,1) no se cumple la primera
condicion, es decir la funciéon no esta definida en el punto (1,1), veamos
si se cumple la segunda condicién, vemos que la funcion en este camino
nos da si estudiamos la funcion en la recta y=mx, vemos que el limite

m(x-1)

depende de m, es decir f(x,mx)= , que va hacer igual a o, para

1+m
cualquier valor que tome m cuando x — 1, por lo tanto, no nos da ninguna
informacion, apliquemos la definicion de limite, Sea (g>0) (56>0)/0<
Hx—1,y—1||<8 =

ey | eyt [ty
-2+ (y-1)2] Jx=1y-1" [x-1,y-a

=|x-1,y-1 basta tomar

6<e y asi el limite tiende a 0 y en consecuencia hay una discontinuidad

evitable en el punto (1,1) y la funcion se redefine de la siguiente forma:

D=1 6 xy)#1,1)
Jix=1)2 + (y-1)2

A

f(x,y)=
0 si (x,y)=(1,1)
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EJERCICIOS PROPUESTOS

1. Hallar f(%, 3) y f(1, 1), si f(x, y)=xy + X
y
2. Determine y represente graficamente el dominio de las siguientes

funciones:

a. f(X, y)=,/4x2 -y b. f(x, y): /xy-z C. f(X, y)= sen-1 2)(_y

X+y

f(x, y, z)= a2 -2 e. f(x,y z)=sen'1
b2 -,/c2-(x+y)2
f. f(x, y)=In\y2-2x + g. f(x, y)=+/sen(x2 +y2)
X2 -y

3. Grafiar las superficies definidas por:

X + sen'1y +sen’lz

2 2 2
a 2232 + y2 b. x2+y2—1622=0 c. X2ty +z® _
a2p2c2
2 y2_52 2,72
X4 +y4 -2z “1e. X< +z -1 ¥ z=6—(2x2+y2) g.x2+y2=ax,a>0
a2b2c¢2 p2q2
h.x - y+2z=4

4. Grafique las superficies de nivel de las funciones:

a. f(x,y,2)=yx2+y2+22 b. f(x,y,2)=x2 +y? -z

2

5. Calcule los siguientes limites (use las propiedades de limites, si ello

es posible)
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2
limx3y2 | lim(x2 +2x-y) Iimxysjnx g fim 2" 5
- . - . X< +y
x — (-1,3) x — (1,1) x - (0,1) ;_>(o,0)

2 3 Insenxy

limx—Y ﬁmx—i—i!il- I 2x +y

y2+x4 f X2 +(y+1)2 9
— — - T
x — (0,0) x — (0,1) X - (1,5)
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CAPITULO VIII

DEFINICIONES Y PROPIEDADES SOBRE
DERIVADAS DE FUNCIONES DE VARIAS
VARIABLES REALES



337

En este capitulo se estudiara: Derivadas Parciales, Incremento
Total, Diferencial Total, Derivadas Paramétricas, Cambio de Variables
En Derivadas de Primer Orden, Derivadas Parciales de Orden Superior,
Diferenciales de Orden Superior, Diferenciales Exactas, Derivadas
Dadas en Forma Implicitas, Jacobiano, Cambio de Variable que
contienen Derivadas Ordinarias, Cambio de Variable que contienen

Derivadas Parciales, Ejercicios Resueltos, Ejercicios Propuestos.
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Definicion 1: Sea )_(=(x1, X2, vuue xn) Vi=1, 2, ....n, que es

equivalente a considerar para n=2, x1= X, x2=y, para n=3, X1=X, X2=y,

X3=z, para n=4, x1= X, X2=y, X3=z, X4= U, ... y asi sucesivamente.

Definicién 2: Si z=f(x, y) se define las derivadas parciales de z con

respecto a x y z con respecto a y como:

5z . f(x+Ax,y)-f(x,y) 0z . f(x,Ax+y)-f(x,y)
—_ =lim Ax Y 5y =lim Ay , La cual se
Ax —> 0 Ay -0

obtienen derivando a z con respecto a x manteniendo a y como una
constante y a z con respecto a y manteniendo a x como una constante.

Podemos cambiar a Ax por h y Ay por k con lo que las derivadas

oz _ lim f(x +h,y)-f(x,y)

parciales quedan expresadas como: 5x h
h—>0

6z _ lim f(x,k + ):()— f(x,y)

k—>0

Definicién 3: Se llama incremento total de una funcion z=f(x, y) a la

diferencia Az=Af(x, y)=f(x + Ax, y +Ay) — f(x, y)

Definicion 4: Recibe el nombre de diferencial total de una funcion

z=f(x, y) a la parte principal del incremento total Az lineal con respecto a
los incrementos Ax=h y Ay=k. La funcioén tiene diferencial total cuando
sus diferenciales totales son continuas. Si la funcién tiene diferencial
total se llama diferenciable y Ax=dx, Ay=dy y su ecuacion es:

dz = :—de + ?dy que es la diferencial total de la funcién z=f(x, y).
X y

Analogamente para una funcion con tres variables independientes se

tiene que la diferencial total es: du = @dx +@dy +@dz
ox oy oz
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Definicién 5: Cuando |Ax| y |Ay| son suficientemente pequenos y

por lo tanto, suficientemente p=.Ax2 + Ay?2 para la funcién

diferenciable z=f(x, y) se verifica la igualdad aproximada Az~dz o sea
ou

AZ = @Ax+—Ay
ox oy

Definicién 6: Si z=f(x, y) es una funcién diferenciable de los

argumentos x ey, que son a su vez funciones diferenciables de una

variable independiente t, es decir depende de un parametro t, x=¢(t) e

y=y(t), entonces la derivada compuesta (paramétrica) de z=[¢(t), v(y)] se
dz 52 5x 52 by

expresa por la formula: — = + ——-, en el caso particular que t
dt oOx 6t oy ot

coincida con uno de los argumentos x e y, por ejemplo con el

. dz 0z ©0zdy
argumento x, esta funcién se expresapor: —=—+ ——
dx ox Oy ot

Definicién 7: Si z una funcién compuesta de varias variables. Por

ejemplo z=f(x, y), donde x=¢(X, y) e y=y(Xx, y) son variables
independientes, f, ¢, v son diferenciables, entonces las derivadas
parciales de z con respecto a u y v se expresan por:
dz_828x 828y
du Oxdu dydu
dz_528x 625y
dv dxov Odyodv
En todos los casos examinamos que se verifica la formula:

dz = :—de + ?dy propiedad de invariabilidad de la diferencial total
X y

Definicion 8: Se define la derivadas parciales de orden superior de

la funcién z=f(x, y) a las derivadas parciales de sus derivadas de primer
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5 (dz) &2z . i
orden y se expresan: — | — |=—— Derivada parcial de z con respecto
ox | Ox Ox2

a x, luego la volvemos a derivar con respecto a x

5 (dz) &2z . .
— == Derivada parcial de z con respecto a x, luego la
ox | dy ) Oxdy

volvemos a derivar con respecto a y

5 (oz 52z . i
—| == Derivada parcial de z con respecto a y, luego la
oy (Ox ) ©Oydx

volvemos a derivar con respecto a x

2
% [Ej = 8%z Derivada parcial de z con respecto a y, luego la
Sy 8y ) &y2

volvemos a derivar con respecto ay

Definicion 9: Recibe el nombre de diferencial de sequndo orden de

una funcién z=f(x, y) a la diferencial de la diferencial de primer orden de
dicha funcién y se denota por dzz=d(dz), analogamente se determinan
las diferenciales de orden mayor que dos, e.i. d3z=d(dzz) d"z=d(d"'1z)

Si z=f(x, y) donde x e y son variables independientes y f tiene

derivadas parciales continuas de segundo orden de la funcion z se

) , 9 52z 9 52z
calcula mediante la formula: d<z=——dx< +2
Ox2 Sy dx

2

dxdy + Edy2 Y

Sy2
en general cuando existen las correspondientes derivadas se verifica la
férmula simbdélica:

n

dnz = idx + Edy

Ox oy

Definiciéon 10: Diferenciales exactas, puede suceder que la

ecuacion diferencial se escriba en la forma p(x, y)dx + q(x, y)dy=0,

si esta ecuacion es una diferencial exacta de cierta funcién u(x, y), es
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decir, u(x,y)=p(x, y)dx + q(x, y)dy, donde du(x, y)=0, debe cumplirse la
condicién de Euler:

S5P(x,y) 3Q(x,y)
8y  dx
8P(X,Y) 4, , 8QX,Y) , SP(x,y) 8Q(x,y) _

y e = p(x, = q(X,
™ y Sy p(x,y) y ™ a(x,y)

,» si du(x, y)=p(x, y)dx + q(x, y)dy =

du(x, y)=

Donde u(x, y)=jp(x,y)dx + y(y), al calcular Ip(x,y)dx, la magnitud

y se considera constante, por eso y(y) es una funcién arbitraria de y.

Para determinar la funcién y(y), derivaremos u(x, y) con respecto a

3q(x,y)

y, teniendo en cuenta que 5
y

=q(x,y) , es decir, la funcion

E[\|'p(x,y)dx]+d—lIJ =q(x,y), si despejamos dy nos queda:
oy dy dy

dy =q(x,y) - 5 [[p(x,y)dx], ahora si integramos con respecto a y,

dy oy
o) .

tenemos que w(y)=j[q(x,y)— 6—[jp(x,y)dxﬂdy + C, por ultimo
y

sustituimos el valor de y(y) en la ecuacién u(x, y), con lo cual
encontramos la soluciéon general de la ecuacion diferencial exacta o de
la diferencial total:

5
oy

u(x y)=| [p(x,y)dx+ | {q(x,w- Up(x,y)dx]ﬂdy +C

En conclusién para resolver una ecuacién diferencial total
seguiremos los siguientes pasos:

1. Verificamos que se cumpla la condicion de Euler, es decir, que

5p(x,y) _ 8a(x,y)
oy X
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Se integra la funciéon u(x, y) con respecto a x manteniendo a y
constante

Se deriva la funcién que resulto de integra a la funcién u(x, y) con
respecto a y, considerando a la constante de integracion como una
funcion estrictamente de y

Se iguala la derivada de u(x, y) a la funcidon q(x, y) y se despeja la
constante dependiente de y

Se integra con respecto a y para obtener el valor de la constante que
depende de y

Se sustituye el valor de la constante en la funcion u(x, y) que se
obtuvo al principio cuando integramos con respecto a x

Definiciéon 11: Diferenciales exactas para el caso de tres variables

independientes P(x, y, z)dx + Q(x. y, z)dy + R(x, y, z)dz tiene que

cumplirse la condicién :

6P(x,y) _3Q(x,y) BR(x,y) 3Q(x,y)
oy 5x ~ dy 5z

8P(x,y) _ 8R(x,y)

oZ ox
Definicién 12: Si una ecuacion f(x, y)=0 donde f(x, y) es una

ecuacion diferenciable de las variables x e y, determina a y como una

funcion de x, la derivada de esta funcidn dada en forma implicita

dy f'(x.y)

siempre que f'y(x, y)=0 puede hallarse por la formula: —= =

dx f, '(x,y)

Las derivadas de érdenes superiores se hallan por derivacion

sucesiva de la formula anterior.

Definicién 13: Si la ecuacion F(x, y, z)=0, donde F(x, y, z) es una

funcion diferenciable de la variables x, e y, y z, determina z como

funcién de las variables independientes x e y Fs.’(x, y, z)#0, las
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derivadas parciales de esta funcién dada en forma implicitas vienen

dada por las formulas:

5z _ f,'(x,y,2)
ox f,'(x,y,2)

5z fy'(x,y,2)
oy f,'(x,y,2)

Otra forma para hallar las derivadas de las funciones de z es la
siguiente: diferenciando la funciéon F(x, y, z)=0, obteniéndose:

oF oF oF 6z 0z

—dx+_—dx+_—dx=0 i C—y —
5x 5y 52 de donde se puede determinarday .. ax Y By

Definicion 14: Si en el sistema de dos ecuaciones:

F(x, y, z, u, v)=0

G(x,y, z, u, v)=0

Se determina u y v como una funcién diferenciable de las
variables x e y se resuelve obteniendo el jacobiano

oF oF

D(F;G) _[5u av
D(u,v) (3G 3G

ou ov

# 0 las diferenciales de estas funciones se pueden

hallar de las siguientes ecuaciones:

§de+§Edy+§Edu+§Edv:0
ox oy ou ov

4
de+§dy+§du+ﬁdv =0
ox oy ou ov

* Definicién 15: Si la funcién diferenciables z de las variables x e y

se dan en forma paramétrica x(x(u, v)) e y=y(u, v) y z=z(u, v) y el
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oF oF

i . D(F;G) _[5u &v . . .
= * 0 A
jacobiano f D(u,v) |3G 3G la diferencial de esta funcién se puede

ou ov
hallar del sistema de ecuaciones:

dx = 6—xdu + a—xdv
ou ov

) dy = ﬂdu + de
ou ov

dz = Edu + zdv
ou ov

\
Conociendo la diferencial dz=Pdx + Qdy hallamos las

derivadas parciales 8z =Pfy %z =Q
ox oy

Definicion 16: Cuando se cambian las variables en las expresiones
diferenciales, las derivadas que entran en ellas deben expresarse por
medio de derivadas con respecto a las nuevas variables, aplicando para

ello la regla de diferenciacion de funciones compuestas.

EJERCICIOS RESUELTOS
1. Dada la funcién z(x, y)=xy2 — 2xy + y2 hallar las derivadas parciales

de z con respectoaxey

(x +h)y2 —2(x + h)y + y2 -xy2 + 2xy - y?2

.. oz .
Solucién: X lim

h
h—0
E_"mxy"’+hy2—2x—2yh+y2-xy2+2xy-y2
ox h—0 h
5z .. hy2 -2yh 6z .. h(y2-2y) &z 5z
Z _jim YYD L 0% iy VA 0z o 22 _viy-
Bx h  — &x h  ~ 3x 2y = 5, "Yv-2)

h—->0 h—>0
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(23 _lim x(y+k)2 —2x(y +Kk) + (y + k)2 -xy2 + 2xy - y2
k
k—>0
8z i xy2 + 2xyk+ xk2 -2xy -2xk + y2 + 2yk + k2 - xy2 + 2xy - y2
- k

=

=

k—>0

oz .m2xyk+ xk2 - 2xk + 2yk + k2 5z _ i k(2xy + xk - 2x + 2y + k)

— =1 =1
By k = By k =

k-0 k—>0

E=2xy-2x+2y E:2(xy-x+y)
) oy

y =
2.  Hallar el incremento y la diferencial total de la funcién:

f(x, y)=x? + xy - y?)
Solucién: f(x + h, y + k)=(x + h)Z + (x + h)(y + k) = (y + k)2 =
f(x + h, y + k)=x2 + 2xh + h? + xy + xk + hk — y% — 2yk — y* =
f(x+h,y+ k)=x2+xy—y2+ (2x + y)h + (x—2y)k+(h2 + hk—k2)
La diferencial total es: df=(2x +y)h + (x — 2y)k y el incremento total

es: (h? + hk — k?)
3.  Hallar la diferencial total de la funcién: f(x, y)=/x2 +y2

X y _ xdx+ydy

+ =
Ux2+y2  x2+y2  |x2+y2
4. La altura de un cono h=30 cm., el radio de la base 10 cm. ;Cémo

Solucion: dz =

variara el volumen de dicho cono si la altura aumenta 3 mm. Y el

radio disminuye 1 mm.

Solucién: Datos: h=30 cm. r=10 cm. Ah=3 mm.=0,03 cm. Ar=-1
mm.=0,01 cm., como el volumen del cono es:

V= % nhré~AVe= % n(Ahr=+2hAr) = AVc=% 7(100x0,3 — 2x30x10x0,1)

cmi. = AVc=%n(30-60) cm3. = AVe=-10n cm®.

5.  Hallar si z=e®* * %Y, donde x=cost e y=t2
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Solucién: 22 = 3e3% *+ 2y 82 _ ge3x+2y , o =-sent, y X ot
ox oy ot ot
dz

— =_3sente3X +2y 4 2te3x +2y — (2t-sent)e3x +2y

6. Hallar la derivada parcial g_z y la derivada total :_z si z=e*Y donde
X X

y=o(x)
Solucidn: dz =(y + xo(x))e™ y %z =yeXy
dx ox

7. Hallar %z yE si z=f(x, y) donde x=uv e y= u
u - ov '

Solucién: z=f (x,y);6—2=f (x,y)
- Ox Xx oy x

6z . O _ . % 1. % _u,
Su v  8du v &v y2’
5z

Su

oz u
—=f X,y)u-
v XY) 2

8. Demostrar que la funcién Z=(p(X2 + y2) satisface a la ecuacién

Zf (YN (xy)
X vy

f (x,y)
y

6z oz
=X =

—=0
ox oy

y

Solucién: %z =2x¢' (x2 +y2)
Ox X

0z

:2 v x2+ 2
By ycoy( y*4)
%2 _f (xyVif (xy)
ou X vy

2xye’x(x? + y?) - 2 xy@'y(x? + y?)=2xy[¢’x(x? + y?) - ¢’y(x? + y?)*=2xy.0=0
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9. Hallar todas las derivadas parciales de segundo orden de la funcion

z=tg'1£n
y
Solucien; 2211 __ % __ y
1+ —
y2
oz X 1 oz X
3y v2_ x2 8y  x2+iy2
y y 1. %% X4 +y
y2
62z 2xy
ox2 (x2 +y2)2
52z 2xy

dy2  (x2 +y2)2
522 B (x2 +y2)_2y2 B x2 _y2
5x8y  (x2+x2)2  (x2+x2)2
52z  (x2+y2)-2y2  x2.y2
By5x  (x2+x2)2  (x2 +x2)2
Nota: si la funcién es continua entonces se cumple la siguiente
52z 82z
oxdy - Oydx
10. Hallar las diferenciales totales de primer y segundo orden de la

identidad como puede notarse en el ejemplo anterior d

funcién: z=2x2 - 3xy — y2

Solucién: 2% — 4x -3y
ox

%z =-3x -2y
oy

o5x2
dy2
52z 82z

oxdy - oxdy -

-2
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dz=(4x -3y)dx — (3x + 2y)dy
d2z=4dx? -6dxdy -2dy?

11.

12.

Hallar la solucion de la diferencial total:

(x +y + 1)dx + (x — y? + 3)dy, aplicando los pasos descritos
anteriormente tenemos:
Solucién: Veamos que se cumple los pasos:

p(X, Y)=x +y + 1= 5";”’ =1, q(x, y)=x -y + 3 = =1, por lo

3q(x,y)
oX

tanto, se cumple la condiciones de Euler
u(x )= [x+y+1)dx +w(y) = u(x, y)=2 32 + Xy + X+ y(y)

Hallamos la derivada de u(x, y) con respecto a y, el cual lo igualamos

a q(x, y), es decir, su(x,y) =X + dy =X —y2+3 =
8y y

d_lp—_yz + 3

dy

Integramos la funcién obtenida con respecto a y, \|;(y)=J(3-y2 )dy
— 1 3

= y(y)=3y - A C

Sustituimos el valor de y(y)=3y - %y?’ + C en u(x,y), es decir,

u(x, y)=%x2 + xy + x + 3y - %y‘"‘ + C, como la funcién u(x,y) es una

diferencial exacta tenemos que u(x, y)=0 =
3x2 + 6xy + 6x + 18y - 2y3 + C=0

Dada la expresion (3x2 + 3y+- 1)dx + (z2 + 3x)dy + (2xz + 1)dz

determine que es una diferencial exacta.



Solucién: P=3x2 + 3y+- 1, Q= 22 + 3x y R=2xz + 1
O 0,9 5,09 5 8Q_,, R_4, R_y,
ox 6y ox oz ox oy

se cumple la condiciones de Euler
1. £=3x2 +3y-1

ox

2. u(x,y)=J'(3x2 +3y —1)dx = x3 +3xy—x - ¢(y,2)

3. dulx,y) _ 3x+

"(y,2z) = 22
Sy Py (¥,2)

4. J.(3z2 )dy = 22y + ¢(2)

5¢ _ " "
5. E_Zzy+goy =2xz+1 = ¢y =1

6. f(dz=z+C:>go(z)=z+C
Es decir, u(x, y)= x3 +3xy—x +z2y +z+C

2
13, Hallar ¥y 97 si (x2 + y?)2 — 3(x2 + y?) + 1=0
dx ° dx2

Solucién: 2(2xdx + 2ydy)( x2 + y2) — 6xdx + 6ydy=0 =
[(4x( x2 + y?) — 6x]dx + [4x( x2 + y2) — 6y]dy=0 =

dy 6x-4x(x2+y2) 2x[3-2(x2+y?)] x :dzy__ydx-xdy:>

dx 4y(x2 +y2)-6y -2y[3-2(x2+y2)] y dx2 y2
dy n 2
a2y Y X YTy y2ax

6z oz 2
14. HaIIar ax Y 5x si x 2y + 322 —-yz+y=0

349
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‘s oz 2x
Solucién: f'x=2x + 6y, fy=-dy—z+1y fx=6z -y = P vy
6z 4y+x-1 o
5_x = W , otro procedimiento:

-2xdx + (4y +z-1)dy

2xdx + 4ydy + 6zdz — zdy — ydz + dy=0 = dz = y_62

dond 6z  2x 6z  2x
onde sx y—62y6x y -6z

15. Dadas las siguientes ecuaciones u + v=x + y, xu + yv=1, se desea

det i funci d hall ,Qu Bu dv
eterminar u y v como funciones de x e y, hallar: . 5y’ ox’
v
y 5y
Solucién: Derivando ambas ecuaciones con respecto a x se obtiene:
ou Oov
—+—=1
ox Ox

u+x—u+y6—v—0d dond
ax Y Bx e donde

Su_ u+y dv_u+x " t@__v+y &v _v+x
Bx x—y Bx x_y,anaogameneay x—y By x-y
16. Lafuncidén z de los argumentos x e y viene dada por la ecuaciéon x=u

6z 0z

242 3448 (u=v), hallar: — y—
Ox

+ v, y=u© + v<, z=u

Solucién: dx=du + dv
Dy=2udu + 2vdv

3udu + 3vadv

2v -1
du| {—ZU 1} 1 (2v - 1)dx
{dv}  2v-2u  2v-2u {(1—2u)dy}
du — 2vdx —-dy dv — - 2udx + dy
2v—2u 2v-2u
dz - 6u2vdx - 3u2dy - 6uv2dx + 3v2dy

2(v—u)
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5z 6u?v-6uvZ 3uv(u-v) _ 0oz

—= = —=-3uv
ox 2(v—u) (v—u) ox
6z -3u2-6uv2 &5z 3
— = > —=—(u+v)
oy 2(v—u) ox 2
d? d d
17. Transformar la ecuacion bX _y+[ yj %Y _ 0 tomando y como
dx?2 dx dx
argumento y x como funcién
Solucién:
d2x d2x
dy_1 _d?% d 1) d)1|dy__ dy? 1 __ dy?
COMO 4x ~dx dx2 dx| dx | dy| dx |dx dx )2 dx dx
dy dy dy (dtj dy ( dt j
sust_ituyendo_estos valores en la ecuacién dada se tiene:
d2x ,
2 2
X=|- dy3 + 13—di:0 :>x:d)2(—1+(d—xj
dl dl ax dy dt
lat) | lat) 9

18. Transformar la ecuacion de las vibraciones de la cuerda

52u _, 52u . . .
—, =2 _— (a#0) a unas nuevas variables independientes y w,
5t2 Ox2

donde y=x — at, w=x + at

Solucién: buscamos las derivadas parciales de u con respecto a x y
t por medio de derivaciones parciales de u con respecto a y w. aplicando
las férmulas de derivacion de funciones compuestas.

ou 6u6y Sudw ou 6u6y ou dw

Sudy  5udw
5t oy ot ow ot Y ox oy ox  ow ox °optenemos:

ou ou ou (BU 6uj
—=-a—+a—=a ———
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6U 6u l+ﬂl_@+ﬂl | deri li d t
YUax 5y sw oy ow volvemos a derivar aplicando estas

féormulas:
52u _ 5(5uj 6(6u)6y 5 (6uj5w o 8% 3% (Ca)+ 52u 3% |
5t2 ot ot/ ot\ot)dt oOw\ ot ot dydw &y2 w2 dydw

52u a2 52u 52u  52u
= -2 +
5t2  (5y2 oydw dw?2

52u _i(auj 5 (6uj6y 5 (6uj6w_ 52u  ®%u |, ( 8% 5%

5x2 Ox\dx) O&y\dx/dx ©Bw(dx)dx |5&y2 Sydw | dydw w2

52u  B82u 52u  d2u
= - +

5x2 ody2 dydw ow?2’

62u 52u 62u 52u 52u  &2u
-2 =a2 +2 +

6y2 Syow  dw?2 5y2 dydw w2

sustituyendo en la ecuaciéon dada tenemos:

52u
oyow

j o bien =0
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EJERCICIOS PROPUESTOS
7. Hallar las derivadas parciales de las funciones:

X- senY
y d. Z=e X e.

a. z=x°+y3-3axy b. z=x¥ c. z=

2 2 -
z=,x2-y2 f. z=sen’! §2+i2 g. z=\x2_-y2 h, z= x\/;a i.

z=In(x + (x2+y2) j. z=tg™

8. Hallar 21 (2,1) y 21 (2,1), sifix, y)=_|xy+>
ox oy y

& Bx
or Od¢| . _ _
9. Calcular sy oy , Si X=rseng e y=rcoso
or 0o¢p
10. Demostrar, que xE + yz =2, si z=|n(x2 + xy+ y2)
Ox oy
y
11. Demostrar, que xZ + yz—ny-kz,, si z=xy + xeXx
ox oy
12. Demostrar, que @ du @ =0,, si u=(x - y)(y — z)(z — x)
ox 6y z
13. Demostrar, que @ + @+@:1,, Ssi u=x + X"y
ox 0oy oz y-z

14. Hallar las diferenciales totales de las siguientes funciones:

a. z=x°+ y2 -3xy b. z=|n(x2 + y2) C. z=x2y3 d. f(x, y)=In(1+ 1)
y
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15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22,

23.

2=
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- y2
x2 +y2

11 -1y 2 y

+tg g. z=sen“x+ coszy h. z=Intg —-
X

f. z=ctg”

Hallar (;—l:, si u=|nseni, donde x=3t2, y= Vt2 +1

Jy

Hallar (:i—l:, Si u=;, donde x=rcost, y=rsent, z=h

VX2 +y2

Hallar %z _z, si z=,,si z=tg'1 1, donde z=usenv e y=ucosv
ox oy X

2 2 2
Hallar 5 Z, 6%z , 5 z,si z=In(x2 +y)
5x2 Oxdy oy2

Hallar 6_(0 0) (0 0), (0 0), si f(x, y)=(1 + x)™(1 y)".

2_y2

Demostrar, f(x,y)= xy que para la funcion con la condicion

2+y2

2
(0,0) =1, 2% (0,0) = +1
Oydx

2
complementaria de (0, 0), tenemos 5%z
oxdy

Demostrar, que la funcién z = X(p(—yj+l//(lj satisface a la ecuacion
X X
2 2 2
x2—+2xyaz+ 8%z =0
x2  oxdy 6y2

Hallar d3z, si z=xeXcosy

Después de comprobar que las expresiones que se dan abajo son

diferenciables exactas de ciertas funciones, hallar estas funciones:
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b.

24,

25.

26.

27.

28.
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(cosx + 3x2y)dx + (x3 - y2)dy

;dx + #dy
[x2 1 y2 [x2 1 y2

(2x +y + z)dx + (x + 2y + z)dy + (x + 2y + 2z)dz

1.z dx + 1_x dy +(—1—ijdz

2
Hallar dy y d_y, si y=x + Iny
dx

dx?2

6z oz .
Hallar — y —, si xcosy + ycosx + zcosx=1
ox ~ oy

Las funciones y A z de la variable independiente x se dan por el sistema

de ecuaciones: xyz=a, x + y + z=b, hallar: dy, d2y, d?z

2
2)9%Y 9 ~9 poniendo x=cost

Transformar la ecuacion (1 — x
dx?2 dx

Escribir las ecuaciones de los planos tangentes y de las normales a

las siguientes superficie en los puntos que se indican:

Al paraboloide de revolucion z=x2 + y2, en el punto (1, -2, 5)

2 2 x2
Al cono x—+x——x—:0,en el punto (4, 3, 4)
16 9 8

A la esfera x2 + y2 +z2=2rz en el punto (rcosa, rsena, r)
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30.

31.

32.
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Demostrar, que la ecuacion del plano tangente a la superficie

2

central de 2° orden ax? + by2 + cz“=c en el punto M(xo, yo, z0) tiene

la forma axox + byoy + czoz =k

Dada la superficie x2 + 2y2 + 3zz=21, trazar a ella planos tangentes que
sean paralelos al plano x + 4y + 6z=0
Hallar en la superficie x2 + y2 - 22 - 2x=0 los puntos en que los planos

tangente a ella sea paralelo a los planos coordenados
Determinar los puntos maximos y minimos local y los de silla, si

existen, de las funciones definidas por:
f(x, y)=2x — x2y2 -2y-3

xy+1
X+y

f(x, y)=
f(x, y)=3x2 + 2y2 - 8x — 2xy + 6y
f(x, y)=2y3 - 6xy — 2x3

f(x, y)=50 - (x - 5) - (y -5)*

f(x, y)=x3 — 27xy + y3 — 15x2

X
X+y

f(x, y)=

xy—4
f(x, y)= =2

X-y
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34.
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x2 +
f(x, y)= =¥
y+1

f(x, y)=4x3 +6x2 + 2y3 - 3y2 -24x +7
Demuestre que las funciones definida como sigue, tienen un minimo
local en los puntos sefalado en cada caso:

x3 + y2 — 6xy — 39x + 18y + 20 en (5, 6)

3 3
X% + xy +y? + 2% 2 en (a¥3 ,a¥3)
X Yy

x* + x4 - 2x2 - 4xy - 2y2en(\/5,x/5)y(-\/5,-\/5)

Determinar los puntos maximos y minimos local, si existen, sometidos

a las condiciones dados en cada caso, de las funciones definidas por:
f(x, y)=2x + 3y, sometido a x2 + y2 =4

f(x, y)=3(x2 + y2) + xy sujeto a x + 2y=5

f(x, y)=4xy — x2 - y2 sometido a x? + y2 =8

f(x, y)=3x2 - 3xy + 6y2 sujeto a x + 3y=44

f(x, y)=x2 - 2y2 + 2xy + 4x sometido a 2x — y=0

f(x, y, z)=xyz sometido a x + 2y + 3z=18

f(x, y, zZ)=x + 2y + 3z sometido a x2 + y2 +z2=25

2

f(x, vy, z)=x2 + y2 + 2z sujetoax-y+z=1
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35. Sabiendo que la funcion definida por f(x, y, z)= alcanza un valor minimo

sometidoax+y=3yey-z=-2
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CAPITULO IX

APLICACION DE LAS DERIVADAS DE
FUNCIONES VARIAS VARIABLES AL
CAMPO DE LA INGENIERIA
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En este capitulo se estudiara: Plano Tangente y Normal a una
Superficie, Maximo y Minimos Absolutos, Maximo y Minimos Locales o
Relativos, Maximo y Minimos Condicionados Matriz y Determinantes
Herssiana, Matriz y Determinantes Herssianas Condicionadas,

Ejercicios Resueltos, Ejercicios Propuestos.



361

Definicion 1: Se define el plano tangente de una superficie en el

punto P (punto de contacto) el punto en que estan situadas todas las
tangentes en el punto P, a las curvas en dicha superficie que pasan por
este punto.

Definicion 2: Se define la normal a una superficie a las rectas

perpendiculares al plano tangente en el punto de contacto P.
Si la ecuacion de la superficie esta dada de forma implicita en un
sistema de coordenadas cartesianas z=f(x, y) donde f(x, y) es una

funcién diferenciable, la ecuacién del plano tangente en el punto

P(xo0, yo, z0) a la superficie sera:

6z 0z
Z-20= & (xo, yo)(X - x0) + a(xO, yo)(Y - ¥0), aquiy X, Y, Z son las

coordenadas variables de los puntos del plano tangente.
La ecuacion de la normal tiene forma:
X - X y-y z-2z
0 - 0 - 0 donde X, y, z son las coordenadas
oz oz -1 i

X (x»¥,) 5Y(xo,y0)

variables de los puntos de la normal.

Definicién 3: En el caso de que la ecuacion del plano tangente de

la superficie este dado en forma implicita F(x, y, z)=0 y F(xo, yo, z0)=0 las

ecuaciones anteriores tendran las formas:
oF oF oF
a (xo, yo, zo)(X = X0) + 6_y (xo, yo, zo)(Y - YO) + a (xo, yo, zo)(X - X0) =0 y

X=X - Z-X
0 yyO 0

5F ~BF ~BF

5x sy 5x
(xoiyo!zo) y(xo,yo,zo) (Xo,yo,zo)

Definicidn 4: Sea f una funcién tal que f: U - R A z=(x, y), donde

Ugmzy sea D un conjunto tal que DcU, ademas sean los puntos
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Po(xo, yo) P1(x1, y1), tales que (xo0, yo)eD (x1, y1)eD, decimos que (x0, yo0)

es un punto maximo absoluto de D en f si y solo si V(x, y)eD, f(x,

y)<f(xo0, yo) y (x1, y1) es un punto minimo absoluto de D en f si y solo si

V(x, y)eD, f(x, y)=f(x1, y1)

Definicién 5: Sea f una funcioén tal que f: U - R A z=(x, y), donde

Ugmzy sea D un conjunto tal que DcU, ademas sean los puntos
P(x, y), Po(xo, yo) P1(x1, y1), tales que (x, y)eD, (xo0, yo)eD (x1, y1)eD,

decimos que (x0, y0) es un punto maximo local o relativo de D en f siy

solo si 36>0 talque f(x, y)<f(xo0, yo0); V(x, y)eD tal que d(P, P0)<é y (x1, y1)

es un punto minimo local o relativo de D en f si y solo si 356>0 talque f(x,

y)=f(x1, y1); V(x, y)eD tal que d(P, P1)<é

z

a

f(x1, y1)

valor
minimo = _y
local




363

f(xo, yo)

valor
maximo y
local

v

Punto de silla.

Para hallar los minimos y maximos locales o relativos y los puntos
de silla seguiremos los siguientes pasos:
1. Se hallan las derivadas parciales de primer orden con respecto a x

of of

ey, e.i: a—xya
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2. Se la segunda derivada de x con respecto a x, de x con respecto a

52f &2f o2f

y, de y con respecto a x y de y con respecto a y, e.i: 5x2 Oxdy y 5y?2
3. Se consigue los puntos criticos de la primera derivada, e.i: donde
la pri derivad ial Ao -0 y o g
a primera derivada parcial se anula 7 y 5y
4, Se busca el herssiano, e.i, el siguiente determinante:
52f  B2f
5x2 dxdy
H(x,y)=
bey) 52f d2f
oxdy ody2
5. Se sustituyen los puntos criticos de las primeras derivadas
parciales en las segundas derivadas parciales.
. 6_2f <0 6_2f <0
6. Si 5x2 oy m y J(Xx, y)>0 entonces el punto (x0, yo) es un
. _62f>0 62f>0
punto maximo, si 52 5y? m y J(X, y)>0 entonces el punto (x1,
y1) es un punto minimo, si J(x, y)<0 hay un punto de silla.
7. Se sustituyen los puntos criticos en la funcién para asi determinar

los puntos maximos, minimos y de silla segun sea el caso.

Definicion 6: Sea f la funcion de segundas derivadas parciales
continuas tales que f: U —> D A X=f(x1, X2, .... Xxn) donde Uc%n y
sea (x1, xX2,.... xn)eD.

La condicion necesaria para que (a1, a2, .... an) sea un maximo o
minimo local o relativo de f, al igual que en el caso de varias variables,
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es que las primeras derivadas parciales existan y se anulen,
simultaneamente, en dicho punto, e.i:

of

g(avaz, ........ ,a,)=0
1

of

Bx (a1,a2, ........ ,a,)=0
2

of

g(avaz, ........ ,a,)=0

n
La condicion suficiente, al igual que en el caso de dos variables, es
que el herssiano sea mayor que cero para que exista maximo o minimo
local o relativo, en este caso el herssiano se expresa por:

f foo o f
XX XX X X
171 1 2 1 n
f R f
H=| XX, XX X X
= 2 1 2 2 2 n
f f f
X X X X X X
L n1 n 2 n n |

La matriz H se conoce como la matriz herssiana y es una matriz
cuadrada de dimension nxn y en ella podemos identificar n
submatrices, y los determinantes de estas submatrices recibe el
nombre menores principales de H, entonces tendremos n menores
principales de dimensiones 1x1, 2x2, .......... (n-1)x(n-1),nxn
respectivamente, e.i:

Det.H1=det. fx

X
11

Det.H2=det. £ f

Det.H3=det. H=| f f f
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Usando f definida como antes y siendo (a1, a2, .... an) un punto de
su dominio, que satisface la condicidon necesaria de anular
simultaneamente a todas las primeras derivadas parciales, tenemos
que:

1. Si los menores principales evaluados en (a1, a2, .... an), alternan su
signo, siendo los impares negativos y los pares positivos, e.i, det.H1<0,

det. H2>0, det. H3<O, ........... , entonces (a1, a2, ...,,,. an) €s un punto
maximo local o relativo de f.

2. Si los menores principales evaluados en (a1, a2, .... an), son todos
positivos, e.i, det.H1>0, det. H2>0, det. H3>0, ......, entonces (a1, a2, ...,,,.

an) es un punto minimo local o relativo de f.

3. Si no se cumple ninguna de las dos condiciones antes
mencionadas no se puede extraer ninguna condicién y se requiere un
analisis adicional en la cercania del punto en cuestion.

Definicidn 7: Sea f la funcion definida por z=f(x, y), donde las
variables x e y estan sometidas a la condiciéon dada por la ecuacion:
g(x, y)=0

Vamos a definir una funcién auxiliar L denominada funcién de
Lagrange expresada por L(x, y, A)=f(x, y) + Ag(x, y).

En esta ecuacion de Lagrange los maximos y minimos locales o
relativos si existen, sometidos a la condicién g(x, y)=0, los cuales son
paref (x, y) que se consiguen solo cuando el sistema de ecuacion:

oL
—(x,y,A)=0
6x( Y,A)

6—L(x,y,)\)= 0
oy

oL
—(x,y,A)=0
5)\( Y;A)
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Como f esta sometida a la restriccion g(x, y)=0 y definida la funcién
de Lagrange L, se definira ahora la matriz herssiana condicionada por

Hc de la manera siguiente:
o 99 o9
ox Oy

H - &g 52L d2L

c [dx ®x2 Oxdy
&g 52f B2L
8y Oydy &y?2

Asi siendo Po=(x0, yo) un punto que se encuentra entre las

soluciones del sistema de ecuaciones de Lagrange:

(
—6L (x,y,A)=0
Ox

ﬁ(x,y,)\): 0
oy

oL
—(x,y,A)=0
6)\( Y,A)

Y evaluando Hc en Po=(x0, y0) se cumple que:
tdet. Hc>0 = Po=(x0, yo) es un punto maximo local o relativo.

det. Hc<0 = P0=(x0, y0) es un punto minimo local o relativo.
De no cumplirse las condiciones anteriores, se requiere un analisis
en una vecindad del punto.

Definicién 8: Sea f la funcion definida por >_(=f(x1, X2, .... Xn) donde
las variables x1, x2,.... Xxn estan sometidas a la ecuacion: g(x1, x2, ....

Xn)=0

La funcion de Lagrange queda definida por la ecuacion:

L(x1, X2, .... Xn, A)=f(x1, X2, .... Xn) + Ag(x1, X2, .... Xn)

En estas condiciones, los maximos y minimos locales o relativos,
si existen, ocurren en el punto. que se encuentran entre las soluciones
del sistema de ecuaciones:

oL

= (a,.a

6x1
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g(avaz, ........ ,a,)=0
2

oL

Bx (a1,a2, ........ ,a,)=0
n

oL

a(avaz, ........ ,a,)=0

En este caso, también puede hallar la matriz herssiana de
dimensic’)n_(n +1)x(n +1) y se expresa:

0 g 9 e 9
1 2 n
g L L L
X X X X X X X
1 11 12 1 n
H =|g L L L
(o3 X X X X X X X
2 2 1 2 2 2 n
g L L L
X X X X X X X
n n 1 n 2 nn

Y los menores principales condicionados se determinan a partir de

las submatrices Hi de dimensiones 3x3, 4x4, ......(n + 1)x(n + 1), y se
denotan:
0 g g
X X
1 2
H =g L L
3c X XX X X
1 11 1 2
gX LX X I_X X
L 2 2 1 2 2 |
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y deben cumplir las condiciones:

1. detH3c>0 ~ det.Hsc<0 A detHs5c>0 .......... entonces
(a;,a, ;.eeee@y) s un punto maximo local o relativo.
2. det.H3c<0 ~ det.Hac<0 A det.Hsc<0 .......... entonces
(a4,@, yueeeeee;@y) s un punto es un punto minimo local o relativo.

3. De no cumplirse las condiciones anteriores, se requiere un analisis

en una vecindad del punto.

EJERCICIOS RESUELTOS
19. Escribir la ecuaciéon del plano tangente y normal a la superficie

2
z :)(T—y2 en el punto P(2, -1, 1)

oz
Solucién: Hallamos las derivadas parciales = =
ox (2!'1)
oz 2 2 2 1 I
r. =2Y, P s, =2y = o =2yz-2z0=z-1, .., la
5x (2,-1) By (2,-1) By (2,-1)

ecuacion a la plano tangente sera: z - 1=2(x — 2) + 2(y + 1) y la ecuacion
x-2 y+1 z-1

2 2 -1
20. Escribir la ecuacion del plano tangente y normal a la superficie

a la normal sera:

3xyz — z3= a3 en el punto P(0, a, a)

Solucion: Hallamos las derivadas parciales de la funcion:

oF
3.a% — =3yz >

F(x, y, z)=3xyz -z
(x, y, z)=3xy. 5 (0,a,a)
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oF =3a2 oF =3xz > oF =0y oF
6x(0,a,a) ' BY(0,a,a) 5Y (0,2, a) 6z(0,a,a)
oF
6z (0,a,a)
3a2x — 3a2(z -a)=0 > 3a2x — 3az + 3a°=0 = x — z=a y la ecuacién a la
x-2 y+1 z-1
322 0  3a2
21.  Escribir la ecuacion del plano tangente y normal a la superficie

=3xy - 322 =

=-3a2 .., la ecuacién a la plano tangente sera:

normal sera:

2
z :)(T—y2 en el punto P(2, -1, 1)

oz
Soluciéon: Hallamos las derivadas parciales - = =
5x(2,-1)
oz 5 oz ) 6z ) 1 |
— =2y, P = =2y = =Zyz-z0=z-—-1, .., la
8x (2,-1) By (2,-1) By (2,-1)

ecuacion a la plano tangente sera: z— 1=2(x — 2) + 2(y + 1) y la ecuacion
x-2 y+1 z-1

2 2 -1
22. Hallar si los hay los puntos maximos locales, minimos locales y los

a la normal sera:

puntos de silla de la funcién: f(x, y)=x2 - Xy + y2 -X-y

Soluciéon: Aplicando los pasos seiialados anterior mente se tiene:

1. 6—f=2x-y-1 ﬂ:-x+2y-1
ox ’ 8y

52f _, 8% _ 8% _ i52f_2
Ox2 oxdy Oydx oy?

3. 2x-y—-1=0y—x + 2y — 1=0, despejando el valor de y de la primera
ecuacion y sustituyéndola en la segunda se obtiene que los valores de x

e y son respectivamente: x=1 e y=-1
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2 -1
4. El herssiano es J(X,y)= ‘_1 5 ‘ =3>0

5. Como las derivadas nos dieron valores constantes pasamos

directo al paso numero 6

6. Como las derivadas de segundo orden con respecto a x e y nos
dieron mayor que cero y el herssiano también nos dio mayor que
cero deducimos que hay un punto minimo local o relativo en f(1,
-1)=-1

23. Determinar los puntos maximos y minimos locales si existen de la

funcion: f(x, y, z)=-2x3 + 6xz + 2y — y2 —622+5

Solucidén: Aplicando los pasos senalados anterior mente se tiene:

of of of

1. —=6x2+6z=0 —=2-2y=0y —=6x-12z=0
ox > Oy oz
2 2 2 2 2
5x2 ’ Sy?2 ' 522 ’ 5x8y ©Oydx '

5x5z &z5x ' 8ydz ©&zdy

52f _ 82 _ . B2 _ 8%f

3. 6x% + 62=0, 2 - 2y=0 y 6x — 12z=0, resolviendo este sistema de
. 1 1
ecuaciones nos resulta: Po(0,1,0) y P1(E’ 1, Z)

-12x 0 6

4. Elherssiano es H(x,y,z2)=| 0-2 0
6 0-12
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5. Evaluando el punto Po(0, 1, 0) los menores principales resultan :

det.H1=0, det.H2=0 y det.H3=72, en conclusion este punto no cumple con

ninguna de las dos condiciones para la existencia de maximos y

minimos locales o relativos.

1 1
Para el punto P1(§, 1, Z)’ se tiene que los menores principales

son: det.H1=-6<0, det.H2=12>0 y det.H3=72<0, donde vemos que los

valores se alterna, en consecuencia existe un maximo local en el punto

1 1 1 1 1° (1)1 12 21
P1(5, 1, g )enf(5, 1, ZFZ(EJ +6(§j(zj—2(1)—(1)2—6(2] +5=§

24. Hallar el valor minimo local o relativo de la funcién definida por f(x,
y)=(x + y)z, sujeto a la condicién 2x + y=1

Solucién:
1. Creamos la funcién de Lagrange: L(x, y, A)=(x + y)2 +A(2x+y-1)

2. Hallamos las derivadas parciales de L con respectoax, y, A, deg
con respecto ax ey, y las segundas derivadas de L con respecto
a x y luego con respecto a x, L con respecto a x y luego con

respecto ay, L con respecto a y, luego con respecto a y.

i(x,y,)\) =2(X+2y+A)
Ox

E(x,y,)\) =(2x+2y +A)
oy
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5L
—(x,y,A) = (2 -1
5A(xy )=(2x+y-1)
(o]

—(x,y,A)=2

6x( Y,A)

%9 (x,y,h) = 1
oy

2
O (xyh)=2
o5x2
2
G—L(x,y,)\):z
oxdy
2
O (xy.h) -2
oy2
3. Resolviendo el sistema de ecuaciones constituida por las

derivadas se tiene que x=1 e y=-1, luego el punto a estudiar sera (1, -1)

4. Hallamos det.Hc
0 2 1
detH =({2 2 2|=-2<0
1 2 2

Luego concluimos que existe un punto minimo de f en f(1, -1)=0

25. Hallar el valor minimo local o relativo de la funciéon definida por x2

+y2+zzsujetoax+y—z=3

Solucioén:
1. Creamos la funcién de Lagrange:

L(x,y, \)=x? +y? + 22 + A(x +y — 2 - 3)
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Hallamos las derivadas parciales de L con respecto a x, y A, de g
con respecto a x e y, y las segundas derivadas de L con respecto
a x y luego con respecto a x, L con respecto a x y luego con

respecto ay, L con respecto a y luego con respecto ay.

ﬁ(x,y,z,)\):2x+)\
Ox
ﬁ(x,y,z,)\)=2y+)\
oy
E(x,y,z,)\)=22—)\
oz

oL
—(x,y,Z,A)=x+y-z-3
5A( Y,Z,A) y
69

—(x,y,z) =1

6x( y,z)
is—g(x,y,z):1

oy

o9
—(x,y,z) =-1
52( y,2)

2
oL xy.zA)=2
5x2
52L
oxdy

(x,y,z,)\)=0

52L
ox6z

(x,y,z,A)=0

521
Ooydz

(x,y,z,A)=0
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52L

ﬁ(x,y,z,A):Z

2
%L x,y,zA)=2
5z2

3. Resolviendo el sistema de ecuaciones constituida por las

derivadas se tiene que x=1 e y=-1, luego el punto a estudiar sera

(1,1, 1)
4. Hallamos det.Hc
01 1-1
12 0 O
det.H4c_ 10 2 0 -12<0
-1 0 0 2
01 1
det.H3 =1 2 0/=-4<0
110 2

Luego concluimos que existe un punto minimo de f en f(1, 1, -1)=3
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EJERCICIOS PROPUESTOS
Escribir las ecuaciones de los planos tangentes y de las normales a

las siguientes superficie en los puntos que se indican:
Al paraboloide de revolucion z=x2 + y2, en el punto (1, -2, 5)

x2 x2 x2
Al cono — +——-—=0, en el punto (4, 3, 4)
16 9 8

A la esfera x2 + y2 +z2=2rz en el punto (rcosa, rsena, r)
Demostrar, que la ecuacion del plano tangente a la superficie

2

central de 22 orden ax? + by2 + cz“=c en el punto M(xo, yo, zo) tiene

la forma axox + byoy + czoz =k

Dada la superficie x2 + 2y2 + 3zz=21, trazar a ella planos tangentes que

sean paralelos al plano x + 4y + 6z=0

Hallar en la superficie x2 + y2 - z2 - 2x=0 los puntos en que los planos

tangente a ella sea paralelo a los planos coordenados
Determinar los puntos maximos y minimos local y los de silla, si

existen, de las funciones definidas por:

f(x, y)=2x — x2y2 -2y-3

f(x, y)=3x2 + 2y - 8x — 2xy + 6y
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f(x, y)=2y3 - 6xy — 2x3
f(x, ¥)=50 - (x - 5)% - (y -5)?
f(x, y)=x3 — 27xy + y3 — 15x2

X
X+y

f(x, y)=

xy—4

f(x, y)=

X2 +y
y+1

f(x, y)=

f(x, y)=4x3 +6x2 + 2y3 - 3y2 -24x +7

Demuestre que las funciones definida como sigue, tienen un minimo

local en los puntos seialado en cada caso:

x3 + y2 — 6xy — 39x + 18y + 20 en (5, 6)

3 33
x2+xy+y2+ 2 @ en (a33 ,a33)
Xy

x4+ x4 . 2x2 - 4xy - 2y2en(\/§,\/5)y(-\/§,-\/§)

Determinar los puntos maximos y minimos local, si existen, sometidos

a las condiciones dados en cada caso, de las funciones definidas por:

f(x, y)=2x + 3y, sometido a x2 + y% =4

f(x, y)=3(x2 + y2) + xy sujeto a x + 2y=5
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f(x, y)=4xy — x2 - y2 sometido a x2 + y2 =8
f(x, y)=3x2 — 3xy + 6y2 sujeto a x + 3y=44

f(x, y)=x2 - 2y2 + 2xy + 4x sometido a 2x — y=0
f(x, y, z)=xyz sometido a x + 2y + 3z=18
f(x, y, z)=x + 2y + 3z sometido a x2 + y2 +z2=25

2

f(x, vy, z)=x2 + y2 +2z° sujetoax-y+z=1

Sabiendo que la funciéon definida por f(x, y, z)= alcanza un valor minimo

sometidoax+y=3yey-z=-2
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CAPITULO X

DEFINICIONES Y PROPIEDADES SOBRE
INTEGRALES DE FUNCIONES DE VARIAS
VARIABLES REALES
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En este capitulo se estudiara: Integrales Multiples: Integrales Dobles,
Colocacion de los Limites de Integracion en la Integral Doble, Integrales
Dobles en Coordenadas Polares, Integrales Dobles en Coordenadas
Cilindricas, Calculo de Areas de figuras Planas, Areas en Coordenadas
Polares, Calculo de Volumen, Calculo de Areas de Superficie, Masa y
Momentos Estaticos de las laminas, Coordenadas del Centro de
Gravedad de las Laminas, Momentos de Inercia de las Laminas,
Integrales Triples, Cambio de Variables en la Integral Triple, Coordenadas
Cilindricas en las Integrales Triple, Coordenadas Esféricas en las
Integrales Triples, Calculo de Volumen, Masa de un Cuerpo, Integrales
Impropias Dependientes de un Parametro, Integrales Impropias
Multiples, Derivacion Respecto al Parametro, integrales Dobles

Impropias, Ejercicios Resueltos, Ejercicios Propuestos.
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Definicién 1: Se llama Integral Doble de una funciéon z=f(x,y) continua

sobre un recinto cerrado S del plano XOY, al limite de la suma

i
> DI,y Ax,Ay, (1)
i=0 j=0

Ax. —>0

integral dobles correspondiente ”f(x,y)dxdy: Lim
S

Ay, —>0
]

donde, Axi=xi+1 - Xi, Ayj=Yyj+1 - Yj, ¥ la suma se extiende a aquellos valores

de i,j para los que los puntos (,)eS

Definicién 2: El recinto de integracion S esta limitada de izquierda y

derecha por las rectas x=a, x=b con xe(a, b), mientras que por debajo
esta limitado por las curvas ¢(x1) (AB) y ¢(x2) (CD) con o¢( x1)<¢( x2),
cada una de las cuales corta una vertical x con )_(e(a, b) en un solo
punto. En el recinto S la x varia desde a hasta b, e y cuando x se mantiene
constante desde ¢(x1) hasta ¢(x2) el calculo de la integral (1) puede

realizarse:

b o(x5) o(xp) b
”f(x,y)dxdy=fdx[ sz(x,y)dyJ 0 Hf(x,y)dxdy= J.dy'[(f(x,y)dx
a S

S cP(’(»]) (P(X»]) a
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Y o(x2)

@(x1)

Definicién 3: El recinto de integracién S, esta limitado abajo y arriba por

las curvas y=c e y=d con ye(c, d), mientras que de derecha a izquierda
por las curvas por las curvas ¢(y1) (AB)y ¢(y2) (CD) con ¢(y1)<¢(y2),
cada una de las cuales corta una vertical 3_( con 3_/e(c, b) en un solo
punto. En el recinto S la y varia desde a hasta b, e y cuando y se mantiene
constante desde ¢(y1) hasta ¢(y2) el calculo de la integral (1) puede

realizarse:

9(x5) oo/ d
j [f0<,y)dxdy= [ dy[ [f0x, y)dx} 0 j j f(x,y)dxdy= j Lj (F(x,y )dx ]dy

‘P(x1) ‘P(Y1)

Y

o(x1) o(x2)
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Si el recinto de integracion no pertenece a ninguna de las formas
anteriores se procura dividirlo en parte, de manera que cada una de ellas
corresponda a alguna de estas dos formas

Ejemplo: Determinar los limites de integracion de la integral si el recinto

de integracion S de la figura que se muestra abajo esta limitada por las
hipérbola y2 — x2=1 y por las rectas x=2 y x=-2, se considera el recinto

que comprende los ejes de coordenados

y=—\/1+x2

Solucidén: Los limites con respecto a x esta representado por las rectas

x=-2 y x=2, mientras que en el eje y por las curvas y=- 1+x2 y
2( 12
y=\/1+x2 , en consecuencia se tiene: _Uf(x,y)dxdy:j If(x,y)dx dy
s 2 12

Definicién _4: Cuando la integral doble se pasa de las coordenadas

rectangulares x e y a las coordenadas polares r, ¢ estas se relacionan

mediante las identidades x=rcos¢ e y=rsen¢ y se verifica la formula:
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ox 3y
”f(x,y)dxdy=”f(rcos%rsengo)|l|drd(p, donde |I|=gu gu B E
s = 8

v 8v

cosp seng

=l =r, Si el recinto de integracion S esta limitado por los
-rseng rcos@

rayos r=a y r=p con a<p y por las curvas r=ri(p) y r=r2(¢p) donde

r1(op)<r2(e), la integral doble se puede calcular por:

B r2(e) B (e
”f(rcoscp,rsen(p)rdrdq).f{ If(rcos<p,rsen(p)rd(pjdr _[{ IF(r, (p)d(pjdr
S

a r1(‘!’) a \ r(e)

Analogamente que en las coordenadas rectangulares, si el recinto de
integraciéon no pertenece a ninguna de las formas anteriores se procura
dividirlo en parte, de manera que cada una de ellas corresponda a alguna
de estas dos formas

Definicién 5: Cuando la integral doble se pasa de las coordenadas

rectangulares x e y a las coordenadas curvilineas u, v estas se relacionan
mediante las identidades x=¢(u, v) e y=¥(u, v) que establezca una
correspondencia biunivoca y continua en ambo sentidos, entre los

puntos del recinto XOY, y los puntos del recinto determinado por S’ del

o 8y

plano UO’V al mismo tiempo que él jacobiano 1= DY) _f5u du
D(u,v) [8x &y

ov dv

conserva invariante su signo en el recinto, sera valia la formula:
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”f(x,y)dxdy: ”f|((p(u,v),\|1(u,v)||l|dudv , los limites d esta nueva integral se
S S’

determina de acuerdo con las reglas generales, sobre la base de la forma

que tenga el recinto S’

Ejemplo: Calcular la siguiente integral ”\/1-x2-y2dxdy, pasando a
S

coordenadas polares, donde el recinto S es un circulo de radio R=1, con

centro en el origen de coordenadas.

AP
N

Solucién: Como x=rcosp, y=rsenp y |[|=r, se tiene que:
271
”M-xz -y2 dxdy:J. J\/1-r2cosch—rzsen2(prdr]d(p =
S o\o
271
”M-xz -y2dxdy:f .[\/1-r2rdr]dcp, haciendo el cambio de variable t=1
S o\o

-r2 = dt=-2rdr = rdr=-

,cuandor->0=t—>1ycuandor->1=t->

0, con lo que la integral se transforma en:

{jsm]



386

Ejemplo: Calcular la integral H(x-y)dxdy donde S es el dominio
S

del plano OXY limitado por las rectas I1:x -y + 1=0, 12:x — y - 3=0, 13:3x

+9y -7=0yl4:x + 3y - 5=0
Solucién: Utilizaremos las integrales curvilineas, haciendo el cambio u=y

-y, v=y + %x, se obtienen de las rectas: 11:u=1, 12:u=3, I3:v=§ yl4:v=5y

su representacion grafica es:

VY

3
-3 0 1
ox dy, | 3 3
i i —|8u Su|_| 4 4 =3 :
Calculando el jacobiano I= = = |I=—, sustituyendo estos
& dy| | 137 a4
dv ov 4 4

valores en la integral se tiene:

ﬂ(x -y)dxdy= HK utl vj (—%u 3 vﬂdudv - %i }3 dudv =-8
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Definicién 6: Para calcular el area S de figuras planas en un recinto del

plano S se obtiene mediante la integral S= ”dxdy, si el recinto S esta
S

determinado en los intervalo xe(a, b) e ye(op(x), ¥(x)) esta area se calcula
B (fw
por la integral S=Ir '[rdr do
o \ fle)
2 x+2
Ejemplo: Construir el recinto cuya area se expresa mediante: S= jdx jdy
-1 x2

, calcular esta area y cambiar el orden de integracion.

Solucién: Visualicemos esto mediante la grafica.

-1 2
Los puntos de interseccion de la parabola y la recta se consiguen

2

igualando las dos funciones es decir, x“=x + 2, donde loa puntos son (-

1, 1) y (2, 4), primero resolveremos la integral, luego cambiamos los

limites de integracion y la volvemos a resolver los resultados deben
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x+2}dx = S= I(x+2 x2>ix:> S=

coincidir S= j(xrdy]dx - S= j{

2 3
x—+2x-x ‘j: S=g
2 3 2

Ahora cambiamos el orden de integracién, observamos en la figura que
tenemos dos areas, la primera area de 0 a1 con respecto Y y de ﬁ

hasta — \/V con respecto Xy la segunda, 1 a 4 con respecto al eje Y y de
\/; hastay - 2 con respecto al eje X, es decir:

S= J{jdx]der j{jdxjdy — 8= j(‘f)dy+ j(‘ )dy:>

3 3
-zj\/_dy+j\/_dy:>sz \o %ﬁ:s:%
2 2

Definiciéon 7: El volumen de un cilindioide, limitado por arriba por las

superficies continuas z=f(x, y), por debajo por | plano z=0 y lateralmente

por la superficie cilindrica recta que corta al plano XOY el recinto S se

calcula mediante la integral: V= Hf(x,y)dxdy
S
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Ejemplo: Expresar, por medio de una integral doble, el volumen de una
piramide cuyos vértices son O(0, 0,0), A(1, 0, 0), B(1, 1, 0) y C(0, 0, 1),
colocar loa limites de integracion

Soluciéon: Realizaremos la grafica para visualizar los limites de
integracién y luego resolveremos la integral

z

f(x,y,2z)=1-x

X

1% 171 1 1
V=J'[ (1-x)dy]dx= _[{I(Lx)dx}dy = I(y-xy%dx: f(x-xz)‘;dy N

0 0
2 2
D S E DD S 1
V=yx-= y|g = yx 5 y\o:»v_s

Definicién 8: Si S es un recinto del Plano XOY, ocupado por una lamina,

y p(X, y) es la densidad superficial de dicha lamina en el punto P(xo, yo),

la masa M de esta y sus momentos estaticos Mx y My con respecto a los

ejes OX y OY se expresan mediante las integrales:

M= [[p(x - y)dxdy, Mx= [[py(x-y)dxdy y My= [[px(x- y)dxdy, si la lamina
S S S

es homogénea p(x, y) es igual a una constante, si C(x,y) es el centro de
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_ . - M - M
gravedad de una lamina se tiene que: x:ﬁ,yzvy, donde M es la
masa de las laminas y Mx, My sus momentos estaticos respecto a los ejes

de coordenados.

Definiciéon 9: Los momentos de inercia de dichas laminas con respecto a

los ejes OX y OY se expresan como: Ix=”y2p(x-y)dxdy ly=
S

”xzp(x-y)dxdy el momento de inercia con respecto al origen de
S

coordenados se expresa como:

lo= ”(xz + y2 )p(x-y)dxdy= Ix + ly
S

Ejemplo: Calcular las coordenadas del centro de gravedad de la figura
limitada por las parabolas y2=4x +4e y2=-2x +4

Soluciéon: Realicemos la grafica para ello buscamos los puntos donde las
parabolas se cortan igualando las dos funciones y obtenemos que se
cortan en los puntos (0, -2) y (0, 2) y luego aplicamos las féormulas

integrales.

N, «
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Como podemos observar en la grafica vamos a integrar con respecto ay

2 2

desde -2 hasta 2 y con respecto al eje x desde 4-y hasta 4 -4y
zﬂ 2 .
_ ot 4-y2 4-y? 172
M—Iz ngdyjfz( 1 2 dy—z_jzy dy =73
4-y
2
2i 2 2
4 4-y? 4-y? 1
e | fyax lay - J[TV—TV yay = yPay -2
2| 442 2 4-2
2
o2 2 2
2| 4 2 2 2 2
1 4-y 4-y 1 2.2 56
My= xdx [dy = — - dvy =— (3(4- dv ="
e bodor [T o e
2

o=
(x, y)—(2,142)

Definicién 10: Se llama una integral triple de una funcién u=f(x, y, z)

en un recinto V, al limite de la correspondiente suma triple:
Limzi: ; ; f(x; ¥ 2, )AX,Ay Az,

] ] fx,y,2)dxdy dz="2x4%; =0 el calculo de la
Vv Maxij—>0

MaxAzk -0

integral triple se reduce a calcular sucesivamente tres integrales

ordinarias (simple) o a calcular una integral doble y una simple
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Ejemplo: Calcular la integral: J'”x3yzzdxdydz donde el recinto V se
v

determina por las desigualdades 0<x<1, 0<y<x, 0<z<xy
Solucién: Integraremos primero con respecto a z, luego con respecto ay
por ultimo con respecto a x, donde los limites de integracién los sacamos

del recinto que nos dan:

T e v—11 4dy |d V—111°d
_[_[[Ixyzdz]d dx = _Egny y]x: —Eix X =

Definicién 11: Si en la integral triple I”f(x,y,z)dxdydz hay que pasar de
'

las variables Xx, y, z a las variables u, v, w que estan relacionadas con las
primeras por las igualdades x=¢(u,v,w), y=%¥(u,v,w), Z=p(u, v, w), donde
las funciones o, ¥, p son continuas junto con sus derivadas parciales de
primer orden, entonces se puede establecer una correspondencia
biunivoca continua en ambos sentidos entre los puntos del recinto de
integracién de V del espacio OXYZ y los puntos del recinto determinado
V’ del espacio O'UVW y el determinante funcional o jacobiano se

determina como:
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o dy 8z
ou Jdu du
= Dixyx) _|8x 8y 8y
D(u,v,w) (dv dv du
ox dy oz
ow dw ow

que conserva invariante su signo en el recinto

V, con lo cual se hace valida la formula:

I”f(X,y,z)dxdydz= I.[If(U, v,w)ldudvdw
v v

Definicién 12: Si en la integral triple j”f(x,y,z)dxdydz hay que pasar a
'

las coordenadas cilindricas r, ¢, ¥ que estan relacionadas con las
primeras por las igualdades x=rcosq, y=rsen¥, Z=h, donde las funciones
r, o, ¥ son continuas junto con sus derivadas parciales de primer orden,
entonces se puede establecer una correspondencia biunivoca continua
en ambos sentidos entre los puntos del recinto de integracion de V del
espacio OXYZ y los puntos del recinto determinado V’ del espacio O’'UVW

y el determinante funcional o jacobiano se determina como:

5x By 5z
or ©or or
_Dxyx)_|8x By By |_| So5P sene 7
I=———=— = — |=|-rsenprcosop 0/=r
D(r,p,h) 50 8¢ B¢ 0 0o 1
o5x By 5z
dh dh &h
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u(r,,h)
h

que conserva invariante su signo en el recinto V, con lo cual se hace

valida la férmula: f(x,y,z)dxdydz= f(r, ¢, h)ldrdodz
] ([

Definicién 13: se definen las Coordenadas Esféricasp, ¥, r (¢ es la

longitud, ¥ es la latitud y r el radio vector) donde x=rcos¥cose,

y=rcos¥senq, z=rsen¥ y el jacobiano |, como:

5x By &z

dr or or
I_D(x,y,x)_ ox 8y oy

" D(r,p,y) |By By By
OoXx 6_y oz

S5 5¢ 50

COSycOos® cosysenp seny
=|-rsenycosg -rsenyseng rcosy |=r2cosy
-rcosyseng rcosycosgp 0

Ejemplo: Calcular la siguiente integral:

J'J‘J'w/xz +y2 +zzdxdydz pasando a coordenadas esférica, donde V es
v

una esfera de radio R con 0<¢<2r, —gs‘Psg, 0<r<R
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Solucion:

u(r,e,¥)

() Y4
r

Sustituyendo los valores de x, y, z y el jacoviano en la integral se tiene:

2 2

\/xz +y?2+22 = \/rzcoszwcosz(p +r2cos?ysen?p +r?sen?y =r y

N

T
1= DOy.x) _ 2 r3coswdrd\|;d(p =nR*

=r“cosy, donde I=
D(r,¢,v)

o—3x
—N 3
ot—

N[A

Definicién 14: El volumen de un recinto del espacio tridimensional Oxyz

es V= || |dxdydz
]

Definicidén 15: La masa de un cuerpo que ocupa el recinto V, viene dada

por: M= ”Jy(x,y,z)dxdydz, donde y(x,y,z) es la densidad del cuerpo en
v

el punto (x, y, z)

Definiciéon 16: Los momentos estaticos de un cuerpo con respecto a los

planos coordenados son:

Mxy= J'”y(x,y,z)zdxdydz
\')
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Mxz= ” '[ v(Xx,y,z)ydxdydz
'

Myz= ” I v(x,y,z)xdxdydz
\)

Definicién _17: Las coordenadas del centro de gravedad se calculan

mediante las formulas:

M, - M, - M,
_Wixz o _ Y o 5 -
Y= ,Z= M Si los cuerpos son homogéneos =1, entonces

x=-—Y
M M

los momentos de inercia se calculan mediante las integrales:

Ix= '[”(yz +zz)y(x,y,z)dxdydz
\'

ly= ”j(xz + zz)y(x,y,z)dxdydz
\')

I1z= J.”(x2 + yz)y(x,y,z)dxdydz,
\'

Poniendo en estas formulas, obtenemos los momentos de inercia del
cuerpo.

Ejercicios Resueltos

2( x+x2
1. Hallar la integral iterada de segundo orden I= I[ jxdy} dx.
-\ 2x2-x

2( x+x2 2 )
Solucién: =[] [xdy |dx = I= j([xy]’z‘;;‘_x)dx: =

-1\ 2x2-x

2 9
J(2x+x2 -x3)dx =l=—
A 4
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2

2(4coso
2. Hallar la integral iterada de segundo orden I=_[ jr3dr do.

-1\ 2x2-x
T T
2(4cos¢ 2 1 4coso
Solucion: I=_[ jr?’dr do = |=J'[—p4} do = I=
ol 2 o4 12
T
E n
I(64°°54¢—4)d¢:> 1= {64(ﬂ+ senZ¢ sen2(pj_4(p}2 =1=10%
0 8 4 4 0

3. Hallar el volumen en el primer octante entre los planos z=0 y z=x

+y + 2, e interior al cilindro x2 + y?=16.

4| 16 - x2

Solucién: V= ” zdxdy =V = I J(x +y+2)dy dx = V=
S 0 0

e

(x\/16-x2+8-%x2+2\/16-x2}ix = V=

= V=(?+ 81:]

4
3
-%\/(16-x2)3 +8x-x?+x\/16-x2 +1GSen'1%x}

0

(=)
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4. Hallar el volumen acotado por el cilindro x2 + y2=4 y los planos y

+ z=4 y z=0.

2| V4-y?

Solucién: V=[[zdxdy = V=[| [(4-y)dxdy =
S -2

-4-y?

2| V4-y? 2

/ 2
V=2I _[(4-y)dx y = V=2 “(4_y)x]o4-y2 dy :V=2I(4-yh/4-y2dy =
2 2 2

V=16n

[y

X

5. Calcular el momento de inercia de la figura material plana limitada
por las lineas y2=1 - X, x=0 e y=0, respecto al meje =y, si la
densidad en cada punto es igual a y.

Solucién: Aplicando la férmula: lyy= Ifxzdxdy, se tiene que:
$

1(V1-x 172,217 % 1 .
|VV=J. Iyxzdy X = Iyy=I[ y J dx = Iyy=jx2(1-x)dx = lyy=—
o © ol 2 0 0 24
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6. Determinar las coordenadas del centro de gravedad de la cuarta

2 2
parte de la elipse x? + yT=1'

Solucién: Aplicando la formula:

[[r(x,y)xdxdy  [[y(x,y)ydxdy

Xc=S c=3 se obtiene:

dexdy y _”xdxdy
S S

b2 2
ala
_[ jxdy dx a
0 0 b Va2 -x2dx
ap
Xc= = Xc= = Xc=
b a2 _x2 1abn
al a 4
j j dy dx
0 0
9 a2 -X2
ala
J Iydy X
0 0
b
— , luego yc= = yc=—
—abn 3m
T
2
7. Calcular la integral triple I=_[
0

U) (z zrzsen(pdz]dr}d(p
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oO—N |3

™
2( 11,2 2
Solucién: I=| 7rzsen<p dridp = I=2
0

1
[_[ rzsemperd(p = I=
0

n
2274 2 u 2
—|Ir° psened I=—|coso|? I==
3£[E odp = I=7[coself = I=2
n
| 4/seco
8. Calcular la integral triple I=J' J'[ J'senZ(pdr}icp dy
ojo\ 0

r

| 4 T
Solucion: I= | [senede [dy = |=2j[ Ui}m = 1=2(1-/2)rn
0(0 0

"2

9. Calcular la integral iterada de tercer orden de la funcion f(x,
y, z)=xyz, extendida por el dominio V limitado por los planos x=0,
y=0,x+y +z=1.

Solucién: llustremos esto primero mediante la figura:

y

1
=0 yH1
S

v

0 y=0]1 x
Este dominio es regular, puesto que esta limitado por encima y por
debajo por los planos z=0, z=1 — x — y, respectivamente y su proyeccion

sob re el eje Oxy representa un dominio regular del plano S que es un
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triangulo como se muestra en la figura, limitado por las rectas x=0, y=0,
1-x-y
y=1 — X, por lo tanto, su integral se calcula como: Iv= H fxyzdz do,
S| 0

poniendo los limites en la integral iterada de segundo orden se obtiene:

1[1-x[+-x— 1] 1- Tx-y
lv= j[ jx{ )J(.xyyzdz}dy]dx > b= jx[xyzzz } dyldx = =
0 0 0

0 0 0

11 1-x ) 1 1 4 1
— xy(1-x- dx = lv=— | (x(1-x)"dx = lv=——
]| [ryax-y) =54 *K(X) v=os
. x? y2 z2 _
10. Calcular el volumen de un elipsoide — + = + —=1.

a2 b2 2
Solucién: llustremos esto mediante la figura siguiente:

2 2
£ X Y

Zz Z=C
A a2 b2
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2 2
El elipsoide esta limitado por debajo, con la superficie z=-c P A

a2 b2

2 2

y por encima, con la superficie z=c f'x_z_::_z la proyeccion de este
a
x2 y2
elipsoide sobre el plano Oxy es la elipse — + b—2-1. Por lo tanto,
a

reduciendo a la integral de tercer orden, se obtiene: V=

2 2 2 2
b\/1-x— c\/ XY b |1- X
a a2 a2 b2 a a2 X2 2
j _[dz dy dx = V=2cf I 1-— —y—zdy dx,
-a 2 2 2 -a 2 a’ b
-b\/1-x— -c\/1-x——y— b [1- X
a? a2 b2 a?

durante el calculo de la integral interior consideremos x constante y

} 2 } 2
hagamos la sustitucion y= b 1-X2 sent = dy=b 1-X2 cost, donde la
a a
x2 x2
variable y varia desde -b 1-—2 hasta b.|1-—, por lo que t varia desde
a a

m m . ) . .
3 hasta 2 colocando los nuevos limites de integracion se obtiene el

14
a| 2 x2 x2 2 x2
volumen es: V=2cj j (1- 2}—[1- 2]sent (1- 2jbcostdt dx =
‘a a a a

T

2
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m

a 2\2
V=2be | (1"—2J [ cos?tdt |dx
-a a s

2

a

[@2-x?)dx = v=2ber
=a

3

bcr .
=—_ , Si

aZ

a

3
a=b=c se tiene que V=aTn

11. Determinar la masa M de una semiesfera de radio R y centro en el
origen de las coordenadas, si la densidad F de su material en cada
punto (x, y, z) es proporcional a la distancia entre este punto y la
base, es decir, F=kz.

Solucién: La ecuacion de la semiesfera superior esta dada por:

Z= 2—x2—y2, la que en coordenadas polares se transforma en:
2 2
Z= -p°,

R
VR por lo tanto: M= ” j kzpd3dpdz = M=
'

\/16-p2 2n ?{k 2 2
0

jkzdz dridd = M=
0

[\)
Oy
o—Aa

27[ R_ 211: 4 4 4
J I 5:|(R2 —Pz)pdl' dg = M=5 J. R__R_ ds = M=k1l:R
o \ol2 202 4

12.  Calcular la integral triple F(r, ¢, lI’)=1 sobre la regién R en el primer
r

octante acotado por los conos ‘I’=g y (p=tg'12 y la recta r=6
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Solucién: Vamos a integral primero respecto a r desde 0 hasta J6, luego

con respecto a ¢ desde % hasta tg'12 y por ultimo con respecto a ¥ desde

T

T 1 2| to712 \/81
0 hasta —, es decir, V=”I—drd<pd\|; :>V=I I I—rzsen¢dr o [dy
2 s'T i) o T
n
4
LI n
2| tg” 2 2
1 1 3n( 1 1
= V=3 senpdp dy =>V=-3|| —-— dw:>=—[———j
J, J PR o(ﬁ ﬁj 22 5
4
z
y
X

13. Hallar el volumen dentro del cilindro r=4cosb acotado arriba por la

2

esfera r2 + z2=16 y abajo por el plano z=0

Solucién: Vamos a integral primero respecto a z desde 0 hasta V16-r2 ,
luego con respecto a r desde 0 hasta 4 y por ultimo con respecto a ¢

desde 0 hastar, es decir:
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v=”j1drd<pd\|;:>v=j [ [rdzdridp = V=] [ rV16-r?dr
sr o| o 0 o\ 0

n| 4c0SQ V16 -r2 n{4c05cp J
do

= V=-

T
*% [(sendp-1)de :>v=%(3n—4)
0

>

z

X

14. Calcular el momento de inercia de un cilindro recto circular de
radio R y altura 2h respecto al diametro de su seccion media, la
densidad es constante e igual a yo.

Solucién: llustremos esto mediante la figura siguiente:

4
A
g i ...... D
o |
0 R
y ...... +>
X
h :
< - —
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El problema se reduce al calculo del momento de inercia del cilindro

respecto al eje Ox: Ixx= J.”(xz +y2)yodxdydz, pasando a coordenadas
v

2n(R(h
polares, se tiene que: I, =y, J' {j{j(zz +p25en29)d2]pdp]d8 =
ol\olo
b =70 | j(T+2hp2sen29)pdp d9 =
ol0
27 3 2 4
2h® R? 2hR )
L, = - + sen“y [d9 =
XX Yoi 3 2 4 J

21
I, =v.|21r h’R? +n2hR4 — Iy, = ﬁ+ﬁ nhR2
xx — Yo 6 4 . xx — Yo 3 4
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Ejercicios Propuestos

1. Calcular las integrales:

12 2( x\3 42 4y
a. '[ I(x +y“)dy |[dx b. j J'xydy dx c. J'I 2dy dx d.

ol1 1| x 3\1(x+y)
2n/ a al x a 2y
I[ jrdr]ds e. jf ZXdyzdy dx f. I _[xydx dy g.
0 \asen$ 0 lx ty 0\ y-a

a
™

bl 2 al Va2 - x2 a( Ja2-x2
[|  [pds|dr h. [l [xdyldx i [| [(x+y)dy|dx | I=
b| asend b 2 2 0 0
_ =ya~ -X
2
1( x2
J. I(x2+y2)dy dx
ol o

2b(a 7a%b3
2. Verificar que: I I(a - y)x2)dy dx =
b \0 6
3. Determinar los limites de integracién para la integral ”f(x,y)dxdy
S

donde el dominio de integracion esta limitado por las curvas:

a. x=2, x=3, y=-1 e y=5, b. y=1- x% c.x2+ y2=a2 d. y=x2 ey=

e.
1+ x2

y=0, y=a, e y=0

4, Invertir el orden de integracion en las integrales:
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y2ay - y2
j (f(x,y)dx |dy d.
0

I(f(x,y)dy dx c.

X

2(4 1(Vx
j ( j (f(x,y)dy] dx b. j
1\3 0 .3

O 0

1| V1-x2 1 1ty

J

-1

10.

J'(f(x,y)dy dx e. I _[(f(x,y)dx dy
0 0

it
Calcular el area de la porcién de superficie situada arriba de Ox y
limitada por la parabola semipublica y2=x3 y la recta y=x

Calcular el volumen del cuerpo limitado por la superficie x=0, y=0,
x+y+z=1yz=0

Calcular la integral doble ”e’”ydxdy, extendida por el dominio S,
S

encerrado entre 2 cuadrados con el centro en el origen de
coordenadas. Si cada lado del cuadrado interior es igual a 2 y el

del exterior a 4

y
Calcular la integral doble ”exdxdy, si el dominio S es un triangulo
S

limitado por las rectas y=x, y=0 y x=1.

Calcular la integral doble de la funcién f(x, y)=1 + x + y, extendida
por el dominio limitado por las lineas: y=-x, x=\/§, y=2 y x=0
Hallar el area de la superficie situada en el primer cuadrante y

limitada por el eje de las x y las curvas x2 + y2=10 e y2=9x
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12

13.

14.

15.

16.

17.

18.
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Hallar el area de la parte de la superficie del cilindro x2 + y2=a2 la

2 .2__2

cual se recorta por otro cilindro x“ + z°=a

Calcular el area de un dominio limitado por las curvas y=2 — x% e

y=X
Calcular el volumen V del cuerpo limitado por la superficie esférica
X2 + y2 + z2=4a2 y el cilindro x2 + y2 - 2ay=0

Determinar la masa de una placa redonda de radio 4, si la densidad

superficial f(x, y) del material de cada punto P(x, y) es proporcional

a la distancia del punto q(x, y) al centro de la placa, es decir si f(x.

y)=k w/x2 + y2
Calcular el volumen V del cuerpo limitado por el paraboloide
eliptico 4z=16 - 4x2 — y2

Calcular el volumen del sélido por el paraboloide de revoluciéon

x2 +y2 =az

Calcular la integral doble ”(4-x2 -y?)dxdy, si el dominio S esta
$

limitado por las rectas x=0, x=1, y=0 e y=%

Pasando a las coordenadas polares, calcular las integrales:



410

/ 2 .2 a2 .y2
) jx \/az-xz-yzdy dx b.T _[(:/(2+y2)dx dy c.
0 0

Q
o9

2a \/2ax-x2
j jdy dx d.e.f.g.h.
0 0

19. Transformar las integrales dobles, introduciendo nuevas variables

uyyv, ligadas con x e y, mediante las formulas x=u — uv, e y=uv.

e(bx c(b
a. j [ j (f(x,y)dy} dx b. j (j (f(x,y)ddex
0

0\ ax 0
20. Calcular el area de las figuras limitadas por:
a. y2=2x y la recta y=x b. y2=4ax y la recta x+ y=3ac.

1 1
+y2=a2, x+y=a d. y=senx, y=cosx y x=0 e. p=assen20 f.

N[=

X

p2=320082(pg ﬁ+ﬁ2—ﬂ h. i. j. k
- aZ b2 c2

21. Calcular el volumen de los cuerpos limitados por las superficies:

a. 5+%+5=1, x=0, y=0 y 2z=0 b. x?+y%=1, x+y+z=tc.
a C

(x - 1)2 + (y - 1)2=1, xy=z y z=0 d. x? + y2 - 2ax=0, z=0, x?2 + y2=z2 e.

y=x2, X= y2, z=0 y z=12 + y - x2 f. x% + y2=a2, x2 + z2=a2



az=Xx

22,

23.

24,

25.

26.

27.

28.

y2+z%=x, x=y y z=0 j.x
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2 2 2__2

+y2+z =a“, x2+y2=R3 k.

2

+ y2, X+ y2=2ax

Calcular el area de las superficies por los planos de coordenadas,

el plano 2x + 3y -12=0 y el cilindro z=%x2

Calcular el area de las superficies por el cilindro circular de radio

ay el eje que coincide con el eje 0z, los planos de coordenadas y

X z
el plano — + —=1
a a

2

Calcular el area del cono x2 + y2=z , X2+ y2=2ax

Calcular el area de la parte del plano x + y + z=2a, que se encuentra

en el primer octante y esta limitada por el cilindro x2 + y2=a2

Calcular el area de un segmento esférico (del menor), si el radio de

la esfera es igual a a y el radio de la base del segmento es igual a

b d. De una esfera x2 + y2 + 22=32 separada por la superficie del

2 2
cilindro X_+¥_ - 1, (a>b)

a2 b2
Calcular el area de un cuerpo formado por la interseccion de

2 2 2. .2__2

dos cilindro x +y2 =a“, x“ + z“=a

Calcular el area Cilindrica x2 + y2=2ax comprendida entre el

plano z=0 y el cono x2 + y2=z2
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30.

31.

32.
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Determinar la masa de un disco circular de radio a, si la densidad
en cualquier punto P es inversamente proporcional a la distancia
entre P y el centro (el coeficiente de proporcionalidad es igual a K)

Hallar el centro de gravedad de la superficie situada en el primer

cuadrante y limitada por la parabola semipublica y2=x3 y la recta
y=X

Calcular las coordenadas del centro de gravedad de la superficie:
De un triangulo equilatero, tomando el eje 0x por su altura, y el
origen de coordenadas, por su vértice.

De un sector circular de radio a, tomando el eje 0x por la bisectriz

de su angulo. El angulo de abertura del sector es igual a 2a.

De la mitad superior al circulo x2 + y2=a2

De un arco de cicloide x=a(t — sent), y=a(1 — cost).

Limitada por un lazo de la curva p2=a2cos26.

De la cardioide p=a(1 + cosb)

Calcular el momento de inercia de:

Del area del rectangulo, limitado por las rectas x=0, x=a, y=0 e y=b,

respecto al origen de coordenadas.

V
De la elipse a—2+—2

=1 con respecto al eje 0x

y
De la elipse LA, A
a2 b2

=1 con respecto al origen de coordenadas.
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34.

35.

36.

b.

(x2+y2+z

413

Del circulo p=2scos0 respecto al polo

Del area del circulo (x — a)2 +(y- b)2=2a2.
Hallar Ix, ly y los radios giros correspondientes para la parabola

semipublica y2=x3 y la recta y=x

Calcular el momento de inercia del area del circulo S de radio R,
respecto al centro 0

Calcular la integral triple:

(}ﬂ*[zfxyzdz}y}dx

dxdydz
J‘”(x+y+z+1

)2 , si el dominio de integraciéon esta limitado por

los planos de coordenadas y el plano x +y + z=1.

[
Iﬁ [z xyZdZde}dx

Calcular el volumen de:

Un cuerpo limitado por la esfera x2 + y2 + 22=4 y la superficie del

paraboloide x2 + y2=3z

De un cuerpo limitado por la superficie de la ecuacion

2)2_,3,



37.

38.

39.

40.

41.

42,

43.
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Calcular el momento de inercia de un cono circular respecto al
diametro de su base.

Calcular las coordenadas del centro de gravedad y los momentos

de inercia de la piramide limitada por los planos: x=0, y=0, z=0, X
a

+
o<
+
oN
Il
—

Calcular las coordenadas del centro de gravedad de un cuerpo
limitado por una esfera de radio a y una superficie cénica, de
angulo en el vértice 2a, si el vértice del cono coincide con el centro
de la esfera.

Hallar la masa de una placa en forma de la mitad superior de la
cardioide r=2(1 + cos6) si la densidad varia como la distancia al
polo

Hallar la masa de una esfera de radio a si la densidad varia
inversamente al cuadrado de la distancia al centro

Hallar el centro de masa de un cilindro circular recto de radio ay
altura h si la densidad varia como la distancia a la base.

Determinar las coordenadas del centroide de volumen interior al
cilindro r=2cosq, acotado arriba por el paraboloide z=r2 y abajo por

el plano z=0



44,

45.
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Localizar el centroide del volumen cortado en la hoja de un cono
de Angulo en el vértice de 60° por una esfera de radio 2 cuyo centro
esta en el vértice del cono.

Hallar la masa de una placa cuadrada de lado a si la densidad varia

como el cuadrado de la distancia a un vértice.
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CAPITULO XI

DEFINICIONES Y PROPIEDADES SOBRE ECUACIONES
DIFERENCIALES DE FUNCIONES

DE UNA VARIABLE REAL
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En este capitulo se estudiara: Ecuaciones Diferenciales: Tipos de
Ecuaciones Diferenciales: Ecuaciones Diferenciales Ordinarias, Ecuaciones
Diferenciales Parciales, Orden de una Ecuacion Diferencial, Grado de una
Ecuacion Diferencial, Solucion de una Ecuacién Diferencial: Solucion General,
Solucién Particular, Ecuaciones Diferenciales de Variables Separables,

ecuaciones Diferenciales que se Reducen a Ecuaciones de Variables

Separables: Ecuaciones Diferenciales del Tipo: @1(x)W1(y)dy=@2(x)W2(y)dx,

Ecuaciones Diferenciales del Tipo :_y =f(ax + by), Ecuaciones Diferenciales del
X

Tipo g—y=f(1), Ecuaciones Diferenciales del Tipo d_y=(
X X

a;x+byy+cy
dx ’

a,x+b,y+c,
Ecuaciones Diferenciales Lineales, Ecuaciones Diferenciales Método de los

Coeficientes Determinados, Ecuaciones Diferenciales Exactas o Ecuaciones

Diferenciales Totales, Factor de Integracion, Integrales Impropias.
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Definiciéon _1: Una ecuacion que establece una relacion entre la variable

2 n-1
independiente x, la funciéon buscada y=f(x) y sus derivadas d_y’ d”y - d”y ,
dx " dx dx"1
d"y - .
ax se llama ecuacién diferencial (E.D).
2 n-1 n
Esta se escribe simbdlicamente como: F(x,y,d—y dy d”y dy

dx dx2 ' dgx™1’ dx"

n

2 n-1
o en forma explicita ——=F(x,y, ———=), por ejemplo:
) f I"t:ZF( dy d“y dy) . I
X

Y _25x +7=0 (1)
dx
d?y 2,59y 3
(=5 Lny)*+5(-=)"-2=0 (2)
dx dx
3 2
5d—§ + d—)zltgx + 2senx - 5xy=0 (3)
dx dx
dzy dy dy
(=5 P +4y(=> )3+ e¥(=>)2- 4xy=0 (4)
dx dx dx
du 6bu
ou_ou )
6x Oy
&’z  &%u
Fz _&u (©)
6x oy

Definiciéon 2: Si la ecuacion buscada y=f(x) es de una sola variable

independiente, la (E.D) se llama ecuacién diferencial ordinaria (E.D.O). Si la




419

ecuacion buscada z=F(x,y) es de mas de una variable independiente la (E.D) se

llama ecuacién diferencial parcial (E.D.P).

En el ejemplo anterior las ecuaciones (1), (2), (3) y (4) son ecuaciones
ordinarias y las ecuaciones (5) y (6) son ecuaciones parciales.

Definicién 3: El orden de la derivada superior que entra en la (E.D) se llama
orden de la (E.D).

Las ecuaciones (1) y (5) son ecuaciones de primer orden, la ecuacion (2),
(4) y (6) son ecuaciones de segundo orden, la ecuacion (3) es una ecuacion de
tercer orden.

Definicién 4: El grado de una (E.D), que puede escribirse como un
polinomio desconocido y sus derivadas es la potencia a la cual esta elevada su
derivada de mayor orden.

Las ecuaciones (1), (3), (5) y (6) son de grado (1), la (2) de grado 2 y la
ecuacion (4) es de grado (3).

Definicién 5: Toda funcion y=f(x) que introducida en la (E.D) la transforma

en una identidad, se llama solucién o integral de la (E.D).

d4y

Ejemplo: La funcion y=e*cosx es solucion de la (E.D): d—4 + 4y =0.
X

INTERPRETACION GEOMETRICA DE LA (E.D):

La (E.D) y=F(x,y) establece una dependencia entre las coordenadas de un

punto y el coeficiente angular de la tangente :_y a la grafica de la solucién en
X
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ese punto. Conociendo a x e y, se puede calcular y por consiguiente, la (E.D) de
la forma considerada determina un campo de direcciones y el problema de la

integracion de la (E.D) se reduce hallar las llamadas curvas integrales para las

cuales las direcciones de las tangentes a éstas coincide en cada punto con la

direccion del campo.

< /2

Ejemplo: :_y = X, En cada punto diferente del punto (0,0), el coeficiente
X X
angular de la tangente a la curva integral buscada es igual a la razén X, o sea,
X

coincide con el coeficiente angular de la recta dirigida desde el origen de
coordenadas al mismo punto (x,y) la cual esta representado por flechas el
campo de direcciones determinados por la ecuacion estudiada. Es evidente que
en este caso las curvas integrales seran las rectas y=cx, ya que las direcciones

de estas rectas coinciden en todas partes con la direcciéon del campo.
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«— <T/ :: —>
— \TA\‘

Definicién 6: La (E.D) de primer orden tiene la forma: F(x,y,:;l—y )=0, si esta
X

ecuacion se resuelve respecto a j_y, se puede escribir la forma: :_y =F(x,y), en
X X

este caso se dice que la (E.D) esta solucionada con respecto a la derivada, por

ejemplo: dy =2xy?>.
dx

Definicion 7: Se llama solucién general de una (E.D) de primer orden a la

funcion y=@(x,c), que depende de una constante arbitraria C y satisface las

condiciones siguientes:

a. Satisface la (E.D) para cualquier valor de la constante arbitraria C.
b. Cualquiera que sea la condicion inicial y=yo para x=xo, es decir, yx=x0=Yo, se
puede encontrar un valor C=Co tal que la funcién y=@(x,c) satisfaga la

condicion inicial dada.
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Durante la busqueda de la soluciéon general de una (E.D) llegamos a
menudo a una condicién de la forma: ¢(x,y,c)=0, no resuelta respecto a y. Al
resolverla respecto a y, obtenemos la solucion general. Aunque esto no siempre
sea posible, pues queda implicitamente.

Una igualdad de la forma ¢(x,y,c)=0 que da la solucién en forma implicita,

se llama integral general de la (E.D), por ejemplo: g—y=-1 tiene como solucién
X

X

general a la familia de hipérbolas en el origen de coordenadas de la forma y—E
X

Definicion 8: Toda funcién y=¢(x,co) deducida de la soluciéon general

y=0@(x,c), en el cual se le de valores arbitrarios a la constante C de un valor

determinado C=Co, se llama solucion particular. En este caso la correlaciéon

@(x,y,C)=0 se llama integral particular de la (E.D), por ejemplo en la ecuacion

. ., dy vy ., C . .
diferencial —=-=, cuya solucion general es y=—, tendra como soluciones
X X

dx

particulares a la familia de hipérbolas en el origen de coordenadas de la forma {

Eliminatoria de constantes arbitrarias de una ecuaciéon diferencial, para
ello seguiremos los siguientes pasos:
a. Se deriva la ecuacion tantas veces como constantes arbitrarias se

encuentren.
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b. EIl sistema que se forma tiene que ser un sistema consistente, es decir
compatible determinado.
Ejemplos: hallar las ecuaciones diferenciales si la soluciéon general de

esta ecuacion es:

a. (x-C)?+y?=C?, como nada mas hay una constantes arbitrarias tenemos que

dy
dx

hallar la primera derivada, es decir, 2(x - C) + 2y:—y =0 =>x-C+y

= =0
X

C=x +y%, sustituyendo este valor de C en la ecuacion (x — C)2 + y2=CZ,
X

obtenemos la ecuacion diferencial y2 = x2 +2xy3—y
X

b. y=C1e'2x + Cze3x, como las constantes arbitrarias son dos, tenemos que

hallar la primera y segunda derivada de la funcién dada, es decir,

(
dy _ -2C1e2* + 3C2e3*
dx

2
d%y )2, =4C1e2X + 9C2e>*
| dx

Multiplicando la primera ecuacion por dos (2) y sumandosela a la segunda

-3x 2
se obtiene que el valor de C, _° (zd_y+d_y], ahora multiplicando la

15 dx dx2

primera ecuacion por menos tres (-3) y se la sumamos a la segunda ecuacién se

obtiene el valor de C,=——| —=
T 10

dx2 dx

J, si se sustituyen los valores
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3x

encontrados de C1y C2 y=c1e'2x + c2e””, se obtiene que la ecuacioén diferencial

2
es: u—ﬂ—ﬁy:O
dx? dx

Definicion 9: Solucionar o, como se dice a menudo, integrar una (E.D)

significa:

a. Encontrar la solucién general o integral general (si no estan dadas las
condiciones iniciales).

b. Hallar la solucion particular de la ecuacidon que satisfaga las condiciones
iniciales (si existen).

Definicién 10: Las (E.D) del tipo: f2(y)dy=Ff1(x)dx, se laman ecuaciones con

variables separadas. Consideremos que las funciones f1(x) y f2(x) son continuas,

supongamos que Y(x) es solucion de esta ecuacioén; entonces, al sustituir y(x)

en la ecuacion dada obtenemos una identidad que al ser integrada resulta:

J.f1 (y)dy= J. f,(x)dx+C, donde C es una constante arbitraria. Si hay que obtener

la resolucion particular que satisfaga la condicion y(xo)=yo, esta evidentemente
X

y
se determina por la ecuacion: I f,(y)dy = _[f1 (x)dx+C
Yo X9

Ejemplos: hallar las soluciones de las ecuaciones diferenciales:

a. xdx +ydy=0, es una ecuacion diferencial de variables separables y su
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solucion general la determinamos integrando Iydy:—jxdx+c es una

familia de circunferencias en el origen de coordenadas, y?>=-x2+C

6 x?+y?=C2,

b. :_y = ‘3;_y, es una ecuacion diferencial de variables separables y su solucion
X 4x
general la determinamos integrando Iﬂzi d—X+C = Iny=§Ian =
y 4°x 4
3 4/
Iny=InC x4 = y=C x>
c. g—y:y2—1, es una ecuacion diferencial de variables separables y su
X
solucion general la determinamos integrando jdy=j :x +C = y=
x“ -1

1 In{C(x—1)}
2 x+1
Muchas (E.D) pueden ser reducidas a ecuaciones con variables

separables mediante una sustitucion de variables. A dicho grupo pertenecen las

ecuaciones de la forma:
1°. Las ecuaciones del tipo: @1(x)W1(y)dy=@2(x)¥2(y)dx, en las cuales los

coeficientes de las diferenciales se descomponen en factores dependientes

soblo de x o de y, también son (E.D) con variables separables, en este caso
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se multiplican cada miembro de la ecuacién diferencial por el factor

con lo que resulta:

1
v, Wy(x)

dx + C, que es una ecuacion de variable separable.

2°,

Y (Y) ?,(x)
Iqf;(y) I,

¢ 4(x)

Ejemplos: hallar las soluciones de las ecuaciones diferenciales:

Secxdy=xctgydx, multiplicando por el factor: ;, nos resulta:
secxctgy

Ic(:;y =] sexcx dx +C = [tgydy= [xcosxdx+C =

Insecx=cosx + xsenx + C = y=CgC0Sx * xsenx

x(1 + y?)dx — y(1 + x?)dy=0, multiplicando por el factor: 1 , NOS

(1+y?)(1+x?)

resulta: j ydy :j dez +C = In(1 +y?)=InC(1 + x?) = y=+/C(1 +x2) -1

1+y 1+ x
(4 + e*)dy=ye®dx, multiplicando por el factor: ————, nos resulta:
y(4+eX)
2x
Idy I4 dx —+C :>Iny=%InC(4+e2x):>y=\/C(4+ezx)
+e?

Ecuaciones de la forma g—y=f(ax + by), donde a y befR, las cuales se
X

transforman en ecuaciones de variables separables por medio de la
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sustitucion z=ax + by = dz =a+hb—— dy = gz =a + bf(z) = dx—L = X=
dx dx dx a+bf(z)
J‘ dz +C
a + bf(z)

Ejemplos: hallar las soluciones de las ecuaciones diferenciales:

dy =2x +y, haciendo la transformacién z=2x +y = dz =2+ dy , sustituyendo
dx dx dx

dy dz
el valor de — =2x +y, tenemos que 2242 = dx-— x—j

dx dx z+2 z+ 2

= x=InC(z + 2) = z=Ce* - 2, volviendo el cambio, nos resulta que 2x + y=Ce*
-2 y=Ce*-2x-2

dy__ 1 , haciendo la transformaciéon z=x + y + 1 > E=1 + dy
dx x+y+1 dx dx

sustituyendo el valor de :_y =x +y + 1, tenemos que dz =1+ 1 = dx =2dz
X

dx z z+1

= x_J'Zd_z +C > j(1——jd = x=z — InC(z+ 1) = z + 1=Ce* " *

volviendo el cambio, nos resulta que y=Ce¥*' - x -2 = y=Ce* - 2x - 2
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, haciendo la transformaciéon z=x - y = E=1 - ﬂ,
dx dx

dx X-y

z =-1 = dx=-zdz=x=|zdz +C
X z

sustituyendo el valor de :_y tenemos que r
X

1 . .
= x=-—22+C=>2x+ 22 + C=0, volviendo el cambio, nos resulta que:

2x+(x—y)2+C=0

Las (E.D) de la forma: dy =f(1) llamadas (E.D) homogéneas de grado cero
X

3°.
(0), también se reducen a ecuaciones separables. En efecto si hacemos el
. . y . dy dz .
cambio de variable z== 6 y=xz = dx =z + x— sustituyendo este valor en
X X X
la ecuacion d—y=f(1) nos queda: z + xd—z =f(z) = ax . dz + C = Inx=
dx x dx x f(z)-z
| dz
Ce f(z)-z
Ejemplos: hallar las soluciones de las ecuaciones diferenciales:
a. dy_y + tgl, haciendo la transformacion y=xz = d—y=z + xd—z,
dx x X dx dx

sustituyendo en el valor de dy =Y 4 tg! , tenemos que z + xE =z+tgz=>
dx x X dx

d—x-tgzdz = Inx= I tgzdz + C = Inx=InCsecz = z=Csecz, volviendo el

X

cambio, nos resulta que x=Csec1
X



429

b. xydx - x2dy=y w/x2 + y2 dy, reordenando esta ecuaciéon tenemos:

xydx — (x? - yw/x2 +y2 )dy=0, aplicando diferenciales a ambos miembros de la

ecuacion y=xz, tenemos que dy=zdy + xdz, sustituyendo este valor en la

ecuacion diferencial obtenemos: (xz)x(zdy + xdz) - [(xz)? + x+/ x2 + y2 170 =>

x%z(zdx + xdz) — [x?2? + xw/x2 + y2 =0 =

x?*2%dx + x3zdz - xzyzdx -y x2 1+ zz) dx=0 = x3zdz — x2V1+ 22 dx=0 = x3zdz=x>

1+ 22 dx = dz=d—x = J‘;dz:jd—x: 1+ 22 =lnCx = x=C
22 1 X Vz2 +1 X
Y.2 j{ 2 v2
12 )

eV'"*" , volviendo el cambio, nos resulta: y=Ce X =y=Ce

dy Xy

c. (x%-xy+y?)dx — xydy=0 = —L = haciendo la transformacion

dx x2_xy+y?’
y=xz = d—y=z + XE, sustituyendo en el valor de dl:L,
dx dx dx x2 - XY+ y2
tenemos que:
dz x%z dz z dz z-z+2z%2-2°
zZ+x—= > X—=———"Z>X—=—""7"—
dx x2 _x2z4x2z2 dx 1-z-2z2 dx 1-z—2z2

2 2

dx 1-z-z dx 1-z-2z . . .

— = ﬁdz = |—= ﬁdz + C, aplicando fracciones parciales la
X z° -z X z° -z
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J~ -1+z+22
z (z 1)

integral de la derecha, tenemos: Id dz + C = Inx=

A, d—: _[ I— donde los coeficientes de A1, A2y A3 los
z

. oo . . —1+z+22
hallamos aplicando limites y derivadas, A1=|'m—1 = A1=1, A=

z—>0

2 2
i(—1+z+z ] :>A2=[(22+1)(z-1)-(-1+z+z )j — As=0, As=
z—0 z—0

dx z-1 (z-1)>?

. —1+z+22 dz

lim———=—— — A3=1, por lo tanto, Inx=_[ '[— +C>
z z2

z->1

1 1

nCz-1 _ Cz-1)__; — z-1=Cx2%eZ, volviendo

X X

Inx—1 +In(z-1)=> —
z z

X
el cambio, nos queda: y=szey +1

a;x+b,y+c,

4°. Las (E.D) de la forma: :—y=f(
X

, puede reducirse a una
a,x+b,y+c,

ecuacion de variables separables, trasladando al origen de coordenadas el
punto de interseccion (x,y) de las rectas l1: a1x + b1y + ¢1=0 y l2: a2x + b2y +

c2=0, las nuevas coordenadas seran: X=x — x1 e Y=y — y1, donde :y % y
X
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L dY a,X+b,Y Y
la ecuacion toma la forma: —=f ————— |=¢| — |, la cual es una
dX a2X+b2Y X

ecuacion homogénea de grado cero(0) y en consecuencia de variable

separable, este método no se puede aplicar solamente en el caso de que

las dos rectas resulten ser paralelas, es decir, 11//l2, pero en este caso los

a b
coeficientes de las coordenadas son proporcionales, es decir, -2 _

_2=k,
a; b,

. dy
con lo cual la ecuacion se transforma en: — =f

a,x+b,y+c
1 1Y T €4 J : dy
dx

k(a;x+byy)+c, dx

=f(a1x + b1y), que ya se estudio en el segundo caso.
Ejemplos: hallar las soluciones de las ecuaciones diferenciales:

dy x-y+1
dx x+y-3

a. , resolviendo el sistema de ecuaciones, x — y=-1 y x + y=3,

Obtenemos que x=1, e y=2, haciendo x=X + 1, e y=Y + 2, tenemos que:

ay = X-Y , ahora hacemos el cambio Y=zX, = ﬂ=z + Xd—z, que al sustituirla
dX X+Y dX dX

X-Y dz _

‘s ., dY
en la ecuacion conduce a la ecuacion —= Xiy’ se transformaen: z+ X—=
+

1-z N dX (1+z)dz N :I%:J- (1+ z)dz

1+2 X 1-2z-22 X 1-2z — 22

InX =—in(1-2z-22)+ }InC =
2 2

C=(1 - 2z — z%)X? = C=X? - 2Xz — X?z? = volviendo el cambio Y=zX, nos queda:
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=x2—2xy—y2+2x+6y

d_y:M resolviendo el sistema de ecuaciones, 2x — y=-3 y 4x -
dx 4x-2y-5
2y=5,

Vemos que las rectas l1: 2x-y+3 y l2: 4x -2y -5 son paralelas, entonces

hacemos el cambio z=2x -y, con lo que nos queda E=2 - dy 6
dx dx

dy =2 - dz , sustituyendo esta en la ecuacion — dy M , obtenemos que
dx dx’ dx 4x-2y-5’

_d_z: 2+3 = E:2— 2+3 = dx= 225 dz = jdx _[22 S dz +C, =

dx 2z-5 dx 2z-5 3z-13 3z-13
x=I[g— 22 ]dz +C=>
3 9z-39

2 22 . <
X=—2Z- 3 In(3z - 13) + C, sustituyendo a z=2x — y en esta ecuacioén nos queda:

2
x=§(2x—y)- -13)+C

Definicién 11: Se llama (E.D) lineal de primer orden a una ecuacion

lineal con respecto a la funciéon desconocida y a su derivada. Esta ecuaciéon
tiene la forma: A(x)::—y + B(x)y=C(x), donde A(x), B(x) y C(x) se consideran en lo
X

sucesivo funciones continuas de x en la regidén en que se exige integrar la

ecuacion. Si multiplicamos toda la ecuacion por el factor ﬁ, nos resulta: :_y
X X
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, haciendo el cambio p(x)=
A(x)"  A(x)

ﬁ q(x)= E ; la ecuacién de

)
x) Y

. d .
Bernoulli se transforma en d—y + p(x)=q(x), la cual resolveremos por el método
X

de los coeficientes indeterminados para lo cual seguiremos los siguientes

pasos:

i. Se obtiene la solucién general de la ecuaciéon diferencial homogénea, es

decir, Se toma la ecuacion :—y + P(x)y=0 que se llama lineal homogénea,
X

.. . ‘s dy
esta es una ecuacion de variable separable, cuya solucién es:

=-p(x)dx =

Iny—-If(x)dx+ C =>y=Ce Ide

ii. Se considerala constante C, como una funcion que dependera de la variable
[xdx

X, es decir: y=C(x)e"

- . . s .[xd .
ili. Se calcula la derivada de la funciéon y=C(x) e Jxax con respecto a x, es decir,

ﬂ=dC(X) e_jxdx _ C(x)p(x)e'Ide
dx dx
iv. Sustituimos los valores encontrados de dy _ dC(x) e'IXdX - C(x)p(x)e'Ide

dx dx

y y=C(x)e'Ide en la ecuacion diferencial no homogénea g_y + p(x)=q(x), es
X
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decir, 90 X% _ Gy e + Copix) e =q(x) = 9E0) g I
=q(x) = 95 =g e/ xe

Integramos dz)((x), para obtener el valor de C(x), que en este caso es C(x)=
Jatxe™™ax 1 c,

Sustituimos el valor de C(x) en la solucién de la ecuaciéon general

[p(x)dx -[xdx

encontrada y=C(x) e'JXdX = y=(Iq(x)e +Cy)e

y=C e_jxdx + e_jxdx Iq(x)ejp(x)dxdx

Ejemplos: hallar las soluciones de las ecuaciones diferenciales:

:_y - 1=x2, siguiendo los pasos mencionados tenemos:

X X

dy y_ dy _dx . . _

— - ==0 = —=—, integrando ambos miembros obtenemos Iny=InCx =
dx x y X

y=xC(x)

y=C(x)

dy =C(x) + x dC(x)

dx d

dC(x) | C(X)_2_ dC( ) ey

C +
x) de X

= dC(x)=xdx

2
[dc(x)=[xdx +C1 = C(x)="7 +C1
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2 3
X X
y=(7+c1lx :>y=7+C1X

dy 11 3

dx y 8

dy dy . .

dx y=0 = —=dx, integrando ambos miembros obtenemos Iny=x + C =
X y

y=Ce*

y=C(x)e*

dy _ e"d—y + C(x)e*

dx dx
dC(x) 11 dC(x)_11_ %  dC(x)_11_—3x
2 + C(x)e*-C(x)eX=—e 3 =X "l=—¢ 3 W0 =""¢ 3
dx 8 dx 8 dx 8
4 4
o - X
ij(x):%jxe 3xdx:>C(x)=-%e 37 4+ Cy

4 X
_—x =
y=(-%e 3 +C1)ex:>y=-%e 3 +Cre”

dy - yctgx=2xsenx

dy dy . .

ax yctgx=0 = —=ctgxdx, integrando ambos miembros obtenemos
X y

Iny=Insenx + InC = y=Csenx

y=C(x)senx
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— =senxﬁ + C(x)cosx
dx

4 dC(x)

senxd— + C(x)cosx - C(x)senxctgx=2xsenx = dC(x) =2x
X X
5. [dC(x)=2[xdx + C1=> C(x)=x*+ C1

6. y=(x?+ C1)senx = y= x’senx + senxCi

Definicion 12: Ecuaciones diferenciales totales o diferenciales exactas,

puede suceder que la ecuacion diferencial se escriba en la forma
p(x,y)dx + q(x,y)dy=0, si esta ecuacion es una diferencial exacta de cierta

funcion u(x,y), es decir, u(x,y)=p(x,y)dx + q(x,y)dy, donde du(x,y)=0, debe

3p(x,y) _ 8a(x,y)

cumplirse la condicion de Euler: , si du(x,y)=p(x,y)dx +

oy X
q(x,y)dy = du(x,y)= w dx + %x,y) dy, por lo tanto,
X
op(x, d3q(x,
M = p(x,y) y M = q(x,y)
oy ox

Donde u(x,y)=J.p(x,y)dx + y(y), al calcular jp(x,y)dx, la magnitud y se

considera constante, por eso y(y) es una funcién arbitraria de y.
Para determinar la funcion y(y), derivaremos u(x,y) con respecto a y, teniendo

dy

—q(x,y) , es decir, la funcion -|[p(x,y)dx|+ 22
8y dy

en cuenta que M
oy

=q(x,y), si despejamos Z—w nos queda:
y



437

dy =q(x,y) - 6 Up(x,y)dx], ahora si integramos con respecto a y, tenemos que

dy Sy
6 . -

w(y)=I[q(x,y)—s—[_[p(x,y)dxﬂdy + C, por ultimo sustituimos el valor de y(y)
y

en la ecuacién u(x,y), con lo cual encontramos la solucién general de la

ecuacion diferencial exacta o de la diferencial total:
U(X,Y)=I p(xy)dx+ j a(xy)- 5 Up(x,y)dx] dy +C
8y

La funcion u(x,y) se puede determinar también tomando la integral curvilinea
de p(x,y)dx + q(x,y)dy desde cierto punto fijo (xo,yo) hasta un punto con

coordenada variable (x,y) por cualquier camino:

Y A A
(xy) (xp,y) YY)
(p,yo) =0) (xobyo)
€ > <€ >
0 X X
A 4 \ 4
(x.y) x,Yo) (x,y)
En este caso, j p(x,y)dx+ q(x,y)dy= j p(x,y)dx+ j q(x,y)dy o bien
(Xg:¥Yo) (Xg:¥Yp) (X,¥g)
(x !y) (XO ’y) (X!y)
[P, y)dx+a(x,y)dy= [p(x,y)dx+ [a(x,y)dy
(Xg-Yo) (Xg-Yo) (Xg5Y)

En conclusion para resolver una ecuacién diferencial total seguiremos los

siguientes pasos:
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11.

12.

438

Verificamos que se cumpla la condicién de Euler, es decir, que

3p(x,y) _ da(x,y)
oy OX

Se integra la funcién u(x,y) con respecto a x manteniendo a y constante
Se deriva la funcién que resulto de integral a la funcion u(x,y) con respecto
a y, considerando a la constante de integracion como una funcién
estrictamente de y

Se iguala la derivada de u(x,y) a la funcion q(x,y) y se despeja la constante
dependiente de y

Se integra con respecto a y para obtener el valor de la constante que
depende de y

Se sustituye el valor de la constante en la funcion u(x,y) que se obtuvo al

principio cuando integramos con respecto a x

Ejemplos: Hallar las soluciones de las ecuaciones diferenciales totales:

a.

(x +y + 1)dx + (x — y? + 3)dy=0, aplicando los pasos descritos anteriormente

tenemos:

PXy)=x +y+ 1= =1, q(x,y)=x —y> +3 =

w =1, por lo tanto,

3q(x,y)
0X

se cumple la condiciones de Euler

u(xy)= [y + 1)dx +y(y) = u(xy)=2 X% +xy + X+ (y)
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8. Hallamos la derivada de u(x,y) con respecto a y, el cual lo igualamos a

q(x,y), es decir, =x-y*+3=> -y +3

Su(x,y) =x + d_llJ
d

dy _
8y y

9. Integramos la funcién obtenida con respecto a vy, w(y)=j(3-y2)dy =
- 1.3
viy)=3y -y +C
10. Sustituimos el valor de wy(y)=3y - %y‘“’ + C en u(x,y), es decir, u(x,y)=

%xz +Xy + X + 3y - %y3 + C, como la funcién u(x,y) es una diferencial exacta

tenemos que u(x,y)=0 = 3x2 + 6xy + 6x + 18y - 2y3 + C=0
Resolviendo esta ecuacion diferencial como una integral de linea u(x,y)=

x.y)
J(x+y+1)dx+(x-y2+3)dy, escogiendo a (xo,yo) en el origen de
(Xg:Yo)

coordenadas tenemos:

(x,0) (x,y)
u(x,y)= j (x+1)dx + '[(x - y2 +3)dy=> u(x,y)=%x2 + X + xy - %y3 +3y+C, como
(0,0) ©

X,0)
u(x,y)=0 = C=3x? + 6xy + 6x + 18y - 2y

b. (3x2 + 6xy2)dx + (6x2y + 4y3)dy=0, aplicando los pasos tenemos:



440

p(x,y)=3x? + 6xy? = =12xy, q(x,y)=6x7y + 4y* =

3p(x,y) sa(x,y) _4 2xy, por
oy ox

lo tanto, se cumple la condiciones de Euler
U(X,Y)=J-(3X2 +6xy?)dx + y(y) = u(x,y)=x> + 3x2y? + y(y)

Hallamos la derivada de u(x,y) con respecto a y, el cual lo igualamos a

ax.y), es decir, 2UXY) _gyzy 4 O _gu2y 4 4y3 o, TY g
oy dy dy

Integramos la funcién obtenida con respecto a y, w(y)=j4y3dy +C>

viy)=y*+C

Sustituimos el valor de y(y) en u(x,y), es decir, u(x,y)=x3 + 3x2y2 + y4 +C,

como la funciéon u(x,y) es una diferencial exacta tenemos que u(x,y)=0

= C=x? + 3x%y? + y*

(x + y)dx + (x + 2y)dy=0

Mﬂ, q(x,y)=x + 2y = 8alx.y)
) X

pP(X,y)=x +y = =1, por lo tanto, se

cumple la condiciones de Euler
1
U(Y)= [(x+y)dx +y(y) = ulxy)=o X2 +xy + y(y)

Hallamos la derivada de u(x,y) con respecto a y, el cual lo igualamos a

BY) s Wy gy = I gy
y

X,Yy), es decir,
q(x,y) 5y dy
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4. Integramos la funcién obtenida con respecto ay, w(y)=ijdy +C>

y(y)=y?+C

2

5. Sustituimos el valor de y(y) en u(x,y), es decir, u(x,y)=%x +xy + y? + C,

como la funcién u(x,y) es una diferencial exacta tenemos que u(x,y)=0

2

:>C=%x +xy +y?

Definicién 13: Cuando en la ecuacién p(x,y)dx + q(x,y)dy=0 no se satisface la

condicion de Euler, se tiene que escoger una funcion p(x,y) que llamaremos
factor integrante, el cual se multiplicara por la diferencial total, de tal manera

que pp(x,y)dx + pq(x,y)dy=0 satisfagan las condiciones de Euler, es decir,

Sup(x,y) _ 8uq(x,y)
3y ox

b(x.y) 8u(y,y) u(x,y) 2PY) 8p( ) _ qx.y )Su(x,y) + pxy )Sp(x,y) si multiplicamos

toda esta expresién por el factor: , tenemos:

u(x,y)

Py) 3ulx,y) | 8p(x.y) _a(xy) du(xy) , sa(x,y) _
nx,y) 8y Sy  u(xy) dx ox
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dq(x, op(x, dInpu(x, SInpu(x, . olnu(x,
a(x,y) _ dp( y)=p(x,y) ux,y) q(x.y) 1 y), si Bxy) g
ox oy oy ox oy

5p(x,y) 6a(x,y)

~ -q(x.y) du(x,y)_3a(x,y) _8p(x,y) _ Inu(x,y)=f 8y 65X 4x +InC =
dx ox 0 q(x,y)
Sp(x,y) &q(x,y)
() 5x dx
(x,y)=Ce a(xy) , se puede considerar C=1, ya que es suficiente tener

un solo factor integrante, es decir si la funcién es estrictamente de x tenemos

Sp(x,y) Sa(x,
Sy (x )8x dx
que: p(x)=e .y , si es una funcion estrictamente de y tenemos que
5q(x,y) 6p(x,y)
6x Sy dy
ny)=e P(x.y) , en caso contrario, no existe ningun factor integrante

de de la forma p(x) o p(y).

Definicién 14: La condicidon de existencia de un factor integrante que

depende sélo de x, se cumple para la ecuacion lineal:

5p(x,y) 6d(x,y)
dy

9 4 px)=q(x) o bien [p(x)y — f(x)]dx + dy=0, efectivamente — Y ox
dx q(x,y)

e [p(x)dx

=p(x), y por lo tanto, p(x)= , de manera analoga se puede hallar las

condiciones de existencia de factores integrantes de la forma: p(x £ y), p(xy),
X
O £ ), W) B, ete.

Ejemplos: hallar las soluciones de las ecuaciones diferenciales:
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a. (4xy + 3y? — x)dx + x(x + 2y)dy=0,

dp(x,y)

Veamos si se cumple la condicién de Euler: p(x,y)=4xy + 3y? - x = 5
y

=4x + 6By, q(x,y)=x(x + 2y) =

qu(sx_,y) =2x + 2y, como podemos observar no se
X

8p(x,y)¢8q(X,Y), buscaremos entonces un factor

cumple de Euler, es decir,
oy 8x

6p(x,y) 6q(x,y) 6p(x,y) &a(x,y)
8y 6x  _4x+6y-2x-2y N 8y &x 2
X

at.y) x(x+2y) axy)

integrante

, luego

| gdx

el factor integrante sera p(x)=e * = p(x)=-e x2

2Inx = ,J.(X)=X2,

= p(x)=e'"
por lo tanto, multiplicamos a la ecuacion diferencial:
(4xy + 3y? — x)dx + x(x + 2y)dy=0, por el factor p(x)=x? y probaremos de nuevo

si se cumple la condicion de Euler, es decir:

3 = Spll(XsY)

(4x3y + 3x2y2 - x3)dx + x3(x + 2y)dy=0, pp,(x,y)=4x3y + 3x2y2 - X 5
y

dqu(x,y)

5 =4x3 + 6x2y, por lo tanto, se cumple
X

=4x® + 6x%y, qu(xy)=x*+2x%y =

la condicién de Euler, con lo cual decimos que es una ecuacién diferencial
total, encontramos el valor de:

ulp(oy)l= [(@x3y +3x%y? —y®)dx +oly) = ulu(xy)l=xty + x3%? - xy* + o(y),

ahora derivamos a up(x,y) con respecto ay, y la igualamos a qu(x,y), es decir:
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duu(x,y)

do(y)
3y d

=x* + 2x%y = =-3xy?, integrando con

=x4 + 2x3y _ 3xy2 + d(p(y)
dy

respecto a y, tenemos que:

(p(y)=-%xy4 + C, sustituyendo este valor en la funcién up(x,y), tenemos que:

2

3
up(x,y)l=xy + x3y? — xy? " xy* +C

b. y(x+y+1)dx + x(x + 3y + 2)dy=0

N dp(x,y)

Veamos si se cumple la condiciéon de Euler: p(x,y)=xy + y? -y 5
y

=x + 2y, q(x,y)=x(x + 3y + 2) = w =2x + 3y + 2, como podemos observar
X

no se cumple de Euler, es decir, SpE(Sx,y)#Sqé(Sx,y), buscaremos entonces un
y X

factor integrante:

Sp(x,y) 8p(x,y)
8y &x  _ (x+y+1)
q(x,y) x(x+3y +2)

, vemo que esta funcién no es exclusivamente

de x, luego no es un factor integrante, probaremos ahora con

8a(x,y) 6p(x,y) 6a(x,y) 6p(x,y)

5x 8y _ (x+y+1) 5x gy _1 . ‘s
= = =—, que si es una funcién
P(x,y) y(x+y+1) p(x,y) y

exclusivamente de y, por lo tanto, podemos obtener el factor de integraciéon

dy
J‘i
como: p(y)=e ¥ = pu(y)=e"= u(y)=y, por lo tanto, multiplicamos a la
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ecuacion diferencial y(x + y + 1)dx + x(x + 3y + 2)dy=0, por el factor integrante
u(x)=y, luego probaremos de nuevo si se cumple la condiciéon de Euler, es
decir, (y’x + y® + y9)dx + (x’y + 3y?x + 2xy)dy=0, pp(x,y)=y’x + y°> + y? =

dpu(x,y)

=2xy + 3y? + 2y,
3y

=2xy + 3y? + 2y, qu(x,y)=x?y + 3y’x + 2xy = w
X

por lo tanto, se cumple la condicion de Euler, y en consecuencia es una

direfencial total, encontramos el valor de u[u(x,y)]= I(xy2 + y3 + y2 )dx + ¢(y) =
u[p(x,y)]=%x2y2 + xy® + xy? + ¢(y), ahora derivamos a u[p(x,y)] con respecto a

do(y)_ 2

8uLI(Xsy):XZy + 3Xy2 + 2xy + ———=xy
5 dy

y, y la igualamos a q[u(x,y)], es decir,

+ 3y2x + 2xy =

d::_(v)=0, integrando con respecto a y, tenemos que o¢(y)=C,

sustituyendo este valor en la funcién u[u(x,y)], tenemos que: u[u(x,y)]=%x2y2

+xy> +xy? +C
c. y(x+y)dx+ (x+2y-1)dy=0

Veamos si se cumple la condicién de Euler: p(x,y)=xy+y2:>

5p(x.y)_ . . 2y, qx.y)=x + 2y - 1 = 3q(x,y)

=1, como podemos ver no se
oy ox

5p(x,y)¢8q(x,y)’ buscaremos entonces un factor

cumple de Euler, es decir,
oy ox
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&p(x,y) &p(x,y)
oy 6x

qa(x,y)

integrante =1, por lo tanto, podemos obtener el factor de

integracién como: p(x,y)= el o n(x,y)=e*, por | o tanto, multiplicamos a la
ecuacion diferencial y(x + y + 1)dx + x(x + 3y + 2)dy=0, por el factor integrante
n(x,y)=e*, luego probaremos de nuevo si se cumple la condicién de Euler, es

dpu(x,y)

decir, y(x + y)e*dx + (x + 2y — 1)e*dy=0, p[p(x,y)]=y*x +y’ +y*= 5
y

x _, dau(x,y) _

xeX + 2ye*, por lo tanto,
X

=xe* +2ye*, qu(x,y)]=xe* +2ye* - e

se cumple la condicion de Euler, y entonces es una direfencial total,

encontramos el valor de u[u(x,y)]=_[(xyex +y2eX)dx + o(y) = u[p(x,y)I=y(x - 1)

eX + ¢(y), ahora derivamos a u[p(x,y)] con respecto ay, e igualamos a q[u(x,y)],

do(y)
dy

=xe* +2ye* = =-eX +

es decir: qu ~1)eX (x - 1)eX + do(y)
oy dy

2ye’*, integrando con respecto a y, tenemos que:

o(y)=-ye* + y?e* + C, sustituyendo este valor en la funcién u[p(x,y)], tenemos

que: uu(x,y)l=y(x - 1)e* -ye* +y?e* +C
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EJERCICIOS RESUELTOS

1. En cada uno de los siguientes ejercicios indique si la ecuacién es

ordinaria o parcial, lineal o no lineal, e indique su orden.

3 2
a. d_X + 2d_X + 5t2=0
dt3 dt2
3 2
b. 397y 507y %y
ox3 5x2  8x
‘. ., d3x d2x 2 . .
Solucion: 1a. La ecuacion dt_3 + ZE + 5t“=0 es una ecuacion diferencial

ordinaria, de tercer orden y de primer grado

3 2
Solucion: 1b. La ecuacion 38_y+56_y:8_y es una ecuacion diferencial
&x3 &x2 8x

parcial, de tercer orden y de primer grado
2. En cada una de las igualdades que se indican a continuacién, eliminar

las constantes arbitrarias.

a. y=,/2xlgx —2x +C

b. y=C1e* + C2oxe*

Solucion: 2a. y=\/2xlgx—2x+C, como la funcidon posee solamente una

constante derivamos la funcién y=,/2xlgx —2x + C una vez y obtenemos:

dy 1 1 1 dy In10lgx -In10 -1
2 - _l2lgx - —— -2 = bl ,
dx 2 In10 | /2xIgx-2x+C dx In10,2xIgx —2x +C

manipulando esta ecuacion y despejando C se obtiene que:
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In10igx -In10 -1
dy
dx

C-= —2xlgx + 2x sustituyendo el valor de C en la ecuacién

y=./2xlgx - 2x + C, se obtiene que: dy _In10lgx -In10 -1
dx . /2xlgx-2x+C

Solucién: 2b. y=C1e* + C2xe*, como la funcion posee dos constante derivamos

la funcion y=C1e* + C2xe* dos veces y obtenemos:

C,+(x+1)C, =e™ j—y (1), derivando la ecuacién (1) obtenemos:
X

2
C1+(x+2)CZ:e'x:—32, (2), restando (1) de (2) obtenemos el valor de
X
X d2y dy . .
C,=e™”| —5——|, sustituyendo el valor de C2 en (1) se obtiene que
2 dx2 dx
x dy d?y : ,
C,=e (x+2)d—x—(x +1)0|—2 y por ultimo sustituyendo los valores de C1y
X
2
C2 en la ecuacion y=C1e* + C2xe* se obtiene: y=2 dy d—¥
dx dx

3. Encuentre la solucién general de las siguientes ecuaciones de variables
separables y que se transforman en variables separables.

a. tgxsenzydx + coszxtgydy=0

dy _ 1-3x -3y

dx 1+x+y

c. (x—-y)dx + (3x + y)dy=0,

Solucién: 3a tgxsenzydx + coszxtgydy=0, Multiplicando la ecuacién tgxsenzydx

1

+ coszxtgydy=0 por el factor ——> 5 » hos queda:
sen“ycos“x
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tg); dx + tg;; dy =0, aplicando Ilas integrales trigonométricas e
cos“x sen‘y

integracién se obtiene que:

[

—= —Isec xtgxdx = j
senycosy

— = —I seczxtgxdx, son dos intgrales
senycosy

inmediatas, ver tablas de integracion en el anexo, entonces:

2
Ln(cotgy — cscy) + t92 X =C

Solucién: 3b: d_y m haciendo el cambio z=x + y en la ecuacién
dx 1+x+y

diferencial dy _1-3x-3y tenemos que: d—z=1 + = dy _dz 1,
dx 1+x+y dx dx dx dx
. . dz _1-3z
sustituyendo estos valores en la E.D. y despejando tenemos: d_= 102"
x 1+z

reacomodando e integrando se tiene que: I dz Idx aplicando las

propiedades de los numeros reales, estas integrales se transforman en:
1 2. 1
—|dz+—

3~[ 3J- 1-3z

%(x +y)- %Ln(1 -3x-3y)=x+C

dz = J'dx = %z - gLn(1 —3z)=x + C, luego del cambio nos da:

Solucién: 3c: (x — y)dx + (3x + y)dy=0, Aplicando las propiedades de los

. e . dy _ y-X
numeros reales en la ecuacion diferencial nos resulta: —=
dx y+3x

, COMo es

una ecuacion homogénea de grado cero, hacemos el cambio y=xz, derivando
esta ecuacion con respecto a Xx, sustituyendo este valor e integrando se

obtiene d—y-z+ dz = dz 1-2

d
= , completando
dx dx dx 3+z -[ 22 4z+1 I X P

cuadrado y aplicando nuevamente las propiedades de los nimeros reales se
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tiene: I—gdz:Lan = I%dz -I+dz:Lan, por las
(z-2) (z-2)< -3 (z-2)< -3
1, 1.2
tablas de integracion se tiene que: —-Lnz“-4z+1-—Ln————
J ue 2 -7 B zo2- f
1 2 1 X—2+\/§
sustituyendo z=Y tenemos: —Ln [Xj —4Y - X |=LnCx=>
X 2 (x X NE Y 5 /3
X
2 2
1Ln|x 4xy+y| |y+(\/§ 2)x|_Lan:>
x \ Y- (B2
2
1, [x-y) |y+w§ x| o o Miaxoylo 1 yr(B-2)x]
2 X ‘y (\/_+2)x‘ 4 | Jx \y (\/_+2)X‘
=LnCx

4. Encuentre la solucion particular de las siguientes ecuaciones de variables

separables y que se transforman en variables separables.

a. Woyel®) yi2)=8
dx

b. =Y _1y2)=1
dx x

Solucidn: 4a: g—y=xe(y_x2), y(2)=8. Aplicando las propiedades de los
X

, . r . \ d %2
numeros reales en la ecuacion diferencial, nos resulta: —y=xex ey,

dx
separando las variables e integrando se tiene que: jxe'xzdx = jeydy y por las

tablas de integracion y las propiedades de los niumeros reales obtenemos:

L2=C’ ahora sustituyendo el punto (2,8) en esta ecuacion hallamos el valor

X

de C y lo sustituimos concluyendo el ejercicio, resultando Lz =20 y=2x2

X
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Solucién: 4b: ﬂ=1—1, y(2)=1. Operando la ecuacién d_=x_1’ nos resulta:
dx x dx x

dy _y-x . L dy _ dz .

—==— haciendo el cambio y=xz = —==z + x—, sustituyendo en en la

dx x dx dx

ecuacion diferencial e integrando nos resulta: jd—z :2jd—x = Lnz=2Lnx + C,
z X

volviendo el cambio y aplicando las propiedades de los logaritmos nos

resulta: % =C, ahora sustituyendo el punto (2,1) en esta ecuacion hallamos
X

3

1 ‘. .
el valor de C, que en este caso es 3’ con lo que la solucién sera: Y _ 8
X

5. Halle las soluciones de las siguientes ecuaciones diferenciales lineales.

a. dy . 7x=5e"*

dx
dy 2—y=(x +1)3, en el punto (0,1)
dx x-+1

dy
c. — + YCOSX=COSX
dx

Para la resolucion de estos ejercicios utilizaremos los pasos a seguir

descritos en la definicion 11.

Solucién: 5a: g—y - 7x=5e"* (1)
X

i. Seresuelve la ecuacion homogénea para hallar el valor de la variable y.

dy -7x=0
dx

ii. Separamos variables e integramos.

[dy=7[xdx = y=gx2 +C(x) (2)

. . d
iii. Derivamos la ecuacion (2) con respecto a x para hallar el valor de qy

dx
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ﬂ=7x + dC(x)
dx dx

dC(x)
dx

iv. Se sustituyen los valores de j—y en (1) para hallar
X

X + M - 7x=5e7x = M =5
dx dx

v. Se separa variable y se integra para hallar el valor de C(x)
[de(x)=5[e™dx = C(x)=%e7x +C

vi. Se sustituye el valor de C(x) en la ecuacién (2) y obtenemos la solucion

buscada

y=zx2 + Tex4g
2 2

Solucién: 5b; Y - &Y =(x + 1)3 (1)
dx x+1

1. Se resuelve la ecuacion homogénea para hallar el valor de la variable y.

dy 2y _

dx x+1

2. Separamos variables e integramos.

J d_: -2 % = Lny=Ln(x + 12C(X) = y=(x + 1/2C(x) (2)

. . d
3. Derivamos la ecuacion (2) con respecto a x para hallar el valor de d—y

X

ﬂ=2(x +1)C(x) + (x + 1)2M
dx dx

dy

4. Se sustituyen los valores de dx en (1) para hallar M
X

dx
2(x + 1)C(x) + (x+1)ZM - 2(x + 1)C(x) =(x + 1)° = dC(X) _y 4+ 1
dx dx

5. Se separa variable y se integra para hallar el valor de C(x)
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(x+1)2+C

JAC() = [(x+ dix = C(x)= 2 (x + 12 + € = C(x)= ")

6. Se sustituye el valor de C(x) en la ecuacién (2)

2
=M(x + 1)2 = 2y=(x + 1)2((X + 1)2 +C) (3)

7. Sustituyendo el punto (0,1) en la ecuacion (3) se halla el valor de C, que en

este caso es igual a 1, por lo tanto, la solucion es: 2y=(x + 1)?(x? 2x + 2)

Solucién: 5c: g_y + ycosx=cosx. (1)
X

i. Seresuelve la ecuacion homogénea para hallar el valor de la variable y.

dy + ycosx =0

dx

ii. Separamos variables e integramos.

jﬂ = —[cosxdx = Lny=-senx + C(x) = y=C(x)e’**"™ (2)
y
iii. Derivamos la ecuacion (2) con respecto a x para hallar el valor de :_y
X

dy __ e"SeNXC(x)cosx + e-Senx dC(x)
dx dx

dy

iv. Se sustituyen los valores de dx en (1) para hallar dc(x)
X

dx

dC(x) _ eSenx
X

- e °"™XC(x)cosx + ™" + @ °®"™XC(x)cosx=cosx =

M CcOoSsX
dx

V. Se separa variable y se integra para hallar el valor de C(x)
j dC(x) = j cosxe®™dx = C(x)=e%¢"™* + C

vi. Se sustituye el valor de C(x) en la ecuacién (2) y obtenemos la soluciéon

buscada

y=(esenx + C)e-senx = y=1 + Ce-senx
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6. Verificar si las siguientes ecuaciones diferenciales son exactas y
resolverlas, en caso de no ser exacta encontrar un factor integrante y luego

resolver la ecuacion.

2 2
%dx+2—gdy:0
X X

b. e¥(xy + 1)dx + (x%e™Y + 2y)dy=0
c. (sen2x-xy?)dx + y(1 — x?)dy=0

g, yadx-xdy

X2 +y2

e. (y+ xy?)dx — xdy=0
f. (xcosy-yseny)dy + (xseny + ycosy)dx=0
Para estos ejercicios aplicaremos los pasos descritos en la definicion 12

2 2
%dx+2—gdy:0
X X

Solucion: 6a:

i. Verificamos que se cumpla la condicién de Euler, es decir:

2 a2
x“-3y" _ dp(xy)_ 6y

oq(x,y) 6y
x’ — —_ _ T = =
p(x,y) 2 sy 4

oX x4 ’

y q(x,y)=2—§:> luego se
X

cumple la condicién de Euler

ii. Seintegra la funcién u(x,y) con respecto a x

2 _a.2 2
x“-3 2
uy)= [T dx + p () S uly)= 5 + 375 + 9 ()

iii. Derivando u(x,y) con respecto con respecto a y se tiene:

su(xy) 6y , 3w
Sy x® dy

iv. Seiguala la derivada de u(x,y) a la funcion q(x,y) y se despeja la constante

dependiente de y
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v. Se integra ?S—Lp con respecto a y para obtener el valor de la constante que
y

depende de y

2 2

3
w(y)=2j(x%—x—§jdx Sy=Ty 375 +C

vi. Se sustituye el valor de la constante en la funcion u(x,y)

2 y2  y? _y? y2 -2
uy)= =+ 3%+ Y 3Y soo gyt 2 4c
X3 X5 X3 X5 LIJ X3

Solucién: 6b: e¥Y(xy + 1)dx + (x?e™Y + 2y)dy=0

Verificamos que se cumpla la condicion de Euler, es decir:

i. Verificamos que se cumpla la condicién de Euler, es decir,

plcyI=e™(xy + 1) = LX) yemiy + 2)y qxy)=(e + 29) =
%x,y): xe™Y(xy + 2), luego se cumple la condicion de Euler
X

ii. Seintegra la funcién u(x,y) con respecto a x
u(x,y)=J'exy(xy+1)dx +yP(y)> u(x,y)=ijexydx + Iexydx + y (y), integrando

la primera integral por parte nos resulta: u(x,y)=xe*¥ + y(y)

iii. Derivando u(x,y) con respecto con respecto a y se tiene:

M =x2exy + 6_LIJ
oy oy

iv. Seigualala derivada de u(x,y) a la funcién q(x,y) y se despeja la constante

dependiente de y
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x2e+ 2% _ 2o 4oy o OV oy
oy oy

v. Se integra i—w con respecto a y para obtener el valor de la constante que
y

depende de y
w(y)=2[ydx = y(y)=y*+C
vi. Se sustituye el valor de la constante en la funcién u(x,y)
u(x,y)=xe® +y?+C

Solucién: 6c: (sen2x — xy?)dx + y(1 — x?)dy=0

i. Verificamos que se cumpla la condicién de Euler, es decir,

2 _ Op(x,y)_ 5Q(X,Y):_2xy
Sy &x ’

p(x,y)= sen2x — xy* = -2xy, q(x,y)= y(1 - x?) = luego

se cumple la condicién de Euler

ii. Seintegra la funcién u(x,y) con respecto a x

u(xy)= [ (sen2x- xy)dx + w(y) = ulx,y)=-2 (cos2x + x2y?) + y (y)
iii. Derivando u(x,y) con respecto con respecto a y se tiene:

M —= _2x2y + 6_LIJ

oy Oy

iv. Seigualala derivada de u(x,y) a la funcién q(x,y) y se despeja la constante

dependiente de y
2y + 2%y —x) = Yoy 4 x3)
oy oy

v. Se integra i—w con respecto a y para obtener el valor de la constante que
y

depende de y
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1
Wy)=(1+x*)ydx = g(y)=5 (1+x%)y*+C
vi. Se sustituye el valor de la constante en la funcion u(x,y)

u(x,y)=-% (cos2x + x?y?) + % (1+x2)y? + C = u(x,y)=y? - cos2x + 2C

Solucion 6d: M -0
X~ + y

i. Verificamos que se cumpla la condicion de Euler, es decir,

y 5p(x,y) _ x2-y? X 5a(x,y)_ x2-y?
p(x,y)= = = » q(X,y)=- =
x2 +y? 8y  x%+y? x2 +y? &x  x?+y?

luego se cumple la condiciéon de Euler

ii. Seintegra la funcién u(x,y) con respecto a x
u(xy)= | ﬁdx +ply) > uley)=tg™ L+ y(y)

iii. Derivando u(x,y) con respecto con respecto a y se tiene:

X
Suxy)_  y* 8w _ Bulxy)_  x By
5y (sz 5y oy x21+y2 By
1+ —
y

iv. Seigualala derivada de u(x,y) a la funcién q(x,y) y se despeja la constante
dependiente de y

X +5L|J:_ X :>5L|J:0

v. Se integra i—w con respecto a y para obtener el valor de la constante que
y

depende de y
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W (y)=[0dx = y(y)=C

vi. Se sustituye el valor de la constante en la funcion u(x,y)
uxy)=tg' ¥ +c
X

Solucioén: 6e: (y + xyz)dx — xdy=0

i. Verificamos que se cumpla la condicién de Euler, es decir,

p(X,y)=y + xy? = %x,y):,l + 2xy, q(x,y)=-x = %x,y):_t luego no se cumple
y X

op(x,y) 4 oq(x,y)
oy X

la condiciéon de Euler ya que

ii. Buscamos el factor integrante, ver definiciones 13 y 14

5p(x,y) 8p(x,y) 6p(x,y) &p(x,y)
Sy 5x =—1—1—2xy - Sy 6x =—2(1+2y)
q(x,y) y + xy? q(x,y) y(1+2xy)
5p(x,y) 6p(x,y)
8y 5x -2 1<2dy
=—, donde el factor integrante sera: p(y)=e ¥ = p(y)=
q(x,y) y
A
y2

iii. Multiplicamos la ecuacion (1) por el factor 12 y probamos si se cumple la
y

condicion de Euler, es decir:

X

(1 + x)dx - —-dy=0 (2)
y

y

iv. Comprobemos ahora que se cumple la condicién de Euler.

6P(X,y):_i2 y q(x,y)=-L2 = M:_%, luego se cumple
y

PIY)=+ +x =
Y y Sy &x y

la condiciéon de Euler y en consecuencia (2) es una diferencial exacta.
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v. Se integra la funciéon u(x,y) con respecto a x
1 x  x2
uGoy)= | S xfdx + wly) = uGey)=C o+ o+ w(y)

vi. Derivando u(x,y) con respecto con respecto a y se tiene:

oy y2 Oy

su(xy) _x , 3y

vii. Se iguala la derivada de u(x,y) a la funcién q(x,y) y se despeja la constante

dependiente de y

viii. Se integra ?S—Lp con respecto a y para obtener el valor de la constante que
y

depende de y

W (y)=[0dx = y(y)=C

ix. Se sustituye el valor de la constante en la funcién u(x,y)
2
u(x,y)=5 +X 4co u(x,y)= x(l + 5) +C
y 2 y 2

Solucién: 6f: (xseny + ycosy)dx + (xcosy — yseny)dy =0

i. Verificamos que se cumpla la condicién de Euler, es decir,

p(x,y)=xseny + ycosy = 5 Xcosy + cosy — yseny, ((X,y)=xcosy — yseny
y
= %x’y)z-cosy, luego no se cumple la condiciéon de Euler ya que wi
' y
oalx.y)
ox

ii. Buscamos el factor integrante, ver definiciones 13 y 14
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&p(x,y) &p(x,y) 6p(x,y) &p(x,y)
oy §x _ Xcosy+cosy -yseny-cosy - Sy ox

a(x,y) xcosy -yseny a(x,y)

=1 =,

donde el factor integrante sera: p(y)= eldX 5 u(y)=e*

iii. Multiplicamos la ecuacion (1) por el factor e* y probamos si se cumple la
condicion de Euler, es decir:
(xseny + ycosy)e*dx + (xcosy — yseny)e*dy =0
iv. Comprobemos ahora que se cumple la condicion de Euler.
Sp(x,Y)
oy

p(x,y)=(xcosy — yseny)e* = =(xcosy + cosy - yseny)e* y q(x,y)=(xcosy

q(

- yseny)e* = ——7~ 2 =(xcosy + cosy - yseny)e*, luego se cumple la condicién

de Euler y en consecuencia (2) es una diferencial exacta.
v. Se integra la funciéon u(x,y) con respecto a x
u(x,y)= [ (xseny+ycosyle*dx + y(y) =

u(x,y)=J.xsenyexdx + J'ycosyexdxi +yy)=>

u(x,y)=seny(x — 1)e* + ycosye* +y (y) =
u(x,y)=(xseny + ycosy)e™ +y (y)
vi. Derivando u(x,y) con respecto con respecto a y se tiene:

du(x,y)
oy

2 =(xcosy + cosy - yseny)e* + oy

vii. Se iguala la derivada de u(x,y) a la funcion q(x,y) y se despeja la constante
dependiente de y

(xcosy + cosy - yseny)e* + ?Sy =(xcosy — yseny)e* = 231 =-e*cosy
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viii. Se integra ?S—Lp con respecto a y para obtener el valor de la constante que
y

depende de y

W (y)=-[e*cosydy = y(y)=-e*seny +C

ix. Se sustituye el valor de la constante en la funcién u(x,y)

u(x,y)=(xseny + ycosy)e* -e*seny +C =

u(x,y)=(xseny — seny + ycosy)e*+ C
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EJERCICIOS PROPUESTOS

En cada uno de los siguientes ejercicios indique si la ecuacion es ordinaria

o parcial, lineal o no lineal, e indique su orden.

2 2 2
d—;‘ + k2x=0, b. 8—‘2” - 8—‘2’, c. (x2 + y2) + 2xydy=0, d. %Y + p(x)y=q(x)
dt 5t dx dx
3 2 2 2 2 4
d ;( gy 2y=0f.yd—32/ =X, g. J 2+8 :+8 ;l=0,h. d—3{=w(x)
dx® dx dx dx< dy“ oz X
d2y d?x d3w 2 dw )
X— -Yy— =C, —3 2(—) + yw=0
dt dt dx dx

En cada una de las igualdades que se indican a continuacioén, eliminar las

constantes arbitrarias.

xseny + x2y=c, b. xy2 - 1=cy, c. x=Csen(at + B), d. y=cx + c2+1,
Yy =mx+ 3, f. y?=4ax, g. y=C1 + C2e3*, h. y=x + C1e* + C2e™,
m

y=x2 + C1e% + C2e**, 10. y= C1e%* + C2xe?*, 11. y= C1x? + C2e%*

Averiguar, si son soluciones de las ecuaciones diferenciales que se dan,
las funciones que se indican.

c? _x2

2x

2
xd—y =2X, y=5x2, b. d—32/=x2 + y2, y=1, c. (x + y)dx + xdy=0, y=
dx X

dx

d?y d?y o o
— y=0, y=3senx — 4cosx, e. — tw x=0, x=C1coswt + Casenwt,
dx dt
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2 2
d Z - 2dy +y=0, y=xe*, g. d y - 2dy + y=0, y=x2e*,
dx dx dx?2 dx
2
9 (h1-h2) ¥ - hihay=0, y=C.e"* 1 Ce"",
dx dx

i (x- y+1)——1 y=x + CeY, j. (x - 2y)——2x Yy, X —xy+y—C2

2 2
d—y—y, y=coshx + senhx, . d—32/=y, y=cosx + senx,
dx? dx
2 C 2
d 32/+2dy 0,y=C1+—2,n. xzd—sz’-3xd—y + 4y=0, y=/x,
dx dx X dx dx
dy + 2xy + 1=0, y=e"‘2 J.etzdt +c,|e_"2
dx

Encuentre la solucion general de las siguientes ecuaciones de variables

separables y que se transforman en variables separables.

dy =L, b. Secxdy=xctgydx, c. secy::—y =sen(x —y) + sen(x +vy),
X

dx .fy

xy1-y?dx =dy, e. ::—y—1+ey X*S £ (1- x)——y g. :—y-xy,

senxsenydx + cosxcosydy=0, i. mydx=nxdy, j. yinxInydx + dy=0,

a2dx=xx? —a? dy, I. dr=b(cos6dr + sen6do),
(1 + Inx)dx + (1 + Iny)dy=0, n. (2x? + y?)dx + (2xy + 3y?)dy=0,

d d d
y Y y=ypoxy Y=o gy xS
dx dx

=a(1 + x
dx

d
2_y),
X
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r. 3e*tgydx + (1 — e¥)sec?ydy=0, s. dy tgx=y, t. dy =(x +y)2,
dx dx
u. :_y =(8x + 2y + 1)2, v. (2x + 3y -1)dx + (2x + 6y -5)dy=0,
X
- dy _y dy __x+y
w. (2x — y)dx + (4x — 2y +3)dy=0, x. —== -1, . =- ,
dx x dx X
z. dy_ (x- Y)y, aa. (2x — y + 4)dy + (x — 2y + 5)dx=0, ab. dy =-L3y ,
dx 2 dx 2x+y
dy _ x+2y+1 2. 9
ac. —~=——"7 ad. (x°+y°)dx + (x2 - xy)dy=0, ae. (2 —y)dx—xdy =0
dx 2x:dy+3 (x*+y“)dx + ( y)dy (2{xy —y)dx—xdy

y
af. xd_y =y + xeX, ag. 3x3ydx + (x4 + y4)dy=o, ah. dy =Y . X
dx dx x 'y
5. Encuentre la solucién particular de las siguientes ecuaciones de

variables separables y que se transforman en variables separables.
a. (1+ex)y:—y =e*, y(0)=1 b. xdy — ydx=/x2 + y2dx x=% =0,
X

u(0)=1,d, 2xy W =1 +y2, y(3)=2,e. W =X "2
dx dx x-3

d_u=1+u2
dv 1+v2

» Y(1)=2,

dy _y*-1 d d 2
. Y=Y T y@)=2, 9. Y=y? o, y(0)=2, h. Y+ 2y=1, y(0)=Z,
dx x<_1 dx dx 5

] xyzj—i =y3 _x3, y(1)=2, j. ydx+ (yco% _x)dy =0, y(0)=2,
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3
(x+ \/x_y):—y+ x—y =Y, y(1)=1, I ydx + x(Inx — Iny — 1)dy=0, y(e)=1,
X X

9 Y _cosh¥, n Y -X-y-3 y(0)=1, o. (2a® — r’)dr=r’sen0do, 6=0,
dx x X dx x+y-1

xy2dx + e*dy=0, x - 0, y > %, q. (x+ y2)dy=ydx, x=2, y=1,

(v - yx2 +y? )dx — xdy=0, y(+3 )=1, s. [xcos?(¥ ) - y]dx + xdy=0, y(1)=% ,
X
y(9x — 2y)dx — x(6x — y)dy=0, y(1)=1, u. y(3x + 2y)dx — x2dy=0, y(1)=2,

(3x2 - 2y?) :—i =2xy, y(0)=-1, w. V1-4x2dy +2,/1-y2dx =0, y(1)=2,

d 3
yax + [ycos(Y ) - xldy=0, y(0)=2, y. (x+ Jxy) 3 +x—y=\[¥ -, y(1)=1,

dy y_

ydx + x(Inx — Iny -1)dy=0, y(1)=e, aa. =Y - ¥ =cosh ¥, y(1)=0,
dx x X

(x? — 3y?)dx + 2xydy==, y(2)=1, ac. (x +y) j—i =gt ¥, y(1)=1,

xin Y dy — ydx=0, y(e)=3 ae. xy> jy =y3 - x3, y(1)=2

X X
Halle las soluciones de las siguientes ecuaciones diferenciales lineales.

(x? + 1)d_y + 3xy=6x, b. 29 Xy=senx, C. dy 2y=3e?, d. dy
dx dx dx dx
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xﬂ + 5y=7x?, g. 3xd—y + y=12x, h. xd—y + y=Xx, i. ﬂ=(1 — y)coskx,
dx dx dx dx

dy + ysenx=senx, 10. (1 + x)d—y + y=cosx, k. (1 + x)d_y + y=cosX,
dx dx dx

dy dy

_=2xy+3x29x2,13. Y 4 y=eX, m. d_y + 2_y_ 3 dy
dx dx

=xX°, n. X—= +y—e*=0,
dx X dx

1+ y2)dx=(w/1 + y2 seny — xy)dy, p. yzdx - (2xy + 3)dy=0, q. g_y + ¥
X X

-1-x=0, s. dy _ ytgx=secx, t. 2xyﬂ - y2 +x=0,

dx 1-x2 dx dx

dy y

ydx + (x -% x3y)dy=0, v. 3xdy=y(1 + xsenx — 3y’senx)dx,

dy _

(x* + 2y)dx — xdy=0, x. dx =cscx — yctgx, y. dy=(x — 3y)dx,
X

dy dy

dx =x — 2yctg2x, 28. r =1 + 3ytgx, aa. (3xy + 3y —4)dx + (x + 1)2dy=0,
X X

(y-— coszx)dx + cosxdy=0, ac. 3:_y - 5x=9¢3* ad. x:—y + 2y=3x
X X

7. Verificar si las siguientes ecuaciones diferenciales son exactas y resolverlas,

en caso de no ser exacta encontrar un factor integrante y luego resolver la

ecuacion.

a.

(3x + 2y - 1)dx + (2x + 3y +7)dy=0, b. (x? + y? + 2x)dx +

2xydy=0,
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2 o2
2xdx+y 3x

y? y?

dy =0, d. (x® - 3xy? + 2)dx — (3x%y — y?)dy=0,

e. xdx + ydy=w

X X
. (x+ e¥)dx + eV (1 - X)dy=0, g. (x + y?)dx —
X +y y

2xydy=0,

h.  y(1+xy)dx — xdy=0, i. ¥ dx + (y3 - Inx)dy=0, j. (5y + 2x) :y - 2y=0,
X X

k. (xcosy — yseny)dy + (xseny + ycosy)dy=0, . (2x + 4)dx + (3y — 1)dy=0,
m. (seny - ysenx)dx + (cosx + xcosy — y)dy=0.

Y .
2

n. (y°- % + 2cos3x)g—i + 2x2 - 6ysen3x=0, o. (x> — y?)dx + x(x — 2y)dy=0,

p. (1+Iny+y)dx=(1-Inx)dy, g. (x3 + y3)dx + 3xy?dy=0,
r. (ylny-e™)dx + (1 + xIny)dy=0, s. (sen2x — xy?)dx + y(1 + y? - x?)dy=0,
y

t. (e® - ycosxy)dx + (2xe? — xcosxy + 2y)=0, u. (x + 2y)dx + (2x +y)dy=0,
V. y(2xy + 1)dx — xdy=0, w. (1 + y?)dx + (x2y + y)dy=0,

. YOt - y?)dx + x(x* + y?)dy=0, y . (1 + y? + xy?)dx + (x’y +y + 2xy)dy=0,

z.  y(x3e¥ - y)dx + x(y + x3e)dy=0, aa. (1 - xy)dx + [y? + x*(1 — xy)?]dy=0,

ab. y(2x + yz)dx + x(y2 — x)dy=0, ac. (xy2 + X — 2y)dx + xzydy=2(x +y)dy,

2 2
ad. (xnyn+1 + ay)dx + (xn+1yn + bX)dy=0, ae. y 5 _ 1 dx + 1 _ X . dy
(x-y)y* X Yy (x-y)
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af, X9X+(2x +2y)dy =0, ag. (x""y" + bx)dy=0
(x+y)
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CAPITULO XII

INTRODUCCION DE LA
TRANSFORMADA DE LAPLACE
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En este capitulo se estudiara: Definicion: Transformada de Laplace,
Funciéon Seccionalmente Continua, Funcién de Orden Exponencial,
Linealidad de |la Transformada de Laplace, Funciéon Escalon, Teoremas
Basicos de la Transformada de Laplace: Linealidad, Diferenciacion,
Integracién, Traslacion Real, Traslacion Compleja, Multiplicacion por t,
Valor Inicial, Valor Final, Tablas de Algunas Transformadas de Laplace,
Multiplicaciéon Compleja o Integral de Convolucion, Fracciones Parciales,
Transformada Inversa de Laplace, Ecuacion de Estado, Polinomios
Caracteristicos y Vectores Caracteristicos, Matriz Diagonal, Resolucién
de Una Ecuacion de Estado por el Método de Diagonalizacién, Ejercicios

Resueltos, Ejercicios Propuestos.
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Definicién 1: La Transformada de Laplace es una herramienta matematica
usada para resolver ecuaciones diferenciales ordinarias y que tienen las
siguientes caracteristicas:

a. La ecuacion diferencial se resuelve en una sola operacion.

b. La Trasformada de Laplace convierte la ecuacién diferencial en una
ecuacioén algebraica en funcion de la frecuencia compleja S, luego se
manipula esta ecuaciéon para obtener la solucién en el dominio de S, la
solucion final en el dominio del tiempo t, se obtiene buscando la
transformada inversa de Laplace.

Definicién 2: Una funcion f(t) es seccionalmente continua en un intervalo

finito, si este intervalo se puede subdividir en un numero finito de partes,
de manera que en cada uno de esos intervalos, la funcion f(t) sea

continua y el limite en los extremos exista y sea finito.

fﬁ)\__/\

?

A 4

t1 t2 t3 t

Esta funcion es seccionalmente continua en el intervalo 0<t<ts, ya
que en cada sub-intervalo de la funcion f(t) es continua y el limite en los
extremos existe.

Definicion 3: Se dice que f(t) es seccionalmente continua en [0,x),

si lo es en cada intervalo finito [0,T].
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Definicion 4: Una funcidon f es de orden exponencial cuandot

ot
— o, si existe una constante M>0, ao y to tales que: ‘f(to)‘ <Me ° , Vt>to.

Como podemos observar en la siguiente figura, la definicién

anterior significa que a partir de un cierto valor to, la funcién queda

t

t

(0 (0
comprendida entre la funcion Me ° y su opuesta-Me © .

t)

>
A 4

Definicién 5: Una transformaciéon T de una funcion f(t), T{f(t)}, es

lineal, si para cualquier constantes c1 y c2 y para cada par de funciones
f1(t) y f(2t) se satisface la relacion: T{c1f1(t) + cafz(t)}=c1T{f1(t)} + c2T{f2(t)}.

Definicidon 6: Se define la Transformada de Laplace de una funcion f(t),

o0
llamada F(s) como: F(s)=L{f(t)}=jf(t)e_Stdt, donde s es una variable
0

compleja expresada como: s=c + i®, siendo o la parte real y o la parte

imaginaria de s.
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La Transformada de Laplace de una funcion existe si la funcion f(t) es
seccionalmente continua en cada intervalo finito para t>0 y ademas es de
orden exponencial cuando t — .
Ejemplo: Utilizando la definiciéon hallar la Transformada de Laplace de la
funcién escalén:

1 pafa t=0
u(t)=

0 parg t<0

Solucién: Realicemos la grafica de la funcion escalon

o0

1 _
—e Sty(t)
S

F(s)=L{u(t)} = F(s)= Te—st p(t)dt = = F(s)=- =
0

0

: —-st
F(s)=§['t"_")(e _1)}, si la parte real de s, es decir, 6>0, entonces,

Itime_St =0, y por lo tanto, F(s) existe y es igual a F(s)=1, para ¢>0.
— © S

Teoremas Basicos de la Transformada de Laplace:

Teorema 1: (Linealidad): La Transformada de Laplace es una

(e 0]
transformacion lineal. L{c1f1(t) + caf2(t)}= I{c1f1 (t)+c2f2 (t)}e_St dt =
0

© 0
L{cifa(t) + czfa(t))=c, [fy()e S'dt + c, [f,()e S'dt =
0 0
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L{c1f1(t) + caf2(t)}=L{c1f1(t)} + L{c2f2(t)}
Ejemplo: Hallar la Transformada de Laplace de f(t)=2p(t) + 54t

Solucidn: f(t)=2p(t) + 5e*#, Aplicando el teorema tenemos: F(s)= 2 + S 2
s s+

Teorema 2: (Diferenciacion): Si F(s) es la Transformada de Laplace de f(t),

entonces, la Transformada de Laplace de la derivada de f(t) es: L{:—:
}=sF(s) - f(0) = L{ I }= Td_f oSty o
dt” o dt
{9 Yt - [rge (o)t = L{ % }=h0) + s frme=tat =
dt 0 0 dt 4

L{S }=sF(s) - 10

Ejemplo: Hallar la Transformada de Laplace de f(t)=senwt

Solucién: f(t)=senwt, si f(t)=coswt = F(s)=% =
s“+w

2

S ]
2 2

df 3 _ df 3 _
L{a }=L{-wsenwt} = L{a }—sﬁ -1,

- cos(0) = L{d—f }=
s +w dt

S +W

2 2
w df y_ df yn_ w
5 3 = L{a }—L{Senwt} {a }—'ﬁ =

entonces, L{d—f}=-
dt” s%iw s +w

w

52 +W2

L{senwt}=
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La derivacion de orden superior se realiza de forma analoga, es

df(0)
dt

decir, L{d—ZZf }=s2F(s) - sf(0) -
dt

2
L df(0) _d’f(0)

=s3F(s) — sf(0) -
{ } gt g

_ L df It PO
L{— _SnF(S) s 1f(0) -sh ZE(O) ......... - dt" 2 (0) - dt" “on1 ——(0)

Teorema 3: (Integracién): Si F(s) es la Transformada de Laplace de

f(t), entones, la Transformada de Laplace de la integral de f(t) es:

© t
L{ J'f(t)dt }=:{F(s) + jf(t)dt }, si la funcién f(t) es cero para t<0, se tiene
0 =00

0 t
que: [f()dt=0 y L{ [f(t)dt }=:F(s)

t
Demostracion: sea g(t)= I f(t)dt, derivando esta funcion con

respecto a t, se tiene :—? =f(t) y L{Zl—i| }=F{f(t)} = L{:_f }=sG(s) — g(0), pero
t 0
G(s)=L{g(t)} = G(s)=L{ jf(t)dt} y g(0)= jf(t)dt, se obtiene entonces que:
t 0 t 1
L{f(t)}=sL{ j f(t)dt} - j f(t)dty despejando se tiene: L{ j f(t)dt}=g[L{f(t) +

0 t 0
j f(t)dt] = L{ j f(t)dt}=1[L{F(s) + j f(t)dt]
=00 =00 S =00
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Teorema 4: (Traslaciéon Real): Si F(s) es la Transformada de

Laplace de f(t)u(t), entonces, la Transformada de Laplace de la funcion:
f(t - T)u(t - 7) es: L{f(t - t)u(t - ©)eStF(s), considere a la siguiente funcion f(t)

y a la misma funcioén trasladada en 1 unidades.

fi(t) (t)=F(t - )

e 0}
La transformada de f(t - 1) es L{f(t - r)}=J'f(t-r)e_5tdt = L{f(t - 17)}=
0

o0
J'f(t - r)e_Stdt, haciendo t’=t - t, se tiene que:
T

L{f(t - 7)}= Tf(t')e‘s("”dt' = L{ft - r)}=e'Sfo(t')e“"‘)dt' =

L{f(t - 7)}=e>"L{f(t)} = L{f(t - 7)}=e™"F(s)
Teorema 5: (Traslacion Compleja): Si F(s) es la Transformada de

Laplace de f(t), entonces, la Transformada de Laplace del producto e”

Atf(t) es: L{e?(t)}=F(s + a)

Demonstration: L{e"'(t)}= Ie_Stf(t)e—St dt =
0

L{e'atf(t)}=Tf(t)e(s+a)tdt =F(s + a)
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Ejemplo: Obtener la Transformada de Laplace de la funcién:
f(t)=te™3t

1

Solucién: aplicando el teorema tenemos que: L{te'3tf(t)}=—2
(s+3)

Teorema 6: (Multiplicacion por t): Si F(s) es la Transformada de Laplace

de f(t), entonces, la Transformada de Laplace de tf(t) es: L{tf(t)}=- dd F(s)
s

(e 0] (e 0]
Demonstration: F(s)= [f(t)e 'dt = di[F(s)]= [fe ' (Hdt = di
0 S 0 S

[F(s)]=-L{tf(t)}

Ejemplo: Obtener las siguientes Transformadas de Laplace L{te?%}

Solucién: aplicando el teorema: L{te ?%}=- d { 1 1=
ds s+a
1
L{te™}=———, En forma general tenemos que L{t"e*'}= n’ 3
(s+a) (s+a)™

Teorema 7: (Valor Inicial): Si F(s) es la Transformada de Laplace de f(t), y

su limite IMSF(S) existe, entonces: limf(t)=limsF(s)
S —>x® t>0 s—o>wx

Demostracidn: L{—} _[df “Stat = L{%}:g:(s) - f(0) = Islrloo

j:: —Styt :>L{ }-"m _ [sF(s) - f(0)]=0, por lo tanto, f(O)-"mf(t) por

0

lo que Itlmf(;) limsF(s)

S —>
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Teorema 8: (Valor Final): Si F(s) es la Transformada de Laplace de f(t), y

su limite IMf(t) existe, entonces: "mf(t)—"mSF(S)

Demostracién: Isi;m j:—: _Stdt-l'm o[sF(s) - f(0)] =

lim [df e—Stgt =lim _ . i
S o Idt dt= S0 [sF(s) f(0)], por lo que puede ser escrito como:

lim#(t _li limf(t) =limsF
imf() - f(0)=!im [sF(s) - f(0)] y finalmente imf(t)=limsF(s)

Ejemplo: Encontrar los valores iniciales y finales de f(t)=3e! + 6e™

Solucidn: F(s)= 3 + 6 — F(s)=ﬂ :>f(0)=|imSF(S):>
s+2 s+1 (s+2)(s+1) $—>»
f( ) lim S(9$+15) f(0)=9, f(oo)=limsF(s) = (w)_llm
S—)OO(s+2)(s+1) sSs—>0 s —>0
_s(9s+15) = f(«0)=0, luego el valor inicial es f(0)=9 y el valor final es
(s+2)(s+1)

f(c0)=0
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Tabla de Algunas Trasformadas de Laplace:

f(t)=L"[F(s)]

F(s)=L{f(t)}

1 1 1 s>0
s
2 K VkeR k $>0
s
3 t 1 Re(s —a)>0
2
4 |t (n=1,2,3, ...... n! Re(s)>0
sn+1
5 g T(n+1) Re(s)>|Im(s)
sn+1
7 edt 1 Re(s — a)>0
s+a
8 u(t - a) e™® Re(s)>0
s
9 senat 5 a 5 Re(s)>|Im(a)
s“+a
10 cosat 5 S 5 Re(s)>|Im(a)|
s“+a
11 Int (v -Ins) Re(s)>0
s
a
12 senhat > Re(s)>|Re(a)
s‘-a
1 s
3 cosat 2 Re(s)>|Re(a)

Donde I'(n)= It“e_tdt
0
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Teorema 9: Si F1(s) F2(s) son las Transformadas de Laplace de f1(t) y f2(t),

entonces se define la Multiplicacion Compleja como: F1(s)F2(s)=L{

t
_[f1(t-r)f2(1:)dr} se dice entonces que las funciones fi(t) y f2(t) estan
0

convueltas y la integral correspondiente se llama Integral de

convolucion.

t
Demostracidn: Si F(s)=F1(s)Fz(s)=L{'[f1 (t-7)f,(z)dz}, la inversa de F(s) es
0
t o0
f(t)= [ f,(t-7)f, (x)dr = Fa(t)f2(t) = F(s)= [f(t)}e S'dt =
0 0
F(S)=Tf2(’t)[]9f1(t-T)u(t-r)e_Stdt}dT, si hacemos el cambio t'=t - 1, se
0 0

(e 0] (e 0]
tiene que: F(s)=Ifz(r)[jQ(t')p(t')e_s(t ”)dt}dr, pero p(t’) hace que el
0 0
valor de la integral sea cero para t'<0, por lo que: F(s)=
(¢ 0] o0 .
Ifz(T)[J.f1(t')u(t')e_s(t+T)dt}dt, la cual puede ser separada como un
0 0

producto de dos integrales:

F(s){?fz(r)e_“dr} ﬁﬁ(t')e‘“'dt} o también  F(s)=F1(s)Fa(s)=L{

t
£ f,(t-1)f,(t)dr}
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1

Ejemplo: Conseguir la transformada inversa de F(s)= 3
(s+a)

Solucién: Haciendo F1(s)=F2(s)= , por lo tanto, fi(t)=f2(t)=e™

s+a
t t t
entonces, f(t)=[f,(t-7)f,(t)dv = f(t)=] e dtestyr o fit)= _[e'atdr N

f(t)=te3t

Definicién 7: (Fracciones Parciales): En muchos caso la transformada

viene expresada como la razén de dos polinomios N(s) y D(s).
Considérese que estos polinomios son de grado m y n respectivamente
y estan ordenados en orden descendientes de las potencias de s, es
decir, Por definicién, una funcién algebraica racional puede expresarse
como el cociente de dos polinomios. Teéricamente, toda funcion racional
tiene una trasformada que puede expresarse en términos de funciones
elementales. Si una funcién transformada no puede ser Transformada
directamente, con frecuencia el método de fracciones parciales es util
para transformar la fraccion racional en una suma de funciones mas
sencillas que pueden transformar por medio de las formulas normales.
El método de las fracciones parciales es adecuado unicamente para
fracciones propias, esto es, aquellas en la que el polinomio del
numerador [N(s)] es de menor grado que el polinomio del denominador
[D(s)]. Cualquier fracciéon impropia, es decir, aquella en la cual el grado

del polinomio de N(s) es igual o mayor que el grado del polinomio de D(s)
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puede transformarse, por divisiéon, en la suma de un polinomio
(funciones facilmente transformables) mas una funciéon propia
(transformable por el medio de fracciones parciales). El método de
transformada de Laplace por fracciones parciales consta de los
siguientes pasos:

La transformada de Laplace de F(s) se expresada como la razén de dos
polinomios N(s) y D(s). Considere que estos polinomios son de grado m
y n respectivamente y estan ordenados en orden descendentes de la

potencia de s, es decir,

m m-1
a s +a s + reeneerene +a,s—a
m m-1 1
F(s) =
n n-1
bns +bn_1s T +b1s+bo
En donde aop,a1,........ am, bo,b1........... bm son constantes reales.

El denominador D(s) puede factorizarse en factores de primer orden y
cuadraticos con coeficientes reales de la manera:

N(s)

En donde s1, S2,..cccccccvvmmrennnnnn. sn son las n raices de la ecuacion

D(s)=0 y son llamadas ceros del polinomio D(s). F(s) puede ser entonces

expresado como una serie de fracciones, es decir,
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F(s)=—1+—2 ... +—N _ y se presentan varios casos
s—s s s

dependiendo de las caracteristicas del denominador.

Caso 1: Las raices s1, s2,..... sn son distintas y el grado de D(s) es

menor gue el grado de N(s).

Las A’s de la ecuacién anterior son constantes y llamadas los residuos

de F(s). Para determinar el valor de estos residuos, se aplica la siguiente

formula:

A1=Lim(s—s1)F(s)_ A2=Lim(s—sz)F(s); A _Lim(s—s_)F(s)

s—>s ’ s—>s_ T N“ss

1 2

Caso 2: Las raices son iquales y el grado de N(s) es menor que el de D(s).

Si una raiz, por ejemplo s1, de D(s)=0 es de orden r y las otras raices son

simples con grado de N(s) menor que el grado de D(s), el desarrollo de

F(s) es:
F(s)=
A A A

gzs; = - N(s) = " — 12r Tt L B _1; +

s B - B _

(s s1) (s sz) ..... (s sn) (5_31) (3_51) (3_51)
A A A A

Ir 2 3 +—n

s-s, s+s, s+s, S+s_
Los residuos A2, As,.......... An, pueden ser encontrados en la forma

descrita anteriormente. Para evaluar a A11, A12, A13,.cccicireennns A1r, se

aplica la siguiente férmula:
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_Lim(s—s1)F(s) _ _di T .
A11_s—>s1 ; A12 ds{(s s4) F(S)} ;
s=s,
1 d r-1 =1
A13_E _2[(3 _51) F(s):l yrrsssnnnnnn A1r= (r _1)|
ds =3
r-1
d
+|s=s)  Fes)

S=S1

Caso 3: El grado de D(s) es iqual o mayor que el grado de D(s).

Si el grado de N(s) es igual o mayor que el grado de D(s), a la
funcion F(s) se le llama impropia y el desarrollo en fracciones parciales
se obtiene primero dividiendo N(s) entre D(s) hasta que el remanente sea
de un grado menos que el grado de D(s). Dependiendo de si las raices de
D(s) sean simples o no, el desarrollo puede ser efectuado en la forma
descrita en los casos 1y 2.

Ejemplo: Encontrar la transformada inversa de las siguientes

3s+5

s?+4s+3

funciones: F(s)= , tenemos que encontrar las raices del

denominador, factorizando tenemos que s? + 4s + 3=(s + 1)(s + 3), es decir

A A . 3s+5
F(s)=£ :>F(s)=—1 + —2_ donde Aq=lim s+3 > A1=1, A=
(s+1)(s+3) s+1 s+3 s 5 1
Iim3s+5 2

1
= A1=2 = F(s)=—— + = f(t)=et + 2¢3t
s_)_s3+1 (s) s+1 s+3 ®
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El proceso de la transformada con el denominador que contenga raices

complejas puede resolverse en una forma muy simplificada de la manera

siguiente.
Sea la funcién F(s)=@ = F(s)=& = F(s)= - N(s) -
D(s) s2.bs+c (s+oc-iw)(s+ o +iw)
A, A, b Vac -b?
= F(s)= — + ——, en donde o =—y w=————, ya que
(s+o-iw) (s+o+iw) 2 2

las raices de D(s) son complejas y siendo f(t) una cantidad real, los
coeficientes A1 y A2 deben ser también complejos conjugados. La
transformada inversa de F(s) puede escribirse entonces de la forma

_Ttsen(wt+9), siendo 9§ el angulo de A1 mas

siguiente: f(t) = 2‘A1‘e

noventa grados, es decir, 3=angA1 + g

Ejemplo: Conseguir la transformada inversa de las siguientes funciones:

2 A A A A
a. F(s)= 5;1 = F(s)= 113 + 122 + 13, T2
(s+1)°(s+2) (s+1) (s+1) (s+1) s+2
donde:
A _“m32 +1 _
11= s+ 2 = A11=2
s —> -1
2 2
A12=i{s +1} = Aq2= 2s(s +2) (2 +1} = A12=-4
ds| s+2 1 (s+2) 1
2 [.2 2
A13=d_2{s +1} = Ar= _421}
ds s+2 _ 1 (s +2) .1
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13= (2s-4)(s +2)-2(s? + 4s -1)

A 3 = A13=5
(s+2) .1
Az=T (s 41)3 = A5
s > -2
F(s)_ 2 + = 4 + 5 + - 5 — f(t)=t2e-t - 4te-t + 5e_t . Se'zt

T(s+1)3  (s+1)2  (s+1) s+2

Veamos ahora un ejemplo de la transformada de Laplace para resolver
ecuaciones diferenciales, se obtiene la solucion de una ecuacion
diferencial de segundo orden, mediante la aplicacién directa de la
transformada de Laplace, en el segundo se resolvera una ecuacion
diferencial de segundo orden convirtiéndola primero en un sistema de
dos ecuaciones diferenciales de primer orden (la resolucion de sistemas
de ecuaciones diferenciales se veran en detalle mas adelante) y el tercero
una ecuacion diferencial de tercer orden por medio de las transformada
de Laplace.

Para resolver una ecuacioén diferencial o un sistema de ecuaciones
diferenciales por medio de la transformada de Laplace se seguiran los

siguientes pasos:
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i. Obtenemos la transformada de Laplace de la ecuacion diferencial

n
aplicando la ecuacion: L{:;IT:}=SnF(S) - s"™f(0) - s"'z::—:(O) ......... -s
d"2f d" s
—(0) - ——=(0)
dt dt

ii. Sustituimos las condiciones iniciales en la ecuacion diferencial dada
iii. Se expresa la funcién F(s) en forma de fracciones parciales

iv. Se obtiene la transformada inversa de Laplace

Ejemplo: Conseguir la solucion de x(t) de la siguiente ecuacién

2
diferencial OI—X+3d—x+2x 2u(t), con x(0)=1 y —(0) =1,
dt2  dt

Solucioén: [s2x(s) — sx(0) - - x(0)] + 2x(s)=§ =

[s?(s) — s — 1] + 3[sx(s) -1] + 2X(S)=§ = (s?+3+2)x(s)=s + 4 + % =

2 2 A A

x(s)= sz+4s+2 = x(s)= s“+4s+2 x(s)= _1 M .

s(s“ +3s+2) s(s+1)(s+2) 3 s+1 s+2
donde:

lim s214s+2
A1=T (s +1)(s +2) = A1=1

s—>0

li s?14s+2
A== ooy = A=t

s —> -1
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lim s214s+2
A= s(s+1)
s —> -3

= A1=-1

1 1 1

Por lo tanto, x(s)=— + x(t)=1 +et- e

s+1

(7]

Definicion 8: Se define la Ecuacién de Estado como aquella ecuacién

que representa a un sistema fisico dinamico y se expresa de la forma: xi
=f(X1,X2,...Xn, M,}12, ... tn) VieZ’, en donde xi (ieZ") son las variables de

estado y j (jeZ*) son las funciones de entrada de tiempo, si el sistema

. n n

es lineal la ecuacion se escribe en la forma: Xi=Zaijx_ + D by My
£ i £
=1 j=1

Vi,j,keZ+ o en forma matricial llamada también ecuaciéon de estado
X = AX +Bpu, en donde:

X: vector de estado

u: vector de entrada o vector de excitaciéon

x : derivada de la X
A : Matriz de dimensién nxn

Esta ecuacion toma la forma:
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fdx, | T Tx.1 T Tu, |
1 a11 a12 --------------- a1n X1 b11 b12 --------------- b1n ul
dt
321 322 --------------- a2n X2 b21 b22 --------------- b2n ”2
a1 | T :
dt I erieies
. i I
dxn .............................
dt .............. = | | eesssssasmaaan
I | 811 Apg e ann | Xn] [bpq Bpg s bon | #, |

dx
Si consideramos la ecuacion diferencial d—t1=ax(t) + bp(t), en donde a,
beR y u(t) es una funcién continua de t, si multiplicamos esta ecuacion

dx dx
por el factor e nos resulta: et d_t1 =ae ! x(t) + be? p(t) = e d_t1 - ae”

at  x(t)=be?'u(t), agrupando se tiene que %[e'atx(t)]= be3t(t), si
integramos desde un punto inicial to hasta un punto final t obtenemos:

t t
j%[e_atx(t)}jt=jbe_atu(t)dt = [e_atx(r)]: = J be @ u(t)dr =e?x(t) —
t 0 ¢

o (o]

t
e 0 x(tg)= Ibe_atu(r)dr, despejando x(t) nos resulta que: x(t)=e>(""

to

t
x(to) + J'bea(t'r)p(r)dr, si consideramos to=0 se tiene que: x(t)=e x(0) +

to

t
jbe a(t'r)u(r)dt .
to

Ejemplo: Resolver por medio de la ecuacién de estado la siguiente

ecuacioén diferencial: :—)t( + 2x=5, si x(0)=3
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Como d)t( =-2x + 5, entonces se tiene que a=-2 y b=5, por lo tanto, se tiene

t
que: x(t)=3e2! + Sje'z(t'T)dr = x(t)=3e2t + g[e'ZteZT]:) = x(t)=%(5 +e %)
0

t
Como x(t)= edt x(0) + J.bea(t-T)p.(T)dt, tenemos entonces por analogia
1:O

que:

t
x(t) = 2 x(0) + [Be2(c)eke.
0

Definicién 9: Si la matriz A de la ecuacién X=A>§+§u esta

diagonalizada, la soluciéon de x se obtiene por integraciéon separada de
cada una de las variables.

Ejemplo: Hallar la solucion de la ecuacion de estado:

-1 0 xq] [2 5
= +| |, x(0)=| |, formando las ecuaciones por
X2 0 -2 X1 3 1

X4

separado tenemos que:
. t
X =X1+2p= x1(t)=5e* + 2J'e'(t"")dt = x(t)=5et + 2 [e'tet]:, =
0
x1(t)=2 + 3e™

. t
X, =-2x2 + 3u = x2(t)=e % + 3 j e 2ty — x2(t)=et + % e'Ztezt]:) =
0
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x2(t)=e-2t - %e'm

Definicién 10: La transformada de Laplace de la ecuacién

)'_( =AX+Buy esta expresada por: sX(s)-x(0)=AX(s)+BU(s) o

X@s)sl-Al ' =[x0)+BUs)| =  Xe)=[s-A]'x(0)+BUs)] =

X(s) = ¢(s)[x(0) - BU(s)], por lo que, x(t)= L[sl— L)g(0)+BU(s)]J
donde:

|: es la matriz unidad

o(s) = [sl— ] : Es la matriz resolverte

Ejemplo: Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones:

0 6]x,]| [0 1

= +| |u(t), x(0) =
Xg -1 -5]x,| |1 2

1 s -6
—[sl-A]'=———
o) [s1-A] s? +5s+6 1 s45 -
s+5 s 1 0
X(s) = (s+2_)(13+3) (s+2)s(s+3) o lus)| =

(s+2)(s+3) (s+2)(s+3)]|[12] [1
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s+5 S 1 s2 +17s+6
X(s)= (s+2)(s+3) (s+2)(s+3) = X(s)= s(s+2)(s+3) |
= -1 (3 1 = 2s
(s+2)(s+3) (s+2)(s+3) 2+; (s +2)(s+3)
2 A A A
X4(s)= s”+17s+6 :>X1(s)=—1+—2+ 3 , donde:
- s(s+2)(s+3) - s s+2 s+3
Iimsz+17s+6
A1="" (s +2)(s +3) = Ar1=1
s—>0
"m52+17s+6
A2= S(S+2) = A2=12
s > -2
s2117s+6
1 12 12

_lim2 212 _. _1
As= s(s+2) = As=-12, entonces, X4(s) < + <12 s:3
s —>-3

X4(t) =1+ 12e%t — 1273

2s Aq Ay
Xo(s)=——F——— = X,(s)= + , donde:
- (s+2)(s+3) - s+2 s+3
I 2s
Aq= 'mm = A1=-4
s > -2
lim—25_ -4 6
Az= = A2=6, entonces, X,(s)= + =
i s_)s-3+2 ’ X(s) s+2 s+3

X, (t)=-de? +6e™!
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Definicién 11: En una gran gama de los problemas planteados en

ingenieria se necesita obtener el valor de A de manera que el sistema de
ecuaciones que plantearemos en forma vectorial y matricial tenga

solucion que no sea la trivial, es decir, (AlI-A)u=0 6

(N -a11) —atzp12 = ceeenneennns — ainun=0
-p21p1 + (A -a22) — .ooeninnnes — a1npn=0
-a\n1u1 - a12p12 = ... + (A - a11)annpn=0

donde p es un vector de dimensién con las componentes p1, p2, ...un.

Para que p tenga una solucidén no trivial, es necesario y suficiente

que det[Al1- A]=0, a lo cual se le llama ecuacién caracteristico de A, al

polinomio g(A)=det[\l- A], se le llama polinomio caracteristico de A ,aA

se les laman valores caracteristico y al vector p que satisfaga [x!—A] n

se le llama vector caracteristico.

Ejemplo: Determinar los valores y vectores caracteristico de la

matriz: A{ 0 6}, el polinomio caracteristico es:

-1 -5

v sl S8 --sfy 4
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g(L)=A2 + 51 + 6=0 = (A + 2)() + 3)=0, entonces los valores caracteristicos

son: A1=-2 y A2=-3, para determinar los vectores caracteristicos p 1=[:11 }
- 12

M ‘e .
y p2= {”21 }, sean los vectores caracteristicos de A asociados con A1y
. 22

A2 respectivamente.

= B - -2 -6 Hqq | 0
Para A1=-2, tendremos que [XI! AJW 0> [_1 3}{%2}_{0}

de donde p11=-3p12 6 p 1{_ 3} p11 siendo p11 es una cantidad arbitraria.

1

_ ~ _ -3 -6|Ha| |0
Para 12=-3, tendremos que [1,! AJE2 9 = { 1 Z}LZJ_{O} e

donde p21=-2p22 6 p 2= { ﬂ p21 siento p21 también una cantidad arbitraria,

. . . 3
si a u11 y a p21 se le asigna el valor de uno, se tiene que E1={-1} y pa=

2conloue=32
1) Que k= 4 4

Definicién 12: Supongamos ahora que los valores caracteristicos de una

matriz A, son todos distintos; entonces podemos formar una matriz

diagonal con esos valores caracteristicos, de la siguiente manera:
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A0 ... 0
0 A .ol 0

A =diagonal [A1, A2, ........ , kn]=§'1A S= s , en donde Ses
0 0......... A

una matriz formada tomando a los vectores caracteristicos como sus

columnas.
. . . A . 0 6
Ejemplo: Diagonalizar la siguiente matriz: A=

-1 -5

Soluciéon: como ya encontramos los vectores caracteristico, tenemos

-1 b
o ane 3 270 6][3 2
que- §_|:_1 _1}:§ A§ |:_1 -1:| |:-1 -5_ |:'1 '1 =

{_3 2} L sase]2 o}

1 -1 == 10 -3
o1 O
a. A=/ 0 0 -1|,comoyaencontramos los vectores caracteristico,
-3-1 -3
-1 -ii - 2i 0 -2i
tenemos que S=| 3 1 1| = 8'=—(-9+3i 10i 1+3i| =
-9 - 20i\ g 3i 10i-1+3i
1 - 2i 0 -2i 01 0||-1-ii -3 0 O
A=—|-9+3i 10i 1+3i 0o 0 -1 311|=>A= 0 |j 0
20i 9+3i10i-1+3i||-3 -1 -3||-9 i-i 0 0 -j

Definicion 13: Las ecuaciones de estado se resuelven también

utilizando el método de diagonalizacién, el cual consiste en que por

medio de una transformacion lineal, conseguir una matriz diagonalizada,
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resolverla en esta forma y luego aplicar la transformada inversa para

conseguir la solucioén real.

Cambiemos el vector de estado x al vector de estado z por medio
de una transformacion lineal S. De esta manera x=Sz y x=98z,
sustituyendo en la ecuaciéon x = AX +Bp, se tiene que: $2=A Sz + B,

despejando a z, nos resulta: z=S'ASz +S'By = z=Az +E

«—

oY)
=

H
evidentemente la transformacion aplicada a x reduce el sistema original
con variables de estado x1, X2, ... Xn @ un nuevo sistema en la cual las

variables de estado z1, z2, ... zn estdn completamente acopladas. Estas
nuevas variables de estado se consiguen por el método integracion y
luego se aplica a estas variables la transformacién lineal x=8S z
para encontrar las variables originales x1, x2, ... Xn.

Ejemplo: Resolver los sistemas de ecuaciones:

0 6]xq| [0 1

= +||u(t), x(0)=
Xg -1 -5]x,| |1 2

Solucién: tenemos que encontrar a la matriz:
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z=S"'ASz + $'Byu, que ya en los ejemplos anteriores la

—

-2 0]z 1 270
Z4

diagonalizamos, es decir, L= + u(t) =

Z20 [0 -3 )z,| [-1 -3]1

= + ut),

z(0)=S -1 x(0)= = , por lo tanto, tenemos que:

1 32| |-7
zq=-22,+2u(t), z,=5
2, =3z, -3u(t), z,=-7

t
Aplicando la ecuacion x(t)= et x(0) + J'bea(t'r)u(t)dt , tenemos que:
tO

t
z1=5 e'2t + Zje'z(t"")dt = z1=5e2t + [e_ZteZT]:, = z1=1 + 42t
0

t
zo=-7e>3t . 3je'3(t")dr = z1=-Te 3t + [e_3te3t]:) = zo=-1 - 6™t
0

s X4 3 2] 1+4e
y por ultimo nos queda o =1 -1 =

—1-6e3t
X, |_[1+12e72 —12¢73
X9 —d4e % et
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EJERCICIOS RESUELTOS

1. Utilizando la definiciéon hallar la Transformada de Laplace de
la funcion f(t)=e™t

Solucién: Aplicando la definicidén de la transfomadas tenemos: F(s)=L{e"

¢ 0} [0}
) = F(s)= Ie'ate_Stdt = F(s)= Ie'(aJ”s)tdt = F(s)=L [0 — 1], entonces,
5 5 s+a

F(s)= 1 , G>-a.
s+a

2. Utilizando la definicién hallar la Transformada de Laplace de
la funcién f(t)=coswt

Solucioén: f(t)=coswt, Aplicando la definicién de la Transfomada tenemos:

o0
Sea, entonces, F(s)=L{coswt} = F(s)=_|'cos(wt)e'3tdt = F(s)=
0

o _iwt | -iwt [0 . © .
[T—1% —eStat = F(s)=— [erlsriWitye, [esMWitg) - F(s)=—
0 2 0 0 2

pliw-sit  ~(iw-s)t ® 1T 1 1T

- +— = F(s)=_ | — - = =

IW-—-S8 IW-—-S8 0 2_ IW—-s IIW-S g

S
F(s)= ———
52 + W2

3. Utilizando la definiciéon hallar la Transformada de Laplace de
la funcién f(t)=t

Solucién: Aplicando la definicion de la transfomada tenemos:
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F(s)={t} = F(s)= Tte_s‘tdt = F(s)=-{1e_5t T = F(s)=- [ize‘ﬂ = F(s)=
0 s 0 s 0

1

s2

4. Hallar la Transformada de Laplace de f(t)=5t + cos2t

3 2
Solucién: f(t)=5t + cos2t = F(s)=£2+ 23 = F(s)= R 2+ 525 -8
—_— s° s‘+4 s°(s” +4)

5. Determinar la solucion de la ecuacion diferencial: d—f + 2f=0,

con f(0)=6,

Solucidén: Aplicando el teorema tenemos:

df df 6
Ly — +2p=sF(s)-f(0) + 2F(s) => Ly — +2p=(s + 2)F(s) -6=0 = F(s)=——
o+ 2}=sF(e)—1(0) + 2F(s) > L{  +2}=(s + 2)F(s) ()=
= f(t)=6e2
d2y
6. Determinar la solucién de la ecuacién diferencial: — * 4y=0, con
dx

yor=s y L=

Solucién: por la aplicacion del teorema tenemos:

2
L{ : )2/ +4y}=32y(s)‘sy(°)'sdy—(0) +4y(s)=> y(s)=— = y(x)=6cos2x
dx dy s +4
7. Hallar la Transformada de Laplace de la integral de la funcion

t
escalon L{Iu(t)dt}
0
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t
Solucién: aplicando el teorema 3, L{Ju(t)dt }=L{tu(t)}=:[L{F(s) + 0] = L{
0

t t
1.1 1
[uit)dt)=_[1= L{[n(t)dt}=
8. Conseguir la Transformada de Laplace de coswt, si f(t)=senwt

L . w
Solucién: aplicando el teorema 3 a F(s)=ﬁ, entonces tenemos
s +w

t © t t
que L{ [f(t)dt}=L{ [senwtdt} = L{ [f(t)dt }=L{-v1vcoswt} = L{ [f(t)dt }=:[

w 9 t 1 w 1 0 t
——F5 + |f(t)dt] = L{ | f(t)dt }=—[———coswt} = L{ | f(t)dt}=
s? +w? L L s[s2+w? w o z[o
1 w 1 t ws
—{ﬁ——} = L{ .ff(t)dt }= 2 >+ por lo tanto, L{coswt}=
Sls"+w® W -0 w(s +w’)

s
s +w?

9. Obtenga la Transformada de Laplace del pulso siguiente:

2 fi(t) 2

-2

Solucién f(t)=2u(t) - 2u(t - 3) = F(s)=§ - ze'3s =N F(s)=§(1 - e7%)
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10.Obtenga la Transformada de Laplace del Del trapecio regular

10

Solucién: f(t)=5tu(t) — 5(t — 2)p(t — 2) — 10(t — 4)u(t - 4) — 10(t - 5)p(t - 5),

entonces, F(s)=i2 - %e-zs - %e-4s + %e'ss N
S S S s

F(s)=2(1 - 25 - 2¢4% - 2¢5%)
S

1. Obtener la Transformada de Laplace de la funcién f(t)=te"°’t
Solucién: aplicando el teorema 6 tenemos que: L{te3(t)}= 13)2
+

12.0Obtener la Transformada de Laplace de la funcion (t)=e (),

1
s+a

Solucién: aplicando el teorema 6 tenemos: L{e?t(t)}=

13.0btener la Transformada de Laplace de la funciéon f(t)=e"

Stcos2t, Solucion: aplicando el teorema 5 tenemos que:

s+S L{eStcos2t}=— > >

L{etcos2t}=— >~ —_—
(s+5)% +4 s2 +10s +29

14. Encontrar los valores iniciales y finales de f(t)=2 + 5e-3tcost
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2
Solucion: F(s)=2+ 283 _, pg)= 75" +275+20

5 3 , entonces el
$ (s+3)°+1 s” +6s“ +10s

. . 2
valor inicial sera: f(0)=lmSF(s) -, f(g)=lim S(7s” +275+20) _ qo)=7y

s—>x g3,652,10s

s(7s? +27s +20)

el valor final f(c0)=lIMSF(S) _ f(c)=1iM s = f(o0)=2
$—o0 $—20 5°.16s°+10s
15. Consegquir la transformada inversa de F(s)= 1
s(s+2)

Solucién: Aplicaramos el teorema 9, sean F1(s)=1 y Fz(s)=L2 ,
s +

t —2te-21
entonces fi(t)=p(t) y f2(t)=e2 = f(t)= [e 2 de = f(t)= {%} = f(t)=
0 0

1 2t
—(1-e
2( )

1

16. Conseguir la transformada inversa de F(s)=———
(s+a)(s+b)

Solucion: Aplicaramos el teorema 9, sean sean F1(s)=

y F2(s)=
S+a

t
= fi(t)=e? y fa(t)=e ™! = f(t)= J. e At-lgbrgr
s+b )

e-at e-(a-b)r :lt e-at (e-(a-b)t _1)

= f(t)=

t
f(t)=e™ j e @Prgr — f()= [
0 b =-a

e Pt _o-at

b-a



503

4s
3

17. Conseguir la transformada inversa de F(s)= 2
s”+2s“ +4s+8

Solucién: aplicando Rufine en el denominador tenemos que:

1 2 4 8
-2 -2 0 -8
1 0 4 0
Luego F(s)= 452 , donde F1(s)= 4 y Fa(s)= 25 .
(s +2)(s” +4) (s+2) (s +4)

t t
fi(t)=4e y fa(t)=cos2t = f(t)=4 [e X! cos2tdr = f(t)=4e? [e?*cos2tdr
0 0

entonces, f(t)=e2t [ezr(cos21 +se I‘IZT)]:) = f(t)=e2t [ezt (cos2t + sen2t) - 1J

entonces, f(t)=cos2t + sen2t - e

18. Encontrar la transformada inversa de la siguiente funcién:

60s(s +2)
s? 1553 1852 +20s+16

F(s)=

Solucién: aplicando Rufine en el denominador tenemos:

1 5 8 20 16
1 -1 4 4 16
1 4 4 16 0
-4 -4 o -6 —
1 0 4 0
-2 i2 -4
1 -2 0




504

Por lo tanto, s* + 5s3 +8s? + 20s + 16=(S + 1)(s + 4)(s + i2)(s — i2), es decir,

60s(s +2)

F(s)= . .
(s+1)(s+4)(s+i2)(s-i2)

A1 A2 A3 A4
F(s)= + + —— + —%_ donde:
s+1 s+4 S +i2 s —i2

lim 60s(s +2)
A= (s 1 a)(s? + 4) = A4
s > -1
lim 60s(s +2)
A2="" (s 1 1)(s2 + 4) = A=-8,
s> -4
lim 60s(s +2)
As="" (s +1)(s + 4)(s -i2) = A3=6 *i6
s > —i2
lim 60s(s +2)
As="" (s +1)(s + 4)(s +i2) = A3=6 - i6
s —>i2
F(s)= -4 + -8 + 6+!6 + 6-|.6 = F(s)= -4 + -8 + 12s + 24
s+1 s+4 s+i2 s-i2 s+1 s+4
F(s)= -4 + -8 + 12 + 24 = f(t)=-4e* - 8e + 12cos2t +

s+1  s+4 g2 ,4 s214

12sen2t = f(t)=-4e™ — 8e™! + 16.97sen(2t + 45°)

19. Encontrar la transformada inversa de la siguiente funcion:

sz+s+1

s3 +2$2 +5s

F(s)=

Solucidén: factorizando el denominador tenemos que:
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s2+s+1

s3 - 2s? +5s=s(s + 1 +i2)(s + 1 — i2) = F(s)= - =
s(s+1+i2)(s +1-i2)

A1 A2 A3
F(s)=— + - —, donde:
S s+1+i2 s+1-i2
lim s2 +3s+1 1
A= 2 2515 :>A1_§ = A1=0.2
s >0
A "mw Ap=—2*1S 0.60 |48.32°
2= S(S+1-|2) = 2-4(1+|2) :>A2- . 40.94"
s > —1-i2
2
ppelimS 38t —2-i5 0.60]-48.32°
3= S(S+1-|2) = 3-4(1—|2) = A3=0. =-40.
s > —1-i2
i48.32 -i48.32
F(s)=0'2 + 0.6e . 0.6e -
S s+1+i2 s+1-i2

F(s)=0.2 + 1.2e*'sen(2t + 41.68°)

20. Encontrar la transformada inversa de la siguiente funcién:

-12(s +1)
F(s)=
=) (32 +8s+ 25)2

Soluciéon: factorizando el denominador tenemos que:

F(s)= -.12gs+1) N
(s+4+i3)°(s+4-i3)

A A A A
F(s)= 1 - 12, 21 _, 22_
(s+4+i3) s+4+i3  (s+4-i3) s+4-i3

, donde:

-12(s +1)
(s+4-i3)2 = A11=1.414]135° = A2=1.414]135°

s > —4-1i3

lim
A11=
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A12=1{M} = A12=0.33]-90° = A22=0.33|90°
s=—4+i3

ds | (s +4 +3i)?

F(t)=2.82te*'sen(3t + 225°) + 0,667e*'sen3t
21. Encontrar la transformada inversa de la siguiente funcion:

s3 19s2 1 28s +29
52 +7s+12

F(s)=

Solucién: realizando el cociente nos resulta que:

2s+5 s F(s)=s + 2 + 2s +5

F(s)=s +2+ — _ 4S+9
s +7s+12 (s+3)(s+4)

A1 A i 2s+5
F(s)=s+2+ —— + —% A= Imﬁ = A1=-1
s+3 s+4 L3

I 2s+5
Ap=IM s+3 = A2=3

s —>-4

-1+3

F(s)=s +2 +
s+3 s+4

= f(t)=y? +7- e + 3¢

22. Conseguir la solucion x(t) de la siguiente ecuacién diferencial
mediante un sistema de ecuaciones de primer orden usando

transformada de Laplace:

2
d”x 4d—x+5x t,con x(0)=2 y —(0)-3
dt2  dt

Solucidén: Haciendo el cambio y=(:’—)t(, entonces y(0)=3 =
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S
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y sx(s)

— x(0)=y(s), sustituyendo las condiciones iniciales y colocando las

ecuaciones en forma matricial, tenemos:

} 2
5 s+alx(s)] |—g+3| _[x&)_ 1 [1 s+a]35*1
s -1 ~|s = <2 ac.E 5 2
- y(s) 2 y(s)| s244s+5(S - 2
3s2 1 ] _253+1132+1_
{x(s)}: 1 2 +25+8 j[x(s)}: s2(s? + 4s +5) N
V) s214s+5 38241 o y(s) | 3s2-10s +1
2 _ i s(sz+4s+5)_
_2s% +11s2 11 _ 3s2-10s+1
X(s)=—— ey(s)zs —5——
s“(s“ +4s+5) s(s“ +4s+5)
3 2 A A A A
X(S)= 228 +11s“ +1 :>X(S)= 121 + 12 + 2 4 3 -’
s“(s+2-i)(s+2+i) s s S+2-i  s+2+i
donde:
Iilm3s3+11s2+1
A11= s2 14s+5 = A11=0.2
s—>0
3 2
A12=i 352+11S +1 = A12=-0.16
ds | s®+4s+5 |,
i 3s3 +11s2 +1
Ax="IM <2 = A2=1.08 — 3.56i 6 A2=3.72]-73.13° =
s > -2 +i

A3=1.08 + 3.56i 6 A3=3.72|73.13°
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01 0.16 _ 1.08-3.56i + 1.08 + 3.56i

Por lo tanto, x(s)= 2 - :
s s S+2-i S+2+i

, aplicando la

transformada inversa y utilizando la ecuacion f(t)=2|Ale®sen|wt + 6],

donde en este caso o=0, w=1 A=3.72 y 6=90°-73.13° = 0=16.87°, por
lo tanto,

x(t)=0.2t — 0.16 + 7.44sen(t + 16.88°)

23. Conseguir la solucion de x(t) de la siguiente ecuacién
diferencial:
3 2 2
a7 597X dX  ax_ 3, con x(0)=1, X (0)=2y 9 X(0)=0
dt® dt? dt dt dt?

Solucién: hallando la transformada de Laplace a la ecuacion diferencial

tenemos:
S3x(s) - s2x(0) - sx’(0) — x”’(0) + 3s2x(s) — 3sx(s) — 3x’(0) + sx(s) — 3x(s)=§

, sacando factor comin x(s) vy sustituyendo los valores de las

condiciones iniciales obtenemos:

(s +3s?+s+ 3)x(s)=§ + 3s? + 4s + 4, despejando x(s) tenemos: x(s)=
s

3s3 +4s? +4s+3
s(s3 +3s2 +s+3)

, factorizando el denominador aplicando Rufine

tenemos: s3 + 3s? + s + 3=(s + 3)(s — i)(s + i), por lo tanto, tenemos que
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3s3 +4s2 +4s+3

X(s) es: X1 s 3y s 1)

aplicando el método de fracciones

parciales obtenemos:

A A A

A
x(s)=—1+ 2, 3_+ 4_,donde,
[3 s+3 S-i S+i

Iims3+4sz+4s+3

A= (s43)s241) = AT
s >0
Iims3+4sz+4s+3

A2= s(sz +1) = A1=0
s —>-3

i s3+4s? +4s+3
=M= = As3=-0,5i 6 A3=0.5/270° =

A4=0,5i 6 As=0.5|-270° , luego F(s)=1 + 22 . 031 = licando Ia
S S-1 S +1

transformada inversa y utilizando la ecuacion f(t)=2|Ale®sen|wt + 0],
donde en este caso o=0, w=1, A=0.5y 6=270° + 90° = 0=360°, por lo
tanto, x(t)=1 + 2sen(t + 360°) = x(t)=1 + 2sent

24. Resolver el siguiente sistema de ecuaciones:

-4 27 x4 0 3

= + (), x(0)=
X2| [-1 -2]x,| |2 1

X4
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Solucién: [sl-Al=s - = =

s+2 2

¢(S)=[S!—A]_1=2; =

- s“+6s+10
-1 s+4

s+2 2 11737 [0
2 2
=| s“+6s+10 s“ +6s+10
X(s) 1 12 + ju(s) | =

's2:65+10 s2+6s+10][L1] [2

s+2 2 7] 3 3s2 1 8s+4
2 2 2
X(s)=|S° +65+10 s +65+10 = X(s)= S(sz+68+10) -
—1 s+2 2 s“+3s+8
[s?+65+10 s?+6s+10] 1+ | s(s2+6s+10) |
2 A A A
X,(s)= 3s2 +8s+4 :)51(5)=—1+ 2 4 3 __ donde:
s(s“ +6s +10) s s+3-i s+3+i
Iim3sz+83+4
A=TTs2  6s 110 :>A1_§
s—>0
I 3s2 1 8s+10
A=M—C o310 = A2=1.70]40.23° = A31.70]-40.23° entonces,
s —> -3 +i
2
51(t)=§ + 3.41sen(t + 130.24°)
2 A A A
X, (s)= 52+3s+8 352(5)=—1"‘ 2, 3__ donde:
s(s“ +6s +10) s s+3-i  s+3+i
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lim s213s+8
A1=T2 L 6s 10 :>A1_§
s—>0
2
I s“+3s+8
Ao= mm = A2=1.20]85.24° = A31.70]-85.24°, entonces,
s > =3 +i

51(t)=% +2.41sen(t + 175.24°)

25. Determinar los valores y vectores caracteristico de la matriz:
o1 0
A= 0 0 -1
-3 -1 -3

Solucién: el polinomio caracteristico es:

100 01 0 A -1 0
g(r)=det[Al- Al=det/A/0 1 0|-| 0 0 -1 || = g(A)=det0 A 1
001 |-3-1-3 3 1 A+3

entonces, g(A)=A> + 312 + 3=0 = (A + 3)(A% + 1)=0, entonces, los valores

caracteristicos son: A1=-3, A2=i y A3=-i, para determinar los vectores

M14 M21 M34

caracteristicos p1=|H;, |, p2=|Hyy | ¥ p3= M3, | sean los vectores
M13 Ma3 M33

caracteristicos de A asociados con A1, A2 y A3 respectivamente. Para

-3 -1 0| Hyq 0
A=-3, tendremos que A, 1-A|p1=0=| 0 -3 -1(p,, |=|0|, de donde
- 3.1 0y,

o
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3u11=-p12 y 3u12=-u13, si elegimos arbitrariamente a p12=3, nos resulta que

-1
p11=-1y p13=-9y p1= 3 |11
-9
i -1 0 Mo 0
Para A2=i, tendremos que [XZ!—AJHFQ = (0 i -1 |py [=|0f, de
- 31 3+i]p,, 0

donde ip21=p22 y ip22=p23, si le damos arbitrariamente el valor de 1 a p22,

-i
resulta que p21=-i p23=i, por lo tanto, u2=| 1|p21 Para A3=-i, tendremos
i

-i =1 0 |[H3q 0
que [ng—gju:,:g =0 -i -1 |p,, [=|0|, de donde:
- 3 1 3+i

o

H33
-in31=p32 y -ip32=p33, si hacemos arbitrariamente p32=1, resulta que p31=i

i -1 =i
y u33=i, por lo tanto, n3=| 1 |p31,conloque p=| 3 1 1/,
=L T -9 i -i

Nota: Como podemos observar en este ejercicio, cuando los valores
caracteristicos son complejos, los vectores caracteristicos
correspondientes también son complejos, siendo uno de ellos el
conjugado del otro.

26. Resolver los sistemas de ecuaciones:



-3 0 6]

-3 -1 -3

- 1 [0
X4

+/0 |u(t), x(0)=
X2 -
X2 |3

0
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Solucién: tenemos que encontrar a la matriz como esta matriz ya fue

diagonalizada en ejecicios anteriores tenemos que:

-3 0 0] 2 0 -2io
zZ, 1

“lo 0 0. |+-t|-9+3i 100 1+3i]0[ut) =
2| z, | 20i J
%3] lo o0 -i [Z2] | 9+3i 10i -1+3i|3]
-7 [-3 0 0,7 [ -03 ]
Z, 1
z,|=| 0 i O z, +10.45 -0.45i |u(t),
%3] [0 o -i |%2] |0.45-0.45i

-2i 0 -2i 1] o4

z(0)=|-9+3i 10i 1+3i|2] = z(0)= 1.15 +0.45i . por

| 9+3i 10i '1+3i__0j 11.45-0.14i |

tenemos que:

24 =-32,-0.3p(t), z,(0)=5

lo tanto,
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25 =iz, ~0(045-0.15i)(t), z,(0)=1.15+0.45i

24 =-iz; +0(0.45 +0.15i)(t), z,(0) =51.15-0.45i

t
Aplicando la ecuacion x(t)=e 2 x(0) + J‘bea(t'r)u(t)dt , tenemos que:

to

t
zi=-0.1e3t 0.3 [ Vdr = 21=0.1e + [0.1e e || = z=0.1
0

t -
z2=(1.15 + 0.45i)e-lt + (1_15+0_45i)je-l(t-t)dt -
0

22=(1.15 + 0.45)e”t + (0.15 + 0.45i) e‘“e“]f, = 22=0.15 + 0.45i + e, como
son variables compleja, tenemos entonces que z3 es la conjugada de z2,

es decir, z3=0.15 - 0.45i + e't

t t

+ie™

X4 -1 -ii 1-ie’
y por Gltimo nos queda |x, |=( 3 1 1 et relt |
X5 -9 i -i ielt _e-it
it “it | ]
1+2(e —-e )
X 0 2 X 1+2 t
1 2(e|t+e|t) 1 +Z8en
X2 = T = X2 =| 2cost
X4 2e' 1 et X3 2sent
2i
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EJERCICIOS PROPUESTOS

1. Conseguir la transformada de Laplace de las siguientes funciones:
e. f(t)=2sen0.5t, b. f(t)=3e%'sen3t, c. f(t)=4e'sen5t + t>cos5t, d.
f(t)=t3eX'senat, e. f(t)=t%e®, f. f(t)=e?'sendt, g.e*cosh5t, h.
f(t)=3cos6t — 5sen6t, i. f(t)=5t—3 j. elcos2t, k. f(t)=(t + 2)%"I.
f(t)=e?!(3sen4t — 4cos4t), m. e*(3senh2t — 5cosh2t)

2. Determinar la transformada inversa de Laplace de las siguientes

funciones usando la integral de convolucion:

5 1 10s
a. F(s)=2— b. F(s)=—2 c. F(s)= 3 3
s(s” +4) s(s+4) s”+2s“ +4s+8
s 2
d. F(s)= 3 2 ,e.F(s)= 2,f. 5 3
s +6s” +13s (s” +1) (s“(s+1)

3. Determinar la transformada de Laplace de la siguiente funcion
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4. Determinar la transformada de Laplace de la siguiente funcion

3

5. Determinar la transformada de Laplace de la siguiente funcion

o123\<5
-2

6. Determinar la transformada de Laplace de la siguiente funcién
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7. Determinar la transformada de Laplace de la siguiente funcion

| /\

0 T 27 3

8. Determinar la transformada de Laplace de la siguiente funcién

9. Hallar la transformada inversa de las siguientes funciones:

a. F(s)= 21 b. Fs)=—2, ¢. F(s)=l2,d. F(s)=———,
s +9 s+2 s s +16
55+4 2s+18 24-304s 6 3+4s 8-6s
e. F(s)= s 3 + 7 , f. F(s)=2 3 2 + 2 )
s s +9 s $-9 95“-16 16s” +9
6s-4 4s +12 . 3s+7
g. F(s)=—5——hFs)=——— iFs)=—5——,
s -4s+20 s +8s+10 s -2s-3
. 1 s 1
j Fls)=—5—5—— k- F(s)=———, . F(s)=

s (s +1) (s” +1) J2s+3’
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1.

. F(s):e—
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-5s -47ts/5 -4-3s

n. F(s)= —se2 , 0. F(s)= L

4’ 5/2 °

(s-2) s +25 (s+4)
Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales mediante la

aplicacién directa de la transformada de Laplace:

2
d—)z( + 4:—): +5x =2t + 6, x(0)=2; x’(0)=1
dx
2
zd—’z‘ +12 ‘;'—’t‘ +10x = 6cosdt , x(0)=2; x’(0)=8
dx

3 2
d™ g d™X dX oy 4, x(0)=1; X'(0)=2; x”(0)=5
dx® dx? dt

3 2
a7 297X 129X _ 5 %(0)=3; x'(0)=1; x”"(0)=2
dx®  dx? dt

Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales convirtiéndolas

primero en un sistema de ecuaciones de primer orden:

2

9 X 4% 5x—2t+6, x(0)=2; ¥'(0)=1

dt dt
d2x dx

2—+12—+10x = 6cos4t x(0)=2; x’(0)=8
dt dt

d3x dzx dx
—3 3—2 +—+3x =4, x(0)=1; x’(0)=2; x”’(0)=5
dat> dt- dt

3 2
d—;‘+ 7d—;‘+ 129X _ 2 x(0)=3; x'(0)=1; x"(0)=2
dt dt dt
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d2x dx
e. —+ 3E +2x = 6p(t), x(0)=2; x’(0)=1

2
dt

d2x dx
f. —+ 4a +5x = 8sent, x(0)=1; x’(0)=2

2
dt

2
g. dx +X = 10e-2t » X(0)=2; x’(0)=3

2
dt

d2x dx
h. _+ZE+X =t+1, x(0)=0; x’(0)=1

2
dt

d2x dx 2
i. —+ dt +4.25x =t +1, x(0)=0; x’(0)=1

2
dt

2
j. d—: + 33—): +42x =2sen3t +t, x(0)=1; x’(0)=2

dt

2
k. 3d—: 169X 6x =51 9e %, x(0)=2; x'(0)=1
at®  dt

d2x dx 2
L 2= +4—+34x=t", x(0)=2; x’(0)=-3
dt dt

12. Encontrar la transformada inversa de las siguientes funciones por

medio del desarrollo de las fracciones parciales:

a. F(s)= 27s+7 . b. F(s)= 325+16 ,
s -2s+3 s -s-6
c. Fle)=—s—, d. Fs)=221,

6s +7s+2 s -S



2 2
2s -4 15s -15s-11
e. F(s)= 3 3 f. F(s)= 332 ,
s -6s +11s-6 s -s -s+1
35 +1 11s? -2s +5
g. F(s)=— h. F(s)= 5 ,
s -s +s-1 2s -3s -3s+2
. 3s+16 . s-1
i. F(s)=— 2 j- F(s)=— 2 ,
s +4s +9s+36 s +5s +8s+6
3 2 2
k. F(s)=23 +10s +gs+40 . F(s)= s +252+3 ,
s +9s (s +2s+2)(s +2s+5)
52 2s +2
m. F(s)= 3 S 3 , n.F(s)= .
(s —2s+2)(s +5s+2) s -2s +2s-1
2 2
s +16s-24 s -3
o. F(s)= 7] 3 , P-F(s)= 7} 3 2
s +20s +64 s +58 -3s -17s-30
2s? 13s+4 6s2 +10s + 4
q- F(s)= 3 2 r. F(s)= 3 ;
s° +5s“+8s+4 3s” +24s + 48
4s2 1 6s+10 2s2 1 6s+8
s. F(s)= 3 5 t. F(s)= 3 2
s”+5s“+8s+4 (s“ +2s +5)
2s2 15514 8(s +10)2
u. F(s)= 3 3 v. F(s)= 2( )
s” +7s“ +16s +12 s(s“ +10s +20)
w. F(s)= 14s + 42 x. F(s)= 12s +48

s4 +8$3 +14s2 +12s

s4 1 6s3 +26s2 +56s +80
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13. Resolver las siguientes ecuaciones de estado:

a. |x,[=| 0 0 0]x,|+ 0ut) x(0)2],

b. |x,|=[1 0 2]x,|+[1u(t) x(0)2

C. |x,|=|-6 -1 6|x,|+|1]u(t) x(0)2

3| [-6 -1 5]x,| [2 0]
x,| [0 1 0]x| [0] 0]

d |x,|=| 0 0 1|x, |+ 0[ut) x(0)1
X3| [-25 -35 -11)x, | [1] 3]
x,| [3 2 x| [1] ]

e |x,[=[1 -1 0]x,|+1|u(t) x(0)2




S [u(t) x(0)

0 lu(t) x(0) 2

_5_
] -
u(t) x(0) 5
| 1]
.

+0 ) x(0)

1) x(0)

+(0 u(t) x(0)
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X, [=[1 0 =1]x, [+/0|u(®) x(0) 1

x,|=|0 1 0]x,|+0}u(t) x(0)2

X, [=[ 0 0 1%, [+/0u(t) x(0)2

x,|=| 0 0 1[x,|+ 0u(t) x(0)1

x, |=| 0 0 1 |x,[+[0fu(t) x(0)2

Xg| [-4 -4 -1, [2 1

Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales a través de las

ecuaciones de estado

d2x dx
—5 +3—-+2x=6p(t), x(0)=2; x’(0)=1
dt dt
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< g d 94X 4% ax = au(), x(O=1; X(0)=3; x"(0)=5

dt dx

d2x dx
—5 +4—+4x = 2u(t), x(0)=1; x’(0)=-1

d4x d3x d2x
) +3 3 +2 5 = 10pu(t), x(0)=1; x’(0)=2; x’’(0)=-12, x’’(0)=6
dt dt dx

d3x d X dx
—3+7 19E+13x 5u(t), x(0)=0; x’(0)=2; x’(0)=-12

dt dx

d2x dx
— 4E+5x 8sent, x(0)=1; x’(0)=2

dt

d ;( d X 4:—):+4x_t x(0)=2; x’(0)=-1; x’’(0)=5

dt dx

2
d—: rx=10e2 » X(0)=2; x’(0)=3
dt

d_:+2d—+x t+1, x(0)=0; x’(0)=1
g2t

d2x dx 2
5+ +4.25x =t +1, x(0)=0; x’(0)=1
dt

d—: +3— d X >+ 5x = t , X(0)=3; x’(0)=-5; x’’(0)=2
dt dx

: :+:|—)t(+x ™!, x(0)=5; x'(0)=6; x”(0)=2

dt
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2
C 9 X 89X 4ok —2sen3t +t, x(0)=1; X'(0)=2
2 dt

dt
d3x d2x dx -4t
—3 11 — 40— =cos2t+e , x(0)=-1; x’(0)=-1; x’(0)=5
dt dx dt

d2x dx 2t
3—+6—+6x=5+9 , x(0)=2; x’(0)=1

2 dt

dt

d’x  dx 2
2—-+ 4; +34x =t , x(0)=2; x’(0)=-3

dt
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APENDICES



N Nn 2 =w

> C

Tl 83 3

0

LISTA DE SIMBOLOS
Pertenece
No pertenece
Conjunto
Es un sub-conjunto de, esta incluido en
Es un sub-conjunto propio de
Uni6n de conjunto
Interseccion de conjunto
Diferencia de conjunto
Complemento de un conjunto
Nimeros enteros negativos
Nimero cero
Nimeros enteros positivos
Numeros enteros
Numeros naturales
Numeros Racionales o fraccionarios negativos
Numeros Racionales o fraccionarios positivos
Numeros Racionales o fraccionarios
Nuimeros reales negativos
Numeros reales positivos
Numeros reales
Implica, entonces, condicion de suficiencia
Condicién de necesaria
Si y sélo si, condicion de necesario y suficiente
Si y sélo si, condicion de necesario y suficiente
Factorial de un numero
Para todo
Numero
Existe
Porcentaje

Producto o multiplicacion
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+ Suma o adicion

- Resta o sustraccion

/ Division o cociente, tal que
# Diferente a

Tal que
< Menor que
= igual que
< Menor o igual que
> Mayor que
> Mayor o igual que
= Relacion de equivalencia
~ Equivalente
A Triangulo
O Cuadrado
+ Mas o menos
o0 Mas o menos infinito
II Producto
z Sumatoria

Por lo tanto
e.i es decir
1 Perpendicularidad de rectas
/ Paralelismo de rectas
- Implica
A Disyuncion (o)
\% Conjuncion (y)
¢ Conjunto vacio

[ | Fin de la demostracion
P(..) Potencia de un conjunto

n(..) Cardinal de un conjunto
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ALFABETO GRIEGO

Alfa

Beta

Ji
Delta
Epsilon

Phi
Gamma

Eta
Iota

Si
Kapa

Landa

Mu

Un
Omicron

Pi
Teta

Rho
Sigma

Tau
Viu

Omega

Fhi
Zeta

A

D

O

[1]




FIGURAS Y FORMULAS GEOMETRICA

Triangulo rectangulo, Teorema de Pitagoras a2 + b2=c2 = az=c2 - b2 = b2=c2 —a

Triangulo

Rectangulo
A=1.h
no |
p=2b + 2h
b
Cuadrado S
P AT
1

2
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Trapezoide

A=% (b1+b2)h

Paralelogramo

Circulo
Cubo
2
: Area superficial S=6b
JE ST PR .3
“Volumen V=b
SO )

533
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Solido Rectangular

.
0
0
L

Area superficial S=21 + 2a +2h

: h :
R B {  Volumen V=lah
RO e
I . i
e
Cilindro
..... §Area Superficial S=2nr2 + 2nrh
: 2
§Volumen V=nr"h
Cono

Area Superficial S=nrl + nrz

V= 1 nrzh
3

3

4
Esfera Volumen V=§ Tr

Area Superficial S=41tl‘2

4 3
volumen V= g Tr
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PROPIEDADES DE LOS NUMEROS REALE
PROPIEDADES DE LA ADICION
1. Asociativa: Va, b, ce % se tiene,(a+b)+c=a+ (b +¢)

2. Conmutativa: Va, be # se tiene,a + b=b + a

3. Elemento neutro o neutro aditivo: Vac ¥, dec J/a + e=e + a=a

4. Elemento simétrico o inverso_aditivo: Vae$, 3 a'lefa + a'l=a! + a=e=0, =

al+a=0=al'=a

PROPIEDADES DEIL, PRODUCT
5. Asociativa: Va, b, ce ¥ se tiene, (axb)c=a(bxc)
6. Conmutativa: ¥V a, be ¥ se tiene, asb=bsxa

7. Elemento neutro o neutro multiplicativo: Vae ¥, Jec H/ae=ea=a = e=1

8. Elemento simétrico o Elemento __inverso multiplicativo: Vae$, da

1
le Ha.al=alla=e=1 = aa=1 => a'l=—
a

9. Distributiva: Va, b, ce i se tiene: a(b + c)=a.b + a.c=bsa + cxa=(b + ¢)a

10. Elemento absorbente: ¥V ac 9, 10 57/0a=a0=0

11.Va, be#®,3ceHl sia<b =>a+c<b +c
12. Va,be #,Ace H#'/ si a<b = a«c<b.c

13. Va, be #, Ace I/ si a<b = a.c>b.c

1 1
14. Va,be ¥, dced/,sia<b = — > B
a

15. Vae 9 se tiene que az>0 Si a=0 =a’=0
16. Va, be %, se tiene que (a + b)2 >aZ + b2

17. V a, be J se tiene que si a:b=0 = a=0 o b=0
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19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.
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V a, be ¥ se tiene que si a:b=0 = a=0 o b=0

V a, be ¥ se tiene que si axb<0 = (a<0 A b>0) o (a>0 A b<0)

anp an
V a,bef IneRi(ab)" =a"b" y (-)"=—
Y%’ Tbn
an _
Va,be?f,ﬂn,me!ﬂ/anxam=an+my—=an m

pm

a,bef, Elne}??/(an)m =M

y=a' = x=Igax
Igal=0

Igaa=1
Igaxy=lgax + Igay

X
Iga ; =lgax — Igay

Igax’=ylgax

Nota: Cuando la base es el numero neperiano e, se escribe Igex=Inx
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PROPIEDADES DE LAS PROPORCIONE

axd axd CxX CxX
0 c=

c X d a

.oa
Si —= = ad=cxx = x=
X

o0

b, c y deZ'UZ (= se lee entonces, implica)

.a ¢ a+b c¢c+d
Si —=— > =
b d b d
.a ¢ a+c a
Si —=— = =—
b d b+d b
Sig_g_g at+tc+e
b d f b+d+f
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PROPIEDADES DE LA MATORIA

n

> k=nk

i=1

n n

;ai - ;ah_lﬂ

n n

Zkal - kzal

i=1 i=1

n n n
z(a. th;) = Zai * Zbl ’
i=1 i=1 i=1

;(ai —ai_1) =an-9g



10.

PROPIEDADES DE LA DISTACIA ENTRE D

|x|20y |x|=0,©x=0

|ay|=ax]|
[xy|=Ix] [v]
[y |=x]/]yl

| x|=a < -a=x=a = x=-a 6 x=a

| x | <a <>-a<x<a = x>-ay x<a, = xe[-a, a]

| x| >a < -a>x>a = x<-a y x>a, = xe(~o0, -a]U[a, )
|x+y[<|x[+]y]

|x-y|z[x] - |y

[x-ylz] |x] - [y

P

NT
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FACTORIZACION DE POLINOMIOS Y RADICALE

FACTORIZACION DE LA FORMA: (x £ y)"
(xx y)2=X2 +2xy + y2
xt y)3=}q{3 + 3x2y + 3xy2 t y3

xt y)4=}q{4 + 4x3y + 6)(2y2 t 4xy3 + y4

(x* y)n=[r0‘jxn + (:)xn'ly + [:an'zyz + [2}}-3)}3 Foveereeen + [:Jyn, donde

m m!
=————, numero combinatorio, los cuales se pueden calcular con la ayuda
n ) n(m-n)!

del triangulo de Pascal

Este triangulo también toma la forma:

1
11
121
13 31
146 41
1 5101051
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X - y=(x - Y)(x +Y)
X - Y= - )+ Xy +yY)

xt-y=(x - Y3+ Xy Hxy YY)

x" - yn=(X _ y)(Xn-l + x 2y + x™ 3y2 +..... + yn-l)

X+ y=(x- |[2XY +y)(x+ .[2Xy +Y)
X+ y=(x + y)(E - xy +y)

X+ Y= - 2 xy + )R- 2 xy +y)

n nn n n nn n
2 _ 2x4y4 +y2)(x2 +-/2x%y4 + y2) sines par
Xn+yn=

+y)(x™! - x"2y 4+ x"3y? - ... + y*!) si n es impar
FACTORIZACION DE LA FORMA "/x -y

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1
x-y=(x2)% - (y2)?=(x2 -y2)(x2 + y2)=(/x - [y)(/x +.]y) =

(((“L\r

Y

x4y -

X-y
Q/X73+4« x2y+‘%xy2 +‘{/y73



542




10.

1.

12.

13.

14.

15.

16.

IDENTIDADES TRI METRICA

sena

cosa

_ Cateto Opuestoal Angulo
Hipétenusa

_ Cateto Adyasenteal Angulo

Hipétenusa

Cateto Opuestoal Angulo
Cateto Adyasenteal Angulo

senacsca=1

cosa

seca=1

tgactga=1

2 2
sen x + cos ' x=1

seczx - tg2x=1

csczx - ctg2x=1

sen(x £ y)=senxcosy * senycosx

cos(x

tg(xty)=

sen2x=

y)=cosxcosy + senxseny

tgx + tgy
1+ tgxtgy

2SenXcosx

2 2
€c0S2X=C0Ss“X — sen“x

2tgx
tg2x= 2
1+ tg“x
7  1-cos2x
sen x=——mMmMM

2

MUNMENTE UTILIZADA
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17.

18.

19.

20.

21.
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2 1+cos2x
Cos x/=—mm

2 1-cos2x
tg =
1+ cos2x

sen(ax)cos(Bx)=% [sen(a + B)x + sen(a - B)x]
1
sen(ax)sen(nx)=§ [cos(a - B)x + cos(a + B)x]

c0s(ax)cos([3x)=% [cos(a - B)x - cos(a + B)x]

FUNCIONES HIPERBOLICA

sechxcoshx=1

cschxsenhx=1

ctghxtghx=1cosh2x =senh2x + conhzx
senh2x=2senhxcoshx

coshzx - senh2x=1

tghzx + sech2x=1
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10. ctghzx — esch?x=1

1. senh2x=% (cosh2x — 1)

12. c0sh2x=% (cosh2x + 1)

PROPIEDADES DE LOS LIMITES

I|mf(x) Ilmg(x)

Sean Li=, _, x =y _ X, y KefR, se tiene que:
0
6 X =K
0
p Um0 imi_
8) lerg(f((x)i g(x))len_lf)((x) + lerggx(x) =L+,
0 0 0
limf(x)g(x) _ I|mf(x)I|mg(x)
9 x-x —>X_ XX
0 0
im 700
10 = ) 0
) i} _)%]((x) limg(x) Lz g(x) #
0 X > X
0
lim(f(x)) "
6) |Im(f(x))n = |:x —>(x(0 )):| =(Ly"
X — X0

_ limg(x) L
7) lim(f(x))9X) = ['x'“_’)(‘;(:))}x ~ % =(|_1) 2

X —>X



546

LIMITES ESPECIALES
. senx
1. lim =1
X
x—>0
1- x 1
2 imo—cosx _1
2 2
X
x—>0

1)\X :
3. Iim(1+—] =lim(1+t)t =e
X

X > © x—0



17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

TABLA DE DERIVACION

diutv)_du  dv

dx dx dx

—d(UV) =Vd_u =+ u d_V

dx dx dx

dsen(au) _ du
—————= =qacos(ou)—
dx dx

dcos( au) _ du
—————=-asen(au)—
dx dx

dtg( au) _ i cec2y 9
dx dx

desc(c au) =-acsc(au)ctg(au) du
dx dx

dsec( au) =asecx(au)tg(ou) :_u
X

detg(_ au) =occsc2(ocu)d—u
dx dx

=— = — donde v es también una funcién compuesta.
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29.

30.

31.

32.

da®! du
=alna—
dx dx

de™ _ eaudu
dx dx

d(iga(au)) o du
dx ulg,e dx

d(In, (au)) adu
dx u dx

TABLA DE INTEGRACION

n+1

»’+Csin;é-1
n+1

|=jx"dx -4
dx

n+1
. 1(ax+b)

a n+1

n
I=[(ax+b) dx = 1

1Ln(ax +b)
a

\

X
I=[a dx=1=2 +¢C
Lna

bx + ¢
bx +c a

1=ja dx = 1=
bLna

+ Csinz-1
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.
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X X
I=[e dx=l=e +C
ax +b X
1=[e dx=I= ‘e’ +C
a
I=Ise nxdx= 1= -cosx +C
I=Isen(ax +b)dx = 1= -1cosx +C
a
I=Icosxdx:>| =senx+C
I=_[cos(ax +b)dx=1= 1sen(ax +b)+C
a
I=Itgxdx:> I = -Ln(cosx)+ C = | =Ln(secx)
1 1
I=Itg(ax +b)dx =1 =-—Ln(cos(ax +b) + C=1=—Lnsec(ax +b)
a a
I=Ictgxdx: I=Ln(senx)+C
I=Ictg(ax +b)dx=1= 1Ln(senx)+ C
a
I=Isecxdx:| =Ln[secx +tgx]+C
I=Isec(ax +bh)dx = 1= 1Ln[sec(ax +b) +tg(ax +b)]+C
a
I= j cscxdx = | =Ln|cscx - ctgx |+ C
I=Icsc(ax +bh)dx = 1= 1Ln[csc(ax +b) - ctg(ax +b)]+ C
a

2
I=Isec xdx=Il=tgx+C



20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.
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2
I=Isec x(ax+b)x=1= 1tg(ax +b)+C
a

2
I=jcsc xdx=1=-ctgx+C

I=.|.csc2 (ax +b)dx = 1= -%ctg(ax +b)+C
I=J'secxtgxdx: I=secx+C

I=Isec(ax +b)tg(ax +b)dx = 1= %sec(ax +b)+C
I= I cscxctgxdx=1=-cscx+C

I= j csc(ax +b)ctg(ax +b)dx = 1= -%csc(ax +b)+C
I=Isenhxdx: I=coshx +C

I=Isenh(ax +b)dx=1= gcosh(ax +b)+C
I=Icoshxdx:> I=senhx+C

I=Icosh(ax +b)dx = 1= gsenhx +C
I=Itghxdx:| =Ln(coshx)+C

I=Itgh(ax +b)dx=1= gLn(cosh(ax +b))+C
I=J'ctghxdx:> I=Ln(senhx)+C

I=Ictgh(ax +b)dx=1= 1Ln(senh(ax+ b))+C
a



35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

44.

45.

46.

47.

48.

I=jsechxdx:> I=tg 1(senhx)+ C

I=jsech(ax +b)dx=1= 1tg' 1(senh(ax +b))+C
a

I =J'cschxdx:> 1= Lntghg +C

1 ax+b

1=[csch(ax +b)dx = 1= —Lntgh +C
a

2
I=_[sech xdx=I=tghx+C
2 1
I=Isech (ax +b)dx = 1= —tgh(ax +b)+ C
a
2
I=_[csc hxdx=1=-ctghx +C

2
I=.|'csc h(ax +b)dx = I = -1ctgh(ax +b)+C
a

I=Isechxtghxdx =l=-sechx+C

I=Isech(ax +b)tgh(ax +b)dx = 1= —1sech(ax +b)+C
a

I= I cschxctghxdx =1 =-cschx+C

I=Icsch(ax +b)ctgh(ax +b)dx = 1= -1csch(ax +b)+C
a

=Id—x:I=1tg'1 Xic
2 2
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49.

50.

51.

52.

53.

54.

55.

= dx :I:iLn[x-a}+C
x2 - a2 2a X+a

x+Vx%+a?[+C
x+Vx2-a%|+C

=Il=In

N
I=j\/%

1= J' :>I—sen1—+C

\/7
I=I x2 +aldx=1= gvxz +a2+C

I x2—a2dx:>l=§\/x2—a2 +C

=I1=In

2

j\/az —x2dx:>l=§\/a2 —x? +a7sen'1§+c
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Tabla de Algunas Trasformadas de Laplace:

f(t)=L"[F(s)]

F(s)=L{f(t)}

1 1 1 >0
s
2 K VkeR k s>0
s
3 t 1 Re(s —a)>0
2
4 t" (m=1,2,3,...... n! Re(s)>0
sn+1
5 ¢ I'(n+1) Re(s)>[Im(s)
sn+1
7 oAt 1 Re(s — a)>0
s+a
8 p(t — a) eas Re(s)>0
s
9 senat a Re(s)>[Im(a)
s? +a?
10 cosat s Re(s)>[Im(a)
s? +a?
1 Int -(y -Ins) Re(s)>0
s
12 senhat a Re(s)>|Re(a)|
s2 -a?
13 cosat s Re(s)>|Re(a)

553



ISBN: 978-980-248-246-7

89802114824

CALCULOS
MATEMATICOS

PARA INGENIEROS

El estudio del calculo es fundamental para los inge-
nieros puesto que el mismo les brinda la oportuni-
dad para adentrarse en el mundo de lo infinitamente
pequeno, en el campo de los cambios infinitesima-
les, los cuales ofrecen al interesado una perspectiva
totalmente diferente de una realidad que hasta no
abordarse con los conocimientos basicos no es posi-
ble comprender ni mucho menos utilizar para gene-
rar resultados consonos con la solucion de proble-
mas con los que debe lidiar un profesional de la inge-
nieria. En tal sentido, en la presente obra, se parte
del estudio del concepto de limite de una funcion, el
cual es el soporte fundamental para comenzar el
transitar por el camino del calculo diferencial y del
calculo integral tanto univariable como bivariable,
aspectos que son tratados de una manera amplia,
con abundantes ejemplos y con numerosos ejercicios
que permiten al lector comprobar sus progresos en
esta drea de la matematica. Se culmina el recorrido
por el calculo, con un capitulo en el cual se hace una
introduccién a la transformada de Laplace, de igual
manera, se incluyen anexos que brindan apoyo a la
hora de la resolucién de los problemas planteados
en el libro.



