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INTRODUCCION )
PARA LA SEGUNDA EDICION

El libro Matematicas Fundamentales para Ingenieros que nos publicé en el afio 2003 el Centro de
Publicaciones de la Universidad Nacional de Colombia Sede Manizales tuvo en la comunidad universitaria
una gran acogida hasta el punto de romper el record de niimero de ejemplares vendidos en dicho
centro. Fue asi como semestre a semestre se hicieron secuencialmente reimpresiones del libro para
poder atender la demanda para su utilizacion en los numerosos cursos de la asignatura Matematicas I
de las carreras de ingenieria de la Sede.

Esas reimpresiones debieron de suspenderse en el afio 2007, entre otras razones porque ya se
debia hacer una revision y redisefio del texto y debido ademas a la aprobacion e implementacion de
una nueva reforma académica para la Universidad Nacional de Colombia, enmarcada en el modelo de
los "créditos" y la reestructuracion de los planes de estudio de los pregrados.

Los autores nos dimos a tarea de la revision y redisefio del libro buscando con la misma una
presentacion mas agil y amigable de los temas que, sin abandonar el rigor, les sirva de apoyo eficaz a
los estudiantes para enfrentar, desde el primer semestre, las nuevas estrategias de aprendizaje
demandadas por el modelo de los "créditos".

Mientras que realizamos la tarea de revision y redisefio se formalizaron los nuevos curriculos de
las carreras de ingenieria de la Universidad y como consecuencia los contenidos de la asignatura
Matematicas I se redistribuyeron en dos asignaturas: Matematicas Bésicas y Célculo I.

Como resultado de la revision y redisefio del libro Matematicas Fundamentales para Ingenieros,
presentamos hoy el libro Matematicas Fundamentales para Ingenieria, que bien puede llamarse la
segunda edicion del primero, y que estamos convencidos, satisface las exigencias de un buen texto
para esas dos nuevas asignaturas: Matematicas Basicas y Calculo I. En esta nueva edicion se cambio
la presentacion de Word a BTEX .

Agradecemos a todas las personas que nos brindaron su valiosa colaboracion en esta dispendiosa
tarea, entre las cuales destacamos a los docentes de la asignatura, que se llamo, Matematicas 1 y que
generosamente supieron valorar nuestro esfuerzo.

LOS AUTORES






Capitulo

NUMEROS Y EXPRESIONES
ALGEBRAICAS

INTRODUCCION

El objetivo fundamental de este primer curso de matematicas para los estudiantes de las carreras
de ingenieria, es el estudio del cédlculo diferencial de funciones de nimeros reales. El logro de este
objetivo exige sélidos conocimientos de los fundamentos del dlgebra y teoria de funciones de niimeros
reales, razon por la cual el primer capitulo de este escrito se dedicard a hacer un juicioso repaso de los
fundamentos del dlgebra y niimeros reales que los bachilleres trataron en sus cursos de secundaria.

1.1. TIPOS DE NUMEROS

1.1.1. Numeros Naturales (N)

Los nimeros naturales son los que se emplean para contar : 1,2,3,4,.... De la construccién de
este conjunto se pueden apreciar que tiene un primer elemento, el uno (algunos autores consideran al
cero como el primer nimero natural); que cada elemento tiene un sucesor, (el sucesor del 1 es el 2, el
sucesor del 30 es el 31,...), lo que implica que tiene infinitos elementos, no existe un nimero mayor
e induce un orden natural entre ellos asi:

N={1,2,3,4,5,...} donde 1<2<3<4<5...
Aqui el simbolo < se lee menor que.

Algunas Propiedades

Sean a, b, ¢ nimeros naturales.

1. Propiedad Clausurativa. a+b 'y ab sonnidmeros naturales.
2. Propiedad Conmutativa. a+b=>b+a ab=ba
3. Propiedad Asociativa. (a+b)+c=a+(b+c) ; (ab)c=a(bc)



2 Capitulo 1. NUMEROS Y EXPRESIONES ALGEBRAICAS

4. Propiedad Modulativa. a-l1=1-a=a
5. Propiedad Distributiva. n(a+b) =na+nb.
Llamando na=a+a+...4a ; nb=b+b+...+b
——— —

n veces n veces
se tiene que: na+nb=n(a+b) yaque

na+nb=a+a+...+a+b+b+...4+b=(a+b)+(a+b)+...+(a+b) =n(a+Db)

n veces n veces n veces

6. Llamando a"=g-a-a-...-a setiene que
—_———

n veces

i. a"-a™=d""", pues
a*-a"=a-a-...raa-a-...-a=a-a-...-a-a-...-a=a"™
n veces m veces n+m veces

ii. (ab)"=a"b" yaque

(ab)"=ab-ab-...-ab=ga-a-...-a-b-b-...-b=a"b"
———— S—— N——
n veces n veces n veces

iii. (a™)™=a" yaque

(a@)"=g"-a"-...-a"=g-a-a-...-a-a-a-a-...a-...-a-a-a-...-a=ga-a-...-a=a™
%,—/
m veces n veces n veces n veces nm veces
m veces
EJERCICIOS

1. (Es el cociente de dos nimeros naturales un niimero natural?
2. (Todo subconjunto de nimeros naturales tiene un primer elemento, un dltimo elemento?
3. Considere A = {1,2,3,4,5}, de todos los subconjuntos de A.

4. Sean b y d dos nimeros naturales, si existe un ndmero ¢ natural tal que b = dc, entonces se
dice que d es un factor o divisor de b, por ejemplo 10 =1-2-5 luego 1,2 y 5 son divisores
de 10.
Hallar todos los divisores de 2,35,40,75,90,240.

5. Un ndmero natural es primo, si los tinicos divisores son el mismo nimero y la unidad, por
ejemplo 2, 3,5, 7, 11, 13. (El nimero 1 no se considera primo).

i. Cudles son los primeros 20 nimeros primos?
ii. Escribir 35, 64, 100, 246 como producto de ndmeros primos.

iii. ¢Es la suma, producto, cociente de dos nimeros primos, un nimero primo?

Representacion Grafica de los Nimeros Naturales.

A los nimeros naturales los representamos mediante puntos sobre una semirrecta que inicia con el
numero 1 y a su derecha se van colocando los correspondientes sucesores de cada niimero separados
por la misma distancia como se observa en la figura.



1.1. TIPOS DE NUMEROS 3

1.1.2. Numeros Enteros (Z)

Si con los nimeros naturales se quieren representar la altura en metros sobre el nivel del mar

(altitud), se necesita un nimero para representar la situacion cuando se estd a nivel del mar, este
nimero se llama cero (0) y en general va a representar ausencia de la cantidad que se estd consideran-
do.
Pero es necesario también introducir nimeros que representan la situacién cuando se estd bajo el nivel
del mar, en este caso cuando se estd a n metros bajo el nivel del mar se dice que la altitud es de menos
n metros. De esto resulta que para cada niimero natural n existe un nimero menos n (que se simboliza
por (—n)). Asi el nimero 5 representara cinco metros sobre el nivel del mar y —5 representaria cinco
metros bajo el nivel del mar, de esta forma el nimero —5 representa mds altitud que el nimero —7,
luego el orden de estos ndmeros serd

T << 5<C 4 <3< 2<-1<0<I<2<3<4...

y por consiguiente se pueden representar graficamente en una recta donde a la derecha del cero estin
los naturales y a la izquierda los nimeros negativos definidos como se ilustra en la figura siguiente

Es claro que si un nimero estd a la derecha de otro, serd mas grande que €l . Este conjunto numérico
se llama el conjunto de los nimeros enteros y se utiliza para describir situaciones fisicas y practicas,
y se nota por

Z
z={...,—4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,5,...}

NOTA:

Recuerde que en la suma y producto de nimeros enteros es necesario tener en cuenta los signos de
los nimeros asi:
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(3) + (=5) = -2
6)+(—4)=2
N+ (=71=0
(2)(3) =6
(-2)(4) = -8
(=3)(=5) =15
Algunas Propiedades

Sean a, b, ¢ nimeros enteros entonces

1. Propiedad Clausurativa. a+b, a-b son nimeros enteros
2. Propiedad Conmutativa. a+b=b+a ; ab=ba
3. Propiedad Asociativa. (a+b)+c=a+(b+c) ; (ab)c=a(bc)
4. Elementos Neutros.
El nimero entero O satisface que a+0=0+a=a paratodoaen Z.
El nimero entero 1 satisfaceque a-1=1-a=a paratodoaen Z.
5. Existencia de Opuestos. Para todo a en Z existe —a € Z, tal que a+ (—a) =(—a)+a=0
6. Propiedad cancelativa., Si a+4+c=b+c entonces a=»>b
Si ab=ac entonces b=c si a#0
7. Propiedad distributiva.  a(b+c¢) =ab+ac
EJERCICIOS
1. ¢ Es la resta, divisién de enteros un entero?
2. Todo subconjunto de nimeros enteros tiene un primer elemento?
3. Un ndmero entero se dice par, si es de la forma 2k para algiin entero k y es impar si es de la
forma 2k + 1 para algin entero k.
Demuestre que:
i. La suma y producto de 2 enteros pares es par.
ii. La suma de 2 enteros impares es par.
iii. a” es parsiy sélosiaes pary a” esimpar siy sélo si a es impar.
iv. si a es multiplo de 3 entonces a es miiltiplo de 3.
4. Revise los conocimientos de divisibilidad, madximo comin divisor, minimo comiin multiplo, y

primos relativos.
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1.1.3. Numeros Racionales (Q)

En las actividades del hombre, una necesidad ademds de contar objetos, es medirlos; por ejemplo,
establecer que tamafio (medida) tiene una cuerda o determinar que cantidad (medida) de agua tiene
una cubeta, etc. Es evidente que para dar solucion a cualquiera de estos problemas es necesario partir
de un patrén, por ejemplo un metro para la longitud de la cuerda o un litro para la cantidad de agua
en la cubeta. Una vez determinado este patron se establecera cuantos de estos patrones caben en el
objeto a medir y es claro que generalmente el nimero de veces que este patrén cabe en dicho objeto
no serd siempre exacto, sobrard en algunos casos una parte que no alcanza a medir un metro o un litro,
sino una fraccion de él; es decir, se hace necesario recurrir a nimeros no enteros que representen una
parte de un entero, estos nimeros junto con los enteros se llaman nimeros racionales (Q).

Los niimeros racionales se representan en la forma p/q, con p y g enteros y g # 0, donde si p y ¢
son positivos, ¢ indica el nimero de partes en que se partié la unidad (patrén) y p el nimero de estos
pedazos que se estdn tomando.
Por ejemplo el nimero 1/2 indica que el patrén o unidad se dividié en dos partes (denominador)
y de ella se tomé una (numerador); el nimero 7/3 indica que la unidad se dividi6 en tres pedazos
(denominador) y se tomaron siete pedazos con ese tamafio (numerador).
Asf:

Q={p/q|p, 9€Z, q+# 0}

Con el objeto de caracterizar de otra forma los nimeros Racionales, se analizara el cociente que resulta
de efectuar la division entre el numerador y el denominador observando los siguientes ejemplos:

602 1

338 451
—— =3,41414141... iv. — =
iii 99 3, iv 2 37,58333

V. % = 0,142857142857142857 ...

Se puede apreciar, que a partir de algtiin nimero después de la coma (parte decimal), se empieza a
repetir indefinidamente un bloque de ndmeros: El cero en el primer ejemplo; el 3 en el segundo; el 41
en el tercero, el 3 en el cuarto y el 142857 en el quinto. Lo anterior sucedera siempre que se realice la
divisién entre el numerador y el denominador de un nimero racional. A estos bloques de nimeros que
se repiten se llama la parte periddica del nimero racional y se dice que un niimero racional siempre
tiene una representacion decimal periddica.

Reciprocamente, siempre que se tenga una representacién decimal periddica, ésta representa un nimero
racional, es decir, se puede expresar de la forma p/q, con p,q € Z'y q # 0. En una representacion
de-cimal, después de la parte entera puede figurar una coma o un punto con el mismo significado.

El proceso para conseguir esta representacion es un poco artificioso y se ilustrard con el siguiente
ejemplo:

Seaa =32.273535... una representacion decimal periédica dada.

Primero se cuentan los digitos que aparecen en la parte decimal hasta donde termina la primera parte
periédica, en este caso cuatro, y se toma el nimero 10*a =322735,3535.. ., luego se toma el nimero
a multiplicado por 10 elevado a la potencia que indique el nimero de digitos que hay en la parte deci-
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mal antes de empezar el bloque periddico, en este caso 2. Por dltimo se hace la diferencia entre estos
dos resultados asi:

10%a = 322735,3535...
1024 = 3227,3535...
10°a—10%2a = 319508

Luego a (10* — 10%) = 319508, asi que

319508 319508

104 — 102 9900

que es un nimero de la forma p/g, con p,q€Z, q#0

El lector ya se encuentra familiarizado con las operaciones entre nimeros racionales y recordard que
la suma, la diferencia y el producto de dos nimeros racionales es un nimero racional y que el cociente
de dos nimeros racionales es un nimero racional siempre y cuando el nimero racional por el que se
divide no sea cero.

Por lo tanto si o y 3 son dos niimeros racionales distintos, con a < f3, el nimero (o + 3)/2 es tam-
bién otro nimero racional y ademads se encuentra entre ellos, es decir a < (a + 8)/2 < [, pues en
efecto: como a < f3, si se suma @ a los dos lados de la desigualdad se tiene que a+a < 3 + d, es

decir, 20 < B+ a,yasi 0 < (a + 3)/2; en forma andloga si se suma f3 se tiene que a + B < 23,
a+

luego (a + B3)/2 < B; porlo tanto o <
dados, siempre habrd otro niimero racional.

Ademds aplicando este resultado sucesivamente entre el nimero racional hallado y uno de los niimeros
racionales dados, se puede concluir que entre dos niimeros racionales, no importa que tan cerca esté el
uno del otro, hay infinitos niimeros racionales. Esto lleva a afirmar que los ndmeros racionales se en-
cuentran suficientemente “amontonados”. Cabe entonces la pregunta ;llenarén los nimeros racionales
completamente la recta?

Recuerde como se suman y se multiplican nimeros racionales, tenga en cuenta las situaciones siguien-
tes con a, b, ¢, d enteros

< . Esto demuestra que entre dos niimeros racionales

l.g—kgza—gc ; a,b,c, enteros,b#0
2.%+§:“dbzbc . b,d#0
3.%4—0:%4-%:‘1—2170 ; b#0
5.%-c:%
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a ¢ a
7. —+—=—
b 1 bc
a c¢b
8. c+—-—=—
¢ b a
Algunas Propiedades

1. Propiedad Clausurativa
2. Propiedad Conmutativa

3. Propiedad Asociativa

4. Elemento Neutro.
El nimero racional O satisface que 0+

El nimero racional 1 satisface que 1-

5. Propiedad invertiva
para cada ndmero racional a/b se tiene que

B+ (5D @0 s 5

6. Propiedad distributiva

QS
SIS

SR

S |3

SR

EJERCICIOS
1. Expresar en forma decimal periddica los siguientes niimeros racionales.
i. 2/3 . 5/4 . 8/3 iv. 209/700 v. 1/23
2. Expresar en la forma p/q las siguientes expresiones decimales periddicas.

i 2,345345... ii. 13,023491491... iii. 0.285714285714...

3. Si py ¢ son niimeros enteros con p > g, ¢ # 0,

(C6émo hallaria nimeros enteros r,s talesque p = sq+r 6 p/q = s+ r/q. lustrarlo con
un ejemplo.

4. ;Qué significa que un niimero racional de la forma p/q sea irreducible? Ilustrar con ejemplos.
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240 315 1020

5. Escribir en la forma irreducible los nimeros ——, ,
330" 985 235

6. Mostrar que el entero 2 se puede escribir en la forma a/d, enteros, d # 0, de infinitas formas.

7. Halle un niimero racional entre cada una de las parejas siguientes:
37 .. 9 11 ... 3

-, - . =, = . -, =
574 107 10 5’5

8. Dado un ndimero racional a, ;Puede encontrar un nimero racional que sea inmediatamente
anterior de o ? Que sea el siguiente de a?

1.1.4. Niumeros Irracionales (Q*)

No siempre que se hace una medida, el resultado de ello es un niimero racional, por ejemplo, si
se trata de medir la hipotenusa de un tridngulo rectdngulo cuyos dos catetos miden uno, de acuerdo
al Teorema de Pitdgoras, esta medida sera V2 y como se demostrard a continuacion, V2 no es un
ndmero racional.

La demostracion de este hecho se hizo originalmente por medio del método de demostracién cono-
cido como demostracion por el absurdo, el cual consiste en asumir que lo que se va a demostrar no es
cierto, en este caso que v/2 es racional, y llegar a una situacién absurda como conclusién.

Asf al suponer que /2 es racional entonces v2 = p/q, que siempre se puede tomar en su forma
irreducible (p/q es irreducible, si p y ¢ no tienen divisores comunes), si se elevan al cuadrado ambos
términos de la igualdad V2=1p /q, se tiene que, 2 = p? / g° y de esto se tiene que 2¢2 = p?, lo que
implica que p? es par (por qué?), de donde se deduce que p es par (por qué?), es decir p = 2k para
algin k natural. Asf que p? = (2k)2 = 4k? = 2q°, (pues p? = 2¢?) luego 2k* = ¢2, lo que indica
que g es par, por tanto g es par. Es decir tanto p como g son niimeros pares, lo que implica que tienen
al 2 como divisor comtn, conclusién absurda, pues se supuso al comienzo que p/q era irreducible.
Por tanto v/2 no puede ser racional.

Pero no es solamente /2, sino también es posible demostrar que existen otros nimeros que no son
racionales, por ejemplo V3 , N , V2 +4/3 , 3\@, T, T7/2, entre otros.

A estos niimeros que no son racionales, se les llama Numeros Irracionales, al conjunto de estos
nimeros se les notara con Q* y se caracterizan porque su representacion decimal no es periddica,
por ejemplo:

V2 = 1,414213562... 1 = 3,141592654...

6,25225222522225... 3,010203040506070809010011012...

ndmeros que por mds que se presenten con muchas cifras decimales, éstas nunca se repetirdn en
forma periddica.
De igual forma que los niimeros racionales, los nimeros irracionales se encuentran también amon-
tonados, en el sentido de que entre dos nimeros irracionales cualesquiera existen infinitos nimeros
irracionales. También es posible demostrar que entre dos nimeros irracionales hay infinitos niimeros
racionales y entre dos nimeros racionales existen infinitos ndimeros irracionales.
Esto ultimo responde la pregunta que se dejd al terminar el tratamiento de los nimeros racionales en el
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sentido de que los nimeros racionales no llenan completamente la recta, pues los ndmeros irracionales
también ocupan espacios en esta recta. Lo que si se puede afirmar ahora es que los niimeros racionales
(Q) e irracionales (Q*) la llenan completamente. El conjunto formado por la reunién de estos dos
conjuntos Q y Q* se llama el conjunto de los Niimeros Reales (R) y la recta que llenan se conoce
como recta real, o sea que a cada punto de la recta real corresponde un nimero real, y reciprocamente
cada ndmero real ocupa un puesto en dicha recta.

Asi: R=QUQ*
Q=R-Q

Q" ={a € R|a no tiene representacion decimal periddica}.

EJERCICIOS

1. D€ ejemplos de niimeros irracionales.
2. (Es la suma, resta, multiplicacién y divisién de nimeros irracionales un nimero irracional?
3. Dado un nimero irracional a, ;Puede existir un nimero irracional que sea el siguiente de a?

4. (Qué clase de nimero es la suma de un nimero racional con uno irracional?

1.1.5. Numeros Reales (R)

Ya definido este conjunto numérico R = QUQ *, es importante resaltar la necesidad de manipularlo

correctamente, no solo adquiriendo habilidad en su operatividad, sino asimilando las propiedades que
lo caracterizan con todo los detalles que se desprenden de ellas, pues estos nimeros constituyen la
base de la llamada “matematica continua” a la cual se dedicard la mayor parte de esta asignatura y de
las demds de matematicas que posteriormente cursaran en su carrera.
Es por todos conocido desde los estudios basicos de Matematicas la manera como estos nimeros
pueden relacionarse entre si mediante las operaciones basicas, suma, resta, multiplicacién y division,
y las operaciones de potenciacién y radicacidn, pero resulta necesario destacar algunos detalles de
ellas que permitan un mejor conocimiento de la estructura de estos nimeros.

1.2. PROPIEDADES DE LAS OPERACIONES BASICAS

1.2.1. Propiedad Clausurativa

La suma y el producto de nimeros Reales siempre da como resultado un ntimero real.
Es claro que la resta y el cociente (salvo una situacion particular) de nimeros reales también da un
numero real, pero estas dos operaciones como se podra apreciar mas adelante en las propiedades 1.2.5
y 1.2.6 se consideran como casos particulares de la suma y el producto respectivamente, razén por la
cual no se hard mencién de ellas por separado.
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1.2.2. Propiedad Conmutativa

El orden en que se suman o multiplican dos nimeros reales no afecta el resultado. Es decir si a, b
son niimeros reales:
a+b=b+a y ab=ba

1.2.3. Propiedad Asociativa

Dados tres o mds niimeros reales, para sumarlos o multiplicarlos, se pueden asociar en grupos de
dos como se desee y el resultado no cambia, es decir si a, b, ¢ son nimeros reales.

(@a+b)+c=a+(b+c) y a-(b-c)=(a-b)-c

donde con el paréntesis se indica que primero se realizan las operaciones alli planteadas y en su lugar
se coloca el resultado.

1.2.4. Propiedad Modulativa

Esta propiedad para el caso de la suma expresa simplemente el conocido hecho que si a un nimero
se le suma el cero este nimero no varia, es decir no se le estd adicionando nada nuevo. Lo que indica
que el cero es un niimero real especial llamado mddulo o elemento neutro para la suma que satisface,
que para todo nimero real a

a+0=a y O4+a=a

Para el caso de la multiplicacion recuérdese que al multiplicar un niimero real b por un nimero
natural n su resultado nb representa la suma de “n veces” el nimero b. Por tanto si se multiplica un
numero real b por 1 su resultado es considerar la suma del nimero b una sola vez, lo que nos da el
mismo b. Esto indica que el uno es un nimero real especial que no afecta a cualquier nimero que se
multiplique por él. El “1” es llamado mddulo o elemento neutro para el producto, y satisface que para
todo nimero real b:

b-1=b y 1:-b=b

1.2.5. Propiedad Invertiva para la suma

Del concepto de resta de nimeros reales resulta claro que a — a = 0. Esto se puede representar
como la suma de dos niimeros reales, el nimero a y el nimero (—a), y se puede expresar diciendo
que dado un nimero real a siempre existird otro nimero real notado (—a) tal que:

a+(-a)=0 y (—a)+a=0

A ese nimero (—a) se le llama el inverso aditivo de a. Esta propiedad permite que en general la resta

de niimeros reales se pueda considerar como una suma, ya que si se tiene a — b esto es equivalente a
a + (—b), siendo (—b) el inverso aditivo de b.
Obsérvese que el inverso aditivo de 5 es —5 , y que el inverso aditivo de —3 es — (—3) = 3, o sea que
el inverso aditivo de un nimero positivo es negativo, y el de un negativo es positivo. Por tanto si b es
un ndmero real (no se sabe si positivo, negativo o cero), —b no necesariamente es negativo, pues lo
serd cuando b es positivo, pero —b serd positivo si b es negativo, y serd cero si b = 0.
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1.2.6. Propiedad Invertiva para el producto

Antes de enunciar la propiedad invertiva para el producto es necesario aclarar algunos aspectos
sobre division de nimeros reales.
Del concepto de producto de nimeros naturales se desprende que si n es un nimero natural (0 - n)
tendria que ser igual a cero, ya que esta expresiOn representaria sumar n veces el ndmero cero, lo que
daria cero.
Generalizando a nimeros reales se tiene que si b es un nimero real cualquiera.

b-0=0 y 0-b=0

Por otro lado la definicién de cociente o divisién de dos ndimeros reales expresa que,

a/b = c equivale a decir que a = c¢b con la salvedad de que b # 0, pues en el casoenque b =0 y
a#0, a/0 =c < a=0-cloqueresulta absurdo de acuerdo a lo que se acaba de plantear
Ahora si b =0y a = 0 entonces 0/0 = ¢ equivale a decir que 0 = 0- ¢ lo cual es correcto, pero ese
ultimo resultado se puede obtener para cualquier valor real de ¢ lo que implicaria que 0/0 es igual a
cualquier nimero real, que no es precisamente lo que se espera cuando se define una operacién entre
dos nimeros, pues es imperativo que el resultado sea tnico.

En resumen la divisién de cualquier nimero real entre cero no existe; pero “0” si puede ser dividido
por cualquier nimero real diferente de “0” y su resultado es cero, ya que para ¢ # 0

0/c = 0 equivalea 0=0-c, por consiguiente a/0 no existe para cualquier a real y 0/c =0
para todo ¢ # 0.

De este concepto de division resulta obvio que si ¢ es un nimero real ¢ # 0 entonces ¢/c = 1, pues
esto es equivalente a decir que ¢ = 1 - ¢ que se tiene por ser “1”” el mddulo para el producto.
La propiedad invertiva para el producto afirma que para todo nimero real a # 0 existe otro nimero
real notado a~! que satisface:

1

a-al=1 y a a=1

este niimero a~! se llama inverso multiplicativo de a.

Usualmente la expresion a-b~! = ¢ se representa por a/b = ¢ pues a/b = c equivale a a = ch
es decir a (1/b) = ¢ equivalea a=cb.

Y por otro lado a.b~' = ¢ equivale a a-b~'b = cb lo que equivale al = cbh que es equivalente a
a=cbh

Esto indica que el nimero 5! es el mismo nimero 1/b y que la divisién de dos nimeros reales
a/b con b # 0 se puede considerar como la multiplicacién de a por b~ o sea a/b=a(1/b) = ab™"
sib#0
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1.2.7. Propiedad Distributiva

De acuerdo al concepto de producto de un nimero natural por un nimero real, si a,b son reales y n
es natural entonces

na=a—+a-+ ...+ a nveces
nb=b+b+...+b nveces
na+nb=(a+a+...+a)+ (b+b+...+Db)

nveces nveces

=(a+b)+(a+b)+(a+b)+...+(a+b) (nveces)
=n(a+b)
Es decir
n(a+b) =na+nb

Al generalizar esta propiedad si se considera en lugar de n cualquier nimero real se tiene la llamada
propiedad distributiva del producto respecto a la suma, de gran utilidad en procesos de factorizacién
que se tratardn mas adelante.

Si a, b, c son nimeros reales entonces.

cla+b)=ca+cb

1.2.8. Otras Propiedades

Las propiedades 1.2.1 a 1.2.7 son consideradas las propiedades fundamentales de los niimeros
reales relacionadas con las operaciones elementales, (estas propiedades se conocen con el nombre de
“axio-mas de cuerpo de los ndmeros reales”) debido a que cualquier otra propiedad de los reales que
tenga que ver con relaciones entre ellos a través de estas operaciones, es necesariamente deducible de
las propiedades iniciales.

A manera de ejemplo se ilustrardn algunos resultados cuya frecuente aplicacién amerita resaltarlos:

Propiedad Cancelativa

Para la suma: Sia—+ b = ¢+ bentonces a=c

En efecto si a los dos lados de la igualdad a + b = ¢ + b se suma el nimero real (—b) (inverso
aditivo de b) se tiene que.

(a+b)+(—b) =(c+b)+(—b)
a+ (b+(=b))=c+ (b+(-b))
a+0=c+0

a=c

Para el producto: Si ab = c¢b y b# 0 entonces a=c
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En este caso los dos lados de la igualdad se multiplican por b~! (el inverso multiplicativo de b) y
asf:
(ab) (b~1) =(cb) (b71)
a(bb™') =c(bb™")
al =cl

a=c

Propiedad Involutiva

Del concepto de inversos aditivos y multiplicativos resulta obvio que:
1\ L .
—(~a)=a y (a') =a si a#0

Inverso de productos

Las conocidas como “reglas de los signos” que establecen que el producto de dos nimeros negativos
es positivo y que el producto de un negativo por un positivo es negativo son deducibles también de
estas propiedades iniciales.

i (=a)(b) = —(a-b)
tomando (—a) (b) + (a-b) = (—a+a)-b=0-b=0

entonces (—a) (b) + a-b = 0 de donde sumando — (ab) a ambos lados se tiene:

(—a)(b)+a-b+(—(a-b))=—(a-b
(—a)(b)+0=—(a-b
(—a)(b)=—(a-b

ii. (—a)(=b) =a-b

En forma analoga, como

(—a)(=b)+(—(a-b)) = (=a)(=b) + (—a)(b) pues —(ab)=(—a)(b)
= —a(—b+b)
=—al
=0

entonces (—a) (—b) + (— (a-b)) = 0 de donde sumando ab a ambos lados se tiene:

(—a)(—=b)+—(a.b)+ (a-b)=a-b
(—a)(=b)+0=a-b
(—a)(=b)=a-b

De lo anterior se deduce que a> > 0 para todo a (por qué?)
Para el caso del producto se tiene:
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iii. (a-b)'=a'b!

En efecto

(@'b~")(a-b)=(b"'a ") (a-b)
=b (ata)b
=b""1b
=b"'p
=1

entonces (a~'57") (a-b) = 1 de donde multiplicando por (a b)~ ! a ambos lados se tiene:

(a”'67") (a-b)(a-b) ™' = (a-b)"!
((flb 1)[(5{ D) (a ) 1] (a-b)” 1
(a
=

a-

b)™!
a-b)™!

No existencia de divisores de cero
Si a-b=0 entonces a=0 6 b=0

Esta propiedad establece que siempre que aparezca el producto de dos o mas nimeros reales igual
a cero necesariamente alguno de ellos debe ser igual a cero.
En otras palabras el producto de sélo nimeros diferentes de cero nunca puede dar cero.

En efecto
Sea a-b=0 ysupongaque b#0,

Entonces existe b~ !, por tanto
a-b) (b

)
a(b-b™)
al

056~
0
0 portanto a =20

Lo que concluye que si b # 0 entonces a = 0 y andlogamente si se supone que a # 0 se concluird que
b=0.
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Inversos de sumas

El inverso aditivo de una suma de nimeros reales es la suma de sus correspondientes inversos
aditivos, es decir: Si a, b son ndmeros reales

—(a+b) =(—a)+ (=b) =—a—->b
pues (—a)+ (=b)+(a+b) =(—a+a)+ (—b+Db)

=0+0=0

entonces (—a)+ (—b)+ (a+b) =0 luego

(—a)+(=b)+(a+b) — (a+b) = (a—l—b)

(—a)+ (=b)+[(@a+b)—(a+b)] = —(a+D)

(—a)+(=b)+0 = —(a+b)

(—a)+ (=b) = —(a+D)

Vale la pena tener en cuenta que esta propiedad no se satisface para el producto, en el sentido de
que no es cierto que (a + b) =g 4 b esdecir:

(a+b)"' #£a ' +b!
pues por ejemplosia=1y b =2
(a+b)' = (142" =@B)""=1/3 pero porotro lado

al+p !t =1"42 " =14+1/2=3)2

que son diferentes.

EJERCICIOS
1. Hallar el valor de x tal que;
a) 2x=6
b) 2x+7 =8x—10
c) 5x—|—%x: 30 — 2x

d) x—1 +2x—3 _ 6x + 2
2 4 3

e) Vix — V5 = /3x
X 1
f) §+§(X+5):6

9x—-2) T(x—-1)
g) ) - 3 =6x+1

2. Tlustrar con ejemplos todas las propiedades de las operaciones de nimeros reales.

3. Cuadl es el inverso multiplicativo y el inverso aditivo de cada uno de los siguientes nimeros.

2, 3/4, 1/v2, 0, —V1, 23, V2+5
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4. Es verdadera alguna de las siguientes propiedades:
a+(b+c)=(a+b)+ (a+c)
(@a+b) ~c=(a+c)+ (b+c)

5. Efectuar la operacién indicada

a) —2(3(4—-2)+6) +5(-2(=3+8)+9)

b) —6(3(7+6)—4(3-8)) —4((7—5)2—16)

c) 25—-12—-3+416 — 10 (depende del orden que se efectien?)

d) 120 -4 -6 +5 (depende del orden en que se efectien?)

e) 26 —(3)(5) + 7 + (4) (6) (depende del orden en que se efectiien?)

a
6. —— igual a:
, csiguala
—a
)
-
a
. N
i —
—a
N
i, —*

Explique la respuesta.

7. Justificar la igualdad:
bc ac
()04
()=

i L
“ed d\ c

i, =142
Ta+b b
. a+b a b
1v. =—+—
—c c —a
—ab a
%
V. — ~(6)
= () ()
vi — = — | —=
c c c
—ab_a (b
c ¢ c
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8. Simplificar
@) —(a—(—a+(a—b)—(=b+a)—3(—a—b)))
b) (—x+y)—{4x+2y+[-x—y—(x+))]}
o) ¥ —{-Txy+ [+ (- +3xy—2%)] }
d) =[x+ {=(x+y) =[x+ —2) = (=x+y)] -y}
&) ~lat{~at(a—b)~(a—b+c)~[~(~a)+ ]}

1.3. PROPIEDADES DE LOS EXPONENTES Y RADICALES

1.3.1. Caso particular: base real y exponente natural

SiacR y neN sedefine 4" como:

ad'=a-a...a (nveces)

ast (-2)° = (=2) (-2) (-2) = -8
(3/7)° = (3/7) (3/7) (3/7) (3/7) (3/7) = 24316807

Propiedades
a) a'a" = a""m"
pues a"'d" =a...aa...a= a...a =a"™"
N ~—~—

nveces mveces (n+m)veces
asi 38315 =338 2/t 2/ = 2" V1) (V)P = (VD)
b) (a-b)" = a"b"
pues (ab)" = (ab) (ab) ... (ab)

=a-a...ab-b...b = a"b"
—_———— ——

nveces nveces

ast [(3) (7/5)]" = (3)* (/5" [(=2/3) (m/11)]* = (=2/3)* (m/11)”"
¢) (a/c)" = a"/c" si c#0
se obtiene de (b) parab=1/c
Asi (7/3)1 =711 /31
(=2/5)"=(-1)"2"/5" = (=2)"/57 = 27/(~5)
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pues (a")"=a"-d"...a"
————

mveces

=(a-a...a)(aa...a)...(a-a...a)
—_— N Y

nveces nveces nveces

mveces
=a-a...a
——

n-mveces
nm
=a

w (007 - 08 (o) - Covia)”

1.3.2. Caso General

Si se pretende trabajar con a? siendo a y b nimeros reales, no se puede decir simplemente que

a’ = a...a (b veces), pues si este b es por ejemplo el niimero 3/46 V2 6 0.375291, no tiene el mis-
mo sentido decir que a se repite ese nimero b de veces, que cuando ese b es un nimero natural.

La definicién de a” para a y b reales se hard mas adelante, pues para concretarla se requiere de
conocimientos no adquiridos todavia. Sin embargo en el trabajo que se pretende hacer con dlgebra,
apareceran con cierta frecuencia expresiones de este tipo. Para manipularlas se debe asumir que las
propiedades planteadas para el caso particular, a nimero real y n nimero natural, se satisfacen para el
caso general, asi no se asimile atn el significado total de estas expresiones. Aceptando este hecho es
posible dar interpretacion para otros casos particulares:

a) a" =1/a" si n esnatural
pues a " =da=DV0M = (a=1)" = (1/a)" = (1/a) (1/a)...(1/a) = 1/a"

asi 377 = 1/37; (_ 2/\5)73 _ 1/(_2/\6;v3eces

b) Asumiendo esta interpretacion para a~ " se puede generalizar la propiedad (@) del caso particular
dado anteriormente asi:

(an/am) — g™ m
si n,m son nimeros naturales a cualquier real a # 0
pues (a"/am) =a”"- l/am =a"a™™ = a" "

asi 27/25 = 275 = 22 (—2)2/(—2)6 — (=220 = (—2)*

c) a®=1 paratodo a#0
pues 1 = a"/a" =a"" =a

asi =1 (=8)°'=1 (m’=1
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d)

al/n = \n/a

paraa > 0 sin es par y para todo a € R si n impar.

Para comprender esta propiedad es necesario resaltar algunos aspectos relacionados con el con-
cepto de raiz n—ésima de un nimero real.

Se hadefinido y = +/x siysolosi ' =x

asi 4=v64 pues 4> = 64
—2=v/=32 pues (—2)° = —32

Observe que por ejemplo, como 22 = 4y (—2) % — 4 entonces 2 y — 2 son raices cuadradas de
4,

Si se quiere hacer referencia a las dos raices se nota + \/Z ; s1 es solamente a la raiz 2 se escribe
\/Z s} +\/Zlysiesalara1’z -2 senota—\/zl

De esta definicién se puede apreciar que si a es un nimero negativo, por ejemplo a = —9 en-
tonces si /—9 = b se tiene que b> = —9, lo cual es un absurdo pues todo niimero elevado al
cuadrado debe ser mayor o igual a cero. (ver propiedad de los nimeros reales). Lo mismo sucede
por ejemplo si se trata de hallar la raiz cuarta de —13, v/—13 = ¢ equivalea ¢* = —13,1o0
que es absurdo pues ¢* > 0 para todo c.

De este hecho se concluye que el cdlculo de raices n — ésimas con # un niimero par deba re-
stringirse al caso en que la cantidad subradical sea positiva es decir:

Si n es par y/a tiene sentido si y s6losia > 0

Obsérvese que para n impar no se presenta este inconveniente, por tanto /a tiene sentido para
todo a si n impar.

Volviendo a la propiedad a'/" = v/a, por lo dicho anteriormente, esta interpretacién sélo ten-
dré sentido para valores de a > 0 en el caso que n sea par y lo tendrd para todo a € R si n impar.
Esta interpretacion surge de la definicién de /a, pues

a=a = an/n — (al/n)

pero a = A" equivale a decir /a = o

n

luego para o = a'/"

1/n

a = (a'/™)" equivale a decir /a = a'/"

asi por ejemplo
(*3)1/7 =v-3 (*32)1/4 no tiene sentido.

(2527)/% = 2527
anln = am = (ya)"

paraa > 0, si nes par y para todo a € R si n es impar, en efecto
g/ = g(/n)m. — (al/n)m — (\Va)m )

am/n — a(l/n).m — (am)l/n = Vam
asi por ejemplo

86/7 — /86 — (\7/§)6 (—3)7/2 no tiene sentido

(2530)*3 = {/(2530)* = (g‘/ﬁf
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f) Con la interpretacion de los exponentes racionales como radicales dados en (d) y (e), y aplican-
do adecuadamente las propiedades de los exponentes, resultan obvias las siguientes propiedades
paratodon:cona>0y b >0.

V@ = a
Vab = /ab

{/va = wa
asi por ejemplo

V2P =2 Y915 = OaYI5 V=9

EJERCICIOS
1. Va+b = \Ja+ Vb? Justificarlo con ejemplos.
2. Simplificar

75 a= V. p=10. = 2pc2
15 a—12p—15,-20,

ii. 1/81x8y4

a’-vab vab b3
a2 bt g-1/2p3/2

iv. v625
v. ¥/x70y,20,30

(2°) (37) (4%) (277) (25%)
(82) (92) (5%)

i.

iii.

Vi.

3. Efectie las operaciones dadas
i. (4)65/2 - 2x’3/2) x3/2
i (xfs/z +})3/2) (xfs/z _ y3/2)
iii. (x2y+x_2y_3) (2)6_2)72 +xy2)
(=2 2* (=37 (3)°
’ (8) (9) (27)
(V24 v3+v5) (V2- V)
vi. 21/700 — 15 \/1/45 + 4 \/5/16 — 56 \/1/7
i. 7450 — 4 /320 + 3 v/80 — 5 /800

—

<

—
jary

\%
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—1 —1 —1
+b b
iii, J@tb) s,

ad a2

i« a+b 3
"\e—d a+b a+b
1 3
x. 3v/108 + \/62 +7\/171 43@-5%

b la—b 1

xii. {/a?y/ava
n+3 /=1 il n?—1

Xiii. ( \/W)

xiv, (174 210%) (x93~ V274 )

1.4. EXPRESIONES ALGEBRAICAS

El 4lgebra se puede mirar como la generalizacién de la aritmética en la medida que permite formular
propiedades de los niimeros observados en casos particulares, para todos los elementos de un conjunto
numérico. Por ejemplo, la suma y la multiplicacién de nlimeros enteros permiten establecer que:

442=2+4 T4+3=3+7 6-5=5-6

Algebraicamente esta propiedad se generaliza asi:

Si m y n son nimeros enteros, entonces se satisface que:
m+n=n-+m m-n=n-m

La generalizacion anterior se establece haciendo uso de unos simbolos llamados variables que rep-
resentan elementos arbitrarios de un conjunto numérico sin especificar ningtin nimero en particular;
y otros simbolos llamados constantes que representan elementos especificos o fijos de ese conjunto
numérico, y haciendo uso también de las operaciones definidas en el conjunto.

Generalmente se utilizan las primeras letras del alfabeto a, b, ¢, etc, para simbolizar constantes y sus
ultimas letras ¢, u, v, x, y, z para simbolizar variables. También se acostumbra a representar tanto con-
stantes como variables con letras sub-indizadas o super-indizadas, o con alfabeto griego especificando
de antemano cuales son constantes y cuales variables, por ejemplo: x;,x2,y', 23, a, B, d.

Si se establece una coleccion de variables y constantes, y se aplican operaciones (suma, resta, mul-
tiplicacién, division, etc) a los elementos de esa coleccidn, se obtiene una expresion algebraica. Por
ejemplo para la coleccién de variables y constantes:

{x7y7z7 W7274757 7T7a7b}
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éstas son algunas expresiones algebraicas:

2 2, ITw vvyooow
oyt a-z ax + by bz 4mn

mw 5w+ z (\/37y+ w2>a

Se supone que en las expresiones algebraicas las variables representan elementos de conjuntos que
hacen que la expresion algebraica esté bien definida, es decir, no se presentan denominadores nu-
los, radicales con indice par y subradical negativo o logaritmos de nimeros negativos. Asi en la
primera expresion algebraica dada arriba, se supone a # 0, z# 0, en la segunda expresion se supone
(5w +z)/(ax 4+ by) > 0, lo mismo que ax+by # 0, y en la tercera expresién se supone bz # 0,
yx > 0,y tanto la base como el exponente no simultdneamente iguales a cero. En este repaso de dlge-
bra se requiere particularmente recordar la simplificacion de expresiones algebraicas.

Si las variables y las constantes en las expresiones algebraicas representan nimeros reales y las
operaciones estdn bien definidas, entonces las expresiones algebraicas también representan niimeros
reales y por consiguiente para la simplificacion se pueden utilizar las propiedades de las operaciones
fundamentales de los nimeros reales, las propiedades de los exponentes, radicales y fracciones, y los
llamados productos notables, procesos de factorizacion y de racionalizacion.

1.4.1. Productos Notables

1. Para realizar la multiplicacién (x +y) (x —y) se aplica la propiedad distributiva de la multipli-
cacion de ndmeros reales sobre la suma de la siguiente forma:

(x+y)(x—y) =(x+y)x—(x+y)y
:xz—|—)cy—)cy—y2 :)cz—y2
es decir:
(r+y)(z—y)=a?—1y?

resultado que se sintetiza por: suma por diferencia es igual a diferencia de cuadrados.

Ejemplos:

1. (y2 — 3y) (y2 + 3y) = y4 — 9y2

ii. (ax+1 _be—l) (ax+1 +2bx—1) — (ax+1)2 _ (217)5—1)2 — a2x+2_4b2x—2
i (V5-v2) (V5+2) = (v5) — (va) = Va5 - va

iv. (a®+3-2a) (a®*+3+24) = (a2+3)2 — (2a)*

V. ()CS _yS) (XS +y5) (x10+y10) — (XIO_yIO) (X10+y10) — (x20_y20)

2. Al utilizar nuevamente la propiedad distributiva de la multiplicacién de niimeros reales; para
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realizar el producto (x+a) (x+ b) se sigue el procedimiento:
(x+a)(x+b) =(x+a)x+ (x+a)b
=x*+ax+bx+ab
=x>+4 (a+b)x+ab
es decir:
(x+a)(z+b)=x%4+ (a+b)z+ (abd)

obteniéndose un polinomio de segundo grado en el que se observa que el coeficiente de x (cons-
tante que acompaia a x) es la suma a + b y el término independiente es el producto ab.

Ejemplos:
L (x+3) (x+4) =x2+0@B+H)x+3) @) =2 +Tx+ 12
ii. (x—10/7)(x+5/2) =x2+(=10/7+5/2)x+ (—10/7)(5/2) = x>+ (15/14)x — 257
3. También a partir de la propiedad distributiva se tiene:
(2 4+3)? = +3) (c+y) = @+ )+ (x+y)y

=x’ +xy+xy+y2
=x% + 2xy +y*

Es decir:
(z+y)? =2+ 22y +y?
En forma andloga se obtienen los siguientes resultados:
(z—y)* =2® 22y +y
(x+y)® =2+ 32y + 3zy® + 5.
(x—y)® =2 — 32’y + 3zy® —y°.

Ejemplos:
i (2x2+3y)7 = (2x2)% + 2 (2x2) 3y) + (3y)?
= 4x* +12x%y + 9y?

i (xa+1_2xa72)2: (xa+1>2_2(xa+1) (Zx“*z) +(2xa72)2
:x2a+2_4x 2a71+4x 2a—4
. (3@ - 2\@)2: (6@)2 —2V22v2 + (2@)2
=V4—-472vV2+38
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iv. (2x2 —3y? —|—2C) x2 -3y ) +2(2x2 = 3y?) (2¢) + (2¢)?

=(2
= (2x ) 2(242) (3y%) +(3y%) " +2 (26 = 3y%) (20)+(20)
4x* — 12x%y% 4+ 9y* + 8x%c — 12y%¢ + 4c?

V. (2xy2 — 61219)3 = (2xy2)3 -3 (2xy2) 2 (a2b) +3 (2xy2) (atzb)2 — (azb)3
= 8x3y0 — 12x%y*a’b + 6xy2a*h* — ab°

v (293 +92) = 293)° +32¢3) (2) + 3 2¢3) (v2) + (va)’
=8V27 + 127972 + 6V3V4 + 2

4. Al realizar la multiplicacién (x —y) (x? + xy + y?) se obtiene:

(k=) (8% +xy+y%) = (x—y)x* + (x—y)xy + (x—y)y*
=x3 —yxz+)c2y—xy2+xy2 —y3

-3 —y3
En resumen:
(x—y)(z?®+zy+y?)=2>—y°
Similarmente:
(x+y)(x?—zy+y?)=2>+y°
Ejemplos:

i (&= b%) (a* + @+ 1) = (@) - (1) = a® =1
i (@+b) (@ —ab+ 1) = (@) +0 =&+
iii. (1+5%3) (1-3523+5%3) = (1+5%)

EJERCICIOS

Utilice los productos notables estudiados para hallar en cada expresién dada otra equivalente a ella.

- (V5-v2) (V5+V2)

—_

2. (@™ —b") (a™ + b")
3. (x+y+1) (x—y—1)
4. (2% — 3%) (2 +3%)

xz_yZ) (x2+y2) (x4_|_y4)

2925 — 3x2) (2))2/5 + 3x2)

o

9,1
—~ o~~~
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7. (3a® +2b%)°
8. (ﬁ+\@)2
9. (3a* +2b2)°

V2-33)

—_
=]

X

1 (V243 - va)’
(ves
(

12. )
3
13. (2abc — abc)
14. 1/3_1) (22/3+21/3+1)

16.

(2
15. (4%/3 — 22/3) (48/3 1 44/3 22/3 4 24/3)
(1+a) (1 —a+a2)

(

17. (3a — 5b) (9a* + 15ab + 25b?)

1.4.2. Factorizacion

Factorizar una expresion algebraica, presentada como una suma, es escribirla o presentarla como
multiplicacion de varios factores:

1. Reduccion de términos semejantes.

Una de las expresiones mds sencillas de factorizar es: ax + bx + cx, en la cual cada uno de los
términos tiene a x como factor. En este caso al utilizar la propiedad distributiva de los nimeros
reales se obtiene:

ar+br+cr=(a+b+c)x

Ejemplos:
a) 2x%y 4+ 3x*y — 6x%y = (2 4+ 3 — 6) x%y

by a*>+a—ab—b=a(a+1) —b(a+1)
=(a+1) (a—D>)

c) a’x* — 3bx* + a*y* — 3by? =x? (a2—3b) + 2 (a2—3b)
= (a —3b) (x2+y2)
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d) a’>x — ax* —2a*y +2axy +x° — 2x*y = (azx —2a y) (ax2 — Zaxy) + (x3 — 2x2y)
=a

2 (x—2y) —ax (x = 2y) + 2% (x - 2y)
=(x—2y) (a® — ax +x?)

Otras formas importantes de factorizacion son las que se obtienen de los productos notables
tratados atras, leidos “de derecha a izquierda™:

2. Factorizacion de cuadraticas

Del producto notable (x +a)(x +b) = x> + (a+ b)x + ab, leido “de derecha a izquierda” se
obtiene la muy préctica férmula de factorizacion:

2+ (a+b)x+ab= (x+a)(x+b)

asf ante la necesidad de factorizar la expresién: x> + 5x + 6, segiin la férmula se deben buscar
dos nimeros cuya suma sea 5 y cuyo producto sea 6. Esos dos nimeros son 2 y 3, luego
X2 +5x+6=(x+2)(x+3)

Ejemplos:

a) x> —5x+6 = (x—2) (x—3)
(6x)* + 7 (6x) — 18
6
_ (6x+9) (6x —2)
B (3) (2
=(2x+3) 3x—1)

b) 6x> + Tx —3 =

(10a)* — 17 (10ab) + 305>
(2) (5)

_ (10a — 2b) (10a — 15b)

a (2) (5)

=(5a — b) (2a — 3b)

¢) 10a®> —17ab + 3b* =

3. Diferencia de cuadrados.
P—y?’=(z+y)(z—y)

Es decir la diferencia de cuadrados es igual a la suma por la diferencia.

Ejemplos:
a) 4x2 — 9y* = (2x — 3y) (2x + 3y)
b) (a+b)* — (c+d)? = (a+b— (c+d) (a+b+ c+d)
O x—y=(0" = () = (F-v5) (Vi+ )



1.4. EXPRESIONES ALGEBRAICAS 27

4. Trinomio cuadrado perfecto.
24 2zxy+yi=(x+y)?

x?—2xy+y?= (:c—y)2

Ejemplos:
a) 9x* — 6xy +y* = (3x— y)2
b) @+ £ 2gH pr+2 o pitd = (ax-i-l + bx+2)2

¢) 4(a+b)? +12(a+b) (c+d) + 9(c+d)* = 2(a+b) +3(c+d))

5. Cubos perfectos
2 +32%y + 3zy* +y° = (x +y)®

z® — 32%y + 3zy® — y® = (z — y)®

Ejemplos:

a) 8 + 36x + 54x% + 27x° = (2 + 3x)°
b) 8a® — 36a*b + S54ab* — 27b° = (2a — 3b)°
¢) 125x12 + 600x3y° + 960x*y!0 + 512y!5 = (5x* + 8y°)”

6. Suma y diferencia de cubos.
2’ +y’=(z+y) (2®—zy+9y°) vy

z® —y® = (z —y) (2® + zy + y?)

Ejemplos:
a) X5 — B = (xz _ b3) (x4 + 2+ bé)
b) 64 +a° = (4+a°) (4 —4a’ + a*)
&) 275 — (a+ b)Y = [3x — (a + b)] ((3x)2 +3x(atb) + (at b)2>

O 1P+ =2 = (1) + (r=2) (6417 = G+ D) (x-2) + (x—2)%)
=2x-1) (P —x+7)
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EJERCICIOS

Factorize completamente las siguientes expresiones.
L x*4x—xy—y

2.x3 —x—x%y+y

3. 6x% +xy—y?

4. a®> — b3 +2b3x* — 2a*x?
5.a*+9a+20

6. a> —Ta+ 12

7. a®> —6a+9

8. 6x2 —x—2

9. 6x% +7Txy — 3y
10. m* + m2n? + n*
11. 15 + 14x — 8x?
12. x6 +x3 -2
13. 2Vx2 +5x+2
14. 4a?" — b2
15. (xg fyg)
16. (V6 - v2)

17. (m2 + n2)2 —a?

18. 8x3 —y3

19. (x3y® —216y1?)

20. (m—2)° — (m —4)°

21. 125a> + 150a’b + 60ab? + 8b3

22. 27 —27x+9x% — &3

9x* + 12x2%y3 +4y6

23.
3x2 4+ 2y3
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1.4.3. Racionalizacion

Racionalizar un numerador (o un denominador) es utilizar un procedimiento valido que haga de-
saparecer los radicales del numerador (o denominador) de una expresion algebraica fraccionaria. Un
procedimiento valido es multiplicar numerador y denominador de la expresién por una expresion ade-
cuada llamada factor racionalizante, que permita precisamente eliminar el radical deseado.

Ejemplos
1 1L V2 V2
=== —= = ——
V2 V2 V22
- 1 1 22/3 22/3 \VZ
s T ares T 2 T 2
1 1 (Vx +2) Vx4 2

Y s R V) NV B

Observe que si aparece una expresion de la forma el radical del denominador se

1
Va++b
elimi-na multiplicando numerador y denominador por v/a — /b , ya que de esta forma en el
denominador aparece (v/a+v/b)(v/a—/b) que es igual a la diferencia de cuadrados (v/a)? —

(v/b)? que elimina los radicales.

1 B 1 (Vx+2 - Vx+1)
Vi+2+vx+1T  (Ve+2+vVa+1) (Va+2 - Vx+1)
V2V +d
(x+2)—(x+1)
V2V rd
1

Observe que si aparece en el denominador /a + v/b , para eliminar el radical se debe obtener
(/a)? + (V/b)? y este no se consigue multiplicando numerador y denominador por /a — v/b

pues (3/5—&— %) (3/& — \3/[7) = (/a)* — (v/b)? que no elimina los radicales.

iv.

Para conseguirlo recuerde que x> +y* = (x +y) (x> — xy+y?) por lo tanto si se tiene /a + /b
y se multiplica por ((C/E)z — Jav/b+ (\3/5)2> se obtiene (/a)® + (v/b)> = a+ by se eliminan
los radicales por ejemplo

1 (1 013 4 22/3)
Y12 T (2B (1215 1 22
1-2153 4223
o142
1-21/3 4223

3
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g 1 B (x4/3 4 23yl +y2/3)
TRy (x2/3 _ y1/3) (x4/3 +x2B3y13 y2/3)

B X3 213 42/

X2 —y

EJERCICIOS
1. Racionalizar el denominador en las expresiones siguientes.

1
5

1
Vit 3-2V5
4

1l

iil.

VO -V3+1
1

iv. W—FW%—W
1
2332
1
5V7 23
1
V24+x—V2—x
viii. 5}+\é}
1
x+1—x
6x+2
3 —2x—=7
4x+1
Vx+x2+5
2x—3
(VAx+2) (Vex+1-4)
4x
X2 +2x—64/x
2x—3
K24 y/x+1—2x
3x2

" X—94+/2x+5

Vi.

vii.

iX.

X1.

Xii.

Xiii.

Xiv.

XV

2. Racionalizar el numerador en las expresiones siguientes.
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! h
RVACES h)3 V%3
11.

h

x+vx+1
X

iil.

CoVx+1-=-2

v, ———
3vVx2+5
Vx—12x-5

V.
4y/x+1

V2x—4

A

V2x—3—/x

e s

1.4.4. Simplificacion de Expresiones Algebraicas
Simplificar una expresion algebraica significa encontrar una forma mds simple o sencilla de es-

cribirla y que sea equivalente a ella.

Ejemplos

) 72a° b3 o .,
1. Ay se simplifica asi:
X
6a*b*V2a

\/72a9b8 - \/(36) (2) (a®) (a) (0%)
- x2y2

xhyd o x4yd

a=12x=2 x=23y1/4 347/24,1/2
x—8/3y5/4

i.
3adx2y 1 xZyz-1/2
1/4 v

B a-12472  x-2B5-2,4 y
- a3 x2x2x-8/3 .yy‘l.y5/4 12
_a3 x78/3 1 _z
W x%By YT

- V18x3y4z5 _ /(2) .32.x3.y4z°
V/3x2y273 V/3x2y2z3
B
SRR
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2 1/6 32/6 3/6 ,4/6 5/6
31/4 2[4 y2/4 34

_ (2 1/6 32/6 x3/6 ,4/6 Z5/6) (3 —1/4 ¢ =2/4 y-2/4 z73/4)

—1/631/12 40,2/12 1/12

= V22(3)y’z
= Y12y2z
X+ 1

x4+ —x@x+1)+ (x+1)

341 +1) (¥ —x+1
x Gt D) (Foxtl) x4 —1

2+ —x@+ D)+ @+ G+ E@—x+1)

se simplifica asi:

iv.

Hrx-Xy-y Pa-y+-y
Fx Ty 2=y - ()

(x—y) (x3 + 1)

RIS
(41 (P —x41)
(x—1) (x+1)
_xz—x+1
x—1

(2a> —14a+24) (a—3) (a*+9a+20)  (a*—16)

e sa) (a4 (@—6a+9) © (2@ =2a)

2(a*=7a+12) (a—3) (a+5) (a+4) 2a(a—1)
a(a+5) 4(a—1) (a —3)* (a—4)(a+4)

_2(@=3)(@a-4) (@—=3) (@+5)(a+4) 2a(a—1) _
al@a+5  4(a—1) (a—3)* (a—4)(a+4)
(-2 (2-9) DD+

vii. (2—2x—3)(2+x—-6) (x+1D)(x-3)(x+3)(x-2)

3m? + Smn — 8n? B 3m? — 3mn + 8mn — 8n?

viil, S = e
~3m (m—n) +8n (m —n)
- m — 3
(m—n) Bm+8n)  3m+8n

T m—n) (M +mntnd)  mEtmn+n?
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] 1 ] 1
N 1 +2+x I+x
o T v Sy
'1 1 _1 I N
- 1  —x + X
1—
1—x 1 —x
3+ 2x
2 4x (3+2x)x
N 1 (2+x)
_3x—|—2x2
O 2+4x
6x + 12
xtl-— (x+1) (x+2) — (6x+12)
X x—35 _ (x+2) (x—5)
' Hx—22 (x—4) (x—=2) + (11x —22)
YA Ty =2 c+7)
x+7
(x+1)(x+2) —6(x+2)
_ (x+2) (x—15)
x—4) (x—2)+ 11 (x—2)
(x—=2) (x+7)
(x+2) (x+1-06)
_ (x+2) (x=5)
(x—=2) (x—44+11)
(x—=2) (x+7)
(x+2) (r—5)
_ti20-y _
(x—2) (x+7)
(x—2) (x+7)
EJERCICIOS

Simplificar las siguientes expresiones.

| x+y x+2y y
Toxy xy+y%  xZ4xy
5 x+2 x+1 4x> +6x+3
" 3x—1 3—2x  6x2—11x+3
m-—n n—a 2a —m
3. +
mn na ma
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

(a® +a* "'+ a?) (a* —a)

(@™ =3) (a™+3) (a®+9)

8x3 4+ 12x2y + 6xy2 + 3
6x2 +xy —y2

(x3 - 3x) (x3 — 1)

(x4 +x34+x2) (x2-1)

x4—|—x—x3y—y
X3 —x—xZy+y

2()cz—)c— ) (x2—9)

(x2—=2x=3) (x2+x—6)
2-8a+7 2-36\ | a’-a—42
—11a+30 a’—1 " a’?—4a-5

2a> —14a+24 a—-3 a*>+9a+20\ . a*>-16
a’+5a da —4 2_—6a+9 2a% —2a
N 2

l—a 1+4a

2 2

l+a 1-a

a +1—a

l—a a

1—a a

a l-—ua

(m+n)?—x2] [(m—n)?—x?

(m+x)2—n?| |[m?>+mn—mx

(a+b)?— (@a+c)>=b*]  a+b+c

(a—b)?—c?> a’>+ab—ac| ’ a?

16x2 — 24xy 4+ 9y? 64x3 —27y3

16x — 12y

T 32x2 4 24xy + 18)2

12x2 — x—20 2x+3
6x2+19x + 15 4x+5



Capitulo

DESIGUALDADES Y VALOR
ABSOLUTO

2.1. PROPIEDADES DE ORDEN Y DESIGUALDADES

Como se habia dicho anteriormente los nimeros reales se pueden ubicar en una recta llendndola
completamente, de tal forma que cada niimero real se identifica con un punto de la recta y cualquier
punto de la recta representa un tnico nimero real. En la ubicacién de los elementos de los diferentes
sistemas numéricos en esta recta se ha tenido en cuenta ordenarlos de tal forma que al recorrer los
puntos de la recta de izquierda a derecha se recorran los nimeros que representan estos puntos, de
menor a mayor.

FIGURA N° 2.1

Resulta muy practico para el trabajo con nimeros reales clasificarlos en tres grupos: un primer
grupo formado por un solo elemento, el cero, un segundo grupo formado por todos los elementos a
la derecha del cero, es decir de nlimeros mayores que cero que se llamaran niimeros reales positivos
y un tercer grupo de los que se encuentran a la izquierda del cero es decir menores que cero que se
llamaran niimeros reales negativos.

De esta clasificacion resulta evidente que un niimero real sélo puede pertenecer a uno de estos tres
grupos.

Otro hecho que se puede tomar como evidente a partir de la manipulacién que se ha venido haciendo
con los nimeros positivos por medio de la suma y el producto en la aritmética elemental, es que la
suma y producto de dos niimeros positivos siempre son positivo.

Las propiedades de orden de los nimeros reales tienen que ver con las relaciones entre ellos, con-
siderando su ubicacién en la recta real. El estudio de estas propiedades tiene como fundamento los

35
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dos hechos evidentes a los que se ha hecho referencia y que se conocen con el nombre de axiomas de
orden, cuyo enunciado riguroso es:

2.1.1. Axiomas de orden

Si se nota por R™ el conjunto de los niimeros reales positivos se tiene:

i. Ley de Tricotomia. Si a es un nimero real, se cumple una y sélo una de las siguientes afirma-
ciones:
a=0, acRT, —a €R"

ii. Clausura para la suma y producto en R* . Si a y b pertenecen a R entonces:

a+beR" y ab € RT.

Ya se sabe que si un nimero a es mayor que b entonces a estd a la derecha de b en la recta real,
pero es necesario dar una definicién de que a es mayor que b que sea manipulable sin necesidad
de recurrir a ese objeto geométrico que es la recta. Para ello observe que si se toman dos niimeros
positivos 5 y 3 se sabe geométricamente que 5 es mayor que 3 y ademds 5 —3 = 2 que es positivo;
si se toman uno positivo y uno negativo 7y —2, 7 es mayor que —2 (7 estd a la derecha de —2) vy ;
7—(—=2) =742 =9 que es positivo; si se toman dos negativos —8 y —3, es claro que como —3
estd a la derecha de —8 entonces — 3 es mayor que —8y —3 — (—8) = —3 + 8 = 5 que es positivo.
Es decir que independientemente de si a y b son positivos 0 negativos y a es mayor que b, a — b (el
mayor menos el menor) es positivo. Es este precisamente el argumento que permite dar una definicién
de a mayor que b.

Definicion
Dados a y b nimeros reales entonces:

i. Se dice que a es mayor que by se notaa > b siy s6lo sia — b € R*. También se dice que b es
menor que ¢ y se nota b < a.

ii. Se dice que a es mayor o igual que by senotaa > bsiy sélosia = b 6 a > b. También se
dice que b < a.
Las expresiones algebraicas que involucra los simbolos > 6 <, > 6 < seconocen con el
nombre de desigualdades o inecuaciones.

2.1.2. Otras propiedades de orden
Propiedad 1

Sia > b entonces a + ¢ > b + c para todo real c.
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Demostracion

a > b significa por definicién que (a — b) € RT, de donde (a — b) + 0 € RT que se puede escribir
como (a— b) + (¢ —c¢) € R, esdecir (a + ¢) — (b + ¢) € R" que por definicién de > significa que
(a+c¢c)>(b+c).

Esta propiedad establece que a los dos lados de una desigualdad se le puede sumar un nimero real
sin que la desigualdad cambie de sentido.

Ejemplo
4 > 3 implicaque 4+5 > 3+5.

Ejemplo

Six+3 > 5entoncesx +3 —3 >5— 3, entonces x > 2

Propiedad 2 (Transitiva)
Sia>b y b > c entonces a >c.
Demostracion
Sia>b y b>c entonces a—b >0y b—c>0, luego (a —b)+ (b—c) >0 (axioma

ii.), pero (a —b) + (b—c) =a—c portanto a —c¢ > 0, luego por definicién de > se tiene
que a > c

Ejemplo

10 >8 y 8 >4 entonces 10 > 4

Propiedad 3

Sia> by c> 0entonces ac > bc.
Demostracion

Como a > b entonces a —b >0 y como ¢ > 0 entonces ¢ (a—b) = ca—cb >0 (axioma ii.) por
tanto ac > bc

Esta propiedad establece que los dos lados de una desigualdad se pueden multiplicar por un ndmero
real positivo cualquiera, sin que la desigualdad cambie de sentido.

Ejemplo
5 > 3 entonces (5) (4) > (3) (4), pues 4 > 0.
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Ejemplo

3 9 1
Si 3x > 8 entonces gx > g; pues 3 > 0y por lo tanto x > 3.

Propiedad 4

Sia > byc < 0Oentonces ac < bc.
Demostracion
Adapte la demostracion de la propiedad 3.

Esta propiedad establece que si los lados de una desigualdad se multiplican por un nimero real
negativo cualquiera, entonces la desigualdad cambia de sentido.
Ejemplo

12 > 9 entonces 12 (—3) < 9 (—3) pues —3 < 0.

Ejemplo

4 1 1
4x > 12 entonces _Zx < 12 (— 4) pues 7 < 0, por tanto —x < —3.

Propiedad 5

ab >0 siysélosi [(a>0yb>0)6 (a<0yb<0)
Demostracion

De las propiedades anteriores resulta claro que si b > 0 entonces 1 / b > 0 ysib < 0 entonces
1/b < 0 (;por qué?).

=) Suponga que ab > 0
Sib > 0entonces 1/b >0, portanto (ab)(1/b) >0 asi a(1) >0, luego a > 0.
En forma andloga si b < 0 entonces a < 0.

<) Sia >0 y b > Oentonces ab > 0 (axioma ii.)
Ahorasia < 0 y b < Oentonces —a >0 y — b > 0 (por qué?).

Por tanto (—a) (—b) > 0 (axioma ii.), pero ya se habia demostrado que (—a) (—b) = ab de donde
se concluye que ab > 0.
Ejemplo

(x—=3)(x+3) >0siysélosi(x—3>0yx+3>0)6(x—3<0yx+3<0)es decir:
(x>3yx>-3)6(x<3yx<—3).
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Propiedad 6
ab < 0siysolosi[(a<0yb>0)6 (a>0yb<0)]

Demostracion
Adapte la demostracion de la propiedad 5.

Ejemplo

x(x—1)<0siyslosi(x>0yx—1<0)6(x<0yx—1>0),esdecir,(x >0 yx<1)
6(x<0yx>1).

Propiedad 7

Sia>b yc>d entonces a-+c>b+d.

Demostracion

Comoa>b y ¢>d entonces a—b>0y c—d>0
y por el axioma ii.)

(a—b)+(c—d) >0 esdecir (a+c)—(b+d) >0 que por definicién de > equivale a:
atc>b+d.

Esta desigualdad establece que se pueden sumar miembro a miembro desigualdades del mismo
sentido, dando como resultado otra desigualdad del mismo sentido.

Ejemplo
3> —-2y6>5entonces3 +6 > —2+ 5,esdecir 9 > 3.

Propiedad 8

Sia>b, a>0, b>0entonces 1 /Ja < 1/b
Demostracion

Seaa > b,comoa > 0 entonces 1/a > 0, por tanto a (1/a) > b(1/a), por consiguiente
1 > b(1/a). Ahoracomo b > 0 entonces 1/b >0 yasi (1/b)1 > (1/b) (b) (1/a) es decir

(1/b) > (1) (1/a) luego (1/b) > (1/a).

Esta propiedad afirma que al tomar los reciprocos (inverso para la multiplicacién) a los dos lados
de una desigualdad, el sentido de la desigualdad cambia, siempre y cuando los dos términos de la
desigualdad sean positivos. (esta propiedad también se cumple cuando tanto a como b son negativos).
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Ejemplo
12 > 8 implicaque 1 /12 < 1/8.

Ejemplo
—3 > —5implicaque —1/3 < —1/5.

INTERVALOS

Frecuentemente resulta necesario para desigualdades donde aparece una variable ( 0 mas de una)
hallar todos los valores que puede tomar esta variable para que la desigualdad sea verdadera. El con-
junto de estos valores se llama conjunto solucién de la desigualdad y su presentacion generalmente
tiene la forma de reunidén de unos subconjuntos particulares de R llamados intervalos; los cuales se
definen a continuacion.

Sean a y b ndmeros reales, cona < b

1. El conjunto de todos los niimeros reales que son mayores o iguales que a y menores o iguales
que b se nota por [a,b] , se llama intervalo cerrado, es decir:

[a,b] ={x]|a<x<b}

FIGURAN° 2.2

2. El conjunto de los nimeros reales que son mayores que @ y menores que b , se nota (a,b) , se
llama intervalo abierto, es decir,

(a,b) ={x|a<x<b}

o C
o' C

FIGURA N° 2.3
3. También se puede definir otro tipo de intervalo de uso frecuente como:

[a,b) ={x|a<x<b}

FIGURA N° 2.4
(a,b) ={x]a<x<b}

SXe)

FIGURA N° 2.5

[a,+00) = {x[a<x}

FIGURA N° 2.6
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(a,+o)={x]|a<x}

& C

FIGURA N° 2.7
(—oo,b] ={x|x<b}

FIGURA N° 2.8

(~e0,b) = {x|x<b}

[oxte]

FIGURA N° 2.9

(_°°7+°°> =R

FIGURA N° 2.10

El uso adecuado de las propiedades de orden de los nimeros reales es la base para hallar el conjun-
to solucién de desigualdades. La forma de usarlas se ilustrard con algunos ejemplos tipicos de las
diferentes situaciones que se presentan frecuentemente.

Ejemplo

Determinar la solucién de la desigualdad —4x 4+ 5 < —x + 8.

Si se suma a cada lado de la desigualdad el nimero -5 se obtiene —4x +5 -5 < —x+8 =50
sea —4x < —x + 3,y si ahora se suma a cada lado de la desigualdad x, se observa que
—4x +x < —x+x + 3, es decir; — 3x < 3, y multiplicando cada miembro de —3x < 3 por —1/3 se
tiene que x > — 1;y de aqui se concluye que la solucién de la desigualdad es {x |x > —1 } es decir,
el intervalo (— 1, 4 ). La solucion se puede representar graficamente por:

O
©

-1 0 1 G

FIGURA N° 2.11

Observe que si se toma por ejemplo x = 1y se reemplaza en la desigualdad —4x + 5 < —x + 38,
se tiene que (—4) (1) +5 =1 < —1 4+ 8 = 7, es decir, x=1 es solucién de esta desigualdad, pero si
se tomara x = — 3 y se reemplazara, se ve claramente que x = — 3 no es solucién de la desigualdad
yaque 12+ 5 = 17 no es menor que 3 + 8 = 11.

Ejemplo

Halle los valores de x que satisfacen el sistema de desigualdades
2x—2<4; x—1<3x-5;, —2x<—x+1.

En este caso se resuelve cada desigualdad por separado y la solucién del sistema de desigualdades,
es el conjunto formado por los elementos comunes de las tres soluciones:

i. 2x — 2 < 4 implica que 2x < 6, es decir x < 3, luego la solucién de esta desigualdad es
(_007 3] =38
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ii. x — 1 < 3x — 5 implica que 4 < 2x, es decir 2 < x, luego la solucién de esta desigualdad es
[2, —|—00) =95.

iii. —2x < —x+ 1 implica que —x < 1, es decir x > —1, luego la solucién de esta desigualdad es
[— 1, —l—OO) =53

Asf que la solucioén del sistema es:

S=81NSNS3=(—0,3]N[2,+00)N[—1,+0)=[2,3]

grificamente:
N
-1 0 1 2 3
$2
2 3 4 5 6
$3
-1 0 1 2 3
S
2 3
FIGURA N° 2.12
Ejemplo

Hallar el conjunto solucién de la desigualdad x —2 < 2x — 3 < 2 4 x es equivalente a hallar los
valo-res de x que satisfacen el sistemax—2 <2x—3, 2x—3<2+4x. (cudles lasolucién?).

Ejemplo
Halle el conjunto solucién de la desigualdad  (x—1)(x+1) <0
(x—1)(x+1)<0 siysélosi (x—1>0 y x+1<0) 6 (x—1<0 y x+1>0)

. Como x—1>0 y x+1<0, setieneque x>1 y x<—1, cuya solucién es
(1,-'—00)0(—00,—1):(,0

ii. Lasolucién del sistema x—1<0 y x+1>0 es (—1,1), yaque x<1 y x> —1 implica
que x€ (—o,1) y x€(—1,0) esdecir x € (—oo,1)N(—1,40)=(—1,1).
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Luego la solucion de la desigualdad (x —1)(x+1) <O0es S=S;US, =@U(—-1,1) =(—1,1)

La desigualdad anterior se puede resolver por un método mas sencillo, que consiste en dividir R en
determinados intervalos y analizar la desigualdad en cada uno de ellos.

Para hallar estos intervalos se buscan los valores de x para los cuales cada uno de los factores se
anula. Los factores de la desigualdad (x—1)(x+1) <0 seanulanen x=1 y x= —1 respectivamente,
se procede a localizarlos en la recta numérica.

-1

— @

FIGURA N° 2.13

Asi los intervalos a considerar son: (—oo,—1],(—1,1] y (1,4+), cuya reunién es R, por lo tanto el
andlisis de las soluciones en cada intervalo debe conducir a todas las soluciones posibles. El conjunto
de solucién de la desigualdad es la unién de todas las soluciones obtenidas al analizar cada intervalo
por separado. El procedimiento es como sigue:

Sobre la recta numérica se ubican los puntos donde cada factor se anula. En cada uno de los interva-
los en que se divide la recta se analiza cada factor por separado en el sentido de si alli es éste positivo
0 negativo, colocando + 6 - segun el caso. Luego de realizar este andlisis para todos los factores en
todos los intervalos, se hace en cada intervalo el producto de los signos de los factores dando como
resultado + 6 —; este intervalo serd o no parte de la solucién segtin la desigualdad sea de la forma
producto de factores > 0 6 < 0. El siguiente ejemplo ilustrard este método.

Ejemplo

Para hallar el conjunto solucién de la desigualdad x (x — 1)(x+ 1) < 0; primero se consideran los
puntos donde los factores se anulan, en este caso x =0, x = 1, x = —1. El factor x es positivo si x > 0
y negativo si x < 0, luego:

X = mmm e s e m - ++++++++++++ A+

0

FIGURA N° 2.14

El factor x — 1 es positivo si x > 1 y negativo si x < 1; luego:
x—1 -~~~ +++++++++++H++++++

0 1

FIGURA N° 2.15

El factor x4 1 es positivo si x > —1 y negativo si x < —1, luego:
x+1 ---------- ++++++++++ 4

-1 0 1

FIGURA N° 2.16
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Los tres graficos anteriores se representan en uno solo asi:

x - ----- +++++ +++++
x—-1  -----/| -----9/1 ----- ++ ++ +
x+1 - ---- +++++ +++++ +++++

- 1 + 0 - 1 +
Prod ) +) ) (+)

FIGURA N° 2.17

Los intervalos a considerar son: (—oo, —1], (—=1,0], (0,1] y (1,4o). Los puntos —1, 0 y 1 no son
solucién de la desigualdad, ya que si se reemplaza x por +1 6 por 0 6 por —l enx(x—1)(x+1) <0,
se obtiene que 0 < 0.

Puesto que la desigualdad es con < 0, el intervalo (—c, —1) es solucién ya que el producto de los
tres factores es (—), (< 0); el intervalo (—1,0) no es solucion ya que el producto de los tres factores
es (+), (> 0) el intervalo (0, 1) es solucion, ya que el producto de los tres factores es (—), (< 0); el
intervalo (1,+o0) no es solucién, pues el producto de los tres factores es (+), (> 0).

Luego el conjunto solucién de esta desigualdad es: (—oo, —1)U (0, 1)

Ejemplo
Para hallar la solucién de la desigualdad 1/x < 1 hay varias formas de hacerlo:
1. Six >0, se tiene que 1/x < 1 es equivalente a x > 1, asi se tiene, que la solucién es x > 1 si

x>0, es decir (1,+00) N (0,400) = (1,+400), luego la solucién es el intervalo (1,+e0) si x > 0.

Six <0, se tiene que 1/x < 1 es equivalente a 1 > x, luego de x < 1 y x < 0, se concluye que
x < 0, asf la solucién es (—,0) si x < 0.

Por tanto la solucién total de la desigualdad es (—o0,0) U (1, +400).

2. 1/x < 1, equivale a (1/x) —1 < 0, que a su vez equivale a (1 —x)/x < 0; y esto se puede
solucionar de tres formas diferentes:

a) Six >0, entonces (1 —x)/x < 0 equivale a es decir x > 1, luego la solucién es
(1?+°°) n (0>+°°) = (17+°°)'

Six <0, (1—x)/x<0esequivalente a (1 —x) > 0 (multiplicando por x < 0, los dos lados
de la desigualdad), asi que x < 1, luego la solucién es (—o0, 1) N (—,0) = (—,0).

Por tanto la solucién total es (—o0,0) U (1, +400).

b) (1—x)/x<0siysélosi(l1-x<0 y x>0)6(1—x>0 y x<0),esdecir
(x>1 y x>0)6(x<1 y x<0),luego lasolucion total es

{(1,0) N[0, 400)} U{(—00,1)N(—0,0)} = (1,400)U(—00,0)
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c) Por el método usado en el ejemplo anterior se tiene que:
1—x>0 si x<1 y 1-x<0 si x>1,asique:

l—x  ------- ++4++++ +++++++

X ++++++ l++++++ 1 --------
1

) 0 (+) ©)

FIGURA N° 2.18

La solucion de la desigualdad (1 —x)/x < 0 es 1a union de los intervalos (—,0) y (1, +400),
ya que en ellos el producto de los dos factores (1 —x) y (1/x) son negativos, es decir
Ejemplo S = (—,0)U(1,400). Los puntos 0y 1 no pertenecen al conjunto solucion, ya que no

satisfacen la desigualdad (1 —x)/x < 0.
Halle el conjunto solucién de la desigualdad:

(x—=1)(x—4)(x—5)(x—10)

X214t >0

teniendo en cuenta que si a > 0 entonces 1/a > 0y que si a < 0 entonces 1/a < 0, resulta que las
Ilamadas leyes de los signos para el producto son las mismas para el cociente, por lo tanto en lo que
se refiere a analizar el signo de este cociente a través de los signos de los factores de numerados y
denominador, es similar tratarlo como un producto asumiendo que los factores del denominador son
factores pero en el numerador.

Esto se puede justificar también de otra forma: independientemente de los signos de x, (x2 +4),
(x+ 1) (siendo todos diferentes de cero), la expresion x*(x? +4)%(x+ 1)* es mayor que cero, por
tanto al multiplicar los dos lados de la desigualdad por esta expresion no se altera el sentido de la
desigualdad, es decir,

(x—1)(x—4)(x—5)(x—10)
x(x2+4)(x+1)

(62 (2 +4)° ()] > ()6 (2 +4)” (x+1)°
que al simplificar queda
(= D)x—4)(x—5)(x—10)(x) (*+4) (x+1) >0  x#£0, x#1

lo que indica que los valores de x que son la solucién a la desigualdad inicial, son los mismos que
dan solucioén a esta dltima. En consecuencia se procede a solucionarla:

x—1=0 si x=1 x—1>0 si x>1 y x—1<0 si x<1
x—4=0 si x=4 x—4>0 si x>4 y x—4<0 si x<4
x—=5=0 si x=35 x—=5>0 si x>5 y x—=5<0 si x<5
x—10=0 si x=10 x—10>0 si x>10 y x—10<0 si x<10
x+1=0 si x=—1 x+1>0 si x> —1 y x+1<0 si x<—1

El factor x> + 4 no se tiene en cuenta ya que es siempre positivo para cualquier valor de x (o se
coloca +++... en todo R en caso que se desee tenerlo en cuenta).
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x+1 S I e e e e S IR S S I S S PR
X - - - e B i B i B i B e =
x—1 --- - - - S B e e e B
x—4 - - - - - - - S B i B
x—5 --- --- - - - - - - e |+t |+t
x—10 - - - - - - - - - - - S|+t
244 +++ | +++ |+ |+ |+ |+ | H++
#H -1 6= 0 & I 6 4 H 5 O 10 &

(=00, 1) (0,1) (4,5) (10, 400)

FIGURA N° 2.18
Luego la solucién total es (—oo, —1) U (0, 1)U (4,5) U (10, +00).

Utilizando este mismo diagrama se pueden obtener de inmediato los siguientes resultados:

(x—1)(x—4)(x—10)

x(x2+4)(x+1) >0 es (—eo,—1)U(0,1]U[4,5]U[10,+00)

La solucién de la desigualdad

(x—=1)(x—4)(x—5)(x—10)

214+ 1) <0 es (=1,00U(1,4)U(5,10).

Y la solucién de la desigualdad

EJERCICIOS

Hallar el conjunto solucién de las siguientes desigualdades.
1. 0<2x—6<4
2. X =237 +8x <0

3. 2x—2>3+x

x+4 <

1
x—2

2x+5 x+1
>
x+1 x+1

3x—1 )c—|—1<1 x
5 2 7

x—2 _ 2x-—13
>
x+27 x—1
3x—10

x+7

9. (3x—3)(4x—2) >0

<24
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10. x<x2—12<4x
1. 1—-x—=2x*>0

(x24+x—6)(x2—1) -0

12.
x34x2-2x
2 4
13 (x*+4x+5)(x*+1) <0
(x*+2x242)(x341)

2.2. VALOR ABSOLUTO

Se define el valor absoluto de un nimero real x, como la distancia del punto que en la recta real
representa al nimero x, al punto que en la recta real representa al nimero cero y se simboliza con |x|.
Como la distancia es un nimero real positivo, si x es positivo entonces distancia de x a cero es x, es
decir | x| = x; si x es negativo, entonces la distancia de x a cero ya no es x, porque x es negativo, sino
que —x que es positivo, es decir |x| = —x.

Se sintetiza esta definicion asi:

x si x>0
x| = .

—x 81 x<O0

Se ha motivado esta definicion de valor absoluto de un nimero real x, con la nocion de distancia
entre dos puntos de la recta real, pero en realidad la recta real no puede estar separada del plano carte-
siano, en el cual a cada punto P del mismo se le hace corresponder una pareja de nimeros reales (a, ),
Ilamados sus coordenadas, obtenidos al proyectar P sobre el eje x y sobre el eje y respectivamente
(a es la proyeccidn de P sobre el eje x , b es la proyeccion de P sobre el eje y ).

La nocién de distancia entre dos puntos en la recta es un caso particular de la nocién de distancia
entre dos puntos en el plano toda vez que la recta estd en el plano. De cualquier manera la distancia
entre dos puntos P y Q del plano es la longitud del segmento de recta cuyos extremos son Py Q. Si
las coordenadas de P son (xg,y) y las coordenadas de Q son (xj,y;) por una aplicacién directa del
Teorema de Pitdgoras se encuentra que la distancia de Py Q , se simboliza con d(P,Q), es:

d(P,0) =/ (x1 —x0)2 + (31 —y0)?

como se muestra en la figura 2.19
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FIGURA N° 2.19

Si se aplica esta formula de distancia entre dos puntos del plano a los dos puntos (x,0) y (0,0),
que también son puntos de la recta real (que corresponden al niimero x y al nimero cero), se obtiene:

d(x,0) = d((x,0), (0,0) = \/ (x=0) + (0—0) = V2
Pero como d (x,0) = | x|, se tiene entonces un resultado muy interesante y de alguna manera sor-

prendente para el lector:
Vx? = |x|

Este resultado se puede utilizar como definicion de valor absoluto de x, por cuanto que si x > O,
Vx2 =x ysi x<0, Vx? = —x, toda vez que el simbolo Vx2 representa la raiz cuadrada
positiva de x2.
Ejemplo

|2 =2 yaque 2>0

|-4|=—(—4) =4 yaque —4<0

2.2.1. Propiedades del valor absoluto
Propiedad 1

|x| > 0 paratodox € R.

Si por definicién el valor absoluto de x es la distancia del nimero real x al nimero cero, y toda
distancia es no negativa, entonces valor absoluto de x es positivo o cero.

Propiedad 2

|x|* = x2 para todo x € R.
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. . . . . 2
Si x > 0, la distancia de x a cero es x, y la distancia de x a cero es | x|, luego |x| = x,y |x|” = x°.

Si x < 0, la distancia de x a cero es —x, y la distancia de x a cero es |x|, luego |x| = —x, y
X = (=x) (=x) = %

Lo que se acaba de exponer corresponde a una explicacidn de la propiedad, lo que se hard con las
propiedades siguientes, pero adicionalmente se presentard la demostracion rigurosa de cada propiedad.

Demostracion
Por definicién |x| = Vx 2, luego al elevar al cuadrado se obtiene | x \2 = x?
Ejemplo

57 =52 =25 |-3>=(-3°=9

Propiedad 3
|x| =y esequivalentea [(y >0) y (x=y 6 x = —y)]
Como |x| > 0, si |x| =y, entoncesy > 0.

ahora, si |x| = y, entonces la distancia de x a cero es y, asi que si x y y estdn al lado derecho
del cero, x =y, 6 si por lo contrario x y y estdn a lados opuestos del cero pero a la misma distancia,

X = —y.
Demostracion

Si |x| =y, entonces V' x 2 =y, luego y > 0. Por otro lado, si |x | = y, entonces x 2 = y 2, es decir
x2—y?2=0,equivalente a (x —y) (x +y) = 0, lo que significaquex —y =0 6 x+y = 0. Si

x —y =0,entoncesx = y,six+y =0, entoncesx = —y
Ejemplo
Halle los valores de x que satisfacen la ecuacién |x — 2| = 3x — 9.
3x—92>0 x >3
x—2|=3x-9 & y & y
x—=2=3x—-96x—-2=—-3x-9) x=7/26x=11/4

por lo tanto puesto que 11/4 no es mayor que 3 entonces
{x] |x—=2] =3x—9} = {7/2} eselconjunto solucién.
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Propiedad 4
|x| = |y| equivaleax =y 6 x= —y.
Si | x| = |y|, entonces la distancia de x a cero es igual a la distancia de y a cero. Si xy y estdn del
mismo lado del cero, entonces x = y. Si x y y estdn a lados opuestos del cero, entonces x = —y.
X
y 0
X
y 0 -y
FIGURA N° 2.20
Demostracion
Si|x| = |y|, entonces Vx2 = /y2, luegox? = y2, yasix? —y2 = 0, que al factorizar lleva a

(x—y)(x+y) =0,portantox —y =0 6 x+y=0,esdeci,x =y 6 x= —y.

Propiedad 5

|x|] = 0, siysolosi x =10

Si|x| =0, entonces la distancia de x a cero es cero.

Para que la distancia entre dos puntos sea cero se requiere que los dos puntos sean iguales, luego si
|x| = 0, entonces x debe ser cero. Reciprocamente, si x = 0, entonces la distancia de x a cero es cero,
luego |x| = 0.

Demostracion

|x| = 0, entonces Vx2 = 0, luego x 2 = 0, de donde se deduce que x = 0.

Ejemplo

i. [x—2| =0 equivalea x —2 = 0, esdecir, x = 2.

ii. |x2—=5x+6| =0 equivalentea x? —5x+6 =0 < (x—3)(x—2) = 0 es decir
x=2 6 x=3 & xe€{2,3}.
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Propiedad 6

Sik > 0;|x| <k esequivalentea —k < x < k.

Si |x| < k, entonces la distancia de x a cero es menor o igual que k. La distancia del nimero k al
nimero cero es k. La distancia del nimero —k al nimero cero es k. Luego los niimeros x que estdn a
una distancia de cero menor o igual que k son todos los del intervalo cerrado [—k, k], es decir los x
tales que —k < x < k, como se ilustra con la grafica.

—k 0 k

FIGURA N° 2.21
Demostracion
Sik >0y |x| <k, entonces Vx? < k, luego al elevar al cuadrado x 2 < k2 equivalente a

x2 —k? < 0. Sise factoriza el miembro izquierdo se obtiene (x — k) (x + k) < 0, resolviendo esta
desigualdad por los métodos conocidos se tiene:

—k k
e A T +++++
x+k | - ++++++++ | HH+H++
(x—k)(x+k) | ++++++++ | - ------- +++++

FIGURA N° 2.22

la solucién de la desigualdad es el intervalo [—k, k], es decir el conjunto de los valores x tales que
—k<x <k

Ejemplo

i x| <3 & —3<x<3 d sea x € [-3,3]

i x—2|<le-l<x—2<1& 2-1<x<2+1 6 sea xe(1,3).
Propiedad 7

— x| < x < [x].

Como |x| > 0, para todo x € R, entonces sobre la recta real | x| debe estar a la derecha del cero y
evidentemente — | x| debe estar a la izquierda del cero, luego inicialmente — |x| < |x|.
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l l l
T T T

=l 0 x|

FIGURA N° 2.23
ahora si x > 0, graficamente se tiene:

l l l
T T T

=l 0 x|

FIGURA N° 2.24
—|x|<|x|=x 6 |x| < x=]x]|, equivalente a — |x| < x < |x|.

Similarmente si x < 0, graficamente se tiene:

l } {
1 T T
—|x]| 0 x|
FIGURA N° 2.25
—|x| = x < |x|, equivalente a — |x| < x < |x|.
Demostracion
|x| = |x|,entonces |x| < |x|.Como |x| > 0, la propiedad (6) permite interpretar que si |x| < |x

entonces — |x| < x < |x|. (tomando como k el | x| del lado derecho de la desigualdad).

Ejemplos
i —[5]<5<]5

bl

. — -3 < -3 <|-3.
Propiedad 8
[xyl = [x| ¥l
Demostracion
Aplicada la definicién a xy se obtiene [xy | = 1/(xy)? , luego

lxy| = \/(xy)® = Va2yZ = Va2 y2 = x| |y].

)
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Ejemplos
LG5 @] = 15114: 1(5)(=3)] = I5]1-3]; [(—=3) (=6)] = |-3]|—6].
i 2] = [0) ()] = x| k] = g = %2
i |—x|[ = [(=1) @] = [-1] x| = |x|
. la=bl =[(=1) (b-a)| = |=1]|b—a] = [b—aq|
Propiedad 9
; = ||yx|paratod0x €Rytodoy e R y#0.
Demostracion

X
y

Propiedad 10
Sik > 0;

x| > kesequivalenteax < —k 6 x > k.

Sik > 0y |x| > k, entonces la distancia de x a cero es mayor o igual que k. La distancia de k a
cero es k, y la distancia de —k a cero también es k, luego los x cuya distancia a cero es mayor o igual
a k son los que estan a la derecha de k o el mismo & 6 los que estdn a la izquierda de —k o el mismo

—k, como se ilustra en la grafica.
—k 0 k

FIGURA N° 2.26
yasi |x| > kesequivalenteax < —k 6 x > k
Demostracion

Si |x| > k, entonces Vx2 > k, luego x 2> k2, esdecirx?2—k%2>0, que se puede expresar
también como (x — k) (x + k) > 0 cuya solucién es:

x < —k 6 x > k (ver demostracion de propiedad (6) ).
Ejemplos
iLJx] >4 x>4 6 x<—-4 osea x€[4,+0) U (-0, —4]

. x=2|>1 < x—2>1 6 x—2<—-1 osea x>306x<1, esdecir
x€ (=0, 1)U (3,4 )
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NOTA

Observe la diferencia entre los ejemplos de las propiedades 6 y 10; mientras que en los ejemplos
de la propiedad 6 se trabajé con la interseccidn, en los ejemplos de la propiedad 10 se trabajo con la
union.
Propiedad 11

[x+y[ < x| +]y].

Se podria pensar que similarmente a las propiedades 8 y 9, también se deba tener que
|x+y| = |x| + |y]|, pero en general eso es falso, por ejemplo si x = 8 y y = —3, entonces,
x+y| =8+ (=3)| = |5| = 5, mientras que |x| + |y| = [8] +|-3| = 8+3 = 11

Demostracion

De la propiedad (7) se concluye que — |x| < x < |x|; —|y| <y < |y|, al sumar las dos de-
sigualdades, se obtiene:

— (x| +|y]) £ x+y < (x| +|y|) equivalente |x + y| < (|x|+ |y]). (Propiedad (6)).

Ejemplos
i5+3] < [5]+]3]

ii. |[—=2-3] < |-2]|+4+]|-3]
iii. [=34+5] < [-3|+]5]
Propiedad 12

|x| = |—x|paratodox € R

Como el opuesto de x es — x, la distancia de — x a cero es la misma distancia de x a cero, luego
x| = [—x].

Demostracion
|—x] =/ (=x)? = Vx? = [x].

Propiedad 13

lx —y| < |x[+ 1]yl
Demostracion

x =y =[x+ (=y)]
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< x4 [=y| = [x[+ ]yl luego
lx—y| < [x[+]y]
Propiedad 14
x| = y] < [x—y]
Demostracion

x| =lx+y—yl=x—y)+y[ < |[x—=y[+]y]

esdecir x| < |[x—y|+ [y], por tanto

x—y| > x| =y

Ejemplos
5—2| > |5/ —[2|
5-2] = [2| - |5
2.2.2. Aplicaciones de las propiedades
En los siguientes ejemplos se ilustrard como se utilizan estas propiedades y el concepto de valor
absoluto en la solucién de algunas ecuaciones y desigualdades.
Ejemplo
Hallar el conjunto solucién de la ecuacién [x — 7| = 10
x—7 =+ (x—7) = 10;luegox—7 =10 6 — (x—7) = 10, esdecir x=17 6 x= —3.
luego el conjunto solucién es {17, —3}
Ejemplo

Hallar el conjunto solucién de |x — 4| < 1.
x—4] <1 & -1 <x—-4<1 & 3<x<5, esdecir x € [3,5].

Ejemplo
Hallar el conjunto solucién de la desigualdad |x2 —4 | <1

Seay:xz,lueg0|x2—4| 2

se tiene que 3 < x2<5, y as
(-, =V3] U [V3,+) y
|x2—4’ < 1 es el conjunto

{(~e,=V3 U (v3,+)} 0 [-V5,V5] = [-V5,-v3| U [V3, V5]

| <1 < 3 <y < 5. (ejemplo anterior). Comoy = x
3yx? < 5, cuyos conjuntos solucién son

|y —4
x? >

y
—V5,V5 } respectivamente, y asi la solucién de la desigualdad

=\
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Ejemplo
Hallar el conjunto solucién de la ecuacién x> — 2 |x| — 3 = 0.

i. Six>0,x2-2|x|-3=0 & x>-2x-3=0 & (x—3)(x+1) = Oentonces x = 3
6x = —1comox > 0, se tiene que x = 3 es una solucién.

ii. Six<0;x2-2[x|-3=0c x?’+2x-3=0& (x+3)(x—-1) =0 x=-3
6x = 1 comox < 0, se tiene que x = — 3 es otra solucidn.

Asi, la solucién total es {—3, 3}

Ejemplo
Hallar el conjunto solucién de la desigualdad
|x =2 —|x+6| < 3.

En desigualdades de este tipo, primero se divide la recta en intervalos determinados por los valores
de xdonde |[x —2| =0y |x+ 6| = 0, luego se analiza la desigualdad en cada intervalo.

Como |x—2| =0« x=2y |x+6| =0 < x = —6; los intervalos son
(_007_6]7(_672}7 [27—'—00)

- x—2 six>2 - X+6 st x>—6
x_2|_{2—x six <2 Y x+6|_{—x—6six<—6

|x—2] 2—x 2—x x—2
|x+ 6] —x—6 x+6 x+6

—6 2
FIGURA N° 2.27

i Six<—6,[x=2|—|x+6]=2—-x)+x+6<3 < 8 < 3 (absurdo),
luego no hay solucién en este intervalo.
ii. Si—6<x<2,
[x=2|—]x+6]=2—-x—(x4+6) =—-2x—4<3 & —T<2x & x>-7/2
asi que la solucién es (—6,2) N [-7/2,+0) = [-7/2,2), pues hay que considerar el hecho
de que —6 < x < 2, esdecir,x € (—6,2).

iii. Six>2, |[x=2|—|x+6] = (x—2)—(x+6) = —8 < 3, que es una desigualdad ver-
dadera para todo R, asi, la solucién en este intervalo es (2, +) N (—o0, 400) = (2, +00).
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Faltaria por analizar si x = —6, x = 2 son soluciones, y para ello se reemplaza en la ecuacién
|x —2| —|x+6] <3,

asi: parax = —6; |—6 — 2| = 8 < 3 (absurdo),

yparax =2 |2 —2|—|24 6] = —8 < 3 verdadero, luego x = 2 es solucién.
La solucién total es [—7/2, 2) U (2, 4+0) U {2} = [-7/2, +»)
Ejemplo

Hallar el conjunto solucién de la desigualdad (|x| —2) (|x — 1] —=3) >0

x| = x si x>0 x—1] = x—1 si x>1
o —xsi x<0 Y Tl 1—-x si x<1

x] =0 & x=0y |[x—1|=0< x=1.

|x—1] 1—x 1—x x—1

FIGURA N° 2.28
i. Six<O

(x| =2) (Ix=1]=3) = (~x=2) (1 —x=3) = (~x=2) (~x—2) >0 &
(1P (x+2) > 0,

que se cumple para todo nimero real, luego la solucién en i) es

(_0070) N (_°°7+°°) = (_0070)

i Sio<x<L;(|x]|=2)(Jx—1|=-3)=x—-2)(1-x—-3)=(x—-2)(—x—2) >0

) 2 2 ©)
FIGURA N° 2.29

y asi el producto es positivo en el intervalo (—2, 2), luego la solucién en ii) es

(0,1)N(=2,2) = (0,1)

iii. Six>1;(|x[—-2)(Jx—1]-3)=x—-2)x—1-3)=(x—-2)(x—4) >0
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-2 - +++++ ++ 4+ +
3 ------ | ------ +++++

) 2 ) 4 +)
FIGURA N° 2.30

y el producto es positivo en {(— o0, 2) U (4, 4+ 0)}, asi que la solucién en iii) es
{(=0,2) U4, +)}N(1,+0) = (1,2) U (4, +00).

Ademds se puede verificar que en los extremos de los intervalos: 0,1,2,4, también se satisface la
desigualdad por tanto la solucién total es: (—co. 0] U [0,2] U [4, 4 ).

Ejemplo

El conjunto solucién de la desigualdad }x 18 | +x2 +4 > 0es el conjunto de los niimeros reales y
Ix+3|+5

el conjunto solucion de la desigualdad 7]
x*+1

< 0 es vacia. (Por qué).

Ejemplo

Hallar el conjunto solucién de la desigualdad |x| — |[x — 1|+ |x+2| >0

Como

x| = x si x>0 x—1] = x—1 six>1 x+2] = XxX+2 six>-=2
S —xsi x<0 -G =1)six<1 Ol - (x+2) si x< =2

se tiene que

|x| —x —x X x
|x—1] —(x=1) | =(x=1) | =(x—1) (x—1)
|x+2| —(x+2) (x+2) (x+2) —(x+2)

2 0 1

FIGURA N° 2.31

los intervalos a considerar son (—oo, —2]; (—=2,0]; (0,1] y (1, +4)

i Six< =2, |x|—|x—1|+]x+2| = —x+(x—1)—(x+2) >0; siysdlosi
—x—32>0 siysoélosi x < —3, asique la solucidn en este intervalo es
(700773] m(7007*2) = (700773]

. Si—2<x<0, |x|—|x—1]+|x+2|=—-x+x—1)+x+2>0siysolosi x+1>0
siysélosi x > —1 y lasolucion en este intervaloes [—1,+o)N(=2,0) = [-1,0)

ii. Si0o<x<1; |x|—|x—1|+[x+2|=x+x—-1)+x+2=3x+12>0 siysdlosi
x > —1/3 yasilasolucion en este intervaloes [—1/3,+e) N (0,1) = (0, 1)
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iv. Six>1; |x|—|x—1]+[x+2|=x—(x—1)+x+2 =x+3>0siysélosi x > —3,
y asi la solucion en este intervalo es [—3,40) N (1, +0o0) = (1, + )

Faltaria por analizar si x = 0; x = —2; x = 1 son soluciones y para ello se reemplaza en la in-
ecuacion |x| — |x — 1|+ |x+ 2| > 0, asi

Six=-2; |-2|—|-2—-1|4+]|-24+2|=2-3+0>0 absurdo

Six=0; |0|—|=1]+]|2]=—-142=12>0, luegox =0 essolucién

Six=1; |1|—=|0|+|3]=14+3=42>0, Iluegox =1 essolucién
Luego la solucién total es
(=00, =3]U[—-1,0) U (0,1) U (l,40)U {0} U{l} = (-0, =3]U[-1,+00).
y por consiguiente la solucién de |x| — |x — 1| + |x + 2| < 0 es el intervalo (—3, —1).
Ejemplo
Halle el conjunto solucién de la desigualdad |[x + 1 — |x — 2| | <1

1. Six—2 > 0, es decir si x > 2 entonces

Ix+1—|x=2|| =|x+1—-(x—2)] =[x+ 1 —x+2| = 3 < 1 absurdo, luego no hay
solucion en este caso.

ii. Six —2 < 0, es decir, si x < 2 entonces
Ix+1 —|x=2]|=|x+1+x—-2] =|2x— 1] < Isiysélosi—1 <2x—1< 1siysolo
si0 < 2x < 2siysdlosi0 < x < 1,y lasolucién en este casoes [0, 1] N (—c,2) = [0, 1]
y asf la solucién total es [0, 1] U @ = [0, 1]

EJERCICIOS
Hallar el conjunto solucidn de las siguientes expresiones.
l. [3x—-2| =7

2. 13 —x| = |8—x]

3|2 —1] + [xF—16] =2
4, 2;—4’ <1

5. 13x—5| >4

6. |x+1]| ZX71

3
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7. ||x—2|+4] =3

8. ||x|—4| =1

x—1
> 17
x4’ -
x—1
10. >
x—Z‘ =

1L |5-x"| <4
12, [x* —4x+3] > x
13. [|x—2| = |x+4]—x| >3

(x+1) (x—=2) (x—3)

14.
|x+ 4| x

>0

15 [Jx| — [x— 1] <4

16. ( |x—|—4|2—25) (vi7-9) <0

@)

17. Demostrar que la distancia entre dos niimeros reales x, e y es |x — y|

18. Cudles de las afirmaciones siguientes son verdaderas.

a) [x"] = |x|"
by |x+y+z| = x|+ |y + |z]
) \Jx—1?=x—1

d) \/(x=5?% = (x-5)



Capitulo

PLANO CARTESIANO Y NUMEROS
COMPLEJOS

3.1. EIPLANO CARTESIANO

Una pareja ordenada de nimeros reales es una expresion de la forma (a, b) con a y b nimeros reales,
con la propiedad de que

(a,b) = (c,d) siysblosi a=c y b=d
Asipor ejemplo  (1,2) # (2,1)

Al conjunto de todas las parejas ordenadas de nimeros reales se llama producto cartesiano de R
conRysenota R-R= R2, es decir,

RxR={(x,y) | xR y yc R} = R%

Este conjunto es de gran importancia en la representacion grifica de curvas planas y en la inter-
pretacidon geométrica de los nimeros complejos.

Gréficamente el conjunto R? representa el conjunto de todos los puntos de un plano, llamado plano
cartesiano. Esa representacién se logra asociando univocamente a cada una de las parejas de R? un
punto del plano, y reciprocamente a cada punto del plano una pareja de R?, como se explica a contin-
uacion.

En el plano se consideran dos rectas reales (metrizadas), una horizontal llamada eje x y otra vertical
llamada eje y, que se cortan perpendicularmente en un punto llamado origen y al cual se le asigna la
pareja (0,0) de R2. (Ver figura 3.1)

61
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EpY

Crigen
Eje X

(0,0}

FIGURA N® 3.1

Sobre la recta horizontal o eje x se ubican los elementos de la forma (a. 0) de tal manera que si
a > 0 el punto esté a la derecha del origen, v si @ < 0 el punto esté a su izquierda (Ver figura 3.2 ).
Sobre la recta vertical o eje y se ubican las parejas de la forma (0, b) de tal manera que si b > 0 el
punto esté por encima del origen, v si b < 0 el punto esté por debajo del origen.

y

FIGURA N” 3.2

Ahora para representar cualquier pareja (x,y) € R? conx # 0,y # 0. se localizan los puntos
correspondientes a las parejas (x, 0) v (0, y) y se trazan por estos puntos rectas paralelas a los ejes y
v x respectivamente, v al punto Q de corte de estas dos rectas se le asigna la parcja (x, y) de R (Ver
figura 3.3 ).

(x.0) : (0.0)

B S

FIGURA N® 3.3
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A los dos nimeros que conforman la pareja (x, y) representada por el punto Q, se les llama coor-
denadas del punto Q, o también se dice que Q tiene coordenadas x y y.
Para el procedimiento reciproco, dado un punto P cualquiera del plano se trazan por ese punto rectas
perpendiculares a los ejes x y y respectivamente, determinando asi dos puntos, uno sobre el eje x con
coordenadas (a, 0) y otro sobre el eje y con coordenadas (0, 3). (Ver figura 3.4 ). Al punto P se le
asigna la pareja (o, B), es decir, las coordenadas del punto P son o y 3.

y

©0.B)] JP=@.p)

1@0)

FIGURAN® 3.4

Ejemplos

1. Localizar en el plano cartesiano las siguientes parejas ordenadas.

0,4) (—1,2) (=3,0) (0,-3) y (4,0).

y
<+ (0,4)
-12) ¢
|
L
et F—t—t—— X
(-3,0) 1§ (4,0)
(O,—3) -

FIGURA N° 3.5

2. Represente graficamente el siguiente sub-conjunto de R:

A={(x,y) | -1 <x<2 y 0<y<2}.
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Se pide que la coordenada x de los puntos sea mayor o igual que —1 y menor o igual que 2,
es decir que esos puntos estén entre la recta vertical que pasa por el punto (—1,0) y la recta
vertical que pasa por (2,0).

Similarmente si 0 < y < 2, esos puntos deben estar entre el eje x y la recta horizontal que pasa
por el punto (0, 2). (Ver figura 3.6 ).

(0,2)

(—1,0) (2,0)

FIGURA N° 3.6

. Represente el subconjuntode R?, B = {(x,y) |x=—-4 6, y=5}

Se pide que la coordenada x de esos puntos sea —4 o que la coordenada y sea 5. Los puntos del
plano cartesiano con coordenada x = —4 son todos los de la recta vertical que pasa por (—4, 0)
y los puntos del plano con coordenada y = 5 son los de la recta horizontal que pasa por (0, 5).
Asf la representacion que se pide estd constituida por las dos rectas sefialadas. (Ver figura 3.7 ).

(0,5)

FIGURA N° 3.7

4. Represente el subconjuntode R? : C = {(x,y) | 1 < x <4 y=3}

Este conjunto estd constituido por todos los puntos de la recta horizontal que pasa por (0,3) y
con coordenadas x entre 1y 4. (Ver figura 3.8 ).
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@]

N EAp -,

S

FIGURA N° 3.8

5. Represente el subconjuntode R?, D = {(x,y) [ x <0 6 y < 0}

Este conjunto estd constituido por todos los puntos del plano cartesiano que estan a la izquierda
del eje y o bajo el eje x. (Ver figura 3.9).

FIGURA N° 3.9

6. Represente el subconjunto de R>  E = { (x,y) | y > x2}

Se procede primero a construir la grifica de la ecuacién  y = x?
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FIGURA N° 3.10

Se observa que esta grafica divide el plano en 3 conjuntos de puntos: los que estdn sobre la
curva, que son los que satisfacen la ecuacion y = x2, los que estdn en la parte superior de
la curva y los que estdn en la parte inferior. Uno de los dos dltimos conjuntos de puntos es
el que satisface la desigualdad y > x? y el otro la desigualdad y < x2, ¢ Cémo saber
cual de ellos satisface una u otra desigualdad? Una forma de determinar esto es tomar un punto
cualquiera (a,b) en una de estas regiones, y observar haciendo x=a y y=»b cualde
las dos desigualdades se satisface. La desigualdad que se cumple para ese punto, se cumple para
toda la regién donde estd el punto.

Asi por ejemplo si se toma como punto (a,b) = (2,0) que estd en la regién inferior se observa
que haciendo x =2y y = 0 se tiene que 0 < 4 es decir y < x2, luego en toda la regién donde
estd ese punto (region inferior de la gréifica) se satisface esta desigualdad y en consecuencia entre
la otra regién (la superior) se satisface la desigualdad y > x2, luego la solucién al problema esta
representada por la parte sombreada.

2.0)

FIGURA N° 3.11

. Represente el subconjunto de R>?  F ={ (x,y) |[y>x> y y—x<4}

La solucién de este problema corresponde a la interseccidon (puntos en comiin) de dos zonas lo
que corresponde a y > x> que se determino en el ejemplo anterior y la de y—x <4 que
aplicando el mismo procedimiento del ejercicio anterior corresponde graficamente a
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FIGURA N° 3.12

Superpuestas las dos gréficas se observa que los puntos comunes estidn representados por la
regién sombreada de la figura

FIGURA N° 3.13

(El pedazo de la grificade y=x? que aparece punteada hace parte de la solucién?
(Elpedazodelarecta y—x=4

EJERCICIOS

Represente los siguientes subconjuntos de R? en el plano cartesiano.

LA{(,y) [x=-10y y=5}
2. {(x,y) [y <1}

3y [x<1yy<0}
4 {(x,y) [ x <0}

5. {(x,y) | x+y >0}
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6. {(x,») |y <}

7 {(x) |y > 2 +3x-2}

8. {(x,y) |y=22x+3 —2<x <6}
9. {(x,y) | x=2y+3) (y— %) =0}
10. {(x,y) | |x| = |y|}

1L {(ey) [y = [2 = 1]}

12. {(x,y) [y = —[x][ + 1}

13 {(,y) [ [x[ + [y] <4}

14. Localizar todos los puntos de R? cuya distancia al origen sea una constante Ry.

15. Localizar todos los puntos cuya distancia al eje x sea una constante k.

3.2. NUMEROS COMPLEJOS. (C)

3.2.1. Construccion y Operaciones

Una de las caracteristicas que tienen los nimeros reales es que todo nimero real elevado al cuadra-
do es siempre mayor o igual que cero, o sea que expresiones como x> = —1 6 x? = —9 no
tienen sentido si se esta trabajando con los nimeros reales como universo. Si se quiere trabajar en un
universo donde esto tenga sentido, necesariamente debe ser diferente al de los nimeros reales. Para
“construir” este universo inicialmente se debe crear un nimero cuyo cuadrado sea igual a — 1, el cual
se llamard unidad imaginaria y se notard por la letra i (este “nimero” no puede ser real) y segtin esto
i?=-1
Se desea también que los niimeros reales formen parte de este nuevo universo ya que no se pretende
dejar a un lado lo que se ha conseguido en el trabajo con nimeros reales, sino al contrario, exten-
der estas ideas a ese conjunto mds grande sin que los reales pierdan como parte de él su estructura y
propiedades. Asi hasta el momento de ese nuevo conjunto se conocen los reales y la unidad imaginaria
i.

Pero es preciso que se trate de conservar en este universo, si no todas, por lo menos una buena parte de
las propiedades fundamentales que se conocen de los nimeros, una de ellas por ejemplo, la propiedad
clausurativa para el producto nos “obliga” a considerar también como elemento de este conjunto, los
que resultan de multiplicar los ndmeros reales por el nuevo nimero i; es decir; nimeros de la forma
bicon b#0, be R, que sellamaran imaginarios puros y se caracterizan porque al elevarlos
al cuadrado siempre dan un nimero menor o igual que cero, ya que respetando ciertas propiedades
conocidas del producto, (bi)> = b2i2 = b2 (—1) = —b2. Con esto se pueden hallar nimeros cuyo
cuadrado sea igual a —c, con ¢ > 0, éstos serdn \/ci y — \/ci (es evidente que estos imaginarios
puros no son reales). ;Pero como se sumarian esos nimeros entre si? Lo mas natural para sumar ai + ci
seria factorizar la i y realizar la suma de los reales a y ¢ que resultaran en la factorizacién , es decir,
ai+ci = (a+c)i. Si se quiere mantener en este nuevo conjunto la propiedad clausurativa para la suma,
se deben aceptar en él, “nimeros” que se obtengan al sumar cualquier ndmero real “a” con cualquier



3.2. NUMEROS COMPLEJOS. (C) 69

nimero imaginario puro bi, es decir se introduce a este conjunto, nimeros de la forma a + bi.
Realmente todos los nimeros que se han aceptado en este nuevo conjunto se pueden expresar en la

@ 9

forma z = a + bi con a, b nimeros reales (a “a” se le llama la parte real de z y a ““b” la parte imag-
inaria), ya que si a es real, es de la forma a = a + 0i y si es imaginario puro i es de la forma
Bi =0+ Bi. A este conjunto asi construido se llamara el conjunto de los niimeros complejos y se
nota C, o sea que C estard formado por los niimeros reales a + 0i 'y por los nimeros a + bi, b # 0
llamados niimeros imaginarios., es decir,

C={ a+bi | a y b €R }

Se desprende de esta construccidn, que para respetar el concepto de igualdad de nimeros reales,
se debe definir la igualdad de nimeros complejos en la forma mds natural, es decir, dos niimeros
complejos son iguales si lo son sus partes reales entre si y sus partes imaginarias, es decir,

a+bi=c+di si'y solo si a=c y b=d

Ejemplos

. Siz=2+7i y w=7+42i

z#w pues Re(z) =2 Re(w)=7
Im(z)=7 Im(w)=2

asiRe (z) # Re(w) y Im(z) # Im(w)
ii. Siz=x+1iy = 94 14i entonces debe ser

x=9 y y=14, esdecir z =9+ 14i

Suma y producto de niimeros complejos

Es preciso también, para que se cumpla la propiedad clausurativa de la suma y producto en todo C,
definir de alguna forma adecuada la suma y producto de cualquier par de niimeros de la forma a + bi,
como se procederd a continuacién: La forma mas natural de definir la suma de dos nimeros complejos
a+ bi, ¢+ di, teniendo en cuenta que se desea que la suma de dos nimeros reales es un nimero real
y que la suma de dos imaginarios puros, sea un nimero imaginario puro, es sumando las partes reales,
que serd la parte real de la suma y sumando las partes imaginarias que serd la parte imaginaria de la
suma, es decir:

(a+bi) + (c+di) = (a+c)+ (b+d) i
Ejemplos
i (34+5)+2-8i)=0B3+2)+(5-8)i=5-3i
5+ (3—i)=(5+3)—i=8—i
i, (i) + (14i) = 15i

iv. Hallar x,y tal que (2 — 3i) + (x +iy) = 4+ 3i
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2=3)+ @x+yi))=2+x) +(y—-3)i =4+3i
entonces 24+x=4 y y—3=3,
asiquex =4—-2=2 y y=343=06.

Para definir el producto en este nuevo conjunto, es necesario tener en cuenta que cuando éste se
efectiie entre nimeros reales debe coincidir en resultados y propiedades con los ya conocidos con el
producto usual en R, y que cuando se efectiie entre nimeros imaginarios se respete lo que motivé la
construccién de este conjunto es decir el hecho de que (i) (i) = i> = — 1. Estas razones hacen que
no se pueda definir el producto en su forma mds natural (a + bi) (¢ + di) = ac + bdi, sino que

sea necesario dar una definicién aparentemente un poco extrafia pero que se acopla a los objetivos
buscados:

(a+bi) (c+di) = (ac —bd) + (ad + bc) i.
Esta definicion se puede justificar realizando directamente el producto, utilizando la propiedad
distributiva de niimeros reales, y el hecho de que i 2 = — 1 asf:
(a+ bi) (c+di) = ac + adi + bci + bidi =ac + (ad + bc) i — bd
= (ac —bd) + (ad +bc)i  luego
(a+bi) (c+di) = (ac — bd) + (ad + bc) i.

Observe que con esta definicion si
z=0+i entonces z2> = (0+i)(0+i)=0—-1)+0+0)i=—1

Ademds utilizando en forma consecutiva el producto de i por si mismo se obtiene:

=1 P=() ()= (D) =i =)= =1

y a partir del exponente 5 el ciclo se sigue repitiendo, es decir

iS=(H)*(i)=i i

4,13 = (D)) = (1) (1) =—1
i7=()*) = (1) (=i) =

— 1 etc.

Mis general si se quiere calcular i elevado a cualquier nimero natural, por ejemplo i ' se puede
proceder de la siguiente forma:

;301 _ j4(125)+1 _ (i4)125 P = (1)125 i= (1) (i) =
[7523 _ ;(1880) (4)+3 _ (i4)1880 B = (1)1880 B = (1

es decir para calcular i” se representa el exponente p en laformap = 4n+rdonder =0,1,26 3,

entonces i = i*"*" = (i*)" i" = (1) (i") = i" que ya es conocido.

Observe también que el producto de dos nimeros imaginarios no siempre es imaginario, como se
vio con (i) (i), o también en el muy utilizado resultado:

(a+bi) (a—bi) = (a* +b*) + (ab—ab)i = a* +b* € R.
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Ejemplos

i (243)(3-5i)= (6415 + (9—10)i=21—i

i (20) 3+4i) = (04+2) (3+4i) = (0—8) + (6+0)i = —8+6i

i, (4+2i) (4—2i) = (4)>+(2)> =16+4 =20

iv. 9_47’ = %(9—7:’) = %—%i

v. Escribir el complejo (1 + i)/i en la forma a + bi
i> = —1 esdecir (i) (i) =—1 por tanto i:—%, es decir %:—i
luego (14+1i)/i = —i(1—+i) = (0—i) (1+i) =—1—1.

Esta suma y este producto satisfacen las mismas propiedades algebraicas fundamentales que sat-
isfacen los nimeros reales. (Conmutativa, asociativa, ...., etc), teniendo en cuenta que los niimeros
reales 0 y 1 (que también son complejos), seguirdn siendo los mddulos para la suma y el producto
respectivamente.

El inverso aditivo de z = a + bies el complejow = —z = —a — bi,
puesw+z = (—a—bi) + (a+bi) = (—a+a) + (=b+b)i =0+0i=0.

a b .
- !
a?+b>  a’+ b?

1
El inverso para el producto de z = a + bi,paraz # Oesw = — =
b4

: a b .
yaquez.w = (a+ bi) 2R 2R’

a’ N b? N ab N ba o 140i =1
= - = L= °
a+b> d?+b? a+b> d®+b?

Es evidente, teniendo en cuenta como se construy6 el conjunto C, que propiedades de orden en R,
como el que todo nimero elevado al cuadrado sea mayor o igual que cero, no se satisfardn en C, ya
que se parti6 del hecho de que i> = — 1 < 0, por tanto no se “considerara” orden en C como se hizo
en R. Aqui no tiene sentido decir que a + bi es mayor que ¢ + di (a menos que a + biy ¢ + di sean
ndmeros reales); asi, es absurdo decir que 5i > 3i 6 1+ i < 20 + 3i. ;Entre nimeros imaginarios
no tiene sentido el signo de desigualdad!

3.2.2. Representacion Grafica de Numeros Complejos

Hay dos nimeros reales que caracterizan un nimero complejo a + bi, su parte real a notada Re (z)
y su parte imaginaria b, notada Im (z) las cuales, de acuerdo al concepto de igualdad en C si se
intercambian entre si, alteran al nimero complejo z, pues a + bi # b + ai por tanto los nimeros
complejos tienen la misma caracteristica que las parejas ordenadas en el sentido de que:

a+bi=c+di & a=cyb=d vy

(a,b) = (c,d) & a=c yb=d
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Esto motiva a representar cada nimero complejo a + bi como la pareja (a, b) donde la primera
componente “a” corresponde a la parte real del nimero complejo y se ubicara sobre el eje de las
X, que se llamara eje real y la segunda componente “b” representara la parte imaginaria del nimero

complejo y se ubicard sobre el eje y, que se llamara eje imaginario.

Eje Imaginario

[ i

Eje Real

FIGURA N° 3.14

Ejemplos

i. El conjunto de todos los niimeros reales como subconjunto de C se representa mediante el eje
real.

ii. El conjunto de todos los nimeros imaginarios puros se representa por el eje imaginario sin el
origen.

iii. El conjunto de todos los nimeros complejos z con I'm (z) = 3 se representa por la recta hori-
zontal que pasa por 3i.

iv. El conjunto de todos los nimeros complejos z tales que Re (z) > 5 se representa por la zona
sombreada en la figura.

Re

FIGURA N° 3.15
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v. El conjunto de todos los nimeros complejos z tales que Im (z) < 8 se representa por la zona
sombreada; incluyendo la recta horizontal que pasa por 8.

Im

Re

FIGURA N° 3.16

NOTA

Observe que el signo de desigualdad en iv. y v. no es realmente entre nimeros imaginarios, sino
entre niimeros reales, pues R (z) e Im (z) son nimeros reales para todo z € C
3.2.3. Valor Absoluto de Nimeros Complejos

Teniendo en cuenta la representacion grafica de los niimeros complejos que se acaba de conocer,
geométricamente el valor absoluto de un nimero complejo se define lo mismo que en el caso real,
como la distancia del punto que representa el nimero complejo, al origen, es decir la longitud del
segmento de recta que va del punto al origen.

Siz = x + iy se puede apreciar en la siguiente gréfica que haciendo uso del teorema de Pitdgoras.

2l = VT Ey?

Im

Re

FIGURA N° 3.17

o de otra forma

2] = /(R (2))* + (Im (2))?

recordando que la parte imaginaria de z = a + bi es b y no bi. Observe que el valor absoluto de un
nimero complejo asi definido es siempre un nimero real no negativo.
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Ejemplos
i. Siz = —8+ Ilientonces |z| = \/(—8)* + (11)* = 64 + 121 = /185
ii. Siz = —3entonces |z]| = 1/(—=3)* 402 = 3
Observe que en general si z € R el valor absoluto de z como nimero complejo corresponde al
mismo valor absoluto de z como nimero real.
iii. Siz = —15ientonces |z| = \/02 +(—15)% = \/(15)2 =15
iv. Halle el conjunto de todos los nimeros complejos tales que su valor absoluto sea igual a 3, es
decir halle todos los valores de z € C para los cuales |z| = 3.
si se hace z = x + iy entonces
2] =3 & Vx2+y2=3 & x?+y? =9
que representa una circunferencia con centro en el origen y radio 3. Resultado que era de espe-
rarse pues la distancia de cualquier punto de dicha circunferencia al origen (su centro) es 3 (su
radio) y esto coincide con la definicién del valor absoluto.
Im
\/ Re
FIGURA N° 3.18
v. Sien el ejemplo anterior se pidiese hallar todos los nimeros complejos tales que su valor abso-
luto sea menor que 3, el resultado seria el interior de la circunferencia con centro en el origen y
radio 3 (por qué?). Cudles serian los nimeros complejos para los cuales |z| > 3?
Observe que aqui también ese simbolo de desigualdad no es entre imaginarios sino entre reales.
vi. El conjunto de todos los nimeros complejos tales que |z — (6 — 5i)| = 7 estd representado

por la circunferencia con centro en (6, —5) y radio 7 (por qué? Haga un desarrollo andlogo al
del ejemplo iv.
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3.24. Conjugado de Niimeros Complejos y Division
Si se trata de efectuar la divisién de nimeros complejos:

w a-+bi

z c+di

hasta el momento se realiza como el productow.z~! = (a + bi) (c +di)~ ! Pero si se tiene en cuen-
ta que siempre el producto (o + Bi) (@ — Bi) = a? + B? es un nimero real, es posible efectuar
esta divisién multiplicando numerador y denominador por ¢ — d i, con lo que se obtiene:

a+bi c—di (a+ bi) (c —di)

c+di c—di c2 4+ d? ’

es decir, la division se reduce a una multiplicacién de nlimeros complejos, dividiendo su resultado por
un nimero real (c2 + dz).

Dado el nimero z = ¢ + di, al nimero ¢ — di, sellama el conjugado de 7'y se notapor Z es
decir; si
z = c—+di, entonces 7 = c—di.

Graficamente, el punto que representa 7 es simétrico respecto al eje real, al punto que representa z.

Im
Y- o x—+iy
Ex Re
=y p--mmmmm-- ‘x—ly

FIGURA N° 3.19

Ejemplos
i. Sizg=3+5i; zZ7 =3+5i=3-5i.

ii. Sizgp=-3-5i; 2 = -3-5i = —-3+5i.

iii. Sizz=1i; zZm=0+i= —i

iv. Sizg=3; zz =34+0i =3
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v. Dividaz = 8 —ientrew = 2 + 3i

vi.

Vii.

z _8—i  8—-i 2430 _ (8 —1i) (2—3i)
w o 2+4+3i 2+43i2+3;i (2+3i)(2-3i)
(16 —3) + (—24—-2) i 13 — 26i 13 26 . L — 2
= = = — - —i=1-2i
(2)2+(3)2 13 13 13

Se habia visto que si z = a + bi entonces
T a _ b
R PE Y - PO Ry %)
de déonde sale esto?
1 1% a—>bi a—bi a b .
- = - = = = = — l
Z 217z (a+ bi) (a — bi) a>+b>  a?+b*>  a?+b?
por tanto:

1 4 -3 4 3.

. = - I = -+ 5z1

4 —3j 16 +9 16 +9 25 25
1/1——ipues
1 1 —i —i .
_ = - - = = — = —1
i i (i) (—i) 1
por tanto:
2 21 2 . 2.
- = = - = 7(—1) = — —1
Ti 7 i 7 7

Propiedades del valor absoluto y conjugado de nimeros complejos

Como las demostraciones de las propiedades que se enunciardn a continuacién son casi inmediatas
utilizando las definiciones, se dejardn en su mayoria como ejercicio, y se realizardn algunas a manera
de ilustracion.

L |z| = |Z].
2.2 =2

3. at+tn =0+

Demostracion

Seaz; = a+ biyz = ¢+ di, entonces

21+ 20 = (a+bi) + (c+di)
2+ =(@+c)+ (b+d)i
=(a—bi)+ (c—di) =71

= (a+c)+
= (a+c) —
+ 22,

(b+d)i  luego
d+Db)i =a+c—bi—di
luego

t+n=21t+2
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10.

11.

lz1 22| = |z1] |22]
Demostracion

Sizi = x1 + iy y 22 = X2+ iy

2122 = (x1x2 —y1y2) + (xiy2 +x2y1) i

lz1z2| = \/(X1X1 —yiy2)® + (xiy2 +xoy)?

=\/x2x3 — 2x10)1y2 + Y23 + X33 + 2xiyxy + 332

= /A D+ a3+ d]

=B B3 3 (B+) = /(@B +23) @)

=\ % B+ 93 = [alll luego

lz122] = |z1]|22]

¢ +2 - parte real de z.
2—z . L
ThE parte imaginaria de z.

2.7 =z|* =a*+b* si z=a+bi

Demostracion

Siz = a + bi, entonces X
27 = (a+bi) (a=bi) = a®+b* = (Va7 +57) = |z,
[Re ()] < |z]

[Im (2)] < |z].

<
<

lz1 + 2] < |z1] + |22]-
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Demostracion  (justifique todos los pasos)

lzi4+ 2] =@+ @+ =(+2) @+2) =G +2) +2 @ +2)
2121 + 2122 + 227 + 2272 = |Z1|2+Z15+Zzﬁ+ |Z2|2
=|ul?+uz+uan+|2)?

112 4 2Re (172) + |22]?

1212 + 2 |1 22] + |22)?

21)® + 2 [zl 1zl + 22l = Jail® + 2 [zl |2l + 22l® = (2] + |22])?,

VA

En conclusion |z + 22|® < (Jz1| +|z2|)* y extrayendo raiz cuadrada a ambos lados de la de-
sigualdad se tiene
lz1 + 22| < fz1] + |z
Ejemplos
i. Siz = 2 —3ientonces 7 = 2+ 3i, asi

lz] = /22 + (=3)* = V22 + 32 = [7].

ii. Siz=-3-2i, Z=-3+42iy 7 =—-3-2i,asiquez = z.

iii. (6—1) (2+8i) = (6—1i)(2+8i) pues
6—0) (2+8) = (12+8) + (48—_2)i = 20 1 46i = 20 — 46i

y por otro lado

6—i)(2+8i) = (6+i) (2—8i) = (12+8) + (—48+2) i = 20 — 46i

. i i
iv. -] = ues
(2+l> 2+1i) P

(25) = (e¥iams) = (357) = (57) =5 05055

y por otro lado

i —i —i(2+i) —2i+1  1-2i

2+i) 2—-i (2-i@Q+i)  4+1 5

—~

DN | —

V. [54+12i4+4-3i] < |5+ 12i|+]4—-3i] yaque
|5+ 12i+4—3i| = [9+9i| = 81+ 81 =92
I5+12i| =25+ 144=/169=13 ; [4—3i|=v16+9=+25=5
y es evidente que 9v/2 < 134+5=18=9-2 pues /2 < 2
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EJERCICIOS
1. Si zy =142 70 = 2+ 3i; z3 = 51,
Efectuar las operaciones indicadas

21
2223

a) 2z1 —3z2 + 23 b)z122 c) a')(mzzzs)_1

2. Escribir el complejo dado en la forma a 4+ ib con a y b reales, para:

l'307l'l9 <100 l.6+l.3*l.5
A 3 B D U
6—i 1+i i
d — L _
) (1+i0)? ‘ (2-3i) (4+1) D 373
3. Hallar x y y tales que
a) (x—iy)? = —8—6i b) 2x—y+ By —2x)i=2-2i
¢) 3+50) (x+iy) =1 d) (2+3i) (x—iy) = 1—2i

e) 3x+2iy —ix+5y =T7+5i

4. Hallar el valor de cada una de las expresiones siguientes.

1 \/?)
Si =2 —i; =141 = —= 4+ —i
121 L, 72 +l7 23 2+ 2 l
1
a) |3z1 + 22 D) |Z1Z223’2 c) ‘23‘2 d) p
7121

2

220 4+2z1—5—1i _ _ a2 _
S N |zi2+ 2227 g) [Im(z122)]

21 +2z0 -3+

21 — 22 N
h Re ——— l Z1%
e (552)] e
5. Describa y construya la grafica de la regién del plano representado por cada una de las ecua-
ciones siguientes.

e)

d)|z=3|+|z+3| =10 e l|i—z|=1 flz =2-z2

8)7 =z im(?) =4 iz+7 =4

6. Halle los nimeros complejos z que satisfacen:
a)l <|z| <3 b)1 < |z—-2i]| <5 ¢)|z+1] >3

d)|z—i|>1 e)Im(z?)>1 f)Re (z?) > 1
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7. Cual de las afirmaciones siguientes es verdadera para todo z;, zp € C

a) Re (z1 +22) = Re (z1) + Re (22)

by Im (z1 +z2) = Imzy +1Imz,

¢) Re (z1z2) = Re (z1) Re (z2) — Im(z1) Imza
(

d) Im (z1z2) = Re (z1) Imza + Imzy Re (22)



Capitulo

TEMAS ADICIONALES CON NUMEROS
NATURALES

4.1. DOS SUMAS FINITAS IMPORTANTES

Suponga que se desea hallar la suma de los n primeros niimeros naturales para n fijo. Si bien es
cierto el proceso es sencillo, pues consiste simplemente en realizar un nimero finito de sumas, resul-
ta un poco engorroso si se pretende hacerlo manualmente para un nimero n suficientemente grande.
Sin embargo es posible hallar una férmula sencilla que permite realizar este cdlculo sin efectuar sumas.

Sea S, el resultado buscado para un 7 fijo, es decir sea.
Sp=14243+...+(n—-2)+(n—1)+n

el cual se puede representar también como:
Sp=n+n—-1)+n—-2)+...4+34+2+1

sumando estas expresiones se tiene:

Sy = 1 + 2 + 3 + ... + (m=2) + (m—1) + n
Sy = n + (n—1) + n-=-2 + ... + 3 + 2 + 1
28, = (n+1) + (n+1) + (n+1) + + (n+1) + (n+1) + (n+1)
y puesto que son n sumandos entonces
1
28, =n(n+1), por tanto Sn:n(n;— )

81
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Ejemplos

i 14243144546= 6(62“) _ (6);7) —21

resultado que se puede verificar ficilmente en forma manual al realizar la suma.

(100.000)(100.001)
2

ii. 14+2+3+...4+100.000 =

resultado demasiado engorroso de verificar manualmente.
n(n+1)

2
iv.. 70+71+...45000=(1+2+...45000) — (1+2+...4+69)

ii. a+2a+3a+...+na=a(14+2+3+...4n)=a

_ (5000)2(5001) _ (69)2(70) — 12502500 — 2415 = 12500085

v. (Serie aritmética finita)

a+(a+d)+ (a1 +2d)+...4(a+(n—1)d) = ay+ar+...+a1+d+2d+...+(n—1)d
n veces
= naj+d(1+2+...+(n—1))

(n—1)n

2
din—1)

5 )
n

= 2(2(11 +d(n—1))

= na;+d

= n(a;+

vi. Parahallar A, =7+ (7+20) 4 (7+40) + (74 60) + ...+ (74 (29)(20)) se aplica el resultado
dev.paraa;=7 d=7 n—1=29 n=30por tanto:

Ay = %(2(7) +20(29)) = 8910

Otro resultado de gran importancia en estudios posteriores de matematicas es la llamada serie geo-
métrica finita que consiste en sumar los n resultados de elevar un nimero fijo r(r #0, r # 1) a las
(n+ 1) primeras potencias: 0, 1,2, ...,n. Para ello sea G, el resultado buscado:

Gy = rO4r 2
Gy = 1 4r +r24. 424y

por tanto
rG, = r+rr+r+. .+ 4!

y restando (G, — rG,) estas dos expresiones se tiene:
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Go= 1 + r + 7~ + + 724+
rGu= r + r + r + + 7+ 4+
G,—rG,= 1 — 1
y asi
Gu(1—r)=1—r""' esdecir
1 -t
Gy = para r#1
1—r
Ejemplos

i. Gy=14+3+9+27+81+2434+729=1+3+32+334+34435436
Aqui r = 3 y n = 6 entonces

1-37  1-2187

=13~ 1.3 10

G

ii. 6+6(1/2)+6(1/4)+6(1/8)+...+6(1/2%")
= 6(1+(1/2)+(1/2)*+(1/2)> +...+(1/2)")
1— (1/2)n+1

= T

i, (V2 + (V2! + (VD)2 4+ (VD)

= [(V2)'+ (V) +.. .+ (V2 - [(V2)+...+ (vV2)")
1_(\/2)32 B 1_(\/5)20 B 1_216_1+210

1—v2 1—v2 1—v2
10 __H»l6 _

_ 227 B2 sesosa
1—v2 1—v2

iv. Utilice procedimiento similar a (iii.) para mostrar que para k€N k<n

rk(l o rn7k+1)

=
1—r

4.2. SIMBOLO DE SUMATORIA

Dada una férmula que contenga una variable k, con el fin de comprimir la suma de un nimero finito
de términos que se generan el reemplazar en esa férmula la variable por nimeros naturales sucesivos
1,2,...n, se usa frecuentemente un simbolo que se llamara simbolo de sumatoria, que se nota con la
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letra griega sigma mayuscula 5 y que estd definido asi:

=aitax+...+ay

M =
Q
~

k

1

donde ay, es la férmula que genera los nimeros a1, ...,a, al reemplazar en ella la k por los niimeros
1,2,...,n respectivamente.

n
Generalizando, una expresién de la forma Y aj, para p € N, p <n, tendrd el significado de
k=p

n
Z ak=dap+api+...+ay,
k=p

Ejemplos

i k§1(2k+1) =2()+D+2R)+D)+23)+1)+(24)+1)=3+5+7+9=24

ii. kikSen (&%) =3Sen (3F) +4 Sen () +5 Sen (3F) = (3)(—1) +4(0) +5(1) =

iii. Los resultados de la seccion anterior con el simbolo y quedaran:

" 1
14243+...4+n= Zk:n(nJr )
k=1 2
n l_rn+1
Lbrdrite =Y rf=——— conr#l
& 1—r

TR+l 941 1641 2541  36+1 49+1

NSk a3t aataos taoe T oy

v. La expresion (—1)*, a medida que k toma los valores 1,2,3,4... representa los nimeros
—1,1,—1,1,... respectivamente, es decir esa expresiéon multiplicando una férmula de sélo
términos positivos o sélo negativos hace que los términos de ésta se alternen entre negativos
y positivos. Asi por ejemplo:

16
tietsttotea P

8 +4+6 8 10 12 14
> 49" 16 36 49 ' 64

~t3 1076 Y

6+8 10 12 14 16
9 16 25 36 49

8( 1) R ,i+§ 8+&,B+E,§
z K2 1 4 9 16 25 36 49 64
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Cuando se trabaja con el simbolo de sumatoria es necesario conocer algunas propiedades de él, las
cuales facilitaran su manipulacién:

1. Propiedad de cambio de variable

Al cambiar el simbolo k en toda parte donde se presente una sumatoria, por otro simbolo, el
valor de la sumatoria no varia, es decir.

n n n
zak:zai:zaj
k=p I=p J=p

Ejemplo

5 5 5
Y 3+ =343 +3"+3 =360 = 3":2231'
k=2 i= =

2. Propiedad homogénea

donde ¢ es una constante. En efecto:

n
cay=caj+car+cas+...+cap+=cla;+ar+...+ay) :cZak.
i =1

M=

k

Ejemplo

3 3
Y 22 =23 kK =2(1+22+3%) = (2)(14) = 28
k=1 k=1

3. Propiedad aditiva

n n

dlatb) =Y at ) b
k=1 k=1 k=1

En efecto:

(ak—l—bk) = (a1+b1)—|—(a2—|—b2)+...+(an—|—bn)

by
T™ =

(al—|—a2—|—...—|—a,,)—|—(b1—|—b2—|—...—|—bn)

n n
Z ay+ z by
k=1 k=1
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Ejemplo

4 4 4 4 4
S Vktok=5 Vi+y ok=3 Vk+63 k
k=1 k=1 k=1 =1 k=1

4. Propiedad de suma de constantes iguales

1=n en efecto:

M=

k

1

n
21:1+1+1+...+1:n y asi
=1

nveces

2 ="
k=1
Ejemplo
6
L Y Il=1+14+14+14+14+1=6
k=1
10 0
ii. ¥3=33,2,1=3(10)=30
k=1
5. Propiedad de cambio de limite
n n+p
z ay = z Clk_p
k=1 k=T+p
En efecto:
n+p
Z Ak—p = Apt1—ptdpy2-p+dpi3—p+...+dnip—p
k=p+1
= a1+ay+az+...+a,
n
k=1

Ejemplo

i3 3k= Y 3(k+4)
k=5 k=1
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6. Propiedad aditiva para los limites
n p n
Zak:zak+ Z a. p<n p>1
k=1 k=1 k=p+1

Para su demostracién use la definicién de sumatoria y la propiedad asociativa de la suma de
ndmeros reales.

Ejemplo

10 5
YKE=3
= i

10
H+z#
=1 k=6

7. Propiedad telescopica

(ax —ax—1) = a, —aop

M=

k

i
En efecto:

Z ar—ax—1 = (a1 —ap)+(aa—a1)+ (az —ax) + (as —as) + ...+ (an—1 — an—2) + (an — an—1)
=

En la anterior expresion se puede observar que los primeros términos de cada paréntesis, se can-
celan con los segundos términos de los paréntesis siguientes, por tanto sélo quedan, el segundo
término del primer paréntesis y el primer término del dltimo paréntesis es decir:

—ap+ a, = a, — ap, luego

1
> (ak—ar—1) = an—ao
k=1

Ejemplo
230
i. 22](_2/(71 :2230_2171 :2230_1
=1
U | 1 1 1
ii. Z _—— — = —
5 3(k+1) 3k 3(100+1) (3)(1)
1 1
= n
T3k Y0 3%
EJERCICIOS

1. Hallar el valor de

4

a) 3 (;+k)

k=1
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b) §k2—2k
k=3
6

c) S Sen(2k)
k=2

d) %(—1)’<7’<
k=1

2. Expresar cada una de las sumas siguientes usando la notacién de sumatoria.

a) 14 +2*+3*+...+100*
b) 14+3+5+7+...+101

c) %—i+ﬁ+...+(—1)"“ <2>

9 27 3
1 2 3 80
d) §+§+Z+-..+ﬂ

e) T+12+17+...+(2+5n)
£) 24+4464...+1040

3. Cual de las expresiones siguientes es verdadera.

100 9
a) Yy 2k+5=73 2k+7
k=3 k=2

1020 1000
by y3=73 3
k=50 k=30

40 39
¢) Y 3k*—2k+5=3 3k>—2k+6
k=1 k=0

20 10 20
d) SE+1=3 KP+1+5k2+1
k=1 k=1 i
e)Si a#l
n k n ak+1_ak
a* = _—
kgz kgz a—1

4. Hallar el valor de las sumas

Q) S 2%—1
k=1

e) ?(2k+1)2—(2k—1)2
k=4
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00 | 1
D X ao ~ mer

n
8 kZI ¢
Sugerencia: despeje k> de (k—1)° = k% —3k*> + 3k — 1

5. Cudles de las siguientes sumas se pueden expresar como telescopicas.

n
a) Yy ag_1—a
=1

n
b) 'y a1 —a
=1

n
€)Y Q4 — Gry3
k=1

201 |
d) 3 5= g

20 1
€) 3 %~ %

6. Hallar a; tal que cada una de las sumas siguientes se pueda transformar en una telescépica y
halle el valor de la suma

20

a) Yy ax—>5k
k=1
28

b ¥ ay — Sen(2")
k=1
15

o) Y apr—(2k—3)3
k=3

100
d) Y ap—(K+2k—1)
k=1

100

e) > ar—1

k=20

4.3. FACTORIAL (})

Se plantea el siguiente problema: ;De cudntas formas se pueden sentar 5 personas en 5 sillas?.
Para sentarse la primera persona tiene 5 opciones; por cada opcién de esta persona, la segunda per-
sona tiene solamente cuatro opciones, (pues ya hay una silla ocupada); por cada opcién anterior la
tercera persona tiene 3 opciones (pues ya hay 2 sillas ocupadas); por cada opcion anterior, la cuarta
persona tiene dos opciones y por cada opcién anterior, la quinta tiene una sola opcién, por lo tanto en
total el nimero de formas en que se pueden sentar las cinco personas en cinco sillas es (5)(4)(3)(2)(1).
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En la solucién de problemas anilogos al anterior y otros tipos de problemas, aparece el producto de
un nimero natural por todos los que le preceden. Este producto de llama el factorial de dicho nimero
natural y se nota n! es decir:

nl=m)(n—1)(n—2)...(2)(1)

De esta definicion se puede concluir que:
n=nn—1)(n=2)...2)(1)=n[(n—1)(n—=2)...(2)(1)] =n(n—1)!

Ejemplo
8! =(8)(7)(6)(5)(4)(3)(2)(1) = 8[(7)(6)(5)(4)(3)(2)(1)] = 8(7)! = 40320

Obsérvese como el factorial de un nimero crece rdpidamente, pues si se tuviera solamente 8 per-
sonas para sentarlas en 8 sillas, existirfan 40320 formas posibles de hacerlo.

Resulta conveniente en la condensacion de algunas expresiones, definir el factorial del nimero cero,
el cual se define como 1, es decir
0l=1

esto se justifica si se tiene en cuenta que de n! = n(n—1)!, paran = 1 se tiene 1! = 0! 1 entonces
1=0!

Ejemplo

Para simplificar la expresion:
(roh(e! (3
(71 (51)(6)(2)
se procede a descomponer los factoriales de los numeros mas grandes en términos del factorial de los
numeros mas pequefios con el objeto de cancelarlos asi:

(10)(6)3) _ 10)OETOEIGC) _ 10161651 2160

(7H(5H)(6)(2) (7H(5H)(6)(2)

4.4. NUMEROS COMBINATORIOS

Considérese un conjunto A con 7 elementos, se trata de hallar el nimero de subconjuntos diferentes
de 3 elementos que tiene A. Para el primer elemento se tienen siete opciones; para el segundo elemento
se tienen seis opciones por cada opcidn del primero. Para el tercer elemento se tienen cinco opciones
por cada opcién anterior y por lo tanto el nimero de subconjuntos con tres seria (7)(6)(5). Pero estos
subconjuntos no son todos diferentes, ya que aparece por ejemplo el subconjunto {a,b,c} y también
los subconjuntos {b,c,a}, {a,c,b}, {c,b,a}, {c,a,b}y {b,a,c} que son iguales como conjuntos; es
decir, cada subconjunto de tres elementos aparece 3! veces, (pues el nimero de opciones distintas de
acomodar tres elementos diferentes en un conjunto es 3!); luego el nimero de subconjuntos diferentes
de tres elementos es

(71)(6)(5)

3!
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lo cual se puede expresar asi:

(M©)5) _ (NO)S)HG)2)(M) _ 7! 7!

3 3@B3)Q2)() :3!(4!):3!(7—3)!:

35

Generalizando, se tiene que el nimero de subconjuntos diferentes con k elementos que se pueden
extraer de un conjunto con n elementos (n > k) es

n!
k!(n—k)!

Esta expresion aparece en algunos problemas similares y se llama el nimero combinatorio 7,k el

cual se nota por (Z) es decir:
ny\ n!
k) kl(n—k)!

Ejemplo

i. ¢(De cuantas formas diferentes le pueden repartir a una persona siete fichas de un dominé (28
piezas)?
Este problema es equivalente a hallar el nimero de subconjuntos con siete elementos que se
puede extraer con 28 elementos, luego la solucién es:

—(9)(26)
=1184040

7 7
ii. Hallar el valor de: <5> y (2)
7 7!
= =21
(5) 5121 Y

7 7!
=——=21 1
<2> 215! Hego
T\ (7
5) \2
Este es un caso particular de la siguiente propiedad:

(£)-(,1) o



92 Capitulo 4. TEMAS ADICIONALES CON NUMEROS NATURALES

(nik> - (n—k)!(nni n—h) (n—nli)!k! - (Z)

iii. Hallar el valor de (n) y <n>
0 n

iv. La siguiente propiedad resulta util en el trabajo con nimeros combinatorios, por ejemplo en la
construccién del conocido tridngulo de Pascal, como se vera mas adelante:

<Z>+<kil> - (n:1>

En efecto: " + " = n! + !
©o\k k—1) kl(n—k)! (k=D (n—k+1)!

n! n!
k=D =R k=Dl =K —k+1)
~ nl(n—k+1)+nlk
Ck(k—D)(n—k)(n—k+1)
~onl(n+1)  (n+1)!

Ckl(n—k+1)! kl(n+1—k)!

1)

1. ¢(De cudntas formas acomodaria 10 personas en una fila?

EJERCICIOS

9!6!3!

2. Simplificar 315121

3. (Cudl de los enunciados siguientes es valido?

a) (ab)!=a!b!

a al
b W
b) (b) b!
¢) (a+b)!=a!+Db!

4. Tomando A = {2,3,5}, muestre que hay 3 subconjuntos diferentes de 2 elementos.

. . n
5. Dar una interpretacion a < ) =1
n
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6. (De cuantas formas es posible extraer de un grupo de 15 personas, una comisién de 7 personas?

7. ¢Dado un conjunto con 5 elementos, cudntos subconjuntos tiene sin elementos?, ;cudntos con
1,2,3,4,5?7 y (cuantos subconjuntos tiene el conjunto?

n n
8. Hallar n tal =
allar n tal que <10) (7)
14 14
9. Hallar k tal =
allar aque<k> <k—4)

4.5. TEOREMA DEL BINOMIO

Uno de los problemas que se presenta al usar el tridngulo de Pascal es que para desarrollar (a +b)"
es necesario construir todas las n primeras filas de dicho tridngulo, lo que se hace muy dispendioso
para un n grande. Para obviar este problema se presenta a continuacién una version de este tridngulo
usando niimeros combinatorios.

0 1 1
Puesto que <0> =1 <0> =1 <1> =1 |, las dos primeras filas del tridngulo se van a

expresar como:

0
0

(o)1)

por consiguiente los elementos de la tercera fila seran

() G)
(0)<(1)-()) ()
(0)(1)+()

Anélogamente los elementos de la cuarta fila serdn:

e O
=6 G0-0-0) O0-G -0

quedando la cuarta fila en la forma:

2
los cuales teniendo en cuenta que 1= ( O)

se presentardn como:
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3\ /(3\/3\ /3
0/\1/\2/)\3

continuando de esta forma se concluye que la nueva presentacién del tridngulo sera:

(@+b)? —— e <8)
e (3)()

ey oo (30)
oy wmemememeaee HOEE)
ot o (DOEE)
ot <o HEHEHEEE)

asi sucesivamente.

De donde se puede intuir que la (n+ 1) fila del tridngulo o sea la que corresponda a los coeficientes
de (a+b)" tiene como elementos:

En resumen la expresion (a+ b)" se puede expandir como:

n__ n n n n—1 n n—212 n n—1 n n
(a+D) —<0>a +<1>a b+(2>a b +...+<n_1>ab +<n>b

que condensada por medio del simbolo de sumatoria es:

(a+b)" = i (Z)a"_kbk

k=0

resultado que es conocido con el nombre de Teorema del Binomio
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Ejemplos
i.

b Py 2 2 2—i i
(at+3b)* =Y o) (30)

i=0

(g)az + (f)a(sb) + G)(sb)z

a* + 6ab + 9h*

il.

EJERCICIOS

1. Halle el desarrollo de:

a) (V2ab++/3a?h?)?
b) (x%y—xy¥)*

§
2. Halle el cuarto termino de (E I J—J) .el termino independiente y el coeficiente de x ~2y?
Yy ox

. 3\ P . . ‘
3. Halle el coeficiente de x'® en (xz + ;) . ¢l noveno termino y ¢l termino independiente.

4. Halle el coeficiente de x° en (x*/2 +x1/3)"_si la suma de todos los coeficientes cs 128.

9
- . 3 1 ;
. Halle el termino independiente en (—x2 = —) . ¢l cocficiente de x©

N

2 3x
6. Halle el valor de:
0 56
a :
) 2 ()
50
h 01k
) 2, ()=

500
500 sk
C) E ( . )3500 ka
k=0
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7. Hallar el termino independiente

a+1 a—1 10
a?B—alBr1 a—all?

4.6. INDUCCION MATEMATICA

Otra de las caracteristicas importantes de los nimeros reales es el llamado “principio de induccion
matemadtica” el cual permite demostrar rigurosamente proposiciones que satisfacen los nimeros nat-
urales. Debido a que para los objetivos de este libro este tema se puede obviar, se presenta como un
apéndice, para que sea consultado por el lector interesado en él.



Capitulo

GEOMETRIA ANALITICA

En este capitulo se estudiardn algunas curvas en el plano, pero no solamente considerando su gréfica,
sino que gracias a la representacion de puntos en el plano por medio de pares ordenados de niimeros
reales, estas curvas se pueden representar mediante ciertas ecuaciones. El estudio de estas curvas
mediante este tratamiento, mezcla de la representacion grafica y la representacién algebraica, es lo
que se conoce como geometria analitica.

5.1. LINEA RECTA

Se conoce, desde la secundaria, que dos tridngulos se dicen semejantes si “sus lados correspon-
dientes son proporcionales”, es decir, los dos tridngulos tienen la misma forma aunque no tengan el
mismo tamafio. Para que se pueda cambiar el tamafio sin cambiar la forma se pueden cambiar las
longitudes de los lados pero no se deben cambiar las medidas de los dngulos, como se puede observar
en la figura 5.1.

FIGURA N° 5.1

Esta observacién permite concluir que dos tridngulos son semejantes si sus dngulos correspondi-
entes son iguales.

Una aplicacién inmediata de este concepto de tridngulos semejantes se encuentra en la solucion del
problema de buscar el punto medio de un segmento de recta que une dos puntos A(aj,a2) y B(b1,b2).
En la figura 5.2 el tridngulo A B C es semejante al tridngulo A M N, entonces si el lado A M es la mitad
del lado A B, por semejanza de tridngulos, el lado A N es la mitad del lado A C. La coordenada x del

97
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punto M es entonces:

1 1 1
a1+§(b1—a1):a1+§b1—fa1

2
1 1
= —ai+-b
201—1-2 1
1
25(01+b1)
y
B
by {
M
A
a1 .
N C
} | X
al

FIGURA N° 5.2

Por otro lado también, por la semejanza de los tridngulos ABCy AM N, si A M esta mitad de A B
entonces M N es la mitad de B C'y asi la coordenada y del punto M es:

1 1 1
az-f—i(bz—az) = a2+§b2—§a2
= el = Lam)
— 2612 ) 2—2 aj 2

Por consiguiente, las coordenadas del punto M (punto medio del segmento A B) son:

<; (a1+b1), % (a2+b2)>

Ejemplo 1
Hallar el punto medio del segmento de recta que une los puntos (2,4) y (6,8) .

24+6 448
El punto medio es (x,y) = <;—, ;) = (4,6)

Para acercarse intuitivamente al concepto de recta se compara una linea recta con otra curva que no

es recta. Considérese la recta que pasa por los puntos (0,0) y (4,8) y la pardbola y = x*> que pasa por
los puntos (0,0), (1,1), (2,4), (3,9), y otro punto.
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(0,0) (0,0)

FIGURA N° 5.3

—Io
Il
wion

#+

—l—
—lw

Para localizar en el plano esos puntos de la pardbola se debe avanzar una distancia horizontalmente
y avanzar otra distancia verticalmente; asi estando en el punto (0,0) se avanza horizontalmente 1y se
avanza verticalmente 1 y se llega al punto (1, 1), estando aqui si se avanza horizontalmente 1 se debe
avanzar verticalmente 3 para llegar al punto (2,4), si se avanza de aqui horizontalmente 1 se debe
avanzar verticalmente 5 para llegar al punto (3,9). Se observa que la relacién entre lo que se avanza
verticalmente y lo que se avanza horizontalmente para ir de un punto a otro de la curva no se conserva
mientras que para la recta esa relacion si se conserva, porque para ir de (0,0) a (1,2) lo que se avanza
verticalmente es el doble de 1o que se avanza horizontalmente lo mismo que para ir de (1,2) a (2,4), 0
parairde (2,4) a (3,6) lo que se avanza verticalmente es el doble de lo que se avanza horizontalmente.

La invarianza de esa relacion es la principal caracteristica de las rectas. A la relacién de lo que se
debe avanzar verticalmente con respecto a lo que se avanza horizontalmente para ir de un punto A de
una recta a otro punto B de la misma, se conoce como pendiente de la recta usualmente notada por
m. Para la recta que se ha tomado como ejemplo, la pendiente es 2 ya que lo que se debe avanzar
verticalmente es el doble de lo que se debe avanzar horizontalmente para ir de cualquier punto A a
cualquier punto B de la misma recta.

Para una recta L no vertical cualquiera, si el punto A tiene coordenadas (a;,a,) y el punto B tiene
coordenadas (b1,b;) la pendiente de la recta serd, de acuerdo con lo que muestra la figura 5.4:

FIGURA N° 5.4
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by —ap

m =
by —a;

Claramente las rectas horizontales tienen pendiente m = 0. Para las rectas verticales la definicién de
pendiente presenta el inconveniente de la “divisién por cero”por lo que se dice que las rectas verticales
no tienen pendiente o tienen pendiente infinita.

Para la determinacion de la pendiente de la recta L de la figura 5.4, implicitamente se considerd el

tridngulo rectingulo A B C, en el cual la relacion m =

az’ corresponde a la tangente del dangulo
1—a

BAC (cateto opuesto sobre cateto adyacente), que es el mismo independiente de la eleccién que se
haga de los puntos A y B sobre la recta. A este dngulo se le llama “dngulo de inclinacién de la recta
L.

Se observa entonces que la pendiente de una recta es la tangente de su dngulo de inclinacion; por lo que
rectas con angulo de inclinacién agudo tienen pendiente positiva y rectas con dngulo de inclinacién
obtuso, tienen pendiente negativa y reciprocamente.

1. Supongamos que la recta estd inclinada a la derecha. (Fig. 5.5)
y

(x17YI) X2 —X1
6" )

FIGURAN® 5.5

Y2—y1
X2 — X1

Pendiente = Tan 0 =

2. Supongamos que la recta estd inclinada a la izquierda. (Fig. 5.6)
y

A (xlvyl)

y1i—Yy2

FIGURAN® 5.6
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Pendiente = Tan 6 = Tan (11— )
_ Tanmmi—Tan §
1 +TannTan Y

=—-Tan { = —i;:i?

_y2=Nn
X2 — X1

El 4ngulo de inclinacién de una recta debe ser mayor o igual a cero y menor o igual a 180°.

Ejemplo 2

Hallar la pendiente m y el dngulo de inclinacién 8 del segmento de recta que une

a) Los puntos (—8,—4), (5,9)
b) Los puntos (8,-2), (12,—6)
¢) Los puntos (12,6) , (12,10)
d) Los puntos (2,5), (10,5)

Solucion

9—(—4 13
a) La pendiente viene dada por m = 5—(—8; == 1 y el dngulo de inclinacién es 45°
pues Tan 6 = 1, luego 8 = 45°.

—6—(-2) —4
:7:7:—1 : T :—1 :1 ©
b) m 5% 1 : Tan 6 , entonces 0 35
) _10-6 _4 luego m es infinitay Tan @ = o yasi 6 =90°
cm—12_12—0, uego m y Tan@ = vy =90°.
5-5 0 R
d) m—m—g—o, y Tane—(), Por tanto 6 = 0°.

La manipulacién algebraica de la recta requiere que se puedan representar los puntos de una recta
por medio de una ecuacién que solo sea satisfecha por las coordenadas de los puntos de esa recta.
Para encontrar la ecuacién de una recta L que pasa por un punto A = (aj,ay) y tiene pendiente m, se
considera un punto cualquiera P(x,y) de la recta, diferente del punto A, y se calcula la pendiente de la
recta en términos de las coordenadas de P y de A, es decir, se establece que:

y—a
m =
X —aj

expresion que ya puede considerarse como ecuacion de la recta que pasa por A y tiene pendiente m.
Se acostumbra la siguiente presentacién equivalente para esa ecuacion:

y—a,=m(x—ay)
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y se le llama forma Punto-pendiente de la ecuacidn de una recta.
De esta expresion se puede deducir una forma mas conocida de la ecuacién de la recta, asi:

y—a, = m(x—ay)
= mx—ma;+ap

y = mx+b, donde b= -—ma+a

aqui b es el corte de la recta con el eje y que se obtiene haciendo en la ecuacién x = 0 Figura 5.7.
y

y=mx+Db

el

FIGURA N° 5.7

Ejemplo 3

2
Hallar la ecuacion de la recta que pasa por el punto (2,2) y tiene pendiente 5

— 2 -2 2
Como m=2—"2 entonces = =2 , portanto y—2=—(x—2) eslaecuacién de
X—a 5 x-—2 5
la recta.
Ejemplo 4

Hallar la pendiente, los interceptos con los ejes coordenados y 3 puntos de la recta que tiene por
ecuacion y+4x ="7.

Como y+4x=7, entonces y=—4x+7, vy asilapendientees —4.
Para hallar el intercepto de la recta con el eje y, se hace x = 0 en la ecuacién de la recta y = —4x+ 7
para obtener y = 7.
Para hallar el intercepto con el eje x, se hace y = 0, en la ecuacidn de la recta y = —4x -+ 7 para obtener
—4x+7=0, es decirx =7/4.

1
Para hallar 3 puntos de la recta se le dan a x 3 valores distintos (0 ay) por ejemplox =0,x=1,x = 1

en la ecuacion de la recta para obtener los puntos (0,7), (1,3), (1/4,6).

Como la caracteristica fundamental de una recta no vertical es que la pendiente es una constante m,
cualquier par de puntos determinan la recta y por consiguiente su ecuacion.
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Sean A = (aj,a2) y B = (b1,by) dos puntos diferentes de una recta L, como ya se estableci6 la
pendiente m de la recta L, se calcula asi:

by —ap

b —a

y por consiguiente la ecuacion de la recta es:

y—a;=m(x—ay); es decir,

yea= (P22 ) - a)

b1 —a

que es la ecuacion de la recta L que pasa por los puntos A(aj,az) y B(by,bs).

Ejemplo 5

Hallar la ecuacién de la recta que pasa por los puntos (4,0) y (0,4).

La ecuacion de la recta que pasa por los puntos (4,0) y (0,4) viene dado por

(4-0)
0-4)

(x—4), es decir,
y = —(x—4), es decir x+y = 4, por tanto
x+y—4 =0 es la ecuacion pedida.

Como una recta vertical no tiene pendiente, su ecuacion no es de la forma punto-pendiente. Al ser
una recta vertical todos sus puntos tienen la misma coordenada x (x = a, si la recta corta al eje x
en el punto (a,0)) y la coordenada y es cualquier nimero real. La ecuacién de esa recta vertical se
expresara entonces como:

x=a; donde se entiende que y es cualquier nimero real.
La forma punto-pendiente de la ecuacién de una recta L que pasa por el punto (aj,a;):
y—a,=m(x—ay)
se puede cambiar asi:
mx—y—ma;+a, =0

mx—y+(ay —ma;) =0

se hace m = A; B=—1y C = ay —ma; para obtener Ax+ By+ C =0 que se conoce como
ecuacion general de la recta y que tiene la propiedad de recoger todo tipo de rectas: horizontales,
verticales y oblicuas.
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Ejemplo 6

Hallar la ecuacién de la recta que pasa por (2,—3) y tiene un dngulo de inclinacién de 60°.

Como el dngulo de inclinacién es de 60°, su pendiente es m = Tan 60° = /3, y asf la ecuacién de
larectaesy+3 =+/3(x—2)

Ejemplo 7

Hallar la ecuacién de la recta que pasa por los puntos (0,3) y (6,0) .

La ecuacion de la recta que pasa por los puntos (0,3) y (6,0) es

0-3 1
y—0= 5 0(x—6); es decir y = —E(x—6), es decir 2y = —x+6, por lo tanto x+2y—6=0.
Ejemplo 8

Dada la ecuacidon de la recta 3x+ 2y = 12, Hallar la pendiente y el intercepto con el eje y.

3
Como 3x+2y=12, entonces 2y= —3x+12, luego y= —§x+ 6, vy asi la pendiente es

3
) y el intercepto con el eje y es 6 (cuando x = 0).

5.1.1. Angulo entre dos rectas

Es claro que si dos rectas L; y L, son paralelas tienen el mismo dngulo de inclinacién y por consi-
guiente la misma pendiente. Ahora si las dos rectas no son paralelas se deben intersectar en algin
punto y formar necesariamente un dngulo agudo entre ellas, el cual se llama “angulo entre dos rectas”.
(Coémo se calcula ese angulo?

Consideremos dos rectas L y L con inclinaciones 8 y 6, respectivamente, ninguna de las dos rectas
es horizontal o vertical.

y
L,

C L]

91\ X
<

FIGURA N° 5.8

De la grafica (Fig. 5.8) se observa que el dngulo 8, es un dngulo externo al A A BC, entonces

6,=06+a, luego a=0,—6;
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Tan 6, —Tan O
Ahora Tana =Tan (6, —6,) = linTaleg;ann 9]1

mp —nmj

1 4+mom

donde m; es la pendiente de L y m es la pendiente de L.

Luego el dngulo o entre las dos rectas es aquel cuya tangente esta dada por

my —nmy
Tan o0 = ————.
1+ mom

Si L y L, son perpendiculares, entonces 0 = 90° y Tan 90° es infinito, lo cual sucede si el denomi-

nador de la expresion de arriba es cero, es decir, si

14+mym; =0 0 sea, si

moymp = —1

lo que indica que dada una recta con pendiente m; # 0, cualquier recta perpendicular a ella tiene

pendiente

1
my = ——
mq

Ejemplo 9

3
Hallar el dngulo entre las rectas y=+/3x; y= \?x. (Figura 5.9)

y
y=13x
V3
=—x
6 y=73
X
FIGURA 5.9
V3 2V3
V-2 23
— 3 3
Tan 8 = lm—i mo_ \3@ = ; = { entonces 0 = 30° (pues Tan 30° = {)
mom
SR RV AL
3
Ejemplo 10

Sabiendo que el dngulo formado por las rectas L; y L, es de 45° y que la pendiente de L; es 2/3,
hallar la pendiente m, de L,
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my —m . my—2/3
———— esdecir, 1=—=-——"——
1+ (2/3)m;
my

2
m2—§m2:1+2/3, es decir ?:5/3, luego my =5.

2
Como Tan45° = , entonces 1+ 3 my =my—2/3, luego

14+mimy

Ejemplo 11

Hallar la ecuaci6n de la recta que pasa por (0,0) y es perpendicular a la recta que tiene por ecuacién
y=x.

Como la recta que pasa por (0,0) es perpendicular a la recta que tiene por ecuacién y = x,

entonces su pendiente es m = 1= —1 y por tanto su ecuaciénes y—0= —1(x—0), es decir
y=—x.
Ejemplo 12
Lasrectas x+2y=8 y 2x+4y=1 son paralelas ya que sus pendientes son iguales, pues de
1
x+2y=28 setiene que 2y =8 —x, entonces, y=4— ; y |m= =5 ) yde 2x+4y=1,
1 2 1 x 1
ti 4y=1-2 deci =———x=-—= = -
se tiene que 4y x, esdecir, y=,—-x=- -3 (m 2>

Ejemplo 13

1
Lasrectas y—3 = —E(x —5), y—5=2(x—1) son perpendiculares ya que el producto de sus
1

pendientes es —1; pues my-mj = —5(2) =-—1

Ejemplo 14

Hallar la ecuacién de la recta que pasa por (1,2) y es paralela a la recta que tiene por ecuacion
x+2y=6.

Como la recta es paralela a la recta que tiene por ecuaciéon x+2y =6, esdecir, y= —g +3,
1 1
entonces su pendiente es ) y asi su ecuaciébnes y—2 = ) (x—1).
Ejemplo 15

Hallar la ecuacion de la recta que pasa por el punto de interseccion de las rectas x+y =1,
—x+y=1 Yy es perpendicular a la recta que tiene por ecuacién 3x+ 2y = 2.

El punto de interseccién de las rectas es (0,1) y como 3x+2y =2, entonces 2y = —3y+2, es

3
decir, y= —§x+ 1 vy asf la pendiente es 3 luego su ecuaciénes y—1= g(x —0).
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Ejemplo 16
Hallar el valor de a de tal forma que la recta que pase por los puntos (2,a) y (5,-2).
a) Sea paralela a la recta que pasa por los puntos (0,—4) y (—6,3).

b) Sea perpendicular a la recta que pasa por los puntos (0,—4) y (—6,3).

a) En efecto, como las rectas son paralelas, entonces las pendientes deben ser iguales, es decir,

= entonces —2—a—@——z luego a——2+z—§ or tanto
5.2 —6-0° T e 2 U0 4= 272 P

3
2

a=
b) Para que las rectas sean perpendiculares debe cumplirse que

(2za (60 6 or tanto —2 — _ 18, luego —Z—B_ luego
52 \3 —7 P Pt % I

—(—4) 7
32
a=——
7
Ejemplo 17

Hallar la distancia del punto (0,0) a la recta que tiene por ecuaciéon x4 2y =4
Para hallar la distancia del punto (0,0) a la recta, se halla la ecuacién de la recta que pasa por (0,0) y
es perpendicular a la recta que tiene por ecuaciéon x+2y =4, se halla el punto de interseccién de
las dos rectas y se aplica la férmula de la distancia entre los dos puntos.
Como x+2y=4, entonces 2y=4—x, esdecir y=2— {, luego m= ! y asi la pendiente
de la recta perpendicular es m; =2, luego su ecuaciénes y—0=2(x—0), esdecir y=2x.
Para hallar el punto de interseccion de las dos rectas se iguala y en ambas, es decir, 2x =2 — {, es

5 4 4 8
decir, 2x+§ =2, por tanto Ex =2 yasi x= 5 por tanto y =2 <5) =3 entonces el

punto de interseccién de las dos rectas es (

5 5), y asf la distancia del punto (0,0) a la recta que

tiene por ecuacion x+2y =4 es

4\’ > 16 64 80 4
d= ——0 + § -0 — j 4+ — = 87 — \7[5
5 5 52 52 25 5
Se puede demostrar que la distancia del punto (x¢,y¢) a la recta que tiene por ecuacién
Ax+By+C=0 es

|Axo+ Byo+C]|

VA?+B?
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en el ejemplo anterior (xo,y0) = (0,0) x+2y—4 =0 entonces si se aplica esta férmula se tiene
que

g [1x0+2x0-4] 4 A4S

V3 V5 o5

Ejemplo 18
Dado el triangulo de vértices A(—1,4), B(1,2), C(3,—2). (Fig. 5.10)

y

A(—1,4)
\ B(1,2)
x
\J C(3,-2)

FIGURA 5.10

Hallar

a) La ecuacion de la mediana del lado A B del tridngulo
b) La ecuacién de la mediatriz del lado BC

¢) La altura del tridngulo considerando a A B como base

d) El érea del tridangulo

a) La mediana es el segmento de recta que une el punto medio del lado con el vértice opuesto.

—14+1 442
El punto medio del lado AB = ( 2+ , ;) = (0,3) vy la pendiente de la recta que pasa
—2-3 5
por (0,3)y (3,-2)es m= 30 — 3 PO tanto la ecuacién de la mediana es

5
y—3= —g(x—O), es decir, 3y+5x—9=0.

b) La mediatriz es la recta perpendicular que pasa por el punto medio de un segmento de recta,
143 2-2

luego el punto medio del segmento BC es <2, 2) = (2,0) y la pendiente de la
4
recta que pasa por (3,—2)y (1,2) es m= +—2 = —2 luego la ecuacién de la mediatriz es

1
y—0= —&—E(x—Z), es decir, 2y—x+2=0.



5.1. LINEA RECTA 109

4-2 2
¢) La pendiente de la recta que pasa por (—1,4) y (1,2) es 1= 3= —1, luego su
ecuacibnes y—2=—1(x—1); esdecir, y—2=—-x+1, luego x+y—3=0. Laaltura

del tridngulo es la distancia del punto (3,—2)a x+y—3=0, quees

3-2-3] 2 2V2 V3 y
= = 277 /2, luego laaltura del tridngulo es /2.
V2 V2 o2 ¢ ¢
d) El drea del tridangulo es la longitud del lado A B por la altura dividido por 2. La longitud del lado
8-v2 4
AB=/(4-2)2+(-1-12=/4+4=/8 yasiel drea del tridngulo es \[2\[ =5= 2.

Ejemplo 19

Hallar el valor de m tal que las rectas que tienen por ecuaciones mx+8y—1=0; 2x+my—1=0
son paralelas.

1
Despejando y delasecuaciones mx+8y—1=0 y 2x+my—1=0 sesatisface y= —%x+ g;
-2 2
y= i + — y por tanto SR —=, entonces m?=16, asi m=+4.
m m 8 m
Ejemplo 20

Hallar el valor de m para que las rectas que tienen por ecuacion 2x+my—5=0; x+y—1=0,
sean perpendiculares.

2 5
Despejando y en las ecuaciones se obtiene y=——x+—; y y=—x+1 y como son perpen-
m m
diculares el producto de sus pendientes en —1, es decir —— - (—1) = —1, luego m= —2.
m
Ejemplo 21
Hallar el valor de k& tal que la recta que tiene por ecuacion 4x—ky—7 =0, tenga pendiente 3.
4
De la ecuaciéon 4x—ky—7 =0, despejando y se obtiene y= %x % y como la pendiente de
4
4x—ky—T7=0 es 3 entonces se tiene que = 3, portanto k=12.
Ejemplo 22

Hallar la ecuacién de la recta que pasa por (3,5) y no intercepta al eje x.
Como la recta pasa por (3,5) y no intercepta al eje x, debe ser paralela al eje x, luego su pendiente
debe ser 0, por tanto su ecuaciénes y—5=0(x—3), esdecir y=>5.

Ejemplo 23

Hallar el valor de & tal que la recta que tiene por ecuaciéon 3kx+5y+k—2 =0, pase por el punto
(—1,4).

Como la recta pasa por el punto (—1,4), entonces el punto (—1,4) satisface su ecuacion, es decir,
—3k+20+k—2=0, lvego —2k+18=0 yasi k=09.
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EJERCICIOS

1. Hallar la ecuacién de la recta que pasa por:
a) (2,2), (5,4) 0 (1,2), (=2,2) ¢ (4,0), (5,4)

2. Hallar una ecuacion de la recta que pasa por el punto dado y sea i) paralela ii) perpendicular
a la recta indicada:

a) (2,1); 4x—2y=3
b) (2,5); x=4
¢) (=1,0); y=-3.

3. Verificar si los 3 puntos dados son colineales, es decir si estdn sobre la misma recta, o si no lo
son.

a) (0,4), (2,0), (3,2)
b) (0,4), (7,-6), (=5,11)
) (=2,1), (-1,0), (2,-2)

4. Considere la figura 5.11. y halle:

(1.2)

(=2,0) (2,0)

FIGURA 5.11

a) El punto de interseccion de las medianas y sus ecuaciones.
b) El punto de interseccion de la mediatriz y su ecuacion.
¢) El punto de interseccién de las alturas y sus ecuaciones.

d) (Son colineales estos tres puntos?.

5. Hallar la distancia del punto (2,3) alarecta 4x+ 3y = 10.
6. Hallar la distancia entre lasrectas x+y =1y x+y = 5.

7. Determinar para que valor de a la recta

(@a+2)x+ (a*>=9)y+3a>—8a+5=0
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

a) Es paralela al eje x.
b) Es paralela al eje y.

¢) Pasa por el origen de coordenadas.

. Demostrar que los puntos (—3,1), (0,2), (—2,—2), (1,—1) son los vértices de un rectangulo.

Hallar 3 puntos de la recta que tiene por ecuaciéon x4+ 2y = 16.
Hallar el drea del tridngulo que tiene por vértices (3,6), (2,1), (8,2).
Hallar el valor de a para que la recta que pasa por los puntos (2,5) y (—4,a) tenga pendiente 2.

Hallar el valor de k, tal que la recta que tiene por ecuaciéon kx —y =3k —36 corte al eje de
lasxenx=>5.

Demostrar que los puntos (4,0), (0,4), (0,0) son los vértices de un tridngulo rectdngulo, halle
sus 3 dngulos y las ecuaciones de sus lados.

Halle el conjunto soluciénde x+3y>2 y y>1 x<0

Dos vértices de un tridngulo equildtero son (—4,0) y (0,0), halle el tercer vértice y las ecua-
ciones de sus lados.

Se dan las ecuaciones de dos lados de un rectdngulo 5x+2y —7 =0, 5x+4+2y—-36=0
y la ecuacion de una de sus diagonales 3x + 7y — 10 = 0. Hallar las ecuaciones de los otros
dos lados y de la otra diagonal.

Hallar el dngulo entre las rectas y =x, y = /3x .

Hallar la ecuacién de la recta que pasa por (2,5) y forma un dngulo de 45° con la recta de
ecuacion x—3y+6=0.

Hallar la pendiente de una recta que forma un dngulo de 45° con la recta que pasa por los puntos
(27 _1> y (Sa 3)

Hallar la ecuacion de la recta

a) paralela al eje y y que corte al eje x cinco unidades a la derecha del origen
2
b) que pase por (—4,5) y cuya pendiente sea 3

¢) que pase por (2,—1) y perpendiculares a la recta que pase por (4,3), (—2,5)

d) pase por el punto (—4,1) y sea paralela a la recta que pase por los puntos (2,3), (—5,0).
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5.2. LA CIRCUNFERENCIA

La circunferencia es un conjunto de puntos en el plano, cuya distancia a un punto fijo, llamado
centro de la circunferencia, es siempre igual a una constante r, llamada el radio de la circunferencia.

Asi, si p = (x,y) es un punto cualquiera sobre una circunferencia con centro en Q = (h, k) y radio

rentonces d (P, Q) = \/(x—h)2+ (y — k)* = r, es decir

=1+ 6=k =

que se llama, Ecuacion de la circunferencia de radio r y centro (h, k). Fig 5.12.

FIGURA 5.12

Ejemplo 1

La ecuacién de la circunferencia con centro en el origen y radio » es
(x—0)>+ (y — 0)* = r2, esdecir, x2+y?=r2,
Asf la ecuacién de la circunferencia con centro en el origen y radio 7 es  x% +y* = 49.

Ejemplo 2

La ecuacion de la circunferencia con centro (1, 2) y radio 2 es
x—1)24+(-22=4 6 x>+y>-2x—4y+5—-4=0; esdecir
x24y2—2x—4y+1=0.

Ejemplo 3

Hallar la ecuacién de la circunferencia que pasa por el origen y su centro coincide con el punto
(6,—28).
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Como la circunferencia pasa por el origen el punto (0,0) esta sobre la circunferencia, luego satisface
su ecuacion parax =0, y y = 0, y teniendo en cuenta que su centro es (6, — 8) se tiene que:

0-62+0+8)>=r> o 36+64=r> & 100=r> < r=10

y asi, la ecuacion pedida es (x — 6) + (y + 8)% = 100.

Es claro que dada la ecuacién de una circunferencia con centro en (h,k) y radio r:
(x—h)*+(y—k)* =r?

desarrollando se tiene:
x2—2hx+h?+y? —2ky+k*=r?

es decir:
x24+y2 4+ (=2h)x+ (=2k)y+ (R* +k*—r?) =0

llamando A=-2h B=-2k C=h*4+k*—r?
entonces la ecuacién de la circunferencia siempre se puede expresar como:
x2 —|—y2 +Ax+By+C=0

y reciprocamente: ; Cudndo una ecuacion de esta forma representa una circunferencia ?

No siempre, pues completando cuadrados se tiene que:

) A? ) B? A? B
x —I—Ax—i—T +{y +By+— |+C———— = 0

4 4 4
A? B?
(x+A/2)°+(y+B/2)? = ~ 7€
1
(x+A/2)*+ (y+B/2) = Z(A2~|—BZ—4C)

1
Es decir serd una circunferencia con centro en (—A/2,—B/2) yradio r= \/ 1 (A2+B?—40C)
siempre que A2+ B%—4C > 0.

Ejemplo 4
Representa la ecuacién x> +y? —4x+2y = 76 una circunferencia? Cudl es su centro y su radio?

Para responder esta pregunta llevamos la ecuacion dada a su forma canénica, es decir a la forma

(x—h?+0—k?*=r
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completando cuadrados perfectos en x e y en la ecuacion original.
Si esto es posible el (4, k) representa el centro y r > 0 el radio, si no, esta ecuacién no representa una
circunferencia.

(P —4x)+(*+2y) = 76
(P —dx+4)+ (P +29+1) = T6+4+1
(x=2+@+1)?> = 81

luego la ecuacion representa una circunferencia con centro en (2, —1) y radio 9.

Ejemplo 5

Representa la ecuacién x>+ y? —6y+ 14 =0 una circunferencia ? ;Cudl es su centro? ;Cudl es
su radio?

Completando cuadrados solamente en y, pues en x no es necesario, ya que solamente aparece el x2,
se tiene:

x2+(y2—6y+9)+14 = 9
P+(y-3)?% = 9-14
P+(y-3)?% = -5

absurdo pues suma de dos cantidades elevadas al cuadrado es suma de dos cantidades no negativas,
las cuales no pueden dar como resultado el nimero negativo —5.
Es decir esta ecuacion no representa grafica alguna, luego no representa una circunferencia.

Ejemplo 6

Halle la ecuacién de la circunferencia con centro en P = (1,—3) y que pasa por el punto
0=(5,-6).

Es claro que el radio de la circunferencia serd la distancia entre el centro y este punto, por tanto

r=d(P.0)=/(1-57+(-3+62=VI6+9=>5
Asi la ecuacion de esta circunferencia estd dada por:

(x—1)*+(y+3)*=25

Ejemplo 7

Halle la ecuacién de la circunferencia de radio 10, que pasa por el punto (2,—1), si su centro
estd sobre larecta y=2x
Como el centro es (h,2h), pues estd sobre larecta y =2x, esdecir,si x=~h, ydebeser 2h,
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luego
V=224 ne1? = 10
(h—2)>+(2h+1)> = 100
h? —4h+4+4h*+4h+1 = 100 luego
2 2 . 2 95
5h”+5=100 entonces S5h*=95 yasi h :?:19 por tanto h=+v19

la ecuacion sera:
2 2 2 2
(x—\/19) +(y—2\/19) —100 6 (x+\/19) +(y+2\/19) — 100

verificamos con el punto (2,—1) en las dos ecuaciones para ver cual sirve:
(2—VI9)* + (~1-2v19)* =4 —4y/19+ 194 1 +4y/T9 + (4)(19) = 100
(24 V19)* + (—14+2V19)° = 4+4V/19+ 19+ 1 —4/19+ (4)(19) = 100

luego las dos respuestas son validas.
Muestre graficamente la validez de las dos respuestas!

Ejemplo 8

Halle la ecuacién de la circunferencia de radio 5 cuya recta tangente en el punto (1,6) de la
circunferencia tiene pendiente 2.

Suponga que el centro esté en el punto (h,k)
Como el segmento de recta que va del punto (h,k) al punto (1,6) sobre la circunferencia debe ser
perpendicular a la recta tangente a la curva en este punto, entonces la pendiente de este segmento debe

ser ) sobre la pendiente de la recta tangente, es decir:

pendiente del segmento = —— = ——

2k—6)=1—h = 2%k+h=13 = h=13—2k

Por otro lado, la distancia del centro (h,k) al punto (1,6) es igual al radio 5, es decir:

d((h,k),(1,6)) = 5
V—12 (k-6 = 5
(h—1)24(k—6)> = 25 pero h=13—2k, entonces
(13-2k—1)>+(k—6)> = 25
(12— 2%+ (k—6)> = 25

144 — A8k +4k> + k> — 12k+36 = 25
K —12k+31 = 0  esdecir



116 Capitulo 5. GEOMETRIA ANALITICA

12+ /144 — 4(31
k= . ():6i\@

Asipara k=6++5 =h=13—2k=13-2(6-+/5)=1-2/5 yelcentroes ((1—2ﬁ),(6+\6)>
y la ecuacidn seré:

(x—(l —2\f5))2+ (y—(6+\5))2=25

para k=6-+5 = h=13-2k=13-2(6—+/5)=1+2+/5 y laecuacion sera:

(x—(l +2f5))2+ (y—(6—\5))2:25

Tlustre graficamente por qué dos respuestas!

EJERCICIOS

1. Hallar la ecuacién de la circunferencia con centro en (4, 0) y radio 5.

2. Hallar la ecuacion de la circunferencia, que pasa por el origen y tiene su centro en (0, 5).
3. Hallar la ecuacién de la circunferencia con centro (0,5) y radio 5.

4. Hallar la ecuacién de la circunferencia con centro en (4, —1) y que pase por (—1,3)

5. Hallar la ecuacién de la circunferencia con centro (—4,3) y tangente al eje y

6. Hallar la ecuacion de la circunferencia con centro en (3,—4) y que pase por el origen.

7. Hallar la ecuacidn de la circunferencia tangente a los dos ejes coordenados y con centro en el
primer cuadrante

8. Hallar la ecuacién de la recta tangente a la circunferencia que tiene por ecuaciéon x> +y> =13
enel punto (3,2)

9. Hallar la ecuacién de la recta tangente a la circunferencia que tiene por ecuacién
(x—3)2+(y+1)>=50 enelpunto (—2,4)

10. Hallar la ecuacién de la circunferencia que tiene por didmetro AB siendo A = (2,4)y
B = (6, 8) y encontrar los puntos de interseccion de la recta y —x —2 = 0 con dicha
circunferencia.

11. Hallar la ecuacién de la circunferencia que pasapor (1,1), (1,—1) y (—1,1).
12. Hallar la ecuacién de la circunferencia que pasa por los puntos (4,5), (3,-2), (1,—4)
13. (Cudles de las ecuaciones siguientes representan circunferencias. Hallar centro y radio:

a) x> +y2 —4x—-2y+1=0
b)y x2+y2—6x—4y+13=0
) x24+y2—x=0
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14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

5.3.

d) x*+y*—y=0
e) x> +y2—2x+8y+26=0
f) x> 4+y2—2x—4y+5=0

g) ¥ 4+y* —2x—4y+10=0.

Hallar la ecuacién de la circunferencia con centro en (1, — 1) y tangente a la recta
5x =12y 4+9 =0.

Hallar la ecuacién de la circunferencia que pasa por los puntos (3,1) y (—1,3) y su centro
estd situadoenlarecta 3x —y—2 = 0.

Hallar la ecuacién de la recta que corta diametralmente a la circunferencia
x24+y2 +4x -6y —17 =0 yquees perpendicular alarecta Sx+ 2y — 13 = 0.

Determinar las coordenadas de los puntos de intersecciéon de larecta 7x —y+ 12 =0 yla
circunferencia (x — 2)% + (y — 1)* = 25.

Hallar la ecuacién de la circunferencia de centro en (—2,3) y que sea tangente a la recta
20x—21y—42=0

Hallar la ecuacién de la circunferencia que pasa por (—3,2) y (4,1) y que sea tangente al
eje x

Hallar la ecuacién de la circunferencia tangente a las rectas x—2y+4=0, 2x—y—8=0 vy
que pase por (4,—1)

Hallar la ecuacién de la circunferencia tangente a las rectas x—3y+9=0; 3x+y—3=0
y que tenga centroen 7x+ 12y —32=0

Hallar los puntos comunes a x> +y* =25 y y=x

PARABOLA

Una pardbola es el lugar geométrico de los puntos en el plano que equidistan de un punto fijo
llamado Foco y de una recta fija llamada Directriz. La ecuacién que representa los puntos de una
pardbola, depende de la posicion del foco (F) y de la directriz (d). Inicialmente se deducird esta
ecuacion para un caso simple en el cual el foco se encuentra sobre el eje y, la directriz es paralela al
eje x y el punto (0, 0) pertenece a la pardbola como se puede apreciar en la figura 5.13.
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F=(0,p)

(0,—p) R=(x,—p)

FIGURA 5.13

Como (0, 0) es un punto de la pardbola, entonces su distancia al foco debe ser igual a su distancia a
la directriz, por tanto si la coordenada del foco F es por ejemplo (0, p) con p > 0, este esta en el eje y
arriba del eje x, y por consiguiente la ecuacion de la directriz es y = — p. (—p < 0) que se encuentra
bajo el eje x

Sea Q = (x,y) un punto sobre la pardbola, entonces de acuerdo a su definicion,

d(F,Q) =d(Q,R),es decir:

+(y-p? = y+pe
2Hy-p? = (+p’ e
X Hyr-2py+p? = y 42yp+pt &
x2 = 4py &
4py = x2

dandole valores a x y obteniendo los respectivos valores para y, se puede apreciar que su correspondi-
ente grafico es (figura 5.14a)

Ahorasiel focoes F=(0,p) con p <0, entonces éste estaria en el eje y debajo del eje x, y su
directriz serfa y = —p, aqui —p >0 luego se encuentra sobre el eje x. Con el mismo desarrollo
dado arriba se puede apreciar que se obtiene la misma ecuacién x> =4py solo que aqui p < 0. Su
gréfico se puede apreciar en la figura 5.14b.
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F= (0,}7)

4py:x2, p<0

FIGURA N° 5.14

En forma andloga se puede deducir la ecuacién de la pardbola que pasa por el origen con foco sobre
el eje x y con directriz paralela al eje y.

y? = 4px

donde (p, 0) es la coordenada del foco ( Fig. 5.15a) para p >0 y (Fig.5.15b) para p<0 ysu
directriz tendrd como ecuacién x = p

F =(p,0) F=(p,0)

y2:4px,p>0 y2:4px,p>0

FIGURA N° 5.15

NOTA

El punto de la pardbola que estd mds cerca de la directriz se llama Vértice de la parébola (el (0, 0)
en estos casos) y la recta que contiene al vértice y al foco se llama Eje de la pardbola (ejex y ejey
respectivamente, en los dos casos anteriores).
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Ejemplo 1
En la pardbola y> = —6x; su vértice estd en el origen y su directriz es paralela al eje y, ademds
4p=—-6 = p = —6/4 = —3/2, luego sufoco F = (—3/2,0) y la ecuacion de su directriz
3
€S X = —p osea x=— (2> es decirx = 3/2 (figura 5.16)

2 T+ x=3/2

FIGURA N° 5.16

Ejemplo 2

Hallar la ecuacién de la pardbola que tiene vértice en el origen, se abre hacia arriba, y pasa por

(_ 3 ) 7)'
Laecuacién es delaforma x> =4py. Como (—3,7) estdenlapardbola, satisface su ecuacion,

9
esdecir, 9=4p(7) = p= 9/28 luego su ecuacién serd x> = 4 (9/28)y osea x* = 7Y

Para hallar la ecuacién de una pardbola con eje paralelo al eje y o al eje x, y con vértice en un
punto (4, k) distinto del origen, es necesario conocer el proceso de relacionar puntos en dos sistemas
de coordenadas diferentes con ejes paralelos, lo que se conoce como Traslacion de un sistema. Asi,
si las coordenadas de un punto P respecto a un sistema rectangular xy son (x,y),y (¥,)’) son las
coordenadas del mismo punto P pero referido a un nuevo sistema coordenado x'y', que tiene su origen
en el punto (h, k) del sistema original xy. Cudl sera la relacion entre las coordenadas del punto P en
los dos sistemas?.

Para resolver este interrogante obsérvese la figura 5.17
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P = (x,y)

>< L~

FIGURA 5.17

aqui:x=h+x" y y=k+y'" 6 x'=x—h y y =y—k

Considérese la pardbola con vértice en (h,k) # (0,0), con directriz paralela al eje x en un
sistema xy . Para hallar la ecuacién de esta pardbola en este sistema, se construye un sistema x 'y’
conorigen 0’ en (h,k) yconejes x’,y’ paralelos alosejes x,y respectivamente. En este
sistema la pardbola tiene vértice en el origen 0’ y su directriz es paralela al eje x’ por tanto su
ecuacién es 4py’ = (x')?, donde (0, p) es la coordenada del foco en el sistema x'y’ (Fig.
5.18 a). Trasladar al sistema original, es hacer x' =x—h, y’ =y —k, lo que convierte esta
ecuacion en

4p(y—k) = (x—h)?

que es la ecuacion de la pardbola buscada en el sistema xy, donde (4, p + k) son las coordenadas del
foco, pues el punto (0,p) enelsistema x’'y’ eselpunto (0+h,p+k)= (h,p+k) enelsistema
xy (figura 5.18 D)

~

y y
A
! apy’ = (x')?
|
[
|
|
|
|
?
|
________ > X/
O/
X
a) b)
FIGURA 5.18
Observe que la ecuacion de la directriz en el sistema x’y’ es y’ = —p, luego en el sistema xy

es y—k= —p, esdecir,
y=k—p
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Anélogamente una ecuacién de la forma

4p(x—h) = (y—k)?

representa una parabola con vértice en (h, k), con directriz paralela al eje y, y con foco en el punto
(h+ p,k) y cuya directriz tiene ecuacién

x=h—p

Ejemplo 3

La ecuacién de la pardbola con vértice en (2,4) y con directriz paralela al eje x con ecuacién
y=10 estddadapordp (y —4) = (x —2)%, pues h=2 y k=4. Ahora parahallar p, recuerde
que la directriz en este caso esta dada por y=k—p, esdecir, y=4—p. Asique 10=4—p
entonces p = —6, luego la ecuacion de la paribola pedida es 4(—6)(y —4) = (x—2)?, es decir,

~24(y-4) = (x~2)

(Cudl seria la ecuacién de la pardbola con el mismo vértice y directriz paralela al eje y y con ecuacién
de la directriz x =10 ?

Ejemplo 4

Laecuacién y = ax? + bx + ¢, a # 0, siempre representa una pardbola abierta arribasia > 0 o
abierta hacia abajo sia < 0.
Para verificarlo se completa un cuadrado perfecto utilizando los términos en x? y x, es decir:

y = ax’+bx+c

= a

, b c)
X+ x4+ -
a a

entonces

entonces
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o b 4ac— b? ) . .
vértice en | — — , ———— |, con directriz paralela al eje x, y con
2a 4a

1
4p = —;
a
lo que indica que si @ > 0, entonces p es mayor que cero y la pardbola se abre hacia arriba y si

a < 0, entonces p es menor que cero y se abre hacia abajo.
Ademds, puesto que el vértice tiene abscisa — 24 a este valor de x corresponde el maximo de la
a
pardbola ( para a < 0) 6 el minimo ( para @ > 0), y este valor mdximo o minimo estd dado por:
4ac — b?
da

Ejemplo 5

Daday = 2x2 4 4x + 5 entonces

y=2(x2+2x+5/2) =2 (x?+2x+1+3/2) =2(x+1)° +3,luegoy — 3 =2 (x + 1)?,
es decir, la ecuacién y = 2x2 4 4x + 5 representa una pardbola con vértice en (— 1, 3), con directriz
paralela al eje x, con4p =1 / 2oseap =1 / 8, lo que implica que las coordenadas de su foco son
(— 1,3+ 1/8) = (— 1, 25/8) y que estd abierta hacia arriba (pues a = 2 > 0).

b —4
Ademads el minimo se encuentra en su vértice, es decir, el punto con abscisa % = ) =1,
a .
dac—b* 4-2-5—16
y con ordenada ac = =3 oseaelpunto (—1,3) (figura5.19)
4a 4.2
y
y=2x>44x+5
Ady=3
I
I
I
L X
x=-—1

FIGURA N° 5.19

Ejemplo 6
Analice y trace la grificade y = 2x? — 6x + 4.
y=2x"—6x+4=2(x*-3x+2) =2(x*—3x+9/4-9/4+2)
—2(x* —3x+9/4) - (9/2) +4=2(x—3/2)" —1/2
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entonces y + 1/2 =2 (x— 3/2)2, es decir, 1/2 (y+l/2) = (x— 3/2)2, que representa una
parabola abierta hacia arriba con su vértice en (h, k) = (3/2, -1 /2), y cOmo

4p=1/2 = p=1/8, esdecirelfocoestien F = (3/2,—1/2+1/8) = (3/2,-3/8) y
la ecuacion de la directrizes y = (—1/2) — (1/8) = —5/8 osea y=—5/8 (figura5.20).

FIGURA 5.20

Ejemplo 7

Trazar la gréfica de la pardbola x*> —2x — 8y = 23.

Como x*>—2x—8y=23; completando cuadrados se tiene que

x> —2x=8y+23
X —2x+1=8y+23+1

(x—1)>=8(y+3) asique el vértice de la pardbolaes (h,k) =(1,—3) ycomo 4p =38, entonces
p =2, elejede simetria es larecta x =1 y la coordenada del foco se encuentra moviéndose 2
unidades en forma vertical hacia arriba partiendo del vértice (1,—3) para obtener (—1,—3+2)=
(—1,—1) que son las coordenadas del foco, y la directriz es la recta horizontal que esta 2 unidades
abajo del vértice (1,—3) esdecir y= —5 (Figura 5.21)
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FIGURA N° 5.21

Ejemplo 8

Hallar la ecuacién de la pardbola cuyo estaen (2,0) y su vértice esta en (—4,0).

La ecuacién de la pardbolaes (y—k)> =4p(x—h) que en este caso corresponde a
(y—0)? =4p(x+4). Como la distancia entre el vértice (—4,0) y el foco (2,0) es 6 entonces
p = 6, luego la ecuacion es y? = 24(x+4).

Ejemplo 9

Hallar la ecuacién de la parabola cuyo vértice estaen (3,2) yfocoen (5,2).

Como el vértice esta en el punto (3,2) vy el foco en el punto (5,2) entonces p=2 vy asila
ecuacion de la parabola serd (y—2)%> = (4)-2(x—3) laecuacién de su directrizsera x=3—-2=1

(Figura 5.22) y

FIGURA N° 5.22
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Ejemplo 10
Hallar la ecuacién de la pardbola cuyo vértice esta en el punto (2,3) su eje es paralelo al eje y y

que pasa por el punto (4,5).

La ecuacién tiene la forma (x—2)? =4p(y—3) y como la curva pasa por (4,5) entonces este
punto debe satisfacer la ecuacion, es decir (4 —2)> =4p(5—3); luego, 4=4p-(2) — p=1/2
y asf la ecuaciénes (x—2)2 =2(y—3).

Ejemplo 11

Dada la pardbola de ecuacién y? +8y —6x+4 =0
Hallar las coordenadas del vértice y del foco, y la ecuacion de su directriz.

Como y?+48y—6x+4=0 completando cuadrados se tiene

V' +8y+16—16—6x+4=0
(y+4)> =6x+12=6(x+2), luego

(y+4)> =6(x+2), por tanto las coordenadas del vértice son (—2,—4) y como 4p =6,

6 3 3 1
p= 175" las coordenadas del foco son (—2+ 5 —4> = (—2, —4) y la ecuacién de la
3 7
directri =—2—=—=—-
irectrizes x > >
Ejemplo 12

Hallar la ecuacién de la pardbola cuyo foco estaen (2,—1) vy directriz x =06

La ecuaci6n de la pardbola tiene la forma (y—k)> =4p(x—h) ycomo laecuacién de la directriz es
x=h—p=6 entonces h—p=06 ycomo el focoestaen(2,—1),entonces h+p=2 alresolver
este sistema en variables 4y p se obtiene h=4 y p=-2. Como k= —1 (foco(2,—1))
entonces la ecuaciénes (y+1)? = —8(x —4).

EJERCICIOS
1. Hallar las coordenadas del vértice, foco y la ecuacién de la directriz para las pardbolas.
a) y?=2x b)y*=—-x c)y=4x*> d)y= —3x*
2. Hallar la ecuacién de la pardbola tal que:

a) Su vértice estd en el origen y las coordenadas del foco son (3, 0).
b) Su vértice esté en el origen y las coordenadas del foco son (—5,0).
¢) Su vértice estd en el origen y la ecuacién de la directrizes y + 4 = 0.

d) Su vértice estd en el origen y las coordenadas del foco son (0, —1 / 3).
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3.

10.
11.
12.

Hallar la ecuacién de la pardbola con vértice en el origen y eje a lo largo del eje de las x, si la
pardbola pasa por (3, —1).

. Hacer un estudio detallado de la ecuacién x = ay?> + by + ¢, a # 0, hallando, ecuaciones de

las directrices, coordenadas del vértice, coordenadas del foco y graficos.

. En las ecuaciones de las pardbolas trasladadas:

i) (x=h)? =4py—k p>0
i) (y —k)?>=4p(x—h) p>0
iii) (x—2)*>=8(y+2)
iv) (y+5)2=16(x—4)
hallar:

a) Las coordenadas del vértice.
b) La ecuacién del eje.
¢) Las coordenadas del foco.

d) La ecuacion de la directriz.
Obtener una ecuacién de la pardbola con vértice en (2, —3) y directrizy = 4.

Hallar el vértice, el foco, la directriz y la gréifica de la pardbola cuya ecuacion es
y2 — 8y =4x—-28.

. Hallar el vértice, el foco, la directriz y la grafica de la parabola cuya ecuacion es

a) 6x>+24x -8y +19=0
b) x> +4x+6y+4=0

¢) Y +8y+6x+16=0

d) —y*—8x—2y+2=0

e) y¥ —8y=4x—38

. Laecuacién Ax?> + Bx + Cy + D = 0. ;Siempre representa una pardbola?.

Hallar la ecuacion de una recta horizontal que corte a la pardbolay = (x — 2) % enun s6lo punto.
Hallar el punto de interseccion de la rectay = x — 1 con la paribola x = y?.
Halle la ecuacién de la parabola que satisface las condiciones dadas

a) Vértice en (3,—-2), foco en (3,—8)

b) Vértice en (4, 1), directriz x = 2

¢) Focoen (2,-3), directrizx =6

d) Focoen (—2,2), directrizy =4

e) Vértice en (3,—4), eje horizontal, y pasa por (2,—5)

f) Focoen (2,4), vértice en (5,4)
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54. ELIPSE

Una elipse es el lugar geométrico de los puntos en el plano tales que la suma de sus distancias a dos
puntos fijos llamados Focos es una constante.

Para hallar su ecuacion se considera inicialmente el caso en que los dos focos se encuentran sobre
el eje x a igual distancia del origen; lldmese por tanto  F; = (¢,0), F>» = (—c,0) a sus coordenadas.
(Figura 5.23)

FIGURA N° 5.23

Si P=(x,y) esun punto sobre la elipse, llamando 2a a la constante a la que se refiere la definicién,
se tiene:

d(P,F\)+d(P,F,) =2a 'y considerando sus coordenadas:

\/(x—c)2+y2+\/(x+c)2+y2 = 2

a
S /(x—c)?+y? = 2a—/(x+c)?>+y?
&= +y? = 4 —day[(rtcP+y2+ (x4’
Sx =2+ +y? = 4 —day/(x+c) 32+ 2xe 4y

Sday/(x+c)2+y? = dex+4d®

say/(x+e)2+y? = extd
2
& a ((x+c)2+y2) = (cx+a2)
o dx?+2d%ex+a*P +a*y = AxP42dPex+dt
o x? (a2 — C2) —l—azy2 = a° (a2 — cz)

e bx*+a’y? = a*b*  (haciendo a® — ¢ = b?)
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y dividiendo entre a?b? se obtiene

X2 y? |
a’> b’
que se conoce como la ecuacion de la elipse en forma canénica, observe que en ella a > b.

Gréaficamente, Fa representa los cortes de la elipse con el eje x , pues si

y=0= x—z =1=x?>=a’>=x==+a yandlogamente +b representa los cortes de la misma con
el eje y. “

A 2a se le llama Eje mayor de la elipse y a 2b el Eje menor; al eje donde se encuentran los focos, Eje
principal de la elipse; a los puntos (+a,0), (0,£b) es decir, los extremos de los ejes se les llama

Vértices de la elipse y al punto sobre el eje principal, equidistante a los focos, Centro de la elipse
(Figura 5.24)

(—a,0) (—c,0) (c,0) (a,0)

(07 7b)

FIGURA N° 5.24

En forma andloga se deduce la ecuacién de la elipse con focos sobre el eje y a igual distancia del
origen, es decir, F; = (0,¢), F, = (0,—c) la cual estd dada por
X2 y?

pta =

donde 2a es el eje mayor y 2b es el eje menor, y a®> —b> = c*. (Figura 5.25)
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(_b70)
F, = (0/-c)
(07 _a)
FIGURA N° 5.25
Ejemplo 1
X2 y?
Dada la ecuacién de la elipse ) + T 1, hallar las coordenadas de los vértices, focos y la

longitud de los ejes.
La longitud del eje mayor es 2a = 6, y la longitud del eje menor es 2b =4, vy los focos deben
estar en el eje x. Ahora por la forma de la ecuacién

2

Si y:0:>%:1:>x2:9:>x:i3

2
Si x=0=2 =15y =4=y==2

luego las coordenadas de los vértices de la elipse son (+£3,0) y (0,+2)
Como c?=a*—b*=9-4=5=c=+5

y en consecuencia las coordenadas de los focos son (41/5,0) (Figura 5.26)
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(30 (—v5.0) 50 ]G0

(Ov _2)

FIGURA N° 5.26

Ejemplo 2

Hallar la ecuacién de la elipse con vértices en (+5,0) y focosen (£3,0), como las ordenadas
de los vértices y focos son las mismas entonces a =5y c=3,comob> =a’>—c>?=25-9=16y

asi la ecuacion es: 2 2
L + yf =1
25 16

Ejemplo 3

Dada la ecuacién de la elipse 25x2 + 4y2 =100, hallar las coordenadas de sus focos, sus vértices

y trace su gréfico.

2 2 2 2
La ecuacién 25x2 +4y2 =100 se puede escribir como — + Y _ 1, esdecir,como — + Y _ 1

2 T3
que corresponde a una elipse con centro en el origen cuyo gemie%j% mayores a=35 'y sel%liejesmenor
b=2 y con focos localizados sobre el eje y. Como ¢* =a®> —b*=25—4=21, entonces c¢==++/21,
luego las coordenadas de los focos son los puntos (0,v/21), (0,—v/21). Como b>=4,b=+2
y a*> =25,a = +5 entonces las coordenadas de los vértices son los puntos (2,0),(—2,0) y

(0,5), (0,—5) (Figura 5.27)
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y
0,5) x2 32
S35
(0,\21)
(=2,0) 2.0
(0, #v21)
(07_5)

FIGURA N° 5.27

En forma similar al tratamiento hecho con la pardbola es posible , utilizando traslaciones, hallar
ecuaciones de elipses con eje paralelo al eje x 0 eje y y con centro en un punto (h,k) # (0,0), las
cuales estdn dadas por:

—h 2 —k 2
(=P | 0=h
a b?
cuando el eje mayor 2a es paralelo al eje x, en cuyo caso, las coordenadas de los vértices son
(h+a,k), (h—a,k), (h,k+b), (h,k—b) las coordenadas de los focos son (h+c,k) y (h—c,k)
(Figura 5.28a) y

=1

(x—h)?*  (—Fk?
ZE
cuando el eje mayor 2a es paralelo al eje y, en cuyo caso, las coordenadas de los vértices son
(h+b,k), (h—b,k), (h,k+a), (h,k—a) y las coordenadas de los focos (h,k+c¢) y (hk—c)
(Figura 5.28b)

=1

Yy y y y
T (hk+a)?
(hk+b) |
(h
(h—a,k) (h+a,k) (h+b,K) [
- > 5/
(h, X
(hk—a)
(h.,k*b)l : x
X
i) il =P =k
a? b2 b2 az
a) b)

FIGURA N° 5.28
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Ejemplo 4

Determinar las coordenadas del centro, vértices, focos y grafico de la ecuacion

1 2
(x—2)2+7(y+ ) =1
4
. (y+1)? .
Como la ecuacion (x —2)% + 1= 1 corresponde a una elipse, su centro es (h,k) = (2,—1);

ycomo a’=4;a=2y b*>=1, b=1 ycomo a > b el eje mayor es paralelo al eje y y tiene

por ecuacién x = 2. Como el centro de la elipse es (h,k) = (2,—1) ,para hallar los vértices, como
b =1, nos movemos una unidad en forma horizontal a la derecha y a la izquierda del centro (2,—1)
para obtener (2+1,—1)=(3,—1) y (2—1,1) = (1,—1) y asi se determinan los vértices (3,—1) y
(I,—1); y como a =2 nos movemos dos unidades en forma vertical hacia arriba y hacia abajo del
centro (2,—1) para obtener (2,—1+2)=(2,1) y (2,—1—2)=(2,-3) los otros vértices.

Como c?=a?—~b>=4—-1=3; ¢ =++/3. Para obtener las coordenadas del foco nos movemos en
forma vertical hacia arriba y hacia abajo del centro (2,—1) /3 unidades para obtener (2,—1++/3)
, (2,—1—1/3) las coordenadas de los focos.

1 2
Ahora las coordenadas de los vértices de la elipse (x—2)% + o+1) =1 también se pueden calcular
asi:
1) 1)
Si se hace x =2 enla ecuacién (x—2)%+ G+1) =1 setiene w =1 ,esdecir, (y+1)*=

4; luego y+1=+2 yportanto y=—1+2, luego (2,—-1-2)=(2,-3) y (2,-1+2)=(2,1),son

1 2
las coordenadas de los vértices. Y se hace y = —1 en la ecuacién (x —2)? + w =1 se tiene

que (x—2)> =1, luego x—2 = =1, asi que x =2+ 1, por tanto
(2+1,-1)=(3,-1) y (2—1,—1) = (1,—1) las coordenadas de los otros vértices. (Fig. 5.29)

- O+1)?

(x—2)2+ 7 1

FIGURA N° 5.29
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Ejemplo 5

(=37 (47
16 4
focos y trace su grafico. El centro es el punto (3,—4). a? = 16, entonces a = +4y b? =4, entonces

b==2.

Como el centro tiene coordenadas (3,—4), el eje mayor estdenlarecta y=—4 ycomo a =4, para
hallar las coordenadas de uno de los vértices se mueven 4 unidades en forma horizontal a la derecha
y a la izquierda del centro para obtener (3+4,—4)=(7,—4) y (3—4,—4)=(—1,—4) y como
b = 2, nos movemos en forma vertical hacia arriba y hacia abajo del centro (3,—4) para obtener

(3,—442)=(3,-2) y (3,—4—2)=(3,—6) que son las coordenadas de los otros vértices.

Como c¢?=a%—b2=16—4 = 12 entonces ¢ = j:m y las coordenadas de los focos los de-
terminamos moviendo /12 unidades a la derecha e izquierda del centro (3,—4), para obtener

(3+V12,-4) y (3—+/12,4). (Fig. 5.30)

Dada la ecuacién de la elipse =1 hallar las coordenadas del centro, vértices,

y y
A
r X
1 (3,-2)
(=3 (+4?*
: 16 Tty =1
' (3,—4) (7,—4)
B - €---9- 5 > x !
’\/ﬁafé") : (3+\/ﬁ774)
\;(3_6)

FIGURA N° 5.30

Ejemplo 6

Dada la ecuacién 4x2 +9y? —48x+ 72y + 144 = 0 hallar las coordenadas del centro, vértices,
focos. Como 4x2+9y? —48x+72y+ 144 =0 complementando cuadrados se tiene que

(4x> —48x) + (9y°+72y) +144 = 0
4(x? —12x) +9(y* +8y) + 144 = 0
4(x? —12x+36—-36) +9(y* +8y+16—16)+ 144 = 0
4(x—6)>+9(y+4)* = 1444144144 =144
(x=6)?  (+4?
36 16

= 1, por tanto

las coordenadas del centro de la elipse son (h,k) = (6,—4) y como a* =36 entonces a =6y
como b2 =16 entonces b =4 ademas c¢2=236—16=20 entonces ¢ = ++/20. Las coordenadas
de los vértices son (6+6,—4)=(12,—4) y (6—6,—4)=(0,—4); (6,—4+4)=(6,0);

(6,—4 —4) = (6,—8) y las coordenadas de los focos son (6++/20,—4) y (6—+/20,—4). (Fig.
5.31)
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y
v’ =6, 0+4° _,
A 36 6
X
(6 - \/270«, _4) i (6+ mv _4) x !
(0,-4) """"'(6','_2137 """"" R RTER

1 (6,-8)
A2
FIGURA N° 5.31

Ejemplo 7

Dada la ecuacién 16x? +9y? —32x+ 54y = 47 hallar las coordenadas del centro, vértices, focos
y trazar su grafico.
Como 16x%+9y? —32x+ 54y =47 entonces

16x% —32x+ 9y +54y = 47
16(x2—2x) —|—9(y2+6y) = 47 completando cuadrados
16(x*=2x+1-1)+9(y* +6y+9-9) = 47
16(x—1)*+9(y+3)> = 47+16+81 =144

(=1  (+3)°
9 16
las coordenadas del centro son (h,k) = (1,—3).
Como a? = 16entonces a=4 y como b2 =9entonces b=3ademds ¢2=16—-9=7, ¢c=+/7;
luego las coordenadas de los vértices son (1+3,-3)=(4,-3) y (1-3,-3)=(-2,-3) y
(1,-3+4)=(1,1)y (1,-3—4)=(1,-7) y las coordenadas de los focos son (1,—3++/7),
(1,—3 —+/7). (Fig. 5.32)

=1, por tanto
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1

(x—=1)*  (y+3)?
o T 16

(727 j33

FIGURA N° 5.32

Ejemplo 8

Hallar la ecuacién de la elipse con centro en (1,2), uno de los focos en (6,2) y que pasa por
(4,6).

=12 (-2

La ecuacion es de la forma =1 ycomo (4,6) pertenece a la curva, entonces

a? b2
4—1)2 (6-2)? 9 1
( az) +( b2) =1, esdecir ﬁ+ﬁ:1 ycomo c¢=235 entonces b2=a%?—c?=q%-25,
9 16 9(a?—25)+16a?
luego —+———=-=1 siysolosi (@ ) +16a =1, entonces
a? a?-25 a®(a?—25)

9a% —9(25) +16a? = a®> —25a*, luego 50a’ =a*+9(25) y asi
a*—50a%+225=0= (a>—45) (a*—5) =0 ydeaqui a>=45 (a*=5 No,pues b*>=a*—25
(=1 =27

45 0 )

absurdo) por lo tanto la ecuacion es

Ejemplo 9

(x—1)*  (y+4)?

La ecuacién =1 tiene por coordenadas del centro (h,k) = (1,—4) longitud

2 122
del eje mayor 2a =26 Yy del eje menor 2b = 24 por tanto el eje mayor de la elipse, que es donde se
encuentran los focos, estd sobre la recta y = —4; y puesto que

b* =a*—c* = c?=(13)>— (12)2 =25 = ¢ = 45, es decir la distancia del centro de la elipse al
foco es 5, por tanto las coordenadas de los focos son Fj = (1+5,—4)=(6,—4) y
F,=(-5+1,—4) = (—4,—4). Los vértices son (—12,—4), (14,—4), (1,8), (1,—16). (Figura 5.33)
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yy
h

H(1,8)  (x—1)> b+4)?° _ |

i 122

: x
s P I . !
L) (6,—4) (14,—4)

(1,—16)

i
]
]
I
|
I
|
]
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I
]
I
]
i
l
i
]
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FIGURA N° 5.33

Observe que la gréfica es casi una circunferencia porque a es casi igual a b.

EJERCICIOS

1. Hallar las coordenadas de los vértices y de los focos y trace la gréfica, para:

x2 y2 )C2 y2

c) 4x+y?=1 d) x*+4y°=4
2. Hallar la ecuacion de la elipse que satisface las condiciones dadas:

a) Coordenadas de vértices y focos (£8,0) , (£5,0) respectivamente.

b) Coordenadas de vértices y focos (0,+5) , (0,£2) respectivamente.
¢) Coordenadas de los vértices (0,£5) y lalongitud del eje menos 3.

d) Las coordenadas de los vértices (0,£6) (eje mayor)y pasa por (3,2).
e) Las coordenadas de los focos (£1,0) y la longitud del eje mayor 6.

x—h)?  (y—k)?
o, 0=

3. Para la ecuacién de la elipse =1 hallar:

a) El centro

b) Las coordenadas de los focos
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¢) Las coordenadas de los vértices.

(=1 (y-5)
49 * 9

a) Las coordenadas de los focos

4. Para las elipses: 1) =1y ii) 16x*>+9y? +64x—18y—71 =0. Hallar:

b) Las coordenadas de los vértices
¢) Longitud de los ejes mayor y menor
d) Gréfica

5. Hallar la ecuacidn de las elipses que satisfacen las condiciones dadas:

a) Coordenadas de los focos (1,3), (1,9) longitud del eje menor 8.
b) Centroen (2,1); coordenadas de los vértices (2,6)y (1,1) respectivamente.

6. Laecuacion Ax?+By?+Cx+Dy+F =0, A,B,C,D € R, | representa siempre una elipse ?
(Cudndo no?

7. Dada la ecuacion, hallar coordenadas del centro, vértices y focos

a) 9x%+16y2 —36x+96y+36 =0
b) 16x%+25y2 —64x—50y—311 =0
c) 16x24+9y2 —32x+54y =47
d) x> +4y? —2x—24y=-29

—3)2 +4)2
o G374

16 4 !
(x=2)*  (y+3)?*
P S =

8. Hallar la ecuacién de la elipse si

a) Centro (4,—1) ,foco (1,—1), pasa por (8,0)

b) Vérticeen (6,3) focosen (—4,3),(4,3)

¢) Vérticesen (—1,3) , (5,3) longitud eje menor 4

d) Centroen (3,2), focoen (3,7) y un vértice en (3,-5)
e) Tiene focosen (1,4),(5,4) y vérticesen (0,4) y (6,4)
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5.5. HIPERBOLA

Una hipérbola, es el conjunto de todos los puntos en un plano tales que el valor absoluto de la difer-
encia de sus distancias a dos puntos fijos llamados Focos es constante.

Inicialmente se hallard la ecuacién en el caso en que los focos se encuentran sobre el eje x, con
coordenadas Fj; = (¢,0) y F» =(—c,0). (Figura5.34)

y y
P= (xvy) P= (xay)
F2 = (—C,O) F] = (C,O) x F2 = (—C,O) F] = (C,O) x
d(P,F\)<d(PF) d(P,F\)>d(PF)

FIGURA N° 5.34

Si P=(x,y) esun punto sobre la hipérbola y si 2a es la constante a la que se refiere la definicion,
entonces:

|d(P,F1)—d(P,F,)| =2a, es decir

‘\/(XC)2+(y0)2 Vet o2+ (02| =2

Procediendo en forma andloga a como se hizo en la deduccidn de la ecuacidn de la elipse se llega a la

ecuacion:
x2 yz

=1
2 22

2

llamando b? =c*—a?, donde b >0 vy sustituyendo en la ecuacién anterior se obtiene

que es llamada ecuacion en forma candnica o ecuacion de la hipérbola con centro en (0,0) y vértice
en (a,0), (—a,0) . (Figura5.35)

Aqui como en el caso de la elipse se llama centro de la hipérbola al punto medio del segmento que
une los 2 focos; eje principal de la hipérbola a la recta que pasa por los 2 focos y vértices a los puntos
de interseccidn de la hipérbola con su eje principal.

2 2

Despejando y de la ecuacion — — = =1 se obtiene y ==+

b
A Vx2—a? lo que indica:
a

a
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Primero que no hay puntos (x,y) en la grafica cuando x?2—a’ <0, esdecircuando —a<x<a
y segundo que para x = +a la grafica corta al eje x.

2 y2

2 B2
a a b
x tiende a oo la distancia d(x) entre el punto (x,y) de la hipérbola y el punto correspondiente (x,y;)
de la recta tiende a cero sin que se toquen la recta y la curva. Puesto que esta distancia es igual a

/- 2)
iy = b b b\l 2_2u
dx)=y —y X x?—a X x’—a x x?—a

a a a a (x—l— x2—a2)

b . . .
Larecta y= —x es una asintota de la hipérbola =1, en el sentido de que a medida que

b (x*—(x*=d®)\ b ( a® ) B ab
a\ x+vx2—a? a \x+vx%—a® x+vVx2—a?
La cual evidentemente tiende a cero a medida que x se hace muy grande.

Andlogamente, d(x) tiende a cero cuando x tiende a —co.
Observe que estas ecuaciones se pueden obtener de la ecuacion de la hipérbola al reemplazar el uno

2 2
por el cero. <22 — Z—z = 0>

Puede demostrarse ademds que también la recta, y = ——x es asintota de esta hipérbola. (Fig.
a
5.35)

FIGURA N° 5.35

Si los focos de la hipérbola estén ubicados en los puntos (0,4c¢) sobre el eje y, se puede demostrar
2 L2
X ..
que y—z ke 1 es su ecuacion, donde nuevamente b*> =c
a

o . . . a .
son las coordenadas de sus vértices y sus asintotas tienen ecuaciéon y = + Zx. (Fig.5.36)

2 —a?; sucentroenelorigeny (0,%+a)
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FIGURA N° 5.36

Ejemplo 1

2 2
La ecuacién XZ - % =1, representa una hipérbola abierta hacia los lados, enella a®> =4 vy

portanto a =+2 y entonces sus vértices tienen coordenadas (£2,0) . Ademds b* =9, por tanto

b=+3 ycomoc?=a’+b*>=4+9=13, las coordenadas de los focos son (:l: vV 13,0). Las
ecuaciones de sus asintotas son y = =+(3/2)x (fig 5.37).

FIGURA N° 5.37

Ejemplo 2

Encuentre la ecuacién, los focos y las asintotas de una hipérbola cuyos vértices son (+3,0) y que
pasapor (5,2).
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2 2
a =3, entonces % - % =1, ycomo (5,2) essolucién de esta ecuacién entonces:
25 4 9 2 4y?
9 T E 1, esdecir, b*>= 1 Por tanto la ecuacidn buscada es % — % =1
2_ 2 g2 45 45 ,
Como c¢*=a"+b"=9+ i- 7 entonces ¢ ==+ T y asf las coordenadas de los focos son

3 3
(iz\@ , 0) .Ycomo a=3 y b= 5 entonces y = j:% son las ecuaciones de las asintotas.

Ejemplo 3

Los focos y los vértices de una hipérbola son los puntos (5,0), (—5,0), (4,0), (—4,0) respecti-
vamente. Hallar la ecuacién de la hipérbola y sus asintotas.

2 2
Como los focos estdn sobre el eje x, la ecuacién de la hipérbola es de la forma x—z — Z—z =1 yasi
a
2 2
a=4,c=5,b=+25—16=3, en consecuencia la ecuacién de la hipérbola es )IC—6 — % =
x?y? XY\ (XY Xy Xy
Ahora 16_39:0 si y solo si (Z—g) (Z+§) = (0 entonces 1—5:0 o 1—1—5:0,
por tanto y = i 6 y= —z* son las ecuaciones de las asintotas. (Fig. 5.38)

FIGURA N° 5.38

Ejemplo 4

Hallar la ecuacién de la hipérbola que tiene su centro en el origen, un vértice en (6,0) y una de
sus asintotas es larecta 4x—3y =0
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Como el centro es (0,0) y un vértice esta en (6,0), entonces la hipérbola debe estar abierta hacia
2

. X .z
los lados, por tanto su ecuacién debe ser de la forma: — — z—z =1, con a = 6 y la ecuacién de sus
a

b 4 4 b
asintotas debe ser de la forma y = +—x,comoa=6;yy = gx es una asintota entonces 3 = 2 de
a
donde b = 8.

2 2 2 2
Asi la ecuacidn de la hipérbola sera

@—?:1,osea——y—

=1
36 64

La ecuacion de la hipérbola con centro en (h,k) # (0,0) abierta hacia los lados haciendo traslacién

es
(x—h)>  (y—k)?
2 !
Aqui el centro tiene por coordenadas (h,k) , las coordenadas de los vértices son (h+ a,k) ,
(h—a,k) y las coordenadas de los focos (h+c,k), (h—c,k). (Fig. 5.39a).

Si la hipérbola abre hacia arriba y hacia abajo y su centro esta en (h,k) su ecuacidn sera:
=k? _ (x—h)? _

@2 b =1

Aqui el centro tiene por coordenadas (h,k) , las coordenadas de los vértices son (h,k+a), (h,k—a)
y las coordenadas de los focos (h,k+c), (h,k—c). (Fig. 5.39b)

Y (x—h)?* (y—k)?
@2 =1

FIGURA N° 5.39(A)
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Y (y—k)?  (x—h)?
2 b =1

FIGURA N° 5.39(B)

Ejemplo 5

Dada la ecuacién de la hipérbola 9x2 — 16y — 18x — 64y — 199 = 0 hallar las coordenadas del
centro, vértices, focos, asintotas.
Como 9x2 — 16y% — 18x — 64y — 199 = 0 organizando cuadrados perfectos se tiene que

(9x% — 18x) — (16y? +64y) — 199 =0

9(x? —2x) — 16(y* +4y) =199 =0

Ox?—2x+1—1)—16(y*+4y+4—4)—199 =0
9(x—1)>—16(y+2)> =199 +9 — 64 = 144

(-1 (p+2?

16 9 !

luego
luego las coordenadas del centro son (1,—2).

Como a* = 16 entonces a = 4 y como b*> = 9 entonces b =3, luego ¢ = a’+ b*> = 25 entonces
¢ = 5. Para hallar las coordenadas de los vértices, como a =4 , entonces a partir del centro nos
movemos 4 unidades a la derecha y a la izquierda en forma horizontal para obtener
(1+4,-2)=(5,-2),(1—4,-2)=(-3,-2).

(k=12 (+2)* _

6 9

=1, entonces (x—1)2:16 yasi x—1==44;x=1+4, entonces x =5

También si se hace y = —2 en la ecuacion 1,

(x—1)?

16 ]
0 x = —3 luego las coordenadas de los vértices (5,—2) y (—3,—2) Como ¢ =5 para hallar las
coordenadas de los focos a partir del centro nos movemos 5 unidades en forma horizontal a la derecha

e izquierda para obtener (1+5,-2)=(6,—-2) y (1—5,-2)=(—4,-2), las coordenadas de los

se tiene que
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(12 (4272

focos. Para hallar las asintotas se cambia el uno por el cero en la ecuacién 6 9 1
—1)? 2)? -1 2 —1 2
para obtener (x 16) — (yz ) =0, es decir <x4 _y43- ) <x4 +y—;— ) =0 entonces las
—1 2 —1 2 3
ecuaciones de las asintotas son Y % =0y a 1 +% =0 esdecir y+2==£ Z(x— 1).
(Fig. 5.40)
y
\613 _,2')/
(=3,42).7" >~ (5,-2)
(x—1)? (+2)?
42
FIGURA N° 5.40
Ejemplo 6

2 2 4 2
Dada la ecuacién de la hipérbola (x+2) — o4 =1 hallar las coordenadas del centro,

7 . 7z 9 36
vértices y asintotas.

Como a®>=9, entonces a = =3 el centro de la hipérbola tiene por coordenadas (h,k) = (—2,4)
y por tanto el eje estd en la recta horizontal y =4 'y para hallar los vértices de la hipérbola nos move-

mos 3 unidades a la derecha y a la izquierda de su centro (—2,4) para obtener (—2+3,4)=(1,4)
y (_2_354) = (_554)

2)2 (y—4)? 2)?
También haciendo y =4 en la ecuacién (XJ; ) — b 36 ) =1 setiene que (XJ; ) =1, asique
(x+2)2=9, luego x+2=+3 yasi x=—2=+3esdecirx=—50x) =1,y asi las coordenadas

de los vértices son (—5,4), (1,4).

(x+2)* (y—4)?

Las ecuaciones de las asintotas son las soluciones de 9 T 0,
2 —4 2 —4
esdecir,x—; _yT:ny-i- +yT:0,esdecir,y:—2xyy:2x+8.

3
Como ¢ = a® + bz, c=Va*+b>=+9+36=+45= 35, luego las coordenadas de los focos son
(—2—+/45,4)(—2+4/45,4). (Fig. 5.41)
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Yy y=2x+38

______ — — —

(727\/674) (_ «,4) III\\ (14)

( 2+f4)

FIGURA N° 5.41

Ejemplo 7

Dada la ecuacién de la hipérbola 3y? —x? 4+ 4x — 6y — 13 = 0, hallar coordenadas del centro,
focos, vértices y ecuaciones de las asintotas.

La ecuaciéon 3y? —x? +4x— 6y —13 =0, se puede escribir como

(3y2—6y) — (x> —4x) =13
3(p2—2y+1-1)— (x*—4x+4—-4) =13
3(y—1)* = (x—2)* =12, luego

b-1? «=2?
4 12 ’

luego el centro es (2,1), su eje focal es una recta paralela al eje y y que pasa por (2,1), es decir
x=2.
Como da?=4 y b* =12 entonces ¢ = Va2 +b> =4, luego las coordenadas de los focos son x =2,
y=1+x4, esdecir (2,5),(2,-3)

Las coordenadas de los vértices son x=2;y=1+ 2; es decir, los Vertices estan en los puntos

. ) y—1 x-2 -1 x-2
2,3), (2,—1 las ecuaciones de las asintotas son - =0 7+ =0
23).2-1) y =y

EJERCICIOS

1. Hallar los vértices, focos, asintotas y gréfica de las hipérbolas cuyas ecuaciones se indican:
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2

=

a)

2
Yy
- =1 b) - —
1 9 )

o)

d) y2—x24+10=0 e 4y2-9x?>=1
2. Hallar una ecuacion de la hipérbola que satisface las condiciones dadas

a) Centroen (0,0), vérticeen (£3,0) yunfocoen (5,0).
b) Focosen (0,£3) yunvérticeen (0,1).
¢) Focoen (13,0) y asintotas las rectas 12y = £5x.

3. Las ecuaciones de la hipérbola con centro en (h,k) son:

g G0k G- —h?
a? b2 a? b?

1y b 1

hallar sus focos, sus vértices, sus asintotas y gréficas.
4. Hallar la ecuacién de una hipérbola que satisface:

a) Centroen (3,5), vérticeen (7,5) yunfocoen (8,—5).
b) Centroen (2,4), unvérticeen (2,5), unaasintota 2y—x—6=0
c¢) Vérticesen (1,1) y (1,5), yunfocoen (1,-2).
d) Focosen (5,0), (5,8) y un vérticeen (5,5).
5. Hallar vértices, focos, asintotas y graficas de:
_ 92 2
o 0= D
4 4
b) x*—y*—x+y=1/2
c) x2—4y? —4x+24y—-36=0

) (X+4)2_(y+3)27
9 16

1

d 1

6. En qué casos la ecuacién ax?+b>+cx+dy+ f =0, representa una hipérbola?






Capitulo

FUNCIONES

6.1. DEFINICIONES Y EJEMPLOS

Enla vida cotidiana y en el estudio cientifico, no siempre basta con nimeros para describir matemaética-
mente fendmenos o resultados del andlisis de estos, sino que para ello se hace necesario frecuente-
mente establecer correspondencias entre elementos de dos conjuntos, de tal forma que elementos de
un conjunto estén relacionados de alguna forma con uno o méas elementos de otro conjunto. Este tipo
de correspondencia es parte fundamental de la matemadtica en general y a €l se asocian los concep-
tos de funcidén y relacién, cuyos elementos caracteristicos se presentardn inicialmente mediante unos
ejemplos.

Ejemplo 1

Considere un experimento que consiste en tomar la temperatura de determinada sustancia, la cual se
puede medir en los tiempos 0, 1, 2, ... hasta 30 segundos, pero solamente se realizardn 10 mediciones y
para ello se dispone de un termdémetro que marca temperaturas de 0°C hasta 70°C. El experimentador
hizo las siguientes mediciones:

En el primer segundo el termdmetro marcé 20°C, en el cuarto segundo 22°C, en el quinto 23°C,
y en los segundos 6, 8, 10, 12, 18, 23, 29 marcé 25°C, 26°C, 28.5°C, 27°C, 25°C, 24.3°C y 22.2°C

respectivamente.

Como se puede apreciar, existen inicialmente dos conjuntos numéricos, un conjunto A formado por

los tiempos posibles en los que se pueden efectuar mediciones, es decirA = {0,1,2,3,...,30}y
un conjunto B que indica el rango de temperaturas en que puede estar la sustancia, es decir,
B ={x|0<x <70} =[0,70],y existe ademds una forma de hacer corresponder, para algunos

elementos de A (los tiempos que selecciond el experimentador), a cada uno de ellos un tnico elemento
de B (la temperatura que marcé en esos tiempos). También se puede observar que hay algunos ele-
mentos de A a los que segun la seleccion no se les asocié una temperatura y otros a los cuales si. En
forma andloga hay unos elementos de B que representan la temperatura de la sustancia en alguno de
los tiempos seleccionados y otros no.

149
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A correspondencias de este tipo entre dos conjuntos A y B se le llaman Funciones de A en B (en
este orden) las cuales en general se definen asi:

Una funcion de un conjunto A distinto de vacio (Ilamado conjunto de partida) en un conjunto B
distinto de vacio (llamado conjunto de llegada) en este orden, es una correspondencia entre algunos
elementos de A y algunos elementos de B, de tal forma que a cada elemento de A corresponda un tinico
elemento de B o ninguno.

Haciendo referencia al ejemplo anterior, el conjunto de partidaes A = {0,1,2,...,30}, el con-
junto de llegada es B = [0, 70] y la correspondencia de la que habla la definicién es la que se realiza
entre algunos elementos de A y otros de B, segtin la cual, a cada tiempo seleccionado corresponde una
Unica temperatura.

Al conjunto de los elementos de A, que segun la correspondencia estdn relacionados con algun el-
emento de B, se llamard Dominio de la funciéon (Dy) y obviamente es un subconjunto de A; en el
ejemplo éste corresponde a los tiempos seleccionados, es decir,

Dy ={1,4,5,6,8,10,12,18,23,29} C A. Al conjunto de elementos de B a los que les correspon-
di6 asociarse con algin elemento de A, se llama Recorrido o rango de la funcion (Ry), el cual
evidentemente es un subconjunto de B; en el ejemplo

Ry = {20,22,23,25,26,28.5,27,24.3,22.2} C B.

Laexpresion f : A — Bindica, que la funcidn se llama f, que el conjunto de partida es A y el conjunto
de llegada es B y puesto que a elementos de A corresponde un tinico elemento de B entonces con una
variable genérica (x, ¢, p, v, n, ..., etc), que se supone toma valores en A, se expresa de qué modo
se estd estableciendo esta correspondencia f. Para el ejemplo f : {0,1...,30} — [0,70] con
f (t) = temperatura de la sustancia en el tiempo # ( I6gicamente 7 € {0,1,2,...,30})

En general las funciones se pueden representar graficamente plasmando visualmente la correspon-
dencia entre dos conjuntos.

Para el ejemplo tratado las figuras 6.1 (a). y 6.1 (b) ilustran diferentes representaciones graficas.
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f(2)
1 — 20 30
4 — 22 »
28
5 — 23 ”
6 — 25 2
8 — 26 »
24
10 — 285
12 — 27 2 ®
18 — 25 2
20
23 — 243
29 — 222 18 1
01234567 89101112131415161718192021222324252627282930
(A) B)

FIGURA N° 6.1

Generalmente cuando A y B son subconjuntos de los nimeros reales, se prefiere trabajar con graficas
como la de la figura 6.1 (b), las cuales se construyen ubicando en el eje x del plano cartesiano, el
conjunto de partida de la funcion f y en el eje y el conjunto de llegada, y considerando que six € Dy
yy = f (x) es el elemento del conjunto de llegada al cual estd asociado x, entonces la pareja (x, f (x))
forma parte de la grafica de la funcion. Asi una funcién f se puede considerar como un conjunto de
parejas ordenadas en las cuales las primeras componentes corresponden al dominio de la funcién y las
segundas componentes a sus respectivas imagenes y donde 16gicamente no podran existir dos parejas
diferentes que tengan la misma primera componente, ya que en una funcién la imagen de un elemento
es Unica. A la variable que representa los elementos del dominio se le llama Variable independiente y
a la que representa los elementos del recorrido, Variable dependiente, indicando con estos nombres la
dependencia de los elementos del recorrido de los del dominio. Es evidente que no todo conjunto de
parejas ordenadas es una funcién, pues podria darse el caso que él contenga parejas diferentes con el
mismo primer elemento. Si un conjunto de este tipo se representa graficamente en el plano xy, como se
hizo con las funciones, necesariamente debe existir al menos una recta vertical (paralela al eje y) que
contenga dos o mas puntos de su grafica (por qué). En general a cualquier conjunto no vacio de parejas
ordenadas se le llama una Relacion, por tanto existirdn relaciones que son funciones y otras que no
lo son. En la figura 6.2 (a) se aprecia la grifica de una relacién que no es funcidn, pues a cualquier
punto del intervalo (— 3, 3) corresponden dos imdgenes. En la figura 6.2 (b) aunque solamente hay un
punto que tiene dos imdgenes, (al punto 1 corresponde el 0 y el 5, pues el punto de coordenadas (1, 0)
también forma parte de la grafica), esto es suficiente para que esta gréfica represente una relacién que
tampoco es funcién. La figura 6.2 (c) representa una relacién que si es una funcién.
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FIGURA N°6.2

Con los siguientes ejemplos se pretende hacer claridad sobre aspectos relacionados con funciones,
como sus gréficas, su dominio y su recorrido.

Ejemplo 2

Considere la correspondencia tal que a cada niimero real x se le asocia su cuadrado; como éste es

tnico, entonces analiticamente se puede representar pory = f (x)

= X".

Como el cuadrado de un niimero real siempre es real, y a todo ndmero real x se le estd asociando un
unico real que representa su cuadrado, entonces esta correspondencia es una funcién representada por
f, cuyo dominio es el conjunto de los nimeros reales (Dy = R). Los valores que toma y para cada uno
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de estos valores de x forman el recorrido de f,en este caso al variar x en R, y toma todos los valores
reales no negativos o sea Ry = [0 + o).

Con algunos valores arbitrarios dados a x, se encuentran los correspondientes de y por medio de f
lo cual nos permite ubicar en el plano xy unas parejas que nos dan una idea aproximada (no siempre
muy buena) de cdmo es la grafica de la funcién. Figura 6.3

x 0 1 V2 3.5 5 —-1/2 —1 -3
f(x) 0 1 2 12.25 25 1/4 1 9

251

(5,25)

20

151

—_
<
T

FIGURAN° 6.3

Ejemplo 3

Con f (x) = vx% — 1 se esta representando la funcién que hace corresponder a valores de x en R,
los niimeros y = vx2 — 1.
Para que y sea un nimero real es necesario que x2 — 1 > 0, es decir el dominio de la funcién es-
tard formado solamente por aquellos valores de x que satisfacen esta desigualdad o sea
Dy ={x|x*=12>0} = (—c0,—1]U[1 +); por tanto encima y bajo del intervalo (—1, 1) no debe
existir grifica de la funcion.
Para estos valores de x (los del dominio de f), la expresién y = v/x2 — 1 siempre es mayor o igual
a cero (por qué?) y como vx2 — 1 toma todos los valores desde 0 hasta infinito, cuando x varia en
(—o0, —1] U [1, + ) entonces Ry = [0, +0).
Haciendo una tabla andloga a la del ejemplo anterior y representando las parejas resultantes en el
plano cartesiano, se obtiene una aproximacién de su gréfica. Figura 6.4.
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y
2.5t
2.0t
1.5+
1.0 1 x2—1
0.5t
NI S S I X
-1 0 1 2 3

FIGURA N° 6.4

Ejemplo 4

—x+1 si x€(—00,—-2]
f(x)= x2 si 0<x<4
5 si x>4

De la definicién de la funcidn, resulta evidente que para todo valor de x € (—2,0) no hay imagen
por medio de f, mientras que para valores de x en (—oo, —2], [0,4] y (4, 4+ ) la funcién siempre
estd definida, a pesar de que lo esté mediante expresiones diferentes, por tanto

Dy = (=00, =2 U 0,4 U (4, +») = (=, =2] U0, +0).
Observe que si x € (—oo, —2], la expresion que define a f (x) allioseay = —x + 1 estdentre 3 y

4o, yaquesiy=—x+1 = 1—-y=x< -2 = 3 <y. Andlogamente cuando 0 < x <4, 0 <
x> =y <161luego0 <y < 16 yparax > 4 y toma siempre el valor 5.

Portanto Ry = [3,+)U[0,16]U{5} = [0, + )

En la construccién del grafico (Fig 6.5) es necesario tener en cuenta, en qué intervalo esta definida
la funcién mediante cada una de las tres expresiones de que consta:



6.1. DEFINICIONES Y EJEMPLOS 155

y

150t

12571

10.0 1

75 1

y=—-x+1 307
25 1

-6 -4 -2 0 2 4 6 8

FIGURA N° 6.5

Ejemplo 5

f(x) =[x] con —2 < x < 3, donde [x] indica que a cada nimero real x se le asocia el mayor
entero menor o igual que x.

Observe que segun esta definicion se tiene por ejemplo que:

[0.1] = [0.02] = [0.4] = [1/2] = [0.99] = [0] = Oy en general si x € R entonces:

Si0 < x < 1 entonces [x]
Sil < x < 2 entonces [x]
Si2 < x < 3 entonces [x]

0
1
2

Sin < x < n+ 1entonces [x] =n

Ademas:

[—1.5] = [-1.2] = [-1.99] = [-2] = —2yasti:

Si—1 < x < Oentonces [x] = —1

Si —2 < x < —1entonces [x] = —2, etc.

Portantoel Dy = [-2,3] yRy = {—2,—1,0, 1,2, 3}y su grifica se puede apreciar en la figura

6.6
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y
3 f(x):[x] ———— o
2 —o0
1 —o0
°>- + X
—2 -1 1 2 3 4
o——1—1o
e—0 -2

FIGURA N° 6.6

Ejemplo 6

y =mx+ bconm € R, siempre representa una linea recta no vertical, por tanto siempre representa
una funcién con dominio R. Su recorrido serd también R salvo el caso en que la recta sea horizontal,
pues alli m = 0, por tanto la ecuacién serd y = b, y su recorrido serd {b}. Si la recta es vertical o

sea de la forma x = k ésta representa una relacién no funcional con dominio {k } y recorrido R (por
qué?). (Fig. 6.7)

Sin
m=0 pendiente

Si funcion Si funcion No funcién

FIGURA N° 6.7

Ejemplo 7
Las parabolas de la formay = ax? + bx + ¢ (a # 0), siempre representan funciones con dominio
R.
. e 4ac —b? .
Para hallar su recorrido se debe recordar que su vértice tiene como ordenada ————, por tanto si

2
. P ac—>b ) P L .
a > 0 el recorrido serd el intervalo [4 , 00) pues la pardbola estd abierta hacia arriba, y si
a

4ac — b?

a < 0 el recorrido serd <00, )
a

] pues en este caso estara abierta hacia abajo.
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Si la pardbola est4 abierta a derecha o izquierda, es decir si es de la formax = ay? + by + ¢ (a #0),
evidentemente no representa una funcion, pues toda recta vertical que corte la pardbola lo hard en dos
puntos. (Fig. 6.8)

y y y
y:x2—2x+4
y=—x>—2x+4

/ x=y*-2

VAR -

Rec = [3,®) Rec = (—,5] No funcién

FIGURA N° 6.8

Ejemplo 8

2 2
Laelipse — + b= 1 no representa una funcién como se puede apreciar de su gréfica, pero si en
a

ésta se considera solamente la parte sobre el eje x o solamente la parte bajo €I, cada una de ellas por

separado representa una funcién, analiticamente esta se obtiene de la ecuacién de la elipse despejando

y, y asi, puesto que y = & — v/a2 — x2, al tomar esta expresion solamente con signo positivo o neg-
a

ativo, representa respectivamente la parte superior e inferior de la elipse. Figura 6.9

Observe que en los dos casos su dominio es [—a, a] y su recorrido [0, b] para la parte superior y
[— b, 0] para la inferior.

~<
<

—a a
y = é a2 — x2 X
a
b
x y=-2Va=2
—a a a
Rec =10,Db] Rec = [—b,0]

FIGURA N° 6.9

Es claro que cualquier elipse trasladada tampoco serd una funcidn, pero de ella se pueden extraer
dos funciones procediendo en forma andloga al caso de la elipse con centro en el origen. En este caso
cudles serdn sus ecuaciones? Cudles sus dominios? Cudles sus recorridos?.

Ademas puesto que una circunferencia se puede considerar como una elipse con los dos ejes iguales,
cuya longitud serd su didmetro, entonces tampoco representard una funcién; pero de ella se pueden
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extraer dos funciones; asi si su ecuacion es x> + y> = a2, las expresiones y = va? — x2 y
y = — va? — x? tienen por gréfica la parte superior e inferior de la circunferencia respectivamente,
las cuales representan funciones con dominio [—a, a] y recorrido [0, a] y [—a, 0] segtn el caso.

Ejemplo 9
2 2
La hipérbola 2—2 . %
b b
se obtienen dos ecuaciones: y = — vx2 — a2y y = —— v/x2 — a? y cada una de ellas representa
a a
una funcién con dominio (—o0, —a] U [a, ®) y recorrido [0, ©) y (— oo, 0] respectivamente. (Figura
6.10)

= 1 no representa una funcién, observe que en este caso si despejamos y

| &
=
[
[
Q
(3]
\
IS
N}
=

y:

Q\Q
=
S

y= V2 —a

FIGURA N° 6.10

Ejemplo 10
Sea f(x) = |x* —4|

24| = x*—4 sii x>—4>0, esdecir,si x& (—o0,—2]U[2,+)
T —(x*—4) si x¥»—4<0, esdecir,si x€(-2,2)

Verifique que su grafico corresponde a la curva continua en la figura 6.11, y que Dy =Ry
Ry = [0, —I—OO).

FIGURA N° 6.11
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Ejemplo 11

fxX)=|x+1|4+x
x+1-+x si x+1>0
—(x+1)4+x si x+1<0

) 2x+1 si x+12>0
1 -1 si x+1<0

|x+1|—|—x:{

Df=RyRy= [—1,—|—°°).

Un bosquejo de su gréfico se puede apreciar en la figura 6.12

y

y=2x+1

FIGURA N° 6.12

EJERCICIOS

1. Tlustre el concepto de funcién con dos situaciones cotidianas y dos situaciones de la fisica, y
dé sus correspondientes dominios y recorridos.

2. Sif(x)=+/2x+ 3, halle:

a) f(10)

b) f (3¢%)

c)f(ax +b)
f(

x+h)—f(x)
h

e) f(x)—f(h)
) f(=x)

3. De los puntos (x,y) que satisfacen las siguientes expresiones, diga cudles son funciones y cudles
son relaciones no funcionales, halle su dominio, su recorrido y represéntelas graficamente.

a) y?—x=0
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by x—y—-5=0

c)y=20
d) x=06
e) y=[x—2]

f)y=[x/2] con —1<x<10
g y=|[3x] con —1 <x <2
h) y<x

nA{(xy)ly=6}

D Ay)[y=0}

1 sixe
k) flx) = {—ISIS)iCxSQ*

D flx)=k+1

m) y=./x

4. (Cuadles de las siguientes graficas de la figura 6.13 corresponden a funciones y cudles a rela-
ciones no funcionales?. Hallar sus dominios y recorridos.
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(a) y
(0,2)
X
x2 y2
MRS AR
(0,-2) 16 + 4
b
®) y © r=1-—Cos(0) Y
xy=1
1
X
X
1
(d)
1
2 2 2
-1
(e) y (f) y
y=2
1 fp---- — x=-=2
2 f--oi
y=x ) > X X

FIGURA N° 6.13
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5. Hallar el dominio de las siguientes funciones:

a y=+—x
b) y =V —x?
) vV1-—x
) y= ——
Y V2+x
1—x

4 y= 24+x
1 —x2

e)y= P
1 4 x?

Ny= 2
1+ x?2
8= 4+ x2
x2—4
)
Dy=+v—x

6. Siel grificode y = f (x) = x? es el que se observa en la figura 6.14.

FIGURA N° 6.14

7. En el mismo sistema de coordenadas acompaiie por separado esta grafica con la de cada una de
las siguientes modificaciones. Compare y saque conclusiones.

a)y=f(x)-3

by y=f(x)+3
o y=f(x—-3)
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d)y=f(x+3)
e)y=f(x—3)+2
) y=rf(3x)

g y=3f(x)
=37 )

8. Dada la grifica de f(x) = x>, sobre el mismo sistema de coordenadas trace la de

g(x) =|f(x)] = |+}|. Compare las dos graficas y saque conclusiones.

9. Resuelva el mismo ejercicio 7 para:

a) f(x)=

b) f(x) = —2x+5

¢) f(x)=x*—-2x-3

d) f(x)=—x>+11x—28

6.2. OPERACIONES ENTRE FUNCIONES

Al igual que los nimeros, las funciones se pueden sumar, multiplicar o dividir y el proceso de

efectuar estas operaciones entre funciones se hace puntualmente, es decir, si f y g son funciones:

En la representacion grafica de estas nuevas funciones, es necesario tener en cuenta que su definicién
se hizo punto a punto; asi por ejemplo, si se tienen las funciones f (x) = x + 1y g (x) = x* laimagen

que corresponde por ejemplo al punto x = 2 por mediode f + g, f — g, fgy f/g seré:

(2 +8)(2) =f()+g(2) =Q2+1)+4=7
2(2 -82)=r2)-g@)=02+1)-4=-1
( )():f(2)8(2):(2+ )4 =12
(

f/g)( ) = f(2)/g(2)= (2+)/4=3/4

y

h3(2
ha(2

)
)
)
)

/‘\/‘\/‘\/‘\

De la construcciéon de f + g, f — g, fgy f/g, resulta evidente que para calcularlas en un punto x,
es necesario calcular tanto f como g en este punto, es decir, x debe pertenecer tanto al dominio de f,
como al dominio de g, luego el dominio de estas funciones debe ser la interseccién de los dominios
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de fy g, exceptuando légicamente, para el caso del cociente, aquellos puntos donde el denominador
se anula. Asi:

D¢yo =Dy N Dy
Dy o =Dy N D,
D¢e =Dy N Dy
Dyjq) = (D N Dg) — {x[g (x) = 0}

Luego, procediendo en forma andloga con todos los puntos comunes de los dominios, se encuentran
las parejas de R? que conforman las grificas correspondientes a /iy (x), ko (x), h3(x) y ha(x).

Ejemplo

Sean f (x) = x + 2y g (x) = 2x entonces

hx)=(f+g (x) =f(x)+8(K) = (x+2)+2x =3x+2
h(x)=(f—8)(x) =f(x) —g(x) = (x+2) —2x = —x+2
h3(x) =(fg) () = f (x) g (x) = (x+2)2x = 22" + 4x
ha(x) =(f/8) (x) = f (x) /g (x) = (x+2)/2x

omo Dy = = Rentonces: Dy = Df_, = = =R — {0}.
C Dy =RyD, =R Dyig =Dy =Dfg =RyDyjy =R—10

Las gréficas de estas funciones serdn: (Figura 6.15).

y y
flx)=x+2 flx)=2x
2
x
x
2
y y
x x
(f +g)(x) =3x+2 (f-g)x)=2-x
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y y

(f8)(x) =20+ dx (/8)(x) = (x+2)/2x

FIGURA N° 6.15

EJERCICIOS
1. Dada f (x) = /x, g(x) =2x+1, hallar:

a) f(2+h)

b) g(3—h)

o) (f+g)(x+h)

d) (f+g)(5)

e) f(xz)

N (f-g)x)

g (f/8)(x)

h (fg) (x)

i) Dftg, Dy—g, Dfg, Dyyg

2.Sif(x)=+vx—1, g(x)=2x hallar:

N (fg)(x+1)
g) (f/g)(2—3h)
h) Dgg, Dyyyq

1 1
3. Dada f (x) = —, g(x)= -, h(x)=+1—x hallar:
x x
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a) Dy, Dg, Dy

b) Df—',-g—&-ha Dh/gv D(f+g)/h
o (f+g+h)(3), (f+g+h)(-2)

6.3. FUNCION COMPUESTA

Dadas dos funciones f (x) y g (x), si existen algunos valores del dominio de g para los cuales
g (x) pertenece al dominio de f, entonces es posible para estos valores calcular f (g (x)), y por tanto
a partir de estas dos funciones se puede construir una nueva funcién llamada la Compuesta de f 'y g
notada por f, g, la cual asigna a algunos puntos x del dominio de g el valor f (g (x)) o sea

(fog) () = [ (g (x))

Al componer dos funciones f, g comenzamos con un valor de entrada x en el dominio de g y obtenemos
un valor dnico de salida g(x) en el recorrido de g y este valor de salida se utiliza como valor de entrada
para f, para dar un dnico valor de salida f(g(x)), asi que g(x) debe estar en el dominio de f, por
ejemplo suponga, que se obtienen las funciones que se observan en la figura siguiente

entonces
f(g(1))=f(8) =16
f(8(2))=f(4)=14
f(g(5)) = f(6) =12
f(g(7)) = f(10) no esta definida

Luego la compuesta f, g existe en los puntos donde R,nDr # @, que son 1,2, 5.
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Ejemplo

Si f(x)=+/x y g(x)=x*+1 entonces

(fo8)(3) = f(8(3)) = £(10) = V10

(fo8)(=2) = f(8(~2)) = f(5) = V10
(fog)(x) = flg(x) = f(P+1) = Va2 +1
(80)(x) = 8(f(x)) = 8(Vx) = (Vx)* +1

(80/)3) =8(f(3) =5(vV3) = (V3)* +1

(g0f)(—2) =g(f(—2) no existe, pues f(—2) no existe

De la construccién de la funcién compuesta f, g se puede apreciar:

i. Esta funci6n existird solamente cuando R, N Dy # @.
ii. Sudominioes {x|x € D, y g(x) € Ds}.

iii. En general g, f # f,g. Para ilustrar el iii. observe el siguiente ejemplo:

f(x)=x*; g(x)=Cosx

(fo8) () = f(8(x)) = f(Cos x) = (Cos x)* = Cos’x
(80/) (x) = g(f(x)) = g(x*) = Cos x*
Luego (fog) (x) # (80/) (%)
pues Cos*x # Cos x*

Uno de los aspectos importantes de la composicion de funciones es el hecho de que nos permite
expresar una funcién dada en términos de funciones mas simples por ejemplo si:

h(x) = Vx* +x+1, se tiene que h(x) = (f,g)(x) = f(g(x)) donde g(x) = x* +x+1, f(x) = V/x,
pues f(g(x)) = fx*+x+1) = vVt +x+1

Ejemplo

Si h(x) = Sen®(x* + 1) = [Sen(x* + 1)]3, luego h(x) = f(g(p(x))), donde f(x) =x>; g(x) = Sen x
y p(x) =x*+ 1, pues h(x) = f(g(x? + 1)) = f(Sen(x* + 1)) = Sen’ (x> + 1)

Para una mejor comprension de la operacién composicidn entre funciones se puede establecer la
siguiente analogia:

Una miniempresa de alimentos posee dos maquinas: Una maquina f que manufactura mermelada,
y una maquina g que empaca la mermelada en frascos para luego llevarla a los supermercados. Asf si
la maquina f recibe como materia prima pifia produce mermelada de pifia o f (pifia). Esa mermelada
de pifia o f (pifia) la recibe g y entrega frascos de mermelada de pifia o g( f (pifia)).
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Similarmente si al empezar el proceso f es surtida con naranja, el proceso termina con g( f (naran-
ja)), es decir con frascos de mermelada de naranja. En general si f recibe una fruta x, produce f (x)
(mermelada de x) y al recibir g esa f (x), produce g ( f (x)) (frascos de mermelada de x). (Ver figura
6.17).

X
S
f
i
f(x)
~| -~
8

——— 5 (f(x)

FIGURA N° 6.17

Ejemplo 1

Sean f (x) = x+3, g(x) = 4x? entonces

i. Puesto que R, N Dy = [0,+00) N (=0, 400) = [0, +0) # @, existe (f,g) (x) y estd dada
por:

(fo8) (¥) = fg(x)) = f(4x7) = 45 +3.

ii. Como también Ry N Dy = (—o0,400) N (—00, +00) = (—oco, +00) # @, existe (g, f) (x)y
(8of) (¥) = g(f (1) = g(x+3) = 4(x+3)*.
Observe que aqui:

Doy ={x€Ds|f(x) €Dy} = (—o0,+0) N {x|x+3 € (—00, +0)} = (—0o, +00)

Ejemplo 2
Sean f (x) =v2 —x y g(x) = x* — 4 entonces

i. Puestoque R, N Dy = [—4,400) N (—,2] = [—-4,2] # @existe (f,g) (x) y estd dada por
(fog) @) =f(g() =f(x*—4) = V2 - (2 —4) = V6 —x2

ii. ComoR; N Dy =[0,400)N(—00,+0)=[0,+0) # @,existe (g, f) (x) y estd dada por
(80f) () = g (F () = g (V2=3) = (v2—=x)" — 4
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EJERCICIOS
1. Sea f (x) = ﬁ, g (x) = V1 — x, hallar, si existen:
a) f(f (%))
b) g (g (x))

) f(&(fx))
2. Dada f (x) = %; g (x) = \/z ; h(x) = Senx, déexpresiones para:

FUE), fh(gK), hglgK)), hh(f(eX), flglgK)).

3. Suponga que f es una funcién y que a es un nimero tal que f (f (a)) = a. Cudl es el valor de

F(F (.- f () (40 veces).

4. (Cuadles de las siguientes proposiciones son verdaderas y cudles falsas?.

a) (fo8)oh = fo(goh)
b) fo (g—l—h) = fo8 + foh

1 1
c)

= =08
1 1 1
Do = <f> (g>

fog  f
5.Sea f(x) =+x y g(x) =2—x indique cudl de las siguientes funciones compuestas es
incorrecta:

a) f(gx) =vV2—x b)g(fx)
c) g(f(25) =-3 d) g (g (x))

6. Sea f(x) = /x y gx) =—x* si x<0. Halle f,g y gof siexisten,y sus
respectivos dominios y recorridos.

7.Seaf(x)=vx+1, gx)=vVI—-x%, h(x)=x+3

Hallar si existen g, f, fog, foh, &oh. (Cudlesson sus dominios?

—Vx

I
= N

1
8. Si s(x)=Sen(x), r(x)=vx, p(x)=3x>+1, q(x) = s 3 represente las siguientes
x pa—

funciones en términos de s,r, p y g usando la composicion:
i f(x)=Senv3x2+1

S 1
i f(x) = m

iii. f(x) =+/38en? (x) + 1

2
iv. f(x):3<;ci_;> + 1.
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9. Dada una funciéon y =h(x) descomponerla en varias funciones.

(x4 x)1/2

@ W) =Sens? ) W) =Ser’x o) h(x) =505

d) h(x) = Sen (Cos*(x* +x+1))



Capitulo

POLINOMIOS Y FUNCIONES
POLINOMIALES

7.1. DEFINICIONES Y EJEMPLOS

Una expresion de la forma ag+ajx + a)x* + ...+ a,x", con ag, ay,...,a, € R, n € N
y a, # 0 se llama un polinomio con coeficientes reales, en variable x de grado n y se nota
p(x), g(x), r(x)...etc. Enlo sucesivo grado de P (x) = n se notard gr (P (x)) = n. Larelacién
que hace corresponder a cada nimero real x, el nimero real p (x) = ag +a1x + ... + a,x" se
llama funcion polinomial asociada al polinomio p (x). Si todos los a; son iguales a cero, es decir, si
p(x) =0, este se llama el polinomio cero y a ese polinomio no se le asigna ningdn grado. El polinomio
constante p(x) = ap con ap # 0 se le asigna como grado: cero.

Ejemplo 1

1. x3 4+ 6x 4 1 es un polinomio con coeficientes reales en variable x y de grado 3, y
p (x) = x>+ 6x + 1 es su correspondiente funcién polinomial.

2. 6¢* 4 5 es un polinomio con coeficientes reales en variable ¢ de grado 4, y g (1) = 6t* 4 5su
funcién polinomial asociada.

3. 4(x+5)"" =3 (x+5)% + 2(x+5) — 6 es un polinomio con coeficientes reales en variable
x 45, de grado 10, y h(x) =4 (x+5)'"" =3 (x+5)% 4+ 2 (x + 5) — 6, su correspondiente
funcién polinomial.

4. 2> — it? 4+ i — 2, es un polinomio con coeficientes complejos, en variable ¢ y de grado 5. Su
funcién polinomial g (1) = 2t — it? + i — 2, es de valor complejo puesto que g () € C,y
de variable real sit € R, o de variable compleja si ¢t puede tomar valores en C.

5. No son polinomios x 2 +x3; 1/t + 134 5; 232 4izb 42 por qué?

Un nimero a (a € C 6 a € R )se dice que es un cero de un polinomio p (x) 6 raiz de p (x) =
0 si p(a) = 0. Gréficamente, las raices de la ecuacién polinomial p (x) = 0, cuando son reales,

171
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representan los valores de x para los cuales esta funcién es cero, o sea los valores de x en los cuales la
grifica de y = p (x) corta al eje de las x o hace contacto con él. Cuando son imaginarias, alli no hay
corte ni contacto con el eje x, por tanto, si una funcién polinomial no tiene raices reales, su grafica
estd toda sobre o bajo el eje de las x.

Ejemplo 2
1. p(x) = x> — 4 se anula cuando x = 42, es decir, 2 y —2 son ceros de x> — 4 6 raices de
x? — 4 = 0y graficamente (Figura 7.1) indicaque y = x> — 4 cortaalejexenx = 2y x = —2.
y
X
-2 2
ST P =x1-4
FIGURA N° 7.1
2. q(x) = x? 4 1, no se anula para ningtin valor real, pues solamente lo hace parax = i, x = —1i,

o0 sea aqui las raices de ¢ (x) = 0 son i y —i que son nimeros imaginarios, por tanto la grafica
de y = x% + 1 no se intercepta con el eje x (Figura 7.2).

p(x) =x*+1

FIGURA N° 7.2

3. r(x) = x4 xr=x2 (x2 + 1) ,seanulaenx = 0, x = i y x = — 1, entonces, como entre las
raices de r (x) = 0,el cero es la dnica real, alli la gréfica o corta al eje o hace contacto con él.
(Figura 7.3).
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r(x) =x*+x2

FIGURAN® 7.3

Como se puede apreciar, para elaborar la grafica de una funcién polinomial, resulta conveniente
hallar los ceros de su polinomio asociado, para lo cual es necesario conocer algunos resultados que
serdn ttiles en este proceso.

7.2. ALGORITMO DE LA DIVISION

Si un polinomio P (x) se divide entre otro polinomio Q (x), gr (P (x)) > gr (Q (x)), existen poli-
nomios D (x) y r (x) tales que:

P(x) =0 (x) D(x)+r(x) con gr(r(x)) <gr(Q(x)).

Observe que este resultado es consecuencia inmediata de realizar la divisién de P (x) entre Q (x),
siendo D (x) el cociente y r (x) el residuo.

Ejemplo

Dados p (x) =x3 +2x2+1 y ¢ (x) =x%+x, aldividir p (x) entre ¢ (x) se obtiene:

41 x4 x
—x3 — x2 x+1
x24+1
—x2 —x
—x+1
Portanto D (x) = x+ 1, r(x) = —x+ 1 y por consiguiente:

2t 1= (x+1) (x*+x) —x+ L

Recuerde que si g (x) = x — a, la divisién de p (x) entre x — a se puede simplificar mediante la
llamada Division Sintética,que se realiza solamente con los coeficientes de las variables, colocados
estos en orden descendente, como se ilustra en el siguiente ejemplo.
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Ejemplo

Seap(x) =x*—x*+7x—-12 y g(x) =x+4=x—(—4) entonces:

Division de Polinomios Division Sintética
= B+ x—-12 |x+4
—x* — 43 X =52 4+20x — 73 1 -1 0 7 —12 |;4
—5x3 4+ 7x—12 —4 20 —80 292
+ 5x3 42052 1 -5 20 —-73 280
20x? + Tx—12 Coeficiente de D(x) Re\ﬂg;()
—20x% — 80x
— 73x— 12 P(x) =(x+4)(x* — 5x* +20x — 73) + 280
73x +292 = q(x)D(x)+R
280

Observe en la divisién sintética, que el primer término de la tercera fila, es el primer término de la
primera fila, y seguidamente cada elemento de la segunda fila, se obtiene multiplicando el elemento
anterior de la tercera fila por a, y los elementos de la tercera fila se obtienen sumando los correspon-
dientes elementos de la primera y segunda fila.

El dltimo término de la tercera fila corresponde al residuo de la division, y los términos anteriores
corresponden a los coeficientes del polinomio cociente D (x) de grado n — 1 en orden descendente.
(De izquierda a derecha).

7.3. TEOREMA DEL RESIDUO
El residuo de dividir un polinomio p (x) entre x — a es p (a).
Demostracion
Por el algoritmo de la divisién p (x) = (x —a) g (x) + R
(R es un nimero, pues gr (R (x)) < gr ((x —a)) = 1, por tanto:

pla)=(a—a)q(a) +R=R

Ejemplo

El residuo de dividir p (x) = 2x3* + 3x> — 20 entre x — 2 es

p(2) =2(2°) +3(2%) - 20 =38.

Ejemplo
El residuo al dividir p (x) = 2x* + 3x% — 20 entre x + 2i es

p(=2i)=2(=2)*+3(-2))* =20 =32—-12—-20 = 0.
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74. TEOREMA DEL FACTOR

Seay = p (x) una funcién polinomial. Un niimero complejo a es raiz de p (x) = 0 si sélosix —a
es un factor de p (x).

Demostracion

=) Seaaraiz de p (x) = 0 entonces p (a) = 0, pero p (x) = (x —a) g (x) + R y como
R=p(a)=0 = (x—a)esfactor de p (x).

<) Si (x — a) es factor de p (x) entonces p (x) = ¢ (x) (x — a) entonces p (a) =0 =R

NOTA

Si x — a es un factor de p (x), pero (x — a)* no lo es, se dice que a es una raiz simple de p (x).
Si (x — a)™ es factor de p (x), pero (x —a)™ " no lo es, se dice que a es una raiz de p (x) = 0 de
multiplicidad m, asf por ejemplo si p (x) = x (x — 2) (x + 5)° entonces p (x) = Otienea2ya0como
raices simples y a — 5 como raiz miiltiple de multiplicidad 3.

Ejemplo

Sip (x) = x> — 3x% — x + 3, se puede verificarque p (1) =0, p(—1) =0, p(3) = 0 es decir,
1, -1y 3 son raices de p (x) = 0, por consiguiente x — 1, x + 1y x — 3 son factores de p (x), o sea:

P =3xr—x+3=(x—-1)(x+1)(x—3)

NOTA

Segtin éste teorema, el problema de factorizar un polinomio p (x), es equivalente al problema de
hallar sus ceros.

Ejemplo
Sea p (x) = (x* — 2x + 2)2 (x—1)

Se puede verificar que p (1) =0; p(1—i) =0 yp(l+i) =0,esdecirl, 1 —i, 1+ison
raicesde p (x) =0y 1 +1i, 1 — ison raices de multiplicidad 2, luego

P =(x— (1= (= (1+i)*x-1).

7.5. TEOREMA FUNDAMENTAL DEL ALGEBRA

Si p (x) es un polinomio de grado n > 1, con coeficientes complejos entonces p (x) = 0 tiene
exactamente n raices, contando cada raiz de multiplicidad p, como p raices.
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Ejemplo

Sip(x) = (x—3)*(x—2) (x?+ 1) x* entonces, p (x) = 0 tiene ax = 3 como raiz de multipli-
cidad 4, a x = 2 como raiz simple, a x = 0 como raiz de multiplicidad 2 y ax = i, x = —i como
raices imaginarias simples, es decir, p (x) = 0 tiene 9 raices, pues el grado de p (x) es 9.

Teorema

Seap (x) =ap+ajx +ayx*+... +a,x", a, #0, ap,ay, ..., a, € R.
Sia =a+ ibesunaraizde p (x) = 0, entonces 0 = a + ib = a — ib también lo es.

Demostracion

Como a es raiz de p (x) = 0 entonces p () = 0, es decir

p@)=ay+a1a+aa’+...+a,a"=0

ag+a1d+ad?+...+a,a" =0 (Conjugado a los dos lados)

ao+a1ad +ad? +...+a,a" =0 (Conjugado de la suma = suma de conjugados)
ag+aa+ aﬁ? +...+a,a"=0 (Conjugado de producto = producto de conjugados)
a+ad +ad?+...+a,a" =0 (Sia € R=a = a)

e d

es decir, p (@) =0 = O esraizde p (x) =0

Ejemplo

p(x) = x>+ 1; p(i) = 0, luego i es raiz, y por el teorema anterior — i también es raiz.

Ejemplo
g(x)=x>+1—i)x —i; q(i) =0; q(—1) =0, es decir, i y — 1 son raices de g (x) = 0.

(Contradice el dltimo teorema el hecho que —i no es raiz de g (x) = 0?.

Ejemplo

Dado el polinomio p (x) = x* — 5x? + 11x — 15, el nimero complejo x; = 1 — 2i es raiz de
p (x) = 0 (verifiquese), por tanto x, = X7 = 1 + 2i también lo es, por tanto (x — x1) y (x — x2) son
factores de p (x), es decir,

(x —x1) (x —x2) = (x — (1 = 20)) (x — (1 +2i)) = x*—2x+ 5 es factor de p (x).

Puesto que ya se tienen dos ceros de este polinomio y por el teorema fundamental del dlgebra deben
ser tres, el tercero, que necesariamente debe ser real (;por qué?), se puede hallar dividiendo p (x)
entre x> — 2x + 5, de lo que se obtiene cero como residuo y x — 3 como cociente (verifiquese), lo que
indica que (x — 3) es factor de p (x), por tanto x3 = 3 es el otro cero de p (x).



7.6. TEOREMA DE LAS RAICES RACIONALES 177

7.6.  TEOREMA DE LAS RAICES RACIONALES

Seas (x) = ap + ajx + ax® + ...+ ax", ay # 0, un polinomio con coeficientes enteros. Si P
q

es raiz racional de s (x) = O (reducida a su minima expresién) entonces p es un divisor de ag y q es
un divisor de a, (p,q enteros).

Ejemplo
Hallar las raices de s (x) = 2x3 — 9x? + 10x — 3 = 0.

Si Pes raiz de s (x) = 0 entonces p es un divisor o factor de ag = — 3, luego los posibles valores

de pson+1, £3y g esundivisor de a, = 2, luego los posibles valores de g son £1, £2, por tanto

las posibilidades de p son:
q

1

RS 3 -3 3 -3 -3
17 =1’

Il R L

9

1 -1 -1 -1 -1 3
)727 1771727771

[NSYROS]

3
-1’

N =

lista que contiene solamente ocho nimeros distintos: +1, + 143+ %, de los cuales tinicamente,

2
1, 1/2, 3 son raices de s (x) = 0, ya que:

2 -9 10 =3 |1 2 -9 10 -3 |3
2 -1 3 6 -9 3
2 =1 3 0 2 -3 1 0

2 -9 10 -3 |1)2
1 -4 3
2 -8 6 0

y para todos los otros casos el residuo de la divisién no es cero, por ejemplo para — 3:

2 -9 10 -3 -3
—6 45 —165
2 —15 55 —168#£0

También se habia podido proceder de la siguiente forma:

Una vez hallada la primera raiz, por ejemplo 1;

2 -9 10 -3 |1
2 -7 3
2 -7 3 0

Se factoriza el polinomio s (x) como 2x* — 9x? + 10x — 3 = (2x* — 7x+3) (x — 1), y se con-
tindan buscando las raices de D (x) = 2x% — 7x + 3 = 0 por el mismo método:
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2 =7 3 13
6 -3
2 -1 0
Portantos (x) = (x — 1) (2x* = 7x+3) = (x— 1) (x —3) (2x — 1).
Ejemplo
Hallar las raices de la ecuacién
px)=x*—x>—7x* —14x-24 =0
Las posibilidades de las raices racionales de p (x) = 0 son:

+1, £2, £3, £4, +6, £8, +£12, +£24.

De estos tnicamente x = 4 y x = — 2 son raices racionales, pues
1 -1 -7 —14 —-24 |i 1 3 5 6 -2
4 12 20 24 -2 -2 -6
1 3 5 6 0 1 1 3 0

Y los residuos de las divisiones para los otros casos no son cero, por tanto p (x) se puede factorizar
como:

px) =x*—x>—7x?— 14x — 24 = (x+2) (x — 4) (x* + x + 3), donde el polinomio
x? 4+ x + 3, como se verd en la seccién siguiente, no se puede factorizar mas como producto de
polinomios con coeficientes reales.

EJERCICIOS

1. Hallar los ceros de las funciones polinomiales (raices de p (x) = 0), indicando su multiplicidad
y el grado del polinomio:

a) p(x) = (x+8)° (x—6)2.
by px) = (x— i)t (r+i)* (x = 2)%,
o) px)=(x? +9)8 (x—3)% x*

2. Factorizar los polinomios siguientes:

a) p(x) =x3+9x% +24x+ 16, six = —1 es un cero

(x)
b) p (x)
(x)
(x)

3 — 4x% —3x+ 18, si x = 3 es un cero de multiplicidad 2.

X

c) px

X
x* —1,six = +1 son ceros
d) p(x 2

x3 —17x% +90x — 41, six = 1/2 €s un cero.

3. Sip (x) = x> —5x% +4x+ 10 = O tiene a x = 3 — i como raiz; hallar las demds raices.
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N

10.

11.

12.

13.

14.

15.

. Tlustrar el algoritmo de la divisién con tres ejemplos diferentes.
. { Esx — 1 un factor de p (x) = x8 — 172.
. (Bsx — 3 un factor de p(x) = x> — 2x + 12.
. Usar division sintética y el teorema del residuo para hallar:
a) P(—2),siP(x) =3x>—x—10

b) P(5),si P (x) = 2x — 12x> — x + 30
¢) P(i),siP(x) =x*4+2x2+1

. Usar divisién sintética para encontrar el cociente y el residuo que resulta de dividir
a) P(x) =4x> —30x3 — 50x entre x + 3

b) P(x) = 3x* — 11x> — 18x + 8 entre x — 4

¢) P(x) =x*+x3— x>+ lentrex — 2i
. Dividir p (x) = 5 + 4x> — 3xentre 2x — 3. ;Puede aplicar divisién sintética?. ;C6mo?
Dada la funcién polinomial p (x) = x (x — 1) (x + 2) (x — 3):

a) Halle las raices de p (x) = 0

b) Halle el conjunto de los x tales que p (x) > 0y p (x) < 0
¢) Halle su interseccién con el eje y

d) Halle sus intersecciones con el eje x

e) Trace el grafico de la funcidn.

Resuelva el problema 10 para la funcién f (x) = x5 — x.

Hallar el valor de b tal que f (x) = 3x3 — 2x? + bx — 8 sea divisible por x — 2.

Hallar el valor de las constantes a,b,c tales que f (x) = x> + ax? + bx + ¢ sea divisible por
x+ 1y x+ 2,y que al dividirlo por x 4 3 su residuo sea 20.

Hallar el valor de las constantes a,b tales que f (x) = x* — 2x% + ax + b sea divisible por
W x—2=x—-1)(x+2).

Halle los ceros de los polinomios siguientes y factoricelos

a) p(x) =x*+5x> —3x* —77x— 60
b) q(x) = x> —5x> 4+ 4x
c) r(x) =x—2x* —x+2
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7.7. FUNCION CUADRATICA

La funcién polinomial de segundo grado f (x) = ax? + bx + ¢ con a # 0, se conoce con el nom-
bre de Funciéon Cuadrdtica y como se vio anteriormente se representa graficamente por una pardbola,
abierta hacia arriba si a > 0, 6 abierta hacia abajo sia < 0.

De la teoria vista en la seccién anterior f (x) = 0 tiene dos raices, las cuales se hallan de la siguiente

forma:

ax’> +bx+c=0 =

=

=

b b2 —4ac
S Y B
x+2a 4q?
—b+Vb? —4ac
X =
2a

A la expresion b> — 4ac se le llama Discriminante de 1a ecuacion, y su signo caracteriza las raices

de f (x) = O asi:

i. Sib? —4ac > 0 entonces la expresién x =

—b+Vb? —4ac

toma dos valores reales difer-

2
entes: “
—b+ Vb? —4ac —b—Vb% —4ac
X1 = Xy =
2a 2a

lo que indica que el grifico de y = f (x) corta el eje x en dos puntos x| y x, como se ilustra en

la figura 7.4.
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Yy y
X
X
y=ax>+bx+c, a>0 y=ax’+bx+c, a<0
FIGURA N° 7.4
. . —b £+ Vb% —4ac o
ii. Si b> —4ac = 0, entonces la expresién x = toma un dnico valor x; =

2a
—b/2a, 0 seaque f (x) = 0 tiene una raiz real de multiplicidad dos, por tanto y = f (x) toca

al eje x solamente en un punto. (Figura 7.5).

A

y=ax’>+bx+c, a> y=ax>+bx+c, a<0

FIGURAN® 7.5

—b+ Vb2 -4
iii Sibh? —4ac < 0, entonces la expresion x = > € toma dos valores imaginarios.
a
—b+ Vb? —4ac —b—Vb? —4ac .
x| = yx; = , por tanto la grafica de y = f (x) no corta

. . 2a. 2a
ni toca al eje x (Figura 7.6).
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y y
X
x
y=ax>+bx+c, a>0 y=ax’+bx+c, a<0
FIGURA N° 7.6
Ejemplo 1
Trazar el grifico de y = x> — 2x + 3.
Discriminante: b> — 4ac = 4 — 12 = —8 < 0, por tanto su grifico no corta al eje x, y como

a = 1 > 0la pardbola se abre hacia arriba.

Para hallar el minimo de la funcién, completando cuadrados se expresa la ecuaciéon y = x> — 2x + 3
en la forma: y — 2 = (x — 1)2, como el minimo valor de una expresién elevada al cuadrado se da
cuando ésta vale cero, entonces y — 2 serd minimo cuando x — 1 = 0, es decir, para x = 1; y para
este valor, se obtiene el minimo de la funcién que es y = 2, por tanto (1,2) es el punto minimo del
grificode y = f (x). (Figura 7.7.).

1 2 3

FIGURA N° 7.7

Ejemplo 2

Hallar los valores de x tales que f (x) = x> +x — 6 < 0.
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Como b? —dac = 1+ 24 = 25 > 0, la ecuacién f (x) = 0 tiene dos raices reales diferentes 2
y —3, por tanto se puede factorizar comof (x) = x> +x — 6 = (x — 2) (x + 3), por consiguiente
¥ +x-6<0% (x—2)(x+3) < 0,esdecir, x € [-3,2]. (Figura 7.8).

y

\ /.

y=x>+x—6

FIGURA N° 7.8

Ejemplo 3
Hallar el dominio de f (x) = vx2 + x — 6.

Para que f (x) sea real x? 4 x — 6 debe ser mayor o igual a cero, y de la grifica del ejercicio anterior
se deduce que x € (—o0, —3] U [2, ).

EJERCICIOS

1. Usar la férmula cuadratica y el teorema del factor para factorizar:

a) px)=x>-3x+1 c)p(x) = —x*—4x-2

b) p(x) =x>—6x+1 d)p(x) =3x>—-5x+4
2. Escriba las funciones siguientes de la forma a (y — k) = b (x — h)?* y halle su punto méximo o
minimo.
a) y =3x? - 5x )y =4x>+5x—1
by y=—x>—x—-1 d)y=x>-5x+1

3. Hallar los valores de x tales que
a)y=—x*—x+1<0 b)y:2x2+5x+120 c)y:4x2—x§0
4. Trace las graficas de:

a)y=x>—|x|+6 b)y=|[x>—x+6| ¢ |y|=x-x+6
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7.8. FUNCIONES RACIONALES

La funcién f (x) = pi(x), donde p (x) y ¢g (x) son polinomios, se llama funcién racional,su do-

q (x)

minio es el conjunto de todos los nimeros reales, a excepcion de aquellos que anulen el denominador.
En estos puntos donde el denominador se anula, la funcién puede presentar en su grafica un hueco o
puede tender a +00 § a — oo, aspectos estos que se tratardn en forma detallada cuando se introduzca
mds adelante el concepto de limite de una funcién. Por lo pronto se analizara tabulando, las graficas
de algunas funciones racionales.

Ejemplo 1
x2—4
f(x) - x_2'
Dy=R—-{2}

En la construccién de su gréifico se debe tener en cuenta que:

xP—4  (x—2)(x+2)

= =x+2 si x#2. (Figura7.9).
x—2 x—2

y

4 y=x+2; x#2

N - — — — —

FIGURAN° 7.9

Ejemplo 2

Dy =R —{0}. (Figura7.11)
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Tabulando para algunos valores préximos a cero positivos y negativos se observa que cuando x se
acerca a cero, f (x) tiende a 40 6 a — oo, segiin se acerque por la derecha o por la izquierda. La recta
x = 0 se llama asintota vertical de la grafica y la recta y = 0 se llama asintota horizontal de la grafica.

y=1
FIGURA N° 7.10
Ejemplo 3
X
W =Grery

Dy =R—{1,-2}.

Al determinar donde es f (x) positivo y donde negativo se obtiene f(x) > 0six € (—2,0)J(1,)
y f(x) <0sixe (—o,—2)J(0,1) puesto que en x = 1 y x = —2 el denominador se anula.
Observando que para valores cercanos a —2 y de 1 por la izquierda el valor de la funcién se hace muy
grande pero negativo y para valores cercanos a —2 y a 1 por la derecha el valor de la funcién se hace
muy grande, se concluye que el grafico de la funcién tiende a pegarse a las rectas verticales x = —2 'y
x =1 tanto a derecha como a izquierda (Figura 7.11)
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F¥) = e

e e e
[\

FIGURA N° 7.11

Esto indica que las rectas x = —2 y x = 1 son asintotas verticales.

EJERCICIOS

1. Halle el dominio de las siguientes funciones racionales:

x+1 x>+ 4
a) f(x):x2—|—3x—|—5 b) f(x):x2—3x+5
xt+2
) f(x):x3+3x278x

2. Tabulando, trace un bosquejo de las graficas de las siguientes funciones racionales, e intuya
cudles son sus asintotas verticales si las hay, o dénde hay agujeros.

x—1 1

@ f="" D F@ =
x3— .sz— X

9 rw=""EE 8 fw
)C2

o

IS
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7.9. DESCOMPOSICION EN FRACCIONES PARCIALES

Dados dos polinomios p (x) y ¢ (x) con coeficientes reales, con grado de p (x) menor que el grado

de g (x), es posible demostrar que P ((xg se puede expresar como:
q(x
PO p 4B+t F ()
q (%)
donde cada F; (x) parai = 1, ..., n tiene una de las dos formas siguientes:
A . Cx+D

0
(ax+b)" (ax? +bx+c)"
conn,m € N, a+# Oyax2 + bx + ¢, no factorizable en R o sea con b> — 4ac < 0.

p ()
q (x)
simples y es de gran utilidad para simplificar expresiones matematicas de este tipo que aparecen por
ejemplo, en el célculo de ciertas integrales y de algunas transformadas de Laplace. El nimero de
sumandos F; (x) y la forma de ellos, depende de la naturaleza de los ceros del polinomio ¢ (x), es
decir, depende de si las raices de g (x) = 0 son reales simples, reales multiples, imaginarios simples
6 imaginarios multiples. Para mayor sencillez se considerardn inicialmente estas diferentes situaciones
en forma aislada.

A esta representacion de se le llama descomposicion en fracciones parciales o fracciones

Caso 1

Si g (x) = 0 tiene solamente raices reales simples entonces con ellas es posible factorizar ¢ (x) en
la forma:
q (x) = (a1x+ by) (a2x + by) ... (apx + b,), (gr (g (x)) = n)y se puede demostrar que existen
constantes reales tnicas A;, Ay, ..., A, tales que:
p(x) A Ay Ap

g(x)  aix+b + a)x + by ot a,x + by,

donde Ay, Ay, ..., A, se pueden calcular utilizando la igualdad de polinomios, como se ilustrard en
el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1

5x+3
Sea f (x) = ﬁ entonces

5x+3 5x+3 A B C

¥ —-2x2-3x x(x-3)(x+1) ;+x+1+x—3

Para hallar A, B, C se busca el minimo comiin denominador en la expresion del lado derecho de la
igualdad, denominador que coincide con el del lado izquierdo, lo cual permite cancelarlos e igualar
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los respectivos numeradores, de modo que queda una igualdad de polinomios:
5x+3=A(x—-3)(x+1)+Bx(x—3)+Cx(x+1)

Y como ésta se satisface para todo x, en particular lo hace para los ceros de g (x), es decir, x = 0,
x = — 1, x = 3. Dando a x estos valores se obtiene:

x=0; 3=A0-3)(0+1) = 3=-34 = A=—1
x=—1; —54+3=B(-1)(-4) = —2=4B = B=-2/4=—1)2
x=3; 1543=C(3)(4) = 18=12C = C=18/12=3)2

y asi:

5x+3 -1 1/2 3/2
x3—2x2-3x  x x+1 x+3

Caso 2

Si g (x) = 0 tiene solamente una raiz real de multiplicidad n, n > 2, se puede expresar ¢ (x) de la
forma: g (x) = (ax +b)", (gr(q(x)) = n)y se puede demostrar que su descomposicion asume la
forma:

p (x) Ay A, Aj A,
= 5 + s+t .+ —=
qg(x) ax+b  (ax+b) (ax +b) (ax+b)
Donde las constantes A1, A3, ..., A, se calculan en forma andloga al caso 1.
Ejemplo 2
x2 4+ 2x+4

Expresar en fracciones parciales f (x) = — A a1
X x x

Observe que x> +3x2 +3x+ 1 = (x+1)°, luego ¢ (x) = (x+ 1) 3 = 0 tiene a x = — 1 como
raiz real de multiplicidad 3, entonces

x2+2x+4  xP+2x+4 A LB . cC
B +3x243x4+1 x4+ 1) x4+l x4+ D2 41}

) =

formando minimo comun denominador en la expresion de la derecha y cancelando denominadores se
tiene:
X H2x+4=Ax+1)*+Bx+1)+C

Como en este caso ¢ (x) no tiene sino un cero y aparecen tres constantes por determinar, para hal-
lar A,B,C, se asigna a x tres valores arbitrarios para obtener un sistema de tres ecuaciones en tres
variables, cuya solucion las determina:

x=0; 4=A+B+C
x=1; T=4A+2B+C
x=—-1;, 3=C
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Sistema que tiene como solucién: C =3, A =1, B =0y asi:

x2+2x+4 1 0 3
3 + 7 T 3
(x+1) x+1  (x+1) (x+1)

Caso 3

Si ¢ (x) = 0 tiene solamente raices imaginarias simples. En este caso puesto que cuando (a + i Bx)
es raiz de ¢ (x) = 0, también lo es (0 — i Bx) entonces ¢ (x) se puede factorizar en la forma:

g (x) = (x— (@ +iB) (x— (@ —iB) ... (¥ = (an+iB) (x— (A, —iB), (g7 (q (x)) = 2n),
expresion que se puede reducir a sélo factores cuadréticos reales, pues:

(x—(a+iB)) (x—(a—iB)) = x> —2ax+a’+ B>
por tanto g (x) se puede factorizar como:

g (x) = (@x* + bix + c1) (ax® + box + ¢2) ... (@nx® + bux + ¢y)

y se puede demostrar que existen constantes Ay, By, Ay, By, ..., A, By, tales que:
p ()C) Aix+ B Axx + By Ax+ B,
= 2 2 ... + 2
q (%) aix? + bix + ¢y arx? + box + ¢ anx* + byx + ¢y
Ejemplo 3

Expresar en fracciones parciales

4x
(x2+1) (x24+2x+3)

)=

El denominador ¢ (x) tiene sélo raices imaginarias simples, entonces

4x _ Ax+B Cx+D
(x24+1) (x24+2x+3)  x2+1  x2+2x+3

y en forma andloga al caso anterior:
4x = (Ax+B) (x> +2x+3) + (Cx+D) (x* +1).
Y puesto que hay 4 constantes por determinar, se dan 4 valores arbitrarios a x:

x=0; 0=B(3)+D(1)

x=1; 4=(A+B)(6)+(C+D)(2)
x=-1;, —4=(-A+B)(2)+(-C+D)(2)
x=2; 8 =(2A+B)(11)+ (2C+ D) (5)
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obteniendo el sistema:

3B+D=0

6A+6B+2C+2D =4
—2A+2B-2C+2D = -4

22A+11B+10C+5D =38

CuyasolucibnesA =1, B=1, C=—1, D = —3,luego

4x o (x+1) —x—3
(x2+1) (x2+2x+3) (x2+1)  x2+2x+3

Caso 4

Si ¢ (x) = 0 tiene como raices, una imaginaria de multiplicidad n, y por consiguiente también su
conjugada de multiplicidad n, g (x) se puede expresar en la forma:

q(x) = (ax2 —|—bx+c)n, (gr (g (x)) =2n).

p(x)

Se puede verificar que la representacion en fracciones parciales de FE) estd dada por

p (x) Aix + By Axx + B> Ax + B,
) 3 4+ ...+ 5 7
q(x) ax*+bx+c  (ax2+bx+c) (ax* +bx+c)

Ejemplo 4

x2

Expresar en fracciones parciales f (x) = ————
(2 +4)

Las raices de g (x) = (x2 + 4) > = 0son+2ide multiplicidad 2; entonces

x? _Ax+B  Cx+D
(2447 x2+4 0 (x244)°

fx) =
Luegox?> = (Ax+ B) (x> +4) + (Cx + D).

Desarrollando la expresién de la derecha y agrupando términos semejantes, se obtiene un poli-
nomio, en este caso de grado tres, el cual al igualarlo con el de la izquierda, genera un sistema de
cuatro ecuaciones con cuatro incdgnitas, pues la igualdad de dos polinomios implica igualdad de los
coeficientes de potencias iguales, asi:
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x?=Ax* + Bx*+ (4A+C)x+ (4B + D) lo que implica que:

A=0
B=1
4A+C =0
4B+D =0
sistema cuya soluciébnes:A =0, B=1, C =0, D = —4, luego
x2 1 4

(2 +4)2 2244 (x214)

Caso 5

Los casos anteriores se pueden combinar en uno sélo, cuando ¢ (x) = 0 tenga raices de diferentes
tipos:

Ejemplo 5
Expresar en fracciones parciales la funcién:

x2

f) = -3 -1 (249 (2 +1)

Las raices de ¢ (x) = (x — 3) (x — 1)? (x2+9) (x*+1) > = 0son3 y +3i simples, 1 de multipli-
cidad 2 y i de multiplicidad 3. Por tanto:

x2

(x=3)(x—1)2(@2+9) (x2+1)°
A n B n C +Dx+F+Fx+G+ Hx+ L n Mx+ N
x=3 (x—1)  x-1F 2+9 241 x2+1)  @2+1)]
Haciendo minimo comin denominador en la expresién de la derecha, e igualando los polinomios

que resultan después de cancelar los denominadores, se genera un sistema de 11 ecuaciones con 11
incégnitas cuya solucién determina las constantes.

Caso 6

Si el grado del denominador es mayor o igual que el grado del numerador. En este caso por el
algoritmo de la divisién se tiene que:

R (x)
q (x)

Y como gr (R (x)) < gr (g (x)) entonces es posible representar en fracciones parciales.
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Ejemplo 6

B x3—2x _p (%)
x4 3x+2 g(x)
Como el grado de p (x) es mayor que el grado de g (x) se efectda la division:

Expresar en fracciones parciales f (x)

x> —2x |x2~|—3x—|—2
—x3 = 3x%— 2 x—3
—3x% — 4x
3x2+9x+6
—5x+6
y asi:
p(x) 5x+6 5x+6
q (x) (x >+x2—|—3x—|—2 (r=3)+ (x+1)(x+2)
Ahora como:
Sx+6 = A + B = ! + entonces
(x+1)(x+2) x+1  (x+2) (x+1) (x+2)
3
x> —2x 1 4
- = (x—3
x2+3x+2 (x )+(x+1)+(x—|—2)

EJERCICIOS

L. Verificar por medio de fracciones parciales que:

—1 1/2  1/6  —2/3
L _ 2y e Y

x(x—=2)(x+1) x x—2 x+1
5 -1 _1/8+3/16+ 7/4 5/4 +—3/16
Tx2(x—2)° X2 x (x—2)7° (-2 x-2
3 x?—2x-3 _(9/5)x+7/5  —4/5

T 1) (2 +2x+2)  x242x+2 x—1
g 2243 2 L !

2+ X2+ (x241)?
5 x4—x3+2x2—x—|—2_ 1/3 (2/3)x—1/3+ —Xx
L - @2+2)? (x—1) x2+2 (x2+2)?
6 x?+2x+3 o 1/3 N 2/3
(2 42x+2) (x2+2x+5)  x2+2x+2  x2+2x+5
7 3x+1 2 1 —2x

G-+ x—1 241
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II. Expresar en fracciones parciales:

x+2 X
P = Ty P = g
8x3 +7 x2+1
3. pl) = 3 4 pl)=——75
(x+1)2x+1) (x2—1)
x4+ 1 x?
5 = — 6. =
P x(x2+1)? P (x2 +2x +2)?
1 1
7. p) = 8. ply) =







Capitulo

FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

8.1. MEDIDA DE ANGULOS

Existen varias formas para medir dngulos; una primera forma consiste en dividir la circunferencia
con centro en el vértice del dngulo en 360 partes, cada una de las cuales se llamard un Grado (grado
sexagesimal), el numero de  grados contenido en el arco comprendido
por los dos lados del dngulo es la medida de éste; positivo si se estd midiendo en sentido antihorario y
negativo si se hace en sentido horario. (Figuras 8.1).

y

o=y

P©4+yP=1

FIGURA N° 8.1 (A)

y

N

—459

P24y?=1

FIGURA N° 8.1 (B)

Otra forma muy usada de medir dngulos, se da tomando la circunferencia unitaria con centro en el
vértice del dngulo, entonces este dngulo medird o radianes (a € R') si la longitud del arco de esta

195
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circunferencia comprendida entre los dos lados del dngulo es a y O se considera en sentido antiho-
rario, y medird —a si se considera en sentido horario.

Asi como la longitud de esta circunferencia es 271 (pues r = 1), el dngulo que corresponde a toda
la circunferencia mide 27T radianes, el que corresponde a media, mide TTradianes y asi sucesivamente.

(Figuras 8.2).

a rad

—a rad

FIGURA N° 8.2 (A)

\

P4yr=1

FIGURA N° 8.2 (B)

Asi el angulo que recorre la circunferencia completa, es decir, 360°, equivale a la longitud de la

circunferencia unitaria que es 27T.
Por consiguiente el dangulo que recorre media circunferencia, es decir, 180°, equivale a 77 (longitud de

media circunferencia unitaria). Y asi:

90° — /2
60° — 11/3
45° — 1/4
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En general dado un angulo que mide a © , su equivalente en radianes se puede encontrar al resolver
una regla de tres simple, teniendo en cuenta que 360° es equivalente a 27T radianes asi:

360° — 2711
a® —x
entonces
B 21T a° B 2T a
©360° 360

y reciprocamente, dado un dngulo que mide a radianes su equivalente en grados se toma de:

radianes

360° — 21
x°—a
entonces
xX= 3607a rados
~ o &
Ejemplo 1
m
Representar 3 en grados
%T —45°
T
— —
G X
enfonees 45 4)(45 180
7-[ [e]
6 /4 6 6
Ejemplo 2

Representar 42° en radianes

360° — 271
42° — x
entonces
o 2mx42° 7 "
360° 30
EJERCICIOS

1. Convertir a radianes los dngulos:

+30° +120° +150° +710° +315° +910°
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2. Convertir a grados los dngulos:

27 S5t 3T T 8
+— +— +— + — + —
3 6 4 2 3

3. ¢Siun dngulo mide 2 radianes, cuanto mide en grados?. Y si un dngulo mide 2 grados, ;Cuanto
mide en radianes? (Observe el resultado graficamente)

4. Repita el ejercicio 3 si en lugar de 2 se tiene:

a) 3
b) -7
c) 30

d) -3.5

8.2. CONSTRUCCION DE FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

y
P = (Cl7b)
u X
¥+y?=1

FIGURA N° 8.3

Como se puede apreciar en la figura 8.3, dado un dngulo x con vértice en (0,0) y lado inicial sobre
el eje positivo de las x, y dada la circunferencia x? 4 y> = 1 , existe un tnico punto de corte entre esta
circunferencia y el lado final del 4ngulo.

De esta forma, a un dngulo x se le asocia una tnica pareja (a,b) que depende de x. A la abscisa de
esta pareja se le llama coseno de x: Cos (x) y a su ordenada seno de x: Sen (x) ; es decir, Cosx=ay
Sen x = b. (Figura 8.4).
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199

y
P =(a,b)
Sen x |
x |
! X
Cos x
¥+yP=1

FIGURA N° 8.4 (B)

Asf por ejemplo de la figura 8.5 se puede concluir:

a»

(0,1)

270°

(07_1)

FIGURA N° 8.5
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Grados Punto Radianes Sen x Cos x
0° (1,0) 0 0 1
90° 0,1 /2 1 0
180° (-1,0) I 0 -1
270° (0,-1) 3m/2 -1 0
360° (1,0) 21 0 1

De esta forma se han definido dos funciones de reales en reales que asocian a cada nimero real x
(medida del dngulo en radianes), una el nimero Cos x y otra el nlimero Sen x; por tanto estas funciones
g(x) = Senxy f(x) = Cos x tendrdan como dominio todo R y puesto que las abscisas y ordenadas de
los puntos sobre la circunferencia unitaria estdn entre —1 y 1 entonces el recorrido de estas funciones
Sen x y Cos x es el intervalo [—1,1].

Existe otra forma de definir el seno y el coseno de un dngulo agudo x, que consiste en considerar
cualquier tridangulo rectdngulo con uno de sus dngulos x y llamar.

Cateto opuesto a x Cateto adyacente a x
Cosx =

hipotenusa hipotenusa

Senx =

definicién que coincide con la que se dio inicialmente, pues de la figura 8.6, considerando las circun-
ferencias concéntricas en el origen y radios 1 y r (r € R, dado) y el tridngulo con dngulo agudo x; por
semejanza de tridngulos se tiene:

R4yt =p2

Sen x

FIGURA N° 8.6

Siendo:
OA = Cateto adyacente a x en el tridngulo OAB
AB = Cateto opuesto a x en el mismo tridngulo.
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r AB AB  Cateto opuesto

- = SSenxy=—=—"—"790929—/9¥——

1 Senx r hipotenusa

r OA OA  Cateto adyacente
- = S Cosx=—= -

1 Cosx r hipotenusa

Existe una forma de ampliar esta ultima presentacién para dngulos que no sean agudos, pero en
general para estos casos se trabajard con la presentacion dada inicialmente o utilizando expresiones
que permitan reducir su calculo a senos y cosenos de dngulo agudos como se vera mas adelante.

Ejemplo

Usando esta representacion las funciones trigonométricas de 45°, 30°, 60° también se pueden cal-
cular por medio de los tridngulos representado en las figuras 8.7, donde el primero es la mitad de un
cuadrado de lado 1 y el segundo la mitad de un tridngulo equiléatero de lado 2.

30°( 30°

45°

60° 60°

—_
—_
—_

FIGURA N° 8.7

Asi:
Cos 45° — cateto adyacente _ RS _ Q
hipotenusa V2 2
Son 450 — cateto opuesto S _ Q
hipotenusa V2 o2
o cateto adyacente 1
Cos 607 = hipotenusa 2
Sen 60° — cateto opuesto V3
hipotenusa 2
Cos 30° — cateto adyacente _ V3
hipotenusa 2
Sen 30° — cateto opuesto 1

hipotenusa 2
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Con el fin de representar graficamente las funciones Sen x 'y Cos x se considerardn primero algunas
propiedades que caracterizan sus graficas.

Inicialmente, de la figura 8.8. se puede concluir que:

Yy
bt———xP=(a,b)=(Cosx, Senx)
|
|
Ia
o )
| X x4y =1
x|
|
|
—b ———¥P'=(a,b) = (Cos(—x), Sen(—x))

FIGURA N° 8.8

Cos (—x) =a = Cos (x)
Sen (—x) = —b = —Sen (x)

Este tipo de simetrias no solamente se cumplen para las funciones Sen x y Cos x, sino para muchas
otras funciones y reciben el nombre de:

Funcién par. ~ Sif(—x) = f(x) Vx € Dy
Funcién impar. ~ Sif(—x) = —f(x) Vx € Dy

La caracteristica principal de las funciones pares es que si el punto (x,y) pertenece a la gréfica de
la funcidn, entonces el punto (—x,y) también debe pertenecer; es decir, la curva es simétrica respecto
al eje y. En caso de las funciones impares, si un punto (x,y) pertenece a la grafica de la funcion, el
punto (—x,—y) también pertenece, lo que se puede expresar diciendo que la gréfica de la funcién es
simétrica respecto al origen.

Ejemplo

flx)=x5 g(x) = |x|; h(x)=c son funciones pares, ya que:
I X)Z( ) =2 = f(x)

g(=x) = | —x[ = x| = g(x)

h(=x) = ¢ =h(x)

observe en la figura 8.9. su simetria respecto al eje y.
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flx) =2 g(x) = x| h(x) =c

FIGURA N° 8.9

Ejemplo

flx)=x; g(x) = X son funciones impares

pues  f(—x)=—x=—f(x) y
g(—x) = (—x) = =’ = —¢(x)

Observe en la figura 8.10 su simetria respecto al origen.

FIGURA N° 8.10

Por otra parte, observando las figuras 8.11.
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N

A x
\/ 2

Angulo x Angulo x+2m Angulo x+4m

FIGURA N° 8.11

se puede apreciar que las coordenadas del punto de corte de la circunferencia unitaria con el lado final
de los dngulos x, x4 21T, x+471Ty en general x + 2n1T, n € N son las mismas, lo cual implica que:

Senx = Sen (x+2m) = Sen(x+4m) = ... = Sen (x+2nm) y

Cosx=Cos (x+2m) =Cos (x+4m) =...=Cos (x+2nm) con n€Z

Todas las funciones que tienen una caracteristica similar a ésta se conocen con el nombre de fun-
ciones periddicas, mds concretamente:

Una funcién f(x) se dice que es Periédica, si existe un nimero real 7 > 0, tal que
f(x+T)= f(x) Vxe&D;.Ademds cualquier nimero 7 que satisfaga esta condicién se le llama
Periodo de f y al menor de estos valores de T > 0, se le llama periodo fundamental de f(x).

La gréafica de una funcién periddica con periodo 7' > 0 se caracteriza porque la parte de ella que
aparece en cualquier intervalo de longitud 7', por ejemplo (o, o 4+ T') se repite en el siguiente intervalo
de longitud T, es decir, en (a + 7,0 +2T) y en el siguiente (o +27,a +37T) y asi sucesivamente.

Ejemplo

La funcién y = Sen x tiene como periodo 271, 41T, 67T, ...,2nT, n € N y como periodo fundamen-
tal 271. Por tanto la parte de la gréfica correspondiente al intervalo [0,271] se repite en los intervalos
[2m4m, [4m 6, ... etcy [-2m,0], [—4mT,—211], ... etc.

Con esta caracteristica, y teniendo en cuenta que ademds es una funcién impar, que su dominio es
Ry surecorrido [—1, 1] y hallando valores en forma similar a como se hizo en los ejemplos anteriores,
se puede trazar su grafica. (Figura 8.12).
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y
1
y=_Senx
X
3m _n n 3m
—21m - -1 3 5 m =5 21
—1

FIGURA N° 8.12

Observe que Senx =0 si x=nm paratodon € Z

Ejemplo
En forma andloga, la funcién y = Cos x resulta ser periddica con periodo 27T, 471,
n € N y periodo fundamental 27Ty su grafico se puede apreciar en la figura 8.13. (Observe por su

..., 2nTT con

simetria, que esta funcién es par).

y=Cosx

2

N‘§
N‘E"

[STp=|
|

FIGURA N° 8.13

Observe que Cos x =0six = (%) 1T paratodon € Z

Ejemplo

) = 1 six € [2n,2n+1], neZz
| -1 sixe2n—1,2n], neZ

Es una funcién periddica con periodo 7' = 2 (Figura 8.14).
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FIGURA N° 8.14

A partir de las funciones Sen x y Cos x se definiran otras cuatro funciones trigonométricas de gran
interés, las cuales se presentardn, junto con algunas caracteristicas fundamentales que se deducen de
las propiedades dadas para las funciones seno y coseno, y con sus grificas. Se espera que el lector
demuestre estas caracteristicas y justifique sus graficas.

8.2.1. Funcién Tangente

2n+1
Dyf=R- > m ne’z

pues los puntos donde Cos x = 0 no pertenecen al dominio de la tangente, y esos puntos como se

2n-+1
vio son de la forma <nz+> T

Rf=R

X o
sera grande positivo

. n .
pues observe que cuando x esta proxima a 5 Cosx esta proxima a cero y
0s x

o muy grande negativo.

Sen (—x) Sen x

Funcién impar, pues Tan (—x) = = =T
uncion impar, pues Tan (—x) Cos (—x) Corx an x
Funcién periddica de periodo fundamental 71, es decir, Tan (x+ 1) = Tan x, pues Sen (x+ 1) = —Sen x
Sen (x+1m)  —Senx  Senx

C mn=-C entonces 7 mn = = = =T lo cual se
y Cos (x+ 1) 0s x an (x+ 1) Cos(x=7) ~ —Cosx _ Cos an x 1o cu

puede apreciar en la figura 8.15.
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xX+TT

FIGURA N° 8.15

Para una mejor comprension de la grafica de la funcidn tangente, figura 8.16, complétese la siguiente
tabla

X 0 +m/4| +m/6| +m/3| +m/2 +3m/4)  +£3m/2| +7m/4  L£2m
Tanx
y
I I I I I
| | | | |
| | | | |
| | | | |
| | | | !
| | | | !
I I I I : .
_3 In T m 3m 1370
2] T2l 2| T2 w3
| | | | |
| | | | |
| | | | |
| | | | |
1 1 1 1 |
y=Tanx

FIGURA N° 8.16
8.2.2. Funcién Cotangente

C
f(x)=Cot x= 03X

Sen x
Con andlisis similares a los desarrollados con la tangente se tiene que:

Dy=R—{nm|neZ}
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R =R

Funcién impar.
Funcién periddica de periodo fundamental 7 = 1T.

Para una mejor comprension de la gréfica de la funcidn cotangente figura 8.17. complétese la siguiente
tabla

X 0 tm/6| +m/4] +m/3] +m/2 +3m/4  £3m/2] +7m/2] 21

Cot x

[SIp=]

)

y=~Cot x

FIGURA N° 8.17

8.2.3. Funcion Secante

f(x)=Secx= Cos x

n+1
Df:R—{< "2+ >n, nEZ}

Rf:(—oo7 —1J U [1, +8)

Funcién par.
Funcién periddica de periodo fundamental 7 = 271.

Para una mejor comprensién de la grafica de la funcién secante figura 8.18. complétese la siguiente
tabla.
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X 0 +71/6 +1/4 +71/2 +3m/4 +7 +21
Sec x
y

| | | | |

| | | | |

| | | | |

| | | | |

| | | | |

| | | | |

| | 1 | | |

T T rl,l T

A ) I I A (I

| | | | |

| | | | |

| | | | |

| | | | |

y=Secx
FIGURA N° 8.18
8.2.4. Funcion Cosecante
f(x)=Cscx=

Sen x
Dy=R—{nm|neZ}
Rf: (_007 _1] U [17 +8)

Funcién impar.
Funcién periddica de periodo fundamental 7 = 271T.

Para una mejor comprension de la grafica de la funcién cosecante figura 8.19
iente tabla.

. complétese la sigu-

+71/6 +11/4 +11/3 +711/2

2

Cscx
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Y
x
y = Csc(x)
FIGURA N° 8.19
EJERCICIOS

1. Hallar el valor de todas las funciones trigonométricas en los siguientes dngulos:

+ 150°, £ 600°, +300°, 4+ 540°, +450°, £+900°, + 810°
+10m/3, +£7m, +20m/3, £ 10m, +£45m, £ 161, (radianes).
Usando calculadora, encontrar el valor de:
Sen 200, Sen 200°, Sen 1, Sen 1°, Cos3, Cos3°, Cos (—3450).

Sen (8750), Sec(2120°), Sec(2120), Tan (350), Cot(+£2520),

. Encuentre midiendo sobre un grafico el equivalente en radianes de seno y coseno de:

a) 100°
by —25°
c) 205°
d) —110°

A partir de sus definiciones determine el signo de todas las funciones trigonométricas en los
diferentes cuadrantes.

. Recuerde que de las definiciones de las funciones seno y coseno se dedujo que de acuerdo con

la figura 8.20.

Cateto Adyacente Cateto Opuesto

Cosx = y Sen x =

Hipotenusa Hipotenusa

Demuestre resultados andlogos para las demds funciones trigonométricas.
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hipotenusa cateto
opuesto

cateto adyacente

FIGURA N° 8.20

6. Con los mismos tridngulos utilizados para hallar Sen , Cos de 30° ,45° y 60° y con los resultados
del ejercicio anterior halle Tan, Cot, Sec y Csc de estos dngulos

21
7. a) Demostrar que las funciones f(x) = Cos Mx y g(x) = Sen Mx, tienen periodo T = i

b) Halle el periodo de:

(x) =Cos TIx
iii. f(x)="Tan ?
iv. f(x)=Cos 32x
v. f(x)=Sen %

8. Trazar el grafico de las funciones:

a) f(x)=Sen2x

(3

¢) h(x) =Cos 3x

d) j(x) = Cos (2;)
e) I(x) = Tan (;C)

) k(x) = Sec(z?jc)

9. Cudl es el periodo fundamental para las funciones:

b) g(x
(

)
)
)

a) f(x)=Tan (ax)?
b) g(x) =Cot (bx)?
¢) q(x) = Sec (bx)?
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8.3. IDENTIDADES TRIGONOMETRICAS

De la definicién de las funciones Sen x y Cos x, puesto que el punto (Cos x, Sen x) estd sobre la
circunferencia unitaria x> +y? = 1, debe satisfacer esta ecuacién; resultado que representa la identidad
fundamental:

1. Sen’x + Cos’x =1

entendiendo por identidad trigonométrica una igualdad entre expresiones trigonométricas que
se cumple para todo angulo (en grados o en radianes) que se encuentre en el dominio de todas
las funciones que intervengan en ella.

A partir de esta identidad, dividiendo entre Sen >x y Cos 2x, se obtienen respectivamente las
siguientes dos identidades:

2. Cot’x +1 = Cscx

3. 1 + Tan?x = Secx

En las figuras 8.21 se puede apreciar que:

B = (Cos(x—1y),Sen(x—y)) P = (Cosy,Seny)
Q = (Cos x,Sen x)

FIGURA N° 8.21

El tridngulo OAB es semejante al tridngulo OPQ, pues es simplemente una rotacion de éste, por
tanto:
d(P,Q)=d(A,B)
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= [d(P,0)]*=[d(A, B)]?
= (Cosx — Cosy)* + (Senx — Seny)? = [Cos (x —y) — 1]* + [Sen (x — y) — 0]>
= Cos*x — 2Cos xCosy + Coszy + Sen’x — 2Sen x Seny + Senzy =
= Cos*(x —y) —2Cos (x — y) + 1 + Sen’(x — y)
=2 —2CosxCosy —2SenxSeny =2 — 2Cos (x — y)
= Cos (x —y) = CosxCosy + Senx Sen'y

y asi:

4. Cos(x —y)=CosxCosy+SenxSeny

A partir de esta identidad se pueden demostrar las siguientes identidades:
5. Cos(x —1m/2) =Senx

6. Sen(x—1m/2)=—Cosx

En efecto:

T m 7 T
Sen (x — 2> =Cos (x -5 2) (Propiedad 5 tomando x — ) en lugar de x)

= Cos (x— 1) = Cos x Cos TT+ Sen x Sen T= —Cos x

7. Senx(x—y)=SenxCosy—CosxSeny

De la propiedad 5 se sabe:

2

Sen (x ) = Cos ((x—y)—72T> — Cos ((x_D _y>
— Cos (x—;[)COS))-l—Sen (x—72T>Seny

=SenxCosy—Cos x Sen'y

Sen (x—y) = Cos <xy")

luego

8. Cos(x+y)=CosxCosy—SenxSeny

En efecto:

Cos (x+y) =Cos (x—(—y)) = Cos x Cos (—y) + Sen x Sen (—Yy)
=CosxCosy— Senx Seny
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9. Sen(x+y)=_SenxCosy+SenyCosx

Su demostracion es anéloga a la de 1a identidad (8) partiendo de la identidad (7).

10.  Cos2x = Cos2x — Sen x.

Para su demostracion basta con hacer x = y en la identidad (8)

11.  Sen2x =2 Sen xCos x.

Demostracion anédloga a (10.)

14+Cos 2
12. Coszxzw
En efecto:
1+Cos2x 1+ (Cos?x—Sen?x) (1 —Sen?x)+Cos?x _ Cos*x+ Cos *x  Cos?
2 2 - 2 - 2 e
1—Cos?2
13. Senzx:%.

Demostracion anédloga a la de la identidad (12)

I+C
14 cos?(3) =5

Para su demostracion basta sustituir x por x/2 en la identidad (12)

X 1—Cos x
15. Sen?(Z)|=—"2.
en (2> g

Demostracion anédloga a (14)

1
16. CosxCosy= E(COS (x+y)+Cos (x—y))

En efecto:

1 1
—Cos (x+y)+ ECos (x—y)

2
1 1
= E(Costosy—SenxSeny)—|—§(C0st0sy+SenxSeny)
1
= E(Costosy—SenxSeny—i—Costosy—i—SenxSeny) =CosxCosy
1

17.  SenxCosy= = (Sen (x+y)+ Sen (x—y)).

2

Demostracion anédloga a (16)
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1

18.  SenxSeny= —(Cos (x—y)—Cos (x+7y)).

N |

Demostracion andloga a (16)

19. Senx+Seny=72 Sen <x—;y>C0s (?)

En efecto:
Sen (A+B) + Sen (A—B) =2 SenA Sen B (Propiedad 17).

Sea x=A+B, y=A-B,
entonces )%:A y Y

Sen x+ Seny =2 Sen (T)Cos (x;y)

=B, yasi

20. Senx—Seny=2Cos (T)Sen (xgy>

Demostracion andloga a (19)
x+y xX—y
21.  Cosx+Cosy=2Cos - Cos | — ).
Demostracién andloga a (19)

22. Cosx—Cosy=2Sen <)C?))Sen <y—x>

Demostracion andloga a (19)

Tanx+Tany
23. T =
an (x+) 1—TanxTany
En efecto:
SenxCosy+Cos xSen 'y
Sen (x+y) SenxCosy+CosxSeny CosxCosy
Tan (x+y) = = =
Cos (x+y) CosxCosy—SenxSeny 1_SenxSeny
CosxCos 'y
_ Tanx+Tany
" 1—TanxTany
Tanx—Tany

24, T —y) =
an (x =) 14+TanxTany

Demostracion anédloga a (23)
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Cotx Coty — 1

25, Cotlx+y) = Coty+Cotx ~

Demostracion andloga a (23)

2Tan x

26. Tan2x = ———.
an <x 1—Tan2x

Para su demostracion haga x = y en (23)

Cot’x — 1

27. Cot2x =
orex 2 Cotx

Demostracion andloga a (26)

Usando las identidades anteriores es posible demostrar otras identidades menos conocidas.

Ejemplo
Sen (x+y)
T T =— "7
anx+lLany CosxCosy
En efecto:

Senx Seny SenxCosy+CosxSeny  Sen (x+y)

T T = = =
anx+Lany Cosx Cosy CosxCosy CosxCosy

Andlogamente se pueden demostrar las identidades:

Sen (x—y)
T —T ==
anx—lany CosxCosy
S +
Cotx £ Coty = M
Sen x Sen y
Ejemplo
Sen 3x =3 Sen x —4 Sen *x
En efecto:

Sen 3x = Sen (x+ 2x)
= Senx Cos 2x+ Cos x Sen 2x
= Sen x(Cos 2x — Sen 2x) +2Cos x Cos x Sen x
= Sen x(1 —2Sen® x) +2Sen x(1 — Sen* x)
= Senx—2 Sen>x+2 Senx—?2 Sen>x

=3 Senx—4 Sen’x
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Ejemplo
Cos*x—Sen*x=2Cos*x—1
En efecto:
Cos *x—Sen*x = (Cos 2x—Sen 2)c) (Cos 2x + Sen 2x)
= Cos >x— Sen *x = Cos *x — (1 —Cos 2x)
=2Cos*x—1
EJERCICIOS
1. Deducir identidades para las funciones trigonométricas en forma analitica y geométrica de los
angulos:
a) 90°+x
b) 180° £x
c) 270°+x
d) 360° +x

2. Verificar las siguientes igualdades:

a) SiTanx=1/2, Tany=1/3, x,y dngulos agudos, entonces Tan(x+y) =1
b) Tan15°=2—+/3

c) SiSen x=2/3, 0<x<Z entonces Sen 2x = (4/9)V5
d) SiSen x=3/4, 0<x<90° entonces Cos 2x=—1/8
e) Tan(1/8) = %

f) SiTanx/2 =2, entonces Sen x =4/5

g) Sen 40° 4+ Sen 50° = V2 Cos 5°

h) Sen 75° —Sen 15° =+/2/2

i) Tan 75° —Tan 15° =2/3

J) Sen 15° = (v2/4)(v/3 1)

k) Sen 40° Cos 30° =1/2(Sen 70° + Sen 10°)

3. Demuestre las siguientes identidades:

Sen 4x+ Sen 2x
a
Cos 4x+Cos 2x

= Tan 3x

xX=y
Sen x+Sen y Tan(x+y)
2

Sen x—Sen y Tan(

¢) 14+Cos 2x+Cos 4x+Cos 6x =4 Cos x Cos 2x Cos 3x
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Sen x 1+Cos x

1+Cos x+ Sen x
. Secx—Cscx:Tanx—l

Secx+Cscx Tanx+1
f) Cos®x Sen* x=1/32(2—Cos 2x—2 Cos 4x+ Cos 6x)
g) Cos xtSen x = Tan 2x+ Sec 2x

Cos x— Sen x
h) Cos*x=3/84(1/2)Cos 2x+ (1/8)Cos 4x
i) Sen (x+y) Cos y—Cos (x+y) Sen y = Sen x
j) Cos?xSen?x=1/8(1—Cos 4x)

14 Sen x Cos x
k) Cos x + 14 Sen x =28ecx

Sen?x+2Sen x+1 _ 1+S8en x

d) 2Cscx=

)

Cos? x " 1—Sen x
m) Tan x Sen x+ Cos x = Sec x
Sec* x—1
_ 2
m—Z‘FTaYI X

8.4. FUNCIONES INVERSAS

Para el estudio que se hard de funciones trigonométricas inversas y en general de funciones inversas,
es necesario inicialmente distinguir un tipo particular de funciones: las llamadas Funciones Inyecti-
vas. Entre las funciones, hay algunas en las cuales, para dos o mds valores de x en su dominio, se
le asocia un mismo valor de su recorrido, por ejemplo para f (x) = x2, a los nimeros3 y —3 se les
asocia por medio de f el mismo niimero (9), y existen otras para las cuales valores diferentes de x
en el dominio de f, siempre tienen imdgenes diferentes, estas tltimas funciones se llaman funciones
inyectivas 6 uno a uno, y su gréfica, para el caso de reales en reales, se caracteriza porque cualquier
recta horizontal que la corte lo hace en un solo punto.

Resumiendo:
Definicion
Una funcién f se dice inyectiva si para todo x;,x, € Dy, x| # x; se tiene que f (x1) # f (x2).

Ejemplo

; g(x) =x%; h(x) = Senx no son inyectivas; pues por ejemplo:

i. Las funciones f (x) = |x

f2)=f(-2)=2
8(3) =g(=3)=9
h(m) =h(2m) =0
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observando sus gréficas se puede apreciar que existen rectas horizontales que les cortan en mas
de un punto.

ii. Las funciones f(x) =2x+1; g(x)=4x; h(x)=Tanx con —

[Sps|

<x <

SI=]

2 >
l(x)—{x si x>0

x si x<0
Son funciones inyectivas (con sus graficas se puede justificar esta afirmacion).

Suponga que en la ecuacién f (x) = b se pretende despejar x. Observe que si existe una funcién g, tal
que g (f (x)) = x Vx € Dy y tal que b esté en el dominio de g, entonces al aplicar esta funcion a la
ecuacion, se obtiene: g (f (x)) = g (b), es decir, x = g (b), logrando asi, despejar x.

Dos interrogantes surgen al analizar este problema. ;Qué se debe exigir a f para que exista esta
funcion g?. Dada f,como se construye esta funcién g?.

Para resolver el primer interrogante, observe que si la funcién f no fuese inyectiva, entonces exis-
tirfan por lo menos dos valores x; , x, € D con su misma imagen, llamémosla ¢, entonces f (x1) = ¢
y f (x2) = c. Si existiera la funcién g con la propiedad descrita atrds, es decir, g (f (x)) = x para todo
x € Dy, entonces x; = g (f (x1)) = g(c) yx2 = g(f (x2)) = g (¢), lo que significaria que ¢ por
medio de g tendria dos imégenes diferentes x; y x», por tanto g no serfa una funcién. Esto implica que
necesariamente para que exista la funcidn g, se debe exigir que f sea una funcién inyectiva.

Para responder el segundo interrogante, obsérvese primero que, puesto que g se va a calcular a los
dos lados de la ecuacion f (x) = b, entonces debe estar definida en el recorrido de f, pues b € Ry,
por tanto D, = Ry. Ahora, ;Qué es g (b)?. Puesto que b € Ry y f es inyectiva, existe un tnico a para
el cual f (a) = b, y ese a precisamente define a g (b) : g (b) = a. En la figura 8.22 se ilustra este
resultado mediante un diagrama:

f g
/\ /\
h
p
C q C
d r d

FIGURA N° 8.22

fla)=q; glq =a; f(gq@)=f(a)=q; g(f(a) =g(q) =a
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220
fb)=nh; gh)=0b; f(gh)=f(>b)=h; g(f(b)=gh)=>b
fe)=p; gp)=c; flglp)=f(c)=p; g(f(c)=g(p)=c
fd=r; gr)=d; f(gr)=r@=r; g(f(d))=g(r>=d

A la funcién g construida de esta forma se le llama la funcién inversa de f y se nota por f~'. Mds
exactamente:

Definicion

Dada una funcién inyectiva f, se llama la inversa de f a una funcién notada f~! con D1 =Ryy
Rffl = Dy, tal que

fﬁl(f(x)):xVxeDf y f(ffl(x)):xVxefol

Ejemplo

Sea f (x) = 3x, como f es inyectiva , entonces existe f ! (x), y ésta satisface que:
x=f(f""(x) =3f""(x),ydeaqui se tiene que, ' (x) = x/3. (Figura 8.23).

y
f)=3x  y=x

FIGURA N° 8.23

Observe que si se hubiese dado la ecuacion f (x) = 6, es decir, 3x = 6, y se aplicara a ambos lados
3x 6

de ésta la funcién !, se tendrfa ! (3x) = f ' (6); entonces f~! (3x) = = = f1(6) = 3
y asi 3x = 6, o x = 2 lo que ilustra, como se dijo anteriormente, que la funcion £~ (x) sirve para

despejar x en una ecuacién de la forma f (x) = b.
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De la figura 8.23 se puede observar que las gréficas de las funciones f (x) = 3x y de su inversa
f1(x) = 3 son simétricas respecto a la recta y = x, relacién que siempre se da entre las graficas de

una funcién y su inversa.

Ejemplo

Seay = 2x+5 como f es inyectiva existe f ! (x), por tanto:

x=f(r"w)
=2f ' (x)+5=x
2 =237
=
D/'=R
R/'=R
Ejemplo

Sea f (x) = x? conx > 0, como f es inyectiva existe f ! (x), por tanto:

x=f (f_1 (x)) = [f_l (x)]2 entonces f~! (x) = ++/x (puesto que R; 1 =Dy =[0,+0)
se descarta el signo — ).

Sus graficas se pueden apreciar en la Figura 8.24.

FIGURA N° 8.24
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Ejemplo

Sea f(x) =x*—1 con x< —1.AsiDs = (—o,—1] = R;1.Como f es inyectiva , existe
) alquex =7 (1) =[f" (x)}2 — 1 entonces [f ! (x)]2 =x+ 1yasi
f~'(x) = —vx+ 1, donde el signo —aparece debido a que Ry-1 = Dy = (—, —1], 0 sea que
f~1 (x) siempre es negativo. Ademds, aunque dentro de los nimeros reales f ! tiene sentido para
x+ 1 >0, es decir para x > —1, no se toma [— 1, +) como su dominio, puesto que Dy_1 debe
ser igual a Ry y éste es igual a [0, +) ya que la x estd restringida a (—oo, —1]. Asi: D1 = Ry =
[0, +0). (Figura 8.25).

fx) =x"—1 y
LY=X
7/
8 i
7/
Ve
7/
4 d
Ve
7/
7/

— X
v 4 8 12
7/
7/

7/
7/
7/
7/
7/
f ) = —va+1

FIGURA N° 8.25

EJERCICIOS

1. Para las funciones siguientes:

Determinar si son o no inyectivas

Halle la inversa cuando exista y verifique que ( fof~ 1) (x) = ( fo Lf ) (x) =x
Encuentre sus dominios y recorridos

Trace sus graficas

2. Las relaciones siguientes no son inyectivas. Restringiendo sus dominios encuentre funciones
inyectivas. Halle sus inversas en estos dominios y trace sus graficas.
2 _ .2 2 2 _ —
a) y =x b) x*—y =4 c) x=|y|
2 2
2

d) 5+ =1 e) y=x-1 ) Iyl=x*—1
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3. Justificar el cuadro siguiente.
Funcion Restriccion Recorrido Dominio Recorrido Inversa
Dom de f de f de f! de f!
flo) =+ [0, +-0) [0, +-0) [0, ) [0, +-0) fT) =
f(x) :xz (_0070] [07001 [01+°°) (_0030] fﬁl (x) = _\/;C
f(x):\/l —x? [071} [0/” [071] O:‘] f—l(x):\/l_XZ
f(x):+\/17x [71?0] [0’1} [Ovl] [7170] fﬁl(x)zf\/lfxz
() = s 0, +00) (0.1] (0.1] 0, +e) Fw =i
() =2x+1 (“o0.%) (o) | (o) | (wwo) | flm=%T
4. Llenar los espacios en blanco.
Funcién Restriccion Recorrido Dominio Recorrido Inversa
Dom de f de f de f~! de f~!
fO =G | [l FTW =il
fx)=x ) =
f(x) =x°
flx)=3x-2

8.5. FUNCIONES TRIGONOMETRICAS INVERSAS

8.5.1.

Inversa de Sen x

Como es conocido, la funcién y = Sen x no es inyectiva, por tanto no tiene sentido hablar de su
funcién inversa, sin embargo, puesto que en la practica es frecuente tener que despejar x en ecuaciones
de la forma Sen x = b, se hace necesario definir una inversa para Sen x, la cual no estd definida
para todo x € R, sino solamente para una porcién en la cual esta funcién sea inyectiva. De todas las
porciones en donde esto se tiene, se acostumbra a tomar x € [— m / 2,7 / 2] (Figura 8.26).
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y=_Senx

(O8]
=]
(ST~
[P

21

N‘L:'i)

FIGURA N° 8.26

De la definicién de funcién inversa se tiene que la funcién Sen x con — 1T / 2 <x<m / 2 tiene
inversa g (x),con Dy = [—1,1]yR, = [-1/2,1/2] ytal que g (Senx) = xy Sen (g (x)) = x,la
cual se nota por: g (x) = ArcSenx 6 g (x) = Sen~'x; es decir, si:

y=ArcSen x,
aplicando a ambos lados la funcioén Sen queda

Sen y = Sen (ArcSenx) =x

y reciprocamente si se da
x=3Seny

aplicando a ambos la dos la funcién ArcSen queda
ArcSen x = ArcSen (Seny) =y
lo que permite concluir que:
y = ArcSen x equivalente a x = Sen y
asi Sen (ArcSenx) = x parax € [—1,1] y ArcSen (Senx) = xparax € [—1/2,1/2]

Teniendo en cuenta la simetria respecto a la recta y = x, de una funcién y su inversa, de la figura
8.26 se tiene que y = ArcSen x estd representada graficamente por (Figura 8.27).
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(ST

.

-1 -1

(ST

f1(x) = ArcSen x

FIGURA N° 8.27

Recuerde que la funcién ArcSen x no es la inversa de la funcién Sen x, sino de una parte de ella, la
T 1T
parte que corresponde a x € [—5, 5]
Ejemplos:
. ArcSen (ﬁ/Z) = 7T/4,p0rqueSen (IT/4) = \/5/2

[am—

2. ArcSen (—1) = — (m/2), porque Sen (—1/2) = —1
3. ArcSen (Sen (7T/4)) = 7'[/4

4. ArcSen (Sen2m) = ArcSen (Sen 0) = 0, es decir, ArcSen (Sen 21) es el niimero en el intervalo
[— m / 2,1 / 2} para el cual el seno toma el mismo valor que el Sen 21T, o sea 0.

5. ArcSen (Sen (21/3)) = ArcSen (Sen (1/3)) = m/3
6. Sen (ArcSen (V2 /2) ) = Sen (m/4) = V2 /2

7. Sen (ArcSen (1/2)) =1/2

8. Sen (ArcSen 4) no existe, pues 4 ¢ [ 1, 1].

En forma andloga, puesto que las funciones Cos x, Tan x, Cot x, Secx y Csc x no son inyectivas,
tampoco se puede pensar en una inversa para cada una de ellas, pero en una forma similar a como se
hizo con la funcién y = Sen x se puede tomar una porcién de ellas (restriccion del dominio) de tal
forma que estas funciones asi restringidas sean inyectivas y por tanto tengan sus respectivas inversas
en estos nuevos dominios.

A continuacidn se mostrardn las gréaficas de las funciones trigonométricas restringidas y sus inversas
correspondientes.
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8.5.2. Inversa de Cos x

En el caso de la funcién Cos x para construir una inversa se acostumbra a tomar la parte inyectiva
de Cos x que corresponde al intervalo [0, 77 asi:
Sea f(x)=Cosx con x¢€[0,m. Puestoque Ry,=|[—1,1] entonces se define
1 (x) = ArcCos x = Cos~'x  como la funcién, con D, =[—1,1] y Rp1=[0,7 ,
que satisface:
y = ArcCos x esequivalentea x = Cosy

y

~
\/ x

-1 1

L
f~Y(x) = ArcCos x

FIGURA N° 8.28

De la definicién se puede concluir que

Cos (ArcCosx) = xconx € [—1,1] 'y ArcCos (Cosx) = xconx € [0, 1.

8.5.3. Inversa de Tan x

. T Tt
Para el caso de la tangente se acostumbrara a tomar la rama que corresponde al intervalo (— X 5)

asi:

Sif(x) =Tanxconx € (—n/2,n/2),entoncest = (—7‘[/2,7T/2) , Ry = R, por tanto se
define f~' (x) = ArcTan x = Tan™'x como la funcién, con D;-1 = Ry Ry = (—m/2,1/2),
tal que:

y = ArcTanx equivalentea x = Tany (figura 8.29)
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f~Y(x) = ArcTan x

FIGURA N° 8.29
De la definicion se concluye que
Tan (ArcTanx) =x si x€R 'y ArcTan (Tanx) =x si x € (—1m/2,1/2)

8.5.4. Inversa de Cot x

Aqui se toma la parte inyectiva de Cor x para x € [0, 71] asi:
Sea f (x) = Cot xconx € (0, m), entonces Dy = (0, 1) y Ry = R, por tanto se define

f~1(x) = ArcCot x = Cot ~'x como la funcién con Dy-1 = Ry R;-1 = (0, ), tal que:

y = ArcCot x equivalentea x = Coty figura 8.30

f~1(x) =ArcCort x

FIGURA N° 8.30

De esta definicion se concluye que:
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Cot (ArcCot x) = x six € Ry ArcCot (Cot x) = x conx € (0, m).

8.5.5. Inversa Sec x

Aqui se toma la parte inyectiva de Sec x para x € (0, 77) sin incluir 5 donde la Sec x no esta definida
asi:
Sea f (x) = Secxconx € [0, 7T/2) U (7T/2, T[], entonces Dy = [0, 7T/2) U (7T/27 T[]
y Ry = (—o,—1] U [l,+0), por tanto se define f~! (x) = ArcSec x = Sec™'x, como la funcién
conDy1 = (=00, —1JU[l,+0)yR; 1= [0, 1/2) U (m/2, m], que satisface

y = ArcSec x equivalentea x = Secy

(Figura 8.31).
De esta definicion se deduce que:

ArcSec (Secx) = xsix € [O, 7'[/2) U (7‘[/2, 7T] y
Sec (ArcSec x) = xsix € (—oo, —1] U [1, + ).

y

_________ S

2 K’

é x

-3 -1 1 3

__________ Hmm e
2

f~H(x) = ArcSec x

FIGURA N° 8.31

8.5.6. Inversa de Csc x

Aqui se toma el pedazo de Csc x para x € [— 7, 5] sin incluir el 0 donde no esta definido asi:

Sea f (x) = Cscxconx € [—7‘[/2,0) U (O, 7T/2], entonces Dy = [—7T/2,0) U (0, 7'[/2]
yRy = (—,—1] U [1, +), por tanto se define f ! (x) = ArcCsc x = Csc™'x, como una funcién
condominio D1 = (—o, —1JU[l,+o)yR, 1 = [—7/2,0) U (0, 1m/2] que satisface

y = ArcCsc x equivalentea x = Cscy

(Figura 8.32)
De la definicién anterior se concluye que:

ArcCsc (Cscx) = xconx € [—1/2,0) U (0, /2] y
Csc (ArcCscx) = xconx € (—oo, —1] U [1,+ )
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f

FIGURA N° 8.32

Ejemplos

1.

2.

10.

ArcCos (— 1) = mporque Cos T= — 1

ArcTan (—1) = — (1/4) porque Tan (—1m/4) = —1

. Cos (ArcCos (1/3)) =1/3

an (ArcTan (1/3)) = 1/3

T
. Cot (ArcCot 1/3)) = 1/3

(
. Sec (ArcSec (1/3)) no tiene sentido, pues 1/3 ¢ (—oco, —1] U [1, +0)
(

. ArcCos (Cos 37T/4)) = 37‘[/4
. ArcTan (Tan (37‘[/4)) = ArcTan (Tan (—7‘[/4)) = — 7T/4
. ArcCsc (— \@) = —37‘[/4

Calcular el valor de:

a) Cos (ArcSen (3/5))

Seax = ArcSen (3/5) entonces Senx = 3/5 ,con x en el primer cuadrante. Pues ArcSen x

lai del S -=
es la inversa del Senxen | -7, 7

—} es decir, entre el 1° y 4° cuadrante (Figura 8.33)
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FIGURA N° 8.33

luego de la figura se tiene que:
Cos (ArcSen (3/5) ) =Cosx= 4/5

b) Sen (ArcCos (—2/3))
Sea x = ArcCos (—2/3) entonces Cos x = —2/3 con x en el segundo cuadrante. Pues
ArcCos x es la inversa del coseno solo entre 0 y 7T, es decir, solo el 1° y 2° cuadrante.
(Figura 8.34)

FIGURA N° 8.34

de la figura se tiene que:
Sen (ArcCos (—2/3)) =Senx = \@/3

c¢) Tan (ArcSen (—3/4))
Sea x = ArcSen (—3 / 4), entonces Sen x = —3 / 4 con x en el cuarto cuadrante, pues

arc Sen x es la inversa de Sen x en [—g , g] es decir, en el 1° y 4° cuadrante (Figura
8.35).
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Yy
X
X
4
B e
FIGURA N° 8.35
de la figura se tiene que:

Tan (ArcSen (—3/4)) =Tanx = =
V7

11. Hallar el valor de Cos (ArcTarL (15/8) — ArcSen (7/25)).

Seax = ArcTan (15/8) entonces Tanx = 15/8y seay = ArcSen 5= entonces Sen y = 5= (Figu-

ra 8.36).

17 25
15 7
y
\ ’ X \ X
24

8

FIGURA N° 8.36
= Cos (x —y) = CosxCosy + Senx Seny

Cos (ArcTan (15/8) — ArcSen (7/25))
= 257/425

= (8/17) (24/25) + (15/17) (7/25)
De acuerdo a las figuras 8.36

EJERCICIOS
1. ¢Cudles de los siguientes enunciados son verdaderos?

T

a) ArcTan (\/§) =3
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b) ArcSec < ﬂ) T’T
(=2) = 3£
d) ArcSen (Tan (T")) -7

¢) ArcCsc

e) ArcCos (Ta ( ST
f) ArcCot (\@) z
ArcSen( ) =1

(

+ ArcTan (— 1) = ArcTan (1)
) =

=

g) ArcSen ( 22
h) ArcCos (0)
i) 2ArcTan (% = ArcTan (%)
j) ArcTan (%) + ArcTan( ) + ArcTan (%) =7
k) ArcTan (Cot (230°)) = 40°
D) Sen (2ArcSen (%)) = 4\75
m) ArcSen (Cos (— 1050)) = —159
n) Cos (ArcTan (— %) + ArcSen (13)) = 2
i) Tan (2ArcSen (%) + ArcCos (%)) %82
0) ArcSen (Sen (37")) = 37”
p) Sen (ArcSen (4)) =
2. Demuestre las siguientes identidades, las cuales son necesarias para el cdlculo de ArcCotx, ArcSecx
y ArcCsc x por medio de calculadoras manuales, ya que en general estas no tienen como calcular
directamente estas funciones:
a) ArcCotx = ArcTan (1 /x)
b) ArcCotx = § — ArcTanx
c) ArcSecx = ArcCos (1 /x)
d) ArcCscx = ArcSen (1 /x)

8.6. ECUACIONES TRIGONOMETRICAS

Una expresion como Sen’x + Cos?x = 1, puesto que es una identidad, se satisface para todo val-
or de x. Pero en general para expresiones como por ejemplo Sen x = 1 6 Sen’x + Cos x = 1 / 2,
habra valores de x que la satisfacen y otros que no. Hallar en estas expresiones los valores de x que la
satisfacen, es lo que se conoce como resolver la ecuacién trigonométrica o hallar su conjunto solucién.
Para resolver completamente las ecuaciones trigonométricas es necesario conocer los resultados de los
siguientes 3 ejemplos fundamentales.
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Ejemplo fundamental 1

Hallar la solucidn de la ecuacion Sen x = b.

Inicialmente se considera que, aplicando a los dos lados de esta ecuacién la funcién ArcSen x, se
tiene:

ArcSen (Senx) = ArcSen'b entonces x = ArcSen b.

Pero recordando que y = ArcSen x es la inversa de Sen x, pero solamente cuando x € [— Tr/ 2, IT/ 2] ,
entonces este valor de x hallado, x = ArcSen b, pertenece a este intervalo. Pero es claro que con-
siderando toda la funcién Sen x y debido a su periocidad, este no es el tnico valor de x que satisface
la ecuacién Sen x = b, sino que existen infinitos. los cuales estan dados por:

sine’”z

. 2n1 + ArcSenb . 2n1 + ArcSenb
T 2nm (T— ArcSendb) (2n+ 1) m— ArcSenb

como se visualizan en las graficas de las figuras 8.37

y
m— Sen~1(b)
1 I
I p—

b n Sen x
I I I
| | |
| | | X

3 _ o 3
2 -5 Jlrrr 5 : 5 T 5 2m

I I
I I
I I
I I
I —1 I

—27+ (11— Sen~1 (b)) Sen=1(b)

FIGURA N° 8.37

Con andlisis similares al anterior se pueden hallar las soluciones de las ecuaciones Cos x = a,
Tanx = a, Secx=a, Cotx =ayCscx = aasi:
Ejemplo fundamental 2

Solucionar Cos x = a

Six € [0, m; ArcCos (Cos x) = ArcCos (a) , entonces x = ArcCos (a).
Pero la solucién de Cos x = a, para todo x € R estd dada de acuerdo a la figura 8.38 por:

[ 2nm+ Cos™! (a)

T { 2n1 — Cos™ ! (a) conn € Z
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211+ Cos ™! (a)

— T———f+—-
| |
| |
] ] X
S fp 0
21— Cos™(a)

FIGURA N° 8.38

Ejemplo fundamental 3

Solucionar Tan x = a

Six € (—m/2,m/2); ArcTan (Tanx) = ArcTan (a); entonces x = ArcTan (a).
Pero basados en la figura 8.39 la solucién de Tanx = a, para x en todo su dominio estd dada por:

x=nT+ ArcTan (a) n€Z

y
| | | | !
| | | | |
| | | | |
| | | | |
I o : I : I I
I Ll n o | 13m :
| T () 172 m )
T ! T ! T ! T + x
_3771' | 7IT+Ar(‘Tan|a ArcTana| T(+Arcsz1z 21T :
| | | |
| | | | |
| | | | |
| | | | |
| | | | |
1 1 1 1 |
y=Tanx

FIGURA N° 8.39

En forma andloga se pueden solucionar ecuaciones similares con las otras funciones trigonométri-
cas.

En términos generales para resolver una ecuacion trigonométrica se debe tratar de factorizar la
expresion por medio de algebra e identidades a productos de factores de la forma

(mSen x—a), (nCos x—b), (ltanx—c)



8.6. ECUACIONES TRIGONOMETRICAS 235

y todo la expresion igual a cero. De esta forma la solucion se toma cuando cada factor sea igual a cero,
lo cual nos lleva a resolver ecuaciones de las presentadas en los ejemplos fundamentales.

Ejemplo
Hallar la solucién de la ecuacién
4CosxSenx+2Senx —2Cosx—1=0 en [0,271].

4Cos x Senx 4+ 2Senx —2Cosx — 1 = 2Senx (2Cosx + 1) — (2Cosx + 1)
(2Cosx + 1) (2Senx —1) =0

si'y sélo si
2Cosx+1=0 o 2Senx—1=0.

Si
2Cosx+1=0 = Cosx=—1/2,

y puesto que ArcCos (—1/2) = 120°, entonces x = 120° 6 x = 360° — 120° = 240°, es decir,
x = 21/3 6 x = 471/3, pues se pide la solucién en el intervalo [0,277]

Si
28enx—1=0 = Senx=1/2 = x =30 = 120°,

es decir, x = 7T/66x :57'[/6

y asi la solucién de la ecuacién en [0, 2 71] es la reunion de las soluciones halladas, es decir:

m 5Sm 21 4m
66 3 3
Si no se hubiese pedido que se den soluciones solo en el intervalo [0,27T entonces la solucién
general serfa:

T T 21 4
{6+2nn,56+2nn,3+2nn,3+2nn}con necZz

Ejemplo
Hallar 1a solucion de la ecuacion:

Sen2x + Senx = 0
2SenxCosx + Senx = 0

Senx (2Cosx + 1) =0

Senx =0 6 2Cosx+1=0

1
Senx =0 6 Cosx = —3 entonces
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X=nl;, con n€ZzZ

2
— +2nmT con neZz

6 x= 3
4
o) x:?+2nr[ con neZ

luego la solucién general es:

21T 4
{nﬂ, ?—i—Znﬂ, ?—i—Znﬂ | ne Z}
Ejemplo
Hallar el conjunto solucién de la ecuacién
Cos*x — Sen*x = 1
Cos*x — Sen*x = (Coszx + Senzx) (Coszx — Senzx) =1
= Cos’x — Sen’x = 1
= Cos2x =1

oy — { 2nT1 + Arc Cos1 — nTconn € Z

2n1 — Arc Cos 1

entonces x = nftenn € Z

Ejemplo
Solucionar Senx = v/3Cosx — 1

Si elevamos al cuadrado los dos lados de la ecuacién se tiene que:
Sen’x = 3Cos’x — 2\/3Cosx + 1
1 — Cos’x = 3Cos*x —2+/3Cosx + 1
4Cos®x —2V/3Cosx = 0
2Cos x (2C0sx - \/§) =0
= Cosx=0 0

2Cosx — V3 =0

N — _nm 3m s5m
i.Si Cosx=0 = x=73,5,3%

o5

ii. Si 2Cosx—V3=0 = Cosx=% = x=T4+2nméx=—-7+2nm

Puesto que los dos miembros de la ecuacién original fueron elevados al cuadrado, en este conjun-
to solucién pueden aparecer soluciones “‘extrafias”, por tanto es necesario verificar en esta ecuacién
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cudles de los elementos del conjunto hallado son efectivamente soluciones de la ecuacidén inicial.

Reemplazando alli, se puede observar que parax = I, 3% 20 BTy parax = — 2 4 2n,

conn € Z, no satisfacen la ecuacion, por lo tanto la solucién de la ecuacién esta dada por

T 3m
S = {6+2n7'[,2~|—2n7'[. con nGZ}

Ejemplo
Solucionar la ecuacién
V2 Senx + Cosx = 0
Si

\ﬁ(l —Coszx) +Cosx =0
V2Cos*x — Cosx — V2 =0
+1+v1+8 1+3

Cosx =

212 2V2
c 1+3 26
0sX = —— = —(
2V2 V2
1-3 -1
Cosx = —= = —
2vV2 V2

ahora si Cosx = 2 / \ﬁ = \ﬁ, como \ﬁ > 1 entonces en este caso no hay solucidn, y si
Cosx = —1/\/5 = x:i%’T—&—ZnnconnEZ.

EJERCICIOS

1. Hallar el conjunto solucidén de las ecuaciones:

a) Sen3x = \@/2

b) Sen3x =0

¢) Tan2x = -3

d) Cot 2x—1)=—1/V3

e) 28en’2x — 1 =10

f) 3Senx = 2Cos*x

g) Sen2x = Cos 2x

h) Sen2x Cos x 4+ Cos2x Senx = 0
i) Sen5x — Sen3x — Senx =0
j) Cosx — V3Senx =1

k) 2Cosx =1 — Senx

D SenxCosx =0
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m) Secx — 1 = Tanx

n) 2Tanx — Senx — Tanx = 0

i) Sen*x — 2Sen’x — 1 = 2Sen x — Cos*x
0) 6Tanx + 12Cotx = 5+v/3Secx
12) (1 — Sen4x) (1 + Tan2x) = 5/3

7))

1+Tanx
1—Tanx

= 1+ Sen2x

r) Sen*x 4+ Cos*x = 5/8

s) Cosx =4
2. Analizar los cuadros siguientes paso a paso, e ilustrarlos con ejemplos (en todos los casos n €
Z).
b < —1 b=-—1 -1 <b<1 b =1 b>1
Senx=b No hay x=—5+42nm ArcSen b + 2nm y F42n1 No  hay
soluciones 2nm+ (11— ArcSen b) soluciones
a)
b < —1 b=-—1 -1 <b<1 b=1 b >1
Cos x = No  hay 2n+ )m ArcCos b + 2nmm y 2n1 No  hay
b solucion 2n1t— ArcCos b solucion
b)
) —00 < b < 40
c
Tanx=b| x=ArcTan b+ nTt
d) —00 < b < 40
Cotx=b| x=ArcCot b+nm
i m T m
b < —7 5 <b< 75 b >3
e) ArcSenx=0>b No hay Sen b No hay
solucion solucion
b <0 0<b<nm b>rm
bD) ArcCosx=>b No hay x=Cosb No hay
solucién solucién
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b < —F -3 <b< ¥ b>7

g) ArcTanx=b No hay x=Tanb No hay
solucion solucion
b <0 O<b<m b>m

h) ArcCot x =10 No hay x=Cot b No hay
soluciéon solucion

8.7. FORMA TRIGONOMETRICA DE NUMEROS COMPLEJOS

8.7.1. Representacion trigonométrica y teorema de De Moivre

Un nimero complejo z = a + bi, se puede representar también en forma trigonométrica o polar
por medio de dos nimeros reales. El primero de estos nimeros indica la distancia del punto (a,b) al
origen de coordenadas de R?, el cual corresponde al valor absoluto o médulo del niimero complejo 7
que se simboliza con r, y como se vio en el capitulo Il y en la figura 8.40, se puede expresar por:

r= v a%+ b?

El segundo nimero real de esta representacion es la medida 8 , en radianes, del dngulo que forma
el segmento de recta que va del punto (a,b) al origen de coordenadas y la parte positiva del eje x. En
la Figura 8.39 también se muestra éste angulo. A ese nimero 6 se le llama argumento del niimero
complejo 7 y se simboliza con Arg (z), y como se puede apreciar en la misma grafica se calcula por
la expresion:

arctan(b/a) sia>0yb>0
Arg(z) =X m+arctan (b/a) sia<0
21T + arctan (b/a) sia>0yb<0

Si a=0,entonces 8 =11/2parab >0y 0 =31/2 parab < 0. Sia=>b =0, 0 no estd definido.

FIGURA N° 8.40

Determinados ya los dos nimeros reales r y 8, de ésta misma Figura se deduce que:

a=rCos 6y b=rSen 6



240 Capitulo 8. FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

y por consiguiente
z=a+bi=rCos 0+rSen Oi=r(Cos O +iSen 0)

es decir,
z=r(Cos 8 +iSen 0).

Esta ultima expresion de z en términos de r y 6 es la representacion trigonométrica del nimero
complejo z, que se simboliza también por:

z=rCis 6.

Como la representacion rectangular de un niimero complejo z = a + b i, es Unica, se podria pensar
que la representacién trigonométrica también lo es ; pero esto no es asi, ya que como se muestra en
la Figura 8.41, Cos (6 £ 21m) = Cos0 'y Sen (6 £ 2m) = Sen6, conlocual 6, 06 +2 1w,y 0 -2
TT son tres argumentos diferentes del mismo nimero complejo z. Por el caricter periddico del seno
y el coseno un nimero complejo z podra tener infinitas representaciones trigonométricas. En algunas
aplicaciones se requiere trabajar con una sola representacion trigonométrica de z, para lo cual se escoge
6 con la condicién 0 < 6 < 2 11, llamado argumento principal de z.

Im(z)

e
-
®

FIGURA N° 8.41

Ejemplo
Tres representaciones trigonométricas del nimero complejo z = 1 + i, son:
z=V2(Cos T +iSen I) = V2Cis T
z=V2(Cos °F +iSen 2) = V2 Cis 2"
7z =2(Cos %Z"—F iSen #T) = \ﬁCisitlT

El Argumento principalde z =1 + ies 11/ 4.
Esta representacion en forma polar o trigonométrica se utiliza frecuentemente con el fin de sim-

plificar cdlculos, ya que como se verd, utilizando identidades trigonométricas adecuadas, se facilitan
algunas operaciones entre nlimeros complejos.
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1. Si
z=rCosO +irSen8 y w = pCosl + ip Senl

son dos ndmeros complejos en forma polar, entonces

zw = (rCos8 + irSen0) (pCosp + ipSent)

= rpCosOCosp + irpCos@ Sent + ir pSenCosid + i*rp Senb Senu
= rp (CosOCosp — SenBSenpt) + irp (CosBSenu + SenB Cos|l)
=rp[Cos (0 + ) +iSen (6 + u)]

luego
zw=rp[Cos (0 + W)+ iSen (6 + H)]

Observe que del anterior resultado se deduce la igualdad:
[zw| = [z [w].

2. Generalizando 1, para el producto de n nimeros complejos iguales se puede demostrar, utilizan-
do induccién matematica, el llamado Teorema de De Moivre:
Siz = rCos0 + irSen8, entonces para todo n € N se tiene

7" = r" [CosnB + iSenn0]

3. Siz=rCosO + irSenB yw = pCosl + i p Sen|d entonces

Z rCos0 + irSenf r (Cos6 + iSenB) (Cosu — iSen|t)

w  pCosp+ipSenu — p (Cosp + iSenpt) (Cosp —iSenpt)
r (Cos@Cosu — iCosOSenp + iSenBCosp + SenB Sent)

o Cos?l + Sen?
= % [(CosO@Cosl + SenB Senpt) + i (Cosp SenB — CosO Sent))
= % (Cos (8 — ) + iSen (8 — L))
luego:
Z r .
w0 (Cos (8 — ) + iSen (6 — ))
Ejemplo
1. Si
z=—1+i=x+iy=rCos8 +irSenf,
entonces:
= VT = = V2
y

1
Tan =2 = — = _1
x -1
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y asi

pues z se encuentra en el 2° cuadrante. (Figura 8.42). Por tanto:

3 3m
z:—1+i:\f2<Cos4—|—iSen 4)

14

\9

FIGURA N° 8.42

2. Si
zzlfiﬂ:eriy,
entonces
2
r= VA= 1+ (-VE) = VA =2
-3
Tan@zy:{:—\@,
por tanto
0 = 300°,
pues el punto
=1-iV3

se encuentra en el 4° cuadrante. (Figura 8.43). Luego,

z= 1— iv/3=2(Cos 300 +iSen 300)
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1—iV3

FIGURA N° 8.43

3. Hallar 0
(~1+iv3)
—1+iV3=x+iy
por tanto
r= (—1)2—|—\f32=\/122
y
—1 -3
Tanf = — = i,
V3 3
entonces )
T
g — ="
3
pues el punto
—1+iV3

se encuentra en el 2 cuadrante, luego

2
—14+iV3=2 <C0sn+iSen

y asi:

10 207
(—1 +i\f3) — 210 (Cos3

4. Calcular

3

20m

o T
+ iSen 3

(1+i)"

—512 + 886.8i
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10
1+ = (\6 (Cos 45° + iSen 45°)>

10
- (\fz) (Cos 450° + iSend50°)

32 (Cos (360° +90°) + iSen (360° + 90°))
= 32 (Cos 90° + iSen90°) = 32i

Por tanto
(1+0)'0 =32

5. Efectuar la operacién

—2(=1+iv3) (V3+i)

= 2 (Cos180° 4 iSen180°) (2) (Cos120° + iSen120°) (2) (Cos 30° + iSen30°)
= 4 (Cos300° + iSen300°) 2 (Cos30° + iSen30°)

= 8 (Cos330° 4 iSen330°)
T
8 <\[—’> =43 —4i

= 8 (Cos30° — iSen30°
(Cos iSen30°) 7 3

luego:

—2(=14iV3)(V3+i)=4V3—4i

6. Efectuar la operacion
4—4i3
—2V3 +2i

4 —4iv/3 8 (Cos300° + iSen300°)
—2V3+2i 4 (Cos150° + iSen150°)
= 2 (Cos (300° — 150°) + iSen (300° — 150°))

3
— 2 (Cos150° + iSen150°) = 2 <_\2f+;> = V34
luego:
4 —4i\/3
—— =34
—2+3 +2i

8.7.2. Raices de nimeros complejos
Dado un ndmero complejo z = x + iy, se dice que el nimero complejo w = U + iv, es una raiz

n-ésima del ndmero complejo z, si w" = z.

Siz=x+iy=rCosO + irSenf es un nimero complejo dado, y w = u + iv = pCosl +
ipSenll es una raiz n-ésima de z. ;Cémo se representa el nimero complejo w en términos de ry 67?.
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Para ello:
"=z < (p (Cosu + iSenp))" = r (CosO + iSenB)

& p" (Cosnp + iSennpt) = r (CosO + iSenB) = r (Cos (0 + 2km) + iSen (8 + 2kmn))

& pl=r & p =r'"yCosnu = Cos (0 + 2km) y Sen (nit) = Sen (8 + 2km)
entonces nld = 0 + 2k Vk € Z, es decir, U = 9*%1 , luego para cada entero k el nimero complejo:

R (Cos (9+2’<"> \ iSen <9+2’<">>
n n

es raiz n-ésima de z = x + iy; pero es posible demostrar que entre estos valores solamente hay n
diferentes: para k = 0,1,2,...,n — 1, llamémoslos wy,wy,...,w,_1 y que para cualquier otro
valor de k, el nimero complejo wy coincide con alguno de estos, es decir, un niimero complejo ztiene
exactamente n raices diferentes.

Ejemplo
Hallar las raices cuadradasdez = 1 — i
Como

1 —i=+2(Cos315° + iSen315°)

15° 4 2k 180° 15° + 2k 180°
(1= i)V/2 = o1/ (Cos (35+2k80) 4 iSen (35+2k80>>

parak =0 yk = 1, es decir; las raices cuadradas de (1 —i) son:

315° 315°
wo:21/4 (C N + iSen )

2
315° + 360° 315° + 360°
=2 (e () s (55

Ejemplo

Hallar las raices cuartas del ndmero complejo z = —8 — 81/3i

como (—8 - 8\/51') = 16 (Cos240° + iSen240°)  entonces

1/4 240° + k360° 240° + k360°
(—8 - 8\/§i) = 164 (Cos <—Z> + iSen (2))
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parak =0,1,2,3.
entonces, las raices cuartas de —8 — 8 ﬁi son:

2400 240°
+ iSen : ) = 2 (Cos60° + iSen60°)

<+l>1+f

240° + 360° 240° + 360°
( < + ) + iSen (I)) = 2 (Cos150° + iSen150°)
( 5 2) ~V3+i

240° 4 720° 240° 4 720°
wy =2 <C0s (:) + iSen <+>) = 2 (Cos240° + iSen240°)

4
:2<—l—iﬂ> =—1-iV3

wo = 2 Cos

g

2 2
240° + 1080° 240° + 1080°
w3 =2 <Cos <_Z> + iSen (tl)) = 2 (Cos330° + iSen330°)
V3
— 2| X2 _ 2 = _
(5.1)-
Ejemplo

Hallar las raices cuartas de z = 1
Como

= 1(Cos 0+ iSen0)

2kt 2kTT
11/4:C0s(4> +iSen< 4) k=0,1,2,3.

por tanto, las raices cuartas de 1 son:

entonces

wo = Cos 0 + iSen0 = 1

Cos(z) +lSen<72T)

wy = CosTT+ iSentt = — 1

27 3n
= Cos <2> + iSen <2> = —1

observe que estas raices son los vértices de un cuadrado inscrito en la circunferencia x> + y? = 1

~.
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EJERCICIOS

1. Escribir los siguientes nimeros complejos en la forma polar.

a) —3—3i b) 34 3i
¢) —343i d) 3-3i
e) V2-iV2 f) i

g) 1—iV3

2. Efectuar las operaciones indicadas en forma polar.

0 (3-3iVv3) (-2-2iV3) ) -2
(@ (1 =) (1+1)) (—=V3+i) (V3+i)
—4/3 —4i A4
I - o ()
N —i3
O ((1-)" p WD

(1+iv3)°
3. Dar la forma rectangular de los siguientes nimeros complejos:

a) 2 (Cos60° + iSen60°)
b) 4 (Cos120° + iSen120°
c) 4 (Cos120° — iSen120°
8 (Cos300° + iSen300°
2 (Cos150° + iSen 150°
32 (Cos60° + iSen60°) (ﬁ (Cos45° + iSen45°)>
(Cos90° + iSen90°) (5 (Cos270° + iSen270°))

)
)
)
d) )

e)

4.  a) Hallar las raices terceras y quintas de 1 ;Son vértices de algin poligono?.
b) Hallar las raices cubicas de z = V3 —i
¢) Hallar las raices cuartasde z = —1 + i
d) Hallar las raices cuadradas de i

e) Hallar las raices cubicasde z = —8iy z = 27i.

8.8. SOLUCION DE TRIANGULOS

Resulta 1til en algunas aplicaciones de la trigonometria, lo que se conoce con el nombre de solucién
de tridngulos, que consiste en determinar las magnitudes de los dngulos internos y las longitudes de
los lados de un tridngulo cualquiera dado, conociendo inicialmente algunos de estos datos. Para ellos
es necesario conocer dos teoremas fundamentales: Teorema del Seno, y Teorema del Coseno.
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8.8.1. Teorema del Seno

Sean A, B, C los angulos y a, b, ¢ los correspondientes lados opuestos en un tridngulo. (Figura
8.44). Entonces

FIGURA N° 8.44

SenA _ Sen B _ Sen C
a b ¢

Para su demostracién considérese la figura 8.45.

B B
|
I N

c | a c 90 N a
|
| h k.
!
A b C A b C
a) b)

FIGURA N° 8.45

De la figura 8.45 (a) se tiene:

h
SenA = — entonces h = cSenA
c

SenC =

QS

entonces h = aSenC

Por tanto
cSenA = aSenC,
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es decir
SenA  SenC
a ¢
y de la figura 8.45 (b) se tiene:
k
SenA = 5 entonces k = bSenA
k
Sen B = — entonces k = aSenB
a
Por tanto
bSenA = aSen B, es decir :
Sen A _ SenB
a b
y asi
Sen A - Sen B - Sen C
a b ¢
Ejemplo

Hallar el valor de a en la figura 8.46:

28° 45°20
A 120 B

FIGURA N° 8.46

A+B+C=180° = C=180°— (A+ B) = 180° — (28° 4+ 45°20") = 106° 40’

Sen A Sen C .
entonces de = se tiene que
a c

cSen A 120° Sen28°

" SenC Sen (106°20')
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Ejemplo

Considere el tridangulo que se observa en la figura 8.47.

FIGURA N° 8.47

Como: Sen a _ SeZ B
bSena  8Sen35°
entonces Sen 3 = e er6z =0.76

luego Sen 3 =0.76
entonces 3 = arc Sen 0.76 = 49.9°
6 B =180°-49.9°=130.1°

como o + 3 < 180° para los dos casos, entonces los dos sirven.

Para 31 =49.9°, y; = 95.1°; para 3, = 130.1°, y» = 14.9°.

Seny Sena

Ahora, , entonces
c a
aSeny
c= , entonces
Sen a
6Sen 95.1°
=—=1042
“l Sen 35° y
6Sen 14.9°
= =269
27 T Sen350

luego el ejemplo permite dos soluciones como se aprecia en la figura 8.48:
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95.1°

14.9°

2.69

10.42

FIGURA N° 8.48

Ejemplo

Considere el tridngulo que se observa en la figura 8.49:

FIGURA N° 8.49

Sena  Seny
—=

como

2
, entonces Sen o = 9 Sen y= gSen 50=1.53
c

Absurdo, luego en este caso el problema no tiene solucién.

8.8.2. Teorema del Coseno

Sean A, B, C, los angulos y a, b, c los correspondientes lados opuestos de un tridngulo. (Figura
8.50) entonces
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FIGURA N° 8.50

1. a®> = b2 4+ ¢ — 2bcCos A
2. b2 =a?+ ¢ —2acCos B

3. ¢ =a%+ b? —2abCos C

Demostracion

De la figura 8.50 h = aSen B, BD = aCos B entonces AD = AB — BD = ¢ — aCos B por tanto
b? = h* + (@)2 = h% + (c — aCos B)* = a®Sen®B + ¢* — 2acCos B + a*Cos’B
=a’ (SenzB + CoszB) + ¢? — 2acCos B = a® + ¢? — 2acCos B entonces
b? = a* + ¢? — 2acCos B.

Las partes ii) y iii) se demuestran en forma anéloga.

Ejemplo

En la figura 8.51 se aprecia un tridngulo cuyos lados miden a = 9.23, b = 5.04 ¢ = 10.6, halle
el 4ngulo A.
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FIGURA N° 8.51

b2 + c?—q4? (5-04)2 + (106)2 (9'23)2

2 2 2 = =
=b —2b A = A

a +c cCos Cos 2be 2 (5.04) (10.6)

1 [ (5.04)% + (10.6)* — (9.23)* .
A =Cos™! ( 2 (5.04) (10.6) ) = 005

EJERCICIOS

Los problemas del 1 al 4 se refieren a la figura siguiente:

FIGURA N° 8.52

1. SiA =50°40', b = 7.03mts, ¢ = 7.00mts, halle el lado a.
2. a=4mts, b = 10mts, ¢ = 9mts, halle los angulos A, B, C.

3. Sib=125mts, A = 41.6°, C = 95°, halle el angulo B.
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4. SiA =26°, a = 10mts, b = 18mts, halle el dngulo B.
5. Si C = 90° demuestre utilizando el teorema del coseno que a? + b* = c2.

6. En el tridngulo de la figura siguiente

FIGURA N° 8.53

Se tiene que a = 322mts, ¢ = 212mts 'y B = 110°50/, halle el valor de b, el dngulo A y el
dngulo C.



Capitulo

FUNCIONES EXPONENCIAL Y
LOGARITMICA

9.1. FUNCION EXPONENCIAL

Dado un niimero a > 0, para la definicién de la funcién f(x) =a*, conxen R se tendrdn en cuenta
las propiedades de exponentes y radicales vistos en el capitulol.

De alli recuérdese que:

1. Six e N entonces a* =ga...ay goza de las propiedades siguientes:

X veces

a) a'a@=a"
b) (ab)' =da'b*
a\* a*
) (5) =5 170
d) (a) =a"”

2.a%=1, sia#0

3. a'=\/a, paraxpar y a>0
a'¥=\/a, sixesimpar y acR
4, a"/y:(al/y)x:(\y/ﬁ)x, a>0

Luego se puede afirmar que 1,2,3 y 4 definen a* si x es racional no negativo, pues cualquier
nimero racional x > 0 cae en una de estas situaciones y se puede verificar que satisface las
propiedades a, b, c,d de 1.

L . _ 1 .
Ademds si para todo racional x > 0, se define a™* = —, entonces se completa la definicién de
a

a”* para todo x racional.

255
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5. Para definir rigurosamente f(x) = a* para x irracional es necesario conocer previamente con-
ceptos de sucesiones convergentes, por tal razén no se tratard en el momento. Para su célculo

ténganse en cuenta que si x es un nimero irracional es posible aproximarlo tanto como se quiera
por exceso o por defecto por un nimero racional, por ejemplo:

V2 _ 1.414213562

2V2 eg aproximadamente igual a 2!4143

Se puede verificar que esta funcién exponencial asi definida f(x) = a*, con a > 0, satisface las
propiedades a, b, c,d de 1 también para x irracional, es decir, se satisfacen para todos los reales.

9.1.1. Caracteristicas de las funciones exponenciales

Teniendo en cuenta que el dominio de f(x) = a* con a > 0, es el conjunto de los nimeros reales,
tomando algunos valores de x en R y calculando sus correspondientes valores de y para dos casos
particulares de a: El primeroa =2 (a > 1) y el segundoa=1/2 (0 < a < 1) se pueden construir las

siguientes tablas:

6 21.414213

...2141%2 "donde el simbolo ~ indica aproximadamente igual, pero también

x -5 —2.5] =2 -1 0 12 1 1.8 3 m 4

2] 0.031] 0.176 0379 0.5 1 1414 2 3.48 8 8.824 16
X -5 —2.5] V2] -1 0 12 1 1.8 3 m 4
(1/2)* 32| 5656 2665 2 1 0.707 0.5 0287 0.125 0.113 0.062

Y plasmando estos valores en el plano xy y uniendo los puntos hallados por una curva suave se

obtienen las correspondientes gréficas para f(x) = 2%,y g(x) = (1/2)*. (Figura 9.1).

En general se puede apreciar que el grafico de f(x) = a* para a > 1, se tienen caracteristicas simi-

y
3 flx) =28
2
1
1 X
/ gx) = 5
_4 -2 2 4

FIGURA N° 9.1

lares al de f(x) =2*%, yel de f(x) = a" para todo 0 < a < 1 tienen caracteristicas similares al de

f(x)=(1/2)*. (Figura 9.2).
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y y
8
6
4
2
% X X
-2 -1 1 2
fx)=da*, a>1 fx)=d", 0<a<1

FIGURAN° 9.2

De estas graficas se pueden intuir algunas de las propiedades de las funciones exponenciales, que se
enunciardn a continuacion, pero cuya demostracion rigurosa requiere elementos de calculo diferencial.

1.
2.

. Six1>x2:>{

a’=1,paraa >0

f(x)=a*>0paratodoxERya>0

. La gréfica de f(x) = a* para cualquier a > 0, no presenta interrupciones, es decir, su trazo es

continuo

a*'>a*? si a<l

a*t<a*? si O<ax<l

6 dicho de otra forma, para a > 1 la funcién f(x) = a* es creciente, lo que significa graficamente
que a medida que la variable x toma valores cada vez mds grandes, sus imdgenes también toman
valores cada vez mds grandes, y para 0 < a < 1 es decreciente, 1o que significa que a medida
que la variable x toma valores cada vez mds grandes, sus imdgenes toman valores cada vez mas
pequenos.

. Paraa > 1, 1a imagen de f(x) = a*, puede ser tan grande como se quiera tomando a x suficien-

temente grande. (Cuando x se aleja a 400, sus imagenes f(x) se alejan de +0) y tomando a x
suficientemente pequefio (x < 0) sus imdgenes tienden a pegarse al eje x sin tocarlo. (Cuando x
se aleja a —oo la grafica de f(x) = a* se aproxima a cero).

Para el caso 0 < @ < 1 a medida que x se hace mds grande sus imdgenes se acercan a cero y para
valores de x suficientemente pequefios (x < 0) sus imdgenes tomardn valores tan grandes como se
quiera.

9.1.2. El nimero ¢

1 n
Considérese la expresion (1 + >
n

dando algunos valores a n, y haciendo que estos valores sean cada vez mds grandes, se tiene la sigu-
iente tabla:



258 Capitulo 9. FUNCIONES EXPONENCIAL Y LOGARITMICA

n 1 100 1000 100000 1000000 10000000
1 n
<1 + > 2 2.7048 2.7169 2.71826 2.71828 2.71828

1 n
de ella se puede apreciar que (1 + > es cada vez grande a medida que n es mayor, pero nunca
n

serd mayor que 3. En realidad en un curso posterior se podrda demostrar que cuando n tiende a oo,
esta expresion se aproxima a un numero irracional que se nota por € y tiene aproximadamente el valor
de

e =12771828182...

En la prictica la funcién exponencial a* que tiene como base a este nimero €, es decir, f(x) = "
es la mds utilizada, a tal punto que cuando se hace referencia a la funcidén exponencial sin especificar
su base, se debe entender que se trata de f(x) = e*.

9.2. FUNCION LOGARITMO

Puesto que la funcién f(x) =a*, a >0, a # 1 es inyectiva, entonces existe su inversa f~!(x), la
cual se llama funcion logaritmo en base a y se nota‘por:

£ (x) =log, x

Obsérvese que paraa =1, f(x) = a' = a que es constante, luego no es inyectiva, por tanto no tiene
inversa, es decir, no se puede hallar el logaritmo en base 1 de x.

Esta funcién log, x satisface por tanto que: su dominio es (0, ) pues es el recorrido de f(x) = a*
y su recorrido es R pues es el dominio de f(x) = a*. Ademds a'°%* = x, parax >0y log, a* = x
Vx € R oseaque
y=a* equivalente a log, y =x
y sirve para despejar x en una ecuacién de la forma a* = b ya que:

a*=bslog, a* =log, b&x=log, b

Reciprocamente, si se trata de despejar x en una ecuacion de la forma, log, x = b se hace utilizando

la funcién exponencial en base a, pues log, x = b <> a!°% ¥ = a” equivale a decir x = a”.

La funcién y = log, x con a = e, es decir, la inversa de g(x) = " se llama Funcidn logaritmo natural
y se nota por f(x) = In (x), es decir, In(x) = log, x y asi

y=In(x) queequivalea x=¢’
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En muchas ocasiones en el trabajo con logaritmos en base diferente de €, se prefiere hacer una
transformacion adecuada la cual se presenta mas adelante que nos permita trabajar con esta base, pues
las calculadoras manuales en general solo calculan logaritmos naturales (base e o logaritmo en base

10).

Puesto que f(x) = log, x es la inversa de g(x) = a*, entonces sus grificos deben ser simétricos

respecto a la recta y = x. (Figura 9.3).

y=a* e
/ /
4 X
7/
7/
/
P y =log .x
7/
/
7/
7/
7/
s Yy=X
7/
a>1 O<a<1

FIGURA N° 9.3

Ejemplo

1.
2.

3.

4.

9.2.1.

Six=2%=log, x=log, 2° =5.
Silogy x=4=x=3%
Silogy, x=-3=x=(1/2)"".

Six=872=logg x=logg 8 2 =-2.

. 21°22 =5 no tiene sentido pues (—5) no esta en el dominio de ningiin logaritmo.

logs 5° =3.

3logs2 =9,

Propiedades

De las grificas de la funcién logaritmo se pueden deducir las siguientes propiedades:

1.
2.

3.

log, 1 =0 paratodo a# 1.
El dominio de la funcién logaritmo en base a es (0, ) y su recorrido es todo R.

Si a>1, f(x)=log,x esunafunciéncrecienteysi 0<a <1 esdecreciente.
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4.Si a>1, f(x)=Ilog,x tiendea oo cuando x tiende a o y tiende a —oo cuando x tiende
a cero, es decir x = 0 es una asintota vertical de f(x) =log, x.
Si 0<a<l1, f(x)=log,x tiendea —oo cuando xy tiende a +oo cuando x tiende a cero,
es decir y = 0 es una asintota horizontal de f(x) = log,, x.

Otras propiedades
1* Propiedad

log, xy =log, x+1log,y six>0 y y>0

Demostracion

Sea z=log, x+log, y
= az — aIOgu x+10gu Yy — a10ga xaIOga X xy’
es decir da* = xy
l
por tanto  log, a* = log, xy
entonces z = log, xy,

yasi log, xy = log, x + log, y.
Ejemplo
1. logs (125) =1logs (5)(5)(5) =logs 5+1logs 5+1log; 5

2. log, 4+log, 20+1log, 10 =1log, (4)(20)(10) = log, 800

Ejemplo
Hallar el valor de x tal que:

10g]0 X = loglo 5+10g10 4+10g]0 5

10g]0 X = IOg]O 5 + log]O 4 + loglo 5
= logjg (5)(4)(5) = logy 100
= log;q 10%, es decir

log|g x =2, por tanto

x =10

NOTA

El logaritmo en base 10, se nota por log x, es decir

logq x =log x
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2% Propiedad

logagzlogax—logay si x>0 y y>0

Demostracion

Similar a la anterior.

Ejemplo
15
1. log 5 =log 15—1log 5
2. log 2—1log 4 —1log 3+log 24

=log 2+1log 24 —log 4 —log 3
=log 2+1log 24 — (log 4 +log 3)
=log 2%24 —log 4x%3

=log 48 —log 12 =log 4

3. log

b
e _ log abc —log xy
X

log a+log b+1log ¢ —log x —log y

3% Propiedad

log,x% = o log, x

Demostracion
x=a" (esdecir y=Ilog,x)

= x“=a" = log,x* =
= log, x“=ay log,a

= log, x“ =a log, x
=

log, x% = alog, x
4* Propiedad

a

log,s x% = — log, x

log, a®
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Demostracion

Se parte de que:
a
— log, x
(aB)B :aalogax:alogax“:xa

tomando logaritmo en base a? en esta igualdad, se obtiene:

a
— log, x=1log,p x“

B
Ejemplo
s 5
1. log, 2° = TIng 2=5

2. log ;5 64 =logy2 2° = (6/(1/2))log, 2 =12

3.
logg 6 =logy 6 =1ogs (2)(3) =logs: 2+1logs 3
= % log, 2—1—% log; 3= %+%log3 2
5% Propiedad
& = plogya
Demostracion

b* log, a _ blogb a _ a

Esta propiedad permite pasar una funcién exponencial en una base dada, a cualquier otra base.
En particular

a~ :exlna

Ejemplos
1. 2 = 3xlog3 2
2. 5% =1)X log, 5

3. Pasar 3* abase 5 3% = 5*logs3

4. Pasar 6" abasee 6°=¢'N0
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6“ Propiedad

log,, x
log, a

log, x = , esdecir, log, x = (log, x)(log, a)

esto indica como pasar un logaritmo en base @ a un logaritmo en base b

Demostracion

Se parte de que:
b(logu x)(log,, @) _ (blogb a)lOga Y (a)loga Y —x

y tomando logaritmo en base b a los dos lados se tiene:
log, b'°%a* 102 @ — (log x)(log, a) =log, x; es decir

log, x
log, x= DBp %
log, a
como se dijo, esta propiedad permite cambiar de base en los logaritmos y en particular es importante
el cambio de cualquier base a la base e pues, por ejemplo en las calculadoras manuales sélo figuran In
y log y no logaritmos en otras bases, por tanto para calcular log, x se debe considerar:

In x log x
1 = — 5 1 =
Bat T g © OBt log a
Ejemplo
log;p x logx
1. 1 = =
82 % log;p 2 log2
log, x Inx
2.1 =" =_"
083 % log,3 In3
log; 7 1
3. logs 7=
08s log; 5 log; 5
7% Propiedad
log, x=1og,y & x=y x>0,y>0
Demostracion

A partir de la propiedad de la funcién exponencial.

Ejemplo

1. logyx=1logz; 5 = x=35
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2. Six=7 = log, x=1log, 7

9.2.2. Ecuaciones con logaritmos

1. Hallar x tal que 2¥ = 5*
Tomando logaritmo natural en ambos lados de la ecuacion se tiene:

In2*=1In 5"

=xIn2=xIn5
=x(In5-In2)=0
=xIn(5/2)=0
=x=0

2. Hallar x tal que 3* =27
Tomando logaritmo en base 3 en ambos lados de la ecuacion se tiene:

log; 3" =logy 27
= x = log; 3°
=x=3

3. Hallar x tal que log (x — 15) +log x =2
En primer lugar x > 0y x— 15 > 0, es decir, x > 15 (;Por qué?)

log (x—15)+log x =2
log (x—15)x=2
(x—15)x=10* entonces
x*—15x—100=0 entonces
(x—20)(x+5)=0, por tanto
x=20 6 x=-5

Volviendo al inicio se tiene que los valores de x deben ser mayores que 15 y en este caso solo
20 satisface esta condicion y entonces 20 es la solucién del problema

4. Hallar x tal que log, x+log;; x+log, x+log 5 x = 15/2.
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Pasamos todos los logaritmos a base 2 asi:

log;/; x=1log,-1 x= —log, x
1
log 5 x =logyip x= m log, x =2 log, x

log, x=1og, x=1/2log, x de esta forma:
log, x—log, x+(1/2) log, x+2 log, x=(5/2) log, x entonces
5/2 log, x=15/2

entonces log, x=3 yasi x= 23 =38

que es solucién de la ecuacion, ya que se encuentra en el intervalo (0,) que es el dominio de
log, x y satisface la ecuacién.

5. Solucionar la ecuacién y/log x = log /x
1
esdecir +/logx= 3 log x
logx>0 y x>0=x2>1
elevando al cuadrado ambos términos de la ecuacion se tiene:
1.5
log x = 1 log= x entonces
1 2 1
logx—z log” x =0 = (log x) 1—1 logx) =0
1
=logx=0 6 I—Zlogxzo
1
=x=1 6 I=_logxelogx=4dex= 10*

asf que x = 1 6 x = 10* satisfacen la ecuacion, pues los dos son mayores o iguales que 1 como
se exige al comienzo.

6. Solucionar la ecuacién log, 2 =3
pasando log, 2 a base 2 se tiene:

1 2 1
log, 2= 02 2 _

X

= = entonces
log, x  log, x

log, x=3 equivale
1
log, x

1
:3@5:1og2x;»x:21/3
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7. Solucionar la ecuacién log 4 (logs(log, x)) =0

Si log,(logs(log, x)) =0=
log;(log, x) =1=
log, x=3

por tanto x = 23
EJERCICIOS
1. Escribir las siguientes igualdades en forma logaritmica:
a) 2°=32 b) 10° = 1000
' 1 1\* 1
2 <3> 5 9 <4> ~ 16
2. Escribir las siguientes igualdades en forma exponencial:

a) log,64=6 b) log;81=4
¢) logs125=3  d) log 0.0l =—2

3. Usando la definicion de logaritmo, hallar x tal que:

a) x=logy27 b) x=log,16
c¢) x=1log,0.125 d) logsx=0
e) logyx=2/3 f) loggx=-2
g) log x=-0.02

4. Para qué bases
a) log,36=2 b) log,36=1
c) log.27=3/2 d) log;2=0.5
5. (Cudles de los siguientes pares de nlimeros es mayor?
a) logs32; log,5 b) logs14; log,;18
c) logy), V3, log, /3 V2 d) logs32; logz,5
6. Hallar el valor numérico de:

a) logs(logg(log, 16))
b) log, V16 +logg v/2 —log; (27v/3) —logs (v/5v/5)
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7. Resolver las ecuaciones siguientes:

a) 55 =125

b) log,(x—5)=3

¢) log(x—3)=3

d) In(x—3)=3

e) log x=2log 3+3log 5
f) log x=3log 2—2log 3+1log 5

8) log;y(x+1) —log; p(x—3) =1

h) logy(x+4) =4

i) logzlogglog,(x+5) = —1+1log;2

j) xl°gx = 100x

k) log, (91 4+7) =241log,(3* ' +1)

I) Vxlog V¥ =10
m) log, x+log,x+loggx +1log;ex = log, 8

n) log%x—9log8x:4

i) x+log (1+2*) =xlog 5+1log 6

0) log /1+x+3log v1—x=log v1—x2+42
'x=2+log x!

1 n 2 B
5—logx 1+logx

p) log™

7))

9.3. ALGUNAS DESIGUALDADES

1. Sia>1, 0<x1<x <& log,x; <log,x;
Demostracion

Como 0 < x; < xp, existen log, x; y log,x;, y asi

X1 < X3 & xp = %M < xy = glo%?
<:}alog“xl < alogaxz

& log,x1 <log, x>

pues paraa > 1, f(x) = a" es creciente.



268 Capitulo 9. FUNCIONES EXPONENCIAL Y LOGARITMICA

Ejemplos

a) 22 < 2% = log,2? <log,2* puesa=2> 1

b) 3 <27 =1logz3 <log;27 puesa=3>1

c) Six<2}yx>0=log,x<log,8=log,x <3
d) Silogsx<2=0<x<5°

e) Si3* >7=1ogz3" >log3 7= x>log;7

f) Six>log,3=2">3

g) Silogyx >4 = x>2*

h) Six>3%=log;x>6

2. 810<a<1; 0<x <x2 & log,x; > log,x;
Demostracion:

Andloga a la demostracion de 1.
Ejemplos

1 1 1 1
a) 6 < Z:>10g1/2 <16> >logy <4>,puesa:1/2<1

8 9 8 9
b) logy 3 <27> > log2/3ﬁ =57 < E,puesa:2/3 <1

. 1 logy /> x 1 3 1 3
C) Si lOgl/2X< 3= <2> > (2) =X > <2>

, 1\’ 1’

4
e) Silog;sx>4=0<x< <3)

1 2

Otros ejemplos

1. Solucionar log;(2x—5) < 2
a=3>0; 2x—5> 0, es decir x > % para que log;(2x —5) tenga sentido.
log;(2x—5)<2 = 2x—-5<3* = 2x<9+5=14 =x<7,
y como x debe ser mayor que 5/2 entonces el conjunto solucién es (5/2,7).

2. Hallar el conjunto solucion de: logs |2x—5| > 2, pues |2x— 5| > 0 en esta desigualdad x puede
tomar cualquier valor real x # 5/2, luego si
log;|2x—5|>2 = [2x—5|>3%> = |2x—5|>9 ylasolucién de esta desigualdad
es:
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|2x— 35| 5x—2 2x—5

logy[2x—5|>2 5x—=2>9 (I) 2x—5>9 (II)

i Six<5/2 = |2&x-5]=5-2x>9 & 5-9>2x & —4>2%
& x< =2
luego la solucién en i) es (—o0, —2) N (—00,5/2] = (—o0, —2).

ii. Six>5/2 = |2x—-5|=2x-5>9 & 2x>14 & x>
luego la solucién enii) es (7,+00)N[5/2,400) = (7,+00) asi la solucidn total es (—oo, —2) U
(7,+00).

3. Hallar el conjunto solucién de log,(x +6) < 2, como x + 6 debe ser mayor que 0, entonces
x> —6.

a) Six>1

log, (x+6) <2 & (x+6) < x?
SxXX—x—6>0
< x=3)(x+2)>0
S xe (-0, -2)U(3,+»)
por tanto para este caso la solucion es:
[(—00,=2) U (3,+00)] N (1,400) N (—6,+00) = (3,4)
b) Si0<x<1,
log,(x+6) <2 = (x+6) > x*
SxX—x—6<0
& (x=3)(x+2<0
sxe(-2,3)

y asf la solucién para este caso es: (—2,3)N(0,1) N (—6,+0) = (0,1)
luego la solucién total es: (3,+0) U (0,1)
EJERCICIOS

1. Hallar x tal que:

a) V5 =1/125
b) 3t 43v =36
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C) 22x+2 — (9) (Zx) )
d) 49— (6)(2V9 %) +8 <0

2. Halle el conjunto solucién de:
a) 52x+1 < 53x72
1\ ! 1\ 23
b) (= <|=
(2) =)
) 1072 =348
d) xxz—7x+12 -1

3\ 37 7\ 73
2 (5) =()

3. Cudles de las afirmaciones siguientes son validas:
a) Six>2=3">32
b) Six>2= (%)x < (%)2
¢) Six<5=a"*<a’paraa>0

d) Six > —2=a*>a 2 paratodo a >0
e) La funcién f(x) = 2" es inyectiva y par.

1
f) Lafuncién f(x) = 7 © creciente e impar.
g) La funcién f(x) = 3" tiene recorrido (0, +).
h) Sia*<a =x<yparaa>0, x,y€R

4. Justificar que para los valores de a y b asignados, las desigualdades dadas tienen las soluciones
que aparecen en los cuadros:

b>0 b=0 b<0
a>b (a > 1) (logab7 +°°) (7007 +°°) (7°°7+°°)
a<b (a>1) (—o0,log, b) No hay solucién No hay solucién
a>b (0<a<]l) (—c0,log, b) (—0, +00) (—00, +00)
a<b (0<a<l) (log, b, +) No hay solucién No hay solucién
—00 < b < +00
log,x>b (a>1) (ab,+0)
log,x<b (a>1) (0,a”)
log,x>b (0<a<1l) (0,a")
log,x<b (0<a<1l) (ab,+o)
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5. Resolver las siguientes desigualdades:

a) logzx >5

b) logy(x—35) <3

¢) log,(x*» —x—6) <0
d) log,(x> —x—6) >0
e) log,(x—2) <2

£) log, (x> —2x) > 1

2
<

g) log,

3x-5
h) log, <1) <4

. X
l) 10g1/2 X <2

_3‘
J) logy,(3x+2) —log, (1 —2x) > 2
k) log;(1—+vx+1) <2
D) logy(lx—2|—1) > 1

(

m
m) logg(x* —4x+3) > Tan 7

6. (Cudles de las desigualdades siguientes tienen las mismas soluciones?.

a) logzx*> >0y 2log;x >0

b) logzx*> >0y 2log; |x| >0

¢) logzx* >0y 2log;(—x) >0

d) log,(x+7) +1og,(x—8) >0y log,(x+7)(x—8) >0
e) log r(x—1)(x+1)>0yx>0y (x—1)(x+1)>0
f) log x> >0ylog x+log x>0

g) log;(x—=1)(x+1) <0y (x—1)(x+1)>0

h) log x* > 0y 4log x >0

9.4. FUNCIONES HIPERBOLICAS

A partir de la funcién exponencial se construyen unas funciones que tienen un comportamiento muy
similar al de las funciones trigonométricas; son las llamadas Funciones Hiperbdlicas, definidas de la

forma:
Seno hiperbdlico de x:

& —
Senh x =
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Observe que: (ejercicio)

Su dominio es (—oo,+00) y su recorrido es (—oo, +00).
Es una funcién inyectiva.
Es una funcién impar.

Coseno hiperbdlico de x:
ef+e*

Coshx =

Observe que: (ejercicio)

Su dominio es (—o,40) y su recorrido es [1,+00).
No es una funcién inyectiva.
Es una funcién par.

Tangente hiperbdlica de x:

Senh x er—e ¥

Tanh x = =
anitx Cosh x eXte X

Observe que: (ejercicio)

Su dominio es (—oo,+00) y su recorrido es (—1,1).
Es una funcién inyectiva.
Es una funcién impar.
De la misma forma se pueden definir:

Cotangente hiperbdlica de x:

Cosh x
Cothx = Senh x

Secante hiperbdlica de x: X
Sechx = Cosh x

Cosecante hiperbdlica de x: |
Cschx = Senh x

El nombre de hiperbdlicas se origina en el hecho de que asi como las funciones trigonométricas
Cos x y Sen x se definen como las coordenadas de los puntos sobre una circunferencia unitaria, las
funciones Cosh x y Senh x corresponden a las coordenadas de los puntos C y K (figura 9.4.) de la
hipérbola x> — y?> = 1, siendo Cosh x la abscisa y Senh x la ordenada y x es el drea del sector OCK.
(Parte sombreada de la figura 9.4.).



9.4. FUNCIONES HIPERBOLICAS 273

(Cosh(x),Senh (x))

FIGURA N° 9.4

De las definiciones de las funciones hiperbdlicas y haciendo una tabulacién se obtienen las corre-
spondientes graficas de Senh x,Cosh x, Tanh x, las cuales aparecen en la figura 9.5. Ademads aparecen
sus correspondientes inversas, obtenidas después de haber restringido su dominio para el caso del
Cosh x que no es inyectiva. (Figura 9.6).

y = Senh x

FIGURA N° 9.5 (a) FIGURA N° 9.6 (a)
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y
Y y=Cosh™ ' x
¢ X
1 y=Coshx 1y
\\
X Sl
Df:(—OO;}-OO) Rf:[17+°°) ) -
FIGURA N° 9.5 (b) FIGURA N° 9.6 (b)
y _ I I
y=Tanh x
: y= Tanh’l:x
1 [ [
[ [
| |
[ [
X | |
-1 1 | Ly
[ 0 [
| |
[ [
-1 [ [
[ [
| |
Df:(—oo,—|-oo) Rf:(_lvl) I I
FIGURA N° 9.5 (c) FIGURA N° 9.6 (c)

Asi como en las funciones trigonométricas se considera una identidad fundamental
Sen* x + Cos> x = 1 y a partir de ella se deducen otras, en las funciones hiperbdlicas sucede una
situacién andloga y la identidad fundamental aqui es:

Cosh®> x — Senh*> x = 1

En efecto:

Fte ™\ [F—e\?
Cosh®> x — Senh®> x = te — ¢
2 2
_€2x+2+€_2x—€2x+2—8_2x_i_l
= 1 ==

De manera similar se pueden demostrar las siguientes identidades:
1. 1—Tanh® x = Sech® x
2. Coth? x—1 = Csch® x

3. Cosh x+ Senhx = ¢*
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

9.5.

Como se sabe la funcién f(x) = Senh x es inyectiva por tanto tiene inversa, la cual se nota por

Coshx—Senhx =e™*

. Senh (—x) = —Senh x
. Cosh (—x) = Cosh x
. Senh (x+y) = Senh xCosh y + Senh yCosh x

. Cosh (x+y) = CoshxCosh y+ Senh y Senh x

Tanh x+Tanhy

Tanh (xty) =
anh (x+5) 1+ TanhxTanhy

Senh 2x = 2Senh xCosh x

Cosh 2x = Cosh* x + Senh? x

h2x—1

Soni? = COSh2x—1
2

Cosh 2 1

coshzx:%

Senh x -+ Senh y = 2Senh (T)Cosh (x_y
xX+y xX—y
Senh x — Senh y = 2Cosh <2>Senh (2

Cosh x+Coshy=2Cosh

Cosh x —Coshy = 2Senh <x+y>Senh (x—y)

1

Senh xSenhy = 2{Cosh (x+y) —Cosh (xy)}
1

CoshxCoshy = 2{Cosh (x+y) +Cosh (x—y)}

1
Senh xCosh'y = > {Senh (x+y)+ Senh (x — y)}

FUNCIONES HIPERBOLICAS INVERSAS

F Y (x) = Senh™ ' x
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Esta funcién se puede representar mediante logaritmos de la forma siguiente:

y=Senh ' x equivale

ey — eiy
x=3Senhy—=
Y 2
=2x=e& —e”
2y _
e 1
=2x=
ey

= e —2xe’ —1=0

(Observe que esta ecuacion se puede tratar como una cuadratica donde la variablees ¢ y —2x es
un coeficiente de ¢”) visto asi:

o 2xEVA4Ax2+4
o EVA e

=& =x+vVx2+1 (pues Va2t l>x y ¢ >0)
=y=In(x+vVx>+1)
y asi:
Sen ™' x=In (x+vx2+1)

En forma similar se pueden definir las inversas para las demds funciones hiperbdlicas, teniendo
cuidado en la restriccién de sus dominios. Ademds todas se pueden representar mediante expresiones
logaritmicas, asi:

Cosh 'x=In(x+Vx2—1) si x>1

1 1
Tanh_lx:gln (l+i) si x| <1
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LIMITES Y CONTINUIDAD

10.1. CONCEPTOS INTUITIVOS DE LIMITES Y CONTINUIDAD

Suponga que se tiene una funcién y = f (x) de reales en reales con dominio D. Seaa € R; saber
cudl es el comportamiento de la funcién en a es muy sencillo, simplemente calcule f en a y observe
que solamente pueden suceder dos cosas: o existe un nimero real f (a), 0o seaa € Dy o no existe f (a),
lo cual indica que a ¢ Dy. Pero saber cudl es el comportamiento de la funcién muy cerca de a sin
referirnos a un punto especifico y sin referirnos a a, es un problema bastante delicado pero de gran im-
portancia, ya que conociendo este comportamiento se tiene una amplia informacién sobre la gréafica de
la funcién cerca de a, informacién que no se puede tener si solamente se conoce la funcién en el punto.

Inicialmente se presentardn diversas situaciones en las cuales se mostrard, a partir de las gréaficas de
unas funciones, qué sucede con las imdgenes de una variable x a medida que esta variable se acerca a
un punto fijo a, sin llegar a ser a, pero acercandosele tanto como se quiera.

Ejemplo 1

Considere la funcién f (x) = x? (figuras 10.1) y tome a = 2.

Conocer el comportamiento de la funcién en x = 2, es simplemente calcular f (2), que en este caso
esf(2) =22 =46sea2 € Dy.

Pero para conocer el comportamiento de la funcién cuando la variable x se estd acercando a 2, es
preciso apreciar que:

277
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FIGURA N° 10.1

1. Enlafigura 10.1 (a), a medida que x se acerca a 2 por su derecha, sus imdgenes se van acercando
a 4, lo que se suele expresar diciendo, que el limite de f (x) cuando x tiende a 2 por la derecha
es 4y se nota por: 11’r£1+ fx)=4

X—

2. En forma andloga de la figura 10.1 (b) a medida que x se acerca a 2 por su izquierda, sus
imdgenes se van acercando a 4, en este caso se dice que el limite de f (x) cuando x tiende a 2
por su izquierda es 4 y se nota por : h’rgl flx)=4

X— 2"

Observe que en este caso la grafica de la funcién no presenta ningtin agujero, ni interrupcién en x = 2
(lo que significa que la funcién es continua en x = 2) y también que la funcién tiende al mismo valor
cuando x se acerca a 2 tanto por la derecha como por la izquierda y ademds que ese valor comtin de
esos limites laterales coincide con el valor de f en 2, f(2). Estas situaciones no siempre se presentan
en la gréfica de una funcién, como se ilustra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2

Sea f (x) :{

x+3 si x<1
2—x si x>1
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TN T

FIGURA N° 10.2

De la figura 10.2 (a), se tiene que cuando x se acerca a 1 por la derecha f (x) se acerca a 1, lo cual
se nota por, lin]1+ f(x) = 1, pero cuando x se acerca a 1 por la izquierda (figura 10.2 (b)) f (x) se
X—

acerca a 4, que se nota como: 11’I{1 flx)=4
xX— 1"
Esto muestra que no necesariamente los limites laterales lim_f (x),y lim f(x) deben seriguales.
X—a xX—a-

Aqui a diferencia del ejemplo 1, la grafica si presenta una interrupcién en el punto x = 1 (lo que
significa que la funcién es discontinua en x = 1). Esta caracteristica de la grafica estd determinada
por el comportamiento de la funcién cerca de x = 1, tanto a derecha como a izquierda y no por el
comportamiento de la funcién en x = 1, pues si solamente tenemos en cuenta este aspecto, lo inico
que podriamos afirmar es que f (1) = 4 y portantox = 1 € Dy.

En los ejemplos anteriores el punto x = a, era un punto en el dominio de la funcién, hecho que no es
necesario para conocer el comportamiento de la funcién cerca de a, como se ilustra en los siguientes
ejemplos.

Ejemplo 3

x?—4

Sea f (x) = >

Observe que f (2) no existe, ya que al calcular f (2) habria que dividir por cero, lo cual no es
posible en los nimeros reales, o sea 2 ¢ Dy, lo que significa que para la abscisa x = 2, no existe
punto en la grifica de la funcién. Ahora en el caso en que sea x # 2 se puede dividir entre x — 2,
puesto que x — 2 no es cero, por tanto:

-4 (x—2)(x+2)
x—2 x—2
2

=x+ 2,

o sea que la gréfica de la funcién f (x) = cuando x es diferente de 2, es lamismadey = x + 2,

2 _

por consiguiente la graficade f (x) = es lade estarectay = x + 2, con un agujero en x = 2
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(Figura 10.3).

FIGURA N° 10.3

2
-4
De la figura 10.3 (a), se puede apreciar que 11’1121+ al 5 = 4 ydelafigura 10.3 (b) que
xX— X —
2
-4
lim = = 4
x—2- X —

Aqui en ninglin momento se tuvo en cuenta que la funcién no estaba definida en x = 2, pero es
preciso aclarar que en los dos ejemplos anteriores, cuando se hizo referencia a los limites, tampoco
influy6 en nada el que la funcién estuviera definida en a, lo que significa que en el cdlculo de limites,
cuando x tiende a a, no incide el hecho de que a pertenezca o no al dominio de la funcién, pero si
influye parcialmente para afirmar si la grafica es continua o no en ese punto, pues observe que aqui no
lo es, ya que se presenta un agujero.

Cuando se dice que el hecho de que a € Dy, influye parcialmente para afirmar si la funcién es
continua en a, se trata de decir que para que f sea continua en a es necesario que a € Dy como se
ilustrd en este ejemplo, pero no es suficiente, como se ilustrard a continuacion.

Ejemplo
2
x—4
Seaf(x) =4 y—p S ¥72
7 si x=2

La diferencia de esta funcién, con la del ejemplo anterior radica en que aqui se ha definido en una
forma especial la funcién en x = 2 (f (2) = 7) o sea que 2 € Dy, su gréfica es muy similar a la
anterior excepto que el punto (2,7) pertenece a la grafica de la funcidén (figura 10.4).
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FIGURA N° 10.4

En este caso HI£1+ f (x) = 4 (Figura 10.4 (a)) y 11’n21 f (x) = 4 (Figura 10.4 (b)), ademds existe
X— X— 2"

f(2), pero la gréfica de la funcién no es continua, pues presenta una interrupcion en x = 2, observe
que aqui los limites laterales son iguales pero su valor no coincide con f(2).

Del segundo ejemplo se puede observar que si los limites por la derecha y por la izquierda en un
punto a son diferentes, la funcién no puede ser continua en este punto y del tercer ejemplo, que si la
funcién no estd definida en x = a tampoco puede ser continua en x = a.

En el presente ejemplo los limites laterales en a son iguales, la funcién estd definidaena = 2
(f (@) =7);y f no es continua en a. Pero si se observa la grafica de esta funcion, se ve que si en
lugar del punto (2,7) en ella se hubiera tenido el punto (2,4) = (2, f (2)), éste rellenaria el agujero
que aparece en la grafica y la funcion seria continua, es decir, que adicionalmente a las dos condi-
ciones dadas anteriormente se debe afadir una tercera para garantizar la continuidad de la funcién en
el punto: Los limites laterales deben coincidir con el valor de la funcién en el punto.

Cuando se dice que un niimero A tiende a un nimero B, lo que realmente se estd afirmando, es
que A se estd “pegando” a B, es decir, que la distancia entre A y B estd tendiendo a cero o sea, se
estd acercando a cero, y como la distancia entre dos numeros reales A y B es |A — B|, entonces este
hecho se nota por la expresiéon [A — B| — 0.

Con esta notacidn, y teniendo en cuenta las ideas intuitivas que se trabajaron en los ejemplos an-
teriores, se daran las siguientes definiciones que no son completamente rigurosas, pero que permiten
trabajar estos conceptos adecuadamente.
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10.2. DEFINICIONES DE LIMITES Y CONTINUIDAD

1. Se dice que el limite de una funcion f (x) cuando x tiende a a por la derecha es un nimero real
L, y se nota por
lim f(x)=L

x—at
siy sélo si f estd definida en un intervalo de la forma (a,a + 8),cond > 0, y
|f(x) —L| — 0 cuando |x —a| — Oparax > a.

2. Se dice que el limite de una funcién f (x) cuando x tiendea“a” por la izquierda es un nimero
real L,y se nota por
lim f(x) =L
xX—a~
siy solo si f (x) estd definida en un intervalo de la forma (@ — &,a),cond > 0y
|f(x) —L| — Ocuando |[x —a| — Oparax < a.

3. Se dice que el limite de una funcién f cuando x tiende “a”, es un nimero real L, y se nota por

lim f(x) = L

X—a
si y solo si f estd definida en un conjunto de la forma (a — 0, a) U (a,a + &) para algin &
mayor que Oy | f (x) —L| — Ocuando |x —a| — 0.

Esta definicion de limite equivale a afirmar que existe lim+ f(x)y lim f (x)y que ademas
X—a xX—a~

lim f(x) = lim f(x)

x—at x—a~

4. Una funcién f (x) se dice que es continua en x = a si y s6lo si satisface las siguientes condi-
ciones:

a) a € Dy (existe f (a)).
b) Existe )}‘E}l fx)
O limf(x) = f(a)

Ejemplo 1

Demostrar que
a2
lim =
x—2t x—2

1,

es equivalente a demostrar que | f (x) — L| — 0 cuando |x —a| — 0,
[x =2
Caltd |

es decir,
x—2

— 0si|x—2| — Oconx > 2.

Para ello observe que:

=20 _
x—2

x—2] = (x—2)
x—2

|f(x) = L] =

1| -
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ahora puesto que x > 2 entonces |x — 2| = x — 2 por lo tanto
[x—2] — (x—2) x—2—-x+2 0
I/ ) | x—2 x—2 |x — 2]

para cualquier x # 2. Observe este resultado con la grafica de la funcién.

Ejemplo 2

Demostrar que

1fm+\/)?: Va si a>0,

X—a

es equivalente a demostrar que |/x — y/a| — 0 cuando |x —a| — Oconx > a.

Para ello:

o |WE— VA (VA
[V = al Vit Va

|x —al

T Vit ya

X—da

| Vr+Va

— 0 cuando x — a.

Pues cuando x — a
x—al -0 y Vx+va—at+a#0,

observe este resultado con la grifica de la funcién.

Ejemplo 3

Demostrar que

lim VI—x = V3

x——2

es equivalente a demostrar que | VIi—x—/3 | — 0
cuandox — —27.
Para ello:

(VI=x—V3) (VI=x+3)
VI—x+V3
|1 —x—3]|

T VT—x+3
|—x -2

T VT—x+V3

Pues cuandox — —2~

|—x—2] = 0y Vi—x+3 tiendea\/§+\ﬁ:2\@;&0,

\ﬁﬁ—ﬁp‘

— 0 cuandox — —27,

observe este resultado en la gréifica de la funcién.
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Ejemplo 4
Demostrar que
2
x“—4
If =4
anl2 x—2
x? —
es equivalente a demostrar que — 4' — 0 cuando |x — 2| — 0.
Para ello:
x2—4 _4’ - MM_4‘
x—2 x—2
=|x+2—4|

=|x—2] - 0 cuando x — 2.

observe que en el desarrollo de este ejemplo no hubo necesidad de distinguir los casos x > 2 (limite
por la derecha) y x < 2 (limite por la izquierda), luego aqui se esta haciendo referencia es al ll’m2 f(x)
xX—

que incluye los 2 casos.

Ejemplo 5

2

. . . X
En el ejemplo anterior se mostrd que lim

x—2 X —

al dominio de la funcidn, es decir no existe f (2), por tanto la funcién no puede ser continua en x = 2,
ya que no satisface la primera condicion de continuidad en este punto. Observe este resultado con la
gréfica de la funcidn.

= 4, pero observe que aqui x = 2, no pertenece

Ejemplo 6
2
x—4
Seaf(x) ={ x—p S ¥72
8 si x=2

En forma similar al ejemplo anterior, se muestra que 1im2 f (x) = 4, pero aqui x = 2 si pertenece
al dominio de la funcién f (x), pues f (2) = 8, pero como f (2) es diferente al valor del ll’m2 f(x)
X—

entonces no se satisface la tercera condicion de continuidad, por tanto f no es continua en x = 2.

Ejemplo 7

-2
En el primer ejemplo se demostré que lim |x |

= 1, en forma andloga se puede demostrar
x—2+t x—2

Lo x =2 . . .
que lim | 2| = —1. Puesto que los dos limites laterales son diferentes entonces no existe
x—27 X —
o |x=2 ) . .. ..
lim %, por tanto no satisface la segunda condicién de continuidad; luego esta funcién no es

x—2 X —
continua en x = 2. Observe este resultado con la gréfica de la funcién.
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Ejemplo 8
Observe que ll’m2 x? existe y es igual a 4, pues
xX—
£ () = 4] = |x* - 4]

|(x+2) (x—2)|
=|x+2||x—2] - 0 cuando |x—2| — O,

pues|x+2| -4y |x—2| - 0 cuando x — 2.

Ademis f (2) = 22 = 4, existe, y su valor coincide con el valor del limite, por tanto f (x) = x? es

continua en x = 2.

Definicion

Una funcién y = f (x) es continua en un intervalo abierto (a,b) si y sélo si f es continua en cada
punto del intervalo.

Ejemplo 9

La funcién f (x) = x? es continua en cualquier intervalo abierto (c,d), pues en forma andloga al

ejemplo anterior se puede demostrar que }13}1 f(x) = f(a)paracadaa € (c,d).

Definicion

Una funcion f (x) se dice continua en un intervalo cerrado [a, b] si y sélo si:

1. f es continua en el intervalo abierto (a,b) y

2 lin f ()= f(@) y lim f() =/ (0)

x—at

Ejemplo 10

La funcién f (x) = /x es continua en el intervalo cerrado [1, 5], como se puede deducir de los
gjercicios vistos anteriormente.

Ejemplo 11
x si 0<x<5

f(x):{ 2 si x=0

Es evidente que fes continua en (0, 5), ademds h’rgl f(x) = f(5), pero
X—J

h’rg+ f(x) =0 # f(0) = 2luego f no es continua en el intervalo cerrado [0, 5].
X—
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EJERCICIOS

I. Trazar las graficas de las funciones siguientes y apoyado en ellas hallar los limites indicados.

L. f(x) = x3; lfﬁlzf ()C), lir§1+f(x), HIBIﬁf(X)
2. f(x) = V1+x; xh’_{nlf(x)v Er?+f(x)? l_iglif(x)
i 5 , . .
srw={35723 Gm ). lmf().  lmf(o)
47w = 2y dmf(), lmf(),  limf ()
x2 -1
5. f(x) = —1° )}imlf(x)a )}Lm%f(x)
2 i 5
s 10 ={ 205035 Imsw. gmre. lmr
2x% —3x -2
T f ) = T lmf (), limf ()

II. Determinar si las funciones dadas en el numeral I son continuas o no. Dé un intervalo cerrado
donde cada una de ellas sea continua.

III. Defina continuidad de una funcién en los intervalos [a, D), (a, b], (—o, + )y dé ejemplos.

IV. Determinar si las funciones siguientes son continuas en el intervalo dado.

1. f(x)= );2_28; en [—2,2]

2. f(x) =vV/1—x en [-5,4)

3. f(x) =x>+x en [2,10)

4. f(x) = [x — 1] (parte entera) en [—5,6)
5. f(x) =vx—4 en [4,+0)

6. f(x) =x* en (—oo,+)

mx si x>4
X si x<4
mx si x<3
n si x=3
—2x+9 si x>3
mx + 1 si x<3
3'f(x){2mx si x>3
-1 si x<0
mx+n si 0<x<l1
1 si x>1
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10.3. LIMITES INFINITOS Y LIMITES AL INFINITO

Siguiendo el mismo esquema utilizado para introducir los conceptos de limites y continuidad, se
estudiaran intuitivamente a través de unos ejemplos los casos en los cuales cuando x se acerca a un
nimero real a por la derecha o izquierda, f (x) se aleja hacia arriba (f (x) — 4+ ) o se aleja hacia
abajo (f (x) — — o)y también se estudiard en forma intuitiva el comportamiento de la funcién f (x)
cuando en lugar de acercarse x a un nimero real a, se aleja sobre el eje x hacia la derecha (x — + o)
o se aleja sobre el mismo eje hacia la izquierda (x — — ).

Ejemplo

1

Seaf(x) =1 x—1
2 —x si x>1

si x<1

-

FIGURA N° 10.5

En su grifica (Figura 10.5) se puede apreciar que a medida que x se acerca a 1 por la izquierda
(x — 17), sus imagenes se van alejando cada vez mas hacia abajo sin ninguna cota, lo que se repre-
senta con la expresion:

lim f(x) = —o

x—1-
En forma andloga, de la gréafica de la funcién
1
fx) = x—1

2—x si x>1

si o x<1

(figura 10.6) se puede visualizar el sentido de la expresién

lim f(x) = +oo

x—1-



288 Capitulo 10. LIMITES Y CONTINUIDAD

Al

FIGURA N° 10.6

De la misma forma se puede ilustrar el significado de:
a) lim f(x) = o b) lm f(x)=—co
X—a X—a

¢) lmf(x) =40 d) lmf(x) =—o

X—a X—a

con las gréficas de

Q) fW =1 b f)=-1

9 =5 &) f=-

Ejemplo

1
De la graficade f (x) = — (figura 10.7) se puede apreciar que a medida que x se hace mds grande, su
X

imagen estard cada vez mds préxima a cero, confundiéndose con cero cuando x tiende a mds infinito,
esta situacion se describe afirmando que el limite de f (x) cuando x tiende a més infinito es cero y se
nota por:

lim f(x) =0

XxX— 400
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FIGURA N° 10.7

En forma andloga en la misma figura 10.7 se puede apreciar que a medida que x se aleja hacia
la izquierda, su imagen estard cada vez més cerca de 0, confundiéndose con cero cuando x tiende a
menos infinito, hecho que se notard por:

lim f(x) =0

X— — 00

Ejemplo
De la grifica de f (x) = 2x (figura 10.8)

flx)=2x

FIGURA N° 10.8

se puede deducir que las imdgenes de f (x) pueden estar tan arriba como se quiera tomando a x
suficientemente grande, situacién que se suele describir afirmando que el limite cuando x tiende a més
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infinito de f (x) es mds infinito y se nota por

lim_f (x) = 4o

xX— 400
Anélogamente en este ejemplo se puede apreciar que si x tiende a — oo (a la izquierda) f (x) tiende

a — oo (abajo).

A partir de los conceptos intuitivos que se han desarrollado en esta seccidn se definirdn los mismos
en forma rigurosa. Se espera que el lector interprete estas definiciones a través del concepto adquirido.

Definicion

h’m+ f (x) = +o0 equivale a decir que para cualquier M > 0 dado, existe un & > 0 tal que si
X—a

a < x < a+ dentonces f (x) > M.

Ejemplo

Sea f (x) = % (figura 10.9)

FIGURA N° 10.9

Demostrar que

equivale a verificar que dado M > 0, existeun & > 0 tal que si

1
> M.

0 <x< O entonces —
X

Para hallar este J, observe que
1/x>M = 1/M >x puesx>0 y M>0 yasi 6§ =1/M.
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Asisi 0<x<d=1/M = x<1/M = 1/x>M esdecir, f(x)>M.

Definicion

lim f (x) = — oo, equivale a decir, que para cualquier nimero M > 0 dado, existe & > 0 tal que
XxX—a~

sia —0 < x < aentonces f (x) < —M

Ejemplo

1
Sea f (x) = T3 (figura 10.10)

y
1
X) =
f) x+3
\
by
-3
FIGURA N° 10.10
Demostrar que
j 1
lim = —o00,
x—-3-x+73

equivale a verificar que dado M > 0, existe 0 > 0, tal que si —3 — & < x < — 3 entonces
< —M.

x+3
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< —M entonces

Para hallar este & (que depende de M), observe que si
X

+3
M. 3M +1
M + <o = DEMAEL 4
x+3 x+3
Mx+3M+1>0 (Pues como x < —3entonces x + 3 < 0)
—1-3M 1
Mx> —-1-3M = > ——=—— -3
g M M
1 1
=-3-—(d0=—
M M
1
Asi,si —3—-0=-3——
M
S Ml s s ML
T M g M g

“3M—1<Mx = M(x+3)>-1

1 1
ycomo x< —3, esdecir x+3<0 = M <——— esdecir —— <—M.
x+3 x+3

En forma andloga se definen, y se pueden ilustrar con ejemplos similares los conceptos siguientes:

a) lim f(x) = —o

x—at

b) lim f (x) = +o

xX—a~-

En todos los cuatro casos anteriores, la funcién f (x) en las cercanias de a se aleja hacia arriba o
hacia abajo pegdndose a la recta x = a. En cualquier situacién de éstas, se dice que la recta x = a es
una asintota vertical de f (x).

Definicion

h’rJrrl f (x) = a equivale a decir, que dado € > 0 existe un N > 0 tal que si x > N entonces
X— +oo

| f (x) —a| < &, es decir, si x > N entonces la distancia entre f (x) y a es menor que el nimero
€ > 0 dado.

Ejemplo

1 . . .
Demostrar que h’rE — = 0Oequivale a verificar que para un € > 0 dado, existe un N > 0 tal que
X——+0 X

six > Nentonces|1/x2—0’ < E.
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Para hallar este N (que depende de €) observe que:

1/x?-0<¢e & 1/x*<c¢
o 1/e < x?
& 1/Ve < |x|
& x>1/y/e =N =N (Pues |x| =x porqué?).

Asi,six >N = x> 1/y/e = 1/x* <& = |1/x2-0| < ¢.

Andlogamente se puede definir e ilustrar el concepto de:

lim f(x) =a

X— —00

En los dos casos anteriores la funcién f (x) se aleja hacia la derecha o izquierda pegdndose a la recta
y = a. Si adicionalmente a esto se tiene que a partir de un punto x, la curva no corta a la recta, se dice
que la recta y = a es una asintota horizontal de la grifica de la funcién f (x).

Ejemplo

2
Larectay = 2 es una asintota horizontal de f (x) = % (figura 10.11)
x

FIGURA N° 10.11

Definicion
lim f (x) = + o0 equivale a decir, que para cualquier M > 0, existe N > 0, tal que si x > N,

X— 400

entonces f (x) > M.
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Ejemplo

Demostrar que lfrJrrl x? 4+ 1 = 4 o0, equivale a verificar que dado M > 0 cualquiera, existe N > 0
X— +o00

tal que si x > N entonces x> + 1 > M.
Para hallar este N (que depende de M), observe que:

X+1>M & 2>M-1 & [x*>M-1 < [x|>/M=-1) @ x>/ (M—-1)=N (Pues x > 0)

Asi,mirando el proceso en el sentido inverso se tiene que si x > N entonces x> + 1 > M.
En forma similar se pueden definir e ilustrar los conceptos:

a) lm_f(x) = —oo

b) lim f(x) = +e

¢) lim f(x) = o

con las gréficas de las funciones
a) f(x) = 2x?

b) f(x) =x*+8

¢) f(x) = —x? respectivamente

EJERCICIOS

1. Analizando las graficas de las funciones dadas, hallar los limites que se indican:

a) f(x)=Senx;  lm f(x);  lim f(x);  limf(x)
b) f(x) =Inx: Jm fO): lm f(): limf ()

o) f(x) = Jm f0)s lm f(0: limf ()
d) f(x) = Jm f(): dm f () limf ()

xX— 400 X— —00

e>f<x>:(§); lim f(0; lim f()5  lim ()

2. En cada literal bosqueje la grifica de una funcidn que satisfaga todas las condiciones dadas.

a) lim f(x) =2; lim_f(x) = — oo lim f(x) =3; lim f(x) = —o
by lim f(x)=-e;  lm_f(x)= oo lim f(x) =+eo;  lm f(x) = —c
¢) lm f(x)=—oo; lim f (x) = —oo; lim_f (x) = lim_f (x) =10

d) 11m3f(x):+00; lim f(x) =0; lim f (x) = 2; lirr}‘f(x):6

xX— 400 x—5
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3. Demostrar

2 2
a) lim = 400, b) lim = —o0 c) lim (—%) = —
x—1tx —1 )x—>1*X* )x—>0+( xz)
d) i ! ) I ! f) I !
im—— = —oo0; e) lim —— = —oo; m——=—o
x—0  x* x—0+  x3 x—0+ X
g) lim X = +oo; h) lim X 4+2=—0; i) lim —x24+6=—-0
X— 400 X— — X— —0
j) lim x® = +oo; k) lim —3x+5=+o0
X— — 00 X— —00
4. a) (Cuéantas asintotas horizontales puede tener una funcién? ;Cudntas verticales?
b) Si lim f (x) = —oo ;Cudntas asintotas horizontales puede tener f (x)? ;Cudntas verti-
X— 40
cales?

¢) Si lirE f(x) =40y lim f(x) = +o ;Cudntas asintotas horizontales puede tener
X— 400 X— — 00
f(x)?

d) SiDy = Ry f (x) es continuajcudntas asintotas horizontales y cudntas verticales puede
tener f (x)?.

e) SiD; = (3,20)y f es continua ;cudntas asintotas horizontales y cudntas verticales puede
tener f (x)?

5. En las graficas que aparecen a continuacion determine asintotas horizontales y verticales y anali-
ce su continuidad.

y y
y=2 y=x*
X X
a) b)
y y
y= x|
y=f(x)
X X
c) d)

FIGURA N° 10.12

6. Halle asintotas horizontales y verticales y bosqueje la gréfica si:

X — .x2 Xz
a)f(x):% b)f(x)zm
x x—=2) (x—1)
C) f(X) = T—Fl d)f(X) = (X—S) (2)6—3)
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10.4. PROPIEDADES Y CALCULO DE ALGUNOS LIMITES

El célculo de limites de funciones utilizando las definiciones, presenta dos problemas, uno de ellos
es que se debe conocer cudl es el posible valor del limite y no existe ningiin método practico que nos
indique cual es ese valor y el otro, que asi se conozca ese valor, la demostraciéon de que éste es o no el
valor buscado utilizando la definicién adecuada, es bastante engorroso.

Afortunadamente a partir de propiedades de los limites que se desprenden de sus definiciones se
pueden calcular estos en forma mds o menos sencilla utilizdndolas adecuadamente.
Se presentan estas propiedades junto con ejemplos que ilustran su utilidad.

Propiedad 1

El limite de una funcién f (x) en un punto, cuando existe, es dnico.
Demostracion

Supéngase que en x = a el limite de f (x) no es dnico, es decir, supéngase que lim f (x) = Ay
lim f (x) = B.Se verdque A = B. o
)HCafomo lim f (x) = A entonces | f (x) —A| — Ocuando |x —a| — O.

Como ;ilzrg f (x) = Bentonces | f (x) — B| — 0cuando |x —a| — 0.

Ahora: [A = B| = |[A—f(x)+f(x) =B| < |[A=f ()| + [f(x) - B|
=|fx)—A|+|f(x)—B] = 0+0=0 cuando |x—a| — 0.
Asi, 0 < |A — B| — 0.Perocomo Ay B son nimeros fijos entonces A — B = 0 por tanto A = B.

Propiedad 2

La funcién constante f (x) = k es continua.
En efecto:

lim £ () = f (@, yaque |/ ()~ 7 (@)| = [k—k| = 0.
lo que implicaque |f (x) —f (a)] — 0 cuando |x—a| — O.

Propiedad 3
La funcién idéntica es continua.
Es decir lim x = a, pues |f (x) — f(a)| = |x—a| — 0
X—da

ya que como x — aentonces |[x —a| — 0

Propiedad 4

Si la expresion lim, donde aparezca en esta propiedad, representa una sola de las siguientes situa-
ciones:

Iim , lim , lim , lim , lim
x—at x—a~ X—a X— 40 X——0

Entonces
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Silim f(x) =A y limg(x) = BconA y B nimeros reales

a) lim f (x) + g (x) = lim f (x) + limg (x) = A+ B

b) lim (f (x) .g (x)) = lim £ (x) .limg (x) = A.B

¢) lim (f (x)/g (x)) = lim f (x)/limg (x) = A/B, si B #0.
Demostracion

Se demostrard a) a manera de ilustracion, las otras se hacen en forma andloga.
De las hipétesis se tiene que:

lim f (x) = A, esdecir, | f (x) —A| — Ocuando |[x —a| — Oy

X—da

lim g (x) = B, esdecir |g (x) — B| — Ocuando |x —a| — 0,
se verd que | f (x) + g (x) — (A+ B)| — Ocuando |x —a| — 0.

En efecto: | f (x) + g (x) — (4 + B)| =
(f () ~A) + (g() ~B)| < |f (x) ~A| + g () ~B] — 0+0=0 cuando |x—a| — 0.

Propiedad 5
Si f (x) y g (x) son continuas en un punto a entonces f (x) £ g (x) ; f (x) .g (x) son continuas en
a,y sig (a) # 0 entonces f (x) /g (x) es continua en a.

Demostracion

Se desprende inmediatamente de la propiedad anterior, y la definicién de continuidad.

Ejemplos

1. Como f (x) = kes continuaenay g (x) = x es continua en a, entonces i (x) = f (x) .g (x) =

kx es continua en a, asi que lim kx = ka
X—a

% es continua en a, y en forma andloga

2 2

2. Como f (x) = x es continua en a, entonces g (x) = x

x3,x*, ... x1% . son continuas en a para cualquier a € R, asi que limx* = a?;
X—a

limx® =a?,.. . limx!%0 = 4100

X—a X—a

3. En general f (x) = ap + ajx + ... + a,x", n € N es continua en a para todo aen R, asi por
ejemplosia=5: 1fn§(1 24282 +x3) = 14+2(5)+2(5)2+ 125 =11 +50+ 125 =186

4. Si p (x) y g (x) son polinomios:

px) _ pla)

lim = si g (a) # 0, entonces por ejemplo para a =2 se tiene:
x=a q(x)  q(a)

L o x?—x+4 22-2+4 6
Iim = -
x—>2  x24+9 2249 13
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5. Anteriormente se vio que lim /x = y/a si a > 0, esto indica que la funcién
X—a

/X es continua en todo a > 0.

También se puede demostrar que en general /x es continua en a, para todo a > 0 si n es par y para
todo a si n es impar.

Propiedad 6

Si f (x) es continua en a y g (x) es continua en f (a) entonces g (f (x)) es continua en a es decir,

limg (f (x) = g (1m £ (x)) = g(f (@),

Ejemplos
1. lir% Vx2+2x+3 = \/ll’rr12 (x24+2x+3) =V4+4+3 = V11
2 4 2 4 4
j x+3x+5 . o x"+3x+5 23
2. lim | ———| = |lm ———— | = |—
x—3 x2 -3 x—3 x2 -3 6

3/4
3. 1im (32 + @)3/4 = <1fn12 (32 + x/F)) — (12+ &)

X— X—

Propiedad 7

Con el mismo significado dado a lim f (x) en la propiedad 4:

Silimf(x) =L y limgx)=L y f(x) <h(x) < g(x) (Paratodo x cerca de a, 0 en mds
o menos infinito segtin sea el caso) entonces lim / (x) = L.

Este resultado conocido con el nombre de Teorema del emparedado se puede visualizar con la
ilustracién siguiente, en la cual lim se interpretard como )}13}1 (Figura 10.13).

y
g(x)

h(x)

----- 1)

—

FIGURA N° 10.13
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Ejemplo

xX— +o00 X
En efecto: .
Puestoque —1 < Sen3vVx2+1<1, ycomo x>0,— >0 entonces
X

1 Sen®Vx2+1 1 ,
—— < Sen” VTt 1 < — ycomo —l/x y l/x tienden a 0 cuando x — 40 entonces
X X X
Sen? \/x?
en VTt también tiende a O cuando x — +
X
Ejemplo
.2 1
Iim x“Sen— =0
x—0 X
En efecto

0 < |x?Sen1/x—0| = x* |Senl/x| < x> ycomo g(x) =0 y h(x)=x? tiendena0
cuando x — 0, entonces limx2Sen 1 /x también tiende a O cuando x — O.

x—0
Ejemplo
Silim | f (x)| = Oentonces lim f (x) =0
X—a X—a
En efecto:

Se sabe que — | f (x)| < f (x) < |f (%)
concluye por el teorema del emparedado que lim f (x) = 0
X—a

f )
g (x)
g (a) = 0, entonces no es posible calcular el limite simplemente reemplazando la x por la a. En estos
casos se pueden presentar dos situaciones que requieren tratamientos diferentes: La primera, que se
tratard inmediatamente, es cuando f (a) también es igual a 0, y la segunda, que se tratard posterior-
mente, es cuando f (a) es diferente de 0.

,ycomo lim |[f(x)| =0 y lim —|f(x)] = 0,se

Si se quiere calcular un limite de la forma lim ,con f (x) y g (x) continuas, pero tal que
X—a

PRIMERA SITUACION

En la primera situacion se procede inicialmente a realizar operaciones algebraicas correctamente,
hasta conseguir que el reemplazo de x por a en el denominador no lo anule. Estas operaciones se
realizan siempre teniendo en cuenta que x # a.

Ejemplo

2
-2
Hallar lim al >
=5 x—25
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Si se reemplaza x por 5, el numerador y denominador se anulan, mds sin embargo:

225 -5 5
X _ (x ) (x+5) = x+5, pues x # 5, luego
x—=75 x—35

o x?2-=25
lim
x—5 x—95

= Ilim x+5 =10
x—5

Ejemplo
h)? — x?
Hallar gfrr}) M Observe que en este caso & es la que se comporta como variable y x es
fijo.
n?—x> x4 2h+h? x> 2h+h® h(2x+h
Aqul’(x+ it _ r st 2R (x+):2x+hpuesh7é0,luego
h h h
h)? — x2
lim M = lim 2x + h = 2x entonces
h—0 h h—0
h)* —x2
fm SEN = o
h—0 h
Ejemplo
V3 -3
Hallar}}ﬁ% w

V3+h -3 _ (V3+h-V3) (V3+h+V3) 3+h-3

h h (V3+h+3) R (V3 h+3)
h

1
T h(VB3Hh+VE)  VBHh 43
V3th-V3 _ 1 1

lim ———

= Jl1im =
h—0 h =0 3+ h++v3 23

pues i # 0, entonces

Ejemplo

3/
Hallar lim vx -3
x—27 x — 27

A3 (V3 3) (22 4 3 4 9)

x—27  (x—27) (x23 +3x1/3 +9)
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(para utilizar el resultado a® — b = (a — b)(a® +ab+b*) cona =x"3y b =3)

 (x—27) 1 B 1
T —27) (B3P 19 B3P 19 pues x # 27, luego

o VX3 1 1 L
1m = 1m = = — 1uego
e X =27 e X 130519 9+9+49 27 B

3y
x—27 x— 27 27

Ejemplo

3

x> —=3x+2
Hallar im —————
atlar im x4 —4x+3

x3 —3x+2 x—1)% (x+2) x+2
S = 5 = = pues x # 1, luego
x*—4x+3  x-1)"(x2+2x+3) x¥¥+2x+3

Iim x73—3x+2_1, 7)(—’_2 —§—11ueo
ol Xt —4x+3 ol a2+ 243 6 2 ¢
. O =3x42 1
x—1 x4—4x+3_2
SEGUNDA SITUACION
En el caso en que al calcular lim féxi setengaque g (a) =0, pero f(a)#0, con f(a)
x—a g(x

real; la funcion  f (x) / g (x) tiendea+o 6a —o cuando x tiende a a, segin que f (a) sea
positivo o negativo, y que g (x) tienda a 0 por valores positivos o negativos, de la forma siguiente:

Si f (a) > 0y g (x) — 0 por valores positivos, entonces f (x)/g (x) — +oo

Si f (a) > 0y g (x) — O por valores negativos, entonces f (x)/g (x) — —o

Si f (a) < 0y g (x) — 0 por valores positivos, entonces f (x) /g (x) — —oo

Si f (a) < 0y g (x) — 0 por valores negativos, entonces f (x) /g (x) — +

Resultados andlogos se tienen si se calculan limites laterales.

Ejemplo

Hallar lim Sx 2
x—2 — X
4—x2>0 siysolosi x> <4 oseasi |x|] <2, esdecirsi x€(—2,2) y légicamente
4—x><0 si x€(—,—2)U(2,+0) por tanto si x se acerca a 2 por la izquierda 4 —x*> >0
es decir 4 — x> — 0 por valores positivos y si x se acerca a 2 por la derecha 4 —x> < 0, o sea
4—x>— 0 por valores negativos. Ademds como 5x+3 — 13 >0 cuando x tiende a 2, entonces
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aplicando el resultado que se acaba de plantear se tiene

S5x+3 C® lm
- y x—2- 4—)62

5x+3 ~ e

lim
x—2t 4 — x2

Ejemplo

x—8
Hallar i 1i
a arxirg1+ x—3 yx_lgl* x—3

Comox —8 — —5 < 0 cuando x — 3y razonando como en el ejemplo anterior x — 3 — 0 por
valores positivos si x — 37 y x — 3 — 0 por valores negativos si x — 3~ entonces

Ejemplo

3 _
Hallar 1im W
=1l (x—1)

Como x> 4+ 3x —8 — —4 < Ocuandox — 1y (x — 1)2 — 0 por valores positivos cuando x — 1,
bien sea por la derecha o por la izquierda, entonces

x> +3x—8
m =% =~
=l (x—1)
Los resultados anteriores se utilizan también en el célculo de limites cuando x — + 6 x — —oen
funciones de la forma f (x) / g (x), después de realizar algunos cambios en esta funcion.

Ejemplo

4 2
. x*+x°+3
Hallar lim ———
x—+o0 x2 +x
Dividiendo entre x*, que es el termino que tiene la mayor potencia a la que esta elevada x, el
numerador y denominador, la expresion se convierte en:

1 3
1+ 2 + s
it =
x~1>rJIrloo 1 1 —|—00’ pues
x2 ' x3
) 3 1 1 .
Im 1+—+ —=1>0y — + — — 0por valores positivos, cuando x — 4, pues
x—+oo x2 x4 x2 X3

cuando x — 400 es positivo

Ejemplo

5/2 3/2
, x4+ X1 + 1
Hallar xEToo 2 L A 12
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Si se divide numerador y denominador entre X372, que es el término que tiene la mayor potencia a
la que esta elevada x, se tiene:

1 1
I ST Sal ek BN 1+}+W_11
x~1>l:Ikloo 2x5/2 + x1/2 -+ 2 - x~l>l};loo 2 1 2 B 5 uego
I S LR B |
lim = _
x—teo 2x3/2 4 x12 42 2
Ejemplo
3/ 4 1/2
Hallar lim XVt + x +3
x—+o  Tx3 4+ 32 4 x
Si se divide numerador y denominador entre x3 se tiene:
. ) 1 n 1 n 3
_oxvxt +x2 43 . @B TR T30
XETW 7x3 + x3/2 + . = XEIEOO 7 1 l = ? = 0 1lleg0
P A

L oxvVxt 4 x1243
lim =0
x—tw Txd 4+ 2 4 x

Ejemplo

Hallar lirf Vx+4 - x
X— 4o

Vx4 4+ x)
lim vVx+4—x= lm <\/x—|—4— x) (Vxid+vo)
Xt v Xt VX (Vx+4+ x)

lim ﬁ_ lim $_0
xote x b A4 oo X+ d X

1@ Vx+4 —x=0
X— 4

pues luego / (x + 4) + /x — +o0 cuando x — —+ o, ya que suma de funciones que tiendan a + o,
tienden a + o0 y suma de funciones que tiendan a — oo, tienden a — .

En el ejemplo anterior ocurre que el limite es de la forma (+o) — (4 ) y da cero, pero esto no
siempre ocurre, como se ilustrara en el siguiente ejemplo.

Ejemplo

3
Hallar 1lim (2 — x2)
x—4o \ x= 41

Este limite también es de la forma (+) — (+ ) pero:

- — X = lim = lim ———— = —
x2 41 x—+o x2 41 x—to  x241

Iim
X— 400
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Ejemplo
3x+1
Hallar lim ————
xomw \/x2 4x+2
lim 3x+1 lm 3x+1 lm 3x+1
1 _— = 1 — 1
X— — 00 ’/X2+X+2 X— — 00 ) 1 o) X— — 00 | ‘ 1+1+2
42 X -+ =
X <1+x+x2) Y x2
3 1
lim s = —3 (|x| = —x, yaque x < 0 pues x tiendea — )

x— = 1 2
—X 1+*+*2
X X

10.5. LIMITES DE FUNCIONES TRASCENDENTES

10.5.1. Continuidad de las funciones trigonométricas

A. Para demostrar la continuidad de la f(x) = Sen x es necesario primero demostrar la desigual-
dad |Sen x| < |x| para todo x real

En efecto: Considerando inicialmente el caso 0 < x < 7T/ 2 y comparando el drea del sector circular
determinado por el dngulo x y el area del tridngulo con base 1 y altura Sen x como se aprecia en la
figura 10.14 , se tiene que:

FIGURA N° 10.14

Area A OPQ < Areadel sector circular OPQ

es decir,
Senx X

2 — 2
Considerando que la funcién Sen x es impar, se puede verificar que |Senx| < |x| para

-7 / 2 < x < 0,y considerando el comportamiento del Sen x en otro intervalo se puede mostrar que
en general |Sen x| < |x| para todo x.

1.

entonces Senx < x.
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B. La funcion f (x) = Senx es continua en x = g para todo a € R.
Para ver ello, basta con mostrar que lim Senx = Sena, es decir, de acuerdo a la definicion, hay
X—a

que demostrar que | Senx — Sena| — 0 cuando x — a.

En efecto:

0 < |Senx — Sena| = ‘ZCOS <x42ra> Sen (x2a>

. ’Cos (’“;“)' Sen (’“;")‘ < (2)0)

= |x—al

xX—a |x —al|
<2

es decir 0 < |Senx — Sena| < |x — a|y tomando i (x) = |x —a|y g (x) = 0 que tienden a cero
cuando x — a, entonces |Senx — Sena| — 0 cuando x — a, luego f(x) = Senx es continua en x = a

pues lim Sen x = Sen a
X—a

Ejemplo

f (x) = Cosx es continua para todo a € R. Para mostrarlo se representa Cos x como:

Cosx = Sen ((T[/ 2) - x) , ¥ puesto que tanto la funcién Sen x como la funcién 7T/ 2 — x son con-
tinuas, entonces la compuesta Sen(71/2 — x) = Cosx es continua, o de otra forma

T T
lim Cosx = lim Sen (5 —x) = Sen (h’m (— —x)) (por ser Sen x continua)

x—a x—a x—a \2
T
= Sen (5 - a) (por ser (7/2—x) continua) = Cosa
Ejemplo
enx

La funcion Tanx =

e continuaenR — {(2n+ 1) /2 |n € Z}

Pues Sen x y Cos x son continuas en todo R 'y Cosx = 0 para todos los x de la forma (2n + 1) T[/ 2
paran € Z.

(Doénde son continuas las funciones Cotx, Secxy Csc x?.

Ejemplo

x2+1 1
La funcién Sen <\/x2 —|—3x> + Tan < ) + Sec <>
vVx+6

=

es continua en x = 3 pues

Ifm [Sen (V2 +3¢) + Tan < 1 > + Sec <1)]

x—3
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x—=3 4/x+6 x—3 X
10 1
= Sen (\/18) + Tan <3> + Sec (3)

teniendo en cuenta la continuidad en x = 3 de todas las funciones que componen la expresion

241 1
:Sen(h’m3 \/x2—|—3x> +Tan<h’m At )+Sec<h’m )

10.5.2. Limite trigonométrico basico

Senx

lim
x—0 X

=1

El célculo de este limite requiere una ilustracién geométrica basada en las definiciones de dngulos
en radianes y de funciones trigonométricas por medio del circulo unitario.

y
x2 +y2 =1 0
R
Tan x
Sen x
X
X
0 Cosx P

FIGURA N° 10.15

Se considerard solamente el caso 0 < x < T[/ 2
De la figura 10.15 se puede concluir que:
Area del tridngulo ORS < area sector circular OPR < érea del tridngulo OPQ

CosxSenx X Tanx
2 -2 - 2
= CosxSenx < x < Tanx
(dividiendo entre Sen x > 0, pues 0 < x < 17/2)
1

A

= Cosx <
— Senx — Cosx

y puesto que en la dltima desigualdad las tres expresiones son mayores que cero, tomando sus recipro-

cos se tiene que:

1 Senx
>

Cosx X

> Cosx
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Y por la continuidad de la funcién Cos x, se tiene que cuando x — 0
Cosx —1 y 1 / Cosx — 1; por tanto aplicando el teorema del emparedado se concluye que:

Senx

lim =1

x—0+ X

Usando el hecho de que la funcion Sen x es impar se considera el caso — 7T/ 2<x<0 (0 < —x< T[/ 2)
obteniendo como resultado

S
lim 2
x—0~ X
Ejemplo
. Senax
lim =aq
x—0 X

En efecto: Haciendo 4 = d x, cuandox — 0, a x — 0, es decir, 4 — 0y asi, inicialmente se tiene
que:

Sen o S
lim 209 g 2y
x—0 ax u—0 U
y utilizando este resultado entonces:
. Senax , Sena x . Senax
lim = lim a = o lim =a.1=aqa
x—0 X x—0 ax x—0 ax
Ejemplo
1—
lim LY _
x—0 X
., 1 —Cosx . (1 =Cosx) (1+ Cosx) . 1 — Cos*x
lim ——— = lim = lim —————
x—0 X x—0 x (1 + Cosx) x—=0 x (1 + Cosx)
, Sen’x , Senx - Senx
=lim — = lim ————
x—0 x (I +Cosx)  x—0 x (14 Cosx)
1
— 1im 2 im Senx- lim ——————
x—0 X x—0 x—0 1+ Cosx
1
=(1)0)l=z) =0
1 (3)
Ejemplo
lim 1 —2Cosx 1
I M=3x 43

Haciendo el cambio de variable U = x — 11 / 3 (x =U+ 7T/ 3) se puede apreciar que cuando
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x — 7'[/3, entonces 4 — 0y asi:

T
i2cesx 1 -2Cos(3+u)
S T T n
s T TS
3 3-|—u

T T
1-2 [Cosg Cosl — Sen§ Senu}

= lim

u—0 _311
P e ©) (1/2) Cosp + 2 (v/3/2) Senp
o ulino *3[1
:—lh’m ﬂ_lh’m Mzo_éz_i
3 p—0 u 3 p—o0 u 3 V3

10.5.3. Funciones Exponenciales y Logaritmicas (continuacion)

Paraa > 0,definiendoa® = 1,a" =a.a...a (n — veces) ,a" = 1/a", a'/" = {/a queda defini-
da para cada a > 0 una funcién f (x) = a*, para todo x racional.

A partir de estas definiciones se demuestran propiedades para esta funcion de variable racional tales
como: a? > 0. paratoda a, a?t? = ala¥. a?% = (a?)?. a* creciente paraa > 1y decreciente
para
0 < a < 1.Y puesto que es inyectiva existe su inversa para cada “a”, ésta se conoce como logaritmo

@9

en base “a”, por tanto
log, x=y & x=a

y esta funcién, como inversa de la exponencial, posee propiedades como:

log,1 = 0;
log,a =1
log, (uv) = log, u + log, v
log, (u/v) = log, u —log, v
log, u” = p log, u

log, x creciente paraa > 1y decreciente para0 < a < 1
log, x inyectiva paratodoa > 0 a # 1

log, x
log, a

El problema es que hasta aqui ni las funciones exponenciales, ni las logaritmicas estdn definidas
en tramos continuos de la recta real, pues hasta ahora las hemos definido para x € Q y no para x € R
razén por la cual inicialmente se ampliard la definicién de f (x) = a* para cada @ > 0, a todos los
x reales, para lo cual solo falta definir, a* para x irracional. Para ello recuerde que un nimero cuya
representacion decimal es finita, es un nimero racional, pues automaticamente esta representacion es
periddica, ya que se supone que a su derecha van infinitos ceros.

Sea x un nimero irracional con representacién decimal (no periddica) x = a.ajazas ... donde los
a; son digitos.

at = b¥ log,a

log, x =
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Observe que para cada k, con a; # 9 se tiene que:

pr=a.aiay...a <x < a.aa ... (a+1) = g donde a; + 1 ocupa la posicién del a; y los
Pk Y gk son racionales.

Ademads entre mds grande sea k, p; y g difieren menos de x. Asi se han construido dos sucesiones
de nimeros racionales (pi);cy > (q) ey tales que:

Iim pp =x y lim g =x

k— o0 k— o

Es decir, todo nimero irracional se puede representar como limite de una sucesién de nimeros
racionales (por exceso y por defecto).

Ahora como para cualquier a > 0, y cualquier g € Q, a? estd definido, entonces si x es un nimero
irracional, con x = lim ¢, entonces se define

n—oo

a* = lim a
Nn—s 00
Queda definida para cada a > 0, la funcién f (x) = a*, con x € R, y las propiedades consideradas para
el caso x € Q se cumplen también para x € R, y puesto que es inyectiva con dominio R y recorrido
R™, entonces tiene inversa con dominio R y recorrido R, y asi para cada a > 0 queda definida la
funcién logaritmo para todo x € R™, funcion que satisface también las propiedades enunciadas para
el caso restringido.

Especial interés presenta en matematicas el estudio de las funciones exponencial y logaritmica en
base € donde € es un niimero definido como el limite de la sucesién

1 n
€ = lim (1+>
n— oo n

Se puede demostrar que para cualquier valor de n la expresion (1 +1 / n) " es mayor que 2 y
menor que 3 y que la sucesion es creciente, pero crece en forma lenta, asi por ejemplo para n =
1000, (1 + l/n)" es igual a 2.7169, para n = 10.000 es igual a 2.71826, para n = 1.000.000 es
2.71828, paran = 10.000.000 es 2.718281. También se puede demostrar que el nimero limite de esta
sucesion es irracional y es aproximadamente igual a:

e = 2.718281...

El logaritmo en base €, o sea la inversa de la funcién f (x) = €* se llama logaritmo natural y se nota
porIn :
Inx =log,x

Con esta definicién de €, la funcién exponencial en base €: €* se puede representar como:

. ; 1 n X . 1 nx . x k
= 1lim (1+ - = lim 14+ - = lim (1—}—7)
n—oo n n— oo n k— 00 k

este ultimo paso haciendo k = nx, puessin — +0 = k — +oo (parax > 0)y 1/n = x/k
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NOTA

En forma mads general se puede definir el nimero € como

e=1lim (14+g)7*Y s 1im g(x) =0 6

X—a xX—a
1 8(x)
€ = lim <1+> si lim g(x) = +o
x—a g (x) x—a

10.5.4. Continuidad de la Funcion Exponencial y Logaritmica

1. Inicialmente se demostrard que la funcién f (x) = €* es continua en 0, es decir,
lim e* = ¢ = 1 1o que significa que |e¢* — 1| — 0 cuando x — O.

x—0
Se tratard solamente, el limite por la derecha, o sea se considerard x > 0, lo cual implica que,
por ser creciente la funcién, e* > ¢® = 1,y asi |e® — 1] = ¥ — 1.

Para ello se requiere primero demostrar la desigualdad e* > 1 4 x paratodo x > 0

e’ = lim (1+f)"
n

n—o

n
aplicando el teorema del binomio a ( 1+ {) se tiene
n

1 2
e = lim <l—|—n(x> +5n(n—1) (f) +) > lim (1+nf) — 14x

n—oo n n n—+o n

luego (1 +x) < e* parax > 0.

Para demostrar que e* — 1 — 0 cuandox — 0 se mostrard que e* — 1 > 0, puede ser tan
pequefio como se quiera, acercando suficientemente x a cero. Para ello sea € > 0 tan pequefo
como se quiera. Tome x = In (1 + €). Observe que, puesto que 1 + £ < ef =
x=In(1+¢&) < In (ef) = € (por ser e*creciente) y asi cuando € — 0, x — 0 (pues 0 <
x < &)y ademds

1= 1= 14e-1=¢

es decir e* — 1 se puede hacer tan pequefio como se quiera, para valores de x tales que x — 0.

2. f (x) es continua en todo b € R, es decir HHL e = e’ osea
x—
‘e"—eb‘ — 0 si x—b, yaque }e"—eb} = }eb(e"*b—l)‘ :eb‘ex*b—l — 0

si x — b, pueshaciendo u=x—b, si x = b,u— 0 yasi:

le? (ex 0 —1)| = e’ [(e*=1)] = 0 (si u— 0).

3. f (x) = a* es continua para todo a > 0.

En efecto: f (x) = a® = e*'"“y puesto que x Ina es continua (constante por x) y la exponencial
en base e es continua, entonces g = X4 que es la compuesta de estas dos, también es
continua.
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4. f (x) = log,x es continua para todo x € R, es decir, h’n}y log,x = log,b 6
xX—

|log,x —log,b| — 0 si x—b yademis |10gax—logbx|:10ga% 6 ‘loga%’ — 0
si x — b.

Para ver esto, seayzlogax/b = a :x/b, ysi x —b = x/b%l

=a -1 = y—0 = log, (x/b) — 0.

Ejemplos
1. lim e3*t4 = (5@ +4 = 14
x—2
2. lim e¥*3 = ¢?
x—0

3. lim2 logz (2x +5) = log; 9
X—

4. lin%) In (x + 10) = In 10
X—

5. 1imIn(x*+5x+1) =In(1+5+1) = In7

x—1

10.5.5. Limites basicos para funciones exponencial y logaritmica

In (1
Ilim 711( —|—ax):a y
x—0 X
im
x—0 X
In (1
fim PO (14 a0 = In (h’m (1 —|—ax)1/x> =In(e%) = a
x—0 X x—0 x—0

(por la continuidad del logaritmo y la nota al final de 10.5.3). Luego

1
lim MU+ _
x—0 X

Ahora haciendo el cambio de variable 4 = ¢* — 1 (x = In (14 + 1)) se puede apreciar que cuando

x — Oentonces 4 — % — 1 = 0, (por la continuidad de la funcién exponencial), luego
X1 1 1

lim & = lim —FH = fim —— =~ =1
x—0 X p—0 In (L +1) p—=0 In (1 + ) 1

u
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Ejemplos
I lim &= = Ina
x—0 X
x_ 1 xlna_l xlna_l
puesto que = (e ) = (e ) In a
X X xlna
entonces
) x _ ) (exlna _ 1) .
Ii = lim —— 2 Ina = 1.Ina = Ina (haciendo 4 = x In a), luego
x—0 X x—0 xIna
Iim —— = Ilna
x—0
5 1im log, (1 + bx) _ b
x—0 by Ina
haciendo el cambio de base se tiene que
In (1+5b
log, (1 +bx) = % y entonces
1 1+b In (14 b. 1 In (14 b b
lim 70&‘( + bx) = lim 7n( + bx) = — lim 711( + bx) = —
x—0 X x—0 xlna Ina x—0 X Ina
luego
1
lim 1% (1 + bx) _ b
x—0 X Ina
30 4m =1
x—e X —e e
haciendo U = x—e cuando x — e, U — Oy asi:
lim Inx—1 _ lim Inx—Ine _ lim In (U +e) —Ine
xX—e X —e€ x—e X —e u—0 I_,l
1
ln<u+e> ln(1+u>
. e ., e 1
=lim ———— = Ilim ———% = —
U0 u u—0 U e
e’ — Cosx
4. Calcular lim ———
xX— X
Ya que
2
. ex - 1 . e“ - 1 2
)}1—% x2 :Jlino u =1 (u=x) v
.1 —=Cosx , 1 — Cos’x , Sen’x
Iim —— =1lm ———— = lim —————
x—0  x? x—0 x2 (14 Cosx)  x—0 x% (1 + Cosx)
Sen x Sen x 1
=1 - i < lim —— = (1)(1)(1/2) = 1/2
XL”}) X xlj}) by x%l—!—Cosx ()()(/) /
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entonces:
Xz Xz
., e —Cosx . e —14+1—Cosx
lim ———— = lim 5
x—0 X x—0 X
2
.oet —1 . 1 —Cosx 1
= lim + lim ——— =1+
—0 X x—0 X 2

X
x2
. e¥ —Cosx 3

x—0 x2 a 2

10.5.6. Limites de exponenciales generalizadas

lim f (x)¢®

X—a

luego

en los casos en que tenga sentido, para calcular limites de este tipo, se utiliza la propiedad de cambio
de base en exponencial: a® = ¢4 paraa = f(x) > 0y para b = g (x), es decir, f ()¢ =

e8I (%) y también se utiliza la continuidad de la funcién exponencial.

Ejemplo

Silim f(x) =A>0 y lim g(x) = B entonces
X—a

X—a

lim f(x)g(x) — lim ef@Wh /) — exlgmag(X) Infx) _ BInA

X—a X—a

Ejemplo
x—1 x+1 1
lim = -
x—1 \x2 -1 4
—1 1 1
pues Jim 5y = Jim =g v limaet=2

luego aplicando el resultado del ejemplo anterior se tiene que:

x—1\"" NN 1
If =(z) =- 1
by <x21) (2) 5

lim g x+1_1
x—1 \x2—1 4

Ejemplo

lim (1 + Senx)'* = e

x—0*t

— AP
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En efecto:
lim In (1 + Senx)

1 X
im (1 + Senx)/* = 1im ex"U+Sm) — gimor 7 — el — ¢
x—0*t x—0*t

ya que multiplicando y dividiendo el limite a calcular entre Sen x se tiene que:

In(1+S S In (1 4+ S
i MUESenx) o Sene g MU Sen) gy gy g
x—0t X x—0t X x—0t Senx
luego
lim (1 + Senx)'/* = ¢
x—0'+
Ejemplo
1
lim x nx = €
x—0t
ya que:
L (k) lim 35 |
lim xhx = 1lim € Inx) = @x—o0t = € = @€
x—0+ x—0+
Ejemplo

) <x2+5> It
como lim = lim

X— 00 _x-|-1 x—o ] 1 xX— 400
x | x?
entonces 5 .
x“+5
1/ =
X—+00 < x+1 > +eo
Ejemplo
)C2
im (2E3) — o
x—+o0 \2x 45
L, x+3 o 1 . 2 < P x _ .
ya que XETQO wi3 2 y XHIEOOX = +o yademds )}Eroloa =0 si0<a<1 observe

su grafica
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Ejemplo
2x
lim (1—3) =e°
X— -+ X
() ()
2x 2xIn [ 1-— lim 2xn | 1-—
1im (1—) = lim e X) = X
xX— o0 X xX—+ 0
_3 3 In (1 - 3/x)
lim 2 In(1-= —6 lim_
e - ( x) —e T —(3/)
= ¢ % (haciendo u = 3 /x), por tanto
3 2x
lim <1> =e®
X—00 X
Ejemplo
1
h’rr(l) (Cosx)Senx = 1
1 1
ll’rrz) (Cosx) Senx = lim (1 + Cosx — 1) Senx
x— x—
1 Cosx—1 1
= 1ﬁ% (1+ (Cosx — 1)) Cosx — 1 1 Sen x
1 Cosx — 1
= lim | (1+ (Cosx—1)) Cosx — 1 Senx = ¢% =1
X—
puesto que
1
lir% (14 (Cosx—1))Cosx =1 = ¢ y
Cosx — 1
C -1 0
lim —2r T im X =T = por tanto
x—>0 Senx x—0  Senx 1
X

lim (Cos x)ﬁ =1
x—0
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EJERCICIOS

demuestre e ilustre con ejemplos que:

a/b si m=n
lim ) =4 0 si n<m
b g (x) 400 —00 si n>m

II. Las siguientes afirmaciones son todas verdaderas, ilustrarlas con ejemplos

a) Si lim f(x) =+ y

xX—a

b) Si

xX—a

c) Si

x—a
i Si ¢>0,

ii. Si ¢<0,

d) Si lim f (x)

X— 400

e) Si

xX— + 00

h Si

lim f(x) =

lim f(x) =

lim f(x)

lim f(x) =40 y
xX— +o00

—o y lim g(x) =c = lim f(x)+ g (x)
X—a X—a
+o y lim g(x) =c¢, ¢ # 0 entonces:

X—a

lim f(x) g (x) = +o

— 00

lim f (x) g (x) =

X—a

=+ y XETW g (x) = c # 0 entonces
, _ 4o sic>0
XEToof(x)’g(x)_ { —osic<0

= -0y HT g (x) = ¢ # 0 entonces
X— 4o
3 _ —osic>0
xkrfmf(x).g(x) o { 4o sic<0

lim g(x) =40 = 1lim f(x)g(x)
X— 400 X—+ 00

lim g(x) =c = lim f(x)+g(x) =+
X—a X—a

— 00

-+ 00
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III. Hallar el valor de los siguientes limites:

11.

13.

15.

17.

19.

21.

23.

25.

27.

29.

31.

33.

h)? —x3
Hmw
h—0 h

lim
X

Iim
T x+ VxF Vx
Iim 2-vx—3
x—7 )C2 — 49
lim Vel
x—1 \7} —1
It Sen (x + h) — Senx
i
h—0 h
, Senx — Cosx
lim ——
m 1 — Tanx
x— 4

lin%) Cot 2xCot (7‘[/2 — x)

Cosmx — Cosnx

lim 5
x—0 X
. ArcSenx
lim ——
x—0 X
1 —x2
lim
x—1 SenTix
) edx _ e,Bx
lim

x—0 Sendx — Sen[f3x
[x]| 4 [4x — 1| + |x + 4|

lim
x— X
. Coshx — 1
lim ———
x—0 X
. 2?4+ 3x—4
Iim ————
x— 4o x4 +x2 +1
1ir413 (Sen Vx+1— Sen \/})
X— 400

10.

12.

14.

16.

18.

20.

22.

24.

26.

28.

30.

32.

x—a x3 — a3
cooxt =y

lim ———
x—y X—Yy

) xl/m _ al/m
lim
x—a xX—a
x2—1

m e —
x—4 x+1
. Cosx — Cosa
lim ——
x—a xX—a
TT.
lim (1 —x) Tan7x

x—1

1-S 2
i L Sen (x/2)
x—T m—x
. Tanx — Senx
x—0 X~
lm ArcTan?2x
x—0  Sen3x
.1 —+/Cosx
Iim —
x—0 X
lim x (el/x - 1)

X—00

. Senhx
lim
x—0 X

Iim
x—0 X

lim ———
x—+o 10 4+ x/x
. x + Senx
im ———
x—+0o x 4+ Cosx
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35. lim
x—0 X
1 1
37. lim - Iny/ %
x—0 X 1 —x
X _ ,—X
39, lim & ¢

IV. Demostrar que:

1. lim < ol ) _ 1
x—+o0 \ 14+ x e

2x—1
3. Iim (x“) — f
xX— + o x—2
5. 1m 2™
X—+ X

7. hrrb (Cosx) l/x =1/\e
9. lim xSen( / ):1

x—+oo

11. lim 2x — 300Cosx = 40

X— 400

x+1

N\ 5

36. lim <1+> *
X— 400 X

38. 1lim x+ v 1 —x3

xX— 400

1 X
2. lim <1+2> =1
X— 400 X

4. hm (1 + Tan /x) 2z _ Ve

Senx

6. lim (Se”x>x_se”x _ 1

x—0 X e

oo

lim xSen (1/x) =0

10. lim x/2+Senx—+00

XxX— +00

V. En cuiles de los casos que a continuacién se dan, se puede determinar

lim £ (x)¢®

X—a

sin mas informacion sobre las funciones.

@) lim f(x) =0;  lim g (x) =7
by lim f(x) =2;  lim g(x) =0
©) lim f(x) =0;  lim g(x) =0
d) lim f (x) = 0; )}111}1 g(x) =+
e) lim f(x) = lim ¢(x) = 0
f) lim f(x) = }iirz g(x) = —oo
g) lim f(x) = —eo; lim g (x) =0
h) 11m fx) = }1_{1}[ g(x) = 4o

VI. Se pueden concluir las afirmaciones siguientes? Justificar sus respuestas.

a) Si lim f(x) =40 y lim g(x)=0
X— 40 X— 00

= lim f (x) g () = 0
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b) SiXEwa(x):+OO y lim gx) =40 = Ilim [f(x)—gx)]=0

X— 00 X—+00
c) SixEwa(x) =+ y foI}rlwg(x) = -0 = xl_l:I}_lw ché;c; = —
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DERIVADAS

Si bien es cierto que a partir del concepto de limite se ha podido obtener informacién sobre el com-
portamiento de una funcién en un punto y en una vecindad de él, esta informacién resulta incompleta
si se pretende indagar algo mas sobre la curva en dicha vecindad, por ejemplo si se requiere saber cudl
es su indice de variacion, si ésta sube o baja, si es concava o convexa, dénde presenta puntos extremos,
entre otros. Estos aspectos se pueden estudiar a partir del conocimiento de un limite especial llama-
do la derivada de una funcién. Este concepto se convierte en una valiosa herramienta para describir
fendmenos y para analizar resultados que se presentan a través de ecuaciones que representan curvas,
siendo imprescindible en casi todo trabajo de matemadtica aplicada.

11.1.  INTRODUCCION AL CONCEPTO DE DERIVADA

11.1.1. Velocidad Instantanea:

Suponga que una particula se desplaza a lo largo de una recta con una velocidad que no es constante,
es decir, que varia con el tiempo. Sea S () la posicion de la particula t segundos después de haber
iniciado el movimiento. En el tiempo 7y la particula se encuentra en el puntoS (7, ) sobre la recta, y en
el tiempo 7y + h con h € R, se encuentra en el punto S (o + /). (Figura 11.1).

fo s(to)

to+h S(t0+h)

FIGURA N° 11.1

Como la velocidad no es constante entonces en los puntos comprendidos entre S (#9) y S (to + h) la
particula va a diferentes velocidades. Recordando que cuando la velocidad es constante, ésta es igual

321
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al espacio recorrido dividido entre el tiempo que demora la particula al recorrerlo, al tomar el espacio
S (to +h) — S (1p) y dividirlo entre el tiempo que demora la particula en recorrerlo:

(to + h) — to = h: se obtiene no la velocidad con que la particula recorre este tramo, pues ésta no es
constante, sino la velocidad media que lleva la particula cuando lo recorre, por tanto

S(to+h)—S(t0)

Velocidad media = A

Ahora la pregunta es: A qué velocidad paso la particula en el tiempo #3?, o dicho de otra forma, cudl
es la velocidad instantdnea en el punto S (#y)?.

Atn cuando la velocidad en el instante £ es constante, no es posible aplicar la férmula de velocidad
constante para calcularla, pues no se dispone de un tramo de espacio (pues se calcula en un punto)
ni de un intervalo de tiempo (pues se calcula en un instante dado). Esta situacién se puede obviar

considerando el tramo de espacio S (79 + h) — S (o) y el tiempo h que se demora en recorrerlo.

S (t h)—S(t
Asi el cociente (o + 1) (o)

, aunque representa la velocidad media en ese intervalo de tiempo,

a medida que & se haga mas pequeflo, el punto S (#p) y S (# + &) estaran mas cercanos y esta veloci-
dad media se aproximara cada vez mas a la velocidad instantdnea buscada, llegando a ser exactamente
ella, en el caso ideal en que & — 0, es decir:

S(to+h) — S (4
Velocidad instantdnea en el tiempoty = ,}frr}) (o + iz (o)

11.1.2. Pendiente de la recta tangente a una curva en un punto

Se parte de la idea intuitiva que se tiene de lo que significa recta tangente a una curva en un punto
y lo que significa recta secante a una curva. (Figura 11.2)

Tangente
Tangente

Secante

Secante Secante

Secante

FIGURA N° 11.2

Ahora sea y = f (x) una funcién y Py = (xo, f (x0)) y L = (xo+ h, f (xo + h)) dos puntos
sobre la curva que representa f (x). Considere la recta M secante a esta curva en los puntos Py y P
(Figura 11.3).
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fxo+h)

f(xo0)

FIGURA N° 11.3

Como se tienen dos puntos sobre la recta, se puede calcular su pendiente (diferencia de ordenadas
sobre diferencia de abscisas):

fo+h) = flx)  flxo+h) = f(x)

M:
X0+ h — xg h

De la misma forma se puede calcular la pendiente de cualquier recta secante, si ésta corta la curva
en dos puntos. La situacién problemdtica para hallar la pendiente de una recta se presenta cuando
solamente se conoce un punto de ella, pues no es posible hallarla de esta forma. Este es el caso que se
pretende trabajar, es decir hallar la pendiente de la recta L tangente a esa curva en el punto Fp.

Para resolver este problema considérense las rectas secantes Ly, L, , L3 ... que pasan por los puntos
P = (xo+hi,f(xo+h)),Pr=(x0+ha, f(xo+h)),Ps=(xo+hs, f(xo+h)),...res-
pectivamente y que ademds pasan por el punto Py = (xo, f (x0) ), siendo /; un nimero muy cercano
a cero para todo i, el cual estard mds proximo a cero a medida que el subindice i sea mds grande
(Figura 11.4).

L

P, Ls
Py 1

7

L,

|
I I I
| | |
| | |
I I I
I I I
I I I
| I I
X0 Xo+h3 xg+ hy Xo+hy

FIGURA N° 11.4

Observe de la figura 11.4 que a medida que h; se acerca mds a cero, el punto (xo + h;, f (xo + h;))
se acerca mas al punto Py y la recta L; tiende a confundirse con la recta tangente L, coincidiendo con
ella en el caso ideal cuando & — 0, es decir,

flxo+h) = f(x)
h

Pendiente de la recta Tangente en Py = hh’mo pendiente L, = }}irr%)
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Ejemplo
Un objeto recorre S (1) = t? + 2 metros en los primeros  segundos.
a) Cudnto espacio recorre entre t = 2y t = 2.1 segundos?
b) Cudl es su velocidad media en este intervalo de tiempo?
¢) Cuiél es su velocidad media entre t = 2yt = 4 segundos?
d) Cudl es la velocidad en t = 3 segundos? En ¢ = 4 segundos?

e) En qué instante la velocidad es cero?

Del numeral 11.1.1 se tiene que:
a) Entrer = 2yt = 2.1 segundos, el objeto recorre
S(2.1) = S(2)=(2.1)2+2— (4 +2)
=(21)242-6 = (2.1)>—4 = 441 —4 = 041 mts
b) La velocidad mediaentret = 2yt = 2.1 es:

S(to+h) — S(to)  S(2.1) — S(2)

h 0.1
(441 42)— (4+2) 0.41
0.1 0.1 mis/seg
¢) Lavelocidad mediaentrer =2 y =4es:
S(4) —8(2) 18 -6 12
= = — = )
7 7 > 6mts/seg
d) La velocidad en el instante £, es:
im S(to+h) — S(t0)
h—0 h
luego en t = 3 segundos se tiene que:
— 2 —
lim S(3+h) —S(3) ~ lim (34+h)*+2-(9+2)
h—0 h h—0 h

. 9+6h+h*4+2—11 . 6h+h?
= lim = lim

h—0 h h—0

h(6

= lim 7( +h)

h—0 h

:}}1’11%) 6+ h = 6mts/seg
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Ent = 4 segundos, la velocidad es:

S(4+h) - S(4) (44+h)2+2—(16+2)

lim = lim
h—0 h h—0 h
. 16 +8h+h*>+2—18 . 8h+h*  h(8+h)
= lim = lim = lim
h—0 h h—0 h—0

:}}imo 8 + h = 8mts/seg

e) Velocidad en un instante ¢

S(t+h) — S(t) (t+h)2+2—(t>+2)

Iim = lim

h—0 h h—0 h

L P4 2h+h*+2—t2—-2  2th+h*  h(2t+h)
hm =lim —— =1lim——~
h—0 h h—0 h h—0 h

lim 2t +h =2t
h—0
luego la velocidad es 0 si 2t = 0, es decir, ¢t = 0 segundos.

Ejemplo

Una pelota se lanza verticalmente hacia arriba desde el piso con una velocidad inicial de 6 m / seg.
Si el sentido positivo de la distancia, desde el punto de partida es hacia arriba, el espacio recorrido es:
S (t) = —3t2 + 6t, siendo S la distancia recorrida por la pelota desde el punto de partida después de
t segundos. Hallar:

a) La velocidad de la pelota transcurridos 2 segundos

b) El tiempo que tarda la pelota en alcanzar el punto mds alto

¢) La altura méxima que alcanza la pelota

d) El tiempo que tarda la pelota en llegar al piso

e) La velocidad de la pelota al llegar al piso.

Teniendo en cuenta que el movimiento sigue siendo rectilineo entonces:

a) La velocidad de la pelota en 7 = 2seg es:

_ _ 2 o
. S(2+h) —S(2) . 3(24+h)2+6(2+h)—((—3)4)+12)
h—0 h h—0 h
i —3(4+4h+h*)+12+6h+ 12— 12
) h
 —12h—3h%+6h
= lim
h—0 h

:}}imo —6 —3h = —6mts/seg
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b) La pelota alcanza el punto mds alto cuando su velocidad es cero, es decir

S(t+h) — S(t) ~3(t+h)2+6(t+h)+3t2—6t

0= lim h = pm, A
i —3(t% +2th+h*) + 6t +6h + 3t> — 6t
T h—0 h
_ —3t2— 6th — 3h% + 6h + 312
= lim
h—0 h
—6th — 3h% + 6h
= 1im O im —6t—3h+6=—6t+6
h—0 h h—0

luego -6t +6 =0 & 6 =6t < t = 1seg,y asilavelocidad es cero transcurrido 1 segundo.

¢) La altura méxima de la pelota ocurre cuando ¢ = 1 seg., es decir,

S (1) = =3+ 6 = 3m., y asi la altura maxima alcanzada por la pelota es de 3 metros.

d) La pelota llega al piso cuando S = 0, o sea, cuando — 32 + 61 = 0, es decir,
t(=3t+6)=0 < =066 =31,y asi, t = 2seg., luego la pelota llega al piso al cabo de

2 segundos.

e) Segun lo calculado en b), la velocidad de la pelota en el instante ¢ es: — 61 + 6, luego la velocidad
de la pelota cuando llega al piso es —6 (2) + 6 = —6mts/seg

Ejemplo

Hallar la pendiente de la recta tangente a la curva f (x) = v/ 10 — x enel punto (1, 3). Del numeral
11.1.2 se tiene que la pendiente de la recta tangente en (1, 3) es:

po SR = F () 10— (1T+h) -9
h—0 h h—0 h
_ lim 9—h—3:h,m VO9—h -3 vV9—-h+3
h—0 h h—0 h VI—h+3
(9—h)—9 -1 -1

= Ilim =1

fm ——— = —
=0 h (vV/9—h+3) $1=0/9—h+3 6

Ejemplo

1
Hallar la pendiente de la curva f (x) = 1 en el punto (2, 1/3)
X

En la forma andloga al ejemplo anterior se tiene que:
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1
Pendiente de la recta tangente a la curva f (x) = T el punto (2, 1/3) es:
x
1
i (2R = f(2) o 24+h+1 3
h—0 h h—0 h
lim 3—(h+3) lim - 1
= 11 _—_— _— —_
h—0 3(h4+3)h r-0 3(h+3) 9

11.2. DEFINICION DE DERIVADA

Los problemas tratados en 11.1.1 y 11.1.2 llevaron a resultados andlogos en su presentacién: el
incremento de una funcién S (79 + k) — S (#p) para el problema 11.1.1y f (xo + h) — f (xo) para
el problema 11.1.2, dividido entre el incremento de la variable (%) y haciendo que éste tienda a cero.
Los limites de cocientes de este mismo tipo aparecen también en muchos problemas relacionados
con diferentes dreas del conocimiento como la fisica, matemdtica, economia, etc., razén por la cual se
justifica un estudio detallado de ellos que es precisamente lo que se conoce con el nombre de derivadas
de funciones.

Definiciones

1. Seay = f (x) una funcion y sea a un punto en el dominio de f (x), si existe el limite:

o Sla+h) — 7 (a)

h—0 h

entonces al valor numérico de éste, se llama la derivada de f en el punto a y se nota por

Flla) 6 @ 6

a

2. Dada una funcién y = f (x) se llama funcion derivada de f (x), o simplemente la derivada de

f (x), a otra funcidn, notada por f' (x) 6 p definida como:
X
) +h) - f(x)
/ —1 f(x
f (X) hlin() h

en los puntos x del dominio de f donde exista este limite.

NOTAS:

a) Note que la definicién 1. es una definicién local, que corresponde a la derivada de la funcion
en un punto, y su resultado es un nimero real, y la definicién 2. corresponde a una definicién
global, que es la derivada de una funcién (ya no es un punto especifico) y su resultado es una
funcion.



328 Capitulo 11. DERIVADAS

b) En la definicion 1. si se hace x = a + h, es evidente que cuando & — 0, x tiende a a y ademds
= x — a, luego la derivada de f en el punto x = a se puede también definir como:

_ oy et = fla) g F) = fla)

h—0 h x—a XxX—a

f'(a)

expresion muy usada por algunos autores y que a veces conviene usar

Ejemplo

Hallar la derivada de f (x) = x?> + x + l enel puntox = 2

Doy (o) g L) = F(2) (P xd ) - (4424 1)
fla)=7r"(2) )}Lmz P —)}LZ —
2
- -2
71fmw:h'm (x+3) (x )zlfmx+3:5
x—2 x—2 x—2 (x—Z) x—2

Desde el punto de vista del problema 11.1.2, este resultado indica que la pendiente de la recta
tangente a la curvay = x> + x + l enel punto (2,7) es 5.

Ejemplo

Hallar la derivada de la funcién f (x) = x2 +x + 1

Observe que aqui no se especifica ninglin punto, luego lo que se pide es hallar la funcién derivada
f' (x) de la funcién f (x), es decir:

f(x+h)— f(x) (x+h) +(x+h)+1— (2 +x+1)

! :1/ :1/
) hl—% h hl—% h
x4+ 2xh4+ kP4 x+h+1—x2—x—1 . 2xh+h>+h
= pim, h = fm, I
— n—
_h,mh(Zx-l—h—i-l)

= 1lim2x+h+1=2x+1
h—0 h h—0

entonces la derivada de f (x) = x> + x + 1 es la funcién f ' (x) = 2x + 1. Con este resultado, si se
quiere por ejemplo calcular la derivada de f (x) = x> +x + 1 enel punto x = 7, es decir,f ' (7), se
tieneque f/(7) =2 (7)+ 1 = 15. Sies porejemplo enel puntox = 2, setiene f'(2) =2(2)+1=5
(compare con el ejemplo anterior).

Ejemplo

Sea f (x) = |x|, hallar £’ (0), si existe

/ s f(O—l—h)—f(O)_ £ M_ i m
£7(0) = lim h = o T m
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ahora como
7] A —h
lim — = lim — = lim 1 =1 Im — = lim — = —1
h—0+ h h—0+ b h—0+ Yl h h—0- h
' . Al , . .
entonces f ' (0) no existe, pues ’}11’% o no existe, ya que los limites laterales son diferentes, por tanto

f (x) = |x| no es derivable en x = 0.

Si se analiza graficamente la funcidon (fig. 11.5), se observa que en el punto x = 0, se presenta un
“pico”, al cual se le podrian asociar infinitas rectas que se pudieran ver como tangentes con diferentes
pendientes.

FIGURA N° 11.5

Ejemplo

Halle, si existe, la derivadade f (x) = /xenx =0

f/(O)zlfmf(0+h)_f(0):1fm VOrh=-vo _ ‘Zﬁ i

1
— :1 —_—mm
h—0 h h—0 h h—% a e

SIE)

no existe y por tanto f (x) = /x no es derivable en

es decir, el 1im f(O+h)—£(0)
h—0 h

x = 0. (Figura 11.6)
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FIGURAN° 11.6

Como se puede apreciar en la figura 11.6, la recta “tangente” a la curva f (x) = /x en el punto
(0, 0) (vista como limites de rectas secantes) tiene pendiente infinita (que no es un nimero).

Ejemplo

Hallar la derivada de

f(x):{2 s x <1

x+1six>1

a) Six < 1, entonces

pen e St —f(x) . 2-2 . 0 .
frx) = Jim h =jm = gy =imo=

b) Six > 1, entonces

3 +h)— f(x) . o (x+h+1)—(x+1) h
'(x) = fim L — 1 Cwm '
f ()C) hljl%) h hg% h h1~>0 h
1+h)—f(1
c) f'(1) = lim f+ /1 il )7 el cual no existe ya que los limites laterales son diferentes,
pues h—0
o fA+h)—f(1) . 1+h+1-2 h
1 -1 irarles h_
o h A Jmoy =y
1+h)—f(1 2_72
1 f(1+h) f()_]fmi_lfmfZHmO:O, as{
h—0~ h h—0-— h—0- h—0-
0 siox<1
fl(x) =< noexiste si x=1
1 siox>1
NOTA:

En los puntos donde no hay derivada no siempre se presentan situaciones andlogas a las de |x]|,
(picos) o a las de /x (tangentes verticales), sino que puede suceder también que la funcién no sea
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continua en esos puntos como se puede concluir del siguiente resultado:

Teorema
Siy = f (x) es una funcién derivable en x = a entonces f es continua en este punto.
Demostracion:

Por hipétesis f es derivable en x = a, entonces el limite:

o F )= f(a)

vy
lim P = f'(a) €R

para ver que f es continua en x = a, basta ver que:

)}IE}; f(x)=f(a) esdecir, que )}LHZ f(x)—f(a)=0

en efecto:
Jin 1) =1 (o) = Jig T T
<t P iy o=@ 0 <0

Del tercer ejemplo se puede concluir que el reciproco de este teorema no siempre es cierto, pues
alli f (x) es continua en “cero” pero no es derivable en “cero”.

Graficamente, si una funcién no es derivable en un punto x = a, entonces en este punto se puede
presentar un salto o hueco (discontinuidad), o un pico (tercer ejemplo) o la recta tangente en ese punto
tiene pendiente infinita (cuarto ejemplo). La existencia, garantiza en ese punto suavidad de la curva 'y
pendiente numérica de la recta tangente en ese punto.

Ejemplo

X241 si x#0
f(x)_{ 30 si x=0

no es derivable en x = 0, pues f no es continua en este punto, observe que esta funcién es derivable
en cualquier otro punto.
EJERCICIOS

1. Si una piedra se arroja desde el piso hacia arriba en forma vertical con una velocidad inicial de
10mts/seg, y si s (t) = —5t> + 10¢t, donde s (1) es la distancia recorrida por la piedra desde
el punto de partida a los ¢ segundos y el sentido positivo es hacia arriba. Hallar:

a) La velocidad media de la piedra durante el intervalo de tiempo 3/4 < t < 5/4
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b) La velocidad instantdnea de la piedra a los 3 /4 de segundo.
¢) Cudnto tiempo tardard para llegar al punto mas elevado?
d) Cudl es la altura mdxima que alcanzar4 la piedra?

e) Cudl es la velocidad de la piedra cuando llega al piso?
2. Un objeto recorre t> + t + 2 metros en los primeros  segundos.

a) Cuanto recorre entre t = 2yt = 3 segundos?
b) Cual es su velocidad media en ese intervalo?

¢) Cudl es su velocidad en t = 4 segundos?.
3. Hallar la pendiente de la recta tangente a la curva f (x) = 2x> 4+ 3 enel punto (1,2).
4. Hallar la ecuacién de la recta tangente a la curva y = x> + 1 que pasa por el origen.

5. Hallar sobre la grifica de y = x2 4 2x + 5 el punto donde la recta tangente es paralela a
y=x—1

6. Hallar la ecuacién de la recta tangente a la curvay = 1 — x? en el punto (0, 1).

7. Hallar la ecuacién de la recta que pasa por (2,4) y es normal a la curva y = x.

8. Halle la ecuacion de la recta que tiene pendiente —2/9 y que es tangente a la pardbola
x2 + 4y = 20.

9. Usando la definicién de derivada, halle las derivadas de las funciones:
ycalcule f'(0) y f'(1)
=+x+2, ycalcule f'(2) y f'(0)

=

¢) f(x)=2x>+3x, ycalcule f’(4) y f'(1/2)
d) f(x)=x"neN
e) f(x)=x'm

a) Es f (x) = \/|x| derivableen x = 0?

b) Es f(x) =|x|(x—2) derivableen x = 0?

¢) Es f(x) =|x||x—1| derivableen x =0?enx = 1?

d) Es f (x) = |4 —x*| derivableen x=07x=17x=—1?

11. El limite dado es una derivada. De qué funcién y en qué punto?

2(54+h)° -2 (5%
h
2
by tim M) F2(3+h) 15
h—0 h

a) lim
h—0
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2
x°—4
I
C) x1—>n12 x—2
x4+ x—30
d) 1
)x—>3 x—3
¢ lfm Cos (x+h) —Cos x
h—0 h

12. Hallar los valores de a y b tales que f’ (2) exista si:

b
o ={ 5

13. Hallar los valores de a y b tal que f ' (1) exista si:

2

f(x) _{ axx+b

14. Suponer que f’ (a) existe y con un cambio de variable adecuado, justificar si son verdaderas o

no las afirmaciones siguientes:

o F(a) — tim £ = F (@)
fla+20)— 1 (a)

b) f'(a) = lim

t—0 t
2 2
C) f/(a):}}l;I)l})f (a+hl/)l_f (a)
d f,(a):tll,rl(l)f(a+2t)—f(a+t)

t
vy e fla)—f(a—h)
e) f'(a) = lim ;

11.3. PROPIEDADES Y CALCULO DE DERIVADAS

Hasta ahora para calcular la derivada de una funcién es necesario calcular un limite, lo cual no
siempre resulta inmediato. Afortunadamente, algunas propiedades de la derivada, que se tratardn a
continuacion, facilitardn este célculo, sin necesidad de recurrir, en la mayoria de los casos, al uso de
limites. Las expresiones y resultados que aparecen en estas propiedades se supone que son validas

donde ellas tengan sentido en el campo de los nimeros reales.

Propiedad 1. Derivada de una constante

Si f (x) = k (constante) entonces ' (x) =0

En efecto:

£’ (x) = lim

h—0 h

fx+h) = f(x) _
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Ejemplos
1. Sif(x)=5entonces f'(x) =0

2. Sif(x) = +/mentonces f'(x) =0

Propiedad 2. Derivada de la funcién idéntica

Sif(x)=x entonces f'(x)=1

En efecto:
) +h)—f(x) . (x+h)—x o h
/(x) = 1im L8 — Ifim XU T o 2oy
fix) hlg%) h hlg%) h hlﬂ) h

Propiedad 3. Derivada de una suma

La derivada de una suma de funciones es la suma de sus derivadas, es decir,

(f+8) (x)=rf"(x)+g (x)
En efecto:

(f+g)(x+h)—(f+g)(x)

(f +2) (x) = lim

h
o SR g ()~ f () — g (x)
h—0 h
i LD = F () g h) —g ()
h—0 h h

Ejemplo
Sif(x) =a+xentonces f'(x)=0+1=1.

Propiedad 4. Derivada de una diferencia

La derivada de diferencia de funciones es la diferencia de sus derivadas, es decir,
(f—8)(x)=f"(x)—g'(x)

Este es un caso particular de la propiedad anterior.

Propiedad 5. Derivada de un producto

(f8) (x) = f"(x)g(x) + f(x)g (x).
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En efecto:

(fg) (x+h)—(fg) (x) fxth)g(x+h)—f(x)g(x)

= lim

(fg) (x) = lim

h—0 h h—0 h
i SR g (x4 h) = F (1) g (1) + (1) g (x k) — f (x) g (x+ 1)
h—0 h
i LG —g () | g (et R) (f (k) — F ()
711%0 h h
g(x+h)—g(x)

h) —
= lim f (x) lim ; +hlgnog<x+h)mf<”2 S (x)
= (x) 8" (x) + g (x) /' (x)
NOTA:

Como un caso particular, si g (x) = k, entonces (kf ) (x) = kf' (x)

Ejemplo
Sif(x)=a+bx+2entonces f'(x)=0+b+0=10

Ejemplo

Sif(x)=x%entonces f'(x) =1.x+x.1=2x

Ejemplo
Sif(x)=5+4x+ 8x? entonces f' (x) = 4 + 16x

Propiedad 6. Derivada de la reciproca de una funcién

<g<1x>>/ N ‘[(‘:(();2

1 1

[ 1 }':}}fm glx+h) g(x) _ . g(x)—g(x+h)

En efecto:

g(x) —0 h h—0 hg(x+h)g(x)
CsGm g L
= i i Sy e P ey B R e P £y
_—&'(x)

g (x)]?

Ejemplo
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Ejemplo

1 —(2x+2)

—_— / — —_—
Seaf(x)—x2+2x+3 entonces f/(x) = 21201 3)

Propiedad 7. Derivada de un cociente

{fm]’ g ()~ f (08 (x)

g (x) (g (x)]?
En efecto:
FG (0 ol = e N
o) = LGw) v = s 0 (g
_ (%) b (x) {_ g'(x) 1 Frx)  fx)g'(x)  gx)f(x)—f(x)g'(x)
g (x) g (x)]? g(x)  [g(x)]? g (x)]?
Ejemplo
Hallar f/(x) si f (x) = i;;ﬁ

(34+2x)(3—2x) — (3 —2x) (3 +2x)

!
X)) =
fix) (3 +2x)°
C(342x)(—2)—(3-2x)(2)
(3 +2x)*
2
(3 +2x)°
Ejemplo
. 457 —28x3+\/§x
Sif(x)= P T entonces
!/
(4% = 6x2 +22) (407 = 2867 4+ V2x ) — (47 = 2867 + V2x) (+F — 67 4 22)'

fl(x) =

(x3 — 6x2 4 22)°
(4% = 652 +22) (285° — 84x> + V2 ) — (4x7 = 287 + V2x) (347 — 12x)
a (x3 — 6x2 +22)7
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Propiedad 8. Derivada de funcién potencial (1)

Si f(x) =x"conn € N entonces f'(x) = nx""!

/ St - fx) () ="
fix) = lim, h = h

_ lim X" nhx" V4 (1/2)n(n — 1) B2x" "2 + . 4+ h" — X"
h—0 h

~ lm nhx" '+ (1/2)n(n— 1) K2x""2 + ...+ h"
h—0 h
fm h(nx""'4+(1/2)n(n—1)hx""24+ ...+ h" ")
h—0 h

zgfrr%)nx"_l +(1/2)n(n—1)hx""24 ... +h"!

=nx""!

Ejemplo
Si f(x) =4x'" entonces f'(x) = (4x'0) =4 (x'%) =4(100)x% = 400x*

Ejemplo
Sif(x)= )362—+x§ entonces
o (3-2) (2 +2) - (3-2) (» +2)
fi(x)= ey
(B () (—2) (@ +2) 10
(3—x2)2 (3—x2)2

Propiedad 9. Derivada de funcién potencial ( 2)

Sif(x)=x""conn & Nentonces f'(x) = —nx"""!
En efecto: ) |
B 1 nx"~ e
Flx) = () = (x) ==z =
NOTA:

Las propiedades 1. 8. y 9. se pueden resumir en:

Propiedad 9’

Sif(x)=xP entonces f'(x)=pxP~'sipecZz
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Ejemplos
1. Si f(x) = 2x 3 entonces f'(x) = (2x7%)" = 2 (x7%) = —10x©
' x—3 +x5
2.Sif(x)= 1752 entonces
pry 2 BT (@) - (0 +a) (44 572
(44 5x-2)?
_(4+5x*2) (—3x*4 +5x4) — (x*3 +x5) (—le*3)
(44 5x-2)?
EJERCICIOS
) 4x? + 8x*
LSif(x)= g5 hallar fi(x) y f(3).
] 1/x —3/x?
2. slf(x)_3+/xz.+/4x3, hallar — f"(x) y f'(2).
3 1+44/x°
3.Sif(x) =24+ 2+5//);, hallar  f'(x) y f'(1).
4. Sif(x) = Cos3+e* + xz—lnl;x’ hallar - f'(x) y f'(5).
dx + @

hallar f'(x) y f'(e).

5. Si — 4 ,
if(x) x3+e3+x‘2/e

Propiedad 10. Derivada de funcion compuesta (La regla de la cadena)

[f(g(x))]"=f"(g(x)) g’ (x), donde se entiende que f ' (g (x)) es la derivada de f calculada
en g (x).

En efecto:

:1’
i g(x+h)—g(x) h

i L@ TR = flg) e gl ()
k—0 k h—0 h

=f"(g(x)) g'(x)
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El primer limite del renglon (x) Se justifica haciendo k = g (x + h) — g (x), entonces si
h—0,k—0 vy
g(x+h)=g(x)+k

NOTA:

o dy ., ey DA _

Si v = f(g(x)) entonces > = f'(g(0) g’ (x) = LT s y=F )y ou=g(x).
Ejemplos

1. Seay(x):(x4+x2—|—1)3, entonces y’(x):3(x4+x2+1)2(4x3—|—2x)

o si y(x):(x4+x2+1)3, haciendo y = u® yu = x* + x> + 1 entonces

dy dydu ., 3 _ 4 2 2 3
il (4’ +2x) =3 (x* + x> +1)" (407 + 2x)

S-1\¢ Bo177 /3 -1Y
2. Seay(x)—<2x3+1) entoncesy’(x)—4{2x3+l] <2x3+1>

_ [x31 r [(2x3+1)3x2—(x3—1)6x2} 362 (52— 1)°

263 + 1 (263 +1)° (2x3 4 1)°
o también:
x =1
y(x) = u* donde u= 231 y asf
/(x) dy dy du o S-1
X = —_—= —— = u
Y dx  du dx 23 + 1

_4 Bo1\ 81 /_36)c2(x3—1)3
N 2x3 + 1 23 4+1) (2x3+1)5
3. Seay (x) = (x3+x+1)4 (2x3—x+1)8 entonces

/

y'(x) = ((x3+x+1)4>l(2x3—x—|—1)8+(x3+x—|—1)4 ((2)(3 —x—|—1)8)
(P +x+1)7 B2 41) (20 —x+1)°
+ (P x+ 1) 8 (23 —x+1) (622 —1)

(x3+ Zx)fs +(2x+2)*

entonces
(x3 +2)?

4. Seay(x) =

- (x*+2)° [(x3+2x)’5+(2x+2)4]/— (2 +209 7+ 20 +2)%] {(x3+2)2]/ )
(2 +2)?]




340 Capitulo 11. DERIVADAS

(2 +2)°[=5 (242907 (3242 + 42+ 22 @] - [P +29 7+ 2x+2) 4 2( +2)' (36)
(¥ +2)*

Propiedad 11. Derivada de funcion potencial (3)

Sif(x)=x"" nc Zentonces f'(x) = (1/n)x1/m~1

Para demostrar esta propiedad se toma:

3 d d
x = x"" = (xl/")n yasi 1= d—i = i (xl/")n =

d

(g (0 (), con

y h(x)=x"" porlo tanto

g (h(x)) =g (x'/") = (x'/")" entonces

Ejemplos:
1. Seay(x) = Vx* + x + 1 entonces

y'(x):%(x3+x+1)(l/2)7](x3+x+1)/
I ~1/2 dy du
—2(x +x+1) (3 +1) Tu dx siu=x>+x+1.

2. Seay(x) =+1+4+u, con u=,/x entonces

dy dy du 1
dx  dudx 2

1

1
NN

(1+u)*1/2%(x)*1/2 =

3. Seay(x) =+/u, con u=v(3—-2v), v=x> entonces

dy dy du dv 1 1
Nx) =2 - adv ) -2 2= —— (3 —4v)2
V) S T didvdr  2ym (BT = m (B ) 2

! (3—4v)2x = ! (3 —4x?) 2x.

2/v(3-2) 24/x% (3 —2x?)

Propiedad 12. Derivada del Seno

Si f(x) = Senx entonces f'(x)= Cosx
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En efecto:
. +h)— f(x) . Sen(x+h) — Senx
fox) hlg%) h hli% h
. SenxCosh + Senh Cos x — Sen x
= lim
h—0 h
. —Senx (1 — Cosh) + Senh Cos x
= lim
h—0 h
1 — Cosh Senh
= lim —Senxw + lim MCOSX
h—0 h h—0  h
=(—Senx) (0)+ (1) Cosx = Cos x
Ejemplos

1. f(x)=Sen (x*+1) = Sen(u(x)), con u(x)=x*+1 entonces

f(x)=h"(u(x)).u'(x)=Cos(u(x)).u'(x) = [Cos (x* + 1)] 4x3 si h(x) = Senx

2. Sif(x)=Sen®(x) = (Senx)’ =u3, con u=Senx entoncescomo f(x)="h(u(x))

con h(x) =x>, u(x) = Senx, entonces

f'(x)=h"(u(x))u'(x) = 3(Sen x)*Cos x = 3Sen’x Cos x

3. Siy(x) = Sen* (x2—|—x*3+1)2:u4, con u=Sent, t =viyv=x>+x3+1
entonces:

Ny = @ dydudidv s _ gy
y'(x) = i du I dx = 4u’ (Cost) (2v) (2x —3x7%)
=4 (Sent (Cost) (2x— 3x_4) =4 (Sen vz) 3 [Cos v2] 2y (2x — 3x4)

:4<Sen X Hx41 > +x+1)22(x2+x73+1)(2x—3x74)
Propiedad 13. Derivada del Coseno
Si f(x) = Cosx entonces f'(x)= —Senx

En efecto:

f(x) =Cosx = Sen (x+ 1m/2) entonces f'(x) = Cos(x+m/2) = —Senx

Ejemplo

Sif(x) = Cos (Sen (x + 1)4)3 = Cos (Senu“)3 = Cos (Sent)® = Cosv® = Cosz = h,
Es decir, f (x) = 2 (z (v (2 (u(x)))))
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entonces

Frx)=n"(z(v(t(u(x))))) 2" (v(e(u(x)))) v (t(u(x)) .t (u(x)).u'(x).1
= —Sen (Sen (x2+ 1)4)3.3 (Sen (x2+ 1)4>2.Cos (x2+ 1)4.4 (xz—l- 1)3 2x.1

(4 dv\ (dr) ( du
- \dz dv dt) \du) \ dx
Propiedad 14. Derivada de la Tangente

Si f(x) = Tanx entonces f'(x) = Sec’x

En efecto:
Sen x
f(x) anx = -~ entonces
F1(x) = (Cos x) (Cos x) — (Senx) (— Sen x) _ Cos?x + Sen’x _ Sec?x.
Cos?x Cos?x Cos?x

Propiedad 15. Derivada de otras funciones trigonométricas

Usando la derivada del cociente se puede demostrar que:

Si f (x) = Cotanx entonces f'(x) = —Csc’x
Si f(x) = Secx entonces f'(x)= Secx-Tanx
Si f(x) = Cscx entonces f'(x)= —Cscx-Cotanx.

Ejemplos

1. Seay (x) = Tan (Sen’x) = h(u(g(x))), con u=1* t=Senx=g(x) y
h(x) = Tanx, entonces

y'(x)=h"(u(g(x)) u'(g(x)) g (x)
= Sec? (u (g (x))) -2t -Cosx = [Sec (Senzx)](2Senx)(C0sx)

-(@) (@) (&)

Tan?3 (\/Zx—l— 1)

, ent
Cos (3x n 2) entonces

2. Siy(x) =

/ Cos (3x +2) [2/3Tan1/3\/2x+ [Sec?\/2x +1(1/2) (2x + 1)*1/22}
v = [Cos (3x +2)]

B [(Tan*/3/2x + 1) (—Sen (3x+2)) 3]
[Cos (3x +2)]?
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1
3. Siy(x) = <Sec <Sen2/3> ) Sen (ax + b) entonces
x

2
y'(x) = {Sec (Sen x72/3) Tan (Sen X 2/3> Cos x72/3 (— 3x5/3)}

Sen (ax + b) + Sec <Sen x72/3) Cos (ax+ b) a

Propiedad 16. Derivada de la funcion exponencial (1)

Si f (x) = e*entonces f'(x) = e*

En efecto:
. +h)—f(x) et ey . e’“(eh—l)
S = L
h_1
=e }}irr%) =e'l =¢*

En forma més general se tiene:

Propiedad 17. Derivada de la funcion exponencial ( 2)

Si f(x) =a* entonces f'(x)= (Ina)-a*
En efecto:

f(x)=a*=e"™ entonces f(x)=es® =h(g(x)) con h(x)=e" yasi

fl(x)=h"(g(x))-g'(x) =e"™Ina=a" Ina.

Ejemplos
1. Sif(x) =e>+3"+Cos (> +x*) entonces

f'(x) =5 +3%.In3 — Sen (ezx+5 —|—x2) (27T 4 2x).

x2€3x
2.Sif(x) = T Cosy Chtonces
(xCosx) [x*e3] ' —x%e3 (xCosx) '
Fx) = Lal

(xCosx)?
(xCosx) [x* (3e¥) + 2xe®* | — x?e (Cosx — x Sen)
(xCosx)?
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3. Sif(x) =252 L 3745 4 x=3  entonces

(ZSenZX) (3x +x) T (x—3)’
( (Sen2x) ln2> [e(x2+x)ln3}/ _ g4

— (Sen2)In2 (15 2) 2Cos 2x 4 3* i In 3 (2x41) —3x 4

=252 . 21n2Cos 2x + 3" T In3 (2x 4+ 1) — 3x 4

Propiedad 18. Derivada de la funcién logaritmica (1)

1
Si f(x) = Inx entonces f'(x)=—
X
En efecto
In <x+h)
£ (x) = lim f( +h)—f(x):1 In(x+h) lnx_h,m X
h—0 h h—0 h h—0 h
ln<1+1h)
. X 1
=lim ———% = —
h—0 h X

En forma més general se tiene:

Propiedad 19. Derivada de la funcién logaritmica ( 2)

1
Sif(x)=1log,x entonces f'(x)= (na)x’ pues
Inx , 1 1
f(x)=1log,x = na entonces f'(x) = <lna> <x>
Ejemplos
1. Sif(x)=In(4x+5) entonces f'(x)= # (4x+5) = 4
(4x+5) 4x+5

2 n (1 +3)
2. Si f (x) = log; (ex +1 +3) ==

/ _L 1 x2+1 !
f<x)7ln3 e+l 43 <€ +3>

1 1 x2+1
SR (. — .2)
In3 (ex2+1+3> (e *

entonces
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3. Sif(x)=1In3 (Sen2 ( x? +4x ) entonces

£'(x) = 3In2 (Senz\/m> [m (Senz\/m> }'
=3t (Sen* /o7 ) (i ) (Sen® VT )
=3In? (Sen? /2 + 4x) ij>
<ZSen (V2 +4x) (Cos Vi + 4x) (2\/)62:74) (2x + 4))

4. Si f (x) = 27> 4 log; (Cscx) entonces

1

£1(x) =27 (1n2) (Sec’s) + s

(—Csc xCotg x)

EJERCICIOS

Hallar la derivada de las funciones:

1. f(x) = Cos (logg (3+4"))

2. f(x)=Vax+4 +x*Inl/x

(98]

eX —e

f(x) = [W]

4. f (x) = Csc (3Tan<m))

5. f(x) = 6% +x°+6° + loggx + log, x + loge6

6. f (x) = Sen3x + Sen x> + Sen3x> + Sen2x + 2Sen x + 2Sen2x

Cf(x) = <ln <Sen<1+i>)3/4> Csc (14 e* 4+ 6%).

Propiedad 20. Derivada de la exponencial generalizada

J

Si £ (x) = [g(x)]"™ entonces

£ = [0 [2ELEE e ) .
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En efecto
£ (x) = [g (x)]"¥) = ey por tanto

£ (x) = s {ZE; g (x) R <x>-1n<g<x>>}

h(x)-g'(x)
g (x)

— g (x)]"™ [ T (x)-In (g <x>>]

Ejemplos

1. Sea f (x) = x* = ¢*'"* entonces
£ (x) = e (xInx)’

=x" (lnx—f—{) =x"(lnx+1)
x

2. Sea f (x) = (Senx)‘/} = eVX¥InSenx  entonces
f/(x) = eV*InSenx (\/x1n Sen x)’
= (Senx)ﬁ(

1 1
2\/}lnSenx—l-\/;~ Sonx -Cosx>

3. Sea f(x) = (x° +X)x+1 = (DI ) entonces

f/(x) :e(x+1)1n(x3+x) [(x+1)ln (x3 +X)]/

(3x* + 1)>

1
o 3 x+1 3 .
= (x" +x) <ln(x +x) 4+ (x+1) P

EJERCICIOS

Hallar la derivada de las funciones:

1. f(x)=xx 2. f(x)=(x)"

3. f(x) =x" + 2 4 (Sec?) 4. f(x) = (Senxﬁ) ™

5. f ()C) — xSen2x+2+Sec32x

Propiedad 21. Derivada de funcion potencial ( 4)

Sif(x)=x% a¢cR entonces f’(x)=ax? ! enefecto:
f(x) = x% = e%"* entonces

flx)=e™(alnx) =x% o (1/x) =a-x7"!
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Ejemplos
1. Sif(x) =xV? entonces f'(x) =3 xV3"!
2. Sif(x)=x" entonces f'(x)=rm-xT"!
3. Sif(x) = (Cosx+log;8)™ entonces
f'(x)=1(Cosx+1log;8)" " (—Senx)

Propiedad 22. Derivada de la funcion inversa

Si f~!(x) eslainversade f(x) entonces [ffl(x)]/ = f’(fl—l(x))
En efecto; puesto que f ( f! (x)) = x entonces
= i -1 — fl(f-1 i -1 .
L= [T )] =7 (1) - (F71(x) yasi
d _ !
a0 = )
Ejemplo
Sea f (x) = 2x + 5,entonces ! (x) = x;S y
/ _ ro 1
Fl =2, [f10)] =5
En forma explicita, aplicando el resultado anterior se tiene que
d , . B 1 1
W)= Ey 72
()

para el caso de las funciones trigonométricas e hiperbdlicas inversas esta propiedad no se aplica direc-
tamente sino que de ellas se deducen formulas para calcular sus derivadas.

Propiedad 23. Derivada del Arcoseno

Si f~'(x)=ArcSenx entonces [f_l (x)]l = 1

V1 —x2 o -
Como f~!'(x)=ArcSenx eslainversade f(x) = Senx, —5 <x < >
entonces por la propiedad 20 y por ' (x) = Cos x se tiene que:
d . d 1
- = — (ArcS - -
dxf (%) dx( reSenx) Cos (ArcSen x)
1 1

\/1 — Sen? (ArcSen x) V1 =x2
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Ejemplos
2
1. Si f (x) = ArcSen®*2x entonces f'(x) = 2 (ArcSen2x) -
1 —(2x)?
1
2. Sif(x) = ArcSen (x* +3x) entonces f'(x) = (2x+3)
1 — (x2 4 3x)?

3. Sif(x) =e" ! ArcSen (Cosx) entonces

!
flix)= (ex2+1> (ArcSen (Cosx)) + e ! (ArcSen (Cos x))'
_
V1 — Cos*x

— et 2x (ArcSen (Cosx)) + et - (—Senx)

Propiedad 24. Derivada de otras funciones trigonométricas inversas

En forma andloga a 23. se puede demostrar que:

a) Si f~!(x) = ArcCosx entonces [f‘l (x)]/ — — |

Vi-?
b) Si f~!(x) = ArcTanx entonces [ffl(x)]/: lsz
¢) Sif~!(x) = ArcCotgx entonces |[f~! (x)]/ = —1_:7
d) Sif~'(x) =ArcSecx entonces [f~! (x)]/ = |x|\/jc27—1
e) Sif~!(x) =ArcCscx entonces [ffl(x)]/ = |)c]\/)1c27—1
Propiedad 25. Derivada del Seno hiperbdlico
Sif(x) = Senhx = # entonces f'(x) = Coshx en efecto:

d d .
d—(Senhx) == (e = ——— = Coshx
X

Ejemplos
1. Si f (x) = Senh (4x*> +1) entonces

f'(x) = Cosh (4x* + 1) % (4x* + 1) = 8xCosh (4x* + 1)
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2. Sif(x) = Senh (e* +2*) entonces

f'(x)=[Cosh(e*+2%)] (e +2"In2)

3. Si f (x) = Senh (Cosx) entonces

f'(x) = [Cosh(Cosx)]-(—Senx)

4. Si f (x) = x* Senh 2x entonces

f'(x) = 2x Senh 2x + x* (Cosh 2x) - 2

5. Si f (x) = ArcTan (x* 4 2) entonces
1

Y YL

Propiedad 26. Derivada de otras funciones hiperbdlicas

Usando las definiciones:

e +e™* Senh x
Coshx = —— Tanh x =
oS 2 L= Coshx’
Cosh x 1
Cothx = Senhix’ Sech x = Coshx’
1
Cschx =
senx Senh x

se puede demostrar que:
) L (Coshx) = Senh
a) — (Coshx) = Senhx
dx

d
D) o (Tanh x) = Sech’x

d
c) pp (Cothx) = —Csch*x

d) % (Sechx) = — Sechx - Tanh x

) L (Cschx) = —Cschx - Coth

e) — (Cschx) = —Cschx - Coth x
dx

Ejemplos
1. Si f(x) = Cosh® (3x+ 1) entonces

f'(x) =3Cosh* (3x+ 1) [Senh (3x +1)] 3
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. Si f (x) = (Sech2x) Coth (x* + 1) entonces

f'(x) = (Sech2x)' Cotgh (x* + 1) + Sech 2x (Cotgh (x* + 1))/
= (— Sech 2x Tanh 2x) 2Coth (x2 + 1) + Sech2x (—Csch* (x* + 1)) (2x)

Tanh? 3x

. Sif(x) = ——— entonces

x Cosh x

(xCoshx) (Tanh* 3x)/ — (Tanh?3x) (x Coshx)'

!/
X)) =
fx) (x Cosh x)*
_ (xCoshx) (2Tanh 3x) (Sech? 3x) 3 — (Tanh?3x) (Cosh x + x Senh x)
(x Cosh x)*

. Sif(x) = [Csch(x®+1)]ArcCotg (\/x) entonces

f'(x) = [Csch (x* + l)}/ArcCot (Vx) + Csch (x* + 1) (ArcCotg\/;)/

= [~Csch (x* + 1) Cotgh (x* +1)] 3x?ArcCotg \/x + Csch (x> + 1) <1+_(\1/})2> 2—;}

. Sif(x) = (Senhx)*T™* entonces

f (x) _ (Senhx)ArcTanx _ ArcTanxln(Senhx) y asf

' (x) = (Senhx)AeTem ( ArcTanxln(Senhx))

F1(x) = (Senhx)AreTons K

1
5 In Senhx> + (ArcTan x) 3

Cosh x] , luego
enh x

' (x) = (Senhx)AcTan~ [ lnSenhx—i—ArcTanxCOIhx]

Propiedad 27. Derivada de funciones hiperbélicas inversas

Usando las definiciones de las funciones hiperbdlicas inversas:

a) Senh~'x = In <x+ V1 +x2>

b) Cosh~'x =1In (x—|— m)

1 1
¢) Tanh™'x = 2ln< —|—x>

1—x

| 1
d) Cotgh~'x = ~ In <x+ >

2 x—1
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N
e) Sech~'x = In <l—|—xlx>
/ 2
f) Csch™'x = In <l+xl+x>
se puede demostrar que:
d 1oy 1
a) T (Senh x) = e
1
a “1)
D) o (Cosh™'x) e
d iy 1
c) g (Tanh~'x) = 2
d iy 1
d) . (Cotgh™'x) = T
e) — (Sech™'x) = -
d xvV1—x2
d 1oy 1
f) ph (Csch™'x) = i
Ejemplos
1. Si f (x) = Cosh~—'e* entonces
1 _ 1 i X\ __ 1 X
f (x>7 (ex)zildx (e )7 eZJC le
2. Si f(x)=2Tanh~! (Tan%) entonces
P =2 O (Tan(5/2)) = e (Sec (/2)) (1/2)
1 — Tan? (x/2) dx 1 — Tan? (x/2)
Sec? (x/2)

"1 Tan? (x/2)
3. Sif(x)=Cotgh~'(1/x) entonces

£ (x) = 1 d (1) _ e -

1_(1/)()25 x -1/ x*-1
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4. Si f (x) = Sech ! (Cosx + Senx) entonces
f(x)= ! di(Cosx—l-Senx)
(Cos x+ Sen x) \/1 — (Cosx + Senx)* **
—1
= (—Senx+ Cos x)
(Cos x + Sen x) \/1 — (Cos x + Senx)*

5. Sif(x) = Tanh~' (Sech (2x +2)) entonces

/ B 1 i ec X
F= 1—(Sech(2x—|—2))2 dx(S h(2x+2))
1
= (Sech (2x 1 2)]2 (—Sech (2x+2) Tanh (2x +2))2

EJERCICIOS
Hallar la derivada de las funciones:
Lot (x) si f(x)=x% x>1
2. f7 M (x) si f(x)

3. f(x) =xV2 42274 (Senx+2)‘/E

3x+5

4. f(x) = (Inx+ Cosx + e")\/ngl
5. f(x) = (ArcSen*3x) (ArcCos (Cos2x))
6. f (x) = [ArcTan (Senx)]*"*

7. f(x) = [ArcSec (Senh x)]| ArcCos (Sech x )

8. f(x)= (ArcTanx)Arccw(xz)

11.4. DERIVADAS DE FUNCIONES EN FORMA PARAMETRICA

11.4.1. Parametrizacion de curvas en el plano

Dada una curva en el plano que representa o no una funcion, esta curva al “estirarla” se convierte en
un segmento de recta, estableciéndose asi una correspondencia biunivoca entre los puntos del segmen-
to (elementos de un intervalo /) y los puntos de la curva (elementos de R?), es decir, se puede construir
una funcién a : I — R? tal que a cada ndmero real ¢ en 1, le corresponda el punto a (1) = (x(z)), y(¢))
sobre la curva y asi a medida que 7 recorre el intervalo I en un sentido, a(z) recorre la curva en de-
terminado sentido, es decir, el recorrido de esta funcidn representa los puntos de la curva y le da una
orientacién. Esta forma de representar curvas es lo que se conoce como parametrizacion (Figura 11.7).
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a(r) = (x(t),y(r))

, [

FIGURA N° 11.7

El intervalo 7, llamado intervalo de parametrizacién, no debe ser necesariamente igual a la longitud
de la curva. Para observar esto recuerde que dos segmentos de recta de diferente tamafo siempre se
pueden poner en correspondencia uno a uno (Figura 11.8).

FIGURA N° 11.8

De este resultado se puede deducir que dada una curva, existirdn infinitas parametrizaciones de
la misma, pues al cambiar /, cambia la funcién (x(¢), y(¢)), por consiguiente existiran intervalos de
cualquier tamafio equivalentes a I y por tanto equivalentes a la curva. (equivalentes en el sentido de
que entre los dos conjuntos se puede establecer una correspondencia biunivoca).

Ejemplo 1

Si una curva representa una funcién y = f(x) con dominio [a, b], es evidente que a cada punto
t € [a,b] le corresponde un punto sobre la curva, de coordenadas (x,y) = (¢, f()), luego la parametrizacién
aqui es inmediata, tomando I = [a,b] x(t)=t y y(t)=f(t) con rel (Figurall.9).
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| = Dominio de f

FIGURAN° 11.9

Asi por ejemplo si f(x) = x> con x € [—1,2], entonces una parametrizacion estd dada por
a(t)=(t,t*) con tc[-1,2].

Ejemplo 2
PR
Dadalaelipse — + -5 =1 que no representa una funcion, observe que la funcion

a(t) = (aCost,bSent) con t € [0,27] es un parametrizacion de ella; pues cualquier punto con
abscisa x(t) =aCost y ordenada y(t) = bSent satisface la ecuacion de la elipse ya que:

a’Cos*t  b*Sen’t

s 2 = Cos’t + Sen’t = 1

a t =0, le corresponde el punto a(0) = (aCos 0,bSen 0) = (a,0) que serd el punto de partida
de la curva; a t = T1, le corresponde el punto o (1) = (aCos T,bSen 1) = (—a,0), ya t=2m,1le
corresponde el punto a (271) = (aCos 21,bSen 21) = (a,0), lo que indica que la elipse estd orientada
siguiendo el movimiento opuesto al de las manecillas del reloj. (Figura 11.10)

y
(0,0)

(0’ *b)

FIGURA N° 11.10
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NOTA 1:

Puesto que cuando a = b, la elipse se convierte en una circunferencia de radio a, entonces una
parametrizacién de ésta, estd dada por:

a(t) = (aCost,aSent) con t € [0,271]
NOTA 2:
Observe que esta parametrizacién no es tnica, pues la funcién
B(t) = (aCos 21wt,aSen 21¢) con ¢ € [0,1]
es otra parametrizacion para la circunferencia.

NOTA 3:

Si la elipse estd trasladada, es decir, si su ecuacidn es:

(x—h)?  (—k)?
a? + b? =1

su parametrizacion mds comin es: d(t) = (h+ aCost,k + bSent) con t € [0,27]
que corresponde a trasladar primero el centro de la elipse al origen y luego parametrizarla como se vio
atrds.
Ejemplo
Para la recta x = k (k constante) que no representa una funcién, una parametrizacion es:

a(t) = (k,t) con t €& (—o0,400),la cual la orienta de abajo hacia arriba.

En general dada una curva no es sencillo hallar una parametrizacién de ella, pues en muchos casos
depende de la forma como tal curva se construye. A continuacion se dan unas curvas y sus parametriza-
ciones mds usadas:

1. Astroide. Cuya ecuacion cartesiana es x%/> +y2/3 = ¢/3 (Figura 11.11)

y
(0,b)

(—a,0) (a,0) .

(07 _b)
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FIGURA N° 11.11

Una parametrizacién es d(t) = (aCos® t,aSen>t) con t € [0,271.

2. Cicloide. Que corresponde a la curva que describe un punto fijo sobre una circunferencia de
radio a, al rodar esta circunferencia sobre una recta (Figura 11.12).

FIGURA N° 11.12

Tiene como ecuacién paramétricaa: a(r) = (x(¢),y(t)) = (a(t —Sent),a(1—Cost) con t € [0,2m]
si se considera solamente uno de los arcos, o ¢ € [0,477] si se consideran dos etc.

11.4.2. Derivadas

Sea a(t) = (x(t),y(t)) con t € [a,b] una parametrizacién de una curva C, entonces como a () es
una funcién con dominio en R, se puede pensar en calcular su derivada de la forma usual, solamente
que es preciso tener en cuenta que o (¢ +h), 0 (¢) no representan nimeros reales sino elementos de R,

los cuales sabemos sumar y multiplicar por un escalar, y ademds 4 aqui representa un escalar, de esta
forma:

a'(n) = lim "(’*’2*“0) - Jin <x<r+h>7y<r+z>>f<x<r>,y<r>>
. x(t+h)—x(t) y(t+h)—y(t)
A ( h ’ h )
- (hm x(ekh) —x(0) | y<z+h>—y<r>>
h—0 h "h—0 h

Pero ;Qué representa geométricamente el vector o = (x'(¢),y '(¢))?

Suponga que esta parametrizacion orienta la curva como se indica en la Figura 11.13.
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ait+h)
a(r)

t t+h
h>0

FIGURA N° 11.13

por tanto si & > 0, el punto a (¢ + h) se aleja del punto a(r) sobre la curva en el sentido que indica
la flecha.

a(t+h) —a(t) representa el vector que va del punto a(¢) al punto a (¢ +h) y puesto que & es

a(t+h)—a(r)

un escalar h > 0, para h fijo, representa un vector paralelo a o (r +h) — a(z) con el

mismo sentido. Observe que a medida que & se haga mds pequeio, el punto o (7 + &) se va acercando

a(t+h)—a(t)
§ 1

punto o(z); observe que la magnitud de ese vector no se va haciendo cero, puesto que el factor ;A para

al punto o (7) y el vector va adoptando la posicién de vector tangente a la curva en el

h pequefio toma valores grandes.

. . . a(t+h)—a(r
Para el caso ideal en que & tienda a cero, el vector a’(¢) = ]}m%) % representa un vector

tangente a la curva en el punto o (7) siguiendo la orientacion de la curva. (haga el mismo andlisis para
h < 0y observe que no varia la orientacién de a’(z)).

Ejemplo

Sia(t)=(t,t?) entonces a’(t)=(1,2t)

Ejemplo

Sia(t) = (a(t—Sent),a(l1—Cost)) entonces a’(r)= (a(l—Cost),aSent)

Ejemplo
Sia(t)=(t,e') entonces a’(t) = (t,e")

Dada una curva C con representacion paramétrica o () = (x(z), y(¢)), si se quiere calcular la pendi-
ente de la recta tangente a esta curva en un punto (a,b), si esta curva representa una funcién y = f(x)

. d ) d
entonces esta pendiente estd dada por d—y evaluada en el punto x = a, pero si no lo es, este d—y se puede
X X
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calcular utilizando el hecho de que tanto x como y dependen de ¢ y utilizando la regla de la cadena:

dy
dy_dy dt_E. dx
dx dt dx dx’ a0
dt

dy dx ..
y tanto e como o se pueden calcular en forma explicita.

Ejemplo

Hallar la pendiente de la recta tangente al cicloide x=t—Sent, y=1—Cost en el punto
(m/2—1,1).
dy
dy gt Sent
dx dx 1—Cost

dr
ahora el punto (x,y) = (71/2—1,1) corresponde a t=17/2, luego la pendiente en el punto
d Sen (11/2 1
(rt/2—1,1) estd dada por & —M—le

dx |;_p  1—Cos(m/2) 1

EJERCICIOS
I. Hallar la ecuacidn cartesiana de cada una de las siguientes curvas:

x=1/2, y=4—1>

x=2Sent, y=~Cos?2t
2

x=Cos 0, y=4Sen’>0
x=2+4+t, y:1+t2
x=at? -5, y=2t+3

x=e', y=e~

®© N B~

x:tz, y=2Int, t>0
x=Sect, y=Csct, 0<t<T/2 10. x=+t, y=5—t,1t>0

1
3
5
7. x=Sect, y=Tant
9
1. x=Cos208, y=3S8en6 12. x=12, y=t*+3>—1

11.

II. Hallar una ecuacién paramétrica de:

1. y:fx2 2. yzlfx2
3. Elejez 4. El segmento de recta que une (2,3,4) con (3,5,7)
5. y=-—x’+4 6. x+y=4
7. xrP—y?=1 8. x’+4y>=9
9. x=10 10. Eleje x
—13)2
1. (x—1)2+(y4) =9

III. Hallar la pendiente de la recta tangente a la curva:
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-, y=t3, en t=2

3. x=¢', y=e”', en t=In2

4 x=4>-5  y=2+3, en t=1

11.5. DERIVADAS DE ORDEN SUPERIOR

11.5.1. Aceleracion de una particula

Recuerde que dada una particula que ocupa las posiciones E(¢) a lo largo de una recta en el instante

. . ., / . . . .
t, con velocidad variable, la expresién E (¢) representa esta velocidad en cada instante 7. Si se quiere
ahora representar la aceleracidn en un instante ¢, inicialmente considere el caso de que ésta es constante

o sea estd dada por,
_ Velocidad final — Velocidad inicial

tiempo

a(r)

es decir,
alt) = v(t+ h})l —(t)

en un intervalo de tiempo [f,7 + A].

Abhora si en este intervalo de tiempo [,7 + h] la aceleracién varia, la expresion de arriba representa
la aceleracion media. Si se quiere calcular la aceleracién en un instante especifico #p, entonces al
hacer 7 muy pequefio, esta aceleraciéon media se aproximard a la aceleracion instantanea, siendo esta
aproximacién mejor a medida que 4 se haga mds pequefio, y en el caso ideal en que & tienda a 0, se
obtiene la aceleracion instantanea en ese instante, es decir:

v(l‘() + h) — V(l‘())
h

=/ (1) = 5 0t) = 5 (5B

o) = Jin

expresion que se conoce como la segunda derivada de la funcién E(¢) en el punto 7y y que a contin-
uacion se tratard en forma méas general.

11.5.2. Definiciones

Dada una funcién y = f(x), puesto que su derivada es también una funcidn, se puede pensar en
derivarla en aquellos puntos donde exista esa derivada. A esta nueva funcién resultante se le llama la
segunda derivada de la funcion f(x) y se nota:

=
/\\
-
N—
'\<\
[eN
‘&
[\S)
| <
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es decir )
d°f d(d
" _¢“J _“ [«
frx) = dx?  dx <dxf(x)>
Ejemplos

1. Sea f(x) = Sen (x> +3x), halle f”(x) y f"(1)
f'(x) = (Cos (x* +3x)) (5x* +3)
F"(x) = (Cos (x> +3x)) (5x* +3) + [Cos (x° +3x)] (5x* +3)’
= (=Sen (x*+3x)) (5x* +3)(5x* +3) + [Cos (x* +3x)] (20x?)
por consiguiente [ (1) = (—Sen(4)) (64) + (Cos (4)) (20)

2

2. Sea f(x){ P iig hallar £ (x). Quées f"(0)?

a) Six>0entonces f'(x)=2x y f"(x)=2

b) Six <O0entonces f'(x)=—-2x y f"(x)=-2

fO+h)—f(0) _ .
/ pr— pr— pr— —_—
©) £1(0) = lim, h = pm e T im =, =0 pues
2
lim &_h h—_h’m h=0 vy

lim fh) _ tm ="~ im —h=0 asi:
h—0- h h—0- h h—0-

2x si x>0
flx) = 0 si x=0
—2x st x<0

d) Six>0entonces f"(x)=2 ysi x<0,f"(x)=-2y
f'(0+h)—1'(0)

/!
= lim M el cual no existe, pues

" — 1/
0 b h h—0
f/(hy . 2n
h10+ h hg%)1+ h hg}% y
'(h —2h
lim I ): Iim — = lim —2 = —2 asi:
h—0- h h—0- h 0
), () '
Jim == lim == por tanto:
2 six>0
f"(x)=< noexiste si x=0

-2 si x<0
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4

1 x>
3. Sea f(x) = { _xx4 :i i;g entonces

andlogamente como se desarrollo en el ejemplo anterior se tiene que

43 six>0 12x2

si x>0
flx) = 0 six=0 y f'"x= 0 si x=0
—4x3 six<0 —12x2 six<0

En forma andloga a como se definid la segunda derivada de f(x), se puede definir la tercera derivada

de f(x) como la derivada de f”(x), (y se nota por f"(x)) 6 f® (x)), es decir, f"(x) =
asi sucesivamente se pueden definir la cuarta, la quinta derivada etc.:

I AP
19w =L - L)

WUCELCE . L)

Ejemplos

1. Si f(x) = x'9+x3 4+ x+1 entonces

Flx) =102 +3x2+1, f"(x) =90x% +6x, O (x)=720x746; fF&(x)=5040x°

y de aqui por ejemplo f*)(—1) = 5040(—1)° = 5040

2. Hallar £ (x) si f(x)=
flx)=ae®™; f'(x)=a-a-e®; f"(x)=a% ae™=a%e™. . f0(x)=a"e™

Ejemplo

Sea f(x) = Sen (x), hallar £ (x)
f(x)=Senx, f'(x)=Cosx=Sen (%T—&-x) . [P (x)=—Senx=Sen (2- g—i-x) ,
fB)(x) = —Cosx=Sen <3-g+x> v fW(x) = Sen (%T—I—x)

d "
L)y
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Ejemplo

Hallar la derivada n-ésima de y(x) = f(x) - g(x)

FI(x) - 8(x)+£(x) 8" (X)+ f(x) - g ' (x) + f(x) - 8" (x)

=f"(x)-glx)+2f"(x)-g'(x) + f(x)- g”(x) (y derivando y” 'y simplificando se tiene que)
Y7 (x) = f"(x) g(x) +3f"(x) - g'(x) +3f(x) - " (x) + f(x) - 8" (x)

si se continda derivando se puede apreciar una analogia con el desarrollo de (a + b)", donde los
exponentes en este caso representan el orden de la derivada y f ©) (x) representa la funcion f(x), pues
(a+b)' =a+b=a'b’+a"'

(a+b)*=a®+2ab+b*=a’b’+2a'b' + 4"

(a+b)* =a’+3a’b+3ab® +b> = a*b° 4+ 3a*b' +3a'b* +a"b?

por tanto usando la induccién matematica, en forma andloga como se demostré el teorema del
binomio (apéndice):

(a+b)"='3 (Z) a" *b*, se puede demostrar la llamada formula de Leibnitz para la derivada n-esima
k=0

del producto de dos funciones

U = 5 () 0w

Ejemplos

1. Siy(x) = xe*, hallar y(x)

1= (xe)® = ) = 3 (1)) ") = 3 (1))

k=0

(o)

pues las derivadas de x de orden superior a 1 son todas cero.
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2. Siy(x)

Y (x) =

= (1 —x?2)Cos x, hallar y) (x)

((1 —xz)Cosx)< ") = (Cos x(1 —x

g) (1—x2)Cos

+ (Z) (—2)Cos <x+ (n—

2

2) n)

<x+ %) + (’11) (—2x)Cos (x+ (n

- 0o sricun
")

(’f) 2) (D os <x+( 2”")

> + (Z) 3 Cos <x+ (n —23)71) -

—21)71)

pues las derivadas de 1 — x? para n > 3 son cero.

EJERCICIOS
1. Sea f(x) = Senx, halle f®(x),
2. Sea f(x) =e*, halle fO)(x)

n

d
3. Hall
a ea’x X
da" 1
dx® \ 1—2x
5. Sif(x)=¢ 3 ]
—x+2 i

6. Sif(x)=<¢ 1
—x+2

11.6. DERIVACION IMPLICITA

4. Halle

2x+1 si x>2
si x=2 halle f"(x)
x<?2
xX24x+1 si x>0

si x<0

si x=0 halle f”(0),

), 1)

Toda ecuacion en dos variables (x,y), se puede expresar de la forma F(x,y) = 0, por ejemplo

x2+y?4+3=0,

y—x*=0, x*4+y?—-1=0,

x—2=0.



364 Capitulo 11. DERIVADAS

Griéficamente, cuando la solucion no es vacia, los puntos (x,y) que satisfacen una ecuacién de este
tipo, representan un conjunto de puntos en el plano (una curva en R?), los cuales definen una funcién
o una relacién no funcional, asi por ejemplo, la ecuacién x? + y2 + 3 = 0 no tiene solucién y por tanto
no representa ningin punto en el plano; la ecuacién y — x> = 0, representa una parabola abierta hacia
arriba que es la grafica de una funcién; la ecuacién x2+ y2 — 1 =0, representa una circunferencia con
centro en el origen y radio 1, que no es funcién y la ecuacién x — 2 = 0, representa una recta vertical
que tampoco es una funcién.

Cuando la expresion F(x,y) = O representa una funcién, entonces a cada valor de x corresponde un
tnico valor de y, es decir, ’y” se puede expresar en la forma y = f(x) y asi F(x, f(x)) = 0 para todo
x € Dy y en este caso se dice que la funcion f(x) estd definida en forma explicita o que F(x,y) =0

define explicitamente a la funcién f(x).

Cuando la ecuacién F(x,y) = 0 representa en el plano una curva que no es una relacién funcional es
posible subdividir dicha curva en subcurvas que representen funciones, (no considerando si es del caso
en la curva original los sectores de curvas completamente verticales), como se puede apreciar en la
figura 11.14. en la cual la curva representa F(x,y) = 0 que no es funcién, se subdivide en 7 funciones:

fio..f1

£ i

f2

/s
Ja

FIGURA N° 11.14

Es evidente que si algtin punto (x,y) satisface la funcion y = f;(x) paraalgin j, 1<;j<7 en-
tonces este punto satisface la ecuacion F(x,y) =0; en casos como éstos se dice que las funciones
f1...f7 estan definidas implicitamente por la ecuacién F(x,y) =0, observe que no es sencillo
hallar estas funciones fj...f7 apartirde F(x,y)=0. Silacurva que representa F(x,y) =0 es
suave (no tiene picos y es continua), dado un punto (a,b) sobre la curva, es posible hallar la recta
tangente a ella en este punto, pero ;,cémo se halla la pendiente de esta recta?, si se supone que el
punto esta sobre el tramo correspondiente a la funcién fi(x)(k fijo), esta pendiente estaria dada
por fi'(a), perocomo en general no es posible hallar esta funcion fi(x), es necesario encontrar
una forma de hallar esta pendiente a partir de la ecuacién F(x,y) =0.

y

El método para ello consiste en encontrar una expresion para % que depende de x y y de tal forma
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que al reemplazar (x,y) en esta expresion por cualquier punto (a,b) que satisface la ecuacion
F(x,y) =0, el nimero resultante representa la pendiente de la recta tangente en ese punto. Para hal-
lar la expresion % es necesario tener en cuenta que para un punto x, y puede estar representado por
mds de una expresién (y = f;(x) paraalgin i=1,2,...,7), por tanto mientras no se especifique
fx(x), y puede representar cualquiera de estas funciones y asi derivando la expresiéon F(x,y) =0,

respecto a x, considerando a y donde aparezca, como funcién de x, es posible despejar % en térmi-
nos de x y y. Al derivar F(x,y) =0 respecto a x, se aplicardn las propiedades de las derivadas que

sean necesarias sin olvidar que y es funcién de x, asi por ejemplo:

dy

Si aparece el término x?y, al derivarlo resulta: x> —= -+ 2xy
b

Si aparece Sen> y2, al derivarlo resulta: 3 Sen?y?. Cos y>. 2y. d—y
X

A este método de derivacidn se le conoce con el nombre de derivacion implicita.

Ejemplos

1. Laecuacion x% +y? = 4 es de la forma F (x,y) = 0 y define implicitamente las funciones
f1(x) =vV4—x2y fo(x) = —v/4—x? que corresponden a la parte superior e inferior de la
circunferencia con centro en el origen y radio 2.

Observe que la ecuacién x> +y? =4 cuya grifica es la circunferencia completa, no representa
una funcién.

Suponga que se tiene un punto (a,b) sobre la circunferencia, diferente de (2,0) y (—2,0), y
se desea hallar la pendiente de la recta tangente a la curva en ese punto, la cual evidentemente
existe independientemente de si (a,b) pertenece al grafico de fi(x) 6 f2(x). Para hallarla se

encuentra inicialmente d—y, donde con y estamos representando a f(x) 6 a f»(x). De acuerdo a
x
lo expuesto anteriormente se tiene que:

dy dy 2x X
a2y 2 0=0=2 =21
xhey dx dx 2y y
asi el punto (a,b) pertenece a la grafica f(x) de entonces la pendiente buscada es:

a dy —a —a
— que representa a ——

dx|,_, fila) Vi-a?

y si el punto (a,b) pertenece a la gréfica de f>(x) entonces la pendiente buscada es:

a dy —a —a a .
—— que representa a — = = = (Figura 11.15)

p TP x|, ) Vi Vi—ao ©
Pero en general no es necesario conocer esas funciones fj(x) y f>(x) pues dado cualquier punto
(a,b) sobre la curva (diferente de (2,0) y (-2,0) donde las rectas tangentes son verticales), la

. d X a
pendiente de la recta tangente en ese punto esta dada por d—y
x

(a.b) S

(@b) D
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(a,b)
fix)

x2+y2—4:F(x,y)=O fZ(x)
(a,b)

FIGURA N° 11.15

dy
2. Hallar —2.
allar dx

La ecuacion x?e”+xSeny—4 =0 define implicitamente a y como funcién de x.
Para ello se deriva respecto a x la ecuacion F(x,y) = 0, es decir,

d d
2o +x2e? Y +Seny+xCosy—y -0=0
dx dx
2 dy :
(x*e” +xCos y) i (2xe” +Sen y)
X

dy  (2xe’+Seny)
dx  (x2eY+xCosy)

3. La ecuacién x> +x%y —x? +3xy+3y? — 3y define implicitamente a y como funcién de x,
d
hallar 2 en el punto (2,—1).
dx

Para ello primero es preciso verificar que el punto (2, —1) satisface esta ecuacién como en efecto
sucede.
Ahora derivando esta ecuacidn respecto a x se tiene que:

d d d d
3x2—|—2xy—|—x2—y—2x+3 y—i—x—y +6y—y—3—y:0 entonces
dx dx dx dx

d
(3x2 +2xy —2x+ 3y) (x2 +3x+6y— 3) d—y =0 entonces
X
dy _ 3x*4+2xy—2x+3y

dx  xX*+3x+6y—3 st
dy _12-4-4-3
dx|p ) 4+6-6-3
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d2
4. La ecuacién xy — Sen y — 5 = 0 define implicitamente a y como funcién de x. Hallar d—);
X

Primero se halla @
dx

d d
X y+y—C0sy—y—0:O
X

dx d
dy
—-C =
dy  y

dx  Cosy—x

d’y d (dy d ¥
h _ = | = = — | —
WO T dx (dx) dx (Cosy—x

d d
(Cosy—x)—y—y —Seny—y—l
dx dx dy y

reemplazando T C
X 0sy—Xx

EJERCICIOS

dy

I. Las ecuaciones siguientes definen a y como funcién de x, hallar T
X

x?+2xy+y> —x=0
xCoshy+ArcSenx+xy—5=0
x2+2xy+xey2—lnx—y:0
y1/3+x2/3+\/m_5:()
x3=3xy2+y3=0

A

2

d
II. Hallar —}2; en el punto indicado.
dx

1. x2—4y2=9 (5,2)
2. x2—4xy+y?+3=0 (2,1

III. Hallar la pendiente de la recta tangente a la curva en el punto indicado.

Lo x> 4xy+2y?=28 (-2,-3)
2. x2+4y2=72 (2,3)
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11.7. LA DIFERENCIAL DE UNA FUNCION EN UN PUNTO
Sea y = f(x), una funcidn, tal que en x = ¢ existe:

o flet )= f(e)
file) = fim === ———

h) —
si en lugar de calcular el lim w

—

cano a 0, es evidente que esto no representard a f'(c), sino una buena aproximacién de f'(c), que
mejorard mas a medida que a /4 se le asignen valores mds pequefos asi:

1(e) e HEH ) (O

f(c+h)— f(c);lo que indica que el incremento de la funcién: f(c+ h) — f(c) para un incremento
pequefio de & de la variable cerca a c, se puede aproximar por f / (¢)h, expresién que se conoce con el
nombre de la diferencial de la funcidn en el punto ¢, para el incremento A.

se le da a &k en la expresién, un valor fijo muy cer-

para algin & pequefio, donde ~ significa aproximadamente igual, y asi f/(c)h~

Es evidente que a medida que 4 se hace mds pequefio, la diferencial de f en ¢, con este incremen-
to, se aproximard cada vez mds al incremento de la funcién. En la figura 11.16 se puede apreciar
grificamente el significado de la diferencial.

Tan@zf’(c):%é)\ = f'(c)h
FIGURA N° 11.16

Puesto que f(c+h)— f(c) = f'(c)h entonces f(c+h) ~ f'(c)h+ f(c) lo que se puede representar
como:

fle+h) = f'(c)l(c+h)—c]+ f(c)

El lado izquierdo de esta expresion representa la funcién calculada en un punto ¢ + A vecino de
¢, y teniendo en cuenta que la ecuacién de la recta tangente a la curva en el punto ¢ estd dada por
y=f'(c)(x—c¢)+ f(c) (ecuacién de la recta con pendiente f'(c) que pasa por (c, f(c))) entonces el
lado derecho de esta expresion representa la recta tangente calculada en el punto (¢ + k), lo que indica
que si una funcién es derivable en x = ¢, la funcién en cercanias de ¢ se puede aproximar por la recta
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tangente a la curva en el punto c, lo que garantiza la suavidad de la curva en c.

La diferencial se puede usar para calcular aproximadamente el valor de una funcién en un punto,
conociendo el valor de la misma funcién en un punto cercano a él, siempre que la funcién sea derivable
en este ultimo punto; dependiendo la precisién del resultado de lo cerca que se encuentren los dos
puntos.

Ejemplo
Hallar aproximadamente el valor de v/27.08

Esto significa hallar f(27 +0.08), donde f(x) = /x. Se utiliza la aproximacién del incremento de
una funcién por medio de la diferencial:

flx+h) =~ f'(x)h+ f(x). Que para h=0.08 y x =27 es:
f(2740.08) ~ £(27).(0.08) + £(27),
y puesto que f(x) = v/x entonces

1 1 1 1
/ —_ _ —2/3 / 27 — _ 27 —2/3:73—2:7
=3y plEn =N =137 =
ademads f(27) =3 por tanto:

1
V27.08 = 2—7(0.08) +3 ~ 3.0029629

Ejemplo

Use diferenciales para calcular el valor aproximado del aumento en el area de una pompa de jabon,
cuando su radio aumenta de 2 a 2.01 metros.

El 4rea de una pompa de jabén estd dada por f(r) = 4712 (drea de la esfera).

Se puede aproximar el cambio exacto f(r+ h) — f(r), mediante la diferencial dA = f'(r)h siendo
r=2yh=0.01, donde, como f '(r) = 87r entonces f'(2) = 167y asi:

f(240.01) = f(2) ~dA = f(2).(0.01) = (167)(0.01) = 0.167Tm?

EJERCICIOS

I. Estimar las siguientes expresiones usando diferencial.

a) v/1010
b) V125
c) (26)%3

II. Daday=x?—x+1, halle

a) Ay
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b) dy
c) Ay—dy

III. Un disco metélico se dilata por la accién del calor de manera que su radio aumenta de 5 a 5.06
cms. Hallar el valor aproximado del incremento del 4rea.

IV. Una bola de hielo de 10 cms de radio, se derrite hasta que su radio adquiere el valor de 9.8 cms,
hallar aproximadamente la disminucién que experimenta.

a) Su volumen

b) Su superficie
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APLICACIONES DE LA DERIVADA

12.1. LA DERIVADA DE UNA FUNCION EN LA CONSTRUCCION
DE SUS GRAFICAS

12.1.1. Algunas caracteristicas de las graficas de una funcion

Dada una funcién y = f(x) de reales en reales, un primer intento que se puede hacer para construir
su grafica, es dar valores para x en Dy Yy hallar sus correspondientes valores para y , obteniendo
asi unos puntos que pertenecen a la grafica; luego se unen estos puntos por pedazos de curvas suaves
de los cuales no hay garantia ni de que sus puntos pertenezcan a la grifica de y = f(x) , ni de que la
forma de esta curva entre dos puntos corresponda a la forma de la curva f(x) . Es por ello que este
método no resulta apropiado si se quiere tener una buena aproximacién de la grifica y = f(x) .

(Qué caracteristicas importantes se deben tener en cuenta en la construccién de una grafica?

1. Evidentemente es necesario conocer su dominio y también los puntos donde la grafica corta el
eje x, es decir, las raices reales de la ecuacion f(x) =0.

2. Puesto que dados dos puntos de la grafica y = f(x) , éstos pueden unirse para formar un pedazo
de la curva que sube, que baja o que sube y baja en este tramo, es necesario caracterizar los
intervalos de la recta real donde la curva sube (funcidn creciente) o donde la curva baja (funcién
decreciente). En lenguaje técnico se entiende que una funcién y = f(x) se dice creciente en
un intervalo (a,b) si f(s) > f(¢) paratodo s>t en este intervalo y se dice decreciente en
(a,b) si f(s) < f(t) paratodo s>t en este intervalo (figura 12.1).

371
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y=f() y=f(x)

I
I
I
|
b

funcién creciente en (a,b) funcién decreciente en (a,b)

| : |
| | | | |
| | | | |
| | | | |
| | | | |
| | | | |
I | | | I
| | | | |
| | | | |
t S a t )

Q===

FIGURA N° 12.1

3. Dos puntos en la grafica y = f(x) podrian ser unidos por una arco de curva abierto hacia arriba

(convexa) o abierta hacia abajo (céncava) razén por la cual se deben caracterizar los intervalos
donde se presenta una u otra situacion. Mas precisamente se tiene que:

Una funcién y = f(x) se dice convexa en un intervalo (a,b) si el segmento de recta que une
dos puntos cualesquiera de la curva en este intervalo, esta sobre la cueva entre estos dos puntos,
y se dice concava en (a,b) si dicho segmento de recta esta bajo la curva de y = f(x) entre
estos dos puntos.(figura 12.2)

y y
y=fx) Y =) cgneava
I I I I
[ I I I I I
I (I I I I I
[ [ I I I I
[ [ X I I I I X
a s t b a t s b

FIGURA N° 12.2

Ademds de los puntos reales donde la funcién se anula hay otros puntos que es necesario iden-
tificar en la construccién del grifico de y = f(x) .

. El punto mas alto de la curva (maximo absoluto) y el punto mds bajo de la curva (minimo ab-

soluto) cuando ellos existen, los cuales en términos de sus abscisas y ordenadas se definen por:

Una funcién y = f(x) se dice que presenta mdximo absoluto en x =a si f(x) < f(a) para
todo x en el dominio de f, al nimero real f(a) se le llama valor mdximo absoluto de la
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funcion.

En forma analoga si f(x) > f(a) paratodo x en el dominio de f, se dice que la funcién f
presenta un minimo absoluto en x =a y su valores f(a) .

Frecuentemente es necesario hacer referencia a puntos sobre la curva que sin ser necesariamente
maximos o0 minimos absolutos estén mas altos o mas bajos que todos sus vecinos cercanos tanto
a derecha como a izquierda. Mas rigurosamente se tiene:

Si f(x) < f(a) paratodo x en una vecindad de a (intervalo abierto de pequefia longitud con
centroena: (a—0,a+0) parad pequeiio), se dice que f tiene un maximo relativoen x=a
ysuvalores f(a),ysi f(x)> f(a) paratodo x en una vecindad de a, se dice que f tiene
un minimo relativoen x =a y suvalores f(a) . (figura 12.3)

———-0
Q
\:@
Lo S
=
=

(¢, f(c))

FIGURA N° 12.3

En la figura 12.3 se presentan:

maximo absolutoen x=a, con valor f(a).
maximo relativoen  x=d, con valor f(d).
minimo absolutoen x=¢, con valor f(c).
minimo relativoen  x=¢, con valor f(¢) yen x=e, con valor f(e).

5. También es importante identificar los puntos donde la curva cambia de convexa a céncava y
viceversa, es decir, los llamados Puntos de Inflexion. (Figura 12.4)
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/\:\ Punto de inflexion

Punto de inflexion |
I

|
|
I I
¢ d

FIGURA N° 12.4

EJERCICIOS

1. En cada caso trace un bosquejo de las gréificas con las caracteristicas dadas (si es posible).

a) Que su miximo absoluto y su minimo absoluto sean también méximos y minimos rela-
tivos.

b) Que tengan maximo y minimo absoluto, pero no maximo y minimo relativo.

¢) Que tenga maximos y minimos relativos, pero no tenga maximo absoluto ni minimo abso-
luto.

d) Que sea creciente y tenga maximos relativos.
e) Que sea decreciente y concava.
f) Que tenga méaximo relativo y no sea céncava.

g) Que retna todas las definiciones dadas.

2. Para las siguientes funciones, cuyas graficas son ampliamente conocidas, analicelas en el in-
tervalo dado, e identifique los intervalos donde la funcién es creciente, decreciente, concava,
convexa, sus maximos y sus minimos absolutos y relativos y puntos de inflexion.

a) flx)=x> [-3.5] b) flx)=x" (~10,20]

¢) f(x)=Senx [m/2,2m] d) f(x)=Tanx (—m/2,1/2)
e) flx)=e' [-2,2) f) fx)=Inx (0,10)

g) f)=Ix[ [-1,4]

12.1.2. Propiedades de funciones continuas en intervalos cerrados

Inicialmente se puede observar que de la definicién de continuidad de una funcién en un intervalo
cerrado [a, b] se puede concluir los siguientes resultados; los cuales se ilustran graficamente:

Si f(x) es continua en un intervalo cerrado [a, b]:

1. f(x) tiene un maximo absoluto y un minimo absoluto en ese intervalo (figura 12.5)
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y y
Maximo absoluto
Maximo absoluto |
I
y=fx) :
| |
| |
c | ' :
X | | 1
L~ b a s b
Minimo absoluto Minimo absoluto

FIGURA N° 12.5

2. f(x) toma todos los valores que hay entre el valor minimo y el valor maximo (teorema del valor
intermedio) (figura 12.6)

Recorrido de f(x)

\ y=f(x
, x

FIGURA N° 12.6

3. Si f(a) y f(b) difieren en signo existe un punto ¢ en el intervalo (a,b) para el cual f(c) =0
(figura 12.7)

FIGURA N° 12.7

12.1.3. Puntos donde se pueden presentar maximos y minimos

Los puntos donde se presentan maximos o minimos relativos y en los cuales la funcidn es derivable,
se caracterizan por que alli su derivada es igual a cero, es decir, si en ¢ € Dy, se presenta maximo o
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minimo relativo y f es derivable en x = ¢ entonces f'(c) = 0.

Evidentemente, si se supone por ejemplo que en x = ¢ se presenta un maximo relativo, entonces
para h cercano a cero f(c+h) < f(c) o sea f(c+h)— f(c) <0, y puesto que f es derivable en ¢
entonces:

h) —
f'(c)= lim fleth) = fle) <0, puestoque h>0y
h—0+ h
+h) - f(e)
!/ — 1/ f(c > 0
o) hirgf h -
Pues h < 0y por tanto como 0 < f/(c) <0, se concluye que f'(¢) =0

NOTAS

1. Si se considera la funcién f(x) = x°, es evidente que f’(x) = 3x? se anula en x = 0, pero de su

gréafico se puede apreciar que en este punto no se presenta ni maximo ni minimo relativo, lo cual
indica que la condicién f'(c¢) = 0 es necesaria para que en x = ¢ se presente maximo o minimo
relativo cuando f es derivable en ¢, pero no es suficiente.

2. A todos los puntos x € Dy, donde f’(x) = 0 se llaman puntos criticos de la funcién. (Observe
que en estos puntos, segun lo tratado anteriormente, pueden existir 0 no maximo o minimo
relativo).

3. No siempre que en x = ¢ se presentan maximo o minimo relativo su derivada es cero, pues puede
que alli ésta no exista (figura 12.8(a)), pero si f tiene derivada en este punto necesariamente debe
ser cero (figura 12.8(b)).

y y

Maiximo relativo
f'(c) no existe : Maiximo relativo
| |
| | f(d)=0
| y=f(x) |
| c |
| X : X
d ¢ S
Minimo relativo f'lc)=0
£'(d) no existe Minimo relativo
a) b)

FIGURA N° 12.8

4. Segtin lo anterior, los mdximos o minimos relativos de una funcién se pueden presentar en:
(figura 12.9)

a) Donde f’(x) = 0 (puntos criticos).

b) Donde f(x) no sea continua.
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¢) Donde f’(x) no exista.
y

Caso ¢

\

Caso b

X

FIGURA N° 12.9

y los mdximos y minimos absolutos se pueden presentar en cualquiera de los casos a), b), ¢)
anteriores o en los extremos del intervalo cerrado donde esta definida, si este es el caso (figura

12.10)
y y
Maximo absoluto Miximo absoluto
a a k
X

T T

/ 4 | b
Minimo Minimo b)
absoluto absoluto

a

7

Minimo absoluto

c)

FIGURA N° 12.10

Hasta aqui ya se sabe como seleccionar los candidatos a puntos donde se presentan maximos o
minimos relativos o absolutos, pero es necesario establecer criterios para saber si en cada uno de estos
puntos se presenta bien sea un mdximo o un minimo o ninguno de ellos.

Con el fin de presentar estos criterios es necesario determinar primero los intervalos donde la fun-
cion es creciente o decreciente y donde es cdncava o convexa. Para ello se presenta inicialmente dos
teoremas.

12.1.4. Propiedades de funciones derivables en intervalos cerrados

Teorema de Rolle

Si f(x) es una funcién continua en [a,b], derivable en (a,b), y si f(a) = f(b), entonces existe
c € (a,b) tal que f'(c) =0 (figura 12.11).
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FIGURA N° 12.11

Demostracion

Como f es continua en [a, b] entonces f tiene un maximo y minimo alli, si el mdximo o el minimo
esta en ¢ € (a,b) entonces en este punto f ’(c¢) = 0 (pues seria méximo o minimo relativo y derivable
en este punto).

Ahora si en el punto a se presenta maximo y en b se presenta minimo o viceversa entonces la
funcion es constante, por tanto f'(c) = 0, para todo ¢ € (a,b).

Teorema del Valor Medio

Si f es una funcién continua en [a,b] y derivable en (a,b), entonces existe ¢ € (a,b) tal que

FIGURA N° 12.12

Demostracion

La demostracion consiste en aplicar el teorema de Rolle a la funcién

D) = f() - 1O

’ (x—a), la cual satisface la hipétesis de este teorema, pues D(a) = D(b),
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D(x) es continua en [a, b], derivable en (a,b) y por tanto existe ¢ € (a,b) tal que D'(c) = 0, es decir,

f(b)—f(a)

L =0 yasi f(c)= S

De la figura 12.12 se puede observar que el teorema del valor medio garantiza la existencia de la recta
T, tangente a la curva y paralela a la recta L que une los puntos (a, f(a)) (b, f(D)).

Ejemplo

Considere un mévil que se desplaza desde un punto a hasta un punto b a lo largo de un segmento
rectilineo, ubicandose en el punto s(¢) en el instante ¢, con velocidad variable. Su velocidad promedio
s(b) —s(a)
es entonces ————
b—a
s(b) —s(a)
b _-a . . . . . .
puede interpretar afirmando que la velocidad instantdnea coincide en algin instante con la velocidad
promedio.

y segtn el teorema del valor medio existe un punto ¢ € (a,b) tal que s '(c) =

; pero como s ’(c) representa la velocidad instantdnea en el punto c, este resultado se

12.1.5. Criterio para determinar intervalos donde una funcién es creciente o
decreciente

Si f/(x) > 0 para todo x € (a,b) entonces f(x) es creciente en (a,b) y si f '(x) < 0 para todo
x € (a,b) entonces f(x) es decreciente en (a,b) (figura 12.13)

y y

y=r() decreciente

creciente | |
/ | i y=f()
| |
| | | |
| | | |
| | | |
| [ [ |
! L, x I L, x
a b a b
f'(x) >0, pendientes positivas f'(x) <0, pendientes negativas

FIGURA N° 12.13

fx+h) —f(x)
h
f(x+h)—f(x) >0, lo que implica que f es creciente, pues x + h > x.

En efecto si se supone que f’(x) > 0, entonces }}fn%) > 0y sih > 0 entonces

Anélogamente se demuestra este resultado para & < 0.

Para el caso en el que f’(x) < 0 se procede en forma similar.
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Ejemplo

Determine los intervalos donde f(x) = x — 3x? — 24x es creciente y donde es decreciente.
Basta con hallar los valores de x que satisfacen las desigualdades f '(x) > 0 y alli la funcién f es
creciente y los que satisfacen la desigualdad f /(x) < 0y alli es decreciente:

flx) =3x> —6x—24=3(x+2)(x—4)

a) f'(x) =3(x+2)(x—4)>0

(x4+2) | ————— e e s
(x—4) | —————| ————— +4++++
+ -2 - 4+

luego f'(x)>0 si xé€(—0,—2)U(4,+»)

b) f'(x)=3(x+2)(x—4)<0 si xe(-2,4)

Ejemplo
Determine los intervalos donde f es creciente y decreciente si f(x) = e*Cos x
Basta con hallar los valores de x que satisfacen las desigualdades f'(x) >0 y f'(x) <0.
f'(x) =e"Cosx — e*Senx = e* (Cos x — Sen x)

a) e*(Cosx—Senx) >0 si (Cosx—Senx)>0, puese” >0 esdecir,si Cosx> Senx,
oseasi Tanx <1< xe (pn—rm/2,pri+m/4), paratodo p € Z.

b) e*(Cosx—Senx) <0 si Cosx> Senx, esdecir, si
Tanx > 1< x € (pr+m/4,pri+1m/2,) paratodo peZ

12.1.6. Criterio para determinar los intervalos donde la funcién f es concava o
convexa

Sea f(x) una funcién dos veces derivable en (a,b).

Si f”(x) > 0 para todo x € (a,b) entonces f es convexa en (a,b) y si f”(x) < 0 para todo x € (a,b)
entonces f es concava en (a,b) (figura 12.14)
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y y

| | | |

| | | |

| | | | | | | |

| I | I I I I |

| ! ! Ly | | | Ly
a X1 X2 b a X1 X2 b

Convexa f/(x1) < f'(x2) Céncava f/(x1) > f'(x2)

FIGURA N° 12.14

De la figura anterior se observa que cuando f es convexa entonces sus pendientes (f ) son cre-
cientes y cuando es concava sus pendientes (f ') son decrecientes. Ademads observa que de acuerdo al
resultado de 12.15, si f ”(x) > 0 entonces f '(x) es creciente y si f”(x) <0, f'(x) es decreciente.

NOTA:

Si f/(c) = 0 el punto ¢ puede pertenecer a un intervalo donde la funcién es convexa, céncava o ¢
es un punto de inflexién (figura 12.15)

FIGURA N° 12.15

Observe de la figura anterior que f”(0) =0, g”(0) =0, h"”(0) =0, pero en x =0, f es convexa,
g es concava y para h el punto (0,0) es un punto de inflexion.

Ejemplo

1
Hallar los intervalos donde la funcién f(x) = SR es concava y donde es convexa.
X
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Basta hallar f ”(x) y resolver para x las desigualdades f”(x) > 0 (para convexa) y f”(x) < 0 (para
concava):

—2x
(4+x2)?
g (A4x%)72—2x ((4+x%)2x)
S =- (44x2)4
(4+x?) [2(4+x%) — 8x?] 8?82 ex?-8
(4+x2)% O (4+x2)3 (44x2)3

[l =

6x —8

a) f"(x)= ;>0&6x°—8>0 pues (4+x7)° >0

& 6x% > 8

=12 >8/6

& x| > /4/3

& x € (—0,—\/4/3)U(1/4/3,+)
2

-8
b) f"(x)= (4+x2) <0 & xe(—\/4/3,\/4/3)
los puntos (—+/4/3, f(1/4/3)); (\/4/3, f(1/4/3)) son puntos de inflexi6n, pues alli hay cambios
de concavidad.
Ejemplo

Como es conocido, de la grifica de la funcién f(x) = Sen x se tiene que los intervalos donde la
funcién es convexa son ((2n+ 1)1T,(2n+2)1), n € Zy donde la funcién es céncava
(2nm, (2n+1)M), n € Z, resultado que se puede obtener con su segunda derivada, pues:

"(x)=—=Senx>0 <& Senx<0 <& xe((2n+1)m,(2n+2)n), n€Z

f
f"(x)==Senx<0 < Senx>0 <& xe(2nm(2n+1)n), neZ

y los puntos de inflexién son (n 71, f(n)).

12.1.7. Criterio de la primera derivada para determinar maximos y minimos
relativos

Si f es continua en [a, b] y derivable en (a,b), excepto posiblemente en ¢ € (a,b) entonces:

a) Sif'(x)>0parac— 0 < x < c para algin > 0 "(x) < 0 para ¢ < x < ¢+ 9, entonces
) Sif p para alg y p
tiene un maximo relativo en x = ¢ y su valor es f(c).

b) Si f'(x) <0parac— 0 <x<cparaalgin d >0y f'(x) >0 parac < x < c+ J, entonces f
tiene un minimo relativo en x = ¢ y su valor es f(c).(figura 12.16)
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En efecto:
Para el caso a. se verd que f(c) > f(x) parac— 0 < x < c+90.

Si x > c entonces x € (c,c+ ) y por hipétesis f'(x) < 0, por tanto f es decreciente en (c,c+90)y
asi f(x) < f(c).

Si x < ¢ entonces x € (¢ — d,c¢) y por hipdtesis f '(x) > 0, por tanto f es creciente en (¢ — J,¢) y

asi f(x) < f(c).

Andlogamente se demuestra la parte b..

y y

Maiximo relativo

Creciente
Creciente
Decreciente

Decreciente Minimo relativo

/ \ X X

FIGURA N° 12.16

Ejemplo
Sea f(x) =12 +2x2 —x*

Como esta funcion es polinomial entonces es continua y derivable en cualquiera de sus puntos,
luego sus méaximos y minimos solamente se podran hallar en aquellos puntos x donde f’(x) =0, es
decir:

fl(x) =dx—4x® =4x(1-x?) =4x(1-x)(1+x) =0 & x=0,1,—1
a) f'(x)=4x(1-x)(1+x)>0 < xe&(—oo,—1)U(0,1)
b) f'(x)=4x(1-x)(1+x) <0 < xe(-1,00U(1,4+») pues

X |- === +++++ | +F++++
x+2) | +++++ | +++++H |+ | - ————
x—4)|————-— +++++ |+ +F+F++| ++F+++
+ -1 - 0 + 1 -
asi que f tiene maximos relativos en x = —1 y x = 1 y sus correspondientes valores son f(—1) y

f(1), ya que f es creciente en (—oo, —1) y decreciente en (—1,0); creciente en (0,1) y decreciente
en (1,4) y f tiene un minimo relativo en x = 0 y su valor es f(0) =0 ya que f es decreciente en
(—1,0) y creciente en (0, 1).
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Ejemplo

Como f(x) =|x—2|+5 es continua para todo R, pero no es derivable es x = 2, (donde se presenta
un pico), entonces sus valores maximos y minimos relativos pueden estar o donde f’(x) = 0, o donde
f(x) no sea derivable.

1 x>2
f'(x)={ noexiste x=2
-1 x<2

luego el tnico punto donde posiblemente hay maximos o minimos relativos es ed x = 2.

Como f'(x) >0 parax>2y f'(x) <0 para x < 2, entonces en x = 2 se presenta en minimo
relativo y su valor es f(2) =5 (figura 12.17)

Yy

fO) =l=2[+5

FIGURA N° 12.17

Ejemplo

Para la funcién cuya gréfica aparece en la figura 12.18

i

i a '

FIGURA N° 12.18

se puede concluir que f presenta un maximo relativo en x = a (alli f’(a) =0) y en x =0, sin
embargo f no es continua en x = 0.
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12.1.8. Criterio de la segunda derivada para determinar maximos y minimos
relativos

Si f(x) es dos veces derivable en un punto x = ¢ en el cual f’(c) = 0 entonces:
a) Si f”(c) >0, enx = c se presenta un minimo relativo.
b) Si f"(c) <0, enx=c se presenta un maximo relativo.

¢) Si f"(c) =0, el criterio no decide, es decir, alli puede presentarse médximo o minimo o ninguno
de los dos.

Demostracion

Ty /
a) Como f"(c) > 0 entonces f”(c) = lim fx=fle) = lim f®)
x—c x—c x—cx—c
Six>e¢, f'(x)>0entonces f es creciente y si x < ¢, f’(x) <0 entonces f es decreciente, y

asi por el criterio de la primera derivada, en x = ¢ se presenta un minimo relativo.

> 0, por tanto:

En forma andloga se demuestra la parte b..

NOTA:

Como se puede apreciar, este criterio no se puede aplicar para aquellos casos en que el maximo o
minimo relativo se presente en puntos donde la funcién no es derivable, por lo que el criterio anterior
resulta mas general.

Ejemplo

Utilizando este criterio, para hallar los valores maximos y minimos relativos de f(x) = —x> +x2,
se procede a hallar los puntos donde f'(x) = 0, es decir,

flx)=-3x*+2x=x(-3x+2)=0& x=0 6 x=2/3

Ahora para cada uno de estos puntos se analiza el signo de la segunda derivada. Asi puesto que
f"(x) = —6x+2entonces f”(0) =2 > 0, lo que indica que en x = 0, se presenta un minimo relativo
y su valor es f(0) =0y puesto que f ”(2/3) = (—6)(2/3)+2 = —2 < 0 entonces en x = 2/3 se
presenta un maximo relativo y su valor es £(2/3) = —(2/3)3 +(2/3)? = 4/27.

Ejemplo
Hallar los valores maximos y minimos de f(x) = x'/3(8 —x) = 8x1/3 — x%/3,
flx)=8/3x"23—4/3x'3=(4/3)2—x)x2P=0 & x=2

F(x) = i(x+4)

9 (53
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4(2+4
2= —5% < 0, luego f tiene un maximo relativo en x = 2 y su valor es f(2) = (6)(2'/3)

(Por el criterio de la segunda derivada).

Elpunto 0 € Df peroenx =0 f no es derivable, (observe que en f’(x) aparece x en el denominador
por tanto no se puede reemplazar por cero), entonces aqui no se puede aplicar el criterio de la segunda
derivada, luego hay que aplicar el criterio de la primera derivada asi:

Resolviendo las desigualdades f/(x) >0y f'(x) < O se tiene que:

£ = i?;fﬂ>o S xe(—o,0)U(0,2) y
f’(x):4(2_x) <0 en (2,+),

3 x2/3
asi f no tiene mdximos ni minimos relativos en x = 0, pues tanto a derecha como a izquierda de cero
la derivada es positiva.

EJERCICIOS

I. Hallar los intervalos donde f es creciente, decreciente, cOncava, convexa, puntos de inflexion,
valores mdximos y minimos relativos si existen.

1. f(x)=|9—x? 2. flx)=3x%+5x*
3

3. f)=x*(4-x)"" 4o fW =

x> -9
5. flx)= T2 6. f(x)=|x|+|x—1|—x conxe[-20,40]
7. f)=(1-x)%32+x)"3 con xe[-4,10] 8. f(x)=2Cosx—Cos2x
9. f(x)=x+Senx 10.  f(x) =x*P(x*—8)
1. f(x)=x(x—2)(x—3) con x¢&[—4,10]

II. 1. Hallar los valores de a,b,c tales que f(x) = ax? -+ bx + ¢ tenga un maximo relativo de 6
enx =2y que la grafica de f tenga interseccion con el eje y igual a 4.

2. Si f(x) = ax? + bx?, hallar a, b de manera que la grifica de f tenga un punto de inflexién
n (1,2).

3. Si f(x) = ax® 4+ bx?> 4+ cx+d, hallar a,b, c,d de manera que f tenga un extremo relativo
(mdximo o minimo relativo) en (0,3) y su gréfica un punto de inflexién en (1,—1).

4. hallar los valores de a, b, ¢ tales que f(x) = ax? + bx+ c tenga un maximo relativo de 7 en
x =1y la grafica pase por (2,-2).

5. Hallar a,b,c tales que f(x) = ax® + bx* 4 cx+d tenga extremos relativos (maximo o
minimo) en (1,2) y en (2,3).

6. Hallar los valores de a, b tales que f(x) = x> +ax? + b tenga un extremo relativo en (2,3).
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12.2. PROBLEMAS DE RECTAS TANGENTES Y RECTAS
NORMALES

Se trata de resolver problemas geométricos relacionados con rectas tangentes y normales (perpen-
diculares a las rectas tangentes). Se aplicara el hecho de que la derivada de una funcién f(x) en un
punto x = a, como se vio en la introduccidn, se interpreta como la pendiente de la recta tangente a la

curva en el punto (a, f(a)) y por consiguiente —m como la pendiente de la recta normal a la curva
a
en el mismo punto.

Ejemplo

Dado el punto p = (2,1) y la curva representada por la grifica de f(x) = x? + 1; hallar las ecua-
ciones de las rectas tangentes a esta curva que pasan por p.

En la figura 12.19 se pueden apreciar las rectas que se buscan.

Ly

P(2,1)

FIGURA N° 12.19

Suponga que el punto de tangencia de larecta L; 6 L, es (a, f(a)), se trata inicialmente de determi-
nar el valor o los valores de a. Para ello, recuerde que la pendiente de esta recta se puede hallar de dos

formas: 5 ) s
Como fla) =1 ezl ycomo f'(a)=2a, entonces a

a—?2 a—2 a—2 a—
a’=2a(a—2), luego 2a’—a’>—-4a=0 & a*-4a=0 < ala—4)=0 yasi a=0
6 a=4, por tanto existen dos rectas tangentes a la curva que pasan por el punto (2, 1). Una con pun-
to de tangencia (0, f(0)) = (0,1) o sea con pendiente f'(0) = 0, cuya ecuacién serd y — 1 = 0(x —0)
y otra con punto de tangencia en (4, f(4)) = (4,17) o sea con pendiente f '(4) = 8 con ecuacién
y—17=8(x—4)

5 =2a, asique,

Ejemplo

Encontrar las ecuaciones de las rectas normales a la curva y = 1/x y paralelas a la recta y = 2x+5
(figura 12.20)
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y=2x+5

fx)=1/x

FIGURA N° 12.20

1 1
las rectas buscadas tiene por pendiente — @) - JaZ = a?, donde (a, f(a)) representa el

punto o los puntos sobre la curva en donde las rectas buscadas son perpendiculares a las rectas tan-
gentes.

Por otro lado como la recta es paralela a y =2+ 5, su pendiente debe ser igual a 2, y asi
a?=2 = a=+V2, por tanto las ecuaciones de las rectas normales son:

y=f(V2)=2(x—v2) 'y y—f(—v2)=2(x++2) ,es decir
y=(1/V2)=2(x=v2) y y+(1/V2)=2(x+V2)

12.3. PROBLEMAS DE VELOCIDAD Y ACELERACION

Se trata de resolver problemas en los cuales interviene una funcidn s(¢) que representa el espacio
recorrido por un objeto en el tiempo ¢ y por consiguiente, como se habia visto anteriormente, s '(¢) y
s " (1) representan respectivamente la velocidad del objeto en ese mismo instante.

Ejemplo

Supdngase que se arroja una pelota hacia arriba desde lo alto de un edificio de altura 160 mts de tal
forma que en un instante ¢ se encuentra a una altura s(¢) = —16t2 4 64¢ + 160 mts del piso, halle:

a) El espacio recorrido entre r =2 y ¢t = 3 segundos.
b) Velocidad promedio en este intervalo de tiempo.
c¢) La velocidad instantdnea en r = 3 segundos.

d) La aceleracion instantdnea en ¢ = 2 segundos.

e) ¢Cudndo alcanza su altura maxima y cual es?

f) (Cuéndo llega al piso y con que velocidad?
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Solucion

a) El espacio recorrido entre t =2 y t = 3 segundos es:
s(3) —s(2) = (—144 4 192 4 160) — (—64 + 128 + 160) = —16. (;Qué significa el signo
menos?)

s(3) —s5(2)

Ao = —16m/seg. (;Qué significa el signo menos?)

b) Velocidad promedio =
¢) Velocidad instantdnea = s /(1) = —32¢ + 64, luego ésta en r = 3 seg es:
s'(3)=—(32)(3) + 64 = —32 m/seg. (;Qué significa el signo menos?)

d) Aceleracién instantianea =s” (t) = —32, luego éstaen el instante t = 2 segess” (2) = —32 m/seg?

(¢ Qué significa el signo menos?)

e) La altura maxima la alcanza cuando la velocidad es cero, es decir cuando
s'(t)=-32r+64=00seaent =2 segy éstaes:
5(2) =—(16)(4)+ (64)(2) + 160 =224 m

f) La pelota llega al piso cuando s(¢) = 0, es decir, cuando —16¢2 + 64¢ 4+ 160 = 0 y esto ocurre
cuando t < 2+ +/14, por tanto la pelota llega al piso cuando t = 2+ /14 seg y la velocidad con
laque llegaess’(2+14) = —32(2++14) +64 =~ —119.7 m/seg

12.4. PROBLEMAS DE RAZON DE CAMBIO

Suponga que una cantidad estd variando respecto al tiempo mediante una expresion y = f(¢), por
ejemplo el volumen de una bomba al inflarla varia con el tiempo o el volumen de agua en un depésito
con una llave abierta también es funcidn del tiempo; surge asi la pregunta ;con qué velocidad estan
variando estas cantidades respecto al tiempo en un determinado instante?. Dicha velocidad esta repre-
sentada por y'(7) lo cual se puede demostrar de la misma forma como se hizo con la velocidad de una
particula que recorre un espacio s(z), y se llama Razén de Cambio de y = f(¢) en el instante z.

Ademds se pueden presentar algunos problemas en los cuales dos funciones que varian con el
tiempo aparecen relacionadas mediante la ecuacion. Es evidente que al derivar esta ecuacién respecto
al tiempo aparecen relacionadas mediante las razones de cambio de estas dos funciones.

Ejemplo

Una placa circular se dilata por el calor de manera que su radio aumenta a una razén de 2 mts cada
segundo. ;Con qué razén aumenta el area cuando su radio es de 4 mts?

, dA

Area del circulo de radio r: A(r) = 1r=; 5= 2nr
r
. . . p dr m
Razon de cambio del radio r: r'(f) = — =2—
dt seg
dA dA d d
Razén de cambio del drea A (1) = — = — T o — a4

T dt  dr odt T dt
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Razén de cambio del drea cuando r =4 : A'(4) =4mn(4) = 161

Ejemplo
Un punto P se mueve a lo largo de la circunferencia x> 4+ y? = 25. Cuando pasa por el punto (3,4)

su ordenada y disminuye a razén de 6 m/seg. ;Como varia la abscisa x?

Para cada instante #,x%(¢) +y?(¢) = 25, derivando respecto a 7 se tiene que

dx dy ) dx dy
2x—+2y—==0 di — - =0
xdt + yd[ es decir xdt +ydt

Sea t el instante en el cual el punto pasa por (3,4), luego

dx dy dx . dx 24 mts

_— _— = 5y — 4 — = _— = — = —

X +ydt 3 77 +(4)(—6) =0 es decir, =3 8seg
Ejemplo

Un avion se dirige hacia el norte a 640 km/hora, pasando por cierta ciudad al medio dfa, un segundo
avion se dirige hacia el este a 600 km/hora y esta exactamente sobre la misma ciudad 15 minutos mas
tarde. Si los aviones vuelan a la misma altura ;Con qué razén se separan a la 1:15 PM?

160

FIGURA N° 12.21

Sea ty el tiempo inicial a las 12:15, hora en que el segundo avion estd sobre el pueblo P (figura
12.21). En este instante, el primer avion ha recorrido un espacio de 640/4 = 160 km
(e=vt, v=640 km/hora, t=1/4 hora).

Sea y la distancia recorrida por este avion después de las 12:15, x la distancia recorrida por el se-
gundo avion en éste tiempo y s la distancia que separa los dos aviones es este instante. Puesto que

D _ gk, dx_ og k.
dt hora

dt hora’

y s=+/x2+(y+160)2 ycomo t=1hora entonces
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y:

600km /I

640/1 =640k =
/ mey X 1 hora

=600km ycon s=+/(600)2+ (640~ 160)2 = 1000,

por tanto ya que 52 =x2+ (y+160)? se deduce que:

25% = 2x%+2(y+160)%
= 2(600)600 +2(640 + 160)640
ds  2(600)2-+2(640+ 160)640
dt 2s
~2(600)% +2(640+160)640 -
2(1000) h

EJERCICIOS

1.

Una particula se mueve a lo largo de la parabola y = x2. ;En qué punto de su recorrido estin
cambiando a la misma velocidad la abscisa y la ordenada de la particula?

. Sea A,D,C,r el drea, el didmetro la longitud y el radio de un circulo respectivamente. En un

. . dr m o

instante determinado, r = 6, i 3 —. Hallar la tasa de variacion de A respecto a: r,D,C,
se

yt.

d d
. Un punto se mueve a lo largo de la curva y = v/x2 + 1, de tal forma que d—: =4, halle di)t) cuando

x=3

Un cuadrado se expande con el tiempo. ;Como se relacionan la razén de aumento del drea del
cuadrado con la razén de aumento de la longitud de su lado?

. Las aristas de un cubo variable aumentan de 3 cms/seg. ;Con qué variacién aumenta el volumen

del cubo cuando una arista tiene 10 cms de longitud?

12.5. PROBLEMAS DE MAXIMOS Y MINIMOS

La teoria que se dio sobre maximos y minimos no solamente se utiliza en la construccién de grafi-
cas, sino también para resolver ciertos problemas en los cuales es necesario maximizar o minimizar
ciertas variable.

Para resolver estos problemas es necesario inicialmente trasladar el problema al lenguaje matemaético,
definiendo claramente cual es la funcién que se va a maximizar o minimizar y cuales son las depen-
dencias entre las diferentes variables que aparezcan.

Ejemplo

Halle dos numeros positivos que sumados den 12, y tal que su producto sea maximo.

Sean x,y los dos numeros, la expresién que se va a maximizar es xy, pero como x+y = 12, es decir,
y = 12 — x, entonces ella se puede representar como una funcién en la variable x, f(x) =x(12 —x)
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0 <x <12y asi el problema se reduce a hallar el maximo absoluto de esta funcién, que de acuerdo a
lo ya conocido se presenta donde f’'(x) = 0 o en los extremos de [0, 12].

Como f(x) =x(12—x) =12x—x% f'(x)=12-2x=0 < x=6,
y como f(6) =6(12—6) =36, f(0)=0, f(12)=0
entonces su maximo valor se encuentra en x = 6 y su valor es 36, luego los numeros positivos pedidos

son:
x=6 y y=12-6=6

Ejemplo

Hallar Ia altura del cono circular recto de volumen maximo que se puede inscribir en una esfera de
radio 6 mts.
Solucion

Sea x el radio del cono y y su altura (figura 12.22)

FIGURA N° 12.22
., . . r_,
La funcién a maximizar es el volumen del cono, es decir, v = gnx y, pero por el teorema de
Pitagoras, de la figura 12.22 se tiene que:

x?=6%—(y—6)2, luego la funcién v se puede representar en términos de la variable y asf:

v=(1/3)mx%y) = (1/3)m(36 — (v~ 6)*)y
=4my* —(m/3)y® 0<y<I12

esta funcion es derivable en todo el intervalo (0, 12), por tanto el valor méximo se puede representar
dondev/(y)=06eny=006eny=12.

Siv/(y) =0entonces 8ty —my’ =0 < y=0 6 y=8§.
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Puesto que v ”(y) = 87T— 211y, entonces v (8) = 8mm— 1671= —81 < 0, luego en y = 8 se presenta
un maximo relativo y como v ”(0) = 877> 0 hay un minimo relativo en y = 0 y asi el volumen méximo
se presenta en y = 8, ya que

8 264
v(8) = 4m82 — g83 = 8 (4— 3> == M es mayor que v(0) =0y v(12) =0

Ejemplo

Hallar dos puntos sobre y = x> cuyas abscisas difieren en 2, de tal forma que la recta que los une
tenga pendiente minima.

Sean (x,y), (a,b) dos puntos sobre la grfica de y = x*, como se pide que las abscisas difieran en 2
entonces a —x = 2,luegoa =x+2ycomob=a> = b= (x+ 2)3 ya si la pendiente de la recta
que pasa por estos dos puntos es

b—y b—y (x+2)3-x3

= = = or tanto:
" a—x 2 2 yP

m'(x) = (3/2) [(x+2)2 2] = (3/2)(4x +4) =0 y

m'(x)=0 & 3(4x+4)=0 & x=-1

m"(x) =6, asi que m""(—1) = 6 > 0, luego en x = —1, se presenta un minimo, y asi los puntos
buscados son:
(=L (=D = (=1L =1)y (=142,(=1+2)%) = (1,1)
EJERCICIOS

1. Hallar la minima distancia del punto (3,3) alarectax—y =1

2. Un trozo de alambre de 10 mts de longitud se corta en dos partes. Una parte serd doblada en
forma de tridngulo equildtero, y la otra parte en forma de cuadrado. ;Como se debe cortar el
alambre para que la suma de sus dreas sea:?

a) Maxima
b) Minima

3. Hallar las dimensiones del cilindro de mayor volumen que puede ser inscrito en un cono de
radio 3 mts y altura 15 mts

4. Hallar la linea recta que pasa por (8, 18) con intersecciones con los ejes coordenados positivos,
tales que la suma de ellas sea minima.

5. (Cudl es el mayor perimetro de un rectdngulo que puede inscribirse en un semicirculo de radio
3?

6. (Cudl es la forma del rectangulo con perimetro P fijo, que encierra la mayor area?
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7. Halle las dimensiones del rectangulo de drea maxima que puede ser inscrito en la elipse:

2 2
L+L:1
479

8. Demostrar que la minima distancia del punto (xo,yo) a la recta Ax+By+C =0 es
|Ax0 + Byy+C |

VA?+B?

9. Hallar el radio del cilindro de superficie lateral maxima que puede ser inscrito en un esfera de
radio R.

12.6. REGLA DE L’HOPITAL

—1)2 2(x—1 —1)2
X — 1) Doy = %; y = H; se puede apreciar que

cuando x — 1, estas funciones tienden a 0,2 y 4o respectivamente, pero ademads si se reemplaza di-

Observando las funciones y =

rectamente x por 1 en cada una de estas expresiones, todas ellas son de la forma o Con esto se trata

)

. . . 0 )
de ilustrar que al calcular lim ——, sabiendo que es de la forma 0 su resultado puede ser un nimero

x—a g(x)

o0}
real cualquiera o +o. A expresiones de este tipo y de la forma — se llaman formas indeterminadas.
[0

Limites de este tipo aparecen con cierta frecuencia en algunos problemas de aplicacidn, y sus calculos

en algunas ocasiones se pueden realizar con determinados cambios de variable o0 métodos artificiosos

nx e*—1 x3—8

. .. Se . .
como cuando se calcularon atrds lim ; lim ;o lim .
x—0 X x—0 X x—2 x—2

Pero existe un método mas general que nos permite calcular muchos limites de este tipo, que es la
llamada regla de L’Hopital:

Supéngase que lim representa uno de los limites:

lim; lim ; lim ; lim ; lim ; y supéngase ademds que lim f(x) =0 y
x—c x—ct x—c~ X— 400 X— —00

limg(x)=0 (6 lim f(x) ==+, y limg(x)= +oo)

Si
, nimero L ,
tim L) _ +oo o tim L) g SO
g'(x) e g'(x) g(x)
NOTA 1

Recuérdese que antes de aplicar la regla de L’ Hopital, debe cerciorarse que sea una indetermination

0 00
de la forma o o > bues de lo contrario no es aplicable.
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NOTA 2

Obsérvese que al aplicar la regla de L’Hopital a ala expresion @ no se calcula la derivada del

g(x)

cociente @ sino que se divide la derivada de f(x) entre la derivada de g(x).

g(x)

NOTA 3
f(x)

!/
Si al aplicar la regla de L’Hopital a lim ——, la expresién lim ! /(x)
g(x) g'(x)

(o0}
6 - se puede aplicar nuevamente la regla de L’Hopital a esta expresion, y si persiste la indeter-

sigue siendo de la forma

Solo

inacion de este tipo se puede aplicar las veces que sea necesario hasta hallar el limite

Ejemplo

S
Hallar Iim enx
x—0 X

0 . . .
Obsérvese que es de la forma o Derivando numerador y denominador se obtiene:

. Senx . Cosx
lim = lim =1
x—0 X x—0 1
Ejemplo
In (Sen x)

Hallar lim ——=%
x—0+ In (Tan x)

—00
Obsérvese que es de la forma —, por tanto:
—o00

1 1 !
- n (Sen x) o (In (Sen x)) _ lim Cos?x—1
x—0+ In (Tan X) x—0+ (111 (Tan )C))I x—0t

z

Ejemplo

. Senx—x
Hallar lim —
x—0 X°

0
Obsérvese que es de la forma 0’ por tanto:

. Senx—x . Cosx—1 ., 0 )
lim ———— = lim ———, que también es de la forma —, luego aplicando nuevamente la
3 2
x—0 X x—0  3x 0

regla de L’Hopital se tiene:

. Senx—x ., Cosx—1 . Sen x 1
hmfzhmiz:hm— =——
x—0 X x—0 3x x—0 6x 6
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Ejemplo

4T
Hallar lim Sranx
x—ZT 1+ Secx

+o00
Es de la forma — luego
+00

. 4Tan x 3 4Sec? x 3 4
Iim ——=1m ——— = lim =4
x—T 1+8ecx x-T SecxTanx x—T Senx

Ejemplo

ex

Hallar lim ——
x—+w x3 41

+oo
Es de la forma o luego

X X X

7 7 s e 7
— = Iim — = Ilim

eX
im —— = lim — =40
x—+o x3 41 x—otw 3x2 x—+w 6x  x—teo 6

Ejemplo
x2 +00 . : .
En el célculo del lim , que es de la forma T’ al aplicar la regla de L"Hopital se tiene:
X— 00
\/2 2
lim t = lim a que es de la forma ﬂ, luego aplicando nuevamente al regla de
xX—00 X X— 00 */x2+2 +o00

L’Hopital se tiene:

V2 +x2 . X . 1 VX242 ) L .
Iim = lim =lim —5— = lim , es decir se regresa al limite original,
X— 00 X X—00 X2+2 X—00 X—00 X
Va2 +2

lo que permite concluir que la regla de L’Hopital aunque es aplicable no conduce a ningtin resultado,
por tanto el limite debe calcularse por otro método.(;Cudl?)

2

0 00
Hay otros tipos de limite que no siendo de la forma 0 0 % se pueden llevar a esta forma.

Es el caso de limites indeterminados de la forma:

1. lim f(x)-g(x) donde f(x)—0 y g(x)— +oo, que se puede representar como lim 8(x)
1/f(x)
6 lim f) , en los cuales es aplicable la regal de L'Hopital.
1/g(x)

2. lim f(x)¢™, cuando f(x) — 1 y g(x) — oo, en este caso el limite se representa como:
lim f(x)8®) = lim 8@ /() y e] limite de este exponente es de la forma tratada en 1.

3. lim (f(x) —g(x)), cuando f(x) — +o y g(x) — oo, en este caso se busca a través de manipu-
laciones algebraicas llevarlo a una forma donde sea aplicable la regal de L."Hopital
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Ejemplo

Hallar lim xIn x
x—0+
El limite es de la forma 0(—) y se llevara a la forma — asf

1
/x = lim —x=0

lim x1 lim X i
im xInx= lim — = lim ——
x—0+ x—0t l/x x—0t —l/x2 x—0t
Ejemplo

Hallar 1im (1—Tan x)Sec 2x

nw

x— 7

El limite es de la forma 0(4-0) y se llevara a la forma — as:
1-T —Sec?
( an x) — lim Sec* x) _
r— 1t —28en 2x

lim (1-—T. Sec2x = lim
x—»i{*( an x)Sec 2x o

Ejemplo

Hallar Iim x Sen—
X

XxX— 400

El limite es de la forma 0(+4) y

1 1 1
Sen— f—ZCOSf 1
lim X = lim —*~—2* = lim Cos— =1
X — 400 XxX— 400 1 X— +00 X
X x2
Ejemplo
p 1
Hallar lim (1+4x)>
x—0+t
El limite es de la forma 17, entonces
1 In (1+x) 1
. - , In (14x) lim e x lim el+x 1
lim (14x)x = lim e » =e—0" ex—0" =e =e
x—0t x—0t
Ejemplo
. N
Hallar Iim xx1
x—1t
El limite es de la forma 1%, entonces
lim s lim !
—ex—1t 7 = el —=e

Iim x¥T = lim exT = ex~1"
x—1t x—1t
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Ejemplo

Hallar lim xx

XxX— 400

El limite es de la forma (+0)?, entonces

In x lim lnx lim 1

. 1 . Inx
lim xr= lim er =e— * =g~ =V =1
xX— 400 X — +00
Ejemplo

Hallar lim x*
x—0t

El limite es de la forma 0°, entonces

’ ’ | lim e*nx Iim llnTt YI”S‘Jr ’/ 1/x? lim —x 0
Iim x*= lim e""% = ex—0" =ex—0t T = =e—0t =g’ =1
x—0t x—0t

Ejemplo

Hallar Iim <1— ! )
x—0+t \x Senx

El limite es de la forma (

+00) —
lim 17 Senx—x ~ lim Cosx—1 _
x—0t \ X Senx x— “xSenx ) x—0+ Senx+xCosx)
9
2

, —Sen x
lim ( —m———
x—0+ \2Cos x —xSen x

(—00), por lo tanto

Ejemplo

Hallar 1im %~ 1
x—1t\x—1 Inx

El limite es de la forma (400) — (—00), entonces

. X 1 ; xInx—x+1 . xIn x ; 14+1Inx 1
lim ——)=1lim (————— | =lim ([ —— ] = lim ==
x—1+\x—1 Inx/ x=1+\ (x—1)Inx x—1+\x—Il+xlnx/ x=1+\2+Inx 2

EJERCICIOS

I. Hallar el valor de los siguientes limites:

L 1fm S 2. lim &

x—0e¥—e™¥ x—0 X
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4
3. lim = 4 lim 2ECOSX
x—+oo X x—+o0o x —Cos x
., 4\ " . Inx
5. lim (14— 6. Ilim
X— 00 X x— 40w eX
+ 256
7. lim (14x)C* 8. lim— >
x—0F x—4 x—4
gr 02X
9. lim 10.  1im (" +3x)*
x—0 4x x—0
1. lim x5~ 12.  limIn x(In (x — 1))
x—0 x—1
Inx—1
13, lim x2%" 14, lim —
X— —00 x—e X—e
-1 hx—1
15, lim 22X 16, lim <221
x—0 e2¥ — 1 x—0 1 —Cosx
Tanx Casgx
17.  lim () 18. lim(1—x) 2
x—0 \ X x—1
. x+c\"
II. Hallar el valor de ¢ tal que lim =4
xX—+0 \ X —C
1 X
III. Hallar el valor de n tal que 1im (nx + ) =9
x——+o \ nx — 1
IV. Tlustre con ejemplos situaciones del tipo:
0 0 -
(+—°°) (+0) (+00) = (+) o
(o) —
o "= (+00) + (=) (=) ; (=)
0 0 +oo
0 (Fo0) 1 o
0" (+00)® (+o)(+2)  (Fo)—(-)
+00 c
(m0)+ (=) (=) (+) —

c 00






Apéndice

INDUCCION MATEMATICA

Una caracteristica importante de los nimeros naturales, es el llamado principio de induccién matematica,
que afirma que:

si una proposicion cualquiera se satisface para el numero natural 1 ya ademas siempre que se
satisfaga para el niimero natural %, se satisface para el nimero natural k + 1; entonces el
conjunto de los nimeros que satisface esta propiedad es el conjunto de los niimeros naturales.

Esta propiedad se puede utilizar para demostrar que determinadas proposiciones se cumplen para to-
dos los nimeros naturales o para todos los nimeros naturales a partir de un nimero natural fijo ny.

El principio de induccién matemadtica se puede ilustrar de las forma siguiente: Imaginese que una
persona desea subir todos los escalones de una escalera infinita; si a esta persona se le garantiza dos
cosas: Primero, que la dejan subir al escalén nimero uno y segundo, que siempre que se encuentre
en el escaldn k, la dejan subir al escalén £+ 1, es evidente que esa persona podra subir todos los
escalones. Obsérvese que si una de las dos condiciones no se da, entonces no se puede garantizar que
la persona recorra todos los escalones.

Un error frecuente que se comete cuando se pide demostrar que determinada propiedad es valida
para todos los niimeros naturales, es verificar que ésta se cumple para el 1 el 2,etc., hasta un ndmero
fijo. Con esto se garantiza realmente s6lo que la propiedad se cumpla para el ndmero 1,2, hasta ese
ndmero fijo, pero no para todos los nimeros naturales como se puede apreciar en el siguiente ejemplo:

Ejemplo

Se quiere demostrar la validez de la proposicién: Para todo nimero natural n, n> —n+ 41 es un
ndmero primo.

401
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Se verificapara n=1; 1—1+41 =41 es un niimero primo.

para n=2; 4—2+41 =43 es un niimero primo.

para n =40; 40?2 —40+441 =1601 es un nimero primo.

peropara n=41; 412 —41441 =412 no es un nimero primo.

Con lo anterior se muestra que si con los resultados, de los primeros 40 casos 0 menos (que siempre
dan primos), se hubiese sacado la conclusién de que la proposicion es valida para todos los niimeros
naturales, se hubiese cometido un error.

Algunas férmulas de uso frecuente, se pueden demostrar utilizando el principio de induccién matematica
como se ilustra en los siguientes ejemplos:
Ejemplo

Demostrar que para todo nimero natural n, se verifica que:

n(n+1)

1+24+34+...+n= >

i. Se verifica que la propiedad se cumple para n = 1. Haciendo n = 1 en los dos lados de la
ecuacion se tiene:

1(1
1= (L+1) =1
2
ii. Se supone que la proposicion se cumple para n = k, es decir, se supone que
k(k+1
14+24+3+...+k= ( 2+ ) , que es la llamada hipétesis de induccion.

iii. Asumiendo que la hip6tesis de induccién es cierta, se demostrara que la proposicion se cumple
paran = k+ 1, es decir, que:

14+243+...+k+(k+1)=
En efecto:
14243 +k+(k+1)=(14+24+34+...4+k)+(k+1) =

(k+1)(k+2)
2

k(k—+1)
2

+(k+1)

CK*43k+2 (k4 1)(k+2)
N 2 N 2

De lo anterior se concluye que la proposicién es valida para todo nimero natural.

Ejemplo

Demostrar que para todo nimero natural n, se verifica que:
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a(l—rmth)

atartar*+.. +ar" = 1 para r=#1
) . . a(l—r?)
i. Se verifica que la propiedad se cumple paran =1, pues a+ar =a(l +r) = =, =
—r
a(l—rth . .
1, que coincide con el lado derecho de la expresion a demostrar paran = 1
—r
ii. Se supone que la proposicion se cumple para n = k, es decir, que:
1— k+1
atar+...+ark= w (hipdtesis de induccidn).
—r

iii. Usando la hipétesis de induccién se demostrard que la proposicion se cumple paran = (k+ 1),
es decir, que:
a(l—rk+2)

a+ar+ar’+.. +arf+ark! = 1
—r

En efecto:
atar+ar*+.. . +ark+ar*t = (a+ar+ar’ + ... +ark) +art!

_ a(l—rkh) bk — a(l—rk N 4 ark1(1 )
1—r 1—r
B a(l 7rk+1+rk+1 7rk+2) B a(l 7rk+2)
1—r 1—r

De lo anterior se concluye que la proposicion es vélida para todo niimero natural.

Como se puede apreciar en el ejemplo 1, cumpliéndose la primera condicién, pero no la segunda,
se llega a resultados erréneos. En el ejemplo siguiente se ilustrard como se llega a resultados erréneos,
si se satisface la segunda condicion, pero no se satisface la primera, es decir, siempre es necesario
verificar que se satisfagan las dos condiciones.

Ejemplo
1
Para todo nimero natural n, 1 +2+3+...+n= §(2n+ 1)2.
Se supone que es cierto para n = k, es decir:

1
14243+...+k= §(2k—|— 1)2, 'y se verifica que es cierto para n = k + 1, es decir, que:

1 1
14243+ . 4k+(k+1)= g(2(k+1)+1)2 = g(2k+3)2.

En efecto: |

142434 +k+(k+1)=(14+243+...+k) + (k+1) :§(2k+1)2+k+1
1 1 1 1

= (2k+1)2+§(8k+8)2 = §(4k2+4k+1+8k+8) = g(4k2+12k+9).

|
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Es decir la segunda condicién se cumple, pero obsérvese que no se cumple para k = 1, ni tampoco
para los otros valores de k, por ejemplo:

1 49
k=3; 1+42+3=6; pero g((Z)(S) +1)2 = g en forma andloga se puede verificar que no se

cumple para otros valores de k.

Ejemplo

n
El teorema del binomio (a+b)" = S (Z)a”’kbk se puede demostrar rigurosamente usando la
k=0
induccién matematica.

i. Paran=1;
b 1 . 1 1 ibi 1 b() 1 Ob b
(a+b) = Ca T'b' = ab” + a’b=a+
S\ 0 1

k .
ii. Se supone cierto para n = k; es decir (a+b)* = > (llf)ak*’b’ y se demostrara que es vélida para
i=0
n=(k+1), es decir que:
k+1 k41 o
(a+b)k+1 — ( - )ak+1—lbl
iZO !

En efecto:

(a+b)*! = (a+b)(a+b) = (a+b) i (f)akibi

1

k k
k . k -
—a <,>aklbl—|— <.>Clklbl
=o \! =0 \!
k

I
A

K wiicigioe (k) krimigi (K, ke
lbl lbl b
<i)a +i; i q)a 1,
K1\ 1, < [ (K k kit—ipi (KHTY g
o)a P2 ) )t

_ (k 1>ak+1 +§ <k+ 1>ak+1ibi+ (k‘H) k1
G\ i k+1

I
A
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luego queda demostrado el teorema para todo nimero natural.

EJERCICIOS
Demostrar que para todo niimero natural n, se cumple que:
1(2n+1
1. 12+22+...+n2:w
2. 134234 4n3=(1+2+43+...4+n)?
1
Indicacion Recuerde que 1 +2+3+4...+n= n(n2+ )

3. (ab)" =a"b" con a,b niimero reales.
4. 4" —1 es divisible por 5.

5.2">n






RESPUESTAS A ALGUNOS EJERCICIOS

CAPITULO 1
SECCION 1.2.8 (PAGINA 16)

17
1 3 b) —
a) ) %
V5 7
e) 5
V3-V7 2
a) F by Vv
6. i,ii
8. a) a-+3b b) y—3x
e) 3a+b+c
(PAGINA 20)
1. F
2. i. 5 ii.  9x*y?
V. )67)1213 vi. 2°37
3. 0 4xt-2 i, x -y
v. —14+v10—V15 vi. 12V7
. c—d 3
: . V4
P (aroy XV
Xiii. a xiv. x*42

~23
4 d) —=
D)
~38
73
232 +4xy + 3y? d) 2y—z
iii. a®b» iv. 55
1
i, 2y° 0y oty — iv. 243°
xy
vii.  5v2-20V/5 viii. 1
xi. 2vVa—b Xii. a®

407
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Capitulo A. RESPUESTAS A ALGUNOS EJERCICIOS

SECCION 1.4.1 (PAGINA 25)

1. V25-74 2. @b
3. X —(y+1)? 4, 2% 3%
5. xg—y8 6 4y%—9x4
7. 9a°+124°b* + 4b° 8. 5+2v6
9. 27> + 54a%b* + 36a*b* + 8b° 10. 2—-3V4V3+3vV2V3 V27
11. 23v2421V3-38—12V6 12, 54v2—270V/34225v/2V/9 — 375
13. 8a°h*c® — 12Vabca*b*c® + 6a*b*c* — [ (abc)?  14. 1
15. 4*-2° 16. 1+d°
17. 274° —125b
SECCION 1.4.2 (PAGINA 28)
1. (x+1)(x2—x+1)(x—y) 2. (x—=D)x+1)(x—y) 3. (2x+y)(3x—y)
4. (1-2%)(a*-1?) 5. (a+4)(a+5) 6. (a—4)(a—3)
(a—3)? 8. (Bx—2)(2x+1) 9. (2x+3y)(3x—y)
10.  (m*+n+mn)(m?>+n*>—mn) 11. (5—2x)(4x+3)
12 (P+2)x—1)(>+x+1) 13, (Vx+2)(2¢/x+1)
14. (24" —b)(2d" +b) 15, (x=y) x4+ +y7)(x* +%)
16. V2(vV3-1) 17.  (m*+n*—a)(m* +n* +a)
18.  (2x—y)(4x® +2xy+y?) 19.  (xy? —6y") (2" + 6:xy° + 36y°)
20. 2(3m* — 18m+28) 21. (5a+2b)*
22. (3—x) 23. 3x%42)°
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SECCION 1.4.3 (PAGINA 31)

L /55 . 2V12415v2 4 2v/18 4+ 15v/3 4+ 4/30 4+ 30V/5
‘ 5 ' 201
3/v _ 3
iii. V3+1 iv. VEZVY
x—y
446V2+9V4 v 5V7+2V3
—46 ' 163
V2 V2= 2
Vi, + ; X i ﬁ-ﬁ-?
X X

: N 4 22 4
2. i. Elfactor racionalizante es (x+#h)3 + (x+h)3x3 +x3

ii. El factor racionalizante es /(x+h)3 + Vx3

iii.  El factor racionalizante es x — vx+ 1

SECCION 1.4.4 (PAGINA 34)

x+2 1 * 3
1. 0 2. 3 3. - 4. a a
2 2 2 2 1
5. a*m_g1 6. Y 7, 3 g T Xt7
3x—y x(x+1) x—1
9. 1 10. 1 11. 1 12. —l
a
2 _ N 2
3. 2a°—2a+1 14 m-—n—x s, a“+ab+ac
1—-2a m a—b—c
1 3x—4
16. — 17.
6 2 7 3x+5
CAPITULO 2
SECCION 2.1.2 (PAGINA 49)
1. [3,5] 2. (—4,0)U(2,+) 3. [5,+») 4. (—0,2)

5. (—c0,—4)U(—1,+) 6. (—0,7) 7. (=2—2v3,-2)U(1,-2+2v/3)
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178 1
8. <—38,—21> 9. [3,+) 10. (4,6) 11. {—1,2]
SECCION 2.2 (PAGINA 63)
5 11
1. 3,—5 2. 5
. . 9 15
3. No tiene solucién 4. [2,2]
5. (—w,;]UB#W) 6. (—o,+e)
7. No tiene solucién 8. 3,45
29 9 3 V5 3 V5 (1 Vs
9. [8,4)u<4,2] 10. <_m’2_2}u<2’2 - U 2+2,2>
9 2 2 2 2
5 1
13. <—00,—3]U{3,+00> 14. (=00, —4)U(—4,—1)U(0,2]U[3,+)
15. (—00,400) 16. [9,21]U[-29,-9]

18. a) V. b)) F ¢ F d) F

CAPITULO 3
SECCION 3.2.4 (PAGINA 84)
: 1 8i —7  4i
b P T 9 55+ 3
9 31 50 1 l
2 a) §+5 b) -2 C) _5_5
1. 1 21 2 3
@ 373 ) it D Btn
3 -5
3. a)(1,3),(~1,-3) b) (1,0) ) (34’34)
—4 7
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CAPITULO 4
SECCION 4.2 (PAGINA 94)

145

12
100
2~
k=1

80 k
2 it
Falsa
Verdadera

n2

1 1
n+1

V10

P nn+1 n
L 1)

3 2 3

i
No

10

13

X+ (y—3)

P(y—1)
xy=2
1<+ (y

Xy > >

2-16

2:1

—2)2<25

26

51

Z 2k—1
=1

n
z (2 + 5k)
=1
Verdadera

Verdadera

1— (_2)n+l

3
(81272

Si

1
1 d) -
) 5
1
3 h) =
) 3
x=-—1
x=1
x=2
x+1)24+y*>9
xzfy > 1
14 d) v
d)  —14.707
n 2 k
k[ 2
o 3 0 (3)
520
oS
=1
c) Falsa
_(_ n+1
5 =23
1+2/3
1 1
7) (3002 62
c) Si
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6. a) ap=>5k+5; 100 b) ap=Sen(2"*!) ; Sen2® —Sen2
¢) ax=(2k—1)%29° -3 d) ap = k>+4k+2;10402 — 2 = 10400
e) ar=2

SECCION 4.4 (PAGINA 99)

1. 10! 2. 162

3. a) F b) F c) F

4. {2,3}, {2,5}{3,5} 6. (175>
5 . 5 . 5 . 5 . 5 . 5 5

(o) ()6 () () () 2

8. 17 9. 9

SECCION 4.5 (PAGINA 101)

. a a + a + a + a
1 2V2a83b + 6V3a*b* +9vV2a° b +3v/3a°h°

8 8
2. El cuarto término es < 3>x2y2 ; el término independiente es < 4)
. 72 2 8
y el coeficiente de x™ “y~ es 6
; 18 15) ;4 i ; 15 ;10
3. Elcoeficientes de x°° es 4 3"; el término independiente es 10 37,

15
el noveno término es ( g >38x6

! 9 3\ / 1\*
+ (3) 5. El coeficiente de x°es <6> <2> <_3>

6. a) 22 b)) 0 ¢ & 7. (14())
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CAPITULO 5

SECCION 5.1 (PAGINA 116)

2 2
1. a) y:?x—l—g b) y=2 c) y=4x—16
2. a) i y=2x-3 ii. yzZ—%
b) i. x=2 ii. y=5
c) i. y=0 ii. x=-1
3. a) No b) No ¢) No

1
4. a) Elpunto de interseccion de las medianas es <3, 3) y sus ecuaciones
2 2
y=2x; y= _—S(x—Z) y= 7(x+2);

&=

b) El punto de interseccion de las mediatrices es (O, > y sus ecuaciones

1 3 3 1
:1 — —_ — : :1—7 - :O
y=tag+(3-3) 0 v=1-3(x43) v

. L 3 .
c¢) El punto de interseccidn de las alturas es (1, 2> y sus ecuaciones

3 1
x=1; y:fi(x72); YIE(X*Z)
d) Son colineales
7 4
5. — 6. —
5 V2
5
7. a) a=-2 b) a=43 c) a:§,a:1
2 3 2 26
16. E i deloslados, y=—-x+—-; y=—-x——
cuaciones de los lados, y 5x+5 y=x—

7
y ecuacién de la diagonal y = 3 11
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SECCION 5.2 (PAGINA 123)

L (x—4)+y* =25 2. X4 (y-5)7=25
3. 24 (y—52=25 10. (x—4)+(y—6)>=8; (2,4),(6,8)
1. P+y?=2

13. a) Si b) No c) Si d) Si e) No f) No g) No

4. (x—1)72+@+1)* =4 15, (x—2)*+(y—4)*=10
16. 5y—2x—19=0 17. (=2,-2),(—1,5)
SECCION 5.3 (PAGINA 133)

1 1 1 1
1. a) Vértice =(0,0); foco:<2,0>,d:—:x D) (0,0),(—,0>,d::x

2 4 4
1 1 1 1
C) (070)7<0716>7d_16_y d) (070)7<0712>7d_y_12
2. a) 12x=y* b) —20x=y>
4
¢) 16y=x> d) fgy:xz
x:3y2

i) (hk),x=h; (hk+p);y=k—p
”) (hak)vy:k’ (h+p,k),x
6. —28(y+3)=(x—2)*

-5 -5 1 -5 1
8. -2, —),{-2,—+= =——=
a)( 8)( ,8+3>, V=3

9. No, por ejemplo si A = 0,B,C, D diferentes de cero.

345 1445 3—-V5 145
10. y=0 11.(2,2>;<2,2)
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SECCION 5.4 (PAGINA 143)

1. a) (£3,0),(0,£2); (£V5,0) b) (44,0),(0,%6); (0,+v20)
V3
0 (0.£1),(1/2,0): (0.4 )  d) (+2,0),0.%1): (£V3,0)
)C2 yZ x2 y2
2. Y XY
9 at3 B TRET
4x2 y2 8x2 y2
) 5 +33 T
.X2 y2
AR
° 3t
3. (h,k),(h+ aZ—bZ,k),(h— az—b2,k), (hok+b), (hk—b), (h+a,k)(h—a,k)

4. i a) (14++40,5); (1—+40,5) b) (8,5),(—6,5),(1,8),(1,2) ¢) 14,6
ii. a) (=2,14V7); (=2,1=V7) b) (=2,5), (=2,-3), (=5,1), (1,1) ¢) 8,6

(k=1  (v—=6)* _ 2, =1
5. a) T + 5% =1 b) (x—2)"+ 55 =1
6. No, por ejemplo B=0;D,C,F diferentes de cero
SECCION 5.5 (PAGINA 153)
3 4
1. a) (£4,0);(£5,0);y= j:Zx b)(0,4£4),(0,£5); y= j:gx

¢) (£V2,0),(£6,0); y = +v2x d) (£V10,0),(£V20,0) ; y = +x
e) <0,:|:1> , (O,:I:\/E> ;Y= jzéx

2 6 2
x2 y2 x2 x2 y2

2. oY B - g Xy
BT ) Yoy ) 143 23

3. ) (A V@LRK) (= V@K (htak),(—ak); =y

b) (hk++a*>+0b?),(hk—a*+b?); (hk+a), (hk—a);
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—3)2 —5)2 x—2)2
232 (x—1)2 ¥ —5)2

5. a) (=2,4),(=2,0); (—=2,24+V8),(-2,2—V8); y—2=+(y—1/2)

(o) (D) G i

¢) (4,3),(0,3); (2++5,3),(2—V5,3); y—3:i(x;2)

CAPITULO 6

SECCION 6.1 (PAGINA 166)

>
)

21 2h+3— /213
V23 b)) VxR +3 ) V2ad 42643 d) V204 2k 43— 2t

) h
e) V2x+3—-v2h+3  f) V-2x+3
3. a) No b) Si c) Si d) No e) Si f) Si g) Si
) No i) Si j) No k) Si ) Si m) Si
4. a) Relacién No funcional Dg = [—4,4]; Rg=[-2,2]
b) Sies funcion Dy = (—,0)U (0,+%) =Ry ¢) Relacion No funcional
d) Sies funciéon Dy = {0,52”] , Rp=[-1,1]
e) Siesfunciéon Dy =R; Ry=(—0,1]U{2}
f) Noesfuncién Dg ={2}; Rgr=R
5oa) (w0 b) {0} o (<21 d) (=21 ¢ (©01]U(—,—1]
N (o0UO0A4®) g (-wtw) ) (~w2JUR4w) ) (oo, +e)

SECCION 6.2 (PAGINA 171)

1. a) V2+h b) 7—2h ¢) Vx+h+2x+2h+1 d) V5+11

9 kN VERel g 50w VR
i) [0,+0),[0,400),[0,+00); [0,+00)
2. a) V1i—h+4-2h b) V2-1-2x* ¢ Vx(2x+2) d) 2d*

e) 20d—1) f) Va2x+2) g

h) [1,40),[1,+40)
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3. a) (—0,0)U(0,+0),(—,0)U(0,400),(—00,1] b) (—,0)U(0,1],(—0,0)U(0,1],(—c,0)U(0,1)

1
¢) No existe, V3 - 1

SECCION 6.3 (PAGINA 175)

1 1
1. a) — b) 1—v1—x c) 5
e | (%)
x+3
= 5+3 Sen\/g+3 2
2. — —_———3 Sen — |
x+3 ? V2 ’ 2/x
1-— 1— | Sen—
1—x2 x
’ +3
%+3 V2/x
Sen | Sen | ————— —
1—( Z) 2
' 1‘( VT
a 4. a) V b) F c) F d) F
Ninguna 6. No existen

7. (8o f) ) =/ 1= (Vx+1)%; x=0
(foh)(x) =Vx+3+1; [-3,+w)

8. i s(r(px)) ii. gq(s(r(x)))

CAPITULO 7

SECCION 7.6 (PAGINA 185)

1. a) x=—8 de multiplicidad 3,

(fog)(x): V1-x2+1; [_171}
(goh)(x) =1/1—(x+3)%; [-4,-2]

iii. r(p(s(x))) iv.

x = 6 de multiplicidad 2; grado 5.
b) x = +i de multiplicidad 4,
¢) x==£3i de multiplicidad 8,

x = 2 de multiplicidad 8; grado 16
x = 3 de multiplicidad 3, x = 0 de multiplicidad 4; grado 23.
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2. a) px)=@x+4)>*x+1) b) p(x)=(x—-3)>%x+2)
¢) px)=(x—=1x+1)(x—1i)(x+i) d) (x—(4-=50))(x—(4+5i)(2x—1)
3. x=3—i, x=3+i, x=—-1 5. p(1)=1-1=0.Si 6. p(3)=27—6+1#0. No
7. a

10.

11.

12.

) p(=2)=4 b) p(5)=-25 ¢) pli)=0
a) Q(x)=4*—123+6x> —18x+4; R=—12  b) QOx)=3+x"+4x—2; R=0
) .

40-35 |32
p(x) = (2x* +3x+3)(2x—3)+ 14; S, 6 9 9
4 6 6 14
entonces 4x° —3x+5 = (44> +6x+6)(x—3/2) + 14
a) {0,1,-2,3} b) (—o0,—2]U0,1]U[3,+0);
c) {0} d) {0,1,-2,3}
fx)=x —x=x(x*—1)=x(x—Dx+1)x*+1)
a) {0,%1,+i} b) [-1,0]U[l,0); (—oe,—1)U(0,1)
o {0} d) {01,-1}
b=—4 13 a=16, b=41, ¢=26 14 a=-5, b=6

SECCION 7.7 (PAGINA 190)
L a) <_§_f> <_§+f> 5 (v-3-V8) (+-3+ V)
O (x-2-v2) (v-2+3) 0 3(x 2 0E) (-2
2 a) (Z—ﬁ) Minimo b) (-é,-i) Miximo
) (-5) ) (5-2)
3. a) (—w,—;—ﬂ —;+f,+oo> b) (—w,—i—T}u —2+T,+m>
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SECCION 7.8 (PAGINA 192)

SECCION 7.9 (PAGINA 199)

2 1
m 1. --
x x+1
1 6 n 12
x+1  (2x+1)2  (2x+1)3
5 1 2x
Cox (B2 41)2
VRV RV

x—1 x+1 x2+1

CAPITULO 8

SECCION 8.2 (PAGINA 217)

1. Para 150°
Sen (150) = Sen (30) =1/2;
Cos (150) = —Cos (30) = —V/3/2;

Tan(150) = Sen (150) -3

Cos (150) 3
Cos (150)
Cot (150) = 22 >2) /3,
ot (150) Sen (150) V3
1 2
Sec (150) = =——
ec(150) Cos (150) V3’
1
Csc(150) = =2;

Sen(150)

4o —3HVAL —3-V4l
C) - ) 2 ) D)

C16/3 . 1/3
x2+4 x2+1
1/2 1/2

G172 T r1)
—2—2x 1

(x4 2x+2)? +x2—|—2x+2

1 24V L1 241/2x
4\ 24+1—vV2x 4\ x24+2x+1

Sen (—150) = —Sen (150) = —1/2
Cos(—150) = Cos (150) = —V/3/2

Tan(—150) = —Tan (150) = \f

Cot (—150) = —Cot (150) = v/3
-2

Sec(—150) = Sec (150) = 7

Csc(—150) = —Csc (150) = —2
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Para 600°

Sen (600) = Sen (240 +360) = Sen (240) = —
Cos (600) = Cos (240) = —1/2;

Sen (240)
Cot (600) = ?;
Sec (600) ! ! 2
ec —= = = —Z;
Cos (600)  Cos(240)
Csc (600) = ! L

Sen(600)  Sen(240) /3’
2
CosM (x+ Mﬂ = Cos (Mx+2m) = Cos Mx;

T s 21
a) - b) 5 c) 5

SECCION 8.3 (PAGINA 224)

1.

Sen (90 +x) = Cos x;
Cos(90+x) = —Sen x;
Tan (90 +x) = —Cot x

SECCION 8.4 (PAGINA 230)

a) Esinyectiva

ol%

C) Df :Rf—l = (—00,0);

ol

Sen (—600) = —Sen (240) =
Cos (—600) = Cos (600) = Cos (240) = —1/2
Tan (—600) = —Tan (600) = —/3

Cot (—600) = —?

Sec (—600) = Sec (—600) = —2

Csc (—600) = —Csc (600) = \2@

2m
Sen M <x+ M) = Sen (Mx+211) = Sen Mx

Sen (90 —x) = Cos x
Cos (90 —x) = Sen x

i. a) Esinyectiva b) f~!(x)=x’ ¢) Dy=[0,40)=Rp1; Ry=[0,40)=D/
ii. a) Esinyectiva b) f'(x)=/x ¢) Dy=Ry1=R; Ry=Ds1 =R
-5
iii. @) Esinyectiva b) f!(x) :x2 Df=R;1=MR; Ry=D;1 =R
a) Esinyectiva b) fl)=—Vx2+4; x>0 ¢ Df=Rp1=(-»,-2);Rf=Dp1 = (0,+)

Rf = fol = (—4,+00)
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2. a) y=x; x>0; fT(x)=x; Dy=1[0,+0)=Ry=Ds1=Rs
b) flx)=vVx2—4; x>2; ') =vVx2+4; Dy=[2,40)=Rp1; Ry=Ds1=[0,+w)
c) y=x; x>0; FHx) =x; Dy =[0,+0)=R;1; Ry=Ds1=][0,+0)
d) f(x):g 9—x2; 0<x<3; fﬁl(x):%\/16—x2; Dy =[0,3]=Rp1; Rf=D;1=][0,4]
o) flx)=vA—T; FUR) =R 415 Dy =1 4e) =Rys Ry =Dyt = [0,49)
f) f(x):xz—l; fﬁl(x): x+1; Df:[l,—i-oo):Rf—l; Rf':Df—1:[0,+OO)
SECCION 8.5 (PAGINA 240)
. a) V b) vV ¢) V d) v ) )V
g Vv h) v i) V J) Vv k) ) Vv
m) V n) V i) F o) F D)
SECCION 8.6 (PAGINA 246)
1.
T
L) —
2 _atm x:ArcSen(ﬂ/2)+2L7T; x:3£+2in; L 2T ArcSen (v/2/2)
3 3 3 4 3 3
b) L P (2n7T—|—(7T—ArcSen(0))); e 2nmt+ ArcSen (0)
3 3 3
ArcTan(—/3)+nm — S +nm
c) x= 6 x=
2 2
Sm onm 1 _ 1
d) x=— 7+§ 6 2x—1=ArcCot <\ﬁ)+nn
e) 2x:2n7'[—|—ArcSen\f 6 2x=2nm+ (T[—ArcSen(\fZ/Z))
2x =2n11+ ArcSen (—?) 6 2x=2nm+ (T[—ArcSen(—\@/2))
I 3 S5
f) x:€+2n7T:ArcSen(l/2)+2nT[ 6 x:?+2nr{:(IT—ArcSen(l/Z))+2n7T
g) 2x:£[+2n7'[ ) 2x:5T7T+2nT[
B , 3x =2n11+ArcSen (0)
h) Br=nm 6 { 3x = 2n1+ (11— ArcSen (0)) }
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E_|_M
) x=nm 6 x= 202 P x=n; 4x=ArcCos(1/2)+2nm
Vox=n T P — 4x =2n11— ArcCos(1/2)
nt72
. x=2nm+ArCos(1) . . Am B
J) ¥ = 2n71— ArcCos (1) 6 2nm; x—?—&-ZnTI—ZnTI ArCos(—1/2)
m B _ 2nm+ArcSen(—6/10) '
k) §+2n7T—2n7T+ArcSen(1), T+ (TT— ArcSen (—6/10)) 2nTt+ ArcSen (1)
T
l) x="" m) x=2nT  n) x=nl
2
3 T 21
i) nm, —+2nm 0) —=+2nm; —+42nm
2 3 3
2nTt+ArcSen (/2/3); 2n7‘[+(7‘[ ArcSen(4/2/3)
p)
2n11+ArcSen(—+/2/3); 2nm+ (1T— ArcSen(—+/2/3)
q) n,; —%T—i—nn
Cos2x=1/2  Cos*’x=1/4
") Cosai——1/2 ° Costx—3/4 YO Y3, M3, T3}
2nmt+ArcCos (1/2); 2nmt—ArcCos(1/2)
2nmt+ArcCos(—1/2);  2nmm—ArcCos(—1/2)
2n1t+ArcCos (\/3/2);  2n1— ArcCos (\/3/2)
2n11+ArcCos(—+/3/2); nit—ArcCos(—+/3/2)
s) No tiene solucién
SECCION 8.7 (PAGINA 256)

1. a) x/ﬁ<cos54+15ensf) b) \/ﬁ(ccangriSeng) 0)
d) \/>8<Cos74+lSen74n> 1) 1(00sg+i5eng)

2. a) 12(Cosg+i5eng) b) %(CosO+iSen0) 0)
d) 2%(Cos(240)+iSen(240)) e) 2°(Cos(90)+iSen(90)) f)

3. a) 1+iV3 b) —2+i2V3
d) —2V3+2i e) 32\[(C0s( 255) +i Sen (—255))

3m 3m
V18 (Cos4 +iSen4)

Cos

—

(—210) + i Sen (—210))

(Cos(780) +i Sen(780))

I

¢) —2iV3
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2k 2k 2k
4. a) Wk:CosTn—H'SenTn k=0,1,2; Wk:CosTn—HSenT k=0,1,2,3,4
2k(1 2k(1
b) Wk:21/3[Cosw+i5eHW} k=0,1,2
1/4 135+ 2k(180 135+ 2k(180
¢) Wk:<ﬁ) Cog 22T 2K180) g I35H2KUBO) |y 55
4 4
2k(1 2k(180)]
o) W= o 20+ 2K(180) - 90+2k(180) k=01
2 2
3m 3n 1
34 2k(180 34 2k(180
¢) Wy=28"3|Cos2 (180) 7 3( ) k=0,1,2
0-+2k(180 0-+2k(180)
Wk:271/3{Cos9+3()+iSen9+3() k=0,1,2
CAPITULO 9
SECCION 9.2 (PAGINA 276)
1 1
1. a) 5=log,32 b) 3 =1og1000 c) 4:10g1/38—] d) 2:10g1/4ﬁ
2. a) 64=2° b) 81=3* ¢) 125=5 d) 0.01=102
3. a) 3 b) 4 c) -3 d) 1
1
161/3 7 1070.02
e) N o g)
4. a) 6 b) 36 ¢) 9 d) 4
a) log,5 b) logs14 c) 10g1/3\@
17
6. a) logs2—1 b -
7. a) x=3 b) 13 ¢) 1003 d) & +3
40
e) 1125=9-125 f) 5 g) No tiene solucién h) 12
1 1
) 11 ) 100, — 1,2 100, —
i) j) 100, o k) 1, 1) 100, 75
1
m) 26/5) n) 16, 5 i) 1 p) 10

g) 100, 1000
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SECCION 9.3 (PAGINA 280)

1. a) -6 b) 2 ¢ -2,1 d) (5,8)

2. a) [3,+) b) (—o0,—4] <) 1°g3‘;8+2 d) 4,31 e) 1

3. a) V b) V ¢) F d) F e) F
f) F g Vv h) F

5. a) x>3 b) (5,13)

) (3,4)
h) (—00,11/13)U(5/3,+)

» (fr3)

l) (_007_1)U(5a+°°)

CAPITULO 10

SECCION 10.2 (PAGINA 296)

L 1. 8,27,0 2.
.= 1,1,-1 5.

7. 5,9
I. 1. Si|[a,b]cualquiera 2.

. Continua en (—0,3)U(3,+) 5.
7. Continua en (—0,2) U (2,400)

8)(=, =1)U(9/7, +)
i) (—,1/3)U(7/5,3)U(3,+)

k) [-1,0)

m) (_ooa_l)u(57+°°)

\@, 2, V3 3. 2,No existe, No existe
2,8/2 6. No existe, 3,2

Continua en [—1,+c0) 3. Continua en (—o0,3) U (5,+)
Continua en (—o,1)U(1,+) 6. Continuaen (—o,5)U (5,4)
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Cualquier intervalo cerrado que este contenido en el intervalo dado

II. f escontinuaen [a,b) si f es continua en (a,b) y 11’m+f(x) = f(a)

1. f(x)=+/x; Continuaen [0,40) 2. f(x)=1+/1—x%; Continuaen [—1,1]
IV. 1. No 2. No 3. Si 4. No 5. Si 6. Si
V. 1. m=4 2. m=1,n=3 3. m:é 4. m=2, n=-1
SECCION 10.3 (PAGINA 305)
1. a) No existe, No existe, 0 b) +o, —oco, In4
c) —oo, 4o, —8 d) +0,0,8
e) 0,40, 1
4. a) Méximo 2, Muchas (finitas) b) Miximo 1, Muchas (finitas)
¢) Ninguna d) Maximo 2, Ninguna
e) Ninguna, Ninguna
5. a) Horizontales y = 2; Verticales ninguna b) Ninguna
¢) Ninguna d) Ninguna
6. a) Horizontales y = —2; Verticales x=+3 b) Horizontales y = 1; Verticales x = +2
¢) Horizontales y = +1; Verticales Ninguna d) Horizontales y =1/2; Verticalesx =35, x=13/2

SECCION 10.5 (PAGINA 328)

1
II. a) lim —+2=+o0; lim — = +o00; lim 2=2
x—0t X x—0t X x—0t
1

b) lim +3=—00; lim = —00; lim 3=3

x—1" X — —l1-x—1 x—1-
3 2
) Jin oy gy ~ e = e =10
—(x—1)3 —(x—1

T L e G N S
X—00 (x—]) X—00 (x—])

f)  limxe* = +oo; lim x = +o0; Iim " = +o0

X—00 X—00 X—00
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Capitulo A. RESPUESTAS A ALGUNOS EJERCICIOS

I11.

V.

a—1
1) 3%
) X ) 3a2
al/m
6) — 7 1
) )
3 21
11) = 12) —
2 1
16) — 17) =
) s ) 2
21) 1 22) 1
4
26) 1 27) 6
31) 2 32) +
36) 1 37) 1
a) Si b) Si c)

3) 1

g —2

13) Cosx

18) 0
23)
28)
33)
38)

d) No

4) nynfl
1
9)
) 56
14) —Sena
19) l(nz—mz)
2
1
24) -
) 4
1
29) =
) 2
34) 1
39) 2
No f) No

5)
10)

15)

gL TIE

20) ——
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CAPITULO 11

SECCION 11.2 (PAGINA 344)

1. a) s(5/4)1;2s(3/4) b)—lO(i)—i—lO c) t=1 seg
d) 5 e) 1=2;-10
2 @) sB)-s@) p 0 & 5'(4)
3. m=6 4. y=42x 5. (=1/2,17/4)
6. y=1 7 y—4:—%(x—2)
. 1604 2/ 4
ey
9. a) fO)=1: f'()=1/4 b) f2)=1/4; f'(0)=1/2v2
O F@=19 71/2)=5 &) [/ =n" NACE
10. a) No b) No ¢) No
d) Si
1. a) f(x)=2x; x=5 b) f(x)=x*+2x; x=3 ¢) flx)=x*; x=2
d) f(x)=x4x; x=3 e) f(x)=Cosx
12. a=8; b=-9 13. ay b No existen
14. a) Verdadera b) Falsa c) Falsa
d) Verdadera e) Verdadera

SECCION 11.3 (PAGINA 351)

(8x10+2) (8x+32x%) — (4x% + 8x*) 80x°

1. f'lx)= (8210 2)2 ., f'(3) Reemplazar x por 3 en la expresién anterior
X+
2 )= (B+x2+4x%) (—1/x2+6/x) — (1/x=3/x*) (—2x73 + 124%)
' (B4x2+44x3)
o o @) (B () (50 3

(24 5% 1) x?
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_ 2In7(1+x7?)
(x—1/x)°
(P +e+x2/e) (4+V3) - <4x+ \/3?) (3x* —2x73/e)

(3 +e3+x2/e)’

SECCION 11.3 (PAGINA 358)

4* In4
In6 (3 +4*)
4+ 4% In4 + 423 (1) 1
2. "(X) = ——In( — | + Vax+4+x* [ ——
f® 2V 4x + 45+ x4 x X
_ 1 (SecxTanx+4/x) (e"+e™*
2 (Secx+4Inx) - —e

1. f'(x)=—Sen (loge(3+4))

3. f'(x)

/ I
4. f I(x) = _Csc (3Tan\/xSenx) Cot <3Tan\/M) (3Tan\/xSenx> ahora (3Tan\/xSenx>
1
— 3TanvxSenx |y 3 6,02 (\/xSen x) ——— (Senx+xCos x
2\/xSenx( )

1
5. f'(x) =6"In6+6x° + ——
£ no+OxX+ 6

6. f'(x)=3Sen*xCosx+ (Cosx3) (3x2) +2Cos2x+2Cos x+4Cos 2x

/i 3 |Cos (1+x71) (—x72)
Tt (x)_Z Sen (1+x71)

(—Csc (14+¢"+6%))Ctg(1+¢e*+6%) (e" +6"1In6)

Csc(l+e +6%)+ (iln (Sen (1 +x_1)))

SECCION 11.3 (PAGINA 365)

1

(') =

PAVES
2 (W) =5
3. F'(x) = vV2xY2 4 2m V2 (Senx+2)V2  Cos x
4 f'0)=(V5+1) (Inx+ Cosxte)V (1/x— Senx-+¢)

2Sen 2
5. f'(x) =4ArcSen® 3x ArcCos (Cos 2x) + (ArcCos® 3x) (enx)

1 —(Cos 2x)?

3
Vv 1—(3x)%



6. ['(x)= (AreTan (Senx))y+? {]n (ArcTan (Sen x)) + (x +2)

—Cosh x
|sinhx| v/ —1 + sinh?x

8. f.’(x) = (AP‘C?;:’?P? x),"l}'cf_fos(zz) y [

7. f'x)=

V1—x*

SECCION 11.4 (PAGINA 372)

-arccos (sinhx) +A4rcSec (Senh x)

429

] 1
ArcTan (Senx) (1+Sen?x)
(Sech x Tanh x)

Cos x]

V1 —Sech? x
| |

1 P s )
n(ArcTan x) +ArcCos x T ()

1. y=4(1-4%) 2. y—4—4x 3. y=1+(x-2)> 4. y=1-x*/2
5 (y-3)? :
5. i:(}' ) 6. y=x2 7. x—1=y 8. x=¢
a +
]
9. iz-+—2:1 10. x=4/5-y 1L x=1-2y 12. y=x"+3x—1
oy
1.
1. x=t; y=—t 2. x=t; y=1-¢ 3. x=0; y=0; z=¢
4. alt)=(2,3,4)+1((3,5,7)—(2,3,4)) 0<s<1 5. x=t; y=—1*+4
6. x=t:y=4—t 7. x=Cosht. y==S8enht 8. x=3Cost,; %z&wt
9. x=10; y=t 10. x=¢; =0 1. = =Cost,; ";;33—(705!
[
dy
d}r E 1
b == 2. —6:25 3. 12 4. -
dx  dx 4

di
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SECCION 11.5 (PAGINA 376)

2. 4t 30 () =n!

0 x>2
5. f"(x)=< No3d x=2
0 x<2

2 x>0
6. f"(x)=< Nod x=0 f"(x) =
0 x<0

£"(0) Noexiste; f"(2)=2; f"(5)=0

SECCION 11.6 (PAGINA 381)
1.

dy  2x+2y-1

1. = 2.
dx 2x+5y*

3 @__Zx—l—Zy—f—eyz—l/x 4

Codx 2x + 2xye?” — 1 .
s dy  3x*-3y°

dx  3y2—6xy
1I.

T
83

III.

7
34

SECCION 11.7 (PAGINA 383)

1

L. a) %—&-10 D)
I a) Ay=(2x—1)h+i b)
L a) 271(5)(0.06)

IV. a) —80m

d" 1
4.
dx" ( 1—-2x

B 2"n!
B (1 —2x)n+1
0 x>0
Nod x=0
0 x<O0

1
@ B 7Coshy+ﬁ+y

dx xSenhy+x
dy %x—1/3
dx o %y_Z/?’ + 2\/Slenycasy
36
24
—+11 ) L( 53)4+9
“ 243

dy = (2x—1)dx
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CAPITULO 12

SECCION 12.1 (PAGINA 388)
1. a) f(x)=Senx b) f(x)=x, 0<x<10 ) fx)=x(x—1)(x—-2)

2. a) Minimo absoluto en x = 0, con valor f(0) =0; y relativo en x = 5.

Maiximo absoluto con valor f(5) = 25; Es convexa en (—3,5] ; decreciente en (—3,0)
y creciente en (0,5). No tiene puntos de inflexion

b) Creciente, tiene maximo en x = 20 ; Céncava (—10,0) y es convexa en (0,20 ;
punto de inflexion (0,0)

¢) Enx= /2, tiene maximo absoluto o relativo con valor f(77/2) = 1;enx = 371/2,
tiene minimo absoluto o relativo con valor f(37/2) = —1,enx = —11/2,
tiene minimo absoluto con valor f(—71/2) = —1, Convexa en (—71/2,0); (77,21)
Concava (0, 17) .Puntos de inflexion (0,0); (17,0)

d) f es creciente, no tiene extremos, es céncava en (—711/2,0)
y convexa en (0, 77/2) , puntos de inflexion (0,0)

e) f es creciente, tiene minimo absoluto en x = —2 'y con valor f(—2) = e 2 ; convexa,
no tiene puntos inflexion

f) f escreciente, no tiene extremos, es concava en (0,+), no tiene puntos de inflexion

g) Tiene minimo absoluto en x =0y con valor f(0) = 0 y tiene médximo absoluto en x = 4

y con valor f(4) =4, decreciente en (—1,0) y creciente en (0,4)

SECCION 12.1 (PAGINA 400)

L

1. Minimo absoluto en x = £3; f(£3) = 0, Maximo relativo en x = 0; f(0) =9 Decreciente en
(—00,-3);(0,3), Creciente en (—3,0); (3,+) Convexa en (—o, —3); (3,40) Céncava en (—3,3)
9. Creciente en (—o0,+00), No tiene extremos, Puntos de inflexion en n7T, Convexa en
(2n—1)T< x < 2n1, Céncava 2nmm< x < 2n+ 1)1

10. Decreciente en (—, —v/2); (0,V/2), Creciente en (—v/2,0), (v/2, 40)
Minimo absoluto en x = +v/2; f (i\fZ) = 2!/3(—6) Maximo relativo en
x=0; f(0) =0 Convexaen (—c,0); (0,+00)
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IL

l. a=-1/2; b=2; c=4 2. a=-1; b=3
3. a=2; b=—-6; ¢c=0;d=3 4. a=-9; b=18; c=-2
6. a=-3;b=7

SECCION 12.4 (PAGINA 405)

11 , dA dA dr
1. (2,4> 2 A=Trr N ﬁ—znr, E—ZTD‘E
12 4 A _odL 5. 900
V10 dt dt
SECCION 12.5 (PAGINA 408)
9
. x=7/2; y=5/2;d=1 3. r=2; h=5 4. y:—g(x—IS)
6. x:£:y 7. 2V/2; 3V2 9. r:Rﬁ;h:Rﬂ
4 2 2
SECCION 12.6 (PAGINA 413)
L 1. 1/2 2. 3 3. 0 4. 1 5. ¢
In2
6. 0 7. e 8. 4% - 10. &
2
1. 1 12. 0 13. 0 14, 1 15. 1
e 2
16. 1 17. 1 18. No existe
I. In2
m a2 -1
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