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Prefacio

El presente libro de matematica general surge con la idea de ofrecer alternativas ante
el estudio de dicha materia en los semestres iniciales de la Universidad Nacional
Experimental de los Llanos Occidentales Ezequiel Zamora, Unellez, y ha sido producto de
la conformacion de material preparado para dictar cursos regulares e intersemestrales en
dicha casa de estudios durante un largo periodo. El subtitulo del mismo obedece a la
necesaria adaptacion a la realidad tanto de parte de los docentes como de los estudiantes en
aspectos relacionados con las tecnologias de la informacion y la comunicacion de tal forma
que sirva como guia y a la vez de agente estimulador ante el uso de dispositivos electronicos
de calculo, de software matematico y de la enorme cantidad de informacion disponible en la
web. Por supuesto que los temas tratados son de caracter general y son aplicables en
cualquier contexto educativo donde se requiera conocer o reforzar las bases sobre las cuales
se asienta el fascinante mundo de la matematica.

En ese sentido, se procurd hacer uso intensivo de las TIC para apoyar la resolucion
de situaciones de caracter practico y se considero el uso prioritario de software libre de tal
forma que muchos ejemplos explicaciones estan basadas en programas enmarcados en ese
paradigma tales como Maxima en su version Windows denominada wxMaxima y Geogebra,
ambos ampliamente reconocidos por el mundo académico y de uso muy extendido por los
docentes de educacién media y de educacion universitaria en otros paises y que esperamos
conserven esa tendencia en Venezuela. Otras situaciones practicas fueron apoyadas con hoja
de calculo, para lo cual las explicaciones estan dadas tomando como base Excel de Microsoft,
el cual no es software libre, pero que tiene su contraparte en la hoja de célculo de Open office
con la que se pueden lograr los mismos fines.

Por ser las TIC sujetas a cambios en tan corto tiempo, no se incluyo en la obra un
manual de instalacion del software utilizado, sin embargo el lector puede en cualquier
momento consultar el sitio web respectivo el cual con toda seguridad estara mas actualizado
que cualquier material que se pueda elaborar al respecto en este libro. Bajo esta misma idea,
se procurd hacer pocas referencias a sitios web, puesto que se quiere evitar el riesgo que lo
cambiante de éstos conduzcan al lector a enlaces rotos. No obstante, los ejercicios resueltos
con apoyo en software estan suficientemente explicados y tienen abundante apoyo grafico.

De forma general, el libro esté4 orientado para lograr unos objetivos minimos que estan
sefialados al comienzo de cada capitulo y que son cubiertos tanto con la parte tedrica como
con la practica, para lo que se utiliza el esquema de ejemplos, respuestas y ejercicios
propuestos en cada seccion en que esta estructurado cada capitulo. Al finalizar cada uno de
ellos, se ofrece un resumen, las palabras clave, la bibliografia recomendada y se plantean
interrogantes para que el estudiante autoevalte su rendimiento.

En total son seis capitulos, tomando como base el contenido programatico de la
matematica general que se dicta en la Universidad Ezequiel Zamora. En el capitulo 1 se hace
una introducciodn a las proposiciones 1dgicas, como una forma que permite la familiarizacion
en el uso de los signos, tan importante como base para el estudio de cualquier tema de caracter
matematico. En el capitulo 2, se estudian los conjuntos y las operaciones entre éstos
incluyendo al final ejercicios de cardinal de un conjunto mediante aplicaciones practicas
derivadas de la vida real. En el capitulo 3 se avanza en el estudio de los conjuntos, esta vez
enfoncando la atencion los sistemas de numeracion y en los conjuntos numéricos, tales como
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los numeros naturales, los nimros enteros, los nimeros racionales, los nimeros irracionales
y los numeros reales. El capitulo 4 estd orientado hacia el estudio de las expresiones
algebraicas, alli el lector tiene la oportunidad de comprender mediante la resolucion de
ejercicios y mediante el uso de software las operaciones de adicion y multplicacién de
polinomios; de igual forma los diferentes casos de factorizacion y de productos notables,
finaliza el capitulo con las ecuaciones primer y de segundo grados, orientadas algunas hacia
la solucion con programas como Geogebra y Maxima, los cuales tienen elevada capacidad
para el célculo simbolico. El capitulo 5 estd orientado al estudio de las desigualdades y las
inecuaciones, alli se procurd resolver gran cantidad de ejercicios suficientemente graficados
con la ayuda tanto de Geogebra como del programa de dibujo Autocad. Finalmente, en el
capitulo 6 se plantean las funciones reales, donde se hace uso intensivo de los mencionados
programas Geogebra y Maxima para la construccion de graficas.

Un trabajo de estas dimensiones fue posible entre otros factores por los afios de
experiencia como docente de matematica en sus diferentes modalidades en el Vicerrectorado
de Planificacion y Desarrollo Regional de la Unellez, los cuales permitieron consolidar el
piso epistémico necesario para poder desarrollar en un documento los ejercicios y las
numerosas clases que con el tiempo fueron conformando gran cantidad de archivos sueltos
en los que a pesar de estar trazada la idea bésica se tuvo que dedicar mucho tiempo y esfuerzo
para que adquirieran la forma de libro.

Anibal Luna
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CAPITULO 1
| introduccién ala Liglca Proposicional |

Elementos de apoyo de la |égica proposicional
Introduccién al estudio de la l6gica
Lenguaje Natural y lenguaje artificial

Conectivos légicos y proposiciones compuestas
Conectivos légicos

Férmula bien formadas
Precedencia de los conectivos légicos
Conectivo légico principal

Valor de verdad de proposiciones simples y compuestas
Valor de verdad de una proposicién simple
Valor de verdad de una proposicién compuesta
Tabla de verdad de una férmula proposicional
La hoja de calculo como tabla de verdad
Software para el calculo del valor I6gico de proposiciones compuestas

Leyes de las proposiciones légicas

Objetivos:
General
Reconocer las estructuras conceptuales elementales de la l6gica proposicional para
comprender el lenguaje matematico formal y aplicarlo en la solucion de problemas de la
vida cotidiana.
Especificos

o Identificar los elementos sobre los cuales se apoya la 16gica proposicional.

e Expresar proposiciones tanto en lenguaje natural como en lenguaje artificial

o formal.

e Distinguir los conectivos logicos en la conformaciéon de proposiciones
compuestas.

e Interpretar el valor de proposiciones compuestas con la ayuda de las tablas de
verdad.

e Interpretar las leyes que rigen a las proposiciones logicas.
e Reconocer herramientas derivadas de las TIC utilizadas en la logica
proposicional.




Introduccidn

1 habla es una caracteristica del ser humano que lo distingue del resto de los seres

vivientes y constituye una las maneras mas elementales de comunicacion a través de

la cual la humanidad ha logrado establecer los pilares sobre los cuales descansa su
desarrollo y su capacidad de adaptacion a condiciones adversas. Sin embargo, el principal
problema del lenguaje hablado es que no perdura, a menos que se disponga de elementos
auxiliares para lograr ese fin, los cuales a su vez han sido el resultado de avances tecnologicos
producto del avance del conocimiento.

Pero antes de alcanzar los elevados niveles de tecnologicos en el campo de la
electronica de nuestros dias, el ser humano ha tenido la capacidad de registrar sus ideas con
la ayuda de elementos que a la distancia de los tiempos pueden parecer rudimentarios pero
que quizés para el momento constituyeron una novedad tal como nos encontramos nosotros
actualmente cuando disfrutamos de los diferentes dispositivos como un teléfono, una
computadora, un vehiculo, entre otros. Por ejemplo, los fenicios utilizaban un sistema de
cufias como una forma del lenguaje escrito, en las cuevas de Altamira, Espafia, se encuentran
como muestras del arte rupestre pinturas de animales, los cuales seguramente eran muy
comunes en el paleolitico, los egipcios empleaban simbolos o jeroglificos para hacer registros
que consideraron importantes transmitir a otras generaciones.

Lo indicado anteriormente nos da una idea de la importancia que tiene el uso del
lenguaje simbolico. Las palabras se las lleva el viento pero la escritura es un registro que
puede permanecer intacto muchos afios, para ello se requiere el uso de simbolos que permitan
la conversion entre una y otra forma de expresion. Por lo tanto resulta importante analizar
la forma de manifestar nuestras ideas de manera simbdlica ya que ese conjunto de simbolos
aun puede ser reducido y comunicar algo interesante para nosotros.

En tal sentido, usted se encuentra en este momento haciendo uso de simbolos que su
mente ha interpretado y le ha dado forma hasta convertirla en frases entendibles, de lo
contrario, este conjunto de letras le parecerian indescifrables. Es aqui donde entra en juego
la logica proposicional al permitir estudiar y entender las estructuras conceptuales
elementales que conforman la palabra escrita con el fin de disponer de las herramientas que
le permitiran el uso de simbolos y adentrarse con bases firmes en el estudio de la matematica,
la cual es una materia que tiene sus propios codigos pero que la mayoria son afines a
situaciones estudiadas previamente por un estudiante universitario en su proceso de
formacion.

Se recomienda que el estudiante realice los ejercicios de autoevaluacion dispuestos
al final del capitulo y que practique con ayuda de los recursos tecnoldgicos que se sugieren.
Se procuro no incluir referencias web, debido a lo cambiante de esos recursos.



Elementos de apoyo de la l6gica
proposicional

Se hace una revision breve de la l6gica tomando en cuenta que es el punto de partida
por medio del cual surge la logica proposicional, de igual forma se hace referencia a al
razonamiento como condicién humana que conduce a la estructuraciéon del pensamiento.
Luego se estudia el concepto de signo tal como lo planted Charles Sander Peirce, considerado
el padre de la semidtica moderna, la cual es una fuente de importancia para entender la logica
proposicional.

Introduccién al estudio de lalé6gica

Es un hecho que todos los seres humanos somos seres pensantes, siendo esta una de
las caracteristicas que nos distingue de otros seres vivientes y que es la base sobre la cual se
apoya tanto el conocimiento como la propia evolucion, puesto que la supervivencia de la
especie en muchas circunstancias ha dependido de la toma de decisiones derivadas de la
capacidad de razonamiento. Por supuesto que las interrogantes derivadas acerca de la
generacion y uso del pensamiento han sido motivo de discusion a lo largo de la historia,
siendo los filosofos griegos los pioneros en establecer estructuras formales que permiten
organizar las ideas.

Segun Iriarte y otros (2010) citando a Saenz y Arrieta, la logica es la ciencia que
establece las reglas mediante las cuales se elaboran los pensamientos que permiten llegar a
la verdad o plantear la solucion a un problema. Contintian indicando los autores que se puede
definir a la l6gica como la ciencia y el arte del buen pensar, también indican que la l6gica
investiga la relacion de consecuencia que se da entre las premisas y la conclusion de un
argumento correcto, aplicando de manera coherente un sistema de reglas establecido.

Se observa que la logica se involucra en el pensamiento profundo del ser y que ayuda
a éste a ordenar las ideas para de esa forma intervenir de manera directa en el proceso de
transmision de éstas, las cuales pueden ser interpretadas con cierta facilidad por el receptor
debido a que ya se encuentran estructuradas en una secuencia, en un orden. Tal orden guarda
estrecha relacion con el establecimiento de las denominadas premisas que apoyan a la
conclusion, conformando ambas categorias lo que se denomina argumento.
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Figura 1: Con la ayuda de la logica y particularmente la logica proposicional, el individuo se empodera de herramientas
que le ayudan a ordenar sus pensamientos.

Al respecto indica Iriarte y otros (2010) que todo razonamiento tiene una estructura
que consiste en las premisas, la conclusion y el nexo logico entre ellos, siendo este uno de
los procesos cognitivos basicos por medio del cual utilizamos y aplicamos nuestro
conocimiento. En la Figura 2 se muestran los elementos involucrados, donde se parte de las
premisas para llegar a una conclusion. Por ejemplo, cuando se dice: El petroleo genera
riquezas, Venezuela es un Pais Petrolero, por lo tanto Venezuela es un pais con riquezas. Se
esta partiendo de dos premisas, una mayor y otra menor y se estd llegando a una conclusion.

W=
1

Figura 2: Esquema basico de la forma de razonar, donde se parte de dos premisas para llegar a una conclusion.

El esquema presentado en la Figura 2 corresponde a un silogismo, modelo de
razonamiento cuyo pionero fue el filésofo griego Aristételes, reconocido como el padre de
la 16gica. En tal sentido, no es extrafio observar en textos relacionados con la logica ejemplos
como el siguiente:

Todo hombre es mortal

Socrates es hombre



Socrates es mortal

En el cual como se ha dicho estan presentes dos premisas y una conclusion: Socrates
es mortal.

A pesar de lo interesante que puede resultar el estudio de la logica aristotélica, se
dedica en este capitulo atencion a la revision de los fundamentos de la logica proposicional,
la cual se ocupa de la validez de razonamientos donde se encuentren involucradas
proposiciones, generalmente separadas por conectivos logicos tales como: y, o, si...entonces,
entre otros. Para esto es conveniente una revision de la teoria relacionada con lo signos puesto
que se ha dicho que uno de los fines del estudio de la logica proposicional dentro de un curso
de matematica es que el estudiante se familiarice con el uso del lenguaje simbdlico.

Los Sig NOS. La Real Academia Espafiola (2017), define a este término con varias

acepciones, la primera de ella indica que un signo es un objeto, fendmeno o accién material,
que por naturaleza o convencidn representa o sustituye a otro. Asi se tienen como ejemplo
los signos zodiacales que representan la influencia de constelaciones diferentes a lo largo de
los doce meses del afio, los signos de puntuaciéon que indican al lector las pausas que debe
realizar, los signos vitales que indican a un médico sobre el estado de salud de un paciente,
la paloma blanca que representa a la paz, entre otros.

Figura 3: Este trazado puede ser un signo.

Se tiene el caso representado en la Figura 3, a usted le pueden pasar varias alternativas
en su mente para tratar de darle significado a lo que esta viendo. Pudo haber pensado que se
trata del trazado de una carretera montafiosa, también que es parte del ala de un péjaro, o de
un arbol de navidad, entre una variedad de opciones. Pero en cualquier caso usted busco en
su mente en funcion de experiencias previas algo que se relaciona con lo que esta observando.
Es importante destacar que para que algo pueda ser considerado un signo, es necesario que
ese algo tenga significado para alguien.

Al hablar de signos, es inevitable hacer referencia a Charles Sander Peirce (1839-
1914), profesor de la universidad de Harvard, quien dedic6 gran parte de su vida a su estudio,
al punto de ser considerado el padre de la semidtica moderna conocida también como la
ciencia de los signos. Al respecto Salguero (2001) indica que para Peirce cualquier cosa
interpretable es un signo y el hecho de que los hombres usen signos para comunicarse los
hace humanos, la Figura 4 es la concepcion semiotica de Peirce, donde se observa que el
signo depende del contexto o situacion, del referente, del interpretante y del significante.



Interpretante

Significante Referente

Contexto o situacion
Figura 4: El signo segun peirce, tomado de Salguero (2001).

La semidtica se divide en tres grandes ramas:
Sintaxis. Estudia los signos teniendo en cuenta solamente las relaciones que se

establecen entre ellos sin tomar en cuenta su significado. Este tipo de estudio corresponde a
la gramatica.

Semdntica. Estudia los signos teniendo en cuenta la relacion que mantienen con

su significado o referencia, es decir, con las cosas de la realidad por ellos representada. Esto
es lo que hacen los diccionarios o las etimologias.

Pr. agmé tica. Estudia los signos teniendo en cuenta la relacion que existe entre

ellos y las personas que los utilizan para comunicarse o representar algo. Maés
especificamente, estudia el lenguaje (signos) tomando en cuenta a los usuarios y las
circunstancias de la comunicacion. Por ejemplo, un estudio centrado en el lenguaje utilizado
por los habitantes de la region geografica conocida como “cajon del Arauca apurefio” entra
dentro de esta division de la semidtica.

Lenguaje Natural y Lenguaje Artificial

La mayoria de las veces hacemos uso del lenguaje natural, sin embargo en otras
oportunidades se requiere “ordenar” las ideas y expresarlas a través de signos que deben ser
reconocidos en determinado entorno social. En ambos casos bien sea manera perceptible o
imperceptible se manejan reglas y simbolos parte de los cuales entran dentro del dominio de
la 16gica proposicional. En esta seccion se estudian las proposiciones expresadas como
lenguaje natural, se define qué es una proposicion y finalmente se revisa en qué consiste el
denominado lenguaje artificial.

Leng uaje Natural. Se puede definir al lenguaje natural como el conjunto de

simbolos utilizados por una sociedad para comunicarse. Es el lenguaje que aprendemos en
sociedad y que usamos para comunicarnos y referirnos objetos, cosas y animales. También
se denomina lenguaje cotidiano, lenguaje ordinario. El individuo en contacto con los seres
que le rodean se va apropiando de una serie de signos, bien sean representados mediante
sonidos, mediante gestos o en general con la ayuda de cualquiera de los sentidos para de esa
manera poder transmitir sus ideas y hacerse entender con los seres de su entorno.



El lenguaje natural consta de un conjunto finito de simbolos (palabras y signos
lingiiisticos que forman el vocabulario) y un numero finito de reglas (la sintaxis), las cuales
determinan cdmo combinar correctamente los simbolos del vocabulario

Para hacernos entender es necesario conformar una estructura integrada por palabras
cuya combinacion en el orden adecuado tienen sentido, dicha estructura recibe el nombre de
oracion.

Oracion. Es una expresion lingliistica sintdcticamente correcta y posee sentido

completo.
Ejemplos:
a. La Unellez es una universidad
(Cual es tu nombre?
Es urgente que vengas
Caracas es la capital de Panama.
No sé si podré ayudarte.
En Venezuela el billete de mas alta denominacion vale 100 bolivares.
jtan bueno que era!
Si x=3 entonces 3*x =9.
iNo hagas eso por favor!

S ERme ao o

Expresion lingliistica. Es cualquier combinacién de simbolos de un
lenguaje.

Ejemplos de expresiones lingliisticas sintdcticamente incorrectas:
a. El avion se estacion6 matematica volando

b. Cancioén del usted negro viaje dio.

c. Aaaaah el edificio lleno de aves invertido dos hombres.

d. Esto sentido uno zapato matriz juego.

Oracion enunciativa o enunciado. Es una expresion lingiiistica que
tiene sentido completo y que puede ser verdadera o falsa.

Ejemplo

En las oraciones anteriores identifique cuales son enunciados:

La bicicleta tiene dos ruedas

(Cuando llega el pedido?

Venezuela en un pais petrolero

La novela Lanzas Coloradas fue escrita por Arturo Uslar Pietri.
iNo puedes entrar!

El agua de mar es salada

me o ow

Respuestas

a. Esun enunciado



No es un enunciado
Es un enunciado
Es un enunciado
No es un enunciado
Es un enunciado

me e o

Se debe tener en cuenta que el lenguaje natural es muy rico en expresiones lingliisticas
situacion que conduce a la presencia de ambigiiedades, por ejemplo:

Maria comprd un automoévil
No se sabe si es para ella, o para otra persona, tampoco si qué tipo de automovil.
Antonio ingreso a la universidad

No se sabe si Antonio es un ladrén, si es empleado, profesor, obrero; si lo hizo de
manera presencial o de manera virtual.
Nos reunimos en casa de Pedo

(Quiénes se reunieron? ;Donde? ;Cuando?

Pr oposicién. Es una oracion que no admite ambigiiedad es decir puede tomar

el valor falso o el valor verdadero. Por ejemplo, cuando se dice “Amarillo, azul y rojo son
los tres colores principales de la bandera venezolana” se esta en presencia de una
proposicion verdadera, de igual forma, cuando se indica “Un afio tiene 14 meses” se esta
formulando una proposicion falsa.

Es importante distinguir dentro de las expresiones lingiiisticas cudles constituyen
proposiciones y cudles no. Para ello se cuenta con elementos de juicio como la no presencia
de ambigiiedades y que la oracion sea enunciativa. De igual manera, es importante tomar en
consideracion que las oraciones interrogativas, exhortativas o imperativas, las exclamativas
o admirativas, asi como las dubitativas y los juicios de valor no constituyen proposiciones ya
que ninguna de estas categorias afirman o niegan algo.

Considerando las reglas bésicas de las proposiciones, estas deben cumplir las
siguientes dos condiciones:

1. Una proposicion no puede ser verdadera y falsa al mismo tiempo, denominado

principio de no contradiccion.

2. Una proposicion debe ser verdadera o falsa, no existe una tercera posibilidad.

Este principio se denomina tercero excluido. Es decir una proposicién no puede
ser “aproximadamente verdadera” o “casi falsa”.

Ejemplo

En la siguiente lista, identifica cuales oraciones constituyen proposiciones y cuales no.
a. Los caballos comen pasto
b. El automovil es azul



Algunos animales pueden imitar el habla humana
Las casas nubes escuela fruta

Esperamos que llegue la comida

2x=14

Me fastidia ver ese programa de television

No puedes hacer ejercicio

Es imposible ver en la oscuridad de la noche

No vengo a causar problemas

Achaguas es una ciudad del estado Apure

2017 es un afio bisiesto.

mAETIE S0 e Ao

a. Esuna proposicion, puesto que el enunciado puede ser verdadero o falso, pero no
ambas cosas a la vez.

Se trata de una proposicion ya que el enunciado puede ser verdadero o falso, pero
no ambas cosas.

No es una proposicion, el término “algunos” conduce a imprecision.

No es una proposicion, la expresion lingiiistica esta sintdcticamente mal formada.
No es una proposicion, se trata de un deseo.

No es una proposicion ya que x puede ser cualquier nimero.

No es una proposicion, se trata de una apreciacion personal.

No es una proposicion, se trata de una recomendacion o exhortacion.

No es una proposicion, ya que si nos colocamos lentes infrarrojos podemos ver
en la noche, pero si no los usamos no podemos ver.

No es una proposicion, no es un enunciado, se trata de un juicio de valor.

Si es una proposicion, no hay lugar a dudas que Achaguas es una ciudad del estado
Apure.

1. Si es una proposicion con valor falso.

S ERme a0 o
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Las proposiciones se dividen en proposiciones simples y proposiciones compuestas.
Las primeras constan de solamente una proposicion, las segundas estdn conformadas por
proposiciones simples unidas a través de conectivos 16gicos.

Lenguaje artificial. Para tratar de superar las limitaciones del lenguaje
natural, se ha ido construyendo los lenguajes artificiales, es decir lenguajes bien definidos
que poseen una estructura operativa eficaz Todas las ciencias emplean lenguajes artificiales
y esta ha sido una de las condiciones para que evolucionen. Los elementos de un lenguaje
artificial son los signos y las reglas.

lengua/'e formal. Se denomina lenguaje formal a un lenguaje artificial cuyos
signos son formales (es decir, carecen de significado) y cuyas reglas sintacticas permiten
operar con dichos signos como en un calculo. La légica y las matematicas son lenguajes
artificiales y ademas formales.

La [6gica proposicional o de enunciados. Se ocupa de la validez
formal de los razonamientos tomando en bloque las proposiciones que los forman.



Los signos de la ldgica proposicional son las variables proposicionales (p,q, 1, s, t..
los simbolos auxiliares (paréntesis, corchetes y llaves) y los conectivos 16gicos.

D

Las variables proposicionales son letras mintsculas a partir de la letra p del alfabeto

o combinacion de esas letras y nimeros que se usan para representar a las proposiciones.

Figura 5: Notacion usada para variables proposicionales.

Por ejemplo:

p: Ezequiel Zamora lucho en la guerra federal venezolana

q: En San Fernando de Apure no hay trenes de pasajeros

r: Aries es un signo del zodiaco

s: El sodio es un elemento quimico

t: Un bongo remonta el Arauca

También se usan letras y numeros para identificar a una proposicion:
ql: durante la Semana Santa siempre hay luna llena

q2: Si estudio en la Unellez entonces seré profesional universitario
q3: Algunos productos alimenticios estaban vencidos

q4: Magallanes es un equipo de la Liga Venezolana de Beisbol Profesional

Indicar cual de las expresiones siguientes constituyen un enunciado
Tierra propicia para el esfuerzo como lo fue para la hazana.

El nivel del rio Apure alcanz6 en 2017 la cota méaxima.

Se dafio el motor de la lavadora.

Ojala llueva

Retornen a casa temprano

No se puede ver a través de ese cristal

Dios te bendiga

El automovil alcanz6 los 200 kilometros por hora

Indlcar cual de las siguientes expresiones constituyen proposiciones
Dos elevado al cuadrado es igual a cuatro.

Si x=-3 entonces 3x=6.

Caracas es la capital de Venezuela.

La sede de la ONU est4 en Londres.

La organizacion de la fiesta.

Qu¢ tan grande es vuestro amor.

S0 e po o

mo a0 o

10



g. Laindependencia de poderes.
h. El hierro es un metal.

Conectivos Légicos y Proposiciones
Compuestas

Nuestro hablar diario es continuo, es decir para hacernos entender por nuestros

semejantes emitimos una serie de palabras dentro de las cuales necesariamente deben existir
unas que tienen la funcidon de conectar ideas. Dentro del mundo de la l6gica proposicional
estas palabras son identificadas con el nombre de conectivos 16gicos y tienen la importante
funcion de relacionar al menos dos proposiciones simples para conformar una proposicion
compuesta.
] En esta seccion, se estudian los conectivos: negacidon, conjuncion, disyuncidon
inclusiva, disyuncion exclusiva, condicional y bicondicional. En cada caso se indica palabra
o frase mds comun con que se expresa el conectivo en lenguaje natural y se dan otras
opciones. De igual manera, se presentan ejemplos de proposiciones donde estan
involucrados los conectivos. Por supuesto que al convertir al lenguaje formal las
proposiciones, se puede dar el caso que no se encuentren bien formadas, aspecto que es
cubierto en la ultima parte de esta seccion.

Conectivos légicos

Los conectivos l6gicos son palabras (generalmente de una sola silaba) que permiten
conectar entre si dos o mdas proposiciones logicas para de esa manera conformar
proposiciones compuestas.

Conectivos logicos:
Negacion
Disyuncion inclusiva
Disyuncion exclusiva
Conjuncién
Condicionzl
Bicondicionzl

Figura 6: Lista de los conectivos logicos.

Negacién
Simbolos usados: —; ~; =
Se lee: No
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No es cierto que
No es verdad que
Es falso que

Ejemplo

Convertir al lenguaje formal la siguiente proposicion:
p: No hay inscripciones para nuevos ingresos en la Unellez durante el mes de abril.

Respuesta

Se trata de una proposicion que esta siendo negada a través del conectivo 16gico No,
ubicado al principio de dicha proposicion.

La conversion de la proposicion del ejemplo a lenguaje formal, es decir su
formalizacion se escribe asi:

p:—q

Donde a la expresion “no hay inscripciones para nuevos ingresos en la Unellez
durante el mes de abril” se le ha simbolizado como —gq.

Usted puede hacer esto en su cuaderno o en sus practicas, utilizando el subrayado y
el marcaje con un circulo de los conectivos logicos presentes en la proposicion de esta forma:

p:hay inscripciones para nuevos ingresos en la Unellez durante el mes de abril.
Situacion que conduce a la formalizacion ya indicada.
Ejemplo

Convertir al lenguaje formal la proposicion:
r: No es cierto que Juan tiene una hermana.

Respuesta

La formalizacion de esta proposicion es:

r:Qo es cierto qudJuan tiene una hermana.

t

r: =t
Siéntase libre de asignar cualquier letra de las ya indicadas a las proposiciones, usted
bien pudo haber utilizado la s en vez de la .

Ejemplo

Formalizar la siguiente proposicion:
s: Ni me nombro en su discurso.
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Respuesta

Se formaliza esta proposicion asi:

s: @me nombro en su discurso.
r
S:—t
Recuerde que la eleccion de la letra que simboliza a la proposicion, si no se menciona
en el planteamiento, depende del criterio de la persona que resuelve el ejercicio; por lo tanto
en este caso usted pudo haber usado, por ejemplo ¢ en vez de ,; no se cambia la s ya que esta
dada previamente.

Ejemplo

Convertir al lenguaje natural la proposicion:
r.u
Donde, u: Pedro viaja a Valencia.

Respuesta

T no es cierto que Pedro viaja a Valencia.
Igualmente es valido:
r: Pedro no viaja a Valencia.

Conjuncién

Simbolo usado: A

Se lee: y.

Dadas dos proposiciones p y g también se puede leer como:
P pero g
p aunque ¢
p incluso ¢
p sin embargo g
p no obstante ¢
p apesar que ¢
p amenos que ¢
p igualmente g

Ejemplo

Convertir al lenguaje formal cada una de las proposiciones:

p: Maria hace la tarea y lava la ropa.

q: La casa tiene personas dentro pero nadie pinta la cerca.

r: El grupo se reune los miércoles aunque la mayoria de los miembros trabajan.
s: La ciudad es tranquila sin embargo a veces suceden accidentes.

t: El fenomeno El Niio afecta al clima no obstante en San Fernando no ha llovido.
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u: En el campo se respira aire puro a pesar que circulan vehiculos por la carretera.
v: Los jovenes duermen mucho a menos que ellos tengan que estudiar.
w: El transportista recibio el envio igualmente Ana realizo la transferencia.

La formalizacion los ejemplos anteriores se logran de la siguiente manera:

p: Maria hace la tarea@ava la ropa.
r s

p:r AS

q: La casa tiene personas dentro nadie pinta la cerca.
t %

q.tAv

r: El grupo se reune los miércoles(@unquedla mayoria de los miembros trabajan.

p q
rpAq
s: La ciudad es tranquila a veces suceden accidentes.
r t
S:T At
t: El fenomeno EI Nirio afecta al climan San Fernando no ha llovido.
u v
t:uAv

u: En el campo se respira aire puro (@ pesar que)circulan vehiculos por la carretera.

p t
u:pANt

v. Los jovenes duermen mucho @ menos qué) ellos tengan que estudiar.

q r
vigAT

w. El transportista recibio el envio (igualmente) Ana realizo la transferencia.

r p
wW:rAp

Ejemplo

Sean las proposiciones:
s: La palmera es movida por el viento.
t: Lalluvia es muy fuerte.
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Convertir al lenguaje natural las proposiciones:

a. piisAt

b. pyiasAt

C. p3:sA—t

d. pys:a(sAt)

a. p;: Lapalmera es movida por el viento y la lluvia es muy fuerte.

b. p,:La palmera no es movida por el viento y la lluvia es muy fuerte.
C. ps3:Lapalmera es movida por el viento y la lluvia no es muy fuerte.
d. p,4: Nila palmera es movida por el viento ni la lluvia es muy fuerte.

Disyuncién inclusiva

Simbolo usado: vV

Se lee: O.

Si se tienen dos proposiciones p y ¢, también se puede leer como:
p 0 g 0o ambos
Al menos p o g
Minimo p o g.

Ejemplo

Convertir al lenguaje formal las proposiciones siguientes:

p: El arbol tiene mangos maduros o mis lentes estan rayados.

q: Hay clases en la universidad o un evento cientifico o ambas cosas.
r: Al menos hay que asistir a clases o se corre el riesgo de no aprobar.
s: Minimo para ingresar a la universidad hay que ser bachiller.

La formalizacion de estos ejemplos se logra asi:

p: El arbol tiene mangos maduros@ mis lentes estan rayados.

r s
p:rVs
q: Hay clases en la universidad @ un _evento cientifico
u p
quvp

r: Al menos hay que asistir a clases @Se corre el riesgo de no aprobar.
t w
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r:tvw

S: pam ingresar a la universidad hay que ser bachiller@ser téecnico medio.
r p
S:tVp

Ejemplo

Sean las proposiciones:
m: El jugo esta simple
n: Hay azdicar en el mercado
Convertir al lenguaje natural las proposiciones:
a. pp:mvVn
b. p,:—mvn

Respuestas

a. py:Eljugo esta simple o hay azicar en el mercado.
b. p,:Eljugo no esta simple o hay azlUcar en el mercado.

Disyuncién exclusiva

Simbolo usado: ¥
Se lee: o...0...

Ejemplo

Convertir al lenguaje formal las proposiciones siguientes:

q: O el vaso esta lleno de agua o le falta agua al vaso.

r: O Juan trabaja de noche o Juan duerme toda la noche.

t: O Maria nacio durante el mes de enero o Maria nacio en febrero.
u: O esos muchachos son universitarios o son liceistas.

Respuestas

Se observa que el conectivo logico estd fraccionado en dos partes, existiendo una
proposicion entre las dos “0” y finalizando con la otra proposicion. De igual forma, en este
tipo de proposiciones compuestas las proposiciones simples generalmente representan

posiciones antagdnicas o que no se pueden producir de manera simultanea.

La formalizacion de estos ejemplos se logra asi:

q: @l vaso estd lleno de agua@ le falta agua al vaso.

r t
q:rvt
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r: gf Juan trabaja de noche o Juan duerme toda la noche.

p %
r:pvyv
t:@Marl’a nacio durante el mes de enem@Marl’a nacio en febrero.
s
t.q vs

u@ esos muchachos son universitarios @ son liceistas.

q t
u-q vt

Ejemplo

Dadas las proposiciones:
r: Agosto es mes de vacaciones.
s: Mi hermano fue a trabajar.
Convertir al lenguaje natural las proposiciones:
a. piir Vs
b. p:irV-=s

Respuestas

a. pi: O agosto es mes de vacaciones o mi hermano fue a trabajar.
b. p,: O agosto es mes de vacaciones o mi hermano no fue a trabajar.

Condicional

Simbolo usado: —

Se lee: Si ... entonces...

Si se tienen dos proposiciones p y ¢, el condicional también se puede leer de alguna

de las siguientes formas:

Si p entonces gq.
p implica gq.
p solo sig.
q sip.
p es suficiente para q.
Para ¢ es suficiente p.
No p a menos que ¢
g cuando p
q es necesario para p
Para p es necesario ¢
P en consecuencia g
p se deduce ¢
p por ende g.
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A la proposicion p se le conoce como antecedente y a la proposicion g como
consecuente. Los ejemplos muestran esa relacion entre antecedente y consecuente a traveés
de cada una de las formas en que pueden leerse, ya indicadas.

Ejemplo

Formalizar cada una de las siguientes proposiciones:

p1- Si el carnaval es antes del 15 de febrero entonces Semana Santa es en marzo.
q1: Contratar personal implica tener que entrenarlo.

r: El auto se mueve solo si el motor estd en buenas condiciones.

s: El maiz produce buenas mazorcas si ha sido abonado correctamente.

t: Hacer ejercicios es suficiente para tener buena salud.

u: Para lograr una buena comida es suficiente un buen cocinero.

v: No entra en circulacion a menos que exista una autorizacion.

w: Llega bien a la meta cuando practica de manera programada.

x: El riego artificial diario es necesario para cultivar en tiempo de verano.
y: Para resolver un problema es necesario analizarlo previamente.

z: Asumio la jefatura en consecuencia es responsable administrativo.

p,: Estaba en el aula, se deduce que es un alumno.

p3: Ha llovido mucho en las cabeceras del rio, por ende el nivel esta alto.

La formalizacion de esto ejemplos se hard asignando al antecedente la letra p y al
consecuente la letra g en todos los casos, con la intencidon de que se aprenda a identificar a
cada uno de ellos; sin embargo la asignacion de otros identificadores a las proposiciones
atdmicas no necesariamente debe quedar limitada a solamente las dos letras indicadas, se
hace de esa manera a continuacion solamente con fines didacticos.

p1:\Sijel carnaval es antes del 15 de febrero Semana Santa es en marzo.
P q
PP~ q
q.: Contratar personal tener que entrenarlo.
P q
a.::p > q
r:_El auto se muevel motor estd en buenas condiciones.
P q
mp 9
s: El maiz produce buenas mazorcas@ra sido abonado correctamente.
q P
s:p—q
t: Hacer eierciciospara tener buena salud.
P q
ttp—>q
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u;lograr una buena comida un buen cocinero.
q

p
wp—-q
v:@entm en circulacio’nexista una autorizacion.
P q
vip—=q
w. Llega bien a la meta practica de manera programada.
q p
wip = q
x.: El riego artificial diario para cultivar en tiempo de verano.
q p
xXip—q
v: @ resolver un problema analizarlo previamente.
p q
Yy:p—q
z: Asumio la iefaturas responsable administrativo.
p q
Zp—=q
p,: Estaba en el aula,s un alumno.
P q
p2ip = ¢
p3: Ha llovido mucho en las cabeceras del rio, el nivel esta alto.
P q
p3ip = ¢

Ejemplo

Sean las proposiciones:
r: La vegetacion esta marchita
s: El suelo tiene pocos nutrientes
Expresar en lenguaje natural las proposiciones:
a. piiSs—oT
b. pyi(s—>r)

a. pq:Si el suelo tiene pocos nutrientes entonces la vegetacion esta marchita.



b. p,: No es cierto que cuando la vegetacion esta marchita el suelo tiene pocos
nutrientes.

Bicondicional

Simbolo usado: &
Se lee: si y solo si.
Si las proposiciones atomicas son p y ¢, las alternativas de lectura son:
P siy solo siq.
P es necesario y suficiente para q.
P es equivalente a q.
P cuando y sélo cuando q.
P entonces y sélo entonces q.

Ejemplo

Expresar en lenguaje formal cada una de las proposiciones siguientes:
p1: Aprobaras el examen si y solo si estudias mucho.

p,: Hacer ejercicios es necesario y suficiente para tener buena salud.
p3: Tener una bicicleta es equivalente a llegar mas temprano a casa.
p4: Llueve cuando y solo cuando estd nublado

ps: Vio el noticiero, entonces y solo entonces se entero del terremoto.

La conversion al lenguaje formal de esas proposiciones compuestas es:

p1: Aprobards el examen estudias mucho.
P q
PP < ¢
p2: Hacer eierciciospara tener buena salud.
p q
pP2:p < q

p3: Tener una bicicletallegar mds temprano a casa.
p q

P3:p < q

D4: LlueveCuando y solo cuandodestd nublado.
p q

Psy:p < ¢q

ps: Vio el noticieroentonces y solo entoncesse entero del terremoto.
P q

Ps:p < q
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1. Expresar en lenguaje formal las proposiciones siguientes:
a. 1: El automovil es veloz y la bicicleta es lenta
b. s: O se utiliza lefia o se utiliza carbdn para asar la carne
c. t: Sales tarde en las noches en consecuencia puedes ser victima de delincuentes
d. u: Se enferma cuando se levanta muy temprano
e. v: Viajar solo es necesario y suficiente para distraerse
2. Dadas las proposiciones:
p1: El mango es una fruta
p2: La carne de res esta escasa
Expresar en lenguaje formal las proposiciones compuestas:
a. 71: O el mango es una fruta o la carne de resta estd escasa
b. 7,: La carne de res estd escasa cuando y s6lo cuando el mango es una fruta.
c. 1r3: No es verdad que la carne de res esta escasa.
d. 7, El mango es una fruta, se deduce que la carne de res esta escasa
e. 713: Nila carne de res esta escasa ni el mango es una fruta
3. Convertir al lenguaje natural las proposiciones

a. plirvs
b. p2:r—>s
c. p3:arvs
d. pd:r o =s

Tomar en cuenta que:
r: Venezuela es un pais tropical
s: Existe una época de muchas lluvias

Formulas bien formadas

Una vez que se conoce el conjunto de caracteres o simbolos involucrados en la logica
proposicional: las proposiciones, los conectivos logicos y los simbolos de agrupacion, se
puede hablar de lo que se denomina formulas bien formadas (FBF) también llamadas
expresiones bien formadas (EBF). Ello configura el lenguaje formal de la logica de
proposiciones.

Se recuerda que los simbolos de agrupacion son:

Paréntesis ()

Corchetes [ ]

Llaves { }

Para que una formula proposicional sea considerada bien formada, debe ubicarse en
por lo menos uno de los siguientes casos:

1. Siesuna variable proposicional que representa a una proposicion simple, entonces es
una férmula bien formada.
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2. Sip es una formula bien formada entonces —p es una formula bien formada
3. Sipyqson formulas bien formadas entonces pAq, pVq, p¥q, p—q, p<>q son formulas
bien formadas.
4. Una expresion que contenga variables, conectivos y paréntesis es una formula bien
formada si puede obtenerse aplicando los criterios 1, 2 y 3 un nimero finito de veces.
Estos casos son citados frecuentemente cuando se analiza si una formula esta bien formada.

Precedencia de los conectivos l6gicos

Para el caso de proposiciones compuestas, la aplicacion del caso nimero 4 para las

FBF requiere la observancia de la precedencia, es decir el orden en que se produce la
“simplificacion”. Este orden es el siguiente:

1. Operador de negacion —
Operador de conjuncion A
Operador de disyuncion V
Operador condicional —
Operador bicondicional «»
Dicho orden implica que si en una férmula aparecen varios de dichos conectivos, se
debe empezar a trabajar primero con la negacidon y por ultimo con el condicional o
bicondicional. Sin embargo hay que tomar en consideracion que los simbolos de agrupacion
interrumpen el orden de precedencia.

Nk

Ejemplo

Indicar si la variable proposicional p, la cual representa a una proposicion simple es
una férmula bien formada

Respuesta

Se esta representando a una proposicion con la letra p, la cual esta haciendo las veces
de una variable proposicional. Se trata del caso 1, ya mencionado para las FBF, por lo tanto
la respuesta es afirmativa.

Ejemplo

Indicar si la férmula —¢q, donde ¢ es una variable proposicional que representa a una
proposicion simple se trata de una FBF.

Respuesta

La variable proposicional ¢ es afectada por la negacion. Se esta en presencia del caso
2 de las formulas bien formadas.

22



Ejemplo

Indicar si =(p A q) es una FBF. Las variables proposicionales p y g representan
proposiciones simples.

Respuesta

La conjuncién conformada por las variables proposicionales p y ¢ esta bien formada.
Se trata del caso nimero 3 de las FBF. Esta conjuncion esta afectada por la negacion, el cual
es el caso 2 ya indicado para la FBF. En consecuencia la férmula propuesta estd bien
formada.

Ejemplo
Indicar si la formula p V —ir — s esta bien formada.
Respuesta
Hay tres variables proposicionales; de acuerdo con el orden de precedencia, primero

se efectiia la negacion, luego la disyuncién y finalmente el condicional, en consecuencia la
formula esta bien formada.

Ejemplo
Indicar si la formula (—rV —s) © (r > t) est4 bien formada.
Respuesta

La proposicion compuesta del primer paréntesis esta bien formada ya que segin el
orden de precedencia, primero se efectiian las negaciones de las proposiciones » y s y luego
la disyuncion exclusiva. En el segundo paréntesis se tiene a una proposicidn compuesta
condicional la cual es parte del caso 3 de las formulas bien formadas. Finalmente las
proposiciones resultantes ambos paréntesis conforman un bicondicional en el que si las
proposiciones que lo conforman estan bien formadas, tal como ya se explico, se trata de una
FBF.

Ejemplo
Indicar si (p) = (g V p) es una fébrmula bien formada
Respuesta
En el paréntesis a la izquierda del condicional existe solamente una proposicion que

aunque estuviera precedida de una negacion hace innecesaria la presencia de éste en la
formula. El paréntesis de la derecha es una disyuncion, la cual segun el orden de precedencia
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se realiza primero que el condicional, en consecuencia tampoco es necesario el paréntesis.
En conclusion la expresion no es una FBF.

Ejemplo

Indicar si la formula proposicional )r estd bien formada

Respuesta

Todo paréntesis de apertura debe contener su respectivo paréntesis de cierre, en el
mismo sentido, todo paréntesis de cierre debe contener su respectivo paréntesis de apertura.

La proposicion r estd antecedida por un paréntesis de cierre sin su respectivo par, en
consecuencia la formula no es una FBF.

Ejemplo
Indicar si la formula proposicional A s esta bien formada
Respuesta
La conjuncion conecta a dos proposiciones por lo tanto es un error la formula

propuesta en la cual la proposicion s es antecedida por el conectivo A sin la presencia de otra
proposicion antes de ese simbolo. La formula no es una FBF.

Ejemplo
Analizar si la formula r AV p estd bien formada
Respuesta

Las proposiciones r y p estdn conectadas por dos simbolos que de manera
independiente tienen significado para la 16gica proposicional pero que juntos tal como estan
carecen de sentido. La expresion no es una FBF.

Conectivo légico principal
Es importante determinar el conectivo principal puesto que los simbolos de

agrupacion pueden alterar completamente el valor de una féormula proposicional. Observe
las siguientes proposiciones compuestas.

a. pAqVr—--apV-oq
b. p/\(qyr—>—|pv—|q)
c. (pAqVvr—->-p)vaq
d (pA@ V(@ —-pV-q)

24



En el caso a, el conectivo principal es el de mayor precedencia; por lo tanto se trata
de la implicacion. En b, el paréntesis interrumpe la precedencia, en consecuencia, el
conectivo principal es la conjuncion. En ¢, de nuevo el paréntesis altera la precedencia y el
conectivo principal es la disyuncion inclusiva. Finalmente, en d, los paréntesis conforman
dos bloques separados por la disyuncidn exclusiva, por lo tanto ese es el conectivo principal.
Dentro de los paréntesis se reanuda la aplicacion de las reglas de precedencia.

Es importante dominar estas reglas puesto que constituyen la base para la realizacion
de operaciones tanto aritméticas como algebraicas. Una regla 1til para determinar el
conectivo principal es numerar de izquierda a derecha los paréntesis que abren, si consigue
un paréntesis de cierre debe disminuir en 1 esta numeracion, al momento de llegar a cero, el
conectivo inmediato es el principal, aspecto que se puede visualizar en la Figura 7.

El conectivo que estd luego del
paréntesis cero es el conectivo principal

Figura 7: El conectivo légico principal es aquel conectivo que estd luego del paréntesis de cierre del primer paréntesis en
el sentido normal de lectura. Si no existe paréntesis es el primer conectivo de la proposicion.

Ejemplo
Identificar el conectivo principal de la proposicion: (p Aq) V (=r A=q) = =p
Respuesta

Se plantea la misma estructura, asignando un 1 al primer paréntesis de apertura, como
el siguiente paréntesis es de cierre se resta 1. Si el resultado es cero el conectivo que sigue a
ese paréntesis de cierre es el conectivo principal.

(PAq)V(arA-q) - —p

El conectivo que sigue al paréntesis 0 es la disyuncion, por lo tanto es el conectivo
principal.

El conectivo principal es V

Ejemplo

Identificar el conectivo principal en la proposicion:
((pv-n)A=(pAQV-q)~>=(pAg)

Respuesta
El paréntesis que cierra al primer paréntesis de la izquierda en el sentido normal de

lectura es el que esta justo después de —q, el cual es el paréntesis cero, observe que en ese
punto hay tres paréntesis que abren y tres paréntesis que cierran.
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El conectivo que sigue al paréntesis 0 es el condicional, por lo tanto es el conectivo
principal.
El conectivo principal es =

Ejemplo

Identificar el conectivo principal en la proposicion: — pA(p— q)

Respuesta

En este caso el la negacion es primer conectivo y por lo tanto es el conectivo principal.
Observe que el paréntesis cero esta luego de la proposicion g y luego de esta finaliza la

proposiciéon compuesta.
El conectivo principal es —

Ejemplo

Identificar el conectivo principal en la proposicion r As V (r — t)

Respuesta

El conectivo principal esta después de la variable proposicional r. No se requiere
contar los paréntesis ya que la proposicién compuesta comienza por una letra que identifica

a una proposicion.
El conectivo principal es A

Indicar si la férmula proposicional )p V g esta bien formada

Indicar si la formula proposicional p VV g A (r V s) es una formula bien formada
Indicar si la formula (p A(pV q) Vr) = (rVs) es una FBF

Identificar el conectivo principal en la proposicion p Aq = r

Identificar el conectivo principal en la proposicion —r A s V (pys)

Identificar el conectivo principal en la proposicion (=p = (qVr)As)V (p A Qq)

AN
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Valor de Verdad de Proposiciones Simplesy
Compuestas

Cuando se habla de valor de verdad de una proposicion se esta haciendo referencia a
su valor l6gico, es decir si se trata de una proposicion que es verdadera o es falsa. En esta
seccion se estudia en primer lugar el valor l6gico de las proposiciones simples, luego se
plantean las tablas de verdad para los conectivos l6gicos, en la cual se presentan las diferentes
opciones ante los valores que puede asumir una proposicion simple, estas tablas constituyen
la base para la determinacion del valor l6gico de proposiciones compuestas, las cuales son
estudiadas en la parte final de esta seccion.

Valor de Verdad de una Proposicién Simple

Una proposicion simple puede ser cierta (V) o falsa (F) no dejando lugar a dudas
acerca de su verdad o falsedad. Ese unico valor que tiene la proposicion es el que se
denomina valor de verdad, también llamado valor logico.

El valor de verdad o valor l6gico de una proposicion p se simboliza como VL(p).

Ejemplo

Determinar el valor 16gico de cada proposicion:

a. p: Elrio Apure limita a la ciudad de San Fernando por su lado Norte.
b. q: El ario tiene 400 dias.

c. r: Guayabal es un municipio del estado Guarico.

d. s: El apamate es el arbol nacional de Venezuela.

e. t: Ezequiel Zamora fue un procer de la independencia de Venezuela.
/- u: Todo numero compuesto tiene al menos dos factores primos

g v: 12 es un multiplo de 3.

h. w: cualquier numero primo es divisible entre 2.

Respuestas

Se trata de proposiciones simples, las cuales pueden adquirir solamente dos valores

Verdadero o Falso:

VL(p)»=V
VL(q)=F
VL(r)=V
VL(s)=V
VL(t)=V
VL(u)=V
VL(v)=V
VL(w)=F

O N

27



Tablas de verdad para los conectivos l6gicos

Se trata de tablas que muestran los posibles valores de verdad que adquiere una
proposicion compuesta tomando en cuenta el conectivo que une a las proposiciones simples.
En tal sentido, la Tabla 1 muestra las alternativas existentes para la negacion, la Tabla 2
muestra los posibles valores de verdad para la disyuncion inclusiva, la Tabla 3 para la
disyuncion exclusiva, la Tabla 4 para la conjuncion, la tabla 5 para la el condicional y la tabla
6 para el bicondicional.

Tabla 1
Valores de verdad para la
Negacion

Tabla 2
Valores de verdad para la
disyuncion inclusiva

p -p p q pVa
\% F A% A% A%
F \4 \% F \%
F A% A%
F F F
Tabla 3 Tabla 4

Valores de verdad para la
disyuncién exclusiva

Valores de verdad para la
conjuncion

p q p¥q p q pPAQ
\Y \Y F A% \Y% A%
\% F \Y \Y% F F
F \Y \Y F A% F
F F \Y F F F
Tabla 5 Tabla 6
Valores de verdad para el Valores de verdad para el
condicional bicondicional
p q P—q P q p—q
\Y% A% \Y% \% A% A%
\Y F F A% F F
F A% \Y% F A% F
F F \Y F F \Y

Valor de verdad de una proposicién compuesta

Si se conocen los valores 16gicos de las proposiciones simples que conforman a una
proposicion compuesta, es facil determinar el valor logico de esta ultima. El cuidado que se
debe tener es considerar el conectivo o los conectivos 16gicos presentes en la estructura o
formula y respetar las reglas de precedencia.
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Ejemplo

Sean los proposiciones

p: Si x=2 entonces 3x°=12

q: 3 es un divisor de 20.
Calcular el valor logico de p A q

VL(p) =V yaque 3(2)? = 3(4) = 12

V1(q) = F ya que al dividir 20 entre 3 el resultado es un nimero que no es entero.

Se trata de una conjuncion, en tal sentido, se toma como referencia Tabla 4 y se
considera la fila donde VL(p) =V y VL(q) = F. La segunda fila de esa tabla cumple con
las especificaciones indicadas.

p q pAq
Vv F F
Por lo tanto
VL(pAq) =F

Ejemplo

Calcule el valor logico de la proposicion: ~(pv—q)— (rvVq)A—p si VL(p)=V, VL(q)=F
y VL(r)=F.

En este caso los valores 16gicos de las proposiciones estan dados en el planteamiento,
motivo por el cual no hay que realizar algin calculo para verificar la certeza de cada
proposicion simple.

La proposicidon compuesta estd conformada a su vez por otras proposiciones
compuestas y estas por dos proposiciones simples. Se analiza cada uno de estos ultimos
Ccasos:

~(pvV—q)

VL(—q) =V de acuerdo con la fila 2 de la Tabla 1

El conectivo principal es la negacion. Dentro del paréntesis estd una disyuncion
inclusiva; se observa en la Tabla 2 la fila que contiene dos valores verdaderos para las
proposiciones simples; el valor de la proposicion compuesta es Verdadero. Sin embargo el
conectivo principal cambia el sentido de ese valor, por lo tanto esa primera proposicion
compuesta es Falsa.

VL[-(pv@]=F

(VAP

En esta proposicion compuesta el conectivo principal es la conjuncion. A laizquierda
de la conjuncién estd un paréntesis conformado por dos proposiciones simples y la
disyuncion inclusiva. Se busca en la tabla 2 la fila que contiene dos valores falsos para las
proposiciones simples (fila 4), el resultado es falso. La negacion de la proposicion p es una
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proposicion falsa; por lo tanto se tiene una conjunciéon con dos valores falsos que coincide
con la fila 4 de la tabla 4 generando un valor falso.
VL[(rvq)A—p]=F

~(pvV—q)— (tV@Q)A—p
Esta proposicion compuesta contiene dos proposiciones compuestas que ya han sido
analizadas separadas por el condicional. La proposicion a la izquierda del condicional es
falsa al igual que la proposicion de la derecha. La tabla 5 muestra que para dos valores falsos
del condicional, la proposicion es verdadera.
VL[=(pV—=q) — (rV@A-p]=V

A manera de resumen se puede construir una tabla cuyas columnas iniciales la
conforman las proposiciones simples, luego las negaciones de las proposiciones simples que
estén presentes en la proposicion compuesta, luego las proposiciones dentro de los paréntesis
y finalmente la formula completa. Buscar el conectivo que corresponda y colocar el valor
logico de acuerdo con los valores logicos que conforman las proposiciones simples y las
tablas de conectivos logicos.

plq|r|-p|qpVvaq|-(pVv-q |TVg | (rVvg) A-p —~(pVv-q) — (rvq)
A —p

VIF|F| F |V] V F F F Vv

En consecuencia VL[~(pV —~q) — (rVqQ)A—-p]=V

Ejemplo

Calcular el valor 16gico de la proposicion =r A (=s = t) V (r = (=t Vs) A s), dados
los valores l6gicos siguientes: VL(r)=V; VL(s)=V; VL(t)=V.

VL(<r) =F

VL(—|S) =F

VL(=t) = F
VL(=s—>t) =V
VL(-rA(=s > 1) =F
VL(=tVs) =V

VL((~tvs)As) =V

VL(r » (mtVs)As)=V

VL(—lr/\ (s> t)Vv(r—-(—tvs) /\s)) =V
VL(— 1A (7s— t)V(r— (TtVs)As))=V
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Tabla de verdad una férmula proposicional

Es posible conformar la tabla de verdad de cualquier proposicion compuesta. Para
ello se deben seguir los pasos siguientes:
1. Identificar las variables proposicionales
2. Efectuar el calculo 2" donde n es el numero de variables proposicionales. Esta cifra
corresponde al numero de filas de la tabla
3. Conformar las columnas de la tabla partiendo de las variables proposicionales de la
formula, luego esas variables negativas si estan presentes en la formula, luego los
paréntesis y finalmente la formula completa.
4. Asignar Verdadero o Falso a las proposiciones que integran la féormula, tomando en
cuenta el valor calculado en el punto 2.
En este tipo de acciones es posible obtener cualquiera de las opciones siguientes:
a. Tautologia. Al final se obtienen solamente valores verdaderos.
b. Contradiccion. Al final se obtienen solamente valores falsos.
c. Indeterminacion. Al final se obtienen tanto valores verdaderos como valores
falsos.
Si una formula es una tautologia, entonces es una Ley.

Ejemplo

Construir la tabla de verdad de la proposicion e indicar si es una tautologia,
contradiccion o Indeterminacion:

~(pva) ~pAg
Respuesta

El ntimero de variables proposicionales presentes en el formula es dos.
ntmero de filas = 22 = 4
Se construye la tabla, partiendo de las proposiciones simples y su negacion en caso
de estar presente y finalizando con la proposiciéon compuesta.

q pvg =(pvqey pAq —(pVvqg —->pAq

mmd< <
<<
< <<
< m ™™
<
< <<

Las cuatro alternativas posibles en cuanto a la combinacion de valores que pueden
asumir las proposiciones simples, conducen a tres valores de verdad verdaderos y uno falso
de la proposicidn que se esta analizando, por lo tanto se trata de una indeterminacion.
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Ejemplo

Indicar si la proposicion p A (q Vr) = (r vV q) A =(p V q) se trata de una tautologia,
una contradiccion o una indeterminacion.

Existen tres variables proposicionales, por lo tanto el nimero de filas que contiene la
tabla es:
ntmero de filas =23 =8
p q v (qvr) pA(qvr) rvg pvg =(pvq) (rve) pA(@VT)
A=(pvg) - @V
A=V

< < < <
mm<<mm< <
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Las ocho combinaciones posibles de los resultados que pueden asumir las variables
proposicionales conducen a resultados verdaderos y falsos de la proposiciéon compuesta, por
lo tanto se trata de una indeterminacion.

Ejemplo

Indicar si la proposicion —(pVq)«<>(—pA—q) es una tautologia, una contradiccion o una
indeterminacion.

Existen solamente dos variables proposicionales. El nimero de filas de la tabla es:
numero de filas = 2% = 4

qpVvq-(pVvqg - pvVaqa(pVvag < (=pA-q)

pq-p~

VVF F V F F \%
VFF V V F F Vv
FVV F V F F \Y
FFV V F A% A% A%

Todas las combinaciones en los valores de las variables proposicionales conducen a un
resultado verdadero de la proposicion compuesta, por lo tanto se trata de una tautologia.
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La hoja de célculo como tabla de verdad

Las hojas de célculo son de mucha utilidad actualmente, puesto que permiten la

realizacion de operaciones de calculo sobre una matriz rectangular conformada por celdas
sin necesidad de estar introduciendo valores repetidas veces. Esto se logra a través de la
conformacion de formulas que se introducen respetando las referencias a las celdas.

En esta oportunidad aprenderemos a usar la hoja de calculo para obtener tablas de

verdad de los conectivos 16gicos, tomando como base la version 2013 de MS Excel, pero que
con ligeras modificaciones aplica a cualquier version e inclusive a Calc, la hoja de calculo
de Open Office.

1.
2.
3.

Abrir la hoja de calculo

En la celda A2 escribir la letra p, en la celda B2 escribir la letra q.

En la celda C2 escribir pAq, En la celda D2 escribir pVq, en la celda E2 escribir p¥q, en
la celda F2 escribir p—q y en la celda G2 escribir p«>q. Puede valerse del editor de
ecuaciones para insertar cada una de esas proposiciones compuestas.

Para cada una de las acciones siguientes pulse el boton insertar funcion, el cual se parece
a fx y estd ubicado justo encima de la primera fila de la hoja de célculo.

a. Ubicar el cursor en la celda C3, inserte la funcion logica Y. En la ventana
emergente “Argumentos de funcidon” escribir como Valor l6gico 1: A3 y como
Valor 16gico 2: B3. Pulsar el boton Aceptar.

b. Ubicar el cursor en la celda D3, insertar la funcion logica O. En la ventana
emergente “Argumentos de funcidon” escribir los mismos valores mencionados en
el punto a.

c. Ubicar el cursor en la celda E3, insertar la funcion logica XO, denominada O
exclusiva y siga los pasos indicados en el punto a. En el caso de que su hoja de
calculo no tenga esta funcion, introduzca la funcion logica SI y en la ventana
“Argumentos de funcién”, fila prueba logica, escriba Y(A3, B3), en
valor_si_verdadero: FALSO y en valor si_falso: VERDADERO. Pulse el boton
Aceptar.

d. Ubicar el cursor en la celda F3, insertar la funcion logica SI y la ventana
emergente “Argumentos de funcion”, prueba logica, escriba Y(A3=1; B3=0), en
la fila valor si verdadero escribir FALSO, en la fila valor si falso escribir
VERDADERO. Pulsar el boton Aceptar

e. Ubicar el cursor en la celda G3 e insertar la funcion légica SI. En la ventana
emergente “Argumentos de funcion”, fila prueba logica escriba: A3=B3, en la fila
valor_si_verdadero escribir VERDADERO, en la fila valor si falso escribir
FALSO. Pulsar el boton Aceptar.

En este punto configuremos los valores de entrada de tal modo que el usuario pueda
introducir solamente 0 o 1 los equivalentes numéricos a falso, verdadero. Ubicar el cursor
en la celda A3 vy arrastrarlo hasta B3 para seleccionar ambas celdas. Con la pestafia
“Datos” de la barra de ment seleccionada, buscar la opcion “Validacion de datos” y en
la pestafia Configuracion introducir los valores tal como se muestra en la Figura 8.
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i Configuracion | Mensaje de entrada | Mensaje de error

Criterio de validacion

Permitir:
|N0mer0 entero Omitir blancas

Datos:

| entre

Minimao:

o S

Maximo:
E =

|:| Aplicar estos cambios a otras celdas con la misma configuracion

(o] [ e

Figura 8: Configuracion de la hoja de calculo para validar los datos de entrada.

Si desea que se muestre un mensaje cuando el usuario hace clic sobre una de las celdas

A3 o B3, haga clic en la pestafia Mensaje de entrada y escriba algo similar a lo
indicado en la Figura 9.

Configuracién

Mostrar mensaje de entrada al seleccionar la celda

Mensaje de error

Mostrar este mensaje de entrada al seleccionar la celda:
Titulo:
|VALORES ADMITIDOS

Mensaje de entrada:

0 = FALSO
1 = VERDADERO

o] [ caocn

Figura 9: Configuracion de un mensaje de entrada en la hoja de cdlculo.

Proceda de igual forma, pulsando la pestana Mensaje de error, si desea un mensaje
particular cuando se genera un error.

iListo! solo falta escribir los titulos de cada uno de los conectivos logicos en la fila
1 y si lo desea, colorear los bordes y rellenar las celdas con colores. El resultado final
se muestra en la Figura 10. Si usted desea, puede copiar las celdas de la fila 3 y
pegarlas en las filas 4, 5 y 6 para obtener toda las posibles combinaciones de p y q..
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A B C D E F G
DISYUNCION | DISYUNCION
: CONJUNCION NCLUsive lexcLusiva CONDICIONAL  |BICONDICIONAL
2 p q PAq pvq Prg p-q Peq
3 1 VERDADERO |VERDADERO  FALSO VERDADERO VERDADERO
4

Figura 10: Hoja de calculo para calcular el valor de verdad de proposiciones compuestas.

Software para el calculo del valor l6gico de

proposiciones compuestas

Dentro del software libre actualmente disponible en la web, existe uno cuyo nombre
es AnallogicA que estd disefiado para el calculo del valor légico de proposiciones
compuestas, admite un méaximo de quince variables proposicionales diferentes y
previamente verifica que los datos que introduce el usuario correspondan a una formula bien
formada. El software muestra todas las combinaciones posibles de los valores de verdad de
una proposicion compuesta, la cual introduce el usuario en una caja de texto utilizando la
notacion que se ha explicado en las diferentes secciones de este capitulo.

Por ejemplo, si se estd interesado en la tabla de verdad de la proposicion
pV(—pV—q)—TA(p—q), se procede de la manera siguiente:

1. Abrir el software Anallogica, el cual previamente debe descargarse ¢ instalarse en la
computadora.

2. Escribir en la formula usando las herramientas disponibles (Figura 11).
Esuribir la estructura de la férmula usanda los

correspondientes conectivos.
0 TCOCCO OO T P
' ek TR

Si hace clic en cualquiera de estos
botones, se genera el simbolo del
conectivo requerido.

- 9KER

Figura 11: Ventana para la escritura de la proposicion del software Anallogica

3. Una vez escrita la formula, hacer clic en el meni Herramientas-Comprobar sintaxis,
esto determinard si se introdujo correctamente la formula (Figura 12).

Menu Herramientas, al hacer clic
aparecen tres opciones, una de ellas es
“Comprobar sintaxis”

:

Figura 12: El sofiware Anallogica comprueba la sintaxis de la proposicion compuesta.

Si la férmula esta bien
formada se obtiene el
mensaje “Sintaxis
correcta”.
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4. Hacer clic en el boton “Hacer” situado en la parte derecha (Figura 13).

Para que el programa realice los calculos,
se debe pulsar el boton “Hacer".

Iut-——m

Figura 13: Una vez escrita la formula proposicional y verificada la sintaxis, se pulsa el boton Hacer.

5. Finalmente se obtiene la tabla de verdad de la proposicion (Figura 14).

- a ww
mEeEs e e

mEwdmE ™.
€ e winwnl
= Emwa<w =g
-:n(-(--:-::
€W W
1{11‘111.E
{-q-‘-q-..__
-¢¢-¢-¢w-¢t_:l
N L]

—_———————
PV g Lartmgurcia

WA= = peeg) P = Cafled $a operwiow e+ &
FUAE = g ) =i =% Coduled & uper kv s wrarad = )
LR B = [ peceg) 7 * L Carfead S0 vaabies bgxas -
Py DeCfjperq) (AyE) == 0 Cartzms 8 rEmmEres - §
B pasg] o N
Ffilpasq) Rusg =5 #
RAG [pasg) == &
M L B

Figura 14: Tabla de verdad de la proposicion p V(—p V—q)——rA(p—q), generada con el software Anallogica.

Ejercicios

Tomando en cuenta su experiencia y conocimientos indique el valor de verdad de las
proposiciones siguientes:
a. pl: Existen automoviles eléctricos
p2: En un eclipse solar la tierra se interpone entre el sol y la luna

c. p3:Six = 4,entonces 5x = 15
d. p4: Linux es un sistema operativo
e. p5: Apure es un estado de Venezuela
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f. p6: El agua tiene 4 moléculas de hidrogeno
g. p7: En un equipo de fatbol hay 6 jugadores en cancha
h. P8: La finalidad del juego de ajedrez es atrapar al rey
2. Dadas las proposiciones
p:six = 3 entonces x3 =9
q:Six+5 = 7entonces x = 2
Calcular el valor de verdad de las proposiciones:

a. rpVvgq
b. s:pAq
c. titp——q
d w—-pegq
3. Dados los valores de verdad de las proposiciones:
VL(p) =F
VL(q) =V
VL(r) =V

Calcular el valor de verdad de la proposicion =p AqV (p A —r) & =g AT
4. Construya la tabla de verdad de las proposiciones dadas y concluya si se trata de una
tautologia, indeterminacion o contradiccion.
a. p~>-=(pvae
b. pvr o (rA-q)V(g—T1)
c. (bvpvr)e (pvigvn)
d (pv@)A(=pA-q)

Leyes de las Proposiciones Légicas

Cuando se tiene una férmula proposicional cuyas variables proposicionales en
concordancia con los conectivos logicos generan solamente valores 16gicos verdaderos,
aunque estas variables sean falsas, se esta en presencia de una ley. Dicha ley puede ser
comprobada mediante la construccion de la tabla de verdad para la férmula proposicional.
Para efectos de su estructura se usaran las proposiciones p, q, T.

Leyes de idempotencia

(pAp)op
(pV-p)ep

Ley conmutativa
(rvaq) < (qVp)
(pAq) < (gAp)
Ley asociativa
[(pve)vr]e[pv(gvr)]
[pAg@)Ar] & [pA(gAT)]
Ley distributiva
[(pAg)vr] e [(pvr)A(gvr)]
[(pv@ Ar] e [(pAT)V(gAT)]
Ley de Morgan
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~(pAgq) © (=pV Q)
~(pVvg) o (=pA-Q)
Leyes de la implicacion
(= q) © (=g —p)
p->a o (=pva
[PA(P->le @A)
Principio de contradiccion
(pA-p)eoF
Una proposicion no puede ser verdadera y falsa a la vez
Principio de no contradiccion
(pv-p) eV
Conocido también como principio del tercero excluido: una proposicion tiene
solamente dos valores: falso o verdadero.
Negacion de la negacion
—(=p) ©p
La negacion de la negacion es la afirmacion

1. Demostrar mediante una tabla de verdad la ley asociativa
2. Demostrar mediante una tabla de verdad las leyes de la implicacion
3. Demostrar mediante una tabla de verdad la ley distributiva
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Resumen

La logica es la ciencia que estudia la manera correcta de razonamiento.

Una proposicion es una oracion que es exclusivamente verdadera o exclusivamente
falsa.

La logica proposicional tiene su fundamento en las proposiciones, las cuales pueden
ser simples o compuestas.

Una proposicion compuesta esta conformada por al menos dos proposiciones simples
unidas a través de un conectivo logico.

Los conectivos 16gicos son simbolos utilizados en la ldgica proposicional para unir
de manera sintacticamente correcta a proposiciones simples.

Los conectivos logicos son: negacion, conjuncion, disyuncion, condicional y
bicondicional.

El valor 16gico de una proposicion es el valor verdadero o falso que puede tener dicha
proposicion.

Para calcular el valor 16gico de una proposicion compuesta se deben considerar los
valores logicos de las proposiciones simples y los conectivos 16gicos.

La tabla de verdad de una proposicion compuesta permite estudiar los resultados
posibles ante los valores que asumen las proposiciones simples.
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Logica

Proposicion

Logica proposicional
Conectivo logico
Valor logico

Tabla de verdad

Términos Clave
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Ejercicios de Autoevaluacién

1. Determinar cuéles de las siguientes expresiones son proposiciones.

a.

El basquetbol venezolano clasifico a los juegos Olimpicos Rio 2016.

La multiplicacién de dos nimeros negativos es positiva.
(Cuando finaliza el presente semestre?

LEn cudl liceo se gradud usted?

El agua es necesaria para la vida.

Vengan pronto por favor.

(cudl es tu nombre?

El fenémeno “El nifio” afecta el clima mundial.
Pluton no es un planeta del sistema solar.

SR Mo a0 o

—

Esta frase tiene cinco palabras.

—

k. ¢Cuando culminan tus estudios?

2. Sean las proposiciones:

p: Soy bachiller
q: Estoy en la Universidad
r: Vivo en una residencia estudiantil

Traducir al lenguaje natural cada una de las siguientes proposiciones:

pAT
~pVq
~(~q)
~(~p—71)
Ag—>r
f. (@qAr)->Dp

© a0 T

3. Considere las proposiciones:

u: La logica proposicional estudia las proposiciones.

v: Una proposicion puede ser cierta o falsa.

w: La logica se originé en Grecia.

Expresar en el lenguaje natural las proposiciones compuestas:
a. quuAv

b. g;:(w Vu) —v

C. gz3:—WwW A —u

d. quveu

4. Dadas las proposiciones:

p: La Unellez es una universidad experimental.

q: la Universidad de Carabobo es una universidad autonoma.
r: La licenciatura en educacion es una carrera de pregrado.
t: El VPDR tiene su sede en San Fernando de Apure.

Traducir al lenguaje formal las siguientes proposiciones compuestas:

Francisco de Miranda es un procer de la independencia venezolana.
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p1: Si la Universidad de Carabobo es una universidad autonoma o el VPDR tiene
su sede en San Fernando de Apure entonces no es cierto que la licenciatura en
educacion es una carrera de pregrado.

p,: La licenciatura en educacion es una carrera de pregrado si y solo si la Unellez
es una universidad experimental y el VPDR tiene su sede en San Fernando de
Apure.

p3: No es verdad que la Unellez es una universidad experimental ni que la
universidad de Carabobo es una universidad autonoma.

D4: La licenciatura en educacion es una carrera de pregrado y la Unellez es una
universidad experimental o la Universidad de Carabobo es una universidad
autonoma.

5. Formalizar las siguientes proposiciones.

a.

S

No es cierto que el rio Apure se desborda durante el mes de marzo.

Si compro azucar entonces tomaré café.

O me voy para la fiesta 0 me pongo a estudiar matematica.

Vas a la universidad en carro o en moto.

Si hacemos ejercicio fisico entonces nos distraemos y cuidamos nuestra salud
No es cierto que un vehiculo nuevo cueste tan caro y que mi mama trabaja.

6. Elaborar la tabla de verdad para cada proposicion e indicar si es una tautologia,
indeterminacion o contradiccion.

a.
b.

pi:(p —q) < (—-pVvVaq)
p2:(pAT)Vp o> (V@ A(rVQa)
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Introduccién a la Teoria de Conjuntos

Nociones basicas de conjuntos

Definicién de conjunto

Notacién de conjuntos

Notacién mediante llaves
Notaciéon mediante diagramas de Venn

Conjuntos definidos por compresnién y por extensién

Cuantificador universal y existencial
Relaciones entre conjuntos

Relacién de pertenencia

Relacién de contenencia
Operaciones con conjuntos

Unidén

Interseccién

Diferencia

Complemento

La hoja de calculo para efectuar operaciones entre conjuntos
Cardinal de un conjunto

Cardinal de la unién de dos conjuntos

Cardinal de la unién de tres conjuntos
Producto cartesiano
Conjunto de partes

Objetivos:

General

Comprender las bases de la teoria de conjuntos mediante la integracion de los
conocimientos nuevos con los conocimientos que poseen los estudiantes sobre este
tema.

Especificos

e Asociar la idea intuitiva de conjunto con los fundamentos de logica
proposicional en situaciones derivadas de la realidad.

e Reconocer el uso de los simbolos utilizados en la representacion de
conjuntos mediante ejemplos practicos como una forma conversion entre el
lenguaje cotidiano y el lenguaje formal.

e Distinguir las relaciones que se producen entre los elementos de un
conjunto y entre conjuntos mediante la solucidon de situaciones practicas.

e Interpretar las operaciones entre conjuntos a través de la solucion de
situaciones expresadas simbdlicamente o mediante diagramas de Venn.




Introduccidn

n este capitulo se revisan los aspectos tedricos basicos relacionados con los conjuntos,

los cuales se estudiaran desde la concepcion elemental o intuitiva, sin adentrarnos en

situaciones que en el siglo pasado condujeron a paradojas entre las cuales la mas
famosa es la de Bertrand Russell. Dicho enfoque elemental se basa en los postulados
desarrollados por Georg Cantor (1845-1918), quien conjuntamente con Dedekind y Frege fue
el inventor de la teoria de conjuntos.

En el primer capitulo se estudian topicos relacionados con la ldgica proposicional, la
cual permite que el estudiante logre estructurar sus ideas y de esa manera, con la ayuda una
serie de simbolos pueda expresarlas de tal manera que sean entendibles a una audiencia que
maneja el lenguaje formal, aspecto éste que se constituye en un paso importante para apoyar
el aprendizaje de cualquier tema especialmente aquellos derivados de una ciencia que maneja
muchos aspectos abstractos como la matematica. En el actual capitulo, el estudiante se
presenta con los fundamentos que le permitirdn continuar adentrandose en esa conversion de
situaciones aparentemente elementales que a menudo pasan desapercibidas pero que sin
embargo la mayoria de las veces pueden ser consideradas como hitos alrededor de los cuales
se desarrolla el conocimiento constituyéndose en las bases que nutren la ciencia.

Estamos seguros que la idea de conjunto no es muy dificil de procesar por cualquier
persona, ya que provenimos de una familia, vamos a la escuela o universidad, permanecemos
en un aula la mayor parte del dia, nos subimos a autobus o a nuestro vehiculo particular en
compafiia de otras personas, compramos en un supermercado, vemos una transmision
deportiva por television, entre otras muchas situaciones comunes que si nos detenemos un
poco a analizarlas son conjuntos. De tal manera que, al igual que en el capitulo anterior, en
el presente se parte de situaciones derivadas del entorno, las vivencias diarias de la persona
para convertirlas en un lenguaje formal de tal manera que con la ayuda de sus simbolos se
puedan conformar estructuras manejables matematicamente.

El interés del hombre por modelar la realidad lo impulsa a tratar convertir a través de
simbolos la expresion de la naturaleza, en tal sentido un pintor registra mediante trazos y
combinaciones de colores realizados sobre un lienzo generalmente de pequefias dimensiones
la grandiosidad y belleza de un paisaje, un escritor con la ayuda de recursos literarios es capaz
de impactar el sentimiento de las personas con sus narraciones, un matematico con la ayuda
de la férmula del volumen de un cilindro incide en la vida de un conjunto de habitantes de una
urbanizacion al brindar las herramientas para calcular el tamafio necesario del depdsito de
agua de la comunidad, entre otros muchos elementos que inadvertidamente aporta la
matematica en beneficio del ser humano.

Todas las situaciones planteadas anteriormente involucran un espacio, ocupan un
determinado nivel de la realidad que el ser humano vive en su andar diario, ese espacio esta
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ocupado por elementos circunscritos en una frontera, los cuales constituyen la idea de
conjunto, aspectos que se enfocan en este capitulo desde un punto de vista elemental sin
descuidar los fundamentos matematicos que los rigen.

Nociones basicas de conjuntos

Si a usted se le formula la pregunta ;qué es un conjunto? Lo mas probable es que
responda con palabras como agrupacion, aglomeracion, grupo, entre otras. Aspecto que es
logico puesto que es un término de uso frecuente entre nosotros y al que hacemos referencia
sin considerar que tienen implicaciones de cardcter matematico. En tal sentido, en esta
primera parte se estudia la idea basica o intuitiva de un conjunto como punto de partida para
adentrarnos en el mundo de las operaciones de unidn, interseccion, complemento y diferencia.

Por supuesto que los fundamentos de 16gica proposicional tienen amplia cabida en este
tema, al punto de constituyen el fundamento para avanzar sobre bases firmes en el manejo de
los simbolos propios que conducen a una manera de enfocar la realidad mediante el uso del
lenguaje matematico.

Definicién de conjunto

Un conjunto es una agrupacion de elementos que tienen por lo menos una caracteristica
en comun.
Son ejemplos de conjuntos:
a. Los estudiantes de la licenciatura en educacion mencion castellano y literatura de
la Unellez Apure.
Los municipios del estado Apure.
Las letras del alfabeto castellano.
Los arboles de mango existentes en una unidad de produccion
Las naranjas producidas por un arbol de naranjas durante una cosecha.
Las piezas que conforma un vehiculo.
Los actores de una pelicula.
Los musicos de la orquesta sinfonica del estado Apure.

Notacién de conjuntos

Un conjunto se identifica con cualquiera de las letras del alfabeto escritas en
mayuscula. La letra U esta reservada para el conjunto universal.

El conjunto universal es aquel que contiene a todos los elementos que son de interés
para determinada actividad. Generalmente, estamos interesados en realizar investigaciones
de cualquier tipo, en esos casos, la poblacion objeto de estudio constituye el conjunto
universal. Aparte de la letra U para designar al conjunto universal, también se suele
representar con la letra griega () (omega).

Se manejan béasicamente dos tipos de notaciones:

S@ e a0 o

Notacidn mediante llaves.

A={burro, gato, caballo, perro }
B={Edificio, vehiculo, persona, automovil }
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Notaciéon mediante diagramas de Venn.

Es cuando se emplean figuras rectangulares, circulares o elipticas para visualizar de
forma gréfica los conjuntos, tal como se observa en la Figura 1.
L:

Figura 1: Los diagramas de Venn consisten en la delimitacion de los elementos de un conjunto mediante figuras circulares
y del conjunto universal mediante un rectangulo.

Conjuntos definidos por comprensién y por extensiéon

Cuando se expresan los elementos del conjunto mediante una frase que lo caracteriza,
se dice que se estd representando al conjunto por comprension. Dicha frase puede estar
representada mediante cualquier expresion derivada del lenguaje diario o conformada por
simbolos matematicos. Este tipo de definicion es util cuando el nimero de elementos del
conjunto es grande.

Ejemplos:

A={x/x es alumno de la cohorte 2017-1 de la Unellez VPDR}

B={x/x es numero natural menor que 10}

C={x/x es libro de matematica de la biblioteca Lucila Palacios, Unellez -VPDR}
D={x/x es billete del cono monetario venezolano}

E={x/XEN A 3<x<7 }

F={y/yEN A y<4}

G={z/z€N A 100<z<200}

H={x/xEN A x>50}

S e ae o

El conjunto A estd conformado por los alumnos pertenecientes a la cohorte 2017-1 del
vicerrectorado de planificacion y desarrollo regional (VPDR) de la Universidad Ezequiel
Zamora.

El conjunto B estd conformado por todos los numeros naturales menores que 10, por
ejemplo el nimero 5 pertenece a ese conjunto.

Si usted asiste a la biblioteca del Vicerrectorado de Planificacion y Desarrollo
Regional de la Universidad Ezequiel Zamora (VPDR) que lleva el nombre Lucila Palacios y
revisa un libro de matematica, dicho libro pertenece al conjunto C.

Un billete de 500 bolivares pertenece al conjunto D, un billete de 100 mil bolivares
no pertenece a dicho conjunto puesto que el cono monetario actual cubre hasta 20 mil
bolivares.
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Los ejemplos E a H representan a conjuntos que estan expresados por comprension
pero que también utilizan simbolos matematicos. Se especifican a continuacién dichos
simbolos:

Se lee “tal que”

Se lee “pertenece a” o también “es elemento de”
Se lee “y”

Se lee “menor que”

Se lee “menor o igual que”

Se lee “mayor que”

Es el conjunto de los nimeros naturales

ZVIANA>SMm D

El conjunto E se lee asi: E es el conjunto conformado por todas las equis tal que equis
pertenece al conjunto de los nimeros naturales y equis es mayor o igual que 3 y menor que 7.
También puede ser leido asi: E es el conjunto conformado por todas las equis tal que equis
pertenece al conjunto de los numeros naturales y equis estd entre 3 y 7, incluido el 3 no
incluido el 7.

El conjunto F se lee asi: F es el conjunto formado por todas la ye, tal que ye pertenece
al conjunto de los nimeros naturales y ye es menor que cuatro.

El conjunto G se se lee asi: G es el conjunto formado por toda zeta, tal que zeta
pertenece al conjunto de los nimeros naturales y zeta es mayor que 100 y menor que 200.
También tiene la opcion de leerlo asi: G es el conjunto formado por toda zeta, tal que zeta
pertenece al conjunto de los nimeros naturales y zeta esta entre 100 y 200 sin incluir ni al 100
ni al 200.

El conjunto H se lee asi: H es conjunto formado por todas las equis, tal que equis
pertenece al conjunto de los niimeros naturales y equis es mayor que 50. Este caso representa
a un conjunto de elementos infinitos, ya que existen infinitos nimeros naturales mayores que
50. Los otros conjuntos ejemplificados, representan a conjuntos de elementos finitos.

Cuando se expresan los elementos, sefalando a cada uno, se dice que se esta
representando por extension. Generalmente los elementos definidos por extension se colocan
entre llaves. Esta manera de representar a los elementos del conjunto es 1til cuando se trata de
un nimero pequeio de éstos.

Son ejemplos de conjuntos definidos por extension:

a. A=1{123,4,5}
b. B ={a,e,i,o,u}
c. C ={burro,caballo,perro, gato}
d D={+x—+}
e. E={a, [)’ y,6 g}
Ejemplo

Expresar por extension al conjunto

A = {x/x es municipio del estado Apure}
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Respuesta

Se trata de especificar los municipios que conforman la division politico territorial del
estado Apure.

A = {San Fernando, Biruaca, Pedro Camejo, Achaguas, Mufioz, Rémulo Gallegos, Paez }

Se puede optar por emitir la respuesta en notacion mediante diagrama de Venn, en ese
caso el resultado es el mostrado en la Figura 2:

U

San Fernando

Biruaca Achaguas

Pedro Camejo Muifioz

Rémulo Gallegos

Figura 2: Representacion mediante diagrama de Venn de de
los municipios del estado Apure.

Ejemplo

Expresar por comprension al conjunto
B ={10,11,12,13,14,15,16,17,18,19}

Respuesta
B={x/x€eNA10 < x <20}
Ejemplo

Leer en lenguaje natural al siguiente conjunto y expresarlo por extension
C={x/xeENA1<x<D5}

Respuesta

C es el conjunto conformado por todas las equis, tal que equis pertenece al conjunto
de los numeros naturales y equis es mayor que 1 y menor que 5.

C ={2,3,4}
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Ejemplo
Escribir por comprension y por extension al conjunto:

D es conjunto conformado por todas las equis tal que equis es una letra de la palabra
APURE.

Respuesta

Por comprension: D = {x/x es letra de la palabra apure}
Por extension: D = {a,p,u,, e}

Ejemplo
Dados los conjuntos

U =1{1,2345,6,78.910,11,12}
A =1{135,7,9}

B ={2,4,6}
Cc ={11}
Se pide representarlos mediante un diagrama de Venn.
Respuesta
Los conjuntos A, B y C no tienen elementos comunes, la representacion en diagrama de Venn
es la indicada en la Figura 3.
U
A B

Figura 3: Representacion de los conjuntos A, B, C y del conjunto
universal mediante diagrama de Venn.

La definicion de los conjuntos implica la conversion del lenguaje ordinario al lenguaje
formal, en tal sentido se requiere el uso de simbolos. La mayoria de esos simbolos son
conocidos y se derivan de la logica proposicional o de la aritmética, tal es el caso de los
denominados cuantificadores, los cuales se utilizan para indicar cuantos elementos de un
conjunto determinado cumplen cierta propiedad.

51



Cuantificador universal y existencial

Las proposiciones simples y las proposiciones compuestas pueden asumir solamente
un valor verdadero o un valor falso. Otras funciones del lenguaje son los enunciados abiertos,
en los cuales también se informa pero dicha informacion no puede determinarse como
verdadera o falsa en un principio.

Por ejemplo:

a. Los estudiantes de nuevo de ingreso de la carrera planificacion tienen mas de 18 afios
de edad.
b. Este objeto es un libro
El dia esté totalmente despejado
d 5x+2>20

o

Si se revisan dichos enunciados, todos pueden asumir valores verdaderos o falsos, pero
no se puede concluir eso de manera convincente hasta tanto haya mayor informacién, por
ejemplo el caso a: Si Maria es estudiante de nuevo ingreso de la carrera planificacion y tiene
17 afios hara que el enunciado sea falso, en cambio si Pedro es estudiante de nuevo ingreso de
planificacion y tiene 19 afios, el enunciado es verdadero.

En el caso b, si la persona que hace el enunciado sefiala por ejemplo a una casa,
evidentemente la proposicion es falsa, sin embargo puede estar realmente indicando que el
objeto es un libro.

En el caso c, si el dia esta nublado entonces la proposicion es falsa.

Enel caso d, six es igual a 2 la proposicion es falsa, pero si x es igual a 4 1a proposicion
es verdadera.

En cualquiera de los ejemplos dados hay una caracteristica que est4 sujeta a cambio, a
variacion.

Caso a: Edad de los estudiantes de nuevo de la carrera planificacion.

Caso b: Tipo de objeto.

Caso c: Presencia de nubes en el cielo.

Caso d: Valor de x.

Esta caracteristica sujeta a cambio se denomina variable y resulta muy importante
ubicarla de manera precisa ya que define el valor verdadero o falso de este tipo de enunciados.
La identificacion de una variable es una labor que se le debe dedicar atencién puesto que
constituye uno de los pilares de la ciencia.

Generalmente se utilizan las Gltimas letras del alfabeto para representar a las variables.

Enunciados como el identificado en el caso d, se escriben de la siguiente manera: Una
letra que identifique la proposicion seguida de un paréntesis y dentro de éste a la variable,
luego la estructura del enunciado.

p(x):4x —2 > 10
q(x):x%>>9
r(x,y):x+2y <5

Dichos enunciados son verdaderos o falsos dependiendo del valor de x o de y que estan
actuando como variables.

A estas variables, también se les conocen con el nombre de variables proposicionales.
Los enunciados que las contienen se conocen como proposiciones abiertas.
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Los cuantificadores tienen su aplicacion en los enunciados abiertos de los cuales
hemos estado hablando.

El cuantificador universal. Se representa por el simbolo V y se lee “Para

todo”, “Para cualquier”. Se utiliza para indicar que todos los elementos de un conjunto
cumplen con una condicion determinada.
Por ejemplo, sea la proposicion:

p: X €s un nimero par

Dicha proposicion puede ser cierta o falsa dependiendo del valor que tenga x. Escribiremos
de la siguiente manera a dicha proposicion.

p(x): x es un numero par

Como x es la variable proposicional, entonces la proposicion puede ser expresada de muchas
maneras diferentes, solamente cambiando el valor de x.

p(3): 3 es un nimero par

p(6): 6 es un niumero par

p(a): a es un nimero par
p(n + 1): n+1 es un niimero par

Como se observa en las proposiciones anteriores, algunas seran falsas y otras
verdaderas.
Cuando se quiere expresar que una proposicion como la anterior sea verdadera o falsa
para todos los valores posibles de x se escribe:
Vxp(x)
Que se lee, para todo x, p de x.

Cuando se desea expresar que una expresion como la que se estd analizando es
verdadera o falsa para por lo menos un valor de x se escribe:
AxP(x)
Que se lee, existe al menos un x tal que P de x. O también: Para algiin x, P de x.

El cuantificador existencial. Se representa por el simbolo 3 y se lee

“Existe al menos un... ”, “Existe por lo menos un...”. Por lo tanto se utiliza para indicar que
por lo menos un elemento del conjunto cumple con una condicidon determinada.

Ejemplo

Sea el conjunto A = {4,8,10,12} y las proposiciones abiertas
p(x) = x es un nimero par
p(y) =2y <10
Tomando en cuenta las proposiciones y el conjunto A formular las proposiciones: (a)
para toda equis perteneciente al conjunto A, equis es un numero par. (b) para toda ye
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perteneciente al conjunto A, dos ye es menor que diez. (c) Existe al menos una ye
perteneciente al conjunto A tal que dos ye es menor que 10. (d) Existe al menos una x
perteneciente al conjunto A tal que x es un numero par.

a.Vx € A:p(x)

Se trata de una proposicion que es verdadera.

b.Vy € A:p(y)

Es una proposicion que es falsa ya que es verdadera solamente cuando y es igual a 4
(al efectuar 2(4) se obtiene 8). Esta proposicion no se cumple para y=8 ni mucho menos para
y=10 ni y=12.

c.dy € A:p(y)

Esta proposicion es verdadera ya que 2(4) < 10

d. 3€ A:p(x)

Es una proposicion verdadera

Ejemplo

Sea el conjunto
C = {Perro, gato, gallina}
Y las proposiciones abiertas:
q(x): x es una persona
r(y):y es un animal

a. Formular dos proposiciones que contengan al cuantificador universal y una

de las proposiciones abiertas.
b. Formular dos proposiciones que contengan al cuantificador existencial y una

de las proposiciones abiertas.

a.
Vx € C: q(x)
Se lee: Para todo x perteneciente al conjunto C, x es una persona.
La proposicion es falsa.
vy € C:r(y)
Se lee: Para todo y perteneciente al conjunto C, y es un animal.
La proposicion es verdadera.
b.

IxeC: q(x)
Se lee: Existe al menos una equis perteneciente al conjunto C, tal que equis es
una personal.
La proposicion es falsa.
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FyeC:r(y)
Se lee: Existe al menos una ye perteneciente al conjunto C, tal que y es un
animal.
La proposicion es verdadera.

Ejemplo

Dado el conjunto A={10, 12,15, 17, 19, 21, 22, 23, 24, 25}, se pide establecer 5
proposiciones verdaderas utilizando el cuantificador universal o el cuantificador existencial.

Se emiten las siguientes proposiciones, las cuales no las tinicas que surgen del conjunto

A. El estudiante puede generar muchas mas, solo basta poner a prueba la creatividad y el
conocimiento matematico.

1. Ix€A/x<I2

2. Vy€Ay ENNYy <26

3. Fz€A/3z-15=15

4 Vx€A:10<x<25

5. dy€4:(v/3) EN

1. Definir por extension a cada conjunto
a. A={x/x esdiadela semana}
b. B = {x/x es un nimero natural menor que 5}
c. C={x/xeNA15<x<22}
d D={y/yeNAl1<y<4}
e. E={z/z=x*>Nx=1{24,6}}
2. Leer en lenguaje natural cada conjunto y expresarlo por extension
a. A={x€eN/x <8}
b. B={y/yeNA2<y<7}
c. C={z/z=+VxAx=9}
d D={x/x=2z?ANz€ENA1<z<5}
e. E={x/x=2y+1AyeENA4<y<9}
3. Dados los conjuntos
U={ab,cdef,ghijk}
A={a g hj}
B =1{b,d, e, k}
Se pide representarlos mediante un diagrama de Venn.
4. Dado el conjunto A = {1,2,3,4,5,6,7,8}, formular cinco proposiciones verdaderas usando
el cuantificador universal o el cuantificador existencial.
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Relaciones entre conjuntos

Cuando se tiene mas de un conjunto, se pueden establecer comparaciones tanto entre
los elementos que conforman cada conjunto con respecto a la pertenencia o no a un conjunto
determinado como entre conjuntos con el fin de indicar uno de ellos esté incluido o no en otro.

Relacién de pertenencia

La relacion de pertenencia a un conjunto, se representa con el simbolo€. La no
pertenencia a un conjunto se representa con el simbolo €.
En el caso de los elementos del diagrama de Venn de la Figura 2, se puede afirmar,
entre otras opciones
a € A (el elemento a pertenece al conjunto A)
h € A (el elemento & pertenece al conjunto A)
h € B (el elemento / pertenece al conjunto B)
k & B (el elemento k no pertenece al conjunto B)
i € U (el elemento i pertenece al conjunto universal)

Relacién de contenencia

La relacion de contenencia, cuyo simbolo es C, usada para indicar que el conjunto
completo esta contenido dentro de otro conjunto. La no contenencia se representa mediante
el simbolo¢.

Figura 4 Conjunto universal conformado a su vez por otros conjuntos los cuales contienen elemento. Las relaciones de
pertenencia se dan entre elementos de los conjuntos, las de contenencia entre conjuntos.

En los conjuntos representados en la Figura 4, se pueden establecer las relaciones entre
conjuntos:
B c A (El conjunto B es un subconjunto del conjunto A)
A c U (El conjunto A es un subconjunto del conjunto universal)
B < U (El conjunto B es un subconjunto del conjunto universal)
A & B (El conjunto A no es un subconjunto del conjunto B)
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Ejemplo

Dados los conjuntos

A =1{1,2,3,4,5,6,7,8,9}
B = {4,6,8,10,12}

Indicar el valor de verdad de las proposiciones siguientes

SR e o o

1eA
2€B
4e€eAN4€EB
10 € B
11¢ A
3¢B
6€&B
21€B

Respuesta

Se responde de acuerdo con lo explicado en el capitulo 1, sobre el valor 16gico o valor
de verdad de una proposicion y conforme a la pertenencia o no del elemento o elementos al
conjunto indicado.

a. VL(1€A) =V

b. VL2€EB)=F

c. VL(AeAN4€EB)=V
d. VL(10EB) =V

e. VL(11€A)=F

f. VLB3EB)=F

g VL(6¢B) =V

h. VL(21€B)=F

Ejemplo

Dados los conjuntos representados mediante diagramas de Venn (Figura 5)

10

11

Figura 5: Representacion mediante diagrama de Venn del conjunto
universal y de los conjuntos A, By C.
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Indicar el valor de verdad de las proposiciones:

a. 1€e4

b. 1eC

c. CcA

d 4€A

e. B={x/x€NA4<x<9}
f. BcU

g 3¢A

h. 11 €B

. 5€eC

j- 3€B

a. VL(1leA) =V

b. VL(1eC)=V

c. VL(CcA)=V

d. VL(AeA) =V

e. VL(B={x/xENA4L<x<9})=V
f. VL(BcU)=V

g. VL(3¢A)=F

h. VL(11€B)=F

i. VL(GEC)=F

j. VL(3EB)=F

1. Representar mediante un diagrama de Venn los conjuntos
U ={10,11,12,13,14,15,16,17,18,19,20}
A =1{10,11,12,15,17}
B = {12,13,14,15}
C ={12,15,18}
Responder:
a. (Existe algiin elemento que pertenece al conjunto A, al conjunto B y al conjunto
C? ;Cual o cuales?
b. ¢Existe por lo menos un elemento que no pertenece al conjunto A, al conjunto B
ni al conjunto C? ;cual o cuéles?
c. ¢El conjunto A esta incluido en el conjunto U?
d. (Cbémo se denomina al conjunto U?
2. Dado el conjunto A = {a, e, i, 0, u}, conforme tres conjuntos de tres elementos a partir de
los elementos que integran al conjunto A.
3. Dados los conjuntos A = {10, 20, 30,40,50,60} B = {50,52,54,56,58,60}
Colocar el signo que corresponda para que la proposicion sea verdadera
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a. 10__A
b. B__ A
c. 20__B
d 30__A
e. 52_ B

4. Expresa en simbolos las proposiciones siguientes
a. El conjunto universal estd conformado por todos los nimeros naturales mayores
que 1 pero menores que 10.
El conjunto A estd incluido en el conjunto B.
El elemento 3 no pertenece al conjunto A.
El elemento 5 pertenece al conjunto B
El conjunto C es subconjunto del conjunto universal

°opo T

Operaciones entre conjuntos

Cuando se tienen dos o mas conjuntos y se agrupan en un solo conjunto a sus
elementos se tiene la operacion de union, cuando se conforma un conjunto solamente con los
elementos comunes se esta en presencia de la interseccion. De igual manera, cuando entre
dos conjuntos se consideran solamente los elementos que son exclusivos de uno de ellos se
tiene la operacion de diferencia y finalmente el complemento de un conjunto no es mas que
los elementos que le hacen falta para ser el conjunto universal.

Todas esas operaciones se consideran en esta seccion y son de mucha importancia
puesto que constituyen la base de las operaciones basicas: suma, resta, multiplicacion y
division.

Unién

Si se tienen dos conjuntos y se agrupan en un solo conjunto estamos en presencia de
la union. Imaginese que tiene una bolsa de caramelos en su mano izquierda y una bolsa de
chupetas en su mano derecha, si usted vierte el contenido de ambas bolsas en una tercera bolsa
que se encuentra vacia, entonces esa tercera bolsa contendra caramelos y chupetas.
Usando el lenguaje formal, la unién se define asi:

AUB={x / x€A V x € B}
El simbolo para la unién es U

Mediante diagramas de Venn, la unién de dos conjuntos A y B se representa tal como se
muestra en la Figura 6.
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Figura 6: La zona sombreada corresponde a la ubicacion de los elementos que conforman la union de
los conjuntos Ay B.

Ejemplo
Dados los conjuntos A = {1,2,3,4,5} B = {6,7,8} efectuar AU B.
Respuesta
La unién del conjunto A con el conjunto B es otro conjunto
AUB =1{1,2,3,4,5,6,7,8}
Dicho conjunto se puede denominar con cualquier letra, por ejemplo C.
¢ ={1,2,3,4,5,6,7,8}
Ejemplo
Dados los conjuntos A = {2,4,6,8,10} B = {6,8,10,12,14}, efectuar AU B.
Respuesta

Cuando hay elementos comunes en los conjuntos que se unen, el conjunto resultante
contiene solamente uno de esos elementos.
AUB ={24,68,10,12,14}
Ejemplo

Dados los conjuntos A = {x/x E NA3<x<8}B={x/x € NA5<x <10}
Efectuar AUB
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Respuesta

Debido a que tanto el conjunto A como el conjunto B se encuentran definidos por
comprension, se deben especificar los elementos que conforman a cada conjunto.
A =1{3,45,6,7}
B =1{6,7,8,9}
Ahora se efectua la operacion solicitada
AUB ={3,4,5,6,7,8,9}

Ejemplo

Dados los conjuntos H = {a,m,n,p} M ={c,d,f,h} N ={f,g,hi,j}
Se pide:

a. HUM

b. MUN
c. HUN

Respuestas

a. Hu M:{a, C, d, f, h, m, n, p}

b. MUN={c,d,f, gh,i,j}

C. HUN:{a, f) g:» h) i,j, m: n’ p}
Ejemplo

Dados los conjuntos representados mediante diagrama de Venn en la Figura 7.

U

>

T

C

Figura 7: Representacion en diagrama de Venn de los conjuntos A, B, C.

Se pide expresar mediante llaves, los elementos que conforman cada una de las
operaciones siguientes:

a. AUB
b. BUC
c. AucC
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Respuestas

a. AUB={1,2,3,4,5,6,7,8)
b. BUC={3,4,5,6,7,8,9, 10}
c. AuC={1,2,3,6,7,8,9, 10}

Dados los conjuntos
D ={5,6,7,89,10,11,12,13,14,15}
E ={10,12,14,16,18,20,22}
Efectuar DU E

Respuesta

Se utilizara el software libre Maxima en su version para Windows llamado wxMaxima,
para realizar la operacion solicitada.

Cargar wxMaxima, presionar la tecla Enter, para que el programa admita la entrada de
comandos.

Los conjuntos en Maxima se definen mediante la funcion set( ) o escribiéndolos
mediante llaves.

Escribir: D:{5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15}

Presionar conjuntamente las teclas Shift+Enter. El programa genera la salida bajo la
forma (%o01).

Presionar la tecla Enter.

Escribir: E:set(10,12,14,16,18,20,22)

Presionar conjuntamente las teclas Shift+Enter. El programa genera la salida bajo la
forma (%o02). Se ha usado en este caso la otra opcion para introducir un conjunto en Maxima.

Presionar la Enter.

Escribir: union(D,E)

Presionar conjuntamente las teclas Shift+Enter. El programa genera la salida bajo la
forma (%o03). Esta salida es la respuesta a la operacion de unidn entre los conjuntos.

DUE ={5,6,7,89,10,11,12,13,14,15,16,18,20,22}

Los comandos introducidos y las salidas generadas por el programa se muestran en la

Figura 8.

Archivo Editar Celda Maxima FEcuaciones Algebra Andlisis Simplificar Graficos Numérico Ayuda
@3 o X000/ Q> @

" (%il) D:(5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15};
(%01) {5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15}

? (%¥12) E:set(10,12,14,1¢,18,20,22);
(%02) {(10,12,14,16,18,20,22}

(%¥i3) union(D,E):
(%03) {(5,¢,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16,18,20,22}

Figura 8: Manipulacion de conjuntos en wxMaxima y operacion de union.
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o /J
Interseccién
Unas veces interesa conocer si dos conjuntos contienen a elementos que son comunes.

Por ejemplo, la seccion A de una escuela tiene nifios de 11 y 12 afios, la seccion B tiene nifios
de 12 y 13 afios, por lo tanto, los nifios de 12 afios son comunes a ambas secciones, es decir
bien pudieron haber quedado en la seccion A o en la seccion B.
En el lenguaje formal la interseccion se representa asi:

ANB={x / x€A A x € B}

El simbolo para la interseccion es N.
Mediante diagramas de Venn-Euler, la interseccion se representa tal como se muestra

en la Figura 9.

Figura 9: Representacion mediante diagrama de Venn de la interseccion de dos conjuntos, correspondiente a la zona

sombreada.

Si los conjuntos no tienen elementos en comun, la zona de interseccion es un conjunto

vacio, el cual se representa asi.
Conjunto vacio: @

O también asi { }
Para el caso de dos conjuntos que no tienen elementos comunes, la representacion

mediante diagramas de Venn-Euler es la indicada en la Figura 10.

Figura 10: En caso de la no existencia de elementos comunes entre dos conjuntos la interseccion es el conjunto vacio.

Ejemplo
Sean los conjuntos: A ={a,b,c,d} B ={b,d, f,g}. Efectuar la interseccion de

ambos conjuntos.
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Respuesta

El conjunto interseccion estd conformado por los elementos que son comunes a ambos
conjuntos.
ANB ={b,d}
El conjunto anterior, se puede representar mediante cualquier letra, por ejemplo F.
F ={b,d}
Si se desea representar mediante diagramas de Venn-Euler a esa operacion entre los
conjuntos A y B, se puede hacer tal como se muestra en la Figura 11.

Figura 11. Interseccion entre los conjuntos A y B mediante el uso de diagramas de Venn.
Ejemplo
Dados los conjuntos
A=1{135,7,9,11}

B =1{2,4,6,8}
Sepide ANB

Respuesta
Se trata de buscar elementos que sean comunes a los dos conjuntos. En este caso no

existen elementos comunes, por lo tanto la respuesta es el conjunto vacio.
ANB=0

Ejemplo
Dados los conjuntos
A=1{123456,7}
B ={4,5,6,7,8,9}
Efectuar AN B

Respuesta

Con wxMaxima.
Una vez cargado el software, presionar la tecla Enter.
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Escribir: A:set(1,2,3,4,5,6,7); B:set(4,5,6,7,8,9)

Presionar conjuntamente las teclas Shift+Enter. El programa genera las dos salidas
(%o01) y (%02).

Presionar la tecla Enter.

Introducir el comando intersection(A,B).

Presionar Shift+Enter.

El Software genera la salida (%03), interseccion de los conjuntos A y B.

ANB ={45,67}

En la Figura 12 se muestran las entradas y las salidas generadas por wxMaxima para

la operacion de interseccion de los conjuntos A y B.

Archivo Editar Celda Maxima Ecuaciones Algebra Analisis Simplificar Graficos MNumérico Ayuda

(EB¥3 SXXECA RG> @
($11) A:set(l,2,3,4,5,6,7)iB:set(4,5,6,7,;8,9):
(%01) {(1,2,3,4,5,6,7}

(562) {8:50:;7T 89}

of oo

| Y |

o

ot

(%i3) intersection(A,B):
(%0

3
3) {4,5,6,7})

]

i

—

Figura 12: Entradas y salidas en wxMaxima para la interseccion de dos conjuntos.

Diferencia

Interesa identificar en oportunidades a los elementos que pertenecen exclusivamente
a determinado conjunto, es decir que no estan contenidos en otro. En estos casos se aplica la
diferencia de conjuntos.

A-B={x/x€A N x &B}
El simbolo para la diferencia es —

La representacion mediante diagramas de Venn — Euler para el caso A — B se indica
en la Figura 13.

Figura 13: Diferencia A-B mediante diagrama de Venn.
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Ejemplo
Sean los conjuntos A = {1,3,7,9,11} B ={5,7,11,12} se pide efectuar A — B.
Respuesta

La idea es comenzar por el primer elemento del primer conjunto y compararlo con
cada elemento del otro conjunto, si hay uno igual, no se coloca en la diferencia. Se sigue el
procedimiento con el segundo, tercer hasta el Gltimo elemento del primer conjunto. Al
agotarse los elementos del primer conjunto, se tiene la respuesta de la diferencia.

A—-B ={1,309}

Mediante diagrama de Venn, la respuesta A4-B se corresponde con la indicada en la

Figura 14.

Figura 14: A-B mediante el uso de diagrama de Venn, la zona sombreada es la respuesta.

Ejemplo
Dados los conjuntos
A={ab,cd,e}
B ={a,e,i,o,u}
Efectuar B — A
Respuesta

Se compara cada elemento del conjunto B con cada elemento del conjunto A, en el
caso de elementos iguales no entran en el conjunto 4-B. Por ejemplo, el primer elemento de
B es a, se compara con el primer elemento del conjunto A y se observa que la a estd presente
en ese conjunto, por lo tanto no se escribe la @ como parte del conjunto solucioén. El siguiente
elemento de B es e, este elemento pertenece al conjunto A, por lo tanto no se escribe como
parte del conjunto A-B. Al comparar el elemento i del conjunto B con los elementos del
conjunto A se observa que no esta presente en este conjunto, por lo tanto i forma parte del
conjunto solucion. Igual caso sucede con el elemento o y con el elemento u.

B—A={i,o,u}
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Ejemplo

Dados los conjuntos
F ={a,b,c,d,e, f,g,h,i}

G = {blfrgr i’jlk’ lrm}
Efectuar con wxMaxima F — G

Respuesta

Cargar wxMaxima

Presionar la tecla Enter

Escribir: F:{a,b,c,d,e.f,g,h,1};G:{b.f,g,1,j.k,],m}

Presionar simultaneamente Shift+Enter

Presionar la tecla Enter

Escribir el comando setdifference(F,G)

Presionar Shift+Enter

El programa genera la salida 3 (%03) que es la respuesta a F-G. Las entradas y las
salidas se muestran en la Figura 15.

F—G={a,cd,e h}

Archivo Editar Celda Maxima Ecuaciones Algebra Analisis Simplificar Graficos Numérico Ayuda
Y SEAEISIE- = @

(%11) F:{a,b,c,d,e,f,g,h,1}iG:{b,f,g,i,]3,k,1,m};
(%01) f{a,b,c,d,e,f,g,h, i}
(%02) (b,f,g9,1i,j,k,1,m}

&

old

e

ol?

i3) setdifference(F,G):
03) {a,c,d,e,h}

el

Figura 15: Entradas y salidas de wxMaxima para la diferencia entre dos conjuntos.

Complemento

Una seccion, por ejemplo la A, forma parte de una escuela, la cual tiene muchos
alumnos. El complemento de la seccion o conjunto A esté representado por todos los alumnos
de la escuela que no son alumnos de la seccion A, todos (alumnos de la seccion A y alumnos
que no son de la seccion A) conforman a los alumnos de la escuela.

Para el complemento siempre hay que hacer referencia al conjunto universal.

A°={x /x€eU A x & A}

La representacion mediante diagramas de Venn — Euler del complemento de un
conjunto es la mostrada en la Figura 16.
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Figura 16: Representacion del complemento del conjunto A mediante diagrama de Venn.

Sea el conjunto universal U = {x / x € N A 4 < x < 12}y los conjuntos
A=1{456} B=1{5911},

Se pide:
a. A°
b. B¢

Primero se debe expresar el conjunto universal por extension:
U ={45,6,78910,11}

El complemento del conjunto A est4d conformado por el conjunto que contiene a todos
los elementos que estan presentes en el conjunto universal pero que no pertenecen al conjunto
A.

A° ={7,89,10,11}

El complemento del conjunto B estd conformado por el conjunto que contiene a todos
los elementos que pertenecen al conjunto universal pero que no estan incluidos en el conjunto
B.

B¢ = {4,6,7,8,10}

Ejemplo

Sean los conjuntos
U =1{45,6,78910,11,12,13,14}

A =1{4,56,7}
B ={7,8,9}
Cc ={10,12}

Calcular

a. A

b. B¢

c. C¢

d. (A“—B°)n(A-B)*

e. (AUB)*—(ANC)*
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a. A®=1{8,9,10,11,12,13,14}
b. BC ={45,6,10,11,12,13,14}
c. C¢=1{45,6,7,89711,13,14}
d.
A€ — B = {8,9}
A—B ={45,6}
(A—B)¢ ={7,89,10,11,12,13,14}
(A€ — BS) n (A — B)¢ = {8,9}
c.
(AU B) = {4,5,6,7,8,9}
(AU B)¢ ={10,11,12,13,14}
ANC=29
(AN C)¢ = {4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14}
(AUB—(ANnC) =0
Ejemplo

Dados los conjuntos representados en la Figura 17.

U

2

Figura 17: Conjuntos U, Ay B.

Resolver e identificar mediante sombreado en el diagrama de Venn el resultado de las
siguientes operaciones:

a. (A—B)*

b. (AUuB)¢

c. (AnB)¢

d. A¢ - B°
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(A-B)¢ ={1,23,5,8,9,10,11,12,13,14}

U

B

o

7/

\

N

1
3
2
Figura 18: (A — B)¢(la regién sombreada es la respuesta)

(AU B)¢ ={1,2,3,13}

T

.
. /

Figu :(A n sombreada es la respuesta)

o

d.
A€ — B¢ ={1,2,3,5,8,910,11,12,13,14} — {1,2,3,4,5,6,7,8,11,13}
={9,10,12,14}
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Figura 21: A — B¢

La hoja de célculo para efectuar operaciones entre

conjuntos

Se explica a continuacion la forma de configurar la hoja de célculo para poder realizar
las operaciones de union, interseccion y diferencia entre dos conjuntos. El disefio de la hoja
estd apoyado en Microsoft Excel 2013, sin embargo el resultado final es completamente
funcional en cualquier version. Es de destacar el hecho que en este caso se hace uso de las
denominadas macros, las cuales consisten en instrucciones realizadas con el apoyo del
lenguaje de programacion llamado Visual Basic, el cual esta presente en la mayoria de los
programas que conforman el paquete Office bajo la denominacion Visual Basic Para
Aplicaciones.

Una vez creadas las instrucciones correspondientes, el usuario final podré introducir
los elementos que conforman cada conjunto, los cuales pueden consistir en cualquier caracter
alfanumérico. Al presionar el boton Calcular, el programa genera todas las operaciones ya
indicadas, con los respectivos elementos dispuestos en orden ascendente. Para una nueva
entrada se dispone de otro boton, el cual cumple la funcion de borrado de toda el area de
calculo.

En el anexo A, se indica la manera de editar las macros y de crear los botones
encargados de generar respuestas y de disponer a las celdas de la hoja de célculo para la
realizacion de las operaciones entre conjuntos.

Una vez que usted abre la hoja de célculo obtiene la pantalla mostrada en la Figura 22,
donde se observa que la primera fila corresponde al encabezado, donde se detalla en la primera
columna al conjunto A, en la segunda columna al conjunto B y en las columnas 3 a 5 las
operaciones de uniodn, interseccion y diferencia.

A2 - i3

A B ( (B] E f
Conjunto A  conjunto B AUB AnB A—B

I:l Calcular
Borrar

Figura 22: Ventana inicial de la hoja de calculo para realizar operaciones entre conjuntos.

o N =

o
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Supongamos que se tienen los conjuntos:
A={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}
B={2,4,6,8,10,12,14}

La introduccion de los elementos del conjunto A se hace en la primera columna a partir
de la celda A2. La introduccion de los elementos del conjunto B se hace en la segunda
columna a partir de la celda B2. La Figura 23 muestra a cada conjunto en la hoja de calculo.
Es de hacer notar que se consideran solamente los elementos, no las llaves, tampoco es
necesario que los elementos estén ordenados puesto que el sistema hace ese trabajo.

B3 - Jx
A B c (5] E G H

1 Conjunto A conjunta B AUuRB ANE A—B

'; ; i Calcular |
4 3 B

5 4 8 Borrar ‘
f 5 10

[4 7] 12

8 ¥ 14

o e ]
1o 9

11
12
13

=
(=]

Figura 23, Cada conjunto conformado por sus respectivos elementos, rigurosamente ordenados de manera ascendente por
el sistema.

Una vez conformados los conjuntos, se presiona el botén “Calcular” para obtener las
tres operaciones disponibles, las cuales se muestran en la Figura 24.

E17 - b

A B € D
Conjunto A conjunto B AURB AnB A—B

Calcular ‘

Borrar ‘

L= R R R R R
[
=]
oSN N B WA=
[
=]

o | DA D [~ i | B o=
=1
(=]
-
[ =]

fary
Il

w

14

Figura 24: Resultados de las operaciones entre los conjuntos Ay B, con la ayuda de la hoja de calculo.

A partir de la respuesta por la hoja de calculo, los resultados de las operaciones entre
conjuntos, formalmente representados son:

AUB ={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,12,14}
ANB ={24,6,810}
A—-B ={1,3,5,7,9}

Si se desea trabajar con otros conjuntos diferentes, basta con presionar el boton
“Borrar” para que la hoja de céalculo elimine todas las entradas y los resultados dejando las
celdas limpias para las siguientes operaciones.

El sistema esta configurado de tal forma que las celdas que admiten entrada de datos
son las ubicadas en el rango A2:E100, por lo tanto se aceptan conjuntos de hasta 99 elementos
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cada uno. No es necesario que se ingresen los elementos en orden, ya que el sistema esta

disefiado para realizar un ordenamiento dinamico.

1. Se tienen los conjuntos
U={x/x€eNAN3<x<16}

A =1{5,6,7,8,9}
B = {5,8,10}
Cc =1{7,8,9,10,14}
Se pide:
a. Representar los conjuntos en un diagrama de Venn
b. (AUB)UC
c. An(BNn<C)

d (A—B)U(B-C)
e. (A—0)°n(B—-A)°

2. Identificar mediante el sombreado de la region correspondiente en el diagrama de Venn,

las siguientes operaciones

a. (AUB)
A/‘\X \
KJM_/

b. (B—A)
A/\X \\
KJ‘H-\_/

c (A—B)C
A/—xx \
KJ‘H-\_/

d. (AUB)C
A/‘\X \

.
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3. A partir de la informacion del diagrama de Venn de la Figura 25.

Figura 25: Diagrama de Venn donde se representa la conformacion de los conjuntos A, B, C' y D como parte del conjunto
universal.

Identificar los elementos que conforman cada conjunto.

a. ¢CnNnD

b. (AUD)UB
c. C—(AUB)
d (BuO)¢
e. (AnD)¢

Cardinal de un conjunto

El cardinal de un conjunto es el nimero de elementos que posee dicho conjunto. Si se
trata del conjunto A, el cual contiene a 7 elementos, entonces el cardinal del conjunto A se
escribe asi:

n(d) =7
Ejemplo

Sean los conjuntos C = {a,b,c,d,e} D ={d,e, f,g,h1ij}

se pide

a. n(C)

b. n(D)

c.

Respuesta

El nimero de elementos que tiene el conjunto C son cinco letras, en consecuencia
n(C)=5

El nimero de elementos que tiene el conjunto D son siete letras, por lo tanto
n(D) =7

El cardinal del conjunto vacio es igual a cero
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Cardinal de la unién de dos conjuntos

Cuando se trata de la unién de dos conjuntos, generalmente se da el caso que existen

elementos comunes en ambos, por lo tanto luego de sumar los cardinales de cada conjunto,
comunes.

hay que restar el cardinal de la interseccion para evitar el conteo doble de los elementos

n(AUB) =n(A) +n(B) —n(ANnB)
Ejemplo

Se tienen los conjuntos F = {a,e,i,o,u} G ={a,b,c,d,e, f}sepide n(F U G).
Respuesta

n(F)=>5
n(G) =6
n(FNG)=2

n(FUG)=n(F)+n(G) —n(FnNnG)
n(FUG)=5+6-2=9

n(FUuG)=9
Surgen problemas derivados de la vida diaria, bastante interesantes que se resuelven
utilizando el concepto de cardinal. Para ello es conveniente siempre tener en cuenta la
informacion de la Figura 26.
U
B
A

Pertenencia
exclusiva a A

Pertenencia
tantoa A
comoaB

Pertenencia
exclusiva a B

No pertenencia ni
aAniab

Figura 26: Pertenencia de los elementos de un conjunto

El cardinal del conjunto conformado por los elementos que pertenecen tanto al conjunto A
como al conjunto B es:

n(ANB)
El cardinal del conjunto conformado por los elementos que pertenecen exclusivamente
al conjunto A es:

n(A exclusivamente) = n(A) —n(ANnB)
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El cardinal del conjunto conformado por los elementos que pertenecen exclusivamente

al conjunto B es:
n(B exclusivamente) = n(B) —n(A N B)

El cardinal del conjunto conformado por los elementos que no pertenecen ni al

conjunto A ni al conjunto B es:
n[(A U B)¢]
El cardinal del conjunto universal es:
n(U) =n[(AUB)‘]+n(AUB)

Ejemplo

Un equipo de trabajo estd conformado por Ana, Antonio, Juana, Maria, Pedro, Rafael;
de ellos Ana, Juana y Pedro viven en San Fernando; Juana y Rafael viven en Guayabal. Se
pregunta:

(Cuantos miembros del equipo viven exclusivamente en San Fernando?
(Cuantos miembros del equipo viven exclusivamente en Guayabal?

(Cuantos miembros del equipo no viven ni en San Fernando ni en Guayabal?
(Cuantos miembros del equipo viven tanto en San Fernando como en Guayabal?
(Quiénes viven exclusivamente en San Fernando?

(Quiénes viven exclusivamente en Guayabal?

(Quiénes no viven ni en San Fernando ni en Guayabal?

(Quiénes viven tanto en San Fernando como en Guayabal?

SR e o o

Lo primero que se debe hacer ante este tipo de interrogantes es definir a cada uno de
los conjuntos involucrados. Ante las interrogantes que comienzan por cuantos se aplica el
concepto de cardinal de un conjunto; ante interrogantes que comienzan por quiénes hay que
resolverlas con operaciones entre conjuntos. Sin embargo, existe la opcion de hacer la
representacion grafica mediante un diagrama de Venn y extraer las respuestas a partir de alli.

U = {x/x es miembro del equipo de trabajo}
A = {x/xvive en San Fernando}
B = {x/x vive en Guayabal}

Luego hay que ubicar a cada elemento, conforme con la informacion suministrada, en
su respectivo conjunto

U = {Ana, Antonio, Juana, Maria, Pedro, Raf ael}

A = {Ana, Juana, Pedro}

B = {Juana, Raf ael}

En tercer lugar, se busca, bien sea al cardinal de la interseccion o a los elementos que
conforman el conjunto interseccion, en este caso se aplica esta ultima opcidn ya que se estd
describiendo a cada elemento.

AN B = {Juana}
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En cuarto lugar, se hace el diagrama de Venn-Euler (Figura 27).

A /,_—___ B Maria
Ana (\/ \
Rafael
Juana
Pedro /
\_X
T

Antonio w/

u

Figura 27: Diagrama de Venn, correspondiente a los conjuntos A, B y el conjunto universal.

A partir del diagrama, tomando como referencia la informacion aportada en la Figura
26, se pueden responder las interrogantes planteadas

a. 2 miembros del equipo viven exclusivamente en San Fernando
b. 1 miembro del equipo vive exclusivamente en Guayabal
c. 2 miembros del equipo no viven ni en San Fernando ni en Guayabal
d. 1 miembro del equipo vive tanto en San Fernando como en Guayabal
e. Anay Pedro viven exclusivamente en San Fernando
f. Rafael vive exclusivamente en Guayabal
g. Antonio y Maria no viven ni en San Fernando ni en Guayabal
h. Juana vive tanto en San Fernando como en Guayabal
Ejemplo

En la urbanizacion “La Guamita” hay 120 casas, 70 estan pintadas de color azul y 90
estan pintadas de color verde, 25 casas no estan pintadas con esos colores. Se pide:
a. (/cuantas casas estan pintadas con azul y verde?
b. (cudntas casas estan pintadas exclusivamente de color azul?
c. (/cuantas casas estan pintadas exclusivamente de color verde?

Respuesta

Se identifican los conjuntos:

U = {x/x es una casa de la urbanizaciéon La Guamita}
A = {x/x es una casa pintada con el color azul}

B = {x/x es una casa pintada con el color verde}

De acuerdo con la informacion aportada:

n(U) =120
n(4) =70
n(B) =90

n[(AU B)¢] = 25
Por lo tanto:
n(AUB) =n(U) —n[(AU B)¢] =120 — 25 =95
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Se aplica la formula:
n(AuB) =n(A) +n(B) —n(ANnB)
Se despeja n(A N B)
n(AnB) =n(A) +n(B) —n(AUB)
Se sustituyen los valores de cada cardinal
n(ANB)=70+90—-95 =65
n(ANB) =65
El cardinal del conjunto conformado por los elementos que pertenecen exclusivamente
al conjunto A es:
n(A—B)=n(4) —n(AnB)=70—-65=5
El cardinal del conjunto conformado por los elementos que pertenecen exclusivamente
al conjunto B es:
n(B—A)=n(B) —n(ANB) =90 — 65 =25
Con toda la informacion disponible se construye el diagrama de Venn de los cardinales
de cada zona (Figura 28).

u

25

Figura 28: Diagrama de Venn donde estan representados los cardinales del conjunto A, del conjunto B, de la interseccion
de Ay By del conjunto universal.

a. 65 casas estan pintadas de color azul y verde.
b. 5 casas estan pintadas exclusivamente de color azul.
c. 25 casas estan pintadas exclusivamente de color verde.

Ejemplo

En el aula de la carrera castellano y literatura, primer semestre hay 40 estudiantes. De
esos estudiantes hay 28 que les gusta almorzar en el comedor de la universidad, y 20 que les
gusta en casa, también hay 5 alumnos que prefieren almorzar en otro lugar. Se pregunta.

a. (Cuantos alumnos almuerzan exclusivamente en el comedor de la universidad?

b. (Cuantos alumnos almuerzan exclusivamente en casa?

c. ¢Cuantos alumnos almuerzan tanto en la universidad como en casa?

Respuesta

U = {x/x es estudiante del primer semestre de castellano y literatura}
A = {x/x almuerza en el comedor}
B = {x/x almuerza en casa}
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Conforme con la informacién aportada

n(U) = 40
n(4) = 28
n(B) = 20
n(AUB) =5
n(AUB) =n(U) —n(AUB) =40 — 5 =35
n(AuB) =n(A) + n(B) —n(ANnB)
De donde:

n(AnB) =n(A) + n(B) —n(AuU B)
n(AnB) =28+ 20—-35=13
n(AnB) =13

Una vez que se tiene al cardinal de la interseccion se calculan los otros cardinales:

n(A exclusivamente) = n(A) —n(AnB) =26 —-13 =15

n(B exclusivamente) =n(B) —n(ANB)=20—-13=7
El diagrama de Venn (Figura 29) muestra a los conjuntos con sus respectivos

cardinales.

U

Figura 29: Diagrama de Venn correspondiente al problema relacionado con alumnos que almuerzan o no en el
comedor universitario.

A partir de la Figura 29 se puede responder con facilidad las preguntas planteadas:
a. 15 alumnos almuerzan exclusivamente en el comedor de la universidad.
b. 7 alumnos almuerzan exclusivamente en casa.
c. 13 alumnos almuerzan tanto en el comedor como en casa.

Cardinal de la unién de tres conjuntos

El cardinal de la unién de tres conjuntos involucra tres zonas de interseccion doble y
una zona de interseccion triple, la expresion que permite calcular dicho cardinal es:

n(AUBUC)=n(A) +nB)+n(C) —n(ANB)—n(AnC)—n(BNC)+n(ANnBnC)

Las zonas de pertenencia que se producen para los tres conjuntos se aprecian la Figura
30.
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Pertenencia tanto al
| conjunto A& como al
conjunto B,
exclusivamente

Pertenencia tanto al
conjunto A comao al
| conjunto C,
exclusivamente

Pertenencia
exclusiva al )
conjunto A Pert_enenma tanto al
conjunto B como al
— conjunto C,
exclusivam ente

Pertenencia tanto al conjunto
A como al conjunto B

Pertenencia
exclusiva al
conjunto C

Pertenencia tanto al conjunta
A como al conjunto C

N

Mo Pertenencia a ninguno
de los tres conjuntos

=

‘ Pertenenda tanto al conjunto
B como al conjunto C

Pertenencia exclusiva
tanto al conjunto & como
como al conjunto B como
al conjunto C.

Figura 30: Pertenencia de los elementos de tres conjuntos.

El cardinal del conjunto formado por elementos que pertenecen tanto al conjunto A,
como al conjunto B como al conjunto C se representa:

n(ANnBNC)

El cardinal del conjunto formado por elementos que pertenecen exclusivamente tanto
al conjunto A como al conjunto B se calcula:

n[(4 N B) exclusivamente] = n(ANB) —n(ANBNC)

El cardinal del conjunto formado por elementos que pertenecen exclusivamente tanto
al conjunto A como al conjunto C se calcula:

n[(4A n C) exclusivamente] =n(ANC)—n(ANBnNC)

El cardinal del conjunto conformado por elementos que pertenecen exclusivamente
tanto al conjunto B como al conjunto C se calcula:

n[(B N C) exclusivamente] =n(BNC)—n(ANBNC)

El cardinal del conjunto conformado por elementos que pertenecen exclusivamente al
conjunto A se calcula:

n(A exclusivamente) = n(A) —n(AnB) —n(AnC)+n(AnBnNnC)
El cardinal del conjunto conformado por elementos que pertenecen exclusivamente al
conjunto B se calcula:

n(B exclusivamente) = n(B) —n(ANB)—n(BNC)+n(ANnBNC)

El cardinal del conjunto conformado por elementos que pertenecen exclusivamente al
conjunto C se calcula:

n(C exclusivamente) =n(C) —n(ANC)—n(BNC)+n(AnBnC)
El cardinal del conjunto universal se calcula:

n(U) =n[(AUBUC)]+n(AUBUC)
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Ejemplo

En un grupo de 54 personas asistentes a una reunion a 27 les gusta el futbol, 17 son
aficionados al béisbol y 19 al basquetbol; a 6 personas no les gusta ninguno de esos deportes.
A 8 personas les gusta el futbol y el béisbol, a 7 personas les gusta tanto el futbol como el
basquetbol y a 5 personas les gusta tanto el béisbol como el basquetbol.

Con base en la informacion suministrada responder:

,a cuantas personas les gusta exclusivamente el futbol?

[a cuantas personas les gusta exclusivamente el béisbol?

,a cuantas personas les gusta exclusivamente el basquetbol?

,a cuantas personas les gusta exclusivamente el futbol y el béisbol?

,a cuantas personas les gusta exclusivamente el futbol y el basquetbol?
[a cuantas personas les gusta exclusivamente el béisbol y el basquetbol?
[a cuantas personas les gusta los tres deportes?

@ o Ao o

U = {x/x es una persona asistente a la reunion}
A = {x/x le gusta el futbol}

B = {x/x le gusta el béisbol}

C = {x/x le gusta el basquetbol}

De acuerdo con la informacion del problema:

n(U) = 54
n(4) = 27
n(B) = 17
n(C) =19
n(AnB) =8
n(Anc) =7
n(BNC)=5

n[(AUBUC)] =6
n(AUBUC) =nU)—n[(AUBUC)‘] =54—6 =48
n(AUBUC) =48
De la formula del cardinal de la unién de tres conjuntos:
n(AUBUC)=n(A) +nB)+n(C)—n(ANnB)—n(AnC)—n(BNC)+n(ANnBnC)
Se despejan(A N B N C).
n(AnBNC)=n(AUBUC)—n(A) —n(B) —n(C)+n(AnB)+n(AnC)+n(BnC)
nANBNC)=48—-27—-17-19+8+7+5
n(AnBNC)=5
Cardinal del conjunto conformado por elementos que pertenecen exclusivamente al
conjunto A y al conjunto B:
n(AnB)—n(AnNnBNC)=8-5=3
Cardinal del conjunto conformado por elemento que pertenecen exclusivamente al
conjunto A y al conjunto C:
n(ANnC)—nm(AnBNnC)=7-5=2
Cardinal del conjunto conformado por elementos que pertenecen exclusivamente al
conjunto B y al conjunto C:
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n(BNC)—n(ANBNC)=5-5=0
Cardinal del conjunto conformado por elementos que pertenecen exclusivamente al
conjunto A:
n(A) —nm(AnB)—n(AnC)+n(AnBnNC)
27—-8—-7+5=17
Cardinal del conjunto conformado por elementos que pertenecen exclusivamente al
conjunto B:
n(B) —n(AnB)—n(BNC)+n(AnBnNC)
17-8-5+5=9
Cardinal del conjunto conformado por elementos que pertenecen exclusivamente al
conjunto C:
n(C)—n(AnC)—n(BNnC)+n(ANnBNC)
19-7-54+5=12

Con los calculos realizados, se construye el diagrama de Venn (Figura 31) y se coloca
en cada region los cardinales correspondientes.

U

AB

C

Figura 31: Diagrama de Venn que representa al niimero de elementos que ocupan cada una
de las regiones delimitadas por los conjuntos A, B, C y el conjunto universal.

Tomando como base la Figura 30, los célculos realizados y apoyados en la informacion
recabada en el diagrama de Venn de la Figura 31, se responden las interrogantes planteadas.
A 17 personas les gusta exclusivamente el futbol.

A 9 personas les gusta exclusivamente el béisbol.

A 12 personas les gusta exclusivamente el basquetbol.

A 3 personas les gusta exclusivamente el futbol y el béisbol.

A 2 personas les gusta exclusivamente el futbol y el basquetbol.
A 0 personas les gusta exclusivamente el béisbol y el basquetbol.
A 5 personas les gusta el futbol, el béisbol y el basquetbol.

o e o
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1. En la zona comprendida entre la parte urbana del municipio Biruaca y el municipio
Achaguas del estado Apure, se registraron 62 unidades de produccion de las cuales 45
unidades de produccién que cultivan maiz, 38 unidades de produccidon que cultivan
caraotas, 28 cultivan tanto maiz como caraotas.

a. /cuantas unidades de produccion no cultivan ni maiz ni caraotas?
b. ;cuéntas unidades de produccion cultivan exclusivamente maiz?
c. ¢cuantas unidades de produccion cultivan exclusivamente caraotas?

2. En Venezuela hay tres operadoras de telefonia celular: Movistar, Movilnet y Digitel. Se
entrevistaron 32 personas mayores de edad y se obtuvo la siguiente informacion: 16
usuarios usan Movistar, 14 usuarios utilizan Movilnet, 10 utilizan digitel. 8 utilizan
Movistar y Movilnet, 5 utilizan Movistar y Digitel, 7 utilizan Movilnet y Digitel, 7
personas entrevistadas indicaron que no usan teléfono celular.

Con base en la informacion, responder:

(Cuantos entrevistados utilizan exclusivamente Movistar?

(Cuantos entrevistados utilizan exclusivamente Movilnet?

(Cuantos entrevistados utilizan exclusivamente Digitel?

(Cuantos entrevistados utilizan Movistar y Movilnet exclusivamente?

(Cuantos entrevistados utilizan Movistar y Digitel exclusivamente?

(Cuantos entrevistados utilizan Movilnet y Digitel exclusivamente?

g. (Cuantos entrevistados utilizan Movistar, Movilnet y Digitel?

3. En una empresa constructora se ofrecen 38 puestos de trabajo en el ramo de la
construccion, 20 deben ser albaiiiles, 18 deben ser carpinteros y 20 deben herreros. Del
mismo grupo a contratar 7 tienen que ser albafiiles y carpinteros, 11 deben ser albaiiiles y
herreros y 6 tienen que ser carpinteros y herreros.

Se pregunta:

a. ¢Cuantos contratados deben ser albaiiiles, carpinteros y herreros?

b. (A cuantas personas que solo tengan el oficio de albaiiil se les puede contratar?

c. (A cuantas personas que s6lo tengan el oficio de carpintero se les puede contratar?
d. (A cuantas personas que so6lo tengan el oficio de herrero se les puede contratar?

4. Una muestra de 370 jovenes universitarios menores de 21 afios arrojo la siguiente
informacion: 221 utilizan Facebook, 180 utilizan Instagram, 112 utilizan Twitter, 94
utilizan Facebook e Instagram, 68 utilizan Facebook y Twitter, 42 utilizan Instagram y
Twitter, 36 no utilizan ninguna de esas redes sociales.

a. ¢Cuantos jovenes universitarios utilizan Facebook, Instagram y Twitter.
b. (Cuantos jovenes universitarios utilizan exclusivamente Facebook?

me Ao o

Producto Cartesiano

El producto cartesiano de dos conjuntos A y B es el conjunto conformado por todos
los pares ordenados, cuya primera componente pertenece al conjunto A y cuya segunda
componente pertenece al conjunto B.

Se representa asi:

AxB = {(x,y)/x € ANy € B}
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Se habla de par ordenado, ya que siempre la primera componente o primer elemento
del par pertenece al conjunto de partida y la segunda componente o segundo elemento
pertenece al conjunto de llegada. El conjunto de partida es el conjunto A o primer conjunto,
el conjunto de llegada es el conjunto B o segundo conjunto.

Al par ordenado también se le conoce como coordenadas de un punto o simplemente
coordenadas, término que no es extrafio en lo tiempo actuales.

Ejemplo

Sean los conjuntos
A ={ay,a,, as}
B = {by, by}
Efectuar AxB

Respuesta

AxB = {(aq, b1), (a1, b2), (az, b1), (a3, by), (as, by), (as, by)}
Ejemplo

Dados los conjuntos M = {a, e, i,0,u} N = {1,3,5}; se pide:
a. Numero de pares ordenados
b. MxN

Respuesta

a. El ntimero de pares ordenados es el producto del cardinal de los dos conjuntos.
Numero de pares ordenados: n(M) x n(N)=5x3=15.
b. MxN={(a,1), (a,3), (a,5), (e,1), (e,3), (&,5), (1,1),(1,3), (1,5), (0,1), (0,3), (0,5), (u,1),
(1,3), (u,5)}

Ejemplo

Sean los conjuntos
A={x/x e NA5<x <10}
B={x/x€eNA10 < x <15}
Se pide efectuar AxB

Respuesta
Los conjuntos estan definidos por comprension, por extension son:
A =1{5,6,7,89,10}

B ={10,11,12,13,14,15}
Numero de pares ordenados: n(A)xn(B) = 6x6 = 36
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El producto cartesiano de los conjuntos A y B produce 36 pares ordenados. Se explica
como generar la respuesta con wxMaxima.

Una vez cargado wxMaxima se presiona la tecla Enter para que el software muestre el
cursor y asi poder ingresar los datos.

Escribir: A:set(5,6,7,8,9,10)
Presionar las teclas Shift+Enter.
Presionar la tecla Enter.

Escribir: A:set(10,11,12,13,14,15).
Presionar las teclas Shift+Enter.
Presionar la tecla Enter.

Escribir: cartesian_product(A,B).

Presionar las teclas Shift+Enter. El programa genera los 36 pares ordenados que

conforman el producto cartesiano. Los entrada y las salidas de wxMaxima se observan en la
Figura 32.

Archivo Editar Celda Maxima Ecuaciones Algebra Analisis Simplificar Graficos Numérico Ayuda
(8o 0B8R >T @

%1il) A:set(5,6,7,8,9,10);
(%0l) (5,6,7,8,9,10}

i2) B:set(10,11,12,13,14,15);
(%02) (10,11,12,13,14,15}

(¥13) cartesian product(A,B);

(%03) ([5,10],((5,11],[5,12],(5,13],[5,14],(5,15],[6,10],[6,11]
,fe,127,[6,13],(6,14],/6,15],[7,10], (7,11}, [7,12],[7,13],[7,14
l.fr1,15j7,(8,10j7,[8,11],(8,12},[8,13],[8,14},/[8,15],[9,107],[9,
1i7,r%,12/1,%,137,[%,14],[9,15},[10,10),[10,11],[10,12],[10,13]

, (10,147, [10,15]}

Figura 32: Producto cartesiano AxB generado con wxMaxima.

Ejemplo

Dados los conjuntos
H = {2,4,6}

I'={w,x,y}
Se pide:

a. Representar ambos conjuntos mediante diagrama de Venn.
b. Efectuar AxB sobre el diagrama de Venn.
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Respuesta

a.
U
H .3
2 w
4 X

Figura 33: Representacion mediante diagrama de Venn de los conjuntos H e 1.

b. Se unen mediante flechas cada elemento del conjunto de partida con cada elemento
del conjunto de llegada. La representacion que se genera se conoce como
representacion sagital (Figura 34).

U

H I
N S
4= -\\%j\

w
X

6 f‘\f/
S Ha

Figura 34: La representacion del producto cartesiano mediante diagramas de Venn, se conoce como representacion sagital.

Ejemplo

Dados los conjuntos A={1, 2, 3, 4} B={1, 4, 9, 16}, se pide representar el producto
AxB en el plano cartesiano.

Respuesta

El conjunto de partida se representa sobre una recta horizontal, el conjunto de llegada
se representa sobre una recta vertical. Las dos rectas se intersectan y luego se intersecta cada
uno de los elementos de los conjuntos entre si. El resultado se muestra en la Figura 35.
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AxB

18 T,18) 7,16) 3,16) (4,18)

(1,9) (2,9) (3,9) (4,9)

(1,4) (2,4) (3,9) (4,4)

(1,1} 2,1) (3.1) (4,1)
2 3 a4

A

Figura 35: Producto cartesiano AxB en representacion cartesiana.

Dados los conjuntos
A ={2,5,7,8}
B ={2,4,6,8,9}
Efectuar AxB
Se tienen los conjuntos
C={x/xeENA4<x<9}
D ={6,7,8,9,10}
a. Representar sagitalmente CxD
b. Representar en el plano cartesiano DxC
Con los conjuntos indicados
E={x/xeNAB8<x <16}
F={x/xeENA1<x<7}
a. Efectuar ExF con wxMaxima
b. Representar en el plano cartesiano ExF
Dados los conjuntos
G ={3,4,5,6,7,89,10,11,12,13,14}
H ={1,3,5,79,11,13,15}
a. Calcular el nimero de pares ordenados.
b. Efectuar GxH con la ayuda de wxMaxima
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Conjunto de partes

Se trata del conjunto que contiene a todos los subconjuntos posibles que se pueden
conformar a partir de los elementos de un conjunto. También se le denomina conjunto
potencia. Si el conjunto es A, el conjunto de partes de A se simboliza como:

p(4)

El nimero de subconjuntos que se conforman a partir de un conjunto A que contiene
a n elementos se denomina niamero de partes del conjunto A, el cual se simboliza y calcula
asi:

Ntumero de p(4) = 2"

Donde n(A) es el cardinal del conjunto A.
Ejemplo

Dado el conjunto A = {a, b, c}
Calcular:

a. Numero de partes del conjunto A.
b. Conjunto de partes de A.

Respuesta

a. El cardinal del conjunto A es:
n(A) =3
El nimero de partes del conjunto A es:
Niumerodep(A) =23 =38
Numero de p(A) = 8
b. El conjunto de partes de A es:

p(4) = {{a}, (b}, {c},{a, b}, {a,c}, {b,c},{a,b,c}, 0}

Ejemplo

Dado el conjunto B={x/x E NA2 < x < 8}
Se pide:

a. Numero de partes del conjunto B.

b. Conjunto de partes del conjunto B.

Respuesta
a. El conjunto B expresado por extension es:
B ={2,3,4,5,6,7,8}

n(B) =7
Numero de p(B) = 27 = 128
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b. El conjunto de partes de B estd conformado por 128 subconjuntos. Hacer
manualmente esta operacion es una tarea que consume bastante tiempo y existe
una alta probabilidad de cometer errores, por lo tanto se usa el software
wxMaxima.

Cargar wxMaxima
Presionar la tecla Enter
Ingresar el conjunto B asi: B:set(2,3,4,5,6,7,8)
Presionar Shift+Enter
Presionar la tecla Enter
Ingresar el comando: powerset(B)
Presionar Shift+Enter
La Figura 36 se corresponde con la ventana de wxMaxima donde se muestran las

entradas y las salidas. La ultima es la respuesta a la interrogante planteada, el conjunto de
partes del conjunto B.

Archivo Editar Celda Maxima Ecuaciones Algebra Analisis Simplificar Graficos Numérico Ayuda

O3 e LE0|IR@I> T @

[ (%i1) B:set(2,3,4,5,6,7,8);
(%01) {(2,3,4,5,6,7,8}

rd

e

(%12) powerset(B):

(%02) {({},{2},(2,3)}),(2,3,4},(2,3,4,5},(2,3,4,5,6},{2,3,4,5,6,7},{2,3,4,5,6,7,8},{2,3,4
;5,6,8},¢{2,3,4,5,7},(2,3,4,5,7,8},(2,3,4,5,8},{2,3,4,6},{2,3,4,6,7},(2,3,4,6,7,8},(2,3
£4,6,8}0,(2,3,4,7},{2,3,4,7,8},(2,3,4,8},{2,3,5},(2,3,5,6},(2,3,5,6,7},{(2,3,5,6,7,8},(2
,3,5,6,8},{2,3,5,7},(2,3,5,7,8},{(2,3,5,8},(2,3,6},(2,3,6,7},(2,3,6,7,8},{2,3,6,8},(2,3
T (2,3,7,8}0,(2,3,8},(2,4},(2,4,5},(2,4,5,6},{2,4,5,6,7},{(2,4,5,6,7,8},{2,4,5,6,8},(2
,4,5,7},¢2,4,5,7,8},(2,4,5,8},{(2,4,6},(2,4,6,7},{(2,4,6,7,8},(2,4,6,8},{2,4,7},{2,4,7,8
b,{2,4,8},{2,5},{2,5,6},{2,5,6,7)}),(2,5,6,7,8},{2,5,6,8},{2,5,7},{2,5,7,8},{(2,5,8)},(2,6
bo{2,6,7},{2,6,7,8},(2,6,8},(2,7},{2,7,8},{2,8},{3},{(3,4},{3,4,5},{3,4,5,6},(3,4,5,6,1
},{3,4,5,6,7,8}4,{3,4,5,6,8},(3,4,5,7},(3,4,5,7,8},({3,4,5,8},(3,4,6},(3,4,6,7},(3,4,6,1
8},(3,4,6,8},(3,4,7},(3,4,7,8},({3,4,8},{(3,5},{3,5,6},(3,5,6,7},{(3,5,6,7,8},(3,5,6,8},
{3,5,7},(3,5,7,8},{3,5,8)},(3,6},{3,6,1},{3,6,1,8},(3,6,8},{(3,7},{(3,7,8},{3,8},{4)},(4,5
},{4,5,6},{4,5,6,7},(4,5,6,7,8},{4,5,6,8},(4,5,7},{4,5,7,8},(4,5,8},(4,6},{4,6,7},{4,6
A1,8),(4,6,8),(4,7),(4,7,8},(4,8)}),(5},(5,6},{(5,6,7},{(5,6,7,8},(5,6,8},{5,7},(5,7,8},(5
| 8F 16}, {(6,7),(6,7,8},{6,8},{7},{7,8},(8})

Figura 36: Conjunto de partes del conjunto B. Se ha utilizado wxMaxima, los colores rojos son las entradas y las salidas,.

La ultima salida (%02) es el conjunto de partes de B.

1. Dados los conjuntos
A={a,b,cd,e,f}
B ={2,4,6,7,8}
C ={kIl,mn}
Calcular
a. Partes del conjunto A
b. Partes del conjunto B
c. Partes del conjunto C
2. (Cuantos subconjuntos son posibles conformar a partir del conjunto
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D ={b,c,d,e, f,g,h,ij}?
3. Utilizar wxMaxima para conformar el conjunto de partes del conjunto
A={x/x e NA30 <x < 36}
4. Se tiene al conjunto
¢ ={5,6,7,8,9,10}
Indicar cuales de los siguientes conjuntos integran el conjunto de partes de C.

a. D =1{2,3,5}
b. E = {5}

c. F={5,6,10}
d. ¢ ={811}
e. H=0
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Resumen

Un conjunto consiste en la agrupacion de elementos que tienen al menos una
caracteristica en comun.

Los elementos de un conjunto pueden estar expresados por comprension y por
extension.

Cuando se expresan los elementos del conjunto por comprension, se utiliza una frase
o0 expresion simbdlica matematica para identificar a cada elemento.

Cuando se expresan los elementos del conjunto por extensién, se menciona
explicitamente a cada uno de ellos.

Las relaciones de pertenencia se dan entre los elementos del conjunto y los simbolos
usados son € para indicar que el elemento pertenece al conjunto y € para indicar que
el elemento no pertenece al conjunto.

Las relaciones de contenencia se producen entre los conjuntos y los simbolos
empleados son C para indicar que un conjunto esta incluido dentro de otro y & para
indicar que un conjunto no esta incluido o no es subconjunto de otro.

El cuantificador universal se utiliza para hacer referencia a la totalidad de elementos
de un conjunto, su simbolo es V y significa “para todo”.

El cuantificador existencial se utiliza para hacer referencia a una situacion particular
dentro de un conjunto, su simbolo es 3 y significa existe o existe al menos.

La union de dos conjuntos A y B se representa por AUB y consiste en el conjunto
conformado por elementos que estan tanto en el conjunto A como en el conjunto B.
La interseccion de dos conjuntos A y B se representa por ANB y consiste en el
conjunto conformado por elementos que son comunes al conjunto A y al conjunto B.
La diferencia de dos conjuntos A y B se representa por A-B y consiste en el conjunto
conformado por elementos que estdin o pertenecen al conjunto A pero que no
pertenecen al conjunto B. Es decir, es el conjunto formado por los elementos que son
exclusivos del conjunto A.

El complemento de un conjunto A es aquel conjunto conformado por los elementos
que pertenecen al conjunto universal pero que no pertenecen al conjunto A, se
representa por A°.

El cardinal de un conjunto es el numero de elementos que posee dicho conjunto.

El producto cartesiano de dos conjuntos A y B es un conjunto conformado por todos
los pares ordenados cuya primeras componentes pertenecen al conjunto A y cuyas
segundas componentes pertenecen al conjunto B.

El conjunto de partes de un conjunto es aquel conjunto formado por todos los
subconjuntos posibles que surgen como resultado de combinar los elementos de un
conjunto, incluyendo al propio conjunto y al conjunto vacio.
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Términos Clave

Conjunto

Conjunto universal

Conjunto definido por extension
Conjunto definido por comprension
Pertenencia a un conjunto
Subconjunto

Unio6n de conjuntos

Interseccion de conjuntos
Diferencia de conjunto
Complemento de un conjunto
Producto cartesiano

Cardinal de un conjunto

Partes de un conjunto.
Cuantificador universal
Cuantificador existencial
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Ejercicios de Autoevaluacién

1. Represente por extension los siguientes conjuntos

o Ao o

A = {x/x es estado de Venezuela que comienza por la letra a}

B = {x/x es pais latinoamericano que comienza por la letra B}
C = {x/x universidad que funciona en El Recreo, San Fernando}
D = {x/x es numero natural menor que 5}

E={x/x€e N A x <8}

F ={x/x es letra de la palabra UNELLEZ}

G={x/x€ NAN2<x <12}

2. Dado el conjunto:

A=A{ap,v, 6 ¢}

Se pide establecer 5 proposiciones verdaderas utilizando el cuantificador universal o
el cuantificador existencial.
3. Convertir al lenguaje formal las proposiciones:

a

b
c
d

Para todo x que pertenezca al conjunto A, x es una letra del alfabeto.

Para todo x que pertenezca al conjunto A, x es un numero natural.

Existe al menos un x perteneciente al conjunto A tal que x es una potencia de 5.
Existe al menos un x perteneciente a A tal que x es menor que 100.

4. Dados los conjuntos

U={x/x €N A x <15}
A=1{13571113} B = {2,3,4,638,} C = {1,7,8,10,12,13}

Se pide:

SR e a0 o

Representarlos mediante un diagrama de Venn.
Efectuar AUB UC.

Efectuar AN B

Efectuar AN C

EfectuarANBNC

Efectuar (A—B)U (A—C)

Efectuar (B —C) N (AU B)

A¢ — B¢

5. Durante 12 horas del dia Maria estudia y realiza labores del hogar, para lo cual dedica 8
horas a estudiar y 7 horas a las labores del hogar. Se pregunta: a) ;Durante cudntas horas
del dia Maria estudia exclusivamente?, b) ;Durante cudntas horas del dia Maria realiza
exclusivamente labores del hogar?, c) ;durante cuantas horas del dia Maria realiza labores
del hogar y estudia?

6. Dados los conjuntos A = {1,2,4,6} B = {2,4,8}

Se pide
a. efectuar AxB y hacer la representacion cartesiana.
b. Conjunto de partes del conjunto A.
c. Conjunto de partes del conjunto B.
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7. Dados los conjuntos
A={x/x € NAN20 < x < 25}
B={x/x e NAN40 < x < 44}
Se pide efectuar con wxMaxima:
a. AxB
b. p(4)
c. p(B)
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CAPITULO |3

Sistemas de numeracién

Ndmeros Racionales

Sistema de numeracién decimal
Ndmeros decimales
Sistema de numeracién binario
Sistema de numeracién octal
Conversién de decimal a octal.
Conversién de octal a binario.
Sistema de numeracién hexadecimal
Conversién de decimal a hexadecimal.
Conversién de hexadecimal a decimal.
Sistema de numeracién romano
Conjuntos numéricos
Ndmeros naturales
Presentacién intuitiva
Notacién
Axiomas de Peano

Teorema fundamental de la aritmética.
Descomposicién de un niumero natural en

factores primos.

Reglas de la divisibilidad.
Representacidn real.

Orden en los nimeros naturales.
Maximo comun divisor y minimo
comun multiplo.

Operaciones con los niimeros naturales.

Nudmeros Enteros
Presentacién intuitiva.
Notacién de los nimeros enteros.
Representacién en la recta.
Orden en los nGmeros enteros.
Operaciones con los nimeros enteros.

Presentacién intuitiva.
Notacién de los nameros racionales.
Orden en los nimeros racionales.
Representacién en la recta.
Operaciones fundamentales con
nameros racionales.
Razén y proporcién
Ndmeros irracionales
Presentacién intuitiva
Notacién para los nimeros irracionales.
Orden en los nimeros irracionales.
Representacién en la recta.
Operaciones con niimeros irracionales.
Ndmeros reales
Presentacién intuitiva
Notacién para los nameros reales.
Orden en los numeros reales.
Representacién en la recta.
Operaciones con niimeros reales.
Propiedades de los nimeros reales.

los

Objetivos:
General

Analizar las estructuras basicas de los sistemas numéricos y de los conjuntos numéricos.

Especificos

e Describir los principales sistemas de numeracion utilizados actualmente.

Analizar el conjunto de los nimeros naturales.
Analizar el conjunto de los nimeros enteros.
Analizar el conjunto de los nimeros racionales.
Analizar el conjunto de los niumeros irracionales.
Analizar el conjunto de los nlimeros reales.
Utilizar tecnologias de la informacion y la comunicacion para el célculo de las

operaciones relacionadas con los conjuntos numeéricos.




Introduccidn

1 hombre siempre ha tenido la necesidad de contar puesto que esta accion es una de
las maneras de sobrevivir en un mundo que exige cada vez mas el registro de
actividades bajo formas abreviadas pero entendibles por toda una comunidad. En
este sentido existen evidencias historicas acerca del uso de sistemas de numeracion por
sociedades que alcanzaron un nivel avanzado en su calidad de vida, tal es el caso de la
civilizaciébn maya quienes usaron sistemas de puntos y rayas sobre la base del nimero 20
para indicar cantidades, la civilizacion egipcia que utilizé un conjunto de simbolos partiendo
de la raya vertical para la unidad y muchos otros diferentes para indicar centenas, decenas,
millares y millones, la civilizacion griega que utiliz6 su alfabeto para representar cantidades.

En fin son muy interesantes las evidencias existentes que demuestran el interés que
ha tenido la humanidad en contar con un grupo de simbolos reconocidos en su entorno para
transmitir la idea de cantidades. Al respecto, segun indica Cid, Godino y Batanero (2003):

Ha sido practica frecuente de los ejércitos de diferentes épocas y sociedades que,

antes de entrar en batalla, cada guerrero depositara un guijarro en un lugar convenido.

A la vuelta cada guerrero recogia uno de dichos guijarros. Los sobrantes indicaban el

numero de bajas que se habian producido en batalla. La utilizacion de guijarros para

contar o realizar operaciones ha dado lugar a la palabra célculo, que proviene de la

palabra latina calculus que significa piedra pequena (p. 23).

Los autores citados también indican que “en un momento dado algunas sociedades se
dan cuenta de que al usar un conjunto numérico ordenado, ya no es necesario presentar al
interlocutor todo el conjunto con el que se ha establecido la correspondencia ni enumerarlos.
Con hacer referencia al ultimo objeto es suficiente” (p.24). De igual manera . indican que
en particular nuestro conjunto numérico habitual es un conjunto ordenado de palabras: uno,
dos, tres, cuatro,... si alguien dice que tiene cinco objetos, su interlocutor entiende la
informacion porque se imagina un objeto para el uno, otro para el dos, otro para el tres, otro
para el cuatro y otro para el cinco. Es decir, la transmision de dicha informacion numérica
esta dependiendo del hecho de tener almacenada en nuestra memoria esa sucesion de
palabras.

Independientemente de las posibles complicaciones que surgen tanto en los sistemas
de numeracion como en los conjuntos numéricos, el hecho real es que el uso de los nimeros
constituye una necesidad puesto que sirve para para registrar o expresar magnitudes. Por
ejemplo, la hora de cierre de un comercio, el peso de una persona, el precio de un automévil,
el namero de hijos de una familia, el rendimiento por hectarea de un cultivo, entre otros, son
casos donde seria imposible la cabal comprension de lo expresado, si previamente los
individuos involucrados en el proceso de comunicacion no tienen clara la idea de numero.
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En tal sentido, en el presente modulo, se hace un repaso de los sistemas de numeracion
y luego se detallan los conjuntos numéricos, comenzando por el conjunto de los nimeros
naturales y finalizando con el conjunto de los nimeros reales. Se estudian propiedades
importantes de cada uno de los conjuntos numéricos y re realizan calculos bésicos a partir de
éstas.

Sistemas de Numeracidn

La forma de representar los numeros, el valor de éstos dependiendo o no de su
posicion y el nimero de simbolos empleados, conforman los elementos principales de un
sistema de numeracion. Se define por lo tanto como el conjunto de leyes, palabras y signos
que tienen como fin la enunciacién y representacion de los niimeros. El hombre en su
preocupacion por representar cantidades se ha valido de diferentes puntos de vista para lograr
tal fin, en ese sentido se tienen sistemas de numeracion tan antiguos como el egipcio, el
romano, el griego, el chino y mas recientemente el decimal.

Hay sistemas posicionales en los cuales el valor de un digito depende de la posicion
donde se encuentre. Por ejemplo, el nimero 333 (Figura 1), representa a la cantidad tres mil
trescientos treinta y tres y a pesar de que se trata del mismo digito, el valor es diferente en
cada posicion; el 3 mas a la izquierda representa a las unidades, el 3 intermedio representa a
las decenas y el 3 mas a la izquierda representa a las centenas.

J unidades, se lee Tres
3 decenas, s8 lea Treinta

3 centenas, so lea Trescientos

Figura 1: En los sistemas de numeracion posicionales, el valor de un digito depende de la posicion que ocupa, observe que
se trata del mismo numero 3, pero con diferentes valores.

Dentro de los sistemas de numeracion posicionales utilizados en la actualidad, se
tienen los siguientes. Es de destacar que en todos ellos la base del sistema de numeracion es
el cardinal del conjunto.
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Sistema de numeracién decimal

{0! ]5 2".' 3‘! 4'! 5‘! 6'! 7‘!‘ 8'! 9}

Figura 2: El sistema de numeracion decimal contiene diez elementos, por lo tanto la base de ese sistema es el numero 10.

El cardinal de este conjunto es 10, por lo tanto esa es la base.

El Sistema de numeracion decimal esta constituido por numeros cuya base es el
namero 10, cada 10 unidades conforman una unidad de orden superior, cada tres 6rdenes de
unidad conforman una clase. Es decir, 10 unidades, 10 decenas, 10 centenas, conforman la
primera clase denominada Unidades. 10 unidades de millar, 10 decenas de millar y 10
centenas de millar, conforman la clase Millares. Esta situacion se muestra en detalle en la

Tabla 1.

Tabla 1
Sistema de numeracion decimal

Unidades Millares Millones Millares de Billones
millon

Sase))

pepiun ap uspio
sopeplun)
SBU29(J
Nliiliclg)

UQ[[TW 3P SBUAIA(]
Uo[[Iq P SBUAdd(]
UOQ[[Iq 9P SBUU))

Te[[Iur op sapeplufy
I[[TW 9P SBUAII(]

Ie[[TW 9p SBUIUI))
UQ[[IW 3P SIPEPIU()
uo[[Iq 3P Sapeprun)

UQ[[TW 9P SBUIUD))
UQ[[TUW P JB[[TUI 9P SBU0d(]

UQ[IW 9P Te[[Iul 9p Sopepruf)
UOQ[[TW 9P JE[[TW 9P SBUIUD))

odwalg
01

001

000 T

000 01

000 001

000 000 T

000 000 01

000 000 001

000 000 000 1

000 000 000 0T

000 000 000 00T
000 000 000 000 T
000 000 000 000 0T
000 000 000 000 00T

Fuente: Tomado de Andrés, D. y Guerra, F., p.9.
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La manera correcta de leer una cifra expresada en numeros del sistema decimal, es
comenzar de izquierda a derecha a conformar grupos de tres digitos, separados por un espacio
De esa manera se establecen las clases, comenzando por las unidades. La Real Academia
Espaiiola en colaboracion con el resto de las academias espaiolas, en su libro Ortografia de
la lengua espanola (2010) indica que no deben utilizarse puntos ni comas para separar los
grupos de tres digitos en la parte entera de un nimero, solo se admite hoy el uso de un

pequefio espacio en blanco. En la Figura 3 se tiene un ejemplo correspondiente al numero
8543701256.

B 543 701 256
g | — Seis

Cincuenta y

Doscientos

uUn mi
Cero centenas de millar (no se menciona)

Setecientos
Tres millones

Cuarenta y
Quinientos

Figura 3: El numero 8543701256 con sus digitos conformando clases y la manera correcta de leer la cantidad: 8 mil
quinientos cuarenta y tres millones setecientos un mil doscientos cincuenta y seis.

Ejemplo
Expresar mediante palabras la siguiente cifra en el sistema decimal: 400100304

Respuesta

Si la cifra no tiene los espacios que separan cada clase, lo hacemos comenzando por
el digito de la izquierda:

400 100 304

La cifra se lee: 400 millones cien mil trescientos cuatro. En la Figura 4 puede
observarse cada clase en que estd conformada la cifra las cuales debemos identificar para
expresar la cifra correctamente mediante palabras.
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400 100 304

Unidades

Millares

Millones

Figura 4: Clases que conforman la cifra 400 100 304, las cuales resultan de mucha importancia a la hora de leer tal
cantidad.

Ejemplo
Expresa mediante palabras la siguiente cifra: 8001001
Respuesta

La cifra con sus espacios que separan a cada clase es 8 001 001. Se tiene por lo tanto
ocho millones un mil uno. Observe la Figura 5 donde se detalla la agrupacion en clases.

8 001 001
Unidades
Millares
Millones

Figura 5: Clases que conforman a la cifra 8001001, comience su lectura en el sentido normal considerando la presencia
de unidades, decenas y centenas en cada clase. En este caso hay 8 unidades de millon, una unidad de millar y una unidad.

Nimeros decimales. Un numero decimal es un numero que esta

conformado por un nimero entero y una parte no entera con un valor entre cero y uno. Dicha
parte no entera también se conoce como parte fraccionaria o parte decimal. Un niimero que
no sea entero es un numero decimal y si es un nimero decimal entonces no es Entero.
Un niimero decimal tiene la forma
Numero_entero.abcdef ...

Donde a,bc,d,e, f ...son numeros naturales incluido el cero. EI sistema de
numeracion internacional de unidades (SI) recomienda usar el punto como separador. De
igual manera lo hace la Asociacion de Lenguas Espafiolas (2010) institucion que indica que
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con el fin de promover un proceso tendente hacia la unificacion, se recomienda el uso del
punto como separador de decimales. En este aspecto el estudiante debe tener mucho cuidado
puesto que en Venezuela y muchos paises de la region aun se continuia usando la coma.

Un namero decimal se lee como un nimero entero tomando en cuenta que al final se
indica el orden del lugar correspondiente al ultimo nimero. Los 6rdenes de los decimales
son los siguientes, comenzado desde el punto decimal hacia la derecha: décimas, centésimas,
milésimas, diezmilésimas, cienmilésimas, millonésimas, diezmillonésimas,
cienmillonésimas,...

En la Figura 6 se observan los primeros diez 6érdenes decimales. La cifra hasta el
cuarto orden decimal se lee: Doce millones trescientos cuarenta y cinco mil setecientos
ochenta y nueve con mil doscientos treinta y cuatro diez milésimas.

Parte Entera Parte Decimal

123456789.1234567891

2 centesimas —

1 décima

3 milésimas

4 diezmilésimas

5 cienmilésimas

6 millonésimas

7 diezmillonésimas

8 cienmillonésimas
9 billonésimas
1 diezbillonésima

Figura 6: Ordenes decimales

Los numeros decimales pueden ser:
e Exactos: 3.45; 12.34; 135.782
e Periodicos puros: 0.571428571428571428...;2.7777...; 24.666....
e Periddicos mixtos: 3.08333...; 0.03472222...4,77272727...
¢ Infinitos. Estos no proceden de una fraccion. 1.414213...; 1,73205080...
Este sistema de numeracion, planteado bajo este esquema, equivale al conjunto de los
numeros reales, los cuales se estudian en este mismo capitulo.

Ejemplos
Indicar la manera correcta de leer los siguientes numeros decimales:
a. 21.012
b. 0.0003
c. 5.14779%4
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d. 41.9000005.

Respuestas
a. 21.012 se lee: Veintiuno con 12 milésimas
b. 0.0003 selee: Tres diezmilésimas

o

5.147794 se lee: Cinco con ciento cuarenta y siete mil setecientos noventa y
cuatro millonésimas.
d. 41.9000005 Se lee: cuarenta y uno con nueve mil cinco diez millonésimas.

1. Escriba correctamente cada cifra
a. 200045
b. 340010005
c. 4371678991
d. 3000030000101
e. 456711112222000
2. Escriba las siguientes cantidades
a. Novecientos noventa y nueve millones nueve mil
b. Cuatro cien milésimas
c. Dieciséis con quince diez millonésimas
d. Tres billones ochenta y dos millones cuatro mil doce
e. Cincuenta y cuatro con ciento veinticuatro cien milésimas

Sistema de numeracidén binario

{0, 1}

El cardinal del conjunto es 2, por lo tanto los nimeros binarios tienen como base al
numero 2.

Es posible convertir un nimero decimal a niimero binario, para ello una de las
alternativas es descomponer el nimero en potencias de 2, comenzando por la potencia de 2
mas alta.

Ejemplo

Expresar el nimero 124 como niimero binario.

104



124 = 644+32+16+8+4=1x25+1x25+1x2*+1x2°+1x2*4+0x2" +0x2°
12410=11111002

Ejemplo

Expresar el nimero 725 como niimero binario

Las potencias de 2 menores o iguales a 725 son:
512+256+128+64+32+16+8+4+2

Seleccionemos aquellas potencias cuya suma sea igual o se aproxime a 725,
comenzando por la mas alta:
725 =512+ 128 + 64 +16+4+1
Por lo tanto

725 = 1x27+ 0x28 + 1x27+ 1x2°+ 0x2° + 1x2*+ 0x23 + 1x22+ 0x2' + 1x2°
72510=1011010101>

Puede ser ttil recordar las primeras potencias del numero 2

Tabla 2

Primeras potencias del nimero dos

20=1 22=4 24=16 20=64 28=256 219=1024
21=2 23=38 2°=32 27=128 =512 2!1=2048

Otra posibilidad de conversion de decimal a binario es utilizando divisiones sucesivas
entre 2.

Por ejemplo, si se quiere expresar el nimero 249 en niimero binario se procede de la
siguiente manera

249 =2=124 Resto =1
124 =2=62 Resto =0
62 = 2=31 Resto =0
31=2=15 Resto =1
15=2=7 Resto =1
7T=2=3 Resto =1
3=2=1 Resto = 1
1=+=2=0 Resto =1

Por lo tanto

24910=11111001,
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Si se desea expresar el nimero 2468 en numero binario
2468 = 2 =1234 Resto =0
1234 = 2=617 Resto =0

617 =2 =308 Resto=1
308 =2=154 Resto =0
154 =2=77 Resto =0
77 =2 =38 Resto =1
38=2=19 Resto =0
19=2=9 Resto =1
9=—2=4 Resto =1
4=2=2 Resto =0
2=2=1 Resto =0
1=+=2=0 Resto = 1

Por lo tanto

246810= 100110100100,

Para hacer la conversion de binario a decimal se multiplica por potencias sucesivas
del numero 2.

Ejemplo

Expresar el nimero 111011012 en numeracion del sistema decimal.

Respuesta

11101101 = 1x27+1x2%4+1x234+0x24+1x23+1x22+0x2+1x2°
= 128+64+32+0+8+4+0+1
= 237

Por lo tanto
11101101, =23710

Sistema de numeracidén octal

{0,1,2,3,4,5,6, 7}

El cardinal de ese conjunto es 8, por lo tanto esa es la base de este sistema.

Conversion de decimal a octal. Este proceso de conversion sigue el
mismo principio de la conversion de decimal a binario.

Las primeras potencias del nimero 8 se indican en la Tabla 3.
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Tabla 3
Primeras potencias del nlimero 8

80=1 82 =064 84 = 4096 80=262144
gl=8 8= 512 8% =32768 87 =2097152
Ejemplo

Convertir el nimero 358 a octal.
Respuesta

Utilizando las potencias de 8, la conversion puede realizarse de esta manera:

En la tabla 3 se observa que la potencia de 8 inmediatamente menor o igual que 358
es 64. Se elige 82 y sus potencias menores.

358 = k,82% + k,8! + k38°

Donde k4, k, y k3 son nimeros enteros.

El numero que multiplicado por 64 que genera un resultado préximo pero inferior a
358 es 5. 5x64=320, por lo tanto atin hacen falta 38 unidades. El nimero que
multiplicado por 8 que genera un niumero proximo pero inferior a 38 es el 4. 4x8=32, por lo
tanto aiin hacen falta 6 unidades.

El nimero que multiplicado por 1 que genera un nimero proximo o igual a 6 es el 6.
6x1=06.

Por lo tanto: 35810 = 5468

La otra manera de hacer la conversion es utilizando las divisiones sucesivas entre 8:

358 = 8 =44 Resto 6
44 == 8= 5 Resto 4
5=8=0 Resto 5

Ahora se escriben los restos comenzando por la parte inferior para obtener el mismo
resultado anterior.

Conversidn de octal a binario. Para convertir de octal a binario es

conveniente usar la Tabla 4.
Tabla 4
Conversion binario a octal

Decimal Binario Octal
0 000 0
1 001 1
2 010 2
3 011 3
4 100 4
5 101 5
6 110 6
7 111 7
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Ejemplo
Convertir el nimero 546 en octal a binario
Respuesta
5=101

4=100
6=110

5465 =101100110,
Ejemplo
Convertir el nimero octal 674 a nimero binario
Respuesta
6=110

7=111
4=100

6743 =110111100,
Ejemplo

Convertir el nimero octal 247611 en nimero binario
Respuesta

2=010

4=100

7=111

6=110

1 =001
1 =001

2476113=10100111110001001>
Ejemplo
Convertir el nimero binario 1100111001 a nimero octal.
Respuesta

Se hacen grupos de tres digitos de derecha a izquierda.
(1) (100) (111) (00T1)
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Si es necesario, se anaden ceros a la izquierda del primer grupo.

(001) (100) (111) (001)

Ahora se recurre a la tabla de conversion
(001)=1

(100)=4

(111)=7

(001)=1

Por lo tanto

1100111001, = 14715
Si lo desea, también puede efectuar la conversion sin necesidad de la tabla
(001)=0x4 +0x2 + 1x1 =1
(100) = 1x4 + 0x2 + 0x1 =4
(11D =1x4+1x2+ 1x1=7
(001)=0x4 +0x2 + Ix1 =1

Sistema de numeracién hexadecimal

10,1,2,3,4,5,6,7,8,9, A,B,C,D, E, F}

El cardinal de este conjunto es 16, por lo tanto la base de este sistema de numeracion

es 16.

En la Tabla 5 se muestran las equivalencias entre los sistemas decimal, binario, octal
y hexadecimal para los primeros quince nimeros decimales, se observa por ejemplo que los

nimeros del 0 al 7 son idénticos en los sistemas decimal, octal y hexadecimal.

Tabla 5:
Equivalencias entre sistemas de numeracion
Decimal Binario Octal Hexadecimal

0 0000 0 0
1 0001 1 1
2 0010 2 2
3 0011 3 3
4 0100 4 4
5 0101 5 5
6 0110 6 6
7 0111 7 7
8 1000 10 8
9 1001 11 9
10 1010 12 A
11 1011 13 B
12 1100 14 C
13 1101 15 D
14 1110 16 E
15 1111 17 F
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Conversion de decimal a hexadecimal. Para  realizar  esta
conversion, se divide el nimero decimal sucesivamente entre 16 hasta lograr que el cociente

S€a C€ro.

Ejemplo

Convertir el nimero 537 al sistema hexadecimal.

Respuesta
537 = 16 =33 Resto 9
334+ 16=2 Resto 1
2+ 16=0 Resto 2
53710 = 21916
Ejemplo

Convertir el nimero 23195 a hexadecimal

Respuesta
23195 = 16 = 1449 Resto 11
1449 =16 =90 Resto 9
90 =16=5 Resto 10
5=16=0 Resto 5

Se convierten los restos superiores a 9 en sus respectivas letras, el nimero en
hexadecimal es: 5A9B, por lo tanto 2319510 = 5A9Bis

Conversion de Hexadecimal a Decimal. Para hacer esta

conversion, se multiplica cada digito por potencias de 16 tomando en cuenta la posicion que
se ocupa.
La Tabla 6 muestra las primeras potencias de 16.

Tabla 6
Primeras potencias de 16

16°=1 | 16'=16 | 16°=256 | 16>=4096 | 16*=65536 | 16=1048576 |

Ejemplo

Convertir el nimero 5SA9B a decimal.
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5 x 16° =5x 4096 =20480
10x 16>°= 10x 256 = 2560
9x 16'=9 x 16= 144
11x16°=11x 1 = 11
Total 23195

5A9816 = 2319510

En cuanto a los sistemas no posicionales, existen evidencias que demuestran que en
la antigiiedad se usaban los dedos, cuerdas y general signos derivados del entorno. En
cualquier caso, el hombre siempre ha tenido la necesidad de contar y de representar de alguna
manera las cantidades.

Un sistema de numeracion posicional que ain continuia vigente en nuestros dias es el
sistema romano, en tal sentido revisaremos sus fundamentos, ya que resulta importante por
el hecho de que muchas cifras de caracter histdrico se escriben bajo este sistema.

Sistema de numeracién romano

En este sistema se utilizan letras del alfabeto. En la Tabla 7 se indican algunos de los
principales caracteres. Entre las reglas para la expresion de cantidades con este sistema se
tienen:

1. Ningln caracter debe estar repetido mas de tres veces de manera consecutiva.

2. El caracter de menor valor situado a la izquierda de otro de mayor valor resta.

3. El caracter mayor valor situado a la derecha de otro de mayor valor suma.

4. Un carécter con una raya sobre el indica que pertenece a la clase de los millares, es decir
se encuentra multiplicado por mil.

5. Para indicar millones se usan dos lineas horizontales sobre el caracter.

Tabla 7:

Numeros romanos y sus equivalentes decimales

I=1 VI=6 XX=20 LXX =70 CCC =300
=2 VII=7 XXX =30 LXXX =80 CD =400
Mm=3  VII=8 XL =40 XC=90 D = 500
IV=4 IX=9 L=50 C=100 M = 1000
V=35 X =10 LX =60 CC=200 XD= 10500
Ejemplo

Expresar el nimero 11 como niumero romano

Se combina el simbolo correspondiente al nimero 10 con el simbolo correspondiente
al numero 1.
11 =XI
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Ejemplo

Expresar el nimero 325 como nimero romano

Respuesta

Se combina el simbolo correspondiente al naimero 100, el cual se coloca tres veces
seguidas, con el simbolo que corresponde al numero 10 dos veces, mas el simbolo que

corresponde al namero 5
325 = CCCXXV

Ejemplo

Expresar el nimero 2683 como niimero romano

Respuesta

La letra que representa al nimero mil se escribe dos veces, seiscientos se conforma
con la letra D y la letra C, la cifra 83 se estructura a partir de la letra L que representa a 50

mas tres letras X que representan cada una a 10 y tres unidades en romano representadas por

la letra .
2683 = MMDCLXXXIII

Ejemplo

Expresar el nimero decimal 145457 como niimero romano

Respuesta

Los miles, después del tres mil, se representan en nimeros romanos mediante una
linea horizontal sobre ellos. Por lo tanto ciento cuarenta y cinco mil es igual que escribir
ciento cuarenta y cinco, pero con una linea en la parte superior. La letra C que representa a
100 a la izquierda de la letra D que representa quinientos hace el efecto de resta, es decir que
la combinacién CD en romano es cuatrocientos, el resto de la cifra ya se ha explicado en

otros ejemplos.
145457 = CXLVCDLVII

Ejemplo
Expresar el nimero decimal 53127435 en el sistema romano

Respuesta

Los millones se identifican con doble linea en la parte superior, por lo tanto 53
millones es igual que escribir 53 unidades con la diferencia de que las letras van bajo dos
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rayas. Ciento veintisiete mil es igual que escribir esa cifra en centenas con el agregado de
una linea en la parte superior.
53127435 = LIIICXXVIICDXXXV

1. Convierta los siguientes numeros decimales a binarios
a. 45
b. 341
c. 43716
d. 300311
e. 4256710
2. Convierta los siguientes nimeros decimales al sistema octal y al sistema hexadecimal
35
578
10051
768993
. 99556341
3. Exprese los siguientes nimeros decimales como niumeros romanos
a. 23
b. 2367
c. 4722113
d. 12456789
. 673327890
Lea las siguientes cifras
CCCXLII
DXIX
LIIDXXIV

XXXVDCCCVI
CCIIDIII

opo o

O
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Conjuntos numéricos

Se trata de conjuntos dotados de las operaciones binarias de adicién y multiplicacion
y donde ademas se cumple que la multiplicacion es distributiva respecto a la adiciéon. En un
conjunto numérico se consideran los niumeros y sus propiedades de manera independiente de
los simbolos usados.

Nimeros naturales

Cuando aprendemos a leer de manera simultdnea también aprendemos a contar, de
pequefios generalmente recurrimos a los dedos de nuestra mano para aprender a dominar los
diez primeros nimeros. Dichos niimeros son los nimeros naturales.

Presentacion intuitiva. Intuitivamente se puede afirmar que los nameros

naturales son aquellos numeros que se utilizan para contar y son aquellos con los cuales el
ser humano adquiere sus primeras ideas del concepto de numero.

Notacion de los nimeros naturales. Este conjunto numérico se
representa con la letra N y los primeros elementos son:

N ={1,2,3,4,5,..}

Axiomas de Peano. Es importante tener en cuenta los axiomas de Peano

(1858-1932), cuando se estudian los numeros naturales puesto que éstos son una forma de

definir a dicho conjunto. Si no se considera al nimero cero como nimero natural, los cinco

axiomas son:

1. El 1 es un namero natural.

2. Sin es un numero natural, entonces el sucesor de n también es un nimero natural.

3. El 1 no es sucesor de ninglin natural

4. Sihay dos nimeros naturales m y n con el mismo sucesor, entonces m y n tienen el mismo
valor.

5. Si el 1 pertenece a un conjunto y si cualquier nimero natural y su sucesor también
pertenecen a ese conjunto, entonces todos los numeros naturales pertenecen a ese
conjunto.

Dentro de los niimeros naturales existen algunos que se pueden escribir como el
producto de dos nimeros mas pequeios; por ejemplo el 12 se puede escribir como 4 por 3;
estos son los numeros compuestos. Los numeros que se pueden escribir solamente como el
producto de 1 por el mismo niimero son los numeros primos. Ambos tipos de niimeros
naturales son complementarios, es decir que si un niimero natural no es un niimero compuesto
entonces es un numero primo y viceversa; aunque se suele considerar que el nimero uno no
€s ni primo ni compuesto.

Usted puede averiguar si un numero es primo o es compuesto utilizando recursos
disponible en la web, de igual forma, también puede recurrir a software matematico como
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Geogebra o wxMaxima o a la hoja de calculo. En este sentido, se explica una sencilla hoja
de célculo elaborada con MS Excel, en la cual se puede determinar si un niimero es primo o
compuesto. El disefio de esta hoja se explica en el apéndice B, consiste en una macro que
esta ligada a un boton el cual al presionarlo luego de introducir el nimero buscado indica si
se trata 0 no de un nimero primo y en caso negativo emite los divisores de ese nimero. En
la Figura 7 se observa que en la celda A2 de la hoja de célculo se introdujo el nimero 1071
y al presionar el boton “Verificar si es primo” se indica que no es primo y muestra que los
divisores son: 1,3, 7,9, 17, 21, 51, 63, 119, 153, 357 y 1071.

ARCHIVO flile{e] INSERTAR DISENO DE PAGINA FORMULAS DATOS REVISAR

% [calibr -l -|A A L4 Genera
By~
Pegar N K S - A - 07 000
Portapapeles & Fuente m Alineacién Nimero
A2 - X v fr w7
A B C D E F

| 10?1! Verificar si es primo

IMICIO | INSERTAR  DISENODE PAGINA  FORMULAS  DATOS  REVISAR  VISTA  DESARROLLADOR

Calibri i AKX S==%- B e

B > i | SR
L N K S - - A - [EiFo
orfapapeles & Fusinilis ] alineadifin Mlimern i
A2 - Je | 10m

[ & | 8 | € D @00E F 8 H

1]
2 | 1{)71[ ‘ Verificar si es primo
3| |
4 4
5 | =
6 | m El nimero 1071 Noesprima 13 7 9 17 21 51 63 119 1533 357
7 1071
3

g | : e
10 | Aceptar |

1]
12
Figura 7: Hoja de cdlculo de Microsoft Excel en la cual se puede verificar si un niimero es primo, en caso de no serlo, el

sistema genera los niimeros por los que éste es divisible.

Con Geogebra, para verificar si un numero natural x es primo se debe escribir en la
barra de entrada del programa la funcion esprimo() y colocar el nimero dentro del paréntesis.
El resultado se muestra en la vista algebraica donde se indicara True (Verdadero) o False
(Falso) dependiendo si el nimero ingresado es primo o compuesto (Figura 8).
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Archivo Edita Vista Opciones Hemamientas Ventana Ayuda

I CRY 6 S Pt A N P
|[}ll oMLl f | {-»'_/_ '-._-_‘/]_ e »2_ &
I vista Algebraica % [ » Vista Grafica

\falor Ldgico [ '{"
a=true

i
-4 -3 -2 -1 ][' 1 2 3 gl g

Enfrada; =«; {31)

Figura 8: Funcion esp}.’.im()( ) de Geogebra, la cual genera un valor logico tomando en cuenta si el niimero ingresado es o
no primo.

Con wxMaxima, para ver si un nimero natural x es primo, una vez cargado el
programa se debe pulsar la tecla Enter, cuando aparezca el cursor escribir la funcion
primep(), dentro del paréntesis se ingresa el namero. El software retorna True o False
dependiendo si el nimero es primo o es compuesto.

Archive Editar Celda Maxima Fcuaciones Algebra Analisis Simplificar Graficos Numédco  Avuda

lIEed aex D0 &k e >o @
[ (%i1) primep{l3):

%ol) true

Figura 9: Funcion primep() con la que se determina si un numero es o no primo con la ayuda de wxMaxima.

Teorema fundamental de la aritmética. Este teorema fue

enunciado por primera vez por Euclides expresa que todo nimero natural mayor o igual que
uno, puede ser expresado como el producto de nimeros primos. Dicha expresion es Unica
diferenciandose solo en el orden de los factores.

Los numeros primos son los elementos irreductibles en la matematica. En
consecuencia se habla de la descomposicion de un nimero natural x en sus factores primos.
Es decir, los numeros naturales que al multiplicarlos dan como resultado ese niumero x.

Descomposiciéon de un nimero natural en factores

primos. Los primeros nimeros naturales que son primos, es decir que son divisibles
solamente entre si mismos y entre el nimero 1 solamente, son:

2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,31,37,41,43,47,53,...

Por lo tanto cualquier nimero compuesto puede ser descompuesto en sus factores
primos.

El procedimiento es el siguiente:

Se divide el nimero entre el menor nimero primo, si el resultado es un namero
natural, ya se tiene el primer factor primo, en caso contrario se intenta con el siguiente niimero
primo. Esta operacion se continta hasta obtener como resultado final a un nimero primo o
al numero 1.

En la actualidad, la presencia de herramientas de computo como la calculadora
cientifica, las hojas de calculo e inclusive el teléfono inteligente permiten efectuar las
divisiones de prueba rapidamente, eso no sucedia hace uno afios en los que era necesario
aprenderse las denominadas reglas de la divisibilidad. Parte de estas reglas se indican a
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continuacion, las cuales son buena practica estudiarlas ya que ahorran gran cantidad de
tiempo a la hora de la descomposicion de una cifra.

Reglas de la divisibilidad. Se trata de reglas que permiten determinar con

precision si un namero es o no divisible entre otro nimero. Un numero es divisible entre
otro cuando el resultado de la division es un numero natural.

Divisibilidad por 2. Un nimero es divisible entre dos si termina en numero par o en
cero.

Ejemplo
Indicar si el nimero 654 es divisible entre dos.
Respuesta

654 termina en el numero 4 el cual es un nimero par, en consecuencia dicho nimero
es divisible entre dos.

Ejemplo
Indicar si el numero 1750 es divisible entre dos.
Respuesta

1750 termina en el namero 0, segun el criterio de divisibilidad para el nimero dos se
concluye que 1750 es divisible entre dos.

Divisibilidad por 3. Un namero es divisible entre tres si la suma de sus cifras es un
multiplo de tres.

Ejemplo
Indicar si el numero 27141 es divisible entre 3.
Respuesta

Se suman cada uno de los nimeros que conforman la cifra:
24+7+1+4+1=15
15 es multiplo de 3, por lo tanto el nimero 27141 es divisible entre 3.
Recuerde que un nimero natural z es multiplo de un nimero natural x cuando xy =
z, donde y € N. Cuando como parte de nuestra formacion aprendimos las tablas de
multiplicar, nos aprendimos los multiplos del nimero dos, del niimero tres, del niimero
cuatro, entre otros.
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Ejemplo
Indicar si el nimero 4678231 es divisible entre 3.
Respuesta
Se suma cada uno de los numeros que conforman la cifra:
44+6+7+8+2+3+1=31

31 no es multiplo de 3, no existe ningin nimero natural que multiplicado por 3
produzca como resultado 31. Se concluye por lo tanto que 4678231 no es divisible entre 3.

Divisibilidad por 5. Un nimero es divisible entre cinco si termina en cero o en cinco.

Ejemplo
Indicar si el niimero 3460 es divisible entre cinco.
Respuesta

3460 termina en el numero cero, por lo tanto es divisible entre dos y también es
divisible entre 5.

Divisibilidad por 7. Un niimero es divisible entre siete cuando la diferencia entre el
numero conformado por todas las cifras sin tomar en cuenta las unidades y el doble de las
cifras de las unidades es multiplo de siete o es igual a cero.

Ejemplo
Indicar si el nimero 1001 es multiplo de 7.

Respuesta

100 — 2(1) =98
98 es multiplo de 7 por lo tanto 1001 es divisible entre 7

Ejemplo
Indicar si el nimero 1309 es multiplo de 7.
Respuesta

130 — 2(9) = 112
Se aplica nuevamente la regla:

118



11-2(12)=7
1309 es divisible entre 7

Divisibilidad por 11. Un niimero es divisible por once, si la diferencia entre la suma
de las cifras que ocupan los lugares pares y los lugares impares es cero o multiplo de once.

Ejemplo
Indicar si el nimero 121 es divisible entre 11.
Respuesta
Cifras que ocupan los lugares impares: 1 + 1 = 2
Cifras que ocupan los lugares pares: 2

Diferencia: 2—2 =0
121 es divisible entre 11

Ejemplo
Indicar si el nimero 2431 es divisible entre 11.
Respuesta
Cifras que ocupan los lugares impares: 2 + 3 =5
Cifras que ocupan los lugares pares: 4 +1 =5

Diferencia: 5—5=0
2431 es divisible entre 11

Ejemplo

Descomponer el nimero 124 en sus factores primos.

Respuesta
a. Se divide 124 entre 2; el resultado es 62.
b. Se divide 62 entre 2, el resultado es 31.
c. Se observa que 31 es un niumero primo.
d. Concluye la descomposicion.
124 = 2x2x31
Esta secuencia de operaciones generalmente se resume de la siguiente manera
124 | 2
62 |2
31|31
1

119



Ejemplo
Descomponer el 3426 en sus factores primos.
Respuesta

a. Se divide 3426 entre 2; el resultado es 1713
b. Se divide 1713 entre 3; el resultado es 571

c. Si se intenta dividir al 571 entre los nimeros menores que el siempre se obtiene
un numero que no es natural, en consecuencia el 571 es primo.

3426 | 2
1713 | 3
571 | 571
1

3426 = 2x3x571

Ejemplo

Descomponer el nimero 8954 en sus factores primos.

Respuesta

8954 | 2

4477 | 11

407 | 11
37|37

1
8954 = 2x112x37
Ejemplo

Descomponga el numero 3572 en factores primos, con la ayuda de Geogebra.

Respuesta
Una vez cargado Geogebra, en la barra de entrada escribir la funcion factores( ),

dentro del paréntesis escribir 3572 y pulsar la tecla Enter. El software genera la respuesta
como una lista en la vista algebraica.
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Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda
L]
I P g N @ Ol ==
» Vista Algebralca » Vista Grafica
Lista 6
2 2
------ ® matrizl = 19 1 5
47 1
41
< > -4 -3 -2 1 0 1 2 3
Enllada:|

Figura 10: Factores primos del nimero 3572 calculados con Geogebra y generados como una matriz donde la primera
columna representa a los factores y la segunda columna a las potencias de esos factores.

También se puede utilizar la funcidn factoresprimos( ). En ese caso, la respuesta se
genera como una lista en la vista algebraica, aspecto que muestra en la Figura 11

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

EA/ b@@&\a@

L listal ={2, 2, 19, 4T}

» Vista Grafica

i
=]
"
(%]
[~

Entrada:

I E————
Figura 11: Factores primos del numero 3572 calculados con la funcion factoresprimos de Geogebra y presentados como
una lista.

Ejemplo

Mediante el uso de wxMaxima, descomponer el numero 812544 en sus factores
primos.

Respuesta

Una vez cargado wxMaxima, presionar la tecla Enter para permitir el ingreso de
informacion. Escribir factor(812544) y pulsar simultdneamente las teclas shift + Enter. El
programa genera la descomposicion tal como se muestra en la Figura 12
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Archivo Editar Celda Maxima Ecuaciones Algebra Analisis Simplificar Graficos Mumérico Ayuda
D3 eEX XDE KD @
($1i1) factor (812544);
9., 2
(%01) 27323

Figura 12: Descomposicion del numero 812544 en sus factores primos con la ayuda de wxMaxima.

Re prese ntacion en la recta. Cada niimero natural se corresponde con un

punto sobre la recta. En concordancia con los axiomas de Peano, los puntos sobre la recta
mantienen entre si una separacion de una unidad, comienzan en 1 y crecen de manera
indefinida hacia la derecha. En la Figura 13 se representan los primeros 5 nimeros naturales.

—@

@ @ @ 4 >
2 3 B 5
Figura 13: Primeros cinco numeros naturales ubicados sobre la recta.

Para efectos de representacion de un conjunto conformado por niimeros naturales
sobre la recta, es importante tomar en cuenta la escala. Es decir se debe procurar mantener
la misma separacion entre numeros naturales consecutivos.

Ejemplo
Representar en una recta al siguiente conjunto
A = {10, 15, 30,44, 67}
Respuesta

Se trata de un conjunto conformado por numeros naturales. Para hacer la
representacion sobre la recta, lo primero que se debe revisar es el orden de los elementos,
estos deben estar ordenados de forma creciente. Para el caso que nos ocupa, los nimeros
estan ordenados. Luego hay que tomar en consideracion que se estd trabajando sobre un
papel que tiene unos limites fisicos dentro del cual se va a representar la recta con los puntos.
El espacio de trabajo para una hoja milimetrada es de unos 15 centimetros para la orientacioén
vertical y de uno 20 centimetros si se opta por la orientacion horizontal. De igual forma es
conveniente que el nimero mas pequenio sea el numero cero, aunque esto no debe ser una
limitacion seria.

Numero Menor (Nm) = 10
Numero Mayor (NM) = 67
Amplitud = NM — Nm = 67 — 10 = 57

Para el espacio en el papel, se divide la amplitud entre el espacio disponible, 15 cm
para la orientacion vertical y 20 cm para la orientacion horizontal.
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57 38
15

Se puede redondear esta ultima cifra al entero inmediato superior que es 4 o para
mayor comodidad a 5 que es un divisor de 10 y permite ubicaciones mas precisas sobre el
papel milimetrado.

La escala por lo tanto es 1:5 lo que significa que una unidad en el papel representa a
5 unidades en la realidad.

Una vez decidida la escala se traza la recta y se ubica cada elemento del conjunto
identificado por una letra y un punto tal como se observa en la Figura 14.

'3
»

0 i}

=
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n

Figura 14: Representacion sobre una recta de los elementos que conforman el conjunto numérico A. Es importante en los
calculos manuales considerar el efecto de la escala sobre el tamariio de la recta y la representacion de los puntos.

Ejemplo
Representar en una recta el conjunto B = {55,128, 230,320, 445,510}

Respuesta

Verificar que los elementos del conjunto estén ordenados. En caso contrario hay que
ordenarlos antes del siguiente paso.

Numero Menor (Nm) = 55
Numero Mayor (NM) = 510
Amplitud = NM — Nm = 510 — 55 = 455

Se selecciona divide la amplitud entre 15 que el espacio disponible en el papel para

una orientacion vertical.

455 _ 30.33
15 7

El resultado de la division se redondea al entero inmediato que es 31, sin embargo es
muy incomodo trabajar con esa escala, por lo tanto lo més recomendable es utilizar 25 o 40.
Como 25 estd mas cercano de 30.33 se selecciona ese valor.

La escala es 1:25 lo que significa que una unidad en el papel equivale a 25 unidades
de la realidad.
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Figura 15: Representacion grdfica del conjunto B. La figura estd reducida, cada cuadricula en negritas tiene un centimetro
de lado. Cada centimetro en el papel equivale a 25 unidades.

Ejemplo

Utilice Geogebra para representar en una recta el conjunto
C = {760,920,1250,1400, 1580}

Respuesta

Geogebra es muy Util para hacer representaciones graficas. En este caso, una vez
cargado el software, seleccionar la opcidn vista grafica. Ir a la barra de entrada ubicada en la
parte inferior de la ventana, si no logra visualizarla, activarla en el ment vista — Barra de
entrada. Introducir cada elemento del conjunto como si se tratase de puntos: (760,0)
presionar Enter; (920,0) presionar Enter y asi sucesivamente para cada elemento o niimero
que conforma al conjunto C. Cada punto es representado como un circulo relleno en el eje x
de un sistema de coordenadas cartesianas. Para ver los puntos ubicar el cursor en un lugar
vacio de la vista gréafica y alejar la vista con la rueda central hasta que aparezcan sobre la
pantalla. La representacion se muestra en la Figura 16.

A B C D E

800 850 900 950 1000 1050 1100 1150 1200 1250 1300 1350 1400 1450 1500 1550 1600 1650

0

75

Figura 16.: Representacion grdfica del conjunto C. Una vez ingresados los puntos en Geogebra se debe hacer zoom hasta
lograr ver la totalidad de ellos.

Orden en los nimeros naturales. El hecho de representar sobre una

recta a un conjunto de niumeros naturales implica el uso de la idea de orden. De hecho para
hacer dicha representacion se requiere que los elementos se encuentren ordenados en forma
creciente. En el mismo sentido, los axiomas de Peano indican que todo niimero natural a
partir del 1 tiene un inico sucesor, que por supuesto es mayor que su antecesor.
Si se tienen dos numeros naturales a y b, al compararlos existen solamente tres
posibilidades
a>b
a<b
a=b
Esta expresion constituye la denominada ley de tricotomia. El signo > se lee mayor
que, el signo < se lee menor que y el signo = se lee igual que.
Sia > b entonces a estd a la derecha de b en la recta (Figura 17).
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Figura 17: En caso de que el numero a sea mayor que el numero b, a siempre va a estar representado a la derecha de b.

Sia < b entonces a esté a la izquierda de b en la recta (Figura 18).

a b

1 , 3 4 ?

Figura 18: En el caso de que el niimero a sea menor que el numero b, a siempre esta a la izquierda de b, es decir aparece
representado de primero..

Sia = b entonces a y b ocupan el mismo lugar en la recta, se trata del mismo punto
(Figura 19).

Figura 19: Dos numeros naturales iguales, en realidad es un solo numero natural, en este caso a=b=35.

Maximo comun divisor y minimo comtdn multiplo. Undivisor

d de un numero natural n es otro numero natural tal que produce un residuo igual a cero al
dividir n entre d; es decir la division n =+ d es un nimero natural. Por ejemplo, 2 es divisor
de4yaque4 + 2 =2;3esundivisorde 18 yaque 18 +~3 = 6.

Un nimero compuesto tiene varios divisores, un numero primo tiene solamente dos
divisores: el mismo nimero y la unidad. Cuando se comparan los divisores de dos numeros
compuestos, existe la posibilidad de que uno o mas divisores sean comunes, el mayor de esos
divisores comunes es lo que se conoce como maximo comun divisor (MCD). Cuando se
comparan los divisores de dos nimeros primos, el divisor comtn mayor es el nimero uno.

Mediante la aplicacion de las reglas de la divisibilidad se obtiene la lista de los
divisores de un nimero, aunque en la actualidad es preferible utilizar software, por ejemplo
el comando para hacer esa operacion con Geogebra es ListaDivisores(n) el cual se escribe en
la barra de entrada de ese programa; con wxMaxima el comando es divisors(n). En la Figura
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20 se muestra la salida generada por Geogebra ante la peticion de la lista de divisores de 70,
500 y 1071 respectivamente. De igual manera, en la Figura 21 se muestra la salida generada
por wxMaxima para los divisores de 90, 162 y 2534 respectivamente.

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

E‘. .A-;.- /./L "‘:rf I"\ ) @ @ é;. X i:Eu Q.L
I
Lista
----- listal ={1,2,5,7, 10, 14, 35, 70}
- lista2 ={1,2, 4,5, 10, 20, 25, 50, 100, 125, 250, 500}
w0 lista3={1,3,7,9,17, 21, 51, 63, 119, 153, 357, 1071}

b

Figura 20: Lista de divisores generada con Geogebra con el comando ListaDivisores( ).. La lista 1 son los divisores de 70,
la lista 2 son los divisores de 500 y la lista 3 son los divisores de 1071.

Archive Editar Celda Maxima Ecuaciones Algebra Analisis Simplificar Graficos Mumérico Ayuda
EF¥ SHXAD0 6O > 0O | @
=

(%11) diwvisors (90):
( } (1:24+3454649:10:15:108 30,4590}

divisors(162):
{1,2,3,6,9,18,27,54,81,162})

) divisors(2534);
) O i YOS s ', P I 3 e & Mo B Be v e a st o I8

Figura 21: Divisores de 90, 162 y 2534 generados con wxMaxima a través del comando divisors( ).

Para calcular el MCD de dos o mas numeros se descompone cada nimero en sus
factores primos, se seleccionan los factores primos comunes solamente elevados a la menor
potencia y finalmente se multiplican esos factores comunes.

Ejemplo
Calcular el MCD(70, 500)
Respuesta

Se esta pidiendo el maximo comun divisor de los nimeros 70 y 500. De forma
manual, se debe comenzar por el célculo de los factores primos.
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1 255
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1
70 = 2x5x7 500 = 22x53

MCD(70,500) = 2x5 =10
Ejemplo
Calcular con la ayuda de software el MCD(90, 162)

Respuesta

a. Con el uso de Geogebra.
Una vez iniciado el programa, escribir en la barra de entrada, ubicada en la parte
inferior de la ventana principal: mcd(90,162) pulsar la tecla Enter. Observar la
respuesta en la ventana algebraica (Figura 22).

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Venfana Ayuda

| k [ E T ) i 1™ 5
DEENETERENER
= | T 5 g - L
Nimero
a=18

Emrada..
Figura 22: MCD(90, 162) con Geogebra.

b. Con el uso de wxMaxima
Iniciar el programa, pulsar la tecla Enfer para poder ingresar informacion.
Escribir ged(90,162) y pulsar Shift+Enter. La respuesta se observa en la Figura
23.

Archivo Editar Celda Maxima Ecuaciones Algebra Andlisic  Simplificar Graficos Wumérico Ayuda
E@SsX KAD0 8O >o (2]

¥ (%i1) ged(90,162) ;
(3cl) 18

Figura 23: Maximo comun divisor (gcd) de los numeros 90y 162 con la ayuda de wxMaxima.

En el mismo sentido, un multiplo m de un nimero natural n es el resultado que se
obtiene al multiplicar » por un nimero natural p; es decir n.p = m.
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Cuando se comparan los multiplos de dos o més nimeros naturales, existe la
posibilidad de que existan multiplos comunes, la mas pequefia de esas coincidencias es lo
que se conoce como minimo comun multiplo.

Para calcular el mem de dos o mas numeros naturales se descompone cada nimero
en sus factores primos, se seleccionan los factores primos comunes y no comunes elevados
a su mayor potencia.

Ejemplo
Calcular el minimo comun multiplo entre los numeros 764 y 1246
Respuesta

Se descompone cada niumero en sus factores primos

764 | 2 1246 | 2
P 637
191 | 191 89 | 89

1 1
764 = 22x191 1246= 2x7x89

Se seleccionan los factores comunes y no comunes elevados a su mayor potencia.
mem(764,1246) = 22x7x89x191 = 475972.
mem(764,1246) = 475972

Con Geogebra, escribir en la barra de entrada mcm(764,1246) y pulsar la tecla Enter.
La Figura 24 se corresponde con la respuesta emitida por el software.

Archive Edita Vista Opcones Hemamiertas Ventana Ayuda

~ 1 [ x| [ plifs - 2
[ 1 Al D OO LN =

Numero
a= 476972

Entrada|mem|

Figura 24: Minimo comun multiplo de los numeros 764 y 1246 con el uso de Geogebra.

Con wxMaxima, pulsar la tecla Enter y escribir lcm(764,1246) y luego pulsar
Shift+Enter. En la Figura 25 se observa la respuesta dada por el software.

Archivo Editar Celda Maxima FEcuaciones Algebra Andlisis Simplificar Graficos Numérico Ayuda
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(2il) lem(764,1246);
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Figura 25: Minimo comun multiplo entre los numeros 764 y 1246, con la ayuda de wxMaxima.
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Operaciones con los nimeros naturales. Las cuatro operaciones

basicas: suma, resta, multiplicacion y division se realizan con los nimeros naturales. Si
centramos la atencién en la suma o adicion y en la multiplicacion o producto se tienen las
siguientes propiedades.

Adicion.
1. Propiedad conmutativa.
Significa que se los sumandos se pueden conmutar, es decir intercambiar de posicion sin
que el resultado de la suma se altere. Por ejemplo:
2+3=5
Es igual que se escriba:
3+2=5

2. Propiedad asociativa.
Si se tienen mas de dos sumandos, se pueden efectuar sumas parciales entre estos. El
resultado de la suma total no se altera. Por ejemplo:
2+3+4=9

Se puede plantear asi:

(24+43)+4=5+4=9
o también:

2+(B+4)=2+4+7=9

En ambos casos se obtiene el mismo resultado para la suma. Recuerde que los paréntesis
unen a los elementos, por lo tanto su presencia conduce a la realizacion de la operacion
contenida en ellos para poder eliminarlos.

Con su calculadora usted puede practicar el uso de la propiedad asociativa y el uso de los
paréntesis, los cuales generalmente estan ubicados hacia el centro del teclado de las
calculadoras de la marca Casio.

3. Presencia del elemento neutro.
El elemento neutro para la suma es el nimero cero puesto que la presencia de éste en una
operacion de suma, no incide en el resultado final.
Por ejemplo:
3+4=7

Podemos agregar el cero como sumando:

3+4+0=7
Y el resultado total de la suma contintia siendo el mismo.

4. Clausura.

Esta propiedad sefiala que todas las operaciones de adicion entre los niumeros naturales
tienen una solucion.

Multiplicacion.

1. Propiedad conmutativa.
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Se tienen dos o mas nimeros naturales a los cuales se les estd multiplicando, se obtiene
el mismo resultado independientemente si se cambian las posiciones de los factores.
Cuando hablamos de factor nos referimos a los numeros involucrados en la
multiplicacion.

2x3 =6
Esa operacion da exactamente igual si intercambiamos la posicion de los factores.
3x2=6

Se debe prestar la atencion necesaria cuando se multiplica, ya que generalmente cuando
los nimeros (factores) son colocados entre paréntesis, la equis que indica producto, se
suprime. Por ejemplo.

(2)(3) =6

Con una calculadora cientifica, usted puede hacer la operacion, usando la tecla asi

Figura 26: Producto de dos factores con la ayuda de la calculadora.

De igual manera, si usa paréntesis sin ningiin simbolo entre ellos, la calculadora
interpretard que se trata de un producto.

560 STOALL WTHISMPLOMATVT (65T

sy

Figura 27: Multiplicacion de factores usando paréntesis.
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2. Propiedad asociativa.
En un producto donde existan mas de dos factores, se pueden efectuar operaciones
parciales entre éstos sin que el resultado final se altere. Por ejemplo:

3x4x5 = 60
Dicha operacion se puede plantear también asi:

(3x4)x5
Lo que significa que primero se debe efectuar el producto involucrado dentro del
paréntesis y luego ese resultado multiplicarlo por el nimero 5. Situacidon que conduce a:

12x5 = 60
Igual resultado se produce si se plantea asi:
3x(4x5)
Ya que se tendria
3x20 = 60

Por eso se acostumbre escribir esta propiedad, para el caso del ejemplo, asi:

(3x4)x5 = 3x(4x5)
En los casos de productos generalmente se sustituye a la equis por un punto, e inclusive
puede que no exista ningiin simbolo entre los factores. Por ejemplo los productos ya
explicados pueden escribirse asi:
(3x4)5 =60
3(4x5) = 60
3. Elemento neutro.
Para el caso del producto, si se multiplica por el nimero uno, el resultado es el mismo
numero. Se dice entonces que el nimero uno es el elemento neutro para la multiplicacion.
(3)(1) =3
(14)(1) = 14
Observe que el resultado en los productos efectuados es siempre el nimero diferente de
uno involucrado en el producto. También observe que se ha preferido encerrar a por lo
menos uno de los factores entre paréntesis.
4. Elemento absorbente.
En el producto existe un factor (elemento) que ocasiona que el resultado total se convierta
en cero. Si multiplicamos cualquier cantidad por el nimero cero, el resultado final es
cero.
(1435)(0) =0

5. Propiedad distributiva respecto a la adicion.
Se trata de una propiedad que involucra también a la suma. Cuando se tienen dos factores
y uno de ellos contiene a una suma, se obtiene el mismo resultado si se distribuye el factor
con cada uno de los sumandos. Por ejemplo:
45+ 7)
Esta operacion se puede resolver asi:
4(12) =48
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Pero también se puede aplicar la propiedad distributiva.
4(54+7)=405)+4(7) =20+28 =48
Clausura.
Todas las operaciones de producto entre numeros naturales conducen a un resultado.

. Representar en una recta los siguientes conjuntos

a. A=1{2,511,19}

b. B ={20,60,125,198}

c. F =1{120,340,560,780,1100,2200}

d. G ={1500,4200,5600,10400,12300}

Descomponer los niimeros siguientes en factores primos: 3342, 569, 1268, 45384.
Utilizar para ello en primer lugar las reglas de divisibilidad y luego Geogebra o
wxMaxima.

Calcular el Maximo comun divisor y el minimo comtin multiplo: 600 y 210.

Calcular MCD(1345, 12356) con wxMaxima

Calcular mem(2356, 7568) con Geogebra.

Hacer una lista de los divisores de 10458

Indicar cual de los siguientes nimeros es primo:

a. 37

b. 63

c. 121

d. 1117

e. 45631.

Aplicar la propiedad distributiva.
a. 4(6+7)

b. (10+12)(20 + 3)

c. B3+6)(4+5)

d. (100 +3)(5)

Utilizar software para descomponer los siguientes nimeros en factores primos
4567823

34567725

2330011146

12345553321

o o
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Nimeros Enteros

Al efectuar la resta de nimeros naturales, puede aparecer una situacion como esta:
5 — 9, donde el resultado es igual a —4 el cual no es un nimero natural. Esta fue una de las
razones por las cuales fue necesaria la creacion del conjunto de los numeros enteros.

Presentacion intuitiva. Intuitivamente se puede entender un nimero entero

como aquel que se encuentra completo, es decir es una cifra que no contiene partes decimales.
En este mismo sentido, se puede asumir que los nimeros Enteros son aquellos usados para
hacer referencia a entidades que forma una estructura integra, por ejemplo: una casa, treinta
vehiculos, quinientos cuarenta y un arboles, una deuda de mil cuatrocientos bolivares, una
pérdida de tres lapices, entre otros casos comunes de la vida diaria.

El conjunto de los niimeros enteros por lo tanto es aquel conjunto conformado por los
numeros naturales con el signo negativo, mas el niimero cero, mas los nimeros naturales que
ya hemos estudiado.

En la vida diaria se utilizan los numeros enteros cuando por ejemplo gastamos mas
de lo que ganamos, en ese caso decimos que nos estamos endeudando; dicha deuda se
representa con un numero negativo. También se utilizan los enteros para indicar que algo se
encuentra por debajo del nivel de referencia, por ejemplo, cuando afirmamos que un alumno
tiene un rendimiento negativo estamos diciendo que dicho alumno estd obteniendo
calificaciones inferiores al promedio del curso o peor aun, inferiores a la nota minima
aprobatoria.

Notacidon de los nimeros enteros. Se define simbdlicamente asi:

Z =7 u{0}uzZt

Donde el conjunto Z~ estd conformando por todos los nimeros naturales con signo
negativo.

Z~ ={..—4,-3—2,—1}

Z* esta conformado por todos los niimeros naturales con signo positivo, es decir el
conjunto numérico ya estudiado y que hemos denominado conjunto de los nimeros
naturales.

Z* ={1,2,3,4,5,6,...}

Aparece el nimero cero como elemento del conjunto de los nimeros enteros. Aunque
algunos autores prefieren considerarlo como niimero natural.

Representaciéon en la recta. La representacién sobre la recta de este
conjunto numérico se hace tal como se indica en la Figura 28.

133



Conjunto de los nimeros enteros Z

+

z

romeros naturales

Entaros posiivos

1 n‘:“'\+m
—6-5—4—3-2-1T123456/

Enteros negativos

K i I I I } I } } 4 }
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Figura 28: Representacion en la recta del conjunto de los numeros enteros. Hacia la izquierda se tiene a menos infinitivo
v hacia la derecha mas infinito, para indicar que este conjunto numérico se extiende de manera indefinida hacia ambos
lados de la recta.

En el caso de representar varios numeros enteros sobre la recta se debe tener el
cuidado de seleccionar la escala adecuada de tal forma que se puedan ubicar todos los
numeros en el espacio disponible en el papel.

Ejemplo
Representar en una recta al conjunto A = {—5,—3,—1,2, 6}
Respuesta

Se verifica que los elementos del conjunto se encuentren ordenados de forma
creciente.
Numero Menor (Nm) = =5
Numero Mayor (NM) = 6
Amplitud = NM — Nm =6 — (—=5) = 11
En este caso la escala es 1:1 puesto que se dispone de unos 15 centimetros en una
hoja de papel milimetrado para la orientacion vertical. La grafica del conjunto se muestra en
la Figura 29.
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Figura 29: Representacion en una recta de los elementos del conjunto A conformado por numeros enteros. En este caso la
escalaes 1 a l.

Ejemplo
Representar en una recta al conjunto B = {—250, —40,—10,30, 120,400}
Respuesta

El primer paso consiste en ordenar los elementos del conjunto. En este caso los
elementos se encuentran ordenados de manera creciente.
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El segundo paso es calcular la amplitud de los valores numéricos
Numero Menor (Nm) = —250
Numero Mayor (NM) = 400
Amplitud = NM — Nm = 400 — (—250) = 650
El tercer paso es calcular la escala en funcion del espacio que se disponga en el papel.

Para una orientacion vertical de la recta se dispone de 15 cm.

650 _ 43.33
15

Se puede optar por la escala 1:40 o por la escala 1:50. Con la primera se va a requerir
mas de 15 cm para hacer la representacion, con la segunda se va a necesitar menos de 15 cm.
La Figura 30 muestra al conjunto B con la representacion en escala 1:50.

A B 4 D 16

50 -200 -150 -100 T 0 a0 100 150 200 250 300 350

M

|
e
-
=1 3
=

Figura 30: Representacion sobre la recta de los elementos que conforman al conjunto B. La escala es 1:50.

Representar en una recta al conjunto C = {—4100, —3550,—2200, —1400, —1000}

Una vez verificado que los elementos del conjunto estan ordenados, se calcula la
amplitud de los valores numéricos.
Numero Menor (Nm) = —4100
Numero Mayor (NM) = —1000
Amplitud = NM — Nm = —4100 — (—1000) = —3100
Se considera una amplitud positiva: Amplitud = 3100
Se divide entre 20 con el fin de trazar la recta sobre el papel dispuesto en horizontal.

Se puede optar por la escala 1:150 o 1: 200.  Para tener mds holgura en la
representacion se selecciona la segunda opcion. En la Figura 31 se muestra la recta con los
elementos del conjunto C.

‘ A B C D E

4200 -4000 -3B00  -3600 -3400  -3200 -3000  -2800 -2600  -2400 -2200  -2000 -1800  -1600 1400 -1200 -1000 -800

Figura 31: Representacion grdfica del conjunto C. La escala es 1:200

Orden en los niimeros enteros. Las relaciones de orden implican que

los nimeros enteros que estan mas hacia la izquierda son menores que aquellos que se
encuentran mas hacia la derecha de la recta. Esto también puede entenderse de la siguiente
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manera: dados dos nimeros positivos, el mayor es el que estd més alejado del nimero cero;
dados dos niimeros negativos, el mayor es el que esta mas cercano del cero; si los dos
niimeros son uno negativo y otro positivo, el mayor es el positivo.

+

V4

Mientras mas alejado se encuentre de cero mayor el ndmero

-°°<::::::::::::>+°°
6 -5-4-3-2-1 01 2 3 4 5 6

Mientras mas alejado se encuentre de cero menar e s el ndmero

Enteros positivos

z

Figura 32: Los niimeros enteros positivos estan ubicados a la derecha del numero cero, los numeros enteros negativos
estan ubicados a la izquierda del numero cero.
Por ejemplo si se comparan los nimeros -6 y -4, como -6 estd mas alejado del nimero
cero entonces es menor que el numero -4, el cual esta mas cerca.
En lenguaje simbolico:
-6<—4

Ahora bien, la proposicion puede ser leida al contrario, es decir desde el punto de
vista del nimero -4. En ese caso -4 ésta mas cerca de cero, por lo tanto es mayor que -6:
—4 > -6

Si se comparan los nimeros 1 y 5, como ambos son positivos, el mayor es el que estd mas
alejado del cero y el menor es el que estd mas cercano al cero.
1<5

O también
5>1
Quizas se entienda mejor si considera que los simbolos y  constituyen puntos de
vista del observador. Por ejemplo: Antonio tiene 20 afios y Pedro tiene 55 afios. Desde el
punto de vista de Antonio, en primera persona dira:
Yo soy menor que Pedro.
Utilizando lenguaje simbolico: Antonio < Pedro

Por su parte desde el punto de vista de Pedro, en primera persona dira:
Yo soy mayor que Antonio.
Utilizando lenguaje simbolico: Pedro > Antonio

Operaciones con los niimeros enteros. El conjunto de los nimeros

enteros, tiene las siguientes propiedades aritméticas (donde se encuentran involucradas las
operaciones de suma y multiplicacion), las cuales por ser de cardcter genérico utilizan letras
en vez de nimeros. Cada una de esas letras se refiere a un nimero entero.

a. (a+b)A(a.b)EZ
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La suma algebraica y el producto pertenecen al conjunto Z. Esto significa que si se
suman, se restan o se multiplican dos numeros enteros, el resultado es otro nimero
Entero.

b. V(a,b)EZ—->a+b=b+aAab=bhb.a
Dados dos numeros enteros cualquiera, el orden de los sumandos no altera el resultado
final e igualmente si los multiplicamos, no importa el orden en que se encuentren los
factores, siempre se va a obtener el mismo producto. Se trata de la propiedad
conmutativa. Se puede cambiar el orden de los sumandos o de los factores, sin alterar el
resultado.

c. Va,bc €EZ-a+(b+c)=(@+b)+cAa(b.c)=(a.b)c
Si se tienen tres nameros enteros, es posible sumar dos de ellos y luego ese resultado
sumarlo con el tercero, no importa el par de nimeros que se seleccionen para la suma
inicial, siempre se va a obtener el mismo resultado. De igual manera es posible realizar
multiplicaciones parciales las cuales conduciran al mismo resultado independientemente
de los factores que se seleccionen para los primeros productos. Se trata de la propiedad
asociativa, la cual aplica para tres 0 mas elementos y que se puede resumir indicando que
es posible la realizaciéon de operaciones intermedias (respetando signos) entre los
nimeros.

d 30,1/VaeZ —>at0=aAa.l=a
Se trata de la propiedad que indica la existencia del elemento neutro. Si el nimero cero
se le suma a cualquier entero se obtiene el mismo numero; si el nimero uno se multiplica
con cualquier numero se obtiene el mismo nimero.

e. Va,bc€Z-alb+c)=a.b+ac
Dados tres nimeros enteros cualquiera, la suma parcial de dos de ellos multiplicada con
un tercero es igual a multiplicar ese tercer nimero por cada uno de los sumandos y luego
efectuar las dos sumas resultantes. Se trata de la propiedad distributiva.

f. Va€Z3i—-a€Z/(a)+(—a)=0
Todo numero entero tiene otro niimero con el signo invertido, de tal manera que al
sumarlos el resultado es cero. Se trata de la propiedad conocida como inverso aditivo.

R eg/a de los signos. Como los nimeros enteros involucran el uso de signos

positivos y signos negativos, es comun que se tengan que efectuar productos con esos signos,
las reglas que rigen esos productos son:

Tabla 8

Regla de los signos para el producto de enteros.
+ X + = +
- X - — +
+ X - = -
- X + = -

Simbolos de agr upacio'n. Cuando se trabaja en el conjunto de los numeros
Enteros, a menudo se requiere del uso de contenedores para ubicar dentro de ellos
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operaciones numéricas. Dichos contenedores son los paréntesis, los corchetes y las llaves.

El orden de precedencia, es el indicado, lo que significa que ante la presencia de estos
simbolos, primero debe resolverse lo que se encuentre dentro de los paréntesis, luego lo que
esta dentro de los corchetes y finalmente lo que se encuentra dentro de las llaves.

Primerec hay que efectuar las operaciones que
se encuentran dentro de los paréntesis.

Finalmente se efectlan las operaciones que
se encuentran dentro de las llaves.

Segundo, hay que efectuar las operaciones
que se encuentran dentro de los corchetes.

Figura 33: Precedencia de los simbolos de agrupacion.

La eliminacion de un simbolo de agrupacién involucra una operacion de
multiplicacion.

Ejemplo
Efectuar 3 — (5 — 7)
Respuesta

Paso 1: Efectuar las operaciones dentro del paréntesis: 3 — (—2)
Paso 2: Aplicar la regla de los signos y multiplicar los signos menos por menos
3+2
Paso 3: Efectuar la operacion con los enteros: 5
Resultado final: 5
3—-(5-7)=5

Valor absoluto. El valor absoluto de un nimero entero no es mas que el valor

de un entero sin tomar en cuenta el signo.
la| = a
|—al =a

El valor absoluto de un nimero se entiende como la distancia que existe desde ese
numero hasta cero.
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Ladistancia de-4 a-5 es dos unidades

La distancia e 0 a 5 es cinco unidades

1 2 3 4 5 6 -

La digtancia de 0a -1 es res unidades

Figura 34: El valor absoluto de un niimero es la distancia de éste con respecto al cero. La distancia entre dos numeros es
la diferencia entre el mayor valor absoluto y el de menor valor absoluto.

En la Figura 34 se observa que la distancia del nimero cero al nimero cinco es de
cinco unidades, hay cinco espacios sobre larecta. Esa situacion se representa simbodlicamente
asi:

5] =5

También se observa que la distancia del nimero cero al nimero menos tres es igual
a tres unidades ya que hay tres espacios sobre la recta. Esta situacion, mediante simbolos, se
representa asi:

-3 =3

De igual forma en la figura, se observa que la distancia entre menos cuatro y menos
6 es igual a dos unidades, para calcular la distancia entre esos dos puntos basta con restar uno
de otro. Simbolicamente esta situacion es representable asi:

|—4—(=6)| =|-4+6[=[2] =2

También es valido: |6] — |4] = 2

Suma de nimeros enteros. Dados dos numeros enteros, si tienen igual

signo su suma es la suma del valor absoluto de cada niimero y al final se le coloca el signo.
Si los enteros tienen signos diferentes se resta el de mayor absoluto menos el de menor valor
absoluto y se le coloca al resultado el signo del numero entero de mayor valor absoluto.

Ejemplo
Efectuar 2 + 5
Respuesta

Se trata de la suma de dos enteros positivos, en este caso el signo final es también
positivo: 2 +5 = 7.

Ejemplo
Efectuar —3 — 6
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Respuesta

Se trata de la suma de dos enteros negativos. El signo del resultado es negativo, los
nimeros se suman como si ambos fueran positivos: =3 — 6 = —9

Ejemplo

Efectuar —4 + 7

Respuesta

La suma involucra a dos nimeros con signos diferentes. En estos casos se resta el
numero de mayor valor absoluto del de menor valor absoluto. Como el nimero de mayor
valor absoluto es 7, el signo del resultado es positivo.

—4+7=7-4=3

Ejemplo

Efectuar —11 + 5

Respuesta

La suma involucra a dos nimeros con signos diferentes, por lo tanto se resta el de
mayor valor absoluto del de menor valor absoluto. El signo del resultado es negativo, ya
que el nimero de mayor valor absoluto es -11.

-114+5=—-(11-5)=-6

En el caso de operaciones con mas de dos nimeros enteros, identificar a los
nimeros positivos y los negativos, sumar los elementos de cada grupo y finalmente restar
los resultados del grupo positivo de los resultados del grupo negativo.
Ejemplo

Efectuar3—5—-6—-7+5+11—-2+8

Respuesta

Se agrupan los enteros positivos y los enteros negativos

B3+5+11+8)—-(5+6+7+2)

27-20=7
3—-5-6—-7+5+11-2+8=7

Multiplicacion de nimeros enteros. Para el producto se debe tener
en cuenta la ley de los signos y los simbolos de agrupacion.
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Ejemplo
Efectuar —5(4)

Respuesta

El lector debe siempre tener presente que planteamientos como estos son comunes en
operaciones con numeros enteros. La operaciéon es un producto aunque el signo de
multiplicar no esté presente de manera explicita, de igual forma, si un niumero no tiene signo
debe considerarse que es positivo, tal como sucede con el cuatro que estd dentro del
paréntesis.

Se multiplican los signos: menos por mas es igual a menos (—x+= —).

Se multiplican los nimeros: cinco por cuatro es igual a veinte (5x4 = 20).

—5(4) = -20

Ejemplo

Efectuar —4(—3)

Respuesta

Es valido encerrar entre paréntesis el primer factor, por lo tanto el planteamiento
puede escribirse asi: (—4)(—3)

Se multiplican los signos: Menos por menos es igual a mas (—x—= +)

Se multiplican los ntimeros: Cuatro por tres es igual a doce (4x3 = 12)
—4(-3) =12

Ejemplo
Efectuar (—11)(—14)(25)(36)
Respuesta

Se multiplican los signos. Se hace de dos en dos, los signos de los dos primeros
nimeros y los signos de los dos tltimos numeros:

—x—=+
+x+=+

Se multiplican los signos a la derecha de cada igualdad:
+x+=+

Se multiplican los nimeros: (11)(14)(25)(36) = 138 600
(—11)(—14)(25)(36) = 138 600
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Potenciacion de numeros enteros. La potenciacién es una forma

abreviada de multiplicar de forma repetida por un mismo nimero denominado base. Por
ejemplo, 3x3x3x3x3 = 3°; en dicho caso el niimero 3 es la base y el nimero 5 es la potencia
o exponente. En el caso de que tanto la base como la potencia sean nimeros enteros, se
observa lo siguiente:

Todo numero entero negativo elevado a una potencia par genera un entero positivo.

(-2)* =16
(—5)2 =25
(-1 =1
Todo niimero entero negativo elevado a una potencia impar genera un entero negativo.
(—3)3 =-27
(—4)> = -1024

(-=7)” = —823 543
Todo niimero entero positivo elevado a potencia par o impar genera un entero positivo.

32=9
(5)% =125
(7)°> = 16 807

Ejemplo
Efectuar (—3)3 + (4)? + (=5)*
Respuesta
Con la calculadora cientifica se desarrolla cada potencia y luego se efecta la suma.

Es posible realizar esta operaciéon mediante un solo paso. Sin embargo por aspectos
didacticos, se explica por etapas.

(—3)3 = —27
4% =16
(—5)* = 625

(-3)3+ (4)? + (-5)*=-27+16 + 625 = 614
Ejemplo
Efectuar [(7%)(—3)°] + [(4*)(-2)]
Respuesta
Se utilizard Geogebra y wxMaxima para resolver esta operacion.
Con Geogebra. Una vez cargado el software seleccionar la vista Célculo Simbolico
(CAS) y escribir las potencias tal cual estan planteadas, solamente sustituir el corchete por

paréntesis. Para la potencia se usa el simbolo *, de tal forma que la entrada y la salida
generada se muestran en la Figura 35.
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Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

[=] =] v 5y x= | x= 2§

» Calculo Simbélico (CAS) A | » Vista Graf
1| (T3)3)9)+((42)(-2)
- —83381

Figura 35: Ingreso de las potencias en la vista CAS de Geogebra.
[(73)(=3)°] + [(49)(=2)] = 83 381

Con wxMaxima. Una vez cargado el software, presionar la tecla Enter para ingresar
los datos. No olvidar colocar el asterisco donde corresponda la multiplicacion, cambiar los
corchetes por paréntesis. Una vez ingresados los datos presionar la combinacion de teclas
Shift+Enter para que el programa genere la respuesta. El resultado se muestra en la Figura
36.

Archivo Editar Celda Maxima Ecuaciones Algebra Analisis Simplif

NEd@ e XDl & e b>o | €
(5i1) ((773)*(=3)~5)+((472)*(-2));
(%01) -83381

Figura 36: Resolucion de operaciones con potencias de enteros usando wxMaxima.

1. Los siguientes conjuntos de numeros enteros contienen elementos que estan
desordenados. Para cada conjunto dado se pide: (a) Ordenar los elementos en orden
ascendente y (b) Representar cada conjunto sobre una recta.

A ={-5,-20,4,10,0,—-10, 20, 8}

B = {170,—-50,0,—200,150,—100, 80}

¢ = {2000,—-500,0,1000,—1500,—1000, 300}
D = {-80,—10,—30,—70,—20, 10}

E = {-100,—-300,—800,200,—700,—900}

2. Resuelve las siguientes situaciones, empleando el concepto de nimero entero y tomando
en consideracion que el ascenso, las ganancias, el avance y el aumento se representan con
nimeros enteros positivos, en cambio el descenso, las pérdidas, el retroceso y la
disminucion se representan con numeros enteros negativos.

a. Una persona parte del nivel del mar y asciende un dia una montafia de 1500 metros,
luego el otro dia desciende 300 metros, el dia siguiente desciende otros 200 metros,
y al cuarto dia asciende 700 metros ;a qué altura se encuentra esa persona con
respecto al nivel del mar?

b. Juan es mototaxista, el dia lunes tiene en su casa 10000 bolivares, sin embargo
consume 5500 en comida para su casa y 3700 bolivares en un repuesto para su moto;
en total ese dia se gan6 7600 bolivares ;cuanto dinero tiene Juan al final del dia lunes?
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c. Marzo es mes de mucho calor en San Fernando. Si en la mafiana el termdmetro marca
24 °Cy al mediodia marca 35°C ;cuanto se increment6 la temperatura en el mediodia
de ese dia con respecto a la temperatura de la mafiana?

d. La matricula inicial de la cohorte 2017-1 de los estudiantes de Castellano y literatura
era de 39 alumnos, luego en la primera semana de clases ingresaron 7 alumnos, en las
semanas siguientes se retiraron 18 alumnos ;cuéntos alumnos conforman actualmente
esa cohorte?

e. Una persona tiene en una cuenta 55000 bolivares, deposita 15000 bolivares en el
banco el dia lunes, el miércoles retira 10000 bolivares, el jueves deposita 17500
bolivares ;Cuanto dinero tiene en la cuenta esa persona el dia viernes?

3. Resolver
a. (—4—-5)+[-3(-2+5)+4]—6
b. (=3)*+ (-2)°+ (—4)*>+50
c. 7-{4—-[5-B3-6)+3]+7-2}+10
d 4+3-6)(5-2+1)
e. (—6—-9+2)(-4—-2+7)
4. Aplique la propiedad distributiva

a. (-3+2)(4-5)

b. (=7)(10 +4)

c. (11)(-3+8)

d (12-7)(-5)

e. (—4+2)(=3-10)

Ndmeros Racionales

Si se dividen dos nimeros enteros, es posible que usted obtenga como resultado otro
nimero entero, pero también existe la posibilidad de que se obtenga un nlimero que no es
entero. De igual manera, al representar los nimeros enteros consecutivos sobre una recta,
usted observa que entre dos de esos nimeros existe solamente un segmento de recta donde
no es representable ningun otro numero entero; es decir que entre dos enteros quedan unos
“huecos” o espacios vacios. Esos inconvenientes fueron resueltos en parte con la creacion
del conjunto de los nimeros racionales.

Presentacién intuitiva. Intuitivamente cuando se habla de un numero

racional se piensa en una fraccion y, en efecto, los nimeros racionales son aquellos que se
pueden representar como el cociente (division) entre dos nimeros enteros. Puede darse el
caso de que esa division genere un entero, pero también que genere un numero decimal.

Notacién de los nimeros racionales. La representacion en notacion
de conjuntos de este conjunto numérico es:

Q={x/x=%/\(a,b)eZ/\b¢0}

Es decir, el conjunto de los nimeros racionales es el conjunto conformado por todos
los numeros, tal que esos numeros surgen de una division de dos nimeros enteros, con la
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condicion que el nimero que actiia como divisor nunca debe ser igual a cero. Recuerde que
la division entre el nimero cero no esta definida, es indeterminada.

Un Numero racional generalmente se representa como una fraccion. Recordemos
que la parte superior de una fraccion se conoce como numerador y la parte inferior de una
fraccion lleva el nombre de denominador.

/
A
A
{ i
o= ,.r|
"5;{! |

Denominador |

Figura 37: Elementos de una fraccion

Se puede dar el caso que el nimero que actua como numerador es divisible por el
numero que actia como denominador, por lo tanto la fraccion se convierte en un nimero
entero. De igual forma todo numero entero, puede ser expresado como la division de otros
enteros. Por ejemplo tomemos el niimero 4.

100 40 12 8
=4 =4 S =4 S=4

Observe que en esas cuatro operaciones siempre se obtiene como resultado el nimero
cuatro. Por lo tanto el conjunto de los nimeros enteros estd contenido en el conjunto de los
numeros racionales, esto significa que cualquier nimero entero es un niimero racional. De
tal forma que los conjuntos numéricos estudiados hasta ahora estdn conformados de esta
manera:

NcZcdq

Orden en los nimeros racionales. Un nimero racional se puede

comparar con otro numero racional y colocar entre ellos el signo >, = 0 <. Sin embargo, es
importante indicar que entre dos nimeros racionales existen infinitos niimeros racionales,
caracteristica que distingue a este conjunto numérico de los previamente estudiados.

Ejemplo

, . 5 3
Comparar los dos nlimeros racionales P
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Respuesta

Una opciodn es expresar las fracciones con un denominador comun:

5 (8) _ 40
6\8) 48
3 (6) _ 18
8\6/ 48
Como 40 > 18 se concluye que 2 > Z

Otra opcion es multiplicar numerador con denominador de cada fraccion y luego
hacer la comparacion.

g? §—> (5)(8) 7 (6)(3) —» 40 > 18

53
Por lo tanto se concluye que P

Otra posibilidad que tenemos en la actualidad es efectuar la divisiébn con la

calculadora:
Al dividir 5 entre 6 se obtiene: 0,8333 y al dividir 3 entre 8 se obtiene: 0,375. Si se
comparan los dos nimeros decimales obtenidos se llega a la conclusion ya descrita.

Ejemplo
: 15 9
Comparar las fracciones 575

Respuesta

(15)(2) =30

(8)(9) =72
30< 72 15 < i
_) — —
8 2
15 - 9

8 2

Representaci()n en la recta. En los conjuntos numéricos formados por

los nimeros naturales y los nimeros enteros, la ubicacion de cualquiera de sus elementos
sobre la recta es una tarea relativamente fécil, sin embargo en el conjunto de los nlimeros
racionales los espacios que existian entre un numero y otro de los conjuntos numéricos
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mencionados son ocupados, tienen representacion, por lo tanto la recta se vuelve densa ya
que practicamente toda su longitud representa a nimeros racionales.
Entre dos niimeros racionales existen infinitos nimeros racionales

/4 113

0.25 0.26 027 0.28 0.29 03 0.31 0.32 033 034

114 13/50
{ : : : : : : : : : < :
0.25 0.251 0.252 0.253 0.254 0.255 0.256 0.257 0.258 0.2559 0.26 0.261

14 251/1000

0.25 0.2501 0.2502  0.2503 0.2504 02505 0.2506 02507  0.2508  0.2508 0.251 0.2511

Figura 38: Entre dos niimeros racionales existen infinitos nimeros racionales. En estas tres representaciones hechas con
el software Geogebra, se observa que independientemente que se estreche el intervalo, siempre van a existir infinitos
nitmeros entre extremos.

En las figuras elaboradas con la ayuda del software Geogebra, generalizadas como
Figura 38, se representa en primer lugar las fracciones i y % . Se observan algunos nimeros
racionales que estan dentro de ese intervalo. La figura del medio corresponde a un intervalo
mas estrecho: i y g. De nuevo el espacio entre esos dos extremos es llenado por nimeros

racionales. En la figura de abajo se estrech6 aun mas el intervalo, sin embargo nos
encontramos con infinitos nimeros entre los dos extremos.

Ejemplo
Representar sobre la recta al conjunto
2 _{ 9 121 4}
L2 357
Respuesta

En primer lugar hay que verificar que los elementos del conjunto estén ordenados en
orden creciente. En este caso lo nimeros estan ordenados.
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En segundo lugar se debe definir una escala que garantice que los nimeros que se
intenta representar ocupen un espacio adecuado sobre el papel.

9
Namero Menor (Nm) = -3
Numero Mayor (NM) = 4
9 17
Amplitud = NM — Nm = 4 — <_§) = -

Se divide la amplitud entre el espacio normal disponible en el papel milimetrado que
es igual a 15 cm para un formato vertical.

17
7—17~057
15 30

Se puede asumir una escala 1:0.5 que es igual a 2:1 o una escala 1:1; en el primer
caso se requieren mas de 15 cm para hacer la representacion, en el segundo caso menos de
15 cm. En la Figura 39 se hace la representacion grafica utilizando la escala 1:1 es decir 1
cm en el papel es equivalente a una unidad.

-9z - 143 25 1207 4
. . e - -

5 4 3 2 A 1 1 2 3

Figura 39: Representacion en la recta de los elementos del conjunto A conformado por niimeros racionales.

Representar sobre la recta al conjunto

B—{l 32 4}
~12°2’3’5

Lo primero que se debe hacer es ordenar los elementos del conjunto en orden

ascendente.
B _{1 2 4 3}
2’3’5’2

Una vez ordenados los elementos, se procede a trazar una recta y seleccionar la escala
que garantice que cada elemento va a estar representado. Se puede optar por hacer esta
representacion con la ayuda del software Geogebra, en cuyo caso se debe introducir en la
barra de entrada los elementos del conjunto bajo la forma de puntos en el plano, esto es

(1/2 ,0); (2/3 ,0); (4/5 , 0); (3/2 ,0). Elresultado se observa en la Figura 40.
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e
—
M

213 4/5 32

06 07 0.8 0.9 1 1.1 12 13 14 1.5

Q.
o

Figura 40: Representacion sobre la recta de los elementos del conjunto B conformado por nuimeros racionales.

. V4 .

Operaciones fundamentales con nimeros racionales. Se
explica mediante ejercicios practicos las operaciones de suma, resta, multiplicacion, division
y se anade la operacion de potenciacion con nimeros racionales. La diferencia con respecto
a los conjuntos numéricos estudiados en las secciones previas, es que en esta ocasion nos
involucramos con todas las operaciones, puesto que el resultado que genere cualquiera de
ellas se encuentra enmarcado dentro del conjunto de los nimeros racionales, aspecto que no
sucede a veces cuando se trabaja con numeros naturales y nimeros enteros.

Suma de nimeros racionales. La suma de nimeros racionales puede ser
resuelta atendiendo en primer lugar a la estructura que presenta cada sumando, esto es, si se
trata de nimeros con idénticos denominadores o con diferentes denominadores. En cualquier
caso también es aplicable el principio del minimo comun multiplo de los denominadores o
en ultima instancia, usar la tecnologia y resolver la operacion con la ayuda de una
calculadora, mediante una hoja de calculo o con software especializado en matematica.

Ejemplo
Efectuar: - + >
8 8

Respuesta

Como los denominadores de las fracciones son iguales, se escribe el mismo
denominador y se suman los numeradores:

7+3_ 10
8 8 T8 4

T ., 10 . . . 5
Se simplifico la fraccion < yaque 10 tiene mitad y 8 también resultando L > estoes

conveniente hacerlo, sobre todo cuando se comprueban los resultados con calculadoras, ya
que estos aparatos siempre reducen las fracciones a su minima expresion antes de emitir la
respuesta.

+

™| w
1 Ul

™ol 3

Ejemplo
Efectuar: % - % + %
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Respuesta

De nuevo los denominadores de las fracciones son iguales, se escribe el mismo

denominador y se suman algebraicamente los numeradores

1 3 5 1-3+5 3

expresion.

4 44 4 4
En este caso no es necesario simplificar, ya que la fraccion esta reducida a su minima
1 3 N 5 3
4 4 4 4

Ejemplo

Efectuar: 5 +§

Respuesta

Se trata de la suma de un entero mas una fraccion. Ante esta situacion se debe

convertir el entero a fraccion con denominador 1.

+

=] o
wl N

5+2—
3=

Se calcula el minimo comtin multiplo de los denominadores, mem(1,3) = 3.

Ese es el numero que va a actuar como denominador en el resultado final.
Se divide

3 +1=3

Y ese resultado se multiplica por 5
(3)(5) =15

Se divide
3+-3=1

Y ese resultado se multiplica por 2
(D@ =2

La operacion completa es asi
5 N 2 15+2 17

Ejemplo

4 10 3

7
Resolver: — +
15 21 11 13
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Los denominadores de las fracciones son diferentes. Una de las maneras de
solucionar esta suma es mediante el calculo del mem de los divisores:

1573 213 1111 13|13
55 77 1 1
1 1

15 = 3x5 21 = 3x7 11=11 13 =13

mem(15,21,11,13) = 3x5x7x11x13 = 15015

15015 + 15 = 1001

1001x7 = 7007
15015 + 21 =715

715x4 = 2860
15015 + 11 = 1365

1365x10 = 13650
15015 + 13 = 1155

1155x3 = 3465

7 N 4 N 10 3 7007 + 2860 + 13650 — 3465 20052 6684
15 21 11 13 15015 "~ 15015 5005

7+4+1o 3 6684
15 21 11 13 5005

Ejemplo

Resolver: 1 z +5 5
3 6

Los niimeros racionales que tienen esa estructura se denominan niimeros mixtos,
Todo niimero mixto tiene una parte entera y una parte fraccionaria. Existen dos maneras de
resolver la suma planteada.
Opcion 1: Se suman las partes enteras y las partes fraccionarias por separado
Parte entera: 1 +5 = 6
445 9 3

. . 2 5
Parte fraccionaria: - +-=—=-=-=
3 6 6 6 2

Como la fraccion resultante es impropia, es decir la expresion decimal es mayor que
la unidad, se convierte a nimero mixto al dividir por la forma tradicional. El cociente es el
numero entero y la parte mixta es el residuo entre el divisor.

2

1 1
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N =

3—1
5=

Ahora se resuelve la nueva operacion con el entero mas el mixto

6+1 L
2
Parte entera: 6 +1 =7
Parte fraccionaria: %
Por lo tanto
1 2 +5 > =7 1
3 76 2

Opciodn 2: Se realiza la conversion de los nimeros mixtos a fracciones impropias
12-O@+2 _3+2 5

3~ 3 3 3
5 5 _(5)(6)+5 _ 30+5 _ 35
6 6 6 6

) 5 35
Se suman las fracciones 3 + "

Se requiere el mem(3,6)

303 62
1 33
1
3=3 6 = 2x3
mcm(3,6) = 6
5+35_10+35_45
36 6 6

Se convierte la fraccion impropia a nimero mixto

3 7
4-—5=7§=7_
6 6
Ejemplo
Resolver: =+ 12 —43 42212
15 7 11 19

Se convierten los nimeros mixtos a fraccion impropia:
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3
7 7 7
6

2 11 11 11
Se convierten los enteros a fraccion:
12

12=—
1

La suma algebraica queda ahora de la siguiente manera:
14 12 31 28 17

5177 11
Se requiere el minimo comun multiplo de los nimeros 15, 7, 11, 19. De los cuatro

numeros el inico compuesto es 15 = 3x5. Los demas nimeros son primos. Por lo tanto
mem(15,7,11,19) = 15x7x11x19 = 21 945

14 12 31 28 17 20482+ 263340 —97185 + 55860 — 19635

BT 1T 7T 19 21945

222862

21945
Si queremos expresar el resultado de la operacion como niimero mixto:

22286221945

341210

222862 3412

21945 1 21945

14 12 31 28 17 222862

B 1T 7 11 19 21948

Producto de numeros racionales. Para  multiplicar  nimeros

racionales expresados mediante fracciones, se multiplican los numeradores, incluidos los
signos negativos y positivos y los denominadores. La fraccion resultante se expresa reducida
a su minima expresion, motivo por el cual es conveniente descomponer en factores primos a
cada factor involucrado en el producto y luego simplificar.

Ejemplo

3 /10
Resolver: = (—)
5\13

3,10\ 3(10) 3(2)(5) 6
E(ﬁ) ~5(13) 5(13) 13

Se tomo en consideracion la descomposicion del unico nimero compuesto presente
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10 2
55
1
10 = 2x5
Luego se simplifico el nimero 5, ya que aparece una sola vez en el numerador y en

el denominador.
3 (10) _ 6
5\13/ 13

Ejemplo

Resolver: (—6) (g)

12 6\ /12 (-6)(12) -72 72

(=6) (ﬁ) - <_ I) (ﬁ) T man 1717
Cuando se multiplica un entero por una fraccion se expresa el entero como una
fraccion con denominador 1. EIl signo negativo de la fraccién resultante puede ser
colocado en numerador o a la altura de la raya de fraccion, inclusive en el denominador.
Lo mas comun es la segunda opcion. Por otra parte, el denominador es un nimero primo
y el numerador no lo contiene dentro de sus factores primos, de tal manera que la fraccion

estd reducida a su minima expresion.

Sin embargo, se tiene la alternativa de expresar la respuesta como un niimero
mixto ya que la fraccion resultante es impropia, es decir el numerador es mayor que el

denominador.
72 |17
4 4
72 4
17~ 17
( )(12) _ 72
17) 17
Ejemplo

Resolver: (g) (25—3) (— %)

Los paréntesis sin alglin signo entre ellos indican de manera implicita un producto;
por lo tanto la solucion de esta operacion consiste en multiplicar los tres numeradores y los
tres denominadores.
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(25) ( 5 )( 11) _(25)()(-11)  —1375 1375
31/\23 12/ (31)(23)(12) 8556 8556

La fraccion resultado es una fraccion propia, puesto que el numerador es menor que
el denominador, de tal forma que no es posible hacer la conversion a nimero mixto.

(25)(5)( 11)_ 1375
31/\23 12/ 8556

Ejemplo

12 2 7
Resolver: —x=x -
57378

El producto esta planteado con fracciones que estan multiplicadas usando el simbolo
tradicional: la equis. Se observa ademas que hay un nimero compuesto en el numerador y
otro numero compuesto en el denominador. Lo recomendable es descomponer esos nameros
y simplificar.

12 2 7_2%&ﬂx7_7
5 *3%87 T5x3x23 &

Se produjeron simplificaciones importantes. 22x2 =23 en el numerador se
simplifico con 23 del denominador; también se simplificaron los 3 presentes en el numerador
y el denominador.

La fraccidn resultante es impropia, si el lector lo desea puede expresar el resultado

COmo un numero mixto.
7 5

21
7_ 2
5 5

122 7 7

5387 5

Ejemplo

765 346 129
Resolver: — x——x —
11247 32787 385
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También es posible efectuar el producto en el numerador y en el denominador y luego
descomponer tanto el numerador como el denominador de la fraccion resultado. Esto aplica

sobre todo en casos como el planteado, donde hay diferentes niimeros compuestos
involucrados en la operacion.

765 346 129 34145010
1124 °3278%385 ~ 1418521720

3414501 3 141852172 2
1138167 3 70926086 2
379389 3 35463043 7
126463 17 5066149 11
7439 43 460559 11
173 173 41869 149
1 281 281

3414501 = 33x17x43x173 8 = 22x7x11%x149x281
En este caso no existen factores primos comunes, por lo tanto no se puede simplificar.

765 346 129 3414501
1124732787385 ~ 141852172

Division de numeros racionales. Esta operacion involucra la

multiplicacion del numerador de la primera fraccion con el denominador de la segunda

fraccion y la division de ese resultado entre el denominador de la primera fraccion por el
numerador de la segunda fraccion.

ad

bc

Q| o

SR
Qlalsa

Ejemplo

Efectuar: 15—2 + =

12 3 (127 @®HB)N(7) 28

57 (G)B G)B 5
Observe que se planted el producto y luego se descompuso el nico nimero

compuesto en sus factores primos: 12 = (4)(3), posteriormente se simplificoé el 3 en
numerador y el 3 en el denominador.
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12 3 28

5 7 5
Ejemplo
Resolver: 124 +%

Respuesta

Para dividir un entero entre una fraccioén se multiplica el entero por denominador de
la fraccién, para conformar el numerador de la fraccion resultado, el numerador de la
fraccion se convierte en denominador en la fraccion resultado.

1oq 3 (120(4) _ 496

4 (3 3
3 496
124+ = -
Ejemplo
Resolver: (é) = (— 113)
Respuesta
7\ 9\  (M@a3 91
(E) - (‘ E) T (12)(-9) 108
7 9 91
: (E) N (_E) = " 1os
Ejemplo
Resolver: (— g) - (g)
Respuesta

(1)@ - com ™% 5

2+Q--3
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. Coloque el > o < entre los pares de nimeros racionales segiin corresponda, justifique su

respuesta.
1 2
a - —
3%
b. = —
8 10
5 7
c. —— —=
‘1}2 23
d —= =
9 5
20 30
e. = ——
17 29

. Represente en una recta cada conjunto, recuerde verificar si los elementos estan

ordenados y seleccionar la escala adecuada.

10 4 5 7 3
2 A={3 =530

3
11 8 3 2 12
b p={-2,-2-222
2’ 3" 2’5’7
__ (81 21 40 103 90
c. C= H)?I__l__l_
3 4 2
1 17 31 25 42
d- D={__)__I__I__I__}
2 12 28 19 31
Efectuar las op€raciones SlgUICnteS:
2 8 11
5 5 11 5
b. 46+?

12 11 15

C _— J—

17 13 ;
13, 15 , 31 , 51
e i S

4 16 30 48
Efectuar las operaciones siguientes:

&
/N
GIN
N

|
W
N—

p B.1

’ 3

c. (2-8)(2+6
(5-8)(5+9)

o (rE08) (02

Convertir las siguientes fracciones impropias a nimeros mixtos:

I
S
2. =
34
3. 2
9
4 22
5
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Razén Y proporcién. Cuando se comparan dos cantidades es posible

hacerlo mediante una operacioén de diferencia, con lo que se logra una cifra numérica que
indica cuanto excede una cantidad a la otra. También se puede estar interesado en verificar
cuantas veces una cantidad ocupa a la otra cantidad, es decir cudntas veces estd contenida
una cantidad en la otra, proceso que se logra a través de la division. En todo caso, la
comprension de la idea de razon y de proporcion es el punto de partida para entender la forma
como se encuentran relacionadas muchas magnitudes presentes en nuestras actividades
diarias.

Razon aritmética. Se entiende por razon aritmética a la diferencia entre dos

cantidades, por ejemplo la razén entre una cantidad a y otra cantidad b es a — b. Al primer
término se le conoce como antecedente y al segundo término como consecuente. Si tanto al
antecedente como al consecuente se le suma o resta un namero, la razén aritmética no se

altera.
Ejemplo
Calcular la razén aritmética entre los nimeros 4 y 3.
Respuesta
4—-3=1
Se lee: la razén aritmética de 4 a 3 es igual a 1.
Si se suma 5 al antecedente y al consecuente se tiene
445 —-B+5=9-8=1
Ejemplo
En un aula hay 12 nifios y 8 nifas, indicar la razon aritmética de niflos a nifias.
Respuesta
La razén aritmética de nifios a nifias es 12 — 8 = 4.

Se lee: la razon aritmética de 12 a 8 es igual a 4. También: La razon aritmética de
nifios a nifas es 4. En el aula los nifios exceden a las nifias en una cantidad de 4,

Razdn geométrica. Se entiende por razén geométrica al cociente entre dos

. . , . . a . ,
cantidades, por ejemplo la razon entre una cantidad a y una cantidad b es > Si en una razon

geométrica se multiplica el numerador y el denominador por el mismo niimero, la razén no
se altera.

5(9) 5

709) 7
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Ejemplo

En un aula hay 12 nifios y 8 nifas ;cudl es la razon geométrica de nifios a nifias
en el aula?

La razén geométrica de nifios a nifias en el aula es:
12 3

8 2
Por lo tanto la razon geométrica de nifios a nifias en el aula es 3 a 2, la cual se puede

escribir también asi: 3: 2. Por cada 3 nifios en el aula hay 2 nifas.
Ejemplo
En una biblioteca hay 10 libros de matematica y 6 libros de computacion, calcule (a)

razon de libros de matematica a libros de computacion, (b) razoén de libros de computacion
a libros de matematica.

Respuesta

(a) Libros de matematica a libros de computacion
10
6

., o . 5
Fraccion que simplificada es equivalente a 3

La razén de libros de matematica a libros de computacioén es 5 a 3
(b) Libros de computacion a libros de matematica
6
10 5
Fraccion que simplificada es equivalente a S
La razén de libros de computacion a libros de matematica es 3 a 5.

Pr opor €/ion. Una proporcion es una igualdad entre razones geométricas. De

manera general se expresa como:
a Cc

b d

Observe que se trata de dos razones geométricas, razon por la cual igualdades como
las indicadas reciben también el nombre de proporciones geométricas.

Los valores a y d se conocen como extremos de la proporcion y los valores b y ¢ como
medios de la proporcion.

Si se multiplica ambos lados de una proporcién por el mismo numero, la proporcion
no se altera, de igual modo si se resta o suma el mismo nimero en ambos lados, la proporcioén
no se altera.

La multiplicacion de los extremos es igual a la multiplicacién de los medios

a.d =b.c
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Ejemplo

Calcule el valor de x en la siguiente proporcion:

x 13
6 28
Respuesta

13 39
()5

_3

14

Ejemplo

Si una persona camina 5 km en 30 minutos ;cudntos kildmetros camina en 70
minutos?

Respuesta
x 70
W2 as
r=(3)®=7

.35 .
La persona camina 5 Km en 70 minutos.

1. En el aula hay 24 alumnas y 12 alumnos ;cudl es la razén aritmética de alumnos a
alumnas? ;cudl es la razon geométrica de alumnos a alumnas?

2. En la mafana la temperatura es de 24°C y al mediodia es de 36°C ;Cual es la razén
aritmética de la temperatura del mediodia respecto a la temperatura de la mafiana?

3. Un equipo de béisbol gano6 20 juegos y perdid 15 ;Cudl es la razén geométrica de juegos
ganados a juegos perdidos?

4. Enun semestre un alumno aprobo 5 materias pero reprobd 2 ;cual es la razén geométrica
de materias aprobadas a materias reprobadas?

5. Durante una hora, en cierta via circulan 120 autos y 74 motos, indique la razén geométrica
de motos a autos que circulan por la via.

6. Ellargo de un rectangulo es 5x y el ancho es 3x ;cual es la razon geométrica del ancho
del rectangulo a su perimetro?
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7. Normalmente la razon de asistencia a clase de alumnas a alumnos es 7:4 si un dia de clase
asisten 6 alumnos ;Cuantas alumnas asistieron ese dia?

8. Larazon de votos validos a votos nulos en una eleccion normalmente es 9: 1, si el nimero
de votos validos en esa eleccion fue de 4 543 162 ;cuantos votos nulos hubo?

Ndmeros irracionales

A pesar de que con el conjunto de los nimeros racionales, la recta numérica se vuelve
densa, de tal forma que infinitos numeros racionales ocupan el espacio entre dos racionales
cualquiera independientemente si estin muy cerca o muy lejos; aiin en ese conjunto numeérico
existen “huecos” sobre la recta que no pueden ser llenados por niimeros racionales. Los
numeros que completan esos espacios vacios son los nimeros irracionales.

Presentaciéon intuitiva. Los numeros irracionales son aquel conjunto

numérico que no se puede expresar como el cociente entre dos numeros enteros. Al contrario
de los numeros racionales que son numeros decimales periddicos, estos son decimales
infinitos, es decir nimeros que no conforman una secuencia especifica luego de la coma
(punto) que separa al entero de la parte decimal.

Intuitivamente se relaciona a los nimeros irracionales con las raices, aspecto que no
esta del todo alejado de la realidad puesto que muchas raices cuadradas y de otro indice
forman parte de este conjunto numérico. En general toda raiz que no sea un niimero natural
€s un numero irracional.

Estos nimeros surgen de la geometria y los mas comunes son:

V2, m,e,¢
El nimero V2 es la hipotenusa de un cuadrado de lado 1.
V2 = 1.414213562373095 ...
El nimero 7 es la relacion del perimetro de una circunferencia con su diametro.
m = 3.141592653589793 ...
El nimero e es el nimero de Euler, base de los logaritmos naturales.
e = 2.718281828459045 ...

El ¢ es el nimero de oro, cuya expresion matematica es ¢ =

¢ = 1.618033988749895 ...
Muchas raices son nimeros irracionales: V3, V5, V19, V47, V99, V123.

V5+1
2

Notacién para los nimeros irracionales. Para la notacién del

conjunto de los nimeros irracionales, generalmente se utiliza la letra I, sin embargo hay que
tener presente que existe otro conjunto numérico que también suele utilizar esta letra, se trata
del conjunto de los nimeros imaginarios.

I'={x/x &Q}
Orden en los nimeros irracionales. Esimposible representar toda la

parte decimal que conforma un nimero irracional, por lo tanto lo que se observa
generalmente en los escritos bien sea en papel o pantallas de dispositivos electronicos, son
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expresiones redondeadas a cierta cantidad de decimales. Esto facilita la labor de hacer
comparaciones con numeros irracionales, sobre todo cuando se trabaja de forma manual.

Para este conjunto numérico también se debe tener en cuenta que si a > b entonces
a esta ubicado sobre la recta a la derecha de b, de igual manera si a < b, a esta a la izquierda
de b sobre la recta. El mismo efecto aplica a la hora de ordenar los elementos en una serie.

A la hora de comparar raices positivas de igual indice es mayor aquella cuya parte
subradical o radicando sea mayor. Los elementos que conforman a una raiz se indican en la
Figura

Donde n es el indice de la raiz. Si n = 2 se lee raiz cuadrada de x..., sin = 3 se lee

raiz cubica de x y asi sucesivamente; V  es el radical; x es la es radicando o parte subradical;
a es la raiz.
Cuando n = 2 no se coloca el 2 de tal forma que:

se lee raiz cuadrada de x.
Ejemplo

Comparar los numeros e y ¢

Ya se han indicado los valores decimales tanto de la base de los logaritmos naturales
como de larazén aurea. En esta ocasion se redondeara cada nimero a dos cifras significativas
solamente con la idea de no tener que trabajar con tantas cifras solamente para hacer una
comparacion.

e=2.72
¢ = 1.62, por lo tanto:
e> g

Ejemplo

Comparar los nameros v2 y V7

Son raices cuyo indice es 2. Al comparar los radicandos se observa que 2 < 7, en
consecuencia:
V2 <7
Ejemplo

J 3 5
Comparar los nimeros 37 con /4
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Respuesta

Con algun dispositivo de calculo es facil determinar el valor decimal de cada raiz y
hacer la comparacion. Sin embargo se explica como hacerlo de forma manual.

Se trata de raices con indices diferentes. En este caso se busca el minimo comun
indice, es decir mem(3,5); como ambos numeros son primos, mcm(3,5) = 15.

15+3 =5 - 5esel exponente de 7

15+5=3 > 3 esel exponente de 4

Los numeros a comparar ahora son: 7E y 43

Como 75 = 16807 y 43 = 64 - 'V75 > V43

V7> 4

Represe ntacién en la recta. Una vez que se han tenido en cuenta las
relaciones de orden entre los elementos de un conjunto cuyos elementos son numeros
irracionales hay que considerar que con papel y lapiz la representacion de estos nlimeros
nunca va a ser precisa. Sin embargo ante el uso de esos recursos existe la opcion de
incorporar objetos como regla y compds los cuales permiten ubicar a ciertas raices de manera
exacta sobre la recta.

En la figura 41, elaborada con Geogebra, se observa que se ha trazado un rectangulo

de lado 1, tomando como eje de rotacion el nimero 0 y como radio la hipotenusa de ese
rectangulo se ha trazado una semicircunferencia que toca a la recta inferior en el punto A, el

cual corresponde a v/2 . Por el punto A se ha trazado una recta perpendicular al eje y que
toca a la recta coloreada en azul, para conformar un nuevo tridngulo rectangulo cuyos catetos

son: V2y 1, la hipotenusa de ese triangulo es /(\/5)2 + (1)2 =+/3, al trazar una

semicircunferencia con centro en el origen y radio la hipotenusa de ese tridngulo se toca a la
recta o eje de coordenadas en el punto B el cual es la ubicacion exacta de V3. Siguiendo ese
mismo esquema se logro representar a 2 (punto C) y a V5 (Punto D).

1

02 04 06 08 1 1.2 1

J_A B C D
s 1 .
I

Figura 41: Ubicacion exacta sobre la recta de los puntos A, B, C y D que corresponden a la raiz cuadrada de 2, la raiz
cuadrada de 3, raiz cuadrada de y raiz cuadrada de 5 respectivamente.
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Operaciones con nimeros irracionales. Los ejemplos y ejercicios

siguientes en su mayoria estan planteados sobre la base de raices. Para su solucion hay que
tener en cuenta las reglas de la potenciacion tales como:

n

m —

vam™ = am
n p n.p

am.qt = qgm't
Suma de numeros irracionales. Para sumar dos o méas niimeros

irracionales se toma en consideracion si una raiz con igual radicando e igual indice aparece
repetida, el resultado es esa raiz multiplicada por la suma o resta de los coeficientes. De igual
manera hay que tomar en cuenta la propiedad que indica que si sumamos o restamos un
numero irracional a un entero, el resultado es un nimero irracional.

Ejemplo
Resolver V2 + 32

Respuesta

Los dos términos de la suma contienen a la raiz cuadrada de 2. La suma consiste en
sumar los coeficientes y expresar el resultado multiplicado por la raiz cuadrada.

V2+3V2=(1+3)V2
42
V24 3V2 =42

Ejemplo
Resolver: V5 —4v2 — 7+/5 + 5v2 + 3V5
Respuesta

En este caso hay términos que contiene a v2y V5. Se agrupan los términos
semejantes. Se suman o restan los coeficientes que acompafian a cada tipo de raiz. El
resultado va a contener ambas raices.

V5 — 4v2 — 7V5 + 5v2 + 3V5 = —4v2 4+ 5v2 + V5 — 7V/5 + 3V/5
(—4+5)V2+ (1 —-7+3)V5
V2 -3V5
V5 — 42 = 7V5 4+ 5V2 + 3V5 =2 - 3V5

Ejemplo
Resolver: 3w + 57 — 27
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Respuesta

Se trata de una suma algebraica de la constante irracional Pi. Como los tres términos
son semejante, se suman o restan los coeficientes. El resultado contiene la constante pi.

3r+5mn—2n=(3+4+5—-2)nt =67
3m + 5m —2n = 6m

Ejemplo

Resolver: 4v/7 — 317 — 87

Respuesta

Los tres términos contienen v/7 por lo tanto para sumarlos se agrupan los coeficientes.
El resultado contiene v/7
4T =37 —8V7 = (4 -3 - 8)V7
47 — 3T — 87 = =77

Ejemplo
Resolver: V3 + /5
Respuesta

La suma no contiene términos comunes, por lo tanto queda tal como esta planteada.

V3+V5 =345

Producto de numeros irracionales. El conjunto de los numeros

irracionales no es cerrado respecto a la multiplicacion, por ejemplo V2 y v/8 son ambos
numeros irracionales, sin embargo la multiplicacion de ambos no es irracional. Se hace uso

de la propiedad vavh = Vab. También de las propiedades de la potenciacion
Ejemplo

Resolver: V3v2

Respuesta

Es un producto de raices cuadradas con radicandos diferentes. Una manera de

resolver el producto es:
V3v2 =/(3)(2) = V6

También es posible hacer la conversion de las raices en potencias fraccionarias y
aplicar las reglas de la potenciacion.
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V3VZ = (3)2(2)% = (3.2) = (6) = V6
V3V2 =6

Ejemplo

Resolver: V5317

Los indices y los radicandos son diferentes. Se busca el minimo comun multiplo de
los indices, conocido como minimo comun indice (mci). Se divide ese mci entre el indice de
cada raiz y se elevan los radicando a esa potencia. Se conforma una sola raiz con indice igual
al mci.

mci(2,3) =6
Indicede V5=2->6+2=3
Indicede V7 =3 -56+3=2
V57 = ¥/ (5)3(7)? = {/(125)(49) = V6125
V57 = V6125

Ejemplo

Resolver: '3/ x5y71/4x2y3+/3x

Los radicandos de cada raiz son diferentes y también lo son los indices de las raices.
Se calcula el mci entre los nimeros 12, 7 y 2. Se divide ese mci entre cada indice. Se elevada
cada radicando a el cociente de esa division. Se conforma una sola raiz con indice igual al
mci.
mci(2,7,12) = 84
Indice de '3/x5y7 =12 > 84 +12 =7
Indice de 1/4x2y3 =7 -84 +7 =12
Indice de V3x =2 - 84 + 2 =42
12/x5y77/4x2y31/3x - Bd(/(x5y7)7(4x2y3)12(3x)42
— 8V(x35y49)(412x24y36)(342x42)
— 8‘;/342412,6101},85
Como las potencias tanto de la x como de la y son mayores que el indice de la raiz,
se dividen entre 84 para simplificar. El cociente es la potencia que sale de la raiz, el resto es
la potencia del radicando.

101 - 84 = 1resto 17
85+84 =1restol
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"\[392412x101y85 = xy"\[342412517y
Ejemplo
Resolver: (V/3)(V3%)

Respuesta

Los indices son diferentes, para multiplicar se convierte cada raiz en potencias
fraccionarias.

Ejemplo
Resolver: /5v7

Respuesta

Tanto los radicandos como los indices de las raices son diferentes. Se calcula el
minimo comun multiplo de los indices (mci). Se divide el mci entre el indice de cada raiz.
Se conforma una sola raiz de indice igual al mci y con potencias del radicando elevadas a los
resultados de las divisiones del mci entre las potencias de las raices.

mci(2,3) = 6
Indicede Y5=3->6+3=2
Indicede V7 =2—-56+2=3
V5v7 = /5273 = {/8575
V5V7 = V8575

Ejemplo

Resolver: \/7(3\/7 + 5\/7)
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Respuesta

Se aplica la propiedad distributiva, aunque también se puede efectuar la suma dentro
del paréntesis, ya que se trata de términos comunes.

V2(3v2 + 5v2) = (v2)(3v2) + (V2)(5v2)
=3/(2)(2) +5/(2)(2) =3(2) +5(2) =6 +10 =16
V2(3V2 4+ 5v2) = 16

Ejemplo
Resolver: V3 (\/§ +4/7 )

Respuesta

Se aplica la propiedad distributiva, el resultado es una suma ya que los radicandos

son diferentes.
V3(V5 ++7) = (V3)(VB) + (V3)(V7) = V15 + V21
V3(V5 +v7) =V15 + V21

Division de numeros irracionales. Parala division de raices con igual

radicando, se expresa cada raiz como potencia fraccionaria y se aplican las propiedades de la
potenciacion. Cuando los radicandos son diferentes es poca la simplificacion que se puede
efectuar con éstos.

Ejemplo
V5
Efectuar: =

Respuesta

Como los radicandos en el numerador y en el denominador son iguales, se expresan
las raices como potencias fraccionarias y se aplica la regla de la division de potencias de igual
base.

1
V5 =52
1
V5 =53
NG 52 111
3—:—1:523:56
V5 o3
1
56 = /5
NG
—=15
{5
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Ejemplo

Efectuar: "G

Respuesta

El radicando 6 es un numero compuesto cuyos factores primos son 2 y 3, por lo tanto
la raiz del numerador puede descomponerse y producir una simplificacion con la raiz del
denominador. El coeficiente 8 se puede descomponer como 4.2 para simplificar con el
coeficiente del denominador.

8vV6 = 8vV2.3 = 4.2v/2V3

j—g =2V3
Ejemplo
Efectuar: Y2
Respuesta

Los radicandos en el numerador y en el denominador son nimeros compuestos, su
expresion en factores primos contiene al nimero 2 como factor comun. Al simplificar, las
raices generan numeros enteros en el numerador y en el denominador.

Vi8 v2.32 V2V32 3
V50 V2.52 2V5Z 5
Vig 3
50 S
Ejemplo
. -2V50
Efectuar: i
Respuesta

El radicando del numerador se descompone en factores primos y produce una
simplificacion con el denominador. Los signos negativos en el numerador y denominador
generan un valor positivo.
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—250 _ -2V2.57 _ -2V525 ) o

5 =5 =5
—2v50
=2v10
-5
Ejemplo
45337
Efectuar: T
Respuesta

El radicando del numerador esta expresado como potencia, el radicando del
denominador es un nimero compuesto que puede expresarse como el producto de factores
primos. Se producen simplificaciones importantes con los radicandos al expresarlos como

potencias fraccionarias. Con los coeficientes sucede igual.

4
45337 5933F O (35)

- () (%) -
ey
45\/3_ _ 35 323 1/?
915

Ejemplo
Efectuar: in
81

Respuesta

El ntimero irracional m aparece con la misma potencia en numerador y en el
denominador, en consecuencia se simplifica y el resultado es un nimero racional.

4-7'[_ 41T _1
8t 2.4m 2
4n_1
8t 2
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. Comparar los siguientes pares de nimeros irracionales colocando los simbolos < y >
seglin corresponda.

a. V5 V7
b. V2 V2
c. —¥V11 -3/5
d V14 =
e. e 7
E

. Efectuar:
a. V5 +4v5—6V5
b. V7 + V11 +4V7 + 2V11

c. V8+5vV2++/32
d. 5¢—4n+ 119 +2n

e. V2+4Y2+ 1232

. Efectuar:

. (1+v2)(1+3)

. V19338
(B

. (V5 +V11)(V5 - V11)
(=5¥7) V) (=5¥7)

o

o o

o

o

. Efectuar:

32
NA
(3v11)(-3 V1)
33121
(¥5)(Vz5)(¥50)
32
3 s . 63
(5 ¥r) = (-3¥?)
12¥10
(3v2)(2%5)

o

&
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Nimeros reales

Se finaliza el estudio de los conjuntos numéricos con este conjunto que actiia como
conjunto universal del resto de los conjuntos estudiados en este capitulo. Esto significa que
todos esos conjuntos mencionados estan incluidos dentro del conjunto de los numeros reales.

NcZc(Q@QcR

Inclusive, los nimeros irracionales son un subconjunto de los niumeros reales.

Presentacion Intuitiva. Desde un punto de vista intuitivo diremos que los

nameros reales son aquellos niumeros que el ser humano utiliza a diario sin mayores
pretensiones que la de expresar cantidades.

Se preguntara el lector acerca de la existencia de otros conjuntos numéricos
adicionales a este conjunto, la respuesta es si. El mas conocido es el conjunto de los nimeros
complejos, sin embargo este tema no es motivo de estudio en este libro.

Notacién para los nimeros reales. Los niimeros reales se representan
con la letra R y la manera mas adecuada simbolizarlos es mediante la expresion

R={x/xeENVx€EZVxEQVXEI}

La cual es tomada de la logica proposicional y resume lo indicado acerca de la
pertenencia de un elemento a alguno de los conjuntos numéricos estudiados previamente en
este capitulo y que lo hacen a la vez miembro del conjunto de los nimeros reales.

Orden en los nimeros reales. Para ubicar a cualquier par de numeros

reales sobre una recta, el mayor de estos debe estar a la derecha de la recta. De igual forma
para conformar series crecientes de nimeros reales, el menor se ubica hacia la izquierda de
tal manera que sea el primero en leerse y el mayor de todos se ubica hacia la derecha y es el
ultimo en leerse.

En la Figura 42 se expresan los lineamientos que definen el orden en los nimeros
reales. Todo real positivo estd ubicado a la derecha de cero, todo real negativo estd a la
izquierda de cero. Los niimeros reales positivos se simbolizacion como R*, los nameros
reales negativos como R™.

Figura 42: Orden en el conjunto de los numeros reales.
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Si se tienen los numeros reales a, b, ¢ y d, se cumplen las siguientes propiedades de
la relacion de orden:

Propiedad transitiva: a < b Ab <c = a < c. Siun numero es menor que otro y
ese otro a su vez es menor que un tercero entonces el primer nimero también es menor que
ese tercero.

Propiedad aditiva: a <b = a+d < b + d. Si al comparar dos numeros reales el
primero es menor que el segundo, entonces esta desigualdad se mantiene si se le suma el
mismo valor a ambos niimeros.

Propiedad multiplicativa: a <b Ac >0=>a.c<b.c Va<bAc<0=>a.c>
b.c. Si al comparar dos nimeros reales el primero es menor que el segundo, al multiplicar a
ambos numeros por otro numero real positivo, la desigualdad se mantiene. En cambio si se
multiplican los dos nimeros por un mismo niimero real negativo, entonces la desigualdad
cambia de sentido.

Represe ntacién en la recta. Con los numeros reales, la recta que se ha

estado considerando para representar los conjuntos numéricos, completa toda su longitud, se
hace continua a lo largo de todo su recorrido, de tal forma que cualquier punto sobre ella es
un numero real. Dicha recta también es llamada recta real, puesto que sobre ella se
representan los elementos de los conjuntos numéricos que conforman a los nimeros reales,
por lo tanto es correcto hacer referencia al término recta real desde el momento que se trabaja
con los nimeros naturales.

Operaciones con numeros reales. Evidentemente que todas las

operaciones estudiadas con los conjuntos numéricos previos son aplicables en este conjunto
y todas ellas son cerradas, es decir generan un resultado numérico que con toda seguridad se
encuentra dentro del conjunto de los nimeros reales.

Suma de nimeros reales.
Ejemplo

Efectuar: 2+§ +1.98 + (=3)2

Respuesta
Se calcula la fraccion generatriz del nimero decimal 1.98 y se desarrolla la potencia.
198
198 = —
100
(=3)2=9
441198+ (=3)2 =2 + 4, 198 g _ 1100+80+198 _ 1378 _ 689
5 S 100 100 100 50
2+§ +1.98 + (—3)2 iy

Ejemplo
Efectuar:4.32 + 8 + 2.693 + 3.2
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Respuesta

Ante la suma decimales y enteros se convierte cada uno de los sumandos a nimero
decimal con igual cantidad de cifras decimales, tomando como referencia el nimero con
mayor cantidad de decimales.

432+ 8+ 2.693 + 3.2 =4.320 + 8.000 + 2.693 + 3.200

= 18.213
432+ 8+ 2693+ 3.2 =18.213

Ejemplo
Efectuar: 5 + % - % —6.74

Respuesta

El resultado exacto de esta operacion se logra al convertir el nimero decimal 6.74
como una fraccion y expresar el resultado también como fraccion. Hay que tomar en
consideracion el hecho de que muchas fracciones generan decimales periddicos que al
redondearlos producen resultados con pérdida de precision, en consecuencia, es preferible
expresarlos como fraccion.

5+i_l_6_74: 5+i_l_ﬂ:5500+600—550—7414: _%: _@
11 2 11 2 100 1100 1100 275
5+ 6 1 6.74 = 166
11 2 ' 275

Producto de numeros reales.
Ejemplo
Efectuar: (1.0325)(—3.642)

Respuesta

De forma manual.

Se multiplica el Gltimo ntimero de la segunda cifra por cada uno de los numeros de la
primera cifra, comenzando por la derecha, luego el pentltimo y asi sucesivamente hasta
cubrir toda la cifra.

2x5 = 10 se escribe 0 y se lleva 1

2x2=4mas lesiguala5

2x3 =06
2x0=0
2x1 =2

20650
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4x5 = 20 se escribe 0 y se lleva 2
4x2 = 8 mas 2 esigual a 10, se escribe 0 y se lleva 1
4x3 = 12mas 1 esigual a 13,se escribe 3y se lleva 1
4x0 =0mas lesigualal
4x1 =4

41300
6x5 = 30 se escribe 0 y se lleva 3
6x2 = 12 mas 3 es igual a 15, se escribe 5 y se lleva 1
6x3 = 18 mas 1 es igual a 19, se escribe 9 y se lleva 1
6x0 = 0mas lesigualal
6x1 =6

61950
3x5 = 15 se escribe 5 y se lleva 1
3x2=6mas lesiguala7

3x3=9
3x0=0
3x1 =73
30975
Se suman las cifras obtenidas de la siguiente forma:
20650
41300
61950
30975
37603650

1.0325 tiene cuatro decimales y 3.642 tiene tres decimales, se cuenta 7 comenzando
por el nimero mas a la derecha del resultado del producto, en consecuencia el punto decimal
se ubicaentre 3y 7.

3.7603650
Ahora solo falta el signo, mas por menos es igual a menos
(1.0325)(—3.642) = —3.7603650

Con alglin dispositivo de computo.

Es muy facil efectuar productos de este tipo tanto con la calculadora cientifica como
con software, de tal forma que solo basta escribir las cifras y solicitar que se multiplique para
obtener el resultado.

Ejemplo

Efectuar: (21.433)(2.24) y exprese el resultado con dos cifras decimales.

De forma manual.
Se realiza la multiplicacion bajo el principio del ejemplo anterior; en este caso se
haré de forma resumida:

176



21433
224
85732
42866
42866
4800992

El primer factor tiene tres decimales y el segundo tiene dos decimales, el total es 5.
Para ubicar el punto decimal se cuentan 5 lugares comenzando por el Gltimo niumero que es
2.

El resultado es:

48.0092

Como se quiere el resultado con dos cifras decimales, hay que sumarle 1 a el segundo
cero después del punto decimal, ya que el numero que le sigue es 9. Siempre que el nimero
siguiente al que se va a redondear sea mayor o igual que 5 hay que sumarle 1, en caso
contrario el nimero a redondear permanece igual.

El resultado redondeado es:

48.01

Con la calculadora.

En la mayoria de los modelos de la marca Casio, existe una tecla “MODO” o Mode -
Setup, donde se puede configurar la calculadora para que redondear desde 0 a 9 decimales.
Una vez presionada la tecla modo, buscar el nimero que corresponde a la opcion FIX y luego
presionar la tecla correspondiente al nimero de digitos que se quiere redondear. En la Figura
43 se observa la pantalla para configuracion (Setup) de una calculadora Casio. Presione la

tecla 2 para que la calculadora muestre numeros decimales en vez de fracciones.
cASsIO yenvrine e aron fe-8258

NATURAL DISPLAY

(E103 M STORGL STATCMPLKMATICT BEIE) FICSGI Meth Wi Disp
LiFMChID ZiliteI0
S Dea = |
gigra g

IFix
SiHarm

Figura 43: Pantalla para la configuracion de la calculadora Casio Fx-82ES. Para redondear a 0-9 cifras se presiona el
numero 6.

En la Figura 44 se observa que la calculadora ofrece opciones para redondear entre 0
cifras decimales y 9 cifras decimales. Para el caso del ejemplo, presionar la tecla 2.

cAasio satsmine cucuston fx-8ZES
NATURAL DIsPLayY

(I M STORCL STATCMPLENATVGT [IEIET FRSGI Math WA Disp

Fix &~S7

Figura 44: El usuario puede pulsar cualquier tecla del 0 al 9 en funcion de la cantidad de digitos decimales que desea
redondear.
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Lograda la configuracion de la calculadora, se introducen las cantidades a multiplicar,
la calculadora redondea el resultado a dos decimales, tal como se muestra en la Figura 45.
CASID e cuanacs: fy-57ES
DATURAL DISPLAV

(EAM ETERCL STATCUPXIATUET BEICIFILSH Nak WA Disp

21.433%2, 24

43.61

Figura 45: Una vez determinados los digitos a redondear, el usuario simplemente escribe las cantidades, el resultado se
emite redondeado.

Si el usuario desea trabajar en modo normal, presionar la tecla modo (setup) para que
la calculadora muestre la pantalla indicada en la Figura 44, luego presionar la tecla 8 (modo
normal) y luego el numero 1.

Division de numeros reales. Se plantean algunos ejemplos donde se

resuelven las divisiones por el método tradicional de a través del uso del lapiz y papel. Por
supuesto que luego de conocer los fundamentos de la division estd abierta la posibilidad para
probar con los recursos tecnologicos existentes, de los cuales nunca se debe abusar y utilizar
indiscriminadamente sin tener los fundamentos teoricos que permitan comprender la razéon
de la generacion de determinados resultados.

Ejemplo
Efectuar: 352.67 + 42
Respuesta

Se multiplica el dividendo y el divisor por 100 con el fin de convertir el nimero
decimal a entero.
35267 + 4200
Se comparan los cuatro primeros numeros del dividendo con el divisor:
Es (3526 = 4200): No
Se comparan los cinco primeros nimeros del dividendo con el divisor:
Es (35267 > 4200): Si
Como la respuesta es si, se divide 35267 entre 4200.
Se prueba con un nimero que al multiplicarlo por 4 (primer nimero del divisor) sea
menor o igual que 35. Se prueba con 8.
8x0 = 0, se compara con 7 y se registra la diferencia: 7
8x0 = 0, se compara con 6 y se registra la diferencia: 6
8x2 = 16, se compara con 22 y se registra la diferencia: 6
8x4 = 32, se compara con 33 ya que se ha descontado dos unidades para el 22,
en el paso anterior, se registra la diferencia: 1
Es (1667 < 4200): Si

Como la respuesta es si, el nimero 8 es la parte entera del cociente.
Se afiade un cero a 1667 y se divide entre 4200 para calcular el primer nimero
decimal.
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16670 + 4200
Se simplifican los ultimos ceros del numerador y el denominador.
1667 + 420
Se prueba con un numero natural que al multiplicarlo por 4 resulte menor que 16. El
mas cercano es 3.
3x0 = 0, se compara con 7 y se registra la diferencia: 7
3x2 = 6, se compara con 6 y se registra la diferencia:
3x4 = 12, se compara con 16 y se registra la diferencia: 4
Es (407 < 420):si

Como la respuesta es si, el nimero 3 es el primer decimal del cociente. Si la respuesta
hubiera sido no, se prueba con el numero 4.

Se afiade un cero al 407 y se divide entre 420 para calcular el segundo niimero
decimal.

4070 + 420
Se simplifican los ultimos ceros en ambas cifras
407 + 42

Se buscar un nimero que multiplicado por 4 resulte menor que 40. Se prueba con 9.
9x2 = 18, se compara con 27 y se registra la diferencia: 9
9x4 = 36, se compara con 38 ya que se ha descontado 2 unidades para el 27 en el

paso anterior, se registra la diferencia: 2

Es (29 < 42):Si
Como la respuesta es si, el nimero 9 es el segundo decimal.
Se afiade un cero al nimero 29 y se divide entre 42 para calcular el tercer nimero
decimal.
290 + 42

Se busca un nlimero que multiplicado por 4 resulte menor que 29. Se prueba con 7.
7x2 = 14, se compara con 20 y se registra la diferencia: 6
7x4 = 28, se compara con 27 ya que se ha descontado 2 unidades para el 20, la
diferencia es negativa, por lo tanto hay que probar con un nimero menor que 7.

6x2 = 12, se compara con 20 y se registra la diferencia: 8.
6x4 = 24, se compara con 27 y se registra la diferencia: 3.
Es (38 < 42):Si

Como la respuesta es si, el niimero 6 es el tercer decimal.
Se afiade un cero al nimero 38 y se divide entre 42 para calcular el cuarto nimero
decimal.
380 + 42
Se busca un numero que multiplicado por 4 resulte menor que 38. Se prueba con 9.
9x2 = 18, se compara con 20 y se registra la diferencia: 2
9x4 = 36, se compara con 36 ya que se ha descontado 2 unidades para el 20 en el
paso anterior, se registra la diferencia: 0.
Es (2 < 42):Si

Como la respuesta es si, el nimero 9 es el cuarto decimal.
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352.67 =~ 42 = 8.3969

Estos pasos se escriben de manera abreviada asi:

35267 #4200

16670 8.3969
4070
290
380
02

Ejemplo

Efectuar: 75473 + 21

Se comparan los dos primeros nimeros del dividendo con el divisor:
Es (75 = 21):Si
Como la respuesta es si, se divide 75 entre 21.
Se prueba con un niimero que al multiplicarlo por 2 sea menor o igual que 7. Se
prueba con 3.
3x1 = 3, se compara con 5 y se registra la diferencia:
3x2 = 6, se compara con 7 y se registra la diferencia:
Es (12 < 21):Si

Como la respuesta es afirmativa, el nimero 3 es parte entera del cociente.
Se aflade el nimero 4 a 12 para formar 124 y se divide entre 21.
124 + 21

Se prueba con un niimero que al multiplicarlo por 2 resulte menor que 12. EI mas
cercano es 5.

5x1 = 5, se compara con 14 y se registra la diferencia: 9.

5x2 = 10, se compara con 11 ya que se ha descontado una unidad para el 14 en el

paso anterior, se registra la diferencia: 1.
Es (19 < 21):Si

Como la respuesta es afirmativa, 3 es la segunda cifra del cociente.

Se afiade 7 al 19 para formar 197 y se divide entre 21 para calcular la tercera cifra del
cociente.

2.
1

197 = 21
Se busca un niimero que multiplicado por 2 resulte un nimero menor que 19. Se
prueba con 9.
9x1 = 9, se compara con 17 y se registra la diferencia: 8.
9x2 = 18, se compara con 18 y se registra la diferencia: 0.
Es (8 < 21):Si

Como la respuesta es afirmativa, 9 es la tercera cifra del cociente.
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Se afiade 3 al 8 para formar 83 y se divide entre 21 para calcular la cuarta cifra del
cociente.

83 + 21
Se busca un nimero que multiplicado por 2 sea menor que 8. Se prueba con 3.
3x1 = 3, se compara con 3 y se registra la diferencia: 0.
3x2 = 6, se compara con 8 y se registra la diferencia: 2.

Es (20 < 21):Si
Como la respuesta es afirmativa, 3 es la cuarta cifra del cociente.
Se afiade cero a 20 para forma 200 y se divide entre 21 para calcular la primera cifra
decimal.

200 + 21
Se busca un numero que multiplicado por 2 sea menor que 20. Se prueba con 9.
9x1 = 9, se compara con 10 y se registra la diferencia: 1.
9x2 = 18, se compara con 19 y se registra la diferencia: 1.

Es (11 < 21):Si
Como la respuesta es afirmativa, 9 es la primera cifra decimal.
75473 + 21 = 3593,9
Todos los pasos se resumen asi:
75473 21
124 3593.9
197
083
200
11

Propiedades de los nimeros reales. Se resumen los axiomas

indicados en las secciones previas. Los primeros cinco corresponden a las propiedades
denominadas de cuerpo y se indican de manera general tanto para la suma como para el
producto, las otras son propiedades de orden y la Gltima es una propiedad presente solamente
en los nameros reales, ellas son:
1. Propiedad conmutativa
a+b=b+a
a.b=b.a
2. Propiedad asociativa
a+Mb+c)=(a+b)+c
a.(b.c) =(a.b).c
3. Propiedad distributiva
a(b+c)=a.b+a.c
4. Existencia del elemento neutro

a+0=a
a.l=a
5. Existencia de elementos inversos
a+(—a)=0

o
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6. Ley de tricotomia
Va,beR—->(a=b)vV(a>b)V(a<bh)
7. Producto de nimeros reales de igual signo

Va,b € R, Sia>0Ab>0va<0Ab<O0-ab>0
8. Producto de niumeros reales de diferente signo

VYa,b € R, Sia>0Ab<0VvVa<0Ab>0-a.b<0
9. Densidad de los niimeros reales

Va,b e R, Ic ER/ a<cAc<b
Ejemplo
Calcular el inverso aditivo y el inverso multiplicativo de —57

Respuesta

Inverso aditivo =57, ya que =57 + 57 = 0

L1 _ 1y _
Inverso multiplicativo = > yaque (=57) ( 57) =1

Ejemplo

Aplicar la propiedad de densidad de los numeros reales e indicar al menos 3 nimeros
reales entre el par (0.024; 0.026).

Respuesta

Entre los nimeros reales dados hay infinitos numeros reales:
0.0241; 0.02465; 0.025.

1. Efectuar:

a. 4+§ +1.43 —0.85

b. (6 — 8) — (13.82 + 10.91)

13 6

e.—(5-10)-(3+2)

d. (=2)° + (—3)* - (-4)®
2. Efectuar:

3 4

a (1+2)(3-3)

b. (32 +4%)(5 - 7%)

c. (24.9765)(—12.764)
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d. (¥2)(V4?)(V-12)
3. Efectuar:

a.4—5+ 12
39

b. () + 4.58
c. (—2357) + (543)
d. 357.045 + 324.12
4. Calcular el inverso aditivo y el inverso multiplicativo
a. 485
b. -987

16

" 29

d. -
5. Indique 5 numeros reales entre los pares de numeros reales dados

a.2y3
b.-5y-2
c.0.06y0.08
d.-1.914 y -1.903
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Resumen

Se define un sistema de numeracion como el conjunto de leyes, palabras y signos que
tienen como fin la enunciacion y representacion de los numeros.

En los sistemas de numeracion posicionales el valor de un digito depende de la
posicion donde se encuentre.

El sistema de numeracion decimal estd constituido por nimeros cuya base el nimero
10, cada 10 unidades conforman una unidad de orden superior, cada tres érdenes de
unidad conforman una clase.

La Real Academia Espafiola recomienda que no debe utilizarse puntos ni comas para
separar los grupos de tres digitos en la parte entera de un numero, s6lo se admite el
uso de un pequeio espacio en blanco.

Un numero decimal esta conformado por un nimero entero y una parte no entera con
un valor entre cero y uno.

Se recomienda el uso del punto como separador de decimales.

Los nimeros binarios tienen como base al nimero dos.

En el sistema de numeracion octal, la base es el nimero ocho.

La base del sistema de numeracion hexadecimal es 16.

El sistema de numeracién romano utiliza caracteres alfabéticos para representar
cantidades, ninglin caracter debe estar repetido mas de tres veces.

Los conjuntos numéricos estan dotados de las operaciones binarias de adicion y
multiplicacion.

Intuitivamente se puede afirmar que los nimeros naturales son aquellos que se
utilizan para contar.

Los numeros naturales se dividen en nimeros primos y nimeros compuestos, los
primeros son aquellos que son divisibles solamente entre si y entre la unidad.

El teorema fundamental de la aritmética expresa que todo niimero natural mayor o
igual que uno puede ser expresado como el producto de nimeros primos.

Un divisor de un nimero natural es otro nimero natural que produce un residuo igual
a cero al efectuar la division entre otro nimero natural.

Un multiplo de un niimero natural es el resultado que se obtiene al multiplicar es
niimero por otro nimero natural.

Un niimero entero no contiene partes decimales, pero si puede contener signos
negativos o positivos.

El valor absoluto de un niimero es su valor sin tener en cuenta el signo, representa la
distancia desde ese nimero a cero.

La potenciacion es una forma abreviada de multiplica de forma repetida por un mismo
nimero denominado base.

Un namero racional es aquel que se puede expresar como el cociente entre dos
niimeros enteros.

La razon aritmética es la diferencia entre dos cantidades, la razéon geométrica es el
cociente entre dos cantidades.

Una proporcion es una igualdad entre dos razones geométricas.

Los numeros irracionales son aquel conjunto numérico conformado por nimeros que
no se pueden expresar como el cociente entre dos enteros.
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Los numeros reales son aquellos niimeros que el ser humano utiliza a diario sin
mayores pretensiones que la de expresar cantidades.

El inverso aditivo de un numero es el mismo niimero con el signo cambiado, el
inverso multiplicativo es igual a uno sobre el mismo numero.
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Términos Clave

Sistema de numeracion
Conjunto numérico
Sistema binario
Sistema octal

Sistema hexadecimal
Sistema decimal
Numeros romanos
Numeros naturales
Numeros primos
Numeros compuestos
Maximo comun divisor
Minimo comun multiplo
Numeros enteros
Numeros racionales
Razon

Proporcion

Numeros irracionales
Numeros reales
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Ejercicios de Autoevaluacién

. Escribir en lenguaje natural cada cifra
a. 45722
b. 0.090002
c. 854284.87
d. 60000032
e. 5.000026
. Dados los nimeros siguientes en el sistema decimal, realizar la conversion a: (a) sistema
binario, (b) Sistema octal, (c) sistema hexadecimal.
a. 45
b. 1283
c. 1025
d. 38999
e. 7992067
. Convertir a nimeros romanos o a numeros decimal segiin convenga
a. 45
b. DXLIII
c. 600563

d. VIICCXXIVIII

e. 999000901

. Descomponer los nimeros en factores primos
a. 780

b. 2468

c. 12986

d. 295540

e. 4670954

. Calcular el maximo comun divisor y el minimo comiin multiplo
a. 472;12840

b. 546; 248

c. 924; 480

d. 4694; 10482

e. 124950; 240755

. Representar en la recta a los conjuntos

a. A={10,14,45,60,74}

b. B ={-200,—150,—90,100, 150}

c. €={1.0;1.2;1.5;1.7;1.8;2.0}

d. D ={2000,2400,2800,3200,4400}

30 50

e. E={—45,—7,—?,«/ﬁ,20}

. Resolver

(=10 — 3)(5 — 7)

[(5+3) (¢ =5)] +[20+ G+2) G- 1))

(2°+1)(3*+2)

6+ -6

&

e o o
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4 5 10 8
(5-32)E+3)
. Una caja contiene 50 lapices color azul y 30 lapices color negro, calcular (a) razén de

lapices negros a lapices azul, (b) razon de lapices azul a lapices negros.
. Calcular el valor de x en las proporciones siguientes.

x_3
1(1_4
b. —=1
4 s
10 50
c. —==
E 3
d -=-
7 x
127 4
e. ——=-
5 x
. Efectuar
o (V)(VA)
5
b —+—+——2
12 25 36 9

. (V5)°(Vez5)
() E+7G-2)

(F+4)(E-2)

o

[oN
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CAPITULO |4

Fundamentos de Rigebra

Expresiones algebraicas Casos de factorizacién
Definicién Factor comdn
Reduccién de términos semejantes Trinomio cuadrado perfecto
Valor numérico de expresiones algebraicas Diferencia de cuadrados

Polinomios Trinomio de la forma x2+bx+c
Elementos Trinomio de la forma ax?+bx+c
Propiedades Ecuaciones de primer y segundo grado con una
Operaciones incégnita.

Productos notables
Cuadrado de un binomio
Suma por diferencia de dos cantidades
Cubo de un binomio

Producto de dos binomios con un término
comun.

T R R R R R =S SEES=SSIEmEsSsSs==——
Objetivos:

General

Resolver situaciones practicas tomadas tanto de la vida real como de los procesos
matematicos relacionados con el algebra haciendo énfasis en la solucion de ecuaciones
de una variable real.

Especificos

e Analizar las expresiones algebraicas considerando los elementos constitutivos de
éstas y el valor numérico.

e Resolver situaciones practicas relacionadas con los polinomios tomando en
cuenta las operaciones basicas.

e Practicar el desarrollo y productos notables.

e Resolver casos de factorizacion de expresiones algebraicas.

e Resolver ecuaciones de primer y segundo grado tanto manualmente como con
Software matematico.




Introduccidn

ediante una expresion algebraica se realiza una generalizacion y un modelo

matematico ya que ésta involucra al menos una variable y como tal es susceptible

de cambio, asumir cualquier valor dentro de un rango permitido. Por supuesto
que cuando se plantea un modelo estamos representando algin evento de la realidad, de tal
manera que con las herramientas aportadas por el dlgebra se pueden desarrollar proposiciones
que una vez convertidas al lenguaje matematico son manipulables a través de un conjunto de
reglas.

El recorrido académico que realiza un individuo lo lleva en todas sus etapas a
involucrarse con las matematicas las cuales le ofrecen las herramientas necesarias para poder
afrontar con éxito situaciones que con toda seguridad encontrara en su transitar como ser en
este mundo cambiante y lleno de oportunidades pero también de retos. Dentro de esas
herramientas se encuentra el estudio de aritmética y del algebra, bien sea de manera explicita
o bajo otra denominacion pero con los principios basicos de estas importantes ramas de las
matematicas.

En los capitulos previos se hizo lo posible por ejemplificar y plantear problemas bajo
la dptica de la aritmética, se plantearon las operaciones basicas de suma, resta, multiplicacion
y divisién mas la potenciacion y la radicacion bajo el esquema de los conjuntos numéricos
procurando no involucrarnos demasiado con variables representadas con letras del alfabeto
tales como x, y o z. En el presente capitulo se tiene la oportunidad de estudiar los principios
del algebra, la cual es la parte de las matematicas que nos brinda herramientas para hacer
generalizaciones utilizando nimeros, letra y signos.

Debe sefialarse que a través del algebra nos adentramos hacia la abstraccion, hacia la
capacidad de poder expresar la realidad con la ayuda de simbolos, aspecto que para muchos
estudiantes se convierte en una situacion problematica pero que sin embargo con un poco de
cuidado y mucha practica se transforma en algo divertido y agradable. Sobre todo en nuestros
dias, cuando las tecnologias de la informacion y la comunicacion nos ofrecen alternativas al
calculo mediante papel y lapiz, Gnica opcion que disponian quienes les correspondi6 estudiar
sin estos ultimos medios de apoyo.

Por consiguiente, en el presente capitulo se estudia en primer lugar las expresiones
algebraicas, luego los polinomios, las factorizaciones y los productos notables, para finalizar
con las ecuaciones de primer y segundo grado. Para lograr los objetivos propuestos, algunas
explicaciones consideradas importantes son resaltadas y la mayoria de ellas son apoyadas por
programas de célculo simbolico como Geogebra y Maxima, los cuales pertenecen a la
categoria de software libre y por lo tanto pueden descargarse sin costo alguno de la web.
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Expresiones algebraicas

Una expresion algebraica es una estructura conformada por letras, niimeros, signos
mas o menos, combinados con por lo menos una de las operaciones siguientes: suma, resta,
multiplicacion o potenciacion de exponente racional
Por ejemplo:

a. 2x

b. 5x?+x+1
4x5

c. —
7y

d V2x+y+z

Tipos de expresiones algebraicas

1. Expresiones algebraicas enteras. La variable estd elevada a un nimero entero positivo
solamente y aparece en el numerador. (Ejemplos a, b y ¢).

2. Expresiones algebraicas racionales. La variable esta elevada a un nimero entero negativo
y aparece en el numerador o a un niimero entero positivo pero aparece en el denominador.
(Ejemplos d, e y f).

3. Expresiones algebraicas irracionales. Son aquellas expresiones donde al menos una de
las variables esta elevada a un exponente fraccionario o se encuentra dentro de una raiz.
(Ejemplos g, h, 1).

Ejemplos:
a. 5x2—3x+1
b. Zys +%x+2x+3y

x7+2x*+6x

) 3
d. V21y? +11y~3
35 — —
2x
5z3+10z2
2y
5 1
g 7x*+ 5 X3
h. 83/xy + x%y
Ll

9

Términos de una expresién algebraica

Una expresion algebraica estd conformada basicamente por términos. Se define
término como aquella expresion cuyas partes no se encuentran separadas por los signos mas
0 menos.

Ejemplo
Identificar los términos que conforman la expresion algebraica
3x
4xy? — —
Xy 2y
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Respuesta

La expresion algebraica

3x

Consta de dos términos que son 4xy?; — 2

El término 4xy? est4 a la izquierda del signo menos
, . 3 , .
El término ﬁ estd a la derecha del signo menos

Ejemplo
Sefiale los términos de la expresion algebraica
7Vx + < 10
4
Respuesta
La expresion algebraica
7Vx + < 10
4
Consta de tres términos que son 7+/x ; 2—2 ; —10

El término 7+/x est4 a la izquierda del signo mas.
2
7 . X . , .
El término — se encuentra entre el signo mas y el signo menos

El término 10 se encuentra a la derecha del signo menos.

Ejemplo
Senale los términos que conforma la expresion algebraica
27x3y7
1325
Respuesta
La expresion algebraica
27x3y’
13z°
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Consta de un solo término. Observe que el signo menos no esta separando a alguna
otra parte de la expresion.

Ejemplo

Identifique los términos que conformacion la expresion algebraica

Respuesta
La expresion algebraica

Consta de un solo término. Dentro de la raiz hay una suma de dos variables, sin
embargo esa suma es el radicando.

Ejemplo

Identifique los términos de la expresion algebraica
x3 + 3y
z2+1

Respuesta

La expresion algebraica
x3 + 3y
z?2 + 1

Consta de dos términos ya que el numerador se puede expresar como la suma de dos

fracciones con igual denominador.

x3 3y

+
z2+1 z2+1

Elementos constitutivos de un término. Un término consta a su
vez de elementos que es conveniente identificar con el fin de adentrarnos en el lenguaje
matematico. Observe el siguiente término.

—4x3y
El signo del término es negativo
El coeficiente del término es 4

La parte literal o variables del término son x e y
Los exponentes de las variables son 3 y 1.
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Ejemplo

Determine los elementos que constituyen el siguiente término:

V5x7
9

Respuesta

Signo: Positivo
. V5
Coeficiente: >

Variable: x
Exponente de la variable: 7

Ejemplo

Dada la expresion algebraica siguiente, determine los elementos que constituyen a
cada término.

6 xyz3
— 3,4 _
7yz 10 +7

Respuesta

Se trata de una expresion algebraica de tres términos, revisemos cada uno de ellos.
Primer término: §y3z4

Signo: positivo

Coeficiente: g

Variables: y; z

Potencias: 3 y 4

xyz3

10

Segundo término: —
Signo: negativo
. 1
Coeficiente: —
10

Variables: x, y, z
Potencias: 1,1, 3

Tercer término: 7
Signo: positivo
Coeficiente: 7
Variables: ninguna
Potencias: 0
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Términos semejantes. Dos 0 mas términos son semejantes si contienen a
las mismas variables elevadas a los mismos exponentes.

Ejemplo
El término 4x2y3 es semejante con el término —11x2y3

Observe que la variable x tiene exponente 2 y la variable y tiene exponente 3 en los
dos casos.

Ejemplo

4 4

, . 3 . , . .
El término > y°z* es semejante con el término v2y%z* el cual a su vez es semejante

con el término —124y°z*
En los tres casos las variables son las mismas y tienen el mismo exponente.

Ejemplo

El término 54x2y? no es semejante al término 54xy?
Observe que el exponente de la variable x en el primer caso es 2 y en el segundo caso
es 1.

Grado de un término. El grado de un término esta definido por la suma de
los exponentes de las variables que lo conforman.

Ejemplo

Determine el grado del término

Respuesta

El exponente de x es 2, el de y es 3 por lo tanto el grado del término es 5.

Ejemplo

Determine el grado del término
53y4z3

Respuesta

El exponente de y es 4 y el de z es 3, en consecuencia el grado del término es 7. El
exponente del nlimero no se considera para efectos de la determinacion del grado.
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Grado de una expresién algebraica

El grado de una expresion algebraica es el grado mas alto de los términos que
conforman la expresion.

Ejemplo

Determine el grado de la expresion algebraica
23x3y — 12x%y? + 15x3y°

Respuesta

El término que tiene el grado mds alto es el tercero 15x3y° el cual tiene un grado
igual a 8. Por lo tanto la expresion algebraica es de grado 8.

Expresiones algebraicas de acuerdo a los términos que
contienen

Hay expresiones algebraicas que tienen nombres particulares en funcion del nimero
de términos presentes.

Monomio: Expresion algebraica de un solo término (ejemplo a)

Binomio: Expresion algebraica de dos términos (Ejemplo b)

Trinomio: Expresion algebraica de tres términos (Ejemplo c)

Multinomio: Expresion algebraica de més de un término (Ejemplo d)

Polinomios: Expresion algebraica entera de mas de un término (Ejemplo e).

Ejemplo
6x7
a. 577

b. ;xy4 — 3«3y
~ _10xy? -3
4 XT3

3 .-3
4,/xy+x x> +1
e. —4x3+10x —2

& 0

Valor numérico de una expresién algebraica

Al asignar un valor a la variable o variables que acompaiian a cada término de una expresion
algebraica, la estructura se convierte en numérica en su totalidad y en consecuencia se puede
obtener un resultado que pertenece a cualquiera de los conjuntos numeéricos estudiados.

Ejemplo

Dada la expresion algebraica
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7x3y? — 5xy3
Calcule el valor numérico cuando x = 3;y = —2.

7x3y? — 5xy3 = 7(3)3(-2)? — 5(3)(-2)3
= 7(27)(4) - 15(~8)
=756+ 120 = 876
7x3y? —5xy3 =876six =3;y = —2

Calcule el valor numérico de la expresion algebraica siguiente si x = —3,y = —4
12x3 + 2xy*
4+ x2

12x° + 2xy*  12(=3)% + 2(=3)(-4)*

44x2 4+ (—3)2
_12(=27) + 2(-3)(256)

4+ (9)
—324 - 1536 —1860

13 13

12x° +2xy* 1860

44+x2 13

six=-3;y=—-4

Frases como expresiones algebraicas

En el lenguaje ordinario es comun expresar frases como: (a) el doble de un niimero,
(b) la quinta parte de una cosa, (c) el triple de la edad, entre otras que se requieren para
transmitir la idea de cantidad o de nimero. Por lo tanto se requiere un adiestramiento basico
para convertir la idea en una expresion algebraica que la represente simbdlicamente y en
consecuencia pueda registrarse de manera simbolica para facilitar operaciones propias del
algebra. De igual forma, se debe tener en cuenta la ayuda derivada de las reglas del lenguaje,
especificamente lo establecido por la Real Academia Espaiola.

En ese sentido, en el sitio web dl.rac.es, se observa que el adjetivo cuantificador
numeral tiene varios significados y que existen varios tipos de numerales entre los que
mencionamos dos: Numeral multiplicativo y numeral fraccionario. Se define al primer tipo
como aquella expresion que surge al multiplicar una cantidad por un niimero natural por
ejemplo triple. Los numerales fraccionarios expresan la division de un todo en partes, por
ejemplo un tercio. En la tabla siguiente se indican esos numerales partiendo de los nimeros
cardinales.
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Tabla 1
Tipos de numerales usados en frases como expresiones

algebraicas.
Tipos de numerales
Cardinales multiplicativos fraccionarios

Uno Sencillo Entero

Dos Doble, duplo Mitad, medio
Tres Triple, triplo Tercio
Cuatro Cuédruple Cuarto
Cinco Quintuple Quinto

Seis Séxtuple Sexto

Siete Séptuple Séptimo
Ocho Octuple Octavo
Nueve Noénuplo Noveno
Diez Décuplo Décimo
Once Undécuplo Onceavo
Doce Duodécuplo Doceavo
Trece Terciodécuplo Treceavo
Veinte Veintuplo Veinteavo

Tomando en cuenta los numerales indicados, se puede convertir a lenguaje simbdlico

matematico, las expresiones:

El triple de un numero mas 5.

Sea x el numero.
3x+5
Un octavo de una cantidad mas el triple de otra cantidad.

Sea x una cantidad, y la otra cantidad.

Lo 43
gt Ty

El peso de la bolsa es la doceava parte del peso de la persona que la transporta.

Sea x el peso de la bolsa, y el peso de la persona.
1
X = Ey

El séxtuple de una cifra mas la mitad de la misma disminuida en 5.

Sea x la cifra
6x + (E — 5)
2
Dos tercios de las ganancias aumentadas en 100
Sea y las ganancias

2
3 +100)
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10.

La mitad de la edad de Maria mas 15 afios.
Sea x la edad de Maria

- + 15
> X

La suma de tres nimeros naturales consecutivos.
Sea x el primer nimero natural

El segundo nlimero natural es x + 1

El tercer nimero natural es x + 2

x+x+1D)+(x+2)
La octava parte de la herencia, menos la quinta parte de lo que tiene depositado en
los bancos.

Sea x el monto total de la herencia, y el total depositado en los bancos.
x Yy

8 5
El triple del dinero invertido este afio en el proyecto A mas las dos terceras partes de

lo invertido el afio pasado en el proyecto B.
Sea x el dinero invertido este afio en el proyecto A, y lo invertido el afio pasado en el
proyecto B.
2
3x+=

3
La doceava parte de lo que cuesta actualmente menos 50 bolivares.

Sea x el costo actualmente.

Clasifique cada expresion algebraica de acuerdo al tipo y explique

a.

s

e o

= oo

x10 4+ 4y* -3
3x72+1

1
7x3 + 6y2 — x=

201



. Identifique los términos que conforma cada expresion algebraica

a.
b.

C.
d.

€

a.

b.

C.
d.

.

x+4
2x +5y+6

x+y3

3
34x + 10y2

4x* — 5y

. Determine los elementos que constituyen cada término

4

-X

5

3x3—4x+1
x2-5

V5x

2 4.2
—=X
XY

3,-3
—=x""yz
XY

Conforme pares de términos semejantes

50 a0 op

o e

e

a —X3 a 5x2y5
b \/79(2 b 15x_1
c 8x2y> c x3
4
d xy3z? d
2 %x3y222
e T Nz
X 3
f —x3y2z2 f —11x5y
g 6./xy g —12xy3z*
h —9x°y h —2x?
Indique el grado de cada término
14x%yz
xy
—3x°y?
2x
7
—548

ndique el grado de cada expresion algebraica

x% — 5x* + 2x°

6xy + 11x2%y + 13xy3
4xZ+1_+_x3

3 + 7xyz? + 5x2%yz
x+5x2 g

2x

Calcule el valor numérico de cada expresion algebraica, dados los valores de las
variables.
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2x3+4x -5 x=-5
7xy3+8x’y +9x+1 x=-1 y=3
c. x%y+5xy2—7x x=-3 y=-1 z=3
d vx—7+8xy x=16 y=4
x34+5y+z
2x+y
8. Convierta al lenguaje simbolico matematico las siguientes expresiones
Las dos terceras partes mas un quinto.
El séptuple del monto invertido mas 500.
Un millén menos un duodécuplo de las ganancias del mes.
Cuatro onceavos de segundos para reaccionar.
El padre tiene el séptuple de la edad del hijo mas tres afios.

o e

+x3y3z4+4xy x=-2 y=2 z=4

o poos

Polinomios

Un polinomio es una estructura algebraica entera, es decir todos los exponentes de
las variables son nimeros enteros positivos y éstas se encuentran ubicadas exclusivamente
en el numerador del término.

Un polinomio estd conformado por méas de un término con las caracteristicas
indicadas, aspecto que lo distingue de un multinomio que también est4 constituido por mas
de un término pero en estos ultimos pueden existir alguno o varios de ellos de tipo racional
o de tipo irracional, segin la clasificacion de las expresiones algebraicas indicadas al
comienzo de este capitulo.

Notaciéon para los polinomios

Los polinomios se representan con las letras intermedias del alfabeto, generalmente
en mayuscula, luego de esa letra se utiliza un paréntesis y dentro de ese paréntesis se escribe
la variable o variables presentes en la estructura del polinomio.

Ejemplo
P(x)=x+4
Respuesta

Se trata del polinomio identificado con la letra P y que contiene a la variable x. P(x)
Se lee “pe de equis”.

Ejemplo
Q(x,y,z) = 7x?y3z? — 3xy*z°
Respuesta
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Se trata del polinomio identificado con la letra Q que contiene a las variables X, y, z.
Q(x,y,z) se lee “q de equis, ye, zeta”.

Valor numérico de un polinomio

La idea es sustituir la variable o variables presentes en el polinomio por un numero,
esto convierte a la estructura del polinomio en una expresion que contiene solamente nimeros
y en consecuencia se pueden efectuar las operaciones propuestas y el resultado es un numero.

Ejemplo

Dado el polinomio P(x,y) = 11xy + 7x? — 8y? + 10 calcule (a) P(1,1), (b)
P(-1,2)

Respuestas

a. P(1,1) =11(1D(1) + 7(1)? — 8(1)% + 10
=11+7—-8+10=20
P(1,1) = 20
b. P(-1,2) = 11(-1D(2) + 7(-1)? — 8(2)2 + 10
=-22+7(1) — 8(4) + 10
=—22+4+7-32+10
= —54+17 = —37
P(=1,2) = =37

Ejemplo
Dado el polinomio Q(y) = 25y3 + 12y? — 15y — 8 calcule (a) Q(—3), (b) Q(a?)
Respuestas

a. Q(—3)=25(-3)3+12(-3)2—-15(-3) -8
= 25(—27)+12(9) + 45 -8
= —675+ 108 + 45 -8 = —-530
Q(—3) = -530
b. Q(a?) =25(a?®)3 +12(a?)? —15(a®) -8
25a® + 12a* — 15a* - 8
Q(a?) = 25a® + 12a* — 15a% — 8
Se observa en ese ultimo ejemplo que ante una entrada simbolica, dicho simbolo se
mantiene en la salida. Es decir, el resultado de la operacion no es solamente numérico.

Polinomios de una variable
Los polinomios de una variable tienen la estructura general siguiente
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p(‘x) = anxn + an—lxn_l + an_zxn_z + s a1x1 + anO

Donde a,, a,_1, a; son los coeficientes de la variable elevada a la respectiva
potencia. a, es el coeficiente para el exponente cero, conocido como término independiente.

Son ejemplos de polinomio de una variable los siguientes

a. p(x) =4x5—11x* —2x3 +5x%2 + 7x + 3

b. q(y) =8y’ + 14y3 — 20y? — 32
r(2) =§Z4+§Z3+ZZ +9z+2
10_ 7 3
d s(x) — 21x 35x7 +15x°+10
e. tx)=x%2-1
f. ulx)=7x+2

Grado de un polinomio

El grado de un polinomio de una variable es el exponente mas alto de la variable en
ese polinomio.

En el caso a, el exponente mas alto de la variable es 5, es decir se trata de un polinomio
de quinto grado.

En el caso ¢, el exponente mas alto de la variable es 4, es decir se trata de un polinomio
de cuarto grado.

En el caso e, el exponente mas alto de la variable es 2, es decir se trata de un polinomio
de segundo grado.

En el caso f, el exponente mas alto de la variable es 1, es decir se trata de un polinomio
de primer grado.

Operaciones con polinomios

Las operaciones basicas suma, resta, multiplicacion y division estudiadas en los
conjuntos numeéricos, se efectian también con los polinomios. De igual manera, al tratarse
de elementos numéricos expresados de forma genérica a través de variables, las propiedades
correspondientes a los sistemas numéricos aplican en dichas operaciones.

El uso de software para el calculo simbolico ha evolucionado mucho ultimamente, en
tal sentido los ejemplos indicados seran resueltos de la manera tradicional y seran tratados
en Geogebra y en Maxima, con su respectiva explicacion.

Suma de poIinomios. La suma de polinomios consiste eliminar simbolos
de agrupacion y luego agrupar términos semejantes. En el mismo sentido, la resta de
polinomios consiste en multiplicar por menos uno el sustraendo y luego efectuar una suma.

Ejemplo

Dados los polinomios
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P(x) = 3x* — 7x% + 10x
Q(x) = 15x% + 12x — 20

Se pide:
a. P(x)+Qx)
b. P(x) —Q(x)

a. P(x)+Q(x) = (3x* — 7x% + 10x) + (15x2 + 12x — 20)
Se eliminan los paréntesis y se marcan con simbolos idénticos los términos que

son semejantes.
=GO [ sy {1320

Se suman coeficientes, teniendo en cuenta los signos los términos que estan
encerrados dentro de figuras idénticas (términos semejantes).

= 3x* 4+ 8x% + 22x — 20
P(x) + Q(x) = 3x* + 8x? + 22x — 20

b. P(x) — Q(x) = (3x* — 7x% + 10x) — (15x2 + 12x — 20)
Se eliminan los paréntesis tomando en consideracion que el signo de los
elementos del segundo paréntesis (sustraendo) debe invertirse. Luego se
identifican los términos semejantes con alguna figura geométrica o rayas.

Df i <@
Se suman o restan los coeficientes de los términos semejantes
= 3x* — 22x% — 2x + 20
P(x) — Q(x) = 3x* —22x% — 2x + 20
Ejemplo
Dados los polinomios

3
P(x)=\/7x3+x2+§x+6

Q(x) = ;xs —%x3 +/3x% - 10
Efectuar Q(x) — P(x)
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Respuesta

Q(x) — P(x)— = ——x 3 ++/3x2 —10 \/_x +x%+= x+6)

0@-0 Jo

=7 ( +\/_)x +(\/_—1)x

Q(x) — P(x) =;x5 - (H+\/7)x3 + (V3 —1)x? —Ex— 16

Solucién con Geogebra. El software Geogebra es muy qutil para resolver

polinomios, la figura es la salida que genera el programa. En primer lugar se selecciona la
opcion calculo simbolico (CAS) al cargar el programa como se muestra en la Figura 1.

Vista Grafica ]

Aplicaciones Geogebra

G . Calculadora grafica
[l= caAs |
il | | | | |k Geometrfa |
&  Graficador 3D
| I | | | iT  Hoja de Galculo
3 a N [ 7 2 3 4 54  Probabilidad

Figura 1: Ventana inicial de Geogebra, donde el usuario tiene la opcion de seleccionar la aplicacion deseada.

Luego en la ventana CAS se introduce la estructura de cada polinomio, es necesario
activar el teclado virtual, sobre todo para los exponentes (Figura 2).

ivo Edita VjS'}lJ Opciones Herramientas Ventana Ayuda

_::"'T'_m Vista Algebraica Ciri+May(s+A

]| =~ |l]¥* Hoja de Cdlculo Cirk+Mayis+S

stz Algeb H Calculo Simbalico (CAS) Clri+Mayls+K B | » VIsLa Grafica
#| Vista Gréfica CtritMay(is+1 5
i Vista Gréfica 2 Cir+May(s+2
& Vista Gréfica 3D Cirk+Mayis+3
e Protocolo de Construccidn Cirb-Mayls+L I I [~ 2
<= Calculos de probabilidad Cir+Mayis+P
| Techdo | | | |

+  Barra de enfrada
& Disposicitn ' ' ' I

£ Actualiza las Vistas (impia rastros) CiiF
Recilculo de todos los objetos Cir+R
I I

Figura 2: Con Geogebra se puede usar el teclado virtual de Java, el cual se activa en el menu Vista - Teclado.
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Ubicar el teclado virtual en un lugar de la ventana donde pueda escribir facilmente la
estructura del polinomio. Para ello simplemente arrastrar con el botén izquierdo del ratén el
teclado (Figura 3).

Archivo Edita Vista Opciones Hemamienias Verfana Ayuda

E T PR e 1SS ol -G |

* Vista Algebraica < |+ Calculo Simbalico (CAS) % |+ Vista Grafica
! ]
4
1.
1
Teclade virtual == = "
waa| 4|12 (|3 4SBT 181910 | == P 7 e -
pla|wie|r(t|yiulijop|[]] i
Lasdfgn|k|;|1‘]
Viozx|e vibinim|, o =4 =
Hl= = w|flala op

o2 | A Y 2 .

Figura 3: El teclado virtual puede ser desplazado con el raton para dejar espacio para la escritura de las expresiones
algebraicas.

Introducir los polinomios, en la linea 1 de la ventana célculo simbolico escribir el
polinomio tal cual aparece en la Figura 4. Comenzar con la letra P, luego el paréntesis y
demas secuencia. Para la raiz cuadrada se escribe “raizn” y el sistema le indica donde escribir
el radicando y el indice de la raiz. En el caso de las fracciones hay que encerrarlas en
paréntesis. Al finalizar de escribir presionar la tecla Enter, seguidamente el sistema muestra
la estructura mejorada del polinomio. Sino la muestra como en la figura, verificar que se
encuentre activo el boton “Evaluacion Exacta” ubicado en la parte superior izquierda con el
simbolo =.

@

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

=[] n™]x=] x= ¥ La] &

» Calculo Simbolico (CAS)
P{x):=raizn(7, 2" 3+x"2+(3/2)x+6

1
3
® | - Px):= \/fx3+x2+5 x+ 6

:
Figura 4: Escritura de la estructura del polinomio P(x) y manera en que Geogebra muestra el resultado.

Introducir el otro polinomio en la fila 2 y en la fila 3 introducir la operacion requerida,

en este caso Q(x) — P(x). EIl programa genera una respuesta sin agrupar los términos
semejantes.
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Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

[=]=l[v || Sl == x=lll ]| ol @
* Céleulo Simbélico (CAS)
Plx)=raizn(7, 2 3+x 2+{3/2)x+0
L - P(x) = VTR : xt+ 0

Qx)=(3 7" 3-[N 1" I+raizn(3, 2x°2-10

5 ¢ 3 4 i
L —Q{x):rfx—ﬁx—i-\_‘x—ll]

-
5 3 3
= = xa—\/fxa—ﬁ =+ \/Exz—xz—i x — 16

Figura 5: En la fila 2 de la ventana CAS se introdujo el polinomio Q(x) y en la fila 3 se muestra el resultado.

Para que Geogebra agrupe los términos que son semejantes, se debe pulsar el boton

“Desarrolla” | Es el mismo resultado que se ha obtenido manualmente, la diferencia es
que Geogebra desarroll6 la fraccion contenida en el segundo sumando. En la ventana derecha
aparece la vista grafica, donde se representa en un sistema de coordenadas cartesianas las
funciones polindmicas las cuales pueden verse con mucho detalle haciendo el acercamiento

correspondiente.

E!= o ol = x| L |
+ Caleuts Bimbokoo [CAS)

) AT, 2° Wae 21T el Teclacks virtual

L

&
Figura 6: Resultado de la diferencia de los polinomios. A la derecha esta la ventana Vista grdfica, donde Geogebra muestra

la grafica del polinomio resultante.

Solucion con Maxima. 1gual que Geogebra, Maxima es un software que
puede manejar calculo simbolico. Como sucede con la mayoria de esta categoria de software,
mediante el uso de comandos los cuales estan en el idioma inglés, se logra alcanzar el mayor
potencial de los recursos, sin embargo la version para Windows, llamada wxMaxima ofrece
al usuario alternativas importantes con el uso del raton.

Iniciar el programa y en la ventana de edicion presionar la tecla Enter para comenzar
a escribir la estructura del primer polinomio, la cual aparece en la Figura 7 en letra azul. La
raiz cuadrada se genera con el comando sqrt( ), hay que indicar explicitamente el producto
colocando un asterisco donde corresponda, la fraccion se debe encerrar entre paréntesis, Se
recomienda terminar la instruccién con punto y coma, aunque no es estrictamente necesario
puesto que wxMaxima lo hace por nosotros.
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Archivo Editar Celda Maxima Ecuaciones Algebra Analisis Simplificar Graficos Numérico Ayuda

&3 s 00RO >ol @

f == P{x)s=aqri ]2 etk (3/2) *xkb]

Figura 7: Luego de Presionar la tecla Enter, wxMaxima esta listo para aceptar las instrucciones del usuario, en este caso
se ha escrito la estructura del polinomio P(x).

Presionar la combinacion de teclas Shift + Enter. Luego de una pausa muy breve, el
programa presenta el polinomio escrito correctamente. Observar que a la izquierda hay dos
paréntesis color rojo, el primero %i/ significa que es la primera entrada (input 1), el segundo
indica la primera salida (output 1). En cualquier momento el usuario puede referirse a ellas
con la denominacion del paréntesis y de esa manera se evita tener que escribir toda la
estructura que esta a la derecha en color azul o en color negro. Esta situacion se muestra en
la Figura 8. Presionar de nuevo Enter para disponer del cursor de entrada.

Archivo FEditar Celda Maxima Ecuaciones Algebra Andlisis Simplificar Graficos Numérico Ayuda

(Ed@aexd00 @O >o’ @

(%1l) P(x):=sqrt(7)*x*3+x"2+(3/2)*x+6;

3
(301) P(x):= ?x3+x2+Ex+6

Figura 8: wxMaxima identifica las entradas del usuario con %i mads un numero, la salida la identifica con %o mds un
numero.

Luego de escribir la estructura del polinomio Q(x), finalizar con punto y coma y
presionar Shift+Enter, se observa tanto la entrada 2 como la salida 2 (Figura 9).

[
Archivo  Editar Celda Maxima Fcuaciones Algebra Analisis Simplificar Graficos Numérico  Ayuda
Ne@ex 00 R > o | @

;7 (51il) EBiz)s=ogrb{li*x23+t=x"2+ (3/2) *=t6;

3
(201) B(x):=+Tx° +X2+Ex+6

[ (512) Q(x):=(5/7)*x"5- (3/11) *x"*3+sqrt (3) *x~2-10;
GoR) aryies 2 ¥ m v an
§ 7 11

F ig;tm 9: Se observan las dos entradas del usuario y las dos salidas generadas por wxMaxima.

Una vez que se encuentran cargados en memoria los dos polinomios, se pueden
efectuar diversas operaciones algebraicas con ellos. En el caso que nos ocupa, presionar la
tecla Enter para tener acceso al cursor de entrada que consiste en una flecha roja horizontal,
se escribe la diferencia entre los dos polinomios y se presiona Shift+Enter. El software
genera su respuesta %03. La diferencia con el resultado manual o de Geogebra se debe a que
no ha agrupado los términos semejantes.
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Archivo Editar Celda Maxima Ecuaciones Algebra Anélisis Simplificar Graficos Numérico Ayuda

(&8 ek {00|ROI>DU @

_7 (%11) P(x):=sqrt(7)*x"3+x"2+(3/2) *x+6;
3
(301) P(x):=+7 x3+x2+5x+6
[ (312) Q(x):=(5/7)*x~5-(3/11) *x~3+sqrt (3) *x"2-10;
5 3
(202) Q(xX)i=m x° — x> +43 x%-10
7 11
v a
[ (%13) Q(x)-P(x);
5 3
5 3 3
(303) TX—W x° —l—’iﬁizs x?—x? —TX—IG

Figura 10: Se presiona la tecla Enter para poder ingresar la resta de polinomios, el software genera la salida 3 con el
resultado de la operacion sin agrupar los términos semejantes.

Existen opciones para agrupar los términos semejantes de este resultado, una de ellas
es utilizar el mena “Simplificar” — “Simplificar radicales” (Figura 11).

Archivo Editar Celda Maxima Fcuaciones Algebra Anéalisis | Simplificar | Graficos Numérico Ayuda

| & &‘ & %| x [J ‘ @| °‘ >E U . Simplificar expresion

- Simplificar radicales
[ (%11) P (x):=sqrt(7)*zx"3+x"2+(3/2)*x Factorizar expresion

3 . .
(301) P(x) _-:ﬁ X3 +x2 +Zx+6 Factorizar complejo
2 Expandir expresion

Expandir logaritmos

F o A ~
[ (%12) Q(x):=(5/7)*&"5-(3/11)*x"3+sq Contraer logaritmos
5.5 3 3 2 }

(%02) Q(x) ::;X 7EX +43 x -10 Factoriales y gamma »
L Simplificacion trigonométrica 4
7 o . Simplificacion compleja 4

(%13) Q(x)-P(x)-

5 %5 353 3 Sustituir
X X X
(%03) o 7 x3 7T+1 3 x2 —xz — -1 Evaluar formas nominales

L Conmutar élgebra

Figura 11: Una opcion para simplificar la expresion algebraica.

Archivo Editar Celda Mawima Fruaciones Algebra Andlisis Simplificar Graficos Muménco  Ayuda
IEdMox|ind &e>ol |©

"

{#11) PB(x):=sgrt{7) *=x"3+x"2+(3/2) *x+6;
(501) Blx):=yTx’+x* 2 x+6
(#12) Qix):={5/7)y*x*b—{3/11) *z"3+agrt {3) *z"2-10>
(802) Q(x):=x°— x*+{3 x%-10
7 11
(%13) QUx)-B(=}:

5 3
5 3 3
(303) -7 x* T x*-x* ==-16

_7 (%i4) radcan(%):

110 x7#(-22 7%

2 a2y x #1543 -154) x*-231 x-2464
154

(%o04)

Figura 12: Resultado de la operacion de resta de polinomios luego de la simplificacion.



Maxima realiza la simplificacion e indica el resultado en forma candnica, es decir en
la forma normal en que se deberia expresar una fraccion, para ello se calculo el mcm de los
divisores y la raiz numérica fue convertida como una potencia fraccionaria.

Observemos una caracteristica importante de Maxima en la ultima operacion. El
comando para simplificar radicales radcan estd seguido de un paréntesis que contiene el
simbolo %. Dicho simbolo puede usarse en un comando para hacer referencia a la ultima
salida; es decir que idéntico resultado se hubiera obtenido si se escribe radcan(%o04). Esa
caracteristica es aprovechada en wxMaxima para procesar requerimientos del usuario a través
del Menu activado con el raton, tal como se hizo en esta ocasion. Si se hubiera usado la
instruccion “Simplificar expresion” en la ventana mostrada en la Figura 11 se hubiera logrado
el mismo resultado.

Producto de poIinomios. En el producto de polinomios se utiliza con

mucha frecuencia la regla de las potencias, de los signos y la propiedad distributiva. El lector
debe también considerar el hecho de que dispone de herramientas informéaticas que le ayudan
en su proceso de aprendizaje, al poder verificar con ellas los resultados obtenidos
manualmente.

Ejemplo

Se tienen los polinomios Q(x) = 7x? + 3x R(x) = —4x3 + 2x. Se pide efectuar
Q(x).R(x).

Q(x).R(x) = (7x? + 3x)(—4x3 + 2x)
= (7x2)(—4x3) + (7x?)(2x) + (3x)(—4x3) + (3x)(2x)
= —28x° + 14x3 — 12x* + 6x?
Q(x).R(x) = —28x° — 12x* + 14x3 + 6x?

Ejemplo

L 4 3 3 11 7 3
Dados los polinomios P(y) = §y5 —-yi+ Sy Q) = =y - 53’2 +2y
Se pide efectuar P(y).Q(y)

P().Qy) = (%yS - ;y3 +%y> (%f —gyz + gy)
= (7)) ) (-9)+ ) (&)

+(-37) () + (7)) + (-3°) &)

212



+(5)(27)+ (6) (-57)+ (3) ()

44 28 . 12 _ 33 _ 21 9 33 21
— _ 8 "7 6 _ " N6 B . | N . | a2
= 6101y 4258y + 21523’ 8141y + 613y 35 Y +1916y 72 yo goy
— 8 N7 6,6 5 T N4 B . | a2

YAy Ty T3V T3y TV TV T Y

_1115 55 2 11 1 9 11 7 9
— 8 N7 - 6 .5 _ - 4 _ _~ .,3 a2
~157 a5 +<25 28)y t3Y +< 35+32)y 227 T 207

11 28 61 1 97 7 9
-8 _ 0 7 2" 6 54 20 a4t 3 7 2
PD-QO) =157~ 35 + 757" *37 T 11207 " 28”7 tag”
Verifiquemos este resultado con Geogebra:

o GeoGebra

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

[=] = [ v s oy ™| x=ix~ | # || @
» Calculo Simbodlico (CAS)

P(y):=(4/5)y"5-(3/7)y"3+(3/8)y
1

4 3 3
{ ] - P = = T3 _
(y) Y 7YtV
QUyY=(1112)y"3-(7/9)y"2+(3/5)y
2
11 7 3
o | - = P -y Z
Q)= ¥ —g¥ +35V¥

P(y)Q(y)
4 5_3 3,3 n, 7,3
~<5y 7y+3y> (123' g V5 Y

$3

eearrols 11 , 28 i 61
Desarrolla: ¢ Y Y T 700

1 97 7
YA+3¥Y Y -

9
1120 2 Y

3 2
AR

Figura 13: Producto de dos polinomios con la ayuda de Geogebra. La fila 3 de la ventana CAS muestra el resultado.

En las filas 1 y 2 de la figura se introdujeron las formulas de los polinomios, en la fila
3 se realiz6 el producto de los polinomios y el sistema mostré el producto indicado, es decir
la estructura de cada polinomio encerrada en paréntesis. Se presion6 el boton “Desarrolla” y
la fila 4 muestra el resultado tal cual se obtuvo manualmente.

Verifiquemos el resultado con Maxima:

Se introducen las estructuras de los polinomios. Esto puede hacerse en una sola
entrada escribiendo la formula correspondiente a P(y) luego punto y coma, luego la
estructura de de Q(y) seguida de punto y coma y la combinacion de las teclas Shift + Enter.
El programa genera dos salidas (%01) y (%02) correspondientes a cada polinomio. Presionar
Enter y escribir el producto de los polinomios, punto y coma y Shift+Enter; se produce la
salida 3 (%03) en la cual aparece el producto indicado. Con el raton se va al menu Simplificar
— Expandir expresion, el programa genera el comando expand(%) que significa expandir la
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ultima salida y produce la salida 4 (%o04), la cual es la respuesta que se obtuvo de manera
manual y con Geogebra.

Archivo Editar Celda Maxima Ecuaciones Algebra Analisis Simplificar Graficos Numérico Ayuda
I EY SR A IS I K2

" (%11) PB(y):=(4/5)*y"5-(3/7) *y"3+(3/8) *y;
Q(v):=(11/12) *y*3-(7/9) *y~2+ (3/5) *v:
3 3

(201) Bly)i—ey° 2y +
g0 ¥ '_SY 7Y BY

502 __11 2 7 2+3
(%02) Q(y)-—lzy Y oY

(313) P(y)*Q(y)#

3 2 5 3
11 v Ty™ 3ylld4y 3y 3y
(%03) —_— ||
12 9 5 5 7 8

(%14) expand(%):
8 7 € _5 4 3 2
11 28 6l 97 7 9
(304) —— =X 22X Y Y Y Y
15 45 700 3 1120 24 40

Figura 14: Uso de wxMaxima para efectuar el producto de dos polinomios.

1. Sume los siguientes polinomios
p(x,y) = 4xy + 10x%y — 6xy?
q(x,y) = =5xy + 2xy?
2. Dados los polinomios
p(x,y,z) = 11x°y*z + 3xy°z% — 4x%y?2?
q(x,v,z) = 4x%y?z% + 3x°y*z
Efectuar
a. p(x,y,2)+q(xy,2)
b. P(x:y»Z) - Q(X'Y:Z)

C. q(x,y,z) - p(x,y,z)
3. Dados los polinomios

p(x) = 45x3 — 5x% — 20x + 11
q(x) = 6x°> + 10x* — 2x2 — 4
r(x) = 23x* + 12x% + x + 10

Efectuar:

a. p(x).q(x)

b. q(x).r(x)

c. p(x).r(x)

d. p(x).q(x).r(x)

Division de polinomios. Se parte de la division de monomios, para luego

dividir polinomios entre monomios y finalizar con la division de dos polinomios. Se recuerda
que cuando la division es exacta el residuo es igual a cero. Los Elementos de la division
son: dividendo, divisor, cociente y residuo.
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Ejemplo

En la division, expresada como fraccion

3x2 B

3x

El dividendo es 3x2, el divisor es 3x y el cociente es x. La division es exacta por lo

tanto no existe residuo.

Ejemplo

En la division numérica

Se observa que

n
se aplica la regla de la division de potencias de igual base: Z_m =a

Ejemplo
Efectuar
Respuesta
2 _ g
42
a— = a2_1 =gl = a
aS
b
— L5-6 -1 _
56 = b =p =
4
¢ _ c42 = (2
C
12a%b5c ]
= oa
4abbc?
Ejemplo
3.,,4,2
Dividir 222 2
16x7y8z

7 |3
1 2

El dividendo (D) es el numero 7, el divisor (d) es el numero 3, el cociente (c) es el
nimero 2 y el residuo (7) es el nimerol.

D=dc+r

Division de monomios. Se simplifican los coeficientes. Para las variables

n-m

12a%b5c*

4abbc?

1

b

2_3ac2 12a?b>c* 3ac
b 4abbc? b
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Respuesta

25 25 . . .
=TI Esta fraccion no se puede simplificar, por lo tanto queda igual
3
X sp_o—a_ L
—=x""=x""==
x’ X
y—:y4’_8:y_4‘:i
8 4
yz y
z
—=z1l=zl=¢
z

25x3y*z?2 251 1 25z
16x7y8z - 1_6FFZ - 16x4y*
25x3y*z2 25z
16x7y8z - 16x4y*+
Division de un polinomio entre un monomio. Se considera una

suma algebraica de fracciones cuyos numeradores son los términos del polinomio y
denominador es el monomio, luego se aplican las reglas de la potenciacion y se consideran
lo signos de cada término.

Ejemplo

Divida los polinomios P(x) + Q(x) si
P(x) =5x*—7x3+10x +9

Q(x) = 3x?
Respuesta
P(x) 5x*—7x>+10x+9
Q(x) 3x?
_ Sx* 7x3+10x+ 9 5, 7 L1003
T3x2 3x2  3x2 ' 3x2 3% 3% T3¢ x2
P(x) 5, 7 10 3
==X —=X _+_
Q(x) 3 3 3x  x?

Division de un polinomio entre otro polinomio. Se ordenan los

polinomios en funcion de la variable o variables que contienen en orden decreciente, se
coloca coeficiente cero si dicha potencia no esta planteada en el polinomio original y luego
se hace una division siguiendo el esquema tradicional.
Ejemplo:

Dados los polinomios

P(x) =12x* +5x3 + 6x2 + 4
Q(x) =3x2—2x+2
Efectuar P(x) + Q(x)
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Respuesta:
Se ordenan los polinomios
P(x) = 12x* + 5x3 + 6x% + 0x + 4
Q(x) =3x%2—2x+2

Se hace la division de la manera tradicional

12x* + 5x3 4+ 6x% 4+ 0x + 43x* —2x+2

—> | — 4 3 — 8x2 13 20
12x* + 8x 8x A? 4y 4 22
AL 3 9
13x3 — 2x% + Ox + 4 A
5, 26 , 26
_— —13x +-—§—x —-7§—x

20 26
— X -Jxtd
20 40 40
— =Xt —x—=

> 3 9 9
38 4 ]
9 9 Se busca un monomio que
multiplicado por 3x? resulte ?xz.
Se suman los — — Se multiplica el resto de los
polinomios, EIl Cuando el grado términos por este valor
primer término del polinomio es
se anula. menor que el grado i _—
. del divisor, se Se busca un monomio que multiplicado por
. 2 3
detiene el proceso. 3x* genere como resultado 13x°. Se
Tercer Paso multiplica el resto de los términos por este
/ valor.

El resultado del
producto se
coloca debajo del
término que tiene

Se busca un monomio que multiplicado por 3x>
genere como resultado 12x*. Se multiplica este
término por cada uno de los otros términos del

[E—— divisor.
potencia, con el
sigo cambiado. Primer Paso
Segundo paso
P(x) , 13 20 38x 4
=4x? 4 —x+—— -
Q(x) 3 9 27x?-18x+18 27x%?—18x+ 18

Solucion con Geogebra. En la vista CAS de Geogebra se escribe en la fila 1 la
estructura del polinomio P(x) y en la fila 2 la estructura del polinomio Q(x). Se escribe el
comando Division y se introducen los nombres de los polinomios. El software genera el
conjunto solucion, el cual esta conformado por el polinomio cociente y el polinomio residuo,
como se muestra en la Figura 15.
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Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

= |1/ = [l v [ 5|1 ) =]l = f o

» Caleulo Simbolico (CAS) ) ~ X|» Vista Grafica _
1 P{x):=12x"4+5x"3+6x"2+4 | 5 |r
L] - P(x) == 12x* 453 46> 41
5 Qx)=3x"2-2x+2
® | . Qx):=3x* -2x}2 |
Division[P(x), Q(x)]
3
“2+1_3 X+20 38 4
N 3 9’ 9 9
4

4 B 0 3 3 &

Figura 15: Division de polinomios con Geogebra. Observe que el conjunto solucién consta de dos elementos, el primero
de ellos es el cociente de la division y el segundo es el residuo.

Geogebra expresa el resultado de la division de polinomios como un conjunto de dos
elementos, el primero de ellos es el cociente y el segundo es el residuo. A la derecha se
observa parte de la vista grafica, donde estan representados los dos polinomios.

Respuesta con Maxima. Maxima también expresa el resultado final de la division de
dos polinomios como un conjunto solucién, con el primer elemento igual al polinomio
cociente y Segundo elemento igual al polinomio o término residuo.

Recuerde presionar la tecla Enter para comenzar a escribir la estructura de cada
polinomio, Escribir P(x):=... presionar Enter, escribir Q(x):=..., presionar Shift+Enter; el
software genera las salidas 1 y 2 identificadas con (%01) y (%602).

Si requiere utilizar el simbolo de potencia y no lo tiene en el teclado fisico de su
computadora utilice el asterisco doble. Por ejemplo para generar x° escriba x**5. Observe
que la entrada 3 (%i3) se utiliza el comando divide, el cual puede escribirse con el teclado o
generarse haciendo clic en el menu Analisis — Dividir polinomios. El conjunto solucion es
expresado en forma candnica.

Archivo Editar Celda Maxima Ecuaciones Algebra Andlisis Simplificar Graficos Numérico Ayuda
(@3 ex 00| & >O @
4 (311) P(x):=12*x"445*x"34+6*x"2+4;
Q(x) 1=3*x"2-2%x+2;
o 4 3 2
(%01) P(x):=12x +bx +ox +4

(302) Q(x):=3x°-2x+2

" (2i3) divide (P(x),Q(x)):

36 x2+39 x+20 38 x+4

(503) [ . R

Figura 16: Division de polinomios con wxMaxima, el resultado se expresa en forma canonica.
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Ejemplo
Dados los polinomios

P(x,y) = 2x*y +xy?+3
Q(x,y) =x*—3xy+1

Se trata de un polinomio en dos variables. Se ordenan los polinomios en orden
decreciente de una de las variables, en este caso ya se estan ordenados con respecto a la
variable x. Se divide de acuerdo a lo explicado en el ejemplo anterior.

2x2y + xy®2 + 3 kZ-3xy+1
—2x2%y + 6xy% — 2y 2y
7xy? — 2y +3

CS ={2y,7xy? — 2y + 3}

El primer elemento del conjunto solucion es el cociente y el segundo elemento es el
residuo.

1. Realice manualmente las siguientes divisiones
bx3y

ab3x3y*

5x%y

ay?

3x3ytz2

b.

c. 9x4y2z

10a’b®

50a10h2

bx3y
ab3x3y4
2. Efectlie las siguientes divisiones de forma manual en primer lugar y luego verifique sus
respuestas con ayuda de Geogebra. En el caso b proceda solo de forma manual.

a. Bx*+7x+2)+(x*+5)
b. (15x3y? + 4xy) =+ (5x%y — 3x)
c. (10x2+7x3—-3x+2)+~Ux+1)
d (4+3x3—-6x*)+(2x%2-4)
e. (=5x2+3—-x+x3+7)

d.

e.
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3. Efecttie las divisiones siguientes de forma manual, verifique sus respuestas b, c, d, e con

Maxima.
a. (5x3y2 —10xy —12) + (4x?y? — 3xy?)
b 12x5+9x2+3x

4x3+2
c. I—-x+7x3+(x—-4)
d. (—14y* +9y? — 4y) + (y2 + 3y)
e. (21z7 +42z34+11z+2)+ (723 —4z+1)

Productos notables

Existen estructuras polindmicas que aparecen formando parte de productos con tanta
frecuencia que se han ganado el adjetivo de notables y consecuencia son el resultado de
formulas que hacen que la verificacion del producto no sea necesaria. Los productos notables

mas comunes son.

Cuadrado de la suma de dos términos

(a+ b)(a+b)=(a+b)*=a®+ 2ab + b?

Ejemplo

Efectuar

(x + 3)?
Respuesta
(x+3)2=x)2+200B3)+(B)?=x2+6x+9
(x+3)?2=x?2+6x+9

Ejemplo

Efectuar

(4 + 3y)*?
Respuesta

(4 +3y)* = (9)?+2(4(3y) + (3y)?
=16 + 24y + 9y?

Cuadrado de la diferencia de dos términos

(a —b)(a—b) =(a—b)* =a®—-2ab + b?
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Ejemplo

Efectuar
v —7)7?
Respuesta
O =72=0*+20(=7) + (=7)? = y* — 14y + 49
(y—7)?=y?—14y +49
Ejemplo
Efectuar
(5x3 — 2y)?
Respuesta

(5x° = 2y)? = (5x*)* — 2(5x°)(2y) + (2y)*
= 5x% — 20x3y + 4y?

Suma por diferencia de dos términos

(a+ b)(a—b) = a? — b?

Ejemplo

Efectuar

(x +5)(x — 5)
Respuesta
(x +5)(x —5) = x2 — 52 = x2 — 25

Ejemplo

Efectuar

(10xy — z2)(10xy + z%)
Respuesta

(10xy — z2)(10xy + z2) = (10xy)? — (z2)?
= 100x2y? — z*
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Cubo de una suma o diferencia de dos términos

(a+b)® =a®+3a?b + 3ab? + b3

Ejemplo

Efectuar

v +4)°
Respuesta
O +4°=y%+301)*4@ +30)(4)* + (4)°
=y3 + 12y? + 48y + 64

Ejemplo

Efectuar

(3x% + 5y)3
Respuesta

(3x2% + 5y)3 = (3x2)3 + 3(3x2)2(5y) + 3(3x2)(5y)? + (5y)3
= 27x® + 135x*y + 225x2y?% + 125y3

Producto de dos binomios con un término semejante

(ax + b)(cx + d) = acx? + (ad + bc)x + bd
Ejemplo

Efectuar
(Bx+4)(5x+ 2)

Respuesta

Bx+4)(5x +2) = (3)(5)x* + [(3)(2) + (D (B)]x + (H)(2)
(Bx+4)(5x+2) =15x%+26x + 8
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Ejemplo

Efectuar

(1 +2)(2 +5>
2*73)\5* 77

G363 -0E 66+ 6B+ E6)

(1 2)(2 5) 1 +131 10
X t3)(5Ht7) =5 toprty

Es de destacar el hecho de que estos productos notables facilitan el calculo mediante
lapiz y papel, de tal manera que en esta parte no se recomienda el uso de software a menos
que se haga solamente para comprobar resultados.

1. Efectuar los productos
(Bx+2)(Bx+2)
(z+10)(z+ 10)
(x+5)(x—-5)
+7\ (y+7

(59 )
(10x +4)(3x +5)
y+6)(y+6)y+6)
(12-y)(12-y)
(x—11)(x—11)

3—-z —-Z+3 3—-z
(HENE)
(5x% + 3)(5x% + 3)

k. (1—-4x3)(1 —4x®)(1 — 4x?)
2. Complete el término (incluido el signo) que hace falta en el desarrollo del producto
notable

x+Dx+1)= ? 4+2x+1
(y+4)3=7y3 ? +48y+64
(3x +5)2 =9x? ? +25
Q2-x)2-x)=4 7 +x?
(4x2—2)2 = ? —16x% + 4
(B3x+5)@Bx—-5)=? —25

I N

—

—.

o a0 o
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g. (4x+7)(Bx+2)= 12x* ? +14
h. 5y—-6)(6y—1)= ? —41y+6

(x+4) (x+4) _ x%2 7416
3 7 )] 21

2
; 2 =42 2 4+ 2
] (x+5) =x° +25

3
1 1 1
k. (z——) =z ?724-7z— =
3 3 27

Casos de Factorizacidn

En las operaciones con expresiones polinomios se requiere en algunos casos expresar
los términos como un producto de al menos dos factores. Dichos factores generalmente
contienen términos que estan agrupados de acuerdo a formulas previamente establecidas y
aplicables segln sea el polinomio que se desea factorizar.

Recordemos que los elementos de un producto se denominan factores. En la figura
los factores son a y b.

a.b=c
A continuacion se indican algunos de esos tipos de factorizacion los cuales se explican con
la ayuda de ejemplos.

Factorizacién por factor comin

Se trata de uno de los casos de factorizacion mas frecuente. La mayoria de las veces
el factor comun es un término que contiene al menos una variable de las presentes en la
estructura de la expresion.

Ejemplo
Factorice el polinomio 4x3 + 2x?
Respuesta

El polinomio 4x3 + 2x? estd conformado por dos términos 4x3, 2x? los cuales
contienen a la variable x. El menor exponente de x es 2, en consecuencia x° es comun.
También cada término contiene a un coeficiente numérico, en el primer caso un 4 y en el
segundo caso un 2. Observe que la descomposicion en factores primos del nimero 4 es 2x2,
por lo tanto el nimero 2 es comn en ambos términos. En consecuencia el factor comun es
2x°. Se habla de factor comiin, pero observe que en realidad es un término que surge de la
combinacion de los factores comunes presentes en el polinomio.

Una vez identificado el factor comun se escribe ese factor y luego un paréntesis donde
se divide cada término del polinomio entre dicho factor. Se aplica en las divisiones las reglas
de la potenciacion.
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La x est4 en los dos términos, x> es comun.

% 4x3  2x?
4x3 + 2x% = 2x? <— + —) =2x%(2x + 1)

2x2  2x2

Se multiplica y divide el polinomio
por 2x?

4 es un multiplo de 2, Por lo tanto 2 es comtn

4x3 + 2x% = 2x*(2x + 1)

Ejemplo

Factorice el polinomio 5x*y3 — 20x3y? + 100x%y

Tanto la variable x como la variable y estan presentes en los tres términos. El menor
exponente de x es 2 y el menor exponente de y es 1.
Maximo comun divisor de los coeficientes MCD(5,20,100)

55 20 2 100 2
1 10 2 50 2
5B 255
1 55

1

El unico factor primo comun es 5, por lo tanto MCD(5,20,100) = 5

Los factores comunes en los tres términos que conforman el polinomio son 5x’y.

Se multiplica el factor comun por el polinomio el cual se escribe entre paréntesis,
cada término del polinomio se divide entre 5x°y.

S5x*y3  20x3y? 100x2y
4,,3 _ 2 3.4,2 1 25, — 2 _
S5x*y 0x°y“ 4+ 100x“y = 5x y(szy SxZy 5xZy )
Se simplifican las fracciones.
= 5x2y(x?y? — 4xy + 20)

S5x*y3 — 20x3y? + 100x%y = 5x%y(x%y? — 4xy + 20)

225



Ejemplo

Factorice el polinomio 3x*y® + 11x3y3 + 13x2y — 7xy

La x e y son comunes y su menor exponente es 1 en los dos casos. Todos los
coeficientes son nimeros primos y ninguno aparece repetido, en consecuencia los factores
comunes son xy.

3x*y® N 11x3y3 N 13x%y  7xy
xy xy xy xy
= xy(3x3y* + 11x%y2 + 13x — 7)

3x*yS + 11x3y3 + 13x%2y — 7xy = xy

3x*y® + 11x%y® + 13x%y — 7xy = xyBx’y* + 11x%y? + 13x = 7)

Ejemplo

x4y 7x%y?  11x%y

6z3 18z2 36z

3

: . . 5
Factorice la expresion algebraica

La observacion de los términos que conforman la estructura indica que las tres
variables (x, y, z) son comunes, el menor exponente de x es 2, el menor exponente de y es 1
y el menor exponente de z es 1. Se calcula el MCD(6,18,36)

6|2 18 |2 36 |2
313 9 |3 18 |2
1 313 913
1 3|3

1

En las tres descomposiciones se observa que los factores primos 2 y 3 estan presentes

2
en los tres numeros, por lo tanto el MCD(6,18,36)=6 y los factores comunes son %.

S5x*y3  7x%y?  11x?
S5x*y3  7x?y? N 11x%y  x%y( g3 1877 . 36Zy
623 1822 36z 6z |\ x%y x2y x2y

6z 6z 6z
_ x%y (5x%y* 7y N 11
T 6z 72 3z 6

S5x*y3 7x2y2+11x2y_x2y 5x2y? 7y+11
6z3 1822 36z 6z \ z* 3z 6
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Ejemplo
Factorice 5x(a + b) + 6y(a + b)
Respuesta

El factor comun es el binomio dentro del paréntesis. Se procede como como en los

ejemplos previos.
_ 5x(a+b) 6y(a+b) B
5x(a+b)+6y(a+b)—(a+b)< @+ D) + (a+b)>—(a+b)(5x+6y)

5x(a + b) + 6y(a+b) = (a+ b)(5x + 6y)

Factorizacién trinomio cuadrado perfecto
Un cuadrado perfecto es un nimero que tiene una raiz cuadrada entera, por ejemplo
36 es un cuadrado perfecto ya que V36 es 6. Por el contrario 45 no es un cuadrado perfecto

ya que V45 no es un numero entero. Un trinomio cuadrado perfecto es un polinomio de tres
términos que surgen al elevar al cuadrado un binomio.

(a + b)? = a? + 2ab + b?

Dos veces el primer término por el segundo término (2ab)

Ejemplo
Factorice el polinomio x2 + 8x + 16

Respuesta

Para este polinomio no se puede aplicar la factorizacion por factor comin ya que no
existe tal factor, por ejemplo la x esta presente en los dos primeros términos pero no esta en
el tercer término. El nimero 8 estd presente en los dos Ultimos términos, pero no esta en el
primer término. Se prueba con la segunda opcion para la cual se explica a continuacion los
pasos necesarios.
1. Se ordena el polinomio de manera decreciente
2. Se calcula la raiz cuadrada del primer término, el resultado es el primer término
(a).

3. Se calcula la raiz cuadrada del tercer término, el resultado es el segundo término
(b).

4. Se multiplica 2ab, si este producto coincide con el segundo término del
polinomio, entonces la factorizacion adquiere la forma (a + b)2.

Veamos para el caso del polinomio planteado:
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1. El polinomio estd ordenado de manera decreciente.
2. VxZ =x
3. V16=4
4. 2(4x) = 8x este producto coincide con el segundo término del polinomio, por lo
tanto la factorizacion es (x + 4)2
x? +8x +16 = (x + 4)?
Ejemplo

Factorice el polinomio 49y? + 42y + 9

Respuesta

Se realizan los pasos para verificar si se trata de un trinomio cuadrado perfecto.

1.

98]

Ordenar el polinomio de manera decreciente. En este caso el polinomio esta
ordenado.
Se calcula la raiz cuadrada del primer término. /49y? = 7y.
Se calcula la raiz cuadrada del tercer término. V9 = 3.
Se multiplica por dos el resultado de las operaciones realizadas en los puntos 2 y
3. 2(7y)(3) = 42y. Este resultado coincide con el segundo término del
polinomio, por lo tanto la factorizacion es (7y + 3)?

49y? + 42y + 9 = (7y + 3)?

Ejemplo

Factorice el polinomio 100 — 220x + 121x?

Respuesta

1. Se ordena el polinomio de forma decreciente: 121x2 — 110x + 100
2. Se calcula la raiz cuadrada del primer término: v121x? = 11x

3. Se calcula la raiz cuadrada del tercer término: 100 = 10

4. Se multiplica por 2 los resultados obtenidos en los pasos 2 y 3:

2(11x)(10) = 220x

Se observa que el producto coincide en valor absoluto con el segundo término.

121x? — 220x + 100 = (11x — 10)?

Diferencia de Cuadrados

Como lo indica el nombre, se trata de un tipo de factorizacion que se aplica cuando
existe una estructura algebraica que consta de dos términos elevados ambos al cuadrado y
separados por el signo menos. La factorizacion es el producto de la suma de los términos por
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la diferencia de los mismos. Este tipo de factorizacion también se conoce como diferencia
de cuadrados perfectos. Su forma general es:

a’?—b?=(a+b)(a->b)

El procedimiento para aplicar este tipo de factorizacion es:

v wnN e

Calcular la raiz cuadrada del primer término

Calcular la raiz cuadrada del segundo término

Expresar como una suma lo obtenido en el paso 1 y 2.

Expresar como una resta lo obtenido en el paso 1 y 2.

Multiplicar el factor conformado en el paso 3 con el factor obtenido en el paso 4.

Ejemplo

Factorice x? — 64

Respuesta

1. Raiz cuadrada del primer término: Vx?2 = x
2. Raiz cuadrada del segundo término: V64 = 8
3. Suma: (x + 8)
4. Resta: (x — 8)
5. (x+8)(x—18)
x> —64=(x+8)(x—8)
Ejemplo

Factorice 100y? — 9

Respuesta

1. Raiz cuadrada del primer término: \/100y? = 10y
2. Raiz cuadrada del segundo término: v/9 = 3

3. Suma: (10y + 3)

4. Resta: (10y — 3)

5. (10y +3)(10y — 3)

100y% — 9 = (10y + 3)(10y — 3)

Ejemplo

Factorice (x + y)? — (x — y)?

Respuesta
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1. Raiz cuadrada del primer término: /(x + ¥)? = (x + y)
2. Raiz cuadrada del segundo término: {/(x — y)? = (x — y)
3. Suma: (x+y)+(x—y)=x+y+x—y=2x
4, Resta: (x+y)—(x—y)=x+y—x+y=2y
5. (2x)(2y)
(x +¥)? = (x —y)? = (20)(2y) = 4xy
(x+¥)? = (x—y)* = 4xy
Ejemplo

Factorice 25m*n® — 4z1°

Respuesta

1. Raiz cuadrada del primer término: V25m*n® = 5m?n3
2. Raiz cuadrada del segundo término: V4z10 = 2z°

3. Suma: (5m?n3 + 2z°)

4. Resta: (5m?n3 — 2z°)

5. (5m?n3 + 2z°)(5m?n3 — 2z°)

25m*n® — 4210 = (5m?n3 + 2z°)(5m?n3 — 2z%)

Factorizacién de la forma x2 + bx + ¢

Es un trinomio donde solamente el primer término es un cuadrado perfecto con
coeficiente 1. El tercer término se debe descomponer en dos factores, los cuales al sumarse
deben ser igual al coeficiente del segundo término.

El coeficiente del primer término

2
X“+ px +c
: Dos na
debe ser igual a 1. . [N numero§ cuyo producto es
igual a este término.

Esos dos ntimeros al sumarse
deben ser igual al coeficiente del
segundo término.

Los pasos necesarios son:

1.
2.
3.

4.

Ordenar el polinomio en orden decreciente

Descomponer el tercer término en dos factores

Los dos factores del punto 2 al sumarse debe ser igual al coeficiente del segundo
término.

Los factores determinados en el paso 2 y confirmados en el paso 3 conforman el
producto de dos binomios con la variable del primer término como primer término
en ambos casos.
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Ejemplo
Factorice x* + 7x + 10
Respuesta

1. El polinomio estd ordenado de manera decreciente.
2. El nimero 10 se puede descomponer en los siguientes pares de factores
(1,10), (2,5).
3. 1+10=11
2+5=7
La segunda suma da como resultado el coeficiente del segundo término.
4. (x+2)(x+5)
x?+7x+10=(x+2)(x+5)

Ejemplo
Factorice x* — 12x + 32
Respuesta

1. El polinomio est4 ordenado de manera decreciente
2. Elntmero 32 se puede descomponer en varios pares de factores, hay que tener en
cuenta que el signo de ambos factores es negativo ya que el signo del 32 es
positivo y el signo del 12 es negativo. Veamos algunos pares de factores
(-1,-32),(—2,—-16),(—4,-8)
3. -1-32=-33
—-2—-16=-18
—4—-8=-12
El par (—4,—8) cumple con la condicion de que los factores deben sumar el
coeficiente del segundo término.
4. (x—4)(x—8)
x> —12x+32=(x—4)(x—8)

Ejemplo
Factorice x2 — 7x — 8
Respuesta
1. El polinomio esta ordenado de manera decreciente.
2. El signo del niimero 8 es negativo, por lo tanto los factores tienen signos
diferentes. Los pares de factores en que se puede descomponer el nimero 8 son:
(-1,8),(1,-8),(—2,4),(2,—4).
3. -1+8=7
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1-8=-7
—2+4=2
2—4=-2
Observe que el par que cumple con la condicion de que la suma resulte —7 es el
par (1, —8).
4. x+1)(x—-8)
x2—7x—8=(x+1)(x—198)

Ejemplo

Factorizar x* — 20x? + 64

1. Elpolinomio estd ordenado de forma decreciente, sin embargo el grado es 4. Para
expresarlo como un polinomio de grado 2 se recurre a un cambio de variable de
la manera siguiente:

y = x?
El polinomio queda expresado como y? — 20y + 64

2. Elsigno del término independiente o tercer término es positivo, sefial de que los
dos factores de 64 tienen el mismo signo (o son ambos positivos o negativos). Al
observar el signo del segundo término se decide que el signo de los factores es
negativo.

Los pares de factores en que se puede descomponer el numero 64 son:
(-1,-64),(—2,-32),(—4,-16),(—8,—8)

3. Verificamos cuales de esos pares de factores sumados generan un resultado igual

al coeficiente del segundo término del polinomio, es decir —20.

—1—-64 =-65
—2—-32=-34
—4—-16 = -20
—-8—-8=-16

El par de factores es (—4, —16) ya que al sumarlos generan como resultado —20
que es el coeficiente del segundo término.
4. La factorizacion es (y — 4)(y — 16)
y? =20y + 64 = (y — 4)(y — 16)
Como y = x?
x* —20x2 + 64 = (y? — 4)(y? — 16)

Ejemplo

Factorice el polinomio 25x* — 20x% — 21
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1.

El polinomio estd ordenado de manera decreciente, sin embargo existen dos
inconvenientes: El grado del polinomio es 4 y el coeficiente del primer término
no es igual a 1.
En estos casos se intenta hacer un cambio de variable. La referencia es el primer
término, el cual debe contener solamente a la variable al cuadrado; en
consecuencia se calcula la raiz cuadrada de ese primer término.
\25x* = 5x2

Si el segundo término del polinomio se puede expresar como un producto donde
uno de los factores es 5x? se puede hacer el cambio de variable y factorizar el
polinomio, si esto no es posible decidimos que el polinomio no se puede factorizar
por este método. Veamos:

—20x? = —4(5x?)
En efecto, el cambio de variable es posible.

u = 5x2
25x* —20x — 21 =u? —4u-21

El signo del tercer término es negativo, en consecuencia los dos factores en que
se debe descomponer el numero 21 tienen signos contrarios. Como el signo del
segundo término es también negativo, el mayor de los factores tiene signo
negativo.

(1,-21),(3,=7)
Se verifica cudl de los pares de factores al sumarlos producen un resultado igual
a—4.
1-21=-20
3-7=-4
Por lo tanto la respuesta involucra al par (3, —7)
La factorizacion es (u + 3)(u—7)
Cambiamos a u por su valor: (5x% + 3)(5x% — 7)

25x* —20x% — 21 = (5x2 + 3)(5x%2 = 7)

Trinomio de la forma ax? + bx + ¢

La factorizacion de un trinomio de esta forma implica la realizacion de
manipulaciones algebraicas que involucran en primera instancia al primer y el tercer término.
Los pasos necesarios son:

1.
2.
3.

Ordenar el polinomio de forma decreciente.

Multiplicar el coeficiente del primer término con el término independiente.
Buscar pares de factores del resultado obtenido en el paso 2 que sumados generen
como resultado el segundo coeficiente.

Reescribir el polinomio original, cambiando el segundo término por la suma de
cada uno de los factores obtenidos en el paso 3, multiplicados por la variable. De
esa forma queda un polinomio conformado por cuatro términos.

Agrupar términos semejantes.
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Ejemplo
Factorizar el polinomio 5 + 7x — 6x2
Respuesta

1. Se ordena el polinomio: —6x? + 7x + 5
2. Se multiplica: (—6)(5) = —30
3. Los dos factores del nimero —30 que sumados generan como respuesta 7, son 10
y -3.

4. El polinomio reescrito queda de la forma siguiente.

—6x% 4+ 10x —3x+5
5. Ahora se agrupan términos semejantes.

2x(—3x+5)+ (—3x+5)
(5-3x)(2x+ 1)
54+ 7x—6x2=—-3x—-502x+1)

Ejemplo
Factorizar el polinomio 9x% — 17x + 8
Respuesta
1. El polinomio esta ordenado de manera decreciente.
2. (9)(8) =72
3. Dos niimeros cuyo producto sea 72 y cuya suma sea —17: (—9, —8)
4. Se reescribe el polinomio.

9x? —9x — 8x + 8
5. Se agrupan los términos semejantes (los dos primeros términos y los dos tltimos

términos).
9x(x—1)—-8(x—-1)
=(x—-1)(9x—8)
9x2 —17x+8 = (x—1)(9x — 8)
Ejemplo

Factorizar el polinomio 21x? — 40x — 4

Respuesta

1. El polinomio estd ordenado de forma decreciente.

2. (21)(—4) = —84

3. Dos niimeros cuyo producto sea —84 y su suma sea igual a —40: (—42,2)
4. Se reescribe el polinomio.

21x%2 — 40x — 4 = 21x% — 42x + 2x — 4
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5. Se agrupan los dos primeros términos por factor comun y los Ultimos por este
mismo método.
21x(x—2) +2(x—2)
Se factoriza por factor comun.
x—2)21x+2)

21x2 —40x— 4 = (x—2)(21x + 2)

Uso de Geogebra y Maxima para factorizar expresiones

algebraicas

En esta seccion se resuelve uno de los ejercicios de factorizacion ya ejemplificados,
pero con la ayuda de Geogebra y de Maxima. Es importante que el lector practique con el
resto de los ejercicios ejemplificados.

Ejemplo
Factorizar 4x3 + 2x2

Respuesta

Factorizacién con Geogebra.

e Cargar Geogebra y activar la vista CAS.

e Escribir la estructura del polinomio en la ventana Calculo Simbolico. El
exponente lo genera con el simbolo * o con el simbolo el asterisco doble **.

e Pulsar la tecla Enter y esperar que el software presente el polinomio
correctamente escrito. Automaticamente el sistema pasa a la linea 2.

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

= | v %O | x=x=|| | .2 &
» Calculo Simbolico (CAS) *| v Vista Grafica

AXM3+2%02 8

1
4 +2x? 5

2
4

Figura 17: Ventana Calculo Simbdlico de Geogebra y una estructura a factorizar escrita en la primera fila.

e Presionar el boton Factoriza
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Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

= v By x= x=| A &

» Calculo Simbd| Factoriza | » Vista Grafica
; AxM 342502 Descompone en factores 5
— 4 +2%° .

2‘\ a

Figura 18: Boton Factoriza de Geogebra con el cual el programa realiza esa accion sobre la estructura recién cargada en
memoria.

Geogebra factoriza el polinomio, tal como se ha hecho manualmente, aspecto que se
muestra en la Figura 19.

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

= (2 s e e e R PN

» Caleculo Simbélico (CAS) X | » Vista Grafica
1 4x"3+2x2 §
— 4x* 2% 5
2 31 4

Factoriza: 2x* (2x 4 1)

3 || «

2
Figura 19: Resultado de la factorizacion del polinomio 4x"3+2x"2 con Geogebra.

Factorizacién con Maxima

e (argar el software, presionar la tecla Enter para comenzar a escribir el polinomio.
Usar * para multiplicar y el simbolo * o el asterisco doble para las potencias.
Termine en punto y coma, aunque esto no es una limitacion seria en wxMaxima
ya que el software coloca ese simbolo si el usuario lo omite.

e Presionar las teclas Shift+Enter. wxMaxima genera el polinomio en la salida 1
(%o0l).

Archiva Editar Celda Maxima Ecuaciones Algebra Andlisis Simplificar Gréficos Numérico Ayuda
DEdesxdDOGO>o ©
(%1l1) 4*x"3+2*x"2;

(201) 4x°+2x°

Figura 20: Entrada de la estructura algebraica en wxMaxxima y su respectiva salida.

e Ir al menu Simplificar y hacer lic en Factorizar Expresion.
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Archive Editar Celda Maxima FEcuaciones Algebra  Analisis | Simplificar | Graficos Mumeénco  Ayuda

jgi|éfg ;LGEEJ.|°|> =] Simplificar expresicn
Simplificar radicales

(B1il) 4*xR3424x42; Factorizar expresion
(301) 4 X3 +? x2 Factonzar complejo

Expandir expresion
Expandir logaritmos
Contraer logaritmos

Factoriales y gamma g
Simplificacion rigonométrica r
Simplificacion compleja

Sustituir

Evaluar formas nominales
Conmutar algebra

Afiadir igualdad algebraica
Calculo del mddulo

Figura 21: Una de las alternativas para factorizar, a través del menii que ofrece wxMaxima.

El software wxMaxima muestra el polinomio factorizado (%02), tal como se indica
en la Figura 22.

Archivo Editar Celda Maxima Fcuaciones Algebra Analisis Simplificar Graficos Numérico Ayuda
NE@F S 00| & Q> o e
{ (3i1) 4*x"34+2%x~2;

(%01) 4x 42 x>

(202] 2 x2(2 x+1)

( (2i2) factor(%):

Figura 22: Espresion factorizada de la estructura 4x"3+2x"2, segun wxMaxima.

Si el usuario lo desea puede usar el comando “factor” para lograr el mismo fin. En
este caso se uso factor(%), donde el simbolo % se incluyd ya que se estd factorizando la
expresion inmediata anterior. Para usar un comando, simplemente hay que escribirlo en la
ventana. Revise la ayuda de Maxima para ver los comandos disponibles y la sintaxis correcta.

Ejercicios

1. Factorizar las estructuras algebraicas siguientes
15x3 + 25x2 + 30x

4x% — 121

x? —15x + 50

7x%2+2x—5

16x%y* — 25y?

y? + 16y + 64

36x2 —6x+7x —x—1

472 + 5z + 1

20x* + 10x% — 100

S ER e a0 o
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2. Indique el factor que hace falta al factorizar cada estructura algebraica
x?y2 —1=?(xy+1)

y2—3y—10=(y+2)?

50x% + 25x = 25x?

(a+b)’x2—b%2=[(a+b)x+b] ?

3y2+ 8y+4=? 3y +2)

922+ 42z+49=3z+7)?

y?—21y+80 = (y—15) ?

144 — 16y% = (12 + 4y) ?

m?n?x? — n* =?(mx — n) (mx + n)

FER e ae o

Ecuaciones de primer y sequndo grado

En esta seccion se estudia la manera de resolver las ecuaciones de primer y segundo
grado con una variable real tanto de la forma tradicional con la ayuda de lapiz y papel como
con el Geogebra y Maxima, programas matematicos enmarcados dentro de la categoria de

software libre de gran utilidad para el aprendizaje de este tema y otros desarrollados en este
libro.

Si dos estructuras algebraicas se separan con un signo “=" se esta en presencia de una
proposicion, la cual puede ser verdadera o falsa. A este tipo de proposiciones se le conoce
con el nombre de igualdad. Pueden haber dos tipos de igualdades: Identidades y Ecuaciones

Se conoce con el nombre de identidad a la igualdad que es verdadera para cualquier
valor de las variables. Son ejemplos de identidades las férmulas de factorizacion o productos
notables estudiadas en secciones previas de este capitulo.

x*—y*=(x+y)(x+y)
(x +y)? = x% + 2xy + y?

También son ejemplos las identidades trigonométricas, entre las que puede indicar la

siguiente:
sena + cos?a =1

Se trata de estructuras que se escriben diferentes pero que en realidad es el mismo
objeto matematico.

Se conoce con el nombre ecuacion a una igualdad que es verdadera solamente para
uno o algunos valores de la variable o incognita. En el ejemplo de la Figura 23, la proposicion
es verdadera solamente cuando la incdgnita es igual a 5.

El signo igual (=) de una ecuacion separa a dos estructuras algebraicas, una del lado
izquierdo que se denomina primer miembro de la ecuacion y otra del lado derecho que se
denomina segundo miembro de la ecuacion.

., &) Segundo miembro

Incognita

T Primer miembro

Figura 15: Elementos presentes en una ecuacion.
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Resolver una ecuacion consiste en calcular el valor de la variable o variables que
hacen que la proposicion planteada por la igualdad sea verdadera. Dicho valor o valores se
conoce con el nombre de raiz de la ecuacion.

En las igualdades siguientes indique cudles se tratan de identidad y cudles son
ecuaciones.
l. 4x+5x+7x=5+x

2. a+b=10+a
3. x* = (x?)?

4. 3(x+1)=3x+3
5. y2—4=0

6. 10 =7x

7. f=ma

8. c2=a’+Db?

Ecuaciones de primer grado

Una ecuacion de primer grado es una igualdad en la cual la incdgnita o incognitas
tienen exponente 1.
La estructura general de una ecuacion de primer grado es:
ax+b=0
Donde a y b son nimeros reales y a es diferente de cero.
En este libro se estudian solamente aquellas ecuaciones cuya incognita tiene valores
pertenecientes al conjunto de los nimeros reales.

Ejemplo
x+1=10
Respuesta

La variable x tiene exponente 1, en estos casos se le denomina incognita ya que la
libertad para asignar cualquier valor esté restringida al cumplimiento de la igualdad y por lo
tanto en hacer verdadera la proposicion.

Ejemplo
x+y—4=25
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Respuesta

En esta proposicion hay dos incognitas, ambas estan elevadas al exponente 1. Este
tipo de igualdad es una ecuacion de primer grado con dos incognitas. Tanto x como y pueden
asumir infinitos valores, su representacion grafica es una linea recta.

Raiz de una ecuacién de primer grado. Para calcular la raiz de una

ecuacion de primer grado se debe considerar las propiedades de los nimeros reales,
especialmente el inverso aditivo y el inverso multiplicativo con el fin de aislar a la incognita
hacia uno de los miembros de la igualdad y hacia el otro miembro tener un valor numérico.

Ejemplo
Resuelva la ecuacion: 7x + 3 = 20
Respuesta

El primer paso es afiadir en ambos miembros de la igualdad el inverso aditivo de +3
el cual es —3.
7x +3—-3=20-3
Se realiza la operacion entre nimeros
7x =17

Luego se multiplica ambos miembros de la igualdad por % que es el inverso

()=}

multiplicativo de 7.

Ejemplo
Resolver 3x — 10 = 2
Respuesta

El inverso aditivo de —10 es +10, por lo tanto se afiade este ultimo nimero en ambos
miembros de la igualdad.
3x—10+10=2+10
3x =12

El inverso multiplicativo de 3 es % Se multiplican ambos miembros por este ultimo

3x(3)=12(3)

numero.
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Ejemplo
Resolver 4 —9x = 11
Respuesta

El inverso aditivo de 4 es —4. Se la suma —4 a ambos miembros de la ecuacion. En
otras palabras, se resta cuatro en cada miembro de la ecuacion.
4—-9x—4=11—-4
—-9x =7
Ahora se multiplica ambos miembros de la ecuacion por el inverso multiplicativo de

—9quees—%
ox(~5)=4(-5)
*\T9) 7 "\9
4
*T 7%
Ejemplo
Resolver 3; =12
Respuesta

El planteamiento original puede reescribirse asi: (%) (3 —x) = 12. El inverson

multiplicativo de % es 7, por lo tanto se multiplican ambos miembros de la igualdad por este

namero.

1
™ (5)3-0 =02
3—x=284
El inverso aditivo de 3 es —3. Se afiade ese numero en los dos miembros de la
igualdad.
3—x—3=84-3
—x =81
En estos casos se multiplican ambos miembros por —1 con el fin de expresar la

incognita como un nimero positivo.
x = —81
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Ejemplo

5x 3
Resolver — — ===
11 5 3

Respuesta

Para encontrar el valor de x que satisface la ecuacién, en primer lugar se suma en
. . .. 3 3
ambos miembros el inverso aditivo de — s quees .

5x 3+3 2
11 5 5 3
9

El coeficiente de x se convierte en 1(elemento neutro del producto) multiplicando
. : T 5 , 11
ambos miembros por el inverso multiplicativo de 77 que es el naimero =

5)@-E6E)

209
775
Ejemplo
7 3
Resolver cx +9x = cx — 2
Respuesta

Para resolver esta igualdad, en primer lugar se deben agrupar los términos semejantes.
Bajo el mismo principio del inverso aditivo, el término S X se convierte en el elemento neutro

al sumarle el mismo término con signo invertido, es decir — S X Para no alterar la igualdad,

esa operacion debe hacerse tanto en el primer miembro (parte izquierda de la ecuacion) como

en el segundo miembro (parte derecha de la ecuacion). El resultado es:

L+ 9x—ox = —2
8X XSX_

Se factoriza por factor comun el primer miembro:
7 3
S+9-2)=-2
* (8 775

Se efectua la operacion numérica entre el paréntesis
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(35 + 360 — 24) _
X 40 -
(371) — 3
\40/) 7

- : : T ., 371
Se multiplica ambos miembros por el inverso multiplicativo de la fraccion Ty

(371)(40)_ 2(40)
20 /\371) = 7°\371
" 80

371

Aplicaciones de las ecuaciones de primer grado. En esta parte

se resuelven ecuaciones de primer grado, tomando en consideracién que provienen del
lenguaje ordinario y por lo tanto requieren una transformacion previa al uso de las
propiedades inverso aditivo e inverso multiplicativo, con las cuales se han resuelto los
ejercicios de la seccion precedente.

Ejemplo

Hace 4 afios tenia la mitad de la edad que tendré dentro de 10 afios ;cudntos afnos
tengo ahora?

Respuesta

Sea x la edad actual.
Hace 4 afios tenia: x — 4
Dentro de 10 anos tendré: x + 10

La mitad de la edad que tendré dentro de 10 afios es: %10

Esa cantidad es igual a la edad que tenia hace cuatro afios, por lo tanto:
x+ 10

2

x—4=

Manipulando la expresion algebraica:
2x—8=x+10
x =18
La edad actual es 18 afios.

Ejemplo

El cuadruple de un nimero menos 12 es igual dos tercios de ese nimero més veinte
,cual es ese nimero?

Respuesta

Sea x el naimero buscado.
El cuédruple de ese nimero menos 12 es: 4x — 12
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Dos tercios del nimero mas 20 es: gx + 20
Igualando las expresiones:

2
4x — 12 ==x+ 20

3
Se resuelve la ecuacion:
2
4x — §x =32
12x — 2x — 12
3 =
10x = 96
B 96 _ 48
*T10" 5

, 48
El numero es =
Ejemplo
Tres nimeros enteros consecutivos suman 153. Indique cuales son los numeros.

Respuesta

Sea x el primer nimero entero
Como son consecutivos, el segundo entero es: x + 1.
El tercer entero es x + 2.
Como los tres niumeros suman 99:
x+@x+1)+ (x+2) =153
Se resuelve esa ecuacion:
x+x+1+x+2=153

3x +3 =153
3x =150
x =50

Por lo tanto los nimeros son: 50, 51, 52.
Ejemplo

Si Javier tiene 15 afos y Juana tiene el quintuple de la edad de Javier menos 8 afios
(cudl es la edad de Juana?

Respuesta
Sea x la edad de Juana

El quintuple de la edad de Javier menos 8 afios es: 5(15) —8 =75 —8 = 73
La edad de Juana es 73 afios.
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Ejemplo

La semana pasada Carolyne se gano el séptuple de lo que habia ganado hace un mes,
esta semana se gano solamente el triple de esa cantidad. Si invirtié6 40000 bolivares y le

quedo un quinto de lo ganado en total ;cuanto dinero se gand hace un mes?

Respuesta

Sea x el dinero ganado hace un mes
Lo que se gano6 la semana pasada fue: 7x.
Los que se gano esta semana: 3x.

7x + 3x
5

10x
10x — 40000 = =

8x = 40000

40000
X = = 5000

7x + 3x — 40000 =

Hace un mes Carolyne se gano Bs 5000.

Ejemplo

Hace 10 afios Antonio tenia la tercera parte de la edad de Juan, actualmente Antonio

tiene la mitad de la edad de Juan ;Cudl es la edad actual de Antonio y Juan?

Respuesta

Sea x la edad actual de juan
Sea y la edad actual de Antonio

Actualmente
X
=3
Hace 10 afos
10_x—10
y -7 3
Se sustituye a y:
X 10_x—10
5 =
x—20_x—10
2 3
3x —60 =2x—20
x =40
_x_40_20
Y=27 2 T
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Juan tiene actualmente 40 afios y Antonio 20 afios.
Ejemplo

Si de su sueldo mensual Eleazar gasta la tercera parte en alimentos, la quinta parte de
lo que le queda lo consume en transporte y la mitad del resto disponible lo destina al gasto
en medicinas, al final le quedan 40000 bolivares ;Cuanto gana Eleazar mensualmente?

Respuesta

Sea x el sueldo mensual

Gasto en alimentos:
Gasto en transporte:

( x) 1 (Zx) 2x
X—-)=- = —

3 5 15
X

3
x 2x) _ 1 (15x—5x—2x) _ 1 (Bx) _4x
3 15/ 2 15 ~2\15/ 15

-
ANV lRWIR

Gasto en medicinas: >

Por lo tanto:

_x+2x+4x+40000
XT3 5T s
15x — 5x — 2x — 4x — 40000
15 B
4x = 600000
600000
x = — = 150000

4

Eleazar gana Bs 150000 mensual.

Ecuaciones de primer grado con Geogebra. Es facil trabajar
con Geogebra para calcular las raices de ecuaciones tanto de primer como de segundo grado.
Se debe activar la ventana de célculo simbolico (CAS) e ingresar en la fila de entrada la
estructura de la ecuacion, presionar la tecla Enter para que el software genere la estructura
de la ecuacion. Este paso es importante ya que permite que el usuario detecte posibles errores
en la escritura.

La Figura 23 corresponde a la ecuacion 10x + 8 = 20

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

==l v [ls= [ OVl x={x=][| |- &

» Calculo Simbédlico (CAS) X | » Vista Grafica
y 10x+8=20 6
- 10x+8=20 :
2 || «
4

Figura 23: Uso de la vista CAS de Geogebra para resolver ecuaciones de primer grado.
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Con el cursor en la segunda fila, hacer clic con el raton en el boton Resuelve, el cual
tiene la forma X=. El software genera la respuesta usando la notacion de conjuntos, es decir
muestra el conjunto solucion de la ecuacion.

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

=] = | v %O | x= x=| ¥l @

» Calculo Simbolico (CAS) X =| Resuelve X | » Vista Grafica
4 10%+8=20 61
- 10x+8 =20 5
$1
2 4

. _ 6
Resuele X = 5 .|

Figura 24: En la fila 2 de la vista CAS se muestra la raiz de la ecuacion bajo la presentacion de conjunto.

Geogebra brinda muchas posibilidades para trabajar con ecuaciones, por ejemplo
haga clic en la fila 3 y luego clic sobre la ecuacion escrita en la fila 1 y observara que se
repite la estructura de esa ecuacion, la cual es editable.

Ecuaciones de primer grado con wxMaxima. versién para

Windows de Maxima es un instrumento muy potente que dispone el estudioso de algebra.
Recordemos que Maxima es un software que esta disefiado bajo el esquema de comandos.
wxMaxima trabaja fundamentalmente sobre este principio apoyado sobre menus que son
accesibles con el raton, aspecto que pretende ayuar al usuario en la realizacion de
operaciones sin tener que aprenderse las instrucciones para que el programa genere una
respuesta. Sin embargo para algunos sigue siendo atractiva la opcion del uso de comandos

Escribir la ecuacion que desea resolver. Recuerde usar el asterisco para multiplicar;
por ejemplo 5x debe escribirlo en maxima como 5#*x. Como estd trabajando con
wxMaxima no es necesario finalizar la instruccion con punto y coma, ya que el software hace
este trabajo. Presionar Shift+FEnter (Mayuscula + Entrada). El software devuelve la
ecuacion escrita bajo la salida 1 (%01).
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Figura 25: Ingreso de la estructura de la ecuacion en wxMaxima.

En este momento dispone de dos opciones: Escribir el comando solve(%, x) y
presionar Shift+Enter o con el raton hacer clic en el menu Ecuaciones — Resolver. Ambas
opciones consumirdn aproximadamente el mismo tiempo. La ultima alternativa es la
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mostrada en la Figura 26, en la cual la ventana emergente indica las opciones por defecto que
asigna el software. En el cuadro de texto Ecuacion estd el signo % el cual se utiliza para
referirse a la ultima entrada y en Incégnita(s) aparece la letra x.

Archivo Editar Celda Maxima Ecuaciones .éi!gebra Analisis  Simplificar Graficos Numeéric
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il) Srx=d=16;
ol) bx-4=16

al®

Ecuacidn: | %

Incdgnita(s): X

Figura 26: Al hacer clic en el menu Ecuaciones de wxMaxima, surge la ventana emergente Resolver, la cual ya contiene
opciones por defecto correspondientes a la ultima ecuacion ingresada en la ventana principal.

Hacer clic en el boton Aceptar. El software escribe la entrada 2 (%i2) y responde en
la salida 2 (%02). Si usted hubiera optado por escribir el comando, en este punto tendria la

misma ventana que se muestra a continuacion. _
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1) 5*x-4=16;
1) 5x-4=16

" (%i2) solve([%], [x1):
(%02) [x=4]

Figura 27: Resultado de la ecuacion 5x-4=16.

La solucidon a la ecuacion 5x —4 = 16 es x = 4.

Otra opcion es usar directamente el menu ecuacion — Resolver y en la ventana

. ., . 1 4

emergente ya mostrada escribir la estructura de la ecuacion. Por ejemplo: 13 * x — JX==
Cuando tenga que escribir fracciones, enciérrelas entre paréntesis y utilice la tecla /.
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Incognita(s): | X

Ecuacién: | 13%x— (1/4) *x=(4/7))

Aceptar Cancelar

Figura 28: Ventana Resolver de wxMaxima en la cual se puede escribir directamente la estructura de la ecuacion a resolver

Verificar que la incdgnita sea x y presionar el boton Aceptar. El software escribe la
instruccion de entrada y genera la salida.

Archivo Editar Celda Maxima Ecuaciones Algebra Analisis Simplificar Gra
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? ($i1) 5%x-4=16;
(201) 5x-4=16
f (312) solve([%], [x]);:
(%02) [x=4]
7 (3i3) solve ([13*xz-(1/4)*x=(4/7)1, [x]):
16
[503) fx=ﬁf

Figura 29: En la entrada y salida 3, wxMaxima refleja los resultados de trabajar directamente con el Menu Resolver.

Ejercicios

1. Resolver

—.

SE R e a0 o

10x =6

40x+4=15
12 —5x =20

4 —x=2x+1

5y+ 11y =3

3 12

2x-2=50
11 13

1+ 6x +2 = 3x -
5a — 10x = 3a

1
2

2abc + abx = 4

ab _ a?b3

X

Cc
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2. Convierta las expresiones siguientes a ecuaciones y resuélvalas.

a. Pedro es taxista y durante el dia de ayer se gan6 el doble de lo que se gan6 hoy, con
la ganancia de hoy se compro un kilogramo de carne en Bs.10000 y un Kilogramo de
arroz en Bs. 5000. ;Cuanto se gand Pedro ayer?

b. En época de alta inflacion, el precio de un producto hoy suele ser bastante menor al
precio del mismo producto el dia de mafiana. Juana fue ayer al mercado y observé
que el precio de la carne era Bs 6000 el kilo, hoy pudo reunir esa cantidad y fue a
comprar un kg de carne, sin embargo el precio se incrementé tres octavos respecto
al precio visto el dia anterior ;cuanto cuesta el kg de carne hoy?

¢. Sucesivos aumentos en el precio de un producto de tres quintos, dos séptimos y tres
octavos (a cual aumento tUnico equivale?

d. Una persona camina del punto A al punto B en 30 minutos, si el recorrido lo hace en
bicicleta tarda dos tercios de ese tiempo A cuanto equivale en minutos el recorrido
en bicicleta?

Ecuaciones de sequndo grado

Una ecuacion de segundo grado es una igualdad donde el exponente mas alto de la
incognita es 2. La estructura general de una ecuacion de segundo grado es

ax?+bx+c=0
Con a diferente de cero y a, b, ¢ coeficientes pertenecientes al conjunto de los
numeros reales.
Cuando b y ¢ son diferentes de cero la ecuacion es completa, si b o ¢ son iguales a

cero la ecuacion es incompleta.

La solucion a una ecuacion de segundo grado completa es:

—b ++Vb?% — 4ac
X =
2a

Esta expresion se conoce como formula general de una ecuacion de segundo grado.

Si b% — 4ac > 0 la ecuacion tiene dos raices reales distintas.
Si b? — 4ac < 0 la ecuacion no tiene raices reales
Si b? — 4ac = 0 la ecuacioén tiene dos raices reales iguales.

Ecuaciones de la forma ax? + bx = 0. si se factoriza esta
expresion general para este tipo de ecuaciones se tiene:

x(ax+b)=0
Donde
x=0
b
X =——
a
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Ecuacionesde laformaax?+c =0

Al despejar la x se tiene:

c
xX= [——
a

Dependiendo de los signos de a y ¢, la ecuacion puede no tener soluciéon en el
conjunto de los nameros reales o tener dos soluciones.

A la hora de resolver una ecuacion de segundo grado se debe elegir el método que se
usard para encontrar la raiz o raices. Los mas usados, en el caso de la ecuacion completa son:

a. Factorizacion del trinomio cuadrado perfecto

b. Factorizacion de la forma x2 + bx + ¢

c. Usando la formula general

d. Usando una grafica.

También es recomendable tener en cuenta lo siguiente:

a. Uno de los miembros debe ser igual a cero.

b. La estructura algebraica del otro miembro debe estar ordenada de manera
decreciente

Ejemplo

Calcule las raices de la ecuacion x% + 10x + 25 =0

Se trata de una ecuacion de segundo grado, uno de los miembros de la igualdad es
cero y el polinomio del lado izquierdo est4 ordenado de forma decreciente.
La inspeccion visual del miembro que contiene al polinomio indica que se trata de un
trinomio cuadrado perfecto, por lo tanto se usa ese método para resolver la ecuacion.

Raiz cuadrada del primer término del polinomio; Vx2 = x

Raiz cuadrada del tercer término del polinomio: V25 = 5

El segundo término debe ser el doble producto de la raiz cuadrada del primer término

por la raiz cuadrada del segundo término: 2(x)(5) = 10x.

Se comprueba que el primer miembro es un trinomio cuadrado perfecto, por lo tanto
puede ser expresado como:

(x+5)2=0
Se calcula la raiz cuadrada de ambos miembros, lo que produce la simplificacion

x+5=0
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Finalmente se despeja la x, aplicando el inverso aditivo.
x=-=5
Ejemplo

Resuelva la ecuacion x> + 12x +5=0

Uno de los miembros de la ecuacion es cero y el otro miembro es un polinomio que
estd ordenado de forma decreciente. Resolvamos la ecuacion factorizando al polinomio por
el método de trinomio cuadrado perfecto.

El primer término es un cuadrado perfecto, sin embargo el tercer término no lo es.
Sumemos el inverso aditivo de 5 en ambos lados de la igualdad, con la idea de eliminar el
tercer término del polinomio.

x> 4+12x4+5—-5=-5
X%+ 12x = =5

Ahora se divide entre dos el coeficiente de x
12+2=6
Se eleva al cuadrado
6% =36
Se suma 36 en ambos miembros de la igualdad
x* +12x+36 = -5+ 36

El miembro de la izquierda o primer miembro de la ecuacion es ahora un cuadrado
perfecto: El primer término tiene raiz cuadrada igual a x; la raiz cuadrada del tercer término
es 6; el segundo término es el producto de dos veces la raiz cuadrada del primer término por
la raiz cuadrada del tercer término.

Por lo tanto el primer miembro de la igualdad es (x + 6)2.

La ecuaciodn se transforma en:

(x+6)% =31
Se despeja el paréntesis
x+6=1V31
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Se despeja la incognita

x=4V31-6
La respuesta contiene dos valores de x:
x=vV31-6
x=—/31-6

¢S ={—V31-6,V31 -6}

Ejemplo

Resolver la ecuacion 15x%2 —12x —3 =0

El primer miembro de la ecuacién es un polinomio que estd ordenado en forma
decreciente, el segundo miembro es cero. El primer término del polinomio no es un cuadrado
perfecto, por lo tanto no se puede expresar el polinomio como tal. Factoricemos bajo la

forma ax? + bx + c.
Se multiplican ambos miembros de la ecuacion por 15

15(15x2) — 12x(15) — 45 = 0
(15x)2 — 12(15x) — 45 = 0

Se hace un cambio de variable

u = 15x

Se reescribe el polinomio
u?—12u—45=0
Se buscan dos niimeros cuyo producto es —45 y sumados resulten en —12. El signo
negativo del 45 indica que los niumeros tienen diferentes signos, el signo menos del 12 indica
que el de mayor valor absoluto es negativo. Los nimeros son —15y +3.
El polinomio factorizado es
(u—15)u+3)=0
Si el producto de dos factores es cero, al menos uno de sus factores es cero

u—15=0

u=15
u+3=0

u=-3

Se regresa a la variable original

15x =15

x=1
15x = =3

253



Ejemplo

Resolver 3x> —7x —8 =10

El primer miembro es un polinomio que estd ordenado de forma decreciente y el
segundo miembro es igual a cero. Se puede proceder con los métodos de factorizacion o con
la formula general de segundo grado.

El trinomio no es un cuadrado perfecto, tampoco es posible hacer un cambio de
variable para transformarlo en una expresion factorizable. Por lo tanto se recurre a la formula
general.

a=3 b=-7 c¢c=8
N Gtk V(=7)%—4(3)(-8)
- 2(3)
7 ++/49 4+ 96

6
_ 7%V145

6
cs = {7+\/145 7—\/145}
B 6 6

Ejemplo

Resolver —2x%2 +7x+5=0

El polinomio presente en la ecuacion no es un cuadrado perfecto, ya que ni el primer
término ni el tercer término tienen raiz cuadrada exacta. Tampoco es transformable en un
polinomio de la forma x? + bx + c. Se recurre a la formula general de segundo grado o a la
representacion grafica. Optemos por esta ultima alternativa, pero usando el software
matematico Geogebra que nos ayudard mucho en la construccion de la gréfica.

Cargar Geogebra, activar la vista CAS (Calculo simbdlico) y en la primera fila
escribir el polinomio, en la notaciéon de funcion, bajo la forma f(x): = —2x? + 7x + 5.
Presionar la tecla Enter.

El sistema genera la grafica en la vista grafica. Usar el raton para acercar o alejar la
grafica.
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Figura 30: Una forma de resolver una ecuacion en Geogebra es considerarla una funcion. En este caso se presenta la
grdfica de la funcion f(x):=-2x"2+7x+5.

Ahora, con la linea 2 de la vista CAS activa, hacer clic en la funcion f(x) para que

Geogebra escriba la estructura de ésta en la linea 2, luego pulsar el botén Resolucion
numérica (X ~).

El programa genera los valores aproximados donde la funcion polindmica corta al eje
x, los cuales son las raices de la ecuacion.
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Figura 31: En la vista CAS se calculan los valores aproximados donde la funcion corta al eje x.

Si desea el valor exacto de la ecuacion. Con la fila 3 activa, haga clic en la funcion

f(x), cuando el programa escriba la estructura de la funcion iguale a cero, haga clic en el
boton Resuelve(x=).
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Figura 32: Calculo del valor exacto de la ecuacion 2x"2+7x+5=0. Esta accion puede hacerse dir

ectamente sin necesidad
de los pasos previos explicados cuando solamente se requiera la solucion de la ecuacion.

Aplicaciones de las ecuaciones de segundo grado. Diversas

situaciones derivadas de la realidad se pueden modelar hasta convertirlas en expresiones
manejables como ecuaciones de segundo grado y a partir de alli encontrar el valor o valores
numéricos que satisface la igualdad. En fisica se aplica al lanzamiento de proyectiles, en
economia muchas funciones de utilidad, ingreso o costo son expresables bajo esta modalidad,
en los deportes abundan casos donde se requiere determinar la variable presente en la
velocidad de un auto, de un lanzamiento o de un corredor.

Se procura en esta seccidn resolver situaciones practicas relacionadas con el tema

tanto de forma manual como con la ayuda de Geogebra o wxMaxima, software libre de
mucha utilidad en estos casos particular.

Ejemplo

Se desea construir una caja de base cuadrada sin tapa de una ldmina cuadrada de
carton para lo cual se corta en cada esquina cuadrados de 5 cm para doblar los bordes

resultantes hacia arriba. Calcular las dimensiones de la ldmina de carton para que la caja
construida tenga un volumen de 200 cm®.

Respuesta

Sea x la longitud de los lados de la ldmina de carton, como se cortan 5 cm en cada
esquina, la longitud de los lados de la caja de base cuadrada es: x — 10.

El volumen de la caja es:

V=Ilah
Con | = largo; a = ancho; h = alto

l=x-10

a=x-—10

h=5

256



V=(x-10)(x —10)5
5(x —10)(x —10) = 200
(x—10)(x —10) =40
x?—20x+100—-40=0
x2—20x+60=0
CS = {3,68;16,32}
El carton debe medir 16,32 cm por cada lado, para que la caja resultante tenga un volumen
de 200 cm®.

Ejemplo

Una empresa vende articulos a Bs 20000 la unidad, para pedidos menores de 50, si el
pedido es de més de 50 unidades hasta un méximo de 200 unidades, el precio se reduce en
Bs 60 por el niimero de articulos pedido. ;Cuantos articulos se pueden comprar con Bs
14400007

Sea x el numero de articulos pedidos

El precio de venta por unidad es: p = 20000 — 60x

El monto de cada pedido es: M = px = (20000 — 60x)x
El nimero de unidades que se pueden comprar es:

20000x — 60x? = 1440000
Se ordena el polinomio
—60x2 + 20000x — 1440000 = 0
—6x% + 2000x — 144000 = 0
a = —6;b =2000;c = 144000

e —(2000) + 1/(2000)2 — 4(—6)(144000)

2(—6)
_ —2000 + 4000000 — 3456000 _ —2000 + v544000
= —12 - 12
_ —2000 + 737,56
= —12
x = 105,20
x = 22813

Se selecciona como respuesta 106 articulos, que el entero inmediato superior a 105,20. Se
descarta el valor 228,13 puesto que se sale del intervalo establecido para el dominio.
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Ejemplo

El precio de venta de un producto es p = 10000 — 15x donde x es el numero de
unidades por pedido hasta un méximo de 100 unidades. ;cuantas unidades debe contener un
pedido si se desea invertir Bs 127500.

Sea x el nimero de unidades por pedido.
El precio de cada pedido es: P = px = (10000 — 15x)x
—15x% + 10000x = 127500
—15x% + 10000x — 127500 = 0
a =—15;b = 10000;c = —127500

—10000 + +/(10000)% — 4(—15)(127500)
2(—15)

—10000 £ 9610
-30

x = 654

X =

x =13

Se generan dos valores, de acuerdo a las condiciones del problema el pedido debe
contener 13 unidades.

Resuelva

1. x2—-169=0

2. y2+4+24y+144=0
3. 7x*=9%x+2=0
4. x?2—10x =24

5. x?—14x =120

6. x(x—6)=0

7. 25x% = 5x

8. 4x2—-5x—7=0
9. x+8x+10=0
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10.y2 —y =12

115x2+5x=5
x2—4x
2.2 =
13.2x2 435 =3
3 5
14. 2x -2
6 8 4

3
x%2=x%-2
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Resumen

Una expresion algebraica es una estructura conformada por letras, nimeros, signos mas
o menos, combinados con por lo menos una de las operaciones basicas: suma, resta,
multiplicacion o potenciacion de exponente racional.

En las expresiones algebraicas enteras la variable estd elevada a un numero entero
positivo solamente y aparece en el numerador.

En las expresiones algebraicas racionales la variable estd elevada a un nimero entero
negativo y aparece en el numerador o a un niimero entero positivo pero aparece en el
denominador.

Las expresiones algebraicas irracionales son aquellas expresiones donde al menos una
de las variables estd elevada a un exponente fraccionario o se encuentra dentro de una
raiz.

Se define un término como aquella expresion cuyas partes no se encuentran separadas
por los signos mas o menos.

Un término consta de: signo, coeficiente, la parte literal o variables y los exponentes.
Dos o mas términos son semejantes si contiene a las mismas variables elevadas a los
mismos exponentes.

El grado de un término esta definido por la suma de los exponentes de las variables que
lo conforman.

El grado de una expresion algebraica es el grado mas alto de los términos que conforman
la expresion.

El valor numérico de una expresion algebraica es el resultado de sustituir las variables
que la conforman por nimeros y realizar las operaciones que la definen.

En el lenguaje ordinario es comun el uso de frases que involucran operaciones
algebraicas, tales como el doble de la edad, la tercera parte del salario, entre otras.

Un polinomio es una estructura algebraica entera, es decir, todos los exponentes de las
variables son nlimeros enteros positivos y éstas se encuentran ubicadas exclusivamente
en el numerador del término.

El grado de un polinomio de una variable es el exponente mas alto de la variable en ese
polinomio.

Con los polinomios se pueden realizar operaciones bdsicas como suma, resta,
multiplicacion, division.

La factorizacion consiste en expresar los términos de un polinomio como el producto de
al menos dos factores.

Si dos estructuras algebraicas se separan con un signo de igualdad se estd en presencia
de una igualdad.

Existen dos tipos de desigualdades: identidades y ecuaciones.

Una identidad es una igualdad que es verdadera para cualquier valor de las variables.
Una ecuacion es una igualdad que es verdadera solamente para uno o algunos valores de
la variable o incégnita.

Resolver una ecuacion consiste en calcular el valor de la variable o variables que hacen
que la proposicion planteada por la igualdad sea verdadera. Dicho valor o valores se
conoce con el nombre de raiz de la ecuacion.
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Una ecuacion de primer grado es una igualdad en la cual la incdgnita o incdgnitas tienen
exponente 1.

Una ecuacion de segundo grado es una igualdad donde el exponente mas alto de la
incognita es 2.
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Términos Clave

Expresion algebraicas
Término

Igualdad

Polinomio

Factorizacion

Ecuacion de primer grado
Ecuacion de segundo grado.
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Ejercicios de Autoevaluacién

. Para cada expresion algebraica indique el grado y clasifiquela como monomio, binomio
o trinomio.

a. 4x%y +3
b. 24+x3+4
X
5
c. =x
6
d. x2+5x+6
€. %xy + x3y?
Calcule el valor numérico de cada expresion algebraica para x = —2;y = 3;z = —1
segln aparezcan estas variables en la estructura.
a. Vv—4x-—1
x3y

— —5xz
3z

b
c. 3x%—4xy+2yz
d 4

X

7
3’5x+1
4xy
Convierta al lenguaje simbolico matematico las expresiones siguientes
a. Laedad de Leonor es el décuplo de la edad de Valentina.
b. Las ganancias esta semana fueron cuatro quintas partes de las de la semana pasada.
c. Mi nota en el examen fue el cuadruple de la nota del Gltimo examen.
d. El precio del producto se triplico esta semana.
e. La onceava parte de quince.
Identifique los términos que conforman cada expresion algebraica
a. 12x3—5x+7

5
b. Vx3+ 4x
4
X
¢~
VA
3 1
. -—=x
d 5 2%
4
e. —
x+y

. Dados los polinomios p(x) = x3 —5x2+1 q(x) = —4x*+5 r(x)=2—x
Calcule:

a. p(2)
b. q(-=3)
c. r(—4)

d. p(—=1) +q(-5)

e. q(2)+r(3)

. Dados los polinomios p(x) = —10x?2 +2x +4 q(x) =x*2-3x r(x)=x*>-7
Efectuar:

a. p(x)+qkx)+7rx)

b. 4p(x) + 3q(x)

c. p(x)—q)
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7.

10.

11.

12.

d. p(x).q(x)

e. p(x).r(x)

Efectte los siguientes productos
a. (4x3+3)(4x3 +3)

b. (y*—2)(y*+2)

c. (xy+3)(xy—23)

d Bx+2)Bx+2)(3x+2)
(12x+5)(3x+ 1)

Factorice los polinomios

5x3 + 10x2

32x2%y3 — 16x3y3 + 64x%y*
x? —8x —33

x?—81

125x3y + 45x%y? — 625x*y>

o

°o a0 o

Resuelva las ecuaciones
10x-7
=12

a. —
b. x2—9x =-20

c. 32—4x=12+2x
d. x2+10x+24=0

e — ; +x=0

Hace 15 afos la edad de Mario era el triple de la edad de Leandro, dentro de 10 afos la
edad de Mario sera solamente el doble de la edad de Leandro ;Cual es la edad actual de
Mario y de Leandro?

. , ., 5 2
Un salto largo se ejecuta seglin la ecuacion y = 2 % donde y (metros) es la altura del

salto y x (metros) es la distancia horizontal recorrida. Si el atleta alcanza una altura de
0,25 metros (qué distancia horizontal recorri6?

La longitud / de una circunferencia de radio » es [ = 2nr, si la rueda de una bicicleta
tiene un radio de 0,30 metros ;cuantos giros de la rueda son necesarios para recorrer 5014
metros?
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CAPITULO

Inecuaciones

Desigualdades

Definicién

Propiedades de las desigualdades
Intervalos

Definicién

Tipos

Representacion

Unién e interseccién de intervalos
Inecuaciones lineales
Inecuaciones con valor absoluto
Sistemas de inecuaciones lineales en una variable
Inecuaciones lineales con dos variables
Sistemas de inecuaciones lineales en dos variables
Inecuaciones de segundo grado en una variable
Inecuaciones racionales
Aplicacién de las inecuaciones

Objetivos:

General

Comprender las desigualdades aplicadas a modelos matematicos en una y dos variables
tanto desde un punto de vista algebraico como geométrico.

Especificos

Aplicar las reglas de las desigualdades numéricas en la resolucion de
inecuaciones

Interpretar las desigualdades tanto en notacion de intervalos como desde el punto
de vista geométrico.

Resolver inecuaciones lineales tanto de forma manual como con ayuda de
software.

Resolver e interpretar inecuaciones con valor absoluto en una variable de forma
manual y con software.

Resolver inecuaciones de primer grado en una variable de forma manual y con
software.

Resolver inecuaciones de primer grado con dos incdgnitas de forma manual y
con software.

Resolver e interpretar sistemas de inecuaciones de primer grado con dos
incognitas, apoyados en software de calculo simbdlico.




Introduccidn

uando se emiten respuestas que involucran numeros, es mas probable que éstas se

encuentren estructuradas como un conjunto de valores generalmente amplios, que

como valores puntuales. Esto se debe a que siempre procuramos acertar, para lo

cual se hace necesario incluir la mayor cantidad de alternativas dentro del conjunto
solucion. Por ejemplo cuando se dice que en un grupo hay personas mayores de 25 afios, la
proposicion incluye a cualquier individuo que forma parte del grupo cuya edad se encuentre
por encima de ese valor de referencia; si por el contrario se emite una proposicion de caracter
puntual, por ejemplo que en el grupo existen personas que tienen 25 afios exactos, la
probabilidad de nuestra aseveracion se ve fuertemente disminuida en comparacion con la
primera opcion.

En este capitulo se estudian en primer lugar las desigualdades a través de las cuales
se conforma el piso tedrico que da soporte a las inecuaciones, uno de los temas centrales y
mediante las cuales se generan respuestas que abarcan extremos a veces tan amplios que se
consideran infinitos. Dichas respuestas se conocen con el nombre de conjunto soluciéon y
conforman lo que se denomina intervalos, otro tema de importancia.

Tal como se menciono, la realidad que afrontamos nos pone en contacto frecuente
con esta manera de resolver situaciones que incluyen respuestas de caracter numérico, por lo
tanto es importante la revision detallada de cada uno de los temas que comprende este
capitulo, bien sea para repasar aspectos que ya ha conoce o comenzar a estudiar esta parte
interesante de las matematicas que conjuntamente con las ecuaciones amplia el espectro de
las soluciones de las estructuras algebraicas.

De acuerdo con el esquema planteado en cada uno de los capitulos, en el presente se
formula una breve descripcidn tedrica del tema en cuestidn, se plantean ejemplos y ejercicios
de autoevaluacion y se complementa la explicacion con la ayuda de software de calculo
simbolico, elemento de gran importancia en nuestro tiempo, en el cual los dispositivos
electronicos son tanto o mas importantes para el estudiante como lo fueron el lapiz y el papel
para una generacion que no tiene tanto de tiempo de haber pasado por las aulas.
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Desigualdades

Cuando dos niimeros no son iguales es porque son diferentes en magnitud. A partir
de este principio surgen las desigualdades, las cuales como se vera a continuacion pueden
enfocarse desde distintos puntos de vista. Interesan sin embargo aquellas a través de las
cuales se comparan nimeros reales. En tal sentido, en este primera parte se hace énfasis en
las relaciones mayor que y menor que, tanto en la forma estricta como amplia. La mayoria
de los ejemplos se plantean usando la terminologia de la 16gica proposicional, puesto que lo
que se persigue es determinar la verdad o falsedad de una comparacion.

Definicién

Una desigualdad es una relaciéon de orden que se produce cuando los valores son
distintos.

Asumiremos que estas relaciones suceden en elementos que estan ordenados tal como
los que conforman los conjuntos numéricos previamente estudiados, representados por los
numeros reales.

Los dos tipos de desigualdades de mucha importancia en las matematicas son las
siguientes:

Desigualdades estrictas. Identificadas por los simbolos mayor que (>) o

menor que (<). Los elementos que se comparan siempre son de diferente magnitud.
Por ejemplo:
4<7
2>-9
a>b
c<d

Desigualdades no estrictas o amplias. Identificadas por los

simbolos mayor o igual que (=) o menor o igual que(<). Al estar presente el simbolo de
igualdad significa que los elementos que se comparan pueden llegar a ser iguales.

Ejemplo

4 >4
a<b

No se consideran las desigualdades donde est4 presente el simbolo # que significa
no es igual o es diferente de ya que los elementos de comparacién pueden no estar
conformando una relacion de orden, por ejemplo en la proposicion: Una casa es diferente a
una manzana. De igual manera la desigualdad >> que significa mucho mayor que ni < que
significa mucho menor que, puesto que aunque ambas implican un orden, ese orden puede
estar completamente distanciado uno de otro.

Un aspecto muy importante en el estudio de las desigualdades que influye en la
comprension de las inecuaciones es que se debe tener en cuenta que éstas se pueden enfocar
desde dos puntos de vista aparentemente diferentes pero que en realidad constituyen la misma
proposicion. Por ejemplo cuando Antonio le dice a Eduardo “Yo soy mayor que tu” y
Eduardo le responde “Yo soy menor que ti” ambos estdn afirmando que Antonio nacio
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primero que Eduardo; mediante simbolos propios de las desigualdades y usando solamente
las iniciales de los nombres, la primera proposicion se representa asi:
A>E
La segunda proposicion se representa asi:
E<A
Un ejemplo numérico de esta situacion es:
2<7
Desde el punto de vista del numero 2 se lee esta proposiciéon como “2 es menor que
7.
7>2
Desde el punto de vista del nimero 7 se lee esta proposicion como “7 es mayor que
P
Una regla nemotécnica consiste en considerar el nimero desde donde parte la flecha
(Simbolo >) “mayor que” y al nimero donde llega la punta de la flecha “menor que”.
Por ejemplo:
10> 6
Se lee “10 es mayor que 6”, pero también se pude leer como “6 es menor que 10”, en
cuyo caso la representacion simbodlica mas usada es:
6 <10

Propiedades

1. Adicion y sustraccion.
Si se suma o se resta un nimero en ambos miembros de una desigualdad, ésta no se
ve alterada.

Ejemplo

2<7
Si se suma un nimero positivo, por ejemplo 4
2+4<7+4
Si se suma un numero negativo, por ejemplo —3
2—-3<7-3
2. Multiplicacién y division.
a. Si se multiplica o divide una desigualdad por un mismo numero positivo esta no
se altera.

Ejemplo

4>3
Si se multiplican ambos miembros por 2, la desigualdad no se altera.
=4(2) > 3(2)
Si se dividen ambos lados de la desigualdad por 2, el sentido de esta tampoco se
altera.
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4 S 3
2 (2
b. Si se multiplica o divide ambos miembros de una desigualdad por un mismo
nimero negativo, ésta cambia de sentido.

Ejemplo

10>5
Si se multiplica ambos nimeros por —3 hay que cambiar el signo de la
desigualdad.
10(—-3) < 5(=3)
Si se divide ambos niimeros por —5, también se debe cambiar el signo de la

desigualdad.
10 5

(=5 (=5
3. Valor absoluto.
Se define al valor absoluto de la siguiente manera
lal<beo —-b<a<bhb

Ejemplo

|-6|<7e-7<-6<7
10| <12 & —-12<10< 12
Y de la siguiente manera
la|=beoa<-bva=h

Ejemplo

|-8|>7 < -8<-7v-82>7
12| =220 & 12 < -20Vv 12 > 20
Recordemos que para que la disyuncion sea verdadera basta que una de las
proposiciones simples que la conforman sea verdadera.

1. Coloque el signo < o > que corresponde para que la proposicion sea verdadera

a. 2 7
b. -5 =7
1 2
c. = =
2 5
d -4 -1
4
e. \/§ —\V7
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2. Coloque un nimero que haga que la proposicion sea verdadera.

a. 3>
b. —42>
c. 10>
d. <4
e. > 12
3. Sume un numero a la desigualdad de tal forma que ésta no se altere.
a. 3>1
b. 4<4
c % <2
d -7<7
e. —15>-20
4. Multiplique o sume un niamero de tal forma que la desigualdad cambie de sentido.
a. —5>=-12
b 2>12
37 2
c. —11<17
d a>b
e. % <1

5. Exprese simbdlicamente las proposiciones:
a. 12 es mayor que 7
b. 6 es menor o igual que 8
c. 20 es mayor que 10
d. -18 es menor que 18
e. -3 es mayor que -5
6. Represente cada proposicion desde el punto de vista del otro nimero

a. 10 <14
b. —15< -10
c. 4<5
d =>1

2 3
e. V5 <11

Intervalos

Nos situamos de nuevo dentro del conjunto de los niimeros reales y en el esquema de
la recta real, la razon de ello es que el todo es divisible en partes menores, denominadas
conjuntos solucion o intervalos. Las ecuaciones generan como respuesta unos pocos valores
que son puntuales, en cambio las inecuaciones producen como resultado un tramo de recta,
un espacio continuo delimitado por dos extremos la mayoria de las veces. En consecuencia,
la cabal comprension de los intervalos es de mucha importancia puesto que es la expresion
final procedimientos de cardcter algebraicos donde estdn presentes desigualdades e
incognitas.
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Definicién
Un intervalo es un subconjunto de los nimeros reales, conformado por los infinitos
nimeros que existen entre dos nimeros reales que actian como extremo inferior y extremo
superior. Desde el punto de vista geométrico un intervalo es un segmento de la recta real.
Si se ubica un niimero cualquiera sobre la recta real, ésta queda dividida en dos
segmentos, los cuales también se conocen como intervalos. Situacidon representada en la
Figura 1.

o~
-0

e
+a0

QO

Figura 1: El punto o numero a divide a la recta real en dos segmentos: a la izquierda de a y a la derecha de a. Ambos
segmentos constituyen intervalos de la recta real. El simbolo o significa “infinito”, no se trata de un numero, se usa para
transmitir la idea

Hacia el lado izquierdo del numero cualquiera a, estan todos los numeros reales
menores que a. El simbolo menos infinito (—o0) representa a cualquier nimero menor que a.
El circulo en blanco se utiliza para indicar que se trata de un extremo abierto, es decir que
no se incluye al namero a.

“Hacia este lado de |a recta real estin todos los
M eros menores que 4

=00

+o0

[

Figura 2: Al dividir la recta real en dos segmentos mediante el numero a, el segmento o intervalo de la izquierda representa
a todos los numeros que son menores que a.

En el mismo sentido. Hacia el lado derecho del niimero cualquiera a, estan todos los
nimeros mayores que a. El simbolo mas infinito (+00) representa cualquier nimero mayor
que a.

Hacia este lado de [a recta real estan todosles
nimeros mayores que &

!
-00 a +o0

Figura 3: Al dividir la recta real en dos segmentos mediante el numero a, el segmento o intervalo ubicado a la derecha
representa a todos los niimeros que son mayores que q.

Si el numero cualquiera se incluye dentro del intervalo, la forma utilizada para
representar a ese extremo es mediante un circulo relleno.
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“Hucia este lado de la recta real estdn todos los
’_,nt'mems menores o iguales que @

s a +o0
Hacia este lado deTa recta real estan todosles
MUMaros mayoras o iguales que &

=00 a +o0

Figura 4: El circulo relleno se utiliza en las representaciones grdaficas de intervalos para indicar que el extremo forma pare
del intervalo. En el lenguaje ordinario, si se trata de numeros a la izquierda del extremo se leen como menores o iguales
que a, si set

Si en vez de un nimero real, se ubican sobre la recta dos numeros cualesquiera a y
b, ésta queda dividida en tres partes, cada una de esas partes son segmentos de recta, los
cuales también se conocen como intervalos.

— P T
i S b "
-0 a b +c0
e sagmento de Este segmento de Este segmento de
recta es un intervalo recta es un intervalo recta es un intervalo

donde estan donde estan donde estdn
representados los representados los represantados los
numeros reaes numeros reales numeros reaes
desde menos infinite entre gy & desde & nimero &
hasta el ndmero & hasta mas infinito.

Figura 5 Los puntos o numeros ay b, al ser ubicados sobre la recta real, la dividen en tres segmentos, los cuales constituyen
cada uno un intervalo.

Tipos de intervalos

Tomando en cuenta si se incluyen o no los extremos de un intervalo dentro del
conjunto de numeros que lo conforman, se establecen varios tipos.

Intervalos abiertos. Son aquellos intervalos donde los extremos no forman

parte del conjunto, actiian solamente como puntos frontera, como niimeros que establecen
una separacion con otros intervalos.

Usaremos dos tipos de notaciones para los intervalos: la notacion mediante simbolos
de agrupacion también conocida como notacion de intervalos y la notacion grafica. Mas
adelante se usara una tercera opcion para representar a los intervalos como inecuaciones.

En notacion mediante simbolos de agrupacion. También se

conoce a esta notacion como notacion de intervalo. Los extremos de un intervalo abierto se
representan acompafiados de un paréntesis, de esta manera.

(a,b)
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Ejemplo

(5, 10)
Significa que se trata de un intervalo conformado por todos los nimeros reales entre
5y 10, pero sin incluir ni al nimero 5 ni al nimero 10. Cualquier nimero real mayor que 5
y menor que 10 se encuentra dentro de este intervalo. Por ejemplo, el nimero 5,0001
pertenece al intervalo; el nimero 9,999 también pertenece al intervalo; el nimero 7,214
pertenece al intervalo; el nimero 4,993 no pertenece al intervalo; el nimero 10 no pertenece
al intervalo. Existen infinitos nimeros reales que estan dentro del intervalo.

En notacion gr afica. Los intervalos se representan con puntos sin rellenar en
sus extremos y con una zona sombreada entre los extremos para indicar que alli existen
infinitos valores reales.

El intervalo (5, 10) se representa graficamente de tal como se indica en la Figura 6.

_ Y. A

= L8 o S
-0 5 10 +o0
El nimero 5 no pertenece al El nimero 10 no pertenece
intervalo (5, 10). al intervalo (5, 10).

Figura 6. Representacion grdfica del intervalo (5,10) el cual es abierto por ambos extremos, significa esto que ni el niimero
5, ni el numero 10 forman parte del intervalo, solamente estan actuando como puntos de separacion.

Se traza una recta, en cada extremo de la recta se colocan los simbolos
correspondientes a menos infinito por el lado izquierdo y a mas infinito por lado derecho.
Significa que tanto por el lado izquierdo de la recta como por el lado derecho estan presentes
infinitos numeros que no estan representados. Luego se ubican los dos numeros que actian
como extremos y puntos de separacion del intervalo; como ni el nlimero 5 ni el nimero 10
estan incluidos en el intervalo, la representaciéon se hace mediante circulos en blanco.
Finalmente, se conforma un rectangulo que tiene a dos sus vértices sobre los puntos extremos
del intervalo, se sombrea para indicar que existen infinitos nimeros reales entre los extremos
del intervalo.

El intervalo (5, 10) esta conformado por todos los nimeros reales que son mayores
que 5 pero menores que 10.

Intervalos cerrados. Son intervalos donde los extremos estan incluidos

dentro del conjunto de nimeros que forman parte de ellos. Es decir, los extremos aparte de
ser puntos de separacion o puntos frontera también integran al intervalo.

Notacion mediante simbolos de agrupacion. Los extremos de
estos intervalos se representan mediante un corchete cuadrado, de esta manera.

[a, b]
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Ejemplo
[_71 4]

Significa que se trata de un intervalo cerrado por ambos extremos; el extremo inferior
es -7 y se incluye dentro del intervalo, de igual manera el extremo superior es 4 y también
se incluye dentro del intervalo. Cualquier niumero real entre -4 y 7 es parte del intervalo
incluidos los dos nimeros mencionados. Por ejemplo, el nimero 3 pertenece al intervalo; el
nimero -1 también pertenece al intervalo; también pertenecen a ese intervalo niimeros
decimales como -3,00047; 1,0378; 5,23; 6,825 por mencionar algunos de los infinitos
nimeros que son mayores o iguales que -4 y menores o iguales que 7.

Notacion gl‘c'ffl'C&. Los intervalos cerrados se representan graficamente

mediante circulos rellenos en sus extremos y con una zona rectangular sombreada de extremo
a extremo para indicar que existen infinitos nimeros reales entre los dos valores que actuan
como fronteras.

El intervalo [—4,7] se representa tal como se indica en la Figura 7.

G,

4 = o

=00

Figura 7: Representacion grdfica del intervalo [-7,4]. Observe que se trata de un intervalo cerrado por ambos extremos,
por lo tanto se usan circulos rellenos.

Observe que en este caso los extremos del intervalo -7 y 4 se representan con circulos
rellenos, en terminologia de conjuntos, hablando del intervalo central, se dice que -7
pertenece al intervalo y 4 pertenece al intervalo. La zona sombreada transmite la idea de que
entre los dos extremos existen infinitos nimeros reales. Dentro de ese intervalo estan todos
los nimeros reales mayores o iguales que menos siete y menores o iguales que 4.

Intervalos abiertos por un extremo. Se trata de intervalos donde uno

de los extremos es un nimero que no pertenece al intervalo y actia solamente como punto
de separacion. El otro extremo del intervalo es cerrado.

Notacion mediante simbolos de agrupacion. Se producen dos

combinaciones para este tipo de intervalos.
Intervalos abiertos por el lado izquierdo: (a, b]
Intervalos abiertos por el lado derecho: [a, b)

Ejemplo

(2’ 9]
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Ese intervalo representa a todos los nimeros que son mayores que 2 y menores o
iguales que 9. En dicho intervalo las siguientes proposiciones son verdaderas:

3€ (2,9]
6 € (2,9]

8 € (2,9]
4,734 € (2,9]
9 € (2,9]
2,0421 € (2,9]

10
3 € (2,9]
V5 € (2,9]

En el intervalo (2, 9] las siguientes proposiciones son falsas:
V3 € (2,9]

1

- € (2,9]

4
104 € (2,9]

La representacion grafica de dicho intervalo es:

Y7777 :
>

0 4o

-

Figura 8: Representacion grdfica del intervalo (2, 9], el cual es abierto por el extremo izquierdo y cerrado por el extremo
derecho. Todos los numeros reales mayores que 2 y menores o iguales que 9 forman parte de este intervalo.

Ejemplo

[—2,11)
Este intervalo es cerrado por el extremo izquierdo y abierto por el extremo derecho.
Todos los nimeros reales que son mayores o iguales que menos dos y menores que 11
pertenecen a este intervalo.
Las siguientes proposiciones son verdaderas para el intervalo [—2,11).

—2€[-2,11)
11 ¢ [-2,11)
120 ¢ [-2,11)
10 € [-2,11)
V70 ¢ [-2,11)

La representacion grafica de este intervalo es la indicada en la Figura 9.
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=00}

7 7 T
T
%/,/f 7 ///,//,./1% —~
=3 11 T 4o
Figura 9: Representacion grdfica del intervalo [-2, 11), el cual es cerrado por el extremo izquierdo y abierto por el extremo
derecho. Todos los numeros reales mayores o iguales que -2 y menores que 11 forman parte de este intervalo.

Intervalos infinitos. Se trata de intervalos donde uno de los extremos es

infinito. Cuando los dos extremos del intervalo son infinitos se esta en presencia de la recta
real. Estos intervalos se producen bien sea hacia el lado izquierdo de la recta real o hacia el
lado derecho de la misma.

Notacion mediante simbolos de agrupacion. Existen cuatro

posibilidades para este tipo de intervalo. El extremo correspondiente al simbolo infinito
siempre se representa mediante paréntesis, es decir es un extremo abierto.

Intervalo infinito abierto por lado derecho: (—0, a)
Intervalo infinito cerrado por el lado derecho: (—, a]
Intervalo infinito abierto por el lado izquierdo: (b, +0)
Intervalo infinito cerrado por el lado izquierdo: [b, + o)

Ejemplo

(—OO' 7)

En este caso se esta representando a un intervalo infinito, con el extremo superior o
extremo derecho abierto. Cualquier nimero real menor que 7 es parte de este intervalo. Por
ejemplo, -1463 es un nimero que pertenece a este intervalo; 4 también pertenece a este
intervalo.

La representacion grafica de este intervalo es la mostrada en la Figura 10.

V% ; 7 7 —

~00 7 oo

Figura 10: Representacion grdfica del intervalo (-, 7), el cual es abierto tanto por el extremo izquierdo como por el
extremo derecho. Todos los numeros reales menores que 7 forman parte de este intervalo.

Ejemplo

(—OO, _2]

Se trata de un intervalo infinito con el extremo superior o extremo derecho cerrado,
significa esto que el numero -2 forma parte de dicho intervalo. Cualquier nimero menor o
igual que -2 pertenece al intervalo, por ejemplo: —4 € (—o0, —2]; —V13 € (—o0, —2], entre
otras infinitas proposiciones .
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La representacion grafica de este intervalo corresponde a la Figura 11.

L

‘// ff,r;:,_«- ,J;:;’_//’ -‘// .‘T

4</f///4/5/; 2 _/:%
-0

oo

Figura 11: Representacion grdfica del intervalo (-, -2], el cual es abierto por el extremo izquierdo y cerrado por el
extremo derecho. Todos los numeros reales menores o iguales que -2 forman parte de este intervalo.

Ejemplo
(14, +o0)

Se trata de un intervalo infinito con el extremo inferior o extremo izquierdo abierto,
el 14 no forma parte del intervalo, actia en el simplemente como punto de separacion. Hacia
el lado derecho del intervalo se ubican todos los niimeros reales mayores que 14. Por ejemplo
las siguientes proposiciones son verdaderas: 15 € (14, +o0); —35 ¢ (14, +); 4562,48 €
(14, + ).

Este intervalo est4 representado graficamente en la Figura 12.

Figura 12: Representacion grdfica del intervalo (14, +x), el cual es abierto tanto por el extremo izquierdo como por el
extremo derecho. Todos los numeros reales mayores que 14 forman parte de este intervalo.

=00

Ejemplo

[1, +00)

En este caso se tiene a un intervalo cerrado por el extremo izquierdo o extremo inferior,

lo que significa que ese nimero es parte del intervalo, por el lado o extremo derecho el

intervalo es infinito, motivo por el cual se representa mediante un paréntesis. Todo los

numeros reales mayores o iguales que 1 son parte del intervalo. Las siguientes proposiciones
15

son verdaderas: 0 € [1,+); 1400 € [1, +x); ~€ [1,4+); las cuales son solamente

algunas dentro de un conjunto infinito de opciones.
La representacion grafica de este intervalo es la siguiente.
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Figura 13: Representacion grdfica del intervalo [1,+x) el cual es cerrado por el extremo inferior o izquierdo y abierto por
el extremo derecho. Todos los numeros reales mayores o iguales que 1 forman parte de este intervalo.

Unidn e interseccidn de intervalos

Como los intervalos no son mas que subconjuntos de nimeros reales, son aplicables
las operaciones de union, interseccion, complemento y diferencia, tal como se ha visto en el
capitulo 2 de este libro. Sin embargo, se explica en esta parte las dos primeras operaciones,
por su alto porcentaje de aplicacion en la solucion de inecuaciones. Se debe tener especial
cuidado con los extremos de cada intervalo, los cuales van a configurar bien sea parte de los
elementos del nuevo conjunto o intervalo o parte de los extremos de éste. El intervalo
obtenido también se conoce con el nombre de conjunto solucion.

Ejemplo
Determine el conjunto solucion que resulta de la operacion: (—oo, —6] U (—10, 3)
Respuesta

La solucion a esta operacion se puede hacer mediante el uso de simbolos de
agrupacion o graficamente. En cualquiera de los dos casos se deben tener presente los
aspectos siguientes:

(Esta un intervalo contenido en otro intervalo?

(Cual es el extremo izquierdo mas pequefio?

(Cuadl es el extremo superior mayor?

(Existe solapamiento entre extremos superior e inferior de intervalos diferentes?

Solucidén mediante simbolos de agrupacion. El extremo izquierdo més pequeiio es
—oo, el extremo superior mayor es 3, el extremo derecho del primer intervalo es mayor que
el extremo izquierdo del segundo intervalo por lo tanto existe solapamiento en esa zona. El
conjunto solucion es:

CS = (—x,3)

Solucidon mediante representacion grafica. Se traza la recta real, se ubican los
extremos de cada intervalo, respetando el orden en la recta. Luego se sombrean los
respectivos intervalos.

Figura 14: Representacion grdfica del intervalo (-»,3).
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Ejemplo
Determine el conjunto solucién que resulta de la operacion:
Respuesta
Solucion mediante simbolos de agrupacion. El extremo izquierdo mas pequefio de
cada intervalo es -4, el extremo derecho mayor de los intervalos s 10. No existe solapamiento
entre el extremo derecho del primer intervalo y el extremo izquierdo del segundo intervalo,
por lo tanto hay un espacio entre los dos intervalos.

CS = (—4,5] U (8,10]

Solucion mediante representacion grafica. Se representa a cada intervalo sobre la
misma recta real, teniendo cuidado del orden y la escala.

Figura 15: Representacion grdfica del intervalo (-4, 5] U(S, 10].

Ejemplo
Determine el conjunto solucion que resulta de la operacion entre los intervalos:
(—o0,10] U [3,10)
Respuesta

Solucion mediante simbolos de agrupacion. Un intervalo estd contenido en otro. El
extremo inferior mas pequefio de todos los intervalos es menos infinito (—o0), el extremo
superior mayor es 10, en el conjunto solucion este extremo es cerrado.. Existe solapamiento
entre el extremo superior del primer intervalo y el extremo inferior o izquierdo del segundo
intervalo.

CS = (—x,10]

Solucidén mediante representacion grafica. Se representa a cada intervalo sobre una

misma recta real. Las zonas sombreadas son el intervalo solucion y se muestran en la Figura
16.
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Figura 16: Representacion grdfica del intervalo (-, 10] U[3, 10)

Ejemplo
Determine el conjunto solucion que resulta de la operacion entre intervalos:
(7,12) n [10, 15)
Respuesta

Soluciéon mediante simbolos de agrupacion. Ningln intervalo esta contenido en otro.
El extremo inferior mas pequefio de los intervalos es 7 y el extremo superior mayor es 15.
Especial cuidado hay que tener con los extremos superior e inferior de los intervalos, ya que
ellos son los que definen la interseccidon; en este caso el extremo inferior del segundo
intervalo es 10 y el extremo superior del primer intervalo es 12. El conjunto solucion es:

CS =1[10,12)
Soluciéon mediante representacion grafica. En la misma recta real se ubican los

intervalos, se debe cuidar tanto el orden como la escala. La zona donde el sombreado de los
intervalos coincide, forma parte del conjunto solucion.

7%
o % e
e s
=00 7 ] +00
Figura 17: Representacion grdfica del intervalo (7,12) N [10, 15).
Ejemplo

Determine el conjunto solucion que resulta de la operacion:

Respuesta

Solucidon mediante simbolos de agrupacion. El extremo inferior mas pequefio es -6,
el extremo superior mayor es 5. El extremo superior del primer intervalo y el inferior del
segundo intervalo dejan un espacio sobre la recta que no esta cubierto por alguno de los

intervalos, en tal sentido, la interseccion es vacia.

CS=9
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Solucion mediante representacion grafica. Se ubica a cada intervalo sobre la misma
recta real, se observan los sombreados correspondientes a los intervalos, lo cual demuestra
que no existe interseccion.

_ _
—00" ¥ - G0

Figura 18: Representacion grafica del intervalo (-6,-2] N (0, 5]

1. Describa mediante lenguaje normal los elementos que conforman a cada uno de los

intervalos
a. (—o0,0)
b. [3,4)
c. [-9,-5)
d. (12,+x)

e. [105,200]
2. Dados los intervalos siguientes, indique cinco proposiciones verdaderas y cinco
proposiciones falsas relacionadas con los elementos que los conforman.

a. [1,3]

b. (=7,7]

c. (130,135]
d. [—4,+)

e b

3. Indique el extremo inferior y el extremo superior de cada intervalo

a. (—2,5)

b. [4,10]

c. (—oo,+00)
d. (—o0,—4)
e. [11,12]

4. Dados los intervalos representados en forma grafica, expréselos como simbolos de
agrupacion o como operaciones entre intervalos seglin corresponda.

-8

- //’/‘H’f r"::r' ,J
A ,////ryi’gj

) +a0
a.
TFon
b.
- ;
c. e
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d.
I X AN C‘-\\."‘.\\‘%ﬂ.
AN B
o ) 78 ok \,‘\1}~§\\\
o - ; . 30 “Foo

5. Représente graficamente las siguientes operaciones entre intervalos
a. (—oo,11) U [—-12,20]

b. (0,2] U [0,4)
c. [=53]Nn(=28)
d. (=,1)n (512)
e. (—,15) N (=3,6)

Inecuaciones

En este aparte se aplica el concepto de desigualdad a estructuras parecidas a las
ecuaciones con la diferencia de la sustitucion del simbolo de igualdad por alguno de estos:
>, <, 2, <. Inclusive se estudian estructuras que contienen a dos de esos simbolos. Se
destaca la importancia de manejar adecuadamente las herramientas que conducen a la
solucion de las inecuaciones puesto que éstas constituyen una manera de modelar

matematicamente numerosos aspectos de la presentes en la vida real.

Definicién

Una inecuacion es una desigualdad en la cual estd presente al menos una variable o
incognita en su estructura. Resolver una inecuacion consiste en determinar el conjunto
solucion que satisface a esa variable. Dicho conjunto solucion estd conformado por una o
varias partes de la recta real denominados también intervalos. En consecuencia, la solucién
de una inecuacion es un intervalo.

Son ejemplos de inecuaciones los siguientes:
3x+1<5
1—-x+y=>7
252

x-3

x>+3x+2>0
[4x — 2| <1

oo o

Se procura en las secciones siguientes aprender a resolver cualquiera de los tipos de
inecuaciones indicadas, comenzando por las més sencillas, denominadas inecuaciones de
primer grado o lineales y finalizando con las inecuaciones fraccionarias y con valor absoluto.

Inecuaciones lineales

Son inecuaciones donde la variable o variables se encuentra elevada al exponente 1 y
nunca aparece formando parte del denominador en estructuras fraccionarias.
Son ejemplos de ecuaciones de primer grado:
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6x +4 <2
S5x+3y<7

8—-10x <3
11x + 6
TS2x+1

Resolver una inecuacion de primer grado consiste en manipular algebraicamente la
estructura con el fin aislar hacia un extremo del simbolo que identifica la desigualdad a la

variable. Se debe prestar atencion a las propiedades de las desigualdades planteadas en una
seccion previa de este capitulo.

Ejemplo

Resuelva la inecuaciéon 4 + 3x < 6

El inverso aditivo de 4 es -4, por lo tanto se suma este nimero en ambos miembros
de la inecuacion.

4-4+3x<6-—-4

3x <2
Ahora se multiplica ambos miembros de la desigualdad por % que es el inverso
multiplicativo de 3.
1 1
Z 2N (=
(3) (32) < ( )(3>
< 2
¥=3

Donde la x representa a cualquier namero real menor que dos tercios. El conjunto
solucion de la inecuacion se expresa en notacion de conjuntos de la forma siguiente:

2
CS={x/xE]R/\x<§}

Dicho conjunto solucion también puede expresarse en notacion de intervalo:

cs = (-=3)
=|—o00, —
"3

Recordemos que este tipo de intervalos son infinitos y representan a todos los
numeros reales que son menores que dos tercios.

De igual manera el conjunto solucion puede representarse de forma grafica:

WA A

= j"'j +oo

Figura 19: Conjunto solucion de la inecuacion 4+3x<6
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Ejemplo

Resuelva la inecuacion 3x + 8x +4 > 5

Se agrupan las x
11x+4 =5

Se suma en ambos lados el inverso aditivo de 4 que es -4

11x+4—-4>5—-4
11x =1

Se multiplican ambos extremos de la desigualdad por i que es el inverso
multiplicativo de 11
1 1
19 (57) 2 O (5)
(1) (7)) 2 WD (7
- 1
x = —
11
La solucién de la inecuacion por lo tanto es cualquier nimero real mayor o igual que
. Esta solucion se puede expresar de tres maneras.
a. Respuesta mediante notacion de conjuntos: CS = {x /x ERAXx > i}

b. Respuesta mediante notacion de intervalos: CS = [i, +00)

c. Respuesta mediante notacion grafica:

g7

=00 1/11 +oo

Figura 20: Conjunto solucion de la inecuacion 3x+8x+4>5

Ejemplo

Resuelva la inecuaciéon 3 — x < 4

Se suma en ambos miembros de la inecuacion -3 que el inverso aditivo de 3.
3—x—3<4-3
—-x<1
Se multiplican ambos miembros de la inecuacion por -1 con el fin de expresar la
variable de manera positiva. Hay que tener presente que cuando una desigualdad se
multiplica por un nimero negativo, se debe cambiar el signo de ésta.
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(=) (-1 =MD
Tenga en cuenta que se utilizan los paréntesis para indicar que se esta multiplicando.
x=-1

La respuesta obtenida se interpreta como que el conjunto solucién de la inecuacion
son todos los nimeros reales mayores o iguales que menos 1.
a. Respuesta en notacion de conjunto: €S = {x/x € RAx > —1}
b. Respuesta en notacion de intervalo: CS = [—1, +o0)
c. Respuesta mediante representacion grafica

Vi
-1 oo

Figura 21: Solucion grafica a la inecuacion 3-x<4
Ejemplo

Resuelva la inecuacion 4 — 5x > 7 + 2x

La variable esta repartida entre los miembros de la inecuacidn, por lo que se debe
manipular algebraicamente la inecuacion hasta lograr que la variable quede en un miembro
y la parte numérica en el otro miembro.

Se suma en ambos lados de la desigualdad el inverso aditivo de —5x que es 5x.

4 —5x+5x>7—2x+5x
4>7+3x

Se suma en ambos lados de la desigualdad —7 que es el inverso aditivo de 7.

4—-7>7+3x—-7
-3 > 3x

Se multiplica ambos miembros de la inecuacion por 5 quees el inverso multiplicativo
de 3, el nimero que acompaiia a la variable x.

()0

-1>x
Como lo normal es que la variable esté en el primer miembro, se invierte el orden,
incluyendo la desigualdad.
x< -1
a. Respuesta en notacion de conjunto: CS = {x/x € RAx < —1}
b. Respuesta en notacion de intervalo: CS = (—oo,—1)
c. Repuesta en representacion grafica
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2577,
-0 -1 +oc

Figura 22: Conjunto solucion en forma grdfica de la inecuacion 4-5x>7+2x

Ejemplo

Resuelve la inecuacion 3 < 7x +5 <11

Este tipo de inecuaciones se puede considerar que es la conjuncion de dos
inecuaciones 7x +5 >3 A7x + 5 < 11, de tal manera que se puede optar por resolver las
dos proposiciones de manera separada y luego intersectar los resultados. También se puede
resolver la estructura tal como esta planteada.

Resolucion de las proposiciones de manera separada:

La primera proposicion es

7x +5=3
7x = —2
- 2
¥=77

La otra proposicion es
7x +5<11
77X <6
6

X< —
7
Ahora se intersectan estos dos intervalos, es decir se busca la conjuncion entre las dos

proposiciones
26

=50 (-] |
——, 4o —0o,—=|=|—=,=
7’ "7 7’7
26
77

También pudo haberse realizado la blisqueda del conjunto solucién a partir de la
proposicion planteada inicialmente o proposicion compuesta
3<7x+5<11
Se suma —5 en cada uno de los miembros de la inecuacion
3—-5<7x+5-5<11-5
—-2<7x<6

. g, . . .y 1
Se multiplica cada miembro de la inecuaciéon por -

)=o) <l
2 6

<y < =
7=%=7

<x<

)

NN
No

a. Respuesta en notacion de conjunto: CS = {x/x ERA-—
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. . 2 6
b. Respuesta en notacion de intervalos: CS = [— ;,;]

c. Respuesta en representacion grafica

17 s 5_/#

00 2T

Figura 23: Conjunto solucion de la inecuacion 3<7x+5<I1

‘oo

Ejemplo

. ., 3 7—-2x
Resuelva la inecuacion : < " <8

Se multiplica cada miembro de la inecuacion por 4, que es el inverso multiplicativo

de 2.
4
3 7 —2x
G@<(F5)@=©e®
12
? <7-2x<32
Se suma a cada miembro —7 el cual es el inverso aditivo de 7.
12
(?)—7<7—2x—7332—7
23
-z < —=2x<25
Se multiplica cada miembro por — % y se tiene el cuidado de invertir las desigualdades
23 oy 25
10”772
Se ordenan los extremos
25 cy< 23
2 =" 510
a. Respuesta en notacion de conjunto: CS = {x/x ERA— 22—5 <x< %}
b. Respuesta en notacion de intervalo: CS = |— %S,i—z)

Repuesta mediante representacion grafica:

)
-0 -25/2 23/10 +oo

Figura 24: Conjunto solucion en forma grdfica de la inecuacion 3/5<(7-2x)/4<8.

7—2x

. .y 3 , ..y,
Recordemos que la inecuacion - < <8 no es mas que una proposicion

e

compuesta por dos proposiciones simples conectadas por el conectivo “y”.
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3 7—2x 7-—2x

5577 "7 =
Se puede resolver cada proposicion por separado y luego intersectar los resultados.
Trabajando con la primera proposicion:

3 7-2x

=<
5 4
Se multiplica por 4 ambos miembros de la inecuacion

B =)o

12<7 2
c x

Se suma -7 en ambos lados de la desigualdad

12
?—7<7—2x—7

23< 5
z X

. g 1 . . . . .y
Se multiplica ambos lados por — 5 Y se invierte el signo de la inecuacion

Se coloca la variable del lado izquierdo, por lo tanto se invierte la desigualdad

_ 23
* <70

Trabajando con la segunda proposicion:

Se multiplica ambos miembros por 4

() w=ow

4
7—2x <32
Se suma -7 en ambos lados de la desigualdad
7—2x—7<32-7
—2x <25
Se multiplica ambos miembros por — % y se invierte la desigualdad

25
=75

Los resultados coinciden con la solucion de la estructura compuesta ya explicada.

Ejemplo

Resuelva la inecuacion
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Respuesta

La variable en este caso es t, la cual aparece en ambos lados de la desigualdad, aunque
en ambos términos aparece una fraccion, no se considera una inecuacion fraccionaria ya que
la variable esta en ambos casos en el numerador.

En primer lugar hay que eliminar los denominadores

Se multiplica en ambos miembros por 4 y por 3, es decir por 12.

(ﬁ> 12) < (ﬁ> (12)
4 ( —\ 3
3t+9<4t—-8

Ahora se suma en ambos miembros -4%.

3t+9 -4t <4t —8—4t
—t+9< -8
Se suma en ambos términos -9
—-t+9-9<-8-9
-t < -17
Se multiplica ambos miembros por -1, se invierte el signo de la inecuacion.
(-1 < (-17)(-1)
t=>17

Inecuaciones lineales con Geogebra. Las inecuaciones son

manejadas por Geogebra a través de la interfaz denominada CAS (Célculo simbdlico). El
lector ya debe tener una vision acerca de este importante software matematico, el cual es muy
facil de usar, sobre todo si ya se tiene experiencia en la solucion de estructuras algebraicas y
de ecuaciones, los problemas relacionados con las inecuaciones son de muy facil manejo.
Resolver la inecuacion
2(x+1) 4@Bx+1) - 3(3x +5)
3 * 5 - 7

Se carga Geogebra, se selecciona la aplicacion CAS y se escribe la estructura
planteada de la siguiente manera: (2/3)(x+1)+(4/5)(3x+1)<=(3/7)(3x+5). Al presionar la
tecla Enter o Intro el programa presenta la inecuacion parcialmente desarrollada.

+ Calculo Simbolico (CAS)
(203)(x+ 1)+ (45)(3x+1)==(3/T)(3x+3)
9 x+15 >4fJ x+22
7 7 — 15 15

Figura 25: Ventana CAS de Geogebra en la cual se muestra la estructura de la inecuacion.

Para que el programa resuelva la inecuacion se debe presionar el boton Resuelve, que tiene

al forma x=.
= v |5 0| x x=] P @

» Calculo Simbélico (CAS) Resuelve
(2/3) 06+ 1)+ (415)(3x+1)<=(3IT) Resuelve una ecuacion o el sistema de ecuaciones

Figura 26: Boton Resuelve de Geogebra, el cual permite obtener el conjunto solucion de la inecuacion.
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La respuesta es
|E| w | v [l O "y x=fix=|]| e
+ Calculo Simbdlico [CAS) )
[Z213)(+ 1 H{ABN 30 1) == AT )34 5)

9 15 _ 46 22
- & St e
Xt T2ty

| 51
(7o)
{13?2’(1>

Figura 27: Conjunto solucion de la inecuacion en Geogebra, mostrado en la fila 2 de la ventana CAS.

De acuerdo a la notacion usada en este libro el conjunto solucién es

: . . . 71
a. Conjunto solucién en notacion de conjuntos: CS = {x/ x ERAXx < E}

b. Conjunto solucién en notacion de intervalos: CS = (—00,%
c. Conjunto solucién en representacion grafica
7
)
=00 71/187 oo

Figura 28: Conjunto solucion expresado grdficamente de la inecuacion 2(x+1)/3+4(3x+1)/553(3x+5)/7.

Resuelva las inecuacion dada y exprese su respuesta en notacion de conjunto, notacion
de intervalo y graficamente.

10x —4 < 16

2—x=8

4-7x > 2

X 5 X

—+=-<12

56

e

4—x<12x+5<30—x

10x-3 n (2x-1) < x

2 7 o2
(5 —\/E)x = 5+42

2-(5) 23

i -8(-5)<3

Resuelva la inecuacion dada con la ayuda de Geogebra y exprese la respuesta de manera
grafica

x—9
a —<
3

/e oo

5= @ oo

— o

®|un
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o

.

—.

= <

(2252
9 2 4

Gy+6)+22<1-y
4<4x+2<21

x+1<10x—7<x+5
2x—5<6x—3s8x+1
4 8 16
—3<4x—-10x—-7<10

2 3
3+§x Z < 7+Z

24- 161-_ 35
X+4x— X
xHax-10x 34
3 11 7
X
_—
B TRz V3

Inecuaciones con valor absoluto

Tal como lo indica el titulo, se trata de inecuaciones contenidas dentro de la funcién

valor absoluto. Cuando se estudi6 las propiedades de las desigualdades incluy6 un aparte
para indicar como estructurar una desigualdad de este tipo, aspectos que ahora pueden
expresarse como:

x| <ae —a<x<a
x| 2aox<-avx=a

Ejemplo

Resolver la inecuacion |5x + 3| < 2

Respuesta

—-2<5x+3<2
—2—-3<5x+3-3<52-3

-5<5x<-1

o)< =cn()

1<x< !
SX S 5

1
CS={x/x€]R/\—1SxS—§}

Esta respuesta puede quedar tal como esta escrita. Sin embargo, si a usted se le exige

Resolver la inecuacion |

Ejemplo

10x—4|

presentarla bajo alguna de las otras notaciones ya tiene las herramientas necesarias para
hacerlo.

>8

293



10x — 4
<

7
Resolvamos cada proposicion
10x — 4 < _g
TS
10x — 4
(S—) = 8o
10x — 4 < 56
10x —4+4<-56+4
10x < =52
(10 )(1><( 52)(1)
\10/) = 10
52
¥="10
< 26
¥=775

10x — 4

7
10x — 4
(=)0 =z®0
10x — 4 = 56
10x —4+4>56+4
10x = 60

00 (55) = 0 (5
X = 6—0
10
X=>6

La respuesta esta conformada por la union de los dos intervalos, la cual equivale a la

conjuncion V.

26
CSz{x/xE]R/\xS —?szs}

La representacion grafica de este conjunto solucion es

s
-C 26/

§L

Figura 29: Conjunto solucion, representado graficamente, de la inecuacion |(10x-4)/7|>8.

Ejemplo

. ., 3-5x
Resolver la inecuacion 4 — | m | >1

Se debe eliminar el 4 que estd sumando al valor absoluto. Se suma -4 en ambos
miembros.

4 |3_5x| 4>1—14
10
|3—5x|> 3
10
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Se multiplica ambos miembros por -1 y se invierte el signo de la desigualdad

o (-2 < o

3 —-5x
| 10
3 —5x
10

3_5
(=3)(10) < ( . x) (10) < (3)(10)

—-30<3-5x<30
—30—-3<3—-5x—3<30-3
—33 < =5x < 27

59 (D> oo (-3 (-

<3

-3< <3

33 S x> 27
— x — —
5 5
, : 27 33
Observe atentamente esta respuesta y vera que se trata del intervalo (— ?7,?). En

. , , 37 43 .
dicho intervalo estan todos los numeros reales mayores que — — Yy menores que —. Ubiquese

siempre en la variable y recuerde que si la “punta de la flecha” esta llegando a x es porque x
es menor que el extremo de donde “parte la flecha”.

27 33
CS={x/xE]R—?<x<?}

GG 2
-0 275 3375 +oo

Figura 30: Repesentacion grafica del conjunto solucion de la inecuacion 4-|(3-5x)/10|> 1.

Inecuaciones lineales con valor absoluto y Geogebra. Este

software puede calcular inecuaciones con valor absoluto. Cuando se ingresa la estructura de
la inecuacion en la ventana CAS, se debe tener el cuidado de introducir la funcién abs( ) en
vez de las barras caracteristicas del valor absoluto.
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Ejemplo

Resolver la inecuacion 10 + |§ — j—:l > 15

Respuesta

Cargar el Software y en la venta CAS escribir la estructura de la inecuacioén

== |lIl v 1|32 Ol
» Calculo Simbdlico (CAS) X
1 10+abs((4f?)-(9>0‘10))>15| a

Figura 31: Estructura de la inecuacion, observe que se usa la funcion valor absoluto (abs).

Pulsar la tecla Enter o Intro. El software presenta la inecuacion.

== v || % OV Nl x=
» Calculo Simbélico (CAS) = X
10+abs((4/7)-(9%/10))=15

4 X
- 10+‘7_9'ﬁ > 15

Figura 32: Geogebra reescribe la inecuacion y la presenta de la manera normal.

Hacer clic en el boton Resuelve

=] = v & 0) Ny x= ) x=
» Calculo Simbélico (CAS) 2
10+abs((4/7)-(9x/10))=15

1 X
104 2-9.% 515
+‘7 10‘>

$1

e 310130
Resuelve 63 y 71

Figura 33: Conjunto solucion de la inecuacion 10+|4/7-9x/11|>15.

Geogebra presenta un conjunto conformado por dos intervalos.

CS—{/ eERAX< 310v <130}
=3X/X X 63 X 21
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1. Resuelva cada inecuacion y exprese el resultado en notacion de conjunto y de forma
grafica.
a. |3x+4x+6|>4

b. 12— |x+7| =11
c. |[1-3x|<6
g B8l o
e =+|7+x[29
£ |4x+1__|<14

3
e (G)|x—3<i+s
h. |6—7x|—10>1

14-3

— .

[Sx + i
i —+5|—+x| >8
2. Utiliza Geogebra para resolver las inecuaciones siguientes y expresa el conjunto solucion

en notacion de conjunto y notacién de intervalo
a. |15x+3| <21

b 12+|131—7x|_
c. |x+5|/+|x+5/+2|x+5|/<4
d. 17|12 -19x| <125
e. 3|5x2_3|>\/§
£ |3;x <:
3,125 £
g. 4+ 4% =
4
242
h - —|6— 12| 22
8
i 23+1+|“’“ 3|<10

|3x—14|<3—§
12 1= 4

Sistema de inecuaciones lineales con una incégnita

Cuando en la solucidon de un determinado planteamiento se encuentran involucradas
dos o mas inecuaciones, se habla de sistema. En tal sentido, un sistema de inecuaciones
lineales esta conformado por mds de una inecuacion que juntas conducen a resultado
expresado como el conjunto interseccion de los resultados individuales de cada inecuacion.
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Ejemplo

Resolver el sistema de inecuaciones
{ 2x—1<4
[10x + 7| =5

Se calcula el conjunto solucién de cada inecuacion por separado y luego se intersectan
estos resultados.

2x —1< 4 110x + 7| = 5
2x—14+1<4+1 10x+7<-5v10x+7>5
2x <5 100x+7—-7<-5—-7v10x+7—-7>5-7
1 1 < — >
(2x)(§)<(5)(§) 1 10x < 112V10x_ 12 1
100) (—) < (=12) (—) v (10x) (=) = (=2) (—
L5 (Ox)(m)—( )(10) (Ox)(m)—( )<10)
> _ 12 2
5 R T T

(~eg)o{(-o-g o5 4]

En consecuencia, la interseccion es

cs = (-n-glu[-5:)

La representacion grafica de esta operacion se muestra en la Figura 34.

I 772 EW\\\
-0 _.ﬁ,-’j 173 +aoc

Figura 34: Representacion grdfica del sistema de inecuaciones, las zonas donde coinciden los sombreados son solucion
del sistema.

'\.

Ejemplo
Resolver el sistema de inecuaciones
3x+2
5
1—4x>-3

6x+1<5x+7
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Se resuelve cada inecuacion por separado

3x+2<6 1—-4x>=>-3 6x+1<5x+7
5 1-4x-1=>-3-1 6x+1—-1<5x+7-1
3x+2 —4x > —4 6x <5x+6
( 5 )(5)<(6)(5) A 1 < (-4 1 6x — 5x < 5x + 6 — 5x
3x +2 < 30 (40 (-7 )= (=D (-7 x<6
3x+2—-2<30-2 x<1 CS = (—x,6)
3x < 28 CS = (—x,1]
1 1
30 (5) < @ (3)
<28
*¥S73
cs ( 28)
=|—00 —
"3

El conjunto solucidn es la interseccion de cada respuesta individual.

(_wl?) N (=0,1] N (~00,6)

En consecuencia el conjunto solucion es

La representacion gréafica es la mostrada en la Figura 35.

EW 1 & N
- 6 28/3 +oo

Figura 35: Representacion grdfica del sistema de inecuaciones, la zona de coincidencia de los sombreados es la solucion
del sistema.

Ejemplo
Resuelva el sistema de inecuaciones
(|5x 2| <12
7 <
X <-4
l4
4—7x >10
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Respuesta

X ol <12 X o 2<—a
[7-2< EREEE
5x 3x
~12 < —2<12 Tri-2z<—4-2
Sx 3x
—124+2<—-2+2<12+2 7 <°
5 3x
1057 <14 (5) @ <o
5x 3x < —24
107 = (F) ) = aH) 1 1
—70 < 5x < 98 (3x) (5) <29 (§>
1 1 1 x< -8
70(5) = G0 (g) = 0w (g) s = (~o0,-8)
4 < ¥ < —
14 <x < z
cs=[102
= |18~
4—7x>10
4—7x—4>10—4
-7x =6
=70 (=2 < (6) (-2
-79(=3) < ©(3)
__6
¥="7
CS—(—oo —é]
= (o0, -2

El conjunto solucién del sistema es la interseccion de los tres conjuntos solucién parciales
calculados.

cs = [—14, ?] N (—o0,—8) N <—oo, _g]

=T

Figura 36: Conjunto solucion del sistema de inecuacion, en representacion grdfica.

Sistemas de inecuaciones lineales con Geogebra

Se aprovecha la versatilidad de este programa en el calculo del conjunto solucion de
un sistema de inecuaciones lineales. Es interesante la manera como est4 disefiada la salida
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del software, la cual combina la presentacion algebraica con la presentacion grafica para
ofrecer detalles importantes que pueden ser editados a gusto del usuario.

Ejemplo
Resolver el sistema de inecuaciones
(3—8x
72
I5(x+3)| <7
|2 + 8
3* 11

Respuesta

Cargar Geogebra y asegurarse de que se encuentra activa la barra de entrada, para ello
ir al menu Vista — Barra de entrada.

- : :
Archivo Edita Mista| Opoiones Hemamientas Ventana Ayuda
"= al| L] vista Aigebraica Clri+Mayis+A
i | ® | Hoja de Calculo Chi+Mayis+S
» Victa Algebr [+ Célculo Simbdlico (CAS) Clri+Mayls+K
|| Vista Grdfica Cirl+Mayiis+1 —
d Vista Gréafica 2 Ctri+Mayls+2
& Vista Grafica 30 Ciri+Mayis+3
we Profocolo de Construcoion Chri+Mayis+L
= Calculos de probabihidad Cird+Mayus+P
[ Teclado
|« Bama de enfrada
.+ Disposicion ...
% Actualiza las Vistas (impia rastros) Cli+F
Recdlculo de todos los objetos Cli+R
1
0
4 3 2 1 [} 1 2 H 4 3 8
-1
Esta es la barra de entrada.
-4
Entrada:

Figura 37: Para verificar que la barra de entrada estd activa, se hace clic en el menii Vista y se observa que dicha barra
tenga la marca de verificacion, en caso contrario se hace clic en esa opcion.

En la barra de entrada escribir la primera ecuacion asi: ((3 — 8x)/4)>=-5. Los signos
mayor o igual que y menor o igual que se escriben >=; <= respectivamente. Pulsar la tecla
Enter. El resultado se observa en la Figura 38, en la cual se observa en la vista algebraica la
inecuacion identificada con la letra a y en la vista grafica en color azul, el conjunto solucién
de dicha inecuacion.
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Archive Edita Vista Opciones Herramientas Vertana Ayuda Abrir sesion...
= : == T " ]
- | | e||l|a= LD |
DEENEEERNER ﬁ
+ Vista Algebraica # | » Vista Grafica » X
Inecuacidn e'!
Lo a_:ﬂ____—ﬂxz_5 :
1 4
[
4 -3 2 -1 o o E 4 5 B 7 ] 3
1
e
=3
Entrada. | T :

Figura 38: Geogebra asigna a la primera inecuacion introducida la letra a, la coloca en la vista algebraica y dibuja el
conjunto solucion en la vista grdfica.

En la barra de entrada escribir la estructura de la segunda inecuacién de esta manera:
|5(x + 3)| < 7. Las barras del valor absoluto se escriben con el teclado virtual, para ello
hacer clic en el menu Vista — Teclado, seleccionar la tecla para activar las maytsculas y la
barra vertical. Presionar la tecla Enter y luego cerrar la ventana del teclado.

Es conveniente cambiar el color por defecto de esta inecuacion. Hacer clic con el
boton derecho del raton sobre la inecuacion b de la vista algebraica. En la ventana
emergente, clic en Propiedades.

Archivo Edita Vista Opoiones Herramientas Ventana Ayuda

: = = S T == o -
[ AL ol 4l =l )
* Vista Algebrai X v Vista Grafica
- Inecuacian 6]
i L3-8x
®a: 1 Tu—h ;

s Inecuacion b

| Objetovisible

| Etiqueta wisible
Rastro

?.
r
" Renombra
73
@

Borra

Fropredades

Figura 39: Ventana emergente al hacer clic con el boton derecho del raton sobre la inecuacion b. La idea es cambiar el
color que asigna por defecto Geogebra al intervalo en la vista grafica.

En la ventana Preferencias, clic en la pestafia Color y seleccionar Marrén. Cerrar la
ventana Preferencias. Esto cambia el color de la inecuacion y permite distinguir las
inecuaciones en la vista grafica.
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THie EH® G E

I.ne:uacif)n | Basico Color | Estilo| Algebra | Avanzado | Programa de guion (scripting)

-® b

Vistaprevia: [_____] Azul 0,0, 255 (20000FF)
Opacidad

(1] 25 50 75 100
Figura 40: Ventana Preferencias, pestaria Color correspondiente a la inecuacion b.

En la barra de entrada escribir la estructura de la tercera inecuacion: (2/3) x +
(3/11) < —8. Observar que el sistema le asigna a esta inecuacion la letra c. Cambiar el
color de esta inecuacion a verde oscuro.

Alejar el zoom en la vista grafica para apreciar las tres inecuaciones, tal como se
muestra en la Figura 41.

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Abrir sesian...
—_— A~ 1 e[ - : - ’—J|L
DR c= N >
+ Vista Algebraica X |+ Vista Grafica £

Funcion
Inecuacién
ey DK >_5 —301—] —
®@bh:5(xt+3)<7
2 3
.':"E'x+115 -8 -

ﬁmﬁ" | 0 20 a0 40 50

T | 1
Figura 41: Las tres inecuaciones que conforman el sistema en estudio presentadas en la vista algebraica y las mismas

inecuaciones en vista grdfica.

El conjunto solucion del sistema de inecuaciones es la interseccion de los tres
conjuntos solucion de las inecuaciones individuales. En la barra de entrada escribir: a A b A
c. El simbolo de conjuncién se puede generar con el teclado virtual. El sistema coloca la
estructura completa de las tres inecuaciones bajo el nombre d. En la vista grafica se puede
observar el conjunto solucion del sistema.
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Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

i By OO )N <)

» Vista Algebraica X | » vista Grafica
Funcidn
Inecuacion

3—8x

. 4

: |5 (x+ 3)| <7

..... = +_< —8

>-5) A(

> -5

10 20 30 40

Figura 42: El conjunto solucion del sistema de inecuaciones es la conjuncion de las tres inecuaciones. la inecuacion
identificada con la letra d, refleja esa situacion.

Como a veces no es facil leer la solucion del sistema de inecuaciones en la vista
grafica, hacer clic en Vista — Calculo simbolico (CAS). En la fila 1 de la vista CAS escribir
d y pulsar Enter, esta accion escribird en esa vista la proposicion combinada de las tres
inecuaciones individuales, separadas por la conjuncion. En la fila 2 de esa misma vista hacer
clic en el botoén Resuelve.

ﬂn:lwo Edita Vista Opriones Heramientas Ventana AyLda

15 7,
SEEEONEE R
'@T@Hg """""" j Resuelve
Funcicn Resuelve una ecuacion o el sistema de ecuaciones
= Inecuacion 1
wr A=W o (—zx+§2—5);\(1

b: |5 (xt3) <7
s, m
g g s

(3

Figura 43: Las tres inecuaciones como proposicion compuesta en la vista CAS y la solucion del sistema mediante la
pulsacion del boton Resuelve.

Geogebra presenta una llaves vacias indicando con esto que el conjunto solucion del
sistema es el conjunto vacio.
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Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Vertana Ayuda A
[=] =] vl =l x=] ¢, a8
* \fista Algebraica * |+ Calculo Simbolico (CAS) = | v Vista Grafica
Funcidn q4
Inecuacidn 1
3—48 3
®a: x> 5 5 (—2x+32—5>a(?
@ b:|5(x+3) <7
2 3 51
---.c:3x+115—3 2
3.8 \ Resuefe {} =
ed (_"3—5JA(| —
4 & l @

f|

Figura 44: Respuesta emitida por Geogebra: En la fila 2 de la vista CAS se observa el conitnto vacio.

Se puede configurar la vista grafica para que presente los intervalos solamente sobre
el eje x. Para ello hay que hacer clic con el boton derecho del raton sobre los intervalos
representados en la vista grafica, en la ventana emergente seleccionar la opcioén Propiedades,
que presenta la ventana Preferencias, en dicha ventana hacer clic en la pestafia Estilo y
marcar la opcion Mostrar sobre eje X, aumente el grosor del trazo a 10. Cierre la ventana
preferencias. Repita el altimo paso en caso de ser necesario.

x
(Blet-ERe: -
iml:&;uaciﬁn | Basico| Color| Estilo | Aigebra | Avarzado

Grosor del frazo

U

0 2 4 6 8 1012

Opacidad de trazo

U

] 25 50 75 100

Eslode oz ——————

Mostrar sobre eje-x

Relleno: 1 Invertir

Figura 45: Es posible presentar los intervalos en una dimension sobre la recta real. Para ello hay que configurar las
preferencias.

Geogebra muestra los intervalos y los puntos de separacion mediante circulos en
blanco o circulos rellenos dependiendo si el extremo es abierto o cerrado.
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Figura 46: Intervalos correspondientes a las inecuaciones en estudio, representados sobre la recta real.

o

Abrir sesidn...

ina Ayuda
o 4=z - | =
NEE ’
(| * Vista Grafica £
2 ; v
'
'
) )
'
i 4
' '
' .
' '
] ]
] ]
' '
' '
v '
] )
] )
' :
' '
' '
) ]
s Il
3 -6 -4 .—12 -1 -8 - 6-4 --_$ [] 2 ._’
' '
: : 4
1 '

Ejercicios

1. Resuelva el siguiente sistema de inecuaciones y haga la representacion grafica del
conjunto solucion.

®

-{

x+10<6

|5x+7| <7
4

10-3x <4

2
|11—?"|26
8x+3

9

|>3

6—8x>2
I+is1n
5 7

22X

3 9
|15x — 10| > 9
9-3-% =<1

3 2 1
“x—=x<=x+4+2
5 7 2

x 4 3

((3-5) <3x
10x—12 <11
x+5x+8x > 12
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2. Los siguientes intervalos son el conjunto solucion de un sistema de inecuaciones, exprese
el resultado final en la notacion de intervalos

a. (—oo,—4) N [—-15,-2]

b. (—14,4] n{(—10,5) U [7,9]}

c. {(—o0,0]U|[1,5)} N (—x,3]

1 3
d. [-3,21n (-2, Dn[-3,3)
e. (—»,6]N[-2,+)N]0,10)

Inecuaciones de primer grado con dos variables

Este tipo de inecuaciones se corresponden con la representacion de rectas en el plano.
Esto significa que las dos variables estan relacionadas con el eje x y el eje y, por lo tanto la
expresion algebraica es convertible a una linea recta que actia como conjunto de puntos de
separacion o puntos fronteras de un area que esta por encima o por debajo de esa recta.
De forma manual se opera la estructura de la inecuacion hasta lograr tener una estructura que
tenga la forma de la ecuacion de la recta, luego se hace la grafica de la recta mediante el
calculo de al menos dos puntos pertenecientes a ésta y finalmente se selecciona un punto del
plano para verificar si satisface o no la desigualdad; en caso afirmativo esa zona del plano es
el conjunto solucion, en caso negativo se trata del otro lado de la recta el conjunto solucion.
La ecuacion de la recta es:

y=mx+b»b

Donde m es la pendiente de la recta, b es la coordenada y del punto de corte de ese
eje.

Ejemplo

Resolver
dx+y =7

Respuesta

Se convierte la inecuacidén en una ecuacion
dx+y=7
Se despeja la variable y
4x +y—4x =7 —4x
y=-—4x+7

Se le asigna a x dos valores arbitrarios
six=0->y=-4(0)+7=7 punto (0,7)
six=3->y=—-43)+7=-12+7 =-5 punto (3,-5)

En un sistema de coordenadas cartesianas se ubican los dos puntos y se traza por esos
puntos una recta. Dicha recta tiene la ecuacion y = —4x + 7
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Figura 47: Grdfica de la recta 4x+y=7, la cual actiia como region frontera.

Observe que la recta divide al plano en dos partes, se selecciona un punto que esta a
la derecha o a la izquierda de la recta, se sustituyen esos valores en la estructura de la
inecuacion y de acuerdo al resultado se determina si es cierta o es falsa la proposicion
resultante. El punto (3,0) por ejemplo, esta a la derecha de la recta.

43) +(0) =7
12>7

La proposicion es verdadera, en consecuencia el punto (3,0) esta en la zona que es
conjunto solucion de la inecuacion.

| N A " .
. i
' N
| LA P ARG,
| A S
| A A
| (0.7 A o o
| ARBEL 777 90727
1= A //f// 7
7 7
! ; : A
[EEFE :-u-l? T £ B B 5 2 -:. I f;/4/ 57}6}2’9’ -
| L 77, 7
| - ¥ o 7
| @SN,
| I /; 747 e A
l S I - S JI__ % vy, /7(%,.
| o 1] % 7,
[ : 777 4
. 17
| N 7

| Lok 1
Figura 48: Ildentificacion de la zona solucion de la inecuacion. En este caso es la derecha de la recta, incluidos los puntos
que conforman la recta.
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Ejemplo

Resolver
6x —y
<2
5
Respuesta
Se convierte la inecuacidon en ecuacion
bx—y 5
= =
Se despeja la variable y
6x —y =10
y=6x—10

Se trata de la ecuacion de una recta, la cual puede ser graficada mediante la ubicacion
de dos puntos en el plano. Se da a x valores arbitrarios para obtener valores de y

Six=0-y=6(0)—10=0—-10=-10 punto(0,—10)
Six=1-y=6(1)-10=6—-10= -4 punto(l,—4)

En un sistema de coordenadas cartesianas se ubica el par de puntos y se traza la recta
que corresponde con la ecuacion y = 6x — 10.

J T I

-
EA L) ] 18] il

e

|
|
!
L
|
|

-10)

Figura 49: Representacion grdfica de la recta (6x-y)/5=2. En este caso los trazos son discontinuos para indicar que los
puntos de la recta no forman parte del conjunto solucion de la inecuacion.

Se observa en el grafico que la recta divide al plano en dos zonas. Se selecciona un
punto cualquiera ubicado en una de estas partes. En esta caso el punto (0,0).
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6x —
y<2

6(0) = (0) _
<

Six=0Ay=0-

0<2
Esta proposicion es verdadera, en consecuencia el punto (0,0) esta en la zona que es
solucion de la inecuacion. Hay que tener presente que en este caso, la recta actia solamente
como frontera entre una zona y la otra, aspecto que se representa graficamente con una linea

punteada. %&%\\ NSy : :

AR AN

L

\g\:\\\\%ﬁb‘@'_q“
NN

R NN R

:\\R\\\ \_\\,:g\@;; T

Figura 50: Zona solucion de la inecuacion (6x y)/5<2 Parte izquierda o superior de la recta que en este caso esta actuando
solamente como frontera entre una zona y la otra.

.'!
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|
|
|
[
1
|
|
|
H
[

Inecuaciones de primer grado con dos variables, solucién

con G eoge bra. Coneste programa la solucion de este tipo de inecuaciones es bastante

sencilla, basta ingresar en la barra de entrada la estructura que define a la inecuacion y
Geogebra presenta en la vista grafica la parte del plano que es solucion a la inecuacion.

Ejemplo
Resolver GXT_y <2

Respuesta

En la barra de entrada escribir (6x — y)/7 < 2. Presionar Enter. Inmediatamente se
muestra la inecuacion en la vista algebraica y la recta que separa la parte del plano que es
solucion de la inecuacion de aquella que no lo es. Si se hace clic con el boton derecho del
raton sobre la vista grafica, se puede configurar el formato, entre lo que se encuentra el color
y la trama del sombreado.
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Archivo Edita Visla Opciones Hemamientas Ventana Ayuda

o /’ ..L.'___ }-’.I ot 1351
v \ista Algebraica -
Inecuacidn

o a: E‘T—_’gz

Erfrada-
Figura 51: Solucion de la inecuacion (6x-y)/7<2.

Ejercicios

Resuelva las siguientes inecuaciones de primer grado

a. 1—-x—-y<o0
b. 7x —2y > -6
c. 4x<y-8
d 2-Z>0
5 2
e. 10x+9y =12
£ x+3y<_5
g 5—-y>x-—7
2 5 10
h. Ex+5ys?

. 11-x<2y+3
jo 5x+8y—-3<9

Sistema de inecuaciones de primer grado con dos

variables

Tal como sucede con las inecuaciones de primer grado con una incognita, el conjunto
solucion de un sistema de dos o mas inecuaciones de primer grado con dos incognitas esta
conformado por la interseccion de los conjuntos solucioén de cada inecuacidon. En este caso
las soluciones son areas del plano cartesiano, puesto que las respuestas de este tipo de
inecuaciones se logran de manera gréfica.
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Ejemplo

Resolver
5x +3y <4
2x — 5y
—2>7
3
Inecuacion 5x + 3y < 4:
Se transforma en ecuacion
S5x+3y =4

Se despeja la variable y
5+ 3y —5x=-5x+4

3y=-5x+4
_—5x+4
y=7"3

_ 5.8
y=73%T3

Se determinan dos puntos pertenecientes a esta recta. En este caso buscamos los
puntos de corte con los ejes, es decir, cuando x = 0 y cuando y = 0.
5 4 4 4
Six=0-y= —§(0)+§—>y =3 punto <0,§)
5 4 5 4 4

, 4
Sly—0—>0——§x+§—>§x—§ Sx=z punto(E,O)

Por esos puntos se traza una recta la cual va actuar como conjunto de puntos frontera
entre las dos areas en las cuales va a quedar dividido el plano.

Se determina un punto de prueba ubicado en una de las areas en que esta dividido el
plano, por ejemplo, el punto (0,0) esta a la izquierda o debajo de la recta.

Se regresa a la inecuacion y se sustituyen los valores del punto de prueba, si resulta
una proposicion verdadera entonces el semiplano donde esta el punto de prueba es solucién
de la inecuaciodn, en caso contrario la respuesta es el otro semiplano.

5 +3y <4
5(0) +3(0) < 4
0<4

La proposicion es verdadera, por lo tanto el punto (0,0) esta en el area que es solucion
de la inecuacion.

Inecuacion 222 > 7
Se transforma en ecuacion
2x —5y
3 =
Se despeja la variable y
2x — 5y =121

2x —2x — 5y = —-2x + 21
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=5y =-2x+21
221
Y=5*" 75

Se calculan dos puntos que pertenecen a la recta. Lo mas conveniente es que estos
puntos sean aquellos donde la recta corta a cada uno de los ejes.

Si 0 2(0) 21 21 Punt (0 21)
= e d = — —_——_— = —_ — [ —
ix y c z c unto {0, z
Si 0 2 21 21 Punt (21 0)

= _ - = — = —_— JE—
Ly 5x 5 X > unto 2,

Usemos como punto de prueba el punto (0,0) el cual es evidente que esta a la
izquierda de la recta. Para ello se sustituye en la inecuacion los valores correspondientes de
xey.

2x—5
A

7

2(0) —5(0
Six=0 /\y=0—>%27
0=>7
Se trata de una proposicion que es falsa, por lo tanto el punto (0,0) no pertenece al

conjunto solucion de la inecuacion y la zona del plano que satisface a la inecuacion es la

situada a la derecha de la recta y = %x - %

Si se igualan las ecuaciones de las rectas que actian como fronteras de los conjuntos
solucion de las inecuaciones, se obtiene el punto donde éstas se cortan.

., . 5 4
La ecuacion de la primera rectaes y = — 3¥t3

. 2 21
La ecuacion de la segunda rectaes y = X -

Por lo tanto
5 4 2 21

—3xtz=gxo¢
4+21_<2+5>
375 \573)*
83 = 31x
83
Y737

Se obtiene la coordenada y sustituyendo a x en cualquiera de las dos ecuaciones de la
recta, por el valor que se acaba de calcular.
2,83y 21 166 21 166 —651 485
-5 R R

5 5 155 5 155 155
Las rectas se cortan en el punto (2, — %)

Con los conjuntos solucion ya determinados, se hace la representacion grafica en un
solo sistema de coordenadas cartesianas y aquellas zonas que se superponen son las que
satisfacen la condicion de ambas inecuaciones y en consecuencia son la solucion del sistema.

5 4 , . , ~

Observe que la recta y = —=x + — esta representada mediante lineas a trazos para sefialar
3 3

que sus puntos no pertenecen al conjunto solucion de la inecuacion.
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Figura 52: Solucion del sistema de inecuaciones lineales, la respuesta se encueentra en la zona de coincidencia de los

sombreados, la recta 5x+3y=4 no forma parte de la solucion.

La solucién del sistema de inecuaciones es el area del plano delimitada por la recta

5 . .
y=-—3x +§ en el intervalo (—00, %] y porlarectay = %x - % en el intervalo (3— +00).

Ejemplo
Resuelva
3x +4y > 12
5 N 4 <
2*T3Y=
|4x + 5y| = 3
Respuesta
Inecuacion
3x +4y > 12
Se convierte la inecuacion en una ecuacion
3x +4y =12
4y = —3x + 12
3
=——x+3
y 4x

Se requieren dos puntos para hacer la grafica, por lo tanto se calculan los puntos de

corte de la recta con los ejes

3
Six=0—>y=z(0)+3—>y=3 punto(0,3)
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3 12
Siy=0—>zx=3—>x:?=4 punto (4,0)
Se utiliza en punto (0,0) como punto de prueba en la inecuacion. Dicho punto esta

por debajo o hacia la izquierda de la recta y = — %x + 3.

Six=0Ay=0-3(0)+4(0)>12-0>12
Resulta una proposicion falsa, por lo tanto la respuesta esta en el area por encima o a

la derechade larectay = — %x + 3.
Inecuacion
5 4 4 <y
¥ T3y =
Se convierte esta inecuacion en ecuacion
5 4
E.X' + §y =-2
4 B 5 5
37 = 2%
B 15 3
y="g*73
Puntos de corte con los ejes.
g 0 15 ) 3 3 . <0 3)
= - = — — —_—_—— = — — —_—
ix y 3 > y > punto (0, >
Py 0 15 3 24 4 . ( 4 0)
= - — = —_—— - = —_——— = — = —_—
iy 3 X > X 30 c punto c

Al trazar la recta por los dos puntos calculados, el plano queda dividido en dos partes:
a la izquierda o debajo de la recta y a la derecha o arriba de la recta. Se requiere un punto de
prueba para verificar cudl es el conjunto solucion de la inecuacion. En este caso el punto
(0,0) esta por encima o a la derecha de la recta.

5 4
Six=0/\y=0—>§(0)+§(0)S—Z—)OS—Z

Resulta una proposicion falsa, por lo tanto la respuesta de la inecuacion estd a la
izquierda o por debajo de la recta.

Inecuacion

|4x + 5y| =3
Se transforma la inecuacion en ecuacion

|4x + 5y| =3

Existen dos posibilidades
4x +5y=-3 V4x +5y =3
4 3 4 3

y=—§x—§ Vy=—§x+§

Se trata de rectas que son paralelas ya que tienen la misma pendiente, cortan al eje y
3 3
en ——yen . Se escoge como punto de prueba al punto (0,0) el cual se encuentra en el

medio de la zona ocupada por las dos rectas.

En la inecuaciéon
|4x + 5y| = 3
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Six=0Ay=0-]4(0) +5(0)|=3-10/=3->0>3

Proposicion que es falsa, por lo tanto el conjunto solucion de la inecuacion es la zona

por encima de larecta y = — g x+ % y por debajo de larecta y = — gx — %

Una vez calculadas las respuestas de cada inecuacion por separado, se grafica cada
caso en un solo sistema de coordenadas y donde exista interseccion triple es la respuesta del
sistema de inecuaciones. En este caso la grafica se ha elaborado con Geogebra.

\Q

3 c = = 4 2 -1 !
Figura 53: Representacion grdfica del sistema de inecuaciones lineales, elaborada con Geogebra, la solucion del sistema
es el area de coincidencia triple, la cual comienza en el punto G.

Estos problemas pueden resolverse con Geogebra, para ello utilice la barra de entrada
y el teclado virtual de dicho software, en la vista algebraica vera las inecuaciones y en la vista
gréfica la zona que corresponde al conjunto solucion.

Ejercicios

Resuelva los siguientes sistemas de inecuaciones lineales
4x — 2y <5
a {2 —-3x+y=0
x—3y<4

b {12x+5y<—2
' 5 -y >0

x—5y =>4

4x —y > —1
c {
x—y<3
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d {12—x>y+3
4x < =5y +2

3x —6y < -9

10x — 3y < 12
e {
x+8y>7

Inecuaciones de sequndo grado en una variable

Este tipo de inecuaciones son estructuras algebraicas que se pueden expresar bajo
alguna de las siguientes formas: ax? + bx + ¢ > 0; ax?>+bx +c <0; ax? +bx +c >
0; ax? 4+ bx + ¢ < 0. El grado del polinomio es 2 y la variable nunca forma parte del
denominador.

Para resolver una inecuacion de segundo grado hay que seguir los pasos siguientes:

1. Hacer cero uno de los miembros de la inecuacion

2. Calcular las raices del polinomio de segundo grado

3. Establecer los intervalos en funcion de las raices calculadas

4. Estudiar los signos de cada intervalo, tomando en cuenta puntos de prueba que
pertenecen a dicho intervalo.

5. Tomando en cuenta si la inecuacién es mayor que cero o menor que cero, los
intervalos positivos o negativos seran la solucion de ésta.

Ejemplo

Resolver la inecuacion
x*>—5x > 14

Respuesta

Se trata de una estructura polindémica de segundo grado. Seguimos los pasos
senalados para calcular el conjunto solucion de esta inecuacion.
1. Se hace cero el miembro derecho de la inecuacion, para ello se suma en ambos lados -14
que es el inverso aditivo de 14.
x2—-5x—14> 14— 14
x2—-5x—14>0
2. Se resuelve el polinomio de segundo grado, tomando en cuenta que existen varios
métodos a través de los cuales se puede calcular las raices. En este caso se usa la
factorizacion de la forma x? + bx + ¢ explicada en el capitulo 4 de este libro.
Se buscan dos niimeros cuyo producto sea -14 y cuya suma sea -5.
x> —=5x—14=(x—-7)(x +2)
x=7)(x+2)=0
Las raices del polinomio son
x =7
x=-2
3. Al ubicar sobre la recta real a los valores de x calculados se conforman tres intervalos
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(—OO, _2)
[2,7]
(7, +0)
Ante la duda sobre cudl es extremo cerrado y cudl es el extremo abierto, se construyen
los intervalos de acuerdo a nuestro criterio, luego en los pasos siguientes se definen
€s0s extremos.
4. Para analizar el signo de cada intervalo, se asigna de manera arbitraria un valor de x que
pertenece a dicho intervalo.
Intervalo (—oo, —2), se asigna —3 como valor de prueba.
six=-3->x%2-5x—14=(-3)>-5(-3)—14=9+15-14 =10

El intervalo es positivo

Intervalo [—2, 7], se asigna 0 como valor de prueba.
six=0-x>-5x—14=(0)2-50)-14=0-0—-14=—-14
El intervalo es negativo

Intervalo (7, +0), se asigna 8 como valor de prueba.
six=8->x>—-5x—14=(8)>2-5(8)—14=64—40—-14 =10
El intervalo es positivo
5. La inecuacién es mayor o igual que cero, por lo tanto los intervalos positivos seran
solucion de x? — 5x — 14 = 0 y los extremos no infinitos son cerrados.

CS = (—o0,—2] U [7,+)

Ejemplo

Resolver la inecuacion

4x% — 2x
— <1

1. Se hace cero el miembro derecho de la inecuacidn.

4x2 —2x < 3
4x2 —2x -3 <0
2. Se aplica la formula cuadratica: a = 4; b = —2;¢c = =3
_ —b+VbZ—4ac  —(-2) +/(-2)? - 4(4)(-3)
x= 2a - 2(4)
2+V4+48 2++52 2+2v13 1++v13
X = = = =
8 8 8 4
1++v13 1—+13
X, = — Xy = —
3. Al ubicar estas raices sobre la recta real, se conforman tres intervalos:
< 11—+ 13)
_m’T
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1-+/13 1++13
=

1++13
8

4. Se analiza el signo de cada intervalo, para lo cual se asignan valores de prueba de la
variable x que pertenecen a cada intervalo en estudio.

Intervalo (—00, 1_Tm), valor de prueba x = —2:

Six=-2-4x*—-2x—-3=4(-2)?-2(-2)-3=16+4-3=17
El intervalo es positivo

Intervalo [1_F, 1+Zﬁ], valor de prueba x = 0:

Six=0-4x2—-2x—-3=4(0)>-2(0)—-3=-3
El intervalo es negativo

Intervalo (1+Zﬁ, +00), valor de prueba x = 2:

Six=2-4x2-2x—-3=4(2)?-2(2)-3=16—-4—-3=9
El intervalo es positivo

5. Lainecuacion es menor que cero, por lo tanto todos los intervalos negativos son conjunto
solucion. Los extremos numéricos son abiertos.

1-—+v13 1+V13
€S = 4 4

Resuelva los ejercicios de forma manual y compare los resultados con Geogebra
a. x2—-5x—6<0

x% > 25

x2

3
__x>_
2 2

3x%2 +5x > 10
x24+18x+36<0

x?2—-49<0
x2+2x22

o

5@ e o

—_
N
I
AN
[UnN
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Inecuaciones racionales

Se trata de inecuaciones donde la variable forma parte del denominador. Se debe tener
en consideracion el hecho de que dicha variable en algin momento toma el valor cero y por
lo tanto debe excluirse del conjunto solucion para evitar indeterminaciones. En lo demas, la
manera de resolver este tipo de inecuaciones se parece al procedimiento aplicado para
resolver inecuaciones de segundo grado.

Ejemplo

Resolver
4x + 1

x+2

1. Se hace cero el miembro derecho de la inecuacion
dx + 1
-2=>0
x+ 2
4x+1—2(x+2)>
x+2 -
dx+1—2x — 4
x+ 2
2x —3

=0
x+2
2. Se hace cero el numerador y el denominador

2x—3=0-x==
X > X 2

x+2=0->x=-2
3. Al ubicar sobre la recta real los valores de x calculados se debe tener en cuenta que el
valor x = —2 es un extremo abierto para cualquier intervalo, puesto que de lo contrario
causaria una division entre cero.
Los intervalos que surgen son
(—OO, _2)

( 2 3)
2
—, T
2
El analisis posterior permitird confirmar o rechazar si en efecto, los intervalos son

abiertos o cerrados para los valores calculados de x, sobre todo en el numerador, ya
que en el denominador ya se ha dicho que deben ser abiertos en los valores que lo

anulan.
4. Se analiza el signo de cada intervalo, considerando valores de prueba de x.
Intervalo (—oo, —2), valor de prueba x = —3.

2x—3 2(-3)—3 -9

Six=—3 = - =
X T x+2 (3)+2

9

El intervalo es positivo
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Intervalo (—2,3), valor de prueba x = 0

, 2x—3 2(0)-3 -3 3
Six=0- = =—=-c
x+2 (0)+2 2 2

El intervalo es negativo

Intervalo E, +00), valor de prueba x = 2.

] 2x—3 2(2)-3 1
Six=2-> = =-
x+2 2)+2 4

El intervalo es positivo
5. La inecuacion es mayor o igual que cero, por lo tanto los intervalos positivos forman
parte del conjunto solucion, los extremos numéricos derivados de numerador son
cerrados

3
CS = (—o0,—2) U [E' +00)

Ejemplo

Resolver
7 x+5

<
x 2x-—1

1. Se hace cero el miembro derecho de la inecuacion.
7 (x+5)< x+5 <x+5)
2x—1

X 2x—1 2x —1
3 7 <x+5><0
X 2x —1
3x—7 (x+5><0
X 2x —1

2. Se calculan las raices de los polinomios en el numerador y en el denominador

2x—-1)Bx—-7)—x(x+5)
x(2x —1)
6x% —14x —3x + 7 — x?> — 5x
x(2x —1)
5x% —22x + 7
x(2x + 1)

<0

a=5b=-22;:c=7
—(~22) +£/(=22)2 = 4(5)(7) _ 22 + /484 — 140
2(5) B 10
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2244344 11486

5
_11-+/86
-5

X

10
_ 11++/86
==

X1 X2

Se debe tener presente que los denominadores no deben tomar el valor cero, por lo

1 . .
tanto x = 0; x = — son valores de x que se constituyen en extremos abiertos de

intervalos

Se tienen cuatro valores de x criticos que conforman extremos de intervalos:

1 11-v86 11+v86

0’2’5’5

. Los intervalos a analizar son

(-3
o)

< 11— M)
0,———
5
11 -+86 11+ /86
5 ’ 5
11 ++/86
_—, +OO
5
Se analiza el signo de cada intervalo
Intervalo (—00, — %), valor de prueba x = —1.
) 5x2—-22x+7 5(-1)?-22(-1)+7 34
Six=-1- = =—=34
x(2x+ 1) DR+ 1
El intervalo es positivo
Intervalo (— 1 , O), valor de prueba x = — l.
2 ‘.
1 1
. 1 5x2—22x+7 5(—1) ‘22(‘Z)+7 205
L X=——=- = = —
4 x(2x+1) EEAVOYER 2
(-2)(2(-3)+1)
El intervalo es negativo
Intervalo (O, 11_\/%), valor de prueba x = i

1 5x2—22x+7_5(%)2_22(%)+7 29

LD Q@)

Six =

El intervalo es positivo
11-v86 11+V86
5 ' s

Intervalo, ( ), valor de prueba x = 1
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Six=1-

5x2—22x+7  5(1)?—22(1)+7 10

x(2x + 1)
El intervalo es negativo

11+v86
5

Intervalo (

MW +1 3

, +00), valor de prueba x = 10
5x%—22x+7 B 5(10)% — 22(10) + 7 41

Six=10-

x(2x +1)
El intervalo es positivo

(10)(2(10) +1) 30

5. Lainecuacion es menor que cero, por lo tanto los intervalos negativos forman parte
del conjunto solucién, los extremos numéricos son abiertos.

cs=<——,0

11 — /86 11 + 86

)

Resuelva las inecuaciones siguientes

a.

o

& o

—

—.

= oo

1x -2+ <4
X 3x

7x+4 2x+1 2
6x—3 4x+5 5

Aplicaciones de las inecuaciones a la vida real

A lo largo de este capitulo se ha mencionado que las inecuaciones tienen amplio uso
en nuestro quehacer diario, por ejemplo cuando se dice que los costos de producciéon de una
empresa son superiores a cierta cantidad, cuando se indica el nivel del rio en época lluviosa
alcanza una cota x, cuando las estadisticas mencionan que el nimero de nacimientos en el
hospital central durante el mes de mayo alcanzaran y cantidad de nifios. Se trata de
aseveraciones que involucran un margen de error y por lo tanto expresables matematicamente
bajo la forma intervalos.
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En esta seccion se resuelven planteamientos que involucran inecuaciones, con la
diferencia que en esta ocasion la variable es un elemento conocido de nuestro entorno, tal
como los mencionados. Algunas veces de parte de una regla que define a la inecuacion ya
establecida, otras veces hay que desarrollarla partiendo de la revision del planteamiento de
la situacion problematica, en todo caso lo que se persigue es revisar una pequeia parte de ese
inmenso abanico de posibilidades que brinda el presente tema.

Ejemplo

Una empresa tiene costos fijos de Bs. 5 000 000 mensual y le cuesta producir Bs. 55
cada articulo cuyo precio de venta es Bs 70 ;cudntas unidades debe producir y vender al
mes para que la empresa tenga utilidades?

La utilidad de una empresa es funcion de los ingresos y del costo total
U=I1-C
Donde U = utilidad; I = ingresos; C = costo total.

Los ingresos son una funcion de las unidades producidas y vendidas
I =px
Donde p = precio de venta; x = unidades producidas y vendidas. Para el
caso particular
I =70x

El costo total es
C=CF+CV
Donde CF = costos fijos; CV = costos variables. Para el caso particular
C =5000000+ 55x
La situacion planteada en el problema se modela asi:

70x — (5000 000 + 55x) >0
De donde
(70 — 55)x > 5000 000
15x > 5000 000
x > 333,33 unidades
Se deben producir al menos 334 unidades para que la empresa tenga utilidades

Ejemplo

Una empresa puede vender todo lo que produce a Bs. 2 530 cada articulo, el costo de
producir cada articulo es Bs. 1700 y tiene costos fijos de Bs. 10 000 000 al mes. Encuentre
el nimero de unidades que debera producir y vender en un mes para obtener una utilidad de
al menos Bs. 7 000 000.
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U=1-C
U =2530x—1700x — 10000 000
U =7000000
830x — 10 000 000 = 7 000 000
830x =17 000 000
x = 20482
La empresa debe producir al menos 20482 unidades para obtener la utilidad esperada.

Ejemplo

Una caja abierta se fabrica de un carton que mide 1,20 metros por 0,80 metros, cortando
cuadrados iguales en cada esquina y doblando hacia arriba los lados. Se desea que el area de
la base la caja sea al menos de 0,12 metros cuadrados, ;jcudl es la maxima altura posible de
la caja?

Se cortan cuadrados de lado % en las cuatro esquinas del carton, entonces, el area de
la base de la caja es
A= (—-2h)(a—2h)
Donde A = area; a = ancho; h = alto
A= (1,20 — 2h)(0,80 — 2h)
A =096 —2,40h — 1,60h + 4h?
A =4h?> —4h + 0,96
Como inecuacion y de acuerdo con el planteamiento
4h? — 4h + 0,96 > 0,12
4h?> —4h + 0,84 >0
Se resuelve el miembro izquierdo de la inecuacion, considerandolo como una
ecuacion.
4h?> —4h+0,84=0
a=4;b=—-4;¢c=0_84

Lo D V(D - 49088
B 2(4)

_4+VI6— 1344 44256 4+16

8 8 8
=210 430
1 8 ’
4+1,6
2 = 8 :0,70
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Intervalo (0; 0,30) Si el valor de /4 es cero es porque no se recorta ningin cuadrado
en las esquinas. % no puede ser negativo.

Valor de prueba:

h=0,1=4(0,1)%-4(0,1)+ 0,84 = 0,48 (positivo)

Intervalo (0,30; 0,70)
Valor de prueba:
h = 0,50 = 4(0,5)% — 4(0,5) + 0,84 = —0,16 (negativo)

Intervalo (0,70, 40 )
Valor de prueba:
h=1=4(1)2-4(1)+0,84 =0,84 (positivo)

Los intervalos solucion de la inecuacion son los positivos, hay que considerar que el
intervalo (0,70, 400 ) a pesar de ser solucion de la inecuacion no se adapta a la realidad,
puesto que recortar dos cuadrados de 0,70 metros de lados sumarian 1,40 metros y solo se
cuenta con 1,20 metros por el lado mas largo. Por lo tanto la maxima altura posible de la
caja es 0,30 metros.

Ejemplo

En un corral habia cierto nimero de reses, se duplicé el nimero y se vendio 4
quedando menos de 15. Después se triplicd el nimero de reses que habia al principio y se
vendieron 9 quedando més de 17 ;Cudantas reses habia al principio?

Sea x el nimero de reses al principio.
Situacion luego de la primera venta: 2x — 4 < 15
Resolviendo esta inecuacion:

2x <19

x <95
Situacion luego de la segunda venta: 3x — 9 > 17
Resolviendo esta inecuacion:

3x > 26

x > 8,7
El conjunto solucion del sistema es:

8,7<x<95

Como el nimero de reses es un nimero entero, al principio habia 9 reses.

Ejemplo

En un terreno rectangular, su largo mide 18 metros mas que el ancho. Si el perimetro
del terreno tiene como maximo 360 metros, ;qué medida debe tener el ancho?
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El perimetro de una figura geométrica plana es la suma de las longitudes de sus lados.
En el caso de un rectangulo, el perimetro es
P=2l+2a
Donde P = perimetro; !l = largo; a = ancho.
En el caso particular
P =2(a+18) + 2a
Planteado como inecuacion
4a + 36 < 360

4a < 324

_ 324
=7

a <81
El ancho del terreno debe tener como maximo 81 metros.
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Resumen

Un desigualdad es una relacion de orden que se produce cuando los valores son distintos.
Los dos tipos de desigualdades de mucha importancia en las matematicas son las
desigualdades estrictas, identificadas por los simbolos mayor que (>) y menor que (<)
y las desigualdades no estrictas o amplias identificadas por los simbolos mayor o igual
que (=) y menor o igual que ().

Si se multiplica o divide ambos miembros de una desigualdad por un mismo nimero
negativo, ésta cambia de sentido.

Un intervalo es un subconjunto de los numeros reales, conformado por los infinitos
numeros que existen entre dos nimeros reales que actian como extremo inferior y
extremo superior.

Los intervalos abiertos son aquellos en los cuales los extremos no forman parte del
conjunto.

Los intervalos cerrados son aquellos donde los extremos estdn incluidos dentro del
conjunto solucion.

Se habla de intervalo infinito cuando uno de sus extremos es infinito.

Una inecuacion es una desigualdad en la cual esta presente al menos una variable o
incognita en su estructura.

Una inecuacidn lineal es aquella donde la variable se encuentra elevada al exponente 1.
Cuando en la solucion de un determinado planteamiento se encuentran involucradas dos
0 mas inecuaciones se habla de sistema.

Las inecuaciones de primer grado con dos variables se resuelven de manera grafica.
Las inecuaciones de segundo grado en una variable contienen a un polinomio de grado
2.

En una inecuacion racional la variable forma parte del denominador.
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Desigualdad
Intervalo
Intervalo abierto
Intervalo cerrado
Inecuacion

Términos Clave
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Ejercicios de Autoevaluacién

. Exprese simbodlicamente las proposiciones

a. Cuarenta y cinco es menor que cien.

b. Diez es mayor que ocho

c. Menos cuatro es mayor que menos 5

d. Cero es mayor que menos dos

e. Menos tres es menor que siete.

. Represente cada proposicion desde el punto de vista del otro nimero

a. 3<5

b. 12>11
c. —1>-5
d 11 <20
e. 0,5<0,7

. Los siguientes intervalos estan conformados por numeros reales, expréselos mediante el
lenguaje normal.

a. [4,9]

b. (—,3]
c. (1,5
d. [-5,8)
e. (3,10]

. Represente graficamente las operaciones entre intervalos

(3,6) U (10,12)

[—2,10] n (5,12)

(—o0,—4] N [—6,8)

. (4,20) U [15,18]

e. (—o0,—-30) N [—40,0)

. Resuelva las siguientes inecuaciones y exprese su respuesta en notacion de conjunto,
notacion de intervalo en forma gréfica.

a. 4—6x<-3
2

oo

b. Z+I>%
2 3 3
c. Sx+3x—4x<3
d. 10(x+2) =15
P27

7 8
. Resuelva las inecuaciones siguientes

a. |4x+5|<3

R
12
. 3x+7 > 11

4x+9 —

d. x2—-144>0

e. x2—x—-20<0

. Haga la grafica del conjunto solucion de las inecuaciones
a. 4x+6y =5

b. 3x —y< -7

c. 5—4x+y<3
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8.

9.

10.

x+y 2
d. - + 3
e THI+2
Si Pedro gana mensualmente menos de Bs 100 000 y José gana mensualmente mas de Bs
60 000. Haga una grafica del conjunto solucion de estas proposiciones.
El precio de venta de un producto es Bs 1200, la empresa que lo fabrica tiene unos costos
fijos de Bs 12 000 y unos costos variables de Bs. 580 por cada unidad producida. Indique
cuantas unidades debe producir y vender la empresa para que tenga una utilidad de al
menos Bs. 8 000 000.
Se desea construir un edificio en un lote de terreno rectangular, el area para la
construccion es 1 200 metros cuadrados. Cudles deben ser las dimensiones del terreno si

se requiere al menos 400 metros cuadrados para areas verdes y servicios y uno de los
lados esté limitado a 35 metros.

I< v

IV oiw
qglu
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Sitios web

https://goo.gl/QweWRs. Se trata de un blog donde se plantea la solucion de varios tipos
de inecuaciones con enlaces a videos en youtube.

https://goo.gl/LvK6émn. Es una portal web denominado “Profesor en Linea” donde se
explican diversos topicos relacionados con las matematicas, en enlace apunta al tema
inecuaciones lineales.

https://goo.gl/XMHNUw. Sitio web denominado “Portal Educativo” con contenido
matematico para diferentes niveles. El disefio de los ejercicios es a full color.
https://goo.gl/ZbXu9o. Sitio web “Plan Ceibal” con ejercicios ilustrados y explicados de
forma muy amena.
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CAPITULO

Funciones Reales

Definiciones basicas relacionadas con las funciones reales
Clasificacién de las funciones
Funciones algebraicas
Funciones polinémicas
Funciones lineales
Funciones cuadraticas
Funciones racionales
Funciones radicales
Funciones trascendentes
Funciones exponenciales
Funciones logaritmicas
Funciones trigonométricas
Funcién seno
Funcién coseno
Funcién tangente
Funcién cotangente
Funcién secante
Funcién cosecante

Objetivos:
General
Analizar los elementos presentes en las funciones reales de una variable real
conducentes a la representacion grafica de dichas funciones tanto de manera manual
como como con el apoyo de software.
Especificos

e Definir conceptos basicos relacionados con las funciones reales de una variable

real tales como funcion, funcion real, dominio y rango de una funcion.

e Comprender la clasificacion de las funciones reales.

e Analizar las funciones algebraicas

e Analizar las funciones Transcendentes




Introduccidn

as caracteristicas de un sujeto de estudio normalmente se traducen bajo el nombre de

variables, las cuales pueden ser cuantitativas o cualitativas. En el caso de las primeras

se recurre algunas veces a la clasificacion en variables dependientes y en variables
independientes, sobre todo cuando interesa estudiar la relacion entre al menos dos de ellas,
con el fin de sustentar o probar hipotesis. De igual manera en las ciencias sociales es
importante estudiar el comportamiento de diversos aspectos tomando como base el tiempo,
el costo, los precios de venta o de adquisicion o en general de variables que inciden de manera
directa en la conformacion de patrones a través de los cuales se puede concluir si determinada
accion va por el rumbo correcto o se hay que tomar medidas correctivas.

El caracter general de las matematicas, permite que las variables sean expresadas
mediante letras y que la relacion existente entre ellas sea definida a través de una estructura
que produce un resultado. Dicho mecanismo se parece a una maquina que se nutre elementos
de entrada, efectua un proceso y genera un producto, pero en este caso tanto la entrada, como
la salida esta conformada por nimeros reales, el proceso es la estructura de la funcion.

En este capitulo se estudian las funciones reales de variables reales, es decir
operaciones matematicas que tienen como condicion de entrada a nimeros reales y generan
en la salida nimeros reales, la entrada esta representada por una variable independiente y la
salida por una variable dependiente. EIl resultado final en la mayoria de los casos es la
representacion de la grafica de la funcidn, la cual adopta una forma caracteristica tomando
en cuenta la estructura de los numeros que estan a la entrada y la formula que los define.

En tal sentido, se estudia en primer lugar las funciones lineales, la cuales tienen como
representacion a la linea recta y a pesar de ser una de las funciones mas sencillas de
representar, tiene muchos usos y es la base para la comprension de situaciones mas
complejas. Luego se estudian la funcion cuadratica, la funcion logaritmica, las funciones
inversas y la funcion valor absoluto; todas importante puesto que constituyen el fundamento
para la comprension de fendmenos mas complejos presentes en las diversas areas del saber.

Se procura una explicacion basica tanto sobre la definicion del dominio y el rango de
la funcién como de los elementos necesarios para realizar la grafica. En este sentido es
importante que el alumno tenga presente que debe esforzarse por comprender la ubicacion
de puntos en el plano, situacion que es el punto de partida para la conformacion definitiva de
la grafica representativa de la funcion.

De igual manera, en el presente capitulo se hace uso intensivo de software para la
construccion de las graficas de cada funcion, elemento que resulta imprescindible en nuestros
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dias, al punto que existen aplicaciones que corren en teléfonos inteligentes, a partir de los
cuales los interesados disponen de opciones ni siquiera pensadas hasta hace poco. Sin
embargo no hay que olvidar que es de suma importancia conocer las bases sobre las cuales
se apoya ese fantastico andamiaje que nos muestran las tecnologias de la informacion y la
comunicacion, sobre todo en la parte que nos corresponde desde nuestra area que nos estamos
formando.

Definiciones basicas relacionadas con las
funciones reales

Se establece en esta seccion los conceptos que conducen a la comprension de la idea
de funciodn, los cuales seran el piso sobre el cual se asienta tanto la construccion de la grafica
como su interpretacion. Recordemos que dichas representaciones graficas se hacen sobre un
sistema de coordenadas cartesianas que a su vez esta conformado por una recta horizontal y
otra recta vertical de tal forma que sobre ella se proyectan valores numéricos bajo el esquema
de puntos en el plano que tienen cada uno dos componentes, la primera perteneciente al eje
horizontal o eje x y la segunda al eje vertical o eje y.

Es de suma importancia que el estudiante sepa ubicar un punto en el plano, que tenga
idea de la ubicacion en dos dimensiones, ya que eso le va a permitir avanzar sobre pasos
seguros en la construccion de curvas representativas de cada funcion. De igual manera, en
la actualidad la palabra coordenada no suena extrafia a nuestros oidos, la mayoria de los
teléfonos inteligentes son capaces de indicarnos nuestra ubicacion a través del sistema de
posicionamiento global GPS; dicha ubicacion es simplemente un par de nimeros que actian
como coordenadas cartesianas de ejes trazados en zonas especificas de la tierra. En
consecuencia, si conocemos los fundamentos matematicos estaremos en capacidad de
comprender mejor lo que nos indican los recursos tecnoldgicos.

Definiciéon de funcién

Si su funcidon como estudiante es estudiar, usted entiende que debe utilizar los
recursos disponibles para llevar a cabo su tarea, dentro de ellos esta la asistencia diaria a
clases y la realizacion de las actividades formativas y de evaluacion; por lo tanto usted debe
distribuir su tiempo de tal forma que pueda abarcar todas ellas de la mejor manera posible y
con el resultado esperado: aprender. Un resumen basico de este proceso es: Actividades
formativas y de evaluacion — Estudiar — Aprender. La funcion estudiar, tiene unos elementos
de entrada y genera un resultado, para que usted aprenda previamente debe cumplir sus
actividades. Situacion que se representa en la Figura 1.

Actividades
Formativas y
evaluativas

Figura 1: Funcion estudiar, una idea del concepto de funcion matematica.
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En matematicas, la idea de funcion es similar; un nimero » es sometido a operaciones
presentes en una estructura, luego de lo cual se genera otro nimero m. Se observa que el
nimero m depende del numero 7, tal como se indica en la Figura 2.

Operacion
matematica

Figura 2: Forma como se procesan los elementos en una funcion.

La operacion matemadtica es una regla de correspondencia, es decir, define la manera
como debe modificarse el nimero que entra para generar la salida. Si x es el nimero que
entra, una regla puede ser: “elevar a x al cuadrado”, otra regla puede ser: “sumar tres unidades
a x”, otra puede ser: “multiplicar a x por cuatro y el resultado dividirlo entre tres”. Las

. . . .y . ,qe . 4x
directrices anteriores en representacion simbélica equivalen a: x2, x + 3, <

Por supuesto que esa regla aplica no solamente para un nlimero sino para muchos, es
decir en la entrada se puede aceptar una cantidad a veces ilimitada de nimeros, dichos
nimeros conforman un conjunto, el cual se denominara por lo momentos como conjunto de
partida. La funcién va a generar muchos nimeros diferentes, tomando en cuenta los
elementos que procese. Esos nlimeros conforman un conjunto que por ahora se denominara
conjunto de resultados, como indica la Figura 3. Hay que tener en cuenta algo muy
importante: entra un nimero — sale un niimero, entra un simbolo — sale un simbolo.

Regla

Conjunto
de partida

Figura 3: Elementos basicos de una funcion.

Tomando en cuenta lo mencionado hasta ahora, se define a una funcién como una
regla o ley que transforma un elemento perteneciente a un conjunto de entrada y genera un
elemento que conforma un conjunto de resultados.
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Dominio y rango de una funcién

El dominio de una funcion es el conjunto conformado por todos los elementos que
actiian como entrada de la funcion, es decir se trata del conjunto de partida de la funciéon. En
este capitulo se estudian las funciones reales de variables reales, por lo tanto el dominio de
todas las funciones analizadas estard conformado por todos los numeros reales o bien por un
subconjunto o de éste. Es importante destacar el hecho que cada elemento que pertenece al
dominio tiene una imagen y solamente una imagen en el conjunto de llegada o rango. Cuando
se habla de imagen nos estamos refiriendo a que hay un resultado luego de aplicar la regla
que define a la funcion.

También nos podemos referir al dominio como el conjunto conformado por los
elementos para los cuales tiene sentido la funcion.

El dominio de una funcion f'se representa simbodlicamente como:

Dom(f)

Se define el rango de una funciéon como el conjunto conformado por los elementos
que surgen como resultado de aplicar la regla o ley matematica que la define, es decir, es el
conjunto de resultados de la funcion. Como se trata de funciones reales, el rango es un
conjunto conformado por nimeros reales. De igual forma, al rango también se le conoce con
el nombre de conjunto de imagenes de la funcion.

Regla

Dominio
dela

funcion

Figura 4: Elementos basicos de una funcion bajo la denominacion matematica tradicional.

El rango de una funcion f se representa simbolicamente como:
Rgo(f) o también como Img(f)
El dominio de la funcidon también recibe el nombre de campo de variacion. En el

conjunto de llegada pueden existir elementos adicionales a los que conforman el conjunto de
imagenes o rango de la funcion, en tal caso se habla de codominio de la funcion (Figura 5).
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Dominio
dela

funcion

Figura 5: El codominio de una funcion.

El dominio de la funcion representa a la variable independiente. Si se trata de
funciones de una variable independiente como las estudiadas en este capitulo, lo normal es
utilizar la letra x; el rango de la funcion representa a la variable dependiente para la cual se
utiliza la letra y; letras que se corresponden con el eje horizontal y el eje vertical de un sistema
de coordenadas cartesianas, tal como se indica y representa en la Figura 6.

Eje x
Figura 6: Ejes coordenados, base para la representacion grafica de funciones.

Notacién para funciones

Las funciones generalmente son representadas con las letras f, g, 4, sin embargo no
es un error representarlas con el resto de letras del alfabeto. Luego de la letra de la funcion
se escribe un paréntesis dentro del cual se escribe la variable independiente, x, luego el signo
igual y finalmente la estructura que define a la funcion. Para el caso de que la regla que
define a la funcion sea, por ejemplo: “multiplicar a x por 5 y sumar 3”, la notacion de la
funcidénes f(x) = 5x + 3. Observe que f(x) genera el valor de y, por lo tanto es muy comun
trabajar indistintamente con las formas: y = f(x); es decir que la funcion anterior también
puede ser escrita asi: y = 5x + 3. f(x) se lee “efe de equis”.

También es comun la representacion de una funcién mediante diagramas de Venn o
sagitalmente. Si se tiene al conjunto A que actua como dominio y al conjunto B que es el
rango, entonces la funcion es: f: A = B que se lee como “efe de A en B”.
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Figura 7: Representacion sagital de una funcion.

De acuerdo con la figura, f es una funcién de A en B si y solamente si todo elemento
que pertenece al conjunto A tiene su correspondiente elemento en el conjunto B.
Técnicamente esto se resume en las denominadas leyes de existencia y de unicidad.
Ley de existencia: Vx € A,3y € B /y = f(x)
Leydeunicidad: y = f(x)Az=f(x) =y =2z
Tomando en cuenta lo expresado, una funcién se encuentra definida:
a. Cuando tiene un conjunto de partida llamado dominio
b. Cuando tiene un conjunto de llegada denominado rango
c. Cuando laregla que la define cumple con la ley de existencia y con la ley de unicidad.

Puntos en el plano cartesiano

Un punto en el plano cartesiano estd conformado por un par de valores, el primero de
ellos representa a la variable x y el segundo a la variable y. Si el primer elemento es a y el
segundo es b, la manera correcta de representar al punto es P(a, b), la letra maytscula sirve
para distinguir el punto de los otros puntos. Las letras a,b corresponden a las coordenadas
del punto expresadas de manera genérica. Todo punto en el plano también se conoce con el
nombre de par ordenado. El eje de las x o eje horizontal también se conoce como eje de las
abcisas, el eje y o eje vertical se conoce con el nombre de eje de las ordenadas. Todo par
ordenado comienza con una abcisa y termina con una ordenada.

w

g0

Sw

@

=

o

w

M

O s

o é
(ﬁ )

0,0 a '

Eje de las abcisas Hex

Figura 8: Coordenadas de un punto en el plano.
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La intersecciéon de los ejes produce cuatro zonas perfectamente diferenciadas
denominadas cuadrantes. En el primer cuadrante tanto las abcisas como las ordenadas son
positivas; en el segundo cuadrante las abcisas son negativas y las ordenadas positivas; en el
tercer cuadrante tanta las abcisas como las ordenadas son negativas y en el cuarto cuadrante
las abcisas son positivas y las ordenadas negativas.

L w
; - o
SEGUNDO T3
= B
ClLIADRANTE 0
CUADRANTE % ]
"
&
Los pares ordenados ® o Los pares ordenados
tienen la forma: =5 tienen la forma:
L=
(kab) =5 (a,b)
(0,0)
Valores negalivos de x Valores positivos de x
Abcisas negativas Abcisas positivas
2 8
TERCER $2 CUARTO
CUADRANTE 52 CUADRANTE
c C
Los pares ordenados % Los pares ordenados
tienen la forma: _":: E tienen la forma;
(-a,-b) £2 (a,-b)

Figura 9: Signo de las coordenadas de un punto de acuerdo al cuadrante que ocupa.

Un punto especifico, tal como A(2,7) esta ubicado dos unidades a la derecha del
origen en el eje x y a siete unidades sobre el origen en el eje y; otro punto B(—3, —4) esta
ubicado tres unidades a la izquierda del origen sobre el eje X y a cuatro unidades bajo el
origen sobre el eje y.

(-2,
o -

Figura 10: Ubicacion de puntos n el sistema de coordenadas cartesianas.
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En el caso de las funciones reales de una variable real como las estudiadas en este
capitulo, el punto resume el resultado de aplicar la regla o ley que define la funcién; el
elemento de entrada es el primero representado y el elemento resultado de la funcion es el
segundo en el par.

Célculo de iméagenes de una funcién

Para construir la grafica de una funcion a partir de la regla que la define, se necesita
el calculo de algunos de sus puntos, para luego trasladarlos a un sistema de coordenadas y
asi facilitar la representacion. De acuerdo al tipo de funcion se requiere un minimo de puntos
para que ¢ésta quede adecuadamente representada. En esta parte se practicara el calculo de
imagenes.

Ejemplo

Dada la funcion f(x) = 2x + 7, calcular: a. f(1), b. f(=2),c. f G), d. £(10).
Respuestas:
a. f(1)
Se trata de calcular el valor de la funcion f cuando el valor de x es igual a 1, es decir,
la imagen de la funcion para x = 1.
fH)=21)+7=2+7=9
f(1) =9, por lo tanto se tiene al punto P;(1,9)

b. f(=2)
Se trata de calcular el valor de la funcion f cuando la entrada es —2.
f(=2)=2(-2)+7=-4+7=3
f(=2)=3, por lo tanto se tiene el punto P,(—2, 3).
1
e 1(3)

. ., 1
Se trata de calcular la imagen de la funcién cuando x = >

f@)=2@)+7=1+7=8

f (%) = 8, por lo tanto se tiene el punto P G, 8)
d. f(10)
Se trata de calcular la imagen de la funcién f cuando x = 10.
f(10) =2(10)+7=20+7 =27
f(10) = 27, por lo tanto se tiene el punto P,(10,27)

Los puntos fueron denominados con la letra P seguida de un subindice, también es
valido, como ya se dijo denominarlos con letras mayusculas.

Estos puntos calculados, pueden presentarse a manera de resumen de la siguiente
manera, ya ordenados en X.
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X y
-2 3
Loy
2

1 8
10 27

Ejemplo

Dada la funcién g(x) = %, calculara. g(3) b. g (— %), c.g(=3). d g(\/f)

a. g(3)
Se calculara la imagen de la funciéon g cuando x = 3.
3)?*+5 945 14 7
93 = ===

3)+1 3+1 4
g3) = g, punto A (3,%)

b o(-

Se calculard la imagen de la funcion g cuando x = —%
2\’ 4 44125 129
o(-3)- (C5) +5 45 _ T g5 _ (290 _#8
5/ (_2 S _2,4, z245 3 (25B) 5
o ( 5)*213 s+l s 5
4 4
g(~3) =" pumto B(-1.%)
c. g(=3)
Se calculard la imagen de la funciéon g cuando x = —3
(-3)2+5 945 14
(-3)+1 -34+1 -2
g(—=3) = =7, punto C(—3,—7)
d. g(v2)
Se calculara la imagen de la funcién g cuando x = V2.
(V2)'+5 245 7
o(42) = -

(V2)+1 VZ+1 V2+1
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7 7 (V2-1) 7(V2-1) 7(vV2-1)
VvZ+1 (VZ+1)(V2-1) 2+1 3

En la ultima linea se racionalizé la expresion al multiplicar y dividir por V2 — 1y
lograr asi convertir el denominador en el producto de una suma por diferencia.
Revisar los casos de factorizacion, en el capitulo 4.

9(vZ) = 21, punio p (v2,202)

Finalmente se construye una tabla con los puntos calculados

x oy
-3 ~7
2 43
5 5
V2 7(vV2-1)
3
3 7
2

Imagen de una funcién con wxMaxima. Si se introduce la regla que

define a la funcion, luego el programa puede calcular la imagen de cualquier nimero que el
usuario introduzca. Veamos algunos ejemplos.

Ejemplo
Dadas las funciones
_ 6x — 4
[ =523
g(x) =12x3 +22x%2 — 14x + 5
x3 -3
h(x) = 7
Calcular
a. f(=7) b. g(12) . h(-%)
d f (%) e. g (_ g) £ h(24)
g. f(3/5) h. g(Ve) i. h(¥20)

Se define cada una de la funciones, wxMaxima utiliza el operador :=, también hay
que colocar un asterisco cada vez que exista una multiplicacion. Una vez que se introduce la
funcion se presiona la combinacion de teclas SHIFT + ENTER para que el software genere
la salida. En la Figura 11 se observan las tres entradas y las tres salidas de las funciones.

345



Archivo Editar Celda Maxima Ecuaciones Algebra Analisis Simplificar
D@3 aex E0BE > | @
r {81l) £{x):=(6*x-4)/(5%n-2});

cx-4

SiE—2

{sol) E(x):=

{812) g{x):=12*x"3422+%x"2-14*x4+5;
(202) ofx):=12 x°+22 x°+(-14) x+5
{¥i3) h(=z):={(z*3-3)/7:

3_4
x -3
7

(%303) hix):=

Figura 11: Definicion de las funciones con wxMaxima.

Ahora, para el calculo de las imagenes solicitadas, se introduce la letra que representa
a cada funcion, paréntesis de apertura, el valor de la variable, paréntesis de cierre y la
combinacion de techas SHIFT + ENTER. En la Figura se muestra las entradas realizadas por
el usuario identificadas con (%in) donde n es un niumero entero y la salida generada por el
programa, identificada con (%on). Las raices se escriben como exponentes fraccionarios.

(%

id) £(-7):
(50d) %

$i5) g(12):
5) 23741

(3i6) h(-10/3);
(306) _1081 -
_ 189 [ (2i10) £(5~(1/3));
_ 1 < T
(#iTy £(1/3): (2010) %
(507) 6 L 5422
P (3i8) q(-4/5); [ (¢i11) g(6~(1/4)):
3 f
trog) 2oL (s011) 26"/ *+2246-146"+5
L HEEE -
AT [ (8112) h(207(1/7)):
 (3i9) h(24): [ 263 g
. 13821 (3012)
(%09) — 7

Figura 12: Resultado del cdlculo de imagenes de funciones con wxMaxima.

Si se desea que la imagen de la funcion sea expresada como un decimal, una de las
maneras que tiene wxMaxima es usar la funcidn float( ). Por ejemplo el valor decimal de la
salida 12 es:

(%113) float (%0l2):
(%013) 0.087234393234428

I
Figura 13: Modo de convertir una salida simbdlica en numérica con wxMaxima.
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Otra posibilidad es conmutar la salida numérica.

Archivo Editar Celda Maxima Ecuaciones Algebra Analisis Simplificar Gréaficos Numérico Ayuda
ORI EEIEC IR @ | Conmutar salida rumerica
|_ 4 ] Acreal

A real grande (bigficat]
f:%11o) £(57(1/3)) ¢ Establecer precision

Figura 14: Forma alternativa de obtener una salida numérica con wxMaxima.

Luego escribir las salidas cuyo valor numérico aproximado se desea obtener. En la
Figura 15 se observan las primeras 5 imagenes del planteamiento, expresadas en decimal

L)

Archivo Editar Celda Maxima Ecuaciones Algebra Analisis Simplificar Graficos Mumérico Ayuda

@3 X XBE /@ >al | @
" (%i14) if numer#false then numer:false else numer:true:
(3014) true

(3i15) (%o04);
(%015) 1.243243243243243

(%118) (%05)»
(%016) 23741

(%117) (%06);
(¥017) -5.719576715%57672

(3118) (%07):
(3018) 6

(%119) (%09);
(5019) 1974.428571428571

Figura 15: Imdgenes de las funciones, calculadas con wxMaxima y expresadas en numeros decimales.

Clasificacién de las funciones

Existen diferentes clasificaciones de las funciones, en este caso se considera el tipo
de funciones de acuerdo a asociacioén entre dominio y rango y la clasificacién de acuerdo a
las operaciones que definen a la funcion.

Clasificacidn de acuerdo a la relacién entre los
elementos del dominio y el rango

Tomando en consideracion la relacion entre los elementos del dominio y el rango de
la funciodn, estas se clasifican en inyectivas, sobreyectivas y biyectivas. En cada una ellas se
cumplen la ley de existencia y la ley de unicidad.
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Funciones inyectivas. Una funcién es inyectiva si a elementos diferentes

del dominio le corresponden elementos diferentes del rango. Este tipo de funciones también
se conocen con el nombre de funciones uno a uno.

Sixy # x, = f(xq) # f(x3)

Significa que no hay dos elementos del dominio que tengan la misma imagen. Cada
elemento del conjunto B debe aparecer como maximo una vez como imagen de algun
elemento del conjunto A.

Los siguientes son ejemplos de este tipo de funciones.

A ___f" B - B f = {(1’4)1 (215)1 (3r6)} y y2fix)
4. A
i ‘\I ;"’ ® .III
e —:u ;—- *
ll'\\ L S I—- [ ]
A 4 &

/ x
Figura 16: Ejemplos de funciones inyectivas.

(Como se identifica una funcion inyectiva si estd representada graficamente o
sagitalmente?

Si se trazan rectas horizontales, cada una de estas rectas debe cortar a la grafica de la
funcién en solamente un punto.

En el caso de representacion sagital, si en el conjunto B llega més de una flecha a un
elemento, la funcion no es inyectiva.

Funciones inyectivas en la vida real:

a. Numero de cédula de identidad — Persona. Una persona tiene solamente un nimero
de cédula de identidad; sin embargo existen personas que aun no tienen nimero de
cédula de identidad

b. Cddigo de barras — Articulo de consumo. El codigo de barras es Uinico para cada
articulo; es posible que en una tienda existan articulos sin esta codificacion.

c. Numero de placa de identificacion — Vehiculo. La placa de un vehiculo es
irrepetible en otro vehiculo; pero es posible la existencia de vehiculos sin numero
de placa.

d. Personas — asientos ocupados en un cine. Es muy probable el caso de que existan
asientos vacios.

Funciones sobreyectivas. Una funcion es sobreyectiva si el conjunto de

todas sus imagenes es igual al conjunto de llegada, es decir si coincide el rango con el
codominio de la funcién. Simbdlicamente se dice que una funcion f: A — B es sobreyectiva
SivyeB3Ixe A/y =f(x)
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Significa que todos los elementos del conjunto de llegada aparecen por lo menos una
vez como imagen de algin elemento del conjunto A. No deben existir elementos en el
conjunto B sin su respectivo par en el conjunto A.

Los siguientes son ejemplos de este tipo de funciones.

A - —f4' B f = {(1r4)1 (2;4), (3,6)} y y=f(x)
/'F-‘\_ Ve ™
/ A . \
A ——
| | _— | \
| /T ]
.\‘ .,——7""'_ e | x
" / E
- ~

Figura 17: Ejemplos de funciones sobreyectivas.

(Como se identifica una funcién sobreyectiva si esta representada graficamente o
sagitalmente?

Si se trazan rectas horizontales y estas cortan la grafica de la funcion en al menos un
punto la funcion es sobreyectiva. Si se trazan rectas horizontales y al menos una de ellas no
corta la grafica de la funcion, ésta no es sobreyectiva.

En el caso de representacion sagital, si en el conjunto B existe al menos un elemento
al cual no llega una flecha, la funcién no es sobreyectiva.

Funciones sobreyectivas en la vida real:

a. Usuario — Servicio de Telefonia. Muchos usuarios y pocos operadores de
telefonia.

b. Estudiante — Carrera universitaria. Muchos estudiantes demandan una carrera
universitaria.

c. Estudiante — profesor. Varios estudiantes cursan una materia con un solo profesor.

d. Concesionaria de vehiculos — marca. Cada empresa concesionaria distribuye una
marca de vehiculo, en una ciudad pueden existir varias concesionarias.

Funciones biyectivas. Una funcién es biyectiva si es inyectiva y

sobreyectiva. Estas funciones no tienen pares ordenados con la misma segunda componente
y el rango es igual al codominio, es decir en una funciéon f: A — B, el conjunto A tiene la
misma cantidad de elementos que el conjunto B.

VvyeB3Alxe€A/y = f(x)

Es decir, para todo y que pertenece al conjunto B existe un tnico x que pertenece al
conjunto A tal que y es igual a f'de x.
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Los siguientes son ejemplos de este tipo de funciones.

_A f =0 f = {(3:4): (5,7), (7,10)} f.‘ y=f(x)
/ J \\- / § \\. J-)I
f Y \II J.,- ® .‘-II !_
| [ \ ]
( o | — e Y,
| | L
\o—T o : :

Figura 18: Ejemplos de funciones biyectivas.

(Como se identifica una funcién biyectiva si estd representada graficamente o
sagitalmente?

Si se trazan rectas horizontales, todas deben cortar a la gréafica de la funcién en uno y
solo un punto.

En el caso de representacion sagital, en el conjunto B debe llegar solamente una flecha
a todo elemento presente.

En nuestra realidad se pueden considerar muchos ejemplos de este tipo de funciones:

a. Lugar de procedencia — gentilicio. Dependiendo del lugar donde procede la
persona, tendra un gentilicio Unico.

b. Madre natural — persona. Toda persona tiene una y solamente una madre natural.

c. Direccion catastral — edificacion. Toda edificacion en una ciudad tiene un tnico
identificador catastral.

d. Huella dactilar — Persona. Todo individuo tiene una forma exclusiva de su huella
dactilar.

Se debe tener presente que no necesariamente todas las funciones quedan clasificadas
en alguna de las categorias mencionadas, es decir que existen funciones que no son ni
inyectivas, ni sobreyectivas, ni mucho menos biyectivas. Por ejemplo, la funcion f(x) = x?
no es inyectiva en R ya que existen elementos diferentes del dominio que tienen la misma
imagen, tal es el caso de x = —2 cuya imagen es f(—2) = 4 y de x = 2 cuya imagen es
f(2) = 4. En el mismo sentido, tampoco es sobreyectiva ya que el rango es el intervalo
[0, +0).

1. Sefale cuatro situaciones de la vida real para cada uno de los casos planteados.
a. Ejemplos de funciones inyectivas
b. Ejemplos de funciones sobreyectivas
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c. Ejemplos de funciones biyectivas

. Indique si la funcion es inyectiva, sobreyectiva o biyectiva, explique.
a. f={(24),(3,5),(45),(67)}

b. g ={(3,3),(4,6),(57),(6,9),(7,10)}

c. h=1{(1,1),(21),(3,1),41)}

d. 1 ={(12,10), (15,20), (20,20), (35,20)}

. Trace rectas horizontales e indique si la funcidon es biyectiva, sobreyectiva o

biyectiva.
a.
y /
3
y=f(x)
1 /O
// 1 x
b.
y
=f(x)
""-—-\___\“—-\N\
X
C.
y /
4
f y=f(x)
f
2 a'/2
Co5 X
© -1
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Clasificacién de acuerdo a las operaciones que definen

la funcién
Toda funcion esta definida mediante una regla o ley la cual se utilizaré para establecer
esta clasificacion, tomando en consideracion que algunas veces se corresponde con
expresiones que son algebraicas pero otras veces no. En tal sentido las funciones se clasifican
en:
1. Funciones algebraicas
e Funciones polindmicas
e Funciones racionales
¢ Funciones radicales
2. Funciones trascendentes.
¢ Funciones exponenciales
e Funciones logaritmicas
e Funciones trigonométricas

Funciones algebraicas

Como su nombre lo indica se trata de funciones cuya regla que la define es una
estructura algebraica, de tal forma que aplica la clasificacion para este tipo de estructuras
realizadas en capitulos previos.

Funciones polinémicas

La regla que define a estas funciones es un polinomio.
Las siguientes funciones son polindomicas:
fx)=x+1 g(x) =4x%? -5 h(x) = 7x3 + 6x%2 — 4x + 2
f(x) es una funcion polindmica de primer grado, también conocida como funcion
lineal.
g(x) es una funcion polindémica de segundo grado, también conocida como funcion
cuadratica
h(x) es una funcién polindémica tercer grado, también conocida como funcion cubica.
En este tipo de funciones no existe restriccion alguna ni para el dominio ni para el
rango, por lo tanto si la funcion es f'se tiene que:
Dom(f) =R
Rgo(f) =R
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Funciones lineales. Se trata de funciones polinémicas de grado 1. Tienen la

forma

fx)=ax+b
Con a igual a la pendiente de la recta y b punto donde la recta corta al eje y. La grafica es
una linea recta. Tanto el dominio como el rango de este tipo de funciones es el conjunto e
los numeros reales.

Para hacer la grafica de una funcion lineal basta con dos calcular dos pares ordenados.
Ejemplo

Construir la grafica de la funcién
f(x)=4x+3

Respuestas
Se calcula dos imagenes de la funcion.

Six=0= f(0)=4(0)+3=3
Six=1=f(1)=4(1)+3=7

X y
0 3
1 7

En un sistema de coordenadas cartesianas se ubican estos pares ordenados y se traza
una linea recta por esos puntos. La grafica se corresponde con la Figura 19, la cual fue
construida con la ayuda de Geogebra.

= 41 3 1 5 '

L] -1 4 L] L] L] L] i
Figura 19: Figura 19: Grdfica de la funcion f(x)=4x+3

353



Ejemplo
Construir con Geogebra la grafica de la funcion
glx)=5—-2x
Respuestas
El procedimiento es el siguiente:

e Abrir Geogebra y hacer clic en “calculadora grafica” de la ventana emergente o
en el menu vista - vista grafica.

Archivo Edita Vista Opciones Hemamientas Ventana Ayuda Abrir sesidn..,
Al Y =

1AL lelo] <lN ]+ s

» Vista Algebraica 7! » Vista Grafica 4

Calculadoras Geogebra

2 | Calcuiadora grafica
[»  Calcuadora CAS
e W Caleuladora Geométrica
&  Calculadora 3D
0 i Hoja de Calculo
1 3 -2 -1 i 1 2 3 4 . Calculadora de Probabilidad

Figura 20: Ventana inicial de Geogebra.

e Verificar si la barra de entrada esta activa, si no lo esta hacer clic en el menu
vista — Barra de entrada

Vista | Opciones Herramientas Ventana Ayuda

Vista Algebraica Ctri+-Mayus+A
" Hoja de Calculo Ctri+Mayis+S
[» Calculo Simbdlico (CAS) Ctri+-Mayis+K
|#] Vista Grafica Ctrl+Mayis+1

# Vista Grdfica 2 Ctrl+-Mayls+2
& Vista Grafica 3D Ctrl+-Mayls+3
.. Protocolo de Construccion Ctrl+-Mayls+L
<. Calculos de probabilidad Ctri+-Mayis+P

.5 Teclado
| v | Barra de entrada

<2 Dispaosicion _..

& Actualiza las Vistas (limpia rastros) Cirl+F

Recdlculo de todos los objetos Ctr+R
Figura 21: Activacion de la barra de entrada de Geogebra.
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En la barra de entrada escribir: g(x) =5 — 2x. Inmediatamente Geogebra
dibuja la grafica y en la vista algebraica coloca la estructura de la funcién. Esta
grafica puede ser mejorada en cuanto a su formato y se le puede afiadir una tabla
a la manera como se hace cuando se grafica manualmente.

Para afiadir una tabla, ir al menu vista — hoja de calculo.

Enlacelda A1 escribir “x” (escribir las comillas ya que de lo contrario Geogebra
dibujara una recta). En la celda B1 escribir “g(x)=".

Enla celda A2 escribir 0. En la celda A3 escribir = A2 + 1. Arrastrar la esquina
inferior derecha de la celda A3 hasta la celda A6.

En la celda B2 escribir = g(A2). Arrastrar la esquina inferior derecha de la
celda B2 hasta la celda B6.

Sombrear con el boton izquierdo del raton las celdas A1:B6. Justificar al centro,
haciendo clic en el boton “centro” ubicado justo encima de los datos.

Hacer clic con el boton derecho del raton en el area sombreada, crea — tabla.

SN EENE S~ [EH
A B | C |
1 X a(x)=5 ... ~
2 0 5
3 1 A1:B6
4 2
5 ) gﬂpiar
ega
2 = Corta
7 %/ Eliminar objetos
Lista Crea v
Listad t
hf:Zt?iz ©puntos Objeto visible
Tabla Registro en Hoja de Calculo
Poligonal .+ Propiedades ...

Tabla de Operacidn | |

Figura 22: Creacion de una tabla desde la vista hoja de cdlculo de Geogebra.

Repetir la operacion anterior, pero ahora crea — lista de puntos.

Cerrar la vista hoja de calculo. Desplazar la tabla construida en la vista grafica
hasta una zona que no interfiera con la grafica.

Clic con el boton derecho del raton sobre la tabla de la vista grafica y activar las
propiedades, donde se puede modificar entre otros elementos, el color del texto
y de fondo.
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e Clic con el boton derecho del raton sobre la grafica, surge la ventana propiedades
donde se puede modificar el color de la linea, el estilo del trazo y en la pestana
basico cambiar la etiqueta visible a Nombre y valor.

La gréfica obtenida se muestra en la Figura 23.

1 2 1 1 L 1
Figura 23: Grdfica y tabla de datos de la funcion f(x)=5-2x.

Ejemplo
Construir con wxMaxima la gréfica de la funcion
S5x +7
h(x) = 3

Respuesta

e Cargar wxMaxima y escribir: h(x) = (5 * x + 7)/3, presionar SHIFT +ENTER.
El programa genera en la salida la estructura de la funcion.

e Ir al mena Graficos — Graficos2D. Configurar la ventana emergente tal como
aparece en la figura y aceptar.
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Expresion(es): h . Especial |
Variable: | X De: |—-20 Hasta: |20 [ |escala logaritmica
Variable: | ¥ De: |0 Hasta: | O [ | escala logaritmica

Graduaciones: |1 |3
Formato: | en linea v
Opciones: | .|
Archivo

[ aceptar | | Cancelr

|
Figura 24: Ventana para la definicion de la funcion y el rango de entrada con el fin de hacer la grafica en wxMaxima.

wxMaxima genera una grafica de la funcion en el intervalo indicado. Se trata de una
representacion sencilla donde el los ejes estan representados en lineas punteadas y la funcion
en color azul continuo.

40 . . . 5 . . .
30 '

20

10

= 0
10

.20

40 - - - 5 - - -
20 15 0 5 0 5 10 15 20

X
Figura 25: Grafica de la funcion h(x)=(5x+7)/3 en el intervalo [-20,20].

Si se desea mayor precision se pueden modificar los extremos del intervalo en el eje
X, haciendo clic sobre el la linea del comando y luego de editar presionar Shift+Enter.
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wxplot2d([h], [x,-2,2])%

R R TS R N (9 B o]

2 150 A1 -05 0 05 1 15 2
X

Figura 26: Grdfica de la funcion h(x)=(5x+7)/3 en el intervalo [-2,2].

1. Para cada una de las funciones dadas calcular: (a) Dominio, (b) Rango, (c) Construir

la grafica.
a. f(x)=2—-x
b. gx) =4x+1
c. h(x)=x+5
d f(x) — 3x+7

4
e. h(x)=20-10x
2. Construya la grafica de la funcion en el intervalo indicado
f(x) =5x+2[-3,5]
f(x) =—-3x+4 [-10,10]
glx)= —-3x+1 [2,8]
1-3x
gx) =— [-2,-7]
h(x) =12 —11x [-20, 20]

o a0 o

Funciones cuadraticas. Se trata de funciones polinémicas en una variable

de grado 2. Tienen la forma
f(x) =ax?>+bx+c
Donde a #0.
Su grafica es una figura en forma de U denominada parabola que abre hacia arriba o
hacia abajo dependiendo del signo positivo o negativo que acompafie a la variable al
cuadrado. No tienen restriccion en el dominio.
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El rango se calcula a través de la derivada de la funcién y genera un intervalo general

tal como:
[4ac—b2
4a

, +0) en el caso de las parabolas que abren hacia arriba o

4ac-b? , . .
(—00, ”» ] en el caso de las pardbolas que abren hacia abajo.

El punto mas alto o mas bajo de una parabola se denomina vértice de la paradbola y

sus coordenadas son
v b 4ac — b?
2a’  4a

Los puntos de corte de la pardbola con el eje x, si existen, se obtienen haciendo
f(x) = 0y resolviendo la ecuacion de segundo grado.
El punto de corte de la parabola con el eje y se obtiene haciendo x = 0.

Ejemplo

Dada la funcion
f(x) =3x2+4x+1

Se pide:
a. Dominio
b. Rango

¢. Grafica en forma manual

a. Dominio de la funcion.
Es una funcion polindmica de grado 2, el dominio son todos los niimeros reales.

Dom(f) =R

b. Rango de la funcion.
Esta funcion genera una pardbola que abre hacia arriba, ya que el coeficiente de

x? es positivo.
Para calcular el valor y en el punto mas bajo de la parabola se hace

a=3;b=4c=1
Coordenada y del vértice o punto mas bajo de la parébola

_4dac—b* 43)(D)-(4)? 12-16 -4 1

y 4a 43 12 12 "3

Por lo tanto el rango de la funcion es:
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Para construir manualmente la grafica de la funcién es conveniente calcular las
coordenadas del vértice y los puntos de corte con los ejes.

Coordenadas del vértice. En el paso b, se calculo la coordenada y del vértice, la
coordenada x se calculas asi:

Cortes con el eje x. Se hace f(x) =0
3x2+4x+1=0

Existen diferentes métodos para resolver esta ecuacion. Se hara por factorizacion.
Se multiplican ambos miembros de la ecuacion por 3.
(B3x)?+4(3x) +3 = (0)(3)

Se hace u = 3x
u>+4u+3=0
u+1D)m+3)=0
u+l=0=>u=-1
u+3=0=>u=-3

3x=-1=x=—=
X X 3

3Ix=-3=>x=-1
Cortes con el eje y. Se hace x = 0.

y =3(0)>+4(0)+1
y=1

Con estos elementos es suficientes para hacer la grafica de la funcion. Es
conveniente tabular los puntos calculados.

X y
0 1
-1 0
1 0
3
2 1
3 3

360



En un sistema de coordenadas cartesianas su ubican estos cuatro pares ordenados,
teniendo el cuidado de seleccionar la escala adecuada en ambos ejes.

y
(0,1
19

0.8

0.4+

-1,0) (-1/3,0) g
14 12 -1 08 -6 e 0 02

(-23.183)
[ ]
-0.4

Figura 27: Representacion de pares ordenados correspondientes a la funcion

Ahora solo resta unir los puntos con arcos de curva.

Figura 28: Representacion grdfica de la funcion f(x)=3x"2+4x+1
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Ejemplo

Dada la funcién

f(x) =—x?>+5x+2

Se pide:

a. Dominio

b. Rango

c. Coordenadas del vértice

d. Gréfica

a. Se trata de una funcién polindémica, por lo tanto el dominio de la funcion es:

Dom(f) =R

Para obtener el rango de la funcion se calcula el valor de y en el vértice.
Se tiene que: a = —1; b = 5;¢c = 2.

Cdac—b? 4(-1)(2) - (52 -8-25 33
Y="4a T a(-n T -4 " a1

Se trata de una pardbola que abre hacia abajo, conclusion a la que se llega por el
signo del coeficiente de x? el cual es negativo.

33

Rgo(f) = <_OO’T

Coordenadas del vértice.
Las coordenadas del vértice se calculan asi:

(- )= () )

V(5 33)
2’ 4

Puntos de corte con el eje x.
—x2+5x+2=0

Se aplica la formula cuadratica
_ —b+Vb?—4ac  —(5) +/52 - 4(-1)(2)
B 2a B 2(-1)

X
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_ —5+V25+8 —5++33

* —2 —2
Expresamos a x con sus valores decimales
x; = —0,37
xz = 5,37

Corte con el eje y.
Sehacex =0

y = —(0)? +5(0) + 2
y=2

Con los valores calculados se construye una tabla

X y
-0,37 0
5,37 0
2,50 8,25
0 2

Las fracciones fueron expresadas en decimal.
Los pares ordenados se ubican en un sistema de coordenadas cartesianas, cuidando
siempre la escala.

Al
o

Figura 29: Pares ordenados de f(x)=-x"2+5x+2 ubicados en el sistema de coordenadas cartesianas

Finalmente se unen los puntos, teniendo en cuenta que se trata de una parabola.
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Figura 30: Representacion grafica de la funcion f{x)=-x"2+5x+2.

Ejemplo

Dada la funcién
g(x) =x?+5x+10
Se pide:
a. Dominio
b. Rango
c. Grafica

Respuestas

a. El dominio de esta funcioén polindmica es el conjunto conformado por todos los
nimeros reales.

Dom(g) =R
b. Para calcular el rango se determina primero la coordenada y del vértice de la
parabola.
_4ac—b?
"~ 4a

Los coeficientes de la funcion son: a = 1; b = 5;¢c = 10
_4()(10) - (5)? _40-25 15
B 4(1) T4 4
El coeficiente de x? es positivo, por lo tanto la parabola abre hacia arriba.
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Calculo de la coordenada x del vértice.

b _-(5) 5
T2 T2 2
Corte con el eje x.

x*+5x+10=0
_—b+Vb?—4ac _ —(5) +/(5)% - 4(D(A0)

x 2a 2(1)
—5+y25-40 —5++—15
x = =
2 2

La ecuacion no tiene solucion en el conjunto de los nimeros reales, por lo tanto
la parabola no corta al eje x.

Corte con el eje y.
y =(0)2+5(0) + 10
y =10

En estos casos, se calculan unas dos imégenes de la funcion para valores
arbitrarios de x.
Six=1=(1)>+5(1)+10 =16
Six=—4=(—4)*+5(-4)+10=16—-20+10=6

Se construye una tabla con los valores calculados

X y
5 15
2 4

4 6
1 16

0 10

Se ubica cada par ordenado en un sistema de coordenadas cartesianas, prestando
especial atencion a la escala de ambos ejes. Luego se unen los puntos con arcos
de curva. En este caso se explica como construir la grafica con Geogebra, a partir
de los pares ordenados tabulados. En un ejemplo posterior se explica la manera
de hacer la gréfica a partir de la regla que define a la funcion.

e Cargar Geogebra y en ventana emergente seleccionar “Calculadora
grafica”. Asegurarse de que la vista “Barra de entrada” se encuentre
activa, de lo contrario activarla en el menu Vista.

e En la barra de entrada escribir

2 5 15 £
= ( ) ) + Enter
B = (—4,6) + Enter
C = (1,16) + Enter
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D =(0,10) + E

nter

Observar que Geogebra coloca cada punto bajo el titulo Punto, en la vista
algebraica y los ubica como tales en la vista grafica. Puede desplazar la
vista grafica y acercarla o alejarla con el raton.
Clic en la seccion punto de la vista algebraica para seleccionar todos los
puntos. En el area sombreada, presionar el boton derecho del ratén y en
la ventana emergente clic en Propiedades, ment Basico. En la ventana

Preferencias seleccionar “Valor”

THe EE®

Basico | Color | Estilo| Algebra | Avanzado|

Objeto visible

Etiqueta visible:

Nombre

L¥)

[ | Mostrar el rastro
] Objeto fijo

[ Objeto auxiliar

Figura 31: Configuracion de los puntos en Geogebra.

Nombre
Nombre y valor
Valor

Clic con el boton derecho del ratdon en cualquier lugar vacio de la grafica
para activar el menu emergente “Vista grafica” y hacer clic en vista grafica

situado al final de esa ventana.

Vista Grafica
Ejes
Cuadricula
Barra de Navegacién
& Zoom

EjeX : EjeY
Ver todos los objetos

¢ Vista Grafica .

Vista estandar Citr+M

Figura 32: Configuracion de la vista

grdfica.

En la pestafia EjeX, Lista desplegable Rotulo seleccionar x. Hacer la
misma operacion en EjeY. Cerrar la ventana.

TR EE S
Basico| EieX EjeY | Cuadricula

VI Ejex
[+| Mimeros en gradaciones
| |Solo fa rama positiva

|| Distancia

Gradauones|| | | v

Figura 33: Ventana para configurar lo que se observa en cada eje.
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e En la barra de entrada escribir el comando polinomio y en el menu
emergente seleccionar la opcidon que muestra la figura

Polinomio[ <Lista de puntos= ]

PolinomioAleatorio] <Grado=, <Minimo para coeficientes=>, <Maximo para co¢
PolinomioTaylor] <Funcién=, <Valor de x=, <Nimero (orden)= ]

Entrada: Polinomio|

Figura 34: Barra de entrada, transformando la lista de puntos en funcion

Polinomio[ <Funcién= ]

e Escribir a continuacion A,B,C,D. EIl comando completo queda asi:
Polinomio[A, B, C,D]. El software construye la grafica a partir de la
unidn de los puntos.

16)

-2

Figura 35: Grafica de g(x)=x"2+5x+10 construida con Geogebra.
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1. Para cada una de las funciones dadas calcular: (a) Dominio, (b) Rango, (c) Indicar los
puntos de corte con los ejes, (d) Construir la grafica.
a. f(x)=4—x*
b. g(x) =5x%+4
c. h(x)=x*>+3x+5
3x2+7x+3

d. f) =34
e. h(x) =20 - 10x + 5x?

2. Construya la grafica de la funcion en el intervalo indicado
a. f(x)=5x%+2x+4 [-6,6]

f(x) = —3x%+4x [-2, 2]

g(x) = =3x% +2x + 2 [—4,4]

gt =125 [-7,-2]

h(x) =12 — 11x + 5x2 [4, 10]

b
C.
d.
e

Funciones racionales

Los ejemplos siguientes corresponden a funciones racionales:

2

flx) == flx) =

X x—=5

3x+4 7x%-3x+2

x2-9

h(x) =

Este tipo de funciones caracteriza por la presencia del cociente de dos funciones
polinomicas. En ellas es comun la presencia de asintotas. Una asintota es una recta hacia
la cual se aproxima la curva pero nunca llega a tocarla en lado donde se aproxima. Una
funcion puede tener asintotas horizontales, asintotas horizontales y asintotas oblicuas. Las
asintotas horizontales tienen ecuacién de la forma y = k donde k es cualquier nimero real;
las asintotas verticales tienen la forma x = k; las asintotas oblicuas tienen la forma:

y=mx+b»b

La ecuacion de una asintota vertical se corresponde con el valor que hace cero el
denominador de una funcion racional. La asintota horizontal existe cuando el grado del
denominador es mayor o igual al grado del numerador. Estas asintotas pueden calcularse a
través de las herramientas que nos brinda la teoria de limites y las derivadas, no contempladas
en este libro. Sin embargo, programas como Geogebra pueden hacer ese trabajo.

En cuando al dominio, se debe evitar la division entre cero, por lo tanto hay que
calcular las raices del polinomio presente en el denominador para excluir este o estos valores.
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Ejemplo

Dada la funcién

7
Fe) =~
Se pide:
a. Dominio
b. Rango
c. Grafica

a. Dominio de la funcion.
Se resuelve la ecuacion:x = 0, la cual evidentemente ya esta resuelta.

Dom(f) =R — {0}
Este dominio también se puede escribir asi:
Dom(f) ={x/x e RAx<O0Vx>0}

b. Rango de la funcién. La funcidén nunca es igual a cero. Para valores de x
proximos a cero por el lado izquierdo la funcion toma valores altos negativos,
para valores de x proximos a cero por el lado derecho la funcidén toma valores
altos positivos. Para valores negativos altos de x la funcidn se aproxima a cero,
igual sucede para valores positivos altos de x. Sin embargo, f(x) nunca es igual
a cero.

Rgo(f) = R - {0}

c. La grafica de la funcidn elaborada con Geogebra.

o (Cargar Geogebra, hacer clic en “calculadora grafica” en la ventana
emergente al cargar el programa o en Vista — vista grafica en la barra de
menu. Asegurarse de que la barra se entrada se encuentra activa, de lo
contrario activarla a través del menu vista.

e Enlabarra de entrada escribir: f(x) = 7/x. Se observa en la vista grafica
la funcion, la cual puede enfocarse mejor con el raton.

e Clic en un lugar vacio de la vista grafica con el boton derecho del raton,
para activar el menu vista grafica, hacer clic en la opcion vista grafica.

e Cambiar el rétulo del eje x y del eje y, haciendo clic en la pestana
correspondiente de la ventana preferencias de la vista gréafica.

e (errar la ventana preferencias.

La gréfica de la funcién es la que se muestra en la Figura 36.
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Figura 36: Grdfica de la funcion f(x)=7/x
Ejemplo

Dada la funcién
x243x+2

h(x) = x? -9

Se pide:

a. Dominio

b. Grafica de la funcién

c. Rango de la funcion tomando en cuenta la grafica

Respuestas

a. Dominio de la funcion
Se resuelve la ecuacion:
x> —9=0.
x2—9=x2-32=(x-3)(x+3)=0
x—3=0=>x=3
x+3=0=>x=-3

Dom(h) = R — {-3,3}
Este dominio también se escribe de esta forma:
Dom(h) ={x/x ERAx<-3V-3<x<3Vx>3}

b. Para la gréafica de la funcion se usa Geogebra.

e En la barra de entrada escribir:
h(x)=(x"2+3x+2)/(x"2-9)
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Observar que en la vista grafica se construye la funcién y en la vista
algebraica se ubica la estructura de la funcion.

e Para hacer modificaciones en el formato de la grafica pulsar primero el
botdén izquierdo del raton sobre cualquier lugar vacio de la ventana gréfica,
inmediatamente pulsar el boton derecho del ratdn, eso activa la ventana
emergente “Vista grafica”. Hacer que la letra que identifica a cada eje se
haga visible. Esto ya ha sido explicado en otras graficas.

e Hacer clic en la estructura de la funcion en la vista algebraica. Pulsar el
botdn derecho del raton y configurar la etiqueta visible a nombre y valor

ElLAEING]

» Visia Algebraica L Y]
Funcidn

x+3x+2 ~ Funcion
“—19 L

“® hix) = Basico Color| Estlo | Avanzado | Programa de guion (scripting)

Nombre: |h |
Valor: |+ 3+ 2)/ (¢ - 9) |
Thuo: | |

¥ Objeto visibie
v| Etiqueta visible |Nombre yvalor ~|

[IMostrar el rastro

]

|| Objeto fijo

|| Objeto auxiliar

Figura 37: Configuracion de la funcion.

e Cerrar la ventana preferencias y mover la estructura de la funcion dentro
de la vista grafica a una zona donde sea visible.

La gréfica de la funcion es la mostrada en la Figura 38.

20 4

Figura 38: Grdfica de la funcion h(x)=(x"2+3x+2)/(x"2-9)
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C.

Rango de la funcion.

En la barra de entrada escribir: asintota[h(x)]. Se observa que el
programa genera una listal en la vista algebraica en la cual muestra tres
ecuaciones encerradas en llaves. Ademas en la vista grafica coloca tres
rectas con lineas a trazos. Esas lineas y sus correspondientes ecuaciones
son las asintotas de la funcion.

Hacer clic en listal de la vista algebraica con el boton derecho del raton y
cambiar el color a rojo. Repetir esa operacion con la funcion y cambiar el
color a azul.

Hacer zoom con el raton en el area de la grafica cercana a la interseccion
de los ejes. Se observa que parte de la grafica queda por debajo de la
asintota horizontal en el lado izquierdo. De igual manera la recta toca a la
parte de la grafica comprendida entre las asintotas verticales. Esto suele
suceder para las asintotas, el comportamiento realmente asintdtico de esa
recta horizontal es por el lado derecho de la grafica.

En la barra de entrada escribir Minimo y en el ment emergente seleccionar
la opcidn indicada en la Figura 39.

Minimol <Intervalo> ]

Minimol <Lista= ]

Minimo[ <Namero=, <Nimero= ]

Minimol <Lista de datos=>, <Lista de frecuencias= ]

Minimo[ <Funcién=, <Extrema inferior del intervalo=, <Extremo superior del intervalo= ]

[}
S g S

Figura 39: Barra de entrada, comando para obtener el valor maximo de la funcion en un intervalo.

Donde dice funcién escribir h, donde dice Extremo inferior escribir -16,
donde dice Extremo superior escribir -3. El comando queda asi:
Minimol[h, —16,—3]. El programa coloca el punto A sobre la grafica el
cual corresponde al valor minimo de la funcién en el intervalo indicado.
Las coordenadas aparecen indicadas en la vista algebraica:
A(—=5,77;0,74).

En la barra de entrada escribir Maximo y en el meni emergente
seleccionar la opcion indicada en la Figura 40.

R R VO S Ot I /2 S B

Maximo[ <Intervalo= ]

Maximo[ <Lista= ]

Maximo[ <Nimero=, <Nimero= ]

IMaximo[ <Lista de datos=, <Lista de frecuencias= |

Maximo[ <Funcién=, <Extrema inferiar del intervalo>, <Extremo superiar del intervalo= |
1imaximo
Figura 40: Barra de entrada, comando para obtener el valor minimo de la funcion en un intervalo.
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Donde dice funcién escribir h, donde dice Extremo inferior escribir -3 y
donde dice Extremo superior escribir 3. El comando queda asi:
Maximol[h,—3,3]. El software coloca el punto B(—1,56;0,04) que
corresponde al punto mas alto de la funcion en el intervalo indicado.

El rango de la funcion es:

(—0;0,04] U [0,74; +) que se puede escribir asi:
Rgo(h) ={x/x e RAx <0,04Vx=>0,74}

La funcion con sus asintotas y maximos y minimos relativos se muestra en la
Figura 41.

__________________________________

|
|
|
|
|
|
T
|
|
|
H 4 a L) ) 9
|
|
|
|
|
|
|
|

Figura 41: Grdfica de la funcion h(x)=(x"2+3x+2)/(x"2-9) con sus asintotas verticales y horizontal.

Para cada una de las funciones siguientes determine: (a) Dominio, (b) Rango, (c) Haga la
grafica de la funcion a partir de pares ordenados calculados de forma manual.

3
a. f(x)= xfé
b g(x) ==
c. h(x)=3x +§
4tx
d I (X) = ﬁ
e. J(x)= ;xzx
Haga la gréfica de la funcién con la ayuda de Geogebra o wxMaxima e identifique las
asintotas-
3+x
a. f(x)=—
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5
b. g(x)—6+a

5x+1

c. h(x)= xj—s
-2

d I(x) = 5=
10x+5

e. J(x) =13

Funciones radicales
Los ejemplos siguientes corresponden a funciones radicales:

fG)=Vvi+3 g =VaIx+1 k)=

En estas funciones hay que tener en cuenta que las raices de indice par tienen solucion
solamente para nimeros mayores o iguales que cero, en caso contrario se entra en el campo
de los nimeros imaginarios. Si ademads la raiz forma parte de una fraccion hay que tomar en
consideracion el hecho de evitar la division entre cero.

Ejemplo

Dada la funcion

gx)=+vV2x -1
Calcular:
b. Dominio
c. Rango
d. Grafica
Respuestas

a. Para el calculo del dominio se resuelve la inecuacion 2x — 1 = 0 de donde:

2x—1+1=>1

1
Dom(g) =x = 5

b. El rango de esta funcion es conjunto conformado por todos los numeros reales
mayores o iguales que cero.

Rgo(g) = {x/x ERAX > %}
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c. Para construir la grafica de la funcién de forma manual se requiere calcular varias
imagenes. Se recomienda que sean al menos tres.

Si ! 2(1) 1=0
= - = -] — =
L X > >

Six=2=2(2)—1=+/3=1,73
Six=5=+26)—-1=v9=3
Six=7=+2(7)—1=V13 = 3,61

X y
1 0
2

2 1,73
5 3
7 3,61

Con esos pares ordenados, sobre un papel preferiblemente cuadriculado se traza
una recta horizontal que actuara como eje x y una recta vertical que actuara como
eje y, con el cuidado de que la escala sea conveniente para abarcar a los puntos a

ubicar.

y

4_.
(1281
®
(5,3)
3 ®
27 I 2 173)
@
1..
(0.5,0)

o] ® !

1] 1 2 3 4 5 [i] T ] g
=1 4

-F[gura 42 Puntos én el p/anb de Zaﬁm.cio'n g(x)-=\/(2x— 1) .
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Luego se unen esos puntos considerando que se trata de segmentos curvos. Se
tiene asi la grafica de la funcidn, tal como se muestra en la Figura 43.

Figura 43: Grdfica de la funcion g(x)=N(2x-1) elaborada con el soporte de Geogebra.

Dadas las siguientes funciones, clasifiquelas como lineales, cuadraticas, racionales o
radicales.

e. f(x)=1-3x

f. gx)= ; +2

g. h(x)=x*>+6

h. I(x) =V/3x+7

i Jx)=3Vx2+5
Calcule el dominio de cada una de las funciones

d f(x)=v4—x

e. gx)=310-3x

f. h(x)=4x+V2x—1
g I(x) =\/?+x—1
h. J(x) = Vx3 + 2x
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3. Construya la grafica de la funcion

d f(x)=vV10—x

e. glx)=vx2-1

£ h(x)=3V3x2+4

g I(x)=3x+Vx—-2

h. J) =2+Vx—4+3Yx+3

Funciones trascendentes

Se trata de funciones cuya regla que las define no es una expresion algebraica.

Funciones exponenciales

Se distinguen porque la variable independiente actua como exponente. Los ejemplos
siguientes corresponden a funciones exponenciales.

f(x) =3 gx) =2e* hx)=e5*

Generalmente el dominio de este tipo de funciones son todos los numeros reales,
aunque hay que revisar la estructura que contiene a X.

Ejemplo
Dada la funcion
f(x) =3*
Calcule:
a. Dominio

b. Rango
c. Construya la grafica

Respuestas

a. La variable independiente x puede tomar cualquier valor real, por lo tanto:
Dom(f) =R

b. Esta funcion nunca es negativa y a medida que x toma valores negativos altos su

valor se aproxima a cero. En el caso de que x tome valores positivos altos, la
funcion también va a tener valores altos.

Rgo(f) = R*
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C.

Para construir de forma manual la grafica de la funcion, se calculan imagenes de
la funcion hasta un obtener mas de dos puntos. Se recomienda que dentro de esos
puntos se incluyan los cortes con los ejes.

D — Caea_ L
Six=—4=>y=3 _§_0'01
Six=1=>y=31=3
Six=2=>y=32=9
Cortes con el eje y: Six=0=>y=3%=1
Cortes conelejex: Siy =0 = 3* = 0 = [n(3%) = In(0), como el logaritmo de
cero no existe, la grafica de la funcién no corta al eje x.

Con la calculadora cientifica. Se explica como calcular imagenes de funciones
exponenciales con la calculadora cientifica: Por ejemplo si x = —5 en la funcion

f(x).
Para elevar 375: &3

A partir de esos calculos se construye una tabla con los pares ordenados

X y
-4 0,01
0 1
1 3
2 9

Finalmente, con los pares ordenados ya conformados, se ubican en un Sistema
de coordenadas, cuidando siempre la escala en ambos ejes. La grafica de la
funcion se muestra en la Figura 44.

JELL l‘,l/n

8 -8 -4 -2 1] 2 1

Figura 44: Grdfica de la funcion f{x)=3"x
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Ejemplo

Dada la funcion

h(x) = e™>*
Calcular:
a. Dominio
b. Rango

c. Construir la grafica
Respuestas

a. Esuna funcion exponencial natural. La diferencia con la funciéon g(x) radica en
que ante valores negativos de la variable independiente, la funcién alcanza valores
altos, pero ante valores positivos altos de x, la funcidén se aproxima a cero. El
dominio es el conjunto conformado por todos los nimeros reales.

Dom(h) = R

b. El rango de la funcidon exponencial natural el conjunto conformado por los
numeros reales positivos.

Rgo(h) = (0, +c0)

c. Se obtienen imégenes de la funcion para conformar pares ordenados.
Six=-1=y=e%"D =14841
Six=-025=y=e 5025 =349
Six=1=2y=e5® =0,007 = 0,01
Cortes con el eje y: Six=0=2y=e5%0 =¢0=1
Cortes con el eje x: Siy=0=e > =0= In(e”>*) = In(0), como el
logaritmo de cero no existe, la curva que representa a la funcion no corta al eje x.

Con la calculadora cientifica: Se explica como hacer estos calculos con la ayuda

de ese dispositivo, por ejemplo e =305

E-E[-Bl 5]

EdEEangm i 12, 18249395

A partir de los valores calculados se construye la tabla de pares ordenados

X y
-1 148,41
0,25 3,49
0 1
1 0,01
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Luego de ubica cada par ordenado en un sistema de coordenadas cartesiana y se
unen los puntos resultantes. Como el primer par tiene una coordenada y muy
alejada del resto de los valores, no se considera para efectos graficos.

-1 -05 0 0.5 1 15 2

Figura 45: Grafica de laﬁmci-én h(x):éA(—5x)

1. Dadas las funciones:
flx)=4% g(x)=5-6 h(x)=8+275

Calcular las iméagenes siguientes:

d. f(-1)
e. g(0)
f. h(—4)

e ()
v o)
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2. Calcule el dominio y el rango de cada funcidn y construya la grafica.

A fx) = —7%

e. g(x)=3x+e ¥t
f. h(x) =est?

g I(x) =2x+ 5%

h J(x) =4+ 10

Funciones logaritmicas

En la regla que define a este tipo de funciones se encuentra presente un logaritmo,
cualquiera sea su base.

Se hace un recorrido breve por la idea de logaritmo.

Se define a un logaritmo de un numero, como el exponente al que se debe elevar la
base para que el resultado sea dicho ntimero.

log.b-c

El logaritmo en base a de b es igual a c. Es equivalente a:

a=»pbp
En esta ultima expresion c es el exponente al cual esta elevada la base b. El resultado
de la operacion es b.

Por ejemplo, el logaritmo en base 10 de 100 es 2, ya que:
10% = 100

Se escribe log,o 100 = 2

Se lee: logaritmo en base diez de cien es igual a dos.

El logaritmo en base 2 de 32 es 6, ya que
26 =32
Se escribe log, 36 = 6
Se lee: logaritmo en base dos de treinta y seis es igual a seis.

El logaritmo en base 5 de 125 es 3, ya que
53 =125
Se escribe logs 125 = 3
Se lee: logaritmo en base cinco de ciento veinticinco es igual a tres.

El logaritmo en base e de 148,41 es aproximadamente 5, ya que
e® = 148,41
De acuerdo a la escritura normal para logartimos su expresion es log, 148,41 = 5,
pero este tipo de logaritmos tiene una forma especial de notacion:
In148,41 =5

Se lee: logaritmo natural de ciento cuarenta y ocho coma cuarenta y uno es
aproximadamente igual a cinco.
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Este tipo de logaritmo también se conoce con el nombre de logaritmo neperiano.

El logaritmo en base 10 de 10000 es igual a 4, ya que
10* = 10000
De acuerdo a la manera normal de escribir logaritmos su expresion es
log19 10000 = 4, pero este tipo de logaritmo también tiene una forma especial de notacion.
log 10000 = 4
Se lee: logaritmo decimal de mil es igual a cuatro.

Este tipo de logaritmo tiene varias denominaciones: logaritmo comun, logaritmo
decimal, logaritmo vulgar, logaritmo de Briggs.
Algunas propiedades importantes de los logaritmos son:

Logaritmo de cero: log,(0) = No existe

Logaritmo de la unidad: log,(1) = 0

Logaritmo de la base: log,a = 1

Logaritmo de un producto: log,(xy) = log,x + log,y

e Logaritmo de un cociente: log, (i) = log.x — log,y
e Logaritmo de una potencia: log,(x¥) = ylog,x
e Logaritmo de una raiz: loga(W) = %loga (x)

Las funciones logaritmicas tienen como regla que las define a un logaritmo de
cualquier base, tal como las siguientes:

f(x) =log(4x) gx)=In(x+2) h(x) =logz;(x?-15)

Hay que tener en cuenta que si usted eleva un numero real a un exponente negativo
el resultado es un nimero positivo; por lo tanto el logaritmo de un niumero negativo o de cero
no existe, en consecuencia el dominio de estas funciones se obtiene a partir de la
consideracion que la regla que la define es mayor que cero.

Ejemplo

Dada la funcidon funcion

f(x) = log(4x)

Calcular:
a. Dominio
b. Rango

c. Construir la grafica

a. Para la determinacion del dominio de este logaritmo comun se hace
4x >0
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Aspecto que conduce a x > 0
Dom(f) = R*
b. El rango de esta funcion es
Rgo(f) =R

c. Para construir la grafica se calculan imagenes de la funcién para conformar asi
pares ordenados.

Six=0,5=y=10g(4(0,5)) = log(2) = 0,30
Six=1=y=1og(4(1)) = log(4) = 0,60
Six=2=y=1og(4(2)) =log(8) = 0,90
Six=5=y=1og(4(5)) = log(20) = 1,30

X y
0,5 030
1 0,60
2 090
5 1,30

Con los pares ordenados conformados, se construye un sistema de coordenadas
cartesianas y se ubican los puntos correspondientes, al unirlos se tiene la grafica de
la funcién en el intervalo definido por los valores de x.

fla) = log, (4 )
Figura 46: Grafica de la funcion f(x)=log(4x)
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Ejemplo

Dada la funcion
g(x) =In(x + 2)
Calcular:
a. Dominio
b. Rango
c. Puntos de corte con los ejes
d. Construir la grafica.

a. Para calcular el dominio de este logaritmo natura se hace

x+2>0
Aspecto que conduce a x > —2

Dom(g) = {x/x E RAx > -2}
b. Elrango de la funcion es
Rgo(g) =R
c. Puntos de corte con los ejes

Cortes eje x:
Se resuelve la ecuacion

Inx+2)=0
e,ln(x+2) =e0
x+2=1
x=-1
Cortes eje y:
Se resuelve la ecuacion
y=1In(0+2)
y =1In2
y = 0,69

d. Se deben calcular iméagenes para valores arbitrarios de x para de esa forma
conformar puntos por donde se traza la grafica de la funcion.

Six=-1,25=y=Im(-1,25+2) =In(0,75) = —0,29
Six=0,75=y=1In(0,75+2) =In(2,75) = 1,01
Six=2=>y=m2+2)=ImnH4)=139
Six=10=>y =1In(10 + 2) = In(12) = 2,48
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X y

-1,25  -0,29
0,75 1,01
2 1,39
10 2,48

= Infr +2)

Figura 47: Grdfica de la funcion g(x)=In(x+2)

Ejemplo

Dada la funcidon
h(x) = logs(x* = 5)

Calcular:
a. Dominio
b. Rango

c. Construir la grafica

Respuestas

a. Para calcular el dominio de h(x) se hace x?> — 5 > 0, la cual es una inecuacion
de segundo grado que se resuelve aplicando factorizacion suma por diferencia.

xz—5=(x+\/§)(x—\/§)=O=>x=—\/§/\x=\/§

Intervalo (—00, _\/E)
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Valor de prueba: x = —10 = (—=10)2 —5=100—-5 =95
Signo del intervalo: positivo

Intervalo (_\/E, \/§)
Valor de prueba: x = 0 = (0)2—5 = -5
Signo del intervalo: negativo

Intervalo (\/g, +00)
Valor de prueba: x = 10 = (10)2 = 5=100—-5 = 95
Signo del intervalo: positivo

Dom(h) = {x/x € RAx < —V5Vx =5}

Se trata de una funcién logaritmica, por lo tanto el rango es el conjunto de los
nimeros reales.

Rgo(h) =R

La construccion de la grafica de forma manual requiere del calculo de varios
puntos distribuidos antes y después de los puntos de separacion que definen a los
intervalos que conforman el dominio.

Si x =—10 =y = logz((—10)? — 5) = log3(95) = 4,15
Six =-5=y=1log;((—5)? —5) =log5(20) = 2,73
Six=-3=y=1logz((—3)? —5) =log;(4) = 1,26

Six =-25=y=logz((—2,5)% — 5) = log3(1,25) = 0,20
Six =2,25=vy=logs((2,25)? — 5) = log;(0,06) = —2,56
Six=4>vy=log;((4)?> —5) =logs(11) = 2,18
Six=9=y=1log;((9)?—5) = log;(76) = 3,94

X y
-10 4,15
5 2,73
3 1,26
2,5 0,20

225  -2.56

4 2,18
9 3,94

En un sistema de coordenadas cartesianas se ubican esos pares ordenados y se
traza la curva de la funcion. En la Figura 48, se muestra el resultado elaborado
con la ayuda del programa Geogebra.
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f(z) = logy (af — ¢
-‘“- .

-B

Figura 48: Grdfica de la funcién h(x)= log;(x? — 5)

Ejercicios

. Dadas las funciones siguientes:
f(x)=5+1In(Bx) g(x) =1logs(10x —4) h(x) =1log(3x —2)
Calcular:

1
1)
b. g(1)
c. h(1)
d. h(4)

1

e 9(3)
. Los puntos de corte de una funcion con el eje x se obtienen haciendo y=0; los puntos de
corte de una funcion con el eje y se obtienen haciendo x=0. Calcule los puntos de corte
con los ejes de las funciones.

a. f(x)=mmkx+5)

b. h(x) =log(3x + 2)

c. j(x) =log(1—3x)

d. k(x)=In(4-x)

e. m(x) =log(x—4)

®

. Calcula el dominio de cada funcion y construya la grafica.

f(x) =logs(x + 3)
g(x) = logs(4 — 2x)
h(x) —In (10x—7)

I(x) = log7(53x3 + 6)
J(x) = log(x? + 5x — 4)

op o op
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Funciones trigonométricas

Son funciones muy importantes en las ciencias, sobre todo en las fisicas ya que son
la base para el estudio de movimientos circulares, periédicos y ondulatorios.

Las definiciones mas comunes de este tipo de funciones involucran al triangulo
rectangulo y a un circulo de radio igual a la unidad, existiendo la limitante en el primer caso
de tener un dominio comprendido solamente entre los cero grados y los noventa grados.

Funciones trigonométricas a partir del tridngulo

re cténg ulo. Se toma en cuenta los catetos, la hipotenusa y los angulos internos de este

tipo de tridangulos, uno de los cuales mide siempre 90° y es el que estd opuesto al lado mas
largo que se denomina hipotenusa.

Hipotenusa

La suma eslos dos
angulos es 90 grados

Cateto

Este angulo mide
80 grados

Cateto

Figura 49: Denominacion de los lados de un triangulo rectangulo.

In B
a

Figura 50: Lados y angulos en un triangulo rectangulo.

En un tridangulo rectangulo como el de la Figura 50 las funciones trigonométricas
estan definidas por la relacion entre los lados de la siguiente manera:
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Cateto Opuesto  a Cateto Adyacente b

sena = - - cota = = —
Hipotenusa c Cateto Opuesto a
Cateto Adyacente b Hipotenusa c
cosa = =— seca = =—
Hipotenusa c Cateto Adyacente b
Cateto Opuesto a Hipotenusa c
tana = = — csca = = —
Cateto Adyacente b Cateto Opuesto a

Dichas funciones trigonométricas se leen asi:

sena = seno de alfa

cosa = coseno de alfa
tana = tangente de alfa
cota = cotangente de alfa
seca = secante de alfa
csca = cosecante de alfa

Se observa que existen funciones inversas entre si:

1
sena = ——
csca
1
cosa =
seca
1
tana =
cota

El inconveniente para esta concepcion de las funciones trigonométricas es que los angulos
ay [ del triangulo rectangulo nunca son mayores que 90°, de tal forma que el dominio esta
comprendido entre 0° y 90°.

Funciones trigonométricas a partir de un circulo de radio

igual a la unidad. Para superar la limitaciéon del dominio de las funciones

trigonométricas definidas a partir del tridngulo rectangulo, se considera que la recta real
“gira” de forma indefinida conformando un circulo de radio 1 y centro en un sistema de
coordenadas cartesianas.

Cualquier punto que pertenece al circulo tiene una coordenada en el eje x y otra en el
eje y; también ese punto que llamaremos P conforma un angulo « a partir de la parte positiva
del eje x en el sentido contrario a la agujas de unreloj. Dicho dngulo generalmente se expresa
en radianes.
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Eley

P(x,y)
& =
@ 2
[
=
X=C0su Eje x

Figura 51: Circunferencia de radio unitario a partir de la cual se pueden formar las funciones trigonométricas.

Se observa en la Figura 51 que:
sen’a + cos?a =1
La cual es una identidad trigonométrica fundamental.
Un radian es el cociente entre el arco que describe la longitud del radio de una

circunferencia y su radio. Es launidad basica para dngulos planos en el sistema internacional
de unidades, se abrevia rad.

La longitud del
arco AP esigual a
la longitud del
radio de la
circunferencia,
sefialado como
segmento OP

0]
La mitad de una circunferencia
es cubierta por 3,14 radianes,
que es valor aproximado de n

Figura 52: La mitad de una circunferencia cubre aproximadamente 3,14 radianes.

Segtin lo sefialado en la Figura, m rad = 180°, de alli que 1 rad = %Oo = 57,3°.
Algunos angulos usados frecuentemente son:
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Angulo en radianes Angulo en grados

/6 30°
/4 45°
n/3 60°
/2 90°
3/41 135°

s 180°
3/2m 270°

21 360

Un giro completo equivale a 2m radianes; 6 radianes equivalen a tres giros
completos a la circunferencia y en general n cantidad de giros es 2nn.

Para convertir un dngulo expresado en radianes a grados sexagesimales se multiplica
por 57,3. Por ejemplo 1,45 radianes a grados es:

5 o
1,45 rad * = 83,09° = 83°5'6"
1rad

Se lee: ochenta y tres grados, cinco minutos, seis segundos.

Para convertir un dngulo expresado en grados sexagesimales a radianes, se divide
entre 57,3. Por ejemplo 122° expresados en radianes.

1270 1rad
*
57,3°

= 2,13 radianes

Funcidn seno. Esta funcion se denota como:

f(x) = sen(x)

Donde x es el angulo, el cual a menos que se diga lo contrario estd expresado en
radianes. El dominio de esta funcioén son todos los numeros reales. El rango, con la estructura
basica estd comprendido entre -1 y 1.

La grafica de esta funcidbn se puede construir manualmente o con software.
Construiremos en primer lugar una tabla con algunos pares ordenados; luego se trabajara con
Geogebra.

El eje de las x corresponde al angulo y el eje de las y al valor de la funcion.

Para la conformacion de los pares ordenados lo normal es que se utilice una
calculadora cientifica, con la cual se debe tener el cuidado de que esté configurada para
trabajar en el modo RAD (radian) o en el modo DEG (grados sexagesimales), dependiendo
si el angulo esta expresado en una o en otra unidad. Otro modo presente en la mayoria de las
calculadoras cientificas es GRA (Grado centesimal o gon, también llamado gradian), este
ultimo modo no se usa en las ciencias sociales y el estudiante debe tener el cuidado de no
confundirlo con los grados sexagesimales.

Para trabajar en modo radianes:

E
Se presiona +
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Se presiona n

Una vez en modo RAD se calcula el valor del seno de la funcién, por ejemplo:

Para obtener el valor de sen (%) la secuencia de pulsaciones de teclas en la

calculadora es:

SHEFT
m E ercursor en el denominad0r+n+curs0r en parte derecha de

la fraccién+“
V2 .
La respuesta es: —oen decimal: 0,707

Otros valores muy comunes usados en la funcion seno(x) son los que se dan a

continuacion.
X f(x) = sen(x)
0 0
/4 V2/2
/2 1
3m/4 V2/2
s 0
S5m/4 —V2/2
31/2 -1
7m/4 —V2/2
21 0

Se observa en la tabla que el valor de la funcion senx tiene un minimo de 0 y un
maximo de 1. Una vuelta completa a la circunferencia equivale a 2 posicion donde la
funcion toma de nuevo el valor inicial, a partir de alli comienza un nuevo ciclo. Veamos esto
en la grafica de la funcion construida con Geogebra.

Construccion de la grdfica de la funcion seno con Geogebra.

e Seleccionar la opcion vista grafica

e En el menu Vista, activar la barra de entrada si no esta activa

e En la barra de entrada (ubicada al final de la ventana) escribir la estructura de la
funcién de esta forma: f(x) := sen(x). Observar que Geogebra construye la
funcion en la vista grafica
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Clic con el boton derecho del raton en cualquier espacio vacio de la vista grafica.
En el meni emergente hacer clic en “vista grafica” ubicado al final de esa

ventana.
Asegurar que la ventana preferencias tenga la forma que se muestra en la Figura
53 y luego cerrar esa ventana.
o Preferencias
THREEY :
Basico| EjeX | EjeY | Cuadricula
Eje-x
Numeros en gradaciones
[1Solo la rama positiva
[¥] Distancia: /4 v
GCradaciones:| | ' | " | ¥
Rétulo:|x v Unidad:|tr v
Cruce en:|0.0 [ | Adhesion al borde
Permitir seleccionar
Figura 53: Configuracion de los ejes para la representacion grdfica de la funcion sen(x).
e Desplazar la vista grafica, haciendo clic en el boton”Desplaza vista grafica”
ubicado en la parte superior de la ventana.
e Yase tiene la grafica de la funcidn, con el eje x dividido en cuartas partes de 7.
1 4
0 | | X[
0 w4 w2 3wl T gri4 3wi2 Twid S omi4 &n/2 11mi4
f
-1 1
F igura 54: Grc@ﬁca. de la funcion Senb(x).
e Es posible ubicar puntos de la grafica. En el menu Vista hacer clic en Hoja de

calculo, o arrastrar el margen izquierdo para tener acceso a por lo menos las tres
primeras columnas de la hoja.
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Enla celda Al escribir “x” y en la celda B1 escribir “f(x)="+f. Luego de pulsar
Enter. Se observa que el programa coloca la estructura de la funcion f(x) en vez
de f.

Comenzar con un punto caracteristico de la grafica, tal como el punto donde x =
0; para ello escribir en la celda A2 el valor 0.

En la celda A3 escribir: = A2 + (/4), para hacer incrementos de un cuarto de
Pi. La letra Pi se genera haciendo clic en el ment Vista y activando el teclado.

Con el cursor en la celda A3 hacer clic en la esquina inferior derecha hasta que
¢éste adopte la forma del signo més. Arrastrar hasta la celda A10.

Colocar el cursor en la celda A2 y escribir = f(A2). Pulsar Enter

Con el cursor en A2 hacer clic en la esquina inferior derecha hasta que adopte la
forma del signo mas y arrastrar hasta la celda B10. Al finalizar se tienen estos
resultados.

~ Hoja de Calculo
AN 1 BEE|=x |[Hy
A B | ¢

1 |x f(x)=sen(x)

2 0 0
3 0.79 0.71
4 1.57 1
5 2.36 0.71
6 il 0
7 303 071
8 4.71 -1
9 55 071
10 6.28 0

Figura 55: Hoja de calculo de Geogebra aplicada a la tabulacion de la funcion seno(x).

Para que esta tabla aparezca junto a la grafica de la funcion, se debe hacer clic
en la celda Al y arrastrar hasta la celda B10, luego boton derecho del ratoén y
crea — tabla. La tabla se ubica en la vista grafica y puede ser desplazada con el
raton.

Con el mismo sombreado anterior, hacer clic con el boton derecho del ratén —
crea — lista de puntos. El programa crea la lista en la vista algebraica y los ubica
en la vista grafica.

Arrastrar la tabla de la vista grafica hasta una zona donde no interfiera con la
grafica y cerrar o arrastrar hacia la izquierda la vista hoja de calculo

Clic sobre la curva con el boton derecho y en la ventana Preferencias, cambiar
el color a azul, el grosor del trazo a 5 y hacer visible el nombre y el valor. El
resultado se muestra en la Figura.
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mia 0 T4 T2 Imid4 54 a2 T4

(x) = sel () X f(x) = sen(x)
0 0

0.79 | 0.71

151 TI57 T

2.36 | 10.71

-2 : e 0

3.93 | |-0.71

4.71 | [-1

5.5 —0.71

6.26 | 0

-254

Figura 56: Grdfica de la funcion f(x)=seno(x), con tabla de pares ordenados.

Funcidn coseno. Esta funcion se denota como:

f(x) = cos(x)

El dominio de la funcién es el conjunto de los numeros reales y el rango de la
estructura basica es el intervalo [—1,1].

La tabla de los pares ordenados mas comunes de esta funcion se puede construir con
la calculadora, de acuerdo con las instrucciones indicadas para la funcidon seno. A partir de
esos pares ordenados, se elabora manualmente la grafica de esta funcion.

X f(x) = cos(x)

0 1
/4 V2/2
/2 0
3m/4 —V2/2
T -1
5m/4 —V2/2
3n/2 0
7m/4 V2/2
21 1
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Construccion de la grdfica de la funciéon coseno con
Geogebra.

Escribir en la barra de entrada f(x) = cos(x).

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

i 0
A P T B S s H s P PN P e
' hd ~ — i \2) Ll e -'} “la '\\-. — | =

il | * Vista Grafica

Abrir sesion...

» Vista Algebraica

i Emrada:"-:(_x)-cos_{x] ”"
Figura 57: Grafica de la funcion f(x)=cos(x)

El software genera la grafica de la funcion coseno, en la cual atin es posible realizar
cambios en su formato y afiadirle puntos para que se asemeje a la forma en que se
realiza la construccion manual de la gréfica.

Clic en Vista — Hoja de calculo.

En la celda Al escribir “x” y en la celda Bl escribir “f(x)="+f. Escribir las
comillas tal como esta acd, ya que de lo contrario el software asumira que se esta
ingresando una nueva funcion.

En la celda A2 escribir 0. En la celda A3 escribir la formula = A2 + /2 con
la idea de realizar incrementos de 90 grados.

Arrastrar el cursor desde A3 hasta A10.

En la celda B2 escribir = f(A2) y arrastrar hasta la celda B10.

Sombrear con el raton las celdas A2:A10, clic con el boton derecho, en la
ventana emergente clic en Propiedades, clic en la pestaiia Algebra y activar la
casilla Simbdlico. Cerrar la ventana.

Sombrear las celdas A1:B10, clic con el boton derecho sombre el sombreado y
luego en la ventana emergente en crea — tabla. Acaba de crear una tabla que se
ubica en la vista grafica y que puede ser desplazada con el raton. Clic sobre la
tabla, boton derecho — propiedades — Algebra y activar la casilla Simbolico.
Con el mismo sombreado, clic con el boton derecho del ratdn, crea — lista de
puntos. El programa genera los pares ordenados en la vista algebraica y coloca
los puntos sobre la grafica.
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e Clic con el botén derecho del ratéon en cualquier zona vacia de la vista grafica,
en la ventana emergente hacer clic en vista grafica, tal como se muestra en la
Figura 58.

Vista Grafica

Ejes
| Cuadricula

Barra de Navegacion

&, Zoom I
EjeXx - EeY !
Ver todos los objetos
Vista estandar Ctrl+M

—» Vista Grafica ..

Figura 58: Mediante la ventana vista grdfica se configuran las preferencias basicas y de los ejes.

e Clic en la pestafia Eje x y asegurarse que los datos de la ventana se asemejen a
los indicados en la figura.

TR R :
\Basico EieX | EjeY| Cuadricula
[¥|Ejex

Nimeros en gradaciones

[ ISolo la rama positiva

Gradaciones:m

Retulo:| v |Unidad: v

Cruce en: [] Adhesion al borde

Permitir seleccionar

Figura 59: Opcion para que la letra que identifica al eje se muestre en la grdfica.

De esa forma se tiene la grafica mostrada en la Figura, donde se sefialan ademas
puntos que pertenecen a la funcion, los cuales representan los valores mas altos o mas bajos
y los cortes tanto con el eje x como con el eje y. Observar que la funcién alterna entre la
parte positiva y la parte negativa de y, un ciclo completo se logra desde el punto D al punto
H.
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Archive Edita Vista Opciones Hemamientas Ventana Ayuda

- [ S

» Vista Algebraica a0

F_[x}l = cos(x) P

2

= 1 I R
CoLle Sl e N U

7 u
2

* Vista Grafica
Funcidn A
- Hp) = i
(x) = cos(x) 5 :
Lista H
@ figtal ={{0, 1), (1.57, 0), (1 1r |,
Nimero 2
Al=m/2 1= 1
Punio L 3
[ ®A=(01) p)
@ B={157,0) g
® C=(m-1) _5"
i ® D=(4.71,0) 510
[® E=(628.1) e -
® F=(7.85,0) s =
@ G=(9.42, 1) g
['® Ha(,0) L2 |
L@ |={12.67,1) i \‘i\:l
Texto
: —
! x t(x)
0 1
1
"o

Funcién tangente. Esta funcion se denota como:
f(x) = tan(x)

Fi igunra 60: Grafica de la funcion f(x)=cos(x) con su tabla de pares ordenados.

Al ser un cociente entre la funcién sen(x) y la funcion cos(x), se debe evitar la

donde k es un nimero entero.

El rango de esta funcion es el intervalo (—oo, +0).
Previo a la presencia de los recursos informaticos actualmente disponibles, la

X
0
/4
/2
3rt/4
s
S5t/4
3n/2
/4
2m

f(x) = tan(x)

ocL8§ —~olg8—o

e ey ;. T
division entre cero, la cual se produce, para la estructura basica, en valores de x = (2k — 1) >

construccion de la grafica se hacia a partir del calculo de algunos pares ordenados. En la
tabla siguiente se realiza este proceso con la ayuda de la calculadora. La grafica se construira
con la ayuda de software.

Construccion de la grdfica de la funcién tangente con

Geogebr a. El procedimiento ya ha sido explicado para la funcion seno y la funcion

La grafica que se genera puede ser editada en elementos relacionados con su
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fychivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Abrir sesion.

i Pl B 1S o]l P N B 3
* Vista Algebraica 1| > Vista Grafica
Funcion i
o f(x) = tg(x)
Lista
® |ista1 = {{0, 0), (0.79, 1), (?,
Ndmero
Al=mwi4
Funio
® A=(0,0)
® B=(0.79,1)
C indefinido
® D=(236,-1)
® E={m,0)
® F=(3931)
G indefinido
® H=(551)
® |={5.28,0)
Texto

) F igur“a 61 .'“"éraiﬁcdnde la_ﬁ.mcféntf(x):tc-z.n (x)

Funcién cotangente. Esta funcion se denota por:
f(x) = cot(x)

Se define como el cociente de la funcion sen(x) entre la funcién sen(x) en
consecuencia cuando sen(x) = 0 la expresion se torna indeterminada. En general, el
dominio contiene a todos los nimeros reales excepto km donde k£ es un numero entero. El
rango son todos los niimeros reales.

Con la ayuda de la calculadora cientifica, se puede construir una tabla de pares
ordenados, los cuales son el punto de partida para la construccion de la grafica de funcion de
forma manual.

x f(x) = cot(x)
0 0
/4 1
/2 (o)
3n/4 -1
s 0
Sn/4 1
3n/2 o)
/4 -1
21 0

Grdfica de la funcion cotangente con Geogebra. Tomando

en cuenta lo explicado para las funciones trigonométricas previas, Geogebra genera una
grafica de la funcion la cual es rica en detalles y puede ser formateada a gusto del usuario.
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Funcidn “ i
- @ f(x) = cotg (x)
Lista 81
@ listal={(?, ?), (0.79,1), ("
- Namero 7
FPunto
- A indefinido

f(x) = cotg(x)
A7

1

® B=(0.79,1)
@ C=(1.57,0) 51

~@ D=(2.36, -1)
E indefinido 4
® F=(393,1)
-® G=(4.71,0)
-@ H=(55,-1) 2
= lindefinido
Texto 2

(A
3
g

o[3lal

a3

—1
@ textol = — = Ly

]::igura 62: Grdﬁca de la fuhcio’n f(x) :ctg(x). .

Funcidén secante. Esta funcién se denota mediante la expresion:
f(x) = esc(x)

Se define como 1/cos(x), en consecuencia el dominio son todos aquellos nimeros
reales en los cuales la funcion f(x) = cos(x) es diferente de cero. Es decir todos los reales

menos (2k — 1) g donde k es un nimero entero. Elrango son todos los niimeros reales menos
el intervalo (—1,1).

Funcidn L l | | | '
e F = | T
'_ leli=eme0) x f(x) = sec(x)
- Lista
@ listal = {(0, 1),(0.79, 1.41, 0 1
Numero 17
. 1.41
A3=mi4 4
Punto 1w -
.Y A'_-[U,'ll T o
-~ ® B=(0.79, 1.41) I
C indefinido = —1.41
® D=(2.36,.141) -
-® E=(m 1) }5'; 1
® F=(393,-1.41) — | =141
G indefinido 4
® H=(55141) A | I 3r |
- @ |=(6.28,1) 0 wi4 wi2 3mi4 T Smwi4 3w 2
Texto E T
7T 7 |14
0 |1 27 |1
= 4 { i
1w |,
2 )
3: 1y
@ textol = [— 15 ¥
< >

Figufa 63: Grdﬁca de la funcion f(x) :Sec(x).
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Funcién cosecante. Esta funcién se denota por:
f(x) = csc(x)

Se define como 1/sen(x), por lo tanto el dominio de la funcion esta conformado por
todos los nimeros reales excepto aquellos donde la funcion seno es igual a cero. Es decir
todos los reales menos km donde & es un niumero entero. El rango son todos los nimeros
reales menos el intervalo (—1,1).

- Funcign ~lx f{x} = cosec(x)
@ f(x) = cosec(x) i 7 — 25
Lista 1
“ o listal =((2,7), (079,141 || 5 | 141 5
Mimera T
L AB=mi4 — |1
Furto 2 18
- Aindefinido 37| m
@ B=(078,141) 4
-® C=(157,1) 1= |7 t
® D=(2.36, 141) T 1.41
E indefinido =T 7= o5 -
-® F=(3.93, -141) T
-8 G=[471,41) = =1 . ¥
® H=(55-141) T 4 [ T4 iz Imid w Smid iy T m
| indefinide — [ —1.41
Texto 4 . i
x f(x) 2=
1] 1 , £]
1y L4 .
3 } H
1_1r 1 1.8
2
3w
e -z

Figura 64: Grdfica de la funcion f(x)=csc(x).

. . 180° . o ,
1. Utilizando la conversion 1 rad = —_ exprese en radianes los siguientes angulos, por
1rad 1

ejemplo 3° se convierten asi: 3° = 3° —55— = =7
a. 10°
b. 20°
c. 36°
d. 60°
e. 75°

2. Utilice la calculadora cientifica o software para calcular las siguientes imagenes de las
funciones dadas.
f(x) =sen(2x +4) g(x) =cos(x?—2) h(x)=tan(3x —2)

a. f(m)
b. g(—2m)
c. h(g)
d. f(-3)
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.

g(-=1)

3. Construya la grafica de las funciones

a.

o a0 o

f(x) =ctg(3x —5)
g(x) = sen(2x? — 5x)
h(x) = cos(10x — 6)
I(x) = tan(x® — 1)
J(x) = %sen(3 —x?)

Aplicaciones de las funciones en la vida real

La relacion entre variables es una situacion que se presenta con mucha frecuencia en
todos los ambitos del quehacer diario. Por ejemplo el area que ocupa un terreno rectangular
es funcién de su largo y de su ancho; el costo de produccion es funcion de los costos fijos y
los costos variables; el rendimiento académico es funcion del tiempo dedicado al estudio.

En esta seccion se resuelven ejercicios que contienen algunas de esas relaciones
procurando siempre la conformacion de estructuras que contengan solamente una variable
independiente y por supuesto una variable dependiente, clasificadas bajo alguna de las
denominaciones ya estudiadas.

Ejemplo

Una compatfiia ha determinado que el costo de producir x unidades (en miles de
bolivares) de un producto por mes esta dado por

C(x) = 2000 + 10x + 0,05x2

Evalte el costo de producir

a. 300 unidades por mes
b. 500 unidades por mes
c. Ninguna unidad
Respuestas
a. Se trata de calcular el valor de la funcion costo cuando la variable independiente
tiene el valor de 300.
Si x =300 = C(300) = 2000 + 10(300) + 0,05(300)>
C(300) = 9500
El costo de producir 300 unidades al mes es de 9500000 bolivares.
b. En este caso la variable independiente tiene el valor de 500.
Six =500 = C(500) = 2000 + 10(500) + 0,05(500)2
C(x) = 19500
El costo de producir 500 unidades al mes es de 19500000 bolivares.
c. El costo de no producir.
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Six=0= C(0) =2000+ 10(0) + 0,05(0)
C(x) = 2000
El costo de producir 0 unidades es Bs. 2000000.

Ejemplo

El 4rea de un terreno rectangular es igual al producto del largo por el ancho, si el largo
del terreno es 20 metros.

a. Establezca una funcidn cuya regla relacione el area con el ancho.

b. Calcule el area del terreno en metros cuadrados si el ancho es de 12 metros.

a. El area de un rectangulo es
A=l.a
Donde [ = largo, a = ancho.
Sil = 20 entonces
A(a) = 20a

Donde la variable independiente es a.

b. Para un ancho de 12 metros.
Sia=12= A(12) = 20(12) = 240
Area = 240 m?

Ejemplo

Un transportista cobra por carga Bs. 1000000 hasta un maximo de 200 unidades de
determinado producto. Si el cliente lo desea puede transportar hasta 300 unidades, sin
embargo el recargo es de Bs 8500 por cada unidad adicional.

a. Establezca una funcion de costo del transporte del producto.

b. Si el cliente desea transportar 240 unidades, cuanto debe pagar al transportista.

a. Las unidades méaximas de sobrecarga son 100. Por lo tanto la funcién costo del
transporte es
C(x) = 1000000 + 8500x
Donde x es el nimero de unidades adicionales del producto.
b. Si el cliente desea transportar 240 unidades, entonces tiene una sobrecarga de 40
unidades.
C(40) = 1000000 + 8500(40)
C(40) = 1340000
El cliente debe cancelar Bs. 1340000.
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En época inflacionaria, los precios suben en un intervalo de tiempo muy corto. Si el
precio de venta del kilogramo de aztcar el primero de junio fue de Bs 5000 y se
incrementa Bs 60 por dia.

a. Establezca una funcion para el precio de venta del kilogramo de azucar desde el

primero de junio.

b. (Cual es el precio de venta del azucar el 20 junio?

El costo mensual de elaborar un producto se puede expresar como
C(x) = 8000000 + 524x + 0,3x3

Donde x el nimero de unidades producidas.

a. Determine el costo de producir 100 unidades del producto.

b. Sila empresa no produce durante un mes /cudl es el costo en que incurre?
Una cartulina se puede cortar para elaborar cajas abiertas. Dichas cajas tendran un
ancho: a; un largo: / y un alto: 4. si se desea que el largo sea 20 cm. y el ancho 12 cm.
y que exista variacion solamente en el alto de las cajas; se pide:

a. Construir una funcion que relacione el volumen de las cajas con el alto de las

mismas.

b. (Cuadl es el volumen de una caja cuya altura es 8 cm.
La utilidad se define como el ingreso menos los costos. Si la funcion de ingresos
mensuales de una empresa artesanal que elabora jabones de tocador es
I(x) = 3500x + 11x? y la funcién de costos es C(x) = 3000 + 250x, donde x es el
nimero de unidades producidas y vendidas. Calcule:

a. La funcion utilidad mensual de la empresa.

b. La utilidad de la empresa si se producen 300 unidades del producto.

c. Los ingresos mensuales si la cantidad producida es 500 unidades

d. El costo de produccion de 400 unidades mensuales.

5. Siel precio de adquisicidon de una maquina es Bs. 20000000 y se deprecia de manera
continua desde el momento mismo de su compra. Su valor luego de ¢ afios estd dado por
V =20000000e~002¢
a. Calcular el valor de la maquina después de 5 afios.
b. Calcular el valor de la maquina luego de 10 anos.
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Resumen

Se define a una funcién como una regla o ley que transforma un elemento perteneciente
a un conjunto de entrada y genera un elemento que conforma un conjunto de resultados.
El dominio de una funcion es el conjunto conformado por todos los elementos que actiian
como entrada de la funcion, es decir se trata del conjunto de partida de la funcion.

Se define el rango de una funcién como el conjunto conformado por los elementos que
surgen como resultado de aplicar la regla o ley matematica que la define, es decir, es el
conjunto de resultados de la funcion.

Una funcion se encuentra definida cuando tiene un conjunto de partida llamado dominio,
cuando tiene un conjunto de llegada llamado rango y cuando la regla que la define cumple
con la ley de existencia y con la ley de unicidad.

Todo punto en el plano es un par ordenado.

De acuerdo a la relacion entre los elementos del dominio y el rango, las funciones s
clasifican en inyectivas, sobreyectivas y biyectivas.

Una funcion es inyectiva si a elementos diferentes del dominio le corresponden elementos
diferentes del rango. No hay dos elementos del dominio que tengan la misma imagen.
Una funcion es sobreyectiva si el conjunto de todas sus imagenes es igual conjunto de
llegada, es decir si coincide el rango con el codominio de la funcién. Todos los elementos
del conjunto de llegada aparecen por lo menos una vez como imagen de algiin elemento
del conjunto de partida.

Una funcioén es biyectiva si es inyectiva y sobreyectiva.

De acuerdo a las operaciones que las definen, las funciones se clasifican en algebraicas y
trascendentes.

Dentro de las funciones algebraicas se encuentran las funciones polindmicas, funciones
racionales y funciones radicales.

Dentro de las funciones trascendentes estan las funciones exponenciales, funciones
logaritmicas y funciones trigonométricas.

La grafica de una funcion lineal es una linea recta.

La grafica de una funcion cuadratica es una parabola.

La gréfica de una funcion racional se caracteriza por la presencia de asintotas

Una asintota es una recta hacia la cual se aproxima la curva pero nunca llega a tocarla en
el lado donde se aproxima

Las funciones exponenciales se distinguen porque la variable independiente actia como
exponente.

Las funciones logaritmicas contienen a un logaritmo. Se define logaritmo de un niimero
como el exponente al que se debe elevar la base para que el resultado sea dicho niimero.
Las funciones trigonométricas son muy importantes en las ciencias, sobre todo en las
fisicas ya que son la base del estudio de movimientos circulares, periodicos y
ondulatorios.

Las funciones trigonométricas son: seno, coseno, tangente, cotangente, secante y
cosecante.

En diferentes ambitos de la vida real estan presentes las funciones.
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Términos Clave

Funcion

Dominio de una funcion

Rango de una funciéon

Funcion lineal

Funcion cuadratica

Funcioén racional

Funcién exponencial

Funcion logaritmica

Funcion trigonométrica

Aplicaciones a la vida real de las funciones.
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Ejercicios de Autoevaluacién

. Dadas las funciones siguientes:

x%+ 11
-3

fX)=4—-7x gx)=x3-2x2+4 hx)=

Calcular las imagenes:

a. f(2)
b. g(=3)
c. h(-2)
d. h(4)
e. g(10)

Represente a cada lista de puntos en un sistema de coordenadas cartesianas
a. listal ={(0,1),(2,1),(3,1),(4,1),(9,1)}
b. lista2 = {(—8,20),(—4,8),(—2,2),(3,10),(7,16)}
c. lista3 ={(2,4),(3,5),(4,6),(8,9),(12,15)}
d. lista4 = {(-3,—4),(—1,-2),(1,1),(3,3),(7,12)}
e. lista5 = {(12,25),(22,50),(33,70), (42,85),(110,90)}
Dada la funcién f(x) = x? + 11x + 30, determine
a. Dominio
b. Cortes con el eje x
c. Cortes conel ejey

d. Grafica de la funcioén
x3+4x .
. determine

a. Dominio de la funcién

b. Cortes con el eje x

c. Cortesconel ejey

d. Utilice software para hacer la grafica e indique las asintotas y el rango de la

funcion.

Construya la grafica de la funcion f(t) = 45e y determine su dominio y su rango.
Construya la grafica de la funcion g(x) = tang (1 — 3x2).
El valor futuro de una inversion Vr se determina asi:

Vi = V,(1+0)"

Dada la funcion g(x) =

—0,001¢t

Donde Vj, es el valor presente, i es la tasa de interés expresada en decimales del cero al
1. n es el namero de periodos.

(Cuanto recibira una persona que invierte Bs. 1000000 en deposito a plazo fijo por dos
afios, si se le reconoce una tasa de interés de 24% anual?

Una computadora se compra en Bs. 2000000 y desde el momento de su compra se
empieza a depreciar segin la funcién V = 2000000e %9994t ¢on ¢ expresado en dias.
Indique el valor de la computadora a los 2 afios de su compra.

Se va a construir un depoésito subterraneo para almacenar agua potable, el largo debe ser
1 metro y el ancho 0,8 metros; hay libertad para la profundidad siempre que sea entre 1
metro y 2 metros. Construya expresion para la funcion del volumen del deposito ;Cual
es el dominio de la funcion?
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10. La funcion de ingreso mensual de una empresa es I(x) = 4x3 — 3x% + 5x donde x son
las unidades producidas y vendidas. Determine el ingreso mensual si se producen 100
unidades, construya la grafica de la funcion.
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Sitios web

https://goo.gl/RmyZDG. Es el sitio web oficial de Geogebra, donde ademés de poder
descargar de manera gratuita el software, también se puede revisar materiales disefiados
para fines educativos matematicos especificos y participar en foros previo registro
mediante una cuenta gratuita.

https://goo.gl/Mo7CkZ. Wiki de Geogebra donde se explica como trabajar con funciones
en Geogebra.

https://goo.gl/xqFsaN. Sitio web del software matematico Maxima, donde se puede
descargar de manera gratuita wxMaxima, programa utilizado en este libro.
https://goo.gl/fytE7T. Se explica en detalle como trabaja con wxMaxima, la version para
Windows del programa Maxima.
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Apéndice A

Es posible la realizacion de las operaciones bésicas entre dos conjuntos mediante una
hoja de calculo. En este caso se explica la manera de hacerlo con MS Excel, version 2013;
sin embargo, el hecho que tengas una version diferente no implica que debas limitarte en
probar esta interesante faceta de las hojas de calculo como es el uso de macros, mediante las
cuales hacemos uso de conocimientos bdasicos relacionados con la programacion,
especificamente con el lenguaje Visual Basic orientado a Aplicaciones.

Un alto porcentaje de los cddigos mostrados en este apéndice han sido creados por
terceras personas quienes a su vez los han colocado en la web como parte de ese espiritu que
envuelve al mundo del software libre, como es el intercambio sin limitaciones de la
informacion que se considera importante compartir. En este sentido es de destacar el hecho
que la estructura de la hoja de calculo y gran parte del codigo que soporta esta explicacion
fue tomado de https://goo.gl/hTx1tF, de igual manera el ordenamiento dindmico de los
elementos de los conjuntos fue tomado del sitio web https://goo.gl/1zzIxO y el codigo que
permite bloquear las celdas que no se utilizan en la hoja es una copia del libro 101 Ready-
To-Use Excel Macros, disponible en https://goo.gl/ XBRPHF.

En primer lugar, para usar las macros de Excel 2013 es necesario activar el ment
“Desarrollador”, para ello hacer clic en “Archivo” y seleccionar “Opciones” ubicada al final
de la columna en verde, lado izquierdo.

©

Abrir
(L) tibros recientes
£l OncDrive: Personal
[ Equipo
== Agregar un sitio

En la ventana “General”, haga clic en “Personalizar cinta de opciones”

i

‘..‘5‘ Opciones generales para trabajar con Excel.

Revicidn Opdones de interfar de usuario

Guardal %] Mastrar minibamra de hesramientas al seleccionar
Idioma ¥ Mostrar opciones de analisis rpido durante 13 seleccian

Avanzadas [# Hanilitar vista previa activa "

Estila de informacion en pantalla: | |Mostrar descripoiones de caracteristicas en informacion en
Pemsonalizar cnta de apeiones

Barra de herramientas de acceso Fapido et

=1

amentas Usar esta fuente como fuente predeterminzda: | Fuente de cuerpo

Centro de confianza Tamafio de fusnte: 1~

Vista predeterminada para hojas nuevas: vista normal [+



IMICIO  INSERTAR.  DISENC DEPAGIMA  FORMULAS  DATOS  REVISAR  VISTA  DESARROLLADOR Anl

H |‘J # I;: ﬁ M Propiedades t__g [ Propiedades de la asignacian |-§'§ Imporiar a

-l [ o =1 Feler codigo —_'—:! T2 Paquetes de expansion 21 Evpaortan

Visual Macros Compl Compl 15 Insertar Modo . . Drigen . § Panel de

Basic A oM *  Disefio 3] Becutar cuadro de didlnga [El Artualizar datos i entas
Chdign Complementos Controles HBAL Modificar

o3 X v &
Haga clic en la opcion “Macros”, ubicada en el ment “Desarrollador”, lado izquierdo.
En la ventana emergente, asigne un nombre a la macro y pulse el boton “Crear”

‘Maombre de la maoro:
unier| El Ejesidar
i
Pavoa pasu
Mpafficar
Crear
Elirminat
Opciones
v
Macros en: | operaconesConConjuntas xzm El
Descripoon
Cancelar

La accion anterior conduce a la ventana de edicion de macros o ventana VBA, la cual
tiene el aspecto mostrado en la figura y donde ya se pueden escribir las instrucciones
correspondientes en lenguaje VBA. Borre el texto “Sub union( )” y “End sub”.

:Archim Edicidn \er Insertar Formato Depuracion Ejecutar H i Comy Ventana  Ayuda

EEed 4 om0y om | EEY > @ lindca

I ll'_GensraI]
Sub union()

End Sub

Borre el texto Sub union( ) y End sub. Escriba o copie y pegue las siguientes
instrucciones:

Option Explicit 'Evita el uso de variables que no estan dimensionadas
Private Sub Worksheet Change(ByVal Target As Range)
'Este proceso ordena dinamicamente los elementos del conjunto A y B
If Target.Column = 1 Then
With Columns(1)
Sort keyl:=.Cells(1, 1), Header:=xIYes
End With
End If
If Target.Column = 2 Then
With Columns(2)
Sort keyl:=.Cells(2, 1), Header:=xIYes
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End With
End If
If Target.Column = 3 Then
With Columns(3)
Sort keyl:=.Cells(3, 1), Header:=xIYes
End With
End If

End Sub

'Esta funcion determina si un elemento pertenece a un conjunto
Public Function esta(n, columna) As Boolean

Dim fila

Dim est As Boolean

est = False
fila=2

While Not IsEmpty(Cells(fila, columna)) And Not est 'Este ciclo comienza en la fila 7 y funciona si la celda no
estd vacia
If n = Cells(fila, columna).Value Then est = True 'Si el elemento n es igual al de la celda
fila = fila + 1 'se incrementa el contador
Wend
esta = est 'si hubo coincidencia esta es true
End Function
Sub agrega(n, columna)
Dim i
i=2
While Not IsEmpty(Cells(i, columna)) 'este ciclo comienza en la fila 7 y finaliza cuando haya fila vacia
i=i+1
Wend
If Not esta(n, columna) Then Cells(i, columna).Value = n

End Sub

Sub union() 'se inicia al pulsar el boton operacion
Dim 1, j, nl, n2

Dim esinter As Boolean

i=2

While Not IsEmpty(Cells(i, 1)) 'Recorre el conjunto A el cual comienza en la fila 2

nl = Cells(i, 1).Value 'nl toma el valor de la celda 2,1 es decir se toma el primer elemento

Call agrega(nl, 3) 'Agrega el elemento a la Uniodn la cual estd en la columna 3

j =2 'Se comienza a buscar la interseccion

esinter = False 'es falso que es interseccion

While Not IsEmpty(Cells(j, 2)) And Not esinter 'se recorre el conjunto B comenzando en la fila 7
n2 = Cells(j, 2).Value 'n2 toma el valor de la celda 7,4 es decir se toma el primer elemento
Ifnl =n2 Then esinter = True 'se compara nl el cual esta en memoria con n2 y si son iguales es interseccion
j=j+1

Wend

If esinter Then
Call agrega(nl, 4) 'si esta repetido se agrega a la interseccion
Else
Call agrega(nl, 5)

End If
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i=i+1
Wend
i=2
While Not IsEmpty(Cells(i, 2)) 'se comienza en el primer elemento del conjunto B ubicado en la fila 7
'se recorre la segunda columna y se repite al agregar a la union
nl = Cells(i, 2).Value 'se toma el valor de esa celda
Call agrega(nl, 3) 'se agrega a la union
i=i+1
Wend

End Sub

Sub borra()
Range("A2:E100").ClearContents
End Sub

Falta ahora ingresar el c6digo para la macro que ordena dindmicamente los elementos
de los conjuntos. En la misma ventana donde ingreso el texto anterior, parte superior, haga
clic en “Explorador de proyectos” o presione la combinacion de teclas Ctrl + R, lo cual le
permite ver la ventana siguiente.

2 ; : *

Eén:him} Edicion Ver |Insertar Formato Depuracion Ejecutar He

EE-d s 2mn0 ey o3 Y 5@ -

* [iGonersi -

I1f esinter Then
call agrega(nl, 4} '=i esta repetido se agrega a la interseceion
Else
Call agregatinl, 3}
End IT
i=414+1
Wend
i=2
while Not IsEmpty{Cells(i, 2)}} 'se ccmienza en el primer elemento del conjunto B ubicado en la £i
"se recorre la segunda columna y se repite al agregar a la union

Haga doble clic en ThisWorkbook y en la ventana emergente escriba el codigo tal
como se muestra en la figura. Haga zoom en esta imagen en caso de ser necesario. Guarde,
presionando el boton ubicado en la parte superior del ventana (parecido a un diskette) o
presionando la combinacion de teclas Ctrl+S.

Cierre el editor de macros y guarde su trabajo en caso de que el sistema le muestre la
ventana con la opcion guardar.

415



. Archive Edicion Mer Insertar Fommato Depuracion Ejecutar Herramientas Complementos Ventana Ayuda
Exd & a#9o|r 0 a M EFF (@ Un,colt E

E EE

W VBAProject (FUNCRES XLAM)
E& VBAProject (union-interseccon.xdsm}
113 Microsoft Excel Objetos
& Hojal (Hojal)
i & Thisworkbook

IWulltbook ;I IOpan ;I [
IPr:'Lvate sub Workbook oOpeni) =
'Mediante este proceso se evita gue el usuario ingrese algun dato fusra de las columnas de €
She=ts ("Hojal") .Scrollhrea = "RZ:E100"

End Sub

K | v
Ya esta listo el codigo de las macros, ahora solo faltan los botones que las activen,

para ello, nos ubicamos en la hoja 1 del libro, con el ment desarrollador activado y

presionamos “insertar”-"Boton” (controles de formulario).
EQe o - union-interseccion - Microsoft Excel ?
Aol IMICIO INSERTAR DISEND DE PAGI FORMULAS DATOS REVISAR VISTA CESARROLLADOR

=t

Ver cedigo ' T2 Paquetes de expansion =, Exportar

=] Propiedades [ Propiedades de la asignacian u@ Importar |—L'-

Visual Macros Complementos Complementos Onigen —, Panel de
Basic & oM - Ejecutar cuadro de didlogo =l Actualizar dates Hiaitient
Chdign Complementns Controles de f.:;m“-_.lam.; i L Maodificar
816 i Tx o« F LEMEHEe [
) ) | Aa B 561 T
c | Controles ActiveX F | G H | J

AUE O E s
EloAREN

Seleccione el lado derecho de la fila E y arrastre el raton de tal forma que cubra un
rectangulo de de unos 3 centimetros de ancho por 1 centimetro de alto. Al soltar el raton
vera la ventana emergente siguiente.

3| mMombre de la macro:
Botons Haga_cic_en| B Nueva
Hajal.borra
Hajal.union | Grabar.
Macros en: | union-interseccion.xlsm |Z|
Diescripoan
Areptar | Cancelar

En la ventana “Nombre de la macro” haga clic en Hojal.union y pulse el botoén
aceptar. Esta accion permite que al presionar ese boton se activen las instrucciones presentes
en esa macro. Siga el mismo procedimiento para hacer el boton “borrar”, en ese caso
seleccionando la opcion Hojal .borra.
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El aspecto final se muestra en la figura, la explicacion del ingreso de datos y los
resultados se indican en el capitulo 2 de este libro.

INICIO  INSERTAR  DISENCO DEPAGINA ~ FORMULAS ~ DATOS  REVISAR  VISTA  DESARROLLADOR

= —x’ ibri . A A ==]
—133 Calibri |11 A A

Pe?ar 7 N K S+ i« deA

- e N Formato condicional ~ = Insertar -
| &~ ,Er’ |General - IIE =

. N : [ Dar formato como tabla~ 22 Eliminar =
= & . 0oon

= & B-% o %0 [Eiestilos de celda -

E Formato -

Porlapapeles = Fuente [ Alineacion £ Bimero [ Estilos

E17 =i I

B C D | E F G H

 canjunto B AUB AnE A—B
Calcular I
Borrar I

Celdas
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Apéndice B

Es frecuente, en el mundo de las matematicas, la necesidad de verificar si un nimero
es primo o es compuesto, para ello existen muchos recursos disponibles en la web, la mayoria
de ellos inspirados en la idea del software libre. De igual forma, mediante el uso de la hoja
de calculo de Microsoft también se puede, con un poco de conocimiento del lenguaje Visual
Basic para Aplicaciones y de la programacion mediante macros, disefiar una hoja mediante
la cual se determine si un niimero es primo.

En primer lugar hay que abrir una hoja de calculo en blanco y configurar MS Excel
para que muestre el menu “Desarrollador”, aspecto que se encuentra explicado en el apéndice
A.

Guarde la el libro con el nombre “verificarsiesPrimo” y con el tipo “Libro de Excel
habilitado para macros”, opcion que le permite abrir y ejecutar la macro en posteriores
oportunidades. Recuerde que las macros han sido el medio utilizado para incluir cédigo
malicioso a los sistemas, motivo por el cual Microsoft ha disefiado estrategias con el fin de
mitigar los ataques a sus sistemas informaticos utilizando esta puerta de entrada.

|Libro de Excel

Libro de Excel habilitado para macros
; |Libro binario de Excel
" |Libro de Excel 97-2003
| Datos XML

Organizar ~ N‘J'Pégina web de un sola archive

Pagina web
Piantilia de Excel
Plantilla de Excel habilitada para macros
Plartilia de Excel 97-2003
Texto {delimitado por tabulaciones)

/4 Descargas  Teeq Unicode

B ssoitone Hoja de calculo XML 2003

a . - Libro de Microsoft Excel 5.0/95

< Silics fecioniey €SV {delimitada por comas)

Texto con formato [delimitado por espacios)

.. Biblintecas Texto (Macintosh)
Texto (M5-DOS)
(CEV (Macintosh)

L Imagenes |Csy (M5-DOS]

- |DAIF (formato de intercambio de datos)
Nombre de archivo: gy i ryinruio simbalica)
Tipo: | Complemento de Excel
Complemento de Excel 97-2003
Autores: | PDF

Diocumenta XPS
'Hoja de calculo Open XML
{Haja de cilculo de OpenDocument

B Microsaft Excel

. Favoritos

13, Documentos

= Ocultar carpetas Herramientas = | Guardar | | Cancelar

Haga clic en el menu “Desarrollador” para obtener la siguiente ventana, en la cual
b
debe hacer clic en el icono “Macros”.
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E o : Libro' - Microscft Excel
VLol IMICIO  INSERTAR  DISENO DEPAGINA  FORMULAS — DATOS  REVISAR  VISTA | DESARROLLADOR

- L 55 x ] = [E Propiedaces i=m e -
= r 5 Q ] . ) 5 Ver cadige b — T2 Paquetes de expansion
Visual Macros Complementos Complementos  Inserlar Moo Cngen
Basic ! coM +  Dieedo L Becutar cuadro de didlogo L
Chdigo Complemensns controles ML
Al - i
A B € D E F 5} H
]
2
4|
5
En la ventana emergente escriba el nombre de la macro y pulse el boton “Crear”
BE S -
INICO INSERTAR  DISERODE PAGINA  FORMULAS  DATOS  REVISAR  WISTA  DES ALOR
._T BTSSR PRI M ELrY m_“___"_i-_
= ; £ Nomkre de fa macro:
A 3 C 1l P B

]

5

I Macras en | Este lioro W

1 Descripaidn

12

i cancelar

15

En la ventana de edicion de la macro escriba lo siguiente, no olvide guardar el libro,
presionando la combinacion de teclas Ctrl+S.

Sub primo()

Dim n As Long

Dim i As Long

Dim cad As String

Dim esPrimo As Boolean

cad=""

esPrimo = True

If IsNumeric(Cells(2, 1)) Then
n = Cells(2, 1)
If n > 100000000 Or n< 1 Then
MsgBox "No se puede procesar ese valor", vbCritical, "¢Es nUmero primo?"
Exit Sub
End If
Select Case n
Casels=1
MsgBox "El nimero 1 no se considera numero primo", vbCritical, "éEs nimero
primo?"
Casels=2
MsgBox "El nimero 2 es un numero primo", vbCritical, "¢Es nimero primo?"
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Casels>2
Fori=2TolInt(n/2)+1
If n Modi=0Then

cad=cad & "" &i
esPrimo = False
End If
Next i

If esPrimo Then
MsgBox "El nimero " & n & " Es primo", vbCritical, "éEs nimero primo?"
Else
MsgBox "El nimero " & n & " No es primo 1" & cad & " " & n, vbCritical, "¢Es
numero primo?"
End If
End Select
Else
MsgBox "Introduzca un valor numérico", vbOKOnly, "¢Es nimero primo?"
End If
End Sub

Guarde y cierre la ventana de edicidn de macros para regresar a la hoja de célculo.
En la celda A2, la cual se utilizara como via de entrada de los nimeros a determinar, haga un
formato parecido al indicado, alternativa que se logra ubicando el cursor en A2 y haciendo
clic al botén derecho opciéon “Formato de celdas” y en la ventana emergente presionar
“Borde”, seleccionar “contorno” y luego presionar “Relleno”, seleccionar el color deseado y
presionar el boton “Aceptar”.

Haga clic en el menu “Desarrollador”, inserte un boton de control de formulario.

verificarsiesprimo - Microsoft Excel

DISENG DE PAGINA FORMULAS DATOS REVISAR VISTA CESARROLLAD

[z=] [ b/ E Propiedades |ri: Mopiedade
=T == R
'r 04 Ver cadigo | Paquetes de ¢
1s Complementos  Insertar Modo Ongen
CoM - Disefio (4! Ejecutar cuadro de didlogo
lementos Controles de formulario 7
fi OFFEE®
; ™ 4a &
C ¢ Batén (contral de formularioy | F G H
O ] EHE 2
Ee ARSIl

Escoja una zona cercana a la celda A2 para insertar dicho boton, verifique que la
macro asignada a este boton sea la que previamente se ha construido con los cédigos ya
escritos.

420



Mombre de s maco:
. om0 Bl 1
|primo %] | Madificar |
abar
fi Mlacros em: | Este hbro W
1 Desgripddn
| Aceptar | Cancelar |

El botén puede ser modificado y cambiado de posicidon si hace clic con el botoén
derecho del ratén sobre el mismo, Aproveche esta opcion y cambie la etiqueta por defecto a
“Verificar si es primo”. Usted tendrd una hoja como la siguiente:

m H 5 ¢ verificarsiesprimo - Microsoft Excel
ARCHIVG gy lale] INSERTAR DISENG DE PAGINA FORMULAS DATOS REVISAR VISTA DESARROLLADOR

n[ F::l {? F‘* ﬁ b{‘ = Propiedades [E

" ey et cadio
Visual Macros : Complementos Complementos  Insertar Modo

piedades de Iz asignacion 3 Impo
Paquetes de expansién

£ Ongen —, 3
Basic ! oM «  Disefic 4| Becutar coadro de didlogo =1 Artualizar datos
Chdign cnmplementns Controkes X
€11 =] |4 Ir
A E e | D | E | F G | H | J
123 Verificar si es primo

o ey

Introduzca cualquier nimero inferior a 100 millones y Excel le indicara si se trata o
no de un nimero primo, en caso de ser compuesto también le dira cudles son los divisores.
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Apéndice C

PAGINA 41
1. Determinar cudles de las siguientes expresiones son proposiciones.

a. El basquetbol venezolano clasifico a los juegos Olimpicos Rio 2016.
Es una proposicion.
b. La multiplicacion de dos nimeros negativos es positiva.
Es una proposicion.
c. ¢Cuando finaliza el presente semestre?
No es una proposicion.
d. Francisco de Miranda es un procer de la independencia venezolana.
Es una proposicion.
e. ¢En cudl liceo se graduo usted?
No es una proposicion.
f. El agua es necesaria para la vida.
Es una proposicion.
g. Vengan pronto por favor.
No es una proposicion.
h. ;cual es tu nombre?
No es una proposicion.
i. El fenomeno “El nifio” afecta el clima mundial.
Es una proposicion.
j. Plutén no es un planeta del sistema solar.
Es una proposicion.
k. Esta frase tiene cinco palabras.
Es una proposicion.
1. ;Cuando culminan tus estudios?
No es una proposicion .
2. Sean las proposiciones:
p: Soy bachiller
q: Estoy en la Universidad
r: Vivo en una residencia estudiantil
Traducir al lenguaje natural cada una de las siguientes proposiciones:
a. pAr
p Ar:Soy bachiller y vivo en una residencia estudiantil
b. ~pVvgq
~pV q:No soy bachiller o estoy en la universidad
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¢ ~(~q
~ (~ q):No es cierto que no estoy en la universidad
d ~(~p-r1)
~ (~ p = r):No es cierto que si no soy bachiller entonces
vivo en una residencia estudiantil
e. PAQ T
(p A q) = 1:Sisoy bachiller y estoy en la universidad entonces

vivo en una residencia estudiantil

£ (@A) >p
(@ A7) = p:Siestoy en la universidad y vivo en una residencia
estudiantil entonces soy bachiller

3. Considere las proposiciones:

u: La logica proposicional estudia las proposiciones.

v: Una proposicion puede ser cierta o falsa.

w:. La logica se origino en Grecia.

Expresar en el lenguaje natural las proposiciones compuestas:

a. qiiuAv
q1: La logica proposicional estudia las proposiciones y
una proposicion puede ser cierta o falsa

b. g;:(wVu) - v
q,:Sila légica se originé en Grecia o la légica proposicional
estudia las proposiciones entonces una proposicién
puede ser cierta o falsa

C. gqz: — W A —u
qsz: No es cierto que la ldgica se origind en Grecia
y la légica proposicional no estudia las proposiciones

d. quveu
q4: Una proposicion puede ser cierta o falsa si y solo si
la lbgica proposicional estudia las proposiciones

4. Dadas las proposiciones:
p: La Unellez es una universidad experimental.
q: la Universidad de Carabobo es una universidad autonoma.
r: La licenciatura en educacion es una carrera de pregrado.
t: El VPDR tiene su sede en San Fernando de Apure.

Traducir al lenguaje formal las siguientes proposiciones compuestas:

a. pq:Sila Universidad de Carabobo es una universidad autonoma o el VPDR tiene
su sede en San Fernando de Apure entonces no es cierto que la licenciatura en
educacion es una carrera de pregrado.

p1:(qVt) - —r
b. p,: La licenciatura en educacion es una carrera de pregrado si y solo si la

Unellez es una universidad experimental y el VPDR tiene su sede en San
Fernando de Apure.
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p2ir < (pA L)
c. p3: No es verdad que la Unellez es una universidad experimental ni que la
universidad de Carabobo es una universidad autéonoma.
ps: p Aq
d. p,: La licenciatura en educacion es una carrera de pregrado y la Unellez es una
universidad experimental o la Universidad de Carabobo es una universidad
autonoma.
Py ApVq
5. Formalizar las siguientes proposiciones.
a. No es cierto que el rio Apure se desborda durante el mes de marzo.

p: No es cierto queel rio Apure se desborda durante el mes de marzo

r

p:—r
b. Si compro azicar entonces tomar¢ café.

p1:Gi) compro aziicar @utonces>tomaré café

r S

p1ir >SS
c. O me voy para la fiesta 0 me pongo a estudiar matematica.
P2 @ne voy para la fiesta@)ne pongo a estudiar matematica

t u
p2:tVu
d. Vas alauniversidad en carro o en moto.
p3: Vas a la universidad en carrqo)en moto

r s
p3:rVs
e. Sihacemos ejercicio fisico entonces nos distraemos y cuidamos nuestra salud
D4 :@hacemos ejercicio ﬁsiconos distraemos(y $uidamos nuestra salud
u v w
paip = (W AW)
f. No es cierto que un vehiculo nuevo cueste tan caro y que mi mama trabaja.

ps: Ho es cierto queun vehiculo nuevo cueste tan caro i mama trabaja

S t

p5:—|5/\t

6. Elaborar la tabla de verdad para cada proposicion e indicar si es una tautologia,
indeterminacion o contradiccion.

a. pr(@—9 <« (pVyg

ap g |[p=2q|pVqg|(p—q) <= (=pVq)
VI F |V] Vv v v
V| F |F| F F v
FIV]|V] Vv v v
FI|V|F| V v v
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La proposicion es una tautologia
b p:(pAT)Vp o (pVg A(rVa)

p g |r |pAr|(@AT) VP PV TV (VO ATVY| @PATI)VP o PVA(r
vq)
vivi]iv]v v v v v vV
VIV |[F [F v v v v v
VIF [v ][V [V v v |v v
VI|F |[F [F v vV |F F F
F|V ][V ]F F v v v F
F|V [F |F F v v v F
F|F [V [F F F v |F v
F|F [F |F F F F F v

La Proposicién es una indeterminacion.

1. Represente por extension los siguientes conjuntos
a. A= {x/x esestado de Venezuela que comienza por la letra a}
A = {Amazonas, Anzoategui, Apure, Aragua}

b. B = {x/x es pais latinoamericano que comienza por la letra B}

B = {Bolivia, Brasil}
c. C ={x/x universidad que funciona en El Recreo,San Fernando}

C = {Una, Unellez}
d. D = {x/x es numero natural menor que 5}

D ={1,2,3,4}

e. E={x/xe N Ax<8}

E =1{1,2,3,4,5,6,7,8}
f. F ={x/x esletrade lapalabra UNELLEZ}

F={umn,le, z}
g G={x/xe€ NAN2 < x < 12}
G =1{2,3,4,56,7,8910,11,12}

2. Dado el conjunto:
A={ap,y, b ¢}
Se pide establecer 5 proposiciones verdaderas utilizando el cuantificador universal o
el cuantificador existencial.

Vx € A: x es letra del alfabeto griego

VyeA:y &N

Vz € A:z es una letra griega mindiscula

IxeAd:ix=a«a

3t € A:t es una de las tres primeras letras del alfabeto griego
3. Convertir al lenguaje formal las proposiciones:

a. Paratodo x que pertenezca al conjunto A, x es una letra del alfabeto.

Vx € A: x es una letra del alfabeto
b. Para todo x que pertenezca al conjunto A, x es un nimero natural.
Vx € A:x EN
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c. Existe al menos un x perteneciente al conjunto A tal que x es una potencia de 5.
Ax€A:yENAXx =y°
d. Existe al menos un x perteneciente a A tal que x es menor que 100.
dx € A:x <100

. Dados los conjuntos

U={x/x€N A x <15}
A=1{13,5,7,11,13} B ={2,3,4,6,8,} C ={1,7,8,10,12,13}
Se pide:
a. Representarlos mediante un diagrama de Venn.

&

A
C

14

X
Y,

b. Efectuar AUBUC.
AUBUC ={1,2,3,45,6,7,8,10,11,12,13}
c. Efectuar ANB
ANB ={3}

d. EfectuarAnC

AncC ={1,713}
e. EfectuarANBNC

ANBNC=0
f. Efectuar (A—B)U(A—-C)
A—-B =1{1,5,7,11,13}
A—C ={3,511}
(A-B)u@Aa-0)=1{13,5,7,11,13}

g. Efectuar (B—C)N (AU B)

B —C ={2,3,4,6}

AUB ={1,2,3,4,5,6,7,8,11,13}
h. A¢ — B¢
A¢ =1{2,4,6,8,10,12,14,15}
B¢ =1{1,5,7,9,10,11,12,13,14,15}
A¢ — B¢ =1{2,4,6,8}
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5. Durante 12 horas del dia Maria estudia y realiza labores del hogar, para lo cual dedica 8
horas a estudiar y 7 horas a las labores del hogar. Se pregunta: a) ;Durante cuantas horas
del dia Maria estudia exclusivamente?, b) ;Durante cuantas horas del dia Maria realiza
exclusivamente labores del hogar?, c¢) ;durante cuantas horas del dia Maria realiza labores
del hogar y estudia?

U = {x/x = tiempo diario de ocupaciones de Maria}
A = {x/x =Tiempo para estudiar}
B = {x/x = Tiempo para labores del hogar}

n(U) =12
n(4) =8
n(B) =7

a. Horas del dia cuando Maria estudia exclusivamente.
n(AUuB) =n(A) + n(B) —n(ANnB)
n(U)=n(AUB) =12
n(AnB) =n(A) +n(B) —n(AUB)
n(AnB)=8+7-12=3
n(AnB) =3
n(A exclusivamente) = n(A) —n(AnB)=8-3=5
n(A exclusivamente) = 5

b. Horas del dia cuando Maria realiza exclusivamente labores del hogar.
n(B exclusivamente) =n(B) —n(ANB)=7-3 =4
n(B exclusivamente) = 4

c. Horas del dia cuando Maria realiza labores del hogar y estudia.
n(AnB) =3

6. Dados los conjuntos A = {1,2,4,6} B = {2,4,8}
Se pide
a. efectuar AxB y hacer la representacion cartesiana.
AxB = {(1,2), (1,4),(1,8),(2,2),(24),(2,8), (4,2),}
(4,4),(4,8),(6,2),(6,4),(6,8)

B
8 (1.8) (2.8) (4.8) (6.8)
4
(1,4) (2,4) (4.4) (6,4)
2 (12) 2.2) (42) (6.2)
1 6
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b. Conjunto de partes del conjunto A.
p(A) — {{1}' {2}' {4}' {6}' {1l2}' {1'4}’ {116}r {214}r {216}r {4;6}r {1;2;4}1}
{1,2,6},{1,4,6},{2,4,6},{1,2,4,6},0
c. Conjunto de partes del conjunto B.

p(B) = {{2},{4},{8}, (2,4}, (2.8}, {4,8},{2,4,8}, 0}

7. Dados los conjuntos
A={x/x € NA20 < x < 25}
B={x/x € NAN40 < x < 44}
Se pide efectuar con wxMaxima:
a. AxB

- - -

Archivo Editar Celda Maxima Ecuaciones Algebra Andlisis Simplificar Graficos Numérico Ayuda
NEd o {00|GQI>D |@

4

~
(%il) A:set(20,21,22,23,24,25);
(%0l) {20,21,22,23,24,25}

(%12) B:set(40,41,42,43,44);
(%502) {40,41,42,43,44)

(%¥13) producto:cartesian product(A,B);

(%03) {[20,407],[20,41],[20,42],[20,43],[20,44],[21,40],[21,41],[21,42],[21,43],[21,44],][
22,407, (22,41, [22,42],[22,43],[22,44],[23,40],[23,41],[23,42],[23,43],[23,44],[24,40],]
24 ,41],(24,42],[24,43],[24,44],[25,40],[25,41],[25,42],[25,43],[25,44]}

Archivo Editar Celda Maxima Ecuaciones Algebra Analisis Simplificar Graficos Numérico Ayuda

[8daxXE0|G/Q>C K2

L A
rd

(%14) partesDeA:powerset (B);

(%04) {{},{20},{20,21},{20,21,22},{20,21,22,23},{20,21,22,23,24},{20,21,22,23,24,25},{20,
21,22,23,25},{20,21,22,24},{20,21,22,24,25},{20,21,22,25},{20,21,23},{20,21,23,24},{20,21,
23,24,25},{20,21,23,25},{20,21,24},{20,21,24,25},{20,21,25},{20,22},{20,22,23},{20,22,23,
24},{20,22,23,24,25},{20,22,23,25},{20,22,24},{20,22,24,25},{20,22,25},{20,23},(20,23,24},
{20,23,24,25},{20,23,25)},(20,24},(20,24,25},{20,25},{21},{21,22},(21,22,23},{21,22,23,24},
{21,22,23,24,25},({21,22,23,25},{21,22,24},(21,22,24,25},{21,22,25},(21,23},{21,23,24},(21,
23,24,25},{21,23,25},{21,24},{21,24,25},{21,25)},({22},{22,23},{22,23,24},{22,23,24,25},{22,
23,25} ,{22,24),{22,24,25},({22,25),{23},{23,24},{23,24,25},{23,25},{24},{24,25},{25}}

c. p(B)

Archivo FEditar Celda Maxima Ecuaciones Algebra Analisis Simplificar Graficos Numérico Ayuda
DEdax¥DAE0 >0 e

L

(%15) partesDeB:powerset (B):

(%05) {{}, (40}, (40,41} ,{40,41,42},{40,41,42,43},{40,41,42,43,44},{40,41,42,44},{40,41,43}
,{40,41,43,44},(40,41,44},{40,42},{40,42,43},{40,42,43,44},{40,42,44},(40,43},{40,43,44},{
40,44}, {41}, {41,422}, (41,42 ,43),{41,42 43,44}, {41 42 44} {41 43}, (41,43, 44}, {41,484}, {42}, ¢{
42,43}, {42,43,44}, (42,44}, ({43}, (43,44}, {44})
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1. Escribir en lenguaje natural cada cifra

a. 45722
Cuarenta y cinco mil setecientos veintidos
b. 0.090002
Noventa mil dos centésimas
c. 854284.87

Ochocientos cincuenta y cuatro mil doscientos ochenta y cuatro
con ochenta y siete centésimas
d. 60000032
Sesenta millones treinta y dos
e. 5.000026
Cinco con veintiseis cien milésimas
2. Dados los nlimeros siguientes en el sistema decimal, realizar la conversion a: (a) sistema
binario, (b) Sistema octal, (c) sistema hexadecimal.
a. 45
45 = 1x2% + 1x23 + 1x22 + 1x2°
45,0 = 101101,
45 = 5x8! + 5x8°
45,0 = 553
45 = 2x16* + 13x16°
45,0 = 2D
b. 1283
1283 = 1x21° + 1x28 + 1x21 + 1x2°
1283, = 10100000011,
1283 = 2x83 + 4x8% + 3x8°
1283,, = 24034
1283 = 5x16% + 3x16°
12830 = 50344
c. 1025
1025 = 1x210 + 1x2°
1025,, = 10000000001
1025 = 2x83 + 1x8°
10255 = 20014
1025 = 4x16% + 1x16°
1025;, = 40144
d. 38999
38999 = 1x2%° + 1x212 + 1x2' + 1226 + 1x2* + 1x22 + 1x21 + 1x2°
38999,, = 1001100001010111,
38999 = 1x8° + 1x8* + 4x83 + 1x8% + 2x8' + 7x8°
38999, = 1141274
38999 = 9x163 + 8x162 + 5x16 + 7x16°
389999 = 985746
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b.

a.

b.

C.

7992067

7992067 = 1x2%2 + 1x2%1 + 1x220 + 1x21° +
12216 4+ 12215 4+ 122%™ + 12213 + 1x21% + 1x2° +

1x28 + 1x21 + 1x2°

7992067,, = 11110011111001100000011,
7992067 = 3x87 + 6x8° + 3x8> + 7x8* + 1x83 + 4x82 + 3x8°
7992067,y = 363714034
7992067 = 7x16° 4+ 9x16* + 15x16% + 3x162 + 3x16°
79920679 = 79F3034

3. Convertir a nimeros romanos o a numeros decimal segiin convenga
a.

45
XLV
DXLIII
543
600563
DCDXLIII
VIICCXXIVIII
7224003
999000901
CMXCIXCMI
4. Descomponer los nimeros en factores primos
780 L
780 |2
39012
19513
655
B[13
—1 | I
780 = 22x3x5x13
2468
2468 | 2
1234 | 2
617 | 617
1
2468 = 2%x617
12986
12986 | 2
6493 | 43
151 ] 151
1
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d. 295540

295540 | 2
147770 | 2
73885 | 5
14777 | 7
2111 | 2111
1
295540 = 22x5x7x2111
e. 4670954
4670954 | 2
2335477 | 17
137381 | 37
3713 | 47
79179
1

4670954 = 2x17x37x47x79

Archive Editar Celda Maxima Ecuaciones Algebra Andlisis Simplificar

DEFd ey KDE & 0> o e

:1l) factor(2468};
(201) 22617
[ (2i2) factor(780);
(02) 293513
{%i3) factor(2468);
(303) 22617
{5i4) factor(12986):
{%0d) 243151
{2i5) factor(295540);
| (%05) 2%572111
[ (%i6) factor(4670954)
| (%06) 217374779
. Calcular el médximo comun divisor y el minimo comun multiplo
a. 472; 12840

472[2  12840[2
2362 6420[2
82 3210(2
59059 16053
1 535[5
107 | 107

2

472 = 23x59 12840 = 23x3x5x107
MCD(472,12840) = 23 =8
mcem(472,12840) = 23x3x5x59x107 = 757560
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b. 546; 248

C.

546
273

91

13

1

546 = 2x3x7x13

924; 480 L
94 ]

462 |

231

77

11

1

924 = 22x3x7x11

=

(O8]

248
124

62

31

1

(8]
p—

MCD(546,248) = 2
mcem(546,248) = 23x3x7x13x31 = 67704

480
240
120

60

30
15

5

1

[

248 = 23x31

480 = 25x3x5

MCD(924,480) = 22x3 = 12
mem(924,480) = 25x3x5x7x11 = 36960

d. 4694; 10482

c.

4694 | 2 10482 | 2
2347 | 2347 5241 |3
1 1747 | 1747
1

4694 = 2x2347 10482 = 2x3x1747
MCD(4694,10482) = 2

mem(4694,10482) = 2x3x2347x1747 = 24601254

124950; 240755
124950

62475

20825

4165

833

119

17

1

— L[| NN |
3

240755

5

48151

179

269

269

1

124950 = 2x3x52x7%x17 240755 = 5x179x269
MCD(124950,240755) =5
mem(124950,240755) = 2x3x5%2x7%x17x179x269
= 6016467450
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(w02}

(%18}

“o(eiim)

{30lD)

(%13) ged(546,248);
%03} 2

{#14) lcm(b46,248});

67704

5) gecd (924, 480);
e

(2i6) lcm(924,480);
(206) 36960

© (%i7) gcd(4694,10482);
{£07) 2

} lcmi4694,10482);
} 24801254

ged (124950, 240755) ;

(%09) &

lem(124950,240755) 7
6016467450

6. Representar en la recta a los conjuntos
a. A=1{10,14,45,60,74}

Numero Menor (Nm) = 10
Numero Mayor (NM) = 74

Amplitud = NM — Nm =74 — 10 = 64
64 +~ 15 = 4.27

1 cm del papel equivale a 5 unidades de la realidad.

A = c o] E
5 ﬁ: =1 5 0 0 40 ‘4=E =0 & [ 70 =?5 ar
b. B ={-200,—150,—90,100,150}
Numero Menor (Nm) = —200
Numero Mayor (NM) = 150
Amplitud = NM — Nm = 150 — (—200) = 350
350 + 15 = 23.33
1 cm del papel equivale a 20 unidades de la realidad.
A .B -C [B] -E

. &
-220 -200 -180 -160 -140 -120 -100 -80

c. €C=1{1.0;1.2;1.5;1.7;
Numero Menor (Nm) = 1.0
Numero Mayor (NM) = 2.0

-60  -40 -20 0 20

1.8;2.0}

40

60

a0

& &
100 120 140 160 18O 200

Amplitud = NM —Nm=20-10=1

1-+15=0.07
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1 cm del papel equivale a 0.10 unidades de la realidad.

L
= =
.

d. D ={2000,2400,2800,3200,4400}
Numero Menor (Nm) = 2000
Numero Mayor (NM) = 4400
Amplitud = NM — Nm = 4400 — 2000 = 2400
2400 + 15 =160

1 cm del papel equivale a 200 unidades de la realidad.

0 5000 3300 5400 3000 5800 3000 3300 3400 3000 3800 4000 4300 400 1000
& & A d & ®
h4 B Cc D E

e. E={-45-2,-2 7520}
Numero Menor (Nm) = —45
Numero Mayor (NM) = 20
Amplitud = NM — Nm = 20 — (—45) = 65
65+1=4.33

1 cm del papel equivale a 5 unidades de la realidad.

T
T

a
a

7. Resolver
a. (-10-3)(5—-7)
(-10-3)(5-7) =(-13)(—2) =26
(-10-3)(5—-7) =26

e O S
L o ol
NN v

(s+3)(s-3)]+ [0+ G+2) G- 1] -
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c. 25+1)3B*+2)
2°+1)(B*+2)=((32+1)(81+2) =(33)(83) =2739
(2°+1)(3*+2) =2739

¢ ()@ -6

(7)3 N (2)2 (1)4 343 N 4 1
9 5 5/ 729 25 625

729 | 3 2515 62515
243 | 3 5 12515
81 |3 1 25 |5
273 5[5
93 N
ENER

N

729 =36 25=5% 625 =75*

mem(729,25,625) = 3°x5* = 455625
343 4 1 _ 214375 + 72900 — 729 _ 286546

720 725 " 625 455625 T 455625
(7)3 N (2)2 (1)4 286546
9 5 5/ 455625
4 5 10 8
« (-5
9 7 3 5
(4 5) (10 N 8) _ (28 — 45) <50 + 24) _ < 17) <74) _ 1258
9 7/\3 '5) 63 15 /  \ 63/\15/ 945

(4 5) (10 N 8) 1258

9 7/\3 "5/ 945

8. Una caja contiene 50 lapices color azul y 30 lapices color negro, calcular (a) razon de
lapices negros a lapices azul, (b) razén de lapices azul a lapices negros.

. 30 3
Lapices negro a azul = =0 = A
Hay 3 lapices negro por cada 5 lapices azul.
50 5
Lapi ===
apices azul anegro 30-3

Hay 5 lapices azul por cada 3 lapices negro.

9. Calcular el valor de x en las proporciones siguientes.
X 3

10 4
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X
b7 =3
I
YT
10 50
c. —=—
3
30 3
*T5075
d &=8
7 X
56 28
T T3
12 4
e —_——— = -
5 X
XTI T3
10. Efectuar

o (VDA
(A = (Vo) (Ver) = Vo
() (V3) = Ve

12 = 2%x3
25 = 5?2
36 = 22x3?
9 =32
mcem(12,25,36,9) = 22x3%2x5% = 900
5 9 7 2 375+4+324+175-200 674 337

12 25 36 9 900 900 450
5 9 7 2 337

12725736 9" 150

c. (¥5)"(¥625)
(V) (Ve28) = (V57) (V5") = (V57) (57) -
= %/526 = 5°/55 = 5°/3125
(V5)’ (V625) = 543125
a (5) +7G-2)]
8\> 14 1 51214 5
() 5*7G-2)] =725+ 7(-3)]
51274 357 512,12—175\ 512, 163 83456
72915 7 3 _729( ) 729( ) ~ 10935

Cose
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e. (5£z+4)(37§_2>

. Para cada expresion algebraica indique el grado y clasifiquela como monomio, binomio
o trinomio.

a. 4x*y+3
Tercer grado. Binomio.
b 2+4x3+4

Tercer grado. Binomio.

5
Cc. =X
6

Primer grado. Monomio.
d. x*+5x+6
Segundo grado. Trinomio.
€. %xy + x3y?
Quinto grado. Binomio.
. Calcule el valor numérico de cada expresion algebraica para x = —=2;y = 3;z = —1
segun aparezcan estas variables en la estructura.

a. V—dx—1
J—4(-2)-1
VB—1=17
V—dx —1=7six=-2

3
X
b. =2 _5xz
3z

( ) = = =
32 ' ’ ’

c. 3x?—4xy+2yz
3(=2)%2 — 4(=2)(3) + 2(3)(=1) = 12 + 24 — 6 = 30
3x2 —4xy+2yz=30six=-2,y=3,z=—1

o,
N
I
IR

(-2) 4 2 26
___;+§__

(3) 21

N s
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3. Convierta al lenguaje simbdlico matematico las expresiones siguientes
a.

4.

S

d.

Identifique los términos que conforman cada expresion algebraica
a.

4 ox_26 .
7 y—2151x— , y=3,z=

3 [5x+1
4xy

35(=2)+1 _3|-9 3[3 3
4(=2)(3)  J-24 |8 2

3 5x+1_
4xy B

V3
- six=-2,y=3,z=-1

La edad de Leonor es el décuplo de la edad de Valentina.

x = Edad de Leonor
y = Edad de Valentina
x =10y

Las ganancias esta semana fueron cuatro quintas partes de las de la semana pasada.
x = Ganancias esta semana

y = Ganancias de la pasada semana

Mi nota en el examen fue el cuadruple de la nota del Gltimo examen.

4
x—5y

X = minota en este exaen

y = mi nota en el Ultimo examen

x =4y

El precio del producto se triplico esta semana.
p = Precio normal del producto

y = Precio del producto esta semana

La onceava parte de quince.

12x3 —5x + 7
Tres términos:

Vx3 + 4x

Un término:

xty
Z3
Un término:

y=3p
L 15)
11
12x3

—5x
+7

Va3 + 4x
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3 1
d. E—Exy

Dos términos:

3
5
1
2
4
e. —
x+y
Un término:
4
x+y

5. Dados los polinomios p(x) = x3 —5x2+1 q(x) = —4x>+5 r(x)=2—x
Calcule:

a. p(2)
p(2) = (2)° =5(2)* +1
=8-20+1=-11
p(2) = —11
b. q(=3)
q(—=3) = —4(-3)?2+5
=-36+5=-31
q(—3) =-31
c. r(—4)
r(-4)=2—-(-4)=2+4=6
r(—4)=6

d. p(-=1)+q(-5)
p(-1)=(-1)3-5(-1)?4+1=-1-5+4+1=-5
q(=5) = —4(-5)?+5=-100+5 = —95
p(—1) + q(-5) = -5+ (—-95) = —-100
p(—1) 4+ q(=5) = —100
e. q(2)+r(@3)
q(2) = —4(2)2+5=—-16+5 = —11
r3)=2—-03)=-1
g2 +r(3) =—-11+ (-1 = —-12
q(2) +r(3) =—-12

6. Dados los polinomios p(x) = —10x%2 +2x+4 q(x) =x?>—-3x 7r(x)=x%2-7
Efectuar:
a. p(x)+qx)+r(x)
(—10x? +2x+4)+ (x2 —=3x) + (x> =7)
=—-10x?>+2x+4+x%>—-3x+x%2-7
=—-8x2—-x-3
p(x) +q(x)+r(x) =—-8x2—x—3
b. 4p(x) + 3q(x)
4p(x) = 4(—10x2 + 2x + 4) = —40x2 + 8x + 16
3q(x) = 3(x* —3x) = 3x% — 9x
4p(x) + 3q(x) = (—40x? + 8x + 16) + (3x2 — 9x)
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= —40x*>4+8x+ 16+ 3x?> —9x = —39x%2 — x + 16
4p(x) +3q(x) = —39x? —x + 16

c. p(x)—q)

(—10x% + 2x + 4) — (x? — 3x)

=—10x%2+2x+4—x?>+3x=—11x?> + 5x + 4

p(x) —q(x) = —11x*>+5x + 4

d. p(x).q(x)
(—10x2 + 2x + 4)(x? — 3x)
= —10x* + 30x3 + 2x3 — 6x2% + 4x% — 12x
p(x).q(x) = —10x* + 32x3 — 2x2? — 12x

e. p(x).r(x)

(—=10x% + 2x + 4)(x?> — 7) = —10x* + 70x? + 2x3 — 14x + 4x? — 28
p(x).r(x) = —10x* + 2x3 + 74x% — 14x — 28
7. Efectte los siguientes productos
a. (4x3+3)(4x3+3)
=16x° + 12x3 + 12x3+9
(4x3 +3)(4x3 +3) = 16x° + 24x3 + 9

b. (y*—2)(y*+2)

=) -@?=y*-2°

2 =2)(* +2) =y* -2
c. (xy+3)(xy—3)

= (xy)* = (3)* =x%y* -9

(xy +3)(xy —3) = x?y? -9

d Bx+2)Bx+2)(3x+2)
(Bx+2)% = (Bx)® +3(Bx)%(2) + 3(3x)(2)2 + (2)*
(3x +2)3 =27x3 +54x% +36x + 8
e. (12x+5)(Bx+1)
=36x%+12x + 15x +5=36x%+27x+5
(12x +5)(3x +1) = 36x%>+27x +5
8. Factorice los polinomios
a. 5x3+ 10x?
=5x%(x + 2)

5x3 + 10x2 = 5x%(x + 2)

b. 32x2%y3 — 16x3y3 + 64x%y*
=16x2y3(2 — x + 4y)
32x2%y3 — 16x3y3 + 64x%y* = 16x%y3(2 — x + 4y)
c. x?—8x—33
x2—8x—-33=(x—-11)(x+3)

d. x?-81

x2—-81=(x+9)((x-9)
e. 125x3y + 45x%y? — 625x*y5

= 5x%y(25x + 9y — 125x2y*)
125x3y + 45x%y? — 625x*y5 = 5x2y(25x + 9y — 125x2y*)
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9. Resuelva las ecuaciones
10x—7

=12
10x — 7 = 36

10x = 43

43

* =70

b. x2—9x =-20
x> —9x+20=0
(x—4)(x-5)=0
X, =4
x, =5
c. 32—4x =12+ 2x
—4x —2x =12 - 32

—6x = —20
6x = 20
2010
T T3

d x>?+10x+24=0
(x+6)(x+4)=0
x1:_6
x2=—4

—-3+4+x2=0
x=4V3
x; =V3
x; = —V3
10. Hace 15 afios la edad de Mario era el triple de la edad de Leandro, dentro de 10 afios la
edad de Mario seré solamente el doble de la edad de Leandro ;Cudl es la edad actual de
Mario y de Leandro?
x = Edad actual de Mario
y = Edad actual de Leandro
(x —15) =3(y — 15)
(x +10) = 2(y + 10)

x—15 =3y —45
x—3y=-30

x+10 =2y + 20
x—2y=10->x =10+ 2y
10+ 2y — 3y = -30

—y =—40
y =40
x =10 + 2(40)
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x =90
La edad actual de Mario es 90 afios y la de Leandro 40 afios
2
11. Un salto largo se ejecuta seglin la ecuacion y = % - % donde y (metros) es la altura del

salto y x (metros) es la distancia horizontal recorrida. Si el atleta alcanza una altura de
0,25 metros (qué distancia horizontal recorri6?

1 5 x?
4 4 11
11 = 55 — 4x?2
4x2% = 55— 11
44

El atleta salt6 v 11 metros
12. La longitud / de una circunferencia de radio » es [ = 2xr, si la rueda de una bicicleta
tiene un radio de 0,30 metros ;cuantos giros de la rueda son necesarios para recorrer 5014

metros?
[ = 27(0,30)
_ 5014 _ 501400 50140 _ 25070
"=060n 60m  6m  3m

Se requieren aproximadamente 2660 giros

1. Exprese simbolicamente las proposiciones
a. Cuarenta y cinco es menor que cien.

45 < 100

b. Diez es mayor que ocho

10 > 8
c. Menos cuatro es mayor que menos 5

—4 > -5

d. Cero es mayor que menos dos

0>-2
e. Menos tres es menor que siete.

-3<7

2. Represente cada proposicion desde el punto de vista del otro namero
a. 3<5

5>3
b. 12>11

11 <12
c. —1>-5

-5< -1
d 11 <20

20> 11
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e. 0,5<0,7
0,7>10,5
3. Los siguientes intervalos estdn conformados por nimeros reales, expréselos mediante el
lenguaje normal.

a. [4,9]
Numeros reales mayores o iguales que cuatro y menores o iguales que nueve
b. (—o0,3]
Numeros reales menores o iguales que tres
c. (1,5
Numeros reales mayores que uno y menores que cinco
d. [-5,8)
Numeros reales mayores o iguales que menos cinco y menores que ocho
e. (3,10]

Numeros reales mayores que tres y menores o iguales que diez
4. Represente graficamente las operaciones entre intervalos
Se representa solamente el conjunto solucion el cual fue elaborado con Geogebra.
a. Con la ayuda del teclado virtual de Geogebra se escribe cada intervalo en notacion
de inecuacion por separado, por ejemplo (3,6) se escribe: 3<x<6.
b. Geogebra asigna una letra a cada inecuacion. Ultilice esas letras para escribir en la
barra de entrada la unién o la interseccion usando los simbolos de la logica
proposicional.
a. (3,6)U(10,12)

//// ///

b. [-2,10]n (5,12)

| /////////////////% |

c. (—oo,—4]N[-6, 8)

X<phn-BxxsB 68 -66 -64 -62 6 -34

d. (4,20) U[15,18]

B

e. (—o0,—30) N [—40,0)

x < -30ia -40.48 x < Q42 Y

Z.

5. Resuelva las siguientes inecuaciones y exprese su respuesta en notaciéon de conjunto,
notacion de intervalo en forma grafica.
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a. 4—6x<-3

&u

s

d. 10(x+2) 215

1
10x +20 > 15 > x > —

2
1
CS:{xER/xZ_E}
s 1 )
=|—Z 400
2
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.
7 8
32 — 35x > —392 - —35x > —424 — 35x < 424
_ 424
<735

CS—{E]R <424}
SFER/x <72

6. Resuelva las inecuaciones siguientes
a. |[4x+5|<3

—3<4x+5<3
—8<4x < -2

2<x< !
SX S )

1
CSz{xE]R/—ZSxS—E}

b X5
12
x—4<-5 x—4>5
x<—1 x=9
CS={xeR/x<—-1vx =9}
c. 3x+7211
4x+9
3x +7 3x +7—44x — 99
—-11>20- =
4x 4+ 9 4x + 9
—41x — 92
—
4x+9
41 92 =0 )2 2,24
— — — - = -~ —
X X 11 ,

9
4x+9=0—>x=—zz—2,25

Intervalo (—00, — %)
S 5 —41(-5) — 92 113
= —5H5 - = —
X 4(=5)+9 11
Intervalo negativo

9
Intervalo (— T —) i
—41(—2,245) — 92
( ) = 2,25
4(—2,245) +9
Intervalo positivo

Six =-2,245 -
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Intervalo (—%,-&-00) o
—41(0) — 92 92

400+9 9
Intervalo negativo

Six=0-

9 92
CSz{xE]R/—Z<xS—H}

d. x*—-144>0
(x+12)(x—12)=0
X, =-12; x, =12
Intervalo (—oo0, —12)
Six =-15- (-15)? — 144 = 81
Intervalo positivo
Intervalo (—12,12)
Six=0-(0)%—144 = —144
Intervalo negativo
Intervalo (12, +o0)
Six=15- (15)? — 144 =81
Intervalo positivo
CS={xeR/—x<-12Vvx =12}
e. x2—x—-20<0
(x=5kx+4)<0
Xy =—-—4% x,=5
Intervalo (—oo, —4)

Six=-5-(=5)2—-(=5)—-20=10

Intervalo positivo
Intervalo (—4,5)
Six=0-(0)2-(0)—20=-20
Intervalo negativo
Intervalo (5, +)
Six=6-(6)2—(6)—20=10
Intervalo positivo

CS={xeR/—4 < x <5}

7. Haga la grafica del conjunto solucion de las inecuaciones

a. 4x+6y =5
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c. 5—4x+y<3
it
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02

Si Pedro gana mensualmente menos de Bs 100 000 y José gana mensualmente mas de Bs
60 000. Haga una grafica del conjunto solucion de estas proposiciones.

Ganancia de Pedro = (0,100000)

Gananaa de José = (60000, +00)

R
e

. Elprecio de venta de un producto es Bs 1200, la empresa que lo fabrica tiene unos costos
fijos de Bs 12 000 y unos costos variables de Bs. 580 por cada unidad producida. Indique
cuantas unidades debe producir y vender la empresa para que tenga una utilidad de al
menos Bs. 8 000 000.
Utilidad(U) = Ingresos (I) — Costos (C)
x = unidades producidas y vendidas
[ =1200x
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C = 580x + 12 000
U <8000 000
1200x —580x — 12 000 = 8 000 000
620x <8012 000
x =12 922,58

La empresa debe producir al menos 12 923 unidades.

10. Se desea construir un edificio en un lote de terreno rectangular, el area para la
construccion es 1 200 metros cuadrados. Cuales deben ser las dimensiones del terreno si
se requiere al menos 400 metros cuadrados para areas verdes y servicios y uno de los
lados esté limitado a 35 metros.

Area del terreno = 35x
35x > 1200 + 400
35x > 1600
x = 4571
El terreno debe medir 35 m de ancho y al menos 45,71 metros de largo.

1. Dadas las funciones siguientes:

2
fX)=4-7x gx)=x3-2x>+4 h() _X 4__:1%1
Calcular las imégenes:
a. f(2)
f(2Q)=4-72)=4-14=-10
f(2)=-10
b. g(-3)
g(=3) =(=3)3—2(-3)2+4=-27-18+4 = —41
g(=3) = —-41
c. h(=2)
(-2)2+11 15
D=y =3 =5~
h(=2) =-3
d. h(4)
@411 27
h(4) = @_3 1%
h(4) =27
e. g(10)

g(10) = (10)® — 2(10)? + 4 = 804
g(10) = 804

2. Represente a cada lista de puntos en un sistema de coordenadas cartesianas
a. listal = {(0,1),(2,1),(3,1),(4,1),(9,1)}
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d.

listad = {(—3,-4),(-1,-2),(1,1),(3,3),(7,12)}

A: (0, 1) B:(2,1) c:3 1 D4, 1) E (9 1)
19 [ ] L] @ ®
b. lista2 = {(-8,20),(—4,8),(-2,2),(3,10),(7,16)}
..-t\: (-8, 20 I
.E.h'r 16)
B (-4 ;? | i
L
C. llSta3 = {(2!4)! (315)1 (416)1 (8!9)! (12)15)}
iy E: (12, 15)
L]
i D: (8 9)
@
C. (4.6
& L J
.ﬁ (3, 5)
L ..-“«: (2, 4)
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c.

lista5 = {(12,25),(22,50), (33,70), (42,85), (110,90)}

100
E: (110, 80)
% D (42, 85) -
L]
&
C: (33, 70
i [ ]
61
B (22, 50)
52 L
4
k]
A (12, 25)
®
i
10
a | 10 20 Y 40 50 i 70 80 9 100 110 10 120 140
3. Dada la funcion f(x) = x% + 11x + 30, determine
a. Dominio
Domf(x) =R

b. Cortes con el eje x

C.

y=0-x2+11x+30=0
(x+5)(x+6)=0
x = —5 punto (-5,0)
x = —6 punto (—6,0)

Cortes con el eje y

x =0 -y =30 punto (0,30)

d. QGrafica de la funcion
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% 20 15

3
x°+4x .
determine

4. Dada la funcion g(x) = —
a. Dominio de la funcién
Domg(x) = R — {3}
b. Cortes con el eje x
y=0-x3+4x=0->x(x>+4)=0
x = 0 punto (0,0)
x? = —4 Sinrespuestareal
c. Cortes conelejey

x =0-y =0 punto (0,0)
d. Utilice software para hacer la grafica e indique las asintotas y el rango de la

funcion.
Rgog(x) =R
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5. Construya la grafica de la funcion f(t) = 45e %901 y determine su dominio y su rango.

45 ¢ il (0, 45)

-500 =400 -300 -200 -100 0 100 200 300 400 500 600 700 800

Domf(t) =R
Rgof(t) ={y eR/y >0}
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6. Construya la grafica de la funcién g(x) = tang(1 — 3x2).

05

7. El valor futuro de una inversion Ve se determina asi:
Ve = LA+

Donde V,, es el valor presente, i es la tasa de interés expresada en decimales del cero al 1.
n es el namero de periodos.
(Cuanto recibira una persona que invierte Bs. 1000000 en deposito a plazo fijo por dos
afios, si se le reconoce una tasa de interés de 24% anual?
V; =1000000(1 + 0,24)?
Vy =1000000(1,5376) = 1537600
La persona recibe Bs 1537600 al final del segundo afo.
8. Una computadora se compra en Bs. 2000000 y desde el momento de su compra se
empieza a depreciar segin la funcién V = 2000000e %9994t ¢on ¢ expresado en dias.

Indique el valor de la computadora a los 2 afios de su compra.

365 dias )
2 aihos —— = 730 dias
1 afno

V = 2000000 ~%0004(730) = 1493537,07
Luego de dos afios el valor de la computadora es Bs 1493537,07.

9. Se va a construir un depdsito subterraneo para almacenar agua potable, el largo debe ser
1 metro y el ancho 0,8 metros; hay libertad para la profundidad siempre que sea entre 1
metro y 2 metros. Construya expresion para la funcion del volumen del depdsito ;Cual
es el dominio de la funcion?

Largo =1=1
Ancho =a=0,8
Profundidad =y

454



Volumen =V = 0,8y
V =108y
DomV ={yeR/1<y<?2}

10. La funcién de ingreso mensual de una empresa es I(x) = 4x3 — 3x2 + 5x donde x son
las unidades producidas y vendidas. Determine el ingreso mensual si se producen 100
unidades, construya la grafica de la funcion.

Six =100 - I(100) = 4(100)3 — 3(100)% + 5(100)
4000000 — 30000 + 500 = 3970500
El ingreso mensual es Bs 3970500 cuando se producen y venden 100 unidades.
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