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Este capitulo se estudiaran: CONJUNTOS NUMERICOS: Conjunto
inductivo, Conjunto de los numeros enteros positivos, Conjunto de los
numeros enteros negativos, Conjunto de los numeros enteros, Conjunto
de los numeros racionales o fraccionarios, Conjunto de los numeros
primos, Conjunto de los numeros irracionales, Conjunto de los numeros
reales, Propiedades de los numeros reales, Minimo comun multiplo,
Maximo comun divisor, Numeros coprimos. OPERACIONES EN #: Suma,
resta, multiplicaciéon y division de numeros reales, aplicaciones de los

numeros reales.
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CONJUNTOS NUMERICOS

Definicién 1: Un conjunto S se dice que es inductivo si cumple con

las siguientes condiciones:
1. 1eS
2. SiseS=>s+1eS

Por medio de la definicion anterior definimos el numero 1,
tomando s=1 y aplicando la segunda propiedad (1 + 1) definimos el
numero 2 y otra vez por la propiedad 2 obtenemos (2 + 1) y lo llamamos

3 y asi sucesivamente:

3+1=4
4+1=5
n-1+n=n
El conjunto formado {1, 2, 3, 4, ...... n -1, n, ......} recibe el nombre

de los enteros positivos y lo denotaremos zZ'.

Definicién 2: Un conjunto se dice que es denso o cerrado con

respecto a una operacion, si para cada par de elementos del conjunto se
tiene que al realizar dicha operacion el resultado queda dentro del

conjunto.
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Si queremos saber si el conjunto Z* es cerrado con respecto a la

adicion tenemos que ver si se cumple la definicion de densidad. Va,

beZ" = a+beZ', vemos que siempre esto es cierto y de igual manera Va,

beZ" = axbeZ*, por lo tanto, el conjunto Z* es cerrado con respecto a la

adicion y el producto, como este conjunto no es cerrado para la

sustraccion ya que Va, beZ'* = a - bgZ', entonces formamos el

conjunto de los enteros negativos que se define como Z=-Z*, es decir,

Z'={1,2,3,..}yZ={.... -3, -2, -1}.

Definicion 3: Se define el conjunto de los numeros enteros

negativos como aquel conjunto que esta constituidos por el conjunto de
los enteros positivo pero con signo contrario, e.i. Z'={....... , =3, -2, -1}.
Definicidon 4: Se define como el numero cero {0} al punto medio de

los numeros pertenecientes a z y Z, es decir,

{03={(-1, 1), (-2, 2), (3, 3), weveery ("N, N, ceverrrrerarenenn }.

Definicion 5: Se define el conjunto de los ntimeros enteros como

aquel conjunto que esta unido por los tres conjuntos formados

anteriormente, y lo denotamos por Z, es decir: Z=zuz* U{0}, este conjunto

es cerrado para la adicion, producto y sustraccion, pero no es cerrado
para el cociente, es por ello que tenemos que formar un conjunto donde
el cociente este bien definido y este conjunto es el que definiremos a

continuacion.
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Definicion 6: Se define el conjunto de los numeros racionales o

fraccionarios como el conjunto de numeros cuyo cociente es el conjunto

de los numeros enteros sobre la uniéon de los enteros positivo y los
enteros negativos y este conjunto lo denotaremos por Q, es decir,

z . . .
Q=7+, al realizar este cociente siempre resulta que queda una

Z Uz
cantidad decimal peridédica, es por ello que este conjunto también se
puede expresar como: Q=z,abcd........ donde z, a, b, c. son numeros
enteros, es decir, z, a, b, ¢, d,.....eZ. Cuando el numero que se repite es el

cero no se coloca, es decir, queda tacito, cuando los numeros son

distintos del cero se le coloca una raya arriba del periodo, ejemplo: §=4,

. 1 .
no hace falta colocar el cero, ejemplo: 5-0,33...., como el numero que se

repite es distinto de cero, se tiene que escribir 0,3; el caso de
; =0,571428571428......... =0,571428

Definicién 7: Un numero entero se dice que es primo si este posee
cuatro divisores, y lo denotaremos por: P(®)={*2, *3, 5, 7, #11 #13 ...}y
definiremos al conjunto de los numeros enteros que tienen mas de
cuatro divisores como compuestos este conjunto estda formado
por: {4, 6, * 8, 9 +10, ¥12, ...... }

Nota: Como el numero 1 y 0 fueron definidos de manera especial

estos no son ni primos ni compuestos.
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Definicién 8: Sea a un numero primo y n un numero entero, es

decir, aeP(®) y neZ, entonces, se define geQ como aquel conjunto de
nimero que se puede expresar de la manera siguiente: g=a" que es otra

forma de definir a los niumeros racionales o fraccionarios.

Definiciéon 9: Si en la expresiéon g=a"™ Vng¢Z, este conjunto de

numeros recibe el nombre de numeros irracionales y tienen la

particularidad de que nunca dejan una cantidad decimal peridédica, es

decir, es el complemento del conjunto de los numeros racionales y lo

m
denotaremos por Q'y sus elementos tienen la forma p=b'm/Irl o rI\/b , con

peQ’. Por ejemplo: 5% = ?/57’
Dénde:
J :Radical
b: Cantidad sub-radical
m: Potencia de la cantidad sub-radical
n: indice del radical

Nota: es racional si neZ
g=a"
es irracional si ngZ

Como numeros irracionales tenemos el conjunto de raices que no
son exactas. El conjunto de los numeros racionales (Q) es cerrado con

respecto a la adicidn, sustraccion, producto y cociente ya que Va, beQ
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a . . . .
= a+b, a-b, ab. EGQ' El conjunto de los numeros irracionales es

cerrado solamente para la adiciéon, ya que:

Va,beQ' = a-beQ’, a.beQ’. EﬁQ'.

Ejemplo: a=\/5, b=\/§, c=+/2 se tiene a.c¢Q'ya-c=0¢Q', a,

1

beQ'y ab=4¢Q"a, beQ'y §= Q"

F =N

Definicion 10: Se define el conjunto de los numeros reales ()

como la unién del conjunto de los niumeros racionales con el conjunto de

- . . . [ . -
los numeros irracionales, es decir; #=QUQ . El conjunto de los numeros

reales es cerrado con respecto a las operaciones de adicién, sustraccion,

producto y cociente ya que: Va, be# = a+bef, a-be#, abeHy Ee.%

Representacién grafica del conjunto de los numeros reales.
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Fig. 1

Representacién en la recta de los conjuntos numéricos.

< Z z R

« , >
0

< Q | Q" >
0

‘ Q- , Q” .
0

< R T ER+ >
0

Fig. 2

Definicién _11: Definiremos al conjunto de los numeros reales

ampliados, como conjunto de niumeros reales acotados por los simbolos

10 y que cumple con las siguientes condiciones:
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to0 £ K= +o0

00, K= %0
K _
+ oo
O oo
K
5 =t
0

Donde K es un numero real cualquiera distinto de 0.

La recta real ampliada se representa:

% | R

=00 I =00

0 Fig. 3
Propiedades de los numeros reales

Propiedades de la adicion

Asociativa: Va, b, ce # se tiene,(a + b) + c=a + (b + c), es decir, la
operacion suma esta definido nada mas para sumar dos
elementos, si en una operacidon existen mas de dos elementos,
operamos primero dos y el resultado lo operamos con el tercero y
asi sucesivamente si hay mas de tres elementos.

Ejemplo: a.- (4 + 6) + 5=10 + 5=15=4 + (6 + 5)=4 + 11=15;

(\/§+\/3_)+\/§=\/§+(\/§+\/§)

Conmutativa: Va, be % se tiene, a + b=b + a, es decir, el orden de

los factores no altera el sumando.

Ejemplo: a.-3+5=5+3=8
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V2+43=43+42

Elemento neutro o neutro aditivo: Vac %, Jec%la + e=e + a=a, es

decir, en % existe un elemento que sumado a cualquier numero
real deja a este invariante, este numero es el cero (e=0).

Ejemplo: a.-4 + 0=0 + 4=4

V2 + 0=0 + V2=12

Elemento simétrico o inverso aditivo: Vae%, 3 alefla + a'l=a' +

a=e=0, = a' + a=0 = a'=-a, es decir, en % todo numero tiene un
simétrico que al sumarlo a su opuesto me da el cero, a a’, se le

llama inverso aditivo.

Ejemplo: a.-5 + (-5)=(-5) + 5= 0
V2 - V2=-J2 + J2=0

Propiedades del producto

Asociativa: Va, b, ce# se tiene, (axb)c=a(bxc), es decir, como el
producto es una suma en serie y la suma esta definido nada mas
para sumar dos elementos, el producto de igual manera esta
definida para operar dos elementos, operamos los primeros dos y el
resultado lo operamos con el tercero y asi sucesivamente si hay mas
de tres elementos.

Ejemplo: a.- (4:6)5=24.5=120=4(6.5)=4.30=120

(V2:/3)V/5 = V2(V3:/5) = V6:/5 = v2:1/15 = /30 = V30

Conmutativa: Va, be % se tiene, a.b=b.a, es decir, el orden de los

factores no altera el producto.
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Ejemplo: a.- 3:5=5.3=15
b. v2./3=13/2=46

7. Elemento neutro o neutro multiplicativo: Vac %, Jec 9ilae=e«a=a, es

decir, en R existe un elemento que multiplicado a cualquier
numero real me deja a este invariante, este numero es el uno (e=1).
Ejemplo: a.- 41=1.4=4

b. 1+2=+v21=12

8. Elemento simétrico o Elemento inverso _multiplicativo: Vaef,

1 . .
Ja'le fla.a'=a.a=e=1 = a.a=1 = a'=—, es decir, en # todo niumero
a

tiene un simétrico que al multiplicarlo a su opuesto da como

resultado el niumero uno, a a! se le llama inverso multiplicativo.

1 1
Ejemplo: a.- 5.—=—.5=1
jemp 5 5

1
b.\/_\/_\/_\/_1

9. Distributiva: Va, b, ce % se tiene: a(b + c)=a.b + axc=b.a + cxa=(b + c)a.
Ejemplo: a.- 5(4 + 3)=5:4 + 5.3=20 + 15=35=(4 + 3)5=7.5=35
V2(V3 + V5)=v24/3 + V2:/5 = V32 + VB2 = (V3 + JVB)W2EI

emento absorbente: Vac %, 30 #/0a=a0=0, es decir, en % todo numero al

multiplicarlo por el cero es absorbido por este.

Definicién 12: Un conjunto que posee las propiedades 1, 3 y 4

recibe el nombre de Grupo y si ademas posee la propiedad 2 recibe el

nombre de Grupo Abeliano o Grupo conmutativo. Un conjunto que posee
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las propiedades 5 y 7 recibe el nombre de Anillo y si ademas posee la

propiedad 6 recibe el nombre de Anillo Abeliano o Anillo conmutativo y si

ademas posee la propiedad 8 recibe el nombre de Anillo con elemento

unidad. Un conjunto que posee las propiedades 1, 2, 3, 4,5,6,7,8 y9

recibe el nombre de Campo o Cuerpo, lo que quiere decir, que el conjunto

de los niumeros reales es un Campo o un Cuerpo.

Definicion 13: En la recta real diremos que un numero es menor

que (<) [mayor que (>)] si este se encuentra a la izquierda de este (si este

se encuentra a la derecha de este).

10.

11.

12.

Ejemplo: a.- 5<7 y 9>7
J2<J3y5>43

Ley de Tricotomia: Va, b, ce % se cumple nada mas que una de las

siguientes condiciones:

a=b

a<b

a>b

El conjunto de los numeros reales es una relacion de orden, ya que

cumple con las propiedades reflexiva, antisimétrica y transitiva:

Reflexiva: Vae # se tiene que a=a.

Antisimétrica: Va, be ¥ se tiene que si a<b y b<a = a=b

Transitiva: Va, b, ce # se tiene que si a<b y b<c = a<c

Otras propiedades de los reales

Va,bef# dceHl siasb=>a+c<b+c



13.

14.

15.

16.

17.

18.

Ejemplo: a. 5<7 =>5+3<7 +3 = 8<10

V2 <3 =2 +1<4/3 +1

Va, be #, Ace ' si a<b = a«c<bxc

Ejemplo: a. 5<7 = 5.3<7.3 = 15<21

V2 <3 = J2/8 </3:/8 V16 <24 = 4 <26
Va, be#, Ace 9/ si a<b = axc>b.c

Ejemplo: a. 5<7 = 5(-3)>7(-3) = -15>-21

V2 <3 = J2(-/8) >3 (-/8) =>-J/16 > /24 = -4>-26

Va, be#, Ice R/, sia<b = 1 > %
a

Ejemplo: a. 5<7 = 1/5>1/7

2<3 = % > %

Vae % se tiene que a%>0 Si a=0 =a2=0
Ejemplo: a. 2% =4>0 (-2)% =4>0

(V2)? =2 y (2)* =2

Va, be #, se tiene que (a + b)2 >a® + b?
Ejemplo: (3 + 5)%>3% + 5% = 82 =64>9 + 25=34

Va, be # se tiene que si a:b=0 = a=0 o b=0
Ejemplo: a. 2.0=0.2=0
V2.0 =02 =0

27
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19. Va, be # se tiene que si axb<0 = (a<0 A b>0) o (a>0 A b<0)

Ejemplo: +(2:3)<0 = (-2<0 A 3>0) o (2>0 A -3<0), es decir,
(-2)3= 2(-3)=-6;
20. Va, be % se tiene que si axb>0 = (a>0 A b>0) o (a<0 A b<0)

Ejemplo: 2.3>0 = (2>0 A 3>0) o (-2<0 A -3<0), es decir, 2.3= -2(-3)=6

n
21. Va,bef, IneR/(ab)" =a"b"y (3)"=a—
b’ bn

Ejemplo: (2:3)%=62=36 =22.32=4,9=36

an

22. Va,bef In,mefaNaM=a"*My b—m=a" -m
3
Ejemplo: 22.23=4.8=32=2° y §—2 =% =21=2

23. Va,be#, Ineg(@")™m =a™Mm
Ejemplo: (22)3=43=64=22x3=26=64

Definicidon 14: Se define el minimo comun mdltiplo de dos numeros

enteros a y b m.c.m(a, b) como el menor niumero que es dividido por
estos exactamente, este numero se consigue descomponiendo a (a y b)
en sus factores primos y luego se multiplican los niumeros comunes y no

comunes con su mayor exponente.

Ejemplo: Hallar el m.c.m(30, 50), se descomponen los numeros 30 y
50 en factores primos, es decir: 30=2.3.5 y 50=2,52, luego tenemos que

multiplicar los nimeros comunes y no comunes con su mayor exponente,
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en este caso: m.c.m(30, 50)=2x3x52=150, fijese que %=5, %=3, note

que existen otros numeros que son divididos por 30 y 50 como son:
{300, 450, 600, .....}, pero el menor que cumple con esta condiciéon es el
numero 150.

Definicion 15: Se define el maximo comun divisor de dos numeros

enteros a y b M.C.D(a, b) como el mayor numero que divide a estos
numeros exactamente, este numero se consigue descomponiendo a (ay
b) en sus factores primos y luego se multiplican los niumeros comunes

con su menor exponente.

Ejemplo: Hallar el M.C.D(30, 50), se descomponen los numeros 30 y
50 en factores primos, es decir: 30=2.35 y 50=2,52, luego tenemos que

multiplicar los nUmeros comunes con su menor exponente, en este caso:

M.C.D(30, 50)=2,5=10, fijese que %=3, %=5, note que existen otros

numeros que dividen al 30 y 50 como son: {1 y 5}, pero el mayor que
cumple con esta condicion es el numero 10.

Definicion _16: Se dice que dos numeros enteros son coprimos

entre si, si su maximo comun divisor entre ellos es el nimero uno, e,i,
sean Va, beZ*, si M.C.D(a, b)=1 = a y b son coprimos entre si.

Ejemplo: los numeros 5 y 12 son corrimos entre si porque

M.C.D(5, 12)=1
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Definicion 17: Se define la suma de dos numeros racionales

como: M Va, ceZy Vb, deZ'UZ+, donde b«d es el m.c.m(b,

d bxd

Q
(e}

— +
b

d) y axd + b«c es el resultado de dividir cada uno de los miembros del
denominador entre el m.c.m y luego multiplicado por cada uno de los

miembros del numerador.

7 _48+35 83
12 60 60

) 4
Ejemplo: sumar 5 + , para este resultado se

obtuvo el m.c.m(5,12)=60, luego se dividid %=12 y este resultado se

multiplicé por 4, resultando 48, asi mismo se dividié %=5 y este
resultado se multiplicé por 7, dando como resultado 35 al sumar 48 +

35=83, por lo tanto, el resultado es: g

Definicion 18: Se define la resta de dos ntimeros racionales

o0

a
b

de la misma manera que la suma pero utilizado el signo menos «-» en vez

del signo mas «+».

7 =48—35 :E, para este resultado se

Ejemplo: restar i
) 5 12 60 60

obtuvo el m.c.m(5,15)=60, luego se dividiod %=12 y este resultado se

multiplicé por 4, resultando 12, asi mismo se dividié %=5 y este
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resultado se multiplicé por 7, dando como resultado 35, al restar
13
48 - 35=13, por lo tanto, el resultado es: 0"

Definicion 19: Se define el producto de dos numeros racionales

axZ, Va, ceZ y Vb, deZ‘UZ"', luego a este resultado se le

c
x— Como
d

T|lo

X

extrae el M.C.D(a. c, b. d) y se divide cada uno de ellos entre M.C.D, e,i, el

resultado final son dos nimeros coprimos entre si.

Ejemplo: Multiplicar gxgzg, como el M.C.D(36, 24)=12,

X

dividimos % =3y %=2, luego el resultado de multiplicar

RIEN
o0 | ©
N W

Definicion 20: Se define el cociente de dos numeros racionales

a c¢ axd
— +— como

b d b.c

, VaeZ y Vb, c, dezZUZzZ", luego a este resultado se le

extrae el M.C.D(a.d, b.c) y se divide cada uno de ellos entre M.C.D, e,i, el
resultado final son dos nimeros coprimos entre si.

Ejemplo: Dividir %—g = i—;, como el M.C.D(27, 32)=1, dividimos 27

y 32 entre 1 y luego el resultado de dividir %—g = 27

32°

Definicion 21: Para sumar o restar dos numeros irracionales, se

simplifican los radicales dados (numeros enteros), es decir, se
descomponen las cantidades sub-radicales en sus factores primos, luego
se reducen los radicales semejantes y por ultimo se escriben los nimeros

irracionales no semejantes con su propio signo.
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Ejemplo: Realizar la siguiente operacion:

/900 +/972 — /2352 — /882

Solucién: se descomponen las cantidades sub-radicales en sus

factores primos:

900=2332,5%; 972=223%  2352=243.72 y 882=2.32,72, e.i.
J900 = V23x3%x52 =30+/2; /972 =V22x3° =18./3; /2352 =2*x3x7% =
303 y V282 =2.32x72 =212,

/900 + /972 — /2352 — /882 =302 + 18+/3 —28./3 —21./2 =942 -10/3.

Definicion 22: Para multiplicar dos numeros irracionales, existen

dos casos:

1.

Si tienen el mismo indice: se multiplican las cantidades sub-

radicales y se deja el mismo indice, e,i

Ya.Yb =a'MbV"=(ab)="/ab

Ejemplo: 32.3/15 —2183,513=(2,5)13=3/30

Si tienen distintos indices: se busca el minimo comun indice, se
divide este minimo comun indice entre cada indice de los niumeros
involucrados y se multiplica por la potencia de las cantidades sub-

radicales y por ultimo se simplifica.

Ejemplo: 3{/9a sz</27ab 2 _ (3232xb)1l 3x(33'<1|02)1l4=

1%/(32a2b)4(33ab2)3 =12/317 411,10 _312/35 11,10
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Definicién 23: Para dividir dos numeros irracionales se emplean los

siguientes pasos:
1.  Si tienen el mismo indice: se coloca el mismo indice y se dividen las

cantidades sub-radicales.

2
Ejemplo: ‘/3 a*h 1/
\/27ab 3%ab?

2. Si tienen distintos indice: se busca el minimo comun indice y se

divide este indice entre cada indice de los numeros involucrados y
se multiplica por la potencia de las cantidades sub-radicales y por

ultimo se simplifica.

39a2

8 5
Ejemplo: b o (92 *b)* = 1§/ﬂ _12] @
_‘Q/yab (27ab2)3 3923p° | 3p2

Definicion 24: Se define la racionalizacion como el proceso de

convertir una fraccion cuyo denominador es irracional en una fraccién
equivalente cuyo denominador sea racional (eliminar del denominador el
signo radical, ver propiedad del elemento neutro e inverso del producto

de nameros reales).

Eiemplo: 3 :3?/9a2b:?/9a2b
3922  9a’b  3a’b

: .3 3(/3+42)
Ejemplo: \/5_\/5_(\/5_\/5)(&+\/5)—3(\/§+\/5.)

se obtiene el neutro multiplicativo a partir del conjugado del

denominador, e.i. cambiando el signo de la operacién en el denominador.
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EJERCICIOS RESUELTOS

1. La Comercial Alirio gané en el aino 2.008, Bs. 69.195.600, en el aio
2.009 Bs. 30.441.850 mas que en el aino 2.008, en el afio 2.010 Bs.
Tanto como lo que se ganoé en el afio 2.008 y el aino 2.009, en el aiho
2.011 tanto como en los tres afnos anteriores y en el aifo 2.012 Bs.
26.092.400 mas que lo que se ganoé en el afio 2.009 y 2.011. ;Cuanto
se gano en los cinco aifos la Comercial Alirio?

Solucién: analicemos las ganancias por ainos:
2.008 — Bs. 69.195.600
2.009 — Bs. 69.195.600 + Bs. 30.441.850= Bs. 96.637.450
2.010 —» Bs. 69.195.600 + Bs. 96.637.450= Bs. 168.833.050
2.011 > Bs. 69.195600 + Bs. 96.637.450 + Bs. 168.833.050=
Bs. 334.666.100
2012 > Bs. 26.092400 + Bs. 96.637.450 + Bs. 334.666.100=
Bs. 457.395.950.
Luego se gano en los cinco aios la cantidad de Bs. 1.126.728.150
2. Me gané Bs. 2.500 en una rifa y ahora tengo Bs. 5.634 Si Juan tiene
Bs. 936 menos que yo, y Maria Bs. 893 menos que Juan y yo juntos,
¢Cuanto dinero tenemos entre los tres?
Solucién: analizaremos por persona:
Yo: Bs. 5.634
Juan: Bs. 5.634 - Bs. 936= Bs. 4.698

Maria: Bs. 5.634 + Bs. 4.698 — Bs. 893= Bs. 9.439
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.. entre los tres tenemos Bs. 19.771
3. Pedro tiene Bs. 139.750, José el doble de lo que tiene Pedro, menos
Bs. 34.400 y Juan tanto como Pedro y José juntos mas Bs. 38.700. si
entre los tres se gastan Bs. 266.600, ;Cual es el capital comun que
queda?
Solucién: analizaremos por persona:
Pedro: Bs. 139.750
José: Bs. 2x139.750 - Bs. 34.400= Bs. 245.100
Juan: Bs. 139.750 + Bs. 245.100 + Bs. 38.700= Bs. 423.550, .. entre los tres
tenemos Bs. 808.400, a esto le restamos lo que gastamos e,i, Bs. 266.600,
el capital que nos queda sera: Bs. 808.400 - Bs. 266.600, que es
Bs. 541.800
4. Si compras 142 libros por Bs. 915,90, si vendes cierta cantidad de
libros por Bs. 709,50 a Bs. 10,75 cada uno. ;Cuantos libros te
quedan? y ;jcuanto te ganaste en cada uno de los libros que
vendiste?
Solucién: aplicando la definicion de proporcion tenemos:

142 1 _ 915,90

= = X = x=6,45, cada libro costé Bs. 6,45, ahora
915,90 x 142

volvemos aplicar la proporcion para obtener la cantidad de libros que

10,75 _1 _ _709,50

= = = Xx=66, .. vendi 66
709,50 x 10,75

vendi por Bs. 709.500, i.e.,

libros y quedan 142 - 66=76 libros y me gané por cada libro 10,75 —
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6,45=4,30, me gané por libro Bs. 4,30 y tuve una ganancia de Bs. 66x4,30=

Bs. 283,80

5. ¢Cual es la menor capacidad de un estanque que se puede llenar en
un numero exacto de segundo por cualquiera de tres llaves que
vierten: los primeros 4 litros por dos segundos, la segunda 60 litros
en cuatro segundos y los terceros 96 litros en seis segundos?

Solucién: para obtener la solucién hallamos m.c.m(4, 60, 96) y para
eso descomponemos en sus factores primos a los numeros 4=2.2,
60=2,2,3:5 y 96=2,2.2.2,2,3, .. m.c.m(4, 60, 96)=25.3.5=480, luego la menor
capacidad del tanque es de 480 litros.

6. José camina un numero exacto de pasos andando 6,50 mts. 8 mts. y
10 mts. ¢ Cual es la mayor longitud posible de cada paso?

Solucién: pasamos los metros a centimetros y Iluego
descomponemos los centimetros en sus factores primos y obtenemos el
M.C.D(650, 800, 1000), que es el resultado que nos piden. 650=2.5.5.13,
800=2,2.2.2.2.5:5, 1000=2.2.2.5:5:5, luego el maximo comun divisor de los
tres numero sera: M.C.D(650,800.1000)=2,5:5=50, .. la mayor longitud
posible de cada paso sera de 50 cm.

7. Resolver:

a) 1+ 11
2+ —
2
Solucion: 1+ 1 =1+1=1+£,:. IasoluciénesZ
—_ 1 5 5 5
2+ — 2



b) 9- 6
7_
4
T
3_—
2
Solucion:
9- 8 =9 - 8 =9- 8 =9- 8 =9— 8 =
6 6 6 6 30
7 - 7- 7- 7T—— 7-—
4 4 8 17 17
5- 5-— 5—— —
1 5 5 5
. el
2 2
Q—L:Q—;=9+E,:. la solucion es ——
_%9 ;- 6 89
1
3
2
3
0.2x§
© |73
7x7
3 5
3 3
0.2xZ 1,(3 3 3
o 3 -5 3 - 2x3x5 2 . .
Solucién: = = =|—1|,., la soluciéon
1x§ 13 3:3:3 3
3°5 35
8
es —
27
- ~4
2
3
(3)
d) 2723 2 4
"2)6)
— 2 9 —
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Solucion:

= -4

)

.. la solucion es

e) (:m(%%}(m)

Solucion:

2:/10x %F_. 5af_§V2 3.5

ﬂaoo

4 ﬂz ;xs 2

3¥2"s 2J__{5%f_j (QEEE}:EQEB

f) ( 2 3JZ)+(JZ§§§§XQEZJ

Solucion:

B

2./3J4

\/ 4::’/—x§/_

" 34
22
T4 12 16 12 32 24
3 2223 2
23 4| 16 8 12 16 4
332 3 33 2
38
| 23 |
16.777.216
81
6 8 4 4
8 4
___1% 5 .2.3,5 _512[8 4 _
2 6 4 6 4
2 .3 .5
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VW22.3V22  ({V24.32,22 §/26.32 | 218.36
B 224,34,2,212,34

24 6 -
2639258233 (Y4222 34,2,825.3 V2243428233

(m j +[ 4%x§/ﬂj 1 27,32

1
237,32 224517 3224057 322
[ 234 j + [\/43\/3‘\‘/5 x824 J =%24\/27x322

8. Racionalizar:

1

a ——
5a\/25x3

Solucion: 1 = 1 X = Jx
. 3 X _ 25
5a\/25x 25ax/x  /x ax
b) Ja+b-+va-b
Ja+b +\/a—b’

Solucién: aplicando la formula Ix + ﬁ = \/f;)\’/_, donde x=a + b
X -y

Ja+b-yJa-b +Ja+b-Ja-b
Jat+b+Ja-b a+b-(a-b)
va+b-va-b

e y=a- b, tenemos que:

Jatb-Ja-b (Ja+b-+a-b)Jatb-+a-b) a+b-2/a-b-(a-b)
Jatb+Ja-b 2b B 2b

:\/a+b—\/ -b 2b-2Ja-b b-va-b
Ja+b++Ja-b 2b b
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EJERCICIOS PROPUESTOS

1. ¢Cuando la suma es igual a los sumandos?

2. Sip eslasuma de p sumandos. ;Cuales son los sumandos?

3. Escribir la suma 12 + 15 + 17 de tres modos distintos aplicando la
propiedad asociativa

4. Escribir la suma 3 + 5 + 7 + 9 de 6 modos distintos aplicando la
propiedad asociativa

5. ¢Qué alteracion sufre una suma si un sumando aumenta 6 unidades
y el otro aumenta 8?

6. m+n=52. ;Cual serala suma si m disminuye 4 y n disminuye 6?

7. x+y+2z=1.046. ;Cual seralasuma (x+5)+(y—8)+z+9)?

8. Un sumando disminuye 6, otro 4, otro 7 y otros tres aumentan cada
uno 5. ;Qué le sucede a la suma?

9. ¢Cuanto costé un televisor que al venderse por Bs. 1632 deja una
pérdida de Bs. 2567

10. Después de vender una casa, se registré una pérdida de Bs. 57.312,
presté Bs. 36.100 y me quedé con Bs. 27.331. ; Cuanto me habia costado
la casa?

11. Hallar la edad de un padre que tiene 15 anos mas de la suma de las
edades de 4 hijos que tienen, el cuarto 3 anos, el tercero 1 ano mas que
el cuarto, el segundo 3 afios mas que el tercero, y el primero tanto como
los otros tres juntos.

12. Si ganara Bs. 1.008 menos al mes, podria gastar Bs. 630 en articulos
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del hogar, Bs. 720 en manutencion, Bs. 3.234 en comida, Bs. 1.062 en el
colegio de mi hijo y podia ahorrar Bs. 5.760 al mes. ; Cuanto gano al mes?
13. ¢Por qué la resta se empieza por la derecha y no por la izquierda?
14. Si del minuendo se resta la diferencia y de esta resta se quita el
sustraendo. ¢ Que nos queda?

15. 56 + n=81. ;Qué numero es n?

16. x-y=5yx+y+5=12. ; Qué numero es y?

17. Si el minuendo es 342 y el resto 156. ; Cual es el sustraendo?

18. Si recibiera Bs. 260.000 podria comprarme un carro de Bs. 1.008.000.
¢Cuanto tengo?

19. El menor de 2 numeros es 12.304 y la diferencia entre ambos es
1.897. ¢ Cual es el numero mayor?

20. Juan tiene 15 anos; Pedro 2 anos mas que Juan, José 5 anos menos
que Juan y Pedro juntos, y Carlos 9 afios menos que los 3 anteriores
juntos. ;Cual es la edad de Pedro, José y Carlos?

21. Resolver:a.(14+5)-(6-4+4)+(6-4 +2)

b. [300+(2-5)-9-3]-(5-4)

c. 8 +[9-{6—(5-4)}]+14-{11-[T-(3-2)]}

d 250-[(6+4)-(3—-1)+2]+{16-[(8+3)-(12-10)]}

e. Sixy=3x. ¢Cuanto vale y?

f. Expresar en forma de suma los de los productos: xy, 4x8

g. 500+6(3+1)+(8—-5)3-2(5+4)

h. 800+ {20 — 3x4 + 5[18 — (6 — 1)3 + 4(5 — 2)]}



42

i. (5x4x3)+(15-3)+18 + (11 -5)5

j- 500-{(6-1)8+4x3+16+(10-2)} -5

22. Compré 115 caballos a Bs. 12.600 cada uno; 15 se murieron y el
resto los vendi por Bs. 14.400 cada uno. {Gané o perdi y Cuanto?

23. ¢Qué alteracion sufre el producto 80x5, si el 80 se multiplica por 4 y
el 5 se multiplica por 16?

24. Si al dividir x entre 109 el cociente es el doble del divisor, ;Qué
numero es x?

25. Se reparten Bs. 1.315.800 entre varias personas en partes iguales y a
cada una le tocan Bs. 77.400. ; Cuantas eran las personas?

26. Uno de los factores del producto 840 es 12. ; Cual es el otro factor?
27. ¢Por cual numero hay que dividir a 15480 para que el cociente
sea 15?

28. Compro 42 libros por Bs. 22.680 y se venden cierto numero por Bs.
17.100 a Bs. 900. ;Cuantos libros me quedan y cuanto gané en cada uno
de los que vendi?

29. Reparti 243 lapices entre 54 estudiantes y me sobraron 27 lapices.
¢ Cuantos lapices les reparti a cada estudiante?

30. Juan tiene mas dinero que Pedro. ; Qué es mas, la tercera parte de lo
que tiene Juan o la cuarta parte de lo que tiene Pedro?

31. JesuUs es mas joven que tu. La edad de Juan es la mitad de la edad
de Jesus y la edad de Pedro es la tercera parte de la tuya. ;Quién es

mayor Jesus o Pedro?
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32. ¢Qué alteracion sufre el cociente 760 +10, si 760 se multiplica por 8;
y 10 se multiplica por 2?

33. ¢Cuanto aumenta el cociente si se ahade el divisor al dividendo,
permaneciendo igual el divisor?

34. La suma de 2 numeros es 1250 y su diferencia 750. ; Cuales son los
numeros?

35. Juan tiene 32 metras entre las 2 manos y en la derecha tiene seis
mas que en la izquierda. ; Cuantas metras tiene en cada mano?

36. La edad de un padre y la de su hijo suman 90 anos. Si el hijo nacid
cuando el padre tenia 36 anos. ¢ cuales son las edades actuales del padre
y el hijo?

37. ¢Cual es el nimero que sumado con su doble da 261?

38. ¢Cual es el numero que sumado con su triple da 384

39. 368 excede en 14 unidades a la suma de un numero con su
quintuplo. ¢ Cual es ese numero?

40. La edad de Juan es el cuadruplo de la de José, si ambas edades se
suman y a esa suma se le anade 17 ainos, el resultado es 42 anos. Hallar
las edades

41. La suma de 2 numeros es de 450 y su cociente 8 hallar los 2
numeros

42. Laedad de Juan es 4 veces la edad de Pedro y ambas edades suman
45 anos. ;Qué edades tienen Juan y Pedro?

43. La diferencia de 2 numeros es de 150 y su cociente 4. Hallar los 2
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numeros

44. 2.000 excede en 788 a la diferencia de 2 numeros y en 1.995 a su
cociente. Hallar los 2 numeros.

45. En un colegio hay 3 salones. Todas juntas tienen 85 estudiantes, si
en la segunda y la tercera tienen 75 estudiantes y la primera y la tercera
80 estudiantes. ; Cuantos estudiantes hay en cada salén?

46. Un palto y un pantalén valen Bs. 1.500, el pantaléon y su chaleco
Bs.1.020 y el palto y su chaleco Bs. 1.320. ; Cuanto vale cada pieza?

47. Si a un numero anado 23 anos, luego resto 41 de esta suma y la
diferencia la multiplico por 2, obtengo 132. ;Cual es el nUmero?

48. La semana pasada fui a jugar al Casino. El lunes perdi Bs. 400; el
martes gané Bs.125, el miércoles gana el doble de lo que tenia el martes,
y el jueves, después de perder la mitad de lo que tenia, me quedaron
Bs.465 ¢ Cuanto tenia antes de empezar a jugar?

49. Un tanque cuya capacidad es de 300 litros esta vacio y cerrado su
desagiie. {En cuanto tiempo se llenara si abrimos al mismo tiempo 3
llaves que vierten: los primeros 36 litros en 3 minutos; la segunda 48
litros en 6 minutos y los terceros 15 litros en 3 minutos?

50. Un tanque tiene 3 grifos que vierten: el primero 50 litros en 5
minutos; el segundo 91 litros en 7 minutos; y el tercero 108 litros en 12
minutos; y 2 desagues por los que salen 40 litros en 5 minutos y 60 litros
en 6 minutos respectivamente. Si estando vacio el estanque y abiertos los

desagiies, se abren las tres llaves al mismo tiempo, necesita 40 minutos
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para llenarse. ;Cual es su capacidad?
51. Compré 500 sombreros a Bs. 108 cada uno. Vendi cierto nimero en
Bs. 9.000 a Bs. 90 cada uno. ;A como tengo que vender el resto para no
perder?
52. Si tu compras 600 Laptop a Bs. 14.000 cada una. Por la venta de
cierto numero de ellas te ofrecen Bs. 972.000. ;A cémo tendras que
vender los restantes para tener una ganancia de Bs. 594.0007?
53. Un capataz contrata un obrero por Bs. 7.000 diarios, para que trabaje
40 dias, transcurridos 35 dias por un problema que ocurrié entre ambos el
obrero recibié Bs. 200.000.

¢ Cuantos dias trabajé y cuantos no trabajoé el obrero?
54. Un comerciante pagé Bs. 459.000 por 128 trajes de lana y de
gabardina. Por cada traje de lana pagé Bs. 3.000 y por cada traje de
gabardina Bs. 4.000. ; Cuantos traje de cada uno comproé?
55. Dos hombres ajustan una obra en Bs.10.800 y trabajan durante 5
dias. Uno recibe un salario de Bs. 720 diarios. ¢ Cual es el salario del otro?
56. Con el dinero que tu tienes puedes comprar 6 revistas y te sobran
Bs. 50 pero si tu quisieras comprar 13 revistas te faltarian Bs. 300.
¢ Cuanto vale cada revista?
57. ¢Por cudles de los numeros 2, 3,4 y 5 son divisibles 84, 375y 1367
58. Diga, por simple inspeccion, cual es el residuo de dividir 85 entre 2;
128 entre 5; 215 entre 4; 586 entre 25 y 1.046 entre 8.

59. Diga qué cifra debe suprimirse en 857 para que resulte un numero de
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dos cifras multiplo de 3.

60. Para hallar el mayor multiplo de 11 contenido en 2.738. ¢ En cuanto
se debe disminuir esté numero?

61. Diga si los siguientes grupos de nimeros son o0 no coprimos.

a. 9,14y21

b. 12, 24 y 42

c. 35 18,12y 28

d. 26, 39, 42y 65

e. 22,33,44,55y91

f. 14,21,28,35y26

g. 34,51,68,85y102

62. De los numeros 24, 31, 27 36, 42, 53 y 14 formar: un grupo de 4
nimeros que no sean coprimos, un grupo de 4 numeros que sean
coprimos.

63. Hallar el M.C.D(a, b) de:

a. 75y 80

b. 33, 77 y 121

c. 320, 450, 560 y 600

d. 1.560, 2.400, 5.400 y 6.600

e. 500, 560, 725, 4350 y 8.200

f. 57, 133, 532 y 1.824

g. 2738, 9.583, 15.059, 3.367 y 12.691

h. 3.174,4.761,9.522 y 12.696
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64. Hallar el m.c.m(a, b) de:

a. 4,8,16y 32

b. 30, 15y 60

c. 15,25y 75

d. 100, 300, 800 y 900

e. 100, 500, 2.100 y 3.000

f. 105, 306, 405y 504

g. 33, 49, 165, 245 y 343

h. 108, 216, 306,2 040 y 4.080

65. Las edades de Juan y Pedro son dos numeros enteros
consecutivos cuya suma es 51. Si Juan es menor que Pedro. ;Cual es la
edad de cada uno?

66. Si Juan tiene un afo menos que José y ambas edades suman 103
anos. ¢ Cual es la edad de cada uno?

67. Un comerciante compré el lunes cierto numero de sacos
de frijoles; el martes compré un saco mas que los que
compré el lunes; el miércoles uno mas de los que compré el
martes, y el jueves uno mas de los que compré el miércoles.
Si en los 4 dias adquiri6 102 sacos. ¢Cuantos sacos compro cada
dia?

68. Hallar el m.c.m de los siguientes grupos de niumeros:

a. 540y1.050

b. 910,490y 560
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c. 690,5.290y 920

69. Dos cintas de 36 metros y 48 metros de longitud se quieren dividir
en pedazos iguales y de la mayor longitud posible. ; Cual sera la longitud
de cada pedazo?

70. Se quiere envasar 161 kilos, 253 kilos y 207 kilos de plomo en 3
cajas, de modo que los bloques de plomo de cada caja tenga el mismo
peso y el mayor posible. ;Cuanto pesa cada pedazo de plomo y cuanto
cabe en cada caja?

71. Se tienen 3 extensiones de 3.675, 1.575 y 2.275 metros cuadrados de
superficie respectivamente y se quieren dividir en parcelas iguales. ¢ Cual
ha de ser la superficie de cada parcela para que el nUmero de parcelas de
cada una sea lo menor posible?

72. Para comprar un numero exacto de docenas de pelotas de Bs. 800 la
docena o de un numero exacto de docenas de lapiceros a Bs. 600 la

docena ¢ Cual es la menor suma de dinero necesaria?
73. ¢Qué alteracion sufre el nimero fraccionario 1 si multiplicamos el
numerador por 2 y el denominador por 4?
7 7 .
74. Es 51 mayor o menor que 17 y cuantas veces?

75. ¢Cual de los numeros fraccionarios 1, 1, ﬂ y i es el menor?
5 15 135 ° 30

76. Resolver:



5 7 1
4 8 16

3 7 1

5 4 6

13 4 9

—+
121 55 10

5 2 1 3

16 48 9 18

11 1 7 1M

3 9 18 24 30

1 101 13 17 19

900 300 60 45 54

31+5i

4 4

1 41

10 100

52 6> 8>
5 10 20
3§+5§—7;L
4 9 12

1 5 8 3 5

1M1 11 22 44

1141 51 51
5 80 16 10

745
7

3 _10+31 8

48 5

49
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1 1 1) 1
-—__+_ +_
(4 2 3j 4
73_4i+1i]_(e_i
5 12 24 18

0.25+4 -2% +2.321

23+3532-12+2_32
5 3

5g+g—9—2.35+4.ﬁ—5.22_3

Resolver:

WIN
x
N W

WiN
x
N o
x
Dl

317 5 38

519 34 75

2§x3ix11
6 4 17

16 = 14l+51
16 6

72(Z + EJ
8 9

163 7). 1
5 10) 159

50



51

SRRV
SCEHECIEH

k (2-314)+ [% ¥ 4.235]

78. Un reloj adelanta ;de minutos cada hora. ;Cuanto adelantara en 5

horas; en medio dia; en una semana?

79. Si de una soga de 40 metros de longitud se cortan 3 partes iguales

de 5% metros de longitud. ;Cuanto falta a lo que queda para tener 31%
metros?

80. Tenia Bs. 72.000 y gasté los % éCuanto me queda?
81. Un mechero consume % Kg. de aceite por dia. ;Cuanto consumira
en S de dia?

6

82. Laedad de Maria es % de los % de la de Carmen. Si Carmen tiene 24
anos. ; Cuantos tiene Maria?
83. Diez obreros pueden hacer 1412—1 metros de una obra en una hora.

¢ Cuantos metros hace cada obrero en ese tiempo?

84. ;Cuantas varillas de % de metros de longitud se pueden sacar de



52

una varilla de % metros de largo?

85. Si Juan hace un trabajo en 8 dias. ;Qué parte del trabajo puede

hacer en 1 dia; en 1% dias; 3% dias?

86. ¢Aumenta o disminuye y cuanto g al anadir 1 al numerador y 4 al
denominador?

87. ¢Aumenta o disminuye y cuanto g al restar 5 a sus dos términos?

. - 1 . 3 1
88. Porque numero se multiplica 2 cuando se convierte en Z; y 3
cuando se convierte en 67
89. ¢Por cual numero se multiplica 6 cuando se convierte en 4; 3 cuando
se convierte en 1; 11 cuando se convierte en 12?

90. ¢Por qué numero se divide 8 cuando se convierte en 6; 9 cuando se

convierte en 7; 11 cuando se convierte en 19?
91. ¢Por qué numero se divide % cuando se anade 5 al numeradory 3 al

denominador; cuando se resta 3 del numerador y se suma 2 al
denominador?

92. Hallar qué partede 5es 4; de6es 7; de 9 es 8.

93. Juan tenia Bs. 6.000.000 y gasté6 Bs. 180.000. ;Qué parte de su

dinero gasté y que parte le queda?

94. ;Cuanto perdiste tu cuando vendes a g del costo de lo que te costé
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Bs. 840.0007

95. Juan gasta en alimentacion de su familia los %de su sueldo

mensual. Si en un mes gasta en alimentaciéon Bs. 235.350. 4 Cual ha sido

su sueldo en ese mes?

96. Ayer perdi los ;de mi dinero y hoy los % de lo que me quedaba. Si

todavia tengo Bs. 1.800. ; Cuanto tenia al principio?

97. Resolver:

a. 2+ 1
1
1+—1
1+ —
2
b 9+ 1
1
1+ 1
2+ —
2
c 2+ 1
1
3+ 1
1+ —
1+~
d 3+ 1
1
2+
1
3+ 1
4+ -
2
e 1+ 1
1
5+ 1
4+
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1+ 2
4
3+
6
5+ 8
7+
9
—-3- 4
5
3_
7
3_
3_ 8
1
2
3

Un comerciante hace un pedido de 3.000 kilogramos de mercancia y

se lo envian en 4 partidas. En la primera le mandan 17.45 kilogramos En

la segunda 40 kilogramos mas que la primera, en la tercera tanto como en

las dos anteriores y en la cuarta lo restante. ;Cuantos kilogramos le

enviaron en la ultima partida?

99.

Resolver:

272 + 342



e. 6J5+8/5-75

f. V18 ++/50
g. 108-72
h. 3.28-5/63

i. 44300 -.162 +.75
i 13080
2 4

k. %m_%mgm

I. 2\/250 —g\/ﬁéwmgo

m. 33125 +2315625

n. 231024 —32000

o. 5348 +3342 3384
33 53
p- 2 332 + 3 v500

q. §§/4_8+§§/375 —%%/1029

53 43 73
r. Z\/128 —E\/soo +§\/27o
s.  (3v10)7v28)51125)

7 4 3
t (Emj(gfmj@ﬁ)

u. (74240 +8.80)10./560 +20)
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%3«/686 —%Q/ﬁ} +(§3«/1024 +%§/§j

5.125x43/30
40460

:

152/100

_ﬁo@?ﬁfﬁ4$§ﬁl

100. Racionalizar:

3
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Este capitulo se estudiaran: INECUACIONES: Intervalos vy
Desigualdades, Puntos de Separacién, Puntos de Pruebas, Vecindad o
Entorno, Cota Superior, Cota Inferior, Conjunto Acotado, El Supremo, El
infimo, Factores de una Inecuacidn, Inecuaciones lineales, Inecuaciones
cuadraticas, Inecuaciones racionales, Inecuaciones con valor absoluto o
Distancia entre dos Puntos, Propiedades de la distancia entre dos puntos,

Sistema de inecuaciones lineales y no lineales.
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INECUACIONES

Definiciéon 1: Una relacidén que existe entre los signos > 6 < (mayor
o igual que o menor o igual que) mediante los numeros reales lo
llamamos desigqualdad.

Ejemplo: 5<8 6 8>5, se lee, cinco menor que ocho 6 ocho mayor
que cinco.

Definicién 2: Al conjunto de los numeros reales comprendido entre
ayb, Va, befR, se le llama intervalo, los intervalos pueden ser: abiertos,
cerrados, semiabierto o semicerrado.

Definicidon 3: Va, be®R, existe un xeR/ a<x<b = xe(a, b), es decir,
los numeros reales que estan entre a y b, recibe el nombre de intervalo

abierto, también se consideran intervalos abiertos a: x<a = xe(=o, a) y

x>a = xe&(a, +o) y sus representaciones graficas son respectivamente:

| LI |

A

ANSNNNN\N\E |
: V777774

Los intervalos antes mencionados se leen: a<x<b, "x es mayor que
a pero menor que b, es decir son todos los niumeros comprendidos entre

a y b excluyéndolos a ellos, también es un intervalo abierto: a>x>b, es
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decir, X es menor que a o X es mayor que b = xe(~o, a)U(b, +x) y su

representacion grafica es:

ANNNNNN\\N V7777774

Fig. N° 4

Definicidon 4: Va, beR, 3 un xeR/ a<x<b = xeg[a, b], es decir, los

numeros reales que estan entre a y b incluyéndolos a ellos, recibe el

nombre de intervalo cerrado y su representacion grafica es:

pd
W
| | =

=00 a b +00
Fig. N° 5

a

Definicidn 5: Va, befR, existe un xeR/ a<x<b = xe(a, b], a<x<b =
xe[a, b), a>x=b = xe(~0, a)U[b,+x), a>x>b = xe&(=0, a]JU(b,+x), son todos
intervalo semiabierto o intervalo semicerrado y su representacion grafica

es respectivamente:

: s :

=00 b +00
Fig. N° 6
. V27777, B
=00 a b +00
Fig. N° 7

ANMANNNNY (S sss 74

Fig. N° 8
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NN 2924

Fig. N° 9

Definicidn 6: VxoefR, Xo se dice que es un punto de separacion (p.s),

si Xo separa a la recta en dos partes, estas partes reciben el nombre de
intervalos, siempre existiran n + 1 intervalos, dependiendo de los puntos
de separacion, es decir, si no hay ningun punto de separacion, existira un
solo intervalo, que en este caso sera la recta real, en la definicion 5
vemos que existen dos puntos de separaciéon y en cada caso hay tres
intervalos, en el primer y segundo caso, hay un intervalo donde se
encuentra x y dos donde no, y en el tercero y cuarto caso hay dos
intervalos donde se encuentra x y uno donde no.

Definicion 7: VxoefR, xo se dice que es un punto de prueba (p.p), si

Xo pertenece a un intervalo, en el cual se necesita saber el signo de
cualquier factor, entendiéndose por factor cualquier termino x - xo de una
inecuacion.

Definicidon 8: Se define una inecuacion como una desigualdad que
tiene una o mas variables, estas variables reciben el nombre de
incognitas, y tienen dos tipos de soluciones que son: solucién analitica y
soluciéon geométrica.

Las inecuaciones con una o mas variable pueden ser lineales y no

lineales.
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Definicion 9: Inecuaciones lineales con una variable: son las que

tienen la forma: mx>a, mx<a, mx>a y mx<a, Va, meR, donde sus

soluciones analiticas son:

a a a a . . .
x> —,x<—,X=— yx<— respectivamente y sus soluciones geométricas
m m m m

son:
a
=00 +00
Fig. N° 10
< ) >
=00 hal +00
m
Fig. N° 11
a
_ +o0
m
Fig. N° 12
a
=00 - +o0
Fig. N° 13

Ejiemplo: Resolver analitica y geométricamente la siguiente

>

Wb

. .3 3 1
inecuacion: —x ——XxX+2x ——
4 5 4

Solucién: transformamos la inecuacion en una inecuacion lineal,

esto lo hacemos buscando el minimo comun denominador vy
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multiplicamos los dos miembros de la inecuacion por este numero
(propiedades de los numeros reales), en este caso el minimo es 60, con lo
que nos queda: 45x - 36x + 120x - 15280 - 40x - 120. Ahora pasamos todas
las variables para el lado izquierdo y todos los términos independientes

para el derecho y resolvemos (propiedad de los numeros reales), con lo

que nos queda: 169x>-25 = x>- 25
169
- 25 0 oo
169
Fig. N° 14

Definicion 10: Las inecuaciones cuadraticas de una variable:

son las inecuaciones de la forma: ax? + bx + c>0, ax? + bx + c<0,

ax? +bx + c=0, ax? + bx + c<0, para hallarle sus soluciones, factorizamos,

aplicando Ruffini, completando cuadrado o aplicando la férmula de
segundo grado, y luego le aplicamos las propiedades de los numeros

reales.

Ejemplo: Resolver la inecuacion: 3x2 + 5x - 22<0. Solucién:

aplicamos Ruffini.

3 5 -22

w
-
-
o
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Luego: 3x? + 5x - 22<0 = (x - 2)(3x + 11)<0, por las propiedades

de los numeros reales, nos queda que:

X -2<0 A 3x +11>0 X<2 A x>-13—1 x&(-00,2)(- % ;+00) S1
\% = v = U U
X -2>0 A 3x +11<0 X>2 AV x<-% Xe(2, +o0)N(=0, - 13—1 )S2

Es decir, la solucion total es la unién de la solucion 1 con la solucion 2.

. Vs /)

a
v

=00 -— 2 +00
3
Fig. N° 15
S
ANNNNNNNN/ 7
=00 -ﬂ 2 +00
3
Fig. N° 16

S1=(-% ,2), S2=¢p = S1USz=(-% ,2).

Otra forma de resolver esta inecuacion es mediante los puntos de

separacion: 3x? + 5x - 22<0 = (x - 2)(3x + 11)<0, tomaremos los factores:

x -2y 3x + 11 y representamos en la recta real los puntos de separacion:

x=-g y x=2, como tenemos dos puntos de separacion tendremos tres

intervalos, en cada intervalo tomaremos un punto de prueba, que en este
11 11 .

caso son: -4¢(~o, -?), Oe(-?, 2) y 3€(2, + »), sustituyendo los puntos de

pruebas en los factores y anotando los signos que resulta y por ultimo
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multiplicamos los signos que resultan de cada factor, si este coincide con
el signo de la inecuacién es solucién en caso contrario no. La solucién

total sera la unién de los intervalos soluciones (ver la cuadro N° 1).

P-p p.s P-p pP.s Pp.p
Factor |e I I I 1 >
11
=00 -4 '? 0 2 3 +o0
I I
11 I + L+
e 1 (G (+) L)
1 1
———————————— r—————————————'——————————-
x-2 CIE (- L)
i i
Signo (+) (- L (#)
I I
Solucioén no : si : no
Cuadro N° 1

C .. 11
Como en este caso el unico intervalo solucion es (-?, 2), resulta que la

solucion total es: St: XG(-%, 2), solucién analitica

v

Solucién geométrica(g////////»
=00 -ﬂ 2 +00
3
Fig. N° 17

Definiciéon 11: Las inecuaciones racionales de una sola variable:

estas ecuaciones son un caso particular de las ecuaciones cuadraticas,
por lo tanto, se resuelven aplicando las propiedades de los numeros

reales o por medio de los puntos de separacion.
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X—5>0

Ejemplo: Resolver la inecuacion: EX 13
+

Solucién: aplicando las propiedades de los numeros reales tenemos:

[ 7X - 520 A 5x + 3>0 ’xzi A x>-: ’Xe[i, +oo)r\(-§, +00) S1

o = 9 o = v U

\ 7X - 5<0 A 5x + 3<0 thi A x<-: (X (=0, j)r\(-oo, -g) S,

Es decir, la solucion total es la union de la solucion 1 con la solucion 2.

5. SRR

T
5

v

5
=00 - — +00
3 7
Fig. N° 18
s NNz s e
5 5
=0 -— — +00
3 7
Fig. N° 19

Si(5, ), So=l 2, +0) = ST=S1US2=(<0, -2 )L, +).

Definicion 12: Las inecuaciones con valor absoluto o distancia

entre dos puntos, de una variable, empezaremos definiendo la distancia

entre dos puntos de la manera siguiente:

| x - xo| , geométricamente indica la distancia que existe desde x hasta xo,
es decir, si tenemos: |x -xo/>a o |x-xo[<a y |x - xo|=a, se lee
geométricamente, como la distancia que existe desde x hasta xo es mayor
o igual que a, o la distancia que hay desde x hasta xo es menor o igual

que a y la distancia que hay desde x hasta xo es igual que a, si |x| =a, se



68

lee geométricamente, la distancia que existe desde x hasta el origen es

igual que a, es decir:

X six=0
f(x)=

=X six<0

|x|= x , y su graéfica es:

f(x)=| x|

' Fig. N°20
Propiedades:
1. |x|>0y |x|=0, < x=0
2. |ay|=a|x|
3. |xy|=|x|lyl|
4. |xty|=|x|/]y]
5. |x|=a< -a=x=a = x=-a 6 x=a
-oo: -: 0 aP +;
Fig. N° 21

6) | x| <a <-a<x<a = x>-a y x<a, = xe[-a, a]

7777772
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A
\ 4

Fig. N° 22

7) | x| 2a & -a>x>a = x<-a y x>a, = xe&(~o, -a]u[a, ®)

I »

a 0 a +00
Fig. N° 23

8. [x+y|<|x| +]y]

Demostracién: -|x|s=x<|x|y -|y|<ys|y|, si sumamos término a
término estas dos expresiones tenemos:
-[x| -|y|sx +ys| x| + |y| = (| x| +|y|)sx+ys|x| +|y]|, entonces por
la propiedad No 6, tenemos que: | x +y|s|x| + |y]|
9. [x-y|z|x]-]y|

Demostracion: [x]=|x + (y — y)|=|(x - y) + y|<lx - y| + [x],
despejando |x - y| se tiene que: |x -y|>|x| - |y]|
10. |x-y|>| x| -|y]]|

Demostracién: |y|=|y + (x — x)|=[(y - x) + x|s|y - x| + |y|,

despejando |y -x| se tiene que |x-y|>||x| - |y] |
Ejemplo: La distancia de x a menos % es menor que %

Solucidn: aplicando la definiciéon de distancia tenemos:

2, 4 4 2 4 2 4 2 4 22
|x+ S |<= s -—<x+ <= -0 - X< - -
3 5 5 3

5 3 5 3 5 15

<x<£ = que X
15

22 2
15’ 15

2 .
y—, e.., xe(-

22
esta entre - ,
15 " 15

)
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- 7777748

22 2
15 15

=00 -

Fig. N° 24
Ejemplo: Hallar el valor de x que satisface la siguiente
ecuacién: |3x-5|=10

Solucién: Por la propiedad tenemos: -10=3x - 5=10 = -5=3x=15 =

3x=-56 3x=15 > x=-g o x=5

« — ' s >
=00 -E 0 5 +00
3
Fig. N° 25
. . . ‘s 7x -5
Ejemplo: Resolver la siguiente inecuacién: — >9
x_
Solucion: Por la definicion tenemos: -9> 7x—529 = 7x_5$-9 o
3x-5 3x-5
7x—529 N 7x -5 + 9<0 o 7x -5 _ 950 = 7x—5+27x-45so o
3x-5 3x-5 3x-5 3x-5
x_ 20
7x—5-27x+4520:> 34x—50SOO -20x+4020:> 17 9 o x-2 <0
3x-5 3x-5 3x-5 5 5
x—5 x—5

Aplicando el método de los puntos de separacion tenemos la

solucion en el cuadro N° 2

p.p p.s p.p pP.s P.p

Factor I I ' I I




7

25 25 5
=00 0 — — — +00
17 16 3
i i
x. 25 O S C B )
17 1 i
N | et
x-3 (C I T © B ()
3 I I
! !
i i
Signo (+) ! () ()
Solucioén no i si i no
Cuadro N° 2

S1: XG[Z—S,E) solucién analitica
17 '3

S1 A solucién geométrica

<
«

y
25 5
=00 — — +00
17 3
Fig. N° 26
La solucion Il la vemos en el cuadro N° 3
pP.p p-s PP PSS Pp.p
< T T T T T
Factores 5
=00 0 — 1 2 3 +w
3
| |
1 1
x-3 O O
3 I I
————————————————— o o o




_________________ e E——
X -2 (I T C T A )
i i
Signo (o T R © B )
I I
Solucién No : si : no
5
Saz: XE(E’ 2] Cuadro N° 3
* | >
-0 i 2 +00
3
Fig., N° 27
St: Xe[2—5 E) [— e[f—g,Z] -[%}solucién analitica

Solucién geométrica

o o M\\\

25
17 3

Fig., N° 28

A 4

Ejemplo: Resolver la siguiente inecuacion: | 3x2 +2x - 16 |>x - 2

Solucidén: Aplicando las propiedades de distancia entre dos puntos

tenemos:

X+ 2>3x2 +2x - 162X -2 =
3x2 +2x - 16<-X +2 0 3x2 + 2X - 16>X -2 =
3x2 + 3x - 18<0 6 3x2 + x - 1420 =

X2 + x - 6<0 0 3x2 + X - 1460 =
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2+1x-1420
3 3

(x+%)2—6-%sbx

25<0°(+_)2 141
4 3 36

1.2
(X+E)

~ 36

-3<x <2 0 -%ZX >2 la solucion analitica es St: XE[-3,2]U(-OC,-§]U[2,0C) =

XeR

Solucion geométrica:

////////// e ///

Fig. N° 29

Solucién: Por medio de los puntos de separacion:

X+ 2>3x2 +2x - 162X -2 =
3x2 +2x -16<-X +2 0 3x2 +2x - 162X - 2 =
3x2 + 3x - 18<0 & 3x2 + x - 14>0 =

3x2 + x - 6<0 0 3x2 + X - 14620 =
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2. 1 14

x+ 12-6-Tcox@e 1. M50
2 4 3
x+ 122 Boox+ 12141 54
2 4 6 3 36
1 5)2 1, 169
(x+ =)= [ 2] <o(x+-)2- >0
2 2 6 36

-§)(x+1 +§)SO<‘)(X+1 - 13)(x+1 +1—)20:>
2 2 2 6 6 6 6

(x+

(x -2)(x+3)<0 6 (x -2)(x +§)20, entonces, la solucién | la vemos en

el cuadro N° 4

p.p p.s p.p ps p.p
Factores < T T ' T T
00 -4 -3 0 2 4 +owo
| |
X+3 CT N R
1 1
—————————————————— r———————r—————————-
x -2 O N C I R )
1 1
i i
Signo T S S W N
I I
Solucién No : si : no
S1: xe[-3,2) Solucion analitica Cuadro N° 5

S1 < />I Solucién geométrica
< M > + >
2

-0 -3 0 +00
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Fig. N° 30
La solucion N° I,
P-P p-s PP PS PP
Factores < T T ' T T
=00 -2 T 0 2 3 +w
3
I I
[ [
x+ 1 N I
X a r
x-2 O A © B )
Signo (+) | () P (4)
Solucién Si H no | si
. Cuadro N° 6
S2: xe(-cc, 'E]U[Z’ «) Solucién analitica
_ Solucién geométrica —
S /77 //
; \\\\\\I I/ :
=00 -Z 2 +00

3
Fig. N° 31

St=81US2 = St=R solution analitica

Solucién geométrica:

Fig. N° 32

2x3 1 x2 _-7x-6 -
6x2 -x-2

Ejemplo: Resolver la siguiente inecuacion: 0

Solucién: Por el método de los puntos de separacion y aplicando

Rufini para determinar los factores, tenemos:
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Para la expresion 2x3 + x2 - 7x - 6 los factores son: x+1, x-2yx+ 3

2 1 -7 -6
-1 2 1 6
2 1 -6
2 4
2 3 1|0

Para la hallar los factores de 6x2-x—2completamos cuadrado,

es decir, x2 -

1 1.2
- = (x - -
6 ( 12)

X
2

1
3 144 12 144

1 . 12 49

2
10 (7 1 7 1 7 2 1
- 32 '[12j RO T I TY T TY A R LV

factores son: x + 2’ X - %, (ver cuadro N° 7)

S

p.p p.s P-p PSS PP
Factor }

p.s p.p P.s P.p P.s Pp.p

v
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+o00

(-)

(-)
(-)

T TTTTTTTT rTTTTTT TTTTT T TTTTT T
T TTTTTTTTrTTTTT T TTTTT T TTTTT T

(-)

. e D . .

(-)

(-)

Si

no

Si

no

Si

No

N ™

Signo

Solucion

Cuadro N° 7

2

1
2

] U['1! =

3
2

Solucién analitica: xe(-cc,

S
©
0
-
3 §
€
(o]
]
o
c
©
o
u 2
(o]
N
~—Y N |™
o
| s
P — | N o
)z
. =2
i
i -
1
™| N
[ ]
4
4
4
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Definicidon 13: Se define Una vecindad o un entorno de un punto Xo,

con radio de convergencia g como un intervalo abierto centrado en

Xo - £<x<xXo + &, de donde por la propiedad No 6, se tiene que [x —xq| <¢

Definicidn 14: Sea (DcfR): (IxoeR): x< xo (VxeD), decimos que xo es

una cota superior de D y que D esta acotado superiormente por Xo, y si

xoeD, entonces xo es el maximo valor de D y lo denotamos por xo=max(D)

Definicién 15: Sea (DcR): (IxoeR): X< xo (VxeD), decimos que xo es

una cofta_inferior de D y que D esta acotado inferiormente por xo, y si
xoeD, entonces xo es el minimo valor de D y lo denotamos por xo=min(D).

Definicion 16: Se dice que DR, esta acotado sii D esta acotado

inferiormente y superiormente

Definicion 17: Sea DcR, D esta acotado superiormente en xi,

entonces xi1eR, recibe el nombre de supremo de D o x1 es la menor de

todas las cotas superiores si cumple con las siguientes condiciones:

i) X1 es cota superior de D

i) Ningin nimero menor que x1 es cota superior de D, e.i. si x2 es
cota superior de D entonces x2> x1 y el supremo se denota por sup(D).

Definicion 18: Sea DcR, D esta acotado inferiormente en Xxo,

entonces xoefR, recibe el nombre de infimo de D o xo es la mayor de todas
las cotas inferiores si cumple con las siguientes condiciones:
iili) Xo es cota inferior de D

iv) Ningin nimero mayor que xo es cota inferior de D, e.i. si x1 es cota
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inferior de D, entonces xo2 x1 y el infimo se denota por imf(D).

Definicion 19: Inecuaciones lineales con dos variables: son las

inecuaciones de la forma: x<0, y>0; x<0, y<0; x>0, y>0; x>0,y>0; y<mx+b;
y>2mx + b; y<mx + b; y>mx + b, las cuales se representan graficamente de
la siguiente manera:

Se representa la frontera, que es la recta considerada como una
ecuacion, luego para la variable dependiente si el signo es mayor se toma
toda la parte de arriba de la frontera, y si es menor se toma toda la parte
de abajo de la frontera, para la variable independiente si el signo es mayor
se toma la parte derecha de la frontera y si es menor se toma la parte
izquierda de la frontera,

Veamos esto graficamente:

Representacioén de las rectas en las figuras

x<0, y>0 x<0, y<O0

Fig. N° 34 Fig. N° 35



x>0, y<O0

cesesecne

cesesecne

cesesecne

cesesecne

cesesecne

cesesecne

.
Fig
.

sesesecssscscccs

cesesecne

cesesecne

cesesecne

cesesecne

cesesecne

cesesecne

.........a

cecesesese
cesecene
ceseses

ceses

y<mx + b
m>0, b>0, a<0

ces

Fig. N° 38

secesecscccscscsccen

secesecssccscccccced

secesecssccscccccced

secesecssccscccccced

secesecssccscccccced

secesecssccscccccced

secesecssecsne

secesecssccscccccced

secesecssecssscscne

secesecssecscee

secesecesecsccey

secececssecnns

secesecscene

a
y>mx + b
m>0, b<0, a>0

Fig. N° 40
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x>0, y>0

lesesecees

cesecscccsne

cesesscscscscns

Fig. N° 37

ceseceseses

eesececssccse

y<mx + b
m>0, b>0, a<0 [/------eeeo

eesscsecesecscccs

csesesesssscscccne

cecesesesecssscne

eecscsecesececens

cecesesesecssscne

eesecscccsecscens

cecesesssecssscne

cesecscccsecesens

Fig. N° 39

eesececssccse

y<mx + b
m>0, b<0, a>0

eesesesesscscccsene

leesesecssscscscsecnne

Jeesesesssscscccseccsecnne

feesesecssscscccseccseccccns

Jeesesecssscsecesecsscsscscccs

eececsesesecesecscscscsesnsnse

cesesecscscsesesecssssscscces

eececsecesecesecscscscscsncns
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b>0, a>0

y>mx + b
m<0, b>0, a>0

Fig. N° 42 Fig. N° 43

y<mx + b
m<0,

y>mx + b
m<0, b<0, a<0

................

Fig. N° 44 Fig. N° 45
Ejemplo: Dibujar el grafico de soluciones de la

inecuacion: 3x + 2y - 6<0.
Solucién: Despejando y en la inecuacién tenemos: yS—zx + 3,

luego bujamos la frontera de esta recta, y aplicamos lo dicho

anteriormente, resultando:
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Fig. N° 46

Ejemplo: Dibujar el grafico de soluciones de Ila

inecuacion: 5x - 2y + 10<0.
Solucién: Despejando y en la inecuacion tenemos: y2—:x + 5,

luego bujamos la frontera de esta recta, y aplicamos lo dicho

anteriormente, resultando:
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5x -2y + 10<0

Fig. N° 47

Inecuaciones no lineales con dos variables: Aqui estudiaremos las

inecuaciones con valor absoluto y las cuadraticas.

Definiciéon 15: Inecuaciones con valor absoluto: son de la forma:

y>|x| e y<| x| y su representacion es:
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Fig. N° 48 Fig. N° 49

Ejemplo: Dibujar la grafica de la inecuacion y > |x +3|

Fig. N° 50

Ejemplo: Dibujar la grafica de la inecuacion y <2-

x+1\
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x+1\

y<2-

-4--------------
EEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEER

Fig. N° 51

inecuaciones cuadraticas son de la forma:

Definicion 16: Las

y2ax2 + bx + c; e ySax2 + bx + ¢, la cual se grafica la frontera

ax2 + bx + c=0 y luego se procede de la siguiente manera:

y<ax2 +bx+c

y>ax2 +bx+c

Fig. N° 52

Ejemplo: Dibujar el grafico de la inecuacién: y>x2 +Xx-6



86

Solucién: Graficamos la frontera: y=x> + x — 6, completamos
cuadrado para hallar el vértice, luego factorizo para obtener los cortes
con el eje X.

y:(x+;)2—6—1 = y:(x+;)2—is, por lo tanto, el vértice es

(h, k)=(—;,—%45j, corta al eje Y en el punto (0,-6) y factorizando: y=(x -

2)(x + 3), lo que nos indica que corta el eje X en los puntos: (-3,0) y (2,0),
con estos datos procedemos a realizar la grafica, tomando en cuenta que:

y>x?2+x-6

y>x“ +x-6

Fig. N° 54

Ejemplo: Dibujar el grafico de la inecuacién: y<-x2 -3x+4
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Solucién: Graficamos la frontera y=-x2 - 3x + 4, completamos

cuadrado para hallar el vértice, luego factorizo para obtener los cortes

con el eje X.

2 2
y=—lx2+3x—4J =  y=- (x+2j —4—3 = y=- (x+3) _2

2
y=-(x+2j + is, por lo tanto, el vértice es (h, k)=(—g, %Tsj’ corta al eje

Y en el punto (0,4) y factorizando: y=(1 - x)(x + 4), lo que nos indica que

corta el eje X en los puntos: (-4, 0) y (1, 0), con estos datos procedemos a

realizar la grafica, tomando en cuenta que: y<-x2 -3x+4

25

4
5
4 y<-x2 -3x+4
3

Fig. N° 55

Ejemplo: Dibujar el grafico de la inecuacién: y>-x2 +3x-2
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Solucién: Graficamos la frontera y=-x2 + 3x - 2, completamos

cuadrado para hallar el vértice, luego se factoriza para obtener los cortes

con el eje X.
2 2
2 3 9 3 1
=—|x“-3x+2 = y=-||X-—| +2—— = = X-—| ——
| I =y ( 2) 4 Y ( zj 4
3\ 1 3 1
y=-[x-5j + 2 por lo tanto, el vértice es (h,k)=(5, zj, corta al eje Y en

el punto (0, -2) y factorizando: y=(1 - x)(x - 2), lo que nos indica que corta

el eje X en los puntos: (1, 0) y (2, 0), con estos datos procedemos a

realizar la grafica, tomando en cuenta que: y<-x2+3x—2

y<-x2 +3x-2

Fig. N° 56

Definicion 17: Se define un sistema de inecuaciones como aquel

sistema que esta formado por dos o mas inecuaciones. Para la solucién

de este sistema, se buscan los puntos de interseccion de todas las
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inecuaciones involucradas y se grafican sus fronteras, la soluciéon total
sera la interseccién de dichas inecuaciones.

Ejemplo: Trazar el grafico del conjunto de soluciones:

11: 2x + y -3>0
12: x-2y+1<0
13: y - 3<0

Solucién: Pasando los términos independientes para el segundo
miembro, en |1, dividimos toda la ecuacién por 3 y luego aplicamos la

doble c, en 12 dividimos por -1 y luego aplicamos la doble c, y nos queda:

( 1:2x+ y-350 [ 2x+ y>3 r§+%>1
2
{ I X-2y+1<0 = 1 X - 2y2<-1 = <_L1+%<1
2
\ 13: y—3<0 L y<3 L y<3

Por lo tanto, la recta |1 corta al eje X en el punto P(%, O)yalejeYen
el punto P(0, 3), la recta l2 corta el eje X en el punto P(-1, 0) y al eje Y en el

punto (0, %), luego se buscan los puntos de interseccion entre las rectas

I1 y 13, la cual se consigue sustituyendo y=3 en la recta |1 = x=0, es decir,

(0, 3), ahora buscamos los puntos de interseccion entre las rectas 12y I3 la
cual se consigue sustituyendo y=3 = x=5, es decir, (5, 3), por ultimo
buscamos los puntos de interseccion entre las rectas 11 y 12, aplicando

para ello el método de reduccién para resolver el sistema de ecuaciones,
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multiplicando a 11 por 2 y luego sumamos |1 y |2 se reducen las v,

obteniéndose el valor de x, que en este caso es: 5x=5 = x=1,
sustituyendo este valor de x en |1 se obtiene que 2 +y -3=0 = y=1, por lo
tanto, las rectas li y 12 se intersectan en el punto P(1, 1) graficando las tres
rectas, ubicando los puntos de interseccion, la solucién sera el area

comun, como se indica en la grafica:

..............
............
...........
.........
.........
.......
.....

12: x -2y +1<0
1. 2x +y -3>0

Fig. N° 57

Ejemplo: Trazar el grafico del conjunto de soluciones:

y1>x2-6x +5
4x + 2y2 - 10<0

Solucidén: Trabajaremos en primer lugar con y2, completando
cuadrado se tiene que: yi>(x - 3)2 -9+5 o y1>(x—3)2— 4 =
y1>(x—3)2— 22, aplicando la identidad az—b2=(a- b)(a + b), donde en

este caso a=x-3 y b=2, se tiene queyr>(x-3-2)(x-3+2) =
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y1>(x — 5)(x — 1) o también y1>(x — 3)2 -4 = (y1+4)>(x- 3)2 , por la

ecuacion general de la parabola (y — k)=L(x — h)2, donde (h, k) es el vértice
de la parabola, en este caso el vértice es ( 3, -4), hayamos ahora los cortes

con los ejes de coordenados: corte con el eje Y, es cuando x=0 = y1=5,

es decir, y1 corta al eje Y en el punto P(0, 5), corte con el eje X, es

cuando y=0 = (x - 5)(x — 1)=0 = x — 5=0 6 x — 1=0 = x=5 6 x=1, es decir,
los cortes con el eje X son P(1, 0) y P(5, 0)

Para y2, con conseguir los cortes con los ejes de coordenados
tenemos la grafica, es decir, corte con el eje Y, x=0 = 2 y2 - 10=0 = y2=5,

por lo tanto, corta al eje Y en el punto P(0, 5), corte con el eje X, y2=0 =
5 . . 5 _
4x - 10=0 = x=5, es decir, corta a el eje X en el punto (5, 0), por ultimo,

buscamos la interseccion entre y1 e y2, esto lo hacemos igualando y1 a
y2, es decir, y1= y2, = x? - 6x + 5=-2x + 5 = x* - 4x=0 = x(x - 4)=0 = x=0 6
x=4, sustituyendo estos valores de x en y1 o y2, en este caso lo
sustituiremos en y2, para x=0, se tiene que 2y2 - 10=0 = y=5 y para x=4,

se tiene que 16 + 2y2, -10=0 = 2 y2,=-6 = y=-3, por lo tanto, y1 e y2 se

intersectan en los puntos P(0, 5) y P(4, -3), con todos estos resultados

realizaremos la grafica:



92

y2>x2 — 6x + 5

Fig. N° 58

La solucion es el area rayada
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EJERCICIOS RESUELTOS

9. Determine qué |x-3|<1 :>1<

1 .
<E y halle las soluciones

analiticas y geométricas

Solucién: Aplicando la propiedad x| <a = -a<x<a, tenemos que:
[x—3|<1= -1<x — 3<1 sumando a cada término 7, tenemos: 6<x +4<8,

aplicandole a cada miembro el inverso con lo cual cambia de sentido la

desigualdad se obtiene lo requerido, e.i. 1 < < 1
x+4 6

10. Determine el intervalo al cual pertenece x si: 4-3x € [%, g}

Solucién: como x pertenece al intervalo cerrado [%, g}, tenemos

4 - 3x
4

<

que: %s , multiplicando cada uno de los miembros por el

oo

minimo comun denominador que en este caso es 20 tenemos:

15520 — 15x<24, restandole a cada miembro 20 tenemos: -55-15x<4,

multiplicando toda la expresion por -11 con lo cual las desigualdades

cambian de sentido se tiene: —%2x2—%, se tiene que el intervalo

buscado sera: xe —oo,—i U _1, 0 XeR - _i,_l
3 15 3

11. Pruebe que: [3x-5

<5 :>|x|<E
3
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Solucién: Aplicando la propiedad |x| <a = -a<x<a, tenemos que:

3x —5| <1 = -5<3x — 5<5 sumando a cada termino 5, tenemos: 0<3x<10,

multiplicando a cada miembro por % se tiene que 0<x<%, por lo tanto,

queda probado que si [3x-5/<5 =|x| <?.
12. Pruebe que la siguiente proposicion satisface: xe(2,4) = > 1 3
X +

[##7)
€| —H=
17

., 1 1 . 1 1 1

Solucién: como e|—,=| se tiene que —< <=,

2x +3 17 11 2x+3 7

aplicandole a cada miembro el inverso con lo cual cambia de sentido la

desigualdad se obtiene: 7<2x + 3<11, restandole 3 a cada término

obtenemos: 4<2x<8 y multiplicando por % se obtiene 2<x<4, por lo tanto,

xe(2,4)

x=-3/<0

13. Sea geZ+, demuestre que: |(4x—-10)-2| < £ si
Solucion: |(4x—-10)-2| =|4x -12|=|4(x -3)|, aplicando la propiedad

lax| =a x|, se tiene que 4|x - 3|<e, pero como |x -3| esta acotado por 3,

tenemos que 46<e = 8<%

14. Hallar las soluciones analiticas y geométricas de las siguientes

inecuaciones:
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-7x+3|-|4x+1 <0
c) x2+10x + 1620

d) Vx2—12x+35 <0
e) 3x3- 3x2-5x-2<0
f)  2x%+ 5x3-5x-2<0

x3+2x2—5x—6 <0
—2x2+5x-3

Solucién a): 1- X=T.o_ 2x4—3, multiplicando todos los miembros

3

por el minimo comun denominador m.c.d(3, 4), que en este caso es 12

tenemos: 12 — 4x + 28>24 - 6x + 9 agrupando términos semejantes

tenemos que 2x>-7 = xz-% = X€ [_%’wj y la solucion geométrica:

77777777777

=00 -— 0 +0

2
Fig. N° 59

Solucién b): -7Tx+3|<|[4x+1 = -Tx + 324x + 1=

-7x+3|-[4x+1<0 =




96

L I

11x52:>xS£ = Xe| — oo, 3
1 11

2

=00 0o — +00

11
Fig. N° 60

Solucién c): x2  + 10x + 16<0, completando cuadrado:
(x + 5)2 + 16 — 2550 = (x + 5)2 - 950 = (x + 5)<9, aplicando la definicién de
distancia entre dos puntos tenemos: |x+5| <3, es decir, la distancia que

hay desde x hasta -5 es menor o igual que 3, .. xe[-8, -2]

< -8 2 0 +o0
Fig. N° 61

[ 2
Solucién d): Vx -12x+35 <0, elevando al cuadrado ambos
miembros tenemos que x2 -12x+35<0, completando cuadrado
(x - 6)2 + 35 - 3650 = = (x — 6)2 - 10 = (x — 6)2<1, aplicando la definicion

de distancia entre dos puntos tenemos: |x-6

<1, e.i. la distancia que

hay desde x hasta 6 es menor o igual que 1, ... xe[5, 7]

Fig. N° 62
Solucién e) 3x3 - 3x% - 7x - 2<0, aplicamos Rufini para factorizar,

para obtener los factores, los puntos de separacion y escoger los puntos

de prueba que vamos a seleccionar



3 -2 -7 -2
-1 -3 5 2

3 -3 -2 0
2 6 2

3 1 0
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Entonces, 3x3- 3x2-7x -2<0 = (x +1)(x + %)(x - 2)<0, los puntos

de separacion en este caso son: x=-1, x=-% y x=2 y los puntos de prueba

1
son: x=-2, x=-5 , X=0 y x=3

PP PSS PP PS PP PS pp
Factor < ' : ' ' T I >
<o 2 4 21 2 3 +0
2 3
I I I
x+1 (-) i (+) i (+) i (+) i
I I I I
q [ommmmmmmmme - | rem—————————— -
X+ — I I I I
3 I I I I
(-) N C I (+) : (+) :
I I I i
X-1 pemm—————————— e————- o=————- e ————— -1
I I I I
I I I I
(-) : (=) : (-) : (+) :
Signo () T (+) |
Solucién si ! No | si H no -
1 Cuadro N° 8
Solucién analitica: xe(-w, -1) U(- 3’ 2)
-0 -1 -% 0 2 +00

Fig. N° 64
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Solucién f): 2x4 + 5x3 — 5x - 2<0, aplicamos Rufini para factorizar,

para obtener los factores, los puntos de separacion y escoger los puntos

de prueba que vamos a seleccionar

2 5 0 -5 2
-1 -2 -3 3 2
2 -3 -2 0
1 5 2
2 5 2 0
-2 -4 -2
2 1 0

Entonces, 2x* + 5x3 — 5x - 2<0 = (x + 2)(x + 1)(x + %)(x - 1)<0, los
puntos de separacion en este caso son: x=-2, x=-1, x=-% y x=1 y los

puntos de prueba son: x=-3, x=-%, x=-% , X=0y x=2
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PP PS PP PS PP PsS PP Pspp
Factor < ' ' ' ' ' —T >
<0 -3 -2 -E -1 —i —1 0o 1 2 +00
2 4 2
] ] ] ]
1 1 1 1
x+2 () N L O (+)
1 1 1
I
() S O N S € B N C I (+)
X+ — 1 1 1 1
2 |mmmm————— L e [ [ E
T r T T
I I I I
X -2 (- SR O N S © B N C - (+)
---------- i B ! ittt
1 1 1 1
1 1 1 1
() R O N S © R T © - (+)
1 1 1 1
1 1 1 1
| | | |
Signo (-) I N I (-)
Solucion Si i No i Si E no E Si
Cuadro N° 9

1
Solucién analitica: xe(-, 2) U(-1, - E)U“’ +00)

Soluciéon geométrica

X)W (272,

1
=00 -2 -1 -—— 0 1 +o0
2
Fig. N° 65
3 .2
Solucion g): = +2)2( —Sx-6 0, aplicamos Rufini para factorizar,
-2x +5x-3

para obtener los factores, los puntos de separacion y escoger los puntos

de prueba que vamos a seleccionar
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1 2 -5 -6 -2 5 -3
-1 -1 -1 6 1 -2 3
1 1 -6 0 -2 3 0
2 2 6
1 3 0

x3+2x2—5x—6 (x+3)(x+1)(x-2)
3 <0>
—-2x" +5x-3 (x-1)(2x -3)

Entonces, >0, se

cambié la desigualdad porque se multiplicé por -1 a

(x+3)(x +1)(x~2) >0, los puntos de separacion en este caso son:
(x—1)(2x -3)

x=-3, x=-1, x=1, x-%, y Xx=2 y los puntos de prueba son: x=-4, x=-2,

29 7
x=0,x=—, X=— y X=
20 4
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pp PpPsS PP PSS PP PsSppps p.pps pp
Factor | : : : . . —— . >
0 =4 -3 2 1 0 1 g i 1 2 3 +w
0 2 4
| I | I I
I I I I I
X+3 (=) ! (+) ! (+) ! (+) ! (+) ! (+)
--------- SRR SRS S S S——
X : : i1
(-) : (-) : (+) G2 T O I I £
I I I I I
R s T e
| | | | |
3 (=) : (=) : (<) G2 T O I I £
X-_— I I I I I
2 I I I I I
""""" i B . B R
| | | | |
X -2 O I Y © T B © W R © N O I A O
I I I I I
I I I I I
""""" i B . B R
I I I I I
I I I I I
(-) : (<) : (<) RO G
I I I I I
I I I I I
Signo (=) I (+) I (=) GO
Solucién no H si ' no | si | no | i

Cuadro N° 10
Solucién analitica: xe[-2,-1] U(1,%)u[3,+oo)

7. Hallar las soluciones geométricas de las siguientes inecuaciones de
dos variables.

4 3
a <—X-——
)y 3X73

b) y>x2 - 6x+7
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[ y<-x2 +2x + 2

§ y>x2—2x+2

]
y2>X

.y<2-x
. 4 3 . -
Solucién a) y<§x—5, para realizar la grafica de esta recta

. . 4 3
buscamos los puntos con los ejes de coordenadas, e.i. Ex -y>—,

2

dividiendo los dos miembros por %, tenemos que: x—1y>1 =

2

N Ww b

>1 = que la recta corta al eje X en el punto (%,0] y al eje Y en el

o | ©| X
N | W<

punto (0, gj, . la grafica de la funcién y sera:

CETTER DY 7% TERYS PP

9
8

soluciéon geométrica

Fig. N° 66
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Solucién b): y>x2 - 6x + 7, para realizar la grafica de esta
funciéon, completamos cuadrado en el segundo miembro,
y>(x — 3)2 +7-9 = (y+2)>(x- 3)2, e.i. el vértice de la parabola esta en

el punto (3,-2) y como el coeficiente de la variable x es positivo esta

parabola se habré hacia arriba y corta al eje y en el punto (0,7) y al eje x,

cuando y=0, tenemos que (x — 3)2=2 — x=3++/2, e.i. en los puntos

(3—- J2, 0)y(3+ V2, 0), luego su grafica sera:

y>x2 - 6x+7

Soluciéon geométrica

Fia. N° 67

y1 <x? +2x +2
Solucién c):
y2>x2 —-2x+2

Completando cuadrado para en la funcion y1<-x2 +2x + 2, en el
miembro derecho tenemos; y1<-[x2 -2x-2] = yi<(x - 1)2 -2-1] =>

y1<-(x — 1)2 + 3, = (y1- 3)=-(x -1 )2, con lo que el vértice de la parabola esta
en el punto P(1, 3), como el lado recto es negativo se habré hacia arriba,

corta al eje Y en el punto P(0, 2) y al eje X, cuando y1=0 = (x - 1)2=3 =
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x=1+ /3, e.i. corta al eje X en los puntos: P(1 - \/5,0) y (1+ J3, 0),
ahora, Completando cuadrado en la funcion y2>x2 -2x+2, en el
miembro derecho tenemos; yz>(x—1)2 +2-1 > yz>(x—1)2 + 1,

= (y2-1)=(x - 1)2, con lo que el vértice de la parabola esta en el punto P(1,
1), como el lado recto es positivo se habré hacia arriba, corta al eje Y en el

punto P(0, 2) y al eje X, cuando y2=0 = (x - 1)2=-1 = que no hay corte
con el eje X, busquemos los puntos de interseccion entre y1 e y2,
lo cual hallaremos igualando y1 e y2, = x2 4+ 2x +2=x2 2x + 2 =
2x2 — 4x=0 = 2x(x — 2)=0 = x=0 y x=2, para x=0, se tiene que y=2 y para

x=2 se tiene que y=2, luego y1 e y2 se intersectan en los puntos P(0, 2) y

(2, 2) y su grafica es:

y2>X2 — 2X + 2

y1<-x2 +2x +2

Fig. N° 68
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y1>/x
Solucién d)
y2<2 - x
y1>\/;, es una parabola paralela al eje X, en el origen de
coordenadas, y2<2 — x es una recta cuyos cortes con los ejes de

coordenadas, para x=0, y=2, y para y=0, x=2, e.i. la funcién corta a los ejes

en los puntos P(2 ,0) y P(0, 2), para ver donde se intersectan y1 e y2,

se igualan estas dos ecuaciones e.i. Vx=2 - x = x=(2 - x)2 =

2 5 x2_b5x + 4=0, factorizando esta ecuacion de segundo

x=4 — 4x + x
grado se tiene que: (x — 1)(x — 4)=0 = x=1 o x=4, para x=1 se tiene que y=1

y para x=4 se tiene que y=-3, luego y1 e y2, se intersectan en los puntos

P(1,1) y P(4, -3), y su grafica es:

Fig. N° 69

La solucion es el area rayada
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EJERCICIOS PROPUESTOS

Dados los siguientes conjuntos: A=[-2, 5); B=(0, 7]; C=(-6, 2);

10 32

D=[4, 8); E=(?, —J; F=(-o, 11]; G=(2, ©); H=[-2, V11); I=[V2,n);

5

J=[—%, ®); K=(~0, ¥10 ]; L=(e,n], hallar:

a)
b)
c)
d)

e)

(ANF) - K
(HUB)N(C - G)
J — (DUE)
(Aul) — (BNF)
(K-Ly
(ANL)u(BNK)
Determinar y hallar las soluciones analitica s y geométricas de:
(4x+23)-3/ <4 <

x-5 <1

|(5x—27)—3|<% &[x-6

1
<_
6

12
b

‘2
<1 & |—-Xx
3

< J—
3
Sea ccZ*, demuestre que |(10x —36) —14| < € cuando |x - 5| < %

Encuentre eZ+/|(4x —10) —2| <e si [x —3|<d

Determine en cada caso, el intervalo al cual pertenece x si:

3x - 2¢[2, 5]
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b) Ex+§e —1, 1)
4 2

6. Pruebe cada una de las siguientes proposiciones:

a) xe[-2, 5] = x+3e[, 8]

1 11
b) X€(3, 7):> x—1 E|:E, E:l

7. Resolver las inecuaciones establecidas y trazar su conjunto de

soluciones sobre la recta real:

a) 2x-1<6
b) 2x—523

4
c) ™X=3 1
d) 10—3x>4)i_5
e) [2x-1-3<0

g)

h)  [x+1-|x+2/>0
i)  2x+1<5

) [2x-3/<x+5
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kl} |—x-5

|) ix_g
5 3

m) 2x-3/<|x+2

n) x2>9

0) 4x%2-12x-7>0

p) 2x%— 3x +1<0

q) -3x%+ 5x +2>0

r) 7x% - 3x - 550

s) 34x%Z+ 2x—-1>0

)  4-3x-—x%0

u)  16x2 +1>8x

V) x3-3x2 + x -350

w) x® —2x2 - 5x -3>0
x)  x3-2x%—11x +12>0
y) x3 + 4x% — 4x - 16<0
z) x® — 5x3+ 4x>0

aa) x3 +x% +x-4>0



bb)

cc)

dd)

ee)

gg)

hh)

)

kk)

I)

b)

x3+3x2—x+2
<0
x4 +2x3 —9x? —8x +14

2x+5
4x -3

<0

4x -3
2x +1

>1

(x2 +3x - 4)(x2 - x -2)<0
7x+13/ <3x+2

3x -1
4x +3

>3

(x—2)(x-3)(x—4) <0
(X2 —1)(x +2)(x +3)

Xx-3
2x -1

4x 1|
>
5x+6\

x2—1
x2+1

S\x—1\

x3—3x2+x—3
> <0
3x —3x+1

2x4 —-5x3 —5x2 +5x +3 <0
2x2 —3x +1 B

Escribir una inecuacion que establezca:

La distancia de x a menos i es menor que :

La distancia de x a : es mayor que 2

109
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c) Ladistancia de San Fernando a Barinas es menor o igual a 625Km.
d) Ladistancia de San Fernando a Puerto la Cruz es igual a 640Km.

e) Ladistancia de San Fernando a San Felipe es mayor de 800Km.

9. Dibujar el grafico y hallar la solucién de las siguientes inecuaciones:
a) 3x+2y-6<0

b) x-y-1>0

c) 2x+5y-10<0

d) 5x-5y>-7

2 3
e —X——y>6
) 3% Y

f) x2+9x+8<y
10. Dibujar el grafico del conjunto de soluciones de las inecuaciones

simultaneas y encontrar los puntos de interseccién entre las graficas:

[ 3x -2y + 1250
a) <
X + 6y + 4>0
[ 2x +y -3>0
b) J
X -2y +1<0

'2x+y-2>0
c) ] x-3y+2<0
y>3

\
’

2x +y—3<0
d < x-2y+1<0
h x+y-5<0




e)

f)

g)

g)

h) 1

4x + 3y - 12>0
4x — 5y + 20>0
4x -y -12<0

{ y>x2+9x+8

X + 2y - 4<0

[ y>x2 - 10x + 24

X -y>0

y>x2 - 8x + 12

y +5>0

]

2

y<-x“ +2x -1

| x + 3y + 3<0

]

y>x2 -6x+5

| 4x +2y -10<0

111
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CAPITULO I

FUNCIONES
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Este capitulo se estudiaran: FUNCIONES: Producto Cartesiano de
RxR, Relacion, Relacidn de Equivalencia, Relacion de Orden, Funciones:
Dominio, Recorrido, Grafo, Tipo de Funcion: Inyectiva, Sobreyectiva y
Biyectiva, Operaciones de Funciones: Suma, Resta, Multiplicacion y
Divisién, Inversa de una Funcién, Composicion de Funciones, Traslacion
de Funciones al Origen, Rotacién de Funciones al Origen, Funcion Afin,
Algunas de sus Propiedades y Grafica, Aplicacion a la Vida Real de
Funciones Lineales, Funciéon Polindmica, Raiz de una Funcion
Polinbmica, Método de Ruffini para hallar la Raiz de una Funcién

Polinbmica, Factorizacion de las Funciones de la forma x" * yn,
Factorizacion de las Funciones de la forma ’Wi'\‘ﬁ, Grafica de una
Funcion Polindmica: f(X)=anx" + anax™! +..+ ao, con (n<3), Funcién
Exponencial, Algunas Propiedades y Graficas, Ecuaciones de Funciones

Exponencial, Funciones Logaritmicas, Algunas Propiedades y Graficas,

Ecuaciones de Funciones Logaritmicas.
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FUNCIONES
Teorema 1: Un par ordenado (a, b) se expresa como un conjunto
formado por {{a}, {a, b}}, e.i. (a, b)={{a}, {a, b}}.

Demostracion: La propiedad caracteristica del par ordenado (a,

b) es que (a, b)=(c,d) sii a=c y b=d, .., se trata de ver que:
{{a}, {a, b}}={{c}, {c, d}} sii a=c y b=d.

La demostracién la haremos por doble inclusién, que
consiste en ver si {{a}, {a, b}}c{{c}, {c, d}}, luego lo contrario,
e.i {{c}, {c, d}}={{a}, {a, b}}

a. {{a}, {a, b}}={{c}, {c, d}}
{a}={c} Al{a, b}={c, d} (1)
("

{a}={c, d} A {a, b}={c} (2).

En el caso (1), {a}={c} = a=c y .., {a, b}={c, d} = {a, b}={a, d} = b=d
En el caso (2) {a}={c,d} = a=c=d y en consecuencia {a, b}={c}

= {a, b}={a} = a=b, luego a=b y c=d.

{c}, {c, d}c{{a}. {a,b}}, si a=c y b=d, es evidente que

{{a}, {a, b}}={{c}, {c, d}}, quedando esto demostrado

Definicidon 1: Se define el Producto Cartesiano de dos conjuntos Ay

B como el conjunto cuyos elementos son todos pares ordenados

cuya primera componente pertenece a A, y la segunda componente
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pertenece a B, e.i. AxB={(x, y)/xeA A yeB}. Si A=B=R se tiene que:

RXR=R2={(x, y)IxeR A yeR).
Ejemplo: ACRIA={xcZ/2<x<6} y BCR/B={xcZ/x? — 2x - 8=0}.

Hallar AxB.

De Ila definicibn de conjunto obtenemos que A={3, 4, 5}
y B={-2, 4}, luego: AxB={(3, -2), (3, 4), (4, -2), (4, 4), (5, -2), (5, 4)}, este
conjunto de pares ordenados recibe el nombre de grafo.

La representacion tabular es:

B a
4 o o o
3
2
1
1 2 3 4 5 A
-1
-2 o o o
Fig. N°1

Definicidon 2: Una Relacion de A en B, es cualquier subconjunto del
producto cartesiano AxB, e.i. R es una relacion de A en B sii RCAxB.

Definicion 3: Si A=B=R, Decimos que RR es una relacion interna.

Para decir que un par ordenado (x, y) pertenece a la relaciéon, se
escribe xRy, lo que equivale a decir (x, y)eR. Otra manera de definir la
Relacion es como una correspondencia que existe entre un conjunto A

llamado Dominio y un conjunto B llamado Recorrido.
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Ejemplo: En el ejemplo anterior, la relacion A es mayor que B, esta
representado por el grafo: aRb={(3, -2), (4, -2), (5, -2), (5, 4)}, e.i. los
elementos de A que son mayores que los elementos de B.

Definicion 4: Se define el Dominio de una Relacibn como las

preimagenes de la relacion, e.i. los elementos del conjunto A que admiten
imagen en B. Matematicamente: DomR={xeA/(x, y)eR}.

Ejemplo: En el ejemplo tras anterior, el dominio de la relacién
es: DomR={3, 4, 5}.

Definicion 5: Se define el Recorrido de una Relacion como el

conjunto de imagenes de la relacion, e.i. el conjunto de elementos
de B que admiten un antecedente en A. Matematicamente
RecR={yeBl/(x, y)eR}.

Ejemplo: Como vimos en los ejemplos anteriores el recorrido de la
relacion es RecR={-2, 4}.

Definicion 6: Una relacion RCA? es de Equivalencia en A sii cumple

con las siguientes propiedades:

1) Reflexiva, e.i. todo elemento esta relacionado consigo mismo.

2) Simeétrica, e.i. si un elemento a esta relacionado con un elemento b,
entonces el elemento b esta relacionado con el elemento a.

3) Transitiva, e.i. si un elemento a esta relacionado con un elemento b
y este elemento b esta relacionado con un elemento c, entonces el
elemento a esta relacionado con el elemento c. La relacion de

equivalencia se denota por: "=", e.i. a=a reflexiva, a=b y b=a simétrica, a=b
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y b=c = a=c transitiva.

Ejemplo: En el conjunto Z definimos la relacion: xRy sii x - y=1b,

probemos que esta relaciéon es de equivalencia sobre Z.
1) x-x=0, 0=10.0=0. 1b, entonces, VX, XRx, luego R es reflexiva.
2) Supongamos que xRy, entonces, X - y=1b, o Jdun neZlx -

y= 10.n, luegoy - x=10 (-n)=1b, = xRy es simétrica.
Supongamos que xRy A YRz = dn,medx - y=10n y-
z=10m, .. x-z=1 0(n+m)=1b, = la relacion es transitiva y por ende es una

relacion de equivalencia.

Definicion 7: Sea RCA?, $ es una Relacion de Orden en A sii

cumple con las siguientes propiedades: reflexiva, antisimétrica y
transitiva, la propiedad reflexiva y transitiva se mencionaron en la
relacién de equivalencia. La propiedad antisimétrica dice que si x esta
relacionado con y A y esta relacionado con x, = x=y.

Ejemplo: EI conjunto de los numeros reales con la relaciéon "es
menor que (<)" cumple con una relacion de orden. Este ejemplo queda
como ejercicio para el lector.

Definicion 8: Se define una Funcion como una correspondencia
que existe entre un conjunto A llamado dominio y un conjunto B llamado

recorrido, donde para todo elemento xeA 3 un unico elemento yeB/xfy,
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para denotar que fes una funcién de A en B escribimos: f:A — B o bien
x — f(x).

Ejemplo:

e

f

<
P

Representaciéon Sagital

Fig. N° 2
B
c 1 X X
b x
a X
1 2 3 4 " A

Representacion Tabular
Fig. N°3
El grafo de esta funcién es: f={(1, c), (2, a), (3, b), (4, c)}.

Definicidn 9: Se define el Dominio _de una Funcién o conjunto

de partida como el campo de existencia de la funcién, e.i. donde la
funcion esta definida, es por esto que al hacer cualquier estudio de una
funcién lo primero que tenemos que hacer es ver donde la funcién esta

definida o sea buscar su dominio. Matematicamente:
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Domf={xeAly=f(x), para algun yeB}.

Definicion 10: Se define el Rango o Recorrido de una funcion como

el conjunto de imagenes que recorre la funciéon. Matematicamente:
Recf={(yeBl/y=f(x), para algun xeA}.

En el plano cartesiano el eje de las abscisas (eje de las X)
representa el dominio y el eje de las ordenadas (eje de las Y) representa el
recorrido de la funcién. Si la funcién esta representada graficamente, para
hallar el dominio se traza rectas (imaginarias) paralelas al eje de las Y,
donde corten estas rectas a la funciéon pertenecera al dominio, lo mismo
trazando rectas paralelas al eje de las X, donde corten estas rectas a la

funcion pertenecera al recorrido. Por ejemplo:

(e si a<x<b A
f(x)=
< g
g-f(x—c)+d si c<x<d f
d-c
\
e
a b c d
Fig. N° 4

En la grafica N° 3, el Domf=[a, b]JU[c, d] y Recf={e}U[f, g]
Si la funcién la tenemos en forma de grafo, entonces, el dominio
seran las primeras componentes y el recorrido las segundas

componentes de los pares ordenados, e.i. Domf={x/x es la primera
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componente del par ordenado (x, y)} y el Recf={yly es la segunda
componente del par ordenado (x, y)}

Ejemplo: f={(1, 2), (2, 4), (3, 6), (4, 8) ..... }

El Domf=Z* y Recf=P, donde P es un niumero de la forma 2K con

KeZ*. Si la funcién esta en forma de proporcién, entonces vemos los

valores de xeR para determinar su dominio y los valores de yeR para
determinar su recorrido.

Nota: Generalmente hallar el recorrido de una funciéon es muy
complicado, es por ello que primero se construye la grafica y luego
trazamos rectas paralelas al eje de las Y para buscar el recorrido. En este
curso buscaremos el recorrido de funciones sencillas, e.i. en el origen.

Ejemplo: Hallar el dominio y el recorrido de las funciones:

3x-5

a. f(x)=2x+7yb. f(x)=
(x) y b. f(x) Ax 1T

Solucién: a. Domf=R, puesto que x puede tomar cualquier valor

real. Para hallar el Recf, despejamos x en funcién de y, e.i. x= y-7, luego

Recf=R

Soluciéon b. Domf=R -{-:}, ya que el denominador tiene que ser

distinto de cero, .., 4x + 7#0, = x¢-:, para hallar el recorrido,

despejamos x en funcién de y e.i. y(4x +7)=3x -5 = 4xy + 7y=3x -5 =
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3X—-4xy=7Ty+5 =x(3- 4y)=7y+5= x= ;y ;5
-4y

, ., como 3 — 4y#0 =

que y¢: y en consecuencia el Recf=R - {: }-

Definicidon 11: Sea f:A — B, se dice que f es inyectiva, si a cada par

de elementos diferentes del dominio le corresponden imagenes
diferentes, e.i. Vx, x'eA se tiene que f(x)=f(x") = x=x" o f(x)=f(x") = x-x".

Definicién 12: Sea f:A — B, se dice que f es sobreyectiva, si f(A)=B,

e.i. f:A—> B es sobreyectiva sii YyeB 3 xeAly=f(x).

Definicién 13: Sea f:A — B, se dice que f es biyectiva o uno a uno

sii es inyectiva y sobreyectiva a la vez.

3x -
4x -5

Ejemplo: Sea f:R - R/(x)= estudiar la funcién: Primero

veremos si la funcion es inyectiva, e.i. si f(x)=f(x") = x=x,

haciendo laigualdad X 8 -3X"8  _  12xx- 15x — 32x'+ 40=12xx-
4x -5 4x'-5
32x — 15x"+ 40 = 32x — 15x=32x" — 15x"' = 17x=17x"' = x=x', .., la funcién
es inyectiva.
. <. . 3x-8
Veremos ahora si la funcion es sobreyectiva, y-= 4% 5
x —

= 4xy — 5y=3x - 8 = 4xy — 3x=5y - 8 = x= Sy -8 como Recf=R - {2},

4y -3
f(A)=B, .., f no es sobreyectiva, en consecuencia no es biyectiva.

Definicién 14: Sea f:A —» B y g:C =D se define la Suma de

Funciones VxeA, YxeB, como (f + g)x=f(x) + g(x) y DomfnDomg.
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Ejemplo: f={(1, 3), (2, 6), (3, 9) .... } y g={(3, 4), (6, 8), (9, 12) .... }.
Hallar: (f + g).
Aplicando la definicion de suma, buscamos los dominios de las

funciones fy g, y luego sumamos sus recorridos.

fzt > Zf, g3Z* > Z', el Domf=z* y Domg=3Z* -
DomfnDomg=3Z*y .., (f + g)={(3, 13), (6, 26), (9, 39) ,..... }, e.i., la funcién

suma (f + g):3Z2* - 13Z".
Ejemplo: Dadas las graficas: f(x)-zx -6y f(x)=x2 como se muestra

en la graficas N° 4 y N° 5, hallar la suma de (f + g)x.

f(x)=§x -6 g(x)=x2
9
Py
Fig. N° 5 Fig. N° 6

Segun la definicion de suma de funciones se tiene que buscar
primero los dominios y luego sumamos los recorridos de los elementos

comunes en dichos dominios, e.i. Domf=R y Recg=%R, luego la solucién
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analitica para la suma de (f + g)x sera: (f + g)x=x2 + §x — 6 y la solucién

geométrica sera:

f(x)=x + ix -6

3
P°
9
Fig. N° 7

Para la solucion geométrica procedemos de la siguiente manera:

Segun la grafica N° 4, se tiene que: ;(_f(ex)21 = 2x - 3f(x)=18 =

f(x)= ix -6,y la grafica N° 5, tenemos: g(x)=x2.

Aplicando la definicion de suma de funciones buscamos los
dominios de las funciones f y g, luego sumamos sus recorridos,

Domf=R y Domg=R, Iluego DomfnDomg=:, con lo que,

(f + g)x=f(x) + g(x)=x2 + §x -6, R 5> R, gR-[0,+0]y

(F+g): % > [-595 , +oo]
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Ejemplo: f(x)=2x + 3, g(x)=:x_§, hallar (f + g)x, Aplicando la
X +

definicion de suma de funciones, buscamos los dominios de las

funciones fy g, luego sumamos sus recorridos.

Domf=%R, Domg=€R-{-§}, luego Dommeomg=iR-{-:}, S

2
(F+ gx=fx) +gx)= 3B _tq L ® oy gR -2} > R
3x+5 3

y (f+g):iR-{-:}—)iR.

Definicién 15: Sea A —» B y g:C —» D se define la Resta de

Funciones, VxeA, VxeB, como (f - g)x=f(x) - g(x) y DomfnDomg.

Ejemplo: f={(1, 3), (2,6),(3,9) ...} y g={(3, 4), (6, 8), (9, 12) .... }
Hallar: (f - g).

Aplicando la definicion de resta, buscamos los dominios de las

funciones fy g, y luego restamos sus recorridos.

f:z* > 3Z*, 9:3Z" - 4Z*, el Domf=Z" y Domg=3Z" = Domf~Domg=3Z*

y -, (fF-9)={(3, 5), (6, 10), (9, 15), ..... }, e.i. la funcién resta, (f - g):3Z* — 5Z*

4x —

hallar (f - g)x, Aplicando la
3x+5

Ejemplo: f(x)=2x - 3, g(x)=
definicion de resta de funciones buscamos los dominios de las funciones

fy g, y luego restamos sus recorridos, Domf=R, Domg=" - {-g}, luego

DomfnDomg=% - {-:}, luego,
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x?—9x +10x-15-4x +2 _6x2—3x-13
3x+5 3x+5

(F- Ox=f(x) - gx) = F(x) - g(x)="

f:sn—>iR,g:m-{-g}—nn,(f-g)x:91-{-2}—”?-

Definicién 16: Sea f:A - B y g:C — D se define el Producto de

Funciones, VxeA, YxeB, como (f.g)x=f(x).g(x) y DomfnDomg.

Ejemplo: f={(1, 3), (2, 6), (3, 9) .... } y g={(3, 4), (6, 8), (9, 12) ...}.
Hallar: (f.g).

Aplicando la definicion de producto, buscamos los dominios de las

funciones f y g, y luego multiplicamos sus recorridos, f:Z* — 327,
g:32* > 4Z*, el Domf=Z2* y Domg=3Z* = Domf~Domg=3Z"y ..,

(f.9)={(3, 36), (6, 144), (9, 324), ..... },

4x—2, hallar (f.g)x, Aplicando la
3x+5

Ejemplo: f(x)=2x + 3, g(x)=
definiciéon de producto de funciones buscamos los dominios de las
funciones f y g y luego multiplicamos sus recorridos, Domf=:R,

Domg=% - {-g}, luego DomfnDomg=% - {-:}, S (F.g)x=f(x).g(x)

= f(x).g(x)= (2x +3I)3()i4;( 2 tq R, g: R - {-:} >R,y (f.g):R - {-:} SR

Definicién 17: Sea f:A —» B y g:C — D se define la Division de

Funciones, VxeA, VxeB, como (f)x=f((x)) y DomfnDomg y g(x)=0.
9 g(x
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Ejemplo: f={(1, 3), (2, 6), (3, 9) ...} y g={(3, 4), (6, 8), (9, 12) .... }.
Hallar: (i).
g

Aplicando la definicion de division, buscamos los dominios de

las funciones f y g, y luego dividimos sus recorridos, f:z* —» 327,

g:3Z* - 4z', el Domf=Z" y Domg=3Z* = Domf~Domg=3Z*y ..,
9 9 9 . ‘r . + 9

(flg)={(3, Z)’ (6, Z)’ (9,2), ..... } e.i. la funcién cociente es (f/g):3Z _){Z}

Ejemplo: f(x)=2x - 3, g(x)= 4x—2, hallar (i)x, Aplicando la
3x+5 g

definicion de division de funciones, buscamos los dominio de
las funciones f y g, y luego dividimos su recorridos, Domf=R,

Domg=R - {-i, 1}, luego Dommeomg=‘.R-{-§, 1}, oo (i)x=m
3’2 3°2 g d(x)

f(x) _ (2x-3)(3x +5) _; 1 51
a0 x-2 RS R g R-{, )% ( R e s

Definicién 18: Sea f:A — B, donde f es una funcién biyectiva. La

correspondencia F'1, de B en A, definida por (y, x)eF'1, sii (x, y)eF, se

define una funcion de B en A llamada Funcion Inversa de F. se denota

por f1.

Ejemplo: Sea f: Z* - 3Z*if={(1, 3), (2, 6), (3, 9) ....}. Hallar la 1,
Aplicando la definicion de funcién inversa obtenemos:

£1=((3, 1), (6, 2), (9, 3) ......}, F1:32* > Z*.
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Eiemplo: Sea R - {-:}_) R - {:}If(x)=4x—2

. hallar f1,
3x+5

Aplicando la definicion de inversa de una funciéon, obtenemos:

-1 _
= A0-2

4 = x[3f'(x) + 5]=4f'(x) - 2 = 3xFI(x) + 5x=4" - 2 =
3f ' (x)+5

aft. 3xfl=5x - 2 = f'=—_—, de donde se deduce

1yem . 12 i
que f ' (x):R {3}—>‘R {3}.

Definicién 19: Sea f:A —» B y g:B — C, la funcién h:A — C definida

por h(x)=g[f(x)], VxeA, se denomina Funcion Compuesta de f y g o

funciéon composicion de fy g y se escribe: h(x)=(gof)x.

Ejemplo: Sean f:Z* - 3Z'/g:3Z* —»  4Z*If={(1,3), (2, 6), (3, 9), ...}
y g ={(3, 4), (6, 8), (9, 12) ...} Hallar: (gof), Aplicando la definicién de
composicion de funciones obtenemos: (fog)={(1, 4), (2, 8), (3, 12) ...... }

donde (fog):Z* — 4Z*.

Ejemplo: Sea f(x)=2x + 3, g(x)= 4x -2
X

, hallar (gof)x, Aplicando la
3x+5

definicidn de composicién de funciones, obtenemos: (gof)x=g[f(x)] =

4(2x+3)-2 8x+10 4x +5
—————— = (gof)x= = (gof)x= .
3(2x+3)+5 6x +14 3x+7

glf(x)1=

Definicién 20: Las funciones pueden representarse graficamente

como graficas trazadas sobre un sistema de coordenadas rectangulares,
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donde la variable independiente (x) se representa en el eje horizontal y la
variable dependiente (y) se representa en el eje vertical.

Definicion 21: Se define la Grdfica de una Funcién, como aquella

que esta constituida por todos los puntos (X, y) cuyas coordenadas

(%o, Yo) satisfacen la ecuacion y=f(x).

Ejemplo: Representar graficamente la parabola f(x)=x2

Solucién: Lo primero que hacemos es hallar el dominio de la
funcion f(x)=x2, que en este caso es todos los reales, e.i. Domf=R, luego
le damos valores arbitrarios que pertenezcan a R, tomemos en este

caso: {-2, -1, 0, 1, 2} y hallamos sus respectivas imagenes, y lo

representamos en su forma sagital, es decir: las imagenes se hallan

sustituyendo los elementos escogidos del dominio en la funcién f(x)=x2,

e.i. f(£2)=(+2)%=4, f(+1)=(x1)2=1, f(0)=(0)>=0 como se ilustra en la tabla:

fix)| 4 |[1]/0]1]4

y su grafica es:

f(x)=x?

Fig. N° 8
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Ejemplo:

[ x+3 six<0 = (<0,0)

x? si0<x<2 = [0,2)
f(x) 4 si2<x<3=[2,3)
2x -2 si 3<x<4 = [3,4)

4  six>4 = [4,+0)

Solucion:

X 3| 0 2 | 3 | 4 5

fix) |0 3 |4 4|6 | -4

Definicién 22: Si g(x)=f(x) * b para algun beR, entonces, la grafica

d(x) se obtiene desplazando la grafica de f(x) en sentido vertical * b

cantidades, si el sigho de b es positivo, hay una traslaciéon vertical hacia
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arriba en b cantidades, si el signo de b es negativo, hay una traslacién

vertical hacia abajo en b cantidades.

Ejemplo: Graficar f(x)=x2 y sin calculos adicionales graficar:

a) g(x)=x?+ 1, b) h(x)=x2- 1

1
f(x)=x2 g(x)=x2 + 1
0 h(x)=x? - 1\ /
-1
Fig. N° 10 Fig. N° 11

Fig. N° 12

Definicién 23: Si g(x)=f(x * b) para algun befR, entonces, la grafica

d(x) se obtiene desplazando la grafica de f(x) en sentido horizontal *b

cantidades, si el signo de b es positivo, hay una traslacién horizontal

hacia la izquierda en b cantidades, si el signo de b es negativo, hay una

traslacion horizontal hacia la derecha en b cantidades.

Ejemplo 27: Graficar f(x)=x?y sin calculos adicionales graficar:

a.  g(x)=(x + 1) b) h(x)=(x - 1)?
h(x)=(x - 1)

f(x)=

g(x)=(x+1)?

/N

Fig. N° 13 Fig. N° 14 Fig. N° 15
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Definicién 61: Si g(x)=-f(x), entonces, la grafica de g(x) se obtiene

reflejando la grafica de f(x) en el eje Y (1809).

Ejemplo: Graficar f(x)=x2 y sin calculos adicionales graficar:

g(x)=-x>

f(x)=x? g(x)=-x>

Fig. N° 16 Fig. N° 17

Definicion 24: En muchos casos de la vida real, la rata a la cual

cambia una cantidad con respecto a otra cantidad recibe el nombre de

funcion lineal.

Ejiemplo : Un camioén sale de San Fernando a Maracay, a una
distancia de 300Km. Si se maneja el camion a una velocidad constante de
100Km/h, exprese la distancia del camion hasta su destino como una
funcién del tiempo, Usando x para denotar el niumero de horas que ha
estado el camidén en la carretera y f(x) para la distancia correspondiente
entre el camion y Maracay. Viajando a 100Km/h el camién recorrera 100X

kildmetros en x horas y, por lo tanto, f(x)=300 - 100x. Graficamente:
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f(x)=300 - 100x
300

Fig. N° 18

Definicién 25: La funcién lineal se puede expresar de las siguientes

formas:
a. Ax + Bf(x) + C=0, b. f(x)=mx + k, c. f(x)=m(x — xo0) + f(xo),

d. x+f();°):1,e.f(x)=y1_f(x°)

(x - xo) + f(xo),

f. (x1 — xo)f(x)=( f(x1) — f(x0)) (x1 — Xo) f(x0),

La ecuacion: a. y la f. es la ecuacion general de la recta, la b. es la
ecuacion dada la pendiente y el corte con el eje Y, la c. es la ecuacién de
la recta dada la pendiente y un punto, la d. es la ecuaciéon paramétrica de

larecta, lae. es la ecuacion de la recta dada dos puntos.

En la ecuacién a. A, By CefR, y el cociente m=-g, recibe el nombre

de pendiente, que es la razén que existe en el cambio del eje Y a el

Cambio en Y f(x,) - f(xq)
>m=—1-_"9Y°

cambio en el eje X es decir, m= -
Cambio en X X4 —Xg

La ecuacion b. se obtiene de la ecuacion a., despejando en a. la

variable dependiente y, luego sustituimos m=-2 y k=-g, y la ecuaciones
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c. es obvio que se deduce de la ecuacion b., lo mismo que la ecuacién d,
donde a es el corte con el eje X, y b es el corte con el eje Y.

Ejemplo: Hallar la pendiente de la recta que une los puntos
P1(4! '2) y P2(-3, 4)3
Solucién: aplicando la formula de la pendiente tenemos:

m= f(x4) —f(xy) I )
X4 —Xp -3-4

, Si en la ecuacion f. f(x1)=f(x0) la pendiente

vale 0, y en consecuencia nos resulta una recta paralela al eje de las X, y

si x1=x0 la pendiente crece indefinidamente la recta que resulta es

paralela el eje de las Y, graficamente.

f(xo0)

ko

Fig. N° 19 Fig. N° 20

Ejemplo: Hallar la ecuacioén lineal si:

a. Lapendiente es 2 y pasa por el punto P1(2, 9)

b. Se pasa por los puntos P1(-2, 3) y P2(2, 9)

c. Cortaalos ejes en: x0=-2 y f(x0)=3
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Solucidén: a. Sustituyendo el valor de la pendiente en la ecuacién

f(x)=mx + k, tenemos: f(x)=2x + k, como la ecuacion pasa por el punto

P1(2, 9), al sustituirlo en la ecuacion f(x)=2x + k, hallamos el valor de k, es

decir, 9=Z + K = K=6, luego la ecuacion de la recta es: f(x)-gx +6ysu

ﬁx)= 3+ 6
2

representacion grafica es:

Fig. N° 21
La solucion de la parte b. y c. queda como ejercicio para el lector.
Ejemplo: Los estudiantes de la UNELLEZ pueden registrarse para
sus clases de verano previamente por correo durante el mes de julio. Los
que no se registren previamente deben hacerlo personalmente en agosto.
El registrador puede procesar los datos de 40 estudiantes por hora
durante este periodo de registro en agosto. Una vez transcurrida 4 horas

en agosto, se han registrado 360 estudiantes.



135

a. Exprese el numero de estudiantes registrados como una funcién del
tiempo.

b. ¢Cuantos estudiantes fueron registrados después de transcurridas 3
horas?

c. ¢Cuantos estudiantes se registraron en julio?

Solucién: a: Usando x para denotar el numero de horas durante las
cuales ha estado abierto el registro en agosto y f(x) para denotar el
numero total correspondiente de estudiantes registrados. El valor de f(x)
aumenta en 40 cada vez que x aumente 1, asi f(x) es una funcién lineal de
x con pendiente m=40, que pasa por el punto (4,360), luego f(x)=40x + K =
f(4)=360 = 40(4) + k=360 = k=200, y por lo tanto, la ecuaciéon buscada es:
f(x)= 40x + 200.

Solucién: b. EI niumero de estudiante registrado transcurridos 3
horas es cuando x=3, lo sustituimos en la ecuacién encontrada en la parte
a) f(3)=40(3) + 200 — f(3)=320, esto quiere decir, que transcurridos 3 horas
se habian inscrito 320 estudiantes.

Solucién: Para saber el numero de estudiante que se escribi6 en
julio, simplemente sustituimos en la ecuaciéon x=0, con lo cual nos da que
f(0)=200, que es el numero de estudiantes que se inscribieron por correo

en julio.
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360 N° Estudiantes
320
280

240 f(x)=40x + 200
2007
1 2 3 4 horas
Fig. N° 22

Ejemplo: La tarifa del Metro de Caracas por estacion es de Bs.
200, Si el Metro tiene 7 estaciones. Exprese el pasaje como una funcién
del transporte y realice su grafica

Solucién: Usaremos x para denotar cada estacion y f(x) para el
porte correspondiente.
[ 200 si 0<X<1
400 si1<X<2

600 si2<X<3
f(X)={

L 1.400 si6<X<7

1400
1200
1000 _
800 —_—

600 —

400 —_

200 —

Fig. N° 23
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Definicion 26: Un polinomio es una funcion:

a. f:R - RIf(x)=anx" + an-1x""1+ . + a0

2 4

b. f:R > R/f(x)=ao + a1x + a2x .. + anx", donde: n: grado del

polinomio, si n#0 y ao, a1, a2, .... an: coeficientes del polinomio, x: variable

o indeterminada del polinomio. Si el polinomio esta dado en la forma a. se

dice que es decreciente, y en la forma de b. se dice que es creciente.
Ejemplo: a. f(x)=x5 + 3x%2 - 2x + 5, es un polinomio decreciente de
grado n=5

f(x)=-2 + 5x2 + 3x4+ 2x6, se dice que es creciente de grado n=6.

Definicién 27: Para cualquier nimero xo€fR, para el cual f(xo0)=0, se

dice que es una raiz de f. Si xo es una raiz del polinomio f(x), entonces, el

termino lineal x - xo es un factor de f, es decir, que podemos escribir:

f(x)=(x - Xo)g(x), donde g(x) es en si mismo un polinomio, de un grado

menor que f(x).
Ejemplo: El polinomio f(x)=x3 — 3x2 + 5x - 3, tiene como raiz a xo=1,
ya que f(1)=0 y f(x)=(x - 1)(xg —2x + 3).

Observacion: En correspondencia entre las raices y factores

implica a lo mas n raices reales. Naturalmente un polinomio de grado n
puede tener menos de n raices. Por ejemplo, el polinomio x2 + 1, no tiene

ninguna raiz real, ya que las raices en este caso son raices complejas.
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Definicion 28: Si todos los coeficientes de los polinomios de la

forma: R — Rif(x)=anx" + anx"" T+ + ao=0 6

2

f:R > Rif(x)=ao + a1x + a2x* + ..., + anx"=0 son ceros, decimos que f(x) es

un polinomio nulo.

Definiciéon 29: Siena)o b) n=0y ao=|=0, entonces f(x)=ao, se llaman

polinomios constantes.

Definicién 30: Si en el polinomio f(x)=anx" + an-1x" "1 + ... + ao, con

an=1, se dice que f(x) es un Polinomio Mdnico, es decir, un polinomio es

Monico si el coeficiente de la variable de mayor grado es igual a 1.

Definicién 31: Sean f(x)=anx" +an4x" "1+ .....+ao0 y
g(x)=bnx" + bn4x" "1+ ... +bo se define la suma (resta) como:
(Ftg)x=(an * bn)x"+(an-1% bpn-1)x" 1+ ... +(ao * bo)

Ejemplo: f(x)=x3 —3x2+5x-3 y g(X)=3x3 —5x2_7x + 7, entonces:
a. (f+ g)x=4x3 —8x%-2x +4
(f - g)x=-2x3 + 2x2 + 5x - 10

Definicidn 32 Sean f(x)=anx" + anax"-1+......+aoy

m-14 ... + bo se  define la multiplicacion

g(x)=bmx™ + bm-1x
como:

(f.g)x=aobo + (aob1 + a1bo)x + (aob2 + a1b1 + a2bo)x? + .... + anbpx™ * N
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Ejemplo: f(x)=x3 —3x%+5x -3 y g(x)=3x + 3, entonces:
(f.g)x=(3x + 3)(x3 — 3x2 + 5x - 3)=>
(f.g)x=-9 +15x — 9x% + 3x° — Ox +15x% - 6x° + 3x* =

(f.g)x=-9 + 6x + 6x2 — 6x° + 3x%

Resolviendo por la féormula tenemos:
1°. Hallamos el grado x del polinomio producto, grado
(f.g)x=grado f(x) + grado g(x)=3 + 1=4

2°, Ubicamos los coeficientes de los polinomios f(x) y g(x):
Coeficientes de f(x): ao=-3, a1=5, a2=-3, a3=1, coeficientes de g(x): bo=3,
b1=3

3°. Hallamos los productos de los coeficientes distintos de cero:
aobo=-9, aob1=-9, a1bo=15, a1b1=15, a2bo=-9, a2b1=9, a3zbo=3, azb1=9

4°, Sustituimos estos productos en la féormula:

(F.g)x=-9 + (-9 + 15)x + (-9 +15)x2 + (-9 + 3)x° + 3x* =

(f.g)x=-9 + 6x + 6x2 — 6x> + 3x*.

Definicién 33: Dados dos polinomios f(x) y g(x), lamamos Cociente

de ambos a un polinomio h(x), tal que, f(x)=g(x)h(x), nada se puede
afirmar sobre la existencia de este polinomio, pero si existe, decimos que

f(x)

f(x) es Divisible por g(x), o que g(x) es Divisor de f(x) y escribimos ﬁ
- - g(x

que se lee "g(x) Divide a f(x).
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x3

Ejemplo: f(x)=

= f(x)=x2 + x + 1, pues x° - 1=(x - 1)(x2 + x + 1).
x_

Definicidén 34: La division de polinomios con coeficientes Enteros
solamente es posible en ciertos casos especiales. Dados dos polinomios
fy g, la divisiéon entera de f por g consiste en determinar dos polinomios h

y r con las condiciones siguientes: f=g.h + r, con el grado r< grado de g.

La determinacion de los coeficientes del cociente h y el resto r se
hace de la siguiente manera: particularizando el caso: el dividendo sea de

tercer grado y el divisor sea de primer grado, lo que no quita generalidad
a la demostracion, ejecutamos el siguiente desarrollo:
3 2
a3x” +a2x“ +a1x+ ao

b
b1x + bo=b1(x + b—°)=b1 (X - Co)

1
-a3x> + c1x? a3x? + c2x + ¢4
c2x?
-c2x? + c3x ¢1=a3co
cax c2=a2 + c1
-c4x +c5 C3=Coc2
r c4=a1 +c3
C5=Co + C4
r=ao + c5
Ejemplo:
34 42 3
6x” + x© - x+ 2 2% - 1
-6x3 + 3x? 1
T A2 3x%+2x +
-4x2 + 2x
1
1 h(x)=3x2 +2x+ —
— X+ 2
2 r=2
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Definicién 35: Regla de Ruffini: Sea acQ. Vamos a estudiar la

division de un polinomio de Q(x) por el binomio x - a. Particularizando
para el caso en que el dividendo sea de tercer grado, lo que no quita

generalidad a la demostraciéon, ejecutamos el siguiente desarrollo:

3 2
Q(x) a.x’+a,x“+a,x+a .
(x) =3 2 1 0, por la regla de Ruffini tenemos:

X—a X—a

a3 a2 a1 ao

a aa3 ac1 ac2
a3 c1 c2 r

Donde, c1=a2 + aa3, c2=a1 + ac1y r=ag + ac2

Para aplicar el método de Ruffini se seguiran los pasos siguientes:
1°. Se colocan los coeficientes de las variables del polinomio en forma
decrecientes
2°. Se baja el primer cociente del dividendo que lo es también del

cociente

3°.  Se multiplica por a y se suma con a2. Se obtiene asi c1. Se

multiplica c1 poray se suma con a1 se obtiene c2 que se multiplica por a

y se suma con ao, resultando r.

Observaciones:

1. El cociente es un polinomio en x cuyo grado es inferior en una
cantidad al del dividendo.

2. EIl primer coeficiente del cociente es igual al primero del
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dividendo.
3. Cada coeficiente, excepto el primero, es igual al correspondiente
del dividendo mas el anterior del cociente multiplicado por a.

Estas tres observaciones constituyen La Regla de Ruffini y los

coeficientes del cociente y el resto se obtienen por medio del esquema

anterior.

Ejemplo: Dividir: x3 — 2x + 1 por x - 2

1
2

| 1

Como la division se define como:

1
N

NINO
NID
IU'I Ha

N(x) _ C(x)+ r(x) o N(x)=C(x)D(x) + r(x), donde N(x) recibe el nombre de
D(x) N(x)

dividendo o numerador, C(x) cociente, D(x) divisor o denominador y r(x)

resto o residuo, se tiene que:

3
x”—2x +1 5 . .
x3 — 2x + 1=2 "8 T 1 _x2 | oy + 2+————, &,i, el cociente es

X -2 x3 —2x +1
X2+ 2x + 2,elrestoes 5

Para factorizar o hallar las raices de un polinomio por el método de

Ruffini, se procede como en el caso anterior, pero las posibles raices

enteras las encontramos descomponiendo en factores primos a ao, es
decir, todos los divisores de ao.

Ejemplo: Factorizar: f(x)=x® — 14x* + 49x2 — 36



143

Solucién: Primero colocamos los coeficientes de las variables
y el término independiente, tomando en cuenta que si no
aparece una potencia de la variable el coeficiente es cero. Las

posibles raices enteras de f son: 1, ¥2, *3, #4 16, 19, +12, *36.

1 0 14 0 49 0 -36
1 1 1 -13 13 36 36
1 1 4143 13 36 36 |O
-1 -1 0 13 0 -36 =—
1 0 43 0 36 |O
2 2 4 18 -36
1 2 9 18 0
-2 2 0 18 l_
1 0 9 0
3 3 9
1 3 |0

Luego las raices del polinomio son: #1, ¥2, #3y -,
x8 — 14x? + 49x2 - 36=(x - 1)(x + 1)(x - 2)(x + 2)(x - 3)(x + 3).

Definicion 36: Coeficientes indeterminados o Fracciones Parciales

Por definicion, una funcién algebraica racional puede expresarse como
el cociente de dos polinomios. Tedéricamente, toda funciéon racional
puede expresarse en términos de funciones elementales. Con
frecuencia el método de fracciones parciales es util para transformar la
fraccion racional en una suma de funciones mas sencillas. El método de
las fracciones parciales es adecuado unicamente para fracciones
propias, esto es, aquellas en la que el polinomio del numerador es de
menor grado que el polinomio del denominador. Cualquier fraccién

impropia, e.i. aquella en la cual el grado del polinomio del numerador es
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igual o mayor que el grado del polinomio del denominador, puede
transformarse, por divisién, en la suma de un polinomio mas una
funciéon propia. En este curso estudiaremos un soélo caso de las
fracciones parciales ya que los otros son para niveles mas avanzados.
La funciéon H(x) puede ser expresada como la razén de dos
polinomios f(x) y g(x). Considere que estos polinomios son de grado m
y n respectivamente y estan ordenados en orden descendente de la

potencia de x, e.i.

m m-1
a_x +a_ X F eereeerenneenns +a,x-a
H(x): n n-1
b x"+b__.x + e, +b.x+b,
En donde ao, a1, ...... , ameR y bo, b1, ... , bneR, el

denominador g(x) puede factorizarse en factores de primer orden y con

coeficientes reales de la manera:

H(x) =

(x—x1)(x—x2) .............. (x—xn)
En donde X1, X2, ..cccceeeniinerenees xn son las n raices de la ecuacion

d(x)=0 y son llamadas ceros del polinomio g(x). H(x) puede ser entonces

expresado como una serie de fracciones, e,
1 A2 A . -
H(x) = + + reneee +—"_ el caso que vamos a estudiar aqui
X—-X, X-—-X X — X
1 2 n
es que las raices x1, x2, ....., Xxn son distintas y el grado de g(x) es menor

que el grado de f(x), Las A’es de la ecuacion anterior son constantes y
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llamadas los residuos de H(x). Para determinar el valor de estos

residuos, se aplica la siguiente féormula:
A1=(x — x1)H(x1); A2=(x — x2)H(x2); ...... An=(x — xn)H(xn)

Ejemplo: Descomponer en fracciones parciales:

a. H(X)=23X+5 Aplicando Ruffini para factorizar H(x)=x2 +5x+3

X +4x+3

las posibles raices son: ¥1, +3

‘1 4 3
-1 1 -3
| 1 3 |o

Hx)= SX*tS = Hix)=—1 4+ 2| donde:

(x+1)(x+3) x+1 x+3
A1=(x+1)H(-1):m:1; A2=(x+3)H(-3)w:2 =

(-1)+3 (-3) +1

H(x)=3x—+5: = H(X)=i+ 2

(x+1)(x+3) x+1 x+3

3

b. H(x)= 3 +5x -7 , Aplicando Ruffini para factorizar

x4+5x3+5x2—5x—6

a H(x)=x4 + 5x3 + 5x2 - 5x - 6, las posibles raices son: ¥1, +2, *3, +6

1 5 5 5 -6
1 1 6 11 6
1 6 11 6 |0
al 14 5 6
1 5 6 JO
2 2 6 —
1. 3]0
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3x3 +5x -7
(x=1)(x+1)(x +2)(x +3)

Luego H(x)=(x -1)(x + 1)(x + 2)(x + 3) y H(x)=

A, A A, A
1,72 T3 T4

, donde:
x-1 x+1 x+2 x+3

= H(x)=

3(1)2+5(1)-7 1

A=) = e 21:3) 24

3(-1)° +5(-1)-7 15

A= R 13 4

3(-2° +5(2)-7 4,

A3=(x +2)H(-2) (2-1)(-2+1)(2+3) 3

3(-3)3+5(-3)-7 103

A4=(x+3)H(-3) = (-3-1)(-3+1)(-3+2) 8

, .-, tenemos que:

1 15 N 41 N 103
24(x -1) 4(x+1) 3(x+2) 8(x+3)

H(x)=

Definicién 37: Factorizacién de la forma: (x + y)"

(x £ y)2=x2 + 2xy + y2

(x + y)3=x3 + 3x2y + 3xy2 + y3

(x+ y)4=x4 + 4x3y + (-‘.-xzy2 + 4xy3 + y4
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m m! i . .
donde ( J=()| , himero combinatorio, los cuales se pueden calcular con
n n(m —n)!

la ayuda del triangulo de Pascal

Este triangulo también toma la forma:

12 1
13 31
14 6 41
1 510 10 5 1
Ejemplo: Factorizar:

a. f(x)=(x+2)7

Solucién: Desarrollamos el triAngulo de pascal hasta llegar al
séptimo término, por lo tanto: las potencia del primer miembro, es decir,
de las x, decrecen desde n=7, hasta n=0 y las potencia del segundo
término es decir, el 2, va creciendo desde n=0, hasta n=7 y los

coeficientes se obtienen por medio del triangulo de Pascal.
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f(x)=x’ + 14x%y + 84x5y? + 280x%y3 + 560x3y* + 672x%y" + 448x%y® + 128y7

b. Factorizar: f(x)=(x - 1)8

Solucién: Se aplicaran los mismos paso que se aplicé en el ejemplo
anterior, desarrollamos el triangulo de pascal hasta llegar al octavo
término, y colocando las potencias al primer miembro en forma

descendente y al segundo miembro del binomio en forma ascendente, ..,

f(x)=x8- 8x7y + 28x6y2 - 56x5y3 + 70x4y4 - 56x3y5 + 28x2y6 - 8xy7 + y7

Definicién 38: Factorizacion de la forma: x" - y™

x2 - y2=(x - y)(x +y)
x3 - y3=(x - y)(x? + xy + y?)

x* - yA=(x - y) 3 + xPy + xy? + y3)

xN . yn=(x - y)(xn'1 + xn-2y + xn-3y2 i + yn-1)

Ejemplo: Factorizar: f(x)=x4 -16 > f(x)=x4 - 24, aplicando la férmula
para y=2, tenemos: f(x)=x4 - 24=(x - 2)(x3 +2x2 + 4x + 8).

Definicién 39: Factorizacion de la forma: x" + y™:

X2 + y2=x2 + 2xy + y2 -2xy = x2 + y2=(x + y)2 - 2xy =

x2 +y?=(x +y)? - (\J2xy P =



x2+yP=(x+y - 2xy)x+y+ 2xy) =
x2+y?=(x - [2xy +y)(x+ [2xy +y)
X3+ y3=(x + y)x2 - xy + y?)

o+ =2+ 2 (22 - 2xPy?
x4 yt=d +yH? - 230y o

X4 + y4=(x2 + y2)2 i (\/5)2 x2y2 -

x* + yA=(x?- 2xy +y?)(x%- 2 xy +y?)

/ n nn n n n

x" + yn=<

n-3,,2 _

| (x+ Y - X2y x3y2 L

n

=

n

(x2 —/2x4y4 1+ y2)(x2 + -/2x4y* + y2) sin es par

+y"1) si n es impar
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Ejemplo: Factorizar: a) f(x)=x4 + 16 = f(x)=x4 + 24, aplicando la

férmula para y=2, tenemos: x4 +2%=(x2 - 2./x + 4)(x2 + 2./x + 4)

a. f(x)=x5 +32 > f(x)=x5 +25, aplicando la formula para y=2, tenemos:

x® + 25=(x - 2)(x* - 2x3 + 4x% - 8x +16)

Definicion 40: Factorizacion de la forma /x -y

1 1 1 1 1 1

x-y=(x2)? - (y2)?=(x2 - y2)(x2 + y2) =(x = y)x - y) =
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\/7 \/7 \/7+\/7

-
Ve sy

x-y

I‘l/;_ny= X—-y
Vx-ty I3/x'"'1+'\‘/x"'1y+J n-2y2 + /ﬁ

Ejemplo: Factorizar: f(x)=‘1& —4/2, aplicando la férmula

X—-2

1/x73+§/2x2 +44y2 +1@.

Definicién 41: Factorizacién de la forma %/x + W

para y=2, tenemos: f(x)=4x —-4/2 =

1 1 1 1 1 1

x-y=(x2)? - (y2)2=(x2 -y2)x2 + y2) = (Sx - y) (X fy) =

Xy =

X—-y
=y

3x + 3
Wyt

Yx +4y = =y
( 4/33 —4/x2y+4xy2 _%F
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n = - y
Tx ety = n/en-1_ 'Mx"*y + ﬁx"'zyz EEEEREE My

Ejemplo: Factorizar: f(x)=‘l&+‘lﬁ, aplicando la formula para y=2,

X—-2

tenemos: f(x)= 4x +42 = .
4x3 —4/2x2 +44y2 -4

Definicion 42: Grafica aproximada de las funciones polinédmicas de

la forma: f(x)=anx" + an-1x"1 +......... + ao.
Para graficar una funcion polindmica seguiremos los siguientes
pasos:

1. Se halla el corte con el eje Y, e.i. x=0 = f(x)=ao0

2. Buscamos el corte con el eje X, e.i. cuando y=0 =

f(x)=0, factorizamos f(x) aplicando el método de Ruffini, e.i.
f(x)=anx" + an-1x™1 + ....... + a0=an(x - X0)(X - X1)....o(X - Xn)

3. Ubicamos en los ejes de coordenadas las raices de f(x).

4. Estudiamos el comportamiento de la grafica, entre cada par de
puntos donde la funcién corta al eje X. Como la funcién f(x) es continua y
su grafica es una curva continua, no hay ninguna forma de que f(x) pueda

cambiar de signo entre dos puntos de interseccion con el eje X, si
ae(Xo, x1), con Xo y X1 raices de f(x) y f(a)>0, entonces, la funcién es

creciente en ese intervalo y en consecuencia esta por arriba, si f(a)<0,
entonces la funcioén es decreciente y por lo tanto, esta por debajo.

5. Estudiamos la funcion cuando crece o decrece
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indefinidamente, es decir, x - *x, la funcion puede crecer o decrecer
indefinidamente, veamos esto geométricamente:

1°. Cuando la variable x decrece indefinidamente, la funciéon también
decrece indefinidamente, es decir, (x —» =0, f(x) »> -0), ilustremos esto
geomeétricamente,

+00

y=f(x)

Fig. N° 24

=00

2°, Cuando la variable x decrece indefinidamente, la funcién y crece
indefinidamente, es decir, (x > <0 = f(x) > +x), ilustremos esto
geomeétricamente,

+00

=00

Fig. N° 25

3°. Cuando la variable x crece indefinidamente, la funcién y decrece
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indefinidamente, es decir, (x > +0 = f(X) » -0), ilustremos esto
geomeétricamente,

+00

=00

Fig. N° 26
4°, Cuando la variable x crece indefinidamente, la funciéon y también
crece indefinidamente, es decir, (x > +0 = f(X) - +x), ilustremos esto
geomeétricamente,

+00

=00

Fig. N° 27
Nota: Para ver el comportamiento de la funcion cuando x crece o

decrece indefinidamente, solamente sustituimos el valor de *w, en la
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variable de mayor grado, ejemplo f(x)=anx" + an-1x"1 + ... + a0, cuando
X — +w, entonces f(+w)=an(+0o)" = f(x)=+w0, y f(-0)=an(~o)", sera f(x)=- o si
n es impar y f(x)= oo si n es par.
6. Trazamos la grafica.

Ejemplo: Graficar la funcion f(x)=x3 —3x%-x+3

Solucidén: Aplicaremos los pasos descritos anteriormente:
1°. Hallamos el corte con el eje Y, es decir, ao=3, luego corta al eje Y

en el punto (0, 3)

2°, Hallamos los cortes con el eje X, aplicamos Ruffini para

factorizar f(x)
3°.
1 3 1 3
-1 -1 4 3
1 4 3 |o
1 1 -3
1 -3 |Q

Luego f(x)=x3— 3x2 - x + 3=(x -1)(x + 1)(x - 3), es decir, la funcion f
corta al eje X en los puntos: (-1, 0), (1, 0) y (3, 0).
4°, Estudiamos la funcidon entre cada par de puntos donde la
funciéon corta al eje X: entre los puntos (-1,0) y (1, 0), escogemos
a=0, ya que 0e(-1,1), f(0)=3, .., en este intervalo la funcién es
creciente, e.i. estd por arriba, entre los puntos (1, 0) y (3, 0),

escogemos 0=2, ya que 2¢(1, 3), f(2)=(2)% -3(22-2+3=3, -, en
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este intervalo la funcion es decreciente, e.i. esta por abajo.

5°. Vemos que pasa cuando x crece o decrece indefinidamente,

X — =0, implica que f(-oo)=(-oo)3 = f(-0)=-0, es decir la funciéon decrece
indefinidamente, x — +owo, implica que f(+oo)=(+oo)3 = f(+o0)=+00, e.i. la

funcion crece indefinidamente.

6°. Realizamos la grafica con los datos obtenidos.

f(x)=x3 - 3x%2-x +3

+00

Fig. N° 28
Ejemplo: Graficar la funcién f(x)=x3 -9x +1

Solucidén: Aplicaremos los pasos descritos para realizar la grafica

de una funcion:

1°. Hallamos el corte con el eje Y, e.i. ao= 1, luego corta al eje Y en

el punto (0, 1)
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2° Hallamos los cortes con el eje X, como la funcién f(x), no tiene
raices enteras, trasladamos la funcién, e.i. f(x)=g(x) + 1, donde
g(x)=x3—9x, factorizando g(x)=x(x - 3)(x + 3), la funciéon g(x) corta al
eje X en los puntos: (-3, 0), (0,0) y (3, 0)

3. Estudiamos la funcién entre cada par de puntos donde la funcion

corta al eje X: entre los puntos (-3,0) y (0,0), escogemos a=-1,
ya que -1¢€(-3,0), f(-1)=(1 )3 - 9(-1)=10, .., en este intervalo la funcién es
creciente, es decir, estd por arriba, entre los puntos (0, 0) y (3, 0),
escogemos a=2, ya que 2¢&(1, 3), f(2)=(2)3 - 9(2)2=-10 , .+, en este intervalo

la funcién es decreciente, e.i. esta por abajo.

4°. Vemos que pasa cuando Xx crece o decrece indefinidamente,
X — -0, implica que f(-oo)=(-oo)3 = f(-0)=-0, e.i. la funcién decrece
indefinidamente, x —» +wo, implica que f(+oo)=(+oo)3 = f(+o0)=+00, e.i. la

funcion crece indefinidamente.

5°. Realizamos la grafica de g(x) con los datos obtenidos
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6°. Grafica f(x)=x> — 9x
1
<0 . 2 41 0 1 2 3 +00
Fig. N° 29

Trasladando verticalmente g(x) una cantidad hacia arriba

obtenemos f(x)

f(x)=x3 — 9x + 1

Fig. N° 30
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Definicién 43: Sea f:R —» R*If(x)=aX, VxeR y VaecR™, a#1, f(x) recibe

el nombre de Funcién Exponencial, donde a recibe el nombre de base y x

de exponente, y f(x) posee las siguientes caracteristicas:
1. La funcién esta definida en todo el conjunto de los numeros reales

es decir, Domf=R

2.  Elrecorrido de la funcién son los reales positivos Recf=R*

3. Si ae(1,+x), la funcién es estrictamente creciente “una funcion f es
creciente si VxicDomfy VieZ* se tiene que xi<xi+1 = f(xi)<f(xi+1)”

4. Si ae€(0,1), la funcién es estrictamente decreciente “una funcién f es

decreciente si VxicDomfy VieZ* se tiene que xi>xi+1 = f(xi)>f(Xi+1)”
5. Lafuncién exponencial es inyectiva, ya que f(x')=aX=a* = x'=x

6. La funcién exponencial no es sobreyectiva, ya que Recf=R*, no

contiene al conjunto de los nimeros reales.

Propiedades de la funcién_exponencial: ver propiedades de los

numeros reales.

Griafica de la funcién exponencial. f:R — R*/f(x)=aX, con ae(1, 0),

hallamos el grafo de f(x)

-2

1
f(x) | —
a2

Q| =
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+00
Fig. N° 31
Ejemplo: Graficar f(x)=3%
X 2 |1 (0|1 |2
f) ' |1 [1]3 |9
9 3
9
f(x)=3 3
1
_/
9
=00 -2 -1 1 2 +o0

Fig. N° 32



160

Grafica de la funcién exponencial. f: R — R*/f(x)=a*, con a<(0,1), hallamos

el grafo de f(x)

X |2 [11 |0 1 2
1 1
f(x 2 |a 1
x) | a 2 |2
=00 -2 -1 1 2 +oo
Fig. N° 33

X
Ejemplo: Graficar f(x)= ( ;J

X 210

f(x) |9 |3 |1

W[ =
o/ N
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Fig. N° 34
Si la base es el numero e=(1 + 1)rI cuando n — +ox, e.i. cuando n
n

crece indefinidamente, €=2,71828..., llamado el numero neperiano en
honor a Nepper su descubridor. La funcién f(x)=ekx, es un caso particular
de la funcion exponencial de base e.

Grafica de la funcién exponencial. f:R® — R*/f(x)=e**, vkez*

hallamos el grafo de f(x)

X |-2 -1 10 |1 2

f(x) [e2k |e* |1 |ek |e*
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eZk
ek
f(x)=ekX 1
1
K
/
e2x
-0 -2 -1 1 2 +00

Fig. N° 35

Grafica de la funcién exponencial. f:R — iR*'/f(x)=ekx, VkeZ" hallamos el

grafo de f(x)

f(x) | a2k | oK




163

Definicion 44: Se resuelve una ecuacion exponencial, hallando el

valor de la variable independiente x, que satisface a la variable
dependiente f(x).

Ejemplo Hallar el valor de x, que satisface la ecuacion:
a. 3%=81, en este caso la variable dependiente f(x)=81, como 81=34, la
ecuacion nos queda 3x=34, lo que implica que x=4.

2
=—, en esie caso la variapie epenaiente X)=— =
p) 5% 912 215 t | iable dependiente f(x) 215

2
5X°X+12 _5-2 - x2 _ gx +12=-2 = x? — 9x + 14=0 = (x — 2)(x — 7)=0
= x=2 0 x=7

Definicion 45: Se llama Funcion Logaritmica a la inversa de la

funcién exponencial, definida por la expresion y=lgax o

f(x)={(x,y)/ly=Igax y 0<x<w,} y f(x) posee las siguientes caracteristicas:

1. La funciéon esta definida el conjunto de los numeros reales
positivos e.i. Domf=R"*

2. Elrecorrido de la funcién son los reales Recf=R

3. Siae(1,+x), la funcion es estrictamente decreciente

4. Siae(0,1), la funcién es estrictamente creciente
5. Lafuncién logaritmica no es inyectiva, ya que f(x')=ax'=ax = X'#£X

6. La funcion logaritmica es sobreyectiva, ya que Recf=R, contiene al

conjunto de los numeros reales.
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Propiedades de la funcidon logaritmica: ver propiedades de

los niumeros reales.

Grafica de la funcién logaritmica. f:R* — R/f(x)=lgax, con a|<1,

hallamos el grafo de f(x)

QD
N
Q| =

fx)|-2 [-1]0[1 |2

f(x)=Igax

Fig. N° 37

Grifica _de la_funcién logaritmica. f:R* — R/f(x)=Igax, con a>1,

hallamos el grafo de f(x)

X 1

QD
N
Q| =

fx)|-2 [-1]0[1 |2
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f(x)=Igax

Fig. N° 38

Grafica de la funcién logaritmo natural f:R — R*/f(x)=Inx, YkeZ* hallamos

el grafo de f(x)

fx) |2 [-1]0[1 |2

Fig. N° 39

Ejemplo: Graficar f(x)=Ig3x
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x |11 111]3]9
9|3
fix)| 2 |-1]0]1]2

2

-2
Fig. N° 40
Ejemplo: Graficar f(x)=Ig,x
3
x |9 |3[11]1
319
f(x)|-2 |1(/0/1 |2
2
f(x)=1g ,x
3
1
1
11 1 3 9
9 3
-1
-2

Fig. N° 41
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Definicion 46: Se define una Ecuacion Logaritmica como aquella

que implica el logaritmo de una expresiéon que contiene una incognita.
Ejemplo 54: Resolver las siguientes ecuaciones logaritmicas:
a) lg(2x+1)=Ilg(x + 6)
Solucién: aplicando a ambos miembros la exponencial de base 10 se
tiene: 10'92*1) _10l0(x+6) 9 + 1=x + 6 = x=5
b) lgx +I1g3=Ig5
Solucién: Pasando al miembro de la derecha el logaritmo en base 3 y

luego aplicando las propiedades de los logaritmos tenemos: Igx=Ig5 — Ig3

= Igx=lg s = X= s
3 3

c) Inx-In(x +1)=In4

Solucidén: Aplicando las propiedades de los logaritmos y aplicando a

. . . b
ambos miembro la exponencial de base e se tiene: In71=ln4 =
X +

L-4:>x=4x+4:>x=-i
x+1 3

d) Igzx+3zlgz3
X

Solucién: Aplicando las propiedades de los logaritmos y pasando

las variables para el miembro izquierdo se tiene que:

|gzi—|gzx=3lgzzz> |92x22=|928 = x22=8 = x? =1 = x=i;, como

- . o 1
el dominio de los logaritmos son los reales positivos, entonces x=E
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EJERCICIOS RESUELTOS

1. Dados los conjuntos:

A, B/ A={xeZ/ X 48 =3} y B={xeZ/x> + x% — 9x - 9=0}, hallar:
a. AxB

b. BxA

c. aRb, aeAy beB, con la relaciéon “a es mayor que b”

d. Hallar el dominio en cada caso

e. Hallar el recorrido en cada caso

f. La representacion tabular y sagital de AxB

Solucidén: lo primero que haremos es expresar por extension los

- - 2
conjuntos A y B. Para el conjunto A tenemos que: Vx +8=3, elevando al

cuadrado ambos miembros tenemos: x2 + 8=9 = x2 + 8 — 9=0 = x2 -1=0

= (x — 1)(x + 1)=0 = x=-1 y x=1, entonces tenemos, A={-1,1}, para el

conjunto B tenemos: x3 +x% - 9x - 9=0, aplicando Ruffini:
1 1 9 9
-1 -1 0 9
1 0 9| 0
3 3 9
1 31 0

Por lo tanto, B={-3, -1, 3}
Solucioén a): AxB={(-1, -3), (-1, -1), (-1, 3), (1, -3), (1, 1), (1, 3)}
Solucién b): BxA={(-3, -1), (-3, 1), (-1, -1), (-1, 1), (-3, -1), (-3, 1)}

Solucién c): aRb={(-1, 3), (1, 3)}
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Solucién d): DomAxB=A, DomBxA=B, DomaRb=A

Solucién e)
Representacién Tabular Representacion Sagital
B
X 3 X aRb
A q B
2
1 -1
Q
A
-1 0 1
x -1 X
-2 Fig. N° 63
x =3 X
Fig. N° 62

Sea f={(1,3),(3 4),(5,6),(7,7),(9,12)} y g={(1,2),(2,4),(3,6),(4,8),(5,10)},
hallar:

(f+9)
(f-9)
(fxg)
(flg)
£

g-1

Solucién: como la suma, la resta, la multiplicaciéon y la division de

funciones se definen de la siguiente manera:

(f + g)=f + g A DomfnDomg
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(f - g)=f - g A DomfnDomg
(fxg)=fxg A DomfnDomg
(f /g)=flg A DomfnDomg A g0
Buscamos el dominio de A y el de B, lo intersectamos y luego
sumanos o restamos o multiplicamos o dividimos segun sea el caso los
recorridos de los elementos que pertenecen a la interseccion.
Domf={1, 3, 5, 7, 9} y Domg={1, 2, 3, 4, 5} = DomfnDomg={1, 3, 5]
Solucion a): (f + g)={(1, 5), (3, 10), (5, 16)}
Solucioén b): (f - g)={(1, 1), (3, -2), (5, -5)}
Solucion c): (fxg)={(1, 6), (3, 24), (5, 60)}

ion d): (fla)={(1, >). (3, 2). (5, >
Solucion d): (flg)={(1, - ), 3, 3). (5, L}

Para la solucion e) y f), aplicamos la definicion de funcién inversa,
la cual nos dice que si la funcién es biyectiva, entonces la inversa es la

funcién donde el recorrido se convierte en dominio y viceversa

Solucion e): £1={(3, 1), (4, 3), (6, 5), (7, 7), (12, 9)}

Solucion f): g7'={((2, 1), (4, 2), (6, 3), (8, 4), (10, 5)}

2

3. Realizar la grafica de la funciéon f(x)=x“ y luego sin calculos

adicionales hallar:

a. g(x)=2+ x2

b.  h(x)=(x - 2)2

c. t(x)= x2—2x +2
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Solucién: grafiquemos la funcién f(x)=x2, esta funcién es una

parabola que pasa por el origen y como su dominio esta definido en

todos los reales, podemos realizar la grafica dandole cinco (5) valores:

X -2 -1 0 1 2

fx)| 4 | 1] 0 [1] 4

Luego la grafica es:

f(x)=x2

= N W

2 10| 1 2

Fig. N° 64

2

Solucién a): g(x)=2 + x“, como hay una traslacion vertical se

traslada la funcién f(x) dos cantidades hacia arriba, para la solucién

b) h(x)=(x - 2)2 hay una traslacion horizontal, la funcién se traslada dos (2)
cantidades hacia la derecha y para la soluciéon c) t(x)=-x2 - 2x + 2,
completando cuadrado, tenemos: t(x)=-[x2 + 2x - 2] = t(x)=-[(x + 1)2 -2 1]

= t(x)=-(x + 1)2 + 3, lo que quiere decir que la funcion f(x) se traslada
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verticalmente tres (3) cantidades hacia arriba, horizontalmente una

cantidad hacia la izquierda, y luego rota 180°, veamos esto graficamente

Solucién a) g(x)=2 + x2 solucién b) h(x)=(x-2)2 solucién c) t(x)=-x2 — 2x + 2

v/“ \

0

Fig. N° 65 Fig. N° 67
Fig. N° 66

4. Encuentre una ecuacion para la recta que satisface las condiciones

que se dan a continuacion:
a) Pasa por el punto p(1, -6) y tiene pendiente m=-%

b) Pasa por el punto p(2, 3) y pasa por el punto p(-2, 4)
c) Cortaaleje Xenx=3yalejeY eny=4
d) Pasa por el punto p(-4, 5) y es perpendicular a la recta 3x + 4y — 2=0

Solucién a): la ecuacién de la recta dada la pendiente y un punto

estda determinada por: y=m(x — x0) + yo, donde x0=1, yo=-6 y m=-%, S

y=-%(x_1)—6:>3y=-(x—1)-18:>3y=-x—17ox+3y+ 17=0
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Solucidn b): la ecuacién de la recta dados dos puntos es:
y(x1 — x0)=(y1 — yo)(x — x0) + yo(y1 — y0), donde x0=2, x1=-2, y0=3 e y1=4,
tenemos: y(-2 - 2)=(4 -3)(x -2) +3(-2-2) => 4y=x-2-12= -4y=x-14 0
X + 4y —14=0

Solucidn c): la ecuacion simétrica de la recta esta determinada por:

5+% =1, donde a es el corte con el eje X y b el corte con el eje Y, ..,
a

§+%=1 = 4x + 3y=12 0 4x + 3y — 12=0

Solucién d): como la recta que buscamos es perpendicular a la

recta 3x + 4y — 2=0 y como dos rectas son perpendiculares si la pendiente

. . 3
de una es la inversa opuesta de la otra, tenemos que si m1=-z, entonces

la pendiente de la recta que buscamos es m2=§ y como y=m(x — Xx0) + yo,

donde x0=-3, y0=5 = y=§ (x—(-3)) +5=>3y=4(x +3) + 5 = 3y=4x + 17 o

3x -4y -17=0

i. Seaf(x)= 2’; J_rg y g(X)=v2x + 3, hallar:
a. (f+g)x

b. (f~g)x

c. (fxg)x

d. (flg)x

e. flx
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.o’
g. ¢Qué condicion debe cumplir f(x) para que sea biyectiva?
h. ¢Qué condicién debe cumplir g(x) para que sea biyectiva?
Solucién: Aplicamos las definiciones de suma, resta, multiplicacion
y division de funciones:
Solucién a. (f + g)x=f(x) + g(x) A Df~Dg, buscando el dominio de

2x+3

fx)= 5x -2

tenemos que 5x - 20 = x¢% = Domf=R - {%}, para el
.. 3 3
dominio de g(x)=v2x+3, 2x + 3>0 = XZ-E = Domg=[-5, ©) =

Dommeomg=[-%, o) - {%}, ahora sumamos los recorridos de los

elementos pertenecientes a la interseccion, e,i, (f + g)x= zx +2 + J2x+3

Solucién b. (f - g)x=f(x) - g(x) A Df~Dg, por la solucién a) tenemos

que: Dommeomg=[-g, ) - {%}, ahora restamos los recorridos de los

elementos pertenecientes a la interseccion, e.i. (f + g)x= zx +z - V2x+3
x —

Solucién c. (fxg)x=f(x)g(x) A DfnDg, por la solucién a) tenemos que:

Dommeomg=[-%, o) - {%}, ahora multiplicamos los recorridos de los

(2x +3)vV2x +3

elementos pertenecientes a la interseccion, e.i. (fxg)x= Sx 2
x —
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Solucién d. (f/g)x=f(x)/g(x) A DfFNDg y ademas g=0, por la solucién a.
tenemos que: Dommeomg=(-%, ) - {%}, ahora dividimos los recorridos

de los elementos pertenecientes a la interseccion, e.i.

(2x + 3)

(Flg)x= (5x —2)v/2x + 3

Solucion e. Aplicando la definicién de inversa de una funcién,
suponiendo que la funciéon es biyectiva, entonces despejamos x en

funcién de y, e.i. y= f_,x +: = (5x — 2)y=2x + 3 = 5xy — 2y=2x + 3 =

5xy — 2x=2y + 3 = x(5y — 2)=2y + 3 = x=M = f1 (x)=f(x)= 2x+3

5y -2 5x — 2

Solucion f. Aplicando la definiciéon de inversa de una funcién,

suponiendo que la funciéon es biyectiva, entonces despejamos x en

2
y -3

funcion de y, e.i. y=v/2x +3 = y?=2x + 3 = 2x=y? - 3 = x= =

2
x -3

#1(x)=

Solucidn g. para que la funcién f(x)= ix +3

sea biyectiva tiene que

2x +3
5x -2

estar definida de la siguiente manera: f:R - {%} —>R- {%}/ f(x)=

Solucién h. para que la funcion g(x)=v2x+3 sea biyectiva tiene
que estar definida de la siguiente manera: f: [-%, o) > R} f(x)=v2x +3

5. Un fabricante puede producir celulares a un costo de Bs. 43.000
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cada uno. Calcula que si los vende a x bolivares cada uno podra
vender aproximadamente 150.000 — x celulares al mes. La ganancia
mensual del fabricante es una funcién del precio x al cual vende los
celulares.

a. Exprese esta funcién matematicamente

b. ¢Cual serala ganancia si vende los celulares a Bs. 90.000 cada uno.

Solucién a. como la ganancia es el ingreso menos el costo, e.i.
G=l - C, donde en este caso el I=N°de celulares por el precio de venta
unitario de los celulares, entonces, 1=(150.000 - x)x, y
C=43.000(150.000 —x), e.i.

N° de celulares=150.000 — x

Precio de venta unitario= Bs. x

Costo unitario por celular=Bs. 43.000

.. el modelo matematico sera: G(x)=(150.000 — x)x — 43.000(150.000) =
G(x)=(150.000 - x)(x — 43.000)

Solucién b): como el precio de los celulares es de Bs. 90.000,
sustituimos este valor por el valor de x en la funcién ganancia y
obtenemos que:

G(x)=(150.000 — 90.000)(x — 90.000) = G(x)=18.404.000.000 Bs.

6. Factorice aplicando Rufini:

a. x3 + 2x2—5x + 6=0

b. x4+ 3x3—7x2—x + 6=0
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Solucion a. x° - 2x2 — 5x + 6=0

1 -2 -5 6
1 1 -1 -6
1 -1 -6 _0
-2 -2 6
1 -3 0

Luego, x3 - 2x2 — 5x + 6=(x + 2)(x — 1)(x — 3)

Solucién b. x* + 3x3 - 7x2 — x + 6=0

1 1 -7 -1 6
- 1 0 7 -6

. 0 =7 6 o
1 1 1 -6

1 T -6
2 2 6

1 3 0

Luego, x*+3x3 - Tx2-x + 6=((x +3)(x +1)(x=1)(x—-2)

2x+3

7. Aplique fracciones parciales a: f(x)=—
X —2x —-5x+6
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Solucién: como x3 - 2x2 — 5x + 6=(x + 2)(x — 1)(x — 3), ver problema

. 2x+3 A B C
anterior, tenemos que: f(x)= = f(x)= + + )
(x+2)(x-1)(x-3) x+2 x-1 x-3

donde los valores de A, B y C, se calculan de la siguiente manera:

A:(ﬂ] A= 2243, T

(x-1)(x-3) Jx—_2 (-2-1)(-2-3) 15

B:(ﬂ} p=_ 213 _g__5
(x+2)(x-3) x=1 (1+2)(1-3) 6

, .. f(x) se puede escribir

ol

_[ 2x+3 j _ 23+3
=| —— = >C=—"""_ =C-=
(X +2)(x-1) )x—3 (3+2)(3-1)

7 5 9
15(x +2) 6(x-1) 10(x-3)

como: f(x)=

8. Factorizar aplicando las formulas: x" - y", Vx —W

a. 2x% -5
b. 4x*-1
c. Ix-¥s
d. ¥x-2

Solucién: Aplicando las identidades:

xN . yn=(x - y)(xn'1 + xn-2y + xn-3y2 L + yn-1) y

"x -y = —

Q/xn-1 4 Q/x"'1y i ‘{/x"'zy2 F o +1 y"'1
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2
Soluciéni.2x2—5:>x2—§:>x2— 2 :(x-\/g)(x+ \/g)
2 5 5 5

Solucién ii. 4x% — 1=x4 - 1

16

4 1

4 1 _ 1 3, ., 1 1
X = =(x- =)+ X2+ —x+ —
(ZJ (- )2 2%t 3
3 3 x-5

Solucioniii. 3x —3/5= -

3\/x +35x+3\/25

Solucién iv)?/; —2=¥x-%¥32 =

5/—x_532= x—32
5/ 4 5\’/ 3 5\,/ 2 5
X +V32x +V1204x +332768x +31048576

9. Represente graficamente el siguiente polinomio:
f(x)=x3 —3x%-x+3

Solucién: para realizar la grafica seguiremos los siguientes pasos:

1. Hallamos el dominio de la funcion: Domf=R

2, Buscamos el corte con el eje Y, (x=0) = f(0)=3, cota al eje Y en el
punto (0, 3)

3. Buscamos el corte con el eje X, (y=0) = x3 — 3x% — x + 3=0,

aplicando Rufini

Solucién a): x3 - 2x2 — 5x + 6=0
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1 -3 -1 3
1 1 -2 -3
1 -2 -3 0
-1 -1 3
1 -3 0
Luego, x3 - 2x2 - 5x + 6=(x + 1)(x — 1)(x — 3)=0, ."., la funcién corta al

eje X en: x=-1, x=1 y x=3, entonces corta al eje X en los puntos (-1, 0),
(1, 0) y (3, 0) estos puntos que cortan al eje de las X, son puntos de
separacion, e.i. como existen tres puntos de separacion, tenemos cuatro
intervalos, en los cuales vamos a tomar un punto de prueba para
determinar si la funcién esta por encima o por debajo del eje X y asi poder
hacer la grafica aproximada.

4. Puntos de prueba: -2e(~xo, -1); 0€(-1, 1); 2€(1, 3) y 4€(3, +x)

5. Estudio de la funcion por medio de los puntos de prueba:

Para x=-2 = f(-2)=(-2)° - 2(-2)? - 5(-2) + 6 = f(-2)=-15, esto quiere decir que
cuando los valores de x crecen indefinidamente la funcién f(x), también
crece indefinidamente

Para x=0 = f(0)=6, esto nos indica que en el intervalo (-1, 1) la funcién

esta por encima del eje X.
Para x=2 = f(2)=(2)® - 2(2)2 - 5(2) + 6 = f(2)=1, .-, la funcién en el intervalo
(1, 3) esta por debajo del eje X

Para x=4 f(4)=(4)3 - 2(4)2 — 5(4) + 6 = f(4)=15, esto nos indica que cuando
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los valores de x crecen indefinidamente, la funcion f(x) también crece

indefinidamente

6. Con los datos obtenidos realizamos la grafica:
+00
f(x)=x> - 2x% — 5x + 6
3
=00 -1 0 1 2 3 +00
=00
Fig. N° 68

10. Use la traslacion en sentido vertical adecuada para representar
graficamente el siguiente polinomio: f(x)=x3 +7x2 — 30x + 2
Solucion: aplicando la definicion de traslacion vertical, hacemos

f(x)=g(x) + 2, e.i. grafiqguemos g(x) y luego la trasladamos 2 lugares

hacia arriba, para realizar la grafica g(x) seguiremos los siguientes

pasos:
1. Hallamos el dominio de la funcion: Domg=}

2, Buscamos el corte con el eje Y, (x=0) = ¢g(0)=0, cota al eje Y en el
punto (0, 0)

3. Buscamos el corte con el eje X, (y=0) = X3 + 7x2—30x=0,:>
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x(x + 10)(x - 3)=0 = x=0, x=-10 y x=3, como existen tres puntos de
separacion, tenemos cuatro intervalos, en los cuales vamos a tomar un
punto de prueba para determinar si la funcion esta por encima o por
debajo del eje X y asi poder hacer la grafica aproximada.

4. Puntos de prueba: -11&(~0, -10); -1€(-10, 0); 1€(0, 3) y 4€(3, +x)

5. Estudio de la funcién por medio de los puntos de prueba:

Para x=-11 = g(-11)=(-11)% + 7(-11)2 = 30(-11) = g(-11)=-924, esto quiere
decir, que cuando los valores de x decrecen indefinidamente la funcién
d(x), también decrece indefinidamente

Para x=-1 = g(-1)= (-1 )3 +7(1 )2 - 30(-1) = g(-1)=36, esto nos indica que en
el intervalo (-10, 0) la funcién esta por encima del eje X.

Para x=1 = g(1)=(1)3 + 7(1)2 - 30(1) = g(1)=-22, .., la funcién en el
intervalo (0,3) esta por debajo del eje X

Para x=4 g(4)=(4)3 + 7(4)2 — 30(4) = g(4)=56, esto nos indica que cuando
los valores de x crecen indefinidamente, la funciéon f(x) también crece

indefinidamente

6. Con los datos obtenidos realizamos la grafica:
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+00

g(x)=x3 + 7x2 — 30x

Fig. N° 69
=00

Trasladando g(x) 2 cantidades hacia arriba tenemos:

+00

f(x)=x3 +7x2-30x + 6

=00

Fig. N° 70
11. Hallar el valor de x en las siguientes ecuaciones exponenciales

a. 2X+4%=72

b. 3**1+9%=108
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x2 -3x

c. 2 =16

2
X X
Solucién a. 2X + 4x=72 = 2 +(2 ) —-72 =0, haciendo un cambio,

y=2X obtenemos que y2 + y — 72=0, factorizando esta ecuacién tenemos:

(y + 9)(y — 8)=0 = y=-9 o y=8, como el valor de y no puede ser negativo,

tenemos entonces que y=8 = 8=2% = 23=2X = x=3
+1 X 2 X
Solucién b. 3**' + 9%=108 = (3 j +3x3 —108 =0, haciendo un

cambio, y=3%, obtenemos que y2 + 3y — 108=0, factorizando esta

ecuacion tenemos: (y + 12)(y — 9)=0 = y=-12 o y=9, como el valor de y no
puede ser negativo, tenemos entonces que y=9 = 9=2% = 32=3X = x=2

2
x —
Solucién c. 2

X X X 4 2 2
=16 = 2 =2 =>x“=-3x=4 = x“-3x-4=0

factorizando esta ecuaciéon tenemos: (x + 1)(x - 4)=0 = x=-1 0 x=4,

12. Hallar el valor de x en las siguientes ecuaciones logaritmicas
a. Ig3(x — 2) + Ig3x=Ig38

b.  Ig(x%-15x)=3

c. Ig(x + 5) -lg(x - 4)=1

Solucién a. Ig3(x —2) + Ig3x=Ig38 = Ig3(x — 2)x=1g38 =
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x2—2x-8=0, completando cuadrado tenemos que: (x—1)2 -8 -1=0

= (x- 1)2 -9=0 = (x-1-3)(x-1+3)=0= (x-4)(x - 2)=0 = x=-2 0 x=4,
pero x no puede ser negativo, .. la solucién es: x=4

2
Ig(x™—15x) 3
—10 = x2 - 15x — 1000=0,

Solucién b. Ig(x2 - 15x)=3 = 10
factorizando tenemos que: (x — 40)(x + 25)=0, luego x=40 o x=-25, pero x

no puede ser negativo, entonces para este caso la respuesta es: x=40

Solucién c. Ig(x + 5) - Ig(x - 4=1 = ng+izlg1( =

X+5
x—4

=10 =>x+5=10x-40 = 10x -x - 40 — 5=0 = 9x — 45=0 = x=5
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EJERCICIOS PROPUESTOS

1. Dados los conjuntos:

AcHIA={xeZ[-3<x<4} y BcHIB={xcQ/15x? — x - 2=0}. Hallar:

a. AxB, b. BxA, c. a%hb con larelacion "a es el triple de b", d. a%b con la
relacién "a es el inverso multiplicativo de b", e. hallar el dominio, el

recorrido, la representaciones sagital y tabular, en cada caso.

2, Dado el conjunto AC.%’/A={X€§SX35} y la relacion

9={(3, 3), (4, 4), (5, 5), (3, 4), (4, 3)}, probar que # es una relacién de

equivalencia.

. . ,a -
3. Probar que el conjunto # con la relacion "E" es una relaciéon de

orden.
En las relaciones dadas a continuacion:

f={(4,2), (0,11), (3,5), (7,20), (9,15)¢

9=} (5,-20), (0,30), (3,16), (7,11), (8,7)

h=4(3,2), (5,5), (3,7), (-2,0), (8,9)¢

t=1(5,-3), (0,7), (4,3), (8,9), (9,10), (11,16) ¢

a. Obtener sus graficas

b. ¢Cuales de estas son funciones?
C. Hallar el dominio

d. Hallar el recorrido

e. Realizar la suma: (f + g)

f. Realizar la resta: (f — h)



j-
4,

Realizar el producto (fxt)

Realizar el cociente (i )
s

Realizar las operaciones [(f + g) — (h + )]

Realizar las operaciones [(gxt) + (f*h)]
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En cada uno de los ejercicios siguientes decir si las relaciones

dadas son o no funciones y dar una razén para su respuesta. En cada

ejercicio hallar su dominio y recorrido

a)
b)

c)

d)

g)

h)

)

k)

1)

y2=4x

y=-3x + 2

y=lgsxIgsx
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m) y=|gx3

n y=eX

0) y=sen(2x + 3)

p) y=tg(x +m)

q) y=sec(3x-45°)

5. Hallar el dominio y el recorrido de las siguientes funciones:
a) f:[0,00] > [0,00)/f(x)=-/- X

b) f R — Hf(X)=2x2-5

2x -7
3x-5

c) f:.‘li’-{;} - ﬂ-{i}/f(x)=

d) % > FHf(x)=/x+5
6. Estudiar las siguientes funciones:

a) f 92— 99f(x)=x% - 16x — 25
b) fi(~0,5] > Hf(x)=x? — 16x - 25,

c) fi(~0,5] o [0,00]/f(X)=x2 — 16x — 25

Jx
d f:(0,00] > # - {-1}/f(x)=
R e G
7. En Renta Car el alquiler de un automévil es de Bs. 25.500

mas Bs. 2.500 por Km.
a) ¢Cual es el costo del alquiler de un automévil para un viaje
de 50 Km?

b) Exprese el costo del alquiler como una funcion del nimero de Km.
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de viaje.

8. Sean f={(;, 3), (%, 3), (:’ 3), .o}y

g={(0, 1), (;, 2), (1, 3), (2, 4) ..,....}, hallar:

a) (f+g)
b) (f-g)
c) (fg)
d) (flg)
e) f!

f)  (fog)

9. Sean f(x)=2x + 3, g(x)=/3x + 5, h(x)=3x2 = 5x + T y t(x)=gx_3, hallar:

a) (f+agx, b) (F-x c) (@%tx d) (W)x e (@")x f(t")x o)
(fog)x,

h. (hog)x, i) (tog)x

10. Comprobar que (fogoh)x=[fo(goh)x]x=[(fog)xoh]x, e.i. que Ila

composicion de funciones cumple con la propiedad asociativa.

11. Represente graficamente las siguientes funciones:

a) f(x)=x
b) g(x)=x
c) hx)=3x

d) t(x)=:
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e) s(x)=-/x
=1
f) V(X)-Xz,

12. Pepe Ganga ofrece la siguiente venta especial. Si se compra 5
camisas al precio total de 10.400 Bs. por camisa, entonces pueden
comprarse camisas adicionales a mitad de precio. Hay un limite de 9
camisas por cliente. Exprese el costo de la compra de las camisas como
una funcién del numero comprado y grafique esta funcién.

13. La linea aérea Avior cobra por viaje de San Fernando a Maiquetia a
los ninos segun la siguiente politica: nihos menores 2 afios no pagan,
ninos con edades comprendidas entre 2 y 12 aifnos pagan Bs. 50.000 y
todo niino mayor de 12 afos paga Bs. 80.000. Exprese el precio como una
funcion de la edad de la persona y graficar esta funcién.

14. Basandonos en el ejercicio (11) sin calculos adicionales graficar:
= 3 =y3 — 3
a)  g(x)=(x-3)” h(x)=x>+5, t(x)=5 - (x - 2)

b) g(x)=¥x -2, h(x)=3x+1, t(x)=3 - 3x,

1
2-X

o) 9""=,1(*2’ h(x)=3 -

d g(x)=/x+3, h(x)=2-/x,

-1

_ 1
(x+2) hixj= (x+2)

e) g(x)=2-
15. Encontrar la pendiente y la ordenada al origen de cada una de las
siguientes rectas y trazar su grafica:

a. y=3x
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b. y=2x-2

c. x+y=0

d 2x+4y=12

e. x=-3

f. y=2

16. Escribir la ecuacion de la recta que tiene las siguientes propiedades:
a) Pasa por el punto (2, 1), con pendiente 3

b) Pasa por el punto (:2, ;) paralela al eje X

c) Pasa por el punto (:, -1) paralela al eje Y

d) Pasaporlos puntos (1,3)y (2, 5)

e) Cortaalos ejes de coordenadas en x=3 e y=5.

17. Encuentre un numero real k tal que p(-1, 2) esté sobre la recta
kx — 5y + 2=0

18. Encuentre una ecuacion para la recta que satisface las

condiciones que se dan a continuacion:

a)

b)
c)

d)

e)

Pasa por el punto p(2, -6) y tiene pendiente m=;

Pasa por el punto p(10, -6) y es paralela al eje X
Pasa por el punto p(10, -6) y es perpendicular al eje Y

Pasa por el punto p(7, -3) y es perpendicular a la recta 2x — 5y — 8=0

Pasa por el punto p(_Ts, _71) y es paralela a larecta x + 3y — 1=0
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19. Hallar (f + g)x, (fg)x y (i)x con los siguientes pares de funciones:
9

a) qux+1ygqui1

b) f(x)=/x+3y g(x)=x3 + X
c) f(x)=x2-1ygXx)=/x+1

20. Muestre que las funciones: f(x)=+/x%-1 y g(x)=x| - 1, no son

inyectivas.

21. Muestre que las funciones: f(x)=x +1y g(x)=31, son inyectivas
X +

22. Supodngase que se han restringido los dominios de las funciones
que se dan, de tal forma que se puede definir fog y gof. En cada caso

hallar (fog)x y (gof)x:

a) f(x)=5x + 10 y g(x)=x? + 1

b) f(x)=/x+-/x+1y g(x)=x2

c) f(x)=x2 -4y g(x)=-/2x -1

_4x+2 _
d) f(x)= 3x 5 y 9(x)=2x +3
e) f(x)=x -2y g(x)=-5

=2 _ x+1
f) f(x)=x“+1y g(x)‘m

23. Hallar g de manera tal que fog=F, suponiendo que:
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2
a)  fx=xly g(x)=[1 _ )(14]

b) f(x)=x% + 1y g(x)=(2x3 - 1)% + 1

24. Para cada una de las funciones dadas, encuentre funciones fy g

tales que h(x)=(gof)x:
a) h(x)=+/2x-1
b) h(x)=6(x — 3)2 —x +2

25. En cada una de las funciones F dadas, encuentre funciones f, g, y h

tales que F(x)=h(g(f(x))):

a)  f(x)=/(x-3)
b) f(x)=/(2x-3)
c) f(x)=In(2x - 5)*
d) f(x)=sen?(x + 5)

26. Las siguientes funciones pueden ser expresadas como una
composicion (fog)x. Determine las funciones f y g que forman dicha

funcion:
a)  f(x)=(x - 3)°
b)  f(x)=(x +3)2 + 2

c) f(x)=/x-5

27. Determinar si cada una de las funciones siguientes es inyectiva o



no y halle su inversa en caso de que lo sea:

a)

b)

c)

d)

g)

29.

30.

mes, que pueden ser vendidos a $ 30 por barril.

f(x)=3x +1

f(x)=x> - 1
1
M= %

1
3x —2

fx)= 1-

f(x)= z

g) f(x)=x2 - 3x +2

Obténgase la funcion inversa f! en cada caso:

f(x)=3x +1

f(x)=x2 + 2x -1 con x>-1

f(x)=x4 con x>0

f(x)=/x-3,

4x +5

f(x)=
x) 3x +1

f(x)=x> + 1

5x +2
X

f(x)=

Sean f(x)=x3 y g(x)=2x — 1. Calcular: a) (fog)x, b) (gof)x c) f 1 d) g'1
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Cierto pozo de petroleo rinde 500 barriles de petréleo crudo por
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a) Establezca una funciéon que exprese el ingreso total proveniente del

pozo de petréleo.

b) ¢A cuanto ascenderan los ingresos provenientes del pozo de

petréleo durante los proximos 6 meses?

31. Un alpinista asciende a la rata de 46.8 m/h. Después de 4 horas ha

llegado a una altura de 1.435,2 mts.

a) Exprese la altura a que esta el alpinista como una funciéon del

tiempo y represente graficamente esta funcién.

b) ¢A qué altura se encontraba cuando comenzé a escalar?

c) ¢A qué altura se encontrara al finalizar 6 horas?

32. Un constructor compra una maquinaria por un valor de Bs.

34.000 que deprecia linealmente de manera que su valor comercial

después de 10 aios sera de Bs. 1.700

a) Exprese el valor de la maquinaria como una funcién de su
antiguedad.

b) ¢Cual es el valor de la maquinaria después de transcurridos 4 anos?

c) ¢Cual es el tiempo de vida comercial de la maquinaria?

33. EI valor de cierto libro raro se duplica cada 10 afnos. El libro

costaba originalmente Bs. 510.

a) ¢Cuanto vale el libro cuando tenga 30 afos?, ¢cuando tenga 40
anos?

b) ¢Puede expresarse el valor del libro como una funcién de su

antiguedad? Explique su respuesta.
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34. El museo de Historia natural local cobra la entrada de grupos de
acuerdo con la siguiente politica: a los grupos menores de 50 personas,
se les cobra una tarifa de Bs. 25 por persona, mientras que a los grupos
de 50 personas o mas se le cobra una tarifa reducida de Bs. 17 por
persona.

a) Exprese la suma que ha de pagar un grupo por su entrada al museo
como una funcién del tamaio del grupo y grafique.

b) ¢Para cuales valores de la variable independiente tiene esta
funcién una interpretacion practica?

c) ¢ Cuanto dinero ahorrara un grupo de 49 personas en los costos de
entrada si puede conseguir un miembro adicional?

35. Dadas las funciones definidas mediante f(x)=x2 — 2, g(x)=3x + 1y

h(x)=x: hallar:

a) (f+g)x
b) (f—h)x
c) (g*h)x
d) (g]x
e) (g9-f)x

36. Los graficos que se dan a continuacién corresponden a las
funciones y=f(x) e y=g(x), Determinar:

a) Dominioy recorrido de f(x) y g(x)

b)  f(-4), (0), f(1), f(2), £(3), y f(-6)

c) g(-4), 9(0), 9(2), 9(3), 9(4), 9(5) y 9(6)
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d) Siy=f(x)=3, ¢ Cual es el valor de x?
e) siy=g(x)=3 ¢ Qué valores de x la satisfacen?
f) ¢Es f una funcién inyectiva? De no serlo, cuales son las

restricciones a su dominio que permiten a f ser inyectiva

4 3 2 401 2 3 ‘145-3-2-10 1

37. Dados los polinomios f(x)=3x5 —4x3 +3x2—2x + 7
g(x)=4x4 —3x3+2x-3 y h(x)=x6 —3x2 + 5 Hallar:

a) (f+g)x
b) (f-g)x
c) (fF+g-2h)x

d) (f-3g-2h)x

e) (f.g)x
f) h3(x),
g) (g.h)x

h) (g.f-h)x
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38. En cada una de las funciones que se dan a continuacioén, determine

su dominio y trace su grafica

a) f(x)=[x-7
b) f(x)= x-2
c) f(x)=-|x| +2
d f(x)=2)x -3
4x? -1
f(x)= :
°) ) 3x2 +1

) f(x)=/x+2

2x -1
3x2+1

AJX+3
xX-5

/x

g) fix)=

h)  f(x)=

. f = O
) 0=,

9

x3 +9x2 +27x +35

) fx)= <15

2 —
K fx)= (x+1)2(x +3x-10)

X“+6x+5

X
x2 -1

) f(x)=

x2—4 si x>3
m) f(x)=
2x -1 si x>3



p)

q)

39.

a)

b)

38.

expresion dada en cada caso:

a)

b)

f(x)=4

f(x)=4

f(x)=1

(x)=1

f(x)=4

.

’ 6x + 7 si x<-2

4 — x si x>-2

’
X si x=3

-2 si x<-3

.

-1 si x<0

2 si 0<x<3
4 si x>3

2

X si x<2

=X si x>2

=X + 4 si x<-2

5 si x>3

\

x\ si -2<x<3
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Dados los polinomios f(x)=2x4 + 5x3 - x2 + 5x -3, g(x)=x - 3, h(x)=2x +

1 Hallar:

(Fx
g

(;)x

Determine Q(x) y R(x) tales que P(x)=R(x)*Q(x). Si P(x) es la

P(x)=2x2 — 3x + 1

P(x)=-3x2 + 5x + 2



g)

h)

39.
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P(x)=7x% - 34x - 5

P(x)=3x2 + 2x — 1

P(x)=x3-3x% +x-3

P(x)=x3 —2x2-5x+6

P(x)=2x> — 3x2 — 5x + 6

P(x)=2x* - 5x3 — 5x% + 5x + 3

M Si:

Determine en cada caso: R(x) tal que R(x)=
Q(X)

P(x)= 2x* — 5x3 — 5x2 + 5x + 3, Q(x)= 2x% — 3x + 1
P(x)=x3 —3x2 +x -3, Q(x)=3x2 +2x -1
P(x)=x> — 2x2 — 5x + 6, Q(x)=-3x2 + 5x + 2

Factorice, aplicando Ruffini:

f(x)=-x3 +3x-2

f(x)=2x3 + 3x% - 11x - 6
f(x)=2x4 + 5x3 - x? + 5x - 3,
f(x)=24x* + 14x3 — 13x% — 2x + 1
f(x)=x5 - 1

Aplique fracciones parciales a:
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2x -2
a) hx=," °
x“ -2x-15
3x2 _5x+2
b) h(x)= >
x” +6x“+11x+6
3x2 -2
c) h(x)=
6x3 +2x% —24x -8
3 2
xX° —4x“ - 3x
d hkx)=_4 3 gu2
5x™ +19x” —9x“ -19x + 4
2_
e) h(x)= 4x“ —5x +1

24x3 —14x% —x +1

42. Factorizar, aplicando las formulas: x" £ y", Wx +nhly
a)  f(x)=x° +1
b) f(x)=3x%+ 2

c) f(x)=x5+6

d f(x)=2-x°
e) f(x)=x*-3,
f) fix)=4x-5

g) f(x)=2x+4

h) f(x)= %x +72
43. Use la traslacion en sentido vertical adecuada para representar

graficamente los siguientes polinomios:

a) f(x)=x?+3x +4
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b) f(x)=x° +x% +5
c) f(x)=x’-3x3+3

44. Represente Graficamente los polinomios:

a)  f(x)=(x + 3)(x - 1)2
b)  f(x)=(x +3)(x - 1)°
c)  fx)=(x-3)(x -1)*
d)  f(x)=(x - 3)(x - 1)°

e) ¢ Qué puede decir, sobre el comportamiento de cada grafica en el

apartado a) hasta el d) cerca del punto de Interseccion (1,0)?

i) Se dice que una raiz xo de un polinomio f(x) es una raiz de orden Kk,

si k es el mayor entero para el cual (x - Xo)k es un factor de f(x). Sobre la

base de las observaciones hechas por usted en la parte i) ¢qué
conclusion puede obtener acerca del comportamiento de la grafica de un
polinomio cerca del punto de interseccion con el eje X proveniente de una
raiz de orden par?, ¢;qué conclusion puede obtener acerca del
comportamiento de la grafica de un polinomio cerca del punto de
interseccion con el eje X proveniente de una raiz de orden impar? De una
justificacion para las conclusiones obtenidas por usted

45. Hallar el valor de x en las siguientes ecuaciones exponenciales:

a) e2XadX=g14



b)

g)

h)

)

k)

1)

(&5x+1)2 =e
1

27) X +1=_
(27) 3

3e3X+ 125

6e! =X +1=25
2(10)* + (10)% + 1=4
4% +3=7

52X —5-g

5(3* - 6)=10

453-%X_7=2

8
x4

2_
3x 5x+6 -1

2X* 1+ 4%=288

2% 42X+ 14 9 X+ 2-5¢

52X*2 4 (25)% + (25)* ~ 1=651

5J83X+2 _ \/32)(_1

169X ~14.137* +13 =0,

3%,3X *+1,3X-22943
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t)

g)

h)

)
k)

1)

52x-2, 52x—3 , s2x-4_155
625

1 -2X
(j _5.2%2 _ &g
2

2X+1+2X+2+2X+3=64

Hallar el valor de x en las siguientes ecuaciones logaritmica:
Ig(x — 3)=3

lg2(x + 1)=4
lga(3x — 4)=2

Iga(2x + 4) — 3=1g43,

Ig(3x —1) - Ig(x — 3)=2

Igx + Ig(x — 5)=2

Ig3(2x + 3)=4 - Ig3(x + 6),

Ig(x + 2)%=2

lg, )2( =3+1g,x

Inx=In(3x +1) + 1

Ig(x2 - x - 5)=0,

Ig(3x + 1) + Ig(6x — 1)=Ig(9x — 1)
(ng)2 + 6lgx + 9=0

Ig27x + Igex=10,

204
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o) Ig(x-1)=0.25

P g, ,130-16
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CAPITULO I1lI

DEFINICIONES Y PROPIEDADES SOBRE LIMITE Y
CONTINUIDAD DE FUNCIONES

DE UNA VARIABLE REAL
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En este capitulo se estudiaran: Punto de Acumulacién, Limites,

Limites Laterales, Limites Infinitos, Limites en el Infinito, Propiedades

de los Limites, infinitesimales, Limites Indeterminados de la Forma: %

0 0.0 o—o, 09, 0%°, 00, ©®, 1T, Limites Logaritmicos,
o0

88

0
Limites Exponenciales, Continuidad, Puntos de Discontinuidad,

Asuntotas: Verticales, Horizontales y Oblicuas, Grafica aproximada de

las funciones por medio de los limites.
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LIMITES
Expresaremos dando unos ejemplos de limite para introducirnos
en este campo:
Ejemplo: Sea f(x)=4x - 3; ¢hacia que punto se aproximan los

valores de esta recta cuando x se aproxima al punto x=57.

X | 49 | 499 | 4992 | 5.001 | 5.01 | 5.1

f(x) | 16.6 | 16.96 | 16.968 | 17.004 | 17.04 | 17.4

Cuadro N° 1
Cuando x se aproxima a 5, observamos que: 4x - 3 se
aproxima al 17.

Se dice que el limite de f(x)=4x - 3, cuando x se aproxima a 5 es 17

lim(4x-3) =17

y se escribe:
X —>5

Geomeétricamente lo veremos en clase.
2
X -25

Ejemplo: Sea f(x)= ia que valor se aproxima f(x)

cuando x se acerca a 5?

X 4.9 499 | 4995 | 5.001 | 5.01 5.1

f(x) 9.9 9.99 | 9.995 [10.001| 10.01 10.1

Cuadro N° 2

x2 -25

Cuando x se aproxima a 5, se observa que f(x)= 5
x_

, Se

aproxima a 10.
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Vemos que esta funcién se comporta de manera semejante a la

funcién f(x)=x + 5, para valores distintos de 5, por lo tanto, es lo mismo

escribir:

X2-25 N Ilm(x-5)(x+5)

li x-5 x-5 :>L=|):ri()5(+5),:>L—>10
X —>5 X =35

2 25 5 5
Notese que: =~ <= (x-5)x+5) _, 45

x=-5 x=-5

X+5
\x+5\

Ejemplo: Sea f(x)= . Estudiemos el comportamiento de f(x)

cuando x se aproxima al -5.

X |49 4,994,999 5,001 5,01 5,1

f(x) | -1 -1 -1 1 1 1
Cuadro N° 3
1
U
-5 0
lo) -1
Fig. N° 1

Como podemos observar, cuando x<-5, f(x) se aproximaa-1y
cuando x>-5, f(x) se aproxima a 1, de esta manera no podemos

asegurar hacia qué numero real se aproxima f(x), cuando x tiende a -



21

X+5
5, es decir, que no existe LeR tal que: lm‘x+5‘ =L, Luego el

X —> -5

limite de la funcioén f(x) = x+3

\x+5

Supongamos que el dominio de una funcién f(x) contiene

, cuando x se aproxima a -5, no existe.

intervalos (xo,x1) y (x1, X2), si al aproximarse x hacia x1, tanto como sea

posible, f(x) tiende a un numero L, entonces, L sera el limite de f(x)

cuando x tiende a x1, lo cual se escribe como: I)i("f)(;(() =L
1
Eiembplo: I_=Iim(7x+5) =40
X—>5

Esto significa que la expresién 7x + 5 se aproxima al valor 40,
cuando x se aproxima a 5, por la izquierda y por la derecha, esto lo
pueden ustedes observar en los tres ejemplos anteriores, es
conveniente que estos valores estén en un entorno de xi1=5 de

radio 5, es decir, que los valores de x que tienden a 5, sean tales

que xe(5 - 3,5 + §) y 0<5<1.

-3 b Fig. N° 2
Existe una dependencia de f(x) respecto a x que hace que f(x) se
encuentre en un entorno de L=40 de radio &, es decir, los valores

de f(x) préximos a 40, resultan tales que f(x)e(40 - £,40 + &).
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40 +& < 1
40 >

40 -t < |

Fig. N° 3

Si damos un valor de £=0,01, tenemos que f(x)e(39,99;40,01)
cuando xe(5 -3, 5+ 3). Asi dado (£>0), existe (6>0) que garantiza que
la distancia de f(x) a 40 sea menor que 0,01. En simbolos:

Dado (£>0), (36>0): (VxeR), A 0<|x - 5|<6<1 = |f(x) - 40|<E. Si
relacionamos las distancias di=|x - 5| y d2=|f(x) - 40|, obtenemos la

relacion entre £ y & veamos que si: [f(x) - 40|=|7x + § - 40| >

|f(x) - 40]=]|7x - 35| = |f(x) - 40]|=7|x - 5|<¢, si y solo si, (sii), |x - 5|<_§,,

3

de esta manera |f(x) - 40|<¢, sii, |x - 5|<?.

Definicién 1: Se dice que xoeR es un punto de acumulacién (p.a) o

punto limite (p.l) de DcR , si para cada intervalo abierto I, tal que xoe€l,

se tiene que: (I-{Xot)"D=$. Geométricamente.

y=f(x)

a Xxo x1 b Fig. N° 4
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Por la definicion de conjunto vacio, esto quiere decir que si al
intervalo abierto le quitamos el punto xo, debiera existir por lo menos
otro punto x1, que también pertenece a D, si esto es cierto, entonces Xo,
es un punto de acumulacion de D.

Definicién 2: Sea f: D 2R , con xo0eR, xo es un (p.a) de DcR ,

decimos que f_ posee limite L en xo, sii, (V&>0)(35>0):(vxeD

limf(x)=L
A0<|x-Xx0|<8<1) = |f(x)-L|<E y se denota por
X — XO

Geomeétricamente:

3 y=f(x)
L
-5
a X0 b R  Fig.N°5

Ejemplo: Estudiar la funcién f(x)=3x + 10, en el punto de

lim(3x +10) = 22

X —> 4

acumulacion x=4, e.i. L=

Solucién: Hay que hallar una relacién entre él 3 y &, e.i. aplicando

la definicion 2, sustituyendo en esta los valores del punto de
acumulacion, la funciéon y el valor de L, que en este caso x0=4,

f(x)=3x + 10 y L=22, se tiene: (V&>0), (36>0): (VxeD A 0<|x - 4|<5<1) =

3x + 10 - 22|<&
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Como |3x + 10 - 22|= |3x - 12]|= |3(x - 4)|= 3|x - 4|<€ , entonces 36<¢
= 0<¢/3. Si &=0,01 = 5=0,003, si §=0,001 = 6= 0,0003

lim(2x? + 5x - 3) = 4

x—1

Ejemplo: Comprobar que L=

Solucién: Al igual que en el ejemplo anterior sustituimos en la

definicién 2 los valores del punto de acumulacién, la funcién y el valor

de L, que en este caso x0=1, f(x)=2x2 + 5x -3 y L=4, se tiene:
(VE>0)(36>0):(VxeD A 0<|x - 1|<6<1) = |2x?+ 5x — 3 - 4|<¢

Como: |2x2+ 5x - 7|=|;[(2x)2 + 5(2x) - 14]| >

;|(2x +7)(2x - 2)|=;|2(2x+7)(x -1)| = |2x + 7||x - 1|<€ = |2x + 7|5<§

Como |x - 1|<6<1 = -1<x - 1<1 = 0<x<2 = 0<2x<4 = 7<2x + 7<11;
como 7 es menor que 2x + 7, se puede acotar |2x - 7| por el 7, lo que
implica, que 76<§¢ = 6<§/7 si le damos valores a & obtenemos la

dependencia del é.

lim(v2x+3 +4)=7

x—3

Ejemplo: Comprobar que L=

Solucién: Al igual que en los ejemplos anteriores sustituimos en la

definicion 2 los valores del punto de acumulaciéon, la funciéon y el valor

de L, que en este caso x0=3, f(x)=/2x+3 + 4y L=7, se tiene:

(VE>0)(36>0):(VxeD A 0<|x - 3|<d<1) = |(/2x+3 + 4 - 7|<¢ Tenemos que

2x+3-9| 2x-3 P
J2x+3+3] 2x+3+3

‘\m—:;‘ :‘\/ﬁ_@‘ =
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<&,Como |x-3|<6<1 = -1<x - 3<1 = 2<x<4 = 4<2x<8 =

%
‘\/Zx +3+ 3‘
7<2x+3<11 = JT < \2x+3 <M1= JT+3 < /2x+3 +3 < /11+3,
entonces podemos acotar: ‘«/2X+3 +3‘ por /11+3 ya que este término

25 25

es mayor que -/2x+3 +3, lo que hace que, = <>
yor qte - a g 2x+3+3 1143 :

o< (11+9%

Definicién 3. Sea f:D > R xo es un (p.a) de DcR, se dice

que f posee limite a la izquierda de xo, sii (ALeR), (VE>0), (36>0): (VxeD

A 0<xo0 - x<8) = |f(x)-L|<¢, Analogamente se dice que f tiene limite a la

derecha de xo, sii, (LeR), (VE>0), (36>0): (VxeD A O0<x -x<3) =

limf(x)=L limf(x) =L
|f(x) - L|<€ y se denota respectivamente como: _ N
X — Xo X — XO

L+¢& /\

L-¢&

X0-0 Xo Xo+d Fig. N° 6
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Teorema 1: (Unicidad del Limite) Sif:D = R, xo, es (p.a)de Dy f

tiene limite L1 y L2, entonces, L1 = L2, es decir, ')'(mf(x)z L, limf(x)=L,

Xo ’x—>x0 ’

lo mismo vale para el limite a la izquierda de xo y para el limite a la

I|mf(x)— limf(x) = Imf(x) .

Veremos este
X—>Xo X—>Xy X—Xg

derecha de xo, es decir:

teorema con un ejemplo:

Ejemplo: x+1sixs3
Sea f(x)=
(x-1)?six>3

i =i 1)=4
Solucién: L=I|mf(x) im(x+1) ya que (VE>0), se tiene

x> 3 X >3

entonces que |[x + 1 - 4|=|x - 3|<¢ cuando 0<3 — x<3 y para ello basta

limf(x) = li -1)=4
tomar 6=, Analogamente, imf(x) = lim(x-1) , En efecto:

x—>3 x—>3Jr

|(x - 1)? - 4]=](x - 1)> — 2%]=|(x = 1 - 2)(x = 1 + 2)|=|(x - 3)(x + 1)|=|x - 3||x +

11<¢ = 8 [x + 1|<€¢ = 8<§1, como |x-3|<1 = “1<x-3<1 = 3<
X +
x+1<5 = 8<§, por lo tanto, el L=I|mf(x) existe.
3 x—>3

x-3
x-3

Ejemplo: f(x)=

limf(x)= -1 limf(x)=1
L= imf(x) y L= imf(x) como los limites laterales son distintos

X >3 x> 3
lim X3 x-3
entonces, L="! x—3| no existe.

x > 3
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Definicién 4. Sea f:D 2> R, xo, es un (p.a) de DcR, Diremos

que f posee limite infinito en el punto xo, sii (VYM(§)>0), (35>0):

.1 =limf(x)=o0
(VxeD A 0<|x — xo|<8<1) = [f(x)|> M y se denota: L=/l %(XZ

limf(x) = —oo

Si en la definicién anterior f(x)<M, entonces L=x %
0

. 1
Ejemplo: EI "mﬁmo, para probar esto debemos observar M>0,

x >3

se haya (6>0): 0<|X - 3|<3, entonces 3
x_

1
3|<1, tomamos 6 =l, se Concluye que 0<[|x —3|<- =
M M M

1
x-3

im _2X*3  o3):3 9

Ejemplo: L= 2 _94=— ~"1 — _="=0m, es decir,
=[empro: X“+5x-247 5,  53)-24 0

x—>3
. 2x+3 . 2x +3
Iim———  =—o im—— - -
L= x25x-24 y L= x2i5x_24 =+o, por lo tanto,
x >3 x > 3"
|im£—_oo
L=""" 2 5 _24 , O existe.
X -3

Definicién 5: (+~) es un (p.a) de DR, sii (Vnez?), (IxeD): (x<n),
Analogamente (-,), es un (p a) de DR, sii-(Vnez*), (3xeD): (x<-n).

Definicién 6: Sea f:D> R y (-o) es un (p.a) de DcR, decimos que f

posee limite L en -, sii, (VE>0), (IM=M(E)): (VxeD A x<M) = [f(x) - L|>E.

Analogamente, f posee limite L en -o sii, (V£>0), (AM=M(E)): (VxeD A
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x>M) = |f(x) - L|>¢{ se denotan respectivamente como : '){“Ex_)cz'- y

limf(x)=L_
X — +00
5x+3
Ejemplo: Demostrar que L='M ,)((:1 =3
X —> 0
‘. 5x+5
Solucién: (VE>0) (AM=M(E)): (VxeDAx>M) = 1 -5 <§ como
X +
5x+3_5:5x+3—5x—5\: —2\: 2 ‘<§si <§:>x>3—1
X +1 x+1 | x+1  |x+1 x+1 3
haciendo M(§)=§—1. Se nota que para cada numero positivo £ se puede
encontrar un niumero M=§—1, tal que x>M, por lo tanto, el nimero 5 es
. 5x+3
el Limite de la funcién f(x)= S5x+3 e.i. L=1lim =
X+ X+
X — o©
anpxn +a

n-1xn - 1+....+a0
, Entonces,

Teorema 2: Sea H(x)=
bmxmM +b . xm-1+.. +bg

cuando x 2 o, H(x)=f y
o0

a .
“N sin=m
bm
limH(x .
L= (x) 4 0 sin<m
X —> o0
\ 0 Sin>m
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Demostracion: Sea n= m, entonces,

n n-1
a x"+a X o +ag

L=limH(x) = lim - n
X — 0 b xN+b, _xN+...+b,
X — ©

Aplicando la propiedad del elemento neutro del producto de los

xn
numeros reales 1=—n obtenemos:
X

n xh—-1 ag 1 ag
a ——+a ot —— a_+a —F et
n n-1 n “n-1 n
n n X an
=lim—X X X~ _lim X7 _
L= n n-1 ba ~ b b
bm*_+b 1x ot O I L0 Pm
xn M=1 xn xn X X
X — X — o
ah

y cuando x = o, nos queda: L —)b—
m

Para los casos n<m y n>m, la demostracion es similar.

Ejemplo. Hallar el L=|)i(nl(f/x3 +x2 +1-3/x3 —x2 +1)
o0

Solucién: |__I|m(3 x3 +x2 +1-3/x3 —x2 +1) = (0 - ), como
= X>w

\/7 :i/i_\/?+\/7+3b2

x3 +x2 +1-(x3 —x2 +1)

lim 2 2 -
L= (%/(x?’ +x2 +1) +:'y(x3 +x2 +1xx3 ~x2 +1)+%/(x3 -x2 +1) J

X —> 00

_ 2x 2 ®©

lim B o

R n e 28 s 3 a2 of

X —> o0



220

Cémo cumple con las condiciones del teorema 2, buscamos los

valores de n y m, n=2 y m=6/3 = m=2, entonces an=2 y bm=1+1+1=3

=L 2>2/3
2
lim 3x -5x+3
Ejemplo: Hallar L= [ 8
2x +5x-4

X — o©

Soluciéon: Como cumple con las condiciones del teorema,

buscamos los valoresde ny m, n=2y m-g =4, como n<m => L 0.

IimE
Ejemplo: Hallar L= §/;+7
X —> 0

Solucién: Como cumple con las condiciones del teorema
1 1
buscamos n y m, n=5, m=§, comon>m=>L—> x

Propiedades de los Limites:

Sean L1=L'T,f,((x), L2=Ix|m_>g)|((x) y KefR, se tiene que :
0 0

limK
1) x5x =K

2) lIMKF(x)_  limf(x)_

X—)X0 X —>X

3 I 2000) i) g

4) YmiI90) Jmi)imeba_ 1,

X > X X —
0



221

; f(x) limf(x)

im = X =X N

) H?(f)x) limg(x) L, 969 #0
X — XO

. n
6) lim(f())" = [Qﬂ(i(:))} = (L)

X > X
0

_ limg(x)
7)timi(fx)80) - [ JmEDP o o

X > X

)

i . =lim4 i o =lim4 =
Ejemplo: Hallar L %, por la propiedad N° 1, L bl 4=>1>4

i . =lim3x i ° i =3limx
Ejemplo: Hallar L X, por la propiedad N° 2, se tiene L 3x ny

=L>6

2
Ejemplo: Hallar L=lim(2x +5x-3) | Por las propiedades 1,2,3 y 4,

X —>2

tenemos: L=2limx limx 4 sglimx . lim3 o =222+ 52-3 =
X—>2x>2 X > 2 X —> 2

L=8+10-3=L-> 15

4x+5
%x+2_

Ejemplo: Hallar L=lim

X =

por la propiedad N° 5, tenemos:

4x +5 'xi“l(;"‘ +3)

L3X+2  lim(3x+5) 3.2+5 11 11
X > 2
. 4x -3 .
Ejemplo: Hallar L= Iim(3x + 5) por las propiedades N° 6y 7,
X —> 2

tenemos:
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I|m(4x 3)J
L= Lm(3x + 5)] = L=(3.2 + 5)42-3 = L=115 = L 161.051

I|m(a(x))

Definicién 7: Si L=y , es decir, |a(x)| <§ cuando 0<|x —a| <§(¢),

la funciéon a(x) se Illama Infinitesimal (infinitamente pequena)
cuando x — Xo. Analogamente se determina la funcién infinitesima
(Infinitesimalmente pequena) a(x), cuando x 2 «.

Definicién 8: La suma y el producto de un numero limitado de

infinitésimos, cuando x =2 Xo, es también un infinitésimo cuando x =2 Xo,

a(x)
sia(x) y B(x) son infinitésimos cuando x > xo, y L=lM B(x) =C’
X — X
I a(x)
donde 0<|C|<+°°, si L='IM B(x) =1, las funciones a(x) y B(x) se llaman
X — X

equivalentes cuando x = Xo; es decir, a(x) ~ B (x), por ejemplo, si x = 0,

In(x +1)

tenemos Ln(1+x) ~ x, e.i. L=lim =1, el limite de la razén de dos

x—>0
infinitesimos no se altera, si los téminos de la misma se sustituyen por
otros cuyos valores respectivos son equivalentes. De acuerdo con esto,
a(x)

al hallar el 'iMm_ ~+ B(x) donde a(x) > 0y B (x) > 0, cuando x = Xo, al
X — Xy

numerador y al denominador de la fraccion pueden restarsele
(o sumarsele) infinitesimos de orden superior, elegidos de tal forma, que

las cantidades resultantes son equivalentes a las anteriores.
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De este limite se deduce el siguiente limite:

: 1\%
L=I|m(1+xj , Por medio un cambio de variable t=1 = x-:
X — X

1 .1+t
=>(x>wo=t>0 = L=lim(1+y)t = Ln()=limin—— = n(L)=1

t—>0
=>L>e
1\ 1
En conclusion: L=|im(1+j =>L>eyl= t >Loe
X lim(1+t)

Definicion 9: Se denomina nimero e al limite de la variable

X

n

. 1

[1+ 1j , cuando x = o (n > N), es decir: I|m[1 + x] =e,conecQ’'y
X X — o

tiene un valor aproximado a 2,7188281828.

. 1)
Eiemplo: Hallar L=I|m(1 + 5)(] =1* Solucién: Haciendo 51 =t=
X
X — o

1
1 5

5t = L=
1+1)° lim(1+t)
t—>0 t—>0

-, | -

1
| -
x=—cuando (x >0 =>t—>0); L=. =e5

St ( ) ]Jm(

Ejemplo: Hallar L—Iim(Hjx =1 L-Iim(x +1 -zjx
. B x+1) == x+1 =
X —> o X — o0
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: 2 ¥
L=|lm(1 - 1) , haciendo t= = X=- % —-1, (cuando x> © = t>0) =

X+ x+1
X = ©
2 1
-—-1 - -1 )
: t =L=_ t lim1+t) =L-oe
lim(1+t) lim(1+t) t -
t— t—->0

Definicion 10. Se definen los limites indeterminados como aquellos

limites que al sustituirle al punto de acumulacién toman la forma

siguiente: g, ) f, 0.0, 0 — 00, 00, 0%, ooo, ©®, 15® y se le rompe
o0

la indeterminacion aplicando las herramientas vistas en el precalculo
como son propiedades de los numeros reales, factorizacion,

racionalizacion, etc.

Ejemplo: Hallar L="x _1
X — ©

Solucion: por medio del teorema N° 3, tenemos que n=1, m=1,

an=1, bm=1, lo que implica que L>1.

x4
16

Ejemplo: Hallar L=lim "
x — 16

Solucion: Por las propiedades de los numeros reales se tiene que:

x -1 x-16

=li ionali . 1 =lim
L=lim 3‘—16 , Racionalizando tenemos: L (x—16)(\&+4) =
x —>1 X
: 1
L=I|m

L:L_)i
%§+4 8

X —
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CONTINUIDAD

Una idea intuitiva de continuidad es que la curva que representa la
grafica de una funcién debe estar sin interrupciones en toda ella. Por el
contrario si esta presenta interrupciones o saltos se dice que la funcién
es discontinua y los puntos donde se producen las interrupciones o

saltos reciben el nombre de puntos de discontinuidad.

llustramos estos dos casos geométricamente:

//‘l' y=(fx)
|

Fig. N° 7

Esta funcion es continua en todo el intervalo (xo, x1)

f(xo)

y=f(x)

f(x1)

0 X0 X1 X2 x3 Fig.N°8
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Supongamos que la grafica dada en la figura anterior

corresponda a una funcion y=f(x). Esta funcién representa una funciéon

de salto. El ';"lf)(’;), no existe porque no hay un numero L para el cual
1

f(x) se encuentre muy préoximos a L, cuando x se aproxima

suficientemente a xi.

Podemos observar también en la grafica que no existe el L'"lf(()x).

En x2. se aprecia que f(x) no esta definida, pero pareciera que el hueco
que hay se puede tapar con solo incluir en la grafica el punto (x2, f(x2)),
de esta manera se romperia la discontinuidad en el punto (x2, f(x2)),

limf(x) =

haciendo que el X —> X,

f(x2). En xo el valor de f(x) no resulta apropiado

X)

P limf
para la continuidad de f(x), el X —>(Xo

existe, pero su valor no es igual a
f(Xo).

Conclusién: De todas estas observaciones se desprende que la
discontinuidad surge cuando el limite de una funcién no existe 6 si el

limite aunque existe no es igual al valor de la funcién.

Definicion 11: Sea f: D —» R, xoeR, la funcion f es continua en xo

sii (V&>0), (36>0): (VxeD A 0<|x - x0|<8<1) = |f(x) - f (x0)|<§

Observacion: En la definicion anterior vemos que xoeD, esto es la

funcién f debe estar definida en xo, entonces, xo es un (p.a) de D, o x0 es

un punto aislado de D, entonces 35>0 tal que xo es el Unico punto
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comun a D vy ‘x—xo‘<8. Asi que para x= Xxo, entonces,

‘f(x)—f(xo)‘=‘f(x0)—f(xo)‘:0, para cada &>0. Por lo tanto, cualquier

punto aislado xoeD es un punto de continuidad de f(x), es decir, f es

continua en Xxo.
La definicion anterior se traduce de la siguiente manera: Una

funcion f es continua en un punto xo, si !:rgf)((x): f(x"). Asi la funcién es

0

continua xo si cumple con las siguientes condiciones:

1) La funcion esta definida en xo

2) EI L"if)((x)= L existe y sea finito
0

limf(x) = f(x,)

X — X
0

3) El

Definiciéon 12: Si f(x) es una funcioén, f sera continua, si es

continua en cada uno de sus puntos donde este definida (intervalo,

segmento, etc.).

Definicidn 13: Se dice que una funcion f(x) no es continua en el

punto xo, sii, este punto no verifica las tres condiciones de continuidad

citadas anteriormente.

Ejemplo: f(x)= , esta funciéon es discontinua en el punto

2x -5

=§’ ya que la funciéon no cumple la primera condicién de continuidad.
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f(x)=

2x -5

N| o

Fig. N°9
. : . - limf(x)
Definicién 14: Si la funcién f(x) tiene limites finitos: o x
o
limf(x) limf(x) limf(x) ]
+, con - # +, entonces, xo recibe el nombre
X — Xo X — Xo X —>X

discontinuidad de primera especie.

Ejemplo:

2x+5 six<0
f(x)=
3x2 + 1 si x<1
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N ;g

Fig. N° 10

L . o limf(x) limf(x)
Definicion _15: Si xo no esta definida, pero . -= +, X0

— X X —> X
o (o]

recibe el nombre de punto de discontinuidad evitable y Ila

discontinuidad se evita (se redefine), dandole al valor de x0 el valor al

cual el limite tiende, es decir, L"gf,((x)=f(xo)
o

f(x) six#xo

f(x)=
f(xo) six=xo
. xX+3 . -
Ejemplo: f(x)= -, esta funcion no esta definida en x=-3,
x2 —3x-18

. : x+3 .1 . 1
limf(x)= lim————_ lim——— limf(x)=_"
pero x_)f3) ()2—6)(x+3) <—6 = x_)_(3) 3’ por lo tanto, hay

X > X > -3

una discontinuidad evitable en el punto x=-3 y la funcién se redefine

r
f(x)=i si x#-3
x2 —3x-18

f(x)=<

si x=-3

1
L9

Definicion 15: Los puntos de discontinuidad que no son de

primera especie se llaman de segunda especie, que son aquellos
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puntos donde la funcién no esta definida y los limites laterales no

existen.
Ejemplo: f(x)=( 2)2 , en x=2 hay una discontinuidad inevitable
x_
de segunda especie, ya que lIMf(X)=+w es decir, 1Mf(X)=
X —>2 x> 2"
limf(x) =4
x—>27
2
f(x): =
(x-2)2

Fig. N° 11
Propiedades de las funciones continuas

1) La Suma (resta) de dos funciones continuas f y g, en un punto xo, es

otra funcion continua.

lim(f(x) £ g(x : .
En efecto L= (fx) = g(x) = L= limf(x) , limg(x)
X — Xo 0 0

f(xo) = g(xo)= (f £ g)xo
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2) El producto de dos funciones continuas f y g en el punto Xo, es una

funcién continua. En efecto: L=Lir2[1)’((x)g(x)] = L=Lir2f)((x)lxirﬂgx(x) =
0 0 0

f(x).9(x)=(f.g)xo

3) El cociente de dos funciones continuas en el punto xo., es otra

funcién continua, excepto en donde x anula al denominador.

) XM e [
En efecto, L=""" g(x) = L= - 0 (();)) :(Jxo
oS T limgo ™ 90" Lg

0

4) La funciéon f(x) =K (funcidn constante) es continua en cualquier

punto.

5) La funcion f(x)= x, (funcién identidad) es continua en cualquier punto.
» . . _axNia, xN-1i . .+a .
6) La funciéon polinomica f(x)=n n-1 0 es continua

en cualquier punto.

Las funciones irracionales f(x) definidas por f(x)= m dg(x) , donde g(x)

es un polinomio, es continua en todos los puntos de su dominio.

7) Un punto de acumulacién (aislado), también se considera como una

funcion continua.

Para estudiar la continuidad de cualquier funciéon y=f(x) y realizar

su grafica aproximada, seguiremos los siguientes pasos:

1. Se halla el dominio de la funcion, es decir, Domf



232

2. Se buscan los puntos de discontinuidad si es que los hay.

@

Si hay puntos de discontinuidad se estudian el comportamiento

cerca de ellos

4. Se clasifican los distintos tipos de discontinuidad, es decir, si es
evitable (se redefine la funcién) o inevitable, (de primera o de

segunda especie).
5. Se estudia la funcion en sus extremos.

6. se hallan los cortes con los ejes de coordenadas, si es posible.

N

. se realiza la grafica aproximada.

Eiemplo: Representar graficamente las siguientes funciones y
localice los puntos de discontinuidad (si los hay) y use la notacién de
limite para describir el comportamiento de f cerca de estos puntos de

discontinuidad.
[ x2 si0<x<3

a. f(x)= )] 6 six=3

\3 si x>3
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Fig. N° 12

. Domf=[0,)

. Puntos de discontinuidad {x=3}

Estudio de la funciéon cerca de los puntos de discontinuidad:

limf(x)= 9., limf(x) = 9

X >3 x> 3F

. Existe un punto de discontinuidad inevitable de primera especie

en el punto (x=3), no se cumple la tercera condicion de

discontinuidad, ya que Li"_‘)fgx) =9y £(3)=6.

2x+1 si xz2

b. f(x)=

x-1 six>2

0 2
Fig. N° 13

1.

Domf=R



2,

3.

4,
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Puntos de discontinuidad {x=2}

Estudio de la funciéon cerca de los puntos de discontinuidad:

limf(x) = 5., limf(x) = 1

X > 27 x—>27t

Existe un punto de discontinuidad inevitable de primera especie
en el punto (x=2), no se cumple la segunda condicion de

discontinuidad, ya que imf(x)=5_, limf(x)=1
X2~ x 2%

Ejemplo: Averiguar si las funciones que se dan a continuacién son

continuas, en caso de no ser, diga que condicién de la discontinuidad

falla y de que tipo es, si la continuidad es evitable redefina la funcién.

a. f(x)=

1.

x2

x—2

Domf=R -{2}

2. Puntos de discontinuidad {x=2}

3. Estudio de la funciéon cerca de los puntos de discontinuidad:

limf(x)= 10 limf(x)= -0, limf(x) =+
X —2 X —>2" x—>2F

4. Existe un punto de discontinuidad inevitable de segunda especie

en el punto (x=2), no se cumple la segunda condicién de

limf(x) = +o0

discontinuidad, ya que "mf(’f): 0y
X — 2 x >27F
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limf(x) =t
X—2

5. Estudio de la funcién en los extremos: , por lo tanto,

limf(x)= -0 limf(x)= +oo

X 2" x 27

6. Corte con los ejes de coordenadas: X=0 = Y=0, es decir, (0,0)

7. Su grafica:

Fig. N° 14

b. f(x)= AX+7 -3
X
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1. Domf=[-7,00) — {£2}

2. Puntos de discontinuidad {x=-2 y x=2}

3. Estudio de la funcion cerca de los puntos de discontinuidad: a)

, J5-3 : - _ -
limf(x) = 0 =t = |Imf(X)—:—ooy limf(x) = —+x )
X —> -2 X = -2" x—> 2%
|imf(x)=9 Iim@ lim (x+7)-9

0 = x2_4 = (x-2)(x+2)(/x+7+3) =
X — 2 X > 2 X2

1
lim 1
(X+2)(\/x+7+3) = L— 24
— 24

X

4. Existe dos puntos de discontinuidad; a) En x=-2 hay un punto de

discontinuidad inevitable de segunda especie b) en el punto (x=2),

_ o _ "m«/x+7—\/§_ 1
hay una discontinuidad evitable y como , ﬁ_ﬂ la
X > 2

funcién se redefine de la siguiente manera:

’
M Si x#2
x2 -4
f(x)= <
l si x=2
\ 24
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de la funcion en los extremos:
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. 00
I|mf(x):g, por el

X — +00

1
teorema N° 2 tenemos que: n-E, y m=2, como n>m, entonces

limf(x) ==0y

X — —0

X —> +00

limf(x) = =0

6. Cortes con los ejes de coordenadas: corte con el eje Y (x=0) =

3-.7

J7-3
—4

4

= (0,

3-.7
4

) y corte con el eje X (y=0) =

JX+7 -3=0 = x + 7=9 = x=2, como x=2 no pertenece al dominio

de la funcién, entonces no existe corte con el eje x.

7. Grafica:

P 3-./7
: 4
: \\\\“o
: 1
P 24
-7 -2 0 2
-3
55

Fig. N° 15
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EJERCICIOS RESUELTOS
LIMITES

1. Comprobar por medio de la definicion de limite que se cumplen:

lim(5x-9)=6 lim(2x?2 +3x—-2) =12 c. lim(V2x+5-2) =1

x >3 X — 2 X — 2

Solucién a: Aplicando la definiciéon 2, sustituyendo en esta los
valores del punto de acumulaciéon, la funcién y el valor de L,
que en este caso x0=3, f(x)=5x -9 y L=6, se tiene: (V&>0), (36>0):

(VxeD A 0<|x - 3|<86<1) = |5x -9 - 6|<€, como |5x - 15|=5|x - 3| = 56<¢ =

8<%. Si §=0,01 = 6=0,002, si §=0,001 = &= 0,0002

Solucién b: Aplicando la definicion 2, sustituyendo en esta los

valores del punto de acumulaciéon, la funciéon y el valor de L,
que en este caso x0=2, f(x)=2x2 +3x-2 y L=12, se tiene:
(VE>0), (3550): (VxeD A O<|x - 2|]<5<1) = |2x2 + 3x - 2 - 12|<¢,
como |2x2 + 3x - 14]=|(2x + 7)(x — 2)|, por las propiedades de distancia

entre dos puntos se tiene que: [2x +7||(x —2] y como |x - 2|<5 se

4
|2x +7]

tiene que = [2x + 7]6<¢ = 8< ycomo |x-2|<1= -I<x-2<1=

1<x<3 = 2<2x<6 = 9<2x + 7<13, como a medida que |2x + 7| se haga mas

§

|2x +7 |

pequeio el valor de se hace mas grande podemos acotar |2x + 7|
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§

por el valor de 9, entonces 8<§, dandole valores arbitrarios a § se

obtienen valores de 4.

Solucién c: Aplicando la definicion 2, sustituyendo en esta los

valores del punto de acumulaciéon, la funcién y el valor de L, que en

este caso x0=2, f(x)=v2x+5 -2 y L=1, se tiene: (V&>0), (356>0):
(VxeD A O<|x - 2|<6<1) = |V2x+5-2 -1|<€), por la racionalizacion

2x+5-9
de V2x+5-3=————— y por las propiedades de distancia entre
x+7+3 ) ° Prop

| 2x-4 | 2x-2
|\/ﬁ+3| ‘\/ﬁ+3‘

dos puntos se tiene que: <€ y como |x - 2|<3

25 &‘\/Zx +7 +3‘ |
se tiene que = ——<¢ = 6<———— y como |x-
‘\/Zx +7 + 3‘ 2

211 = -1<x - 2<1 = 1<x<3 = 2<2x<6 = 7<2x + 5<11 =

JT<V2x+5 <11 = J7 +3<J2x+5 +3</11 + 3, como a medida que

&‘\/Zx +7 + 3‘

J2x+5 + 3 se haga mas grande el valor de se hace mas

grande podemos acotar ‘\/2x+7+3‘ por el valor de V11 + 3, entonces

5< awf +3)

, dandole valores arbitrarios a £ se obtienen valores de 6.

2. Aplicando las propiedades de limite y de los numeros reales, hallar

los siguientes limites:
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. x2-9 3 _9y2 10 —/x2 .
a. L=lim———— p. L=Iim\/x 2x2 +5x-10 —/x2 - 4
2x2 +5x-3 3x2 _4x-4
X — -3 X —2
L=li (1 5)’( q . Iim1In 1+ X . Iim3x2+5x-7
C. =iim - — . = — [ e. = - - -
X x V1-x m+5
X > © x—>0 X —> 0
. /4x+5-/9x-3 , J5x -2 i 13
f. L=lim g. L=lim hoL=""\x-2 x2.4
3x+/2x +3 Jx3 +5V2x-3 x2 -
X — © X = © X > 2
. x2_
Soluciéon _a: L=llim————— " gystituiremos el punto de
2x2 +5x-3
X — -3
‘s f . . 9-9 0 L .
acumulaciéon x0=-3 en el limite, e.i. L=———— =—; como nos resulté
18-15-3 0

una indeterminacion hay que romperla factorizando tanto el numerador
como el denominador e.i. x2 — 9=(x — 3)(x + 3) y 2x2 + 5x — 3=(x + 3)(2x - 1)

im (x-3)(x+3) — lim x-3

6
se tiene que L="111, " "3y 5% 1) 2x -1 7
X > -3 X —> -3

. 3.2x2 +5x-10 -Vx2-4
Solucién b: L=lim \/x X~ +9X \/x , Sustituiremos el punto
3x2-4x-4

X —2

.. .. . J8-8+10-10-v22-4 0
de acumulacion x0=2 en el limite, e.i. L= 12_8.4 = 6; como

nos resulté una indeterminacion hay que romperla, racionalizando el

a-b

numerador aplicando Ja-Jb=—" el
Ja++b
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x3 -2x2 +5x-10-x2 -4

Vx3.2x2 +5x-10 —/x2 -4 =
\/x3 -2x2 1 5x-10 +\/x2 -4

(x+2)(x2 -x+3)
Vx3 -2x2 £ 5x-10 +/x2 -4

VX3 -2x2 +5x-10 —/x2 -4 = y factorizando el

denominador 3x2 + 4x — 4=(x + 2)(3x - 2) se tiene que:

(x+2)(x2 —x +3)

(X+2)(3X-2)(\/x3 -2x2 4 5% -10 — /2 -4) =

X —2

lim
L=

lim (x2 —x+3)
L= (3x _2)(\/)(3 -2%x2 1 5x-10 — v/x2 _4j , Sustituyendo otra vez el punto

X —>2

de acumulacioén se tiene que: L=% =>Lo>®

. 5\
Solucién c: |_=I|m[1 - ;j , Sustituiremos el punto de acumulacién

X — ©

L . 5\° . .
x0=2 en el limite, e.i. L=(1 - —j =L —>1%®; como nos resulté una
[0 0]

indeterminacion hay que romperla, haciendo el cambio de variable

t=-i = x=—%; cuando x »> » = t > 0 y L se transforma en
X
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5
L=Iim(1+t)'?; aplicando las propiedades de los numeros reales se
X—>0

-5
1
- 1
tiene que L= |im(1 N t)t , COomo Iim(1 + t){ =e, se tiene que L —» e

X =0 X—>0

o1 1+
Solucién d: L=|lm;|n

P Sustituiremos el punto de acumulaciéon

x—0
.. . 1 i ,
x0=0 en el limite, e.i. L=6Inﬁ = L=0:°, como nos resultdé una

indeterminacion hay que romperla, aplicando las propiedades de los

1
1+ X \2x

logaritmos tenemos que: L=lim '"(1_)() X , aplicando las propiedades

x—0

1
1+X+X-X )2y
T aw =

de los nimeros reales se tiene que: L=!iM '"( 1-x

x—0

1

. 2x \o2x
L=lim "{1 + 1_)() X , haciendo el cambio de variable t=12—x =
-X

x—>0



cuando x > 0 = t —» 0 y el limite se transforma en: I=In|jm (1+t)t+2 ,

x—>0
sustituyendo otra vez el punto de acumulacién se tiene que
1

L=6°)2 L1

lim 3x2 +5x -7
Solucion _e: L= ;  Sustituiremos el unto de
Vx2 +1+5 P
X —> ©
. . . 02 +50-7 0 .
acumulacion xo=o en el limite, e.i. L=————— = L - —; aplicando

Vo2 +1+5 ®

el teorema 2, se tiene que m=2, n=1, como m>n, se tiene que L - «

_ "m\/4x+5—\/9x-3 o
Solucién_f: L= 3x+V2x13 Sustituiremos el punto de
X —> ©
. 4o +5—/90-3
acumulacién xo=w en el limite, e.i. L=IM Lo 2.
’ 300 ++/20+3 ’ 0

X — ©

. . 1 1
aplicando el teorema 2, se tiene que m=5, n=§, como m=n, se buaca el

a
valor de b_m’ donde am=2 — 3 = am=-1 y bn=3; se tiene que L > —%

n



244

lim X -2
Solucién : L= ;  Sustituiremos el punto de
d x3 +542x-3 P
X —> ©
lim S -2 s
lacié = | limite, e.i. L= ; L —
acumulacion xo=«w en el limite, e.i \/w3+5m =L - -~
X —> ©

. . 1 3 .
aplicando el teorema 2, se tiene que m=5, n=5, como m<n; se tiene

quelL—>0

. 1 3
Solucién _ h: L="m(x-2 _x2 _4J; Sustituiremos el punto de
X —>2
.. - . 1 3 ,
acumulacioéon x0=2 en el limite, e.i. L= 2.2 2.4 =L > - o; como

nos resulté una indeterminacion hay que romperla, resolviendo la resta

. (x+2-4
de fracciones se tiene que L=!IM 2.4 )} factorizando en el
X — 2
lim———= = L=li L=
denominador se tiene que L= "M (x-2)(x +2) —L=Im 5=

X —>2 X —>2
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CONTINUIDAD

1. Realizar la siguiente grafica y estudiar la funcién en los puntos de

discontinuidad, si los hay

[ 2x+1 si x<-2
x%-1 si-2<x<0
f(x)=] 3 si 0<x<1

(2x  si x>1

[2x +1 si x<-2
Solucién: f(x) = ) x?-1 si-2<x<0

3 si 0<x<1

[ -2X si x>1

La funciéon 2x + 1 es una recta que esta definida en el intervalo
(-0, -2); la funcién x?-1es una parabola paralela al eje de las x definida
en el intervalo [-2, 0), la funciéon 3 es una recta paralela al eje de las x

definida en el intervalo [0, 1) y la funcién -2x es una recta paralela al eje

de las x definida en el intervalo [1, « ), luego su grafica sera:

Fig. N° 16
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Veamos si se cumple las condiciones de las funciones continuas:

1. El dominio de la funcién es todo R, e.i. se cumple la primera
condicién

2. Existen 3 puntos de discontinuidad en: { x=-2, x=0 y x=1}

3. Estudio cerca de los puntos de discontinuidad

Para x=-2:

lim(2x —1) =1 ylim(x2 —1)=3, por lo tanto, limf(x) no existe
X — 2" x— 2% X2

Para x=0:

Iim(x2 —1)= -1 ylim3 =3, por lo tanto, limf(x) no existe
xX—>0" x>0t x>0

Para x=-2:

lim(2x-1)=3 ylim(2x —1)=-2,por lo tanto, lim(2x - 1) no existe

X —>1 x —>1" x —>1

Conclusion existen tres puntos de discontinuidad inevitables de
primera especie en los puntos antes mencionados
2. Averiguar si las funciones que se dan a continuacién son continuas,
en caso de no ser, diga que condicion de la discontinuidad falla y de
qué tipo es, si la continuidad es evitable redefina la funcion y realice

la grafica aproximada.

2
a. fx)= X3y, f(x):z";3 c. f(x):xz_ﬂ
d. f(x):—"3x-2_4

x2 -9
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2x+3 . -
51’ Seguiremos los paso para la grafica
x_

Solucién a: f(x)=

aproximada de una funcion:

1. Se halla el dominio de la funcioén, e.i. Domf=%R - {%}

2. Puntos de discontinuidad {x=%}

Iim2x+3
5x -1, sustituyendo el punto

3. Estudio de la funcién en x=—, L=
5 X — E

2.3
o = L - £, buscamos los

de acumulacién se tiene que L —»

2x+3
5X-1 = L1 5 -; e.i. la funcién decrece

lim

limites laterales, L1=
X —
5

2x+3
5x -1
1+

lim

indefinidamente, L2= = L2 > +%, e.i. la funcién crece

X— =
5

indefinidamente, como los limites laterales son distintos el limite en

x= no existe y este es un punto de discontinuidad inevitable de

segunda especie.
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. 2Xx+3
4. Estudio de la funcion en los extremos e.i. L=lim 5x-1 POr el

X — oo

teorema 2, comom=1yn=1=>m=n=1L > %, e.i. existe una asintota

horizontal en x=%

5. Corte con los ejes de coordenados, corte con el eje Y (x=0) = y=-3,

corte con el eje x (y=0) = x=-%

6. Grafica

2
g [ ——

3 0 1

2 5
-3

Fig. N° 17
. xX+3 . -
Solucién b: f(x)=—————, Seguiremos los paso para la grafica
x2 +3x-10

aproximada de una funcion:

1. Se halla el dominio de la funcién, para eso factorizaremos el

denominador e.i. x2 + 3x — 10=(x — 2)(x + 5) => Domf=R - {-5, 2}
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2. Puntos de discontinuidad {x=-5, x=2}

. x+3
3. Estudio de la funcién en x=-5, L=lim (X -2)(x +5) sustituyendo el

X — -5

. . 2
punto de acumulacién se tiene que L —» 0 = L —» £, buscamos

. x+3
los limites laterales, L1=|'m(x-2)(x+5) = L1 > -; e.i. la funcién

X —>-5"

. x+3
decrece indefinidamente, L2="m(x-2)(x+5) = L2 > +, e.i. la

X —> 5%

funcidn crece indefinidamente, como los limites laterales son
distintos el limite en x=-5 no existe y este es un punto de

discontinuidad inevitable de segunda especie.

. X+3
Estudio de la funcion en x=2, L=|'m(x_2)(x+5) sustituyendo el

X —2

. . 5
punto de acumulacién se tiene que L —» Y = L —» £, buscamos

. x+3
los limites laterales, L1=|'m(x-2)(x+5) = L1 > -; e.i. la funcién
X —>2"
lim x+3
decrece indefinidamente, L2=""(x.2)(x +5) = L2 —» +=, e.. la
x —>2%

funcidn crece indefinidamente, como los limites laterales son
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distintos el limite en x=-5 no existe y este es un punto de

discontinuidad inevitable de segunda especie.

. x+3
4. Estudio de la funcién en los extremos e.i. L=Ilm (x -2)(x +5) » por el

x —> 2%

teorema 2, como m=1 y n=2 = m<n = L — 0, e.i. existe una asintota

horizontal en x=0

5. Corte con los ejes de coordenados, corte con el eje Y (x=0) =

y=- 13;) , corte con el eje x (y=0) = x=-3
6. Grafica

-5 -3 0 2
10
Fig. N° 18
x2 —5x-24

Solucioén c: f(x)= —
2x +5x-3
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Se halla el dominio de la funcidén, factorizando el denominador e.i.

2x2 + 5x — 3=(x + 3)(2x - 1) = Domf=R® - {-3, %}

Puntos de discontinuidad {x=-3, x=%}

. x2-5x-24
Estudio de la funcion en x=-3, L=|'mm sustituyendo el
X —> -3

punto de acumulacién se tiene que L — % factorizando el

mumerador e.i. x? - 5x - 24=(x + 3)(x - 8), simplificando vy

sustituyendo otra vez el punto de acumulacién se obtiene

. X-8 11
buscamos los limites laterales, Lq=lim %-1= L1 > 7; e.i. en el
x—> -3

punto x=-3, existe una discontinuidad evitable y la funciéon se

redefine como:

¢ 2
X X gixea
2x +5x-3
f(x)= 1
" si x=-3
\ 7
 (x+3)(x-8)
g lim XE2NX0)
Estudio de la funcién en x=—, L= ()1(+3)(2X'1) sustituyendo el
2 X —
2
1
2

punto de acumulacion se tiene que L —» 0 = L > ¥, buscamos

i (X +3)(x-8)

(x+3)(2x -1)

los limites laterales, L1= = L1 > +%; e.i. la funcién

X —
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lim (x+3)(x-8)

(x+3)(2x -1)
1+

crece indefinidamente, L2= = L2 > -2, e.i. la

X —>
2
funcién decrece indefinidamente, como los limites laterales son

distintos el limite en x=% no existe y este es un punto de

discontinuidad inevitable de segunda especie.

. (x+3)(x-8)
Estudio de la funcién en los extremos e.i. L="" (x +3)(2x -1) » Por el
X > too

1 .. .
teorema 2, como m=2 y n=2 = m=n = L »> —, e.i. existe una asintota

horizontal en x=%

Corte con los ejes de coordenados, corte con el eje Y (x=0) =

y=8, corte con el eje x (y=0) = x=8

Grafica

sf |
1
o) — :
L R
2 : S
3 ol X 8 400
2;

Fig. N° 19
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EJERCICIOS PROPUESTOS
LIMITES

1. Comprobar por medio de la definicion de limite que se cumplen:

. 1 -1 .
2. lim = p. lim(Bx-9)=0 . [im3x2=12 (. lim/x+3=
XxX-5 2 X >3 X — 2 X —1
X —>3
1 7 7 . 2x-5
im (x2 _ lim— -0 4 lim L lim =1
e. lerg(;( +5x+2)=16 f, <1 g. x—_5 3 h. 4x + 3 5
X —> © X > 2 X — ®©
8 4 . . 8
lim =—— = ki 2 . _ lim =0 lim
i x_2 3 ) !:r2(32X +15x-63) =16 k. (x—1)2 | X+9
x —> -4 X -1 X — —1
2 2 . -3 2x+5 2
X< +5 X X .
- i R lim——=0 im =—
m. | — o n, lim(1+ 3 )=1 o. <2 1 p. 3x+2 3
X > © x—>0 X — © X — ©

. (4 5
lim(-/4x -5 -/3) zq . Iim5:)_(2=1 s Ilm( + J ¢ limx? =a?

a- X-2 Xx+2
X2 X —>a
x—>2 x—>3
. 3X+5 4x -5 . 3x2 + 5
lim -1 =0 . lim/4x+9=5 i _
u. 9x+2'§ V. 3x2 1 4 w. Jax +9 x. lim a7 =
X —>4
X = X =@ X — ©
y. Iim(x/x2 -a)=0 , Iim(ax2 +ax+a2) — 3a2

X —> a x—>0

2. Aplicando las propiedades de limite y de los numeros reales, hallar

los siguientes limites:

) llim (2x —3)3(3x - 2)2 b) lim X ) |im7X2
a c
L, X5+ X4/ X /X x_)1000+x\&

X —> ®©
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2x+14+3x+1 x2 -1
lim lim—— lim(x+1-+/x
d) 2X + 3X e) X2 +3x+2 f)x—>(oo \F)
X — o0 X > -1
3
3. 2 - .
a) lim X 3X +2 h) lim X (m+1)x+1r i Ilmﬁ j) lim Jx+a-— (
X4-4x+3 X3 - 113 &_1
X —>1 X —> T X 51 Xx—>0

k) lim(/x2+1-x) ) Iimﬁ;:

X > ©
x—>0 x —>1

o) Imlg(14)r(10x) ) Iimex'1 . eax -egbx

x —>0 x>0 x—>0
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CONTINUIDAD

3. Realizar las siguientes graficas aproximadas y estudiar la funciéon en

los puntos de discontinuidad, si los hay

2x+1 si x<-2
x?-1 si-2<x<0

,
Jx si x<4 =X si x<0
a. f(x)=) 3 si 0<x<1 b. f(x)= c. f(x)=< x si 0<x<3
22X siox>1 x? si x>4 x2+1 six>3
“
1 si 0<x<2 12 si x<0 (2x +4  six<1
X
d. f(X)= 3 si 2<x<4 e. f(R)= x si 0<x<4 f. (=
5 si 4<x<6 5 si x>4 x2+1 six>1
\
r
1 si 0<x<2 X si 0<x<4 2 si 0<x<3
g. fX)= x+1si 2<x<5 h. {x)= 5 si 4<x<5 iy f(x)= si
3<x<5
.
6 Si 5<x<7 1-x six>5 — si x>5
([ x2 si 0<x<2 T si #0 0 si-1<x<1
X
j- f(x)=9 5 si 2<x<4 k. f(x)= . f(x)=4 2 si1<x<3
~x—1 si 4<x<6 0 si x=0 5 si3<x<5
[ x2 si 0<x<3
2x + 1 si xz2 =X si x<0
m. f(x)=) 6 six=3 n. f(x)= o. f(x)
L 9 six>3 x-1 si x>2 5x si x>1
(2 si  0<x<3 T sixz0 -2x + 4 si x<1
X
p. f(x)=< 3 si 3<x<5 q. f(x)= r. f(x)=
x_
2 six>5 0 six=0
\

x2+1 six>1
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.1 . (X f .

—5 Six<0 e” si x<0 Igax si x<0
X

s. f(x)=4 x si 0<x<4 t. f(x)= % u. fi(x)=4 3 sio<x<4
X
\ 5 six<4 Lnx si x>0 2x -3 six>4
. \
(-3 si x<-2 (2.400 si 0<x<40

v. f(x)= J €21 si-2<x<0  w. f(x)=) 80x- 'x2 si40<x<80
: 4 2

si 0<x<2 40x si x>80
\ xX—-2 \
’
x2 si 0< x<2 Jx  si0<x<2
x. f(x)={ 5 si 2<x<4 y. f(x)= { /x-2 si2<x<4
x -1 sid<x<6 Jx -4 si4<x<6

\

4. Una funcién esta dada por la féormula:

rx% -4
cuando x#2

X—2

fix)="

\ A cuando x=2

¢ Como debe elegirse el valor de la funciéon A=f(2) para que la funcion

f(x), completada de esta forma, sea continua cuando x=2?. Construir la

grafica de f(x).

5. Averiguar si las funciones que se dan a continuaciéon son continuas,
en caso de no ser, diga que condiciéon de la discontinuidad falla y de

que tipo es, si la continuidad es evitable redefina la funcion.
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_ 2 _ 2 _
b. fx)= b fx)=2"%X o fx)=X "2 4 g
X+2 x+1 x—-1 x—-1
2 _ 4 .3 2 _
e. f(x):w £ f(x)=x x2 +x4 -12x+4 g f(x)= x+1
X+2 x3 —6x2 +11x -6 x2 -1
Ix — 14— 4 _y2 _ 3 _2y2
hofx)= X173 )= XX = X kg 2 X
x2 _2x-3 3x - X— X
x-1 Jx -2 ~x2 +7x-10 x-1
L f(x)=——— m. f(x)= n. f(x)= o. f(x)=
x2 +x-2 x-4 x2 +x-2 Jx -1
2 2
X% —4x+4 x4 -1 x—1 /x —2
p. flx)="5 " q. f(x)=", r. f(x)= s. f(x)="
X< +2x-3 X< -9 A/x -1 X—4
2 2 3 2
X< +x-2 X< +6x+9 x*~ + 3x 2
t. fx)= >~ = uwfx)=——""v. f(x)=—" w. f(x)=1-=
(x) 2 4x 3 (x) x13 (x) - (x) 3
X f(x)—x+1 y f(x)—x2-47x+4 z f(x)_'sz“i'10
' x 7 x2-2x-3 x2 +x-2
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CAPITULO 1lI

DEFINICIONES Y PROPIEDADES SOBRE LIMITE Y
CONTINUIDAD DE FUNCIONES

DE UNA VARIABLE REAL
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Este capitulo se estudiaran: Punto de Acumulacién, Limites,

Limites Laterales, Limites Infinitos, Limites en el Infinito, Propiedades

de los Limites, infinitesimales, Limites Indeterminados de la Forma: %

0 0.0 o—o, 09, 0%°, 00, ©®, 1T, Limites Logaritmicos,
o0

88

0
Limites Exponenciales, Continuidad, Puntos de Discontinuidad,

Asuntotas: Verticales, Horizontales y Oblicuas, Grafica aproximada de

las funciones por medio de los limites.
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LIMITES
Expresaremos dando unos ejemplos de limite para introducirnos
en este campo:
Ejemplo: Sea f(x)=4x - 3; ¢hacia que punto se aproximan los

valores de esta recta cuando x se aproxima al punto x=57.

X | 49 | 499 | 4992 | 5.001 | 5.01 | 5.1

f(x) | 16.6 | 16.96 | 16.968 | 17.004 | 17.04 | 17.4

Cuadro N° 1
Cuando x se aproxima a 5, observamos que: 4x - 3 se
aproxima al 17.

Se dice que el limite de f(x)=4x - 3, cuando x se aproxima a 5 es 17

lim(4x-3) =17

y se escribe:
X —>5

Geomeétricamente lo veremos en clase.
2
X -25

Ejemplo: Sea f(x)= ia que valor se aproxima f(x)

cuando x se acerca a 5?

X 4.9 499 | 4995 | 5.001 | 5.01 5.1

f(x) 9.9 9.99 | 9.995 [10.001| 10.01 10.1

Cuadro N° 2

x2 -25

Cuando x se aproxima a 5, se observa que f(x)= 5
x_

, Se

aproxima a 10.
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Vemos que esta funcién se comporta de manera semejante a la

funcién f(x)=x + 5, para valores distintos de 5, por lo tanto, es lo mismo

escribir:

X2-25 N Ilm(x-5)(x+5)

li x-5 x-5 :>L=|):ri()5(+5),:>L—>10
X —>5 X =35

2 25 5 5
Notese que: =~ <= (x-5)x+5) _, 45

x=-5 x=-5

X+5
\x+5\

Ejemplo: Sea f(x)= . Estudiemos el comportamiento de f(x)

cuando x se aproxima al -5.

X |49 4,994,999 5,001 5,01 5,1

f(x) | -1 -1 -1 1 1 1
Cuadro N° 3
1
U
-5 0
lo) -1
Fig. N° 1

Como podemos observar, cuando x<-5, f(x) se aproximaa-1y
cuando x>-5, f(x) se aproxima a 1, de esta manera no podemos

asegurar hacia qué numero real se aproxima f(x), cuando x tiende a -
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X+5
5, es decir, que no existe LeR tal que: lm‘x+5‘ =L, Luego el

X —> -5

limite de la funcién f(x) = x+3

\x+5

Supongamos que el dominio de una funcién f(x) contiene

, cuando x se aproxima a -5, no existe.

intervalos (xo,x1) y (x1, X2), si al aproximarse x hacia x1, tanto como sea

posible, f(x) tiende a un numero L, entonces, L sera el limite de f(x)

cuando x tiende a x1, lo cual se escribe como: I)i("f)(;(() =L
1
Eiembplo: I_=Iim(7x+5) =40
X—>5

Esto significa que la expresién 7x + 5 se aproxima al valor 40,
cuando x se aproxima a 5, por la izquierda y por la derecha, esto lo
pueden ustedes observar en los tres ejemplos anteriores, es
conveniente que estos valores estén en un entorno de xi1=5 de

radio 5, es decir, que los valores de x que tienden a 5, sean tales

que xe(5 - 3,5 + §) y 0<5<1.

-3 b Fig. N° 2
Existe una dependencia de f(x) respecto a x que hace que f(x) se
encuentre en un entorno de L=40 de radio &, es decir, los valores

de f(x) préximos a 40, resultan tales que f(x)e(40 - £,40 + &).
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40 +& < 1
40 >

40 -t < |

Fig. N° 3

Si damos un valor de £=0,01, tenemos que f(x)e(39,99;40,01)
cuando xe(5 -3, 5+ 3). Asi dado (£>0), existe (6>0) que garantiza que
la distancia de f(x) a 40 sea menor que 0,01. En simbolos:

Dado (£>0), (36>0): (VxeR), A 0<|x - 5|<6<1 = |f(x) - 40|<E. Si
relacionamos las distancias di=|x - 5| y d2=|f(x) - 40|, obtenemos la

relacion entre £ y & veamos que si: [f(x) - 40|=|7x + § - 40| >

|f(x) - 40]=]|7x - 35| = |f(x) - 40]|=7|x - 5|<¢, si y solo si, (sii), |x - 5|<_§,,

3

de esta manera |f(x) - 40|<¢, sii, |x - 5|<?.

Definicién 1: Se dice que xoeR es un punto de acumulacién (p.a) o

punto limite (p.l) de DcR , si para cada intervalo abierto I, tal que xoe€l,

se tiene que: (I-{xof)ND=$. Geométricamente.

y=f(x)

a Xxo x1 b Fig. N° 4
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Por la definicion de conjunto vacio, esto quiere decir que si al
intervalo abierto le quitamos el punto xo, debiera existir por lo menos
otro punto x1, que también pertenece a D, si esto es cierto, entonces Xo,
es un punto de acumulacion de D.

Definicion 2: Sea f: D 2R , con xoeR, xo es un (p.a) de DcR ,

decimos que f_ posee limite L en xo, sii, (V&>0)(35>0):(vxeD

limf(x)=L
A0<|x-Xx0|<8<1) = |f(x)-L|<E y se denota por
X — XO

Geomeétricamente:

3 y=f(x)
L
-5
a X0 b R  Fig.N°5

Ejemplo: Estudiar la funcién f(x)=3x + 10, en el punto de

lim(3x +10) = 22

X —> 4

acumulacion x=4, e.i. L=

Solucién: Hay que hallar una relacién entre él 3 y &, e.i. aplicando

la definicion 2, sustituyendo en esta los valores del punto de
acumulacion, la funciéon y el valor de L, que en este caso x0=4,

f(x)=3x + 10 y L=22, se tiene: (V&>0), (36>0): (VxeD A 0<|x - 4|<5<1) =

3x + 10 - 22|<&
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Como |3x + 10 - 22|= |3x - 12]|= |3(x - 4)|= 3|x - 4|<€ , entonces 36<¢
= 0<¢/3. Si &=0,01 = 5=0,003, si §=0,001 = 6= 0,0003

lim(2x? + 5x - 3) = 4

x—1

Ejemplo: Comprobar que L=

Solucién: Al igual que en el ejemplo anterior sustituimos en la

definicién 2 los valores del punto de acumulacién, la funcién y el valor
de L, que en este caso x0=1, f(x)=2x2 + 5x -3 y L=4, se tiene:
(VE>0)(36>0):(VxeD A 0<|x - 1|<6<1) = |2x?+ 5x — 3 - 4|<¢

Como: |2x2+ 5x - 7|=|;[(2x)2 + 5(2x) - 14]| >

;|(2x +7)(2x - 2)|=;|2(2x+7)(x -1)| = |2x + 7||x - 1|<€ = |2x + 7|5<§

Como |x - 1|<6<1 = -1<x - 1<1 = 0<x<2 = 0<2x<4 = 7<2x + 7<11;
como 7 es menor que 2x + 7, se puede acotar |2x - 7| por el 7, lo que
implica, que 76<§¢ = 6<§/7 si le damos valores a & obtenemos la

dependencia del é.

lim(v2x+3 +4)=7

x—3

Ejemplo: Comprobar que L=

Solucién: Al igual que en los ejemplos anteriores sustituimos en la

definicion 2 los valores del punto de acumulaciéon, la funciéon y el valor

de L, que en este caso x0=3, f(x)=/2x+3 + 4y L=7, se tiene:

(VE>0)(36>0):(VxeD A 0<|x - 3|<d<1) = |(/2x+3 + 4 - 7|<¢ Tenemos que

2x+3-9| 2x-3 P
J2x+3+3] 2x+3+3

‘\m—:;‘ :‘\/ﬁ_@‘ =
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<&,Como |x-3|<6<1 = -1<x - 3<1 = 2<x<4 = 4<2x<8 =

%
‘\/Zx +3+ 3‘
7<2x+3<11 = JT < \2x+3 <M1= JT+3 < /2x+3 +3 < /11+3,
entonces podemos acotar: ‘«/2X+3 +3‘ por /11+3 ya que este término

25 25

es mayor que -/2x+3 +3, lo que hace que, = <>
yor qte - a g 2x+3+3 1143 :

o< (11+9%

Definicién 3. Sea f:D > R xo es un (p.a) de DcR, se dice

que f posee limite a la izquierda de xo, sii (ALeR), (VE>0), (36>0): (VxeD

A 0<xo0 - x<8) = |f(x)-L|<¢, Analogamente se dice que f tiene limite a la

derecha de xo, sii, (LeR), (VE>0), (36>0): (VxeD A O0<x -x<3) =

limf(x)=L limf(x) =L
|f(x) - L|<€ y se denota respectivamente como: _ N
X — Xo X — XO

L+¢& /\

L-¢&

X0-0 Xo Xo+d Fig. N° 6
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Teorema 1: (Unicidad del Limite) Sif:D = R, xo, es (p.a)de Dy f

tiene limite L1 y L2, entonces, L1 = L2, es decir, ')'(mf(x)z L, limf(x)=L,

Xo ’x—>x0 ’

lo mismo vale para el limite a la izquierda de xo y para el limite a la

I|mf(x)— limf(x) = Imf(x) .

Veremos este
X—>Xo X—>Xy X—Xg

derecha de xo, es decir:

teorema con un ejemplo:

Ejemplo: x+1sixs3
Sea f(x)=
(x-1)?six>3

i =i 1)=4
Solucién: L=I|mf(x) im(x+1) ya que (VE>0), se tiene

x> 3 X >3

entonces que |[x + 1 - 4|=|x - 3|<¢ cuando 0<3 — x<3 y para ello basta

limf(x) = li -1)=4
tomar 6=, Analogamente, imf(x) = lim(x-1) , En efecto:

x—>3 x—>3Jr

|(x - 1)? - 4]=](x - 1)> — 2%]=|(x = 1 - 2)(x = 1 + 2)|=|(x - 3)(x + 1)|=|x - 3||x +

11<¢ = 8 [x + 1|<€¢ = 8<§1, como |x-3|<1 = “1<x-3<1 = 3<
X +
x+1<5 = 8<§, por lo tanto, el L=I|mf(x) existe.
3 x—>3

x-3
x-3

Ejemplo: f(x)=

limf(x)= -1 limf(x)=1
L= imf(x) y L= imf(x) como los limites laterales son distintos

X >3 x> 3
lim X3 x-3
entonces, L="! x—3| no existe.

x > 3
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Definicién 4. Sea f:D 2> R, xo, es un (p.a) de DcR, Diremos

que f posee limite infinito en el punto xo, sii (VYM(§)>0), (35>0):

.1 =limf(x)=o0
(VxeD A 0<|x — xo|<8<1) = [f(x)|> M y se denota: L=/l %(XZ

limf(x) = —oo

Si en la definicién anterior f(x)<M, entonces L=x %
0

. 1
Ejemplo: EI "mﬁmo, para probar esto debemos observar M>0,

x >3

se haya (6>0): 0<|X - 3|<3, entonces 3
x_

1
3|<1, tomamos 6 =l, se Concluye que 0<[|x —3|<- =
M M M

1
x-3

im _2X*3  o3):3 9

Ejemplo: L= 2 _94=— ~"1 — _="=0m, es decir,
=[empro: X“+5x-247 5,  53)-24 0

x—>3
. 2x+3 . 2x +3
Iim———  =—o im—— - -
L= x25x-24 y L= x2i5x_24 =+o, por lo tanto,
x >3 x > 3"
|im£—_oo
L=""" 2 5 _24 , O existe.
X -3

Definicién 5: (+~) es un (p.a) de DR, sii (Vnez?), (IxeD): (x<n),
Analogamente (-,), es un (p a) de DR, sii-(Vnez*), (3xeD): (x<-n).

Definicién 6: Sea f:D> R y (-o) es un (p.a) de DcR, decimos que f

posee limite L en -, sii, (VE>0), (IM=M(E)): (VxeD A x<M) = [f(x) - L|>E.

Analogamente, f posee limite L en -o sii, (V£>0), (AM=M(E)): (VxeD A
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x>M) = |f(x) - L|>¢{ se denotan respectivamente como : '){“Ex_)cz'- y

limf(x)=L_
X — +00
5x+3
Ejemplo: Demostrar que L='M ,)((:1 =3
X —> 0
‘. 5x+5
Solucién: (VE>0) (AM=M(E)): (VxeDAx>M) = 1 -5 <§ como
X +
5x+3_5:5x+3—5x—5\: —2\: 2 ‘<§si <§:>x>3—1
X +1 x+1 | x+1  |x+1 x+1 3
haciendo M(§)=§—1. Se nota que para cada numero positivo £ se puede
encontrar un niumero M=§—1, tal que x>M, por lo tanto, el nimero 5 es
. 5x+3
el Limite de la funcién f(x)= S5x+3 e.i. L=1lim =
X+ X+
X — o©
anpxn +a

n-1xn - 1+....+a0
, Entonces,

Teorema 2: Sea H(x)=
bmxmM +b . xm-1+.. +bg

cuando x 2 o, H(x)=f y
o0

a .
“N sin=m
bm
limH(x .
L= (x) 4 0 sin<m
X —> o0
\ 0 Sin>m
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Demostracion: Sea n= m, entonces,

n n-1
a x"+a X o +ag

L=limH(x) = lim - n
X — 0 b xN+b, _xN+...+b,
X — ©

Aplicando la propiedad del elemento neutro del producto de los

xn
numeros reales 1=—n obtenemos:
X

n xh—-1 ag 1 ag
a ——+a ot —— a_+a —F et
n n-1 n “n-1 n
n n X an
=lim—X X X~ _lim X7 _
L= n n-1 ba ~ b b
bm*_+b 1x ot O I L0 Pm
xn M=1 xn xn X X
X — X — o
ah

y cuando x = o, nos queda: L —)b—
m

Para los casos n<m y n>m, la demostracion es similar.

Ejemplo. Hallar el L=|)i(nl(f/x3 +x2 +1-3/x3 —x2 +1)
o0

Solucién: |__I|m(3 x3 +x2 +1-3/x3 —x2 +1) = (0 - ), como
= X>w

\/7 :i/i_\/?+\/7+3b2

x3 +x2 +1-(x3 —x2 +1)

lim 2 2 -
L= (%/(x?’ +x2 +1) +:'y(x3 +x2 +1xx3 ~x2 +1)+%/(x3 -x2 +1) J

X —> 00

_ 2x 2 ®©

lim B o

R n e 28 s 3 a2 of

X —> o0
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Cémo cumple con las condiciones del teorema 2, buscamos los

valores de n y m, n=2 y m=6/3 = m=2, entonces an=2 y bm=1+1+1=3

=L 2>2/3
2
lim 3x -5x+3
Ejemplo: Hallar L= [ 8
2x +5x-4

X — o©

Soluciéon: Como cumple con las condiciones del teorema,

buscamos los valoresde ny m, n=2y m-g =4, como n<m => L 0.

IimE
Ejemplo: Hallar L= §/;+7
X —> 0

Solucién: Como cumple con las condiciones del teorema

1 1
buscamos ny m, n=5, m=§, comon>m=L > «

Propiedades de los Limites:

Sean L1=L'T,f,((x), L2=Ix|m_>g)|((x) y KefR, se tiene que :
0 0

limK
6) xox =K

iMKF(x) _  limf(x)_ ) .

7) X —> X X = X
0 0

g I 2000) i) g

9) YMI90 Jm)imebi_ .1,

X > X X —
0
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; f(x) limf(x)

im = X =X N

19, ﬁ?(f)x) limg(x) L,’ 9b)#0
X — XO

. n
6) lim(f())" = [Qﬂ(i(:))} = (L)

X > X
0

_ limg(x)
7)timi(fx)80) - [ JmEDP o o

X > X

)

i . =lim4 i o =lim4 =
Ejemplo: Hallar L %, por la propiedad N° 1, L bl 4=>1>4

i . =lim3x i ° i =3limx
Ejemplo: Hallar L X, por la propiedad N° 2, se tiene L 3x ny

=L>6

2
Ejemplo: Hallar L=lim(2x +5x-3) | Por las propiedades 1,2,3 y 4,

X —>2

tenemos: L=2limx limx 4 sglimx . lim3 o =222+ 52-3 =
X—>2x>2 X > 2 X —> 2

L=8+10-3=L-> 15

4x+5
%x+2_

Ejemplo: Hallar L=lim

X =

por la propiedad N° 5, tenemos:

4x +5 'xi“l(;"‘ +3)

L3X+2  lim(3x+5) 3.2+5 11 11
X > 2
. 4x -3 .
Ejemplo: Hallar L= Iim(3x + 5) por las propiedades N° 6y 7,
X —> 2

tenemos:
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I|m(4x 3)J
L= Lm(3x + 5)] = L=(3.2 + 5)42-3 = L=115 = L 161.051

I|m(a(x))

Definicién 7: Si L=y , es decir, |a(x)| <§ cuando 0<|x —a| <§(¢),

la funciéon a(x) se Illama Infinitesimal (infinitamente pequena)
cuando x — Xo. Analogamente se determina la funcién infinitesima
(Infinitesimalmente pequena) a(x), cuando x 2 «.

Definicién 8: La suma y el producto de un numero limitado de

infinitésimos, cuando x =2 Xo, es también un infinitésimo cuando x =2 Xo,

a(x)
sia(x) y B(x) son infinitésimos cuando x > xo, y L=lM B(x) =C’
X — X
I a(x)
donde 0<|C|<+°°, si L='IM B(x) =1, las funciones a(x) y B(x) se llaman
X — X

equivalentes cuando x = Xo; es decir, a(x) ~ B (x), por ejemplo, si x = 0,

In(x +1)

tenemos Ln(1+x) ~ x, e.i. L=lim =1, el limite de la razén de dos

x—>0
infinitesimos no se altera, si los téminos de la misma se sustituyen por
otros cuyos valores respectivos son equivalentes. De acuerdo con esto,
a(x)

al hallar el 'iMm_ ~+ B(x) donde a(x) > 0y B (x) > 0, cuando x = Xo, al
X — Xy

numerador y al denominador de la fraccion pueden restarsele
(o sumarsele) infinitesimos de orden superior, elegidos de tal forma, que

las cantidades resultantes son equivalentes a las anteriores.
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De este limite se deduce el siguiente limite:

: 1\%
L=I|m(1+xj , Por medio un cambio de variable t=1 = x-:
X — X

1 .1+t
=>(x>wo=t>0 = L=lim(1+y)t = Ln()=limin—— = n(L)=1

t—>0
=>L>e
1\ 1
En conclusion: L=|im(1+j =>L>eyl= t >Loe
X lim(1+t)

Definicion 9: Se denomina nimero e al limite de la variable

X

n

. 1

[1+ 1j , cuando x = o (n > N), es decir: I|m[1 + x] =e,conecQ’'y
X X — o

tiene un valor aproximado a 2,7188281828.

. 1)
Eiemplo: Hallar L=I|m(1 + 5)(] =1* Solucién: Haciendo 51 =t=
X
X — o

1
1 5

5t = L=
1+1)° lim(1+t)
t—>0 t—>0

-, | -

1
| -
x=—cuando (x >0 =>t—>0); L=. =e5

St ( ) ]Jm(

Ejemplo: Hallar L—Iim(Hjx =1 L-Iim(x +1 -zjx
. B x+1) == x+1 =
X —> o X — o0
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: 2 ¥
L=|lm(1 - 1) , haciendo t= = X=- % —-1, (cuando x> © = t>0) =

X+ x+1
X = ©
2 1
-—-1 - -1 )
: t =L=_ t lim1+t) =L-oe
lim(1+t) lim(1+t) t -
t— t—->0

Definicion 10. Se definen los limites indeterminados como aquellos

limites que al sustituirle al punto de acumulacién toman la forma

siguiente: g, ) f, 0.0, 0 — 00, 00, 0%, ooo, ©®, 15® y se le rompe
o0

la indeterminacion aplicando las herramientas vistas en el precalculo
como son propiedades de los numeros reales, factorizacion,

racionalizacion, etc.

Ejemplo: Hallar L="x _1
X — ©

Solucion: por medio del teorema N° 3, tenemos que n=1, m=1,

an=1, bm=1, lo que implica que L>1.

x4
16

Ejemplo: Hallar L=lim "
x — 16

Solucion: Por las propiedades de los numeros reales se tiene que:

x -1 x-16

=li ionali . 1 =lim
L=lim 3‘—16 , Racionalizando tenemos: L (x—16)(\&+4) =
x —>1 X
: 1
L=I|m

L:L_)i
%§+4 8

X —
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CONTINUIDAD

Una idea intuitiva de continuidad es que la curva que representa la
grafica de una funcién debe estar sin interrupciones en toda ella. Por el
contrario si esta presenta interrupciones o saltos se dice que la funcién
es discontinua y los puntos donde se producen las interrupciones o

saltos reciben el nombre de puntos de discontinuidad.

llustramos estos dos casos geométricamente:

//‘l' y=(fx)
|

Fig. N° 7

Esta funcion es continua en todo el intervalo (xo, x1)

f(xo)

y=f(x)

f(x1)

0 X0 X1 X2 x3 Fig.N°8
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Supongamos que la grafica dada en la figura anterior

corresponda a una funcion y=f(x). Esta funcién representa una funciéon

de salto. El ';"lf)(’;), no existe porque no hay un numero L para el cual
1

f(x) se encuentre muy préoximos a L, cuando x se aproxima

suficientemente a xi.

Podemos observar también en la grafica que no existe el L'"lf(()x).

En x2. se aprecia que f(x) no esta definida, pero pareciera que el hueco
que hay se puede tapar con solo incluir en la grafica el punto (x2, f(x2)),
de esta manera se romperia la discontinuidad en el punto (x2, f(x2)),

limf(x) =

haciendo que el X —> X,

f(x2). En xo el valor de f(x) no resulta apropiado

X)

P limf
para la continuidad de f(x), el X —>(Xo

existe, pero su valor no es igual a
f(Xo).

Conclusién: De todas estas observaciones se desprende que la
discontinuidad surge cuando el limite de una funcién no existe 6 si el

limite aunque existe no es igual al valor de la funcién.

Definicion 11: Sea f: D —» R, xoeR, la funcion f es continua en xo

sii (V&>0), (36>0): (VxeD A 0<|x - x0|<8<1) = |f(x) - f (x0)|<§

Observacion: En la definicion anterior vemos que xoeD, esto es la

funcién f debe estar definida en xo, entonces, xo es un (p.a) de D, o x0 es

un punto aislado de D, entonces 35>0 tal que xo es el Unico punto
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comun a D vy ‘x—xo‘<8. Asi que para x= Xxo, entonces,
‘f(x)—f(xo)‘=‘f(x0)—f(xo)‘:0, para cada &>0. Por lo tanto, cualquier
punto aislado xoeD es un punto de continuidad de f(x), es decir, f es
continua en Xxo.

La definicion anterior se traduce de la siguiente manera: Una

funcion f es continua en un punto xo, si !:rgf)((x): f(x"). Asi la funcién es

0

continua xo si cumple con las siguientes condiciones:

4) La funcion esta definida en xo

5) El L"if)((x)= L existe y sea finito
0

limf(x) = f(x,)

X — X
0

6) EI

Definiciéon 12: Si f(x) es una funcioén, f sera continua, si es

continua en cada uno de sus puntos donde este definida (intervalo,

segmento, etc.).

Definicidn 13: Se dice que una funcion f(x) no es continua en el

punto xo, sii, este punto no verifica las tres condiciones de continuidad

citadas anteriormente.

Ejemplo: f(x)= , esta funciéon es discontinua en el punto

2x -5

=§’ ya que la funciéon no cumple la primera condicién de continuidad.
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f(x)=

2x -5

N| o

Fig. N°9
. : . - limf(x)
Definicién 14: Si la funcién f(x) tiene limites finitos: o x
o
limf(x) limf(x) limf(x) ]
+, con - # +, entonces, xo recibe el nombre
X — Xo X — Xo X —>X

discontinuidad de primera especie.

Ejemplo:

2x+5 six<0
f(x)=
3x2 + 1 si x<1
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N ;g

Fig. N° 10

L . o limf(x) limf(x)
Definicion _15: Si xo no esta definida, pero . -= +, X0

— X X —> X
o (o]

recibe el nombre de punto de discontinuidad evitable y Ila

discontinuidad se evita (se redefine), dandole al valor de x0 el valor al

cual el limite tiende, es decir, L"gf,((x)=f(xo)
o

f(x) six#xo

f(x)=
f(xo) six=xo
. xX+3 . -
Ejemplo: f(x)= -, esta funcion no esta definida en x=-3,
x2 —3x-18

. : x+3 .1 . 1
limf(x)= lim————_ lim——— limf(x)=_"
pero x_)f3) ()2—6)(x+3) <—6 = x_)_(3) 3’ por lo tanto, hay

X > X > -3

una discontinuidad evitable en el punto x=-3 y la funcién se redefine

r
f(x)=i si x#-3
x2 —3x-18

f(x)=<

si x=-3

1
L9

Definicion 15: Los puntos de discontinuidad que no son de

primera especie se llaman de segunda especie, que son aquellos
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puntos donde la funcién no esta definida y los limites laterales no

existen.

Ejemplo: f(x)=

( 2)2 , en x=2 hay una discontinuidad inevitable
x_

de segunda especie, ya que lIMf(X)=+w es decir, 1Mf(X)=
X —2 X —> 2"

limf(x) =+00
x—>27F

f(x)=

(x -2)2

Fig. N° 11
Propiedades de las funciones continuas

8) La Suma (resta) de dos funciones continuas f y g, en un punto xo, es

otra funcion continua.

lim(f(x) + g(x : .
En efecto L= (f(x) + 90)) = L= lergf)((x) + !('";%(X)
X —> X 0 0

f(xo) = g(xo)= (f £ g)xo
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9) El producto de dos funciones continuas f y g en el punto Xo, es una

funciéon continua. En efecto: L=Lir2[1)’((x)g(x)] = L=Lir2f)((x)lxirﬂgx(x) =
0 0

0
f(x).9(x)=(f.g)xo

10) EIl cociente de dos funciones continuas en el punto x., es otra

funcién continua, excepto en donde x anula al denominador.

) XM e [
En efecto, L=""" g(x) = L= - 0 (();)) :(Jxo
oS T limgo ™ 90" Lg

0

11) La funcién f(x) =K (funcién constante) es continua en cualquier

punto.

12) La funcion f(x)= x, (funcién identidad) es continua en cualquier

punto.

-1
13) La funcién polinomica f(x)=anx"+an_1x“ teet8g  gs

continua en cualquier punto.

Las funciones irracionales f(x) definidas por f(x)= m dg(x) , donde g(x)

es un polinomio, es continua en todos los puntos de su dominio.

14) Un punto de acumulacién (aislado), también se considera como

una funcion continua.

Para estudiar la continuidad de cualquier funciéon y=f(x) y realizar

su grafica aproximada, seguiremos los siguientes pasos:
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8. Se halla el dominio de la funcién, es decir, Domf
9. Se buscan los puntos de discontinuidad si es que los hay.

10.Si hay puntos de discontinuidad se estudian el comportamiento

cerca de ellos

11.Se clasifican los distintos tipos de discontinuidad, es decir, si es
evitable (se redefine la funcién) o inevitable, (de primera o de

segunda especie).
12.Se estudia la funcion en sus extremos.
13.se hallan los cortes con los ejes de coordenadas, si es posible.
14.se realiza la grafica aproximada.

Eiemplo: Representar graficamente las siguientes funciones y
localice los puntos de discontinuidad (si los hay) y use la notacién de
limite para describir el comportamiento de f cerca de estos puntos de

discontinuidad.
[ x2 si0<x<3

C. f(x)=< 6 six=3

3 six>3
\



284

10|

Fig. N° 12

8. Domf=[0,x)
9. Puntos de discontinuidad {x=3}

10.Estudio de la funcidon cerca de los puntos de discontinuidad:
limf(x) = 9y limf(x) =9
X > 3" x—>3"

11.Existe un punto de discontinuidad inevitable de primera especie

en el punto (x=3), no se cumple la tercera condicion de

discontinuidad, ya que !(irgfgx) =9 y f(3)=6.

2x+1 si x<2

d. f(x)=
x-1 six>2

0 2
Fig. N° 13
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1. Domf=R

2. Puntos de discontinuidad {x=2}

3. Estudio de la funcion cerca de los puntos de discontinuidad:

limf(x) = 5., limf(x) = 1

X > 2~ x—>27t

4. Existe un punto de discontinuidad inevitable de primera especie
en el punto (x=2), no se cumple la segunda condicion de

discontinuidad, ya que imf(x)=5_, limf(x)=1
X2~ x 2%

Ejemplo: Averiguar si las funciones que se dan a continuacién son
continuas, en caso de no ser, diga que condicién de la discontinuidad
falla y de que tipo es, si la continuidad es evitable redefina la funcién.

x2

x—2

b. f(x)=

1. Domf=R -{2}
2. Puntos de discontinuidad {x=2}

3. Estudio de la funciéon cerca de los puntos de discontinuidad:

!(irgfgx): too |imf()f)= —0y Iimf():): +00
X -2 X > 2

4. Existe un punto de discontinuidad inevitable de segunda especie
en el punto (x=2), no se cumple la segunda condicién de

limf(x) = +o0

discontinuidad, ya que "mf(’f): 0y
X — 2 x >27F
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limf(x) =t
X—2

5. Estudio de la funcién en los extremos: , por lo tanto,

limf(x)= -0 limf(x)= +oo

X 2" x 27

6. Corte con los ejes de coordenadas: X=0 = Y=0, es decir, (0,0)

7. Su grafica:
P2
Fig. N° 14
C. f(x)=*7/x+7_3
x2 -4

1. Domf=[-7,00) — {£2}

2. Puntos de discontinuidad {x=-2 y x=2}
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3. Estudio de la funcion cerca de los puntos de discontinuidad: a)

: J5-3 , - : -
limf(x) = 0 to = limf(x)= L ®y limf(x) = —+x )
X—)—2 X > 27 X—)—2+
M) =2 X709y (xe7)-9
0o = x2_4 = (x-2)(x+2)(/x+7+3) ~
X—>2 x> 2 X > 2
lim 1 1
(x+2)(~/x+7 +3) = L_’ﬂ
X — 24

4. Existe dos puntos de discontinuidad; a) En x=-2 hay un punto de

discontinuidad inevitable de segunda especie b) en el punto (x=2),

. - . "mVX+7—J§_;L
hay una discontinuidad evitable y como , ¥2_4 24 la
X > 2
funcién se redefine de la siguiente manera:
’
M Si X2
x2 -4
f(x)= <
1 si x=2
24
\
. 00
12.Estudio de la funcién en los extremos: I|mf(x):g, por el
X — 40

1
teorema N° 2 tenemos que: n=E, y m=2, como n>m, entonces

limf(x) =_g y limf(x) =_g
X — —0 X — 40



288

13.Cortes con los ejes de coordenadas: corte con el eje Y (x=0) =

y=V7‘3 N y=3_J7:3(Q 3-.7
4 4 4

) y corte con el eje X (y=0) =

AX+7 -3=0 = x + 7=9 = x=2, como x=2 no pertenece al dominio

de la funcién, entonces no existe corte con el eje x.

14.Gréfica:

P 3-.7
: 4
: \\\\\“o
o1
P24
-7 21 0 2
-3
55

Fig. N° 15
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EJERCICIOS RESUELTOS
LIMITES

3. Comprobar por medio de la definiciéon de limite que se cumplen:

b, lim(x-9)=6 lim(2x2 +3x -2) =12 o lim(/2x+5-2)=1

x >3 X — 2 X — 2

Solucién a: Aplicando la definiciéon 2, sustituyendo en esta los
valores del punto de acumulaciéon, la funcién y el valor de L,
que en este caso x0=3, f(x)=5x -9 y L=6, se tiene: (V&>0), (36>0):

(VxeD A 0<|x - 3|<86<1) = |5x -9 - 6|<€, como |5x - 15|=5|x - 3| = 56<¢ =

8<%. Si §=0,01 = 6=0,002, si §=0,001 = &= 0,0002

Solucién b: Aplicando la definicion 2, sustituyendo en esta los

valores del punto de acumulaciéon, la funciéon y el valor de L,
que en este caso x0=2, f(x)=2x2 +3x-2 y L=12, se tiene:
(VE>0), (3550): (VxeD A O<|x - 2|]<5<1) = |2x2 + 3x - 2 - 12|<¢,
como |2x2 + 3x - 14]=|(2x + 7)(x — 2)|, por las propiedades de distancia

entre dos puntos se tiene que: [2x +7||(x —2] y como |x - 2|<5 se

4
|2x +7]

tiene que = [2x + 7]6<¢ = 8< ycomo |x-2|<1= -I<x-2<1=

1<x<3 = 2<2x<6 = 9<2x + 7<13, como a medida que |2x + 7| se haga mas

§

|2x +7 |

pequeio el valor de se hace mas grande podemos acotar |2x + 7|
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§

por el valor de 9, entonces 8<§, dandole valores arbitrarios a § se

obtienen valores de 4.

Solucién c: Aplicando la definicion 2, sustituyendo en esta los

valores del punto de acumulaciéon, la funcién y el valor de L, que en

este caso x0=2, f(x)=v2x+5 -2 y L=1, se tiene: (V&>0), (356>0):
(VxeD A O<|x - 2|<6<1) = |V2x+5-2 -1|<€), por la racionalizacion

2x+5-9
de V2x+5-3=————— y por las propiedades de distancia entre
x+7+3 ) ° Prop

| 2x-4 | 2x-2
|\/ﬁ+3| ‘\/ﬁ+3‘

dos puntos se tiene que: <€ y como |x - 2|<3

25 &‘\/Zx +7 +3‘ |
se tiene que = ——<¢ = 6<———— y como |x-
‘\/Zx +7 + 3‘ 2

211 = -1<x - 2<1 = 1<x<3 = 2<2x<6 = 7<2x + 5<11 =

JT<V2x+5 <11 = J7 +3<J2x+5 +3</11 + 3, como a medida que

&‘\/Zx +7 + 3‘

J2x+5 + 3 se haga mas grande el valor de se hace mas

grande podemos acotar ‘\/2x+7+3‘ por el valor de V11 + 3, entonces

5< awf +3)

, dandole valores arbitrarios a £ se obtienen valores de 6.

4. Aplicando las propiedades de limite y de los numeros reales, hallar

los siguientes limites:
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. x2-9 3 _9y2 10 —/x2 .
b. L=llim—— p. L=Iim\/x 2x2 +5x-10 —/x2 - 4
2x2 +5x-3 3x2 _4x-4
X — -3 X —2
l (1 5Jx lim i | 1% lim 3X2.+ 5% -7
e. L=liml1-= d pL=lim—=inj——- e. L=M—F———"¢
X x V1-x \/ﬁ+ 5
X = o x—>0 X = 00
. V4x+5-/9x-3 : J5x -2 im 13
p-lim o 1-lim hi= (x-2 x2.-4
3X++V2x +3 \/x3 +52x-3 X“ -
X —> ®© X —> o X = 2
. x2 _
Soluciéon __a: L=llim—————— ' gystituiremos el punto de
2x2 +5x-3
X — -3
. . . 9-9 0 i .
acumulaciéon x0=-3 en el limite, e.i. L=———— =—; como nos resulté
18-15-3 0

una indeterminacion hay que romperla factorizando tanto el numerador
como el denominador e.i. x2 — 9=(x — 3)(x + 3) y 2x2 + 5x — 3=(x + 3)(2x - 1)

im (x-3)(x+3) — lim x-3

6
se tiene que L="111, " "3y 5% 1) 2x -1 7
X > -3 X —> -3

. 3.2x2 +5x-10 -Vx2-4
Solucién b: L=lim \/x X~ +9X \/x , Sustituiremos el punto
3x2 —4x-4

X —2

.. .. . J8-8+10-10-v22-4 0 ,
de acumulacién x0=2 en el limite, e.i. L= 12_8.4 = 6; como

nos resulté una indeterminacion hay que romperla, racionalizando el

a-b

numerador aplicando va—-+vb=———_ e.i.:
P Ja+b
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x3 -2x2 +5x-10-x2 -4

Vx3.2x2 +5x-10 —/x2 -4 =
\/x3 -2x2 1 5x-10 +\/x2 -4

(x+2)(x2 -x+3)
Vx3 -2x2 £ 5x-10 +/x2 -4

VX3 -2x2 +5x-10 —/x2 -4 = y factorizando el

denominador 3x2 + 4x — 4=(x + 2)(3x - 2) se tiene que:

(x+2)(x2 —x +3)

(X+2)(3X-2)(\/x3 -2x2 4 5% -10 — /2 -4) =

X —2

lim
L=

lim (x2 —x+3)
L= (3x _2)(\/)(3 -2%x2 1 5x-10 — v/x2 _4j , Sustituyendo otra vez el punto

X —>2

de acumulacioén se tiene que: L=% =>Lo>®

. 5\
Solucién c: |_=I|m[1 - ;j , Sustituiremos el punto de acumulacién

X — ©

L . 5\° . .
x0=2 en el limite, e.i. L=(1 - —j =L —>1%®; como nos resulté una
[0 0]

indeterminacion hay que romperla, haciendo el cambio de variable

t=-i = x=—%; cuando x »> » = t > 0 y L se transforma en
X
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5
L=Iim(1+t)'?; aplicando las propiedades de los numeros reales se
X—>0

-5
1
- 1
tiene que L= |im(1 N t)t , COomo Iim(1 + t){ =e, se tiene que L —» e

X =0 X—>0

o1 1+
Solucién d: L=|lm;|n

P Sustituiremos el punto de acumulaciéon

x—0
.. . 1 i ,
x0=0 en el limite, e.i. L=6Inﬁ = L=0:°, como nos resultdé una

indeterminacion hay que romperla, aplicando las propiedades de los

1
1+ X \2x

logaritmos tenemos que: L=lim '"(1_)() X , aplicando las propiedades

x—0

1
1+X+X-X )2y
T aw =

de los nimeros reales se tiene que: L=!iM '"( 1-x

x—0

1

. 2x \o2x
L=lim "{1 + 1_)() X , haciendo el cambio de variable t=12—x =
-X

x—>0



cuando x > 0 = t —» 0 y el limite se transforma en: I=In|jm (1+t)t+2 ,

x—>0
sustituyendo otra vez el punto de acumulacién se tiene que
1

L=6°)2 L1

lim 3x2 +5x -7
Solucion _e: L= ;  Sustituiremos el unto de
Vx2 +1+5 P
X —> ©
. . . 02 +50-7 0 .
acumulacion xo=o en el limite, e.i. L=————— = L - —; aplicando

Vo2 +1+5 ®

el teorema 2, se tiene que m=2, n=1, como m>n, se tiene que L - «

_ "m\/4x+5—\/9x-3 o
Solucién_f: L= 3x+V2x13 Sustituiremos el punto de
X —> ©
. 4o +5—/90-3
acumulacién xo=w en el limite, e.i. L=IM Lo 2.
’ 300 ++/20+3 ’ 0

X — ©

. . 1 1
aplicando el teorema 2, se tiene que m=5, n=§, como m=n, se buaca el

a
valor de b_m’ donde am=2 — 3 = am=-1 y bn=3; se tiene que L > —%

n
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lim X -2
Solucién : L= ;  Sustituiremos el punto de
d x3 +542x-3 P
X —> ©
lim S -2 s
lacié = | limite, e.i. L= ; L —
acumulacion xo=«w en el limite, e.i \/w3+5m =L - -~
X —> ©

. . 1 3 .
aplicando el teorema 2, se tiene que m=5, n=5, como m<n; se tiene

quelL—>0

. 1 3
Solucién _ h: L="m(x-2 _x2 _4J; Sustituiremos el punto de
X —>2
.. - . 1 3 ,
acumulacioéon x0=2 en el limite, e.i. L= 2.2 2.4 =L > - o; como

nos resulté una indeterminacion hay que romperla, resolviendo la resta

. (x+2-4
de fracciones se tiene que L=!IM 2.4 )} factorizando en el
X — 2
lim———= = L=li L=
denominador se tiene que L= "M (x-2)(x +2) —L=Im 5=

X —>2 X —>2
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CONTINUIDAD

3. Realizar la siguiente grafica y estudiar la funcién en los puntos de

discontinuidad, si los hay

[ 2x+1 si x<-2
x%-1 si-2<x<0
f(x)=] 3 si 0<x<1

(2x  si x>1

[2x +1 si x<-2
Solucién: f(x) = ) x?-1 si-2<x<0

3 si 0<x<1

[ -2X si x>1

La funciéon 2x + 1 es una recta que esta definida en el intervalo
(-0, -2); la funcién x?-1es una parabola paralela al eje de las x definida
en el intervalo [-2, 0), la funciéon 3 es una recta paralela al eje de las x

definida en el intervalo [0, 1) y la funcién -2x es una recta paralela al eje

de las x definida en el intervalo [1, « ), luego su grafica sera:

Fig. N° 16
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Veamos si se cumple las condiciones de las funciones continuas:

4. El dominio de la funciéon es todo R, e.i. se cumple la primera
condicién

5. Existen 3 puntos de discontinuidad en: { x=-2, x=0 y x=1}

6. Estudio cerca de los puntos de discontinuidad

Para x=-2:

lim(2x —1) =1 ylim(x2 —1)=3, por lo tanto, limf(x) no existe
X — 2" x— 2% X2

Para x=0:

Iim(x2 —1)= -1 ylim3 =3, por lo tanto, limf(x) no existe
xX—>0" x>0t x>0

Para x=-2:

lim(2x-1)=3 ylim(2x —1)=-2,por lo tanto, lim(2x - 1) no existe

X —>1 x —>1" x —>1

Conclusion existen tres puntos de discontinuidad inevitables de
primera especie en los puntos antes mencionados
4. Averiguar si las funciones que se dan a continuaciéon son continuas,
en caso de no ser, diga que condicion de la discontinuidad falla y de
qué tipo es, si la continuidad es evitable redefina la funcion y realice

la grafica aproximada.

2
c. fx)= X3 f(x):z";3 c. f(x):xz_ﬂ
d. f(x):—"3x-2_4

x2 -9
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2x+3 . -
51’ Seguiremos los paso para la grafica
x_

Solucién a: f(x)=

aproximada de una funcion:

7. Se halla el dominio de la funcién, e.i. Domf=%R - {%}

8. Puntos de discontinuidad {x=%}

Iim2x+3
5x -1, sustituyendo el punto

9. Estudio de la funcion en x=—, L=
5 X — E

2.3
o = L - £, buscamos los

de acumulacién se tiene que L —»

2x+3
5X-1 = L1 5 -; e.i. la funcién decrece

lim

limites laterales, L1=
X —
5

2x+3
5x -1
1+

lim

indefinidamente, L2= = L2 > +%, e.i. la funcién crece

X— =
5

indefinidamente, como los limites laterales son distintos el limite en

x= no existe y este es un punto de discontinuidad inevitable de

segunda especie.
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. 2Xx+3
10. Estudio de la funcion en los extremos e.i. L=lim 5x-1 POr el

X — oo

teorema 2, comom=1yn=1=>m=n=1L > %, e.i. existe una asintota

horizontal en x=%

11. Corte con los ejes de coordenados, corte con el eje Y (x=0) = y=-3,

corte con el eje x (y=0) = x=-%

12. Gréfica

2
g [ ——

-E 0 1

2 5
-3

Fig. N° 17
. xX+3 . -
Solucién b: f(x)=—————, Seguiremos los paso para la grafica
x2 +3x-10

aproximada de una funcion:

7. Se halla el dominio de la funcion, para eso factorizaremos el

denominador e.i. x2 + 3x — 10=(x — 2)(x + 5) => Domf=R - {-5, 2}
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8. Puntos de discontinuidad {x=-5, x=2}

. x+3
9. Estudio de la funcién en x=-5, L=lim (X -2)(x +5) sustituyendo el

X — -5

. . 2
punto de acumulacién se tiene que L —» 0 = L —» £, buscamos

. x+3
los limites laterales, L1=|'m(x-2)(x+5) = L1 > -; e.i. la funcién

X —>-5"

. x+3
decrece indefinidamente, L2="m(x-2)(x+5) = L2 > +, e.i. la

X —> 5%

funcidn crece indefinidamente, como los limites laterales son
distintos el limite en x=-5 no existe y este es un punto de

discontinuidad inevitable de segunda especie.

. X+3
Estudio de la funcion en x=2, L=|'m(x_2)(x+5) sustituyendo el

X —2

. . 5
punto de acumulacién se tiene que L —» Y = L —» £, buscamos

. x+3
los limites laterales, L1=|'m(x-2)(x+5) = L1 > -; e.i. la funcién
X —>2"
lim x+3
decrece indefinidamente, L2=""(x.2)(x +5) = L2 —» +=, e.. la
x —>2%

funcidn crece indefinidamente, como los limites laterales son
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distintos el limite en x=-5 no existe y este es un punto de

discontinuidad inevitable de segunda especie.

. x+3
10. Estudio de la funcién en los extremos e.i. L=Ilm (x -2)(x +5) » por el

x —> 2%

teorema 2, como m=1 y n=2 = m<n = L — 0, e.i. existe una asintota

horizontal en x=0

11. Corte con los ejes de coordenados, corte con el eje Y (x=0) =

y=- 13;) , corte con el eje x (y=0) = x=-3
12. Grafica

-5 -3 0 2
10
Fig. N° 18
x2 —5x-24

Solucioén c: f(x)= —
2x +5x-3
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7. Se halla el dominio de la funcion, factorizando el denominador e.i.

2x2 + 5x — 3=(x + 3)(2x - 1) = Domf=R® - {-3, %}

8. Puntos de discontinuidad {x=-3, x=%}

. x2-5x-24
9. Estudio de la funcién en x=-3, L=|'mm sustituyendo el
X —> -3

punto de acumulacién se tiene que L — % factorizando el

mumerador e.i. x? - 5x - 24=(x + 3)(x - 8), simplificando vy

sustituyendo otra vez el punto de acumulacién se obtiene

. X-8 11
buscamos los limites laterales, Lq=lim %-1= L1 > 7; e.i. en el
x—> -3

punto x=-3, existe una discontinuidad evitable y la funciéon se

redefine como:

¢ 2
X X gixea
2x +5x-3
f(x)= 1
" si x=-3
\ 7
 (x+3)(x-8)
g lim XE2NX0)
Estudio de la funcién en x=—, L= ()1(+3)(2X'1) sustituyendo el
2 X —
2
1
2

punto de acumulacion se tiene que L —» 0 = L > ¥, buscamos

i (X +3)(x-8)

(x+3)(2x -1)

los limites laterales, L1= = L1 > +%; e.i. la funcién

X —
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11.

12.
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lim (x+3)(x-8)

(x+3)(2x -1)
1+

crece indefinidamente, L2= = L2 > -2, e.i. la

X —>
2
funcién decrece indefinidamente, como los limites laterales son

distintos el limite en x=% no existe y este es un punto de

discontinuidad inevitable de segunda especie.

. (x+3)(x-8)
Estudio de la funcién en los extremos e.i. L="" (x +3)(2x -1) » Por el
X > too

teorema 2, comom=2yn=2=->m=n=L > %, e.i. existe una asintota

horizontal en x=%

Corte con los ejes de coordenados, corte con el eje Y (x=0) =

y=8, corte con el eje x (y=0) = x=8

Grafica

sf |
1
o) — :
L R
2 : S
3 ol X 8 400
2;

Fig. N° 19
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EJERCICIOS PROPUESTOS
LIMITES

4. Comprobar por medio de la definicién de limite que se cumplen:

. 1 -1 .
b, lim = b lim3x-9)=0 . |im3x2=12 (. lim/x+3=2
x-5 2 x—>3 X -2 x > 1
X —>3
1 7 7 . 2x-5
im (x2 _ lim— =0 g lim—~_=—-  lim =1
lerg(;( +5x+2) =16 f. <1 g "M 5773 h"Taxy3 5
X —> © X > 2 X — ®©
8 4 . . 8
lim =—— = ki 2 . _ lim =0 lim
. x_2 3 ) !(lrg(gx +15x-63) =16 k. (x—1)2 | X+9
x —> -4 X -1 X — —1
2 2 . -3 2x+5 2
X< +5 X X .
— i 2 = lim——=0 im =—
n. | 1 o n, lim(1+ 3 )=1 o. <2 1 p. 3x+2 3
X > © x>0 X —> o X =

. . 4x . 4 5 .9 9
. lim(/4x -5 --/3) =0r. I|mﬁrl . Ilm( + j t. limx“=a

X-2 XxX+2
X2 X —>a
X —> 2 x—>3
. 3x+5 4x -5 3x2 + 5
lim 1 =0 . lim/4x+9=5 i _
V. 9x+2'§ V. 3x2 + 4 w.x_)4 x. lim 17 =
X —> © X —> o X —> ©

z. lim(:/x? —a)=0 7. lim(ax? + ax + a2) = 3a2
X —>a x—>0

5. Aplicando las propiedades de limite y de los niumeros reales, hallar

los siguientes limites:

) llim (2x —3)3(3x - 2)2 b) lim X ) |im7X2
a c
L, X5+ X4/ X /X x_)1000+x\&

X —> ®©
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2x+14+3x+1 x2 -1
lim lim—— lim(x+1-+/x
d) 2X + 3X e) X2 +3x+2 f)x—>(oo \F)
X — o0 X > -1
3
3. 2 - .
a) lim X 3X +2 h) lim X (m+1)x+1r i Ilmﬁ j) lim Jx+a-— (
X4-4x+3 X3 - 113 &_1
X —>1 X —> T X 51 Xx—>0

k) lim(/x2+1-x) ) Iimﬁ;:

X > ©
x—>0 x —>1

o) Imlg(14)r(10x) ) Iimex'1 . eax -egbx

x —>0 x>0 x—>0
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6. Realizar las siguientes graficas aproximadas y estudiar la funciéon en

los puntos de discontinuidad, si los hay

2x+1 si x<-2
x?-1 si-2<x<0

,
Jx si x<4 =X si x<0
b. f(x)=) 3 si 0<x<1 b. f(x)= c. f(x)=< x si 0<x<3
22X siox>1 x? si x>4 x2+1 six>3
“
1 si 0<x<2 12 si x<0 (2x +4  six<1
X
e. f{X)= 3 si 2<x<4 e. fR)= x si 0<x<4 f. f(Q=
5 si 4<x<6 5 si x>4 x2+1 six>1
\
r
1 si 0<x<2 X si 0<x<4 2 si 0<x<3
h. fX)= x+1si 2<x<5 h. {x)= 5 si 4<x<5 iy f(x)= si
3<x<5
.
6 Si 5<x<7 1-x six>5 > si x>5
([ x2 si 0<x<2 T si #0 0 si-1<x<1
X
k. f(x)=4 5 si 2<x<4 k. f(x)= . f(x)=4 2 si1<x<3
~x—1 si 4<x<6 0 si x=0 5 si3<x<5
[ x2 si 0<x<3
2x + 1 si xz2 =X si x<0
m. f(x)=) 6 six=3 n. f(x)= o. f(x)
L 9 six>3 x-1 si x>2 5x si x>1
(2 si  0<x<3 T sixz0 -2x + 4 si x<1
X
q. f(x)=< 3 si 3<x<5 q. f(x)= r. f(x)=
x_
2 six>5 0 six=0
\

x2+1 six>1



1
[ six<0
x2
t. f(x)=4 x si 0<x<4 t.
5 six<4
\

(-3 si x<-2
= 2x+1
w.fix)={ e si - 2<x<0

si 0<x<2

\ xX—-2

’
x2

si 0< x<2
5 si 2<x<4

X -1 sid4<x<6

y- f(x)=<

\
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r 4
e* si x<0 Igax si x<0
f(x)= < u. f(x) °  siO0<x<4
X
Lnx si x>0 2x -3 six>4
. \
(2.400 si 0<x<40
w. f(x)= 80x-;x2 si 40<x<80
\40x si x>80
Jx o si 0<x<2
y. f(x)= { /x-2 si2<x<4

JJx -4 Sid4<x<6

4. Una funcién esta dada por la féormula:

f w2 _
x"-4 cuando x#2
X—2
4
f(x)=
\ A cuando x=2

¢ Como debe elegirse el valor de la funciéon A=f(2) para que la funcion

f(x), completada de esta forma, sea continua cuando x=2?. Construir la

grafica de f(x).

5. Averiguar si las funciones que se dan a continuaciéon son continuas,

en caso de no ser, diga que condiciéon de la discontinuidad falla y de

que tipo es, si la continuidad es evitable redefina la funcion.
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_ 2 _ 2 _
dfx)= b fx)=2"% o fx)= X172 4 g
X+2 x+1 x—-1 x—-1
2 _ 4 .3 2 _
e. f(x):w £ f(x)=x x2 +x4 -12x+4 g f(x)= x+1
X+2 x3 —6x2 +11x -6 x2 -1
Ix — 14— 4 _y2 _ 3 _2y2
hofx)= X173 )= XX = X kg 2 X
x2 _2x-3 3x - X— X
x-1 Jx -2 ~x2 +7x-10 x-1
L f(x)=——— m. f(x)= n. f(x)= o. f(x)=
x2 +x-2 x-4 x2 +x-2 Jx -1
2 2
X% —4x+4 x4 -1 x—1 /x —2
p. flx)="5 " q. f(x)=", r. f(x)= s. f(x)="
X< +2x-3 X< -9 A/x -1 X—4
2 2 3 2
X< +x-2 X< +6x+9 x*~ + 3x 2
t. fx)= >~ = uwfx)=——""v. f(x)=—" w. f(x)=1-=
(x) 2 4x 3 (x) x13 (x) - (x) 3
X f(x)—x+1 y f(x)—x2-47x+4 z f(x)_'sz“i'10
' x 7 x2-2x-3 x2 +x-2
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CAPITULO V

APLICACIONES DE LA DERIVADA
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En este capitulo se estudiara: APLICACIONES A LA DERIVADA: Recta
tangente, Recta normal, Teorema de L-Hopital, Funciones crecientes,
Funciones decrecientes, Teorema de Rolle, Teorema del valor medio,
Puntos criticos de la primera derivada, puntos de separacién, Maximo
relativo o maximo local, Minimo relativo o Minimo local. Valores
extremos, Maximo absoluto, Minimo absoluto, Teorema del valor
extremo, Intervalos de concavidad y convexidad, Puntos de inflexion,
Criterio de la segunda derivada, Puntos criticos de la segunda derivada,
Criterio de la segunda derivada para extremos relativos, como dibujar
un grafico de una funcién cualquiera, Aplicaciones de la derivada en
problemas de Administraciéon, Contaduria y Economia, Empresa,
Funcion demanda, Funcion oferta, Gastos, Costo variable, Funcion
costo total, Costos fijos Costo marginal, Costo promedio, Ingreso total,
ingreso marginal, Beneficio o ganancias o utilidad, Utilidad marginal,
Razén de cambio, Razén de cambio promedio, Razén de cambio
instantanea, Razén de cambio relacionadas, Elasticidad (Tasa de
cambio porcentual) Elasticidad Arco, Elasticidad Punto, Elasticidad de
la Demanda, Elasticidad Cruzada, Ingreso Total, Ingreso Marginal y

Elasticidad de la Demanda. Ejercicios Resueltos, Ejercicios Propuestos.
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Definicion 1: Se define la recta tangente a una curva, como

la recta que pasa por el punto Po(xo,f(x0)) y tiene pendiente
m=f(xo), es decir, y=f(xo)(x - Xo) + yo

Definicién 2: Se define la recta normal a una curva como aquella

recta perpendicular a la recta tangente en el punto Po(xo,f(x0)), es

decir,

y=- .1 (x - xo0) + yo
f(xq)

Para hallar la recta tangente o normal se seguiran los siguientes

pasos:

1. Se halla la primera derivada de la funcién

2. Se sustituye el punto en el cual se va ha hallar la recta tangente o
normal en la primera derivada (pendiente de la recta tangente o
normal)

3. Se sustituye la pendiente y el punto en las ecuaciones para hallar
la recta tangente o normal segun sea el caso

4. Se opera en las ecuaciones descritas anteriormente

Ejemplo: Hallar la recta tangente y normal a la curva
f(x)=x2 + 2x + 5, en el punto (2,4).

Solucién:
1. f(x0)=2x + 2

2. f(x0)=2(2) +2 = f(2)=6
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3. Rectatangente: y=6(x — 2) + 4 = y=6x — 8

4. Recta normal: y=-% (x—-2)+4 = x+6y-26=0

Teorema 1: Regla de L’ -Hopital: Sea H(x)=% con f(x) >0 o
g(x

limH(x)

(f(x) = ) y g(x) > 0 o (g(x) - «) cuando x — xo, entonces L=, "/ Xg ?

tiende a 909, si este es el caso L se puede hallar de la siguiente

o0
manera:
fx) . fx) . f (x) " )
. X) . x) .. X . X
L=Ilm g(x)=|'m P =lim=— =lim (n) , en los casos cuando
g (x) g (x)
X=X X > X X > X g (X)
0 0 X > Xq
la indeterminacion es de la forma: 0., E,%, 1%, %, 20®, 0%, 0°, 0 - 0, SE
o0

. . . 0 0 .
pueden convertir en las indeterminaciones o o — aplicando las
o0

propiedades de los numeros reales.
Ejemplo: Aplicando la regla de L-Hopital hallar los siguientes
limites:

X

L=lim&
2

X
X — ®©
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. . © . .
Solucién: L=lim =, satisface las condiciones, luego: f(x)=e* =
o0

X | ®
ol

X —>
f(x)= e* = f(x) = e* ; g(x)=x?® = g (x)=2x = ¢ (x)=2, entonces tenemos
que :

X X

. €e
L=||m—2 = L=|imeT=°° => Lo

X X — ©
X — ©

Definicién 3: Sea f: A —» B una funcién definida en un intervalo
(abierto, semiabierto o semicerrado y cerrado)

1. Se dice que f es creciente en este intervalo si para cualquier par de
puntos x1, x2 perteneciente al intervalo se tiene que: x1<x2 =
f(x1)<f(x2)

2. Se dice que f es decreciente en este intervalo si para cualquier par

de puntos x4, x2 perteneciente al intervalo se tiene que:

x1<x2 = f(x1) >f(x2)

X1 X2 X1 X2
Creciente Decreciente

\

v
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Teorema 2: (Teorema de Rolle) Sea a<b. Si f: A —» B es continua
en el intervalo cerrado [a,b], diferenciable en el intervalo abierto (a,b) y
f(a)=f(b)=0. entonces existe ¢ en el intervalo (a,b) tal que
f’(c)=0.Geométricamente, este teorema dice que, si el grafico de una
funcién continua corta el eje X en dos puntos y tiene una tangente en
todo punto entre estos dos, entonces debe tener al menos una tangente
horizontal en un punto intermedio.

Y

a

v

Teorema 3: (Teorema del Valor medio) Sea a<b. Si f: A > B es
continua en el intervalo cerrado [a,b] y es diferenciable en el intervalo
abierto (a,b). Entonces existe un punto tal que: f(b) — f(a)=Ff(c).(b — a),

este teorema también se puede escribir:
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f(b)-fla) o f(b)-f(a)

f(c)=
() b-a b-a

es la pendiente de la recta que pasa por

los puntos p1=(a,f(a)) y p2=(b,f(b)) y f(c) es la pendiente de la tangente

en el punto (c,f(c)).

Y

A

 (b,f(b))

(a,f(a))

v

v
Luego, el teorema del valor medio nos dice que, si el grafico de
una funcién continua tiene una tangente en cada punto entre a y b,

entonces la tangente en algun punto entre a y b debe ser paralela a la
recta que pasa por p1=(a,f(a)) y p2(b,f(b)).

Teorema 4: sea f: A > B, una funcién continua en el intervalo | y
diferenciable en todo punto interior de | (excluyendo los extremos).
1.  Si f(x)>0 en todo el interior de |, entonces f es creciente en I.

2. Sif(x)<0 en todo el interior de |, entonces f es decreciente en I.

Demostracion;

1. Sean x1 y x2 dos puntos pertenecientes a | tales que x1<x2. Por el
teorema del valor medio tenemos que: f(x2) — f(x1)=f(c).(x2 — x1),

para algun ce(x1,x2).
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Como f(c)>0 y x2 — x1>0, concluimos que f(x2) — f(x1)>0. Luego,
f(x1)<f(x2), como x1 y x2 fueron tomados al azar en |, se concluye

que f es creciente en I.

Sean x1 y x2 dos puntos pertenecientes a | tales que x1<x2. Por el
teorema del valor medio tenemos que: f(x2) — f(x1)=Ff(c).(x2 — x1),
para algun ce(x1,x2).

Como f(c)<0 y x1 — x2>0, concluimos que f(x1) — f(x2)>0. Luego,
f(x1)>f(x2), como x1 y x2 fueron tomados al azar en |, se concluye

que f es decreciente en I.

Definicién 4: Se definen los puntos criticos de la primera derivada

a aquellos puntos donde la derivada no existe o donde la derivada se
anula, es decir, los puntos donde la derivada no existe son aquellos
puntos de discontinuidad, y los puntos donde la derivada se anulan
son los puntos donde la recta tangente tiene pendiente cero (0).
Ejemplo: Probar que la funcion f(x)=\/;, es creciente.
Solucidén: Esta funcion esta definida en en intervalo [0,), en el
cual f es continua. Ademas f es diferenciable en el intervalo (0,) y se

cumple que: f’(x)=L >0, Vxe(0,).

2Jx
Luego, por la parte 1 del teorema anterior, se concluye que

f(x)= Jx , es creciente en todo su dominio [0,00].
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Ejemplo: Hallar los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la
funcién:

f(x)=2x3 - 3x?-12x +5

Solucidon: Para resolver este problema seguiremos los siguientes
pasos:

Hallamos el dominio de la funcién, que en este caso es: Domf=R

Se hallan los puntos de discontinuidad si es que los hay, como en

este caso el dominio es todos los reales no hay ningun punto de

discontinuidad.

Hallamos la derivada de la funcidn, es decir, f’(x)=6x2 —6x -12,

Se hallan los puntos criticos de la primera derivada, en este caso
como la funcion es continua en toda la recta real, solamente

habran puntos criticos donde la derivada se anula, esto implica
que f(x)=0, o sea, 6x?-6x —12=0 = x? — x — 2=0

= (x — 2)(x + 1)=0 esto implica que los puntos criticos son x1=-1y
x2=2, estos puntos criticos también reciben el nombre de puntos
de separacion.

Se obtienen los intervalos de crecimientos y decrecimientos con
los puntos criticos, siempre habran (n + 1) intervalos de
crecimientos y decrecimientos dependiendo de los puntos criticos,

en nuestro caso los intervalos de crecimiento y decrecimientos

son:
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(=00,-1) (-1,2) (2,00)
f(-2)>0 f(0)<0 f(3)>0
Crece decrece crece

6. Se sustituyen puntos de prueba, en cada uno de los intervalos y

segun lo visto anteriormente si el signo es positiva la funcién

viene creciendo y si el signo es negativo la funciéon viene

decreciendo, como f'(-2) es positivo la funcién en el intervalo (-wo,-

1), viene creciendo, de la misma manera en el intervalo (-1,2) la

funcién decrece y (2,o) la funcion crece.

Definicién 5: Sea f: A — B, se dice que f tiene un maximo relativo

o maximo local en el punto c, si existe un intervalo abierto que contiene

a c y contenido en el dominio de f tal que f(c)< f(x) Vxel.

Definicién 6: Sea f: A — B, se dice que f tiene un minimo relativo

o minimo local en el punto c, si existe un intervalo abierto que contiene

a c y contenido en el dominio de f tal que f(c)= f(x) Vxel.

A los maximos y minimos relativos se les da el nombre de

Valores extremos relativos
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C4 Cs Cé b

[
Q
Q
N
(24
Y

La figura posee maximos relativos en los puntos c1, c3, y c5 ¥
tiene minimos relativos en los puntos c2, c4 y ce. Los extremos
relativos de f son f(c1), f(c2), f(c3), f(ca), f(cs) y f(ce).

Teorema 5: (Criterio de la primera derivada para extremos
relativos). Sea f: A — B, una funcion contintia en un intervalo (a,b) y sea
ce(a,b) un punto critico de f., entonces:

1.  Si f(c)>0 en un intervalo abierto a la izquierda de c y si f(c)<o en
un intervalo abierto a la derecha de c, entonces f tiene un maximo
relativo en el punto (c,f(c)), es decir, si una funcion en un intervalo
viene creciendo, luego la derivada se anula y empieza a decrecer
estamos en presencia de un punto maximo relativo.

2. Sif(c)<0 en un intervalo abierto a la izquierda de c y si f(c)>0 en
un intervalo abierto a la derecha de c, entonces f tiene un minimo
relativo en el punto (c,f(c)), es decir, si una funcién en un intervalo
viene decreciendo, luego la derivada se anula y empieza a crecer

estamos en presencia de un punto minimo relativo.

v
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3. Si en un intervalo abierto a la izquierda de ¢ y en un intervalo
abierto a la derecha de c, f’(c) tiene el mismo signo, entonces f no

tiene ni maximo ni minimo en c.

NV

f(x)>0 f(x)<0 f(x)<0 f(x)>0 ’
maximo relativo minimo relativo ni maximo ni
minim0

Definicién 7: Sea f: A > B y DcA. Diremos que f tiene un maximo

absoluto sobre D, si 3ceD/f(c)> f(x), Vx

Definicién 8: Sea f: A > B y DcA. Diremos que f tiene un minimo

absoluto sobre D, si 3ceD/f(c)<f(x), Vx
El namero f(a) y f(d) recibe el nombre de maximo o minimo

absoluto y f(b) y f(c) maximo relativo y minimo relativo de f sobre D.
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La funcion tiene un minimo absoluto en a, un maximo relativo en
b, un minimo absoluto en ¢ y un maximo absoluto en d.

Teorema 6: (Teorema del Valor extremo). Si f: A - B es una
funcidén continua en un intervalo cerrado [a,b], entonces f tiene un
maximo absoluto y un minimo absoluto sobre [a,b].

Para determinar los valores extremos absolutos de una
funcién continua de f: A —» B en un intervalo cerrado [a,b], se procede
de la siguiente manera.

1. Se encuentran los valores de la funcién en los puntos criticos de f
que estan en el intervalo [a,b].

2. Se encuentran los en los extremos de la funcién, es decir f(a) y
f(b).

3. El maximo absoluto es el mayor de los valores y el minimo
absoluto el menor de los valores hallados.

Definicién 9: El grafico de una funcién es cdéncava o cdéncava

hacia arriba si el grafico esta siempre encima de cualquier recta
tangente; y es convexa o concava hacia abajo si el grafico esta siempre

por debajo de cualquier recta tangente.
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Concava hacia arriba

Criterio de concavidad
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Concava hacia arriba

a<x<b = xe(a,b)

El grafico de f en (a,b)

(x)>0

Es concavo hacia arriba

£°(x)<0

Es céncava hacia abajo

Definicién _10: Un punto sobre el grafico de una funcién que

cambia de concavo a convexo, es decir de concavo hacia arriba a

céncavo hacia abajo o viceversa, se llama punto de inflexién. Si

(c,f(c)) es un punto de inflexiéon de la funcién f: A - B,/ y=f(x), para

los x cercanos a ¢ debe cumplirse que los signos de f’(x) antes de c y

después de c deben ser distintos. En el mismo punto c la derivada f’(x)

puede no existir. Si existe debe cumplirse que ’(x)=0.

Para hallar los puntos de inflexion de una funcidon se seguiran los

pasos siguientes:

a. Se encuentran los puntos criticos de la segunda derivada que son

aquellos puntos donde la derivada no existe o donde la segunda

derivada se anula,

v
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b. Se estudia el signo de f’ a la izquierda y derecha de cada uno de
los puntos criticos de la segunda derivada, utilizando para ello
puntos de prueba. Si en un intervalo la funciéon es céncava hacia
arriba o céncavo hacia abajo y cambia a céoncavo hacia abajo o
coéncavo hacia arriba respectivamente entonces se dice que existe
un punto de inflexién en ese punto y su imagen.

Criterio de la segunda derivada para extremos relativos.

La segunda derivada nos proporciona un criterio muy sencillo y
practico para determinar la naturaleza de los puntos criticos de la
primera derivada de una funcién definida en un intervalo. Este criterio

establece lo siguiente:

Si y si Entonces f tiene
f(c)=0 f(c)>0 Un minimo relativo
f(c)=0 f’(c)<0 Un maximo relativo

La condicién f(c)=0 nos dice que c¢ es un punto critica de la
primera derivada de la funcién. La condicion f’(c)>0 y el criterio de
concavidad nos dice que, cerca de c, el grafico de f es concavo hacia
arriba. En este caso, concluimos que f tiene un minimo relativo en c.

Similarmente, la condicién f’(c) y el criterio de concavidad nos
dice que, cerca de c, el grafico de f es céoncavo hacia abajo. En este

caso concluimos que f tiene un maximo relativo en c.
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A (C,f(C)) A

(c,f(c)
f(c)=0 y f(c)<0 . f(c)=0y .
f(c)>0
Maximo relativo en ¢ Maximo relativo
enc

El criterio de la segunda derivada nos dice si f’(c)=0 nada se

concluye. Puede ser maximo, o minimo o ninguno de los dos.

Como dibujar el grafico de una funcién cualquiera

Para realizar la grafica de una funcion sea esta de cualquier tipo

seguiremos los siguientes pasos:
1. Se halla el dominio de la funcién.
2. Se describen los puntos de discontinuidad, si es que los hay.

3. Se estudia la funcion cerca de cada uno de los puntos de

discontinuidad si es que los hay.
4. Se estudia la funcién en los extremos.
5. Se hallan los cortes con los ejes de coordenados si es que los hay.
6. Se halla la primera derivada de la funcion.

7. Se halla la segunda derivada de la funciéon
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11.

12.

13.

14.

2.

3.
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Se hallan los puntos criticos de la primera derivada.

Se hallan los puntos criticos de la segunda derivada.

Se hallan los intervalos de crecimientos y decrecimientos.
Se hallan los maximos y minimos relativos, si es que los hay
Se hallan los intervalos de concavidad

Se hallan los puntos de inflexién, si es que los hay.

Se realiza la grafica de la funcién con todos los datos anteriores.
Ejemplo: Realizar la grafica de la siguiente funcion:

f(x)=-x* + 6x2 — 1

Solucién: f(x)=-x4 + 6x2 - 1, se seguiremos los pasos senalados
anteriormente en cada uno de los tres ejemplos:

Domf=R

Como la funcién esta definida en todos los reales, no existe punto

de discontinuidad, en consecuencia saltamos el paso 2 y 3.

Estudio de la funcion en los extremos:

4 4
lim(-x +6x—-1)=-w y lim(-x +6x—-1)=-w
X —> —© X — +o0

Corte con los ejes de coordenados:

corte con eleje x = (y=0) = x*+6x>-1=0 = x1=-4/3+./8,

x2=-\/3-\/§ , x3=\/3-\/§ y X4=\/3+\/§

corte con el eje y = (x=0) = y=-1
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Primera derivada: f’(x)=-4x3 + 12x.

Segunda derivada: ’(x)=-12x? + 12

Puntos criticos de la primera derivada:

£(x)=0 = -4x(x? - 3)=0 = x1=0, X2=-/3 y x3=/3

Puntos criticos de la segunda derivada: f’(x)=0 = -12(x* - 1) =
x1=-1, y x2=1

Intervalos de crecimientos y decrecimientos:

(<0-v/3) | (+¥/3,0) | (0,43) | (43 ,+w)
f(-2)>0 f(-1)<0 f(1)>0 f(2)<0
Crece Decrece Crece Decrece

Maximos y minimos: 3max (-\/5,8) , dmin (0,-1) y 3max (\/5,8)

Intervalos de concavidad:

(-00,-1)

('1!1)

(1,%c0)

F”(-2)<0

£2(0)>0

£(2)<0

Concava hacia
abajo

Concava hacia
arriba

Cdéncava hacia
abajo

Puntos de inflexiéon: 3 punto de inflexiéon en (-1,4) y (1,4).
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12. Grafica.
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APLICACIONES DE LA DERIVADA EN PROBLEMAS DE

ADMINISTRACION, CONTADURIA Y ECONOMIA

Definicion _11: Se define la empresa como las unidades

economicas de produccion, encargadas de la adquisicion de factores
de produccién y su introducciéon en el proceso productivo, para la
elaboracién de los productos y su posterior venta en los mercados.
Como estas unidades econémicas no elaboran los productos para su
propio consumo sino que los llevan al mercado para su venta, en
consecuencia no persiguen la satisfaccion de sus necesidades, sino la
obtencion de un beneficio, de alli proviene el que se le denomine
también unidades econémicas lucrativas, puesto que tratan de adquirir
ganancias.

Definiciédn 12: Se define la funcién demanda (D(p)), como la

cantidad de mercancia demandada por los consumidores a un precio p.
Dp=x o p=f(x)

Definicidn 13: Se define la funcion oferta (S(p)), como la cantidad

de mercancia que los productores estan dispuestos a ofrecer a los
consumidores a un precio p. X=S(p) o p=f(x).

Definicién 14: Los gastos son los egresos totales de produccién

en las que incurren las empresas, cuya cuantia se conoce para cada
volumen de la misma, asi su representacion grafica segun la

correspondiente funcion.
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Definicién 15: Los costos variables (Cy) son los costos en los

cuales incurre la empresa al variar el volumen de produccion, para un
periodo determinado, ejemplo: la mano de obra, compra de materia
prima, etc.

Definicién 16: Los costos fijos (Cf) son los egresos que realiza la

empresa, los cuales no varian con el volumen de produccién para un
periodo determinado, ejemplo: la renta, gastos de propaganda, etc.

Definicion 17: Se define la funcién costo Total (C(x)), como el

costo de producir x objetos. La variable x representa el numero de
objetos producidos de cierta mercancia: C¢(x)=Cux: Cu: costo unitario

Si el costo total y de producir y comercializar x unidades de un
articulo se suponen que estan en funcion de x solamente, entonces, la
funcion costo total se puede representar mediante la expresion; y=f(x).

Las funciones de costo tienen las siguientes propiedades:

1. Cuando el numero de unidades producidas es igual a cero, el
costo total es nulo o positivo, es decir, f(0)>0. si f(0)>0, entonces,
f(0) representa el costo fijo (o los costos fijos) de produccién.

2. El costo total se incrementa a medida que aumenta x, asi que f'(x)
es siempre positiva.

3. EIl costo total de producir una cantidad en extremo grande de
cualquier articulo, alcanza por lo general un punto en el cual
aumenta con taza creciente. Por lo tanto, y en términos generales,

la curva de costo total a partir de cierto valor de x es céncava
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hacia arriba, es decir, ’(0)>0; sin embargo en los niveles iniciales
de produccién la curva de costo total suele ser céncava hacia
abajo, lo que corresponde a un costo marginal decreciente.

4. Si la funciéon costo total se representa por y=f(x), entonces, el

costo promedio (costo promedio por unidad) es: I/=Z = ) ,y el
X X

dy

costo marginal es: y’=f (x)=d . La primera derivada del costo
)¢

=, Xt (x) - f(x)

promedio (costo marginal promedio) es: y’= 2 =0 sii
X

xFf(x) — f(x)=0, esto es, f(x)= xf(x) :;Df’(x)=g. Asi pues, el costo

promedio es minimo para aquel valor de x segun el cual dicho
costo medio y marginal son iguales; es decir, las curvas de costo
marginal y costo promedio se cortan en el punto minimo del citado

costo promedio. Observe que el valor de x (si existe) para el cual

:—y=0, se supone que es el minimo debido a la tercera propiedad
X

de las curvas de costo antes mencionadas; en el caso de una
curva particular de costo total, la existencia de ese minimo puede
ser comprobada en forma usual.

Definiciéon 18: Se definen los ingresos como aquellos que

constituyen la recaudacién bruta, que en ocasiones es conocida por la

denominacion de volumen de ventas o cifras de negocios.



331

Definicién 19: Se define el ingreso total (I(x)), como el obtenido de

las ventas de una cantidad x de una mercancia. I(x)=Pux, Pu: Precio

unitario.

Definicién 20: Se define el beneficio, o ganancia, o utilidad (B(x),

o G(x) o U(x)), como la ganancia obtenida al vender una cantidad x de

una mercancia.
B(x) o G(x) o U(x)=I(x) — Ct(x)= I(x) — Ct(x)= Pux — Cux=(Pu —
Cu)X.

Definicion 21: Se define las funciones medias, como la razén de la

variacion de una magnitud entre la variacion de la otra magnitud en un
intervalo completo que va desde cero (0) hasta un determinado valor
elegido. Como por ejemplo el costo medio, expresa la relaciéon entre el
costo total y el numero de cantidades producidas, es decir:

C costo total

‘X cantidad producida

Cm=

Definicién 22: El concepto de marginal se refiere al cambio de una

variable respecto a un cambio muy pequeiio de la otra, a partir de un
valor determinado, por ejemplo, el costo marginal significa el cambio
que experimenta el costo cuando, en cierto nivel de produccion, se
aumenta una cantidad adicional. Resulta evidente que la definiciéon de
marginal sélo posee un sentido preciso cuando se considera como

limite al tender a cero (0), es decir, debe interpretarse matematicamente
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como la derivada de la funcion que relaciona el costo con la

produccion.

Para resolver problemas de aplicaciéon de maximos y minimos por

el criterio de la segunda derivada procederemos de la siguiente manera:

1.

2,

Se obtiene el modelo, si no lo dan.

Se halla la primera derivada del modelo.

Se halla la segunda derivada.

Se hallan los puntos criticos de la primera derivada.

Se sustituyen los puntos criticos de la primera derivada en la
segunda derivada, si al sustituirlos nos resulta que la segunda
derivada es mayor que cero, estamos en presencia de un minimo,
si nos resulta menor que cero estamos en presencia de un maximo
y si nos da igual que cero no nos da ninguna informacion.

Representacién grafica de las funciones ingresos y costos

A
Ct, It l=x.p
Ct=Cs+ Cy
Zona de
Beneficio
................................ gm Punto de equilibrio
I, Cy
Zona de perdida
- v

\ 4
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Ejemplo: La funciéon costo de cierta compainia viene expresada
por: C(x)=x2 — 7x + 9. Hallar el costo marginal.

Soluciéon: Como el costo marginal es la derivada del costo total,
tenemos: C’(x)=2x -7

Definicién 16: La razéon de cambio es otro nombre que se da a la

derivada cuando ésta es vista como el limite de un cociente (razén)
incremental. Por definicion, si x es un punto del dominio de la funcién

y=f(x), entonces:

f(x) - f(x f(x +h) - f(x
L tim = f00) ) T ) i AY
f(x)= X=X, h h , donde,
x—>x0 h—>0 h—0

Ay=f(xo + h) - f(xo) y h=x - xo.
El incremento Ay==f(xo + h) — f(xo) mide el cambio experimentado
por y=f(x) cuando x cambia de x= a xo + h. El cociente

Ay f(x +h)—f(x,)
h h

, es la razén de cambio promedio de y respecto a x,

cuando x cambia de xo a xo + h. El limite de este cambio promedio

cuando h - o es la razén de cambio instantanea de y respecto a x en Xxo.

Si y=f(x)=, la razén (taza) de cambio relativa de y respecto a x en

f(x,)

X0 es . La razén (taza) de cambio porcentual de y respecto a x en

f(x,)
f(x)

xo es 100
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Ejemplo: Se ha determinado que la utilidad anual de una

corporacion esta dada por: U(t)=%t2 + 2t + 20, donde U(t) es dada en

millones de bolivares y t en anos, contados a partir del 2 de enero de

1.997.

a.

Hallar la taza a la cual estuvo creciendo la utilidad dos afios
después (1° de enero de 1.999)

Hallar la taza a la cual estara creciendo la utilidad el 1° de enero
del aio 2002.

Hallar la taza de crecimiento relativo de la utilidad dos afios
después del 1° de enero de 1997.

Hallar la taza de crecimiento porcentual de la utilidad dos ainos

después del 1° de enero de 1997.

Solucidn: a. Nos piden la razén de cambio de U(t) cuando t=2, esto

es, nos piden U’(2), entonces, U’(t)=%t +2y U (2)= % (2) + 2=3, luego el

1° de enero de 1.999, la utilidad estuvo creciendo a la taza de 3 millones

de bolivares por ano.

a.

Nos piden hallar U’(t) cuando t=5 afos, entonces U’(5)= % B)+2=>

u’(t)=%, luego el 1° de enero del 2002, la utilidad estara creciendo a

la taza de 4.5 millones por aino.
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U2 3 _u@_3

b. Nos piden = =
u(2) 22+22)+25 U@ 25

=0.12, por lo
tanto, la taza de cambio relativa de la utilidad dos afnos después es

de 0.12.

U'(2) 300% U'(2) 300%
_ - _

uR) 1(2)2 122)+25 YR 25

c. Nos piden 100 =12%, por

lo tanto, la taza de cambio porcentual de la utilidad dos anos
después es de 12%.

Definicién 17: Si se tiene que y=f(x) y x=¢(x), por las derivadas

paramétricas tenemos que: 3—3: = g—yj—)t(, la cual interpreta en términos
X

de razon de cambio, la razén de cambio de y respecto a t es igual a la
razon de cambio de y respecto a x multiplicada por la razén de cambio
de x con respecto a t. Cuando se tiene esta situacion de las tres razones
de cambio reciben el nombre de Razones de cambio relacionadas.

ELASTICIDAD (TASA DE CAMBIO PROPORCIONAL)

En muchos casos se necesita considerar la tasa de cambio de

una funcién, que es el cambio en el valor funcional (variable

dependiente y) con respecto a un cambio pequeno en la variable

independiente x. Es decir, d_y Asi mismo, en ocasiones interesa
X

evaluar la tasa de cambio proporcional, o sea, la razéon del cambio

relativo (o proporcional) de la variable dependiente y, al cambio

relativo (o proporcional) de la variable independiente x, que se
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conoce también como elasticidad de y con respecto a x. Tal
concepto matematico mide la respuesta proporcional de y a los
cambios proporcionales en x. la elasticidad de una funciéon no
tiene unidades debido a que las magnitudes empleadas en su
definicion son cambios relativos o por unidad. Por lo tanto, la
elasticidad resulta ser independiente de las unidades en que se
expresan las variables consideradas.

Existen dos conceptos de elasticidad, la llamada elasticidad---
arco y la denominada elasticidad---punto. La elasticidad---arco
corresponde a la elasticidad de una funciéon entre dos puntos, es
decir, en un arco o segmento de linea. La elasticidad---punto (o
simplemente elasticidad) es la que corresponde a una funcién en
un punto especifico.

Si y=f(x), la elasticidad de y con respecto a x se expresa en primer

4y

término por: Ey vy x.4y

Ex Ax .y
x

Ax y a medida que Ax — 0, se tiene
X

que ﬂ_}d_y = E_yzi*d_y

. . La elasticidad se simboliza
Ax  dx Ex y dx

también por n (letra griega eta), es decir, que n=E—y—£*d—y. En

Ex_y dx

general la elasticidad de una funcién depende de su ambito de

variacion.
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La elasticidad---arco: se evalua mediante las siguientes

formulas entre los puntos po(x0,y0) y p1(x1,y1).

Ey _%0.%17Y0 _*o.4y
Ex Yo X1°%X9 Yy Ax
Ey _*1.Y17% _*1.4y
Ex Yy X4=%Xo Yq Ax

Ey Xo"*1.Y1° Yo _ *o"*1.4y
Ex YotV¥qs X4=Xg YptVy Ax

La primera féormula da una aproximacion de la elasticidad---punto

en po(xo0,y0). La segunda férmula proporciona un valor aproximado
a la elasticidad—punto en p1(x1,y1). La tercera férmula
corresponde a un valor medio de la elasticidad---arco entres los

puntos po(x0,y0) y p1(x1,y1).

Elasticidad---punto: en el caso de la elasticidad o elasticidad--

b'¢
-punto de y= f(x) en el po(xo0,y0) es: n=E_y __0« dy

Ex yo dx x,,¥,

y

en general, la elasticidad de y con respecto a x esta dada por:

dy
Ey y x,dy
Ex dx y dx
X

Elasticidad de la demanda: el empleo clasico del concepto

de elasticidad en el analisis de la capacidad de respuesta de la
cantidad demandada de un articulo por cambios de su precio.
Dado que la pendiente de una grafica de demanda es negativa, su
primera derivada es también negativa, y por lo tanto, 7<0. en vista

de que la elasticidad no tiene unidades, puede compararse la
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respuesta de las cantidades demandadas de diversos bienes ante
cambios de sus precios. Para este fin, la demanda suele
clasificarse en categorias generales como: perfectamente
elastica (n - «x), relativamente elastica (n < -1), elastica unitaria (n

=-1), relativamente inelastica (-1<n<0), y perfectamente inelastica

(n=0). Por tanto, la demanda es elastica si |n|>1, elastica unitaria

si |n| =1, e inelastica si |n| <1 ilustremos estos con las siguientes

graficas.

Y X X

P
r r r
e

e e
c Elastica C Elastica unitaki c
Inelastica

o o o
> X > Y >
X
cantidad cantidad
cantidad
4 y R y
P P
r r
e Perfectamente |elastica e
Perfectamente ing¢lastica
c c
i i
o o
> X > X
cantidad cantidad

La elasticidad de la demanda segun el precio, o elasticidad precio

de la demanda por un bien, es de sumo interés en las operaciones de

una empresa; por ejemplo si la demanda es elastica en un precio dado,
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la reduccion del precio aumentara la cantidad demandada en una mayor
proporcion que la reduccién del precio, de modo que resulta
incrementando al ingreso total, que es el producto del precio y la
cantidad. De manera semejante, cuando la demanda es de elasticidad
unitaria, el ingreso total no se altera por una reduccién en el precio;
cuando la demanda es inelastica, disminuye el ingreso total por un
incremento en el precio.

Elasticidad Cruzada: el concepto de elasticidad cruzada sirve

para medir la relaciéon que existe entre las demandas de dos o mas
articulos. La elasticidad cruzada evalla la respuesta de la cantidad
demandada por un bien ante cambios de precio de otro. La

elasticidad de la demanda por A con respecto a B se define como:

dxA
Ex ) ¢ Yo dx
E A _ d A _"Bx " A , Y la elasticidad arco cruzada cuando ys
Yyg YB Xp Yp
g:

cambia de yBo a yB1 y xa cambia de xao a xa1 determina por:

EXa _ YBo"YB1 . %A1 %40
EYs Xa0"Xa1 YB1 VB0

, en donde las xa son las

cantidades de A, las ysB son los precios de B, y se supone

constante el precio de A. La elasticidad de la demanda por B

respecto al precio A se define de modo semejante.
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Dado que convencionalmente se expresan las funciones de
demanda como y=f(x), en donde y es el precio y x es la cantidad
demandada, y la elasticidad de la demanda comprende la derivada

dx . . .
v’ las ecuaciones y graficas deben leerse con cuidado para
y

evitar malas interpretaciones.

INGRESO TOTAL, INGRESO MARGINAL'Y ELASTICIDAD DE LA

DEMANDA
Para cualquier funcion dada y=f(x), el ingreso total (i) es el
producto de x, el numero de unidades demandadas, e y, el precio por

unidad de la cantidad demandada. /I=x*y=x*f(x) y el ingreso marginal con

respecto a la cantidad demandada es: L =X *d—+ y . La elasticidad de

dx dx
la demanda con respecto al precio es: n=E—X:Z*d—X y dado que,
Ey x dy

Ex y, 1 dx y . dl dl

= tr L 5 "0 - 7 asipues, —=—=2—+y = —=y| T+—

Ey x dy " dy o Ex dx Ex dx Ex
dx Ey

En forma alternativa ﬂ:x*d—y+y = ﬂ=y de+1 =
dx dx dx

dl Ey dl 1 . .
—=y| 1+ =" —=y|1+ ——|. Esto es, el ingreso marginal es el
dx y( Exj = dx YT Ex 9 9

E

y

producto del precio unitario y la expresion uno mas el reciproco de la
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elasticidad de la demanda. Ya que tanto x como y son nulos o positivos,
el ingreso total /=xy, es asi mismo, cero o positivo; sin embargo, el
ingreso marginal puede ser positivo o negativo. Légicamente | podria

ser considerado también como una funcién del precio I=xy=yg(y)=G(y) y

. . - dl ).
el ingreso con respecto al precio definirse como — =y *—+x
dy dy
Ejercicios Resueltos
1. Hallar la recta tangente y normal a la curva f(x)=+vx-2, en el
punto x=6.
Solucién: Siguiendo los pasos:
1. f(xo)= 1
' 2./x-2
2. f(6)= 11 y f(6)=1/6-2=2
' 2J/6-2 4
3. Recta tangente: y=%(x -6)+2=x-4y +2=0
4. Rectanormal: y=-4(x-6)+2 = 4x +y - 26=0
2. Hallar la recta tangente y normal a la curva “bruja de Agnesi”

3
__ Sa -
f(x)—ﬁ, en el punto x=2a.

X +4a
Soluciéon: Como no dan el valor de yo, lo obtenemos y seguido a

esto operamos los pasos descritos anteriormente.

1. f(23)= % =a
4a” +4a
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) -16
Fxo)=—3 : 2x 2
(x~ +4a)
4
, 32a 1
f(2a)=- i°3
64a

Recta tangente: y=-% (x—2a)+a—=x+2y+4a=0

Recta normal: y=2(x — 2a) + a = y=2x — 3a
Hallar la recta tangente y normal a la curva f(x)=x3 +

y3=4xy? + 1 en el punto (2,1).

Solucién:
2 2
fx=3x? — 4y?, fy=3y? - 8xy = y’=u
y(8x-3y)
yen=ie 3 13

Recta tangente: y= (x — 2) + 1 = 8x — 13y -+13=0
13
Recta normal: y=-?(x -2)+1=13x+ 8y - 34=0

Aplicando la regla de L-Hopital hallar los siguientes limites:

X — X 1 5
+e -2 .

X X —-x-6

x—0 Xx—3

L=limE
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. e
Solucion a: L=lim 2 =g, como L satisface las

x—>0

condiciones del teorema, tenemos: f(x)=e* + e* — 2 = f(x)=e* - e™* =

f(x) =e* + eX y g(x)=x? = g(x)=2x = g (x)=2, entonces tenemos que:

X -X X —x
. e +e -2 e +e
L=lim 2 = L= lim =1 =Llo>1
x—>0 X x>0
. 5
Solucién b: L=lim x_3 2 =0 - 00, como L no satisface
X —-x-6
XxX—>3

las condiciones, pero resolviendo la suma de fraccién nos resulta que:

. 1 5 . X+2-5 . x-3
L=lim ) — L=lim - | = L=lim -

x_
X —-x-6 X —-X-6 X —-X-6
X—>3 X—>3 X—>3

oo

ahora L si satisface las condiciones del teorema de L-Hopital, luego:
f(x)=x - 3 = f(x)=1

g(x)=x2 -x-6=> g’(x)=2x -1

5

L=lim 1 — L= Iim(
x-3 2

j:1:>L—>1
5 5

2x -1
X —X-—6 X—>3
Xx—>3

5. Hallar los extremos absolutos y relativos de la siguiente
funcion f(x)=x* — 2x? en el intervalo [-2,2].
Solucion: i. Hallamos el dominio de la funcién en el

intervalo [-2,2], Domf=[-2,2].



344

ii. Calculamos la derivada de la funcién: f(x)=4x3 — 4x.

iii. Hallamos los puntos criticos de la primera derivada. Como la
funciéon esta definida en todo el intervalo [-2,2], los uUnicos puntos
criticos es donde la derivada se anula, e.i. f(x)=0 = 4x(x? — 1)=0 =
x(x = 1)(x + 1)=0 = x=-1, x=0 y x=1

iv. Se hallan los intervalos de crecimiento y decrecimiento y se

analiza el signo de la derivada, tomando en cada intervalo un punto de

prueba.
(-00,-1) (-1,0) (0,1) (1,%0)
f(-2)<0 | £(-0,5)>0 | F’(0,5)<0 | f(2)>0
Decrece | Crece Decrece | Crece

V. Aplicamos el criterio de la primera derivada: f(x) tiene un

minimo relativo en x=-1, f(-1)=-1, f tiene un maximo relativo en x=0,
f(0)=0, f(x) tiene un minimo relativo en x=1, f(1)=-1

Vi. Se hallan los extremos absolutos sustituyendo en Ila
funcién los valores x=-2 y x=2 = f(-2)=8 y (2)=8.

vii. Conclusion: hay un maximos relativos en el punto (0,0), y dos
minimo relativos en los puntos (-1,-1) y (1,-1), que coinciden con los
minimos absoluto, y los maximos absolutos estan en los puntos (-2,8) y
(2,8).

viii. Grafica.
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\ 4

Realizar la graficas de las siguientes funciones:

2
f(x)=;—, b. f(x)=2L, . f(x)=xe™, d. f(x)=""X
x -4 x -1 X
x2
Solucién _a: f(x)= 2 4 se seguira los pasos senalados
x —

anteriormente en cada uno de los tres ejemplos:
Domf=R - {2}
Puntos de discontinuidad x1=-2 y x2=2

Estudio de la funcion cerca de los puntos de discontinuidad.

L =limf(x)= 1o, L =limf(x)= 4w, L =limf(x)= -,
X > -2 X 2" X2t
L = limf(x) = o0, L =limf(x) = —oo, L =limf(x) = +o0

X2 XxX—>2" x—>2*

Estudio de la funciéon en los extremos:



x2
x2 .4
X — —©0

L =lim =1, L=1lim 1

x2-4
X —> +o0
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Corte con los ejes de coordenados: corte con el eje x = (y=0) =

x=0 = (0,0)
i i - 8x
Primera derivada: f(x)=———
(x2 - 4)2
2
Segunda derivada: f’(x)= M
(x2 -4)3

Puntos criticos de la primera derivada: donde la derivada se anula

f(x)=0 = -8x=0 = x1=0, los puntos criticos donde la derivada no

existe: x1=-2, y x2=2

Puntos criticos de la segunda derivada: donde la derivada se

anula f’(x)=0 = 8(3x? + 8)=0, no hay puntos criticos de la segunda

derivada donde se anulen, luego donde la derivada no existe x1=-2,

y X2=2

Intervalos de crecimientos y decrecimientos:

(0-2) | (-2,0) (0,2) (2,+)
f(-2)>0 f(-1)<0 f(1)>0 f(2)<0
Crece Crece Decrece Decrece

Intervalos de concavidad:

Maximos y minimos, Imin (0,0)
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3.
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('00!'2) (-2’2) (2,+OO)

f’(-3)>0 f’(0)<0 f’(2)>0
Céncava hacia arriba| Céncava hacia abajo Céncava hacia

arriba
Puntos de inflexidon: no existen.
10. Grafica.
3 % -1 1 2 3

Solucion b: se sequira los pasos senalados

X
3\/x2 -1

anteriormente en cada uno de los tres ejemplos:

Domf=R - {1}

Puntos de discontinuidad x1=-1 y x2=1.

Estudio de la funcion cerca de los puntos de discontinuidad.



10.

348

L = limf(x) = o0, L =limf(x)= +o0, L = limf(x) = =0,

x > —1 X > 1" x > -1t

L =limf(x) = too, L =limf(x) = —oo, L =limf(x) = 4+

| X1 x> 1t

Estudio de la funcion en los extremos:

L =lim

=—o0; L=Ilim

= 400
3x2-1

X — +00

3x2-1

X — —o©0

Corte con los ejes de coordenados: corte con el eje x = (y=0) =

x=0 = (0,0)
Primera derivada: f’(x)=L
33(x2 —1)4
2x(9-x2)

Segunda derivada: f”’(x)=

93/(x2 —1)7

Puntos criticos de la primera derivada: donde la derivada se anula
f(x)=0 = x% - 3=0 = x1=-/3 y x2=+/3, los puntos criticos donde la
derivada no existe: x1=-1, y x2=1

Puntos criticos de la segunda derivada: donde la derivada se
anula f’(x)=0 = 2x(9 - x2) = x1=0, x2=-3 y x2=3, puntos criticos
donde la derivada no existe: x1=-1, y x2=1

Intervalos de crecimientos y decrecimientos:

0,J3)  [-/3,-1) (-1.1) (1, ¥3) QERLY
F(-2)>0 ’(-1.5)<0 f(0)<0 f(1)<0 f(2)>0
Crece Decrece Decrece Decrece Crece
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v3

!%)

11. Maximos y minimos: Imax (-ﬁ,-g), Jmin (43
2

12. Intervalos de concavidad:

(-00,-3) ('3!'1) ('1!0) (0!1) (1!3) (3’+°O)

F7(-4)<0| °(-2)>0| f’(-05)>|f’(0.5)<0| f’(2)>0| f°(4)<0

Convexa|Convexa |Céncava |Convexa |Coéncava| Convexa

13. Puntos de inflexién: 3 punto de inflexiéon en (0,0) y (3,1.5).

14. Griéfica.

A

A 4

Solucidon _c: f(x)=xe™ se seguiremos los pasos sefalados

anteriormente en cada uno de los tres ejemplos:

1. Domf=R
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Como la funcion esta definida en todos los reales, no existe punto

de discontinuidad, en consecuencia saltamos el paso 2y 3.

Estudio de la funcion en los extremos

L =limxe X =+ yL =limxe"X =0
X — —0 X —> 40

Corte con los ejes de coordenados:

corte con el eje x = (y=0) = (0,0)

corte con el eje y = (x=0) = (0,0)

Primera derivada: f(x)=e™(1 — x).

Segunda derivada: f’(x)=-e™(2 — x)

Puntos criticos de la primera derivada: f(x)=0 = (1 — x)=0 = x1=1
Puntos criticos de la segunda derivada: f’(x)=0 = (2 - x)=0 =
X1=2

Intervalos de crecimientos y decrecimientos:

('005'1) (1 !+°°)
f(-2)>0 f'(2)<0
Crece Decrece

Maximos y minimos: 3max (1,1)
e

Intervalos de concavidad:

('0052) (2!+°O)

f’(-2)<0 f’(2)>0
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Céncava hacia abajo

Concava hacia arriba

11. Puntos de inflexion: 3 punto de inflexién en (2,%).
e

12. Grifica.

‘DN‘N ®|=

A

Solucién _d: f(x)=""%X se
X

seguiremos los pasos senalados

anteriormente en cada uno de los tres ejemplos:

1. Domf={0,«~}

Como la funcién esta definida en todo el intervalo {0,~}, no existen

punto de discontinuidad, en consecuencia saltamos el paso 2y 3.
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. Inx o
Estudio de la funcién en los extremos L =lim x o0 =

X — 0+

Inx

. Inx o
L=lim-1- L=lim===2 :
- x = L= 1 %, ahora podemos aplicar la regla
— X
X = 01 x> 07

de L’Hopital o sea: f(x)=Inx = p=1 y g(x)= 15 g’=—i2 =
X X X

. 1
L=L=lmC2) = | 5
x—>0*
. Inx o
L= "mT ~ o aplicando la regla de L’-Hopital tenemos: f(x)=Inx
X —> ®©
1 .11
= f'=—, g(x)=x = g’=1, por lo tanto, L= "m; i L>0
X X —>®

Corte con los ejes de coordenados: corte con el eje x = (y=0) =
Inx=0 = x=1, como la funcién esta definida en el intervalo (0,~),

no corta al eje y

Primera derivada: f'(x)= 1-Inx

2Inx -3

Segunda derivada: f’(x)= S
X

Puntos criticos de la primera derivada: f(x)=0 = 1-Inx=0 = x=e

Puntos criticos de la segunda derivada: f’(x)=0 = 2Inx - 3=0 =

2
x=ge3
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11.

12.

Intervalos de crecimientos y decrecimientos:

(0,e) (e,+x)
f(1)>0 f(3)<0
Crece Decrece

- i 1
Maximos y minimos: dmax (e,—)
e

Intervalos de concavidad:

2 2
(0, e3) (e3 ,+w)
°(1)<0 (5)>0

Coéncava hacia abajo | Céncava hacia arriba

2
Puntos de inflexién: 3 punto de inflexion en (e3,

WIN
D
N\w‘-‘

N

Grafica.

S

353
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7. La demanda x de cierta mercancia al precio de p bolivares por

2
unidad es: x=320 — 10p y el costo es C(x)=20 + 2x + X5, Hallar: a.

La funcién ingreso, b. El ingreso marginal c. El costo marginal d.
La utilidad marginal.

Solucién a: Como la funcion ingreso viene expresada por: I(x)=xp

320 - x 320 —x
0

= p(x)= 1 = 1(x)=x( 10

Soluciéon b: El ingreso marginal es la derivada del ingreso, en

consecuencia I'(x)=32 - %

Solucién c: El costo marginal es la derivada del costo, entonces,

2x
C(x)=2+ —
(x) 5
_ 2
Solucién d: U(x)=I(x) — C(x) = U(x)= x( 32:’0 X).20+2x + X? SN
3x
U(x)=30 -
(x) 5
8. Un hotel tiene 70 habitaciones. El gerente nota que cuando la

tarifa por habitacion es de Bs. 20.000 todas las habitaciones
estan ocupadas, y que por cada aumento de Bs. 2.000 se
desocupa una habitaciéon. Si el mantenimiento (limpieza, lavado,
etc.) de cada habitacion ocupada es de Bs. 4.000, ; qué tarifa debe
cobrar el gerente para obtener maxima ganancia? ¢;Cuantas

habitaciones se ocupan con esta taifa?
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Soluciodn: 1. Si G(x) es la ganancia del hotel entonces:
G(x)=(habitaciones ocupadas)(tarifa por habitacion) -
4.000(habitaciones ocupadas).

Sea x el numero de habitaciones desocupadas. Se debe cumplir que
0<x<70. ademas el numero de habitaciones ocupadas es: 70 — x. El
incremento en la tarifa es: 2.000x. la tarifa sera de 20.000 + 2.000x.
Sustituyendo en la funcién ganancia estos datos, tenemos:

G(x)=(70 — x)(2.10* + 2.103x) — 4.10%(70 - x) =

G(x)=11210% + 124.10%x — 2.103x%. Debemos hallar el maximo absoluto de

d(x) sobre el intervalo [0,70]. Para ello buscamos primero el maximo
relativo aplicando los pasos descritos anteriormente:

1. G(x)=11210* + 124.10%x — 2.103x2.

N

G’(x)=124.10% - 4.10%x.

3. G’(x)=-4.103.

4. G’'(x)=0 = 124.10° - 4.103x=0 = x=31

5. Como G”(x)=-4.103<0, estamos en presencia de un maximo en el

punto x=31, que seran el nimero de habitaciones desocupadas. La

grafica es: y la ganancia sera de G(31)= 11210 + 124.103(31) -

2.103(31)%.=3.10¢, es decir, de. 3.000.000. de bolivares.
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6. Griéfica:
3.10° /
< + >
0 31 70
9. Se quiere construir un potrero rectangular de 5.000mts.2 en un

terreno que esta a las orillas de un rio. ;Cuales deben ser la

longitud de los lados si se quiere que el costo sea minimo?

Solucién: El costo de la cerca sera minimo, si la longitud de la

cerca es minimo. Sea x las longitudes de los lados del rectangulo. Si P

es el perimetro de la cerca, entonces P(x,y)=x + 2y, como el area de un

rectangulo es A(x,y)=xy=5.000 = y=

en el perimetro tenemos que nuestro modelo sera: P(x)=x +

eececcccccccccccccce

eeccccccccccccccccccccccccccne

0 , sustituyendo este valor de y

10.000

eecccccccccccccccce

©0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
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P(x)=x + 10.000
P’ (x)=1 - 10.000
x2
P (x)= 20.000 _
x3
P'(x)=0 = 1 - 10'200 =0 = x=x?=10.000 = x=100, como estamos
X
trabajando con unidades de longitud no tomamos x=-100
Como P’’(100)= 2100220 >0, estamos en presencia de un maximo en
el punto x=100, = y=500, por lo tanto las longitudes que hacen un
costo minimo son de x=100mts. e y=500mts.
6. Grafica: 1
500
100

El costo diario de produccién de una fabrica de zapatos es:
C(x)=12.000 — 2.400x + %xz.Bs. donde x es el numero de pares de
zapatos.

¢ Cuantos pares de zapatos se deben producir por dia si se quiere

que el costo sea minimo?
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b. Hallar el costo promedio de x pares de zapatos.

c. ¢Cuantos pares de zapatos se deben producir por dia si se quiere
que el costo promedio sea minimo.
Solucién a: 1. Buscamos el punto x del intervalo (0,+x) en el cual

C(x) alcanza su minimo absoluto.

2. C(x)=12.000 — 2.400x + %xz.

3. C’(x)=-2.400 + %x

4. C’(x)= %

5. C(x)=0 = -24.10% + §x=0 = x=3.600, .., hay que producir 3.600

pares de zapatos
Solucién b: Como C”(x)=§>0, estamos en presencia de un minimo

en el punto x=3.600, que seran el numero de pares de zapatos diarios.
Como C(x) es la ecuaciéon de una parabola, el minimo relativo coincide
con el minimo absoluto. Por lo tanto, el costo se consigue sustituyendo

x=3.600 en la funcién C(x).

a. El costo promedio no es mas que: M(x)=M =
X
12.000 - 2.400x +  x2
M(x)= 3 o M©x)= %x 12000, 400
X
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Buscamos el punto x del intervalo (0,+x) en el cual M(x) alcanza su

minimo absoluto.

M(x) = %x + 12.000 —-2.400
1 12.000

M'(x)=—-

(=35
M (x) = 24.000

x3
M'(x)=0 = % 12'(;00 =0= x =6010, como los zapatos son una
X

variable discreta tenemos que redondear el valor de x = x=60

24.000
(60)3

Como M"(x) = >0, estamos en presencia de un minimo en el

punto x =60, por lo tanto tienen que producirse 60 pares de
zapatos diarios.

Se desea construir una caja, abierta por arriba, cuyo volumen sea
maximo, de una pieza de hojalata, cortando en sus esquinas
cuadrados iguales y doblando hacia arriba la hojalata para forma
las caras laterales. ;Cual debe ser la longitud maxima del lado de

los cuadrados cortados?

Solucién: 1. Sea x el del cuadrado mas pequeno, entonces la

altura y y la base z vendra dado por: y=a — 2x, z=a — 2x y por lo tanto, el

volumen que es igual a V=xyz = V=x(a - 2x)2

2,

V’=a? — 8ax — 12x2
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3. V”=8a-24
4. Los puntos criticos de la primera derivada: V’=0 = a® - 8ax

— 12x2=0 = (a — 2x)(a- 6x)=0 = x=% y x=%

5. Sustituyendo los puntos criticos de la primera derivada en la

. a .

segunda derivada tenemos: para x=§ V’’=4a>0, por lo tanto, existe
- a .

un minimo, para x=€ V’’=-4a<0 y en consecuencia este es el valor

. . 2
maximo que andamos buscando y el volumen sera V=Ea3

6. Grafica
e .
: x| x X x
> a-2x a
X X

12. Hallar la altura de un cono de volumen maximo que se puede

inscribir en una esfera de radio r

. 1
Solucién: 1. el volumen del cono es: V=§1'rx2y, donde

x=+BCxCD=y(2r - y) = V(y)= %ny2(2r -y)



361
4
2-V—y(§r—y)1T
4
3. V’=(—r-2y)mw
3
4. Los puntos critico de la primera derivada : V=0 =
4 4
—r— =0=>y=—r
y(3 y)mr y=3

5. Sustituyendo el punto critico y=§r de la primera derivada en la

segunda derivada tenemos: V’=-2nr<0, por lo tanto, existe un
maximo para este valor encontrado

6. Grafica:

D
13. ¢Cual es el ancho del rectangulo de area maxima que puede
inscribirse en un segmento dado de una parabola?
Solucién: 1. Si OC=h, entonces BC=h — x y PP’=2y, por lo tanto, el
area del rectangulo PDD’P’ es: 2(h — x)y, pero P es un punto de la

parabola y2=2px; por lo tanto, la funcién por estudiar es:

f(x) = 2(h — x),/2px
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f=(h- 3x)\/?

f'=—(3x+h), -2
2x3

Los puntos

critico

de

la

(h—3x)./2P =0 = h - 3x=0 = x=2
X

primera

derivada:

=0

362

=

Sustituyendo el punto critico x=2 de la primera derivada en la

segunda derivada tenemos: f”=-31/6?p <0, por lo tanto, existe un maximo

para este valor encontrado

6.

Grafica:

/

14. EIl costo para producir x articulos de una mercancia es:

C(x)=5x% + 8x + 800 bolivares. Se sabe que t horas después de

iniciada la produccion, el numero x producido es: x=t2 + 80t.
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a. Hallar la razén de cambio del costo con respecto al tiempo.
b. Hallar la razén de cambio del costo con respecto al tiempo, 5 horas
después de iniciada la produccion.

Solucién a: Nos piden hallar: E: dc = Ed_x
dt dt dx dt

%=(10x + 8)(2t + 80) = %=4(5t2 + 400t + 4)(t + 40) =

%=4(5t3 + 6002 + 16.004t + 160)

Solucién b: Nos piden % (t=5) =

dC 5 =9C =4(5(5)° + 600(5)2 + 16.004(5) + 160) =
dt dt
dc dc

E=4(5t3 + 600t> + 16.004t + 160) E=383.140, luego, la razén de

cambio del costo con respecto al tiempo en 5 horas después de iniciada

la produccién es de Bs. 383.140 por hora.

15. Los extremos de una escalera de 5mts. de longitud estan
apoyados sobre una pared vertical y un piso horizontal. Si al
empujarla por la base se logra que esta se aleje de la pared a razén
de 20mts/seg. ¢Con qué rapidez baja el extremo superior cuando
la base esta a 3mts. de la pared?

Solucién: 1. Sea x la distancia de la base de la escalera a la pared.

Sea y la distancia del extremo superior de la escalera al piso.

Entonces nuestro modelo es: x? + y?=52,
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2. Derivando respecto al tiempo tenemos: 72y:—¥+2x:—::0
dy x dx dx
— =-—"", pero, —=20M cuando x=3 tenemos que:
at  ydt’ P gt Veeg ¥ 9

y =+/52-32 =4, luego, la velocidad con que baja el extremo

. . dy 2
| . —=-—(20M =-12
superior cuando la base esta a 3 cm. es dx 5( 0 /seg)

Vseg

3. Grafica:

5 mts.

16. si p(x)=84 - x, hallar:

a. La elasticidad en un punto x cualquiera
b. La elasticidad en el punto x=8

c. La demanda elastica

d. Se tiene la elasticidad unitaria

e. La demanda es inelastica

dp
dx

Solucién a: Tenemos que =1, luego

_84—x

E(x))=§. = E(x)=

g8~

Solucion b: Para x=8 se tiene:
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E@)=-2"% _ g8 =28 _gg--1
8 2
Solucién c: La demanda es elastica si y solo si E(x)=-1 si y solo
si 34X _ 4 84X 4 84>2x o x<42, luego, la elasticidad es
X X

elastica en el intervalo (0,42).

Solucién d: La elasticidad es elastica unitaria si y solo si —1<E(x)=-

1,siysolosi -7 "X _ 4 x-42
X

Solucidén e: La demanda es inelastica si y solo si —1<E(x) si y solo

84 —x
X

si-1<- < X >42, ademas como p=84 — x y p>, debemos tener que

x<84. Luego la demanda es inelastica en el intervalo (42,84).
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Ejercicios Propuestos

¢Qué angulo a forman con el eje OX la tangente a la curva
y=3x2 —10x + 12 cuyas abscisas son: x=-1y x=1
Escribir la ecuacion de la recta tangente y normal a la curva:
y=x3 —4x%?+2enel punto (3,2)

Escribir la ecuacion de la recta tangente y normal a la curva:

2
8a

=73 2
X —2ax+5a

en el punto x=2a

Hallar los puntos en que la tangente a la curva:

y=5x4 — 34x3 + 84x2 - 82x — 82 sea paralela al eje de las abscisas.

En qué punto la tangente a la parabola: y=3x2+5x +13 es

paralela a larecta x — 5y + 2=0
En qué punto la tangente a la parabola:
3 2 2 = ;
y° —2x“-3y“+4x +3y -3=0 es perpendicular a la
recta 3x — 4y - 4=0
Determinar el coeficiente angular de la tangente a la curva
en el punto p(2,1): x4 + x3y - x2y2 + xy3 - y4 + 5=0
Escribir la ecuaciones de la tangente y normal a la curva en el

punto x=4
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-5 1
Y""3771
3t 2t
9. Aplicando la regla de L’Hopital calcular los siguientes limites
x3_2x? _x42 . eX “In(x+1)-1
a. L=lim b. L=lim 2 c
X —-7x+6 X
x—>1 x—>0
xk . X2 +x-1 . ex -1
L=lim=— d. L=lim———- e. L=lim— f.
Inx e’ +e b G ¢
X—>® X > o© x—>0
-X -2X X I
I 2-3e +e ) Iimﬁ . 3
L=lim 2 g. L=|ImX—2 h.L=""3 i. L=|jmx4+Inx
x—>0 2x X > oo ) G x—>0
 4-30% _™3X xS _ax . x>
j. L=lim 2 k. |_=I|m2— I. L=lim 2
4x x < —2x e’ +x" -2
x—>0 X2 X — ©
4x" +3x-6 4x ~ +6 . 2
m. L=lim L=l o. L=lim—
X = © 8x+2 3x ~ +2x X >0

- i 1 1
p. |_=|):TE)((1|I‘IX)||1(X'1)) r. L=lim 2(1-Vx)  3(1-¥x)

x—>1

10. Realizar la grafica de las siguientes funciones, hallando el dominio,
puntos de discontinuidad, corte con los ejes, puntos maximos y

minimos, y puntos de inflexién segun sea el caso.

a. y=12 - 12x + x> b y=—-—-6x C.

y=§x3 —4x2 1 6x+2
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d. y=2x3 -3x2 - 12x + 13 e. y=3x4 43 f. y=3\/x2 g. y=-
4-x-2
X 1 8x X+3
h. y=x5 + 6 i y=— j. y= k. y= . y=
x+1 x2 +4 x2 + 4 x2
X

y=—
\/x2 +7

3x2 Inx

_ 2x _ x2 _ _Inx
"V e Vs Ve YUK -

[ o 2
y=X 1-x2 s, y=3\/x—13w/(x+1)2 t.y=e X +8x-14 u. y=i

Inx

VX2 +1-1

v.y=2 +xInx w. y=2eX +eXx. y=3x + 5+ g y. y=In .

11. Para cada una de las siguiente funciones de costo promedio
obtenga el valor minimo del costo promedio minimo, y demuestre
que dicho costo promedio minimo, el costo marginal y el costo

promedio son iguales.

a. y=25-8x+x%b. y=2x+5+ % c. y=2+xInx d. y=2%%
=X

+e

e. y=3x+5+ g f. y=20 +2x2 + 4x% g. y=10 -4x3+3x* h. 6x+7 +
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12. Determine el comportamiento de las funciones de costo promedio
y marginal (crecientes o decrecientes) para cada una de las

siguientes funciones del costo total.
a. y= Vx+25,0<x<10 b. y=9x + 5xe 2
13. La empresa ABC Fabrica correas y carteras de cuero de babo y

tienen una funcién de costo total igual a y=2x3 —3x% - 2x, donde y

representa el costo total, y x, la cantidad producida.
¢ Qué ecuacion representa la funcién costo marginal? ¢Cual es la
ecuacién de la funciéon costo promedio? ¢ En qué punto este costo
promedio alcanza su valor minimo?
¢Es el anterior un conjunto de ecuaciones que podria esperarse
encontrar realmente en la practica? ¢Por qué?
14. La funcién ingreso total de la empresa Alirio Pérez S.A. se

expresa mediante la ecuacion I(x)=24x — 3x%, en la que | es el

ingreso y x es la cantidad vendida.

a. ;Cual es el ingreso maximo que la compaiia puede esperar
suponiendo que la ecuacioén anterior sea cierta?

b. ;¢ Qué ecuacién representa la funcién ingreso promedio para esta
compainia?

c. ¢Cudl es la ecuaciéon correspondiente a la funcién ingreso
marginal de esta compaiia?

d. En el mismo sistema de coordenadas, grafique las funciones

ingreso total, ingreso promedio e ingreso marginal
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La compaiia Gaban S.A. fabrica gabinetes para aparatos de

television, y el costo total de producir cierto modelo esta

2

representado por la ecuacion y=4x - x° + 2x3, en donde y

representa el costo total y x representa la cantidad producida (su
valor numérico son millares de unidades). El departamento de
ventas ha indicado que la produccién x debe estar entre 2 y 6.
¢En que cantidad es minimo el costo marginal? Explique su
respuesta y grafique el costo marginal.
Si la formula general para la funcion costo total es:
f(x)=ax® + bx? + cx + d.

a. ¢Cual es la ecuacion correspondiente al costo marginal?

b. ¢Qué ecuacion es el costo promedio?
Dividir un numero positivo a en dos sumandos, de tal forma, que
su producto sea el mayor posible
Hallar la altura del cilindro de volumen maximo que puede
inscribirse en un cono circular recto dado.
Se desea construir una valla alrededor de un campo rectangular,
y dividirlo en dos parcelas por otra valla paralela a uno de los
lados. Si el area del campo es dada, hallar la razén de los lados
para que la longitud total de las vallas sea la minima
Una planta productora de acero puede producir por dia x
toneladas de acero de segunda clase, e y toneladas de diarias de

. . 40-5x . . .
primera clase, siendo y=T. Si el precio corriente de acero
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de segunda clase es la mitad del de primera, demostrar que el
maximo beneficio se obtiene produciendo alrededor de 5.5

toneladas diarias de acero de segunda clase.
Dado un punto del eje de la parabola y2=2px a una distancia a del

vértice. Calcular la abscisa del punto de la curva mas cercano al
punto dado.

Se desea construir una pista de carrera de 400 mts. de perimetro.
La pista debe estar formada por un rectangulo con dos
semicirculos localizados en dos lados opuestos del rectangulo.
¢Cuales deben ser las dimensiones del rectangulo si se quiere
que el area de este sea maximo?

Una isla se encuentra a 800 metros de una playa recta. En la playa
a 2.000 metros de distancia de un punto A que esta frente a la
isla, funciona una planta eléctrica. Para dotar de luz a la isla, se
tiende un cable desde la planta hasta un punto B de la playa y de
alli hasta la isla. El costo del tendido del cable en tierra es de $
300 por metro, y en el agua es de $ 500 por metro. {Dénde debe
estar localizado el punto B para que el costo del tendido sea
minimo?

Un productor de tomate quiere cosechar su producto tan pronto
comience el periodo de lluvias, para obtener el mejor precio. Si él
cosecha el primer dia de abril, puede recorrer 200 guacales de

tomates, que los vende al precio de 9 $. el guacal. Si él espera, su
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cosecha en 10 guacales por cada semana que pasa, pero el
precio baja a razén de 3 $. el guacal por semana. ;Cuantas
semanas debe esperar para obtener el maximo ingreso?

Una compaiia necesita potes cilindricos de aluminio para evasor
sus productos. Cada pote debe tener 128 nmcm® de volumen. Si

quiere usar la menor cantidad de aluminio posible (para bajar el
costo) ¢ Cual debe ser el radio r y la altura del pote?

Una fabrica de licuadoras, cuando produce a lo mas 100 aparatos
por semana, obtiene una utilidad de Bs. 20.000 por unidad, pero
esta utilidad decrece a razén de Bs. 200 por cada aparato que
excede los 10.000. ;Cuantas licuadoras debe producir
semanalmente la fabrica para que su utilidad sea maxima?

La siguiente generalizacion se hace con frecuencia para las
relaciones existentes entre las funciones de ingreso total (/T),

ingreso promedio (/P), e ingreso marginal (/M):

Cuando IM=0, IT esta en su punto maximo
Cuando IM>IP, IP es creciente

Cuando IM<IP, IP es decreciente

Cuando IM=IP, IP no varia

llustre lo anterior con un ejemplo que este a su alcance

Investigue las relaciones analogas para las funciones costo total

(CT), costo promedio (CP), y costo marginal (CM).
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Para cada una de las siguientes funciones de demanda, a)
determine la elasticidad---arco, en el punto especificado; b)
obtenga la elasticidad---arco en el punto correspondiente al
cambio especificado en el precio o en la cantidad demandada;
c) determine la elasticidad---punto en los dos puntos; d) evalle la

elasticidad---arco con base en los valores medios de cantidad y

. dy dx . .
precios, y e) demuestre que dx yd— son reciprocas entre si.
X y

x=60 — 2y2; x=10, y=5; el precio disminuye en 8%

X + 2y=15; x=7, y=4; el precio aumenta en 5%

x=25 — 5y2; x=5, y=2; el precio crece 5%

x=10 - 2y2; x=5, y=1; el precio crece 10%

Y=(x — 10)2; ;0x<10; x=8, y=4; la cantidad demandada disminuye
5%

x=19 — 4y2; x=3, y=2; el precio disminuye en 5%
x=36 — 4y2; x=20, y=2; el precio aumenta en 5%

y=(4 - 4)2; x=1, y=9; la cantidad demandada aumenta 30%

La demanda de un bien en particular esta dada por la expresioén

y=+12 - x para 0<x<£12, en donde x es la cantidad demandada e y
es el precio por unidad. Determinar el precio y la cantidad para

los cuales el ingreso total es maximo. Demostrar en el caso de
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esta funcion de demanda, que se cumple la relacién entre el
ingreso marginal y la elasticidad de demanda.
La demanda para un determinado bien esta dada por la expresién

1
- =X

y=15e 3 para 0<x<8, en donde x representa la cantidad
demandada e y el precio por unidad. Determinar el precio y la
cantidad para los cuales el ingreso total es maximo. Demostrar
que relacion entre el ingreso marginal y la elasticidad de
demanda se satisface para esta funcién de demanda.

Cuando los ingresos de una cierta persona eran de 426.000 Bs. al
mes compraba 20 litros de leche en dicho lapso. Cuando su
percepcion monetaria aumento a 497.000 Bs. pudo comprar 24
litros de leche mensualmente. Suponiendo que no hubo cambio
en el precio de la leche o algun otro factor relevante, ;Cual la
elasticidad de la demanda de leche con respecto a los ingresos
de dicha persona?

¢Cual es la relacion entre la pendiente (positiva negativa) de la
curva del costo promedio y la elasticidad del costo total, respecto
a la cantidad producida.

Parea cada una de las funciones de demanda siguientes

demuestre que la relacion entre el ingreso marginal y la
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elasticidad de la demanda esta dada por la ecuacion:

dl_ |, 1
ax V| Ex
Ey

y=550 — 3x — 6x2 b. y= 2530 c.y=17 - 6x d. y=86 — 25x e. y=100 —
X

6x2
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CAPITULO VI

DEFINICIONES Y PROPIEDADES Y TABLAS SOBRE
INTEGRALES INDEFINIDAS DE FUNCIONES DE UNA

VARIABLE REAL
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En este capitulo se estudiara: Integral Indefinida, Propiedades de
las Integrales Indefinidas, Tabla de Integracién, Integracion por

Fracciones Parciales, Ejercicios Resuelto, Ejercicios Propuestos.
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El signo integral proviene de la forma de una s alargada j, que se

empleo originalmente para indicar la suma, la integral tiene dos
interpretaciones distintas:

1. Como procedimiento inverso de la derivada (antiderivada), esto es,
si una funcién es derivada y luego se integra la funcién obtenida, el
resultado es la funcién original, siempre y cuando se especifique en
alguna forma la constante de integracion; de otra manera el resultado
puede diferir de la funcion original en una constante. La integracién se
considera la operacién de obtener una funcién cuando se conoce su
derivada (o tasa de cambio), y en este caso cuando la integral se
interpreta como la antiderivada recibe el nombre de integral indefinida.
2. La integral como el proceso de encontrar el valor limite de una
suma de términos cuando el numero de estos crece indefinidamente
(n > «) y el valor numérico de cada término se aproxima a cero. En este
caso cuando la integracion se interpreta como la determinacién del area

bajo la curva recibe el nombre de integral definida.

INTEGRACION INDEFINIDA

Definicion 1: Si f(x) es una integral con respecto a x de la funcién

f(x), la relacion entre ellas se expresa de la siguiente manera:

'[f(x)dx=F(x) + C, en la cual el primer miembro se lee “integral de f con

respecto a x”. El simbolo I es el signo integral; f(x) es el integrando,
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F(x) es una integral particular, C es la constante de integracion, y F(x) +
C es la integral indefinida.

Puede demostrarse que dos funciones que tienen una misma
derivada difieren a lo sumo en una constate; esto es, si F(x) es una
integral de f(x), todas las integrales de f(x) estan incluidas en el
conjunto F(x) + C, donde C es una constante cualquiera en muchas
aplicaciones del Calculo Integral, cierta informacion dada en el
problema, que suela Illamarse condiciones iniciales, determina
inequivocamente la constante de integracion.

Geométricamente, y=F(x) + C representa una familia de lineas,
cada una de las cuales puede obtenerse desplazando la grafica de
y=F(x) (que corresponde a C=0), una distancia vertical igual a C. Las
lineas representadas por y=F(x) + C son paralelas entre si en el sentido
de que la pendiente da la tangente a cualquiera de ellas en el punto de
las abscisas x, es f(x). Asi esta familia de lineas tiene la propiedad de
que, dado cierto punto (xo,yo0), hay solamente una de ellas que pasa por
ese punto particular. Para que la linea en cuestion pase por dicho
punto, debe ser satisfecha su ecuacion por las coordenadas del punto.
Esto especifica univocamente el valor de C, pues entonces C=yo — F(xo).

Habiendo sido C determinada en esta forma, se obtiene una
funcién definida que expresa a y en funciéon de x; es decir, la constante
de integracion se determina concluyentemente al especificar un punto

por el cual pase la linea o grafica que represente a la integral. Tal
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especificacion se conoce como condicién inicial, debido a que la
evolucion de la constante de integraciéon se hizo primeramente con
referencia a problemas fisicos de mecanica, en los cuales se
especifican velocidades o posiciones iniciales de cuerpos en
movimiento; puesto que en tales casos el punto mas probable a
especificar es el origen o una integracion en un eje. La condicion inicial
se denomina también condicién de frontera.

PROPIEDADES DE LA INTEGRAL INDEFINIDA

1.  Si P’ (x)=f(x) = F(x)= j f(x)dx+C

2. Sil=jdx=I=x+C

3. Sil= j|_A1f(x)i Azg(x)jdx =1=A [f(x)dx£ A, [g(x)dx +C

4. Sil=[f(x)dxy x = p(t) = dx = @' (t)dt sustituyendo esta expresionenl,
tenemos: |=[f[p(t)}p' (t)dt + C, (integracién por sustitucion)

5.  Sil=[f(x)dg(x)]= 1= f(x)g(x)- [g(x)d[f(x)]+ C, (integracion por parte)

TABLA DE INTEGRACION

n+1

t
a(n+1)

+C, sinz-1

1
- n
1. |=ajt dt =<

1 Lnt+C, , sin=-1
\a
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Deduccién: Aplicando la propiedad N° 4, hacemos t=ax + b,

entonces dt=adx = dx=1dt, con lo que | se transforma en
a

n
I=1It dt, ahora aplicamos la propiedad N° 5, llamanos: f(t)=t" =
a

d(f(t))=nt"dt; y d(g(t))=dt = g(t)=t = Ig(t)dt =t+C por la propiedad

N° 2, sustituyendo en la propiedad N° 5, tenemos: I=t"t - njtt"_1dt =

1( n+1 n 1 n+1 ¢+
I=—|t - njt dt = I(n+1)=—t = l=—)
a a a(n+1)
n+1
1,0 t .
entoncesI:—Jt dt= I= +C, para todo nz1, si n=-1,
a a(n+1)

entonces,lzlj% aplicando la propiedad N° 4, t=e* = dt=e?dz,
a

. 1. e*dz 1 z
sustituyendo tenemos, I=—| S = I=—|dz = I=z, como t=e“ = Int=z
a ¢ a
1 1 dt .
= |=—Int, por lo tanto, | = — | — = I1=Lnt + C, es decir,
a a
" tn+1
+C, sinz-1
a(n+1

n
|=1jt dt:><
a

\ 1 Lnt+C, , sin=-1
a

Volviendo el cambio t=ax + b, se tiene que:

n+1
(1 (ax+b)
a

n+1

+ C si n#1

n <
I=I(ax+b) dx =

1Ln(ax+b) + C si n=-1
. a



382

abx+c

bLna

+C

2. I:Iabx+°dx:>l=
Deduccién: Aplicando la propiedad N° 4, hacemos t=bx + c,

entonces dt=bdx = dx=%dt, con lo que | se transforma en I=% J'atdt,

aplicando otra vez la propiedad N° 4, z=k! = dt=klInkdt = k! dt= b?z ,
na
sustituyendo nos queda, |I= 1 jdz, por la propiedad N° 2 tenemos

bLna

+ C Volviendo

que I=z = |=

at, por lo tanto, I-%jatdtzlz

bLna bLna

el cambio t=bx +c, se tiene que:

b abx+c
I=[a™ Cdx=1= +C
bLnk
ax+b
3. I:J'eax+bdx:>lz +C
a

Deduccién: Aplicando la propiedad N° 4, hacemos t=ax + b,

entonces dt=adx = dx=1dt, con lo que | se transforma en I=1 J'etdt,
a a

aplicando otra vez la propiedad N° 4, z=e! = dt=eldt = et dt-d—z,
a
sustituyendo nos queda, | = 1Idz, por la propiedad N° 2 tenemos que
a

t
I=z = | = 1et, por lo tanto, =1 jetdt —1-%_ . ¢, volviendo el cambio
a a a

t=ax + b, se tiene que:
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ax+b

+C

I=Ieax+bdx:>l=
a

4. I=_[In(ax+b)dx:>|=1(ax+b)[|n(ax+b)-1]+C
a
Aplicando la propiedad N° 4, hacemos t=ax + b, entonces dt=adx =

dx=1dt, con lo que | se transforma en Izl_[lntdt, ahora aplicamos la
a a

propiedad N° 5, llamanos: f(t)=Int = d[f(t)]=d—: y dlg(t)]=dt = g(t)=t =
a

'[g(t)dt =t+C por lapropiedad N° 2, sustituyendo en la propiedad N° 5,

tenemos: I=1(Int—j%dt) = I=1t(lnt-1), Volviendo el cambio t=ax + b,
a a
se tiene que: |= jln(ax +b)dx = 1= 1(ax +b)[In(ax +b)-1]+C
a

5. I=_[sen(ax +b)dx = 1= -1cosx +C
a
Deduccién: Aplicando la propiedad N° 4, hacemos t=ax + b,
entonces dt=adx = dx=1dt, con lo que | se transforma en | = 1_[sentdt,
a a

dz

aplicando otra vez la propiedad N° 4, z=sent = dz=costdt = dt= ¢’
cos

por el teorema de Pitagoras tenemos que:
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cost= 1—z2 = dt= z , sustituyendo nos | lltaquelzlj' 2dz ,
1-22 a” y1-22

aplicando de nuevo la propiedad N° 4, u=1 - 22 = du=-2zdz =

1 du
2a’ Ju
u% 1 1
N

1
I:—iju Adu:ﬂ:-1 I=-—u/2, volviendo el cambio:
2a 2a 1 a

2

2 2
I=-V1-z~ = I=V1-sen t = I=-cost, por lo tanto:

I=1 jsentdt:l =-cost + C, Volviendo el cambio t=ax + b, se tiene que:
a

zdz=—d2u, sustituyendo, I=- =

I=_[sen(ax +b)dx=1= -1cos(ax +b) +C
a

6. I=_[cos(ax+b)dx:>|=1sen(ax+b)+C
a
Deduccidén: Aplicando la propiedad N° 4, hacemos t=ax + b,

entonces dt=adx = dx=1dt, con lo que | se transforma en
a
Izljcostdt, aplicando otra vez la propiedad N° 4, z=cost = dz=-
a

sentdt = dt=— dz , por el teorema de Pitagoras tenemos que:

sent

1-22
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sent= 1—z2 = dt=- dzz, sustituyendo nos resulta que

1-z

1_zdz , aplicando de nuevo la propiedad N° 4, u=1 -2 =

= ——
a’\1-2z2

du 1 (du
du=2zdz = zdz=—, sustituyendo,|l=—|—
2 y 2aI Ju

1
» % 1
I:i_[u Adu:ﬂ:iu—:lzlué, volviendo el cambio:
2a 2a 1 a

2
2 2
I=-V1-z~ =1=V1-c0S z = I=sent, por lo tanto:

=1Jcostdtz>lzlsent+c, Volviendo el cambio t=ax +b, se tiene
a a

que: I=Icos(ax +b)dx =1 = 1sen(ax +b)+C
a
1 1
7. I=_[tg(ax +b)dx = 1=-—Ln(cos(ax +b) + C=1=—Lnsec(ax +b)
a a

sen(ax +b)

Deduccidén: I=[tg(ax+b)dx=1=]
cos(ax +b)

dx, Por propiedad

N° 4, t=cos(ax + b) = dt=-1sen(ax + b)dx, sustituyendo tenemos: por
a

(1) que I:1 %:I:—ant, volviendo el cambio tenemos que: I=-
a a

1 1

—Incos(ax + b) = I= —Insec(ax + b), por lo tanto:

a a

I='|'tg(ax +b)dx = 1= -1Ln(cos(ax +b)+C=1= 1Lnsec(ax +b)
a a

8. I=jctg(ax +b)dx=1= 1Ln(senx)+ C
a
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cos(ax +b)

Deduccion: I=[ctg(ax +b)dx=1=]
sen(ax+b)

dx, Por propiedad
N° 4, t=sen(ax + b) = dt=1cos(ax + b)dx, sustituyendo tenemos: por (1)
a
1,dt 1 . .
que |I=—|—=I1=—Lnt, volviendo el cambio tenemos que:
a a

I=1In(sen(ax + b)), por lo tanto: I=Ictg(ax +b)dx = 1= 1Ln(senx)+ C
a a

9. I=J.sec(ax +b)dx=1= 1Ln[sec(ax+b) +tg(ax +b)]+C
a
Deduccidén: Aplicando la propiedad N° 4, hacemos t=ax + b,

entonces dt=adx = dx=1dt, con lo que | se transforma en
a

=1Isectdt, aplicando las identidades trigonométrica se tiene que:
a

|=J‘ dt , aplicando la propiedad N° 4, 2= tgl N
cost 5

t -1 -1 2dz -
—=tg-lz=x=2tg"1z =dt=—""", por el teorema de Pitagoras
2 1+ 22

tenemos:

t z t 1
V1+ 22 sen— = y cos— =
z 2 \/1+z2 \/1+22
t t 1-2z2
cost=cos2 - —sen? - =%
1 2 2 1422

Sustituyendo en | tenemos que:
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I:E dz :I:EI dz :I:EId—z, por el método
a 2, (1-22) a’1-2z2 a’(1-z)(1+2)
(1+z#4)
1+ z2
. . dz dz
de las fracciones parciales tenemos: I=2[A —+A —} =
1-z 1+ 2z
im_1_ -1 im 1 -1
I=2[A1In(1—z)+A2In(1+z)J, donde A1=lIM—— =2 y Ap=lim — =—2 -
z->1 z—> -1
I=-Ln(1-2z)+Ln(1+2) = I=Ln(:+zJ, volviendo el cambio nos resulta:
-z
¢ 1 sen%
+
1+t9§ cos% cos%+sen%
I=Ln t = I:Ln—t = I=Ln t t =
1_th 1_senA cosé—sené
cos%

ILn{(cos%+sen%)2] = I-Ln cosz%+25en%cos%+sen2%

2t/ _ 2t
cos 2 sen A cost

= 1=Lnf1tsent = l=Ln[ 1+ 3#M) . Lnjsect+tgt],
cost cost cost
por lo tanto: I=1_[sectdtz>l:1Ln[sect+tgt]+c, volviendo el
a a
cambio t=ax + b, se tiene que:

I=Isec(ax +b)dx = 1= 1Ln[sec(ax +b) +tg(ax +b)]+C
a

10. I= Icsc(ax +bh)dx=1= 1Ln[csc(ax +b) - ctg(ax +b)]+C
a

Deduccién: se deduce de manera semejante a I=Isec(ax+b)dx
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11. I=Isec2(ax+b)x:>l=1tg(ax+b)+C
a
Deduccién: Aplicando la propiedad N° 4, hacemos t=ax + b,

entonces dt=adx = dx=1dt, con lo que | se transforma en
a

1 . . .
I=1= —Isecztdt, aplicando las propiedades de los numeros se ales se
a

tiene que Izlfsecztdt = Izifsectsectdt, aplicando la propiedad
a a

N° 4, tenemos: z=sect = dz=tgtsectdt = sectdt—(:ii, como
g

tgt=Vsec2t-1 = sectdt=d—z, sustituyendo, I:1.|' 2dz , aplicando
Vvz2 -1 a” \z2 -1
nuevamente la propiedad N° 4, tenemos:
u=z2 - 1 = du=2zdzt = zdz=d—u, sustituyendo I:ifd—u
2 2a’ Ju
1
1 % 1 uA
=l=—1|u du = I=——:>I=\/G, volviendo los cambio nos
2a 2a y
2
resulta: 1=vz2 -1=1=+sec2t-1=1=tgt, por lo tanto:

I=J'sec2tdt:>I=tgt+C, volviendo el cambio t=ax + b, se tiene que:
2 1
I= [sec”(ax+b)x=1=—tg(ax+b)+C
a
12. I=Icsc2(ax+b)dx:>l=-1ctg(ax+b)+C
a

Deduccién: Se resuelve de manera semejante a | = J'sec2 (ax +b)x
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Para deducir las integrales (13-21) utilizaremos las siguientes

identidades trigonométricas:

2 2

sen“x + cos 2

2 2 2

x=1 = sen“x=1 - cos“xXx = cos“x=1 - sen“x

2

secx — tgzx=1 = sec2x=1 + — tgzx = tgzx= sec?

x — 1, para a? - x2 se

2 2

+ X

hace el cambio x=asent, para a se hace el cambio x=atgt y para

para x? - a2 se hace el cambio x=asect
dx 1 a+x
13. I=[———=1-_—Ln +C
al. x2 2a a-x

Deduccién: jd—x, aplicando la propiedad N° 4, x=atgt =
a“ +x

dx=asec2tdt, sustituyendo tenemos:

sec2tdt 1 sec?t
|—af SeCHdt 1
a2 + a2tg2t a’ sec?t

dt = Izlj‘dt = Izlt, como x=atgt
a a

= tgt=5 = t= tg—15 = I=1tg‘1£, por lo tanto:
a a a a

I=I%:>I=ltg-1i+c
a‘ + x a a
14. |=jd—x:|=iLna+x+c
al. x2 2a a-x

Deducciéon: Aplicando la propiedad N° 4, x=asent = x=acostdt =

I:a_[ costdt 1J~ dt

=>I=—
cost

=l= 1_[sectdt =1= 1Ln\secx+ tgx|
aZ(1- sen?t) a a a
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a? —x2
1
I—1Lnai :>I—an (a+x)? A =
a |Ja2_x2 a a2 —x2
2
1= a1 3 X por o tanto:
2a |(a—-x)(a+x) 2a |a-x
I=I dx :>I=1Lna+x+C
2 2 2a a-x
a -x
15. 1= jd—x:u:iLna'x +C
x2 . g2 2a a-+x
Deduccién: Aplicando la propiedad N°4, x=asect =
dx=atgtsectdt, sustituyendo en | se tiene que
1 tgtsect . . . . feus .
I=—j ey dt, aplicando las identidades trigonométricas se obtiene
a g

que I=1jcsctdt, por tabla de integracion (10) se tiene que I=1In|csct -
a a

ctgt|, como sect=£, por el teorema de Pitagoras se tiene que:
a

/x2 _a2

y csct=

a X
cgt= ——— S
t 9 Lz.a2 /x2 - a2

X—a

1
Sustituyendo en |, I=—In———|, por las propiedades de los
y a C a2 P prop

1
_a)2 |2 _ i}
nimeros reales: I=1in| X =3 2 _ | 1,,(x=a)x-a)
a |Jx2-a2 2a |(x-a)(x+a)
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—a , por lo tanto, | = Id—x:I:ana-x
X+a x2 . a2 22 a+x

+C

16. I = Iﬁ:l:Ln(x+\/x2+ a2)+C

Deduccidén: Aplicando la propiedad N°4, x=atgt = dx=asec2tdt,

2
sec tt dt, aplicando las identidades

sustituyendo en | se tiene quel :I

propiedades de los numeros reales se tiene quel :Isectdt, por tabla

de integracion (9) se tiene que: I=In|sect + tgt|, como tgt=£, por el
a

teorema de Pitagoras se tiene que:

X ++/x2 + a2

a

:>I:Ln(x+\/x2+ a2)+C

Sustituyendo en | tenemos: I=In - Ina

= I=In‘x+\/x2 +a2

por lo tanto: | =

.[ dx
VX2 +32

17. I=I%:I:In‘x+\/x2—a2‘+c

Deduccién: Aplicando la propiedad N°4, x=asect = dx=atgtsectdt,

sec?t
sect

sustituyendo en | se tiene que I=.|‘ dt, aplicando las propiedades

de los numeros reales se tiene que: I=jsectdt, por tabla de
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integracion (9) se tiene que: I=In|sect + tgt|, como tgt=£, por el teorema
a

de Pitagoras se tiene que:

X
Jx2
x2 - a2 t tgt=——— x2 +a2 y sect=5
a
a

X ++/x2 —a?

a

Sustituyendo en | tenemos: I=In - Ina

= I=In‘x+\/x2 —a2

por lo tanto:

I=J.%:>I=In‘x+\/x2— a2‘+C

J'\/7:>I_sen' —+C

Deduccién; Aplicando la propiedad N°4, x=asent = dx=acostdt,

cost

sustituyendo en | se tiene quel :j :
cos

dt > I=_|'dt, por la propiedad

. . . X .
N° 1 se tiene que I=t, volviendo el cambio x=asent = sent=— = t=sen
a

1X

—, por lo tanto, | = :>I—sen' —+C
a

19. I=_[\/x2 + a2dx :>I=§\/x2— a2 + Ln(x++vVx2 + a2) + C

Deduccidén: Aplicando la propiedad N°4, x=atgt — dx=asec2tdt,

sustituyendo en | se tiene que I=a2Isectsec2tdt, aplicando la propiedad

N° 5 donde f(t)=sect = d[f(t)]=tgtsectdt y d[g(t)]=sec2tdt, tenemos por
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tabla de integracion (11) que g(t)=tgt, sustituyendo en | tenemos:

I=a2[tgtsect - thztsectdt], aplicando las identidades trigonométricas se
tiene que I=a2[tgtsect - I(1-sec2t)sectdt] = I=a2[tgtsect -

Isec3tdt+fsectdt] = 2I= az[tgtsect + In|sect + tgt|], como tgt=£, por
a

el teorema de Pitagoras se tiene que:

\/x2 + a2
X Jx2 1 a2
a

t sect= y tgt= X
a

a

2
. X a
Sustituyendo en | tenemos: I=E Jx2i+a2 + 7In‘x+\/x2 +a2|, por lo

tanto, I=_[\/x2 + a2dx :>I=§\/x2 +a2 + Ln(x++vx2 + a2) + C

20. I='|.\/x2—a2dx :>I=§\/x2— a2 —Ln(x ++Vx2-a2) + C

Deduccién: Aplicando la propiedad N°4, x=asect = dx=atgtsectdt,

sustituyendo en | se tiene que I=a2'|'tgztsectdt, aplicando las
identidades trigonométricas se tiene que I=a2I(1-sec2t)sectdt =
I=a2[J'sec3tdt - J.sectdt], por la deduccion anterior se tuvo que

J.sec3tdt =tgtsect - I sec3tdt+'[sectdt, nos queda que:
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2I=a2[tgtsect + In|sect + tgt|]], como sect=£, por el teorema de
a

Pitagoras se tiene que:

Jx2 _a2
X Ix2 _ a2
— Y
a

t sect= tgt= X
a

a

2
Sustituyendo en | tenemos: I=§\/x2—a2 - a?ln‘xm/xz—az‘, por lo
tanto, I=J'\/x2 —a2dx :>I:§\/x2 - a2 -Ln(x++x2-a2) + C

2
21. I=I\/a2—x2dx :I=§ x2 - a2 +a7sen—1i +C
a

Deduccién: Aplicando la propiedad N°4, x=asent = dx=acostdt,

sustituyendo en | se tiene que I=a2jcos2tdt, aplicando las identidades
. e . a2 i
trigonométricas se tiene que I=7I(1-c032t)dt, aplicando las
. . .. . a2
propiedades (1 y 3) y la tabla de integracién (6), se tiene que I=7[t +

%senZt], como sent=5 =3 t=sen-15 y sen2t=2sentcost, donde
a a

X a2 X
cost=+a2 —x2, nos resulta que IZE x2 — a2 +7sen—1— +C, por lo
a

tanto:

2

X a X

I=_[\/a2—x2dx :I=E x2 - a2 +7sen—1— +C
a
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INTEGRACION POR FRACCIONES PARCIALES.

Definicidn 2: Por definicion, una funcién algebraica racional

puede expresarse como el cociente de dos polinomios. Teéricamente,
toda funcion racional tiene una integracion que puede expresarse en
términos de funciones elementales. Si una funcion integral no puede
ser integrada directamente, con frecuencia el método de fracciones
parciales es util para transformar la fracciéon racional en una suma de
funciones mas sencillas que pueden integrarse por medio de las
férmulas normales. El método de las fracciones parciales es adecuado
unicamente para fracciones propias, esto es, aquellas en la que el
polinomio del numerador es de menor grado que el polinomio del
denominador. Cualquier fraccion impropia, es decir, aquella en la cual el
grado del polinomio del numerador es igual o mayor que el grado del
polinomio del denominador, puede transformarse, por division, en la
suma de un polinomio (integrable facilmente) mas una funcién propia
(integrable por el medio de fracciones parciales). El método de
integracioén por fracciones parciales consta de los siguientes pasos:

1. La integral de la funciéon F(x) puede ser expresada como la razén
de dos polinomios f(x) y g(x). Considere que estos polinomios son de
grado m y n respectivamente y estan ordenados en orden descendentes

de la potencia de x, es decir,

a xM+a X F eevereennnnn +ax-a
m [o]

F(x)= 1
b x"+b x" T4, +b x+b
n n- 1 0
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En donde ap,ai,........ am, bo,b1........... bm son constantes reales.

El denominador g(x) puede factorizarse en factores de primer
orden y cuadraticos con coeficientes reales de la manera:

_ f(x)
(x—x1)(x—x2) .............. (x—xm)

F(x)

En donde X1, X2,.cccccvreuirrennnnnn. Xn son las n raices de la ecuacion

d(x)=0 y son llamadas ceros del polinomio g(x). F(x) puede ser entonces
expresado como una serie de fracciones, es decir,

A A A
F(x)= T +—2 4. +
X

- X X—X X—X
1 2 n

y se presentan varios casos

dependiendo de las caracteristicas del denominador.

Caso 1 Las raices x1, x2,.....Xn son distintas y el grado de g(x) es

menor que el grado de f(x).

Las A’s de la ecuaciéon anterior son constantes y llamadas los
residuos de F(x). Para determinar el valor de estos residuos, se aplica la
siguiente formula:

Lim(x - x )F(x
LM )P, Lim
1 2

A1 _Lim(x—x2)F(x); A _Lim(x—xn)F(x)

x> Xx N~y 5 x
n

3x+5 3x+5 A1 A2

Ejemplo: F(x)= = =
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3x+5 3x+5
_ i _ 3x+5
Agsbim— =1, pp=bim= - =2 = FE—
x—> -1 x — -3 X +4x+3
= F(x)= _ 3x+5 :>F(x)=i+ 2
(x+1)(x+3) x+1 x+3

Caso 2: Las raices son iquales y el grado de f(x) es menor que el

de g(x).

Si una raiz, por ejemplo x1, de g(x)=0 es de orden k y las otras raices

son simples con grado de f(x) menor que el grado de g(x), el desarrollo

de F(X) es:
Fog= 1) _ f(x)
g(x) (x—x1)r(x—x2) ..... (x-—x)
A A A A
F(x)= L 12 P () RSP | S
r r-1 2 x—x1
(x—x1) (x—x1) (x—x1)
A A A
2 , 3 4. .+
X+X, X+X, X+X
Los residuos A2, As3,.......... An, pueden ser encontrados en la
forma descrita anteriormente. Para evaluar a A11, A12, A13,.ccccceereeee. A1r,

se aplica la siguiente féormula:



_Lim(x-x_ )F(x) _d r .
Sxox, ; A1z—dx[(x—x1) F""L=X1'

A1

A13=1 d[(x_x1)r'1F(X)L R A1r=
2 dx2 =X1

dxdz[(x—x1)r'1F(x)L=x1

2 A A A
xX“ +1 A11 12 N 13 N 2

Ejemplo: F(x)= = +
x+1)3(x+2) (x+1)3 (x+1)2 (x+1) (x+2)

-4

_d | x2+1 =2x(x+2)—(x2+1)=
. (x+2)?

x2 41 2 4 5 5

F(x)= = - + -
x+1)3(x+2) (x+1)3 x+1)2 ((x+1) (x+2)

Caso 3: El grado de f(x) es iqual o mayor que el grado de g(x).

Si el grado de f(x) es igual o mayor que el grado de g(x), a la

funcién F(x) se le llama impropia y el desarrollo en fracciones parciales
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se obtiene primero dividiendo f(x) entre g(x) hasta que el remanente sea
de un grado menos que el grado de g(x). Dependiendo de si las raices
de g(x) sean simples o no, el desarrollo puede ser efectuado en la forma

descrita en los casos 1y 2.

3 2
Ejemplo: F(x)=x +2x +28x +29 = F(x)=x+2+22x—+5:>
X +7x+12 X +7x+12
F(x)=x+2+L:>
(x+3)(x +4)
A A
F(X)=x+2+ 1 4+ 2
(x+3) (x+4)
2x +5
—Lim =-1
A1= x+4
X —> -3
2x+5
—Lim =3
A2= xX+3
X > -4
: 9 2 28x +29 1 4
F(x)=x FOX FEOXH = F(x)=x+2- +
2 (x+3) (x+4)
X +7x+12

Caso 4 EI denominador q(x) contiene factores cuadraticos

irreducibles:
Fog= 00 e :

g(x) (x +bnx+bn_1)(x +bn_2x+bn_3) ........ (x +b1x+b0)
F(x)= Apx+By + Ax+By F eerrrnnnn e AnX+B, .4

+
(x2 +b1x+b0) (x2 +b2x+b3) (x2 +b x+b_ )
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2_ 2 _
Ejemplo: Flx)=— X2 =3 = Fx)=— X2 =3
x3 —-2x2 +x-2 (x —2)(x2 +1)
A A A
F(x)= 12 + 2);+ 1 3 | quitando denominadores por medio del método
X — X2 +

de los coeficientes indeterminados tenemos: x? — 3=A1(x? + 1) + (A2x +

. X2-3 1

As)(x — 2), para obtener A1 aplicamos limite: A1=|'mm=§ N
X —> 2

A1=%, derivando ambos miembro de la ecuacién: x* -

3=A1(x% + 1) + (A2x + A3)(x — 2) tenemos: 2x=2xA1 + Az(x — 2) + Axx +

A3 0 2x=2A1x + 2A2x - 2A2 + A3 (1) Si x=0, se resulta que: 0=-2A2 + A3,

derivando (1) Obtenemos: 2=2A1 + 2A2=, como A1=% =

2 4
Z‘EZZAZ = A, i sustituyendo el valor de Az en 0=-2A2 + A3,

1 4 8

x2-3 _ 5 5 5
TX3-2x2+x-2 x-2 x2+1

obtenemos que: A3=g, .

Veamos un ultimo ejemplo donde apliquemos todos los casos
antes visto en el cual el lector completara los pasos intermedios:

2x7 +5x6 +13x5 + 20x4 +21x3 +16x2 + 7x + 4
(x2 +x+1)2(x2 +2x +2)(x -1)2

F(x)=



401

=A1X+A2+ A3X+A4 + A5X+A6 " A7 + A8

F(x ,
x) x2+x+1 (x2+x+1)2 x2+2x+2 x-1 (x-1)2

quitando

denominadores y resolviendo respeto a A1, A2, A3, A4, As, As, A7 y As,
resulta: A1=0, A2,=0, A3=0, As4=1, As=1, Ae=3, A7=1y Ag=2, por lo tanto,

2x7 +5x6 +13x5 +20x4 +21x3 +16x2 +7x + 4 _
(x2 +x +1)2(x2 +2x +2)(x -1)2

1 N x+3 N 1 N 2
(x2+x+1)2 x2+2x+2 x-1 (x-1)2

EJERCICIOS RESUELTOS

Resolver las siguientes integrales indefinidas, aplicando para ello

las propiedades de los numeros reales y las tablas de integracion.

1. |=j%

Solucién: colocando el radical en forma de potencia y cambiandolo

1
de miembro se obtiene que I=_|'x_2dx, por la tabla de integraciéon se

1
2
tiene que: I=XT =I1=2yx +C

2

2
2. 1= X dx
X2 +2

Solucioén: aplicando la propiedad del elemento neutro de la suma

X2 +(2-2)
X2 +2

simple o adicién se tiene que: I:j dx = I='|'(1— 2 Zjdx, por

X2 +
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la propiedad N° 2, se tiene que: I=I‘dx -2.|' dx2, por las tablas

X2 +
2 X V2
de integracion tenemos: I=x - tg-1-—— = I=x-/2tg- 1 =x +C
g 2 g 2 g 2
34 1w
3. I=J.ﬂdx
X
Solucion: haciendo el cambio de variable u=1 + Lnx = du-d—x,
X

1
sustituyendo en |, tenemos que: I=ﬁ’/ﬁdu = I=Iu3du, por la tabla de

3

integracion se tiene que: I= = I-§4\/u4 volviendo el cambio a x nos

?
4

resulta: I=§41/u(1+Lnx)4 +C

I_‘[etg—1x+xln(1+x2)+1
1+ x2

Solucién: aplicando la propiedad N° 2 de las integrales obtenemos:

4, I=
J-x'\/x2
.. . . . 1 du
Solucion: haciendo el cambio de variable: x=— = dx=- 5’
u u

d—u |_-J‘ du = |=-
1 V1-2u2

uz — ——2
u\u2

1
—jd—u, por la tabla de integracion se tiene que:

ﬁ\/ﬁ

sustituyendo en |, tenemos que: I=-I
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1 1 . . .
I=- sen-lu = I=-sen’'u, volviendo el cambio a x nos resulta:

_r dx
> I_Jex +1

Solucion: haciendo el cambio de variable: x=-Lhu = Lnu=-x =

u=e™ = du=eXdx = dx=d—u = dx=d—u, sustituyendo en |, tenemos que:
e-x u

|=I du , aplicando fracciones parciales tenemos: |=A1I°|_u +
u(u+1) J

.1 :
Az —du1 , donde A= = Ar=1y A= Az=1, sustituyendo en
u-+ x—>0 x—->1

I, tenemos que: I=jd—u + J.d—u1, por la tabla de integracion se tiene
u u+

que: I=Lnu + Ln(u + 1), aplicando las propiedades de los logaritmos
tenemos que I=Lnu(u + 1), volviendo el cambio a x nos resulta:
I=Lne™(e™+1)+C

2x
6. I=] ~®  dx

veX +1

e*dx, haciendo el cambio de variable:

ex
Solucion: |=J.—
veX +1
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- 1 -1
u=e* +1 = e*=u-1 = du=e*dx = I=IUT1du = I=_[(u/'Z ~u /Z)du =
u

3 1 1
I=§u/2 —2u/2 = I=§u/2(u-3) = I=§u\/ex +1(e*-2) +C

7. I={— X dx

J.1+\/x2+1

Solucion: haciendo el cambio el variable u=x2 + 1 = du=2xdx =

xdx—d—u I= 1

2 ‘[1+\/_

haciendo el cambio de variable: u=t2 = du=2tdt

st -at = 1= gt 5 1= [1- - lt= I=t- Ln 1 + t], volviendo
t+1 t+1 t+1

el cambio de t a u y de u a x, se tiene que I=Ju - Ln‘1+\/a‘:>

I=Vx2 +1- Luyx2 +1+1 +C
8. I=
J‘x2\/4 - X2
.. . . . 1 du
Soluciéon: haciendo el cambio de variable: x=— = dx=- 5’
u u
sustituyendo en |, tenemos que: I=-Id—u = I=- _du = I=-
1 1 4u2 -1
uz— [4- —
u u2
1 ud
— haciendo el cambio de variable t=u2 - = dt=2udu =

dt 1. dt 1.1
udu=—, sustituyendo en | tenemos que I=-— | = = I=-—|t 2dt, por la
2 Y a 4I Jt 4I P
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tabla de integracién se tiene que: I=-

1\/4-x2 +C

4x

9. I= [x2dx
Solucién: Solucién: aplicando la propiedad N° 5 de las integrales

—X
tenemos: u=x = du=dx y dv=2*dx = v=-i 2 sustituyendo en |
n

—X
tenemos: I=-x2 + LIZ—de, por la tabla de integracién se tiene
Ln2 Ln2

2-x 27X X
que I=-x - 7 = I= (xLn2 +1) +C

Ln2 (Ln2) Ln2

Lnx

10. I=|—dx

Vi

Soluciéon: aplicando la propiedad N° 5 de las integrales tenemos:

u=Lnx = du=3% y dv=9% o v=2x, sustituyendo en |

X X
Jx A
tenemos: 1=2v/x Lnx - 2j—dx — I=2/x Lnx - 2jx 2dx = I=2/x Lnx -
X

JX = I=V/x (2Inx=1) + C

dx

1. I=|———
-[x2+2x+5



406
Solucién: completando cuadrado en el denominador se tiene que

I=jd—x I=I dx , haciendo un cambio de variable

= - -
(x+1)2+5-1 (x+1)2+4

u=x + 1 = du=dx, sustituyendo en |, nos que I'|.2d—u4, por la tabla de
ué +

. .. 1 u . .
integraciéon nos resulta que I=Etg—15, volviendo el cambio a x,

_qux+1) +C

tenemos que I=%tg

12. 1= dx
x2 +(a+b)x +ab
Soluciéon: desarrollando el denominador se tiene que
I=I dx = I=j dx = I=_[—dx , aplicando
X2 +ax +bx + ab (x +b)x + (x +b) (x +a)(x +b)
. . _ dx dx
fracciones parciales, tenemos que I—A1'|' + Azj , donde:
X+a x+b
L. 1 1 L. 1 1
A= Imx+b = Ai=—— y A= Imx+a = A2=- , sustituyendo
b-a b-
X > -a x > -b
estos valores en |, se tiene que: I= 1 (J' dx_ | J' dx ), por las tablas
b-a 'x+a Xx+b
de integracion se tiene que I=b1 (Ln(x + a) — Ln(x — b)), por las
—a
. . 1 X+a
propiedades de los logaritmo nos queda que I= b Ln b +C

13 1=[ 2
- R
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Solucién: haciendo un cambio de variable, u=x -1, => x=u +1 >

du=dx, sustituyendo en |, tenemos que: I-Iudu realizando el

=

producto notable en el numerador y aplicando las propiedades de los

5 3 11
nuameros reales nos resulta que I=J.(u2 +3u2 +3u2 +u 2)du, resolviendo

7 5
u2 2

| por medio de las tablas de integracion se tiene que I_T + 3% +
2 2

w
N‘°°|Eﬂw
+

§ﬁ * grs + 2Jus +24u :u:m(;m * grs £ Ju +1),

volviendo el cambio a x, se tiene que:

I=2\/(x+1)(;\/(x+1)5 + %\/(x+1)3 + . /(x+1) +1)+C

14. |—j Vx

=| —dx
X+2

Solucién: haciendo el cambio de variable x=u2 = u=J/x =

2
dx=2udu, sustituyendo en |, se tiene que: I=ZI : 2du, aplicando la
ué +
propiedad del elemento neutro de la suma simple y la propiedad N° 2 de

por la tabla de integracién

2 tg'1\/_] = I=2[u - \/_tg'1ﬁ], volviendo el

7
J2x

cambio a la variable x, se tiene que: I=2[\/; - \/Etg'1T] +C

las integrales tenemos: I= Z[Jdu -

se tiene que I=2[u -
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1
15 |= \/;;dx
§/;+1
Solucién: haciendo el cambio de variable x=u® = u=%x =
5 . . (u3 +1)ud
dx=6u”du, sustituyendo en |, se tiene que I=6j2—1du =
u? +
ud +ud . s .
IGI 2 du, realizando la division, se tiene:
ué +1
8 5 _
u- +u = -—uw-ul+ui+u-1- u-1
u2 +1 u2 +1

I=6.[(u6—u4—u3+u2+u-1— u_. 1 jdu, por las tablas de
u2 +1 u? +1
integracion se tiene que:
7 u’ u4 ud uy2
I—6[u——u——u—+u—+u——u—1ln(u2 +1)+tg~1u], volviendo el cambio
7 5 4 3 2 2

a la variable x tenemos que:

6/.7 6/_5 3.2 3
|=p[ X _YX _YX +£+£—§/;—1In(§/;+1)+tg"1§/;]+c
7 5 4 3 2 2
2 _
16. I=J~ 2x< +41x - 91 dx

x3 —2x2 - 11x+12
Solucidén: factorizando el denominador, por el método de Ruffini,

1 -2 -11 12
1 1 -1 -12
1 -1 -12 0
-3 -3 12
1 -4 0

entonces se tiene que x° — 2x? — 11x + 2=(x — 4)(x — 1)(x + 3), luego | se

2 _
puede escribir como: I=J' 2x° + 41x - 91 dx, aplicando las fracciones

(x-4)(x=-1)(x+3)

parciales tenemos que I=

i 2x2 + 41x - 91
A= (x—-1)(x+3) = A1=5

X —>4
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im 2x2 +41x - 91
A2="" (x - 4)(x +3) = Ax=4

x—>1

im 2x2 +41x - 91
As=""" (x-4)(x-1) = As=T

X - -3

dx 4J~ dx

Sustituyendo estos valores en i, nos resulta: I=5J' 2 +
x-

x-1
7Id—x3, por medio de las tablas de integraciéon se obtiene: I=5Ln(x — 4)
X +

+ 4Ln(x — 1) -7Ln(x + 3), aplicando las propiedades de los logaritmos se

(x-4)5(x-1)4 +C
(x +3)7

tiene entonces que I=

= x4 -6x3 +12x2 + 6

x3 -6x2+12x -8

17. dx

Soluciéon: como la funcién racional no es propia dividiremos el
numerador entre le numerador para asi trabajar con funciones propias,

es decir,

x*-6x*+12x% + 6 |x3 -6x° + 12x - 8

X

x4+ 6x3 -12x% + 8x

8x+6

2(x+4)

x3 —-6x2 +12x -8

entonces, I=f{x+ de, por la propiedad N° 2 de las

2(x+4)

integrales indefinidas, tenemos que I=dex+ 2j
x3 —-6x2 +12x -8

dx,

donde I=l1 + I2, para I1=J'xdx, implica por medio de las tablas de
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. . x2 . -
integracién que I1=7, para l2 aplicamos Ruffini en el numerador para

factorizarlo

1 6 12 -8
2 2 -8 8
1 -4 4 0
2 2 -4
1 -2 0

entonces se tiene que x° — 6x? + 12x - 8=(x — 2)3, luego I2 se puede
‘4x°+3
(x-2)3

escribir como: Iz=2j dx, haciendo u n cambio de variable u=x — 2

= X=u + 2 = du=dx, sustituyendo en Iz, se tiene que I2=2J'4(L32)+3dx
u
= I2=2J'(4u-2 +11u-3 )du, por medio de las tablas de integraciéon se

obtiene: 12=2[-4u™! -11u?] = I2=-2[i+%], volviendo el cambio a x, se
u u

tiene que I2=-2[

1
+ 1, por lo tanto se tiene que:
X-2 (x-2)

2
=X gt 112]+c
2 X-2 (x-2)

dx

j- 5x2 1 6x +9

18. 1= x*-4x3-2x%2:12x+9
Solucioén: factorizando el denominador, por el método de Ruffini,

1| 4 -2 12 9
-1 -1 5 3 -9

1 | 5 3 o [o_
-1 -1 6 -9

1 -6 9 0
3 3 9

1|13 Ll
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Entonces, se tiene que x* — 4x3 — 2x% + 12x + 9=(x + 1)%(x — 3)?,

2
luego | se puede escribir como: |=I(5x1;2((ix +3$;2dx, aplicando las
X+ X -

fracciones parciales tenemos que:

I=A11 d—1 A1 j

dx
+ A22 | ———, donde:
X+ 22J‘(X -3)2

(x+ )2 X - 3

5x2 +6x+9

Lim=— """~ 1
A11= -2)2 A11=—
1 (X 3) = 11 2
X >=1
d(5x2+6x+9
A12=— T ag =
dx (x-3) x=—1
2 2
Aqp=| (10X +6)(x =3)2 ~2(x —3)(5x2 + 6x +9) o A=
(x-3)4 _ 16
Ime2+6x+9 9
A = 2 A =_
21 (x+1) = 21 2
X—>3
_d (5x2 +6x+9]
A22=— T
dx (x+1) X=3
2 2
Az _[ (10x +6)(x +1)* —2(x +1)(5x= + 6x +9) — A22=0
(X+1)4 x=3

Sustituyendo estos valores en |, nos resulta:

I—1 d_x + 5 J —j , por medio de las tablas de
27 x+1 (x+1)2
. . . 1 5 9 .
integracién se obtiene: I=—Ln(x+1) - ———— - —Ln(x - 3), aplicando
2 16(x +1) 2

las propiedades de los logaritmos se tiene:
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I=Ln /(x +1)(x-1)° - L+ C
16(x +1)

x3 -1
[———dx
19. |=° 4x3-Xx
Soluciéon: como la funcién racional no es propia dividiremos el

numerador entre le numerador para asi trabajar con funciones propias,

es decir,
x3 - 1 | 4x3 - x
1
4
X3+ 1y
4
1x -1
4
1 1x—1
Entonces, I=_[ LI x, por la propiedad N° 2 de las
4 4x3 —x
. . 1 1 x—4
integrales se tiene que I=—[.[dx +—_|' dx], donde
4 16 1 1
X(X_E)(XJrE)

1 . . .
=ﬁ[4l1 + I2], l1=x, para l2 aplicaremos las fracciones parciales:

tenemos: I=j x1_4 1 dx =A1jd—x +Azj dx1 +A3jd—x1,donde
X(x—=)(x+=) X X—— X+ —
2 2 2 2
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Lim’;;‘t1

A1= X ——NX+— :>A1=-16
( 2)( 2)

x—0

Lim_X—4

A2= X(X + E) = A2=-7

Sustituyendo estos valores, tenemos: Iz=-16]dx - 7J‘d—x1 + 9jd—x1,
X X — X +

por las tablas de integracion y las propiedades de los logaritmos,

(x + 1)9
tenemos: I2= Ln—z, luego tenemos que:
2
1 (x+1)9
I=Z [x + 2 Ln 2 ]1+C

1
x16(x - )7
( 2)
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EJERCICIOS PROPUESTOS

Resolver las siguientes integrales indefinidas

2 _
1. X 24dx 2. [x®/xdx 3. [(x?-/x+4)dx 4. [2+5xdx

X

5. [(x2 - /x +4)dx 6. Idixdx 7. 3xdx g [21/2x2 + 1dx

(3x +2)? \1-x2
1 (x +1)dx 3(1-2x)? dx
9. I[x&+&jdx 10. jm 1. IT 12. Ixf
(x3 -1)

13. [(x-/x -5)%dx 14, |

dx 15. [(2x+3)dx 16. j(x2 -/x)dx 17.

I cix 18. J , dx19. Ixexdx20 ILnxdx 21. Ixﬁdx 22.
Xvi=X X< +1

15 xdx axdx (Va —vx)4
[(2x+6)"°dx 23, j4ax+ 24. [2X5X 25, de 26.
2x+3 2 Ln(x +1)dx xeX
j2x+1 27. [xePdx 28 [ = o1 2 j(x+1) dx 30.

=X
[xe "dx 31.[x%e*dx 32. 33. [xLnxdx 34. [(/x+%x)%dx 35.

j (x +1)dx

36. I(x+1)Lnxdx 37. j(x2+3x+4)3(2x+3)dx 38.
(x+1)2 +(a+1)?

2 2
I(x+1)e3x +6x+10dx 39. I(Q/;+§/x72)2dx 40. J- 6x“< +8x+8 dx
x3 +2x 2 +4x

3 3
a1, | (x” + x)dx a2. | M ix2iex)dx 43, [ _XT+2
x4 +2x2 12 X x4 +8x+10



44,

48.

52.

55.

59.

63.

67.

N

71.

75.

7

(o]

81.

—2x
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J‘;dx 45, J&d 46. jx dx 47. 17
x4 +6x2 +5 x2 +3x+2 X 1 x(x2 +1)
j)(z_mdx 29. | dx 50. sz 6 4x 51. j4'8dx
x2 -2x+1 x3+5x2+4x x3 +3x X +2x2
2 3 2
[ X’ dx 53 j4x 24 gy 54, j&dx
(x-1)3 ax3 - x3 —x2 —2x
2x2 —8x-8 xdx (5x +9)dx
dx 56. dx 57. 8. [T
J(x-2)(x2 f1+r j«/a+bx)3 I(x—9)\/X73
x2dx %/x—x3
x+ﬂ7 J.x R/a+xdx 61. ‘[W 62. J'X4dx
3 3
J~ dx I xdx J- dx3 66. _[in_\&dx
X1+ % + x2 /2 + 4x 2./x +3x 6%/x
J-«/x+ +1 J- dx 69 J- dx I dx
Ix+1- 1 1+3x +a T Ux x23/x2 | a2
3 2 / 2
j\xz_”‘dx 72. j 73. jidx 74. -dx
X x +1 x4 X\/1+4X+5X2
dx dx J2+x2 - [2-x2
Ixzm 6. IJsfx—“s-x . J J4—x4
ax x3 -1
- [x(x+2)(x +3)dx 79. [ T O 80. | 2 a1
dx 3 2 X
j\m 82. jx \[x2 +1dx 83. j(x+1)ndx
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3/ 4 xdx 3x2-2x+2

84. j x Vx +2dx 85. j 86. j dx
x3+x2 —x-1 \/(x3—x2 +2x — 5)12
Ig(2x + 3) X+2
87. | =" “Tdx 88. ———_dx 89. X +3)+/x + 5dx
.[ X J.(x _ 8)7 J.( )/\
90. J~ (2x +11)dx 91. J- 2x +1 dx 92. J-I95x dx
3x3 - 6x2 +3x +/(x2 +x—5)9 X
x+3 dx x2 dx
93. dx 94. — 95, |-—dx 96. | ——
j(x—4)2 I3x2—6x J.5«/x3+1 J.«/x2-3x+2
2.4 Inxdx x4
97. j xe*“ldx 98. j 99. j dx
xx/1—4|nx—|n2x (x+1)\/x +1 x4 -1
2
101. [/eX +1dx 102. jx—dx 103. dx

(x2 +1)? (x2 -2x + 4)°

104. {3V *"dx 105. j—zdx 106. | 3-6x-x” dx

(3 +x2)? 2x3 - 3x% -14x +15
3x-2
107. 108. 109.
I\/; X j X 1 J.(4x—3)(2x+5)3

dx

dx
_ 112.
J.X\/X2+X+2 I\/(5-4x-x2)3

110. jln(x2 +2)dx

113. J'x5\/1 x3dx 114. j\/i 115. jﬁ 116. szl dx

Jx2
117. jx—”dx 118. jﬂdx 19, | 3X+5  ix
x3+x2—6x X x3—x2—x+1

120. ﬁ/i_*:dx 121, [(x+1)x-Vx+1)dx 122, dex
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dx

dx
—dXx 124. 125. | ———
VX+1+2 (x +3)dx
126. |(x2 -2x +5)e-xdx 127. dx 128. | ————
'[( ) 'l.(x+1)2—\/x+1 '[x2\/2x+3

129. | dx 130. j 1 ax 131._[L5x+7d 132.
Vx+1+3(x+1)3 4x3 -x +3
2
[x2e3xdx 133. | _ xadx 134. | dx 135.
x2 -6x+10 (x +1)(x2 +x+1)2
-1)2
[ dX  4x 136. J'4d 137. | X(x-1)2 4y 138.
e2x +ex -2 1+ x2 x2 +3x2+4
x4 -6x3 +12x2 + 6 dx
139. dx 140. [— %X 141.
JJ_+%/_ J‘x3-6x2+12x-8 J.x2«/x2-1
dx 3x+5 x4 +x2 +1
X 142 dx 143 [T Todx 144,
I,\/er +ex+1 Ix3—x2—x+1 -[ +1
2
[ _d _&™ 4 145. j— 6. | VX+1+2 40 147,
\/eT x(x+1)2 (x+1)2—\/ﬁ
[ xZdx 148. ja“b 149. [(Vx +1)(x —vx +1)dx 150.
J1-x2 cx+d
X -
[x3e 3dx 151. j—3x 2 4x 152. j “8X+7  4x 153
X2 -4x+5 (x2 3x-10)2
[ dx 154, j 2 [‘/—”“x 156.
Vx+1+3(x+1)3 +7
X dx
——dx 157. |x(2x+5)10dx 158. dx 159.
J.\/5x2 -2x +1 J. '[xz +(a+b)x +ab

V2+x2 -y2-x2 ( b Jd xdx
dx 160. ||a+ x 161. 162. 163.
I V4 -x4 '[ x-a I J.«/x x2
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3 2 2.
[ +2 164. DXax  qes. [SEINOE2)50 166,
x3 -5x2 +4x -X 3/x2
[(a-+bx3)3dx 167. dex 168. [ _ dx  169.
Jx2 -2 (x +1)25
2 -
jﬂdx 170, [ 2X2H41x-91 17, [ 172,
xIx4x x3 +4x2 +x-6 (2-x)/1-x
[in2(x+\1+x2)dx 173, j'"x 174. j— 175.
X2 +2x+5
2.32
[ dx dx 176. 4dx 177. [X222%4x 178,
(x2 -4x + 3)(x2 +4x + 5) (x-1)10 X
(xm -xn)2dx
[(x2 +1)2e2xdx 179.] v 180. I—dx 181.
[ dx 182. j— jx X3 +X+14y 184,
x4 +10x3 +37x2 + 60x + 36 3x2 -x+1 x(1 +x2)

X+1 ‘
[ —qax 18s. jx4 23 186 [ —— zm 187. [x2Inxd: 188.

dx bx+1 bx +1
189. 190. I= 191. = dx
-|.2x+x2 J‘x8_|_x6 J. '|.\/1-X
dex 193. | 3x-6 4x 194. [ dx
ex - J45 - 4x + x 2 x3+4x2 +x-6

_ 3
195. 4dx 196. x‘/x—1dx 197. _[de 198. Ix7x/1—x3dx
X+1 x4 -1

2x +x2

2x2 + 5x -18
X5 +2x4 -10x3 -20x2 +9x +18

199. | dx 200. [ 1_"2
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CAPITULO ViII

DEFINICIONES Y PROPIEDADES SOBRE

INTEGRALES DEFINIDAS Y APLICACIONES
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En este capitulo se estudiara: LAS INTEGRALES DEFINIDAS:
Integral Definida, Interpretacion Geométrica de las Integrales definidas,
La integral Definida vista como una Suma, Ejemplos de integrales
Definidas Vistas como una Suma, Teorema Fundamental para las
Integrales Definidas, Propiedades de las Integrales Definidas, Calculo
de Areas, Funcion Promedio, Longitud de Arco, Volumen de un cuerpo
de revolucion, Aplicacion de las Integrales Definidas a las Ciencias

Sociales. Ejercicios Resueltos. Ejercicios Propuestos.
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Definicién 1: Sea F(x) una funcién definida en el intervalo [a,b]

donde a=xp<x1<x2<......... <Xn-1<Xn<b, una division arbitraria del intervalo

[a,b] en n partes como se muestra en la Fig. N° 1

v

a=xo X1 X2 Xn-1 Xn=b

Fig. N° 1
Si consideramos el area bajo la curva de los distintos

rectangulos: A1=Ax1f(x1)=(x1 — xo)f(x1), A2=Axa2f(x2)=(x2 — x1)f(x2), ........... ,

An=AXnf(Xn)=(Xn — Xn)f(Xn-1),

n
donde el area total sera: A=A1 + A2 + .......... + An=sn 0 sn= X f(§;)Ax;,
i=1

VieZ' y Ee[xi, xi-1], la suma sn recibe el nombre de suma integral de la

funcién f(x) en el intervalo [a,b], donde sn es la representacién geométrica
de estas suma algebraica de todas las areas de los correspondientes
paralelogramos, Teorema fundamental del calculo integral.

Definicion 2: Si hacemos que Ax tienda a cero cuando n crece

indefinidamente, es decir, Ax - 0, cuando n — «, s recibe el nombre de
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integral definida de la funcion f(x) entre los limites formados por las

rectas xo=a y xn=b, es decir:

n b n
lim " f(§,)Ax; = j f(x)Ax; = lim f(§,)Ax;
i=1 a i=1

Ax >0 n— o , Si f(x) es continua en todo el
n—> o

. n
intervalo [a,b], I'mi;f(gi)Ax‘, existe y la funciéon f(x) es integrable,

n— o
independientemente del método que se aplique para dividir el segmento

[a,b] y de la eleccidn de & dentro de dicho intervalo.
Los valores de Axi y &i, se obtienen en la forma siguiente:

X4 =X, b—a b-a

AXi= = AXiE—— y &=xi=a + iAxi = &=a + i, por lo tanto,
n n

f(&i)=f[a—b;ai} y en consecuencia, la integral vista como una
n

n — [—
suma se obtiene de la forma: sn= Zf{a_b ai}{b a}
i=1 n n

Ejemplo: Hallar el area total de la funcién f(x)=2x + 3 en el segmento
[1,8], dividiendo este en n partes.

Soluciéon: Obtenemos AXi=E = AXi=Z; &=1+ 7 i, = &= n+7i , por
- n n n n

n+7i 5n +14i

lo tanto, f(gi)=2[ } +30 f(gi){

}, sustituyendo estos valores

tenemos que:
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n = n -
Sy = Iim2{5n+4l ]Z - s, = 7|imi2 (5n+14)) = s, =7lim 1207 o
i=1 n n n“ = n
n —» © n—» o n —> ©
S, =7x12 = s, =84
Propiedades de las Integrales Definidas:
1. Si f es continua en el intervalo [a, b], entonces puede interpretarse

b
a _[f(x)dx, como el area de la regién limitada por la curva y=f(x), el eje X y
a

las rectas x=a y x=b

Demostracion: Ver Teorema Fundamental del Calculo Integral
b a
2. A= j f(x)dx = A=- j f(x)dx
a b
a
3. A= j f(x)dxa = A=0
a
b b
4. A= j kf(x)dx = A=k j f(x)dx
a a

b c b
5. A= j f(x)dx = A= j fix)dx + j f(x)dx con ce[a,b]

b b b
6. A= j [kf(x) £ hf(x)ldx = A=k j f(x)dx +h j f(x)dx, Vh,keR

7. Sea y=f(x), continua en el intervalo [a,b] y x=¢(t) = ¢’(t)dt,
continua conjuntamente con su derivada, ¢(t) esta en el intervalo

[a,8] donde a=¢(a) y b=¢(B) y la funcién f[p(t)] esta definida y
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b
continua en el intervalo te[o,f] se tiene, entonces, A=_[f(x)dx =
a

?(B)
A= [flot)p' @at

o(a)
b b b
8. siA=[f(x)dg(x)] = A=f(x)g(x) | § - [a(x)d[f(x)]
a a
Ejemplo: Aplicando el teorema fundamental del calculo integral y las

3
propiedades evaluar la siguiente integral indefinida. A= I(4x2 + 5x + 6)dx
-1

3
Solucién: A= I(4x2 + 5x + 6)dx :>A=gx3 + gxz + 6X | _3 =
21

A=36+ 42 1182 4+ 2 g A=
2 3 2 3

Teorema Fundamental del Calculo integral: 1. Sea f(x) definida por

f(t) en el intervalo [a, b] y F una funciéon real definida en [a, b] por

X
F(x)= I f(t)dt, con f continua en el intervalo [a, b] y F’(x)=f(x) Vxe[a, b]
a

Demostracion: como f es continua en todo el intervalo [a, b],

entonces f alcanza un valor minimo relativo y un maximo relativo en [a, b].
supongase que estos valores sean m y M respectivamente. Si hacemos

una divisiéon del intervalo [a, b] en n subintervalos de longitud igual a

Ax=xj — xi-1, VieZ+ y sea cie[xi-1, Xi], entonces se tiene que: m(a -
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i=1

Ax > 0

n n b
b)<> f(c;)Ax y M(a b)>> f(c;)Ax y como If(x)dx= , se tiene
i=1 i=1 a

b
que m(a — b)< _[f(x)dxs M(a b) (1), las graficas 2 y 3 ilustran estos
a

resultados, para el caso en f(x)>0, Ve[a, b]

y y

Fig. N° 2 Fig. N° 3
X+AX

Supongamos que Ax>0, dxe(a, b)) F(x + Ax) — F(x)= _[f(t)dt-
a

X X+AX a X+AX
j f(t)dt= F(x + Ax) — F(x)= j f(t)dt + j f(t)dt= F(x + Ax) — F(x)= j f(t)dt,

como f es continua en todo el intervalo [a, b], tiene que ser también

continua en el intervalo [x, x + Ax]c[a, b], entonces, f alcanza valores
minimo y maximo en [x, x + Ax]. Si max y Max denotan los valores

minimo y maximo respectivamente, entonces, por la ecuaciéon (1), se

X+AX F(x + Ax)—F(x) <M
Ax -

cumple que: AXs-mAx< j f(t)dt <Ax«MAx<, .. maAx< Ax (2)
X
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Consideremos ahora Ax<0, se conforma el subintervalo [x, x + Ax] y

razonando de manera analoga se llega de nuevo a la ecuacién (2), Como f

es continua en [x, x + Ax], cuando Ax —» 0 es maAx=f(x)=Max,

Lim F(x + Ax)-F(x)
AX =f(x), es decir, F’(x)=f(x), Vxe(a, b)
Ax — 0

Para x=a o x=b, el procedimiento es similar al ya hecho, por lo
tanto, se deja al lector estos casos como ejercicios.

2. Sea f(x) continua y derivable en el intervalo [a, b] y F’(x)=f(x),

b
entonces: At=jf(x)dx = F(b)-F(a)

X
Demostracion; definamos a F(x)= _[ f(t)dt, segun la parte anterior del
a

Teorema Fundamental del Calculo se tiene que F’(x)=f(x), Vxe]a, b], por lo

que F(x) y G(x) son ambas antiderivadas de f y se cumple que G(x)=F(x) +

X
C, VCe®R, por lo tanto, jf(t)dt =F(x) + C, como, por definicidén se tiene que
a

a X b
G(a)=f(t)dt=0=F(a) + C = C=-F(a) = [f(t)dt=F(x) - F(a) y .. [f(t)dt=F(b)-

F(a), quedando esto demostrado
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Definicién 3: Si la funcion f(x)>0 esta definida en el intervalo [a, b],

entonces, el drea del trapecio curvilineo limitado por las curvas y=f(x), el

b
eje Xy las rectas x=a y x=b es igual a: jf(x)dx (1), ver la grafica
a

Si f(x)<0 en el intervalo [a, b], la integral definida .[f(x)dx es también
a
menor o igual que cero (<0 ). Su valor absoluto es igual al area A del

b
trapecio curvilineo correspondiente: -A= ff(x)dx .
a

Si F(x) cambia de signo un numero finito de veces en el intervalo
[a, b], entonces podemos descomponer la integral en el intervalo [a, b] en
suma de integrales en los intervalos parciales. La integral sera positiva en
los intervalos donde f(x)>0, y negativa en aquellos intervalos en que
f(x)<0. La integral extendida a todo el intervalo dado representa la
diferencia de las areas dispuestas superior e inferiormente al eje X, ver la

Fig. N° 4
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Para obtener, prescindiendo de su signo, la suma de las areas, es
preciso hallar la suma de los valores absolutos de las integrales en los
intervalos parciales indicados o bien calcular la integral.

Ejemplo: Calcular el area de la regiéon limitada por la siguiente

curva: f(x)=x3 en el intervalo [-3, 3]

Solucién: f(x)=x3 en el intervalo [-3, 3], En primer lugar realicemos la

grafica de esta funcion:

En este caso, resolvemos la integral definida de f(x), desde x=-3

3
hasta x=3, es decir, A= Ix3dx, por las tablas de integracion se tiene que
-3
x4 3 34 _34 -
A= Y =3 A=T——=0, pero si observamos la grafica 5 vemos que
-3

para poder calcular el area debemos hacer:
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0 3 4 _ ()4 4 _ ()4
A=- Ix3dx + Ix3dx = A= -(0__(—3)] + (3__(—(»} = A=(ﬂ+ﬂ]
4 : 4 4 4 4 4" 4

entonces, A=%, por lo tanto el area buscada es de % u2, (unidades al

cuadrado)
Definicidon 4: Sea la funcién real tal que f: D —» R, donde DR y sea
el intervalo [a, b]cD, siendo f integrable en el intervalo [a, b], se define una

funcion media o valor medio o promedio (1(x)) de f en el intervalo [a, b] a

1
b-a

b
la funcién p(x) de f(x), tal que p(x)= _[f(x)dx, donde p(x) es un niumero
a

de todas las imagenes de la funcién f en el intervalo [a, b].

El teorema del valor medio para integrales definidas nos
demuestra que siendo la funcion continua en el intervalo cerrado, ella
alcanza su valor medio en algun punto intermedio de dicho intervalo.
Enunciaremos el teorema del valor medio para integrales definida

sin demostrarlo. Sea f una funcién real tal que f: D —» R y f(x), donde DR

y sea [a, b]cD, f continua en [a, b] =
b
dce(a, b)/ _[f(x)dx =f©(b — a); siendo f(c)=p(x) en el intervalo [a, b]
a
Ejemplo: Hallar el valor medio de la funcién f(x)=x2 +1, en el

intervalo [1,4].

Solucion: (X)‘lf(x2+1)dx = (x)—l £+x 4
SRAAEY W73 3 1
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u(x)= %[(% +4)- (% +1 )} = A=8

Definicién 5: Sea y=f(x) diferenciable en el intervalo xe[a, b], si

consideramos la distancia de la funciéon y=f(x) desde el punto (a, f(a))

hasta (b, f(b)) y dividimos el segmento [a, b] en n sub-intervalos iguales

de longitud Ax y asignamos cada punto xi un punto (Pi(xi), f(xi)) como se

muestra en la figura mas abajo, si obtenemos que las distancias de los

[ - n
segmentos P0P1+P1P2+ ........ +Pn-1Pn+Z%Pi-1Pi que es la suma de las
1=

longitudes de los segmentos de la recta Pi-1 y Pj, la cual nos resulta en

Pi
Mpn

\

una aproximacion de la curva de la figura:

a=xo X1 eeererrinrriea Xi evernrvnnnrnnrnriens xn=b Fig. N° 2

nos resulta por la definicion de la distancia entre dos puntos que:

ﬁ = \/(xi —xi_1)2 +(f(x,)— f (xi_1))2 con Ax=xij — Xi-1, por el teorema del

valor medio se tiene f(xi) — f(xi-1)=(xi — xi-1)f’ (xj)=Axf(xj) para algtn xje(xi —

xi-1), por lo tanto, PP \/(Ax) +(AX)2(F" (x; ) T 1/1+(f'(xi))2 Ax =
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R n
PyP. :,/1+(f'(xi))2 Ax = Z;‘,/H(f'(xi))z Ax y esta suma se puede
i=
b b
aproximar a la integral definida L=.H1+(f'(x))2dxo L=J.\/1+(y')2dx o
o o
b dy
L=.H1+(d—)2dx la cual se define como la longitud de Arco a una Curva.
X
o

b b
Analogamente se obtiene L=Jw/1+(f'(y))2dyo L=.H1+(x')2dx o
o o

b
L= [1+ (@*)2qy
o dy

Ejemplo: Hallar la longitud de arco de la funcion y=\/x3 en el

intervalo xe[1, 4]

Solucién: Derivando la funcién y:\/x3 y luego Aplicando la

b 4
formula I=J'\/1+(y')2dx , obtenemos: _ %\/; entonces, I=J'1/1+%xdx
a 1

d
dx
por la propiedad N° 7 de las integrales definida se tiene: t:1+gx =

dt=%dx = dx=gdt, cuandox > 1=t—> % ycuandox »> 4=t —> 10,

o

1
sustituyendo en |, se obtiene: Izg Jtdt por las tablas de integracién
1

ISP

tenemos:

RN ] /7000 _ V2197 | _ 801105213
277 A 27 2 27
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Definicién 6: Sea f una funcién tal que (f(x)=0, g(x)=0) definida en el
intervalo xe[a, b] (en el intervalo xe[a, b]) por encima del eje X (por
encima del eje Y), al girar la funciéon f en torno al eje Y (al girar la

funcién g en torno al eje X) se obtiene el volumen de sélido de revolucién

y se representan por las férmulas: (Férmula del Disco)
b b b b
V= Trj[f(x)]zdx = nf[y]zdx y V= nj[g(x)]zdx = TI'I[X]ZdX (ver graficas)
a a a a
Y Y

d x=g(y)

a b

Fig. N° 5 Fig. N° 6
Ejemplo: Hallar el volumen de sélido de revolucion de la parabola

y=3v3x ylarectax=3

b
Solucién: sustituyendo la funcién en la formula nj[y]zdxy
a

3
aplicando la tabla de integracion se tiene: V=9 njxdx = V%1‘rx2|0 ==
0

V=2—71'r
2
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Fig. N° 7
Definicién 7: Supongamos ahora que 0<g(x)<f(x) para xe[a, b] y las
funciones y1=f(x) e y2=g(x) estan entre las rectas x=a e y=b, entonces el

volumen del solido de revolucién se obtiene al girar esta regién sobre el

eje X se obtiene la formula: (Formula de la Arandela)

v = l00P - [t b=y, B - v, P ix

y1=f(x)

y2g(x)

Fig. N° 8
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Analogamente 0=g(x)<f(x) para xe[c, d] y las funciones x1=f(y) e x2=g(y)

estan entre las rectas y=c y x=d, entonces el volumen del solido de
revolucion se obtiene al girar esta region sobre el eje Y se obtiene la

formula:

V- nlf [P oty P by - nT[xf .xzzfdx

Y
x2=g(y)
d
C
X
Fig. N° 9

Ejemplo: Sea la funcion f(x)=4x2 entre las rectas x=0 e y=16, hallar

el volumen del solido de revolucion obtenido al girarlo en torno al eje X

Solucion: aplicando la férmula:
b 2 2

V= 1TJ. [[f(y)]2 - [g(y)]2 }iy se obtiene V= nj‘{h 6)]2 - [(4x)2 } }dy =
a 0

2
V- 1TJ'(216-16x4)dx:>V=1T(256x-%x5) 2ov-20%8,
0
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Definicién 8: Si ahora se asume que 0<g(x)<f(x) en el intervalo

xe[a,b], Va>0, si la region R esta n | primer cuadrante y entre las curvas
y1=f(x) e y2=g(x) entre las rectas x=a y x=b, entonces, el volumen del
solido de revolucién es obtenido al girar R en torno al eje Y esta dado por

la formula:

b b
V= njx[[f(x)]— [g(x)]ldx = nfx[y1 —yz]dx, analogamente en el eje X
a

a

d b
la formula viene dada por: V = 21T_|.y[[f(y)]— [g(yx)]]dy = 21T_|.y[x1 - X, ]dy
C a

Ejemplo: Sea la funciéon f(x)=x2 que esta por debajo de la funcién
g(x)=x3, entre las rectas x=0 y x=1. Hallar el volumen cuando se gira la

region en torno al eje Y.

Solucion: Aplicando la formula:

b b
V= njx[[f(x)]— [g(x)]ldx = njx[y1 -y, }ix se tiene que:
a a

b 1
V=21-rjx[y1—y2]dyse tiene que; V=21'rjx[x2-x3]dx, por las tablas de
a 0

x4 x5 ™
integracion se tiene que: 2m(=—-")1| = Vv=—
g q T H o
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EJERCICIOS RESUELTOS

INTEGRAL DEFINIDA

1. Hallar el area total de la funcién f(x)=x2 + 2x + 3, en el intervalo

[2,5], dividiendo este en n partes.

Solucién: Obtenemos Axi=E = Axi=§; gi=2 + i. = &= 2n+3|
n n n
2n+3iT° [2n+3i
por lo tanto, f(&i)=|: } + 2[ ] +3 o
n n
(&)= an? + 122ni +9i2 N 4n + Gi +3 = (&)= 4n? +12ni + 9i? -;4n2 +6ni+3n2
n 3 n
11n2 +18ni + 92 .
= f(&)= 5 , sustituyendo estos valores tenemos que:
n
z": 11n2 +18n|+9| 3
n? n|=

i=1
n — o

n=3||mn IZ(11n +18ni + 9i )
n—»> o

3n(n+1)(2n+1
2 = Sn=69

3lim—; 1 [11n +19n? (n+1)+
Sn— n
n — o

2. Aplicando el teorema fundamental del calculo integral y las

propiedades evaluar las siguientes integrales indefinidas.
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X _1dx 3 1 x4
a. A=[e'dt b. A=[= ¢ A=jx(x2—4)dx d. A=| dx
X -3X 1 0vV1+ x>
1 1 1
e. A= _dx f A=_[ 5 xdx g. Ixezxdt
01+X 0X +3x+2 0

X
Solucién a: A= _[etdt, Por las tablas de integracion se tiene que:
—X

A=e'| X = A=(e*-e™)

-1
Soluciéon b: A= I d_;(’ Por las tablas de integracion se tiene que:

-3X
1
_ 1 1 1 1 4 . .
A= [x3dx = A=- | 2= A=-(— - —) = A=—, el signo negativo
_I3 2x2 3 2 18 9

significa que esta en el tercer cuadrante, por lo tanto el area es: A=g
3
Solucién _c: A=J‘x(x2 —4)dx , Aplicando la propiedad numero 7,
1
tenemos: t=x’> -4 = dt=2xdx = xdx=%, cuando x—>1 = t-— -3,

5 3
X > 3 = t—>5:>A=1jt2dt A=l 3 = A= (125 + 27) =
27, 23 6

A=E
3
1 4
Solucién__d: A=j sdx, aplicando la propiedad numero 7
0V1+x

tenemos: t=1 + x° = dt=5x*dx
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2 _4q
= A=x4dx=%; cuandox—)0:>t—)1,x—>1:>t—)2:>A=%It /zdt =
1

1
A=2¢2 | 2= =2(/2-1)
5 5

1

Solucién e: A= 1d_x, Por las tablas de integraciéon se tiene que:
01+Xx

A=In | 14x | | = A=In2

1 1
Soluciéon _ f: A=_|‘ZXL = A=Ix—ob( , aplicando
0 X% +3x+2 o (x+1)(x+2)
1 dx 1 dx
fracciones parciales, tenemos: A=A, I — + A, j
o X+1 0 X+2

A A li X li X
A=In|x+1 1|x+2"2, donde A1=""3" 5 = A=1y A=""M ] = Ax=2

X - -1 X > -2

X+2
x+1

g — A=In> -In2 = A=In>
2 4

= A=In

e
Solucién g: jxezxdx, aplicando la propiedad numero 8, tenemos:
1

f(x)=x = d[f(x)]=dx y d[g(x)]=e®* = g(x)= % e?dx =
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CALCULO DE AREA

3. Calcular el area de la region limitada por la curva f(x)=xy g(x)=x2

Solucién: Realizando la grafica de las funciones: f(x)=x y g(x)=x2,

tenemos:

1 Fig. N° 10
El area buscada es la sombreada en la grafica, tenemos que hallar
los puntos donde las dos lineas se interceptan, es decir, f(x)=g(x) =

x2=x = x%-x=0 = x(x — 1)=0 = x=0, x=1, para x=0, se tiene que y=0 y para

x=1 se tiene que y=1, es decir los puntos de interseccién son P(0, 0) y P(1,
1), luego el area buscada sera integral desde x=0 hasta x=1, f(x) menos

1
d(x), es decir: A=J'(x-x2)dx, aplicando las tablas de integracion se

0
x3 ! 1 1 1 1
obtiene: A=— - —| = A=|—- —‘ = A=—, por lo tanto, el area es de — u?
3o 2 3 6 6

4. Calcular el area de la region limitada por la curva f(x)=x2 y g(x)=\/;
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Solucién: f(x)=x2 y g(x)=\/;, Primero buscaremos los puntos de

intersecciones de las dos graficas f(x) y g(x), luego graficamos las dos
funciones y por ultimo calculamos la integral definida para obtener el area

buscada

y=vx

X

Fig. N° 11

Para hallar los puntos de interseccion igualamos las dos graficas, es

45 x-x4=0 > x(1 - x3), de donde x=0 y

decir, f(x)=g(x) =/x =x2 = x=x
x=1, sustituyendo estos valores de x en una de las dos grafica se tiene

que: para x=0, y=0 y para x=1, y=1, luego estas graficas se intersecan en

1
los puntos P(0, 0) y P(1, 1), por lo tanto, el area es: A=.[(\/;—x2):ix,
0

1

3
aplicando las tablas de integracion se tiene que el area es: A= %—?
2 o
3
= A= 2(1)2 —% :>A=§—% = A=%, luego el area buscada es 1 u?

5. Calcular el area de la regién limitada por la curva f(x)=x3 - 6x% + 11x — 6

y 9(x)=3(x - 2)
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Solucién: f(x)=x3 —6x2+11x - 6 y 9(x)=3(x — 2) Lo primero que
hacemos es buscar los puntos de interseccion entre ambas grafica,
es decir, f(x)=g(x) = 3x — 6=x° - 6x% + 11x -6 = X° — 6x2 + 8x=0 =
x(x2 — 6x + 8)=0, factorizando se tiene que x(x2 — 6x + 8)=x(x — 2)(x — 4)=0,
de donde se tiene que x=0, x=2 y x=4, sustituyendo estos valores en f(x) o
en g(x) se obtienen los valores de y en este caso lo sustituiremos en
f(x), obteniéndose: para x=0 f(0)=3(0 -2) = y=-6, para x=2, f(2)=3(2 -2) =
y=0 y para x=4 f(4)=3(4 -2) = y=6, es decir los puntos de interseccién son;
P(0, -6), P(2, 0) y P(4, 6), asi las graficas de f(x) y g(x) limitan las regiones

en los intervalos [0, 2] y [2, 4]

Para determinar las areas correspondientes, debemos conocer si

f(x)>g(x) o f(x)<g(x), Vxe€[0, 2] y Vxe[2, 4]

Como f(x) y g(x) son continuas en estos intervalos, elegimos en cada
uno de ellos un punto de prueba, es decir, en el intervalo [0, 2] elegimos al
punto de prueba x=1 y evaluando la funcion se tiene que:
f(1)=1 -6 +11 -6 = f(1)=0 y g(1)=3(1 — 2) = g(1)=-3, por lo tanto, como
f(1)>g(1), se concluye que f(x)>g(x), V€[0, 2], en el intervalo [2, 4] elegimos
como punto de prueba a x=3 y evaluando la funciéon se tiene que:
f(3)=27 — 54 + 33 - 6 = f(3)=0 y g(3)=3(3 — 2) = g(1)=3, por lo tanto, como
f(3)<g(3), se concluye que g(x)=f(x), Ve[2, 4], ahora realizamos la graficas

de las funciones f(x) y g(x), es decir:
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y=g(x)

= N W b 0O

Fig. N° 12

Por ultimo el area se calcula mediante la integral:

4
A=[(x3 - 6x2 +8x)dx + [(~x3 + 6x2 - 8x)dx , aplicando las tablas de
2

oO—N

2 4

+

x4
_T+ZX3_4XZ =

4
integracion se tiene que: A= ‘XT—ZX3 +4x2

0 2

A= %—2(2)3 +4(2)2 + _¢+2(4)3 ~4(4)2 = A=8

- ‘—¥+ (2)3 - 4(2)2

u2, por lo tanto, el area buscada es de 8 unidades cuadradas.
6. Calcular el area de la region limitada por las curvas f(x)=-§ + 1,

g(x)=x+1y h(x)=-2x+7
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Solucién: f(x)=-§ +1, g(x)=x + 1y h(x)=-2x + 7, lo primero que vamos

hacer es realizar la grafica de las tres rectas, es decir: f(x) corta al eje Y en
el punto P(0, 1) y al eje X en el punto P(2, 0), g(x) corta al eje Y en el punto
P(0, 1) y al eje X en el punto P(-1, 0) y la recta h(x) corta al eje Y en el

punto P(0, 7) y al eje X en el punto P(3.5, 0), luego la grafica es:

h(x)=7 — 2x

Fig. N° 13
Como se puede observar en la grafica la interseccion entre f(x) y
d(x) esta en el punto P (0, 1) y la interseccion entre f(x) y h(x) esta en el
punto P (4, -1) y la interseccion entre g(x) y h(x) esta en el punto P(2,3),
por ultimo calculamos el area por medio de las integrales:
2 X 4 X
A=j((x—1)—(——+1)jdx + j[(?-Zx)—(-—+1)]dx =
0 2 2 2
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2 4
A=J(%xjdx + I[G—%x)jdx, por medio de las tablas de integracién
0 2

2 4

3x2

_ﬁ A:‘ﬂ‘ + ‘6(4)—ﬂ
4 4

se tiene = A=

+ ‘GX

0 2

2
‘6(2)—%‘ = A=6 Por lo tanto el area buscada es de 6 unidades

cuadradas.
VALOR MEDIO
7. Siendo f la funcién real definida por f(x)=x, encuentre el nimero c
de [0, 2] que satisface para f el teorema del valor medio para las
integrales definidas.
Solucién: Como f es continua en el intervalo [0, 2], ella debe

alcanzar su valor medio en algun numero c de (0, 2) que satisface que

2
f(c)=(0 - 2)=If(x)dx, aplicando la tabla de integracion se tiene que
0

2
2—} = f(c)=1, geométricamente, este resultado

2 2
f(c){%x?} = f(c)=B 2

0
significa que el area del triangulo rectangulo cuya base y altura es de dos
unidades, es igual al area del rectangulo en el que un lado mide dos

unidades y el otro lado mide una unidad, ver la grafica N° 10
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............................

0 1 2 Fig. N° 14

8. Pedro Pérez recién ha adquirido una maquina industrial, la cual
disminuira su valor durante los préoximos 15 afios segun el modelo
matematico dado por la ecuacién f(t)=15000t — 150000, donde t esta
dado en afos. Sabiendo que Pedro Pérez comproé la maquinaria en
1000000 $, determine su valor promedio durante el periodo de 15

anos.

Solucion: El valor de la maquina en funciéon del tiempo esta dado

por la ecuacidn: f(t)=j(15000—150000)dt, por medio de la tabla de
integracion se tiene que f(t)=7500t2 - 150000t + C, como p(0)=1000000,

entonces tenemos que C=1000000, por lo tanto, f(t)= 7500t2 — 150000t +

1000000, luego el valor promedio de la maquina, en el periodo de 15 anos,

lo obtendremos apoyandonos en la definicion del valor medio, es decir,

1

BO=15 "0

15
j(7500t2-150000t+10000009)dt, aplicando las tablas de
0

integracion se tiene que u(t)=%[2500t3 —75000t2 + 1000000t Bs =
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u(t)=%[2500(15) 3 -75000(15)2 +1000000(15 )] = w(t)=437500, es decirle
valor promedio de la maquina trascurrido 15 afnos es de 437500 $
LONGITUD DE ARCO

9. Hallar la longitud de arco de la circunferencia en el origen de

radio 2

2., y2=4, luego la

Solucién: La ecuaciéon de la circunferencia es: x
X . .
derivada de esta funcion es: y’=-— sustituyendo en la féormula de
y

longitud arco tiene:

|-j 1+—dx:>I_J'\/7 |_j\/:dx:>2j\/_

Por las tablas de integracioén se tiene: | = 2sen”! %x |§ SYy=T

10. Hallar la longitud de arco de la funcién x= 5w/(y-3)3 en el intervalo
xe[2, 4]

3
Solucién: Derivando la funcién x=5(y-3)2 en funcién de vy,
dx _15, .2 b dx
se tiene — =—(y—3)2, aplicando la férmula L=I 1+(—)2dy =
dy 2 dy

4/ 45 1, 4 925 14
L=| 1+(?(y-3)2) dy = L=j 145 - (y-3)dy, = L=Ej,/225y-221dy,
2 2 2

4
por la tabla de integracién nos resulta: L=72R[\/(225y -221)3 } =
2
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_ 2 _ 3 - 3 -
L-ﬁw(zzsm) 221)3 _/(225(2) -221) }:>L 7.94

11.Hallar la longitud de arco de la funcién x4 - 24xy + 48=0 en el

intervalo xe[2, 4]

Solucién: Despejando y, tenemos: y= % x3+ 1; derivando esta
X
funciéon se tiene: aplicando Ila férmula: L=I 1+(d—)2dy =
X
[0
4 4 4
L=j\/1+(1x2- 22)2dx = L=I\/ix4+1+i4dx = L=I /1x2+£2)2dx
5 8 X 5 64 2 x 5 8 X
41, 2 1, 27
= L=j ~x? +—dx, Por la tabla de integraciéon tenemos: L=[—x2 ——}
b 8 X2 8 X2 2
=84 1.8 4117
8 2 24

12.Hallar la longitud de arco de la funcion y=senh§ en el intervalo
x€[0, 1]

. . . X
Solucién: Derivando la funcién y=senhy = senhE con respecto a x se

b
tiene: y'= cosh> sustituyendo en laférmula: L= L/1 + (ﬂ)de
2 b dx se tiene

1 1 " 1 ] X X

L =j\/1+(—cosh—)2dx = L= j\/1+(—(e2 -e 2)%dx =
que o 2 2 0 2

1 1
L:j\/1+(%(ex-2+e“x)2dx = L:%J.w/(ex-e"x)zdx =

0 0

41 1
L= EJ'(ex -e"X)dx = L= J'(coshxdx =

0 0

L= senhx:) — senh1-senh0 = e +e!
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13.Hallar la longitud de arco de la asteroide Vx3 +\/y»3 = \/a_3 enel

intervalo xe[0, 4]

Solucién: Hallado la derivada de la funcién vx3 + \/y3 —+a® se tiene:

1

3
y'= _y_1 como la curva es simétrica tomaremos una cuarta parte de ella y
x3

el resultado lo multiplicamos por 4, por lo tanto la longitud de arco sera:
24

=4a I—d12 X, por la tabla de integracion se tiene :1 = %a
5 2

x3

VOLUMEN
14. Hallar el volumen del cono de 10 cm. de altura y 32cm. de radio.

Solucién: El cono lo genera la regidn que se encuentra en la recta

y= ? y el eje X, entre x=0 y x=10, al girar en torno al eje X, aplicando

la féormula: V= 1TI [yPdx= V= 12024 I[x]zdx por las tablas de
integracion se tiene que: V = %nxwg = V= 4000
256 768
Y
R
X
Fig. N° 15
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15. Sea R la region comprendida entre el eje X, la curva x=2

Solucién: Aplicando la formula:

b 2
' :nj[y]zdx se tiene: V :Trj[x3]2dx, por la tabla de integracién se
0

a

tiene que: V = ;ﬂ‘% = V= E1'r
16. Hallar el volumen del solido engendrado haciendo girar alrededor
. . X2 y2
del eje de las X la elipse —+~— =1
a2 b2

Solucién: Aplicando la formula:

b
Vznj[y]zdx, donde V=E«/a2-x2, entonces se tiene que:
a
a

23
V:21Tb—zj'[\/a2-x2]2dx por la tabla de integracion se tiene que:
a
0

2
V= 21Tb—(a2x-1x3)‘§ = V= iab21T
a2 3 3

17. Hallar el volumen engendrado por la superficie limitada por la

parabola cubica ay2=x3 en el eje de las Y y la recta AB (y=a) y gira

alrededor de AB.

Soluciéon: Aplicando la formula:
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b
V= n_[[y]zdx, se tiene que: V = nT[a —yPdx = V= 1'r]![a2 -2ay +y2fdx,
a 0 0

3 a 3
como y=—ax2 tenemos que: V= {a2 -2+ax2 +1x3}dx:> por la tabla
a
0

a
S5
de integracion se tiene que: V = 1r(a2x +§\/§x2 +4ix3)‘3 = V= 17511
a
Y
‘IS
AX
0 TR Fig. N° 16

18. Hallar el volumen del toro, engendrado al girar el circulo
x2(y—b)23a2
Soluciéon: Aplicando la férmula:

b
V= TrJ'x[y1 -yz]dx, donde y1=b - Va2 -x2 e y2=b + a2 - x2 tiene que:
a
a a
V= njx[b —+va2-x2 —b++/a2-x2 ]dx = V= 4ab1'r_[x\/a2 -x2dx, por la
-a -a

2
tabla de integracion se tiene que: V = [4b1'rb)2£\/a2 -X2 + a?sen-1 5} 2>
a

V =2a2b1r2
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EJERCICIOS PROPUESTOS

INTEGRALES INDEFINIDAS

1. Formar las sumas integrales sn, para las siguientes funciones:
a. f(x)=x2 en el intervalo [-2,1]

b. f(x)=x?en el eje 0X y la vertical x=a, Va>0

c. f(x)=2Xen el intervalo [0,10]

d. f(x)=x3+ 2x + 3 en el intervalo [1,5]

e. f(x)=2x+1, para y=0 e x=1

f.  f(x)=x? - 2x -4 en el intervalo [0,1]

g. f(x)=4 -x?en el intervalo [0,2]

h. f(x)=3x -2 en el intervalo [4,8]

2. Calcular las siguientes integrales indefinidas:

8 4 4
a.  A=[(V2x +¥x)dx b. A= e c. A= jzd—x
0 1 X 3X°-3x+2
3 -3 1 .5 9
dx dx X dx
d AsA|——— e. A=|— f A= dx . A=l ————
'([\/25+2X _";X2-1 IX+2 9 ‘(';x2+4x+5
1 .3 \/54 1 .2
a
h. A=I : dx . A=I\/a2-x2dx j- = j dx k A=J' x“dx
0x” +1 0 o V1-x2 0Vx®+4
1 1 2 2 1.2
LA [ moas[xBY1eadax  nAs[ XX o as[X
IxX°+x+1 0 axX+ 2 0 X~ +1
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4
3 xdx el dx 3 A dx
p. A=j— q. A=j—2 r. A=J‘«/x+1dx s. A=j dx
0Vx2+16 1 X(1+Inx) 1 y x2 +1
4
29 3[ 3 In2 e2
t A= 3("—2)dx u. A= (X ndx  v. A= _dx
3 VX-2+8 0 1 X(1+1nx)
1 2 In5 _x [_x 3
w. A= j 1 2X dx X. A= I ex#dx y. A=I dx
X e +3 2
\E/ 0 1XVX% +5x +1
2

a e 1
z. A=I(\/ax -x2dx aa. A=j|nxdx ab. A=Ix3e2xdx ac. A=
0 0 0

1 a 1 a
ad.A=J‘% ae. A=Id—x af. A=I\/2x+x2dx ag. A=I 2°X dx
o€ -¢ 0Vax - x2 0 avatXx
CALCULO DE AREA
1. Calcular el area de las regiones limitadas por las graficas de las

funciones definidas por:

a. f(x)=Inx, el eje x y la recta x=e
b. f(x)=4x — x2, y el eje de las abscisas
c. f(x)=x3 — 6x2 + 11x - 6, larecta x=4y el eje
y
d. f(x)=4 — x2 en el intervalo [-3, 3]
3

e. y“=Xx, y las rectas y=1 y x=8



y la recta x=1

453

2

f(x)=x + x< + x3, los ejes de coordenadas

f(x)=4x(x — 1)(x - 2), el eje x y la recta x=-1

a3

fx)=—o
) x2 + a2

f(x)=3x2 y g(x)=1, en [1, 2]
f(x)=x, g(x)=1, el eje x y la recta x=2
X

y2=2px y x2=2py
f(x)=(x - 1)(x — 2) y g(x)=(1 + x)(x + 2)
f(x)=3x2, y=6y el ejey

2
f(x)=x2, y=x7 y la recta y=2x

f(x)=x3, y=8yelejey

xy=a2yel eje x, en [a, 2a]
x2 2 -

f(x)=— x)=4 - —x

x)=75 ygx)=4-2

f(x)=-x2 + 4x — 3 y las rectas tangentes

trazadas a la grafica de f en los puntos P(0, -3) y P(3, 0)

f(x)=e*, g(x)=e™ y la recta x=1

1 x2

=5 yab)= -

x2 +1



aa.

ab.

ac.

ad.

ae.

af.

ag.

ah.
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f(x)=Inx, las rectas trazadas en y=Ina e Inb
yelejey

f(x)=x2 +2x+3yg(x)=x+5
f(x)=3 + x — x2 y g(x)=2x — 3 en [-2, 4]

f(x)=x2’ g(x)=x y h(x)=2x
f(x)=x + 6, g(x)x3 y h(x)=-§

f(x)=x, g(x)=3x y h(x)=4 — x
y=x3, larectay=8yel eje OY
De las dos partes en que la parabola y2=2x divide al circulo
x2 + y2=8

X(x - a)2

. . 2 _2\n %
Por la cisoide y? = 2a-x Y suasintotax=2a (a>0)

2

a .
———— Yy el eje de las
+ a2

Comprendida entre la curva de Agnesi y = 2
X

abscisas

De la figura comprendida entre la curva y:i2 , el eje OX y
X

la recta x=1 (x>1)
De la region limitadas por las curvas y=8 + 4x — x2 e y=x2 - 2x
De la figura limitada por la parabola y=2x — x2 y la linea recta
y=3 — 2x

De la figura limitada por las curvas y=e*, y=e™ y la linea recta x=1
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VALOR MEDIO
2. Hallar el valor promedio de las siguientes funciones sobre el

intervalo dado:
a. f(x)=x2, en el intervalo [0, 4]
b. f(x)=3x-1, en el intervalo [1, 2]
c. f(x)=2-3x? enelintervalo [-1, 2]
d.  f(x)=x?+x+1, en el intervalo [1, 3]
e. f(x)=4x3, en el intervalo [-2, 2]
f. f(x)=\/;, en el intervalo [1, 9]
g. f(x)=xm, en el intervalo [0, 4]

h. f(x)=1, en el intervalo [2, 4]
X

i. f(x)= | x| , en el intervalo [3, 5]

{-x— 2 six<0
.
X +2 six=0

x+3 six<0
k.
x—-3 si x>0
x+4 six<0
I
{x—4 si x>0
X+6 si z<0
m.
X—-6 six>0
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Represente graficamente todas las funciones anteriores e intérprete

geométricamente los valores medios obtenidos.

Encuentre el valor medio, en el intervalo indicado en cada caso, de

las funciones definidas por:

fx)=Vx + —— en el intervalo [1, 4]
Vx
: 3
f(x)= en el intervalo [1, = 3]
x2 +x 2

Encuentre el valor de a, para el cual el valor medio de la funcién
determinada por f(x)=Inx en el intervalo [1, a], es igual a la razén
promedio de cambio de esa funcién en el intervalo indicado

Suponiendo ahora que, después de producir 30 unidades, la funcion

de aprendizaje esta definida por: f(x)=1272x'°'25, determine el

numero de horas necesarias para producir 50 unidades adicionales.

LONGITUD DE ARCO

Hallar la longitud de arco de las funciones:

y3=8x2 en el intervalo xe[1, 8]
6xy=x* + 3 en el intervalo x<[1, 2]
27y2=4(x -2) en el intervalo x€[2, 6+/2]

y=%x2 -% Iny en el intervalo x€[1, e]

y=Incosx en el intervalo xe [%, %}
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f. y=x3, en el intervalo xe[1, 8]

g. x% — 6x + y=0y x2 - 2x -y=0 en el intervalo xe[3, 7]

2

h. y=2x - x~, en el intervalo x€[0, 2]

i. y=tanx, en el intervalo xe [0, %}

j.  y=%x, en el intervalo xe[1, 2]
k. y=cosx, en el intervalo xe[0, 7]
. y=xsenx, en el intervalo xe[0, 7]

m. y=eXsenx, en el intervalo x<[0, 7]

3
n. y=x— + i,en el intervalo xg[1, 3]
2x

. m
0. y=Insecx, en el intervalo xe [3, Inz}

X X
p- =g(ea +e a}, en el intervalo xe[0, In3]

eX +1

eX -1

q. y=e¥=In en el intervalo xe[a, b]

r. y=acoh£, en el intervalo x€]0, a]
a

s. y=eX, en el intervalo x€[1, e]
t. y=Inx, en el intervalo xe[+/3, V8]

u. y=sen-1(e™), en el intervalo x<[0, 1]



10.

a.

b.
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x=Insecy, en el intervalo XEI:O, %}
1. 20 1 .
=Zy —5 Iny, en el intervalo xe[1, e]

9ay2=x(x - 3a)2, en la parte cerrada de esta.
y=In(ctgh g ), en el intervalo xe[a, b]

Se desea tender una cuerda entre dos postes distantes 20 mts. Si la

X X

cuerda toma la forma de la catenaria, y = 4[e30 —e 30

} xe{-10, 10},

calcule la longitud de la cuerda.

Al patear un balén de futbol, este sigue una trayectoria de

y=%x(60 — x) mts. Calcule la longitud de arco si el balén permanece

4 segundos en el aire.

VOLUMEN DE REVOLUCION DE SOLIDOS

Considerar la region R acotada por la parabola y2=8x y la recta
x=2 (ver figura)
Hallar el volumen del sélido generado por R al girar en torno del eje Y

Hallar el volumen del sélido generado por R al girar en torno a la recta

x=2
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12.
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(2,4)

Fig. N° 17

Hallar el volumen del solido generado por la region que esta entre el
eje Xy la parabola y=4 — x2 al girar en torno de la recta y=6

Hallar el volumen generado cuando la regién gira al torno de la
region acotada por y=x2, x=0 e y=16, en torno a y=16, utilizar la

formula del disco.

Y

Fig. N° 18
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16.

17.

18.

19.
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Hallar el volumen generado cuando la regién gira al torno de la

region dentro de la curva y2=x4(1 - xz), en torno al eje X, utilizar la

formula del disco

Hallar el volumen generado cuando la region gira al torno de la

region dentro de la parabola x=9 — y2 y entre el eje Y, en torno al eje

Y, utilizar la formula del disco.

Hallar el volumen del sélido generado por el giro de la regién
acotada por y=x3, x=0, e y=8, en torno de x=2, utilizar la férmula de

arandela.

Hallar el volumen del sélido generado por el giro de la regién
acotada por x=9 - y2, y=x - 7, en torno de x=4, utilizar la férmula de

arandela.
Hallar el volumen del sélido generado por el giro de la regién

2

acotada por y=x3, y=4x — x4, en torno de x=5, utilizar la féormula de

capas cilindricas.

Hallar el volumen del sélido generado por el giro de la regién

2
acotada por y=e*

, y=0, x=0, x=1, en torno al eje Y.
Hallar el volumen del sélido generado por el giro de la region

acotada por y=x2, x=y2, en torno al eje X.

20. Un sodlido tiene una base circular con radio de cuatro unidades,

hallar el volumen del solido si todo plano perpendicular a un
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22.

23.

24,
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diametro fijo (el eje de las X de la figura) es: a. un semicirculo, b. un
cuadrado, c. un triangulo rectangulo isésceles con hipotenusa en

el plano de la base.

y Fig. N° 19
La base de un sélido es el circulo x2 + y2=1 6x, y toda seccion plana

circular al eje X es un rectangulo cuya altura es el doble de la
distancia del plano de la seccion al origen, hallar el volumen.

Se perfora un hoyo con radio de una unidad en una esfera cuyo
radio equivale a tres unidades; el eje del hoyo es el diametro de la
esfera. Hallar el volumen de la parte restante de la esfera.

Hallar el volumen del cuerpo engendrado por la rotacion del eje 0X,
de la superficie limitada por el eje 0X y la parabola y=ax — x2 (a>0)
Hallar el volumen del cuerpo engendrado al girar alrededor del eje

0X, la curva y=sen2x, en el intervalo x€[0, 7]
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Hallar el volumen de los cuerpos engendrado al girar las superficies
limitadas por las lineas y=ex, x=0, e y=0 alrededor: a. del eje 0X, b.
del eje 0OY.

Hallar el volumen del cuerpo engendrado al girar, alrededor de la

recta y=-p, la figura limitada por la parabola y2=2px y la recta x=%

Hallar el volumen del cuerpo que engendra al girar la cisoide

3
y2 _ X alrededor de su asintota x=2a.
2a-x

Hallar el volumen del cuerpo engendrado al girar, alrededor del eje

0Y, la parte de la parabola y2=4ax, que intercepta la recta x=a

Demostrar, que el volumen de la parte del cuerpo de revolucién,

engendrado al girar la hipérbola equilatera x? - y2=a2 alrededor del

eje 0X, que intercepta el plano x=2a, es igual al de una esfera de
radio a.

Hallar el volumen del cuerpo engendrado al girar, alrededor del eje
0X, la superficie comprendida entre las parabolas y=x2 ey= Vx

Hallar el volumen del cuerpo engendrado al girar la superficie
limitada por la parabola semicubica y2=x3, el eje 0X y la recta x=1,

alrededor del eje 0X.

Hallar el volumen del cuerpo engendrado al girar la astroide

x=acos3t, y=bsen3t alrededor del eje 0X.
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Sobre las cuerdas de la astroide 3x2 +?/y~2 =::’/a>2, paralelas al eje
0X, sean construidos unos cuadrados, cuyos lados son iguales a las
longitudes de las cuerdas y los planos que se encuentran son
perpendiculares al plano X0Y, hallar el volumen del cuerpo que
forman estos cuadrados.

Calcule el volumen del solido formado al rotar la regién limitada por
y=x2, y=0, x=2, alrededor del eje X.

Calcule el volumen del solido formado al rotar la regién limitada por
y=2 - Calcule el volumen del solido formado al rotar la region
limitada por y=2x, y=2 y, x=0 alrededor de la recta x=3.

Calcule el volumen del solido formado al rotar la regién limitada por
y= Jx y=2, x=0, alrededor del eje Y.

Calcule el volumen del solido formado al rotar la regién limitada por
y=2x, y=2, y x=0, alrededor del eje Y.

Calcule el volumen del solido formado al rotar la regién limitada por
y=cosx, y=0, 01.

Calcule el volumen del solido formado al rotar la regién limitada por

y=x3, y=02, y x=-1, alrededor del eje X.

Sea R la regioén limitada por y=x, y=-x y x=1. Calcule el volumen del
solido formado cuando R gira alrededor de la recta x=-1
Suponga que el cuadrado definido por -1<x<1 y -1<x<1 gira alrededor

del eje Y. Demuestre que el volumen del solido resultante es 27.
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Suponga que el triangulo cuyos vértices son (-1, -1); (0, 1) y (1, -1)

gira alrededor del eje Y. Demuestre que el volumen del solido

resultante es 2% .

Compruebe la féormula para hallar el volumen de una esfera girando

el circulo x2 - y2=a2 alrededor del eje Y.

La base de un sdélido tiene forma de una elipse con eje mayor de 20
unidades y eje mayor de 10 unidades. Hallar el volumen del sélido si
cada seccion perpendicular al eje es: un triangulo isosceles de 10
unidades de altura.

Un cilindro de 5 unidades de radio corta una cuiha mediante dos
planos: uno es perpendicular al eje del cilindro, y el otro pasa por un
diametro de la seccion hecha en el primer plano y forma con este un
angulo de 45°. Hallar el volumen de la cuia.

Un tridngulo equilatero variable se mueve de manera que su plano

se mantiene perpendicular al eje de las X, mientras que los vértices
de su base se apoya sobre las curvas y2=1 6ax e y2=4ax, situadas por

encima del eje de las X. hallar el volumen que el triAngulo engendra

cuando se mueve del origen a los puntos cuya abscisa es a.

Dada la elipse 9x2 + 25y2=225, alrededor de esta curva se forma un

solido de manera que todas las secciones planas perpendiculares en

el eje de las X son elipses cuyos focos estan sobre la elipse dada.
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Los ejes mayor y menor son proporcionales a los de la elipse dada.

Hallar el volumen del sélido.

La superficie limitada por la curva y2=(x + 4)2 y su tangente en el
punto (12, 16) giran alrededor de las X. Hallar el volumen
engendrado.

La seccion de cierto solido cortado por un plano perpendicular al eje

X es un cuadrado con extremos de una diagonal en las parabolas

y2=4x, x2=4y, hallar el volumen.
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CAPITULO VI

DEFINICIONES Y PROPIEDADES SOBRE ECUACIONES
DIFERENCIALES DE FUNCIONES

DE UNA VARIABLE REAL
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En este capitulo se estudiara: Ecuaciones Diferenciales: Tipos de Ecuaciones
Diferenciales: Ecuaciones Diferenciales Ordinarias, Ecuaciones Diferenciales
Parciales, Orden de una Ecuacion Diferencial, Grado de una Ecuacion
Diferencial, Soluciéon de una Ecuacion Diferencial: Solucion General, Soluciéon
Particular, Ecuaciones Diferenciales de Variables Separables, ecuaciones

Diferenciales que se Reducen a Ecuaciones de Variables Separables:

Ecuaciones Diferenciales del Tipo: @1(x)W1(y)dy=@2(x)W2(y)dx, Ecuaciones

Diferenciales del Tipo :—y=f(ax + by), Ecuaciones Diferenciales del Tipo
X

ax+b,y+c
g—y=f(1), Ecuaciones Diferenciales del Tipo d—y=f( 1 (M 1},
X X

dx a,x+b,y+c,

Ecuaciones Diferenciales Lineales, Ecuaciones Diferenciales Método de los
Coeficientes Determinados, Ecuaciones Diferenciales Exactas o Ecuaciones

Diferenciales Totales, Factor de Integracion, Integrales Impropias.
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Definicién _1: Una ecuacion que establece una relacion entre la variable

2 n-1
independiente Xx, la funciéon buscada y=f(x) y sus derivadas d_y, dy -~ d’y ,
dx " dx dx™1
d"y
X se llama ecuacion diferencial (E.D).
X
2 n-1
Esta se escribe simbodlicamente como: F(x,y,d—y,d—y, - d y,
dx " dx2 dx™1
d"y d" dy d?y d™ly

) o en forma explicita d—Z=F(x,y, —,— ), por ejemplo:
X

x" dx gx2’ " dx™1

dy

- 25x + 7=0 (1)
dx
d?y 2, 94y 3
(=5 Lny)*+5(—=)>-2=0 (2)
dx dx
3 2
5d—§ + d—gtgx + 2senx - 5xy=0 (3)
dx dx
d?y dy dy
(=5 P+ ay(> )5 +eY(—= )2~ 4xy=0 (4)
dx dx dx
6u 6&u
ou_ou ()
6x Oy
§2z  &%u
2 ou2 (6)
6x Sy

Definicién 2: Si la ecuacion buscada y=f(x) es de una sola variable

independiente, la (E.D) se llama ecuacién _diferencial ordinaria (E.D.O). Si la
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ecuacion buscada z=F(x,y) es de mas de una variable independiente la (E.D) se

llama ecuacién diferencial parcial (E.D.P).

En el ejemplo anterior las ecuaciones (1), (2), (3) y (4) son ecuaciones
ordinarias y las ecuaciones (5) y (6) son ecuaciones parciales.

Definicién 3: El orden de la derivada superior que entra en la (E.D) se
llama orden de la (E.D).

Las ecuaciones (1) y (5) son ecuaciones de primer orden, la ecuacion (2),
(4) y (6) son ecuaciones de segundo orden, la ecuacion (3) es una ecuacion de
tercer orden.

Definicién 4: El grado de una (E.D), que puede escribirse como un
polinomio desconocido y sus derivadas es la potencia a la cual esta elevada su
derivada de mayor orden.

Las ecuaciones (1), (3), (5) y (6) son de grado (1), la (2) de grado 2 y la
ecuacion (4) es de grado (3).

Definicion _5: Toda funciéon y=f(x) que introducida en la (E.D) la

transforma en una identidad, se llama solucidén o integral de la (E.D).

d4y

Ejemplo: La funcidon y=e*cosx es solucién de la (E.D): d—4 + 4y =0.
X

INTERPRETACION GEOMETRICA DE LA (E.D):

La (E.D) y=F(x,y) establece una dependencia entre las coordenadas de

un punto y el coeficiente angular de la tangente :_y a la grafica de la solucion
X
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en ese punto. Conociendo a x e y, se puede calcular y por consiguiente, la
(E.D) de la forma considerada determina un campo de direcciones y el
problema de la integracién de la (E.D) se reduce hallar las llamadas curvas
integrales para las cuales las direcciones de las tangentes a éstas coincide en

cada punto con la direccion del campo.

< /,"}7 > x
dy 'y

Ejemplo: ax X’ En cada punto diferente del punto (0,0), el coeficiente
X X

angular de la tangente a la curva integral buscada es igual a la razén 1, O sea,

X
coincide con el coeficiente angular de la recta dirigida desde el origen de
coordenadas al mismo punto (x,y) la cual esta representado por flechas el
campo de direcciones determinados por la ecuaciéon estudiada. Es evidente
que en este caso las curvas integrales seran las rectas y=cx, ya que las
direcciones de estas rectas coinciden en todas partes con la direcciéon del

campo.
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Definicién 6: La (E.D) de primer orden tiene la forma: F(x,y,d—y )=0, si esta
X

ecuacion se resuelve respecto a :—y, se puede escribir la forma: g—y =F(x,y), en
X X

este caso se dice que la (E.D) esta solucionada con respecto a la derivada, por

ejemplo: dy =2xy?.
dx

Definicion 7: Se llama solucién general de una (E.D) de primer orden a la

funcion y=@(x,c), que depende de una constante arbitraria C y satisface las

condiciones siguientes:

a. Satisface la (E.D) para cualquier valor de la constante arbitraria C.
b. Cualquiera que sea la condicion inicial y=yo para x=xo, es decir, yx=x0=Yyo, se
puede encontrar un valor C=Co tal que la funcién y=@(x,c) satisfaga la

condicion inicial dada.
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Durante la busqueda de la solucién general de una (E.D) llegamos a
menudo a una condiciéon de la forma: ¢(x,y,c)=0, no resuelta respecto a y. Al
resolverla respecto a y, obtenemos la solucion general. Aunque esto no
siempre sea posible, pues queda implicitamente.

Una igualdad de la forma ¢(x,y,c)=0 que da la solucién en forma

implicita, se llama integral general de la (E.D), por ejemplo: % =-Y tiene como
X

X

solucién general a la familia de hipérbolas en el origen de coordenadas de la
Cc
forma y=—
X
Definicion 8: Toda funcién y=¢(x,co) deducida de la soluciéon general

y=0@(x,c), en el cual se le de valores arbitrarios a la constante C de un valor

determinado C=Co, se llama solucion particular. En este caso la correlacion

@(x,y,C)=0 se llama integral particular de la (E.D), por ejemplo en la ecuacién

dy_y

. . . Cc . .
diferencial r , cuya soluciéon general es y=—, tendra como soluciones
X X X

particulares a la familia de hipérbolas en el origen de coordenadas de la forma

Eliminatoria de constantes arbitrarias de una ecuacion diferencial, para
ello seguiremos los siguientes pasos:
a. Se deriva la ecuacion tantas veces como constantes arbitrarias se

encuentren.
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b. EIl sistema que se forma tiene que ser un sistema consistente, es decir
compatible determinado.
Ejemplos: hallar las ecuaciones diferenciales si la soluciéon general de
esta ecuacion es:

a. (x — C)? + y?>=C?, como nada mas hay una constantes arbitrarias tenemos

que hallar la primera derivada, es decir, 2(x—C)+2y:—y:0 =
X

x—C+yﬂ:0 = C:x+yﬂ, sustituyendo este valor de C en la
dx dx
ecuacion (x - C)> + y?=C% obtenemos la ecuacion diferencial
y2 = x? +2xyﬂ
dx

b. y=C1e'2x + Cze3", como las constantes arbitrarias son dos, tenemos que

hallar la primera y segunda derivada de la funcion dada, es decir,

r
dy -2C1e"% + 3Ce3x
dx

2
d%y Z =4C1e2X + 9C2e**
| dx

Multiplicando la primera ecuaciéon por dos (2) y sumandosela a la

-3x 2
segunda se obtiene que el valor de 02:615 (2%+:—¥J, ahora
X X

multiplicando la primera ecuaciéon por menos tres (-3) y se la sumamos a la
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2x 2
segunda ecuacion se obtiene el valor de C1:e1—0(:—§—3:—y} si se
X X

3x

sustituyen los valores encontrados de C1y C2 y=c1e®* + c2¢**, se obtiene que

2
la ecuacion diferencial es: dy _dy 6y=0

dx2 dx

Definicion 9: Solucionar o, como se dice a menudo, integrar una (E.D)

significa:

a. Encontrar la solucién general o integral general (si no estan dadas las
condiciones iniciales).

b. Hallar la solucion particular de la ecuacién que satisfaga las condiciones
iniciales (si existen).

Definicién 10: Las (E.D) del tipo: f2(y)dy=fi1(x)dx, se llaman ecuaciones

con variables separadas. Consideremos que las funciones fi(x) y f2(x) son

continuas, supongamos que y(x) es solucién de esta ecuacién; entonces, al

sustituir y(x) en la ecuacion dada obtenemos una identidad que al ser

integrada resulta: |f,(y)dy= |f,(x)dx+C, donde C es una constante arbitraria.
1 2

Si hay que obtener la resolucién particular que satisfaga la condicion y(xo)=yo,

y X
esta evidentemente se determina por la ecuacion: I f,(y)dy = jf1 (x)dx+C
Yo Xo

Ejemplos: hallar las soluciones de las ecuaciones diferenciales:

a. xdx +ydy=0, es una ecuacién diferencial de variables separables y su
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solucién general la determinamos integrando Iydy:—dex+C es

una familia de circunferencias en el origen de coordenadas, y2=-x2

+C 6 x%+y?*=C2

b. g—yzi—y es una ecuacion diferencial de variables separables y su solucion
x 4x
. . dy 3 3
general la determinamos integrando I— J'—+C = Iny—ZIan =
3
Iny=InCx4 = y=C ¥x3
c. :—y:y2—1, es una ecuacion diferencial de variables separables y su
X
soluciéon general la determinamos integrando Idy=_[ ;Ix +C =
-1
C(x-1)
_| B Sl 4
y= 2 { X+1 }

Muchas (E.D) pueden ser reducidas a ecuaciones con variables
separables mediante una sustitucion de variables. A dicho grupo pertenecen

las ecuaciones de la forma:
1°. Las ecuaciones del tipo: @1(x)W1(y)dy=@2(x)W2(y)dx, en las cuales los

coeficientes de las diferenciales se descomponen en factores

dependientes sé6lo de x o de y, también son (E.D) con variables separables,
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en este caso se multiplican cada miembro de la ecuacién diferencial por el

1
factor ————— con lo que resulta:
v, Yy (x)

dx + C, que es una ecuacion de variable separable.

Brlbs

2°.

D4 (x)
Ejemplos: hallar las soluciones de las ecuaciones diferenciales:

x(1 + y?)dx — y(1 + x?)dy=0, multiplicando por el factor: 5 1 5, Nos
(1+y“)(1+x“)

resulta: J ydy j de2 +C = In(1 +y?)=InC(1 + x?) = y=+/C(1 +x2) -1
1+y 1+ x

(4 + e®)dy=ye®*dx, multiplicando por el factor: , nos resulta:

y(4+e%)

2x
de J x ¢ Iny=% InC(4 + e2) = y=/C(4 + e%¥)

4+e%

Ecuaciones de la forma :—y=f(ax + by), donde a y befR, las cuales se
X

transforman en ecuaciones de variables separables por medio de la

sustitucion z=ax + by = E—a +b— dy = d—z—a + bf(z) = dx—d—z =
dx dx dx a +bf(z)
X= Jd_z
a + bf(z)

Ejemplos: hallar las soluciones de las ecuaciones diferenciales:



457

dy =2x + y, haciendo la transformaciéon z=2x + y = dz =2 + ﬂ,
dx dx dx
. dy dz
sustituyendo el valor de — =2x + y, tenemos que — =2 + z = dx= =
dx dx z+2

+ C = x=InC(z + 2) = z=Ce* - 2, volviendo el cambio, nos resulta

dz
X=
Iz+2
que 2x + y=Ce* -2 = y=Ce* — 2x -2

ﬂ= 1 , haciendo la transformacién z=x +y + 1 = E=1 + d_y’
dx x+y+1 dx dx

sustituyendo el valor de dy =x +y + 1, tenemos que dz =1+ 1 = dx:zd_z
dx dx z z+1

o xe[ 22 4 o ][1- 1 bz = xez - InCles 1) = 2 + 1eCet
z+1 z+1

volviendo el cambio, nos resulta que y=Ce¥*! - x — 2 = y=Ce* - 2x - 2

d—y=1 + 1 , haciendo la transformaciéon z=x - y = E=1 - dy,
dx X-y dx dx
dy 2.1 = dx=-zdz = x=|zdz +

sustituyendo el valor de — tenemos que
dx dx =z

C> x=-%z2 +C=2x+2% + C=0, volviendo el cambio, nos resulta que:
2x + (x—y)2+C =0

3°. Las (E.D) de la forma: :_y =f(1) llamadas (E.D) homogéneas de grado cero
X X

(0), también se reducen a ecuaciones separables. En efecto si hacemos el
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cambio de variable z=Y 6 y=xz = Y opax 92 sustituyendo este valor en
X dx dx
la ecuacién ﬂ=f(1) nos queda: z + xd_z=f(z) = d_x= dz +C >
dx 'x dx x f(z)-z

dz
J f(z)-z

Inx=Ce

Ejemplos: hallar las soluciones de las ecuaciones diferenciales:

a. xydx- x2dy=y \/x2 + y2 dy, reordenando esta ecuacion tenemos:

xydx — (x? - yw/x2 +y2 )dy=0, aplicando diferenciales a ambos miembros de la
ecuacion y=xz, tenemos que dy=zdy + xdz, sustituyendo este valor en la

ecuacion diferencial obtenemos: (xz)x(zdy + xdz) - [(xz)? + x\/x2 + y2 0=

x%z(zdx + xdz) — [x?2? + xw/x2 + y2 0=
x*Z?dx + x3zdz - xzyzdx - y\/x2(1+zz)dx=0 = x%2dz — x2V1+2z2 dx=0 =

x3zdz=x?V1+z2 dx — dz = jd—x:> 1+ 22 =InCx =
X

;dde_x = J‘;
Vz2 11 X Vz2 11

Y.2 x2 V2
ey )

x=Ce"'"*" | volviendo el cambio, nos resulta: y=Ce X =y=Ce
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b. (x? - xy + y?)dx — xydy=0 = dy___xy haciendo la transformacion

dx x2_xy+y?’

y=xz = ﬂ=z + xg—z, sustituyendo en el valor de Q=L,
X

dx x2_xy+y?

tenemos que:

dz x2z dz z dz_z-z+zz-z3

Z+X—= SX-—=—" Lz Xx——=
dx x2 _x2z4x2z2 dx 1_z-z2 dx 1-z— 22

2 2
dx 1-z-2z dx 1-z-2z . . .
ﬁdz = |—= ﬁdz + C, aplicando fracciones parciales la
X z- -z X z- -z

integral de la derecha, tenemos: j— = I1+z—+zdz +C=>

z(z 1)

Inx=A, :—: 2[ S 3_|'— donde los coeficientes de A1, A2y A3 los

. oo . _ —1+z+2?
hallamos aplicando limites y derivadas, A1=|'m? = A1=1,

z—>0

2
Az—i{ﬂJ A [(22+1)(z 1)-(lrzrz )} s A0,
z-1 z—0 (z- 1) z—0
~1+2+22

A3="mz—2 = As=1, por lo tanto, Inx-joIz J— +C>
z
z—>1

1 1

Cz-1) _ Clz-1) _; — z-1=Cx2%eZ, volviendo

X X

Inx—1 +In(z-1)= — -I
z z

X
el cambio, nos queda: y-Cx ey +1
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a;x+b,y+c,
dx

, puede reducirse a una
a,x+byy+c,

ecuacion de variables separables, trasladando al origen de coordenadas el
punto de interseccion (x,y) de las rectas l1: a1x + b1y + c1=0 y l2: a2x + b2y +

c2=0, las nuevas coordenadas seran: X=x — x1 e Y=y — y1, donde dy = ay y

dX

. dY a,X+b,Y Y
la ecuaciéon toma la forma: —=f ————— |=¢| — |, la cual es una
dX a,X+b,Y X

ecuaciéon homogénea de grado cero(0) y en consecuencia de variable

separable, este método no se puede aplicar solamente en el caso de que
las dos rectas resulten ser paralelas, es decir, 11/l2, pero en este caso los

coeficientes de las coordenadas son proporcionales, es decir,

a b

_Z:b_2=k, con lo cual la ecuacibn se transforma en:
a
1 1

a,x+b,y+c
d—y=f 1 (L = ﬂ=f(a1x + b1y), que ya se estudio en el
dx k(a;x+b,y)+c, dx

segundo caso.

Ejemplos: hallar las soluciones de las ecuaciones diferenciales:

a.

dy x-y+1

= , resolviendo el sistema de ecuaciones, x — y=-1 y x + y=3,
dx x+y-3

Obtenemos que x=1, e y=2, haciendo x=X + 1, e y=Y + 2, tenemos que:
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dY X- Y, ahora hacemos el cambio Y=zX, = ﬂ=z + Xd—z, que al
dX X+Y dX dX

X-Y
X+Y

. .. .. dY
sustituirla en la ecuacion conduce a la ecuacion —= , se transforma en:

+ Xd_z=1—z - %: (1+z)dz2 - _J-dX J(1+z)dz
dX 1+z X 1-2z-z 1-2z-2z

InX = - HIn(1-2z-22) + }InC =
2 2

C=(1 - 2z - z22)X? = C=X? - 2Xz - X?z? = volviendo el cambio Y=zX, nos queda:

C=x?- 2xy - y2 + 2Xx + 6y

ﬂ = M resolviendo el sistema de ecuaciones, 2x —y=-3 y
dx 4x-2y-5
4x - 2y=5,

Vemos que las rectas l1: 2x -y +3 y l2: 4x -2y — 5 son paralelas,

. dz
entonces hacemos el cambio z=2x-y, con lo que nos queda d—=2
X

LW Wy dz’ sustituyendo esta en la ecuacién QZM,
dx dx dx dx  ax-2y 5
obtenemos que 2_d_z= z+3 - dz _o_ z+3 — dx= 2z-5 dz =

dx 2z-5 dx 2z-5 3z-13

de:jzz_sd +C, :>x-.[( 22 jdz +C>
3z-13 3 9z-39
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x=zz - 2; In(3z — 13) + C, sustituyendo a z=2x — y en esta ecuacién nos queda:
x=§(2x -y)- fg In(3(2x-y)-13)+C

Definicién 11: Se llama (E.D) lineal de primer orden a una ecuacion

lineal con respecto a la funcion desconocida y a su derivada. Esta ecuacién

tiene la forma: A(x):—y + B(x)y=C(x), donde A(x), B(x) y C(x) se consideran en
X

lo sucesivo funciones continuas de x en la regidon en que se exige integrar la

ecuacién. Si multiplicamos toda la ecuacién por el factor m, nos resulta:
X

ﬂ+ Blx) =M, haciendo el cambio p(x)=M y q(x)=%

, la ecuacién de
dx A(x)” A(x) A(x) A(x)

. d )
Bernoulli se transforma en d_y + p(x)=q(x), la cual resolveremos por el método
X

de los coeficientes indeterminados para lo cual seguiremos los siguientes

pasos:

i. Se obtiene la solucidén general de la ecuacion diferencial homogénea, es

decir, Se toma la ecuacion :_y + P(x)y=0 que se llama lineal homogénea,
X

dy

esta es una ecuacion de variable separable, cuya solucion es: —=-p(x)dx
y

= Iny=- [f(x)dx+ C = y=Ce’ "™,
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Se considera la constante C, como una funcién que dependera de la

variable x, es decir: y=C(x)e'I xelx

. . _[xdx
Se calcula la derivada de la funcion y=C(x)eI con respecto a x, es

decir, 9 = 9CX) o 1% _ o 0nix) e
dx dx
. Sustituimos los valores encontrados de dy =M e'f xdx C(x)p(x)e'I xelx

dx dx

y y=C(x)e‘j xax en la ecuacién diferencial no homogénea g—y + p(x)=q(x),
X

dC(x) e_jxdx

es decir, cpe™™ + cpx)e™ ™ =qx) =

dC(x) e_jxdx -

dC(x) - [xdx
O q(x) = “dx q(x)e

Integramos

, para obtener el valor de C(x), que en este caso es

dC(x)
X

C(x)= j q(x)eI p{x)dx dx+C,
Sustituimos el valor de C(x) en la solucion de la ecuaciéon general

encontrada y=C(x)e "™ = y=([a(x)el™ ™ + e ™ =

y=C1 e_jxdx + e_jxdx J-q(x)ejp(x)dxdx

Ejemplos: hallar las soluciones de las ecuaciones diferenciales:

a.

d - .
d—y - X-XZ, siguiendo los pasos mencionados tenemos:
X X
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dy _ Yoo d_y=d_x, integrando ambos miembros obtenemos Iny=InCx
dx X y X

= y=xC(x)

y=C(x)

dy =C(x) + x_dC(x)

dx

C(x) + x dctx) . X Cx) =x? = x—dg(x)
X

=x? = dC(x)=xdx
dx X

2
[dcx)=[xdx +C1= C(x)="7 +C1

2 3
X X
y:(_2 +C1]x :>y=—2 +C1X

dy
dx

-y=0=> d—y=dx, integrando ambos miembros obtenemos Iny=x + C =

y=Ce*
y=C(x)e*

dy_ e"d—y + C(x)e*
dx dx

X X 4
A —~ —X
e dC(x) + C(x)e* -C(x)ex=11e 3 o dC(x)=11e 3 dC(x)=11e 3
dx 8 dx 8 dx 8
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4 4
= -2x
5. IdC(x):gJ.xe 3xdx:>C(x)=-%|e 3 +¢Cq

114 X

4y X
6. y=(-5e 3 +C1)e":>y=-%e 3 +Cee*

Definicion 12: Ecuaciones diferenciales totales o diferenciales exactas,

puede suceder que la ecuacion diferencial se escriba en la forma
p(x,y)dx + q(x,y)dy=0, si esta ecuacion es una diferencial exacta de cierta

funcién u(x,y), es decir, u(x,y)=p(x,y)dx + q(x,y)dy, donde du(x,y)=0, debe

3p(x,y) _ da(x,y)
X

, si du(x,y)=p(x,y)dx +
3y

cumplirse la condicion de Euler:

q(x,y)dy = du(x,y)=mdx + Mdy , por lo tanto,
oy X
op(x, dq(x,
OPUY) _ pix,y) y 2IEY)_ g, y)
oy OX

Donde u(x,y)=.[p(x,y)dx + y(y), al calcular jp(x,y)dx, la magnitud y se

considera constante, por eso y(y) es una funcién arbitraria de y.
Para determinar la funcién vy(y), derivaremos u(x,y) con respecto a Y,

teniendo en cuenta que %x,y)

=q(x,y) , es decir, la funcién

il;[p(x,y)dx]+d—"p=q(x,y), si despejamos dy nos queda:
5y dy dy
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d—"p-q(x,y) - g[[p(x,y)dx], ahora si integramos con respecto a y, tenemos
y

dy
6 . o s

que w(y)=_[{q(xy)—S—[J'p(x,y)dxﬂdy + C, por ultimo sustituimos el valor de
y

y(y) en la ecuacién u(x,y), con lo cual encontramos la solucién general de la

ecuacion diferencial exacta o de la diferencial total:
5

U(X,Y)=I{D(x,y) dx+ j{q(x,y)— —Up(x,y)dx]ﬂdy +C
8y

La funcion u(x,y) se puede determinar también tomando la integral curvilinea
de p(x,y)dx + q(x,y)dy desde cierto punto fijo (xo0,yo) hasta un punto con

coordenada variable (x,y) por cualquier camino:

A YA
(x ) (xp.y) Y)
(p,yo) w50) (xo}yo)
€ > <€ >
0 X X
v v
(X,y) (X;¥o) (x,y)
En este caso, Ip(x,y)dx+ q(x,y)dy= Ip(x,y)dx+ jq(x,y)dy o bien
(Xg.Yp) (Xg:Yo) (X,¥q)
(X,y) (Xo,Y) (x,y)
[p0y)dx+ax,y)dy= [p(x,y)dx+ [q(x,y)dy
(Xg-¥g) (Xg-¥p) (Xg-Y)

En conclusién para resolver una ecuacién diferencial total seguiremos los

siguientes pasos:
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Verificamos que se cumpla la condicién de Euler, es decir, que

3p(x,y) _ 8a(x,y)
oy X

Se integra la funcién u(x,y) con respecto a x manteniendo a y constante
Se deriva la funcién que resulto de integral a la funcién u(x,y) con
respecto a y, considerando a la constante de integracion como una
funcion estrictamente de y

Se iguala la derivada de u(x,y) a la funcién q(x,y) y se despeja la
constante dependiente de y

Se integra con respecto a y para obtener el valor de la constante que
depende de y

Se sustituye el valor de la constante en la funcién u(x,y) que se obtuvo al

principio cuando integramos con respecto a x

Ejemplos: Hallar las soluciones de las ecuaciones diferenciales totales:

a.

(x + y + 1)dx + (x — y*> + 3)dy=0, aplicando los pasos descritos

anteriormente tenemos:

p(xy)=x +y+ 1= =1, q(x,y)=x - y? +3 =

w =1, por lo tanto,

3q(x,y)
5

se cumple la condiciones de Euler

U(kY)= [y +1)dx +ply) = Ux )= X+ Xy + X+ yiy)
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3. Hallamos la derivada de u(x,y) con respecto a y, el cual lo igualamos a

dy

=x—y2+3:>W=-y2+3

d(x,y), es decir, du(x,y) =x + :_q’
y

8y

4. Integramos la funcién obtenida con respecto a vy, w(y)='|'(3-y2)dy =
- 1.3
wy)=3y -y +C
5. Sustituimos el valor de wy(y)=3y - %y3 + C en u(x,y), es decir,

2

U(X,y)=%x + xy + x + 3y - %y3 + C, como la funcién u(x,y) es una

diferencial exacta tenemos que u(x,y)=0 = 3x? + 6xy + 6x + 18y - 2y> +
C=0
Resolviendo esta ecuacion diferencial como una integral de linea
(x,y)

u(x,y)= I(x+y+1)dx+(x-y2+3)dy, escogiendo a (xo,yo) en el origen de
(Xg:¥o)

coordenadas tenemos:

(x,0) x.y) 1 1
u(x,y)= j (x+1)dx + _f(x-yz +3)dy = u(x,y)=5x2 + X + Xy - §y3 + 3y + C,
(0,0) I
x,0)

como u(x,y)=0 = C=3x? + 6xy + 6x + 18y - 2y°

b. (3x?+ 6xy?)dx + (6x%y + 4y®)dy=0, aplicando los pasos tenemos:
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p(x,y)=3x? + 6xy* = =12xy, q(x,y)=6x%y + 4y> =

_Spé(sx,y) =12xy, por

dq(x,y)
oX

lo tanto, se cumple la condiciones de Euler
u(x,y)= [ (3x? +6xy?)dx +y(y) = u(x,y)=x’ + 3x2y? + y(y)

Hallamos la derivada de u(x,y) con respecto a y, el cual lo igualamos a

du(x,y) dy

q(x,y), es decir, — 2’ =6x%y + —* =6x2y + 4y° = dy =4y®
dy dy dy

Integramos la funcién obtenida con respecto a y, w(y)=J4y3dy +C=>

v(y)=y*+C

Sustituimos el valor de y(y) en u(x,y), es decir, u(x,y)=x3 + 3x2y2 + y4 +C,
como la funcién u(x,y) es una diferencial exacta tenemos que u(x,y)=0
= C=x> + 3x%y? + y*

(x +y)dx + (x + 2y)dy=0

dp(x,y)
5

=1, qiy)=x + 2y = 9]
X

p(x,y)=x +y = =1, por lo tanto, se

cumple la condiciones de Euler
1
u(cy)= [(x-+y)dx +yly) = ulxy)=_x* +xy + y(y)

Hallamos la derivada de u(x,y) con respecto a y, el cual lo igualamos a

SU(X,y) =x + d_q"=x + 2y = ‘dj_"p_zy
y

X,Y), es decir,
q(x,y) sy dy
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4. Integramos la funcién obtenida con respecto ay, \p(y)=j2ydy +C >
w(y)=y?* +C

5. Sustituimos el valor de y(y) en u(x,y), es decir, u(x,y)=%x2 +xy + y? + C,
como la funcién u(x,y) es una diferencial exacta tenemos que
u(x,y)=0 = C=%x2 + Xy +y?

Definicién 13: Cuando en la ecuacién p(x,y)dx + q(x,y)dy=0 no se satisface la

condicion de Euler, se tiene que escoger una funcién p(x,y) que llamaremos
factor integrante, el cual se multiplicara por la diferencial total, de tal manera

que pp(x,y)dx + uq(x,y)dy=0 satisfagan las condiciones de Euler, es decir,

Sup(x,y) _ dua(x,y)

oy ox
p0cy) 2] 4 ) PO) 2g,y) BV ) V) o mutpiicamos
oy ox 6x
toda esta expresioén por el factor: , tenemos:
u(x,y)

P(x.y) 3ulx,y) | 8p(x,y)_a(x.y) dux,y) . da(x.y) _

u(x,y) oy 9% u(x,y) 8x ox

oq(x, op(x, olnn(x, olnp(x, . olnu(x,
q(x,y) _ 3p( y)=p(x,y) u(x,y) - qlxy) 1( y), si Bx,y) _q
ox oy oy Ox oy

Sp(x,y) 6q(x,y)

:>Inu(x,y)=j oy ox dx +InC

q(x,y)

du(x y)_da(x,y) 8p(x,y)
S

= -q(X,y) ox
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Sp(x,y) 6q(x,
Sy 6x dx

= p(x,y)=Ce a(x.y) , se puede considerar C=1, ya que es suficiente

tener un solo factor integrante, es decir si la funcion es estrictamente de x

Sp(x,y) 6Sa(x,
Sy (x )Sx dx
tenemos que: p(x)=e .y , Si es una funcién estrictamente de y
8q(x,y) 6p(x,
6x Sy dy

tenemos que p(y)=e P(Y)

, en caso contrario, no existe ningun
factor integrante de de la forma p(x) o pu(y).

Definicion 14: La condicion de existencia de un factor integrante que

depende sélo de x, se cumple para la ecuacién lineal:

Sp(x,y) 64q(x,y)
8y 6x

q(x,y)

:_i + p(x)=q(x) o bien [p(x)y - f(x)]dx + dy=0, efectivamente

[p(x)dx

=p(x), y por lo tanto, p(x)=e , de manera analoga se puede hallar las

condiciones de existencia de factores integrantes de la forma: p(x £ y), p(xy),
X
ne £ y2), w(), u(2), ete.
X y

Ejemplos: hallar las soluciones de las ecuaciones diferenciales:
a. (4xy + 3y? - x)dx + x(x + 2y)dy=0,
Veamos si se cumple la condicién de Euler: p(x,y)=4xy + 3y2 - X =

3p(x,y)

sy x + by, qboy)=x(x + 2y) =
y

w=2x + 2y, como podemos
X
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3p(x,¥)_,3a(%.Y) pyscaremos

observar no se cumple de Euler, es decir, 5 5
y X

Sp(x,y) 84q(x,y)

entonces un factor integrante oy x _4x+by-2x-2y
q(x,y) x(x +2y)
6p(x,y) 6q(x,y) 2
=dx
8y Sx 2 . . J
=—, luego el factor integrante sera u(x)=e X = p(x)=
qa(x,y) X
e2Inx u(x)=e"""2 = p(x)=x?, por lo tanto, multiplicamos a la ecuacién

diferencial:
(4xy + 3y2 - x)dx + x(x + 2y)dy=0, por el factor u(x)=x2 y probaremos de

nuevo si se cumple la condicion de Euler, es decir:

(4x3y + 3x2y2 - x3)dx + x3(x + 2y)dy=0, pu(x,y)=4x3y + 3x2y2 - >

—8'°L;>(X’Y)=4x3 + 6x%y, qu(xy)=x* + 2x%y = wﬂx” + 6x?y, por lo tanto,
y x

se cumple la condicion de Euler, con lo cual decimos que es una ecuacion

diferencial total, encontramos el valor de:
ulu(x,y)I= [ (@x3y + 3x2y? —y®)dx + oly) = ulu(xy)I=x’y + %y - xy* + oly),
ahora derivamos a up(x,y) con respecto a y, y la igualamos a qu(x,y), es

dup(x,y)

=-3x 3,
oy y

=x* + 2x3%y - 3xy? + =x* + 2% =

decir: —d(P(Y)
dy

do(y)
dy

integrando con respecto a y, tenemos que:
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cp(y)=-%xy4 + C, sustituyendo este valor en la funcién up(x,y), tenemos que:

3
u[u(x,y)l=xty + x3y? - xy? -ny“ +C

b. y(x+y+1)dx + x(x + 3y + 2)dy=0

Veamos si se cumple la condicion de Euler: p(x,y)=xy + y2 -y =

SpE(Sx,y) =x + 2y, q(x,y)=x(x + 3y + 2) > w=2x + 3y + 2, como podemos

y X

observar no se cumple de Euler, es decir, 8péx,y)¢8qéx,y), buscaremos
y X

entonces un factor integrante:

5p(x,y) 6p(x,y)
Sy () ¢ - (x+y+1)
q(x,y) X(x+3y+2)’

vemo que esta funcibn no es

exclusivamente de x, luego no es un factor integrante, probaremos ahora

6a(x,y) 6p(x,y) 6a(x,y) 6p(x,y)
6x 8y =(x+y+1) N 6x 6y _

1
p(X,y) y(x+y+1) p(X,y) y

, que si es una

funcion exclusivamente de y, por lo tanto, podemos obtener el factor de

dy
J‘i
integracion como: p(y)=e ¥ = p(y)=e™= u(y)=y, por lo tanto,

multiplicamos a la ecuacién diferencial y(x + y + 1)dx + x(x + 3y + 2)dy=0, por
el factor integrante p(x)=y, luego probaremos de nuevo si se cumple Ia

condicion de Euler, es decir, (y’x + y® + y?)dx + (x%y + 3y?x + 2xy)dy=0,
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pu(x,y)=y’x + y* + y? = wﬂxy + 3y? + 2y, qu(x,y)=x?y + 3y’x + 2xy =
y
WQW + 3y2 + 2y, por lo tanto, se cumple la condicién de Euler, y en
X

consecuencia es una direfencial total, encontramos el valor de
1
uluOY)I= [(xy® +y? + y¥)dx+oly) = uluxy)=o x%y? + xy® + xy? + (y), ahora

derivamos a u[u(x,y)] con respecto a y, y la igualamos a q[u(x,y)], es decir,

dun(x,y)

= x2y + 3y2x + 2xy =
oy

=x2y + 3xy2 + 2xy +

d(P—(Y) =0, integrando
dy

do(y)
d

con respecto a y, tenemos que ¢(y)=C, sustituyendo este valor en la funcién
. 1,22 3 2
u[p(x,y)], tenemos que: u[p(x,y)]= S XY Xy Xy C

c. y(x+y)dx+(x+2y-1)dy=0

Veamos si se cumple la condicion de Euler: p(x,y)=xy + y? =

3P(Y) _y + 2y, qixy)=x + 2y - 1 = 23%Y)

=1, como podemos ver no se
oy ox

cumple de Euler, es decir, SpE(Sx,y);tSqéx,y), buscaremos entonces un factor
y X

6p(x,y) &p(x,y)
oy 6x

q(x,y)

integrante =1, por lo tanto, podemos obtener el factor de

integraciéon como: u(x,y)=ewIX = u(x,y)=e*, por | o tanto, multiplicamos a la

ecuacion diferencial y(x + y + 1)dx + x(x + 3y + 2)dy=0, por el factor
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integrante p(x,y)=e*, luego probaremos de nuevo si se cumple
la condicién de Euler, es decir, y(x + y)eXdx + (x + 2y —

dpu(x,y)

5 =xe* + 2ye*, q[u(x,y)]=xe* +
y

1)e*dy=0, p[u(xy)l=y*x +y3+y? =

2yeX - X =

w= xe* + 2yeX, por lo tanto, se cumple la condicién de Euler, y
X

entonces es una direfencial total, encontramos el valor de
ulpoy)l=[(xye* + y?e*)dx+oly) = ulu(xy)l=y(x — 1)e* + o(y), ahora
derivamos a u[u(x,y)] con respecto a y, e igualamos a q[u(x,y)], es decir:

SUU(x’y)=(x _ 1)eX (X _ 1)eX + d(p(Y)=xeX + zyeX = d(p(Y)=_eX + zyex,
3y dy dy

integrando con respecto a y, tenemos que:

o(y)=-yeX+ y?eX + C, sustituyendo este valor en la funcién u[p(x,y)],

tenemos que: u[p(x,y)I=y(x — 1)eX -yeX +y?eX +C
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EJERCICIOS RESUELTOS

1. En cada uno de los siguientes ejercicios indique si la ecuaciéon es

ordinaria o parcial, lineal o no lineal, e indique su orden.

3 2
a. AL K S
dt3 dt2
3 2
b. 307, 507y %y
ox3 5x2  &x
. .. d3x d2x 2 . .
Solucion: 1a. La ecuacion dt_3 + ZE + 5t“=0 es una ecuacion diferencial

ordinaria, de tercer orden y de primer grado

3 2
Soluciéon: 1b. La ecuacion 38_y+58_y:6_y es una ecuacion diferencial
ox3 sx2  8x

parcial, de tercer orden y de primer grado
2. En cada una de las igualdades que se indican a continuacién, eliminar

las constantes arbitrarias.

a. y=./2xlgx-2x+C

b. y=C1e* + C2xe*

Solucion: 2a. y=\/2xlgx—2x+C, como la funcién posee solamente una

constante derivamos la funcién y= \/2xlgx—2x +C una vez y obtenemos:

dy 1 1 1 dy In10Igx -In10 -1
2 - _2Igx——— -2 = bl A ,
dx 2 In10 | /2xIgx-2x+C dx In10,/2xIgx -2x +C

manipulando esta ecuacion y despejando C se obtiene que:
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In10igx -In10 -1
dy
dx

C-= —2xlgx + 2x sustituyendo el valor de C en la ecuacién

y=\/ZX|gX—2X+C, se obtiene que: d_y: In10|gx-|n10-1
dx . /2xlgx-2x+C

Solucién: 2b. y=Cie* + C2xe*, como la funciéon posee dos constante

derivamos la funcion y=C1e* + C2xe* dos veces y obtenemos:
C,+(x+1)C, =e™ :—i (1), derivando la ecuacién (1) obtenemos:

2
C1+(x+2)CZ:e'X:—¥ (2), restando (1) de (2) obtenemos el valor de
X

C, :e'x[——:—} sustituyendo el valor de C2 en (1) se obtiene que

2
C,=e™ ((x +2)ﬂ —(x+ 1)d—y} y por ultimo sustituyendo los valores de C1y

dx dx2

o x : _dy d?y
C2 en la ecuacion y=C1e” + C2xe” se obtiene: y=2 —= - —
dx dx

3. Encuentre la solucién general de las siguientes ecuaciones de variables
separables y que se transforman en variables separables.

ﬂ=1-3x-3y
dx 1+x+y

b. (x-y)dx + (3x + y)dy=0,
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Solucién: 3b: dy . M haciendo el cambio z=x + y en la ecuacion
dx 1+x+y’

diferencial dy _1-3x-3y tenemos que: d—z=1 » = dy_dz 1,
dx 1+x+y dx dx dx dx
. . dz _1-3z
sustituyendo estos valores en la E.D. y despejando tenemos: d_= Tr g’
x 1+z

reacomodando e integrando se tiene que: J:+z dz:jdx, aplicando las
-3z

propiedades de los numeros reales, estas integrales se transforman en:

1 2 1
A L e

dz = Idx = %z - gLn(1 — 3z)=x + C, luego del cambio nos da:

%(x +y)- gLn(1 -3x-3y)=x+C

Solucién: 3c: (x — y)dx + (3x + y)dy=0, Aplicando las propiedades de los

dy _ y-x
dx y+3x

numeros reales en la ecuacion diferencial nos resulta:

, COMo es

una ecuacion homogénea de grado cero, hacemos el cambio y=xz, derivando
esta ecuacion con respecto a x, sustituyendo este valor e integrando se

obtiene Y =z + x 9% _, 92 1-2 J
dx dx dx 3+z 2 4z+1

de , completando
X

cuadrado y aplicando nuevamente las propiedades de los nimeros reales se

-3
(z-2)2-3

z-2

ti £ dz [
ene: I (z-2)%-3 ‘ I(z-2)2-3

dz=LnCx = I dz =LnCx, por las



479

iLn_—3
V3 (z-2-3 ’

tablas de integracion se tiene que: %Ln‘zz—4z+1‘—

1 2 1 ——2+\/_
sustituyendo z=Y tenemos: —Ln[lj —4y+1 ——LnX*— =LnCx =
X 2 |\ x V3 y
~2-43
2 2
1Ln|x 4xy+y| |y+(\/§ 2)x|_anx:>
x 3 b (V3 +2)x|
_u\2
1Ln(x y) |y+(\/§ 2)X|-Lan =
2 x \y (V3 +2)x|
1Lnx-y ——L |Y+(\/§ 2)X|-Lan
4 | Jx ‘y (\/_+2)x‘

4. Encuentre la solucion particular de las siguientes ecuaciones de

variables separables y que se transforman en variables separables.

a. Y oyet) , y(2)=8
dx

b. W=Y_qy2)=1
dx x

a0 dY o (y-x2) - - -
Solucién: 4a: =xe , Y(2)=8. Aplicando las propiedades de los
X

. .. . . dy y
numeros reales en la ecuacion diferencial, nos resulta: d—=xe e’,
X

separando las variables e integrando se tiene que: Jxe'xzdx:jeydy y por

las tablas de integracion y las propiedades de los numeros reales
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obtenemos: LZ=C, ahora sustituyendo el punto (2,8) en esta ecuaciéon
X

hallamos el valor de C y lo sustituimos concluyendo el ejercicio, resultando

Lz =20 y=2x2

X

Solucién: 4b: d_y=x_1, y(2)=1. Operando la ecuacion ﬂ=l_1, nos resulta:
dx x dx x

dy _y-x haciendo el cambio y=xz = ﬂ=z + XE, sustituyendo en en la

dx X dx dx

ecuacion diferencial e integrando nos resulta: _[d—z = Zfd—x = Lnz=2Lnx + C,
z X

volviendo el cambio y aplicando las propiedades de los logaritmos nos

y

resulta: 3= C, ahora sustituyendo el punto (2,1) en esta ecuaciéon hallamos
X
1 . Y
el valor de C, que en este caso es 3’ con lo que la solucién sera: 3= 8
X

5. Halle las soluciones de las siguientes ecuaciones diferenciales lineales.

a. I _7x=5e™x
dx

b. 9. 2% =(x + 1)3, en el punto (0,1)
dx x+1

Para la resolucion de estos ejercicios utilizaremos los pasos a seguir

descritos en la definicion 11.

Solucién: 5a: :_y - 7x=5e"* (1)
X



481

i. Seresuelve la ecuacion homogénea para hallar el valor de la variable y.

dy _7x=0
dx

ii. Separamos variables e integramos.

[dy =7[xdx :>y=%x2 +C(x) (2)

iii. Derivamos la ecuacion (2) con respecto a x para hallar el valor de :_y
X
dy =7x + dC(x)
dx dx
iv. Se sustituyen los valores de :_y en (1) para hallar dg(x)
X X

7x + M - 7x=597x = M =5
dx dx

v. Se separa variable y se integra para hallar el valor de C(x)
[de(x)=5[e™dx = C(x)=§e7x +C

vi. Se sustituye el valor de C(x) en la ecuacién (2) y obtenemos la solucion

buscada

y=ZX2 + Ze7x+ C
2 2

Solucién: 5b; 9Y - -2Y_—(x + 1)® (1)
dx x-+1

1. Seresuelve la ecuacion homogénea para hallar el valor de la variable y.
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dy 2y _,

dx x+1

2. Separamos variables e integramos.

J'dvy - 2]% = Lny=Ln(x + 1)2C(X) = y=(x + 1)>C(x) (2)

. ‘s d
3. Derivamos la ecuacion (2) con respecto a x para hallar el valor de d_y
X

B _ox + 1)C(x) + (x +1)29X)
dx

ol
4. Se sustituyen los valores de d_y en (1) para hallar _dC(x)
dx dx
2(x +1)C(x) + (x + 1)2$ -2(x + 1)C(x) =(x + 1)°* = dz(x) =x + 1
X X

5. Se separa variable y se integra para hallar el valor de C(x)

(x+1)2+C

JAC) =[x+ dx = Cix)=2-(x + 12 + € = Cx)= * =)

6. Se sustituye el valor de C(x) en la ecuacion (2)

2
=M(x +1)? = 2y=(x + 1)?((x + 1)?> + C) (3)

7. Sustituyendo el punto (0,1) en la ecuacién (3) se halla el valor de C, que

en este caso es igual a 1, por lo tanto, la solucién es:

2y=(x + 1)3(x% 2x + 2)
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6. Verificar si las siguientes ecuaciones diferenciales son exactas y
resolverlas, en caso de no ser exacta encontrar un factor integrante y

luego resolver la ecuacion.

2 2
#dx+2—§dy:0
X X

b. e¥(xy + 1)dx + (x%e™Y + 2y)dy=0

ydx-xdy 0

X2 +y2

o

(y + xy?)dx — xdy=0
Para estos ejercicios aplicaremos los pasos descritos en la definicion 12

2 2
#dx+2—¥dy =0
X X

Solucion: 6a:

i. Verificamos que se cumpla la condicién de Euler, es decir:

oq(x,y)_ 6y

luego se
ox x4’

2 2
X< -3 op(x, 6
POX,Y)= 4y _, Op(x,y)_ 6y

2y
— Yy ax,y)=—=
8y x4 x3

cumple la condicion de Euler

ii. Seintegra la funcién u(x,y) con respecto a x
2 2 2
x“-3 2
u(y)= [k + w ) = Uy 5+ 35+ w ()

iii. Derivando u(x,y) con respecto con respecto a y se tiene:

Su(x,y) 6y _dw
oy x> 8y
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iv. Se iguala la derivada de u(x,y) a la funcién q(x,y) y se despeja la

constante dependiente de y

x5 By x3 dy x3 x5
v. Se integra %_LIJ con respecto a y para obtener el valor de la constante que
depende de y
2 2
—o (Y 3de _Y° .y
=2|| = -——<dx = = -3—% +C
w(y) j(x3 5 w="5 35

vi. Se sustituye el valor de la constante en la funcion u(x,y)

2 . .y2 ¥R Ly y2-2
uxy)=- =5 + 375 + “5 =375 +C=> y(y)= +C
X3 X5 X3 X5 v X3

Solucién: 6b: e¥Y(xy + 1)dx + (x2e™Y + 2y)dy=0

Verificamos que se cumpla la condicién de Euler, es decir:

i. Verificamos que se cumpla la condicién de Euler, es decir,

p(xy)=e(xy + 1) = 2PY)xemxy + 2)y qlxy)=(e + 25) =
y
%X,Y): xeXY(xy + 2), luego se cumple la condicién de Euler
X

ii. Seintegra la funcién u(x,y) con respecto a x

u(x,y)= e’ (xy+1)dx + y(y) = u(xy)=y [xe™dx + [e*¥dx + y(y), integrando

la primera integral por parte nos resulta: u(x,y)=xe*¥ + y(y)
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iii. Derivando u(x,y) con respecto con respecto a y se tiene:

du(x,y) —x2eXY + Sy
oy oy

iv. Se iguala la derivada de u(x,y) a la funcién q(x,y) y se despeja la
constante dependiente de y

x2e9 + QW _ j20xy 4 2y = 6—l|J=2y
Oy Oy

v. Se integra Z—w con respecto a y para obtener el valor de la constante que

depende de y
Y(y)=2[ydx = y(y)=y*+C
vi. Se sustituye el valor de la constante en la funcién u(x,y)
u(x,y)=xe?¥ +y?+C

ydx-xdy 0

X2 +y2

Solucion 6d:

i. Verificamos que se cumpla la condicion de Euler, es decir,

y 5p(x,y)_ x2-y? X Bq(x,y)_ x2-y?
p(x,y)= = = » q(x,y)=- =
x? +y? dy x2 +y? x2 +y? 08 x2 +y?

luego se cumple la condiciéon de Euler

ii. Se integra la funcién u(x,y) con respecto a x

uxy)= [ —dx + y(y) = uxy)=tg' L + y(y)
x2 ¢ y2 X
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iii. Derivando u(x,y) con respecto con respecto a y se tiene:

X
Suxy)_  y* B3y _ Bulxy)_  x 3By
oy (x]z oy oy x2 +y%2 By
1+ —
y

iv. Se iguala la derivada de u(x,y) a la funciéon q(x,y) y se despeja la
constante dependiente de y

2x +5L|J:_ X :>5L|J:0

x2+y2 8y x%24+y%2 By

v. Se integra Z—w con respecto a y para obtener el valor de la constante que
y

depende de y
W(y)=[0dx = y(y)=C

vi. Se sustituye el valor de la constante en la funcion u(x,y)

u(x,y)=tg'1§ +C

Solucién: 6e: (y + xy?)dx — xdy=0

i. Verificamos que se cumpla la condicién de Euler, es decir,

q(x,y)=x = w:-t luego no se
X

pOY)=y + xy? = %"’y)ﬂ + 2xy,
Yy

cumple la condicién de Euler ya que 6p§x,y)7ﬁ 5q(x,y)

ox

ii. Buscamos el factor integrante, ver definiciones 13 y 14
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5p(X,y) &p(X,Y) Sp(x,y) 6p(x,y)
Sy 6x  _-1-1-2xy - 8y 6x  _-2(1+2y)
a(x,y) y +xy? qa(x,y) y(1+2xy)
5p(x,y) _8p(x,y)
8y 6x _-2 Yy
=—, donde el factor integrante sera: p(y)=e ¥ =
qa(x,y) y
1
my)=—
y2

iii. Multiplicamos la ecuacion (1) por el factor iz y probamos si se cumple
y

la condicion de Euler, es decir:

X
y2

(% + x)dx - dy=0 (2)

iv. Comprobemos ahora que se cumple la condiciéon de Euler.

Sp(x,y)_ 1 y q(x,y)=-i = M:_i, luego se cumple
sy  y? y? 2

1
p(X,y)=— +x=>
y dx y

la condicién de Euler y en consecuencia (2) es una diferencial exacta.

v. Se integra la funcién u(x,y) con respecto a x
2

u(xy)= [ Gujdx FP) S Uy + e )

vi. Derivando u(x,y) con respecto con respecto a y se tiene:

Su(x,y) __x 3y
oy y2 By
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vii. Se iguala la derivada de u(x,y) a la funcién q(x,y) y se despeja la

constante dependiente de y

viii. Se integra i—w con respecto a y para obtener el valor de la constante que
y

depende de y
W(y)=0dx = y(y)=C

ix. Se sustituye el valor de la constante en la funcién u(x,y)

2
u(x,y)=5 +X 4co u(x,y)= x(1+£J +C
y 2 y 2
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EJERCICIOS PROPUESTOS

En cada uno de los siguientes ejercicios indique si

la ecuacion es ordinaria o parcial, lineal o no lineal, e indique su orden.

2 2 2
d—;‘ + k2x=0, b. 8—‘2” - 5—"2", c. (< + y?) + 2xydy=0, d. %Y + p(x)y=q(x)
dt S5t 5x dx
3 2 2 2 2 4
d ;( _dy 2y=0f.yd—32/ =X, g. o l2‘+8 121 8 ::O,h. d—B{-W(x)
dx® dx dx 5x< dy° &z dx
d2y d?x d3w 2 dw 4
s (B {0 e
dt dt dx dx

En cada una de las igualdades que se indican a

continuacion, eliminar las constantes arbitrarias.

y= C1e® + C2xe® b. xy? - 1=cy c. y= C1x? + C2e** d. y=cx + c? + 1
y= mx+3 f.y?=4ax  g.y=C1+ C2e® h.y=x+ C1e* + C2e™*
m

y=x? + C1e%* + C2e3

Averiguar, si son soluciones de las ecuaciones

diferenciales que se dan, las funciones que se indican.

2 2 2
xﬂ =2X, y=5x2, b. d—y=x2 + y2, y=1, c. (x + y)dx + xdy=0, y=
dx dx 2 p 2x
2
dy + 2xy + 1=0, y=e_X2 Ietzdt +c1e_x2 e. de_y - 3xﬂ + 4y=0, y=\/;
dx dx?2 dx



490

2 2
f. d g 2dy +y=0, y=xe*, g. d y - Zdy +y=0, y=x2e*,
dx dx dx 2 dx
d? dy h,x h,x
h. - (h1 = h2) -h1h2y=0,y=C,e " +C,e %",
dx dx

i. (x- y+1)——1 y=x + CeY, j. (x - 2y)——2x y, X —xy+y—C2

2 C
k. d‘z’ 2 =g y=c1+ -2
dx dx X

4. Encuentre la soluciéon general de las siguientes ecuaciones de variables

separables y que se transforman en variables separables.

a. dy_ b. dy_y + = ¢.3x3 ydx+(x +y4)dy-
y

dx\/_ dx  x

dy -Xx+5 dy _ > dy 2
d. X+/1- 20x=dy e. Y =1+eV " **5f (1-x)L=y? g. 2 =x
y y dx ( )dx -9 dx y

y
h. x:—y =y + xeX i. mydx=nxdy, j. yinxinydx + dy=0,
X

k. a?dx=xvx?-a?dyl. (2/xy-y)dx—xdy=0
m. (1 +Inx)dx + (1 + Iny)dy=0 n. (2x? + y?)dx + (2xy + 3y?)dy=0

d d d d
0. ydi -y=y° p. xyﬁ=1 -x%q.y -xﬁ=a(1 + de_)):)

r. (x2 + yz)dx + (x2 — xy)dy=0 s. dy tgx=y t. dy =(x +y)2
dx dx
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u. :_y =(8x + 2y + 1)2 v. (2x + 3y -1)dx + (2x + 6y -5)dy=0
X
0y AY_Y dy _ x+y
w. (2x — y)dx + (4x — 2y +3)dy=0 x. —== -1, y. —=-—-—
dx x dx X
z. Ay _ (XY aa. (2x—y + 4)dy + (x — 2y + 5)dx=0 ab. 3¥ =. X +3Y
dx  x2 dx 2x+y
ac. dy - X+ 2y +1
dx 2x+4y+3
5. Encuentre la solucién particular de las siguientes ecuaciones de

variables separables y que se transforman en variables separables.
a. (1 +e")y(cj|—y =e%, y(0)=1 b. xdy — ydx=./x2 + y2dx x=% , y=0,
X

du=1+u2

du dy=x—4
dv 1+v2

dy 2
u(0)=1,d, 2xy-2 =1 +y? y(3)=2,e. —> ,
(0) Y i ) I x_3

y(1)=2,

dy _y*-1 dy _ 2 dy 2
f. = ,¥(2)=2, g. —2=y? -1, y(0)=2, h. =~ +2y=1, y(0)=",
ax 52 1 y(2)=2, 9. =y"-1,¥(0) ax TAELY0)=C

. d .
i xyzé =y3 - x3, y(1)=2, j., y(0)=2,

3
k. (x+ \/x_y):—y+ X—y= ,/V— , y(1)=1, 1. ydx + x(Inx — Iny — 1)dy=0, y(e)=1,
X X

m. ,n. dy _x-y-3 , ¥(0)=1, 0. (2a% - r*)dr=r’sen6d6, 6=0, r=a,
dx x+y-1

p- xyzdx + e*dy=0, x > 0, y > %, q. (x+ yz)dy=ydx, x=2, y=1,
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r.  (y- yx2+y? )dx — xdy=0, y(/3)=1, s.

t. y(9x — 2y)dx — x(6x — y)dy=0, y(1)=1, u. y(3x + 2y)dx — xzdy=0, y(1)=2,

V.  (3x%-2y?) :—y =2xy, y(0)=-1, w. V1—-4x2dy +2,1-y2dx =0, y(1)=2,
X

d 3
X. Y. (x+ \/X_y)ﬁ +x—y=,/y7,y(1)=1,

z. ydx + x(Inx — Iny -1)dy=0, y(1)=e, aa.

ab.  (x?-3y?)dx + 2xydy==, y(2)=1, ac. (x + y):j:—y =xtg' Y, y(1)=1,
X X

ad. xinYdy - ydx=0, y(e)=3 ae. xy? :y y3 - x3, y(1)=2

X X
ae.

6. Halle las soluciones de las siguientes ecuaciones diferenciales lineales.

a. (x2+ 1)d_y + 3xy=6X, b.x2 3 4 Xy=senx, c. W, 2y=3e%%,
dx dx dx

d. dy + 1=y2 e. xﬂ + 5y=7x2 f. 3d_y - 5x=9e3* g. 3xd—y + y=12x,

dx x dx dx dx
h. x3Y 4 y=x, i. (3xy + 3y — 4)dx + (x + 1)%dy=0j. 3¥ =1 + 3ytgx
dx dx

k. ydx + (x -1x3y)dy=0 Il dy - 2xy + 3x2eX’ , m. dy + y=e*, m. dy + 2—y=x3,

2 dx dx dx X

nx3Y + y — =0 o. p. y?dx — (2xy + 3)dy=0, q. dy .y

2
=-Xy*~,
dx dx y
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r. dy __y 5 - 1-x=0, s. (x* + 2y)dx — xdy=0, X. dy=(x — 3y)dx
dx 1-x
t. 2xyﬂ - y2 +x=0,
dx

7. Verificar si las siguientes ecuaciones diferenciales son exactas vy
resolverlas, en caso de no ser exacta encontrar un factor integrante y luego

resolver la ecuacion.

a. (3x + 2y - 1)dx + (2x + 3y +7)dy=0, b. (x? + y? + 2x)dx +
2xydy=0,
2xdx y2 - 3X2 3 2 2 2
3+ 2 dy =0, d. (x° - 3xy“ + 2)dx — (3x“y — y“)dy=0,
y y

dx - xd v v

e. xdx + ydy=%, f.(x+eY)dx + e¥ (1-2)dy=0, g. (x + y2)dx — 2xydy=0,
X +y y

h.  y(1+ xy)dx — xdy=0, i. ¥ dx + (y* — Inx)dy=0, j. (5y + 2x) :y - 2y=0,
X X

xdx +(2x +y)dy 0

k. I (2x +4)dx + (3y — 1)dy=0, m. .
(x+y)
0. (x? — y?)dx + x(x — 2y)dy=0, p. (1 + Iny + y)dx=(1 — Inx)dy,
g. (3 + y3)dx + 3xy2dy=0, r.(ylny — e™)dx + (1 + xIny)dy=0,
y
s. (sen2x — xy?)dx + y(1 + y? - x?)dy=0, t. (x"1y" + bx)dy=0

u. (x +2y)dx + (2x +y)dy=0 v. y(2xy + 1)dx — xdy=0, w. (1 + yz)dx + (x%y + y)dy=0,
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x. YOt = y?)dx + x(x* + y?)dy=0, y . (1 +y? + xy?)dx + (x’y +y + 2xy)dy=0,

z.  y(x3e¥ - y)dx + x(y + x3e*Y)dy=0, aa. (1 - xy)dx + [y? + x*(1 - xy)2]dy=0,
ab. y(2x + yz)dx + x(y2 - x)dy=0, ac. (xy2 + x — 2y)dx + x2ydy=2(x + y)dy,

ny,n+1 n+1,,n - y2 1 1 x?
ad. (x"y" +ay)dx+ (x'y" + bx)dy=0, ae. dx + d

(x-y? x
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APENDICES



N n == w»

o C

T U =833

0

W #* <

LISTA DE SIMBOLOS
Pertenece
No pertenece
Conjunto
Es un sub-conjunto de, esta incluido en
Es un sub-conjunto propio de
Union de conjunto
Interseccion de conjunto
Diferencia de conjunto
Complemento de un conjunto
Nuimeros enteros negativos
Nuamero cero
Numeros enteros positivos
Nimeros enteros
Nuimeros naturales
Numeros Racionales o fraccionarios negativos
Numeros Racionales o fraccionarios positivos
Numeros Racionales o fraccionarios
Numeros reales negativos
Numeros reales positivos
Nuimeros reales
Implica, entonces, condicion de suficiencia
Condicion de necesaria
Si y solo si, condicion de necesario y suficiente
Si y solo si, condicion de necesario y suficiente
Factorial de un nimero
Para todo
Numero

Existe
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%

m v Vv IA

H O B> @

H
8

M A

Porcentaje

Producto o multiplicacion
Suma o adicion

Resta o sustraccion
Division o cociente, tal que
Diferente a

Tal que

Menor que

igual que

Menor o igual que
Mayor que

Mayor o igual que
Relacion de equivalencia
Equivalente

Triangulo

Cuadrado

Mas o menos

Mas o menos infinito
Producto

Sumatoria

Por lo tanto

es decir

Perpendicularidad de rectas

Paralelismo de rectas
Implica

Disyuncion (o)
Conjuncion (y)

Conjunto vacio
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B Fin de la demostracién
P(..) Potencia de un conjunto

n(..) Cardinal de un conjunto
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ALFABETO GRIEGO

Alfa

Beta

Ji
Delta

Epsilon

Phi
Gamma

Eta
Iota

Si
Kapa

Landa

Mu

Un
Omicron

Pi
Teta

Rho
Sigma

Tau
Viu

Omega

Fhi
Zeta

A

B

D

O

[1]
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PROPIEDADES DE LOS NUMEROS REALES
PROPIEDADES DE LA ADICION

1. Asociativa: Va, b, ce ¥ se tiene,(a+b) +c=a+ (b +¢)
2. Conmutativa: Va, be % se tiene, a + b=b + a

3. Elemento neutro o neutro aditivo: Vac H, Jec H/a + e=e + a=a

4. Elemento simétrico o _inverso_aditivo: Vac®, 3 a'leHa + al=al +

a=e=0, > al+a=0=al=-a

PROPIEDADES DEL PRODUCTO
5. Asociativa: Va, b, ce % se tiene, (a:b)c=a(b:c)
6. Conmutativa: Va, be % se tiene, a.b=b.a

7. Elemento neutro o neutro multiplicativo: Vae #, Jee 9/a.e=e.a=a = e=1

8. Elemento simétrico o Elemento _inverso multiplicativo: Vae,

1
Jale Ha.a'l=ala=e=1 = ala=1=al=—
a

9. Distributiva: Va, b, ce # se tiene: a(b + ¢)=a.b + a«c=b.a + c.a=(b + ¢)a

10. Elemento absorbente: Vae %, 30 H/0a=a0=0

11.Va,be %, AceHlsia<b=>a+c<b +c
12.Va, be #, Ace '/ si a<b = a.c<b.c
13.Va, be #, Ace 97/ si a<b = a.c>b.c

14.Va,be %, Ace #/,si a<b = 1 >%
a

15. Vae # se tiene que a2>0 Si a=0 =a’=0

16.Va, be #, se tiene que (a + b)*> >a + b2
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17.V a, be 9 se tiene que si a.b=0 = a=0 o b=0
18. V a, be # se tiene que si a.b=0 = a=0 o b=0

19. V a, be # se tiene que si a:b<0 = (a<0 A b>0) o (a>0 A b<0)

n
20. V a, be %, IneR/(ab)" =a"b" y (%)“=z_n

n
21. V a,beH,In, me Ha"a"= gt T m y S—m=an_m

22. a,be %, Ine H@")™ =a""

23.y=a" = x=lIgax
24.1gal1=0

25.1gaa=1
26.1gaxy=lgax + Igay

X
27.1ga ; =lgax — Igay

28.1gaxY=ylgax

29.Nota: Cuando la base es el niimero neperiano e, se escribe Igex=Inx



10.

11.

12.

11.

12.

13.

PROPIEDADES DE LA DISTACIA ENTRE DOS PUNTOS

|x|20y |x|=0,<:>x=0

|ay|=a|x|
[xy|=]x]| ¥l
|y |=[x]/]y]

| x|=a < -a=x=a = x=a 6 x=a

| x| <a ©-asx<a = x>-a y x<a, = xe[-a, a]

| x| >a © -a>x>a = x<-a y x>a, = xe(-o, -a]U[a, ©)
|x+y|<|x][+]y]

|x-y|=|x] - |y]

[x-ylz] x| -]yl
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FACTORIZACION DE POLINOMIOS Y RADICALES

FACTORIZACION DE LA FORMA:; (x £ y)"

xt y)2=x2 +2xy + y2
xt y)3=x3 t 3x2y + 3xy2 t y3

xt y)4=x4 + 4x3y + 6xzy2 t 4xy3 + y4

n n) .. n) .. n) .. n
x=x y)n= X"t X" 1y + X" 2y2 t X" 3y3 Fooviiiennns t yn, donde
0 1 1 3 n
m m! . . .
=——, numero combinatorio, los cuales se pueden calcular con la
n ) n(m-n)!

ayuda del triangulo de Pascal

Este triangulo también toma la forma:
1

121

13 31

146 41
1 5101051



FACTORIZACION DE LA FORMA: X" - Y"

X2 -y =(x-y)(x ty)
oy=(x - y)(x2+xy +y2)

xt - yi=(x - y) (3 + X2y + xy? +yY)

X" - yn=(X - y)(xn-l + Xn-zy + Xn-3y2 +..... + yn-l)

FACTORIZACION DE LA FORMA; x" + y*

X +yi=(x - [2Xy +y)(x+ .[2Xy +y)

X4y = +y)(x - xy +y?)

Xt + y=(3- 2xy + )03 - 23y +yY)

n nn n n nn n
(x2 —/2x4y4 +y2)(x2 +/2x4y4 +y2) sin es par
x"+y"=
+y)(x™! - x™2y + x"3y? - ... + y*1) si n es impar

FACTORIZACION DE LA FORMA "x -1y

1 1 1 1 1 1

x-y=(x2)2 - (y2)2=(x2 - y2)(x2 + y2)=(/x - [y)(/x +.]y) =

\F \/7 \/7_'_\/7

Y gy
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oty Y
eyt

anf X-y

/"1+\/x"1y+ / n-2y2 + Qy"'1

FACTORIZACION DE LA FORMA "x + "y

\FJF\T \F

x/7+\ 32 3
VN gty

Yx +4ly = =y

i Xy
" - nxn-1_ /x y+/'"2y2 .......... — W
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PROPIEDADES DE LOS LIMITES

Sean Li= !(m_])f,((x), L= len_'l)gx(x)

0 0

y KefR, se tiene que:

limK
1) x xO=K

1y I B0y,

— X

1y Um0 ) _lime) gl

—

14) Linlf)((X)g(X)zlimf(X) limg(x)_; 1,
0

X—>X XX
0 0

im 00 X0
9, fif,"’_ limg(x) L, 8007
X‘)Xo

_ limg(x)
7) lim(f(x)8(%) = ['J'ﬂ(i(;‘))}x T L

X > X

)
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LIMITES ESPECIALES
1 senx 1
X
x—>0
1-cosx 1
2. | 2 5
X
x—>0

1\X :
3. Iim(1+—j =lim(1+t)t =e
X

X > © x—>0



10.

11.

12.

TABLA DE DERIVACION

d(uiv)=d_u + dv
dx dx  dx

d(uv) +u dv

dx dx dx

du
i(l) __dx
dx\u u?
Jdu_du
i(ﬂj _ Yax Yax
dx\ v v2
du
uny=nu™1 ==
(un) I

dsen(au)

acos(au) —
dx dx

dcos( au) _

(xsen(ocu) —
dx dx

—dtg( au) _ asec ud—u
dx dx

M acsc(au)ctg(au) —
dx dx
dsec( au) _ asecx(au)tg(au) —
dx dx
detg( au) _

acscz(au)
dx dx

donde v es también una funciéon compuesta.
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13.

14.

15.

16.

da?" du
=alna—
dx dx

e _ cudu
dx dx

d(iga(@u)) o du
dx ulg,e dx

d(Ins(au)) adu
dx u dx

TABLA DE INTEGRACION

+ C si n#1

I=J'(ax+b)n dx =

) 1 Ln(ax +b)
a

1=jaxdx:|=i+c

Lna

bx +c¢c
bx +c¢ a

I=_[a dx = 1= +C
bLna

X X
I=Ie dx=I=e +C
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

510

ax +b 1 x
I=je dx=I1=—e +C
a

I:IInxdx =Il=x(Inx-1)+C
= Iln(ax+b)dx == 1(ax+b)[ln(ax+b)-1] +C

a
I=Isenxdx:> I=-cosx+C
I=jsen(ax +b)dx=1= -lcosx +C

a

I=Icosxdx =l=senx+C
I=jcos(ax +b)dx = 1= 1sen(ax +b)+C

a
I=[tgxdx = 1= -Ln(cosx) + C=1 = Ln(secx)

1 1
I= jtg(ax +b)dx = 1=-—Ln(cos(ax +b) + C=1=—Lnsec(ax +b)

a a
I=Ictgxdx =Il=Ln(senx)+C
I=jctg(ax +b)dx = 1= 1Ln(senx)+ C

a
I=Isecxdx:> | =Ln[secx +tgx]+C
I= j sec(ax+b)dx=1= 1Ln[sec(ax +b)+tg(ax +b)]+ C

a

I= I cscxdx = | = Ln[cscx - ctgx |+ C

I=jcsc(ax +b)dx=1= 1Ln[csc(ax +b)-ctg(ax +b)]+ C
a



21.

22,

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

3s.

511

I=Isec2xdx:>I=tgx+C

I=jsec2 (ax+b)x:>I:1tg(ax+b)+C
a

2
I=jcsc xdx=1=-ctgx+C

I='|‘csc2 (ax +b)dx = 1= -gctg(ax +b)+C
I=Isecxtgxdx:> I=secx+C

I=jsec(ax +b)tg(ax +b)dx = 1= gsec(ax +b)+C
I=jcscxctgxdx:> I=-cscx+C

I= j csc(ax + b)ctg(ax + b)dx = | = -gcsc(ax +b)+C
I=Isenhxdx:> |=coshx+C

I=jsenh(ax +b)dx=1= %cosh(ax +b)+C
I=jcoshxdx =|l=senhx+C

I=jcosh(ax +b)dx = 1= gsenhx +C

I=Itghxdx = l=Ln(coshx)+C

I=J'tgh(ax +b)dx=1= gLn(cosh(ax +b))+C

I=jctghxdx:> I=Ln(senhx)+C



36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

44.

45.

46.

47.

48.

49.

I=jctgh(ax +b)dx=1= 1Ln(senh(ax+ b))+C
a
I=jsechxdx:> I=tg 1(senhx)+ C
I=jsech(ax +b)dx=1= 1tg' 1(senh(ax+ b))+ C
a

| =_[cschxdx == Lntghg +C

1 ax+b

I=Icsch(ax+b)dx:l=—Lntgh +C
a

2
I=_[sech xdx=Il=tghx+C

2
1=jsech (ax +b)dx = 1 = 1tgh(ax +b)+C
a

2
I=J'csc hxdx=1=-ctghx + C

2
I=jcsc h(ax +b)dx = 1= -lctgh(ax +b)+C
a

I=jsechxtghxdx =>|=-sechx+C

I=J'sech(ax +b)tgh(ax + b)dx =1 = —1sech(ax +b)+C
a

I=jcschxctghxdx =>l=-cschx+C

I=J'csch(ax +b)ctgh(ax + b)dx = 1= -1csch(ax +b)+C
a

=J‘d—x:|:1tg'1 £+C
2 a a
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50.

51.

52.

53.

54.

5S.

56.

57.

I=J- dx

Ij\/i

I=|Vx2 +a2dx ==
[y

VX2 + a2
= dx
_-[ 2 _ a2

513

:>I:iLn aJFX}+C
22 |a-X

:I:iLn x-a}+c
22 [ x+a

x+Vx2+a%|+C

=I1=In

= l=In[x+ xz—a2 +C

:>I—sen1—+C

Vvx2 + a2 +Ln(x++/x2 +a2) +C

X
2
I—j\/x2 a2dx :I—gx/ 2_a2 In(x+Vx2-a2) +C

2

j\/az—xzdx:h%\/az—xz +a7sen'1§+c
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Matematica para
administradores

Los profesionales de la administracion deben
poseer solidas bases matematicas, puesto que
sobre ellos suelen recaer enormes responsabili-
dades relacionadas con el manejo de aspectos
siempre sensibles como el control de activos. En
ese sentido, en la presente obra, el autor dedica el
espacio necesario para explicar de manera deta-
llada temas matematicos, en principio de caracter
general que luego son derivados hacia el calculo
diferencial y el calculo integral, logrando conjugar
en sus mas de 500 paginas la teoria con la resolu-
cion de ejercicios aplicados a la administracion.
Todo ello apoyado en el conocimiento y la destreza
adquirido por el autor tanto en su formacion como
docente del area matematica como en su labor en
ese campo hasta alcanza la categoria de profesor
titular, constituyen avales para sugerirle al lector
que tiene a su disposicion un producto que consti-
tuye un excelente auxiliar bien sea que se encuen-
tre dispuesto a impartir como a recibir aprendiza-
jes, relacionados con la matematica enfocada
hacia la administracion.




