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Prefacio

La respuesta de los estudiantes y profesores a las tres primeras ediciones de Algebra lineal
y sus aplicaciones ha sido muy gratificante. Esta cuarta edicién brinda un importante apoyo
tanto para la ensefianza como para el uso de la tecnologia en el curso. Al igual que en las
ediciones anteriores, el libro ofrece una introduccién elemental actualizada al dlgebra lineal
y una amplia seleccién de aplicaciones interesantes. El material es accesible a estudiantes con
la madurez que se consigue al finalizar de manera exitosa dos semestres de matemdticas de
nivel universitario, por lo general, de célculo.

El objetivo principal del libro es ayudar a los estudiantes a dominar los conceptos bésicos
y las habilidades que usardn mds adelante en sus carreras. Los temas expuestos siguen las re-
comendaciones del Grupo de Estudio del Curriculo de Algebra Lineal, las cuales se basan en
una cuidadosa investigacion de las necesidades reales de los estudiantes y en un consenso entre
profesionales de muchas disciplinas que utilizan el dlgebra lineal. Esperamos que este curso sea
una de las clases de matemdticas mds titiles e interesantes para los estudiantes de licenciatura.

LO NUEVO EN ESTA EDICION

El principal objetivo de esta revision fue actualizar los ejercicios e incluir nuevos contenidos,
tanto en el libro como en linea.

1. Mas del 25 por ciento de los ejercicios son nuevos o actualizados, en especial los ejer-
cicios computacionales. Los conjuntos de ejercicios son una de las caracteristicas mas
importantes de este libro, y estos nuevos ejercicios siguen el mismo estandar elevado de
los conjuntos de ejercicios de las tres dltimas ediciones. Estan disefiados de tal forma que
se refieren a los temas importantes de cada una de las secciones anteriores, y permiten
que los alumnos desarrollen confianza al motivarlos a practicar y generalizar las nuevas
ideas que acaban de estudiar.

2. El 25 por ciento de los ejemplos introductorios de los capitulos son nuevos. Estas in-
troducciones tienen que ver con aplicaciones de dlgebra lineal y despiertan el interés en
torno al desarrollo del tema que se presenta a continuacién. El texto retoma el ejemplo
introductorio en una seccién al final de cada capitulo.

3. Se incluye un nuevo capitulo, el 8, titulado “Geometria de los espacios vectoriales”, el
cual presenta un tema novedoso que mis alumnos han disfrutado estudiar. Las seccio-
nes 1, 2 'y 3 ofrecen las herramientas geométricas basicas. La seccion 6 utiliza estas ideas
para estudiar las curvas y superficies de Bézier, las cuales se utilizan en graficos elabo-
rados con computadora en el campo de la ingenieria y en linea (en Adobe® Illustrator®
y Macromedia® FreeHand®). Estas cuatro secciones se pueden cubrir en cuatro o cinco
sesiones de clase de 50 minutos.

El segundo curso en las aplicaciones de édlgebra lineal suele comenzar con una
revision sustancial de las ideas principales del primer curso. Si una parte del capitulo 8
se encuentra en el primer curso, el segundo podria incluir una breve resefia de las seccio-
nes 1 a 3 y, luego, un enfoque de la geometria en las secciones 4 y 5. Eso conduciria,
naturalmente, a los capitulos 9 y 10 que se presentan en linea, los cuales se han utilizado
junto con el capitulo 8 en varias escuelas en los tdltimos cinco afios.
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4. Hay dos nuevos capitulos disponibles en linea en inglés, y se pueden utilizar en un segundo
curso:

Chapter 9. Optimization
Chapter 10. Finite-State Markov Chains

Se requiere un c6digo de acceso y estd disponible para todos los profesores que adopten el
libro. Para més informacion, visite www.pearsonhighered.com/irc o péngase en contacto
con su representante de Pearson.

5. Diapositivas de PowerPoint® est4n disponibles para las 25 secciones principales del texto;
también se incluyen mds de 75 figuras del texto.

CARACTERISTICAS DISTINTIVAS

Introduccion temprana a los conceptos clave

Muchas de las ideas fundamentales del dlgebra lineal se introducen dentro de las primeras siete
lecturas en el contexto concreto de R”, y después, gradualmente, se examinan desde diferentes
puntos de vista. Mds adelante, se presentan generalizaciones de estos conceptos como exten-
siones naturales de ideas familiares, visualizadas a través de la intuiciéon geométrica desarro-
llada en el capitulo 1. Un logro importante del libro es que el nivel de dificultad es bastante
uniforme durante todo el curso.

Una visiéon moderna de la multiplicacién de matrices

Una buena notacién es importante, y el libro refleja la manera en que los cientificos e ingenie-
ros utilizan el dlgebra lineal en la prictica. Las definiciones y demostraciones se centran en las
columnas de una matriz antes que en sus entradas. Un tema central es considerar un producto
matriz-vector AX como una combinacidn lineal de las columnas de A. Este enfoque moderno
simplifica muchos argumentos, y vincula las ideas de espacio vectorial con el estudio de sis-
temas lineales.

Transformaciones lineales

Las transformaciones lineales forman un “hilo” que se entreteje en la trama del libro. Su uso
mejora el sentido geométrico del texto. En el capitulo 1, por ejemplo, las transformaciones
lineales ofrecen una visién dindmica y grafica de la multiplicacién matriz-vector.

Valores propios y sistemas dinamicos

Los valores propios se presentan muy pronto en el libro, en los capitulos 5 y 7. Como este
material se estudia durante varias semanas, los estudiantes tienen mas tiempo de lo habitual
para aprender y revisar tales conceptos fundamentales. Los valores propios se aplican a sis-
temas dindmicos discretos y continuos, los cuales se presentan en las secciones 1.10, 4.8
y 4.9, y en las cinco secciones del capitulo 5. Algunos cursos llegan al capitulo 5, después
de aproximadamente cinco semanas, cubriendo las secciones 2.8 y 2.9 en vez del capitulo 4.
Estas dos secciones opcionales presentan todos los conceptos de espacio vectorial del capi-
tulo 4 necesarios para el capitulo 5.

Ortogonalidad y problemas de minimos cuadrados

Estos temas reciben un tratamiento mas completo que el que se otorga comiinmente en los
libros basicos. El Grupo de Estudio del Curriculo de Algebra Lineal ha hecho hincapié en
la necesidad de contar con una unidad sustancial de ortogonalidad y problemas de minimos
cuadrados, ya que la ortogonalidad desempefa un importante papel en los calculos compu-
tacionales y en el dlgebra lineal numérica, y porque, con frecuencia, en el trabajo practico
surgen sistemas lineales inconsistentes.
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CARACTERISTICAS PEDAGOGICAS

Aplicaciones

Una amplia seleccién de aplicaciones muestra el poder del dlgebra lineal para explicar princi-
pios fundamentales y simplificar los célculos en ingenieria, ciencias de la computacién, mate-
miticas, fisica, biologfa, economia y estadistica. Algunas aplicaciones se presentan en secciones
separadas, mientras que otras se explican con ejemplos y ejercicios. Ademads, cada capitulo se
inicia con un ejemplo introductorio que prepara el escenario para algunas aplicaciones del al-
gebra lineal y sirve de base para el desarrollo de las matemaéticas que siguen. Después, el texto
considera nuevamente la aplicacién en una seccién cercana al final del capitulo.

Un fuerte énfasis geométrico

Todos los conceptos importantes en el curso cuentan con una interpretacion geométrica, ya
que muchos estudiantes aprenden mejor cuando logran visualizar una idea. Aqui se presentan
mads dibujos de lo habitual, y algunas de las figuras nunca antes se han presentado en un libro
de dlgebra lineal.

Ejemplos

Este libro dedica una mayor proporcién de su material de exposicion a ejemplos, en compa-
racién con la mayoria de libros de algebra lineal. Hay mas ejemplos de los que un profesor
presenta normalmente en clase. Puesto que los ejemplos se escribieron con sumo cuidado y
con detalle, los estudiantes pueden leerlos por su cuenta.

Teoremas y demostraciones

Los resultados importantes se establecen como teoremas. Otros datos utiles se presentan en
recuadros, para una facil localizacién. La mayoria de los teoremas incluyen demostraciones
formales, escritas pensando en el alumno principiante. En algunos casos, los célculos esencia-
les de una demostracién se muestran en un ejemplo cuidadosamente elegido. Algunas com-
probaciones de rutina se dejan para los ejercicios, cuando sea benéfico para los estudiantes.

Problemas de practica

Antes de cada conjunto de ejercicios se incluyen problemas de préctica seleccionados con
gran cuidado. Las soluciones completas se presentan después del conjunto de ejercicios. Es-
tos problemas se centran en los aspectos problemaéticos del conjunto de ejercicios o sirven de
“calentamiento” para los ejercicios; con frecuencia, las soluciones contienen ttiles consejos
o advertencias acerca del trabajo que hay que realizar.

Ejercicios

El gran niimero de ejercicios incluye desde algunos que tienen que ver con célculos de rutina
hasta preguntas conceptuales que requieren de mayor reflexién. Un buen nimero de preguntas
innovadoras destacan las dificultades conceptuales que he encontrado en los documentos de
los estudiantes en los dltimos afios. Cada conjunto de ejercicios estd cuidadosamente organi-
zado en el mismo orden general que el libro, de manera que las tareas se pueden encontrar
facilmente cuando solo se ha estudiado una parte de la seccién. Una caracteristica notable de
los ejercicios es su sencillez numérica. El contenido de los problemas se puede ordenar rapi-
damente, para que los estudiantes dediquen poco tiempo a los calculos numéricos. Los ejerci-
cios se concentran en ensefiar a razonar antes que en realizar calculos mecanicos. Los ejercicios
de la cuarta edicion conservan la integridad de los que se incluyeron en la tercera edicién, y
presentan nuevos problemas para estudiantes y profesores.

Los ejercicios marcados con el simbolo [M] estan disefiados para trabajarse con la ayuda
de un “programa de Matrices” (por ejemplo, programas computacionales, como MATLAB®,
Maple™, Mathematica®, MathCad®, o Derive™, o calculadoras programables con capacida-
des matriciales, como las que fabrica Texas Instruments).
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APOYO EN LiNEA

Preguntas verdadero/falso

Para animar a los estudiantes a leer todo el libro y a pensar criticamente, he desarrollado
300 preguntas sencillas de falso/verdadero que se presentan en 33 secciones del libro, justo
después de los problemas computacionales. Estas preguntas se pueden contestar directamente
del libro, y preparan al estudiante para los problemas conceptuales que siguen. Los estudian-
tes aprecian estas preguntas una vez que valoran la importancia de leer con cuidado el libro.
Con base en las pruebas de clase y los andlisis con los estudiantes, decidi no incluir las res-
puestas en el libro. Se cuenta con 150 preguntas adicionales de falso/verdadero (casi siem-
pre al final de los capitulos) para comprobar la comprensién del material. El libro presenta
solo respuestas con V o F para la mayoria de estas preguntas, pero omite las justificaciones
de las respuestas (las cuales, por lo general, requieren de cierto razonamiento).

Ejercicios de escritura

La capacidad de escribir enunciados matemadticos coherentes en espafiol es esencial para todos
los estudiantes de dlgebra lineal, y no solo para aquellos que cursan un posgrado en matemati-
cas. El libro incluye muchos ejercicios para los que una justificacién por escrito es parte de la
respuesta. Los ejercicios conceptuales que requieren una prueba corta, por lo general, incluyen
consejos que ayudan a los estudiantes a comenzar. Para todos los ejercicios de escritura de
numeracién impar, en la parte final del libro, se incluye ya sea una solucién o una sugerencia.

Temas computacionales

El libro hace hincapié en los efectos de la computadora tanto en el desarrollo como en la préc-
tica del 4lgebra lineal en las ciencias y la ingenierfa. Las frecuentes notas numéricas llaman
la atencién en torno a problemas computacionales; ademads, distinguen entre los conceptos
tedricos, como la inversién de matrices, y las implementaciones computacionales, como la
factorizacién LU.

El sitio Web en www.pearsonenespaiiol.com/lay contiene material de apoyo para el libro de
texto. Para los estudiantes, incluye hojas de repaso y examenes de practica (con soluciones)
que cubren los temas principales en el libro. Estas secciones provienen directamente de cur-
sos que he impartido en los dltimos afios. Cada hoja de repaso identifica definiciones clave,
asi como teoremas y habilidades de una parte especifica del libro.

Aplicaciones de los capitulos

El sitio Web también contiene siete estudios de caso, los cuales amplian los temas introdu-
cidos al inicio de cada capitulo, al agregar datos del mundo real y la posibilidad de realizar
una exploracién mds profunda. Por otro lado, mds de veinte proyectos de aplicacién amplian
los temas del libro e introducen nuevas aplicaciones, como splines ctibicos, rutas de vuelo
de aerolineas, matrices de dominio en competencias deportivas y cédigos de correccién de
errores. Algunas aplicaciones matematicas son técnicas de integracion, ubicacion de raices
polinomiales, secciones cénicas, superficies cuadraticas y extremos de funciones de dos va-
riables. También se incluyen temas de dlgebra lineal numérica, como niimeros de condicion,
factorizaciones de matrices y el método QR para encontrar valores propios. Entretejidos en
cada andlisis, se encuentran ejercicios que pueden implicar grandes conjuntos de datos (por
lo que requieren de tecnologia para su solucion).

Introduccién a la tecnologia

Si el curso incluye un trabajo con MATLAB, Maple, Mathematica o calculadoras TI, se
puede leer uno de los proyectos en el sitio Web para tener una introduccién a la tecnologia.
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Nota para los estudiantes

Este curso es potencialmente el mds interesante y valioso de los cursos de matemadticas de
licenciatura. De hecho, algunos estudiantes me han escrito o han hablado conmigo después
de la graduacién para decirme que atin utilizan este libro de cuando en cuando como una refe-
rencia en su carrera en las grandes corporaciones y en las escuelas de posgrado de ingenierfa.
Los siguientes comentarios ofrecen algunos consejos pricticos e informacién para ayudarle
a dominar el material y disfrutar del curso.

En dlgebra lineal, los conceptos son tan importantes como los cdlculos. Los sencillos
ejercicios numéricos que se incluyen al principio de cada conjunto de ejercicios solo le
ayudardn a comprobar su comprension de los procedimientos basicos. Mds adelante en su
carrera, las computadoras hardn los célculos, pero usted tendrd que elegir cudles son perti-
nentes, saber interpretar los resultados, y después explicar los resultados a otras personas.
Por esta raz6n, muchos ejercicios en el libro le piden que explique o justifique sus célculos.
Con frecuencia se solicita una explicacion por escrito como parte de la respuesta. Para los
ejercicios con numeracién impar, se incluye ya sea la explicacion deseada o, al menos, una
buena sugerencia. Debe evitar la tentacién de consultar esas respuestas antes de haber tra-
tado de escribir la solucién. De lo contrario, es probable que crea que entiende algo cuando
en realidad no es asi.

Para dominar los conceptos de dlgebra lineal, tendréd que leer y releer el texto con cuida-
do. Los nuevos términos aparecen en negritas, a veces dentro de un recuadro de definicion.
Al final del libro se incluye un glosario. Algunos hechos importantes se establecen como
teoremas o se destacan en recuadros sombreados, para una facil localizacion. Le animo a que
lea las primeras cinco paginas del prefacio para aprender més acerca de la estructura de este
libro. Esto le dard una idea para comprender cémo puede continuar el curso.

En un sentido préctico, el dlgebra lineal es un lenguaje. Usted tiene que aprender este
lenguaje de la misma manera que un idioma extranjero, esto es, con el trabajo diario. El ma-
terial que se presenta en una seccion no es fécil de entender a menos que haya estudiado a
fondo el libro y que haya trabajado los ejercicios de las secciones anteriores. jMantenerse al
dia con el curso le ahorrard mucho tiempo y angustia!

Notas numéricas

Espero que lea las notas numéricas en el texto, incluso si no esta utilizando una computadora
o una calculadora grafica con el libro. En la vida real, la mayoria de las aplicaciones del al-
gebra lineal implican cdlculos numéricos que estdn sujetos a algin error numérico, aunque
quizds este sea muy pequefio. Las notas numéricas le advertiran las posibles dificultades en
el uso del dlgebra lineal mas adelante en su carrera, y si usted estudia las notas ahora, es mas
probable que las recuerde después.

Si le gusta leer las notas numéricas, es posible que desee tomar un curso mds tarde en
dlgebra lineal numérica. Debido a la gran demanda de mayor capacidad para realizar calcu-
los, cientificos de la computacién y matemdticos trabajan en algebra lineal numérica para
desarrollar algoritmos de calculos mas rdpidos y mas confiables, mientras que los ingenie-
ros eléctricos disefian computadoras pequefias y rapidas para ejecutar algoritmos. Este es un
campo emocionante, y su primer curso de dlgebra lineal le ayudara a prepararse para ello.
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Ecuaciones lineales

en algebra lineal

EJEMPLO INTRODUCTORIO

Modelos lineales en economia

e ingenieria

Al final del verano de 1949, Wassily Leontief, profesor de
Harvard, introducia con cuidado la dltima de sus tarjetas
perforadas en la computadora Mark II de la universidad.
Las tarjetas contenian informacién acerca de la economia
de Estados Unidos; se trataba de un resumen de mas de
250,000 datos generados por la Oficina de Estadistica
Laboral (U.S. Bureau of Labor) durante dos afios de intenso
trabajo. Leontief dividi6 la economia estadounidense en
500 “sectores”, que incluian las industrias carbonifera,
automotriz, de comunicaciones, etcétera. Para cada sector,
escribié una ecuacion lineal que describia cémo la industria
en cuestion distribufa su producto hacia los otros sectores de
la economia. Como la computadora Mark II, una de las mas
grandes de su época, no podia manejar el sistema resultante
de 500 ecuaciones y 500 incognitas, Leontief redujo el
problema a un sistema de 42 ecuaciones y 42 incégnitas.

Programar la Mark II para manejar las 42 ecuaciones
de Leontief requirié varios meses de trabajo, y él estaba
ansioso por ver cudnto tardaria la computadora en resolver
el problema. La maquina emiti6 zumbidos y sus luces
parpadearon durante 56 horas antes de que finalmente
arrojara un resultado. En las secciones 1.6 y 2.6 se analizard
la naturaleza de esa solucién.

Leontief, galardonado en 1973 con el Premio Nobel de
Economia, abri6 la puerta a una nueva era en la elaboracién
de modelos matematicos en economia. Sus esfuerzos en
Harvard, en 1949, representaron uno de los primeros usos
significativos de las computadoras para analizar lo que,

en esa época, era un modelo matemadtico de gran escala.
Desde entonces, investigadores en muchos otros campos han
empleado computadoras para analizar modelos matematicos.
Debido a las enormes cantidades de datos implicados,

los modelos, por lo regular, son lineales; es decir, se
describen mediante sistemas de ecuaciones lineales.

La importancia del dlgebra lineal para diversas
aplicaciones ha crecido en proporcion directa al incremento
de la capacidad de las computadoras, y cada nueva
generacion de hardware y software dispara la demanda
de capacidades aun mayores. Por ello, la ciencia de la
computacidn estd fuertemente vinculada con el dlgebra
lineal a través del explosivo crecimiento de los
procesamientos en paralelo y el calculo a gran escala.

Ahora los cientificos e ingenieros trabajan en problemas
cada vez mds complejos, lo que era impensable hace algunas
décadas. Actualmente, jel dlgebra lineal tiene mayor valor
potencial para estudiantes de muchos campos cientificos
y de negocios que cualquier otra materia de matematicas!

El material que se presenta en este libro ofrece el
fundamento para un trabajo posterior en muchas areas
interesantes. A continuacién se mencionan unas cuantas
posibilidades; otras se describirdn mas adelante.

e Exploracion petrolera. Cuando un barco busca
depdsitos submarinos de petréleo, sus computadoras
resuelven todos los dias miles de sistemas de
ecuaciones lineales. Los datos sismicos de las



2 CAPITULO 1 Ecuaciones lineales en 4lgebra lineal

ecuaciones se obtienen a partir de las ondas de cho-
que submarinas generadas por explosiones de pistolas
de aire. Las ondas rebotan en las rocas bajo el agua, y
los ge6fonos conectados a la popa del barco mediante
cables de varios kilémetros se encargan de medirlas.

Programacion lineal. Actualmente, muchas
decisiones empresariales importantes se toman con
base en modelos de programacién lineal que utilizan
cientos de variables. La industria de las aerolineas,

organizar los itinerarios de las tripulaciones de vuelo,
monitorizar la ubicacién de los aviones o planear la
variada agenda de los servicios de apoyo, como las
actividades operativas y de mantenimiento en

las terminales aéreas.

* Redes eléctricas. Los ingenieros utilizan software

de simulacién para disefiar circuitos eléctricos y
microchips, lo que implica millones de transistores.
Dicho software se basa en técnicas de dlgebra lineal

por ejemplo, utiliza la programacién lineal para y en sistemas de ecuaciones lineales.

Los sistemas de ecuaciones lineales constituyen el corazén del dlgebra lineal, y este capitulo los
utiliza para introducir, de manera sencilla y concreta, algunos de los conceptos centrales del
algebra lineal. Las secciones 1.1 y 1.2 presentan un método sistemdtico para resolver sistemas
de ecuaciones lineales. En este libro se empleara dicho algoritmo para realizar diversos calcu-
los. Las secciones 1.3 y 1.4 muestran cémo un sistema de ecuaciones lineales es equivalente a
una ecuacion vectorial y a una ecuacion matricial. Esta equivalencia reducird problemas que
implican combinaciones lineales de vectores a preguntas acerca de sistemas de ecuaciones
lineales. Los conceptos fundamentales de generacion, independencia lineal y transformacio-
nes lineales, que se estudiardn en la segunda mitad de este capitulo, desempefiardn un papel
esencial a lo largo del libro conforme se explore la belleza y el poder del dlgebra lineal.

1.1 SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES

Una ecuacion lineal en las variables xy,..., x,, es una ecuacién que puede escribirse en la forma
aix; +axxy + -+ a,x, =b (1)
donde b y los coeficientes a;,..., a, son nimeros reales o complejos, que generalmente se co-

nocen de antemano. El subindice n puede ser cualquier entero positivo. En los ejemplos y
ejercicios del libro, n normalmente estd entre 2 y 5. En problemas de la vida real, n podria
ser 50 0 5000, o incluso mayor.

Las ecuaciones

4x; =5x+2=x1 y X2=2(\/6—x1)+X3
son lineales porque se pueden reordenar algebraicamente en la forma de la ecuacién (1):
3] =5x, =-2 y 2X1+X2—X3=2\/6
Las ecuaciones
dx; —5x =X1x2 Yy X2 =2/x1—6

no son lineales debido a la presencia de x;x; en la primera ecuacién y de ,/x; en la segunda.
Un sistema de ecuaciones lineales (o sistema lineal) es una coleccién de una o mas
ecuaciones lineales que implican las mismas variables, por ejemplo, xj,..., x,. Un ejemplo es

2x1 —xp + 1.5x3= 8
X1 — 4)63 =-7

2)
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Una solucion del sistema es una lista de nimeros (s, $2,..., 5,) que da validez a cada ecuacién

cuando se utilizan los valores sy,..., s, en lugar de x,..., x,, respectivamente. Por ejemplo,
(5, 6.5, 3) es una solucidn del sistema (2) porque al sustituir estos valores en (2) para xi, x»,
X3, respectivamente, las ecuaciones se simplificana 8 = 8y —7 = —7.

El conjunto de todas las posibles soluciones se llama conjunto soluciéon del sistema
lineal. Se dice que dos sistemas lineales son equivalentes si tienen el mismo conjunto solu-
cién. Es decir, cada solucidn del primer sistema es una solucién del segundo sistema, y cada
solucién del segundo sistema también es una solucién del primero.

Es fécil encontrar el conjunto solucién de un sistema de dos ecuaciones lineales con dos
variables porque equivale a obtener la interseccion de dos rectas. Un problema comtn es

X1 —2X2 =-1
X1 +3x= 3

Las gréaficas de esas ecuaciones son lineas rectas, las cuales se denotan como €; y €,. Un par
de ndmeros (xi, x) satisface ambas ecuaciones del sistema si y solo si el punto (xj, xp) estd
sobre €| y ¢. En el sistema anterior, la solucién es el tnico punto (3, 2), lo que puede com-
probarse facilmente. Véase la figura 1.

FIGURA 1 Exactamente una solucion.

Desde luego, dos rectas no necesitan intersecarse en un solo punto; podrian ser parale-
las, o coincidir y, asi, “intersecarse” en todos los puntos de la recta. La figura 2 muestra las
graficas que corresponden a los siguientes sistemas:

a) X1 —2)62:—1 b) X1 —2)62:—1
—X1+2x, = 3 X1+ 2x, = 1
) )
24 24
F—t—+— —t é } X F—t—+— —t é } X
1 4 4
: ll ll
a) b)

FIGURA 2 a) No hay solucién. b) Numero infinito de soluciones.

Las figuras 1 y 2 ilustran el siguiente hecho general acerca de los sistemas lineales, el
cual se comprobara en la seccién 1.2.
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Un sistema de ecuaciones lineales tiene

1. ninguna solucioén, o
2. exactamente una solucion, o

3. un numero infinito de soluciones.

Se dice que un sistema de ecuaciones lineales es consistente si tiene una solucién o un nt-
mero infinito de soluciones; un sistema es inconsistente cuando no tiene ninguna solucién.

Notacidén matricial

La informacidn esencial de un sistema lineal puede registrarse de forma compacta en un arre-
glo rectangular llamado matriz. Dado el sistema

X1 —2x24+ x3= 0
2X2 — 8X3 = 8 (3)
—4x; + 5x2 + 9x3 = -9

con los coeficientes de cada variable alineados en columnas, la matriz

1 -2 1
0 2 -8
-4 5 9

1 -2 1 0
0 2 -8 8 “)
-4 5 9 -9

se llama matriz aumentada del sistema. (Aqui la segunda fila contiene un cero porque
la segunda ecuacién podria escribirse como O - x; + 2x, — 8x3 = 8). La matriz aumentada
de un sistema consiste en la matriz de coeficientes con una columna adicional que contiene
las constantes de los miembros derechos de las ecuaciones.

El tamafio de una matriz indica su nimero de filas y columnas. La matriz aumentada (4)
tiene 3 filas y 4 columnas, por lo que es una matriz de 3 x 4 (que se lee “3 por4”). Simyn
son enteros positivos, entonces una matriz de m x nr es un arreglo rectangular de nimeros
con m filas y n columnas. (Siempre va primero el nimero de filas). La notacién matricial
simplificard los célculos en los ejemplos que siguen.

Solucion de un sistema lineal

Esta seccién y la siguiente describen un algoritmo, o un procedimiento sistemadtico, para re-
solver sistemas lineales. La estrategia basica es remplazar un sistema por otro equivalente (es
decir, uno con el mismo conjunto solucion) y que sea mds fdcil resolver.

En general, use el término x; de la primera ecuacién de un sistema para eliminar los
términos x| en las ecuaciones restantes. Después, utilice el término x; en la segunda ecuacién
para eliminar los términos x; en las demds ecuaciones, y asi sucesivamente, hasta que final-
mente obtenga un sistema equivalente de ecuaciones muy sencillo.

Se utilizan tres operaciones bdsicas para simplificar un sistema lineal: remplazar una
ecuacién por la suma de esta y un multiplo de otra ecuacion, intercambiar dos ecuaciones, y
multiplicar todos los términos de una ecuacion por una constante distinta de cero. Después del
primer ejemplo, resultard claro por qué esas tres operaciones no alteran el conjunto solucién
del sistema.
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EJEMPLO 1 Resuelva el sistema (3).

SOLUCION Aqui se muestra el procedimiento de eliminacién, con y sin notacién matricial,
y los resultados se colocan uno al lado del otro para facilitar la comparacion:

X1 —2x+ x3= 0 1 =2 1 0
2X2 — 8X3 = 8 0 2 -8 8
-4 5 9 -9

—4x1 + 5x7 + 9x3 = -9

Mantenga x| en la primera ecuacion y eliminela en las otras ecuaciones. Para hacerlo, sume
la ecuacién 1 multiplicada por 4 a la ecuacidn 3. Después de cierta préctica, estos cdlculos
se podran efectuar mentalmente:

4-[ecuacién 1]: 4x; —8xp + 4x3= 0
+ [ecuacion 3]: —4x1 + 5x + 9x3=-9
[nueva ecuacién 3]: —3xy + 13x3 = -9

El resultado de este cdlculo se escribe en lugar de la tercera ecuacién original:

X1—2x+ x3= 0 1 =2 1 0
2X2— 8)(?3: 8 0 2 —8 8
—3x2 4 13x3 = =9 0 =3 13 -9

Ahora, multiplicamos la ecuacién 2 por 1/2 para asi obtener 1 como coeficiente de x,. (Este
célculo simplificard la aritmética en el siguiente paso).

X1—2x+ x3= 0 1 -2 1 0
Xy — 4x3= 4 0O 1 —4 4
—3x3 4 13x3 = =9 0 =3 13 -9

Utilice x; de la ecuacidén 2 para eliminar —3x; en la ecuacién 3. El cdlculo “mental” es

3-[ecuacion 2]: 3xy — 12x3 = 12
+ [ecuacion 3]: —3xy + 13x3 = -9
[nueva ecuacion 3]: x3= 3

El nuevo sistema tiene forma triangular:'

X1—=2x+ x3 =0 1 =2 1 0
X, —4x3 =4 0 1 —4 4
B 0 0 1 3

3

Finalmente, se desea eliminar el término —2x; de la ecuacién 1, pero es mds eficiente usar
primero x3 de la ecuacion 3 para eliminar los términos —4x3 y +x3 en las ecuaciones 2 y 1.
Los dos cédlculos “mentales” son

4-[ec. 3]: 4xy =12 —1-[ec. 3]: —x3=-3
+[ec.2]: x, —4x3= 4 +lec.1]: x; —=2x, +x3= 0
[nueva ec. 2]: x, =16 [nuevaec. 1]: x; — 2x, = -3

! En la siguiente seccién se remplazard el término intuitivo triangular por uno mds preciso.
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(29, 16, 3)

Cada una de las ecuaciones
originales determina un plano
en el espacio tridimensional.
El punto (29, 16, 3) pertenece
a los tres planos.

Es conveniente combinar los resultados de esas dos operaciones:

X1 — 2x; =-3 1 =2 0 -3
X2 = 16 0 1 0 16
= 3 0 0 1 3

Abhora, una vez que se ha eliminado la columna que estd sobre x3 en la ecuacién 3, regrese
a x; en la ecuacion 2 y utilicela para eliminar —2x, sobre ella. Gracias al trabajo previo con
x3, ahora no hay operaciones que impliquen términos con x3. Sume dos veces la ecuacién 2
ala ecuacion 1 para obtener el sistema:

Xy =29 1 0 0 29
X2 =16 0 1 0 16
Y= 3 0 0 1 3

En esencia, el proceso estd terminado. Se observa que la tnica solucién del sistema original
es (29, 16, 3). Sin embargo, puesto que son muchos los calculos realizados, es recomendable
comprobar los resultados. Para comprobar que (29, 16, 3) es una solucién, sustituya esos
valores en el lado izquierdo del sistema original, y calcule:

(29) —2(16) + (3)=29-32+3=0
2(16) —8(3) =32—-24 =38
—4(29) + 5(16) + 9(3) = —116 + 80 + 27 = —9

Los resultados concuerdan con el lado derecho del sistema original, de manera que (29, 16, 3)
es una solucion del sistema. [ ]

El ejemplo 1 muestra como las operaciones con las ecuaciones de un sistema lineal
corresponden a las operaciones en las filas adecuadas de la matriz aumentada. Las tres ope-
raciones bdsicas mencionadas con anterioridad corresponden a las siguientes operaciones
en la matriz aumentada.

OPERACIONES ELEMENTALES DE FILA

1. (Remplazo) Sustituir una fila por la suma de si misma y un mdltiplo de otra fila.?
2. (Intercambio) Intercambiar dos filas.

3. (Escalamiento) Multiplicar todos los elementos de una fila por una constante dife-
rente de cero.

Las operaciones de fila pueden aplicarse a cualquier matriz, no solo a las matrices au-
mentadas de un sistema lineal. Dos matrices son equivalentes por filas si existe una secuen-
cia de operaciones elementales de fila que transforme una matriz en otra.

Es importante observar que las operaciones de fila son reversibles. Si dos filas se inter-
cambian, es posible hacerlas retornar a sus posiciones originales mediante otro intercambio.
Si una fila se multiplica por una constante ¢ distinta de cero, entonces al multiplicar la nueva
fila por 1/c se obtiene la fila original. Por tltimo, considere una operacién de remplazo que
implica a dos filas —por ejemplo, las filas 1 y 2— y suponga que a la fila 2 se le suma la
fila 1 multiplicada por ¢ para producir una nueva fila 2. Para “revertir” esta operacion, sume
la fila 1 multiplicada por —c a la nueva fila 2 para asi obtener la fila 2 original. Véase los
ejercicios 29 al 32 al final de esta seccidn.

2 Una forma alternativa de expresar la operacién de remplazo de filas es: “Sume a una fila un miltiplo de otra fila”.
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Por el momento, estamos interesados en las operaciones de fila sobre la matriz aumen-
tada de un sistema de ecuaciones lineales. Suponga que un sistema se transforma en otro
mediante operaciones de fila. Considerando cada tipo de operacién de fila, puede verse que
cualquier solucién del sistema original continda siendo una solucién del nuevo sistema. A la
inversa, puesto que el sistema original se puede obtener mediante operaciones de fila sobre
el nuevo sistema, cada solucién del nuevo sistema también es solucion del sistema original.
Este andlisis justifica el siguiente enunciado.

Si las matrices aumentadas de dos sistemas lineales son equivalentes por filas, entonces
los dos sistemas tienen el mismo conjunto solucién.

A pesar de que el ejemplo 1 es largo, después de cierta prictica se desarrollard habilidad
para realizar los cdlculos con rapidez. En el texto y en los ejercicios de este libro, las opera-
ciones de fila por lo general serdn muy féciles de efectuar, lo que permitira al lector enfocarse
en los conceptos subyacentes. Pero debe aprender a realizar con exactitud las operaciones de
fila porque se utilizardn a lo largo del libro.

El resto de esta seccién muestra como emplear operaciones de fila para determinar el
tamafio de un conjunto solucién, sin resolver completamente el sistema lineal.

Preguntas de existencia y unicidad

La seccién 1.2 mostrard por qué un conjunto solucién de un sistema lineal puede no contener
ninguna solucién, o bien, tener una solucién o un nimero infinito de soluciones. Las res-
puestas a las siguientes dos preguntas determinardn la naturaleza del conjunto solucién de
un sistema lineal.

Para determinar qué posibilidad es verdadera para un sistema particular, nos planteamos
dos preguntas.

DOS PREGUNTAS FUNDAMENTALES ACERCA DE UN SISTEMA LINEAL

1. (El sistema es consistente, es decir, al menos existe una solucién?

2. Si existe una solucidn, ;solo hay una, es decir, la solucién es inica?

Estas dos preguntas se presentardn a lo largo del libro, en diversas circunstancias. Esta sec-
cioén y la siguiente le mostrardn cdmo responder a esas preguntas usando operaciones de fila
sobre la matriz aumentada.

EJEMPLO 2 Determine si el siguiente sistema es consistente

Xy —2x,+ x3= 0
8
-9

2X2 — 8.X3
—4x, + 5x5 + 9x3

SOLUCION Este es el sistema del ejemplo 1. Suponga que se han efectuado las operaciones
de fila necesarias para obtener la forma triangular

X1 —2x2+ x3=0 1 -2 1 0
X2—4X3=4 0 1 —4 4
0O 0 1 3

)C3:3

En este punto, conocemos x3. Si se sustituyera el valor de x3 en la ecuacion 2, entonces se
podria calcular x; y, por lo tanto, se podria obtener x; de la ecuacioén 1. Asi que existe una
solucion; el sistema es consistente. (En efecto, x; estd determinada de manera univoca por la
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Este sistema es inconsistente
porque no existe un punto que

pertenezca a los tres planos de
manera simultdnea.

ecuacion 2 ya que x3 s6lo tiene un valor posible, y en consecuencia x; estd determinada de
forma univoca por la ecuacion 1. Por lo tanto, la solucién es tnica). [ |

EJEMPLO 3 Determine si el siguiente sistema es consistente

Xy — 4)63 =38
2x1 —3x, + 2x3 =1 (5)
5)61 — 8X2 + 7X3 =1

SOLUCION La matriz aumentada es

0 1 -4 8
2 -3 2
5 =8 7

2 -3 2 1
0 1 -4 8
5 -8 7 1

Para eliminar el término 5x; en la tercera ecuacion, a la fila 3 se suma la fila 1 multiplicada
por —5/2:

2 -3 2 1
0 1 -4 8 (6)
0 —1/2 2 -3/2

Ahora, use el término x, en la segunda ecuacién para eliminar el término —(1/2)x; en la
tercera ecuacion. A la fila 3, sume la fila 2 multiplicada por 1/2:

2 -3 2 1
0 1 —4 8 )
0 0 0 5/2

Abhora la matriz aumentada estd en forma triangular. Para interpretarla correctamente, con-
viene regresar a la notacién con ecuaciones:

2X1 - 3X2 + 2X3 =1
Xy — 4X3 = 8 (8)
0 =5/2

La ecuacién 0 = 5/2 es una forma abreviada de Ox; + Ox, + Ox3 = 5/2. Este sistema en
forma triangular, evidentemente, tiene una contradiccién inherente. No existen valores de x;,
X2, x3 que satisfagan la ecuacion (8) porque la ecuacién 0 = 5/2 nunca es vilida. Como (5) y
(8) tienen el mismo conjunto solucidn, entonces el sistema original es inconsistente (es decir,
no tiene solucion). [ |

Preste atencidn a la matriz aumentada en (7). Su dltima fila es caracteristica de un sis-
tema inconsistente en forma triangular.
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—— NOTA NUMERICA

En problemas del mundo real, los sistemas de ecuaciones lineales se resuelven en compu-
tadora. Para una matriz de coeficientes cuadrada, los programas computacionales casi
siempre utilizan el algoritmo de eliminacién presentado aqui y en la seccién 1.2, aun-
que ligeramente modificado para obtener mayor exactitud.

La gran mayoria de los problemas de dlgebra lineal en los negocios y en la indus-
tria se resuelven con programas que emplean aritmética de punto flotante. Los nime-
ros se representan como decimales *.d;+--d, X 10", donde r es un entero, y el niimero p
de digitos a la derecha del punto decimal, por lo general, estd entre 8 y 16. La aritmética
con dichos niimeros normalmente es inexacta, porque el resultado debe redondearse
(o truncarse) al nimero de digitos almacenados. Se introduce el “error de redondeo”
cuando un niimero como 1/3 ingresa a la computadora, ya que su representacion deci-
mal debe ser aproximada por una cantidad finita de digitos. Por fortuna, las inexactitu-
des en la aritmética de punto flotante rara vez causan problemas. Las notas numéricas
en este libro ocasionalmente le advertirdn sobre asuntos que deberd considerar mas
adelante en su carrera profesional.

PROBLEMAS DE PRACTICA

A lo largo del libro, es conveniente resolver los problemas de practica antes de trabajar los
ejercicios. Las soluciones se presentan después de cada conjunto de ejercicios.

1. Exprese con palabras la siguiente operacion elemental de fila que debe efectuarse en el
sistema para resolverlo. [En a) es posible mds de una respuesta].

a) x1+ 4x, —2x3 + 8x4 = 12 b) x1 —3x2+5x3—2x4= 0
Xy —Tx3 + 2x4 = —4 Xy + 8x3 =—4
Sx3 — xg= 7 2x3 = 3
X3 4+ 3x4 = -5
x4 = 1

2. La matriz aumentada de un sistema lineal se transformd, mediante operaciones de fila,
en la forma que se indica a continuacién. Determine si el sistema es consistente.

1 5 2 —6
0o 4 -7 2
0 0 5 0

3. ((3,4, —2) es una solucidn para el siguiente sistema?

5x1 — Xp 4 2x3 =
—2x1 + 6x7 + 9x3 =
—7x1 4+ 5xp — 3x3 = —7

4. ;Para qué valores de & y k es consistente el siguiente sistema?

2)61 — X2 =h
—6X1 +3X2 =k
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1.1 EJERCICIOS

En los ejercicios 1 a 4 resuelva cada sistema utilizando operaciones
elementales de fila sobre las ecuaciones o sobre la matriz aumentada.
Siga el procedimiento de eliminacidn sistemdtico explicado en esta
seccion.

1. X1 + 5X2 = 7
—2X1 - 7X2 =-5

2. 3X1 + 6X2 =-3
SX] -+ 7X2 =10

3. Encuentre el punto (x], xp) que pertenece tanto a la recta x; +
2xy = 4 como a larecta x; — x, = 1. Observe la figura.

X2
X1 —xy=1
X
X +2x,=4
4. Obtenga el punto de interseccion de las rectas x; + 2x, = —13
y3x; — 2x = 1.

En los ejercicios 5 y 6 considere que cada matriz es la matriz aumen-
tada de un sistema lineal. Exprese con palabras las siguientes dos
operaciones elementales de fila que deben realizarse para resolver
el sistema.

(1 —4 =3 0 7
s |0 1 4 0 6
“lo 0o 1 0o 2

0 0 0 1 -5|

(1 =6 4 0 —17
6 |0 2 -7 0 4
“lo 0o 1 2 -3

L0 0 1 2

En los ejercicios 7 a 10, la matriz aumentada de un sistema lineal
se redujo mediante operaciones de fila a la forma indicada. En cada
caso, continte con las operaciones adecuadas de fila y describa el
conjunto solucion del sistema original.

17 —4

0 1 -1 3
1o o o 1
0 0 1 -2
(1 =5 4 0 0]
g |0 1 0 1 0
“lo 0o 3 0 o0
L0 0 0 2 0]
(1 -1 0 0 —57
o |0 1 2 0 -7
“lo 0o 1 -3 2
0 0 0 1 4]

1 3 0 =2 -7
o 1 0 3 6
10. o o 1 o0 2
0o o0 o0 1 =2

En los ejercicios 11 a 14 resuelva los sistemas.

11. X2 + 5_)(3 = -4
X1 + 4)C2 + 3X3 =-2
2X1 + 7)C2 + X3 = -2

12. X1 — 5X2 + 4)63 =-3
2x1 — 7xy + 3x3 = =2
—2.X1 + X2 + 7X3 =—1

13. X1 —3x; =
2x1 4+ 2x; 4+ 9x3 =
Xy + 5x3 = -2
14. 2x; — 6x3 = —8
X, +2x3= 3
3x; + 6x, —2x3 = —4

En los ejercicios 15 y 16 determine si los sistemas son consistentes.
No resuelva por completo dichos sistemas.
15. x; — 6x, =5
Xo —4x3+ x4 =0
—X1 4+ 6x, + x3+5x, =3
—Xy +5x3+4x, =0

16. 2x, —4x, =-10
3)62 + 3)63 = 0
X3+ 4x, = —1

—3)(1 —+ 2.X2 —+ 3)63 —+ X4 5

17. (Lastresrectas 2x; + 3x; = —1,6x; + 5x, =0,y 2x; — Sxp =7
tienen un punto comun de interseccidén? Explique su respuesta.

18. Digasi los tres planos 2x; + 4x; + 4xz = 4, x — 2x3 = =2,y
2x1 + 3x; = 0 tienen al menos un punto comiin de interseccion.
Explique su respuesta.

En los ejercicios 19 a 22, determine el valor o los valores de &
tales que la matriz sea la matriz aumentada de un sistema lineal

consistente.

1 h 4 1 h =5
19. |:3 6 8] 20. |:2 -8 6i|

1 4 -2 —4 12 h
1. [3 ! _6] 2. [ B _3]

En los ejercicios 23 y 24, se citan enunciados clave de esta seccidn,
con ligeras modificaciones (pero manteniendo su validez), o se al-
teraron de manera que, en algunos casos, son falsos. Marque cada
enunciado como verdadero o falso, y justifique su respuesta. (Si el



enunciado es verdadero, entonces indique la ubicacién aproximada
donde se presenta un enunciado similar, o haga referencia a una defi-
nicién o un teorema. Si la afirmacién es falsa, indique la ubicacién
de un enunciado que se haya citado o empleado incorrectamente,
o cite un ejemplo que muestre la falsedad del enunciado en todos
los casos). Preguntas similares de falso/verdadero se presentardn en
muchas secciones del libro.

23. a) Todas las operaciones elementales de fila son reversibles.
b) Una matriz de 5 x 6 tiene seis filas.

¢) El conjunto solucién de un sistema lineal que incluye a las
variables xi,..., x,, es una lista de ndmeros (sy,..., §,) que
da validez a cada ecuacion del sistema cuando se sustitu-
yen los valores sj,..., s, por xy,..., X,, respectivamente.

d) Las dos preguntas fundamentales acerca de un sistema lineal
incluyen existencia y unicidad.

24. a) Dos matrices son equivalentes por filas si tienen el mismo
ndmero de filas.

b) En una matriz aumentada, las operaciones elementales de
fila no modifican nunca el conjunto solucién del sistema li-
neal asociado.

¢) Dos sistemas lineales equivalentes pueden tener diferentes
conjuntos solucion.

d) Un sistema consistente de ecuaciones lineales tiene una o
mas soluciones.

25. Encuentre una ecuacion que incluya a g, h y k, y que permita
que esta matriz aumentada corresponda a un sistema consis-
tente:

1 -4 7 g
0 3 -5 h
-2 5 -9 k

26. Suponga que el sistema que aparece a continuacion es consis-
tente para todos los posibles valores de f'y g. ;Qué puede decir-
se acerca de los coeficientes ¢ y d? Justifique su respuesta.
2x 1 + 4)62 = f
cxy tdo=g

27. Suponga que a, b, ¢ y d son constantes tales que a es diferente
de cero y el sistema que aparece a continuacién es consisten-

te para todos los posibles valores de fy g. (Qué podria decir
acerca de los nimeros a, b, ¢ y d? Justifique su respuesta.

ax) + bx; = f
cxptdon=¢g

28. Construya tres diferentes matrices aumentadas para los sistemas
lineales cuyo conjunto solucién es x; = 3, x, = —2,x3 = —1.

1.1 Sistemas de ecuaciones lineales 11

En los ejercicios 29 a 32, encuentre la operacion elemental de fila
que transforme a la primera matriz en la segunda, y luego encuentre
la operacidn de fila inversa que transforme a la segunda matriz en la
primera.

0o -2 5 3 -1 6

2.1 3 =5 |1 3 =5
(3 -1 6] [0 =2 5]
(1 3 =4 [1 3 —4]

30. |0 -2 6

31. |0 5 -2 8 5 -2 8

0o 7 -1 -6

12 -5 0
2.0 1 =3 2|,|]0 1 -3 =2
0 4 -12 7] |0 0 0 15

Un importante asunto en el estudio de transferencia de calor es deter-
minar la distribucién de temperatura de estado estable de una placa
delgada cuando se conoce la temperatura en los bordes. Suponga que
la placa que se ilustra en la figura representa una seccidn transversal
de una viga de metal, con flujo de calor despreciable en la direccién
perpendicular a la placa. Sean T1,..., T4 las temperaturas en los cua-
tro nodos interiores de la malla en la figura. La temperatura en un
nodo es aproximadamente igual al promedio de las temperaturas de
los cuatro nodos mds cercanos, esto es, a la izquierda, arriba, a la
derecha y abajo.3 Por ejemplo,

T1:(10+20+T2+T4)/4, ) 4T1—T2—T4:30

20° 20°
10°|—I1—|2— 40°
s
10° ——|3— 40°
30° 30°

33. Escriba un sistema de cuatro ecuaciones cuya solucién dé esti-
maciones de las temperaturas 77,..., Ty.

34. Resuelva el sistema de ecuaciones del ejercicio 33. [Sugerencia:
Para conseguir rapidez en el cdlculo, intercambie las filas 1 y 4
antes de iniciar las operaciones de “remplazo”].

3 Véase Frank M. White, Heat and Mass Transfer (Reading, MA: Addison-
Wesley Publishing, 1991), pp. 145-149.

SOLUCIONES A LOS PROBLEMAS DE PRACTICA

1. a) Para efectuar “calculos a mano”, la mejor eleccién es intercambiar las ecuaciones 3
y 4. Otra posibilidad es multiplicar la ecuacién 3 por 1/5. O bien, remplazar la ecua-
¢ién 4 por su suma con la fila 3 multiplicada por —1/5. (En cualquier caso, no utilice
X, en la ecuacion 2 para eliminar 4x, en la ecuacion 1. Espere hasta que se haya lo-
grado una forma triangular y los términos x3 y x4 se hayan eliminado de las primeras

dos ecuaciones).
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(3,4,-2)

Como (3, 4, —2) satisface las dos
primeras ecuaciones, estd sobre
la recta de interseccién de los
primeros dos planos. Puesto que
(3, 4, —2) no satisface las tres
ecuaciones, se concluye que no
pertenece a los tres planos.

b) El sistema tiene forma triangular. La simplificacién ulterior inicia con x4 en la cuarta
ecuacion. Utilice x4 para eliminar todos los términos x4 sobre ella. Ahora el paso
adecuado es sumar la ecuacién 4, multiplicada por 2, a la ecuacién 1. (Luego, vaya
a la ecuacién 3 y multipliquela por 1/2, y después utilice la ecuacion para eliminar
los términos x3 sobre ella).

2. El sistema correspondiente a la matriz aumentada es

X1 + 5x, +2x3 = —6

4)(72 — 7X3 = 2

5X3 = 0
uacio x3=0, ual, uego, €s un v. iti X3. -
La tercera ecuacién hace 0, el cual, desde luego, es un valor permitido para x3. Des
pués de eliminar los términos x3 en las ecuaciones 1 y 2, se podria continuar para obtener

valores tinicos de x; y x,. Asi que existe una solucién, y es tinica. Esta situacién contrasta
con la del ejemplo 3.

3. Es facil comprobar si una lista especifica de nimeros es una solucién. Sean x; = 3,
X, =4,y x3 = —2,y encuentre que
53— W) +2(-2)= 15— 4—- 4=7
-23)+6(4) +9(-2)= —-6+24—-18=0
—73) +54) —3(-2)=-214+20+ 6=5
Aunque las primeras dos ecuaciones se satisfacen, no sucede lo mismo con la tercera,
por lo que (3, 4, —2) no es una solucién del sistema. Observe cdmo se utilizan los parén-

tesis cuando se realizan las sustituciones; su uso es muy recomendable para protegerse
contra errores aritméticos.

4. Cuando la segunda ecuacién se remplaza por su suma con la primera ecuacién multipli-
cada por 3, el sistema se convierte en:
2X1 — Xy = h
0=k+3h

Si k + 3h es diferente de cero, el sistema no tiene solucién. El sistema es consistente para
cualesquiera valores de & y k que produzcan k + 3k = 0.

1.2 REDUCCION POR FILAS Y FORMAS ESCALONADAS

En esta seccion se perfecciona el método de la seccién 1.1 para obtener un nuevo algoritmo
de reduccién por filas que permitird analizar cualquier sistema de ecuaciones lineales.! Las
preguntas fundamentales de existencia y unicidad planteadas en la seccién 1.1 podran res-
ponderse utilizando la primera parte del algoritmo.

El algoritmo es aplicable a cualquier matriz, sin importar si esta se considera o no como
la matriz aumentada de un sistema lineal. Asi, la primera parte de esta seccién se ocupa de
una matriz rectangular arbitraria y empieza introduciendo dos importantes clases de matrices,
que incluyen a las matrices “triangulares” de la seccién 1.1. En las definiciones que siguen,
una fila o columna distinta de cero (0 no nula) de una matriz serd una fila o columna que
contenga al menos un elemento diferente de cero; una entrada principal de una fila se refiere
a la entrada o el elemento diferente de cero que se encuentra mas a la izquierda (en una fila
distinta de cero).

!'El algoritmo es una variante de lo que se conoce comiinmente como eliminacién gaussiana. Un método de elimi-
nacién similar para sistemas lineales fue utilizado por matemadticos chinos en el afio 250 a. C. El proceso era des-
conocido en la cultura occidental hasta el siglo XIX, cuando el famoso matemadtico alemén, Carl Friedrich Gauss,
lo descubrié. El ingeniero alemédn, Wilhelm Jordan, dio a conocer el algoritmo en un libro sobre geodesia publicado
en 1888.
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Una matriz rectangular estd en forma escalonada (o forma escalonada por filas) si
tiene las siguientes tres propiedades:

1. Todas las diferentes de cero estan arriba de las filas que solo contienen ceros.

2. Cada entrada principal de una fila estd en una columna a la derecha de la entrada
principal de la fila superior.

3. Enuna columna todas las entradas debajo de la entrada principal son ceros.

Si una matriz de forma escalonada satisface las siguientes condiciones adicionales, en-
tonces esta en forma escalonada reducida (o forma escalonada reducida por filas):

4. La entrada principal en cada fila diferente de cero es 1.

5. Cada entrada principal 1 es la inica entrada distinta de cero en su columna.

Una matriz escalonada (o bien, una matriz escalonada reducida) estd en forma de
escalén (o en forma escalonada reducida, respectivamente). La propiedad 2 dice que las en-
tradas principales forman un patrén escalonado (esto es, en forma de escalera) que avanza
hacia abajo y hacia la derecha de la matriz. La propiedad 3 es una simple consecuencia de
la propiedad 2, pero se incluyé para darle mayor énfasis.

Las matrices “triangulares” de la seccién 1.1, tales como

2 =3 2 1 I 0 0 29
0 1 -4 8 y 0 1 0 16
0 0 0 5/2 0 0 1 3

estdn en forma escalonada. De hecho, la segunda matriz est4 en forma escalonada reducida.
A continuacion se presentan mas ejemplos.

EJEMPLO 1 Las siguientes matrices estdn en forma escalonada. Las entradas principales
(m) pueden tener cualquier valor diferente de cero; las entradas con asterisco (*) pueden tener
cualquier valor (incluyendo al cero).

oo o n
o o m ¥
S O * ¥
oo ¥ %
cocoocoo
coco oo
co oo %
co o m ¥
SO m ¥ ¥
S m ¥ ¥ %
O % ¥ ¥ %
O ¥ ¥ ¥ %
B O ¥ % %
* % % * %

Las siguientes matrices estan en forma escalonada reducida porque las entradas principales
son numeros 1, y hay ceros abajo y arriba de cada entrada principal 1.

1 0 * 0 1 *x 0 0 O x *x 0 =«
0 1 N N 0O 0 0 1 0 0 = *x 0 =%
, O 0 O O 1 0 =* =*x 0 =«

O 0 0 O
0O 0 0 o0 o 0 O O O 1 =* =*x 0 =«
o 0 O O O O o o0 1 =«

Cualquier matriz distinta de cero puede reducirse por filas (es decir, transformarse
mediante operaciones elementales de fila) para producir més de una matriz en forma escalo-
nada, utilizando diferentes secuencias de operaciones de fila. Sin embargo, la forma escalona-
da reducida que se obtiene a partir de una matriz es Unica. El siguiente teorema se demuestra
en el apéndice A al final del libro.

Unicidad de la forma escalonada reducida

Cada matriz es equivalente por filas a una, y solo a una, matriz escalonada reducida.
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Si una matriz A es equivalente por filas a una matriz escalonada U, entonces U se llama
una forma escalonada (o una forma escalonada por filas) de A; si U estd en forma escalo-
nada reducida, entonces U es la forma escalonada reducida de A. [La mayoria de los pro-
gramas de matrices y de las calculadoras con capacidades para trabajar con matrices emplean
la abreviatura RREF (por las siglas de reduced row echelon form) para referirse a la forma
escalonada reducida por filas. Algunos utilizan REF (por las siglas de row echelon form) para
designar la forma escalonada por filas].

Posiciones pivote

Cuando las operaciones de fila sobre una matriz producen una forma escalonada, las opera-
ciones de fila posteriores para obtener la forma escalonada reducida no cambian la posicién
de las entradas principales. Como la forma escalonada reducida es tnica, entonces las en-
tradas principales siempre estdn en las mismas posiciones en cualquier forma escalonada
obtenida a partir de una matriz dada. Esas entradas principales corresponden a los nimeros
1 principales de la forma escalonada reducida.

Una posicion pivote en una matriz A es una ubicacion en A que corresponde a un 1
principal en la forma escalonada reducida de A. Una columna pivote es una columna
de A que contiene una posicion pivote.

En el ejemplo 1, los cuadrados (m) identifican las posiciones pivote. Muchos conceptos
fundamentales en los primeros cuatro capitulos estaran relacionados de una u otra manera con
las posiciones pivote en una matriz.

EJEMPLO 2 Reduzca por filas la matriz A que se muestra a continuacion hasta la forma
escalonada, y localice las columnas pivote de A.

0 -3 -6 4 9
-1 -2 -1 3 1
A= -2 -3 0 3 -1

1 4 5 -9 =7

SOLUCION Utilice la misma estrategia basica de la seccién 1.1. La entrada superior de la co-
lumna diferente de cero mas a la izquierda de la matriz es la primera posicion pivote. En esta posi-
cién debe colocarse una entrada diferente de cero, o pivote. Una buena opcidn es intercambiar
las filas 1 y 4 (porque los célculos mentales en el siguiente paso no implicaran fracciones).

Pivote
1 ﬂ 5 -9 -7
-1 -2 -1 3 1
-2 =3 0 3 -1
0 -3 -6 4 9

L Columna pivote
Cree ceros debajo del pivote, 1, sumando multiplos de la primera fila a las filas inferiores,
para asi obtener la matriz (1) que se muestra a continuacién. La posicién pivote en la segunda

fila debe estar tan a la izquierda como sea posible, es decir, en la segunda columna. Se elige
el 2 en esta posicién como el siguiente pivote.

Pivote
4 5 -9 -7
2 4 —6 -6

5 10 —15 —15 @
3 6 4 9

SO O =

L Siguiente columna pivote
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Sume la fila 2 multiplicada por —5/2 a la fila 3, y sume la fila 2 multiplicada por 3/2 a la
fila 4.

1 4 5 -9 -7
0 2 4 —6 —6
0O 0 0 0 o @
0 0 0 -5 0

La matriz en (2) es diferente de las que se incluyen en la seccién 1.1. jNo hay manera de crear
una entrada principal en la columna 3! (No podemos emplear las filas 1 o 2 porque, al hacer-
lo, se destruiria el arreglo escalonado de las entradas principales ya obtenidas). Sin embargo,
si se intercambian las filas 3 y 4, se puede obtener una entrada principal en la columna 4.

Pivote
1 4 5 -9 -7 % k% ok
0 2 4 =6 =6 Forma general: 0 " * * *
0O 0 0 -5« 0 © ’ 0 0 0 | I
o 0 0 o0 o o o0 o0 0 O
t t b Columnas pivote

La matriz estd en forma escalonada y asi revela que las columnas 1, 2 y 4 de A son columnas
pivote.

Posiciones pivote
OJ—3J—6 419

A= -1 -2<-1 3 1
T2 -3 0 34- )
1 4 5 -9 -7
t 4 4 Columnas pivote |

Un pivote, como el que se muestra en el ejemplo 2, es un ntimero distinto de cero en una
posicidn pivote que se utiliza conforme se necesite crear ceros mediante operaciones de fila.
Los pivotes en el ejemplo 2 fueron 1, 2 y —5. Observe que esos nimeros no son los mismos
que los elementos reales de A en las posiciones pivote indicadas en (3).

Con el ejemplo 2 como guia, es posible describir un procedimiento eficiente para trans-
formar una matriz en una matriz escalonada o escalonada reducida. El estudio cuidadoso y el
dominio de este procedimiento rendirdn valiosos frutos en este curso.

Algoritmo de reduccion por filas

El algoritmo que sigue consta de cuatro pasos y produce una matriz en forma escalonada.
Un quinto paso da por resultado una matriz en forma escalonada reducida. Demostraremos
este algoritmo con un ejemplo.

EJEMPLO 3 Aplique operaciones elementales de fila para transformar la siguiente ma-
triz a la forma escalonada y, luego, a la forma escalonada reducida:

0 3 -6 6 4 =5
3 =7 8 =5 8 9
3 -9 12 -9 6 15

SOLUCION

PASO 1

Se inicia con la columna diferente de cero del extremo izquierdo. Esta es una columna
pivote. La posicién pivote se ubica en la parte superior.



16 CAPITULO 1 Ecuaciones lineales en algebra lineal

0 3 -6 6 4 =5
3 -7 8§ =5 8 9
3 -9 12 -9 6 15
t Columna pivote

PASO 2

Seleccione como pivote una entrada diferente de cero en la columna pivote. Si es nece-
sario, intercambie filas para mover esta entrada a la posicién pivote.

Intercambie a las filas 1 y 3. (O bien, también se podrian intercambiar las filas 1 y 2).

Pivote
3<J—9 12 =9 6 15

3 =7 8§ =5 8 9
0 3 -6 6 4 =5

PASO 3

Utilice operaciones de remplazo de filas para crear ceros en todas las posiciones ubi-
cadas debajo del pivote.

Como paso preliminar, se podria dividir la fila superior entre el pivote, 3. Pero con dos nime-
ros 3 en la columna 1, esto es tan facil como sumar la fila 1 multiplicada por —1 a la fila 2.

Pivote
3+-9 12 -9 6 15
0O 2 —4 4 2 -6
0 3 -6 6 4 =5

PASO 4

Cubra (o ignore) la fila que contiene la posicién pivote y cubra todas las filas, si las hay,
por encima de esta. Aplique los pasos 1 a 3 a la submatriz restante. Repita el proceso
hasta que no haya filas diferentes de cero por modificar.

Con la fila 1 cubierta, el paso 1 muestra que la columna 2 es la préxima columna pivote; para
el paso 2, seleccione como pivote la entrada “superior” en esa columna.

Pivote
3 -9 12 -9 6 15
0 2« —4 4 2 —6
0O 3 -6 6 4 -5

t Siguiente columna pivote

En el paso 3, se podria insertar un paso adicional de dividir la fila “superior” de la submatriz
entre el pivote, 2. En vez de ello, se suma la fila “superior” multiplicada por —3/2 a la fila
de abajo. Esto produce

39 12 -9 6 15
0 2 —4 4 2 —6
0 0 0 0 1 4
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Para el paso 4, cuando se cubre la fila que contiene la segunda posicidn pivote, se obtiene una
nueva submatriz con una sola fila:

3 -9 12 -9 6 15
0O 2 4 4 2 —6
0

0 0 0 1 4
L Pivote

Los pasos 1 a 3 no necesitan aplicarse para esta submatriz, pues ya se ha alcanzado una forma
escalonada para la matriz completa. Si se desea la forma escalonada reducida, se efectiia un
paso mas.

PASO 5

Empezando con la posicién pivote del extremo derecho y trabajando hacia arriba y
hacia la izquierda, genere ceros arriba de cada pivote. Si un pivote no es 1, conviértalo
en 1 mediante una operacion de escalamiento.

El pivote del extremo derecho estd en la fila 3. Genere ceros sobre él, sumando miiltiplos
adecuados de la fila 3 a las filas 1 y 2.

3 -9 12 -9 0 -9 <Filal + (—6)-fila3
0O 2 -4 4 0 -14 <«Fila2 + (=2) - fila 3
O 0 0 0 1 4

El siguiente pivote se encuentra en la fila 2. Se escala esta fila dividiéndola entre el pivote.

3 -9 12 -9 0 -9
o 1 -2 2 0 -7 < Fila escalada por 3
0 0 0 o0 1 4

Cree un cero en la columna 2 sumando la fila 2 multiplicada por 9 a la fila 1.

3 0-6 9 0 -72 «~Filal + (9) - fila2
o 1 -2 2 0 -7
o 0 o0 o0 1 4

Finalmente, escale la fila 1 dividiéndola entre el pivote, 3.

1 0 -2 3 0 —24 <— Fila escalada porf!
o 1 -2 2 0 -7
0 0 0 0 1 4

Esta es la forma escalonada reducida de la matriz original. |

La combinacién de los pasos 1 a 4 se conoce como fase progresiva del algoritmo de
reduccidn por filas. El paso 5, que produce la tnica forma escalonada reducida, se conoce
como fase regresiva.

—— NOTA NUMERICA

En el paso 2 que se describi6 antes, un programa computacional por lo general selec-
ciona como pivote a la entrada en una columna que tenga el mayor valor absoluto. Esta
estrategia, llamada pivoteo parcial, se utiliza porque reduce los errores de redondeo
en los diversos célculos.
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Soluciones de sistemas lineales

El algoritmo de reduccién por filas conduce directamente a una descripcién explicita del
conjunto solucién de un sistema lineal cuando se aplica a la matriz aumentada del sistema.

Suponga, por ejemplo, que la matriz aumentada de un sistema lineal se transformé a la
forma escalonada reducida equivalente

I 0 =5 1
o 1 1 4
0O 0 0 O

Existen tres variables porque la matriz aumentada tiene cuatro columnas. El sistema de
ecuaciones asociado es

X1 —5X3=1
X2+ x3=4 “4)
0 =0

Las variables x; y x, correspondientes a las columnas pivote se conocen como variables ba-
sicas?. La otra variable, x3, se denomina variable libre.

Siempre que un sistema es consistente, como en (4), el conjunto solucién se puede des-
cribir explicitamente al despejar en el sistema de ecuaciones reducido las variables bésicas
en términos de las variables libres. Esta operacién es posible porque la forma escalonada
reducida coloca a cada variable bdsica en una y solo una ecuacién. En (4), despeje x| de la
primera ecuacién y x; de la segunda. (Ignore la tercera ecuacién, ya que no ofrece restric-
ciones sobre las variables).

X1 = 1+ 5X3
Xy = 4 — X3 (5)
X3 es libre

El enunciado “x; es libre” significa que existe libertad de elegir cualquier valor para xs.
Una vez hecho esto, las férmulas en (5) determinan los valores de x; y x,. Por ejemplo, cuando
x3 = 0, la solucién es (1, 4, 0); cuando x3 = 1, la solucién es (6, 3, 1). Cada asignacion
diferente de x3 determina una solucion (distinta) del sistema, y cada solucion del sistema
estd determinada por una asignacion de x.

EJEMPLO 4 Encuentre la solucién general del sistema lineal cuya matriz aumentada se
redujo a

1 6 2 -5 -2 —4
0 0 2 -8 -1 3
o 0o o o0 1 7

SOLUCION La matriz estd en forma escalonada, pero se desea la forma escalonada reducida
antes de despejar las variables. El siguiente paso es completar la reduccién por filas. El sim-
bolo ~ antes de una matriz indica que esta es equivalente por filas a la matriz anterior.

1 6 2 -5 -2 —47 [1 6 2 =5 0 107
0 0 2 -8 -1 3|~l0 0 2 -8 0 10
o o o 0 1 7] [0 0 0 O 1 7]
1 6 2 -5 0 10] [1 6 0 3 0 O
~l0 0 1 -4 0 5[~]0 0 1 -4 0 5
o o o o 1 7/ [0 0 0 O 1 7]

2 Algunos libros utilizan el término variables principales, ya que corresponden a las columnas que contienen entradas
principales.
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Existen cinco variables porque la matriz aumentada tiene seis columnas. Ahora el sistema
asociado es

x| + 6x; + 3x4 =0
X3 — 4x4 =5 (6)
X5 = 7

Las columnas pivote de la matriz son 1, 3 y 5, asi que las variables bdsicas son xj, x3 y x5. Las
variables restantes, x, y x4, deben ser libres. Se despejan las variables bésicas para obtener
la solucién general:

X1 = —6X2 — 3)C4

X, es libre

X3 =5+4x, @)

X4 es libre

X5=7

Observe que el valor de x5 ya estaba establecido por la tercera ecuacion del sistema (6). B

Descripciones paramétricas de conjuntos solucion

Las descripciones en (5) y (7) son descripciones paramétricas de conjuntos solucién en los
cuales las variables libres actian como pardmetros. Resolver un sistema significa encontrar
una descripcién paramétrica del conjunto solucién o determinar que el conjunto solucidn esta
vacio.

Siempre que un sistema sea consistente y tenga variables libres, el conjunto solucién ten-
dra muchas descripciones paramétricas. Por ejemplo, en el sistema (4), se puede sumar la ecua-
ci6én 2 multiplicada por 5 a la ecuacién 1 para obtener el sistema equivalente

x1 + 5x; =21
X, +x3= 4

Se podria tratar a x, como un pardmetro y despejar x; y x3 en términos de x, y se tendria una
descripcién exacta del conjunto solucién. Sin embargo, para ser consistentes, se establece
la convencién (arbitraria) de utilizar siempre las variables libres como pardmetros para des-
cribir un conjunto solucién. (La seccién de respuestas al final del libro también refleja esta
convencion).

Cuando un sistema es inconsistente, el conjunto solucién es un conjunto vacio, aun cuan-
do el sistema tenga variables libres. En este caso, el conjunto solucién no tiene representacion
paramétrica.

Sustitucion regresiva

Considere el siguiente sistema, cuya matriz aumentada estd en forma escalonada, pero no en
forma escalonada reducida:

X1 — Txy 4+ 2x3 — 5x4 + 8x5 = 10
)

X4 — Xs= 4

Xy —3x3 4+ 3x4+ x5

Un programa computacional resolveria este sistema mediante sustitucion regresiva, en vez
de calcular la forma escalonada reducida. Es decir, el programa despejaria x4 de la ecuacién
3 en términos de xs, y sustituirfa la expresion para x4 en la ecuacién 2; luego, despejaria x, de
esta tultima, sustituirfa las expresiones para x, y x4 en la ecuacién 1 y despejaria x;.

Nuestro formato matricial para la fase regresiva de reduccion por filas, el cual produce la
forma escalonada reducida, tiene el mismo niimero de operaciones aritméticas que la sustitu-
cién regresiva. Pero la disciplina del formato matricial reduce de forma sustancial los errores
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posibles en los cédlculos a mano. jLa mejor estrategia es utilizar solamente la forma escalo-
nada reducida para resolver un sistema! La Guia de estudio que acompaiia a este libro ofrece
varias sugerencias Utiles para efectuar operaciones de fila de manera exacta y rdpida.

—— NOTA NUMERICA

En general, la fase progresiva de reduccién por filas es més larga que la fase regre-
siva. Por lo regular, un algoritmo para resolver un sistema se mide en flops (u ope-
raciones de punto flotante). Un flop es una operacion aritmética (+, —, *, /) que se
realiza sobre dos niimeros reales de punto flotante.> Para una matriz de n x (n + 1),
la reduccién a la forma escalonada puede requerir 21n3/3 + n?/2 — 7n/6 flops (que
es aproximadamente 2n°/3 flops cuando n es moderadamente grande, por ejemplo,
n = 30). En contraste, una reduccién adicional a la forma escalonada reducida nece-
sita, a lo sumo, n? flops.

Preguntas de existencia y unicidad

Aunque una forma escalonada no reducida es una herramienta poco eficiente para resolver
un sistema, esta forma es justamente el medio correcto para responder las dos preguntas fun-
damentales planteadas en la seccién 1.1.

EJEMPLO 5 Determine la existencia y unicidad de las soluciones del sistema

3x, — 6x3 4+ 6x4 + 4x5 = =5
3x1 — 7x2 + 8x3 — 5x4 + 8x; 9
3x1 — 9x + 12x3 — 9x4 + 6x5 15

SOLUCION La matriz aumentada de este sistema se redujo por filas en el ejemplo 3 a:

3 -9 12 -9 6 15
0 2 -4 4 2 -6 (8)
0 0 0 0 1 4

Las variables bdsicas son xj, x; y xs; las variables libres son x3 y x4. No existe ninguna ecua-
cion del tipo 0 = 1 que indique la inconsistencia del sistema, asi que se podria emplear sus-
titucién regresiva para encontrar una solucién. Pero en (8) ya es evidente la existencia de
una solucién. Ademads, la solucién no es inica porque hay variables libres. Cada diferente
asignacién de x3 y x4 determina una solucién distinta. Por lo tanto, el sistema tiene un nu-
mero infinito de soluciones. u

Cuando un sistema estd en forma escalonada y no contiene ecuaciones del tipo 0 = b,
con b diferente de cero, entonces cada ecuacion no nula tiene una variable bdsica con un
coeficiente distinto de cero. Es posible que las variables basicas estén completamente de-
terminadas (sin variables libres) o que al menos una de las variables basicas pueda expresarse
en términos de una o mds variables libres. En el primer caso, existe una solucién tnica; en el
dltimo caso, hay infinidad de soluciones (una para cada asignacién de valores a las variables
libres).

3 Tradicionalmente, un flop era solo una multiplicacién o divisién, ya que la suma y la resta tomaban mucho menos
tiempo y podian ignorarse. Ahora se prefiere la definicion de flop que aqui se presenta, debido a los avances en la
arquitectura computacional. Véase Golub y Van Loan, Matrix Computations, 2a. ed. (Baltimore: The Johns Hopkins
Press, 1989), pp. 19-20.
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Esas observaciones justifican el siguiente teorema.

TEOREMA 2 Teorema de existencia y unicidad

Un sistema lineal es consistente si y solo si la columna més a la derecha de la matriz
aumentada no es una columna pivote, es decir, si y solo si una forma escalonada de
la matriz aumentada no tiene filas del tipo

[0 -+ O b] con b diferente de cero

Si un sistema lineal es consistente, entonces el conjunto solucién contiene: i. una tnica
solucidn, cuando no existen variables libres, o ii. una infinidad de soluciones, cuando
hay al menos una variable libre.

El siguiente procedimiento indica cémo encontrar y describir todas las soluciones de un
sistema lineal.

USO DE LA REDUCCION POR FILAS PARA RESOLVER UN SISTEMA LINEAL
1. Escriba la matriz aumentada del sistema.

2. Emplee el algoritmo de reduccién por filas para obtener una matriz aumentada
equivalente en forma escalonada. Determine si el sistema es consistente o no. Si no
existe solucion, deténgase; en caso contrario, contintie con el siguiente paso.

3. Prosiga con la reduccién por filas para obtener la forma escalonada reducida.

4. Escriba el sistema de ecuaciones correspondiente a la matriz obtenida en el
paso 3.

5. Rescriba cada ecuacién no nula del paso 4 de manera que su tnica variable basica
se exprese en términos de cualquiera de las variables libres que aparecen en la
ecuacion.

PROBLEMAS DE PRACTICA

1. Encuentre la solucién general del sistema lineal cuya matriz aumentada es
|: 1 -3 -5 Oi|
o 1 1 3
2. Obtenga la solucién general del sistema
X1 —2x — x3+3x4=0

—2x1 + 4xp, + 5x3 — 5x4 =3
3)(71 — 6)C2 — 6X3 + 8X4 =2

1.2 EJERCICIOS

En los ejercicios 1y 2, determine cudles matrices estdn en forma es-
calonada reducida y cudles se encuentran solo en forma escalonada.

bl Ll
1. 90 1 0 O by |0 1 1 O 6)0000 d)00033
o o0 1 1 o o0 o0 1

o 0 o0 1 o o0 O o0 4
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10 1 1 1 0 0 0
2a09l0 1 1 1 nlo 2 0o o
0 0 0 o] 0 0 1 1
0 0 0 0]
sl o200
9T0 0o 1 o0
0 0 0 1]
o 1 1 1 1
o 0 1 1 1
Do 0o 0o o 1
(00 0 0 o0

En los ejercicios 3 y 4 aplique la reduccién por filas a las matrices
para llevarlas a la forma escalonada reducida. En las matrices origi-
nal y final encierre en un circulo las posiciones pivote, e indique las
columnas pivote.

1 2 4 8 1 2 4 5
3.12 4 6 8 4. 12 4 5 4
36 9 12 4 5 4 2

5. Describa las posibles formas escalonadas de una matriz
de 2 x 2 diferente de cero. Utilice los simbolos m, % y 0, como
en la primera parte del ejemplo 1.

6. Repita el ejercicio 5 para una matriz de 3 x 2 diferente de
cero.

Encuentre las soluciones generales de los sistemas cuyas matrices
aumentadas se presentan en los ejercicios 7 a 14.

13 4 7 1 -3 0 -5
R 6] 813 7 0 o
[0 1 -2 3 (1 -2 -1 4
1 3 4 —6:| 015 4 =5 6]
s [0
1. |9 =6 12 0 12.
6 4 5 0 0 0 0 1 -7
L (o 0 0 o 1
(1 =3 0 -1 0 -2
0 1 0 0 —4 1
Bl 0 0 1 9 4
0 0 0 0 0 o]
(10 =5 0 -8 3]
0 1 -1 0 6
490 0 0 0o 1 o0
0 0 0 0 0 0]

Los ejercicios 15 y 16 emplean la notacién del ejemplo 1 para ma-
trices en forma escalonada. Suponga que cada matriz representa la
matriz aumentada para un sistema de ecuaciones lineales. En cada
caso, determine si el sistema es consistente. De ser asi, determine si
la solucidn es unica.

" * *
15. @) | O [ ] * *
0 0 0 0
0 [ ] * *
b)y| 0 n * *
0o o0 0 ] 0

u *
16. a) | O L] *
|0 0
fm % * * *
b) |0 0 [ ] * *
(0 0 0 = «

En los ejercicios 17 y 18, determine el valor o los valores de 4 tales
que la matriz sea la matriz aumentada de un sistema lineal consis-

tente.
1 -1 4 1 -3 1
w [0 w [l

En los ejercicios 19 y 20, asigne valores para h y k de manera que

el sistema a) no tenga solucidn, b) tenga solucién tnica, y ¢) tenga
muchas soluciones. Dé respuestas por separado para cada inciso.

19. X1 + ]’l)Cz =2 20.
4x, + 8x, =k

X1 —3X2=1
2X1+hX2=k

En los ejercicios 21 y 22, marque cada enunciado como verdadero o
falso. Justifique cada respuesta.*

21. a) En algunos casos, una matriz se puede reducir por filas a
mads de una matriz en forma escalonada reducida, median-
te diferentes secuencias de operaciones de fila.

b) El algoritmo de reduccién por filas solamente se aplica a
matrices aumentadas para un sistema lineal.

¢) En un sistema lineal una variable bdsica es una variable que
corresponde a una columna pivote en la matriz de coefi-
cientes.

d

~

Encontrar una descripcién paramétrica del conjunto solucién
de un sistema lineal es lo mismo que resolver el sistema.

¢) Si una fila en una forma escalonada de una matriz aumen-
tadaes [0 O O 5 0], entonces el sistema lineal asociado es
inconsistente.

22. a) Laforma escalonada reducida de una matriz es tnica.

b) Si cada columna de una matriz aumentada contiene un pivo-
te, entonces el sistema correspondiente es consistente.

¢) Las posiciones pivote en una matriz dependen de si se utili-
zan o0 no intercambios de filas en el proceso de reduccién por
filas.

d) Una solucion general de un sistema es una descripcién expli-
cita de todas las soluciones del sistema.

e) Siun sistema tiene variables libres, entonces el conjunto so-
lucién contiene muchas soluciones.

23. Suponga que la matriz coeficiente de un sistema lineal de cua-
tro ecuaciones con cuatro variables tiene un pivote en cada co-
lumna. Explique por qué el sistema tiene solucidn tnica.

24. Suponga que un sistema de ecuaciones lineales tiene una matriz
aumentada de 3 x 5 cuya quinta columna no es una columna
pivote. ¢ El sistema es consistente? ;Por qué?

4 Preguntas de verdadero/falso de este tipo se presentardn en muchas seccio-
nes. Antes de los ejercicios 23 y 24 de la seccién 1.1, se describieron algunos
métodos para justificar las respuestas.



25. Suponga que la matriz coeficiente de un sistema de ecuacio-
nes lineales tiene una posicién pivote en cada fila. Explique

por qué el sistema es consistente.

26. Suponga que una matriz de coeficientes de 3 x 5 para un sis-
tema tiene tres columnas pivote. (El sistema es consistente?

(Por qué?

27. Restructure la tltima frase del teorema 2 empleando el concepto
de columnas pivote: “Si un sistema lineal es consistente, enton-

ces la solucion es tnica si y solo si ”

28. En una matriz aumentada, ;qué se necesita saber acerca de las
columnas pivote para determinar que el sistema lineal es consis-

tente y tiene una solucién unica?

29. Un sistema de ecuaciones lineales con menos ecuaciones que
incdgnitas se conoce como sistema subdeterminado. ;Tal siste-

ma puede tener una solucién dnica? Explique su respuesta.

30. Dé un ejemplo de un sistema subdeterminado inconsistente de

dos ecuaciones con tres incégnitas.

31. Un sistema de ecuaciones lineales con mds ecuaciones que in-
cognitas se llama sistema sobredeterminado. ; Tal sistema puede
ser consistente? Ilustre su respuesta con un sistema especifico

de tres ecuaciones con dos incdgnitas.

32. Considere que una matriz de n x (n + 1) se simplifica por fi-
las a su forma escalonada reducida. Aproximadamente, ;qué
fraccién del nimero total de operaciones (flops) estd impli-
cada en la fase regresiva de la reducciéon cuando n = 20?

(Y cuando n = 200?

Suponga que los datos experimentales estdn representados por un
conjunto de puntos en el plano. Un polinomio de interpolacién para
los datos es un polinomio cuya grafica pasa por todos los puntos.
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En el dambito cientifico, dicho polinomio se utiliza, por ejemplo, para
estimar valores entre los puntos de datos conocidos. Otro uso es en
la creacién de curvas para imdgenes graficas en el monitor de las
computadoras. Un método para construir un polinomio de interpo-
lacién consiste en resolver un sistema de ecuaciones lineales.

33. Encuentre el polinomio de interpolacién p(f) = ap + a;t + at?
para los datos (1, 6), (2, 15), (3, 28). Es decir, determine ag, a;
y a tales que
ap +a;(1) + ax(1)* = 6
a4+ a1(2) + a2(2)* =15
ap + a1(3) + a2(3)*> =28

34. [M] En un experimento de tinel de viento, la fuerza sobre un
proyectil debido a la resistencia del aire se midi6 a diferentes
velocidades:
Velocidad (100 ft/seg) 0 2 4 6 8 10
Fuerza (100 1b) 0 290 148 39.6 743 119

Encuentre un polinomio de interpolacién para estos datos y
estime la fuerza sobre el proyectil si este viaja a 750 ft/seg.
Utilice p(t) = ag + ait + axt® + ast® + agt* + ast>. {Qué ocurre
si usted intenta emplear un polinomio de menor grado que 5?
(Por ejemplo, intente un polinomio ctibico).?

3 Los ejercicios marcados con el simbolo [M] deben trabajarse con la ayuda
de un “programa de matrices” (esto es, un programa computacional, como
MATLAB®, Maple™, Mathematica®, MathCad® o Derive™, o una calcu-
ladora programable con capacidades matriciales, como las fabricadas por Texas
Instruments o Hewlett-Packard).

SOLUCIONES A LOS PROBLEMAS DE PRACTICA

1. La forma escalonada reducida de la matriz aumentada y el sistema correspondiente son

o

La solucién general del sistema
de ecuaciones es la recta de
interseccion de los dos planos.

0
1

—2X3=9

-2 9j| X
1 3 y X+ x3=3

Las variables bdsicas son xj y x,, y la solucién general es

X1 :9+2)C3
)C2=3—X3

X3 es libre

Nota: Es esencial que la solucién general describa a cada variable, con cualquier pardmetro
claramente definido. El siguiente enunciado no describe la solucién:

X1 = 9 + 2X3
Xy = 3— X3
x3 =3 — X, Solucién incorrecta

Esta descripcién implica que tanto x; como x3 son libres, lo que desde luego no es el caso.
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2. La matriz aumentada del sistema se reduce por filas:

1 =2 -1 3 0 1 =2 -1 3 0

-2 4 5 -5 3|~l0 0o 3 1 3
3 -6 6 8 2 (0 0 -3 -1 2
1 —2 =1 3 07

~l0 0 3 1 3

0 0 0 0 5

Esta matriz escalonada indica que el sistema es inconsistente, porque su columna del ex-
tremo derecho es una columna pivote; la tercera fila corresponde a la ecuacién 0 = 5. No hay
necesidad de realizar mds operaciones de fila. Observe que en este problema es irrelevante
la presencia de las variables libres porque el sistema es inconsistente.

1.3 | ECUACIONES VECTORIALES

Importantes propiedades de sistemas lineales se pueden describir mediante el concepto y la
notacion de vectores. Esta seccion relaciona ecuaciones vectoriales con sistemas ordinarios
de ecuaciones. El término vector aparece en una variedad de contextos matematicos y fisicos,
los cuales se analizaran en el capitulo 4, “Espacios vectoriales”. Por ahora, vector significara
una lista ordenada de niimeros. Esta idea sencilla permite realizar, de manera rapida, intere-
santes e importantes aplicaciones.

Vectores en R?

Una matriz con una sola columna es un vector columna, o simplemente un vector. Ejemplos
de vectores con dos entradas son

S A

donde wy y w son ntimeros reales. R? (Iéase “erre dos”) denota el conjunto de todos los vec-
tores con dos entradas. La R representa los nimeros reales que aparecen como entradas en
los vectores, y el exponente 2 indica que cada vector contiene dos entradas.!

Dos vectores en R? son iguales si y solo si sus entradas correspondientes son iguales.

4 .
Ast, [ 7 ] y [Z} no son iguales, porque los vectores en R? son pares ordenados de nimeros

reales.
Dados dos vectores u 'y v en R2, su suma es el vector u + v, que se obtiene al sumar
las entradas correspondientes de u 'y v. Por ejemplo,

RINHNErH

Considerando un vector u y un nimero real ¢, el miltiplo escalar de u por c es el vector cu,
que se obtiene al multiplicar por ¢ cada entrada en u. Por ejemplo,

i 3 3 15
stou=| 1Y c=3, entonces cu=5 =15

! La mayor parte del libro se refiere a vectores y matrices que solo tienen entradas reales. Sin embargo, todas las
definiciones y los teoremas en los capitulos 1 a 5, y en la mayor parte del resto del libro, conservan su validez si
las entradas son nimeros complejos. Vectores y matrices complejos surgen de manera natural en dreas como fisica
e ingenieria eléctrica.
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El nimero c en cu se llama escalar; se escribe en cursivas, y no en negritas, para asi distin-
guirlo del vector u.

Es posible combinar las operaciones de multiplicacién por un escalar y suma vectorial,
como en el siguiente ejemplo.

EJEMPLO 1 A partirde u = [_;} yv= [_g} encuentre 4u, (—3)v, y 4u + (=3)v.
SOLUCION
4 —6
we[d] e[
y

4 —6 -2
4u+(—3)v_[_8]+[15]—[ 7] [ |
Algunas veces, por conveniencia (y también para ahorrar espacio), en este libro se de-

3 .
nota un vector columna como |:_1 :| en la forma (3, —1). En este caso, los paréntesis y la

coma distinguen al vector (3, —1) de la matriz fila 1 x 2 [3 —1], que se representa con cor-

chetes y sin coma. Asf,
3
[ 5 } 4[5 -1]
porque las matrices tienen diferentes formas, aunque las entradas sean iguales.

Descripciones geométricas de R?

Considere un sistema de coordenadas rectangulares en el plano. Como cada punto en el pla-
no estd determinado por un par ordenado de nimeros, es posible identificar un punto geomé-

a . .
trico (a, b) con el vector columna |: b i| Asi, puede considerarse a R2 como el conjunto de

todos los puntos del plano. Véase la figura 1.

X. X,

(2,2) (2,2)

X X

1 1

-2,-1) (3.-1) =2,-1) G.-1

FIGURA 1 Vectores como puntos. FIGURA 2 Vectores con flechas.

3
La visualizacién geométrica de un vector como |:_] se facilita al incluir una flecha

(un segmento de recta dirigido) desde el origen (0, 0) al punto (3, —1), como en la figura 2.
En este caso, los puntos individuales a lo largo de la flecha carecen de significado especial.?

La suma de dos vectores tiene una util representacién geométrica. La siguiente regla
puede verificarse mediante geometria analitica.

2 En fisica, las flechas representan fuerzas y, por lo general, son libres para moverse en el espacio. En la seccién 4.1
se analizard esta interpretacion de vectores.
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Regla del paralelogramo para la adicion

Si uy v en R? se representan como puntos en el plano, entonces u + v corresponde
a un cuarto vértice del paralelogramo cuyos otros vértices son u, 0 y v. Véase la fi-
gura 3.

X,
u+v

Ue

oV

0 1

FIGURA 3 Regla del paralelogramo.

EJEMPLO 2 Los vectores u = |:2i|,v = |:_6i| yu+v= [_i} se muestran en la

2 1
figura 4. |
)
u+yv 34
—+ oll
ve aF
————— ——x,
-6 2
FIGURA 4

El siguiente ejemplo ilustra el hecho de que el conjunto de todos los mdltiplos escalares
de un vector diferente de cero (también llamado no nulo), fijo, es una recta que pasa por el
origen, (0, 0).

EJEMPLO 3 Seau= |:

3 .
1 :| En una grafica muestre los vectores u, 2u y —%u.

SOLUCION Observe la figura 5, donde se indican u, 2u = [_g] y —%u = |: i| La fle-

-2
2/3
cha para 2u es el doble de largo que la flecha para u, y las flechas apuntan en el mismo
sentido. La flecha para —%u es dos tercios de la longitud de la flecha para u, y las flechas

apuntan en sentidos opuestos. En general, la longitud de la flecha para cu es |c| veces la

X x2

Ou

X Xl

2u

Muiltiplos tipicos de u Conjunto de todos los miltiplos de u

FIGURA 5



[ ]]

X

FIGURA 6
Muiltiplos escalares.

X

2a

oV

FIGURA 7
Resta vectorial.
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longitud de la flecha para u. [Recuerde que la longitud del segmento de linea de (0, 0) a (a, b)
es v/a? + b2. Esto se analizard en el capitulo 6]. [ |

Vectores en R3

Los vectores en R? son matrices columna de 3 x 1 con tres entradas. Se representan geo-
métricamente mediante puntos en un espacio coordenado tridimensional; algunas veces se
2
incluyen flechas desde el origen para dar una mayor claridad visual. Los vectores a = | 3
4
y 2a se muestran en la figura 6.

Vectores en R”

Si n es un entero positivo, R" (Iéase “erre ene””) denota la coleccion de todas las listas (o n-adas
ordenadas) de n nimeros reales, generalmente escritas como matrices columna de n x 1 del
tipo

up

El vector cuyas entradas son todas cero se llama vector cero y se denota con 0. (El ni-
mero de entradas en 0 serd evidente a partir del contexto).

La igualdad de vectores en R" y las operaciones de multiplicacion escalar y suma vecto-
rial en R” se definen entrada por entrada como en R?. Esas operaciones sobre vectores tienen
las siguientes propiedades, las cuales pueden verificarse directamente a partir de las propieda-
des correspondientes de los nimeros reales. Véase el problema de practica 1 y los ejercicios
33 y 34 al final de esta seccién.

Propiedades algebraicas de R"

Para todo u, v, w en R" y para todos los escalares c y d:

iutv=v-+u v.clu+v)=cu+cv
fi.u+v)+w=u-+(v+w vi. (c + d)u = cu + du
jiiiu+0=0+u=u vii. ¢(du) = (cd)(u)
ivu+(—u)=—-u+u=0, viii. lu = u

donde —u denota (—1)u

Para simplificar la notacién, un vector del tipo u + (—1)v con frecuencia se escribe como
u — v. La figura 7 muestraau — vcomo lasumadeuy —v.

Combinaciones lineales

Dados los vectores vy, V2,..., v, en R" y dados los escalares cy, c»,..., ¢p, el vector y definido
por

y=cvi+-+cpvp

se llama combinacién lineal de vy,..., v, con pesos ci,..., ¢,. La propiedad ii anterior nos
p P
permite omitir los paréntesis al formar la combinacién lineal. Los pesos en una combinacién
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FIGURA 9

lineal pueden ser cualesquiera nimeros reales, incluyendo el cero. Por ejemplo, algunas com-
binaciones lineales de los vectores v; y v, son

«/§V1 + va, %Vl (= %Vl +0vy) y 0 (=0v;+0vy)

EJEMPLO 4 La figura 8 identifica combinaciones lineales seleccionadas de v; = |:_} }

2 . ..
y vy = [ 1 } (Observe que los conjuntos de lineas paralelas de la rejilla estdn trazados me-

diante multiplos enteros de v y v,). Estime las combinaciones lineales de v; y v, que generan
los vectores u 'y w.

FIGURA 8 Combinaciones lineales de v y v,.

SOLUCION La regla del paralelogramo indica que u es la suma de 3v; y —2v»; es decir,
u=3v; —2v,

Esta expresion para u se puede interpretar como las instrucciones para desplazarse desde el
origen a u por dos trayectorias rectas. Primero, desplacese 3 unidades en la direccién de v; ha-
cia 3vj, y luego avance —2 unidades en la direccién de v, (paralela a la recta que pasa por v, y
0). Después, aunque el vector w no esta sobre una linea de la rejilla, w parece estar a la mitad
del camino entre dos pares de rectas de la rejilla, en el vértice de un paralelogramo determi-
nado por (5/2)vy y (—1/2)v,. (Véase la figura 9). Asi, una estimacion razonable de w es

w =2y lvz |

El siguiente ejemplo relaciona un problema sobre combinaciones lineales con la pregun-
ta fundamental de existencia que se estudio en las secciones 1.1y 1.2.

1 2 7
EJEMPLO 5 Seanaj=| -2 |,a,=|5|y b= 4 |. Determine si b se puede
=5 6 =3

generar (o escribir) como una combinacién lineal de a; y a,. Es decir, determine si existen
pesos x; y x; tales que

xja; + a=b (D)
Si la ecuacién vectorial (1) tiene solucion, encuéntrela.

SOLUCION Aplique las definiciones de multiplicacién escalar y suma vectorial para rescri-
bir la ecuacién vectorial

1 2 7
x| 2 |4+x|5]|= 4
-5 6 -3

f t f

R
&
o
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que es lo mismo que

X1 2X2 7
=2x1 |+ | 5x | = 4
—5x1 6X2 -3
X1+ 2xo 7
—2x1 +5x; | = 4 2)
—5x1 + 6x3 -3

Los vectores en los miembros izquierdo y derecho de (2) son iguales si y solo si sus entradas
correspondientes son iguales. Es decir, x| y x; hacen valida la ecuacién vectorial (1) siy solo
si x1 y x; satisfacen el sistema
X1 + 2X2 =
—2x1 +5x, = 4 3)
—5x1 + 6x, = =3

Para resolver este sistema, se reduce por filas la matriz aumentada del sistema como
sigue:?

1 2 7 1 2 7 1 2 7 1 0 3
-2 5 4|~]10 9 18| ~[0 I 2(~]0 1 2
-5 6 3 0 16 32 0 16 32 0 0 O

La solucién de (3) es x; = 3 y x, = 2. Asi que b es una combinacién lineal de a; y a,, con
pesos x; = 3y x, = 2. Es decir,

1 2 7
32 ]|+2|5|= 4 |
=5 6 =3

Observe en el ejemplo 5 que los vectores originales aj, a, y b son las columnas de la
matriz aumentada reducida por filas:

1 2 7
-2 5 4
) 6 —3

tt
a, a b

Por brevedad, se escribe esta matriz en una forma que identifique sus columnas, a saber,
[a; a; b] @

De la ecuacién vectorial (1) es claro como escribir esta matriz aumentada, sin realizar los
pasos intermedios del ejemplo 5. Tome los vectores en el orden en que aparecen en (1) y
coléquelos en las columnas de una matriz como en (4).

El andlisis anterior puede modificarse ficilmente para establecer el siguiente hecho fun-
damental.

Una ecuacién vectorial
xja; +xa, + - +x,a,=b
tiene el mismo conjunto solucion que el sistema lineal cuya matriz aumentada es
[a; a -+ a, b] &)

En particular, b se puede generar por una combinacion lineal de aj,..., a, si y solo
si existe una solucion al sistema lineal correspondiente a la matriz (5).

3 El simbolo ~ entre matrices denota equivalencia de filas (secci6n 1.2).
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DEFINICION

Una de las ideas fundamentales en dlgebra lineal es el estudio del conjunto de todos los
vectores que se pueden generar o escribir como una combinacién lineal de un conjunto fijo
{vi,..., v,} de vectores.

Si vy,..., v, estdn en R”, entonces el conjunto de todas las combinaciones lineales de
Vi,..., Vp se denota como Gen {Vi,..., v,} y se llama el subconjunto de R” extendido
o generado por vy,..., v,. Es decir, Gen {vy,..., v,} es el conjunto de todos los vectores
que se pueden escribir en la forma

civy + cpvp + - + CpVp

con escalares cy,..., Cp.

Preguntar si un vector b estd en Gen {vy,..., v,} equivale a preguntar si la ecuacion
vectorial

XVt vy + ot xv, =b

tiene una solucién o, de manera equivalente, si el sistema lineal con la matriz aumentada

[vi -+ v, Db]tiene una solucion.

Observe que Gen {vy,..., v,} contiene a cada miltiplo escalar de v; (por ejemplo),
ya que cvi = c¢vy + Ovp + -+ + Ov,. En particular, el vector cero debe estar en Gen
(Vs Wl

Descripcion geométrica de Gen {v} y de Gen {u, v}

Sea v un vector diferente de cero en R3. Entonces Gen {v} es el conjunto de todos los muil-
tiplos escalares de v, que es el conjunto de puntos sobre la recta en R* que pasa por v y 0.
Véase la figura 10.

Si u y v son vectores diferentes de cero en R, y v no es un miltiplo de u, entonces
Gen {u, v} es el plano en R* que contiene a u, v y 0. En particular, Gen {u, v} contiene la
recta en R? que pasa por u y 0, y la recta que pasa por v y 0. Véase la figura 11.

Gen{v}
-
‘5

FIGURA 10 Gen {Vv} como una recta FIGURA 11 Gen {u, v} como
que pasa por el origen. un plano que pasa por el origen.
1 5 =3
EJEMPLO 6 Seana; =| -2 |,a,=| —13 [yb= 8 |. Entonces Gen {aj, a,}
3 -3 1

es un plano que pasa por el origen en R3. ;Estd b en ese plano?
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SOLUCION (Tiene solucién la ecuacién xja; + xpa, = b? Para responder a esto, reduzca
por filas la matriz aumentada [a; a, b]:

1 5 =3 1 5 =3 1 5 =3

-2 —-13 8| ~|0 =3 2|1 ~10 =3 2

3 -3 1 0 —18 10 0o 0 -2
La tercera ecuacion es 0 = —2, la cual muestra que el sistema no tiene solucién. La ecuacién
vectorial xja; + x;a; = b no tiene solucién, de manera que b no estd en Gen {a,, a,}. |

Combinaciones lineales en aplicaciones

El ejemplo final muestra cémo surgen multiplos escalares y combinaciones lineales cuando
una cantidad, como el “costo”, se descompone en varias categorias. El principio bésico en
este ejemplo concierne al costo de fabricar varias unidades de un producto cuando se conoce

el costo por unidad:
nimero | [ costo | _ [costo
de unidades| |por unidad| ~ | total

EJEMPLO 7 Una empresa fabrica dos productos. Para obtener $1.00 del producto B, la
empresa gasta $0.45 en materiales, $0.25 en mano de obra y $0.15 por concepto de costos
indirectos. Para obtener $1.00 del producto C, la empresa gasta $0.40 en materiales, $0.30
en mano de obra y $0.15 en costos indirectos. Sean

45 40
b=|25| y c=| .30
15 15

Entonces b y ¢ representan los “costos por délar de ingreso” para los dos productos.

a) (Qué interpretacién econdémica puede darse al vector 100b?

b) Suponga que la empresa desea fabricar x; délares del producto B y x, délares del produc-
to C. D€ un vector que describa los diversos costos que tendrd que enfrentar la empresa
(por materiales, mano de obra y gastos indirectos).

SOLUCION
a) Calcule
45 45
100b = 100| 25 | =| 25
15 15

El vector 100b lista los diversos costos para producir $100 del producto B, a saber, $45
por materiales, $25 por mano de obra y $15 por gastos indirectos.

b) Los costos de fabricacién de x| délares del producto B estan dados por el vector x;b, y los
costos para manufacturar x, délares del producto C estan dados por x,c. Asi que los cos-
tos totales para ambos productos estian dados por el vector x;b + x,c. |

PROBLEMAS DE PRACTICA

1. Demuestre que u + v = v + u para cualesquiera u y v en R".
2. Obtenga el valor o los valores de & para que y esté en Gen {vy, vy, v3} si
1 5 -3 —4

vV = —1 s V) = —4 s V3 = 1 y Y= 3
-2 —7 0 h
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1.3 EJERCICIOS

En los ejercicios 1 y 2, calculeu + vy u — 2v.

ve=[Slv=[3] 0 2 w3

En los ejercicios 3 y 4, muestre los siguientes vectores utilizando
flechas en una gréfica xy: u, v, —v, —2v,u + v,u — vy u — 2v.
Observe que u — v es el vértice de un paralelogramo cuyos otros
vértices sonu, 0y —v.

3. uyvcomoenelejerciciol 4. uyvcomo en el ejercicio 2

En los ejercicios 5 y 6, escriba un sistema de ecuaciones que sea
equivalente a la ecuacion vectorial dada.

3 5 2
5. X1 -2 + X2 0 = -3
8 -9 8

o w[ 2] enf1]x[ 2] [1]

Utilice la figura adjunta para escribir cada vector listado en los
ejercicios 7 y 8 como una combinacién lineal de u y v. ;Cada vec-
tor en R? es una combinacién lineal de u y v?

7. Vectoresa,b,cyd
8. Vectores w,X,yyz

En los ejercicios 9 y 10, escriba una ecuacién vectorial que sea equi-
valente al sistema de ecuaciones dado.
9. X, + 5X3 =0 10.
4X1 +6X2 — X3:0
—x1 +3x, —8x3=0

3)61 —2X2+4X3 =3
—2)61 — 7)62 + 5X3 =1
5X1 + 4X2 — 3X3 =2

En los ejercicios 11 y 12, determine si b es una combinacion lineal
de aj, a; y as.

1 0 5
11. a; = -2 ,ay = 1 ,ay = —6 |,b = —1
Lo 2 | | s | | 6]
1 -2 [ —67] 117
12. a=1|0|,a= 3 ,a3 = 71,b=| -5
B -2 | 5 9]

En los ejercicios 13 y 14, determine si b es una combinacién lineal de
los vectores formados a partir de las columnas de la matriz A.

1 -4 2 3
13. A= 0 3 S5{(b=]|-7
| —2 8 —4 | | =3 |
1 0 57 27
4. A=(-2 1 -6 |,b=]| -1
L 0 2 8] L 6]
1] [ —57] 37
15. Sean a; = ,a=|—-8|yb=|-5| (Con qué
= L 2] | A
valor (o valores) de & se encuentra b en el plano generado por a;
y 32?
1] [—27] A
16. Sean v, = 0|, v, = 1|y y=| -3 | (Para qué
-2 7 =5

valor (o valores) de & se encuentra y en el plano generado por
vy Vz?

En los ejercicios 17 y 18, liste cinco vectores en Gen {vj, v,}. Para
cada vector, muestre los pesos sobre v; y v, empleados para generar
el vector e indique las tres entradas de este. No realice bosquejos.

3 —4
17. vi= |1 |, v, = 0
2 1
1 —27]
18. v, = 1 ]|,v, = 3
-2 0

19. Dé una descripcidon geométrica de Gen {vi, v,} para los vec-

8 [ 12
tores v; = 2 |lyva= 3
—6 -9

20. Realice una descripciéon geométrica de Gen {v,, v,} para los
vectores del ejercicio 18.

21. Sean u = [_f] y v= [?] Demuestre que [Z] estd en
Gen {u, v} paratodaslas h y k.

22. Construya una matriz A de 3 x 3, con entradas diferentes de
cero, y un vector b en R tal que b no esté en el conjunto gene-
rado por las columnas de A.

En los ejercicios 23 y 24, marque cada enunciado como falso o ver-
dadero. Justifique sus respuestas.

23. a) Otra notacién para el vector [ -

4
3 ] es[—4 3].

b) Los puntos en el plano que corresponden a [_2] y

=5 . .
[ N :| estdn sobre una recta que pasa por el origen.

¢) Un ejemplo de combinacién lineal de los vectores v; y v,
es el vector %vl.



24,

25.

26.

27.

28.

d) El conjunto solucidn del sistema lineal cuya matriz aumen-
tadaes [a; a, a3 b] coincide con el conjunto solucién de la
ecuacion xja; + xpa, + xzaz = b.

e) El conjunto Gen {u, v} siempre se visualiza como un plano
que pasa por el origen.

a) Cuando u y v son vectores diferentes de cero, Gen {u, v}
solo contiene la recta que pasa por u y por el origen, y la
recta que pasa por vy el origen.

b) Cualquier lista de cinco niimeros reales es un vector en R>.

¢) Preguntar si el sistema lineal correspondiente a la matriz
aumentada [a; a, a3 b] tiene solucidén equivale a preguntar
si el vector b esta en Gen {aj, ap, a3}.

d) El vector v resulta cuando un vector u — v se suma al vec-
tor v.

e) No todos los pesos ci,..., ¢, en una combinacién lineal
cyvy + -+ + ¢,v, pueden ser cero.

1 0 —4
Sean 4 = 0 3 2|yb= 1 |. Denote las co-
-2 6 3 —4

lumnas de A por aj, a;, a3, y sea W = Gen {aj, a,, a3}.

a) (Estd b en {a;, a,, a3}? ;Cudntos vectores hay en {a;, a,
33}?

b) ;(Esta b en W? ;Cuéntos vectores hay en W?

¢) Demuestre que a; estd en W. [Sugerencia: Las operaciones
de fila son innecesarias].

2 0 6 10

SeaenA=|-1 8 5|, b= 3 [yseaWelconjunto
1 -2 1 7

de todas las combinaciones lineales de las columnas de A.

a) (Estaben W?

b) Demuestre que la segunda columna de A estd en W.

Una compafifa minera posee dos minas. En un dfa, la mina #1
produce mineral que contiene 30 toneladas métricas de cobre
y 600 kilogramos de plata, mientras que, también en un dia,
la mina #2 produce mineral que contiene 40 toneladas métri-

cas de cobre y 380 kilogramos de plata. Sean v; = [6(3)8] y

v, = [ 380 ] Asi, v| y v, representan la “produccién diaria”
de la mina #1 y la mina #2, respectivamente.
a) (Qué interpretacion fisica puede darse al vector 5v;?

b) Suponga que la compaiifa opera la mina #1 durante x; dfas y
la mina #2 por x, dias. Escriba una ecuacién vectorial cuya
solucién dé el nimero de dias que cada mina deberia operar
para producir 240 toneladas de cobre y 2824 kilogramos de
plata. No resuelva la ecuacién.

¢) [M] Resuelva la ecuacién en b).

Una planta eléctrica de vapor quema dos tipos de carbén: an-
tracita (A) y bituminoso (B). Por cada tonelada de A que se
quema, la planta produce 27.6 millones de Btu de calor, 3100
gramos (g) de didxido de sulfuro, y 250 g de contaminantes
solidos (particulas). Por cada tonelada de B que se quema, la

29.
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planta produce 30.2 millones de Btu, 6400 g de diéxido de sul-
furo, y 360 g de contaminantes sélidos (particulas).

a) (Cudnto calor produce la planta cuando quema x; toneladas
de Ay x, toneladas de B?

b) Suponga que la produccién de la planta de vapor estd des-
crita por un vector que lista las cantidades de calor, didxido
de sulfuro y contaminantes sélidos. Exprese esta produc-
cién como una combinacion lineal de dos vectores, supo-
niendo que la planta quema x; toneladas de A y x; tonela-
das de B.

¢) [M] Durante cierto tiempo, la planta de vapor produjo 162
millones de Btu de calor, 23,610 g de diéxido de sulfuro y
1623 g de contaminantes sélidos. Determine cudntas tonela-
das de cada tipo debe haber quemado la planta. Como parte
de la solucién, incluya una ecuacién vectorial.

Sean vi,..., v, puntos en R? y suponga que paraj = 1,..., k un
objeto con masa m; estd localizado en el punto v;. Los fisicos
llaman masas puntuales a esos objetos. La masa total del sis-
tema de masas puntuales es

m=my+ -+ my

El centro de gravedad (o centro de masa) del sistema es
_ 1
V= —[mvy+ -+ mpvg]
m

Calcule el centro de gravedad del sistema que consiste en las
siguientes masas puntuales (véase la figura):

Punto Masa
vi=(2,-2,4 4g
v, =(—4,2,3) 2g
vy = (4,0, =2) 3¢g
vy = (1, —6,0) 5¢g
3
vy V2
- .
0
X |
V3 V4 X2

30. Sea v el centro de masa de un sistema de masas puntuales

localizadas en vy,..., v; como en el ejercicio 29. jEstd v en
Gen {vy,..., v¢}? Explique su respuesta.
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31.

Una delgada placa triangular de densidad y grosor uniformes
tiene vértices en v; = (0, 1), v, = (8, 1) y v3 = (2, 4), como
en la figura que aparece a continuacion; la masa de la placa es

(Es tunica la solucién? Utilice la figura para explicar sus
respuestas.

de3g.

X,

1

X2

V3

Placa metélica Vi

2 X1

2
i V3
4
v, L
|
[

8 V2

a) Encuentre las coordenadas (x, y) del centro de masa de la

placa. Este “punto de equilibrio” de la placa coincide con 33.
el centro de masa de un sistema que consta de tres masas
puntuales de 1 g colocadas en los vértices de la placa.

b) Determine cémo distribuir una masa adicional de 6 g en los

Con los vectores U = (Ug,..., Uy), V= Vi,eot, V) Y W = (Wp,..., W),
verifique las siguientes propiedades algebraicas de R".

a) (@+v)+tw=u+t(v+w

b) c(u + v) = cu + cv para cada escalar ¢

tres vértices de la placa para asi mover su punto de equilibrio

a(2,2). [Sugerencia: Sean wy, wy y ws las masas agregadas a 34.
los tres vértices, de manera que w; + wy + wz = 6].

32. Considere los vectores vy, v, v3 y b en R2, que se muestran en
la figura. ;Tiene solucién la ecuacion x;v; + xv, + x3v3 = b?

A4 h=5

Gen {vy, v, v3}

—4

Los puntos 3

h

la recta que se interseca con
el plano cuando k = 5.

estan sobre

Utilice el vector u = (uy,..., u,) para verificar las siguientes
propiedades algebraicas de R”".

agut+(—u)=(—-uw)+u=0

b) c(du) = (cd)u para todos los escalares c y d

SOLUCIONES A LOS PROBLEMAS DE PRACTICA

1. Tome los vectores arbitrarios u = (uy,..., u,) y v = (vy,..., v,) en R", y calcule
u+v=(u; +vy,...,u, +v,) Definicion de suma vectorial

= (vy +up,..., v, +uy) Conmutatividad de la adicién en R
=v+u Definicion de suma vectorial

2. El vector y pertenece a Gen {vj, v,, v3} siy solo si existen escalares xj, x,, x3 tales que

1 5 -3 —4
X1 —1 =+ X2 —4 =+ X3 1 = 3
-2 -7 0 h

Esta ecuacion vectorial es equivalente a un sistema de tres ecuaciones lineales con tres
incdgnitas. Si la matriz aumentada de este sistema se reduce por filas, se encuentra que

1 5 -3 —4 1 5 =3 —4 1 5 =3 —4
-1 -4 1 3|~]10 1 =2 -1 ~10 1 =2 -1
-2 =7 0 h 0 3 -6 h-8 0 0 0 h-5

Este sistema es consistente si y solo si no existe pivote en la cuarta columna. Es decir,
h — 5 debe ser 0. Asi, y estd en Gen {vy, Vo, v3} siy solosi i = 5.

Recuerde: 1a presencia de una variable libre en un sistema no garantiza que este sea
consistente.

1.4 | ECUACION MATRICIAL Ax = b

Una idea fundamental en dlgebra lineal consiste en ver una combinacién lineal de vectores
como el producto de una matriz y un vector. La siguiente definicién permite reformular algu-
nos de los conceptos de la seccién 1.3 desde nuevos puntos de vista.



DEFINICION

1.4 Ecuacién matricialAx=b 35

Si A es una matriz de m X n, con columnas ay,..., a,, y si X estd en R”, entonces el
producto de A y X, denotado como Ax, es la combinacion lineal de las columnas de
A utilizando como pesos las entradas correspondientes en x; es decir,

25
Ax=[a; a, - a,]| i | =xa +xm+ - +xa,

Xn

Observe que Ax estd definido solamente si el nimero de columnas de A es igual al nimero
de entradas en x.

EJEMPLO 1

o [o 2[5 (= L] 2]+

2 -3 4 2 -3 8 —21 —13
b) 8 0 |:7] =4 8| +7 0= 32 | + 0] = 32 |
-5 2 =5 2 -20 14 —6

EJEMPLO 2 Paravy, vs, vz en R™, escriba la combinacion lineal 3v; — 5v, + 7v3 como
una matriz por un vector.

SOLUCION Coloque vy, v, v3 en las columnas de una matriz A y coloque los pesos 3, —5
y 7 en un vector X. Es decir,

3
3vi —5vy + Tvy = [Vl Vo V3] -5 | = Ax | |
7

La seccion 1.3 mostré cémo escribir un sistema de ecuaciones lineales como una ecua-
cién vectorial que implica una combinacién lineal de vectores. Por ejemplo, el sistema

X1 +2x — x3=4
—5x7 +3x3 =1

[ 2]

Como en el ejemplo 2, la combinacion lineal en el lado izquierdo es una matriz por un vector,
de manera que (2) se convierte en

1 2 1™ 4
o 5 )= | =[] @

3

ey

es equivalente a

La ecuacién (3) tiene la forma Ax = b. Tal ecuacién se llama ecuacién matricial, para
distinguirla de una ecuacion vectorial como la que se muestra en (2).

Observe como la matriz en (3) es justamente la matriz de coeficientes del sistema (1).
Célculos similares indican que cualquier sistema de ecuaciones lineales, o cualquier ecua-
cién vectorial como (2), se puede escribir como una ecuacién matricial equivalente en la for-
ma Ax = b. Esta sencilla observacidn se utilizard de manera recurrente a lo largo del texto.

A continuacion se presenta el resultado formal.
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TEOREMA 3 Si A es una matriz de m X n, con columnas ay,..., a,, y si b estd en R", la ecuacién
matricial

Ax=Db 4
tiene el mismo conjunto solucién que la ecuacién vectorial
xja; + xa; + - + x,a, = b (5)

la cual, a la vez, tiene el mismo conjunto solucidn que el sistema de ecuaciones lineales
cuya matriz aumentada es

[a, a, -+ a, b] (6)

El teorema 3 constituye una poderosa herramienta para comprender problemas de al-
gebra lineal, porque ahora un sistema de ecuaciones lineales puede verse en tres formas dife-
rentes, pero equivalentes: como una ecuacidon matricial, como una ecuacién vectorial o como
un sistema de ecuaciones lineales. Siempre que usted construya un modelo matematico
de un problema de la vida real, tendr4 libertad para elegir qué punto de vista es mds natural.
Ademads, serd posible pasar de una formulacién del problema a otra, seglin sea convenien-
te. En cualquier caso, la ecuacién matricial (4), la ecuacion vectorial (5) y el sistema de
ecuaciones se resuelven de la misma manera: por reduccion de filas de la matriz aumen-
tada (6). Mas adelante se analizardn otros métodos de solucidn.

Existencia de soluciones

La definicién de Ax conduce directamente al siguiente hecho que resulta titil.

La ecuacién Ax = b tiene una solucién si y solo si b es una combinacién lineal de las
columnas de A.

En la seccién 1.3 se considerd la pregunta de existencia: “;Estd b en Gen {ay,..., a,}7".
De manera equivalente: “;Es consistente Ax = b?”. Un problema de existencia mas dificil
consiste en determinar si la ecuacién Ax = b es consistente para foda b posible.

1 3 4 b,
EJEMPLO 3 SeanA=| -4 2 —6 |y b= b, |. (Laecuacién Ax = b es con-
-3 -2 -7 b3

sistente para todas las posibles by, by, b3?

SOLUCION Se reduce por filas la matriz aumentada para Ax = b:

1 3 4 p] [1 3 4 by
4 2 =6 by |~ |0 14 10 by +4b
3 -2 =7 by | |0 7 5 bi+3b
1 3 4 b,
~lo 14 10 by + 4b,

0 0 0 b3+3b—1(by+4by)

La tercera entrada en la columna 4 es igual a b; — %bz + bs. La ecuacion AXx = b no es
consistente para toda b porque algunas asignaciones de b pueden hacer que b, — %bz + b3
sea diferente de cero. [ ]



FIGURA 1 Las columnas de
A = {ay, ap, a3} generan un
plano a través de 0.
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La matriz reducida del ejemplo 3 da una descripcién de todas las b para las cuales la
ecuacion Ax = b es consistente: las entradas en b deben satisfacer

bl—%b2+b3=0

Esta es la ecuacién de un plano que pasa por el origen en R3. El plano es el conjunto de todas
las combinaciones lineales de las tres columnas de A. Véase la figura 1.

La ecuacién Ax = b del ejemplo 3 no es consistente para todas las b porque la for-
ma escalonada de A tiene una fila de ceros. Si A tuviera un pivote en las tres filas, no habria
que preocuparse por los cdlculos en la columna aumentada, ya que, en este caso, una forma
escalonada de la matriz aumentada no tendria una filacomo [0 0 0 1].

En el siguiente teorema, la frase “las columnas de A generan a R™” significa que cada
b en R™ es una combinacidn lineal de las columnas de A. En general, un conjunto de vecto-
res {vy,..., V,} en R” genera a R™ si cada vector en R es una combinacion lineal de v,..., v,;
es decir, si Gen {vy,..., v,} = R™.

Sea A una matriz de m x n. Entonces, los siguientes enunciados son légicamente equi-
valentes. Es decir, para una A particular, todos los enunciados son verdaderos o todos
son falsos.

a) Paracadab en R™, la ecuacién Ax = b tiene una solucion.
b) Cada b en R™ es una combinacion lineal de las columnas de A.
¢) Las columnas de A generan R™.

d) A tiene una posicion pivote en cada fila.

El teorema 4 es uno de los teoremas mds ttiles en este capitulo. Los enunciados a),
b) y c) son equivalentes a causa de la definicién de Ax y lo que significa para un conjunto
de vectores generar R™. El andlisis posterior al ejemplo 3 revela por qué a) y d) son equi-
valentes; al final de la seccion se presenta una prueba de ello. Los ejercicios aportan ejemplos
de cdmo emplear el teorema 4.

Advertencia: El teorema 4 se refiere a una matriz de coeficientes, no a una matriz aumentada.
Si una matriz aumentada [A b] tiene una posicion pivote en cada fila, entonces la ecuacién
Ax = b puede o no ser consistente.

Calculo de Ax

Los célculos en el ejemplo 1 se apoyaron en la definicién del producto de una matriz A y
un vector X. El siguiente ejemplo sencillo conducird a un método mds eficiente para calcular
las entradas en Ax cuando los problemas se resuelvan a mano.

2 3 4 X
EJEMPLO 4 CalculeAx,donde A=| -1 5 =3 |yx=|x;
6 —2 8 X3
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SOLUCION A partir de la definicién,

2 3 4 X1 2 3 4
—1 5 =3 X2 | =x1| =1 | +x; 51 +x3] =3
6 -2 8 X3 6 -2 8
B 2X1 3)62 T 4X3
=| —x; | + 5x; | + | =3x3 7
6)(71 —2)(72 i 8X3

_2)(71 +3X2+4X3_
= | —x1 4+ 5x2 — 3x3
L 6x1 —2x, + 8)63_

La primera entrada en el producto Ax es una suma de productos (algunas veces se llama pro-
ducto punto), empleando la primera fila de A y las entradas en x. Es decir,

2 3 4 X1 2x1 4+ 3x, + 4x3
X2 =
X3

Esta matriz muestra cémo calcular de forma directa la primera entrada en Ax, sin escribir
todos los célculos indicados en (7). De manera similar, la segunda entrada en Ax puede calcu-
larse multiplicando las entradas en la segunda fila de A por las entradas correspondientes en
X, y después sumando los productos resultantes:

X
-1 5 =3 X2 = —X1 + 5)62 — 3)C3
X3

De manera semejante, la tercera entrada en Ax puede determinarse con la tercera filade A y
las entradas en x. |

Regla fila-vector para calcular Ax

Si el producto Ax estd definido, entonces la i-ésima entrada en Ax es la suma de los
productos de las entradas correspondientes de la fila i de A y del vector x.

EJEMPLO 5
2 (1 2 —1 i (1442347 _ |3
|0 =5 3 7 T 10-44(=5-3+3-7| |6
2 =3 4 2-44(=3)-7 —137]
b) 8 0 [7:|= 8-44+0-7 | = 32
| -5 2 (=5 -4+2-7 —6 |
(1 0 o[~ 1-r4+0-5s4+0-¢ [ r
c |0 1 0 s{=10-r+1-54+0-t [ =|s [ ]
|0 0 1 t 0-r+0-5s4+1-¢ | ¢

Por definicion, la matriz del ejemplo 5c¢) con nimeros 1 en la diagonal y ceros en las
demas posiciones se llama matriz identidad y se denota con /. Los célculos en el inciso ¢)
indican que Ix = x para toda x en R>. Existe una andloga matriz identidad de n x n, algu-
nas veces denotada como /,,. Al igual que en ¢), I,x = X para toda x en R".
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Propiedades del producto matriz-vector Ax

Es importante el contenido del préximo teorema y se utilizard a lo largo del libro. La demos-
tracion se apoya en la definicién de Ax y en las propiedades algebraicas de R”.

Si A es una matriz de m X n, u 'y v son vectores en R”, y ¢ es un escalar, entonces:

a) A(u +v) = Au + Av;
b) A(cu) = c(Au).

DEMOSTRACION En aras de la sencillez, se toman = 3,A = [a; a, a3], yu, venR3.
(La demostracién para el caso general es similar). Para i = 1, 2, 3, sean u; y v; las i-ésimas
entradas en u y v, respectivamente. Para probar el enunciado a), calcule A(u + v) como una
combinacidn lineal de las columnas de A empleando como pesos las entradas en u + v.

up + v
A(u+v)=[a; a a3]| us+v
Uz + v3
i, \L l, Enlmdus enu + v
= (u; +viay + (U2 + v2)ay + (u3 + v3)a;
1 1 1 Columnas de A
= (u1a; + upa; + usaz) + (via; + v,a; + viaz)

= Au + Av

Para demostrar el enunciado b), calcule A(cu) como una combinacion lineal de las columnas
de A utilizando como pesos las entradas en cu.

CUq
A(cu) =[a; ay a3]| cuy | = (cur)a; + (cuz)a, + (cuz)as
CUs
= c(uia;) + c(uz2az) + c(uza3)
= c(u1a; + uza; + uzasz)
= c(Au) -

—— NOTA NUMERICA

Con la finalidad de optimizar un algoritmo computacional para calcular Ax, la se-
cuencia de operaciones implicaria datos almacenados en ubicaciones adyacentes de
memoria. Los algoritmos profesionales mas ampliamente utilizados para cdlculos ma-
triciales estdn escritos en Fortran, un lenguaje que almacena una matriz como un con-
junto de columnas. Tales algoritmos calculan AXx como una combinacién lineal de las
columnas de A. En contraste, si un programa estd escrito en el conocido lenguaje C,
el cual almacena matrices por filas, entonces Ax deberia calcularse mediante la regla
alternativa que usa las filas de A.

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 4 Como se indicé después del teorema 4, los enuncia-
dos a), b) y c) son légicamente equivalentes. De manera que es suficiente demostrar (para
una matriz arbitraria A) que a) y d) son ambos verdaderos o ambos falsos. Eso vinculara a los
cuatro enunciados.

Sea U una forma escalonada de A. Dada b en R™, la matriz aumentada [A b] se puede
reducir por filas a una matriz aumentada [U  d] para alguna d en R™:

[A b]~-~[U d]
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Si el enunciado d) es verdadero, entonces cada fila de U contiene una posicién pivote y tal
vez no exista un pivote en la columna aumentada. De manera que Ax = b tiene una solucién
para cualquier b, y a) es verdad. Si d) es falso, la tltima fila de U solo tiene ceros. Sea d
cualquier vector con un 1 en su dltima entrada. En tal caso, [U d] representa un sistema
inconsistente. Como las operaciones de fila son reversibles, [U  d] se puede transformar a la
forma [A b]. El nuevo sistema Ax = b también es inconsistente, y a) es falso. |

PROBLEMAS DE PRACTICA

1 5-2 0 _; -7
1. Sean A=| -3 1 9 —5|,p= y b= 9 |- Es posible demostrar
0
4 -8 -1 7 4 0

que p es una solucién de Ax = b. Con base en este hecho, presente a b como una com-
binacion lineal especifica de las columnas de A.

2 5 4 -3
2. Sean A = [3 1}, u= [_1] y v= [ 5}. Compruebe el teorema 5a) en este
caso mediante el cdlculo de A(u + v) y Au + Av.
En los ejercicios 1 a 4 calcule los productos utilizando: a) la defini- 9. 5x1+ x, —3x3=238 10. 4x; — x, =8
ci.(')n, como en el ej’efnplo' 13 y b) la r.egla ﬁla—ve?tor para calcular Ax. 2%y 4 dx; = 0 5x; 4 3x, =2
Si un producto estd indefinido, explique por qué.
3)61 — Xy = 1
[—4 27 3 1 . o . .
1 1 6 Y 2 3 |: 5] Considerando A y b en los ejercicios 11 y 12, escriba la matriz au-
’ 0 1 7 ) 1 -1 mentada para el sistema lineal que corresponde a la ecuacién matri-
- - cial Ax = b. Después, resuelva el sistema y escriba la solucién como
T 1 27 1 un vector:
.03 1|72 a | b3 T 1 3 —4 -2
3 32 1
L 1 6] 1 1. A=| 1 5 2|,b=]| 4
-3 -7 6 12
En los ejercicios 5 a 8, aplique la definicién de Ax para escribir la
ecuacion matricial como una ecuacion vectorial, o viceversa. 1 2 -~ 1
~ 12. A=|-3 -4 2 |,b=
-~ 2 5 2 3 -3
5 1 2 -3 1 ] -1 _ [ —4} 0 3 s
-2 =3 1 -1 1| | N
- 1 13. Sean u=|4 |y A=| -2 6| (Estd u en el plano
L 4 1 1
2 -3 M —21 en R? generado por las columnas de A? (Véase la figura).
3 2|3 1 (Por qué?
6 =
) 8 =5 5 —49 .
|2 1 11 v
4 =5 7 6
—1 3 -8 [ -8 Plano generado por
7o 7 T -5 T X 0| 0 ou? las columnas de A
—4 1 2 -7
- (Dénde estd u?
2 -1 —4 0 5
8. 71 _4]+Zz|: 5]+Z3|: 3]+Z4|:2]=[12] 4 2 5 -1
- 14. Seanu=| -1 |yA=]|0 1 —1 | (Estduen el sub-

En los ejercicios 9 y 10, primero escriba el sistema como una ecua-
cion vectorial y después como una ecuacién matricial.

4 1 2 0

conjunto de R3 generado por las columnas de A? ;Por qué?



15.

16.

Sean A = |: 3 _1] y b= |:bl :| Demuestre que la ecua-

-9 3 by

cién Ax = b no tiene solucidén para todas las posibles b, y des-
criba el conjunto de todas las b para las cuales Ax = b s/ tiene
solucidn.

Repita el ejercicio 15 considerando

1 -2 -1 b
A=| =2 2 0 y b=|b
4 —1 3 by

Los ejercicios 17 a 20 se refieren a las matrices A y B que se presen-
tan a continuacion. Realice los calculos pertinentes para justificar sus
respuestas y mencione un teorema adecuado.

A=

17.

18.

19.

20.

21.

22.

1 3 0 3 1 4 1 2
-1 -1 -1 1 B = 0 1 3 -4
0o —4 2 -8 o 2 6 7
2 0 3 -1 29 5 -7

(Cuadntas filas de A contienen una posicién pivote? ;La ecua-
cién Ax = b tiene solucién para cada b en R*?

(Cada vector en R* se puede escribir como una combinacién
lineal de las columnas de la matriz B anterior? ;Las columnas
de B generan a R3?

(Todo vector en R* se puede escribir como una combinacién
lineal de las columnas de la matriz A anterior? ;Las columnas
de A generan a R*?

¢(Las columnas de B generan a R*? ;La ecuacién Bx = y tiene
solucién para cada y en R*?

1 1
0 -1 0

Sean v; = 1= ol V3= 0 LoV, v, v3}
0 1 —1

genera a R*? ;Por qué?

0 0 4
Sean v, = 0, vo=| =31, vs=| =2 [ ;i{vi, V2, V3}
-3 9 —6

genera a R3? ;Por qué?

En los ejercicios 23 y 24, marque cada enunciado como verdadero o
falso. Justifique sus respuestas.

23.

a) La ecuacién Ax = b se reconoce como una ecuacion vec-
torial.

b) Un vector b es una combinacién lineal de las columnas
de una matriz A si y solo si la ecuacién Ax = b tiene al me-
nos una solucion.

¢) La ecuaciéon Ax = b es consistente si la matriz aumentada
[A Db] tiene una posicién pivote en cada fila.

d) La primera entrada en el producto AX es una suma de pro-
ductos.

e) Si las columnas de una matriz A de m X n generan a
R™, entonces la ecuacién Ax = b es consistente para cada
b en R™.

Si A es una matriz de m X n y si la ecuaciéon Ax = b es in-
consistente para alguna b en R, entonces A no puede tener
una posicion pivote en cada fila.

H

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.
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a) Cada ecuacién matricial Ax = b corresponde a una ecua-
cién vectorial con el mismo conjunto solucién.

b) Si la ecuacion Ax = b es consistente, entonces b estd en el
conjunto generado por las columnas de A.

¢) Cualquier combinacion lineal de vectores siempre se pue-
de escribir en la forma Ax para una matriz A y un vector X
adecuados.

d) Si la matriz coeficiente A tiene una posicion pivote en cada
fila, entonces la ecuacién Ax = b es inconsistente.

e) El conjunto solucién de un sistema lineal cuya matriz au-
mentada es [a; a, as b] coincide con el conjunto so-
lucion de Ax = b,siA = [a; a, as].

/) Si A es una matriz de m X n cuyas columnas no generan

a R™, entonces la ecuacién Ax = b es consistente para toda
b en R™.

4 -3 1 -3 -7
Observe que 5 =2 5 —1 | = | =3 |. Con base en
-6 2 -3 2 10
este hecho (sin realizar operaciones de fila), encuentre escalares
-7 4 -3 1
¢, e, catalesque | =3 |=¢; 514+c| =2 [+cs 5
10 —6 2 -3
7
Seanu=|2|, v=|1|yw=| 1 | Es posible demos-
5 1

trar que 2u — 3v — w = 0. Apdyese en este hecho (sin rea-
lizar operaciones de fila) para obtener x| y x, que satisfagan la

7 3 N 5
ecuacion | 2 1 |:xl] =11
5 3 2 1

Rescriba la siguiente ecuacién matricial (numérica) en forma
simbdlica como una ecuacion vectorial, utilizando los simbolos
Vi, Va,... para los vectores y ¢y, ¢;,... para los escalares. Defina
qué representa cada simbolo, utilizando los datos presentados
en la ecuacion matricial.
5| = [ 11
T 11
-1

-3 5 -4 9 7
5 8 1 -2 —4

Considere que qj, q2, ¢3 y V son vectores en R3, mientras que
X1, X2 y x3 denotan escalares. Escriba la siguiente ecuacién vec-
torial como una ecuacién matricial. Identifique cualquier sim-
bolo que utilice.

Xiqp T x0qx + xq3 = v

Construya una matriz de 3 x 3, no en forma escalonada, cuyas
columnas generen a R3. Demuestre que la matriz que construyé
tiene la propiedad deseada.

Construya una matriz de 3 x 3, no en forma escalonada, cuyas
columnas no generen a R®. Demuestre que la matriz que cons-
truyd tiene la caracteristica deseada.

Sea A una matriz de 3 x 2. Explique por qué la ecuacién Ax = b
no puede ser consistente para toda b en R>. Generalice su argu-
mento al caso de una A arbitraria con mas filas que columnas.
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32.

33.

34.

35.

36.

CAPITULO 1 Ecuaciones lineales en 4lgebra lineal

.Un conjunto de tres vectores en R* podria generar a R*?
Explique su respuesta. ;Y qué hay respecto de n vectores
en R™ cuando n es menor que m?

Suponga que A es una matriz de 4 x 3, y b es un vector en
R* con la propiedad de que Ax = b tiene una solucién dnica.
(Qué podria decir sobre la forma escalonada reducida de A?
Justifique su respuesta.

Considere que A es una matriz de 3 x 4, v; y v, son vectores en
R3,y que w = v; + v,. Suponga que v; = Au; y v, = Au, para
algunos vectores u; y u, en R* ;Qué hecho permite concluir
que el sistema AXx = w es consistente? (Nota: u; y u; denotan
vectores, y no entradas escalares de vectores).

Sean A una matriz de 5 x 3, y un vector en R%, y z un vector
en R°. Suponga que Ay = z. ;Qué hecho permite concluir que
el sistema AX = 5z es consistente?

Suponga que A es una matriz de 4 x 4 y b un vector en R* tal

que Ax = b tiene una solucién dnica. Explique por qué las co-
lumnas de A deben generar a R*.

[M] En los ejercicios 37 a 40, determine si las columnas de la matriz
generan a R*.

37.

39.

40.

41.

42,

7 2 -5 8 4 -5 -1 8
5 =3 4 9| 4|3 T —4 2
6 10 =2 7 5 6 -1 4
-7 9 2 15 9 1 10 7
10 -7 1 4 6

-8 4 -6 —-10 -3

-7 11 =5 -1 -8
| 3 -1 10 12 12
5 11 —6 -7 12

-7 3 -4 6 -9

1 5 6 -9 -3
|3 4 7 2 7

[M] Encuentre una columna de la matriz del ejercicio 39 que
se pueda eliminar y, aun asi, las restantes columnas de la ma-
triz sigan generando a R*.

[M] Encuentre una columna de la matriz del ejercicio 40 que
se pueda eliminar y, aun asi, las restantes columnas sigan ge-
nerando a R*. ;Se puede eliminar mas de una columna?

SOLUCIONES A LOS PROBLEMAS DE PRACTICA

1. La ecuacion matricial

1

-3

4

-8

es equivalente a la ecuacién vectorial

1
-3
4

3

-2

=8

-2 0 _; -7

19 sl o= 9

-1 7], 0
5 -2 0 -7
Ll+o| 9|-4]-5]|=] 9
-1 7 0

que expresa a b como una combinacién lineal de las columnas de A.

2. u-+v= _‘”+
(2 5
A(u—l—v)—_3 1]
ST
Au—i—Av—_3 1]
_- 3 _"_
__11

[ -3
5

B

]z

N
530=17]
)
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1.5 | CONJUNTOS SOLUCION DE SISTEMAS LINEALES

\b\\yeO

FIGURA 1

X,

Los conjuntos solucién de sistemas lineales son importantes objetos de estudio en dlgebra
lineal. Més adelante, se presentardn en diversos contextos. Esta seccion utiliza notacién vec-
torial para dar descripciones explicitas y geométricas de tales conjuntos solucién.

Sistemas lineales homogéneos

Se dice que un sistema de ecuaciones lineales es homogéneo si se puede escribir en la forma
Ax = 0, donde A es una matriz de m x n, y 0 es el vector cero en R™. Tal sistema Ax =
siempre tiene al menos una solucion, a saber, x = 0 (el vector cero en R"). Esta solucion cero
generalmente se conoce como solucidn trivial. Para una ecuacién dada Ax = 0, la pregunta
importante es si existe una solucién no trivial, es decir, un vector x diferente de cero que
satisfaga Ax = 0. El teorema de existencia y unicidad de la seccién 1.2 (teorema 2) conduce
de inmediato al siguiente resultado.

La ecuacién homogénea Ax = 0 tiene una solucién no trivial si y solo si la ecuacion
tiene al menos una variable libre.

EJEMPLO 1 Determine si el siguiente sistema homogéneo tiene una solucion no trivial.
Luego, describa el conjunto solucion.

3x1 4+ 5x; —4x3=0
—3X1 —2)C2 + 4X3 =0
6x;1 + xo —8x3=0

SOLUCION Sea A la matriz de coeficientes del sistema; la matriz aumentada [A 0] se re-
duce por filas a una forma escalonada:

3 5 -4 0 3 5 -4 0 3 5 -4 0
-3 -2 4 O0f~|J0 3 O O|~]0 3 0 O
6 1 -8 0 0-9 0 0 0 0 0 O

Como x3 es una variable libre, entonces Ax = 0 tiene soluciones no triviales (una para cada
asignacién de x3). Para describir el conjunto solucién, continte la reduccién por filas de
[A 0] hasta su forma escalonada reducida:

10—t o0 X1 —3x=0
0 1 0 0 X2 =0
O 0 0 o0 0 =0
Al despejar las variables bésicas x; y x, se obtiene x| = §x3, X, = 0, con x3 libre. Como un

vector, la solucién general de Ax = 0 tiene la forma

4 4 4
X1 3X3 3 3
X=1|x | = 0 =x3| 0| =x3v, dondev=|0
X3 X3 1 1

Aqui se factoriz6 x3 de la expresion para la solucion general vectorial. Esto muestra que cada
solucién de Ax = 0 es, en este caso, un multiplo escalar de v. La solucién se obtiene al consi-
derar x3 = 0. Geométricamente, el conjunto solucién es una recta que pasa por 0 en R3. Véase
la figura 1. |
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FIGURA 2

Observe que una solucién no trivial x puede tener algunas entradas cero, siempre y cuan-
do no todas ellas sean cero.

EJEMPLO 2 Una sola ecuacién lineal puede tratarse como un sencillo sistema de ecua-
ciones. Describa todas las soluciones del “sistema” homogéneo

1OX1 — 3)(?2 — 2)63 =0 (1)

SOLUCION No hay necesidad de una notacién matricial. Despeje la variable bésica x; en
términos de las variables libres. La solucion general es x; = .3x, + .2x3, con x, y x3 libres.
Como un vector, la solucién general es

X1 3xy + .23 3xn 2Xx3
X=X | = X2 = Xy | + 0
X3 X3 0 X3

3 2

=x| 1 |4+x3] 0 (con x», x3 libres) 2)

0 1

t t

u v

Este cdlculo indica que cada solucién de (1) es una combinacién lineal de los vectores u
y Vv, que se muestran en (2). Es decir, el conjunto solucién es Gen {u, v}. Puesto que uy v
no son multiplos entre si, el conjunto solucién es un plano que pasa por el origen. Véase
la figura 2. |

Los ejemplos 1 y 2, junto con los ejercicios, ilustran el hecho de que el conjunto so-
lucién de una ecuacion homogénea Ax = 0 siempre se puede expresar de manera explicita
como Gen {vy,..., v,} para vectores adecuados vi,..., v,. Si la tnica solucién es el vector
cero, entonces el conjunto solucién es Gen {0}. Si la ecuacion Ax = 0 solo tiene una variable
libre, el conjunto solucidén es una recta que pasa por el origen, como en la figura 1. Un plano
que pasa por el origen, como en la figura 2, da una buena imagen mental para el conjunto
solucién de Ax = 0 cuando existen dos o mds variables libres. Observe, sin embargo, que
se puede emplear una figura similar para visualizar Gen {u, v} aun cuando u y v no estén
relacionados con soluciones de Ax = 0. Véase la figura 11 de la seccién 1.3.

Forma vectorial paramétrica

La ecuacion original (1) para el plano del ejemplo 2 es una descripcion implicita del plano.
Al resolver esta ecuacion se obtiene una descripcién explicita del plano como el conjunto
generado por u y v. La ecuacién (2) se llama ecuacién vectorial paramétrica del plano.
Algunas veces dicha ecuacién se escribe como

x=su+tv (s,renR)

para poner de relieve que los pardmetros varian sobre todos los nimeros reales. En el ejemplo
1, la ecuacién x = x3v (con x3 libre), o x = tv (con ¢ en R), es la ecuacién vectorial paramé-
trica de una recta. Siempre que un conjunto solucién se describa explicitamente con vectores
como en los ejemplos 1 y 2, se dird que la solucién estd en forma vectorial paramétrica.

Soluciones de sistemas no homogéneos

Cuando un sistema lineal no homogéneo tiene muchas soluciones, la solucién general se
puede escribir en forma vectorial paramétrica como un vector mas una combinacién lineal
arbitraria de vectores que satisfagan el sistema homogéneo correspondiente.
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EJEMPLO 3 Describa todas las soluciones de Ax = b, donde

305 4 7
A=|-3 2 4| y b=|-1
6 1 -8 —4

SOLUCION Aqui A es la matriz de coeficientes del ejemplo 1. Al efectuar operaciones de fila
sobre [A b] se obtiene

3 5 -4 7 10 -3 -1 xp —3x3=-—1
-3 -2 4 —-1|(~]10 1 o 2|, X2 = 2
6 1 -8 —4 0 0 0 0 = 0
Por lo tanto, x; = —1 + §X3, X3 =2, xp = 2y x3 es libre. Como un vector, la solucién ge-
neral de Ax = b tiene la forma
X1 -1+ %X3 —1 %X3 —1 %
X=|x | = 2 = 2|+ 0 = 2|1 +x3] 0
X3 X3 0 X3 0 1
t t
p v

La ecuacién x = p + x3v, 0, escribiendo # como un pardmetro general,
x=p+1rv (tenR) 3

describe el conjunto solucién de Ax = b en forma vectorial paramétrica. Recuerde del ejem-
plo 1 que el conjunto solucién de Ax = 0 tiene la ecuacion vectorial paramétrica

x=1tv (tenR) 4

[con la misma v que aparece en (3)]. Asi, las soluciones de Ax = b se obtienen sumando el
vector p a las soluciones de Ax = 0. El propio vector p es justamente una solucién particular
de Ax = b [correspondiente a r = 0 en (3)]. |

Para describir el conjunto solucién de Ax = b en forma geométrica, podemos pensar que
la suma vectorial es una traslacién. Dados vy p en R? o R3, el efecto de sumar p a v es mover
a v en una direccion paralela a la recta que pasa por p y 0. Se dice que p traslada a v hacia v
+ p. Véase la figura 3. Si cada punto sobre la recta L en R? o R? es trasladado por un vector
p, el resultado es una recta paralela a L. Véase la figura 4.

Suponga que L es la recta que pasa por 0 y v, descrita mediante la ecuacién (4). Sumar
p a cada punto sobre L produce la recta trasladada que describe la ecuacién (3). Observe
que p estd sobre la recta en la ecuacién (3). Asi, (3) es la ecuacién de la recta que pasa
por p paralela a v. Entonces el conjunto solucion de Ax = b es una recta que pasa por p
paralela al conjunto solucion de Ax = 0. La figura 5 ilustra este caso.

FIGURA 5 Conjuntos solucién paralelos de
Ax=byAx = 0.

La relacién entre los conjuntos solucién de Ax = b y Ax = 0, que se ilustra en la figura
5, se generaliza a cualquier ecuacién consistente Ax = b, aunque el conjunto solucién sera
mas grande que una recta cuando existan muchas variables libres. El siguiente teorema da el
enunciado preciso. Para una demostracion, véase el ejercicio 25.
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TEOREMA 6 Suponga que la ecuaciéon Ax = b es consistente para alguna b dada, y sea p una solu-
cién. El conjunto solucién de Ax = b es el conjunto de todos los vectores de la forma
w = p + v;, donde v, es cualquier solucion de la ecuacién homogénea Ax = 0.

El teorema 6 dice que si Ax = b tiene una solucién, entonces el conjunto solucién se
obtiene al trasladar el conjunto solucién de Ax = 0, empleando cualquier solucién particular
p de Ax = b para dicha traslacién. La figura 6 ilustra el caso en que existen dos variables
libres. Aun cuando n > 3, nuestra imagen mental del conjunto solucién de un sistema con-
sistente Ax = b (con b # 0) es un solo punto diferente de cero, o una recta o un plano que no
pasan por el origen.

Ax=b

——Ax=0

FIGURA 6 Conjuntos solucién
paralelos de Ax = by Ax = 0.

Adpvertencia: El teorema 6 y la figura 6 solamente se aplican a una ecuacién Ax = b que tiene
al menos una solucién p diferente de cero. Cuando Ax = b no tiene solucién, entonces el
conjunto solucién es vacio.

El siguiente algoritmo resume los calculos que se muestran en los ejemplos 1, 2 y 3.

ESCRITURA DE UN CONJUNTO SOLUCION (DE UN SISTEMA CONSISTENTE)
EN FORMA VECTORIAL PARAMETRICA
1. Reduzca por filas la matriz aumentada a su forma escalonada reducida.

2. Exprese cada variable bdsica en términos de cualquiera de las variables libres pre-
sentes en una ecuacion.

3. Escriba una solucién tipica x como un vector cuyas entradas dependen de las varia-
bles libres (si las hay).

4. Descomponga X en una combinacién lineal de vectores (con entradas numéricas)
empleando las variables libres como pardmetros.

PROBLEMAS DE PRACTICA
1. Cada una de las siguientes ecuaciones determina un plano en R3. ;Se intersecan los dos
planos? Si es asi, describa su interseccion
X1 +4x, —5x3=0
2x1 — X2 +8x3=9

2. Escriba la solucién general de 10x; — 3x, — 2x3 = 7 en forma vectorial paramétrica, y
relacione el conjunto solucién con el obtenido en el ejemplo 2.



1.5 EJERCICIOS

En los ejercicios 1 a 4, determine si el sistema tiene una solucién no
trivial. Intente usar lo menos posible las operaciones de fila.
1. 2X1 - 5)62 + 8X3 =0 2.
—2X1 — 7X2 + X3 = 0
4X1 + 2X2 + 7X3 = 0

X1—2)C2+3X3:O
—2X1 — 3X2 —4X3 =0
2X1 —4X2+ 9X3 =0

3. —3X1 + 4X2 — 8X3 =0 4.
—2X1 + 5X2 =+ 4X3 =0

5x1 —3x, +2x3=0
—3X1 — 4X2 + 2X3 =0

En los ejercicios 5 y 6, siga el método de los ejemplos 1 y 2 para es-
cribir el conjunto solucién del sistema homogéneo en forma vectorial
paramétrica.

5. 2)C1 + 2X2 + 4X3 =0 6. x| + 2)C2 - 3X3 =0
—4)C1 — 4XQ — 8)C3 =0 2X1 + x; — 3X3 =0
—3X2 —3X3 =0 —lxl + X =0

En los ejercicios 7 a 12, describa todas las soluciones de Ax = 0
en forma vectorial paramétrica, donde A es equivalente por filas a
la matriz dada.

1 3 -3 7 1 -3 -8 5
7 |0 1L -4 5 } 8. [0 1 2 —4]
9. 3 =6 6 10. -1 —4 0 —4
-2 4 =2 2 -8 0 8
(1 —4 -2 0 3 —57]
o o 1 0 0 -1
1. o 0 o0 o0 1 —4
10 0 0 0 0 0]
1 -2 3 -6 5 0]
2.0 0 0 1 4 -6
o o o0 0 0 1
|0 0 0 0 0 |
13. Suponga que el conjunto solucién de un cierto sistema de ecua-
ciones lineales se describe como x; = 5 + 4x3, xp = —2 — 7x3,
con x3 libre. Use vectores para describir este conjunto como una
recta en R3.

14. Suponga que el conjunto solucién de un cierto sistema de
ecuaciones lineales se describe como x; = 5x4, x; = 3 — 2xy,
X3 = 2 + 5x4, con x4 libre. Utilice vectores para describir este
conjunto como una “recta” en R,

15. Describay compare los conjuntos soluciénde x; + 5x, — 3x3 =0
yx; + 5x — 3x3 = =2.

16. Describay compare los conjuntos soluciénde x; — 2x; + 3x3 =0
yx; — 2x; + 3x3 = 4.

17. Siga el método del ejemplo 3 para describir las soluciones del
siguiente sistema en forma vectorial paramétrica. También, dé
una descripcién geométrica del conjunto solucién y compdrelo
con el que obtuvo en el ejercicio 5.

2x1 + 2x, +4x3 = 8
—4x; —4x, — 8x3 = —16
—3x;, —3x3= 12
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18. Como en el ejercicio 17, describa las soluciones del siguiente
sistema en forma vectorial paramétrica, y realice una compara-
cién geométrica con el conjunto solucién del ejercicio 6.

x1—|—2x2—3x3= 5
2x1 4+ x, —3x3= 13

—X1 + X =-8

En los ejercicios 19 y 20, encuentre la ecuacién paramétrica de la
recta que pasa por a y es paralela a b.

oo [3-[3] e[ 2oL

En los ejercicios 21 y 22, obtenga una ecuacién paramétrica de la
recta M que pasa a través de p y q. [Sugerencia: M es paralela al
vector q — p. Véase la figura que aparece mds abajo].

wo-[ o] we-[$e-[

X2

*q

X1

P

En los ejercicios 23 y 24, marque cada enunciado como verdadero
o falso. Justifique sus respuestas.

23. a) Una ecuacion homogénea siempre es consistente.

b) La ecuacién Ax = 0 da una descripcién explicita de su con-
junto solucién.

¢) La ecuacién homogénea Ax = 0 tiene la solucidn trivial si
y solo si la ecuacidn tiene al menos una variable libre.

d) La ecuacién x = p + tv describe una recta que pasa por v
y es paralela a p.

e) El conjunto solucién de Ax = b es el conjunto de todos los
vectores de la forma w = p + v;, donde v, es cualquier so-
lucién de la ecuacion Ax = 0.

24. a) Un sistema homogéneo de ecuaciones puede ser inconsis-
tente.

b) Si x es una solucién no trivial de Ax = 0, entonces cada
entrada en x es distinta de cero.

¢) El efecto de sumar p a un vector es mover a dicho vector
en una direccidn paralela a p.

d) La ecuacién Ax = b es homogénea si el vector cero es una
solucidn.
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25.

26.

27.

e) Si Ax = b es consistente, entonces el conjunto solucién
de Ax = b se obtiene por traslacién del conjunto solucién de
Ax = 0.

Demuestre el teorema 6:

a) Suponga que p es una solucién de Ax = b, de manera que
Ap = b. Sea v, cualquier solucién de la ecuacién homo-
génea Ax = 0, y sea w = p + v,. Demuestre que w es una
solucién de Ax = b.

b) Sea w cualquier solucién de Ax = b, y defina v, = w — p.
Demuestre que v;, es una solucion de Ax = 0. Esto demues-
tra que cada solucién de Ax = b tiene la forma w = p + v,
donde p es una solucién particular de Ax = b y v, una
solucién de Ax = 0.

Suponga que A es la matriz cero de 3 x 3 (con cero en todas
las entradas). Describa el conjunto solucién de la ecuacidn
Ax = 0.

Suponga que Ax = b tiene una solucién. Explique por qué la
solucién es Unica precisamente cuando Ax = 0 tiene solo la so-
lucién trivial.

En los ejercicios 28 a 31, a) ;la ecuacién Ax = 0 tiene una solucién
no trivial? b) ;La ecuacién Ax = b tiene al menos una solucién para
toda posible b?

28.
29.
30.
31.
32.

33.

A es una matriz de 3 x 3 con tres posiciones pivote.
A es una matriz de 4 x 4 con tres posiciones pivote.
A es una matriz de 2 x 5 con dos posiciones pivote.
A es una matriz de 3 x 2 con dos posiciones pivote.

Si b # 0, ;el conjunto solucién de Ax = b puede ser un plano
que pasa por el origen? Explique su respuesta.

Construya una matriz A, diferente de cero, de 3 x 3 tal que el
1

vector | 1
1

sea una solucion de Ax = 0.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

Construya una matriz A, diferente de cero, de 3 x 3 tal que el

2
vector | —1 | sea una solucién de Ax = 0.
1
-1 =3
A partir de A = 7 21 |, encuentre por inspeccién una

-2

—6

solucion no trivial de Ax = 0. [Sugerencia: Piense en la ecua-
cion Ax = () escrita como una ecuacion vectorial].

3 -2
Apartirde A =| —6 4 |, encuentre por inspeccién una
12 -8
solucién no trivial de Ax = 0.

Construya una matriz A de 2 x 2 tal que el conjunto solucién
de la ecuacion Ax = 0 sea la recta en R? que pasa a través de
(4, 1) y el origen. Luego, encuentre un vector b en R tal que
el conjunto solucién de Ax = b no sea una recta en R? paralela
al conjunto solucién de Ax = 0. ;Por qué esto no contradice al
teorema 6?

Sean A una matriz de m x n, y w un vector en R" que satisface
la ecuaciéon Ax = 0. Demuestre que para cualquier escalar c,
el vector cw también satisface Ax = 0. [Es decir, demuestre
que A(cw) = 0].

Suponga que A es una matriz de m X n, y que vy w son
vectores en R” tales que Av = 0 y Aw = 0. Explique por
qué A(v + w) debe ser el vector cero. Luego, explique
por qué A(cv + dw) = 0 para cada par de escalares c y d.

Suponga que A es una matriz de 3 x 3 y b es un vector en R?
tales que la ecuacion Ax = b no tiene solucién. ;jExiste un
vector y en R? tal que la ecuacién Ax = y tiene una solucién
unica? Justifique su respuesta.

SOLUCIONES A LOS PROBLEMAS DE PRACTICA

1. Reduzca por filas la matriz aumentada:

1 4 -5 1 4 -5 0 1 0 3 4
2 -1 8 0 -9 18 9 0o 1 -2 -1
X1 +3x35= 4
Xy — 2.X3 =-1
Por lo tanto, x; = 4 — 3x3, x; = —1 + 2x3, con x3 libre. La solucién general en forma
vectorial paramétrica es
X1 4 —3x; -3
Xo | = —-14+2x3 | = -1 | +x3 2
X3 X3 0 1
t f
P v

La interseccion de los dos planos es la recta que pasa por p en la direccién de v.
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2. La matriz aumentada [10 —3 —2 7] es equivalente por filasa[l -3 -2 .7],
y la solucién general es x; = .7 + .3x, + .2x3, con x, y x3 libres. Es decir,

X1 T+ 3x + 2x3 7 3 2
Xx=|x | = X3 = 0 +x| 1 |+x3 O
X3 X3 0 0 1

= p + xu + X3V

El conjunto solucién de la ecuaciéon no homogénea Ax = b es el plano trasladado
p + Gen {u, v}, que pasa por p y es paralelo al conjunto solucién de la ecuacién homo-
génea del ejemplo 2.

1.6 APLICACIONES DE SISTEMAS LINEALES

Tal vez usted espere que un problema de la vida real que implica dlgebra lineal tenga solo una
solucién, o quiza ninguna solucién. La finalidad de esta seccidn es mostrar cémo, de manera
natural, surgen sistemas lineales con muchas soluciones. Aqui las aplicaciones provienen de
dreas como economia, quimica y flujo en redes.

Un sistema homogéneo en economia

El sistema de 500 ecuaciones con 500 variables, que se mencioné en la introduccién de este
capitulo, ahora se conoce como un modelo de “entrada-salida” (o “produccién”) de Leontief.!
En la seccidn 2.6 se examinara este modelo con mads detalle, cuando se disponga de mas bases
tedricas y de una mejor notacién. Por ahora, se considerard un “modelo de intercambio” mas
sencillo, que también se debe a Leontief.

Suponga que la economia de una nacién se divide en muchos sectores, como manufactu-
ra, comunicaciones, entretenimiento y servicios. Considere que se conoce la produccion total
anual de cada sector y se sabe exactamente como esta produccion se divide o se “intercambia”
entre los otros sectores de la economia. Al valor total en d6lares de la produccién de un sector
se le llama precio de esa produccién. Leontief probo el siguiente resultado.

Existen precios de equilibrio que se pueden asignar a las producciones totales de
varios sectores, de tal forma que el ingreso de cada sector equilibra exactamente
sus gastos.

El siguiente ejemplo ilustra cémo encontrar los precios de equilibrio.

EJEMPLO 1 Suponga que una economia comprende las industrias carbonifera, eléctrica
y del acero, y que la produccién de cada sector se distribuye entre los diversos sectores como
se muestra en la tabla 1, pagina 50: las entradas en una columna representan las partes frac-
cionales de la produccion total de un sector industrial.

La segunda columna de la tabla 1, por ejemplo, dice que la produccién total del sector
eléctrico se divide como sigue: 40% a la industria del carbén, 50% a la del acero, y el restante
10% a la industria eléctrica. (El sector eléctrico trata a este 10% como un gasto en el que se
incurre con la finalidad de operar su negocio). Como se deben considerar todas las produc-
ciones, las fracciones decimales en cada columna deben sumar 1.

' Véase Wassily W. Leontief, “Input-Output Economics”, Scientific American, octubre de 1951, pp. 15-21.
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.1 Denote los precios (es decir, valores en ddlares) del total de las producciones anuales
: de los sectores del carbodn, eléctrico y del acero mediante pc, pg y ps, respectivamente. Si es
e elleginis posible, encuentre los precios de equilibrio que hacen que los ingresos de cada sector igualen

a sus gastos.

TABLA 1 Una economia basica

6 Distribucion de la produccion por sectores:
Del carbon Eléctrico Del acero Comprada por:
.0 4 .6 S. del carbén
.6 1 2 S. eléctrico
6 4 5 2 S. del acero

SOLUCION En cada columna se indica hacia dénde va la produccién de cada sector indus-
trial; si deseamos saber qué necesita cada sector como insumos, hay que leer a lo largo de
cada fila. Por ejemplo, la primera fila de la tabla 1 dice que el sector del carbdn recibe (y paga)
el 40% de la produccién del sector eléctrico y el 60% del producto de la industria del acero.
Puesto que los respectivos valores de las producciones totales son pg y ps, la industria del carb6n
debe gastar .4pg délares por compartir el producto del sector eléctrico y .6ps por la produc-
ci6on de la industria del acero. Asi, los gastos totales del sector carbonifero son .4pg + .6ps.
Para hacer que el ingreso de la industria del carbén, pc, sea igual a sus gastos, escribimos

pc = 4pg + .6ps (D

La segunda fila de la tabla de intercambio indica que el sector eléctrico gasta 0.6pc en
la industria del carbén, 0.1pg en energia eléctrica, y 0.2ps en la industria del acero. Asi que
el requerimiento de ingreso/gasto para el sector eléctrico es

PE = .6pc + .1pe + 2ps )
Finalmente, la tercera fila de la tabla de intercambio conduce al Gltimo requerimiento:
ps = 4pc + Spg + 2ps 3)

Para resolver el sistema de ecuaciones (1), (2) y (3), se transfieren todas las incdgnitas a los
lados izquierdos de las ecuaciones y se combinan términos semejantes. [Por ejemplo, en
el lado izquierdo de (2), se escribe pg — .1pg como .9pg.]

pc — 4pe — .6ps =0
—.6pc + 9pg — 2ps =0
—4pc — Spg + 8ps =0

El siguiente paso es reducir por filas. Aqui, para simplificar, los decimales se redondean
a dos cifras.

1 -4-6 0 1 —4 -6 1 -4 - 0
-6 9-2 0|~|0 .66 —-.56 ~10 .66 =56 0
-4 -5 8 0 0 —.66 .56 0 0

0
0
0 0 O
[1 -4 —6 0 I 0-94 0
~(0 1 -8 O0|~[0 1-8 0
0 0 0
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La solucién general es pc = .94ps, pg = .85ps, y ps es libre. El vector de precios de equili-
brio para la economia tiene la forma

pc .94[)5 .94
p=|pe|=| 8ps |=ps| .8
Ds Ds 1

Cualquier asignacién (no negativa) para ps da por resultado una asignacién de precios de
equilibrio. Por ejemplo, si se toma ps como 100 (o $100 millones), entonces pc = 94 y
pe = 85. Los ingresos y gastos de cada sector serdn iguales si la produccién de carbén
se cotiza en $94 millones, la de energfa eléctrica en $85 millones, y la de acero en $100
millones. |

Balanceo de ecuaciones quimicas

Las ecuaciones quimicas describen las cantidades de sustancias que se consumen y producen
en reacciones quimicas. Por ejemplo, cuando el gas propano se quema, el propano (C3Hsg) se
combina con oxigeno (O,) para formar di6xido de carbono (CO,) y agua (H,0), de acuerdo
con una ecuacién de la forma

(x)C3Hg + (x2)O02 — (x3)CO; + (x4)H,0 “

Para “balancear” esta ecuacién, un quimico debe encontrar nimeros xji,..., x4 tales que los
nidmeros totales de dtomos de carbén (C), hidrégeno(H) y oxigeno (O) en el lado izquierdo
concuerden con los nimeros de atomos correspondientes en el lado derecho (porque, en la
reaccidn, los 4&tomos no se crean ni se destruyen).

Un método sistemadtico para balancear ecuaciones quimicas es colocar una ecuacién vec-
torial que describa el nimero de 4tomos de cada tipo presentes en una reaccién. Como la
ecuacion (4) implica a tres tipos de atomos (carbdn, hidrégeno y oxigeno), construya un
vector en R? para cada reactante y producto en (4) que liste los niimeros de “4tomos por mo-
lécula”, como sigue:

3 0 1 0 | < Carb6n
C3Hg: [ 8 |, O: | 0|, COy: | O |, HyO: | 2 | < Hidr6geno
0 2 2 1 | < Oxigeno

Para balancear la ecuacion (4), los coeficientes xi,..., x4 deben satisfacer

3 0 1 0
x1| 81 +x2 0] =x3| 0| +x4]2
0 2 2 1

Para resolver, mueva todos los términos a la izquierda (cambiando los signos en los vectores
tercero y cuarto):

3 0 —1 0 0
xi| 81 +x2] 0]+ x3 Ol +x4] 2[=10
0 2 -2 —1 0

La reduccién por filas de la matriz aumentada para esta ecuaciéon conduce a la solucién
general

X1 = 1x4, X0 = 3x4, x3 = x4, con xy libre

Como los coeficientes en una ecuacién quimica deben ser enteros, tome x4 = 4; en tal caso,
x1 = 1,x; = 5y x3 = 3. La ecuacion balanceada es

C3Hg + 502 —> 3C02 + 4H20

La ecuacion también estaria balanceada si, por ejemplo, cada coeficiente se duplicara. Sin
embargo, para la mayoria de los propdsitos, los quimicos prefieren utilizar una ecuacién ba-
lanceada cuyos coeficientes sean los nimeros mas pequefios posibles.
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FIGURA 1
Una unidn, también llamada nodo.

Flujo de redes

Los sistemas de ecuaciones lineales se originan naturalmente cuando cientificos, ingenie-
ros o economistas estudian el flujo de alguna cantidad a través de una red. Por ejemplo,
los planificadores urbanos y los ingenieros de trafico monitorizan el patrén de flujo de
transito en una rejilla de las calles de la ciudad. Los ingenieros eléctricos calculan el flujo
de corriente a través de circuitos eléctricos. Y los economistas analizan la distribucién de
productos del fabricante al consumidor a través de una red de mayoristas y minoristas. Para
muchas redes, los sistemas de ecuaciones implican cientos o incluso miles de variables y
ecuaciones.

Una red consiste en un conjunto de puntos llamados uniones, o nodos, con lineas o arcos
llamados ramas, que conectan algunos o todos los nodos. Se indica la direccién y el sentido
de flujo en cada rama, y la cantidad de flujo (o tasa) se denota con una variable.

La suposicién basica en el flujo de red es que el flujo total en la red es igual al flujo
total de salida de la red, y que el flujo total en un nodo es igual al flujo total de salida en
dicho nodo. Por ejemplo, la figura 1 muestra 30 unidades que fluyen por una rama hacia
una unién; x; y x, denotan los flujos de salida del nodo a través de otras ramas. Como el
flujo se “conserva” en cada unién, entonces x; + x, = 30. En forma similar, el flujo en cada
nodo se describe mediante una ecuacion lineal. El problema de andlisis de redes es deter-
minar el flujo en cada rama cuando se tiene informacién parcial (como el flujo de entrada
y salida de la red).

EJEMPLO 2 Lared de la figura 2 representa el flujo del trdnsito (en vehiculos por hora)
en varias calles de un solo sentido en el centro de Baltimore en un dia comiin, poco después
del mediodia. Determine el patrén de flujo general para la red.

X3 100
Calvert St. 4 South St.Y T
N
Lombard St. |B
300 <« < c < 400
B!
)C2 A .XS Y
Pratt St.
300> rat ot A > D > 600
X
A
500

FIGURA 2 Calles de Baltimore.

SOLUCION Escriba las ecuaciones que describen el flujo, y después encuentre la solucién
general del sistema. Marque las intersecciones de las calles (nodos) y los flujos desconocidos
en las ramas, como se indica en la figura 2. En cada interseccidn, iguale el flujo de entrada
al de salida.

Interseccion  Flujo de entrada Flujo de salida

A 300 + 500 = x; + x2
B xp + x4 = 300 + x3
C 100 + 400 = x4 + x5
D x; + x5 = 600
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También, el flujo total de entrada en la red (500 + 300 + 100 + 400) es igual al flujo total
de salida (300 + x3 + 600), que se simplifica a x3 = 400. Combine esta ecuacién con un
reordenamiento de las primeras cuatro ecuaciones para obtener el siguiente sistema de
ecuaciones:

X1 + X2 = 800
X2 — X3 + X4 = 300

X4 + x5 = 500

X1 + x5 = 600
X3 = 400

La reduccidn por filas de la matriz aumentada conduce a

X1 + x5 = 600
X2 — X5 = 200

X3 = 400

X4 + x5 = 500

El patrén de flujo general para la red estd descrito por

x; = 600 — x5
Xy = 200 + x5
x3 = 400
x4 = 500 — x5
X5 es libre

Un flujo negativo en una rama de la red corresponde a un flujo en el sentido opuesto
al indicado en el modelo. Como las calles en este problema son de un solo sentido, ninguna
de las variables puede ser negativa. Este hecho conduce a ciertas limitaciones sobre los po-
sibles valores de las variables. Por ejemplo, x5 = 500 porque x4 no puede ser negativa. En el
problema de préctica 2 se consideran otras restricciones sobre las variables. |

PROBLEMAS DE PRACTICA

1. Suponga que una economia tiene tres sectores: agricultura, mineria y manufactura. Agri-
cultura vende el 5% de su produccién a mineria y el 30% a manufactura, y retiene el resto.
Mineria vende el 20% de su producto a agricultura y el 70% a manufactura, conservando
el resto. Manufactura vende el 20% de su produccién a agricultura y el 30% a mineria,
y retiene lo restante. Determine la tabla de intercambio para esta economia; utilice las
columnas para describir cémo la produccién de cada sector se intercambia entre los tres
sectores.

2. Considere el flujo de red que se analizé en el ejemplo 2. Determine el posible rango de
valores de x; y x;. [Sugerencia: El ejemplo mencioné que x5 = 500. ;Qué implicaciones
tiene esto sobre x| y x,? Ademds, considere el hecho de que x5 = 0].
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1.6 EJERCICIOS

1. Suponga que una economia solo tiene dos sectores: bienes y al sector del transporte, y conserva el resto. Servicios vende el

servicios. Cada afio, el sector de bienes vende el 80% de su pro-
duccidn al de servicios y retiene el resto, mientras que el sector
de servicios vende el 70% de su produccion al sector de bienes
y conserva lo restante. Encuentre los precios de equilibrio para
las producciones anuales de los sectores de bienes y servicios
que permiten igualar el ingreso con el gasto de cada sector.

Servicios

Bienes

Encuentre otro conjunto de precios de equilibrio para la econo-
mia del ejemplo 1. Suponga la misma economia, pero que ahora
se utiliza el yen japonés en vez del délar estadounidense para
medir los valores de las diversas producciones de los sectores.
(Esto modificaria el problema en algtn sentido? Analicelo.

Considere una economia con tres sectores: combustibles y ener-

10% de su salida de produccién a agricultura, el 20% a manu-
factura, el 20% al sector del transporte, y conserva el resto. El
sector del transporte vende el 20% de su salida de produccién a
agricultura, el 30% a manufactura, el 20% a servicios, y conser-
va el remanente.

a) Construya la tabla de intercambio para esta economia.

b) [M] Encuentre un conjunto de precios de equilibrio para la
economia si el valor del producto del sector del transporte
es de $10.00 por unidad.

.8 ¢) Elsector de servicios lanza una exitosa campafia para “comer
3 productos frescos de granja”, e incrementa su participacién
; con el sector agricola al 40%, mientras que su participa-

cién con el sector manufacturero cae al 10%. Construya la
tabla de intercambio para esta nueva economia.

d) [M] Encuentre un conjunto de precios de equilibrio para esta
nueva economia si el valor del sector del transporte continia
a $10.00 por unidad. ;Qué efectos tuvo la campaiia de “co-
mer productos frescos de granja” sobre los precios de equili-
brio para los sectores en esta economia?

En los ejercicios 6 a 11, balancee las ecuaciones quimicas utilizando
el enfoque de ecuacion vectorial analizado en esta seccidn.

gfa, manufactura y servicios. Combustibles y energfa vende el 6. El 6xido de aluminio y el carbon reaccionan para crear el ele-
80% de su produccién a manufactura, el 10% a servicios, y re- mento aluminio y diéxido de carbono:
tiene el resto. Manufactura vende el 10% de su produccion a
: ‘ ot P ALO; + C— Al + CO,

combustibles y energia, el 80% a servicios, y conserva lo res-
tante. Servicios vende el 20% a combustible y energfa, el 40% [Para cada compuesto, Construya un vector que liste los nime-
a manufactura, y retiene el resto. ros de dtomos de aluminio, oxigeno y carbdn].
a) Construya la tabla de intercambio para esta economia. 7. El Alka-Seltzer contiene bicarbonato de sodio (NaHCO3) y 4ci-
b) Desarrolle un sistema de ecuaciones que permita determi- do citrico (H3C¢Hs07). Cuando se disuelve una tableta en agua,

nar los precios con los cuales se igualen los ingresos y gas- la siguiente reaccion produce citrato de sodio, agua y didxido de

tos de cada sector. Después, escriba la matriz aumentada carbono (gas):

que puede reducirse por filas para obtener esos precios.

. . ey NaH + H3C¢HsO7 — NazC¢HsO; + H,O +

¢) [M] Encuentre un conjunto de precios de equilibrio cuando el CO; 3CoHs07 3CeHs07 20+ CO;

precio para la produccién de servicios es de 100 unidades. 8. La piedra caliza, CaCOs3, neutraliza el acido, H30, en la lluvia
Suponga que una economia tiene cuatro sectores: minero, ma- 4cida, mediante I siguiente ecnaci6n sin balancear:
derero, de energia y del transporte. Minerfa vende el 10% de H;0 + CaCO; — H,0 + Ca + CO,
su produccién al sector maderero, el 60% a energia, y conserva
el resto. El sector maderero vende el 15% de su produccién a 9. El sulthidrico de boro reacciona violentamente con agua para
miner]’a’ el 50% a energl'a’ el 20% al sector del transporte, y formar dcido bérico y gas sulfhidrico de hidrégeno (que expide
conserva lo restante. Energia vende el 20% de su produccién a olor a huevo podrido). La ecuacién sin balancear es
mineria, el 15% al sector maderero, el 20% al sector del trans-

. i 7 BQS3 + Hzo - H3BO3 + H2S
porte, y retiene el resto. El sector del transporte vende el 20% de
su salida de produccién a mineria, el 10% al sector maderero, el 10. [M] Sies posible, utilice aritmética exacta o un formato racional
50% a energia, y conserva lo restante. para los célculos al balancear la siguiente reaccién quimica:
a) Construya la tabla de intercambio para esta economia.
) Y P PbN, + CrMn,Og — PbsO; + Cr,03 + MnO, + NO

b) [M] Encuentre un conjunto de precios de equilibrio para esta

economia. 11. [M] La reaccién quimica que aparece a continuacion se puede

Una economia tiene cuatro sectores: agricultura, manufactura,
servicios y transporte. El sector agricola vende el 20% de su
produccién a manufactura, el 30% a servicios, el 30% al sector
del transporte, y conserva el resto. Manufactura vende el 35%
de su produccidn al sector agricola, el 35% a servicios, el 20%

utilizar en algunos procesos industriales, como la produccién de
arsénico (AsH3). Utilice aritmética exacta o un formato racional
para los célculos al balancear esta ecuacion.

MnS + AS2CI"10035 + H2$O4
= HMI]O4 + ASH3 + CI'S30]2 + Hzo



12. Encuentre el patrén de flujo general de la red que se ilustra en la
figura. Suponiendo que todos los flujos son no negativos, ;cudl
es el valor mds pequefio posible para x4?

B
X —> 100

X Y X3

X4 b— 80
C

13. a) Encuentre el patrén de flujo general de la red que se ilustra
en la figura.

b) Suponiendo que los flujos deben ser en los sentidos indica-
dos, encuentre los flujos minimos en las ramas denotadas
como x, X3, X4 y Xs.
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que se representa en la figura. (Las tasas de flujo estdn en
vehiculos/minuto).

b) Describa el patrén de trafico general cuando estd cerrada la
ruta cuyo flujo es xs.

¢) Cuando x5 = 0, ;cudl es el valor minimo de x4?

A X1 B
80 > > < 100
X5y 4 A2
90 <€ > » 90
D X3 C

15. En Inglaterra las intersecciones con frecuencia se construyen
como circuitos en forma de glorieta de un solo sentido, como el

que se ilustra en la figura. Suponga que el trafico debe circular

30 40 en los sentidos indicados. Encuentre la solucién general del flu-
A jo de red. Determine el valor mds pequefio posible para xg.
Y
A X X C X1
80 €— 2 5_4+——<100 A B
Y 1% 60—)—1 ‘y—wo
60 p————— —— 90 kX6 X2
E[ %3 S ) 80 +—— 100
4 1 X5 X4 X3
20 40 E D

14. a) Encuentre el patrén de trafico general de la red de autopistas

1.7

SOLUCIONES A LOS PROBLEMAS DE PRACTICA

1. Escriba los porcentajes como decimales. Como todas las salidas deben tomarse en cuenta,
cada columna debe sumar 1. Este hecho ayuda a llenar cualquier entrada faltante.

Distribucién de la produccién por sectores:

Agricultura Mineria Manufactura Comprada por:
.65 .20 .20 Agricultura
.05 .10 .30 Mineria
.30 .70 .50 Manufactura

2. Como x5 = 500, las ecuaciones D y A para x; y x, implican que x; = 100 y x, = 700.
El hecho de que x5 = 0 implica que x; = 600 y x, = 200. Asf, 100 = x; = 600, y
200 = x, = 700.

INDEPENDENCIA LINEAL

Las ecuaciones homogéneas de la seccién 1.5 se pueden estudiar desde una perspectiva dife-
rente si las escribimos como ecuaciones vectoriales. De esta manera, la atencion se transfiere
de las soluciones desconocidas de Ax = 0 a los vectores que aparecen en las ecuaciones
vectoriales.
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Por ejemplo, considere la ecuacién

1 4 2 0
Xi| 2| +x5|+x| 1| =0 (D
3 6 0 0

Esta ecuacion tiene una solucion trivial, desde luego, donde x; = x, = x3 = 0. Al igual que
en la seccidn 1.5, el asunto principal es si la solucion trivial es la vnica.

DEFINICION Se dice que un conjunto indexado de vectores {Vvi,..., v,} en R” es linealmente inde-

pendiente si la ecuacion vectorial
XiVi + xvy + 0+ x,v, = 0

solo tiene la solucién trivial. Se dice que el conjunto {Vvy,..., v,} es linealmente depen-
diente si existen pesos ci,...,cp, no todos cero, tales que

cvitovat o +cv,=0 2)

La ecuacion (2) se llama relacién de dependencia lineal entre v,..., v, cuando no todos
los pesos son cero. Un conjunto indexado es linealmente dependiente si y solo si no es lineal-
mente independiente. Por brevedad, puede decirse que vy,..., v, son linealmente dependientes
cuando queremos decir que {vy,..., v,} es un conjunto linealmente dependiente. Se utiliza una
terminologia semejante para los conjuntos linealmente independientes.

1 4 2
EJEMPLO 1 Seanvi= |2 |[,va=|5|yvz=|1
3 6 0

a) Determine si el conjunto {vy, v,, v3} es linealmente independiente.
b) Si es posible, encuentre una relacién de dependencia lineal entre vy, v, y v3.
SOLUCION

a) Se debe determinar si existe una solucion no trivial de la ecuacién (1) que aparece mas
arriba. Las operaciones de fila sobre la matriz aumentada asociada indican que

1 4 2 0 1 4 2 0
51 0f~|0 =3 -3 0
3 6 0 O 0 0 0 0

Como es evidente, x| y x, son variables basicas, y x3 es libre. Cada valor de x; distinto de
cero determina una solucién no trivial de (1). Asi que vy, v,, v3 son linealmente depen-
dientes (y, por tanto, no son linealmente independientes).

b) Para encontrar una relacién de dependencia lineal entre vy, v, y v3, se reduce por filas
completamente a la matriz aumentada y se escribe el nuevo sistema:

1 0 =2 0 X1 —2x3=0

0 1 1 0 X2+ x3=0

o 0 0 O 0=0
Asi, x; = 2x3, x, = —Xx3, y x3 es libre. Seleccione cualquier valor distinto de cero para x3;
por ejemplo, x3 = 5. De esta manera, x; = 10y x, = —5. Sustituya estos valores en la

ecuacion (1) para obtener
10vy — 5v, + 5v3 =0

Esta es una (entre una infinidad) de las posibles relaciones de dependencia lineal entre
Vi, V2 Y V3. u
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Independencia lineal de las columnas de una matriz

Suponga que, en vez de utilizar un conjunto de vectores, se inicia con una matriz
A =[a; -+ a,]. Ental caso, la ecuaciéon matricial Ax = 0 se puede escribir como

xja; + xap + -+ + Xpa, = 0
Cada relacion de dependencia lineal entre las columnas de A corresponde a una solucion

no trivial de Ax = 0. Asi, tenemos el siguiente resultado importante.

Las columnas de una matriz A son linealmente independientes si y solo si la ecuacién

Ax = 0 tiene solo la solucion trivial. 3)
0 1
EJEMPLO 2 Determine si las columnas de la matriz A = | 1 2 —1 | son lineal-
5 8

mente independientes.

SOLUCION Para estudiar Ax = 0, se reduce por filas la matriz aumentada:

o 1 4 0 1 2 -1 0 1 2 -1 0
1 2 -1 0|~]0 1 4 O0|~]0 1 4 O
5 8 0 0 0 -2 5 0 0 0 13 0

En este punto, es claro que hay tres variables bdsicas y ninguna variable libre. Asi, la
ecuaciéon Ax = 0 solo tiene la solucién trivial, y las columnas de A son linealmente inde-
pendientes. |

Conjuntos de uno o dos vectores

Un conjunto que solo tiene un vector —por ejemplo, v— es linealmente independiente si
y solo si v no es el vector cero. Esto se debe a que la ecuacion vectorial x;v = 0 solo tiene
la solucion trivial cuando v # 0. El vector cero es linealmente dependiente porque x;0 = 0
tiene muchas soluciones no triviales.

El siguiente ejemplo explicara la naturaleza de un conjunto linealmente dependiente de
dos vectores.

EJEMPLO 3 Determine si los siguientes conjuntos de vectores son linealmente inde-
pendientes.

I R Y

SOLUCION
a) Observe que v, es un multiplo de vy, a saber, v, = 2v;. Asi que, —2v; + v, = 0, lo
que muestra que {vj, v} es linealmente dependiente.

b) Desde luego, los vectores v y v, no son multiplos entre si. ;jPodrian ser linealmente de-
pendientes? Suponga que c y d satisfacen

cvy +dvy, =0

Si ¢ # 0, entonces es posible despejar v; en términos de v,, a saber, vi = (—d/c)v,.
Este resultado es imposible porque v; no es multiplo de v,. Asi que ¢ debe ser cero.
De manera similar, d también debe ser cero. Por lo tanto, {v}, v»} es un conjunto lineal-
mente independiente. |
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(6,2)
(3.1

X

Linealmente dependientes

X,

(3,2) (6,2)

Linealmente independientes

FIGURA 1

TEOREMA 7

Los argumentos del ejemplo 3 indican que siempre es posible determinar por inspeccion
cudndo un conjunto de dos vectores es linealmente dependiente. Las operaciones de fila son
innecesarias. Basta con comprobar si al menos uno de los vectores es un escalar multiplicado
por el otro. (La prueba solo se aplica a conjuntos de dos vectores).

Un conjunto de dos vectores {v;, vo} es linealmente dependiente si al menos uno de
los vectores es un multiplo del otro. El conjunto es linealmente independiente si y solo
si ninguno de los vectores es un multiplo del otro.

En términos geométricos, dos vectores son linealmente dependientes si y solo si am-
bos estan sobre la misma recta que pasa por el origen. La figura 1 muestra los vectores del
ejemplo 3.

Conjuntos de dos o mas vectores

La prueba del siguiente teorema es similar a la solucién del ejemplo 3. Los detalles se presen-
tan al final de esta seccion.

Caracterizacion de conjuntos linealmente dependientes

Un conjunto indexado S = {vy,..., v,} de dos 0 mds vectores es linealmente dependien-
te si y solo si al menos uno de los vectores en S es una combinacién lineal de los otros.
De hecho, si S es linealmente dependiente y v # 0, entonces alguna v; (con j > 1) es
una combinacion lineal de los vectores precedentes, vi,..., Vj—1.

Advertencia: El teorema 7 no dice que cada vector en un conjunto linealmente dependiente
es una combinacién lineal de los vectores precedentes. Un vector en un conjunto linealmente
dependiente puede no ser combinacion lineal de los otros vectores. Véase el problema de
préctica 3.

EJEMPLO 4 Sean u=

S = W

1
y v=| 6 |. Describa el conjunto generado por u y v,
0

y explique por qué un vector w estd en Gen {u, v} si y solo si {u, v, w} es linealmente
dependiente.

SOLUCION Los vectores u y v son linealmente independientes porque ninguno de ellos
es miltiplo del otro, de manera que generan un plano en R3. (Véase la seccién 1.3). De hecho,
Gen {u, v} es el plano x;x, (con x3 = 0). Si w es una combinacioén lineal de u y v, enton-
ces {u, v, w} es linealmente dependiente, de acuerdo con el teorema 7. A la inversa, su-
ponga que {u, v, w} es linealmente dependiente. Por el teorema 7, algin vector en {u, v, w}
es una combinacion lineal de los vectores precedentes (porque u # 0). Ese vector debe ser w,
porque v no es multiplo de u. Asi, w estd en Gen {u, v}. Véase la figura 2. |

Xy W
|
|
I\x

.ll | oy 2
X
Linealmente dependientes, Linealmente independientes,
w en Gen {u, v} w no estd en Gen {u, v}

FIGURA 2 Dependencia lineal en R>.
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FIGURA 3
Si p > n, las columnas son
linealmente dependientes.

X

2,2
2, D

X

“4.-D

FIGURA 4
Un conjunto linealmente
dependiente en R2.

TEOREMA 9
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El ejemplo 4 se generaliza a cualquier conjunto {u, v, w} en R* con u y v linealmente
independientes. El conjunto {u, v, w} serd linealmente dependiente si y solo si w estd en el
plano generado poruy v.

Los siguientes dos teoremas describen casos especiales en los cuales la dependencia
lineal de un conjunto es automadtica. Alin mads, el teorema 8 serd un resultado clave para tra-
bajar en capitulos posteriores.

Si un conjunto contiene mds vectores que entradas en cada vector, entonces el con-
junto es linealmente dependiente. Es decir, cualquier conjunto {vy,..., v,} en R” es li-
nealmente dependiente si p > n.

DEMOSTRACION SeaA = [v; - v,]. Entonces, A es n X p, y la ecuacién Ax = 0 co-
rresponde a un sistema de n ecuaciones con p incégnitas. Si p > n, hay mds variables que
ecuaciones, por lo que debe existir una variable libre. As{, Ax = 0 tiene una solucién no
trivial, y las columnas de A son linealmente dependientes. Véase la figura 3 para una versién
matricial de este teorema. |

Adbvertencia: El teorema 8 no dice nada acerca del caso en que el nimero de vectores en el
conjunto no excede el nimero de entradas en cada vector.

4
-1
con el teorema &, ya que hay tres vectores en el conjunto y solamente existen dos entradas en
cada vector. Sin embargo, observe que ninguno de los vectores es un multiplo de alguno de
los otros. Véase la figura 4. |

EJEMPLO 5 Los vectores [%:|, |:

:|, |: _g] son linealmente dependientes de acuerdo

Si un conjunto S = {vy,..., v,} en R” contiene al vector cero, entonces el conjunto es
linealmente dependiente.

DEMOSTRACION Al renumerar los vectores, se puede suponer que v; = 0. Asf, la ecuacién
Ivy + Ovy + --+ + Ov, = O indica que S es linealmente dependiente. |

EJEMPLO 6 Por inspeccion, determine si el conjunto dado es linealmente dependiente.

1 21 [37] [4 271 [o] [1 _i _2
a) [T [0].[1].]|1 by |3[.]0[.]1 ORI N S

6] L9] 5] L8 5] Lo 10 15
SOLUCION

a) El conjunto contiene cuatro vectores, cada uno de los cuales tiene solamente tres entradas.
Asi que, de acuerdo con el teorema 8, el conjunto es linealmente dependiente.

b) El teorema 8 no se aplica aqui porque el nimero de vectores no excede al nimero de
entradas en cada vector. Como el vector cero se encuentra en el conjunto, este tltimo es
linealmente dependiente, de acuerdo con el teorema 9.

c) Compare las entradas correspondientes de los dos vectores. El segundo vector parece ser
el primer vector multiplicado por —3/2. La relacién es valida para los primeros tres pares
de entradas, pero falla para el cuarto par. Asi, ninguno de los vectores es multiplo de otro
y, por lo tanto, son linealmente independientes. |



60 CAPITULO 1 Ecuaciones lineales en algebra lineal

En general, la seccidn se deberia leer varias veces para asimilar plenamente un concepto
tan importante como el de independencia lineal. Las notas en la Guia de estudio para esta
seccion ayudardn a construir imigenes mentales de las principales ideas de dlgebra lineal. Por
ejemplo, es importante leer con cuidado la siguiente demostracion, ya que ilustra cémo se

emplea la definicion de independencia lineal.

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 7 (Caracterizaciéon de conjuntos linealmente
dependientes) Sialgunav;en S es una combinacién lineal de los demds vectores, entonces
v; se puede restar en ambos lados de la ecuacién, produciendo asi una relacion de dependencia
lineal con un peso diferente de cero (—1) sobre v;. [Por ejemplo, si v; = c,v, + c3v3, entonces
0 = (—=1)vi + cpv2 + c3v3 + Ov4 + -+ + Ov,.]. Por lo tanto, S es linealmente dependiente.
A la inversa, suponga que S es linealmente dependiente. Si v; es cero, entonces es una
combinacién lineal (trivial) de los demas vectores en S. De otra forma, v; # 0, y existen pesos

C1,-.-, Cp, SN que todos sean cero, tales que

cavitovy+ o+ v, =0

Sea j el subindice mds grande para el cual ¢; # 0. Sij = 1, entonces c¢;v; = 0, lo que es im-

posible porque v; # 0. De manera que j > 1,y

v+ +civi +0vip g+ +0v, =0

CjVj =—CiVi — == Cj-1Vj—

c Cij—
Vj = (__l) Vl +.+ (_j_l) Vj—l
Cj €j ]

PROBLEMAS DE PRACTICA

3 —6 0 3
Sean u = 2 {,v= ,wWw=| -5 |yz= 7
—4 2 -5

1. Determine si los siguientes conjuntos son linealmente independientes y explique por qué:
{uw, v},{u, w}.{u, z}.{v, w},{v, z} y {w, z}.

2. ;Las respuestas al problema 1 implican que {u, v, w, z} es linealmente independiente?

3. Para determinar si {u, v, w, z} es linealmente dependiente, ;es aconsejable comprobar
si, por ejemplo, w es una combinacién lineal de u, vy z?

4. ,El conjunto {u, v, w, z} es linealmente dependiente?

1.7 EJERCICIOS

En los ejercicios 1 a 4, determine si los vectores son linealmente 0 -3 9 4 -3 0
independientes. Justifique cada respuesta. 2 1 -7 0 —1 5
S -1 4 -5 6. 1 1 =5
> ! ? 0 0 -l 1 —4 -2 2 1 -10
1. [0, 2 |, 4 2. [ 2], 01, o -
0 —6 —8 3 —8 1 1 4 =3 0 f1 -2 3 2
7.1 -2 -7 5 1 8. |2 4 -6 2
3. [ 2],[_4] 4. [_]],[_3] 4 -5 7 5 0 1 -1 3
-3 6 3 -9 - -

En los ejercicios 5 a 8, determine si las columnas de la matriz forman
un conjunto linealmente independiente. Justifique sus respuestas.

En los ejercicios 9 y 10, a) ;para qué valores de h estd v3 en
Gen {vy, v2}, y b) ;para qué valores de & el conjunto {v, vy, v3}
es linealmente dependiente? Justifique sus respuestas.



1 -3 5
9 V) = -3 , Vo = 9 , V3 = -7
| 2] | —6 | L 7]
1] 3] 27
10. V) = -3 , V) = 9 , V3 = )
L =5 | 15 | | &

En los ejercicios 11 a 14, encuentre el valor o valores de i para
los cuales los vectores son linealmente dependientes. Justifique sus
respuestas.

2 4 -2 3 —6 9

11. | =2 |, | =6 |, 2 12. | -6 |, 4 (,| h
L 41 L 7] L & | 1] L-3] L3}
1] =27 37 1] [=37 T2

13. 51,1 =9, h 14. | -2 |, 71,11
=31 L 6] |L-9] L4 L 6] [h]

Por inspeccion, determine si los vectores en los ejercicios 15 a 20
son linealmente independientes. Justifique sus respuestas.

_ _ 2 -3
15. ﬂ ;][H[_;] 16. | —4 |, 6
L L | 8] | -12
[ 57 o -7 - -
17. | =3(,]0],| 2 18. i] _é][g][”
| -1] o 4 L L
-8 [ 2 r 17 [ -2 0
19. | 12 |,] -3 20. 4f,] s, ]o0
| 4] | -1 | 7 | 3 0

En los ejercicios 21 y 22, marque cada enunciado como verdadero
o falso. Justifique cada respuesta con base en una cuidadosa lectura
del texto.

21. a) Las columnas de una matriz A son linealmente independien-
tes si la ecuacién Ax = 0 tiene la solucion trivial.

b) Si S es un conjunto linealmente dependiente, entonces cada
vector es una combinacién lineal de los otros vectores en S.

¢) Las columnas de cualquier matriz de 4 x 5 son linealmente
dependientes.

d) Si x y y son linealmente independientes, y si {x, y, z} es
linealmente dependiente, entonces z estd en Gen {x, y}.

22. a) Si uy v son linealmente independientes, y si w estd en

Gen {u, v}, entonces {u, v, w} es linealmente dependiente.

b) Si tres vectores en R3 estdn en el mismo plano en R3, enton-
ces son linealmente dependientes.

¢) Si un conjunto contiene menos vectores que entradas en
los vectores, entonces el conjunto es linealmente indepen-
diente.

d) Si un conjunto en R”" es linealmente dependiente, entonces
el conjunto contiene més de n vectores.

En los ejercicios 23 a 26, describa las posibles formas escalonadas de
la matriz. Utilice la notacién del ejemplo 1 de la seccién 1.2.

23. A es una matriz de 2 x 2 con columnas linealmente depen-
dientes.

24. A es una matriz de 3 x 3 con columnas linealmente inde-
pendientes.
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25. A es una matriz de 4 x 2, A = [a;
de a;.

ay], y a; no es multiplo

26. Aesunamatrizde4 x 3,A =[a; a, a3],tal que {a;, ay}es
linealmente independiente y as no estd en Gen {a;, a}.

27. (Cuéntas columnas pivote debe tener una matriz de 6 x 4 si
sus columnas son linealmente independientes? ;Por qué?

28. ;Cudntas columnas pivote debe tener una matriz de 4 x 6 si sus
columnas generan a R*? ;Por qué?

29. Construya matrices A y B de 3 x 2 tales que Ax = 0 tenga
una solucién no trivial, pero Bx = 0 tenga solamente la solu-
cion trivial.

30. a) Llene el espacio del siguiente enunciado: “Si A es una matriz

de m x n, entonces las columnas de A son linealmente inde-
pendientes si y solo si A tiene columnas pivote”.

b) Explique por qué es verdadero el enunciado en a).

Los ejercicios 31 y 32 deberian resolverse sin efectuar operaciones
de fila. [Sugerencia: Escriba AX = 0 como una ecuacion vectorial].

2 3 5
. -5 1 —4

31. Apartirde 4 = 3 | _al observe que la tercera co-
1 0 1

lumna es la suma de las dos primeras. Encuentre una solucién
no trivial de Ax = 0.
4 3 =5
32. A partir de A=| -2 -2 4 |, observe que la primera
-2 -3 7
columna menos la segunda multiplicada por 3 es igual a la ter-
cera columna. Determine una solucién no trivial de Ax = 0.

En los ejercicios 33 a 38 cada enunciado es verdadero (en todos los
casos) o falso (para al menos un ejemplo). Si es falso, idee un ejem-
plo especifico para demostrar que el enunciado no siempre es valido.
Tal ejemplo se llama contraejemplo del enunciado. Si un enunciado
es verdadero, dé una justificacion. (Un ejemplo especifico no puede
explicar por qué un enunciado siempre es verdadero. Aqui es necesa-
rio realizar mds trabajo que en los ejercicios 21 y 22).

33. Sivy,...,vsestdnen R* y vz = 2v; + vy, entonces {vy, V2, V3, V4)
es linealmente dependiente.

34. Siv;y vyestdn en R*y v, no es un miltiplo escalar de vy, en-
tonces {vy, v»} es linealmente independiente.

35. Sivy,...,vs estan en R? y v3 = 0, entonces {v, Vo, V3, V4, Vs}
es linealmente dependiente.

36. Si vy, vy, V3 estdn en R? y v3 no es combinacidn lineal de vy, v,
entonces {Vvy, v, v3} es linealmente independiente.

37. Sivy,...,vs estdn en RY, y {Vy, V2, v3} es linealmente depen-
diente, entonces {vj, v,, v3, v4} también es linealmente de-
pendiente.

38. Si {vy,...,va} es un conjunto linealmente independiente de
vectores en R* entonces {vi, vo, v3} también es linealmente
independiente. [Sugerencia: Piense en x;v; + xpv, + x3v3 +
0- V4 = 0]

39. Suponga que A es una matriz de m X n tal que para toda b
en R™ la ecuaciéon Ax = b tiene, a lo sumo, una solucidn.
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Use la definicién de independencia lineal para explicar por 12 10 -6 8 4 -—14
qué las columnas de A deben ser linealmente independientes. -7 =6 4 -5 -7 9
40. Suponga que una matriz A de m X n tiene n columnas pivote. 42. 4= _Z _g :? g _g _1?
Explique por qué para cada b en R” la ecuacion Ax = b tiene, 8 7 -5 6 1 —11

a lo sumo, una solucién. [Sugerencia: Explique por qué Ax = b

no puede tener un nimero infinito de soluciones]. 43. [M] Con A y B del ejercicio 41, seleccione una columna v de A

[M] En los ejercicios 41 y 42, utilice tantas columnas de A como que no se haya utilizado en la construccién de B y determine si
sea posible para construir una matriz B tal que la ecuacién Bx = 0 v estd en el conjunto generado por las columnas de B. (Describa
s6lo tenga la solucién trivial. Para comprobar su trabajo, resuelva sus cdlculos).
Bx = 0. 44. [M] Repita el ejercicio 43 con las matrices A y B del ejerci-
3 -4 10 7 —4 cio 42. Luego, dé una explicacién del resultado, suponiendo que
-5 -3 -7 -11 15 B se construy6 de acuerdo con las especificaciones.
41. A=
4 3 5 2 1
8§ =7 23 4 15
x SOLUCIONES A LOS PROBLEMAS DE PRACTICA

1. Si. En cada caso, ningiin vector es multiplo del otro. Por lo tanto, cada conjunto es lineal-

Gen{u. v. 2} mente independiente.
2. No. La observacién en el problema de practica 1, por si misma, no dice nada sobre la
w independencia lineal de {u, v, w, z}.

3. No. Cuando se comprueba la independencia lineal, por lo general es poco util la idea
de comprobar si un vector seleccionado es una combinacién lineal de los demds. Puede
ocurrir que el vector seleccionado no sea una combinacién lineal de los otros y, aun asi,
el conjunto entero de vectores sea linealmente dependiente. En este problema de préctica,

2 W no es una combinacion lineal de u, vy z.

4. Si, de acuerdo con el teorema 8. Existen mds vectores (cuatro) que entradas (tres) en
ellos.

1.8 ' INTRODUCCION A LAS TRANSFORMACIONES LINEALES

La diferencia entre una ecuacién matricial Ax = b y la ecuacién vectorial asociada
xja; + -+ + x,a, = b es tan solo cuestiéon de notacién. Sin embargo, es posible encontrar
una ecuacién matricial Ax = b en élgebra lineal (y en aplicaciones como graficos genera-
dos por computadora y procesamiento de sefiales) que no esté directamente relacionada con
combinaciones lineales de vectores. Esto sucede cuando se piensa en la matriz A como un
objeto que “actiia” sobre un vector x multiplicandolo para producir un nuevo vector Ax.

Por ejemplo, en las ecuaciones

P

se observa que la multiplicacién por A transforma a x en b, y transforma a u en el vector cero.
Véase la figura 1.
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multiplicacién

por A

X b
L] L]
0 multiplicacién
(]
por A
u, D
g’ e

FIGURA 1 Transformacién de vectores por
medio de multiplicacién matricial.

Desde este nuevo punto de vista, resolver la ecuacién Ax = b equivale a encontrar todos
los vectores x en R* que se transforman en el vector b en R? como resultado de la “accién”
de la multiplicacién por A.

La correspondencia de x a AX es una funcion de un conjunto de vectores a otro. Este con-
cepto generaliza la nocién comiin de una funcién como una regla que transforma un nimero
real en otro.

Una transformacion (o funciéon o mapeo) 7 de R"” a R™ es una regla que asigna a cada
vector X en R” un vector 7(x) en R™. El conjunto R” se llama el dominio de 7, y R" se llama
el codominio de 7. La notacion 7 : R" — R™ indica que el dominio de 7' es R" y que el co-
dominio es R™. Para x en R", el vector 7(x) en R™ es la imagen de x (bajo la accién de T).
El conjunto de todas las imédgenes 7(x) es el rango de 7. Véase la figura 2.

Dominio Codominio

FIGURA 2 Dominio, codominio y rango
de T:R"— R™.

Es muy importante la nueva terminologia de esta seccién porque un enfoque dindmico
del producto matriz-vector es la clave para entender diversas ideas en dlgebra lineal, y para
construir modelos matematicos de sistemas fisicos que evolucionan en el tiempo. Estos siste-
mas dindmicos se analizardn en las secciones 1.10, 4.8 y 4.9, asf como en el capitulo 5.

Transformaciones matriciales

Lo que resta de esta seccién se centra en mapeos asociados con la multiplicaciéon matricial.
Para cada x en R", T(x) se calcula como Ax, donde A es una matriz de m x n. Para simpli-
ficar, algunas veces esta transformacion matricial se denota como x — Ax. Observe que el
dominio de T es R" cuando A tiene n columnas, y el codominio de T es R™ cuando cada co-
lumna de A tiene m entradas. El rango de T es el conjunto de todas las combinaciones lineales
de las columnas de A, porque cada imagen 7(x) es de la forma Ax.
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1 -3 ) 3 3
EJEMPLO 1 Sean 4 = 3 5 ,u:[ ] = 2|, e=] 2|,y defina
-1
-1 7 -5 5
una transformacién T : R? x R3 por T(x) = Ax, de manera que
1 -3 X1 —3x;
X X1
2 T(x) = Ax = 3 5 [X :|= 3x1 4+ 5x;
-1 7Lt —x1 4+ 7x2
N a) Encuentre T(u), la imagen de u bajo la transformacion 7.
1
‘ u= j} b) Encuentre una x en R? cuya imagen bajo T sea b.
¢) (Hay mas de una x cuya imagen bajo T sea b?
T d) Determine si ¢ estd en el rango de la transformacién 7.
X SOLUCION
a) Calcule
1 =3 ) 5
%, 2 Tw=Au=| 3 5 [—1]: 1
-1 7 -9
b) Resuelva T(x) = b para x. Es decir, resuelva Ax = b, o
1 -3 N 3
/ : 3 5 [xl } = 2 1)
T(w) =[ 1} -1 7 |L7? -5
-9
Empleando el método analizado en la seccién 1.4, reduzca por filas la matriz aumen-
tada:
1 -3 3 1 -3 3 1 -3 3 1 015
3 5 2(~]0 14 -7|~]0 1-5|~[0 1-=-5 2)
-1 7 =5 0 4 -2 0 0 0 0
p 1.5 . .
Asique x; = 15,0, = =Sy x=| _ 5| La imagen de esta x bajo T es el vector
b dado.

¢) Cualquier x cuya imagen bajo T es b debe satisfacer la ecuacion (1). A partir de (2), es
evidente que la ecuacién (1) tiene una solucién unica, por lo que hay exactamente una x
cuya imagen es b.

d) El vector ¢ estd en el rango de T si ¢ es la imagen de alguna x en R?, es decir, si ¢ = T(x)
para alguna x. Esto es justamente otra manera de preguntar si el sistema AX = ¢ es con-
sistente. Para encontrar la respuesta, reduzca por filas la matriz aumentada:

1 -3 3 1 -3 3 1 -3 3 1 -3 3

3 5 2|~|0 14 -T7|~[0 1 2(~]0 1 2

-1 7 5 0O 4 8 0o 14 -7 0 0 -35
La tercera ecuacién, 0 = —35, indica que el sistema es inconsistente. De manera que ¢
no esta en el rango de T. |

La pregunta del ejemplo 1c) es un problema de unicidad para un sistema de ecuacio-
nes lineales, traducido aqui al lenguaje de transformaciones lineales: ;Es b la imagen de una
tinica x en R"? De manera similar, el ejemplo 1d) es un problema de existencia: Existe
una X cuya imagen sea c?

Las siguientes dos transformaciones matriciales se pueden visualizar geométricamente.
Ambas refuerzan el enfoque dindmico de una matriz como algo que transforma vectores en
otros vectores. La seccién 2.7 incluye otros interesantes ejemplos relacionados con los gréfi-
cos generados por computadora.



FIGURA 3
Una transformacién proyeccion.

borrego deformado por una
transformacion de trasquilado

DEFINICION
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1 0 O
EJEMPLO 2 Si A=|0 1 0|, entonces la transformacién x — Ax proyecta
o 0 O

puntos de R3 sobre el plano x;x, porque

X1 1 0 X1 X1
X =10 1 0 X2 | =1 x
X3 0 0 0 X3 0
Véase la figura 3. |

EJEMPLO 3 Sead = |: b3 ] La transformacién T : R?> — R? definida por T(x) = Ax

0 1

se llama una transformacion de trasquilado. Se puede demostrar que si 7 actda sobre cada
punto del cuadrado 2 x 2 que se ilustra en la figura 4, entonces el conjunto de imédgenes for-
ma el paralelogramo sombreado. La idea fundamental es demostrar que 7 mapea segmentos
de recta sobre segmentos de recta (como se muestra en el ejercicio 27) y después comprobar
que los vértices del cuadrado se mapean sobre los vértices del paralelogramo. Por ejemplo,

la imagen del punto u = |:(2):| es T(u) = [(1) ii||:(2)] = [g:|, y la imagen de [;] es

|: (1) ? i| |:§:| = |:§ ] T deforma el cuadrado como si la parte superior de este se empujara

hacia la derecha manteniendo fija la base. La transformacién de trasquilado se presenta en
fisica, geologia y cristalografia. |

X

T Xy
2 2 8

FIGURA 4 Una transformacion de trasquilado.

Transformaciones lineales

El teorema 5 de la seccidn 1.4 establece que si A es de m X n, entonces la transformacién
x — Ax tiene las propiedades

Au+v)=Au+Av y A(cu) = cAu

para toda u, v en R" y todos los escalares c. Estas propiedades, expresadas en notacién fun-
cional, identifican a la mds importante clase de transformaciones en dlgebra lineal.

Una transformacion (o mapeo) T es lineal si:

i. T(u + v) = T(u) + T(v) para todas las u, v en el dominio de T;
ii. 7(cu) = cT(u) para todos los escalares ¢ y para todas las u en el dominio de 7.

Cada transformacién matricial es una transformacioén lineal. En los capitulos 4 y 5 se
analizaran importantes ejemplos de transformaciones lineales que no son transformaciones
matriciales.
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Las transformaciones lineales preservan las operaciones de suma vectorial y multiplica-
cion escalar. La propiedad i dice que el resultado T(u + v) de primero sumaruy ven R"y
después aplicar T es 1o mismo que primero aplicar Tau y v, y luego sumar T(u) y 7(v) en R™.
Esas dos propiedades conducen facilmente a los siguientes ttiles resultados.

Si T es una transformacion lineal, entonces

T(0)=10 3)

T(cu + dv) = cT(u) + dT(v) “4)

para todos los vectores u, v en el dominio de 7'y para todos los escalares c, d.

La propiedad (3) se deriva de la condicion ii en la definicién, porque 7(0) = T(Ou) =
07(u) = 0. La propiedad (4) requiere tanto de i como de ii:

T(cu+dv)=T(cu) + T(dv)=cT() + dT(v)

Observe que si una transformacion satisface la ecuacion (4) para cualesquiera u, v y c, d,
entonces debe ser lineal. (Establezca ¢ = d = 1 para preservacién de la suma, y d = 0 para
preservacién de la multiplicacion escalar). La aplicacién repetida de (4) produce una util
generalizacion:

T(cvi+ -+ cpvp) = caiT(vy) + - + c,T(vp) (®))

En fisica e ingenieria, la ecuacién (5) se conoce como principio de superposicion. Piense
que Vi,..., v, son sefiales que entran a un sistema y 7(vy),..., T(v,) son las respuestas de ese
sistema a las sefiales. El sistema satisface el principio de superposicion si para cualquier
entrada expresada como una combinacién lineal de tales sefales, la respuesta del sistema
es la misma combinacion lineal de las respuestas a las sefales individuales. En el capitulo 4
retomaremos esta idea.

EJEMPLO 4 Dado un escalar r, defina T : R> — R? por T(x) = rx. T se llama una con-
traccion cuando 0 = r = 1, y una dilataciéon cuando r > 1. Sea r = 3, y demuestre que T
es una transformacion lineal.

SOLUCION Sean u, v en R2 y sean c, d escalares. De esta forma,
T(cu+dv) =3(cu+dv) Definicién de T
= 3cu+ 3dv
c(3u) + d(3v)
=cT(m)+dT(v)

S Aritmética vectorial

Asi, T es una transformacion lineal porque satisface (4). Véase la figura 5. |

T T(u)

FIGURA 5 Una transformacién de dilatacion.
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EJEMPLO 5 Defina una transformacién T : R?2 — R? mediante
_ 0 —1 X1 | _ | =%
=7 S |ln] =[]

Encuentre las imdgenes bajo T de u = [?], V= |:§:| yu+v= 6].
SOLUCION
0 —1]|4 -1 0 —17[2 -3
] TS B
0 —-11f6 —4
oo =[5 (5] =)
Observe que T(u + v), evidentemente, es igual a T(u) + T(v). En la figura 6 es claro que T
hace girar a u, vy u + v en el sentido antihorario, en torno al origen, en un dngulo de 90°,

De hecho, T transforma el paralelogramo entero determinado por u y v en el determinado por
T(w)y T(v). (Véase el ejercicio 28). |

T(a+v)

=
<
~
|
T

FIGURA 6 Una transformacién de rotacion.

El ejemplo final no es geométrico, sino que muestra cémo un mapeo lineal puede trans-
formar un tipo de datos en otro.

EJEMPLO 6 Una compafia fabrica dos productos, B y C. Utilizando los datos del ejem-
plo 7 de la seccién 1.3, construya una matriz de “costo unitario”, U = [b  c], cuyas columnas
describan los “costos por ddlar de produccién” para ambos bienes:

Producto

B C
45 .40 | Materiales
U=|.25 .35 | Manodeobra

.15 .15 | Gastos indirectos

Sea x = (x1, xp) el vector de “produccion”, correspondiente a x; délares del producto B y
a x, délares del producto C, y defina 7 : R?> — R? mediante

45 40 Costo total de materiales
T(x) =Ux= x| .25 | +x2| .30 [ = | Costo total de mano de obra
15 A5 Costo total de gastos indirectos

El mapeo T transforma una lista de cantidades de produccién (medidas en délares) en una
lista de costos totales. La linealidad de este mapeo se refleja de dos maneras:

1. Si la produccién se incrementa en un factor de, por ejemplo, 4, de x a 4x, entonces los
costos se incrementaran por el mismo factor, de 7(x) a 47(x).
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2. Si x y y son vectores de produccién, entonces el vector de costo total asociado con
la produccién combinada x + y es precisamente la suma de los vectores de costo 7(x)
y T(y). ]

PROBLEMAS DE PRACTICA

1. Suponga que T: R> — R?y T(x) = Ax para alguna matriz A y para cada x en R>. ; Cudntas
filas y columnas tiene A?

1
0

3. El segmento de recta de 0 a un vector u es el conjunto de puntos de la forma tu, donde
0 = ¢t = 1. Demuestre que una transformacién lineal 7 mapea este segmento en el seg-
mento entre 0 y 7(u).

2. Sea A = [ _1 ] D¢ una descripcion geométrica de la transformacién x — Ax.

1.8 EJERCICIOS

LoSead=|’ 3 ] y defina T': R? — R2 por T(x) = Ax. 3.2 100 =6
0 2 10 2 -4
) 10. A=
1 0 1 2 3
. . a
Encuentre las imdgenes bajo 7'de u = [ 3 ] yv= [b ] 1 4 10 3
I % O O 3 a _1 . . .o . . L,
2. SeadA=1|0 % 01, u= 6 |lyv=|b 11. Sean b = 1 |, y A la matriz del ejercicio 9. ;b estd en el
Lo o0 ! -9 ¢ 0

rango de la transformacién lineal x —> Ax? (Por qué?
e
En los ejercicios 3 a 6, con T definida por 7(x) = AX, encuentre un 3

Defina T : R® — R3 por T(x) = Ax. Encuentre T(u) y T(v).

. . L o 12. Sean b = , ¥ A la matriz del ejercicio 10. ;b estd en
vector X cuya imagen bajo 7 sea b, y analice si X es tnico. -1
— 4 -
34— :1)) (1) _2 b= _g el rango de la transformacioén lineal x — Ax? ;Por qué?
2 -2 -1 -1 En los ejercicios 13 a 16, utilice un sistema de coordenadas rec-
1 -2 3 -6 tangulares para graficar u = [2] V= [ _i j|, y sus imdgenes bajo
4. A=|0 1 =3 |,b=| -4 -
2 5 6 _5 la transformacién T dada. (Elabore un esquema grande y separado
para cada ejercicio). Describa geométricamente lo que hace 7 a cada
r 5 _ _ vector x en R2,
5. A= 1 -5 =7 b= 2
-3 7 5 -2 1 01«
13. T(x) = ] [ ! ]
1 -3 2 1 L 0 —1]Lx
3 -8 8 6 r Iy
6. A= b= _|2 Oflx
0 1 2 3 . T®=1, L5,
11 0 8 10 - T
[0 17 x ]
7. Sea A una matriz de 6 x 5. ;Qué valores de a y b permiten de- 15. T(x) = 1 0| x
finir 7 : R* > R? mediante 7(x) = Ax? : T
. 0 0 X1
8. (Cuantas filas y columnas debe tener una matriz A para poder 16. T(x) = 0 2|l x

definir un mapeo de R> a R’ con la regla 7(x) = Ax? - -+

Para los ejercicios 9 y 10, encuentre todos los vectores x en R* que 17. Sea T: R? — R? una transformaci6n lineal que mapea u = [ 3 ]
son mapeados en el vector cero por la transformacién x — Ax para 4

la matriz A dada.
1 -3 5 =5

9. A=10 1 =3 5 de que T es lineal, encuentre las imagenes bajo T de 2u, 3v y
2 -4 4 —4 2u + 3v.

en [?] y mapea v = |:§:| en [_; :| Considerando el hecho



18.

19.

20.

La figura muestra los vectores u, v y w, junto con las imd-
genes T(u) y T(v) bajo la accién de una transformacion lineal
T : B> — R Copie esta figura cuidadosamente, y dibuje la
imagen de 7(w) con la mayor exactitud posible. [Sugerencia:
Primero, escriba w como una combinacién lineal deu y v.]

X

T(v)

T(u)

1 0 2] -1
Sean e; = |:0:|,e2= [1],)’1 = |:5 y Y2=|: 6] y sea

T : R > R? una transformacién lineal que mapea ej; enyj, y €

en y,. Encuentre las imagenes de |: g y [il i|
=3 ] 2

N _ |3 _- 7 .2 2
Seanx—[x2:|, V|—|: 5:|yv2—__2:|yseaT.R —-R

una transformacion lineal que mapea x en xv; + x,v,. Encuen-
tre una matriz A tal que 7(x) sea AX para cada x.

En los ejercicios 21 y 22, marque cada enunciado como verdadero
o falso. Justifique sus respuestas.

21.

22,

23.

a) Una transformacion lineal es un tipo especial de funcion.

b) Si A es una matriz de 3 x 5, y T es una transformacion defi-
nida por T(x) = Ax, entonces el dominio de T es R>.

¢) Si A es una matriz de m X n, entonces el rango de la trans-
formacién x — Ax es R™.

d) Cada transformacion lineal es una transformacion matricial.
e) Una transformacion T es lineal si y solo si
T(c1vy + cav2) = 1 T(vy) + c2T(v2)
para cualesquiera v; y v, en el dominio de 7'y para todos los
escalares ¢ y ¢;.
a) El rango de la transformacién x — Ax es el conjunto de to-
das las combinaciones lineales de las columnas de A.
b) Cada transformacién matricial es una transformacion lineal.

¢) SiT:R"— R™esuna transformacién lineal y si ¢ estd en R™,
entonces una pregunta de unicidad es: “;Esta ¢ en el rango
de T?7.

d) Una transformacion lineal preserva las operaciones de suma
vectorial y multiplicacién escalar.

e) Una transformacién lineal 7 : R” — R” siempre mapea el
origen de R" al origen de R™.

Defina f: R — R por f(x) = mx + b.

a) Demuestre que f es una transformacion lineal cuando b = 0.

b) Encuentre una propiedad de una transformacion lineal que
se viole cuando b # 0.

¢) (Por qué fse llama una funcién lineal?

24.

25.

26.

217.

28.

29.

30.

31.

1.8 Introduccién a las transformaciones lineales 69

Una transformacion afin T : R" — R™ tiene la forma T(x) = Ax
+ b, donde A es una matriz de m x n'y b estd en R”. Demuestre
que T no es una transformacion lineal cuando b # 0. (Las trans-
formaciones afines son importantes en los graficos generados
por computadora).

Dados v # 0 y p en R”, la recta que pasa por p en la direccién
de v tiene la ecuacién paramétrica x = p + tv. Demuestre que
una transformacién lineal T : R” — R" mapea esta recta sobre
otra recta o sobre un solo punto (una recta degenerada).

a) Demuestre que la recta que pasa por los vectores p y q
en R” se puede escribir en la forma paramétrica x = (1 —
1)p + tq. (Consulte la figura de los ejercicios 21 y 22 de
la seccién 1.5).

b) El segmento de recta de p a q es el conjunto de puntos de la
forma (1 — H)p + tq para 0 = ¢t = 1 (como que se muestra
en la figura de abajo). Demuestre que una transformacién
lineal 7 mapea este segmento de recta sobre un segmento de
recta o sobre un solo punto.

t=0)p T(q)

X
(1-Dp+1q T()

T(p)
(t=1q

Sean u y v vectores linealmente independientes en R3, y sea P
el plano que pasa por u, vy 0. La ecuacién paramétrica de P es
x = su + tv (con s, t en R). Demuestre que una transformacién
lineal T': R? — R3 mapea P sobre un plano a través de 0, o sobre
una recta que pasa por 0, o justo sobre el origen en R3. ;Qué se
puede decir acerca de T(u) y T(v) para que la imagen del plano
P sea un plano?

Sean u y v vectores en R". Es posible demostrar que el conjun-
to P de todos los puntos en el paralelogramo determinado por
uy vtiene la formaagu + bv,para0 =a=1,0=>b = 1. Sea
T : R" — R™ una transformacién lineal. Explique por qué la
imagen, bajo la transformacién 7, de un punto en P estd en el
paralelogramo determinado por 7(w) y 7(v).

Sea T : R? — R? la transformacién lineal que refleja cada pun-
to a través del eje x,. Elabore dos esquemas semejantes a la fi-
gura 6, que ilustren las propiedades i y ii de una transformacién
lineal.

Suponga que los vectores vy,..., v, generan a R", y que 7: R* - R"
es una transformacién lineal. Considere que 7(v;) = 0 para
i =1,..., p. Demuestre que T es la transformacién cero. Es decir,
demuestre que si x es cualquier vector en R”, entonces 7(x) = 0.

Sea T : R" — R™ una transformacion lineal, y sea {vy, v,, v3}
un conjunto linealmente dependiente en R". Explique por qué
el conjunto {7(vy), T(v,), T(v3)} es linealmente dependiente.

En los ejercicios 32 a 36, los vectores columna estdn escritos como
filas, como x = (x1, x2), y T(X) se escribe como T(x}, x).

32.

33.

Demuestre que la transformacién 7 definida por T(x;, x;) =
(x1 — 2Jx2], x1 — 4x7) no es lineal.

Demuestre que la transformacion T definida por T(x, x;) =
(x1 — 2x2, x; — 3, 2x; — 5x,) no es lineal.
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34.

35.

36.

Sea T : R> — R3 la transformacién que refleja a cada vector
X = (x1, X2, x3) a través del plano x3 = 0 sobre 7(x) = (x], X3, —X3).
Demuestre que T es una transformacion lineal. [Para algunas
ideas, véase el ejemplo 4].

Sea T : R® — R? la transformacién que proyecta a cada vector
X = (x}, x2, x3) sobre el plano x, = 0, de manera que 7(x) =
(x1, 0, x3). Demuestre que 7T es una transformacion lineal.

Sea T': R" — R™ una transformacién lineal. Suponga que {u, v}
es un conjunto linealmente independiente, pero {7T(u), 7(v)} es
un conjunto linealmente dependiente. Demuestre que 7(x) = 0
tiene una solucion no trivial. [Sugerencia: Considere el hecho
de que ¢;T(u) + c,7(v) = 0 para algunos pesos ¢ y ¢z, sin que
ambos sean iguales a cero].

[M] En los ejercicios 37 y 38, las matrices determinan una transfor-
macion lineal 7. Encuentre todas las x tales que 7(x) = 0.

-u<
_|_|_
=
=

——o M

[S]

39.

40.

2 3 5 =5 3 4 -7 0
-7 7 0 O 5 -8 7 4
-3 4 1 3 38. 6 -8 6 4
-9 3 —6 -4 9 -7 =2 0
S
[M] Sea b= Z y sea A la matriz del ejercicio 37.
-3

(Estd b en el rango de la transformacién x — Ax? Si es asi,
obtenga una x cuya imagen bajo la transformacién sea b.
© 47
—4
—4
L~ _7 -
(Esta b en el rango de la transformacién x — Ax? Si asi es,
encuentre una X cuya imagen bajo la transformacion sea b.

[M] Sea b = y sea A la matriz del ejercicio 38.

SOLUCIONES A LOS PROBLEMAS DE PRACTICA

x, 1. A debe tener cinco columnas para que Ax esté definido. A debe tener dos filas para que

Av ! Ax
u 3.

La transformacién x — Ax.

el codominio de T esté en R2.

Dibuje algunos puntos aleatorios (vectores) sobre papel milimétrico para ver qué ocurre.
i Un punto como (4, 1) se mapea en (4, —1). La transformacién x — Ax refleja los puntos
a través del eje x (o eje xj).

Sea x = tu para alguna ¢ tal que 0 = ¢ = 1. Como T es lineal, entonces T(ru) = T(u),
que es un punto sobre el segmento de linea entre 0 y 7(u).

1.9 ' MATRIZ DE UNA TRANSFORMACION LINEAL

Siempre que una transformacién lineal 7T se origina geométricamente o se describe con pa-
labras, surge el deseo de tener una “férmula” para 7(x). El andlisis que sigue muestra que
cada transformacion lineal de R"” a R™ en realidad es una transformacién matricial x — Ax,
y que importantes propiedades de T estan intimamente relacionadas con propiedades de A.
La clave para encontrar A es observar que T estd plenamente determinada por su accién so-
bre las columnas de la matriz identidad de n x n, I,,.

X,

en R2.

T(e) =

0

EJEMPLO 1 Las columnas de I, = |:1 (1):| son e; = |:(1)i| y e = |:(1)i| Suponga

que T es una transformacién lineal de R? a R3 tal que

5 -3
=71y T(e)=] 8
2 0

Sin otra informacién adicional, encuentre una férmula para la imagen de una x arbitraria
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SOLUCION Escriba

1 0
X=I:jccii|=xl|:0i|+X2|:1i|=xlel+xZ82 (1)

Como T es una transformacion lineal,

T(x) = x1T(e1) + x2T(e2) ()
5 -3 5)61 — 3)62
=x1| =7 | +x2 8| = —7x1 4+ 8x, | ]
2 0 2x14+0

El paso de la ecuacién (1) a la ecuacién (2) explica por qué el conocimiento de 7(e;) y
T(e;) es suficiente para determinar 7(x) para cualquier x. Ademads, ya que (2) expresa a 7(x)
como una combinacién lineal de vectores, podemos colocar esos vectores en las columnas
de una matriz A y asi escribir (2) como

T(x)=[T() T(e)] [2} — Ax

TEOREMA 10 Sea T : R" — R™ una transformacion lineal. Asf, existe una tinica matriz A tal que
T(x) = Ax para toda x en R”

De hecho, A es la matriz de m x n cuya j-€sima columna es el vector 7(e;), donde e;
es la j-ésima columna de la matriz identidad en R":

A=[T(e) - T(ey] 3

DEMOSTRACION Escribax =I,x = [e; -+ e,X = xie; + *** + x,€p, y utilice la linea-
lidad de T para calcular

T(X) = T(xlel +---+ xnen) = -xlT(el) + -+ an(en)

X1
=[T@) - Te)]|: |=4x
Xn
En el ejercicio 33 nos ocuparemos de la unicidad de A. | |

La matriz A en (3) se llama matriz estandar para la transformacion lineal 7.

Ahora se sabe que cada transformacién lineal de R" a R™ puede verse como una transfor-
macién matricial, y viceversa. El término transformacion lineal se enfoca sobre una propie-
dad de un mapeo, mientras que la transformacion matricial describe cémo se implementa tal
mapeo, lo que se ilustra en los ejemplos 2 y 3.

EJEMPLO 2 Encuentre la matriz estdndar A para la transformacién de dilatacién 7(x) = 3x,
para x en R2.
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i

FIGURA 2 El cuadrado unitario.

SOLUCION Escriba

T(e)) =3e = [(3)} y T(e) =3e;= [2}

v

EJEMPLO 3 SeaT:R?— R?la transformacién que hace girar a cada punto de R? alre-
dedor del origen un dngulo ¢, en sentido antihorario, si ¢ es positivo. Geométricamente, se
podria demostrar que esta transformacién es lineal. (Véase la figura 6 de la seccién 1.8).
Encuentre la matriz estdndar A de esta transformacion.

SOLUCION | | cos ¢ L TSN Vgase Ia figura 1. Por el
08al ng [+¥|o|8ial o, | Véase lafigura 1. Por el teo-

rema 10,

_|cose  —sene
" |seng CoS ¢

El ejemplo 5 de la seccién 1.8 es un caso especial de esta transformacién, con ¢ = 7/2. W

X

(—sen ¢, cos @) __ (0\’1)
- ~

7 AN
/ \

/ \\(cos @, sen @)

I e 3 X

| I 1(1, 0) :
/

FIGURA 1 Una transformacion de rotacion.

Transformaciones lineales geométricas de R?

Los ejemplos 2 y 3 ilustran transformaciones lineales que se describen geométricamente.
Las tablas 1 a 4 muestran otras transformaciones lineales geométricas comunes del plano.
Como las transformaciones son lineales, estas quedan completamente determinadas por su
accion sobre las columnas de ;. En vez de solo mostrar las imédgenes de e; y e, las tablas
indican cémo una transformacidn afecta a un cuadrado unitario (figura 2).

Es posible construir otras transformaciones diferentes a partir de las listadas en las ta-
blas 1 a 4; basta aplicar una transformacion tras otra. Por ejemplo, un trasquilado horizontal
podria ir seguido de una reflexion en el eje x,. La seccidén 2.1 mostrard que tal composicion
de transformaciones lineales es lineal. (También, véase el ejercicio 34).

Preguntas de existencia y unicidad

El concepto de transformacién lineal ofrece una nueva manera de entender las preguntas de
existencia y unicidad que se plantearon antes. Las dos definiciones que aparecen después
de las tablas 1 a 4 aportan una terminologia adecuada para las transformaciones.
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TABLA 1 Reflexiones

Transformacion Imagen del cuadrado unitario Matriz estandar
Reflexién a través del eje x; X, 1 0
1 0 -1
0
X
-
— 1 |
Reflexién a través del eje x; X, |: -1 0 ]
1
0
1
X
-1
0
Reflexion a través de la recta xp = x x, [ 0 1 ]
1

Reflexion a través de la recta x, = —x; X, 0 -1
-1 0
-1
0
— x,
X=X
0
| -1
Reflexion a través del origen X, [ -1 0 ]
0 -1
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TABLA 2 Contracciones y expansiones

Transformacién Imagen del cuadrado unitario Matriz estandar
Contraccién X, X, k 0
y expansion 0 1
horizontal 0 0
1 1
X *
k k
0 0
O<k<l1 k>1
Contraccién X, X, 1 0
y expansion 0 k
vertical [0}
k
0
k
X *
1 | 1
0 0
O<k<1 k>1

TABLA 3 Trasquilados

Transformacién Imagen del cuadrado unitario Matriz estandar
Trasquilado X, X, 1 k
horizontal H 0 1
K 1
1 .
I 1
I I
l l
—t—— X f X
" o o
0 0
k<0 k>0
Trasquilado X, Xy 1 0
vertical k 1

k<0 k>0
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TABLA 4 Proyecciones

Transformacion Imagen del cuadrado unitario Matriz estandar
Proyeccién sobre X, 1 0
el eje x| 0 0
f x|

0 1

0 0
Proyeccién sobre X, 0 0
el eje x, 0 1

DEFINICION Se dice que un mapeo T : R" — R™ es sobre R™ si cada b en R™ es la imagen de al
menos una X en R".

De manera equivalente, 7 es sobre R™ cuando todo el rango de T es codominio R™.
Es decir, T mapea R" sobre R” si, para cada b en el codominio R, existe al menos una
solucién de T(x) = b. “; T mapea R" sobre R™?” es una pregunta de existencia. El mapeo T
no es sobre cuando existe alguna b en R” para la cual la ecuacion 7(x) = b no tiene solucién.
Véase la figura 3.

ini? T jnif T R
po” po” g,
i i R"ﬁ
[ [
T no es sobre R™ T es sobre R™
FIGURA 3  El rango de T es todo R™?
DEFINICION Se dice que un mapeo 7 : R" — R™ es uno a uno si cada b en R™ es la imagen de

a lo sumo una x en R".
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TEOREMA 11

De manera equivalente, T es uno a uno si, para cada b en R™, la ecuacién T(x) = b

tiene una Unica solucién o ninguna solucién. “;7 es uno a uno?” es una pregunta de unicidad.
El mapeo T no es uno a uno cuando algin b en R™ es la imagen de més de un vector en R".

Si no existe tal b, entonces T es uno a uno. Véase la figura 4.

i0 i0 T
pois® poye
L4 . 4 3
Oe Oe
. .
7 7
g #

T no es uno a uno T es uno a uno

FIGURA 4 ;Cadab es la imagen de a lo sumo un vector?

Las transformaciones de proyeccién que se ilustran en la tabla 4 no son uno a uno y
no mapean R? sobre R, Las transformaciones en las tablas 1,2 'y 3 son uno a uno y si mapean
R? sobre R?. Otras posibilidades se muestran en los dos ejemplos siguientes.

El ejemplo 4 y los teoremas que siguen muestran cémo las propiedades funcionales de
ser un mapeo sobre y uno a uno estan relacionadas con importantes conceptos estudiados
antes en este capitulo.

EJEMPLO 4 Sea T la transformacién lineal cuya matriz estdndar es

1 -4 8 1
A=10 2 -1 3
0 0 0 5

¢ T mapea R* sobre R3? ;T es un mapeo uno a uno?

SOLUCION Como A estd en forma escalonada, podemos ver a la vez que A tiene una posi-
cién pivote en cada fila. De acuerdo con el teorema 4 de la seccién 1.4, para cada b en R3, 1a
ecuaciéon Ax = b es consistente. En otras palabras, la transformacién lineal 7 mapea R* (su
dominio) sobre R*. Sin embargo, ya que la ecuacién Ax = b tiene una variable libre (porque
hay cuatro variables y solamente tres variables basicas), cada b es la imagen de mds de una x.
Es decir, T no es uno a uno. [ |

Sea T : R" — R™ una transformacién lineal. Entonces 7 es uno a uno si y solo si la
ecuacion 7(x) = 0 tiene tnicamente la solucién trivial.

DEMOSTRACION Como T es lineal, 7(0) = 0. Si T es uno a uno, entonces la ecuacién
T(x) = 0 tiene a lo sumo una solucién y, por lo tanto, solo la solucion trivial. Si 7' no es uno
a uno, entonces existe una b que es la imagen de al menos dos diferentes vectores en R", por
ejemplo, uy v. Es decir, T(u) = by T(v) = b. Pero, como T es lineal,

Ta—v)=Tm)—Tv)=b—-b=0

El vector u — v no es cero porque u # v. En consecuencia, la ecuacién 7(x) = 0 tiene mas
de una solucidn. Asi, las dos condiciones del teorema son ambas verdaderas o ambas son
falsas. [ ]



TEOREMA 12

X,

€

€

a;

Gen{a,, a2}

La transformacién 7T no es
sobre R3.
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Sea T : R" — R™ una transformacién lineal y sea A su matriz estandar.
De esta forma,

a) T mapea R" sobre R” si y solo si las columnas de A generan a R™;

b) T esuno auno si y solo si las columnas de A son linealmente independientes.

DEMOSTRACION

a) De acuerdo con el teorema 4 de la seccién 1.4, las columnas de A generan a R™ si y solo
si para cada b en R la ecuacién Ax = b es consistente; en otras palabras, si y solo si para
cada b, la ecuacién 7(x) = b tiene al menos una solucién. Esto es cierto si y solo si T
mapea R" sobre R™.

b) Las ecuaciones 7(x) = 0 y Ax = 0 son iguales excepto por la notacién. Asi, de acuerdo
con el teorema 11, T es uno a uno si y solo si Ax = 0 tiene tnicamente la solucién trivial.
Esto ocurre si y solo si las columnas de A son linealmente independientes, como ya se
indicé en el enunciado (3) del recuadro en la seccion 1.7. |

El enunciado a) del teorema 12 es equivalente al enunciado “T mapea R" sobre R™ si y
solo si cada vector en R™ es una combinacién lineal de las columnas de A”. Véase el teorema
4 de la seccion 1.4

En el siguiente ejemplo y en algunos ejercicios posteriores, los vectores columna estan
escritos en filas, como x = (xy, x;), mientras que 7(x) se escribe como 7(xy, x;) en vez de em-
plear la manera mas formal T((x1, x)).

EJEMPLO 5 Sea T(xy, xp) = Bx; + x2, 5x; + 7xp, x; + 3x;). Demuestre que T es una
transformacion lineal uno a uno. ;7 mapea R? sobre R3?

SOLUCION Cuando x y T(x) se escriben como vectores columna, es posible determinar
por inspeccidén la matriz estandar de 7, visualizando el célculo fila-vector de cada entrada
en Ax.

3x1 + x; ? ? X 3 1 X
TX)=|5x1+7x | =2 2 [ﬂ: 5 7 ['} )
X1 + 3x2 7 ? 1 3

Asi, T es claramente una transformacion lineal; su matriz estindar A se muestra en (4).
Las columnas de A son linealmente independientes porque no son multiplos entre si. De
acuerdo con el teorema 12b), T es uno a uno. Para determinar si T es sobre R>, examine el
espacio generado por las columnas de A. Como A es de 3 x 2, las columnas de A generan a
R3 si y solo si A tiene 3 posiciones pivote, de acuerdo con el teorema 4. Esto es imposible,
ya que A solo tiene 2 columnas. Asi, las columnas de A no generan a R3, y la transformacién
lineal asociada no es sobre R>. |

PROBLEMA DE PRACTICA

Sea T : R*> — R? la transformacién que primero efectia un trasquilado horizontal que
mapea e, en e, — .5e; (pero deja inalterado a e;), y después refleja el resultado a través del
eje x;. Suponiendo que T es lineal, encuentre su matriz estdndar. [Sugerencia: Determine la
ubicacién final de las imagenes de e; y e;].
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1.

9 EJERCICIOS

En los ejercicios 1 a 10, suponga que T es una transformacién lineal.
Encuentre la matriz estdndar de 7.

1.

10.

11.

12.

13.

14.

T:R>—> R4 T(e) = (3,1,3, 1)y T(ex) = (=5, 2,0, 0), donde
e =(1,0)ye; = (0, 1).

T:R—R% T(ey) = (1,4), T(ex) = (—2,9) y T(e3) = (3, —8),
donde e, e, y e3 son las columnas de la matriz identidad de
3 x 3.

T : R?> > R? es una transformacién de trasquilado vertical que
mapea e; en e; — 3ep, pero deja inalterado a e;.

T : R* — R? es una transformacién de trasquilado horizontal
que no altera a e; y mapea e; en e, + 2e;.

T : R?> — R? hace girar a los puntos (en torno al origen) a través
de un dngulo de 7r/2 radianes (en sentido antihorario).

T : R — R? hace girar a los puntos (en torno al origen) a través
de un dngulo de —3r/2 radianes (en el sentido horario).

T : R*? — R? primero hace girar puntos a través de —37/4 ra-
dianes (en el sentido horario) y después los refleja a
través del eje horizontal x;. [Sugerencia: Considere que

T(e) = (-1/v2,1/¥2)l.

T : R? — R? primero realiza una transformacién de trasquilado
horizontal que transforma a e; en e, + 2e; (dejando inalterado a
e;) y después refleja los puntos a través de la recta x, = —x;.

T: R?> — R? primero refleja los puntos a través del eje horizontal
x1 y luego los hace girar —7r/2 radianes.

T : R*> — R? primero refleja los puntos a través del eje horizon-
tal x; y luego los refleja a través de la recta x, = x;.

Una transformacién lineal T : R? — R? primero refleja los pun-
tos a través del eje x; y luego los refleja a través del eje x.
Demuestre que 7 también se puede describir como una transfor-
macion lineal que hace girar los puntos en torno al origen. ;Cual
es el dngulo de esa rotacién?

Demuestre que la transformacién del ejercicio 10 es meramente
una rotacién en torno al origen. (Cudl es el dngulo de rotacién?

Sea T : R? — R? la transformaci6n lineal tal que T(e;) y T(e,)
son los vectores que se muestran en la figura. Con base en la
figura, dibuje el vector 7(2, 1).

X

Te,) Tey)

| K

Sea T : R? — R? una transformacién lineal con matriz estandar
A =[a; ay], donde a, y a, se muestran en la figura, en la parte
superior de la columna 2. Utilizando la figura, dibuje la imagen

de [ _; ] bajo la transformacién 7.

X2
a;

X1
a

En los ejercicios 15 y 16, llene las entradas faltantes de la matriz,
suponiendo que la ecuacién es vdlida para todos los valores de las

variables.
2 ? X1 2.X1 — 4)C2
15. ? ? X7 = X1 — X3
L ? ? X3 —X2 + 3X3
2 2 . 3x, —2x,
16. |2 2 [ 1}: X1+ 4x,
2 9 |L%2 X

En los ejercicios 17 a 20, demuestre que 7 es una transformacion li-
neal encontrando una matriz que implemente el mapeo. Observe que
X1, X2,... NO son vectores, sino entradas en vectores.

17.
18.
19.
20.
21.

22,

T(x1, x2, X3, X4) = (x1 + 2x7, 0, 2xp + x4, Xo — X4)

T(x1, x2) = (x1 + 4x2, 0, x; — 3x2, X1)

T(x1, X2, x3) = (x1 — S5xp + 4x3, x5 — 6x3)

T(xy, X2, X3, X4) = 3x; + 4x3 — 2x4 (Observe que: T : R* — R)

Sea T : R*? — R? una transformacién lineal tal que T(x, xp) =
(x; + x2, 4x; + 5x,). Encuentre x tal que T'(x) = (3, 8).

Sea T : R? — R3 una transformacién lineal con T(x;, x;) =
2x; — x3, —3x; + X2, 2x; — 3xp). Encuentre x tal que
T(x) = (0, —1, —4).

En los ejercicios 23 y 24, marque cada enunciado como verdadero o
falso. Justifique sus respuestas.

23.

24.

a) Una transformacioén lineal T : R" — R™ estd completamente
determinada por sus efectos sobre las columnas de la matriz
identidad de n x n.

b) SiT: R?>— R? hace girar los vectores un dngulo ¢ en torno
al origen, entonces T es una transformacion lineal.
¢) Cuando dos transformaciones lineales se realizan una tras

otra, el efecto combinado no siempre es una transformacién
lineal.

d) Un mapeo T : R" — R™ es sobre R™ si cada vector x en R"
se mapea sobre algin vector en R"™.

e) Si A es una matriz de 3 x 2, entonces la transformacion
X — AX no puede ser uno a uno.

a) Si A es una matriz de 4 x 3, entonces la transformacion
x — Ax mapea R3 sobre R*,



b) Cada transformacion lineal de R" a R™ es una transforma-
cién matricial.

¢) Las columnas de la matriz estdndar para una transformacién
lineal de R"” a R™ son las imdgenes de las columnas de la
matriz identidad de n x n bajo T.

d) Un mapeo T : R" — R™ es uno a uno si cada vector en R”
se mapea sobre un dnico vector en R™.

e) La matriz estdndar de una transformacién de trasquilado
. . 0
horizontal de R? a R? tiene la forma [ L(Z) d ], dondeay b
son *1.

En los ejercicios 25 a 28, determine si la transformacion lineal espe-
cificada es @) uno a uno o b) sobre. Justifique cada respuesta.

25. La transformacion en el ejercicio 17.
26. La transformacion en el ejercicio 2.
27. La transformacion en el ejercicio 19.

28. La transformacién en el ejercicio 14.

En los ejercicios 29 y 30, describa las posibles formas escalonadas
de la matriz estdndar para una transformacién lineal 7. Utilice la no-
tacién del ejemplo 1 de la seccién 1.2

29. T:[R3?®— R*es uno a uno. 30. 7:R*— R3es sobre.

31. Sea T:R" — R™ una transformacion lineal, y sea A su matriz
estdndar. Complete el siguiente enunciado para hacerlo verda-
dero: “T es uno a uno si y solo si A tiene columnas pivo-
te”. Explique por qué el enunciado es verdadero. [Sugerencia:
Consulte los ejercicios de la seccién 1.7].

32. Sea T: R" — R™ una transformacion lineal, y sea A su matriz
estandar. Complete el siguiente enunciado para hacerlo verda-
dero: “T mapea R" sobre R"” si y solo si A tiene co-
lumnas pivote”. Encuentre algunos teoremas que expliquen por
qué el enunciado es verdadero.
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33. Verifique la unicidad de A en el teorema 10. Sea T : R* — R™
una transformacidn lineal tal que 7(x) = Bx para alguna matriz
B de m x n. Demuestre que si A es la matriz estandar de 7,
entonces A = B. [Sugerencia: Demuestre que A y B tienen las
mismas columnas].

34. Sean S: R* » R"y T : R* — R™ transformaciones lineales.
Demuestre que el mapeo x — T(S5(x)) es una transformacién
lineal (de R? a R™). [Sugerencia: Calcule T(S(cu + dv)) para
u, v en R? y escalares ¢ y d. Justifique cada paso del cdlculo,
y explique por qué este proceso conduce a la conclusién
deseada].

35. Si una transformacién lineal 7 : R" — R™ mapea R" sobre
R™, ;es posible encontrar una relacién entre m y n? Si T es uno
a uno, ;qué se puede decir acercade my n?

36. (Por qué la pregunta “;La transformacién lineal T es sobre?”
es una pregunta de existencia?

[M] En los ejercicios 37 a 40, sea T la transformacién lineal cuya
matriz estidndar se presenta. En los ejercicios 37 y 38, determine si
T es un mapeo uno a uno. En los ejercicios 39 y 40, determine si T
mapea R sobre R>. Justifique sus respuestas.

-5 6 -5 -6 7 5 9 -9

8§ 3 3 8 5 6 4 —4

37. 29 5 -12 38. 4 8 0 7
|-3 2 7 -12 -6 -6 6 5

39. | -7 10 -8 -9 14

4. | -8 —6 12 -5 -9

|13 14 15 3 11

SOLUCION AL PROBLEMA DE PRACTICA

Observe lo que ocurre a e; y e;. Véase la figura 5. Primero, e; no sufre alteraciones por el
trasquilado y después se refleja en —e;. Asi, T(e;) = —e;. Segundo, e, va a e, — .5e; por

Transformacién de trasquilado

Reflexin a través del eje x,

FIGURA 5 Composicion de dos transformaciones.
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la transformacion de trasquilado. Como la reflexion a través del eje x, cambia a e; en —e;
y deja inalterado a e, el vector e; — .5e; va a e; + .5e;. Asi, T(e;) = e, + .5ey. Por lo tanto,
la matriz estandar de T es

[Te) Ten]=[-a e+se]=| 7 7]

1.10 MODELOS LINEALES EN LOS NEGOCIOS, CIENCIA E INGENIERIA

En esta seccion todos los modelos matematicos son lineales; es decir, cada uno de ellos des-
cribe un problema mediante una ecuacion lineal, por lo general en forma vectorial o matricial.
El primer modelo concierne al campo de la nutricién, pero en realidad es representativo de
una técnica general en problemas de programacion lineal. El segundo modelo pertenece al
campo de la ingenieria eléctrica. El tercer modelo introduce el concepto de una ecuacion
lineal en diferencias, una poderosa herramienta matematica para estudiar procesos dindmicos
en una amplia variedad de campos, como ingenieria, ecologia, economia, telecomunicacio-
nes y ciencias administrativas. Los modelos lineales son importantes porque los fendmenos
naturales con frecuencia son lineales o casi lineales cuando las variables implicadas se man-
tienen dentro de limites razonables. Ademads, los modelos lineales se adaptan mds facilmente
al cdlculo computacional que los complejos modelos no lineales.

Conforme estudie cada modelo, preste atencién en cémo su linealidad refleja alguna
propiedad del sistema que se modela.

Elaboracion de una dieta nutritiva para bajar de peso

La férmula para la dieta Cambridge, una conocida dieta de la década de 1980, se basé en afios
de investigacion. Un equipo de cientificos, encabezados por el doctor Alan H. Howard, desa-
rrollaron esta dieta en la Universidad de Cambridge después de mds de ocho afios de trabajo
clinico con pacientes obesos.! La férmula de la dieta baja en calorfas combina un balance
preciso de carbohidratos, proteinas de alta calidad y grasa, junto con vitaminas, minerales,
oligoelementos y electrolitos. Millones de personas han seguido la dieta para lograr una ripi-
da y sustancial pérdida de peso.

Para alcanzar las cantidades y proporciones deseadas de nutrientes, Howard tuvo que
incorporar una gran variedad de alimentos en la dieta. Cada alimento suministraba varios
de los ingredientes requeridos, pero no en las proporciones correctas. Por ejemplo, la le-
che sin grasa (descremada) fue la principal fuente de proteina, pero contenia mucho calcio.
De manera que se utilizé harina de soya para aportar proteina porque contiene poco cal-
cio. Sin embargo, proporcionalmente la harina de soya contiene mucha grasa, asi que se
adicion¢ suero de leche porque contiene menos grasa en relacion con el calcio. Por desgracia,
el suero de leche contiene muchos carbohidratos...

El siguiente ejemplo ilustra el problema a pequefia escala. En la tabla 1 se listan tres
de los ingredientes en la dieta, junto con las cantidades de ciertos nutrientes aportados por
100 gramos (g) de cada ingrediente.?

EJEMPLO 1 Sies posible, encuentre alguna combinacién de leche descremada, harina
de soya y suero de leche que aporte las cantidades exactas de proteinas, grasas y carbohidratos
suministrados por la dieta diaria (tabla 1).

!'El primer anuncio de este rdpido régimen para bajar de peso se publicé en el International Journal of Obesity
(1978) 2, 321-332.

2 Ingredientes en la dieta desde 1984; datos de nutrientes en ingredientes adaptados del USDA Agricultural
Handbooks, nims. 8-1y 8-6, 1976.
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TABLA 1

Cantidades (en g) suministradas por 100 g de ingrediente Cantidades (en g)
Leche Harina Suero suministradas por la dieta

Nutriente descremada de soya de leche Cambridge en un dia

Proteinas 36 51 13 33

Carbohidratos 52 34 74 45

Grasa 0 7 1.1 3

SOLUCION Dejemos que xj, x; y x3, respectivamente, denoten el nimero de unidades (100
g) de esos alimentos. Un enfoque al problema consiste en deducir ecuaciones por separado
para cada nutriente. Por ejemplo, el producto

x unidades de | | proteinas por unidad
leche descremada de leche descremada

da la cantidad de proteina suministrada por x| unidades de leche descremada. A esta cantidad,
le agregariamos productos similares de harina de soya y suero de leche, igualando la suma
resultante con la cantidad de proteina que se requiere. Se tendrian que realizar calculos simi-
lares para cada nutriente.

Un método més eficiente, y mds sencillo conceptualmente, consiste en considerar un
“vector nutriente” para cada alimento y elaborar solo una ecuacién vectorial. La cantidad de
nutrientes aportados por x; unidades de leche descremada es el multiplo escalar

Escalar Vector
x; unidades de nutrientes por unidad |
leche descremada | ~ | de leche descremada [ — 12!

ey

donde a,; es la primera columna de la tabla 1. Sean a, y a3 los vectores correspondientes para
harina de soya y suero de leche, respectivamente, y sea b el vector que lista el total de nutrien-
tes requerido (la dltima columna de la tabla). Luego, x,a; y x3a; dan los nutrientes suminis-
trados por x, unidades de harina de soya y x3 unidades de suero de leche, respectivamente.
De esta forma, la ecuacion relevante es

xja; + xa, +xza3=>b 2)

La reduccién por filas de la matriz aumentada del sistema de ecuaciones correspondiente
indica que

36 51 13 33 1 0 o0 277
52 34 74 45| ~---~ |0 1 O 392
0 7 1.1 3 0 0 1 .233

A tres digitos significativos, la dieta requiere .277 unidades de leche descremada, .392 uni-
dades de harina de soya y .233 unidades de suero de leche, con el objetivo de aportar las
cantidades deseadas de proteinas, carbohidratos y grasa. |

Es importante que los valores encontrados para xj, x, y x3 no sean negativos. Esto es
necesario para que la solucién sea fisicamente realizable. (Por ejemplo, ;como se podrian
emplear —.233 unidades de suero de leche?) Para un gran nimero de requerimientos nutri-
cionales, serd necesario utilizar un mayor nimero de alimentos para asi generar un sistema
de ecuaciones con una solucién “no negativa”. Por consiguiente, se necesitaria examinar
muchisimas combinaciones diferentes de alimentos para encontrar un sistema de ecuaciones
con tal solucién. De hecho, el disefiador de la dieta Cambridge fue capaz de proporcionar 31
nutrientes en cantidades precisas empleando solo 33 ingredientes.

El problema de la elaboracion de la dieta conduce al sistema lineal (2) porque la cantidad
de nutrientes aportada por cada alimento se puede escribir como un multiplo escalar de un vec-
tor, como en (1). Es decir, los nutrientes suministrados por un alimento son proporcionales a la
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FIGURA 1

cantidad del alimento agregado a la mezcla de la dieta. Ademads, cada nutriente en la mezcla es
la suma de las cantidades de los diversos alimentos.

Los problemas de formulacién de dietas especializadas para humanos y ganado ocurren
con frecuencia. Por lo regular, dichos problemas se tratan mediante técnicas de programacion
lineal. Nuestro método de construir ecuaciones vectoriales a menudo simplifica la tarea de
formular tales problemas.

Ecuaciones lineales y redes eléctricas

El flujo de corriente en una red eléctrica sencilla se puede describir por un sistema de ecua-
ciones lineales. Una fuente de voltaje, como una bateria, genera una corriente de electrones
que fluye a través de la red. Cuando la corriente pasa por un resistor (ya sea una bombilla o un
motor), parte del voltaje se “consume”; de acuerdo con la ley de Ohm, esta “caida de voltaje”
en el resistor estd dada por
V=RI

donde el voltaje V se mide en volts, la resistencia R en ohms (denotados con el simbolo (1),
y el flujo de corriente I en amperes (A).

La red de la figura 1 contiene tres circuitos cerrados. Las corrientes que fluyen en los
circuitos 1, 2 y 3 se denotan con I, I, e I3, respectivamente. Las direcciones asignadas a
las corrientes de circuito son arbitrarias. Si una corriente resulta negativa, entonces la di-
reccion real del flujo de corriente es opuesta a la que se indica en la figura. Si la direccién
de corriente que se muestra se aleja del lado positivo de una baterfa ({I), alrededor del lado
negativo, entonces el voltaje es positivo; de otra forma, el voltaje es negativo.

El flujo de corriente en un circuito estd regido por la siguiente ley.

LEY DE KIRCHHOFF SOBRE EL VOLTAJE

La suma algebraica de las caidas de voltaje R en una direccidn alrededor de un circuito
es igual a la suma algebraica de las fuentes de voltaje en la misma direccién alrededor
del circuito.

EJEMPLO 2 Determine las corrientes de circuito en la red de la figura 1.

SOLUCION Para el circuito 1 la corriente I; fluye a través de tres resistores, y la suma de
las caidas de voltaje RI es

4L + 4L + 3 =@ + 4+ 3, =111,

La corriente en el circuito 2 también fluye en parte del circuito 1, por la pequefia rama entre
Ay B. Ahi la caida RI asociada es 31, volts. Sin embargo, la direccién de corriente para la
rama AB en el circuito 1 es opuesta a la elegida para el flujo en el circuito 2, de manera que
la suma algebraica de todas las caidas RI para el circuito 1 es 11/} — 31;. Como el voltaje en
el circuito 1 es +30 volts, la ley de voltaje de Kirchhoff implica que

114, — 3, =30
La ecuacién para el circuito 2 es
—311 + 612 — 13 =5

El término —3/; viene del flujo de la corriente del circuito 1 por la rama AB (con una cai-
da de voltaje negativa porque ahi el flujo de corriente es opuesto al flujo en el circuito 2).
El término 6/, es la suma de todas las resistencias en el circuito 2, multiplicada por la corrien-
te del circuito. El término —I3 = —1 - I3 proviene de la corriente del circuito 3 que fluye por
el resistor de 1 ohm en la rama CD, en la direccién opuesta al flujo en el circuito 2. La ecua-
cién para el circuito 3 es

—12 + 313 = -25
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Observe que la baterfa de 5 volts en la rama CD se cuenta como parte de los circuitos 2 y 3,
pero se considera de —5 volts para el circuito 3 debido a la direccién elegida para la corriente
en el circuito 3. La baterfa de 20 volts es negativa por la misma razén.

Las corrientes de circuito se encuentran resolviendo el sistema

1111 - 3[2 = 30
3L +6l, — Iz3= 5 3)

— I, +3I3 =-25
Las operaciones de fila sobre la matriz aumentada conducen a la solucién: I} = 3 A,
I, = 1A el; = —8 A. El valor negativo de I5 indica que la corriente real en el circuito 3
fluye en la direccién opuesta a la que se muestra en la figura 1. |

Es conveniente observar el sistema (3) como una ecuacién vectorial:

11 -3 0 30
Li| 3 |+L| 6|+ —1]|= 5 4)
0 -1 3 -25
t f f t
I I I3 \4

La primera entrada de cada vector concierne al primer circuito, y de manera similar para la
segunda y tercera entradas. El primer vector resistor r; lista la resistencia en los diversos
circuitos por donde fluye la corriente /;. Una resistencia se registra como negativa cuando /;
fluye contra la direccion de flujo en otro circuito. Examine la figura 1 y vea cémo calcular
las entradas en ry; luego, haga lo mismo con r, y r3. La forma matricial de la ecuacién (4),

I,
Ri=v, donde, R=][r; r; r3] e i=|1
I3

da una versién matricial de la ley de Ohm. Si todas las corrientes de circuito se seleccionan
en la misma direccién (por ejemplo, en sentido antihorario), entonces todas las entradas fuera
de la diagonal principal de R seran negativas.

De una mirada, la ecuacién matricial Ri = v permite distinguir ficilmente la linealidad
de este modelo. Por ejemplo, si se duplica el vector voltaje, entonces lo mismo ocurre con el
vector corriente. Ademas, es valido el principio de superposicion. Es decir, la solucion de la
ecuacion (4) es la suma de las soluciones de las ecuaciones

30 0 0
Ri=| 0|, Ri= |5 y Ri= 0
0 0 =25

Cada ecuacidén aqui corresponde al circuito con una sola fuente de voltaje (las otras fuentes
se remplazan con los alambres que cierran cada circuito). El modelo para el flujo de co-
rriente es lineal porque precisamente las leyes de Ohm y de Kirchhoff son lineales. La caida
de voltaje en un resistor es proporcional a la corriente que fluye por él (Ohm), y la suma de
las caidas de voltaje en un circuito iguala a la suma de las fuentes de voltaje en el circuito
(Kirchhoff).

Las corrientes de circuito en una red se pueden emplear para determinar la corriente
en cualquier rama de la red. Si solo una corriente de circuito pasa por una rama, como de B
a D en la figura 1, la corriente de la rama es igual a la corriente de circuito. Si mas de una
corriente de circuito pasan por una rama, como de A a B, la corriente de rama es la suma
algebraica de las corrientes de circuito en la rama (ley de Kirchhoff sobre la corriente). Por
ejemplo, la corriente en larama ABes I — I =3 — 1 = 2 A, en ladireccién de /;. La corrien-
teenlaramaCDesl, — I = 9 A.



84 CAPITULO 1 Ecuaciones lineales en 4lgebra lineal

Ecuaciones en diferencias

En muchos campos, como ecologia, economia e ingenieria, surge la necesidad de modelar
matemadticamente un sistema dindmico que cambia en el tiempo. Diversos aspectos del siste-
ma se miden en intervalos de tiempo discretos, produciendo asi una secuencia de vectores Xy,
X1, X2,... Las entradas en x; brindan informacion sobre el estado del sistema en el momento
de la k-ésima medicion.

Si existe una matriz A tal que x; = AXo, X, = AX; y, en general,

X;+1 = AX; para k=0,1,2,... 5

entonces (5) se llama ecuacién lineal en diferencias (o relacion de recurrencia). Con esta
ecuacion, se pueden calcular x;, X5, y asi sucesivamente, si Xo se conoce. Las secciones 4.8
y 4.9, asi como algunas otras del capitulo 5, desarrollardn férmulas para x; y describirdn
qué ocurre a X; conforme k se incrementa indefinidamente. El andlisis que se presenta a con-
tinuacion ilustra como puede originarse una ecuacion en diferencias.

Un tema de interés para los demdgrafos es el movimiento de poblaciones o grupos de
gente de una regién a otra. El modelo sencillo que se incluye aqui considera los cambios en la
poblacién de una cierta ciudad y sus suburbios durante un periodo de afios.

Fije un afio inicial —por ejemplo, 2000— y denote las poblaciones de la ciudad y los
suburbios de ese afio mediante 7 y sy, respectivamente. Sea X, el vector de poblacién

_|ro Poblacién de la ciudad, 2000
0= S0 Poblacién suburbana, 2000

Para 2001 y los afios subsiguientes, denote las poblaciones de la ciudad y de los suburbios
mediante los vectores

r T r
X] = ! , Xy = 2 s X3 = ’ yoee
51 \Y) 83

Nuestro objetivo es describir matemdticamente cémo podrian estar relacionados esos vecto-
res.

Suponga que estudios demogréficos revelan que, cada afio, cerca del 5% de la poblacién
de la ciudad se muda a los suburbios (lo que significa que el 95% permanece en la ciudad),
mientras que el 3% de la poblacién suburbana cambia su residencia a la ciudad (en tanto que
el 97% permanece en los suburbios). Véase la figura 2.

Ciudad Suburbios

97

wi Uy agay
YRS & wtE

FIGURA 2 Porcentaje anual de migracion entre la ciudad y los suburbios.

Después de un afio, los habitantes originales de la ciudad, ry, estdn ahora distribuidos
entre la ciudad y los suburbios como

95ry | _ . .95 Permanecen en la ciudad ©)
.05ry | — o1 .05 Se mudan a los suburbios
Los habitantes de los suburbios en 2000, sq, estdn distribuidos un afio después como
s .03 Se mudan a la ciudad e
of 97 Permanecen en los suburbios
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Los vectores en (6) y (7) explican cémo se distribuye la poblacién en 2001.3 Asf,
ol .95 " 031 .95 03| ro
si| T 05| T 97 [T 05 97| s

X1 = MX() (8)

Es decir,

donde M es la matriz de migracion determinada por la siguiente tabla:

De:
Ciudad Suburbios A:
95 .03 Ciudad
|: .05 .97 ] Suburbios
La ecuacién (8) describe como cambid la poblaciéon de 2000 a 2001. Si los porcentajes de
migracién permanecen constantes, entonces el cambio de 2001 a 2002 est4 dado por

Xy = MX1
y, de manera similar, de 2002 a 2003 y en los afios subsiguientes. En general,
Xp+1 = Mx; para k=0,1,2,... ©)]

La secuencia de vectores {X, X;, X»,... } describe las poblaciones de la ciudad y los suburbios
durante un periodo de afos.

EJEMPLO 3 Calcule la poblacién de la regién que se acaba de describir para los afios
2001 y 2002, considerando que la poblacién en el afio 2000 era de 600,000 habitantes en la
ciudad y de 400,000 en los suburbios.

600,000

SOLUCION La poblacion inicial en 2000 es Xg = |: 400.000

i|. Para 2001,

. [.95 .03”:600,000:| '582,000]
=

.05 .97 || 400,000 | ~ | 418,000
Para 2002,
o = Mx — |95 037 582.0007 _ [565.440 .
2T AT 05 .97 || 418,000 | T | 434,560

El modelo para el movimiento poblacional en (9) es lineal porque la correspondencia
Xy —> Xg+ €s una transformacion lineal. La linealidad depende de dos hechos: el nimero de
personas que eligen cambiar su residencia de una drea a otra es proporcional al nimero
de personas en esa drea, como se muestra en (6) y (7), y el efecto acumulativo de esas elec-
ciones se encuentra sumando el movimiento de las personas de las diferentes dreas.

PROBLEMA DE PRACTICA

Encuentre una matriz A y vectores X y b tales que el problema del ejemplo 1 signifique resol-
ver la ecuacién Ax = b.

3 Para simplificar, se ignoran otros factores que influyen en la poblacién, como nacimientos, muertes y movimientos
migratorios hacia la regién que comprende la ciudad y los suburbios, asi como hacia fuera de ella.
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1.10 EJERCICIOS

1. Por lo regular, el empaque de un cereal indica el nimero de
calorfas y las cantidades de proteinas, carbohidratos y grasa
contenidas en una porcién del producto. A continuacién se dan
las cantidades para dos cereales comunes. Suponga que se pre-
parard una mezcla de esos dos cereales, de manera que contenga
exactamente 295 calorias, 9 g de proteinas, 48 g de carbohidra-
tos y 8 g de grasa.

a) Establezca una ecuacién vectorial para este problema. In-
cluya un enunciado que explique el significado de cada va-
riable empleada en la ecuacién.

b) Escriba una ecuacion matricial equivalente, y determine si es
posible preparar la mezcla deseada de los dos cereales.

Informacién nutricional por cada porcion

General Mills Quaker® 100%

Nutriente Cheerios® Natural Cereal
Calorias 110 130
Proteinas (g) 4 3
Carbohidratos (g) 20 18
Grasa (g) 2 5

2. Una porcién de Shredded Wheat aporta 160 calorias, 5 g de pro-
tefna, 6 g de fibra y 1 g de grasa. Una porcién de Crispix® aporta
110 calorias, 2 g de proteina, .1 g de fibray .4 g de grasa.

a) Establezca una matriz B y un vector u tal que Bu dé las can-
tidades de calorias, proteinas, fibra y grasa contenidas en una
mezcla de tres porciones de Shredded Wheat y dos porciones
de Crispix.

b) [M] Suponga que se desea un cereal con mas fibra que
Crispix, pero con menos calorias que Shredded Wheat.
(Es posible que una mezcla de ambos cereales proporcione
130 calorfas, 3.20 g de proteina, 2.46 g de fibra y .64 g de
grasa? Si es posible, ;cudl es la mezcla?

3. Después de tomar una clase sobre nutricién, una consumidora
asidua de los productos de Annie’s®, a quien le gusta el producto
Mac and Cheese (macarrones con queso), decide mejorar los ni-
veles de proteina y fibra en su almuerzo favorito agregando bré-
coli y pollo enlatado. La informacion nutricional de los alimentos
mencionados en este ejercicio se indica en la siguiente tabla.

Informacién nutricional por cada porciéon

Nutriente = Mac and Cheese Brécoli  Pollo Shells
Calorias 270 51 70 260
Proteina (g) 10 5.4 15 9
Fibra (g) 2 5.2 0 5

a) [M] Si ella quiere limitar su almuerzo a 400 calorias, pero
desea obtener 30 g de proteina y 10 g de fibra, ;qué propor-
ciones de Mac and Cheese, brdcoli y pollo deberia utilizar?

b) [M] Ella encontré que no habia mucho brécoli en las pro-
porciones del inciso a), asi que decidié cambiar del clasico

Mac and Cheese a Annie’s Whole Wheat Shells and White
Cheddar (pasta integral y queso cheddar). ;{Qué proporcio-
nes de cada alimento deberia emplear para lograr los mismos
objetivos que en el inciso a)?

4. Ladieta Cambridge aporta .8 g de calcio por dia, ademads de los
nutrientes listados en la tabla 1 del ejemplo 1. Las cantidades de
calcio por unidad (100 g) que aportan los tres ingredientes en la
dieta Cambridge son las siguientes: 1.26 g de leche descremada,
.19 g de harina de soya y .8 g de suero de leche. Otro ingrediente
en la mezcla de la dieta es proteina aislada de soya, que aporta
los siguientes nutrientes en cada unidad: 80 g de proteinas, O g
de carbohidratos, 3.4 g de grasay .18 g de calcio.

a) Establezca una ecuacién matricial cuya solucién determine
las cantidades de leche descremada, harina de soya, suero de
leche y proteina aislada de soya necesarias para suministrar
las cantidades precisas de proteinas, carbohidratos, grasa y
calcio en la dieta Cambridge. Indique qué representan las
variables de la ecuacién.

b) [M] Resuelva la ecuacién en a) y analice la respuesta.

En los ejercicios 5 a 8, escriba una ecuacién matricial que determine
las corrientes del circuito. [M] Si dispone de MATLAB o de algin
otro programa de matrices, resuelva el sistema para las corrientes del
circuito.

5. 6.
20V 1Q
1Q @ 40
W—||_
5Q 30V
230 @ 210
— W

2Q 20V
10V 4Q
7 4({" 40
L AW
1(% @ aa( 1, (=10V
WA VWA
7Q 5Q
30V
A 69@ %39
VW |
2Q 20V



10.

11.

En cierta regién, cada afio, cerca del 7% de la poblacién de una
ciudad se muda a los suburbios, y alrededor del 5% de la po-
blacién suburbana cambia su residencia a la ciudad. En 2010,
habia 800,000 residentes en la ciudad y 500,000 en los subur-
bios. Establezca una ecuacién en diferencias que describa esta
situacion, donde X, sea la poblacidn inicial en 2010. Luego, es-
time las poblaciones en la ciudad y en los suburbios dos afios
después, es decir, en 2012. (Ignore otros factores que podrian
influir en el tamafio de las poblaciones).

Cada afio, en cierta region, cerca del 6% de la poblacién de una
ciudad se muda a los suburbios, y alrededor del 4% de la pobla-
cién suburbana se muda a la ciudad. En 2010, habia 10,000,000
de residentes en la ciudad y 800,000 en los suburbios. Esta-
blezca una ecuacién en diferencias que describa esta situacidn,
donde xq sea la poblacién inicial en 2010. Luego, estime las
poblaciones en la ciudad y en los suburbios dos afios después,
es decir, en 2012.

En 1994, la poblacién de California era de 31,524,000 habitan-
tes, y la poblacién que vivia en Estados Unidos, pero fuera de
California, era de 228,680,000 habitantes. Durante el afio, se
estim6 que 516,100 personas se mudaron de California a otro
lugar en Estados Unidos, mientras que 381,262 personas se mu-
daron a California desde diversos lugares del pais.*

a) Establezca la matriz de migracién para esta situacidn, utili-
zando cinco lugares decimales para las tasas de migracién
entrante y saliente de California. Explique cémo obtuvo la
matriz de migracion.

b) [M] Calcule las poblaciones proyectadas para el afio 2000 en
California y en otras partes de Estados Unidos, suponiendo
que las tasas de migraciéon no cambian durante el periodo
de 6 afios. (Esos célculos no toman en cuenta nacimientos,
muertes o la migracién sustancial de personas a California
y a otros lugares de Estados Unidos provenientes de otros
paises).

4Datos de migracién suministrados por la Unidad de Investigacién Demogr-

fica del Departamento de Finanzas del estado de California.
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12.

13.

14.

[M] Budget® Rent A Car en Wichita, Kansas, tiene una flotilla
de 500 vehiculos, distribuidos en tres sucursales. Un auto ren-
tado en una sucursal puede devolverse en cualquiera de las tres.
Las diversas fracciones de autos devueltos a las tres sucursales
se muestran en la matriz que aparece a continuacién. Suponga
que un lunes hay 295 autos en el aeropuerto (0 que se rentan
ahi), 55 autos en la sucursal de la zona este, y 150 automéviles
en el establecimiento de la zona oeste. ;Cudl serd la distribucién
aproximada de autos para el miércoles?

Autos rentados en:

Aeropuerto Este  Oeste Devueltos en:
.97 .05 .10 Aeropuerto
.00 .90 .05 Este
.03 .05 .85 Oeste

[M] Sean M y x( como en el ejemplo 3.

a) Calcule los vectores poblacionales x; para k = 1,..., 20.
Analice sus hallazgos.

b) Repita el inciso @) considerando una poblacién inicial de
350,000 en la ciudad y 650,000 en los suburbios. ;Qué
encontré?

[M] Estudie cémo los cambios en las temperaturas de los bordes
de una placa de acero afectan a las temperaturas en los puntos
interiores de la placa.

a) Comience por estimar las temperaturas 7, T», T3, T4 en cada
uno de los conjuntos de cuatro puntos de la placa que se
sefialan en la figura. En cada caso, el valor de T} se aproxi-
ma mediante el promedio de las temperaturas en los cuatro
puntos mas cercanos. Consulte los ejercicios 33 y 34 de
la seccién 1.1, donde los valores (en grados) son (20, 27.5,
30, 22.5). (Cémo se relaciona esta lista de valores con
los resultados obtenidos para los puntos en los conjuntos
a)y b)?

b) Sin efectuar cdlculos, ;qué ocurre con las temperaturas in-
teriores en a) cuando todas las temperaturas en los bordes
se multiplican por 3? Compruebe su suposicion.

¢) Finalmente, haga una conjetura general sobre la correspon-
dencia de la lista de ocho temperaturas en los bordes con la
lista de las cuatro temperaturas interiores.

Placa A Placa B
20°  20° 0 0°
20°  20° 10° 10°
a) b)
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SOLUCION AL PROBLEMA DE PRACTICA

36 51 13 X 33
A=152 34 74 |, x=|x2|, b=|45
0 7 1.1 X3 3

CAPITULO 1 EJERCICIOS COMP

1. Marque cada enunciado como verdadero o falso. Justifique sus

LEMENTARIOS

0) Si A es una matriz de m X n, si la ecuacion Ax = b tiene al

respuestas. (Si el enunciado es vélido, cite hechos o teoremas
pertinentes. Si es falso, explique por qué o dé un contraejem-
plo que muestre por qué el enunciado no es verdadero en cada
caso).

a) Cada matriz es equivalente por filas a una tnica matriz en
forma escalonada.

b) Cualquier sistema de n ecuaciones lineales con n variables
tiene a lo sumo 7 soluciones.

¢) Siun sistema de ecuaciones lineales tiene dos soluciones di-
ferentes, debe tener un niimero infinito de soluciones.

d) Si un sistema de ecuaciones lineales no tiene variables li-
bres, entonces tiene una solucion unica.

e) Si una matriz aumentada [A b] se transforma en [C d]
mediante operaciones elementales de fila, entonces las ecua-
ciones Ax = b y Cx = d tienen exactamente los mismos

conjuntos solucién.

)

Si un sistema AX = b tiene mas de una solucién, entonces lo
mismo sucede con el sistema Ax = 0.

Si A es una matriz de m X n 'y la ecuaciéon Ax = b es con-
sistente para alguna b, entonces las columnas de A generan
aR™

Q)

h) Si una matriz aumentada [A b] se puede transformar en
una forma escalonada mediante operaciones elementales de

fila, entonces la ecuacién Ax = b es consistente.

Si las matrices A y B son equivalentes por filas, tienen la
misma forma escalonada reducida.

La ecuacién Ax = 0 tiene la solucién trivial si y solo si no
hay variables libres.

7
k) Si A es una matriz de m X n y la ecuacién Ax = b es con-
sistente para cada b en R™, entonces A tiene m columnas
pivote.

/) Siuna matriz A de m X n tiene una posicién pivote en cada
fila, entonces la ecuaciéon Ax = b tiene una solucién dnica

para cada b en R™.

m) Si una matriz A de n X n tiene n posiciones pivote, enton-
ces la forma escalonada reducida de A es la matriz identidad
den x n.

n) Si Ay B son matrices de 3 x 3 con tres posiciones pivote
cada una, entonces A se puede transformar en B mediante
operaciones elementales de fila.

menos dos soluciones diferentes, y si la ecuacion Ax = ¢
es consistente, entonces la ecuacién Ax = c¢ tiene muchas
soluciones.

Si Ay B son matrices de m x n equivalentes por filas y si las
columnas de A generan a R, entonces también lo hacen
las columnas de B.

p)

Si ninguno de los vectores en el conjunto S = {vy, v,, v3}
en R3 es un miltiplo de los otros vectores, entonces S es
linealmente independiente.

Q)

r)

Si {u, v, w} es linealmente independiente, entonces u, vy w
no estdn en R2.

5)

En algunos casos, es posible que cuatro vectores generen
5
alR.

f) Siuy vestin en R™, entonces —u estd en Gen {u, v}.

)

Siu, vy w son vectores diferentes de cero en R2, entonces w
es una combinacion lineal deu y v.

V)

Si w es una combinacion lineal de u y v en R”, entonces u
es una combinacion lineal de vy w.

w) Supongamos que vj, V2 y V3 estdn en R>, v, no es muiltiplo
de v{, y v3 no es una combinacién lineal de v; y v,. Por lo
tanto, {vy, v, v3} es linealmente independiente.

x) Una transformacion lineal es una funcion.

y) SiA esuna matriz de 6 x 5, la transformacién lineal x — Ax
no puede mapear R> sobre R®.

z) Si A es una matriz de m X n con m columnas pivote, en-
tonces la transformacién lineal x — Ax es un mapeo uno
auno.

Sean a y b nlimeros reales. Describa los posibles conjuntos so-
lucién de la ecuacion (lineal) ax = b. [Sugerencia: El nimero
de soluciones depende de a y b].

Las soluciones (x, y, z) de una sola ecuacion lineal
ax +by+cz=d

forman un plano en R3 cuando a, b y ¢ no son todos cero. Cons-
truya conjuntos de tres ecuaciones lineales cuyas graficas a) se
intersecan en una sola recta, b) se intersecan en un solo punto, y
¢) no tienen puntos en comun. Las siguientes figuras muestran
graficas caracteristicas.



Tres planos se intersecan
en una recta

Tres planos se intersecan
en un punto

a) b)

Tres planos sin Tres planos sin
interseccion interseccién

c) c')

Suponga que la matriz coeficiente de un sistema lineal de
tres ecuaciones con tres variables tiene una posicion pivote en
cada columna. Explique por qué el sistema tiene una solucién
Unica.

Determine & y k tales que el conjunto solucién del sistema:
i. es un conjunto vacio, ii. contiene una solucién tunica, y
iii. contiene un nimero infinito de soluciones.

a) x1+3x=k b)
4.X1 +h.X2 =38

—2x1+ hx, = 1
6.X1 + kX2 -2

Considere el problema de determinar si el siguiente sistema de
ecuaciones es consistente:

4X1 — 2)C2 + 7X3 =-5
8)61 — 3X2 + 10X3 -3

a) Defina vectores adecuados, y replantee el problema en tér-
minos de combinaciones lineales. Luego, resuélvalo.

b) Defina una matriz adecuada, y replantee el problema utili-
zando la frase “columnas de A”.

¢) Defina una transformacioén lineal 7 adecuada empleando la
matriz en b), y exponga el problema en términos de 7.

Considere el problema de determinar si el siguiente sistema de
ecuaciones es consistente para toda by, b,, bs:

2X1 — 4X2 — 2X3 = bl
—le + X2+ X3 :bz

7X1 - 5X2 - 3X3 = b3

a) Defina vectores adecuados y replantee el problema en térmi-
nos de Gen {vy, v, v3}. Luego, resuélvalo.

b) Defina una matriz adecuada y replantee el problema utili-
zando la frase “columnas de A”.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.
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¢) Defina una transformacién lineal T adecuada utilizando la
matriz en b), y replantee el problema en términos de 7.

Describa las posibles formas escalonadas de la matriz A. Use la
notacidn del ejemplo 1 de la seccién 1.2.
a) A es una matriz de 2 x 3 cuyas columnas generan a R2.

b) A es una matriz de 3 x 3 cuyas columnas generan a R>.

Escriba el vector |: 2

la recta {(x, y): y = 2x} y el otro sobre la recta {(x, y):
y = x/2}.

Sean aj, a, y b los vectores en R? que se muestran en la figura,

] como la suma de dos vectores, uno sobre

yseaA = [a; ap]. ;Tiene solucidn la ecuaciéon Ax = b? Si es
asi, jes tnica la solucién? Explique su respuesta.
X2
b
a;
X

a

Construya una matriz A de 2 x 3, que no esté en forma escalona-
da, de manera que la solucién de Ax = 0 sea una recta en R3.

Construya una matriz A de 2 x 3, que no esté en forma escalo-
nada, de manera que la solucién de Ax = 0 sea un plano en R?,

Escriba la forma escalonada reducida de una matriz A de 3 x 3
de manera que las primeras dos columnas de A sean columnas
pivote y

3 0
Al =21 =10
1 0

Determine el valor o valores de a de manera que

1 a . . .
{|: a ] ) [a ) ]} sea linealmente independiente.

En a) y b), suponga que los vectores son linealmente indepen-
dientes. ;Qué puede decir acerca de los nimeros a,..., f? Justi-
fique sus respuestas. [Sugerencia: Utilice un teorema para b)].

a b d cll lz i

a)|0|,|c],| e b) ol |17
0 0 f

0 0 1

Con base en el teorema 7 de la seccién 1.7, explique por qué las
columnas de la matriz A son linealmente independientes.

1 0 0 O
2 5 0 0
A= 36 8 0
4 7 9 10

Explique por qué un conjunto {vj, v5, V3, V4} en R debe ser
linealmente independiente cuando {v;, v, v3} es linealmente
independiente y v4 no estd en Gen {vy, v, v3}.

Suponga que {vy, v»} es un conjunto linealmente independiente
en R". Demuestre que {vy, v| + v,} también es linealmente in-
dependiente.
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Suponga que vy, v, v3 son distintos puntos sobre una linea
en R3. La recta no necesita pasar por el origen. Demuestre que
{v1, v2, v3} es linealmente dependiente.

Sea T : R" — R™ una transformacién lineal, y suponga que
T(u) = v. Demuestre que T(—u) = —v.

Sea T : R> — R3? una transformacién lineal que refleja cada
vector a través del plano x, = 0. Es decir, T(x;, x2, x3) = (x1,
—X2, x3). Encuentre la matriz estandar de 7.

Sea A una matriz de 3 x 3 con la propiedad de que la transfor-
macién lineal x — Ax mapea R3 sobre R3. Explique por qué la
transformacién debe ser uno a uno.

Una rotacion de Givens es una transformacion lineal de R" a R”
empleada en programas de computo para crear una entrada cero
en un vector (por lo general, una columna de una matriz). La
matriz estindar de una rotacién de Givens en R? tiene la forma

3 ) s

4
Encuentre a y b tales que [ 3 ] gire a [(5)]

x
“,3)

\
\
\
v

| o

(5,0

Una rotacién de Givens en R2.

24,

25.

La siguiente ecuacién describe una rotacién de Givens en R3.
Encuentre a y b.

a 0 =b7[2 245
0 1 o0(|3]|=]| 3

b 0 a 4 0

, A+ =1

Un gran edificio de apartamentos se construird empleando técni-
cas de construccién modular. El arreglo de los apartamentos, en
cualquier piso en particular, se selecciona a partir de tres planes
basicos. El plan A tiene 18 apartamentos en un piso, incluyendo
3 unidades de 3 recdmaras, 7 unidades de 2 recdmaras, y 8 uni-
dades de 1 recdmara. Cada piso del plan B incluye 4 unidades de
3 recdmaras, 4 unidades de 2 recdmaras, y 8 unidades de 1 re-
cdmara. Cada piso del plan C tiene 5 unidades de 3 recdmaras, 3
unidades de 2 recdmaras, y 9 unidades de 1 recimara. Suponga
que el edificio tiene un total de x| pisos del plan A, x; pisos del
plan B, y x3 pisos del plan C.

3
71?
8

a) (Qué interpretacion puede darse al vector x;

b) Escriba una combinacién lineal formal de vectores que ex-
prese el niimero total de apartamentos de una, dos y tres re-
cdmaras del edificio.

¢) [M] (Es posible disefiar el edificio con exactamente 66 uni-
dades de tres recdmaras, 74 unidades de dos recdmaras, y
136 unidades de una recimara? Si es asf, jexiste mds de una
forma de hacerlo? Explique su respuesta.



Algebra de matrices

EJEMPLO INTRODUCTORIO

Modelos de computadora en el
diseno de aeronaves

Para disefiar la siguiente generacién de aeronaves comerciales
y militares, los ingenieros de Boeing’s Phantom Works usan
el modelado tridimensional (3D) y la dindmica de fluidos
computacional (DFC). De esta manera, estudian el flujo de
aire alrededor de un avién virtual para responder importantes
preguntas de disefio antes de crear los modelos fisicos.

Este método ha reducido en forma drastica los tiempos y
costos del ciclo de disefio; y el dlgebra lineal desempefia

un papel de suma importancia en el proceso.

La aeronave virtual comienza como un modelo matema-
tico “de alambre” que existe solo en la memoria de la compu-
tadora y en las terminales de presentacion grafica. (Se muestra
el modelo de un Boeing 777). Este modelo matematico
organiza e influye en cada paso del disefio y la manufactura
de la aeronave, tanto en el exterior como en el interior.

El andlisis de DFC concierne a la superficie exterior.

Aunque tal vez el acabado exterior de la aeronave
parezca liso, la geometria de la superficie es complicada.
Ademais de alas y fuselaje, un avion tiene cabinas, estabili-
zadores, dispositivos de sustentacidn, aletas y alerones.

La forma en que el aire fluye alrededor de estas estructuras
determina cdmo se desplaza la aeronave por el cielo. Las
ecuaciones que describen el flujo del aire son complicadas y
deben tomar en cuenta la admisién de los motores, los gases
expelidos y las estelas que dejan las alas de la aeronave. Para
estudiar el flujo del aire, los ingenieros necesitan de una des-

cripcién sumamente detallada de la superficie de la aeronave.

Una computadora crea un modelo de la superficie al su-
perponer, primero, una malla tridimensional de “cuadros” so-
bre el modelo de alambre original. En esta malla, los cuadros

caen completamente dentro o completamente fuera de la aero-
nave, o se intersecan con la superficie de esta. La computadora
selecciona los cuadros que se intersecan con la superficie

y los subdivide, reteniendo solo los mds pequefios que atn

se intersecan con la superficie. El proceso de subdivision se
repite hasta que la malla se vuelve extremadamente fina.

Una malla tipica puede incluir més de 400,000 cuadros.

El proceso para encontrar el flujo de aire alrededor de la
aeronave implica la solucién repetida de un sistema de ecuacio-
nes lineales Ax = b que puede implicar hasta dos millones de
ecuaciones y variables. El vector b cambia a cada momento, con
base en datos que provienen de la malla y de las soluciones de
ecuaciones previas. Usando las computadoras mas rapidas dis-
ponibles comercialmente, un equipo de Phantom Works puede
tardar desde unas cuantas horas hasta varios dias para configurar
y resolver un solo problema de flujo de aire. Después de que el
equipo analiza la solucién, podra hacer pequefios cambios en la
superficie de la aeronave, y comenzar de nuevo todo el proceso.
Es posible que se necesiten miles de corridas de DFC.

En este capitulo se presentan dos conceptos importantes
que ayudan en la solucién de los enormes sistemas de
ecuaciones de este tipo:

* Matrices particionadas: Un sistema tipico de ecuacio-
nes de DFC tiene una matriz de coeficientes “dispersa”
con la mayoria de entradas iguales a cero. El agrupar
las variables en forma correcta conduce a una matriz
particionada con muchos bloques de ceros. En la
seccion 2.4 se presenta este tipo de matrices y se
describen algunas de sus aplicaciones.

91
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® Factorizaciones de matrices: El sistema de
ecuaciones es complicado, incluso cuando esta
escrito con matrices particionadas. Para simplificar
atn mads los cdlculos, el programa computacional
DFC aplicado en el Boeing utiliza lo que se conoce
como factorizacién LU de la matriz de coeficientes.
En la seccidn 2.5 se analiza la factorizaciéon LU y
otras factorizaciones matriciales utiles. Mas adelante,
en varias partes de este libro, aparecen mds detalles
respecto de las factorizaciones.

Para poder analizar una solucién de un sistema de flujo

de aire, los ingenieros tienen que visualizar el flujo de aire
Sobre la Superﬁcie de la aeronave; para ellO, utlllzan gréﬁcos La moderna DFC ha revolucionado el disefio de aeronaves.
El Boing Blended Wing Body se encuentra en disefio y entrard

enerados por computadora, y el algebra lineal proporciona : .
8 P p y g prop en funcionamiento en 2020 o tal vez antes.

las herramientas para trazarlas. El modelo de marco de

alambre de la superficie de la acronave se almacena como de zonas pequeiias, y hacerla girar para ver partes que
datos en muchas matrices. Una vez que se presenta laimagen  quedan ocultas en determinado dngulo. Cada una de estas
en una pantalla de computadora, los ingenieros pueden operaciones se realiza con una multiplicacién adecuada de
modificarla a escala, hacer acercamientos y alejamientos matrices. En la seccién 2.7 se explican las ideas bdsicas.

Nuestra capacidad para analizar y resolver ecuaciones aumentara considerablemente al adqui-
rir la habilidad de realizar operaciones algebraicas con matrices. Mdas atin, las definiciones y
los teoremas de este capitulo ofrecen algunas herramientas basicas para manejar las maltiples
aplicaciones del dlgebra lineal que implican dos o mas matrices. Para matrices cuadradas, el
teorema de la matriz invertible de la seccién 2.3 retine la mayoria de los conceptos tratados
anteriormente en el libro. En las secciones 2.4 y 2.5 se examinan matrices particionadas y
factorizaciones de matrices, las cuales aparecen en la mayor parte de los usos modernos del
dlgebra lineal. En las secciones 2.6 y 2.7 se describen dos aplicaciones interesantes del alge-
bra de matrices a la economia y a los graficos generados por computadora.

2.1 | OPERACIONES DE MATRICES

Si A es una matriz de m X n, es decir, una matriz con m filas y n columnas, entonces la entrada
escalar en la i-ésima fila y la j-ésima columna de A se denota mediante a;; y se llama entra-
da (i, j) de A. Véase la figura 1. Por ejemplo, la entrada (3, 2) es el niimero as; en la tercera
fila, segunda columna. Cada columna de A es una lista de m nimeros reales, que identifica
un vector en R™. Con frecuencia, estas columnas se denotan mediante aj,..., a,, y la matriz
A se escribe como

A=la; a - a,]

Observe que el nimero a;; es la i-ésima entrada (desde arriba) del j-ésimo vector columna a;.

Las entradas diagonales en una matriz A = [a;] de m X n son ayy, axn, ass,..., y for-
man la diagonal principal de A. Una matriz diagonal es una matriz cuadrada de n X n
cuyas entradas no diagonales son cero. Un ejemplo es la matriz identidad de n x n, I,.
Una matriz de m x n cuyas entradas son todas cero es una matriz cero o matriz nula y se es-
cribe como 0. El tamafio de una matriz cero, por lo general, es evidente a partir del contexto.
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Columna
J

ap R aj; R ap,
Fila i aj; e a;j e ai, | = A
| a1 A A |
a, a; a

j
FIGURA 1 Notacion matricial.

Suma y multiplos escalares

La aritmética para vectores que se describi6 anteriormente tiene una extension natural hacia
las matrices. Se dice que dos matrices son iguales si tienen el mismo tamafio (es decir, el
mismo numero de filas y de columnas) y si sus columnas correspondientes son iguales, lo
que equivale a decir que sus entradas correspondientes son iguales. Si A y B son matrices de
m X n, entonces la suma A + B es la matriz de m X n cuyas columnas son las sumas de las
columnas correspondientes en A y B. Puesto que la suma vectorial de las columnas se realiza
por entradas, cada entrada en A + B es la suma de las entradas correspondientes de A y B.
Lasuma A + B estd definida solo cuando A y B son del mismo tamaiio.

EJEMPLO 1 Sean

4 0 5 11 2 -3
A_[—1 3 2]’ B‘[3 5 7} C‘[o 1}

Luego,
5 1 6
A+B= [2 ! 9}
pero A + C no estd definida porque A y C tienen diferentes tamafios. |

Si r es un escalar y A es una matriz, entonces el miiltiplo escalar rA es la matriz cuyas
columnas son r veces las columnas correspondientes de A. Al igual que sucede con los vecto-
res, —A significa (—1)A, y A — Besigual que A + (—1)B.

EJEMPLO 2 SiAy B son las matrices del ejemplo 1, entonces
I 1 1] _[2 2 2
3 5 7| |6 10 14
4 0 5 2 2 2 2 -2 3
A_zB_[—l 3 2]_[6 10 14} _[—7 -7 —12} "
En el ejemplo 2 no fue necesario calcular A — 2B como A + (—1)2B porque las reglas

usuales del dlgebra se aplican a las sumas y los miiltiplos escalares de matrices, como se vera
en el siguiente teorema.

23:2[

Sean A, B 'y C matrices del mismo tamafio, y sean r y s escalares.
a) A+tB=B+A d rA+B)=rA+rB

b) A+B)+C=A+B+O0 e) (r+sA=rA+sA
c) A+0=A ) r(sA) = (rs)A
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Cada igualdad del teorema 1 se comprueba al mostrar que la matriz del lado izquierdo
tiene el mismo tamafio que la del lado derecho y que las columnas correspondientes son
iguales. El tamafio no es problema porque A, B'y C son del mismo tamafio. La igualdad de co-
lumnas es consecuencia inmediata de las propiedades andlogas de los vectores. Por ejemplo,
si las columnas j-ésimas de A, By C son a;, b; y ¢;, respectivamente, entonces las columnas
j-ésimasde (A + B) + Cyde A + (B + C) son

(aj + bj) + Cj y aj + (bj + Cj),

respectivamente. Ya que estas dos sumas vectoriales son iguales para cada j, la propiedad b)
queda comprobada.

Debido a la propiedad asociativa de la suma, se puede escribir simplemente A + B + C
para la suma, lo cual se calcula como (A + B) + C, o bien, como A + (B + C). Lo mismo se
aplica a sumas de cuatro o mds matrices.

Multiplicacion de matrices

Cuando una matriz B multiplica a un vector X, transforma a x en el vector Bx. Si después
este vector se multiplica, a la vez, por una matriz A, el vector resultante es A(Bx). Véase la
figura 2.

Multiplicacion Multiplicacién
por B porA

o
Bx A(Bx)
FIGURA 2 Multiplicacién por By luego por A.

Asi, A(Bx) se produce a partir de X por una composicion de mapeos, las transformaciones
lineales estudiadas en la seccién 1.8. Nuestro objetivo es representar este mapeo compuesto
como la multiplicacién por una sola matriz, que se denota con AB, de manera que

A(Bx) = (AB)x (1)
Véase la figura 3.
Multiplicacion Multiplicacién
por B por A
Xe ® ® A(Bx)
Bx

Multiplicacion
por AB
FIGURA 3 Multiplicacién por AB.

SiAesdem x n, Besden x pyxestd en R, las columnas de B se denotan como
b;,..., b,, y las entradas de x como xi,..., x,. Por consiguiente,

Bx = xiby + -+ + x,b,
Por la linealidad de la multiplicacién por A,

A(Bx) = A(x1by) + - + A(x,b,)

x14by + --- +XpAbp
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El vector A(Bx) es una combinacion lineal de los vectores Ab;,..., Ab,, usando las entradas

de x como pesos. En notacién matricial, esta combinacién lineal se escribe como
A(Bx) = [Ab; Ab, --- Ab,Ix

Asi, la multiplicacién por [Ab,
la matriz buscada!

Ab, -+ Ab,] transforma a x en A(Bx). jYa encontramos

Si A es una matriz de m X n, y si B es una matriz de n X p con columnas by,..., b, enton-
ces el producto AB es la matriz de m X p cuyas columnas son Aby,..., Ab,. Es decir,

AB=A[b; by - b,]=[Ab; Ab, -+ Ab,]

Esta definicién hace que la ecuacién (1) sea verdadera para toda x en R”. La ecua-
cién (1) demuestra que el mapeo compuesto de la figura 3 es una transformacion lineal y que
su matriz estdndar es AB. La multiplicacion de matrices corresponde a la composicion de
transformaciones lineales.

2 3 4 3 6
EJEMPLO 3 CalculeAB,dondeA=|:1 _S]yBZ[l 2 3i|-

SOLUCION Escriba B =[b; b, b;],y calcule:

o[t 21} e[t 23}
(2]

¥ l \

11 0 21i|

i s)l8]
5]

Luego,

-1 13 -9
bt

Ab 1 Ab , A b 3

AB:A[b] b2 b3]:[

Observe que como la primera columna de AB es Aby, esta columna es una combinacién
lineal de las columnas de A usando como pesos las entradas de b;. Un enunciado similar es
verdadero para cada columna de AB.

Cada columna de AB es una combinacion lineal de las columnas de A usando pesos de
la columna correspondiente de B.

Evidentemente, el nimero de columnas de A debe corresponder al ndmero de filas en B
para que una combinacién lineal como Ab; esté definida. Ademads, la definicién de AB mues-
tra que AB tiene el mismo niimero de filas que A y el mismo niimero de columnas que B.

EJEMPLO 4 SiA esunamatrizde 3 x 5y B unamatriz de 5 X 2, ;cudles son los tamafios
de ABy de BA, si tales productos estan definidos?
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SOLUCION Como A tiene 5 columnas y B tiene 5 filas, el producto AB est4 definido y es una
matriz de 3 x 2:

A B AB
£ S S S 3 * X % ok
k ok ok ok ok ¥ x| = | % x
k ok ok ok ok * % * %k

* %
* X
3x5 Hay 5x2 3x2
correspon-
dencia
‘ Tamafio de AB ‘

El producto BA no estd definido, porque las dos columnas de B no se corresponden con las
tres filas de A. ]

La definiciéon de AB es importante para el trabajo tedrico y las aplicaciones, pero la
siguiente regla ofrece un método mds eficiente para calcular cada una de las entradas de AB
cuando se resuelven a mano problemas sencillos.

REGLA FILA-COLUMNA PARA CALCULAR AB

Si el producto AB estd definido, entonces la entrada en la fila i y la columna j de
AB es la suma de los productos de las entradas correspondientes de la fila i de A y
la columna j de B. Si (AB);; denota la entrada (i, j) en AB, y si A es una matriz de
m X n, entonces

(AB);; = anbyj + apbyj + =+ + ainby;

Para comprobar esta regla, sea B = [b; ‘- b,]. La columna j de AB es Ab;, y pode-
mos calcular Ab; usando la regla fila-vector para calcular Ax, como vimos en la seccién 1.4.
La i-ésima entrada de Ab; es la suma de los productos de entradas correspondientes de la
fila i de A y del vector b;, que es precisamente el cdlculo descrito en la regla para calcular
la entrada (i, j) de AB.

EJEMPLO 5 Use la regla fila-columna para calcular dos de las entradas de AB para las
matrices del ejemplo 3. Una inspeccion de los nimeros implicados aclarard cémo los dos
métodos para calcular AB producen la misma matriz.

SOLUCION Para encontrar la entrada de la fila 1 y la columna 3 de AB, considere la fila 1
de A y la columna 3 de B. Multiplique las entradas correspondientes y sume los resultados,
como se muestra a continuacion:

'
AB_a[z 3}[4 3 6}_[D O 2(6)+3(3)]_[D O 21}
- 1 =51 =2 3| |Oo O O “|lo O O

Para la entrada en la fila 2 y la columna 2 de AB, use la fila 2 de A y la columna 2 de B:

2 3[4 3 6] _[O 0 207 _ [0 O 21
a|:l —5}[1 —9) 3]_[5 13) + —5(=2) D}_[D 13 D]
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EJEMPLO 6 Encuentre las entradas de la segunda fila de AB, donde

s

A= ., B=|7 1
6 —8 —7 3 o
-3 0 9

SOLUCION De acuerdo con la regla fila-columna, las entradas de la segunda fila de AB pro-
vienen de la fila 2 de A (y de las columnas de B):

2 5 07! -

4 —6

o e B R A

6 -8 7|5

3 0 9 .
O O O O
| —4+21-12 6+3-8| |5 1

= O 0 “|lo o u

0 0 o O

Observe que puesto que el ejemplo 6 pedia solamente la segunda fila de AB, se podria
haber escrito solamente la segunda fila de A a la izquierda de B para calcular

4 -6
[-1 3 —4]|7 1|=[5 1]
32

Esta observacion acerca de las filas de AB es cierta en general, y es consecuencia de la regla
fila-columna. Dejemos que fila; (A) denote la i-ésima fila de una matriz A. De esta forma,

fila; (AB) = fila; (A) - B (2)

Propiedades de la multiplicacién de matrices

El siguiente teorema lista las propiedades estandar de la multiplicacién de matrices. Recuerde
que I, representa la matriz identidad de m x m, y que I,,x = x para toda x en R™.

Sea A una matriz de m X n, y sean B y C matrices con tamafios para los que las sumas
y los productos indicados estan definidos.

a) ABC) = (AB)C

b) A(B + C) =AB + AC
¢) (B+CA=BA+CA

d) r(AB) = (rA)B = A(rB)
para cualquier escalar r

e) I,A=A=Al,

(ley asociativa de la multiplicacién)
(ley distributiva izquierda)

(ley distributiva derecha)

(identidad para la multiplicacién de matrices)

DEMOSTRACION Las propiedades b) a e) se consideran en los ejercicios. La propiedad a)
es consecuencia de que la multiplicacién de matrices corresponde a la composicion de trans-
formaciones lineales (que son funciones) y se sabe (o es facil comprobar) que la composicién
de funciones es asociativa. A continuacion se presenta otra demostracion de a) que se basa en
la “definicién de columna” del producto de dos matrices. Sea

C=le; - ¢l
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Por la definicién de multiplicacién de matrices,

BC = [BC1
A(BC) = [A(Bcy)

Be, ]
A(Bcp) ]

Recuerde de la ecuacién (1) que la definicién de AB hace que A(Bx) = (AB)x para toda x, de
manera que

A(BC) = [(AB)c; *+* (AB)c,] = (AB)C |

Las leyes asociativa y distributiva de los teoremas 1 y 2 expresan, en esencia, que es po-
sible agregar o eliminar parejas de paréntesis en expresiones matriciales de la misma manera
que sucede en el dlgebra de nimeros reales. En particular, se puede escribir el producto como
ABC 'y calcularlo ya sea como A(BC) o (AB)C.! De manera similar, un producto de cuatro
matrices ABCD se puede calcular como A(BCD) o (ABC)D o A(BC)D, y asf sucesivamente.
No importa cémo se agrupen las matrices al realizar el calculo de un producto, siempre y
cuando se conserve el orden de izquierda a derecha de las matrices.

El orden de izquierda a derecha en productos es importante porque, en general, AB y
BA, no son iguales. Esto no es sorprendente, ya que las columnas de AB son combinaciones
lineales de las columnas de A, mientras que las columnas de BA se construyen a partir de las
columnas de B. La posicién de los factores en el producto AB se enfatiza al decir que A se
multiplica por la derecha por B o que B se multiplica por la izquierda por A. Si AB = BA,
se dice que A y B conmutan una con la otra.

3 2

EJEMPLO 7 SeaA:[S l}sz[i :

0 .
. Muestre que estas matrices no

conmutan. Es decir, compruebe que AB # BA.

SOLUCION
5 172 o0 4 3
=13 55 5)-15 2

sa=[3 5 S]] '

El ejemplo 7 ilustra la primera de la siguiente lista de diferencias importantes entre el
dlgebra de matrices y el dlgebra de nimeros reales. Para ver ejemplos de estas diferencias,
consulte los ejercicios 9 a 12.

ADVERTENCIAS:
1. En general, AB # BA.

2. Lasleyes de la cancelacion no se aplican en la multiplicacién de matrices. Es decir,
si AB = AC, en general no es cierto que B = C. (Véase el ejercicio 10).

3. Si un producto AB es la matriz cero, en general, no se puede concluir que A = 0
o B = 0. (Véase el ejercicio 12).

Potencias de una matriz

Si A es una matriz de n x n y k es un entero positivo, entonces A* denota el producto de k

! Cuando B es cuadrada y C tiene menos columnas que las filas de A, es mds eficiente calcular A(BC) en vez de
(AB)C.
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copias de A:

Ak =A---A

[

k

Si A es diferente de cero y x estd en R”, entonces A*x es el resultado de multiplicar repe-
tidamente k veces a x por la izquierda por A. Si k = 0, entonces A% deberia ser la misma
x. Por consiguiente, A se interpreta como la matriz identidad. Las potencias de matrices
son Utiles tanto en la teoria como en las aplicaciones (secciones 2.6, 4.9, y més adelante
en el libro).

La transpuesta de una matriz

Dada una matriz A de m x n, la transpuesta de A es la matriz de n x m, que se denota con A7,
cuyas columnas se forman a partir de las filas correspondientes de A.

EJEMPLO 8 Sean

-5 2
Az[‘c’ Cﬂ, B=| 1 =31, c:[_é 1_; 1}
0 4
Por lo tanto,
1 -3
T a C T -5 1 0 T 1 5
A_[b d}’B_[2—3 4}C—1—2 .
1 7

Sean A y B matrices cuyos tamafios son adecuados para las siguientes sumas y pro-
ductos.

a) AHT=A

b) A+BT=AT+ BT

c¢) Para cualquier escalar r, (rA)T = rAT

d) (AB)T = BTAT

Las demostraciones de a) a c) son directas y se omiten. Para d), véase el ejercicio 33. Por
lo regular, (AB)” no es igual a A7B”, aun cuando A y B tengan tamafios tales que el producto
ATBT esté definido.

La generalizacién del teorema 3d) a productos de mas de dos factores puede expresarse
con palabras de la siguiente forma:

La transpuesta de un producto de matrices es igual al producto de sus transpuestas en
orden inverso.

Los ejercicios incluyen ejemplos numéricos que ilustran las propiedades de las trans-
puestas.
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AB por filas).

—— NOTAS NUMERICAS

1. La manera mas rdpida de obtener AB en una computadora depende de la forma en
que la computadora guarde las matrices en su memoria. Los algoritmos estdndar de
gran eficiencia, tales como los de LAPACK, calculan AB por columnas, como en
nuestra definicién del producto. (Una versiéon de LAPACK escrita en C++ calcula

2. Ladefinicion de AB se presta en si misma al procesamiento paralelo en una compu-
tadora. Las columnas de B se asignan individualmente o en grupos a diferentes
procesadores que, de manera independiente, y por lo tanto simultinea, calculan las
columnas correspondientes de AB.

PROBLEMAS DE PRACTICA

1. Puesto que los vectores en R” se pueden considerar como matrices de n x 1, las propie-
dades de las transpuestas del teorema 3 también se aplican a vectores. Sean

] N H

Calcule (Ax)7, x"A7, xx” y x"x. ;Est4 definida A"x"?

2. Sean A una matriz de 4 x 4 y sea x un vector en R* ;Cudl es la forma més rapida de
calcular A%x? Cuente las multiplicaciones.

2.1 EJERCICIOS

En los ejercicios 1 y 2, calcule cada suma o producto si la matriz
estd definida. Si alguna expresion no estd definida, explique por qué.
Sean

2 0 -1 7 -5 1
A_[4 -5 2]’ B_[l —4 —3]’

(4 1) -l 3] -]

1. —2A,B —2A,AC,CD

2. A+3B,2C - 3E, DB, EC
En lo que resta de este conjunto de ejercicios y los que siguen, su-
ponga que todas las expresiones matriciales estan definidas. Es decir,

los tamaios de las matrices y los vectores implicados “ajustan” de
manera correcta.

3. Sea A= [i :; :| calcule 31, — Ay Bp)A.
4. Calcule A — 513y (5I5)A, donde
5 —1 3
A= -4 3 -6
-3 1 2

En los ejercicios 5 y 6 calcule el producto AB de dos maneras: a) con
la definicién, donde Ab; y Ab, se calculan por separado, y b) por la
regla de la fila-columna para obtener AB.

-1 3
5. A= 2 4,1;:[_‘21 _g]
5 -3

10.

11.

12.

4 -3
A=]|-3 5 .B:[; _;]
0 1
Si A es una matriz de 5 x 3 y el producto AB es 5 x 7, ;cudl es

el tamaio de B?

(Cudntas filas tiene B si BC es una matriz de 5 x 47

2 3 1
-1 1]y3‘[—3

de k, si los hay, hardn que AB = BA?

3 —6 11 -3 -5
-1 2}3_[3 4]yc_[2 1]’

Compruebe que AB = AC'y, sin embargo, B # C.

Sean A = |: :] (Qué valor(es)

Sea Az[

1 2 3 5 0 0
Sean A=|2 4 5|yD=|0 3 0| Calcule
3 5 6 0o 0 2

AD y DA. Explique como cambian las columnas o filas de A
cuando se multiplica por D por la derecha o por la izquierda.
Encuentre una matriz B de 3 x 3, que no sea la matriz identidad
o la matriz cero, tal que AB = BA.

3

Sea A = [_2

_Z ] Construya una matriz B de 2 x 2 tal

que AB sea igual a la matriz cero. Utilice para B dos diferentes
columnas no nulas (distintas de cero).



13. Sean ry,..., r, vectores en R", y sea Q una matriz de m x n.
Escriba la matriz [Qr; -+ Or,] como un producto de dos
matrices (ninguna de ellas igual a la matriz identidad).

14. Sea U la matriz de 3 x 2 de costos descrita en el ejemplo 6
de la seccién 1.8. La primera columna de U lista los costos
por ddlar de produccién para elaborar el producto B, y la se-
gunda columna lista los costos por ddlar de produccién para
el articulo C. (Los costos estdn por categorias de materiales,
mano de obra y gastos indirectos). Sea q; un vector en R?
que liste la produccién (medida en ddlares) de los productos B
y C manufacturados durante el primer trimestre del afio, y
sean (2, 3 Y q4 los vectores andlogos que listan las canti-
dades de productos B y C manufacturados en el segundo,
tercero y cuarto trimestres, respectivamente. Dé una des-
cripciéon econdémica de los datos en la matriz UQ, donde

O={a1 9 q3 q4}.

Los ejercicios 15 y 16 tratan de matrices arbitrarias A, B'y C para
las cuales las sumas y los productos indicados estdn definidos.
Marque cada enunciado como verdadero o falso. Justifique sus
respuestas.

15. a) Si Ay B son matrices de 2 x 2 con columnas aj, a; y by, by,
respectivamente, entonces AB = [ajb;  a;bs].

b) Cada columna de AB es una combinacién lineal de las co-
lumnas de B usando los pesos de la columna correspondiente
de A.

¢) AB+AC=AB+ O)
d) AT+ BT=@A + BT
e) La transpuesta de un producto de matrices es igual al pro-
ducto de sus transpuestas en el mismo orden.
16. a) La primera fila de AB es la primera fila de A multiplicada
por B por la derecha.

b) Si Ay B son matrices de 3 x 3y B = [b
ces AB = [Ab1 + Ab2 + Ab3]

¢) SiA esuna matriz de n x n, entonces (42)7 = (A7)?

d) (ABC)T = CTATBT

e) La transpuesta de una suma de matrices es igual a la suma
de sus transpuestas.

1 -3 -3
-3 S]YAB_[ 1

mera y la segunda columnas de B.

b, bs], enton-

17. Si A= [ _};] determine la pri-

18. Suponga que la tercera columna de B estd conformada en su
totalidad por ceros. ;Qué se puede decir acerca de la tercera
columna de AB?

19. Suponga que la tercera columna de B es la suma de las dos pri-
meras columnas. ;Qué se puede decir acerca de la tercera co-
lumna de AB? ;Por qué?

20. Suponga que las dos primeras columnas de B, b; y b,, son
guales. ;Qué se puede decir acerca de las columnas de AB?
(Por qué?

21. Suponga que la udltima columna de AB estd conformada en su
totalidad por ceros, pero B, por si sola, no tiene columnas de
ceros. (Qué se puede decir acerca de las columnas de A?
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22. Demuestre que si las columnas de B son linealmente depen-
dientes, entonces también lo son las columnas de AB.

23. Suponga que CA = I, (la matriz identidad de n x n). Demuestre
que la ecuacién Ax = 0 tiene tnicamente la solucién trivial.
Explique por qué A no puede tener mas columnas que filas.

24. Suponga que A es una matriz de 3 X n cuyas columnas ge-
neran a R3. Explique cémo construir una matriz D de n x 3
tal que AD = L.

25. Suponga que A es una matriz de m X n, y que existan las ma-
trices C 'y D de n x m, tales que CA = [, y AD = I,. De-
muestre que m = n'y C = D. [Sugerencia: Piense en el pro-
ducto CAD].

26. Suponga que AD = I, (la matriz identidad de m x m). De-
muestre que para toda b en R”, la ecuaciéon Ax = b tiene una
solucién. [Sugerencia: Piense en la ecuacién ADb = b]. Expli-
que por qué A no puede tener mds filas que columnas.

En los ejercicios 27 y 28, considere los vectores en R” como ma-
trices de n x 1. Parauy v en R", el producto de matrices u’v es una
matriz de 1 x 1, que se llama producto escalar, o producto interno,
de u y v. Por lo general, se escribe como un tnico niimero real sin
corchetes. El producto de matrices uv’ es una matriz de n x n, que
se llama producto exterior de u y v. Los productos u’v y uv’ se
presentardn mds adelante en el libro.

-3 a
2 |yv=| b | Calcule u’v, viu, uv’y vu’.
-5 c

27. Seau =

28. Siuy vestin en R", ;cémo se relacionan u’vy v/u? ;Y cé6mo
se relacionan uv’y vu’?

29. Compruebe el teorema 2b) y 2c¢). Use la regla fila-columna.
La entrada (i, j) de A(B + C) se puede escribir como

aj(bij + cij) + -+ ap(by; + cy))

0
Zaik (brj + cxj)
k=1

30. Compruebe el teorema 2d). [Sugerencia: La entrada (i, j) en
(raj)byj + -+ + (rai)byl.

31. Demuestre que /,A = A, donde A es una matriz de m X n.
Suponga que [,,x = X para toda x en R™.

32. Demuestre que Al = A cuando A es una matriz de m x n.
[Sugerencia: Use la definicién (de columna) de Al,].

33. Demuestre el teorema 3d). [Sugerencia: Considere la j-ésima
fila de (AB)T].

34. Dé una férmula para (ABx)”, donde x es un vector, y A 'y B son
matrices con los tamafios adecuados.

35. [M] Lea la documentacidn de su programa de matrices y escriba
los comandos que producirian las siguientes matrices (sin intro-
ducir cada entrada de la matriz).

a) Una matriz de 4 x 5 de ceros.
b) Una matriz de 5 x 3 de unos.
¢) La matriz identidad de 5 x 5.

d) Una matriz diagonal de 4 x 4, con entradas diagonales 3,
4,2,5.
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Una forma qtil de someter a prueba ideas nuevas o de hacer con-
jeturas en dlgebra de matrices es realizar cdlculos con matrices se-
leccionadas en forma aleatoria. La comprobacién de una propiedad
para unas cuantas matrices no demuestra que la propiedad sea vélida
en general, pero permite que la propiedad sea mds creible. Ademds,
es posible descubrir si una propiedad es falsa realizando unos cuan-
tos cdlculos.

36.

37.

38.

[M] Escriba el comando o los comandos necesarios para crear
una matriz de 5 X 6 con entradas aleatorias. ;{Dentro de qué
rango de niimeros se encuentran las entradas? Diga cémo crear
aleatoriamente una matriz de 4 x 4 con entradas enteras en-
tre —9 y 9. [Sugerencia: Si x es un nimero aleatorio tal que
0 <x <1, entonces —9.5 < 19(x — .5) < 9.5].

[M] Construya matrices aleatorias A y B de 4 x 4, y comprue-
be si AB = BA. La mejor manera de hacer esto es calcular
AB — BA 'y comprobar si esta diferencia es la matriz cero. Des-
pués compruebe AB — BA para tres pares mds de matrices alea-
torias de 4 x 4. Escriba un informe de sus conclusiones.

[M] Construya una matriz aleatoria A de 5 x 5 y compruebe
si (A + I)(A — I) = A? — I. La mejor manera de hacer esto es
calcular (A + (A — I) — (A? — I), y verificar que esta dife-
rencia sea la matriz cero. Realicelo para tres matrices al azar.

39.

40.

41.

Luego, someta a prueba (A + B)(A — B) = A?> — B?> de la misma
forma para tres pares de matrices aleatorias de 4 x 4. Escriba un
informe de sus conclusiones.

[M] Use al menos tres pares de matrices aleatorias A y B de
4 x 4 para someter a prueba las igualdades (A + B)T = AT + BT
y (AB)T = B7AT, asi como (AB)T = ATBT (Véase el ejercicio 37).
Escriba un informe de sus conclusiones. [Nofa: La mayoria de
los programas de matrices usan A’ para representar A”].

[M] Sea

o 1 0 0 0
o o0 1 0 0
§=10 0 0 1 O
o 0 0 o0 1
o o0 0 0 0

Calcule S* parak = 2,..., 6.

[M] Describa con palabras qué ocurre cuando se calcula A3, A0,
A20 y A30 para

1/4 172 1/4
A=|1/2 13 1/6
1/4  1/6 17/12

SOLUCIONES A LOS PROBLEMAS DE PRACTICA

—2 4

1. Ax:[ 3

S } |: 5] = [ _;1 ] De manera que (Ax)” = [—4 2]. También,

x'A" =[5 3][_; _ﬂz[—4 2]

Las cantidades (Ax)” y x”A” son iguales, por el teorema 3d). Después,

X' X

BB R

[ 3][5} —[25+9] =34

3

Una matriz de 1 x 1 como x’x generalmente se escribe sin corchetes. Por ultimo, ATXT
no estd definida, ya que x” no tiene dos filas que correspondan a las dos columnas

de AT,

2. La manera més rdpida de calcular A’ es calculando A(Ax). El producto Ax requiere
16 multiplicaciones, 4 por cada entrada, y A(AX) requiere 16 mds. En contraste, el pro-
ducto A? requiere 64 multiplicaciones, 4 por cada una de las 16 entradas en A%, Después
de eso, A’x requiere 16 multiplicaciones mds, para un total de 80.

2.2 | LA INVERSA DE UNA MATRIZ

El 4lgebra de matrices brinda herramientas para manejar ecuaciones matriciales y crear di-
versas formulas ttiles, de manera similar a lo que sucede en el dlgebra con nimeros reales.
En esta seccidn se investiga el andlogo matricial del reciproco, o inverso multiplicativo, de un

numero diferente de cero.
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Recuerde que el inverso multiplicativo de un nimero como 5 es 1/5 o 57!, Este inverso
satisface la ecuacién
51.5=1y 5-51=1
La generalizacién matricial requiere ambas ecuaciones y evita la notacién con diagonales
(para division), ya que la multiplicacién de matrices no es conmutativa. Ademads, una genera-

lizacién completa solo es posible si las matrices implicadas son cuadradas.'
Se dice que una matriz A de n x n es invertible si existe otra matriz C de n X n tal que

CA=1 y AC=1
donde I = I,,, 1a matriz identidad de n x n. En este caso, C es una inversa de A. En efecto,
C estd determinada Unicamente por A, ya que si B fuera otra inversa de A, entonces B =
BI = B(AC) = (BA)C = IC = C. Esta inversa tinica se denota mediante A™', tal que,
ATA=T1 y AAT' =1

Una matriz que no es invertible en ocasiones se llama matriz singular, y una matriz invertible
se llama matriz no singular.

. 2 5 -7 =5
EJEMPLO 1 Sid= |3 7] y C —|: 3 2] entonces
2 51[-7 -5 1 0
AC‘_—3 —7_[ 3 2]_[0 1]y
-7 =57 2 5 1 0
CA__ 3 2_|:—3 —7]_|:0 1]
Por lo tanto, C = AL [

A continuacién se presenta una férmula sencilla para la inversa de una matriz de 2 x 2,
junto con una prueba para saber si existe la inversa.

b
Sea A = [z d } Si ad — bc # 0, entonces A es invertible y

1 d —b
Al=——+r
ad — bc [—C a ]
Siad — be = 0, entonces A no es invertible.
La sencilla demostracion del teorema 4 se esboza en los ejercicios 25 y 26. La cantidad
ad — bc se llama determinante de A, y se escribe como
detA = ad — bc

El teorema 4 establece que una matriz A de 2 x 2 es invertible si y solo si det A # 0.

! Podrfa decirse que una matriz A de m x n es invertible si existen matrices C'y D de n x m, tales que CA = I,y
AD = I,. Sin embargo, estas ecuaciones implican que A es cuadrada y C = D. Por lo tanto, A es invertible como
ya se definid. Véase los ejercicios 23 a 25 en la seccién 2.1.
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TEOREMA 5

EJEMPLO 2 Encuentre lainversade A = |:g 2]

SOLUCION Ya que det A = 3(6) — 4(5) = —2 # 0, A es invertible, y

A—1=L[ 6 —4} =[ 6/(-2) —4/(—2)} =[—3 2 ] .
-2l 3 —5/(=2)  3/(-2) 5/2 —3/2

Las matrices invertibles son indispensables en dlgebra lineal, sobre todo para célculos
algebraicos y deducciones de férmulas, como en el teorema siguiente. En ocasiones, una
matriz inversa permite entender mejor un modelo matemético de alguna situacion de la vida
real, como en el ejemplo 3 que se presenta un poco mds adelante.

Si A es una matriz invertible de n x n, entonces, para cada b en R”, la ecuacién Ax = b
tiene la solucién tnica x = A~ 'b.

DEMOSTRACION Tome cualquier b en R”. Existe una solucién porque cuando se susti-
tuye A”'b por x, se tiene Ax = A(A™'b) = (AA™ b = Ib = b. Asi que A~ 'b es una solucién.
Para probar que la solucién es unica, demuestre que si u es cualquier solucion, entonces u
debe ser, de hecho, A™'b. En efecto, si Au = b, podemos multiplicar ambos miembros por
A~!y obtener

AT'/Au=A"b, Iu=A""b y u=A4""D [

EJEMPLO 3 Una viga eldstica horizontal tiene soportes en cada extremo y estd sujeta
a fuerzas en los puntos 1, 2 y 3, como indica la figura 1. Sea f en R? tal que liste las fuerzas
en estos puntos, y sea y en R3 tal que liste las magnitudes de deflexién (es decir, de movi-
miento) de la viga en los tres puntos. Con base en la ley de Hooke de la fisica, se puede
demostrar que

y = Df

donde D es una matriz de flexibilidad. Su inversa se denomina matriz de rigidez. Describa
el significado fisico de las columnas de Dy D!,

FIGURA 1 Deflexion de una viga eldstica.

SOLUCION Escribal; = [e; e es] y observe que
D = DI3 = [De1 Dez De3]

Interprete el vector e; = (1, 0, 0) como una fuerza unitaria aplicada hacia abajo en el punto 1
(con fuerza cero en los otros dos puntos). De esta forma, De;, la primera columna de D,
lista las deflexiones de la viga debidas a una fuerza unitaria en el punto 1. Descripciones
similares son vdlidas para la segunda y tercera columnas de D.

Para estudiar la matriz de rigidez D!, observe que la ecuacién f = D™y calcula un
vector de fuerza f cuando se da un vector de deflexion y. Escriba

D '=D';=[D'e; D 'es D les]

Ahora interprete e; como un vector de deflexién. De esta forma, D~ 'e; lista las fuerzas que
crean la deflexién. Es decir, la primera columna de D™! lista las fuerzas que deben aplicarse
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en los tres puntos para producir una deflexién unitaria en el punto 1 y deflexién cero en los
otros puntos. De manera similar, las columnas 2 y 3 de D! listan las fuerzas requeridas para
producir deflexiones unitarias en los puntos 2 y 3, respectivamente. En cada columna, una o
dos de las fuerzas deben ser negativas (apuntan hacia arriba) para producir una deflexién uni-
taria en el punto deseado y deflexiones cero en los otros dos puntos. Si se mide la flexibilidad,
por ejemplo, en pulgadas de deflexidn por libra de carga, entonces las entradas de la matriz de
rigidez estdn dadas en libras de carga por pulgada de deflexion. |

La férmula del teorema 5 se utiliza muy pocas veces para resolver en forma numérica
una ecuaciéon Ax = b porque la reduccién por filas de [A b] casi siempre es mds ripida.
(La reduccion por filas también es mds precisa, en general, cuando los cédlculos requieren el
redondeo de los nimeros). Una posible excepcion es el caso 2 x 2, ya que los cdlculos men-
tales para resolver Ax = b en ocasiones resultan mas ficiles usando la férmula para A™',
como en el siguiente ejemplo.

EJEMPLO 4 Use lainversa de la matriz A del ejemplo 2 para resolver el sistema
3x1 +4x, =3
5x1 +6x, =7

SOLUCION Este sistema es equivalente a AX = b, por lo que

x:A_lbz[S_/SZ —ﬁzm]:[—ﬂ -

El siguiente teorema aporta tres datos Utiles acerca de las matrices invertibles.

a) Si A es una matriz invertible, entonces A~! es invertible y
@A =4

b) Si Ay B son matrices invertibles de n x n, entonces también lo es AB, y la inversa
de AB es el producto de las inversas de A y B en el orden opuesto. Es decir,

(AB)"'=B"'A"!

¢) Si A es una matriz invertible, también lo es A”, y la inversa de A7 es la transpuesta
de A™!. Es decir,

@An~t=@"hr

DEMOSTRACION Para comprobar el enunciado a), se debe encontrar una matriz C tal que
ATlcC=1y cA'=1

De hecho, estas ecuaciones se satisfacen colocando a A en lugar de C. Por lo tanto, A les
invertible y A es su inversa. A continuacién, para demostrar el enunciado b), se calcula:

ABYB AT )Y =ABB DA 1 =AIA ' =AA"1 =1

Un célculo similar indica que (B~'A~")(AB) = I. En el enunciado ¢) utilice el teorema 3d),
lea de derecha a izquierda, (A~1H)7AT = (AA~")T = I" = I. De manera similar, AT(A~")T =
IT = I. Por lo tanto, AT es invertible, y su inversa es (A™1)7. [ |

La siguiente generalizacion del teorema 6b) se necesitard mas adelante.

El producto de matrices invertibles de n x n es invertible, y la inversa es el producto de
sus inversas en orden opuesto.
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Existe una conexién importante entre las matrices invertibles y las operaciones de fila
que conduce a un método para calcular inversas. Como se verd, una matriz invertible A es
equivalente por filas a una matriz identidad, y es posible encontrar A™! observando la reduc-
cion por filas de A a 1.

Matrices elementales

Una matriz elemental es aquella que se obtiene al realizar una tinica operacién elemental
de fila sobre una matriz identidad. El siguiente ejemplo ilustra los tres tipos de matrices ele-
mentales.

EJEMPLO 5 Sean

1 0 O 0o 1 O 1 0 O
E = 0 1 O0f, E,=(1 0 O0f, E3=(0 1 0],
-4 0 1 0 0 1 0 0 5

Calcule E A, EbA y E3A, y describa como se pueden obtener estos productos por medio de
operaciones elementales de fila sobre A.

SOLUCION Compruebe que

a b c d e f
E1A= d e f , E2A— a b c |,
g—4a h—4b i—4c g h i
a b c
E3A: d e f
5¢ 5h 5

Al sumar a la fila 3 la fila 1 de A multiplicada por —4, se obtiene EA. (Esta es una operacién
de remplazo de filas). Con un intercambio de las filas 1 y 2 de A se obtiene E»A, y multipli-
cando la fila 3 de A por 5 se obtiene E3A. |

La multiplicacién izquierda (es decir, multiplicacién por la izquierda) por E; en el
ejemplo 5 tiene el mismo efecto en cualquier matriz de 3 x n. Esta operacién suma a la fila 3
la fila 1 multiplicada por —4. En particular, ya que E| - I = E}, vemos que E| se autoproduce
mediante esta misma operacién de fila sobre la identidad. Asi, el ejemplo 5 ilustra la siguien-
te propiedad general de las matrices elementales. Véase los ejercicios 27 y 28.

Si se realiza una operaciéon elemental de fila con una matriz A de m x n, la matriz
resultante se puede escribir como EA, donde la matriz E de m x m se crea al realizar
la misma operacion de fila sobre I,,.

Puesto que las operaciones de fila son reversibles, como se demostr6 en la seccién 1.1,
las matrices elementales son invertibles, porque si E se produce aplicando una operacién de
fila sobre I, entonces existe otra operacion de fila del mismo tipo que convierte a E de nuevo
en I. Por lo tanto, existe una matriz elemental F tal que FE = I. Puesto que E' y F correspon-
den a operaciones inversas, también EF = I.
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Toda matriz elemental E es invertible. La inversa de E es la matriz elemental del mismo
tipo que transforma a E de nuevo en /.

1 0 O
EJEMPLO 6 Encuentre la inversa de E; = 0 1 0
—4 0 1

SOLUCION Para transformar E; en I, sume la fila 1 multiplicada por +4 ala fila 3. La matriz
elemental que hace esto es

1 0 0
Ef'=| 0 1 0 [
+4 0 1

El siguiente teorema ofrece la mejor manera de “visualizar” una matriz invertible, y con-
duce de inmediato a un método para encontrar la inversa de una matriz.

Una matriz A de n x n es invertible si y solo si A es equivalente por filas a I, y, en
este caso, cualquier secuencia de operaciones elementales de fila que reduzca A a I,
también transforma a I, en A~ !.

DEMOSTRACION Suponga que A es invertible. Entonces, como la ecuacién Ax = b tiene
una solucién para toda b (teorema 5), A tiene una posicién pivote en cada fila (teorema 4 de
la seccidén 1.4). Puesto que A es cuadrada, las n posiciones pivote deben estar sobre la diago-
nal, lo que implica que la forma escalonada reducida de A es I,,. Es decir, A ~ I,.

A la inversa, ahora suponga que A ~ I,. Entonces, puesto que cada paso de la reduccion
por filas de A corresponde a una multiplicacién izquierda por una matriz elemental, existen
matrices elementales E|,..., Ep tales que

A~ EA~Ey)EA)~---~E(Ep_1---E1A) =1,

Es decir,
E,---EA=1, (1)

Puesto que el producto E,,..., E| de matrices invertibles es invertible, (1) conduce a

(Ep~--E1)_1(Ep-~-E1)A = (Ep...El)_l]n
A=(E,E)”
Por lo tanto, A es invertible, porque es la inversa de una matriz invertible (teorema 6).
También,

ATV =[(E,--E)'] ' = E,- E

Asi, A7l = E, -+ E; - I, 1o que indica que A~ ! resulta de aplicar E\,..., Ep sucesivamente
a I,. Esta es la misma secuencia en (1) que redujo A a I,,. |

Un algoritmo para determinar A™*

Si colocamos A e [ lado a lado para formar una matriz aumentada [A ], entonces las
operaciones de fila en esta matriz producen operaciones idénticas sobre A e I. De acuerdo
con el teorema 7, hay operaciones de fila que transforman a Aen [, y a I, en A"l oAnoes
invertible.
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ALGORITMO PARA DETERMINAR A1

Reduzca por filas la matriz aumentada [A []. Si A es equivalente por filas a I, en-
tonces [A  I] es equivalente por filas a [/ A~!']. De otra manera, A no tiene inversa.

o 1 2
EJEMPLO 7 EncuentrelainversadelamatrizA = | 1 0 3 |, siacaso existe.
4 -3 8
SOLUCION
0 1 2 1 o o] [T O 3 0 1 O
[A I]=|1 0 3 O 1 Of~|0O 1 2 1 0 O
|4 -3 8 0 0 1] |4 -3 8 0 0 1]
1t o 3 o 1 o] [1 O 3 0 1 O
~!0 1T 2 1 0O O|~]0 1 2 1 0 O
|0 -3 -4 0 —4 1] |0 0 2 3 -4 1]
1 0 3 0 1 0
~10 1 2 1 0 0
|0 0 1 3/2 -2 1/2]
1 0 0 -9/2 7 -3/27]
~10 1 0 =2 4 -1
|0 0 1 3/2 -2 1/2]
El teorema 7 sefala que, como A ~ I, A es invertible, y
-9/2 7 =3/2
A= =2 4 -1
3/2 =2 1/2
Es buena idea comprobar la respuesta final:
o 1 2 -9/2 7 =3/2 1 0 O
AAT'=|1 0 3|| -2 4 —1 [(=|0 1 0
4 -3 8 3/2 =2 1/2 0 0 1
No es necesario comprobar que A™'A = I, ya que A es invertible. |
Otro punto de vista de la inversion de matrices
Denote las columnas de I, por ey,..., €,. De esta forma, la reduccién por filas de [A ] a
[I A~']sepuede ver como la solucién simultdnea de los n sistemas
Ax =e¢;, AxX=1¢;, ... Ax=cv¢, 2)

donde todas las “columnas aumentadas” de estos sistemas se han colocado al lado de A para
formar[A e, e, -~ e,] =[A I].Laecuacién AA~' = I'yla definicién de multiplicacién
de matrices indican que las columnas de A~! son precisamente las soluciones de los siste-
mas de (2). Esta observacion es titil porque algunos problemas aplicados requieren encontrar
solamente una o dos columnas de A~'. En este caso, solo se necesita resolver los sistemas
correspondientes en (2).
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resulte mas precisa.

—— NOTAS NUMERICAS

En la préctica, rara vez se calcula A~! a menos que se necesiten las entradas de A~L
Calcular tanto A~! como A~ 'b requiere aproximadamente tres veces mds operaciones
aritméticas que resolver con reduccion por filas Ax = b, y la reduccién por filas quiza
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PROBLEMAS DE PRACTICA

1. Utilice determinantes para establecer cudles de las siguientes matrices son invertibles:

3 -9
@[3 7]

o o 3]

N

1 -2 —1
2. Encuentre la inversa de la matriz A = | —1 5 6 |, siexiste.
—4 5

2 EJERCICIOS

Encuentre las inversas de las matrices en los ejercicios 1 a 4.

1.

bl

5 5 =[5 3]
[ 3] i)

Utilice la inversa que encontrd en el ejercicio 1 para resolver
el sistema

8x; + 6x, = 2
5x1 + 4x, = —1
Utilice la inversa que encontr¢ en el ejercicio 3 para resolver el
sistema
7x1 + 3x, = -9
—6x; —3x, = 4

1 2 -1 1 2

Sean A—[S 12:|,b1—[ 3]’b2_|:_5]’b3_|:6i|
3
)

a) Determine A™!y utilicela para resolver las ecuaciones
Ax=Db;, Ax=Db,, Ax=b;, Ax= by

b) Las cuatro ecuaciones del inciso a) se pueden resolver con el
mismo conjunto de operaciones de fila, ya que la matriz de
coeficientes es la misma en cada caso. Resuelva las cuatro
ecuaciones del inciso @) mediante la reduccién por filas de la
matriz aumentada [A b; b, bz byl

Suponga que P es invertible y A = PBP~!. Determine B en
términos de A.

En los ejercicios 9 y 10, marque cada enunciado como verdadero o
falso. Justifique sus respuestas.

9.

10.

11.

12.

13.

a) Para que una matriz B sea la inversa de A, las ecuaciones
AB = Iy BA = I deben ser verdaderas.

b) Si Ay Bsonde n x n e invertibles, entonces A~'B~! es la
inversa de AB.

b
d

d) Si A es una matriz invertible de n X n, entonces la ecuacion
Ax = b es consistente para foda b en R",

c) SiA= [i ] y ab — cd # 0, entonces A es invertible.

e) Toda matriz elemental es invertible.

a) Si A es invertible, entonces las operaciones elementales
de fila que reducen A a la identidad 7, también reducen
A7 lal,.

b) Si A es invertible, entonces la inversa A~ ! es A misma.

¢) Un producto de matrices invertibles de n x n es invertible,
y la inversa del producto es el producto de sus inversas en el
mismo orden.

d) Si A es una matriz de n X n 'y AX = e; es consistente para
todaj e {1,2,...,n}, entonces A es invertible. Nota: e,..., e,
representa las columnas de la matriz identidad.

e) SiA puede reducirse por filas a la matriz identidad, entonces
A debe ser invertible.

Sea A una matriz invertible de n x n, y sea B una matriz de
n x p. Demuestre que la ecuacién AX = B tiene una solucién
tinica A™'B.

Utilice dlgebra de matrices para demostrar que si A es inver-

tible y D satisface AD = I, entonces D = AL

Suponga que AB = AC, donde B y C son matrices de n X p y
A es invertible. Demuestre que B = C. ;Esto es cierto, en ge-
neral, cuando A no es invertible?
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14. Suponga que (B — C)D = 0, donde B y C son matrices de
m x n'y D es invertible. Demuestre que B = C.

15. Sea A una matriz invertible de n x n, y sea B una matriz de
n x p. Explique por qué A™!B se puede calcular por reduccién
de filas:

Si[A B]~--~[I X],entoncesX =A"'B.

Si A es mayor de 2 x 2, entonces la reduccién por filas de
[A B]es mucho més rdpida que calcularaA™'yaA™'B.

16. Suponga que A y B son matrices de n X n, B es invertible y AB
es invertible. Demuestre que A es invertible. [Sugerencia: Con-
sidere que C = AB, y despeje A en esta ecuacion].

17. Suponga que A, B y C son matrices invertibles de n x n.
Demuestre que ABC también es invertible al obtener una ma-
triz D tal que (ABC)D =1y D(ABC) = I.

18. Resuelva la ecuacién AB = BC para A, suponiendo que A, B
y C son matrices cuadradas y B es invertible.

19. Si A, By C son matrices invertibles n x n, ;la ecuacién C~!
(A + X)B~! = I, tiene una solucién, X? Si es asf, encuéntrela.

20. Suponga que A, By X son matricesden x ncon A, Xy A — AX
invertibles, y suponga que
A-AX)"'=X"'B 3)
a) Explique por qué B es invertible.
b) Despeje X en la ecuacidn (3). Si se necesita invertir una ma-
triz, explique por qué esta matriz es invertible.

21. Explique por qué las columnas de una matriz A de n X n son
linealmente independientes cuando A es invertible.

22. Explique por qué las columnas de una matriz A de n x n ge-
neran a R" cuando A es invertible. [Sugerencia: Repase el
teorema 4 de la seccién 1.4].

23. Suponga que A es de n x n'y que la ecuaciéon Ax = ( tiene
solamente la solucién trivial. Explique por qué A tiene n co-
lumnas pivote y es equivalente por filas a /,. De acuerdo con
el teorema 7, esto indica que A debe ser invertible. (Este ejer-
cicio y el 24 se mencionardn en la seccién 2.3).

24. Suponga que para una matriz A de n x n, la ecuacién Ax = b
tiene una solucién para toda b en R". Explique por qué A debe
ser invertible. [Sugerencia: ;A es equivalente por filas a /,?]

Los ejercicios
a b

A= [ ’ }

25. Demuestre que si ad — bc = 0, entonces la ecuacién Ax = 0

tiene mas de una solucién. jPor qué esto implica que A no es in-
vertible? [Sugerencia: Primero, considere a = b = 0. Después,

25 y 26 demuestran el teorema 4 para

. . —b
si a 'y b no son ambas cero, considere el vector X = 4 1.

26. Demuestre que si ad — bc # 0, la férmula para A~! funciona.

Los ejercicios 27 y 28 demuestran casos especiales de los hechos
acerca de matrices elementales establecidos en el recuadro que sigue
al ejemplo 5. Aqui A es una matriz de 3 x 3 e I = I3. (Una demos-
tracién general requeriria un poco mds de notacion).

27. Sea A una matriz de 3 x 3.

a) Use la ecuacién (2) de la seccién 2.1 para demostrar que
fila; (A) = fila; (1) - A, parai =1, 2, 3.

b) Demuestre que si las filas 1 y 2 de A se intercambian, en-
tonces el resultado se puede escribir como FA, donde E
es una matriz elemental formada al intercambiar las filas 1
y2del

¢) Demuestre que si la fila 3 de A se multiplica por 5, enton-
ces el resultado se puede escribir como EA, donde E se
forma al multiplicar la fila 3 de I por 5.

28. Suponga que se remplaza la fila 2 de A por fila, (A) — 3 - fila; (A).
Demuestre que el resultado es EA, donde E se forma a partir de
I al remplazar fila, (1) por filay (/) — 3 - fila; (A).

Encuentre las inversas de las matrices en los ejercicios 29 a 32, si
existen. Use el algoritmo presentado en esta seccion.

1 -3 3 6
w [} 2] w0 [39]
1 0 -2 1 2 —1
31. | -3 1 4 32, | 4 -7 3
2 -3 4 -2 -6 4

33. Use el algoritmo de esta seccidn para encontrar las inversas de

—
—_
(=]

<

Sea A la matriz de n x n correspondiente, y sea B su inversa.
Infiera la forma de B, y después demuestre que AB = I.

34. Repita la estrategia del ejercicio 33 para inferir la inversa B de

1 0 0 0
2 2 0 0
A=13 3 3 0
n n n n

Demuestre que AB = I.

-1 -7 =3
35. Sea A = 2 15 6 |. Encuentre la tercera columna de
1 3 2

A~ ! sin calcular las otras columnas.

=25 -9 =27
36. [M] Sea A =| 536 185 537 |. Encuentre la segunda
154 52 143

y tercera columnas de A~ ! sin calcular la primera columna.

2
37. Sea A= |1 3
1 5

. Construya una matriz C de 2 x 3 (por

prueba y error) usando sélo 1, —1 y 0 como entradas, de tal
forma que CA = I,. Calcule AC'y observe que AC # Is.



38.

39.

40.

1 -1 1
0o 1 -1 1
4 x 2, usando solo 1 y O como entradas, de tal forma

que AD = I,. (Es posible que CA = I4 para alguna matriz C
de 4 x 2? ;Por qué?

Sea A = [ } Construya una matriz D, de

[M] Sea
.011  .003 .001
D= .003 .009 .003
.001 .003 .011

una matriz de flexibilidad, con la flexibilidad medida en pul-
gadas por libra. Suponga que se aplican fuerzas de 40, 50 y
30 1b sobre los puntos 1, 2 y 3, respectivamente, en la figura 1
del ejemplo 3. Encuentre las deflexiones correspondientes.

[M] Encuentre la matriz de rigidez D! para la D del ejer-
cicio 39. Liste las fuerzas que se necesitan para producir una
deflexién de .04 pulgadas en el punto 3, con deflexién cero en
los otros puntos.

41.

42,
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[M] Sea
.0130 .0050 .0020 .0010
D= .0050 .0100 .0040 .0020
~ | .0020 .0040 .0100 .0050
.0010 .0020 .0050 .0130

la matriz de flexibilidad para una viga eldstica, como la del
ejemplo 3, con cuatro puntos en los que se aplican fuerzas.
Las unidades son centimetros por newton de fuerza. Las me-
diciones en los cuatro puntos identifican deflexiones de .07,
.12, .16 y .12 cm. Determine las fuerzas presentes en los cua-
tro puntos.

[M] Con D como en el ejercicio 41, determine las fuerzas que
producen una deflexién de .22 cm en el segundo punto de la
viga, con deflexién cero en los otros tres puntos. {Como estin
relacionadas la respuesta al problema y las entradas de D™'?
[Sugerencia: Primero conteste la pregunta para una deflexién
de 1 cm en el segundo punto].

SOLUCIONES A LOS PROBLEMAS DE PRACTICA

3
| 2

-9

1. a) det 6

:| =3-6—(—9)-2 =18 4 18 = 36. El determinante es diferente de

cero, de manera que la matriz es invertible.

-1

[4 —9
b) det_0 5
[ 6 —9
c) det__4 6
1 =2
2. [A I]~]| -1 5
| 5 —4
1 =2 -1
~]10 3 5
|0 6 10
1 -2 -1
~]10 3 5
|0 0 0

6
5

1
1
-5

1
1
=7

1
0
0

:| =4.-5—(—9)-0 = 20 # 0. La matriz es invertible.

] =6-6—(—9)(—4) = 36 — 36 = 0. La matriz no es invertible.

0

10

1

0 0]
1 0
0 1
0 0]
10
-2 1

Asi, [A 1] es ahora equivalente por filas a la matriz de la forma [B D], donde B es una
matriz cuadrada y tiene una fila de ceros. Las operaciones de fila adicionales no van a
transformar a B en I, asi que el proceso se detiene. A no tiene una inversa.

2.3 CARACTERIZACIONES DE MATRICES INVERTIBLES

Esta seccion constituye un repaso de la mayoria de los conceptos estudiados en el capitulo 1,
en relacién con sistemas de n ecuaciones lineales de n incégnitas y con matrices cuadradas.
El resultado principal es el teorema 8.
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TEOREMA 8

(a)
7 AN
(b) (€))

A\ U

(© <= @
FIGURA 1

(k)
7N
(@ <= (2
(&) <= ) = ()
(d) <= () <= (D)

() <= O

El teorema de la matriz invertible

Sea A una matriz cuadrada de n x n. Entonces, los siguientes enunciados son equiva-
lentes. Es decir, para una A dada, los enunciados son todos ciertos o todos falsos.

a) A es una matriz invertible.

b) A es equivalente por filas a la matriz identidad de n x n.

c) A tiene n posiciones pivote.

d) Laecuacién Ax = () tiene solamente la solucion trivial.

e) Las columnas de A forman un conjunto linealmente independiente.
f) La transformacion lineal x — AXx es uno a uno.

g) Laecuacion Ax = b tiene al menos una solucién para toda b en R”.
h) Las columnas de A generan R”.

i) La transformacion lineal x — Ax mapea R" sobre R".

j) Existe una matriz C de n x n tal que CA = I,

k) Existe una matriz D de n x n tal que AD = I.

1) AT es una matriz invertible.

Primero, se necesita alguna notacion. Si la veracidad del enunciado a) siempre implica
que el enunciado j) sea cierto, se dice que a) implica a j), y esto se representa como a) = j).
La demostracién establecerd el “circulo” de implicaciones que se ilustra en la figura 1. Si
cualquiera de estos cinco enunciados es cierto, entonces también lo son los demds. Por ul-
timo, la demostracién relacionara los enunciados restantes del teorema con los enunciados
incluidos en este circulo.

DEMOSTRACION Si el enunciado a) es cierto, entonces A~ ' funciona para C en j), de ma-
nera que a) = j). Luego, j) = d) por el ejercicio 23 de la seccion 2.1. (Regrese y lea el
ejercicio). También, d) = c¢) por el ejercicio 23 de la seccién 2.2. Si A es cuadrada y tiene
n posiciones pivote, entonces los pivotes deben estar sobre la diagonal principal; en tal
caso, la forma escalonada reducida de A es I,,. Por lo tanto, ¢) = b). También, b) = a) por
el teorema 7 de la seccién 2.2. Esto completa el circulo de la figura 1.

Ahora, a) = k) porque A~! funciona para D. También, k) = g) por el ejercicio 26 de
la seccién 2.1, y g) = a) por el ejercicio 24 de la seccidn 2.2. Asi que g) y k) estdn vincu-
lados al circulo. Ademés, g), i) e i) son equivalentes para cualquier matriz, de acuerdo con
el teorema 4 de la seccién 1.4 y el teorema 12a) de la seccién 1.9. Por consiguiente, i) e i)
estdn vinculados al circulo a través de g).

Como d) estd vinculado al circulo, también lo estdn e) y f), porque d), €) y f) son todos
equivalentes para cualquier matriz A. [Véase la seccioén 1.7 y el teorema 12b) de la seccién
1.9]. Por ultimo, a) = [) de acuerdo con el teorema 6¢) de la seccién 2.2, y [) = a) por el
mismo teorema intercambiando A y A”. Esto completa la demostracion. |

Segtin el teorema 5 de la seccién 2.2, el enunciado g) del teorema 8§ también se podria
escribir como: “La ecuacién Ax = b tiene una solucidn unica para toda b en R™”. Este enun-
ciado realmente implica a b) y, por lo tanto, implica que A es invertible.

El siguiente hecho es consecuencia del teorema 8 y del ejercicio 12 de la seccién 2.2.

Sean A y B matrices cuadradas. Si AB = I, entonces A y B son invertibles, con B = A™!
yA=B""
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El teorema de la matriz invertible divide al conjunto de todas las matrices de n X n en
dos clases disjuntas: las matrices invertibles (no singulares) y las matrices no invertibles (sin-
gulares). Cada enunciado del teorema describe una propiedad de toda matriz de n X n inver-
tible. La negacion de un enunciado del teorema describe una propiedad de toda matriz
singular de n x n. Por ejemplo, una matriz singular de n X n no es equivalente por filas a 7,
no tiene n posiciones pivote, y tiene columnas linealmente dependientes. Las negaciones de
los otros enunciados se consideran en los ejercicios.

EJEMPLO 1 Use el teorema de la matriz invertible para determinar si A es invertible:

1 0 =2
A= 3 1 =2
-5 -1 9
SOLUCION
1 0 =2 1 0 =2
A~10 1 4]|~l0 1 4
0 —1 —1 0 0 3

Por lo que A tiene tres posiciones pivote y, por lo tanto, es invertible, de acuerdo con el enun-
ciado c) del teorema de la matriz invertible. [ |

El poder del teorema de la matriz invertible radica en las relaciones que establece entre
tantos conceptos importantes, tales como la independencia lineal de las columnas de una
matriz A y la existencia de soluciones para ecuaciones de la forma Ax = b. Sin embargo, se
debe enfatizar que el teorema de la matriz invertible se aplica solo a matrices cuadradas. Por
ejemplo, si las columnas de una matriz de 4 x 3 son linealmente independientes, no puede
usarse el teorema de la matriz invertible para obtener cualquier conclusién acerca de la exis-
tencia o inexistencia de soluciones a ecuaciones de la forma Ax = b.

Transformaciones lineales invertibles

Recuerde de la seccién 2.1 que la multiplicacién de matrices corresponde a la composicién
de transformaciones lineales. Cuando una matriz A es invertible, la ecuacién A~! Ax = x se
puede ver como un enunciado acerca de transformaciones lineales. Véase la figura 2.

Multiplicacién
por A

xe e AX
Multiplicacion

por A™!
FIGURA 2 A~ ! transforma Ax de regreso a x.

Se dice que una transformacién lineal 7 : R" — R" es invertible si existe una funcién
S:R"— R"tal que

S(T(x)) = x paratoda x en R” (D)
T(S(x)) = x paratodaxen R" 2)

El siguiente teorema establece que si dicha S existe, es tinica y debe ser una transformacion
lineal. Se dice que S es la inversa de 7'y se escribe como T,
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TEOREMA 9

Sea T : R" — R" una transformacidn lineal y sea A la matriz estindar para 7. Asi,
T es invertible si y solo si A es una matriz invertible. En tal caso, la transforma-
cién lineal S dada por S(x) = A~ !x es la tnica funcién que satisface las ecuaciones

My @.

DEMOSTRACION Suponga que T es invertible. Entonces (2) indica que T es sobre R”,
porque si b estd en R" y x = S(b), entonces 7(x) = T(S(b)) = b, asi que toda b estd en el
rango de 7. Por lo tanto, A es invertible, de acuerdo con el teorema de la matriz invertible,
enunciado i).

Por el contrario, suponga que A es invertible y sea S(x) = A~ 'x. Entonces, S es una trans-
formacion lineal y evidentemente satisface (1) y (2). Por ejemplo,

S(T(x)) = S(Ax) = A" }(Ax) = x

Por consiguiente, T es invertible. La demostracién de que S es tnica se describe de manera
general en el ejercicio 38. n

EJEMPLO 2 ;Qué se puede decir acerca de una transformacién lineal 7 uno a uno
de R" en R"?

SOLUCION Las columnas de la matriz estdindar A de T son linealmente independientes
(segtn el teorema 12 de la seccién 1.9). Por lo que A es invertible, de acuerdo con el teo-
rema de la matriz invertible, y 7 mapea R" sobre R". También, T es invertible, segin el
teorema 9. |

—— NOTAS NUMERICAS

En la préctica, se puede encontrar ocasionalmente una matriz “casi singular” o mal
condicionada: una matriz invertible que puede convertirse en singular si algunas
de sus entradas se modifican ligeramente. En este caso, es posible que la reduccién
por filas produzca menos de n posiciones pivote, debido al error de redondeo. Ade-
mads, los errores de redondeo, algunas veces, hacen que una matriz singular parezca
invertible.

Algunos programas de matrices calculan un niimero de condicién para una ma-
triz cuadrada. Cuanto mayor sea el nimero de condicién, m4s cerca estard la matriz de
ser singular. El nimero de condicion de la matriz identidad es 1. Una matriz singular
tiene un nimero de condicién infinito. En casos extremos, un programa de matrices
podria no distinguir entre una matriz singular y una matriz mal condicionada.

Los ejercicios 41 a 45 ponen de manifiesto que los célculos de matrices llegan
a producir errores sustanciales cuando un niimero de condicién es grande.

PROBLEMAS DE PRACTICA

2 3 4
1. Determinesi A = | 2 3 4 |esinvertible.
2 3 4

2. Suponga que para cierta matriz A de n x n, el enunciado g) del teorema de la matriz
invertible no es verdadero. ;Qué puede decirse acerca de las ecuaciones de la forma
Ax = b?

3. Suponga que A y B son matrices de n X n 'y que la ecuacién ABx = 0 tiene una solu-
cién no trivial. {Qué puede decirse acerca de la matriz AB?



2.3 EJERCICIOS

A menos que se especifique lo contrario, suponga que en estos ejer-
cicios todas las matrices son de n x n. En los ejercicios 1 a 10, de-
termine cudles de las matrices son invertibles. Use tan pocos cdlculos
como sea posible. Justifique sus respuestas.

5 7 [—4 2
L3 _6} 2 |7 _3]
T3 0 0 -5 1 47
.03 -4 o0 4. 0 0 o0
| 8 5 -3 L1 4 9]
T3 0 -3 T 1 =3 —67]
5 2 0 4 6. 0 4 3
| -4 0 7] -3 6 0]
(-1 -3 0 1 3 4 7 4
; 35 8 -3 g |0 1 4 6
-2 -6 3 2 1o o0 2 8
L0 -1 2 1 0 0 0 1
T4 0 -3 —7
-6 9 9 9
ML o 5 0 19
-1 2 4 -
s 3 1 7 9
6 4 2 8 -8
10. M]|7 5 3 10 9
9 6 4 -9 -5
(8 5 2 11 4

En los ejercicios 11 y 12, todas las matrices son n x n. Cada inciso
de estos ejercicios es una implicacion de la forma “si (enunciado 1),
entonces (enunciado 2)”. Marque cada implicacién como verdadera
o falsa, considerando lo siguiente. Una implicacién es verdadera si
el enunciado 2 es verdadero siempre que el enunciado 1 sea cierto.
Una implicacién es falsa si existe un caso en el que el enunciado 2 es
falso, pero el enunciado 1 es verdadero. Justifique sus respuestas.

11. a) Si la ecuacién Ax = 0 tiene unicamente la solucion trivial,
entonces A es equivalente por filas a la matriz identidad de
nXxn.

b) Si las columnas de A generan a R”", entonces las columnas
son linealmente independientes.

¢) Si A es una matriz de n X n, entonces la ecuaciéon Ax = b
tiene al menos una solucién para toda b en R”.

d) Si la ecuacién Ax = 0 tiene una solucién no trivial, enton-
ces A tiene menos de n posiciones pivote.

e) Si AT no es invertible, entonces A no es invertible.

12. a) Si existe una matriz D de n x n tal que AD = I, entonces
DA =1L

b) Si la transformacién lineal x — Ax mapea R” en R”, enton-
ces la forma escalonada reducida de A es /.

¢) Si las columnas de A son linealmente independientes, enton-
ces las columnas de A generan a R”.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

21.

22.

23.

24.

25.
26.

27.

28.

29.
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d) Silaecuacién Ax = b tiene al menos una solucién para toda b
en R", entonces la transformacién x — AX no es uno a uno.

e) Si existe una b en R” tal que la ecuacién Ax = b es con-
sistente, entonces la solucion es unica.

Una matriz triangular superior de m x n es aquella cuyas
entradas debajo de la diagonal principal son ceros (como en el
ejercicio 8). ;Cudndo es invertible una matriz triangular supe-
rior cuadrada? Justifique su respuesta.

Una matriz triangular inferior de m x n es aquella cuyas
entradas arriba de la diagonal principal son ceros (como en el
ejercicio 3). ; Cudndo es invertible una matriz triangular inferior
cuadrada? Justifique su respuesta.

(Puede ser invertible una matriz de 4 x 4, cuando sus columnas
no generan a R*? ;Por qué?

Si una matriz A de n X n es invertible, entonces las columnas
de AT son linealmente independientes. Explique por qué.

(Puede una matriz cuadrada con dos columnas idénticas ser
invertible? ;Por qué?

(Puede una matriz cuadrada con dos filas idénticas ser inver-
tible? ;Por qué?

Si las columnas de una matriz D, de 7 x 7, son linealmente
independientes, ;qué se puede decir acerca de las soluciones
de Dx = b? ;Por qué?

Si A es una matriz de 5 x 5 y la ecuacién Ax = b es consistente
para toda b en R>, ;es posible que, para alguna b, la ecuacién
Ax = b tenga mds de una solucién? ;Por qué?

Si la ecuaciéon Cu = v tiene mds de una solucién para alguna
v en R”, ;pueden las columnas de la matriz C de n x n generar
a R™? ;Por qué?

Si las matrices E'y F de n x n tienen la propiedad de que
EF = I, entonces E y F conmutan. Explique por qué.

Suponga que F' es una matriz de n x n. Si la ecuacién Fx =y
es inconsistente para alguna y en R”, ;qué se puede decir acerca
de la ecuacién Fx = 0? ;Por qué?

Si una matriz G de n x n no se puede reducir por filas a /,,
(qué se puede decir acerca de las columnas de G? ;Por qué?

Compruebe el enunciado del recuadro antes del ejemplo 1.

Explique por qué las columnas de A generan a R” siempre que
las columnas de una matriz A de n x n son linealmente inde-
pendientes.

Sean A y B matrices de n x n. Demuestre que si AB es invertible,
también lo es A. No podrd utilizar el teorema 6b), porque no es
posible suponer que A y B son invertibles. [Sugerencia: Existe
una matriz W tal que ABW = I. ;Por qué?].

Sean A y B matrices de n x n. Demuestre que si AB es inver-
tible, también B lo es.

Si A es una matriz de n X n 'y la transformacién x — Ax es uno
a uno, ;qué mas puede decirse acerca de esta transformacién?
Justifique su respuesta.
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30. Si A esuna matriz de n x n'y la ecuacién Ax = b tiene mas de
una solucién para alguna b, entonces la transformacién x — Ax
no es uno a uno. ;Qué mds se puede decir acerca de esta trans-
formacidén? Justifique su respuesta.

31. Suponga que A es una matriz de n x n con la propiedad de que
la ecuacién Ax = b tiene al menos una solucién para toda b
en R". Sin utilizar los teoremas 5 u 8, explique por qué cada
ecuacion Ax = b tiene, en efecto, exactamente una solucion.

32. Suponga que A es una matriz de n x n con la propiedad de que
la ecuacion Ax = 0 tiene solamente la solucion trivial. Sin uti-
lizar el teorema de la matriz invertible, explique directamente
por qué la ecuacién Ax = b debe tener una solucién para toda
b en R".

En los ejercicios 33 y 34, T es una transformacién lineal de R? en R2.
Demuestre que 7T es invertible y encuentre una férmula para 7!,

33. T(x1, x) = (—5x1 + 9xp, 4x1 — Tx2)
34. T(xy, x0) = (2x; — 8xp, —2x1 + Tx2)

35. Sea T: R" — R” una transformacion lineal invertible. Expli-
que por qué T es tanto uno a uno como sobre R”. Use las ecua-
ciones (1) y (2). Después, dé una segunda explicacién usando
uno o més teoremas.

36. Suponga una transformacién lineal 7 : R* — R” con la pro-
piedad de que T(u) = T(v) para algin par de vectores distintos
uy venR" ;Puede T mapear R" sobre R"? ;Por qué?

37. Suponga que T y U son transformaciones lineales de R" a
R" tales que T(U(x)) = x para toda x en R". ;Es cierto que
U(T(x)) = x para toda x en R"? ;Por qué?

38. Sea T: R" — R" una transformacion lineal invertible, y sean
S y U funciones de R" en R”" tales que S(T(x)) = X y
U(T(x)) = x para toda x en R". Demuestre que U(v) = S(v)
para toda v en R”". Esto demostrard que 7T tiene una inversa
Unica, como se establece en el teorema 9. [Sugerencia: Dada
cualquier v en R", se puede escribir v = T(x) para alguna x.
(Por qué? Calcule S(v) y U(V)].

39. Sea T una transformacién lineal que mapea R" sobre R".
Demuestre que 7! existe y mapea R" en R". ;7! es también
uno a uno?

40. Suponga que Ty S satisfacen las ecuaciones de invertibilidad
(1) y (2), donde T es una transformacién lineal. Demuestre di-
rectamente que S es una transformacién lineal. [Sugeren-
cia: Dadas u y v en R”, sea x = S(u), y = S(v). Entonces,
T(x) = u, T(y) = v. ;Por qué? Aplique S a ambos miembros
de la ecuacién 7(x) + 7(y) = T(x + y). También, considere
T(cx) = cT(x)].

41.

[M] Suponga que un experimento conduce al siguiente sistema
de ecuaciones:
4.5x1 + 3.1x, = 19.249

©)
1.6x; + 1.1x, = 6.843

a) Resuelva el sistema (3), y después resuelva el sistema (4)
que se presenta a continuacion, en el cual los datos a la dere-
cha se redondearon a dos decimales. En cada caso, encuentre
la solucién exacta.
4.5X] -+ 3.1)(2 =19.25

“
1.6.X] -+ 1.1X2 = 6.84

b) Las entradas del sistema (4) difieren de las del sistema (3) en
menos del .05%. Encuentre el porcentaje de error cuando se
utiliza la solucién de (4) como una aproximacion a la solu-
cién de (3).

¢) Use un programa de matrices para producir el nimero de
condicion de la matriz de coeficientes de (3).

Los ejercicios 42, 43 y 44 ilustran cémo utilizar el nimero de con-
dicién de una matriz A para estimar la exactitud de una solucién
calculada de Ax = b. Si las entradas de A y b son exactas con apro-
ximadamente r digitos significativos, y si el nimero de condicién
de A es aproximadamente 10* (siendo k un entero positivo), entonces
la solucién calculada de Ax = b deberia ser exacta hasta al menos
r — k digitos significativos.

42.

43.
4.

45.

[M] Sea A la matriz del ejercicio 9. Encuentre el nimero de
condicién de A. Construya un vector aleatorio x en R* y calcule
b = Ax. Después use un programa de matrices para calcular la
solucién x; de Ax = b. (En cudntos digitos concuerdan x y x;?
Encuentre el nimero de digitos que el programa de matrices
almacena con precision, e informe cudntos digitos de exactitud
se pierden cuando se usa X; en lugar de la solucién exacta X.

[M] Repita el ejercicio 42 para la matriz del ejercicio 10.

[M] Resuelva la ecuaciéon Ax = b para obtener una b que sirva
para encontrar la dltima columna de la inversa de la matriz de
Hilbert de quinto orden

1 1/2 1/3  1/4 15
12 1/3 1/4 1/5 1/6
A=|1/3 174 1/5 1/6 1)1
1/4 1/5 1/6 1/7 1/8
/5 1/6 1)1 1/8 1/9

(Cuantos digitos de cada entrada de x espera que sean correc-
tos? Explique su respuesta. [Nota: La solucién exacta es (630,
—12600, 56700, —88200, 44100)].

[M] Algunos programas de matrices, como MATLAB, tienen
una orden para crear matrices de Hilbert de varios tamafios. Si
es posible, use un comando inverso para calcular la inversa de
una matriz de Hilbert A de duodécimo orden o mayor. Calcule
AA™!. Realice un informe de sus hallazgos.
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SOLUCIONES A LOS PROBLEMAS DE PRACTICA

1. Es evidente que las columnas de A son linealmente dependientes, ya que las columnas
2 y 3 son mdltiplos de la columna 1. Por lo tanto, A no puede ser invertible, de acuerdo
con el teorema de la matriz invertible.

2. Si el enunciado g) no es verdadero, entonces la ecuaciéon Ax = b es inconsistente para al
menos una b en R”.

3. Aplique el teorema de la matriz invertible a la matriz AB en lugar de A. Entonces, el enun-
ciado d) se convierte en: “ABx = 0 tiene solamente la solucidn trivial”. Esto no es cierto.
Por lo tanto, AB no es invertible.

2.4 MATRICES PARTICIONADAS

Una caracteristica clave de nuestro trabajo con matrices ha sido la capacidad para considerar
a una matriz A como una lista de vectores columna y no tan solo un arreglo rectangular de
ndmeros. Este punto de vista ha resultado tan ttil que seria deseable considerar otras parti-
ciones de A, indicadas por las lineas divisorias horizontales y verticales, como en el ejemplo
1 que se presenta a continuacion. Las matrices particionadas se presentan en la mayoria de las
aplicaciones modernas del 4lgebra lineal porque la notacion resalta la estructura esencial de
los célculos matriciales, como se mostrd en el ejemplo introductorio de este capitulo acerca
del disefo de aeronaves. Esta seccion ofrece una oportunidad para revisar el dlgebra matricial
y usar el teorema de la matriz invertible.

EJEMPLO 1 Lamatriz

300 115 92
A=|-5 2 0 -3 1
8§ -6 31 71| —4

también se puede escribir como la matriz particionada de 2 x 3 (o por bloques) de

4= A A A
Ay An An |

cuyas entradas son los bloques (o las submatrices)

30 -1 5 9] -2
A11=|:_5 N 4], A12=[0 3 A13=|: 1}

An =[-8 =6 3], An=[1 7] An=[-4] ]

EJEMPLO 2 Cuando una matriz A se presenta en un modelo matematico de un sis-
tema fisico, como en una red eléctrica, un sistema de transporte o una gran compafiia, tal
vez resulte natural considerar A como una matriz particionada. Por ejemplo, si un tablero de
circuitos de microcomputadora consta principalmente de tres microcircuitos VLSI (very
large-scale integrated, es decir, integrados a escala muy grande), entonces la matriz para el
tablero de circuitos podria tener la forma general

Ay | A | A

A= | Ay | Axn | Ax
A3 | Az | Az

Las submatrices en la “diagonal” de A —a saber, A1, A, y A33— se refieren a los tres cir-
cuitos VLSI, mientras que las otras submatrices dependen de las interconexiones que haya
entre esos microcircuitos. |
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Suma y multiplicacion escalar

Si las matrices A y B son del mismo tamafio y estdn particionadas exactamente en la mis-
ma forma, resulta natural efectuar una particion similar de la suma ordinaria matricial A + B.
En este caso, cada bloque de A + B es la suma (matricial) de los bloques correspondientes
de A y B. La multiplicacién por un escalar de una matriz particionada también se calcula
bloque por bloque.

Multiplicacion de matrices particionadas

Las matrices particionadas se pueden multiplicar utilizando la regla fila-columna como si las
entradas del bloque fueran escalares, siempre que para un producto AB, la particién por
columnas de A equivalga a la particion por filas de B.

EJEMPLO 3 Sean

6 4
2 -3 1[0 —4 2 1
A=|1 5 =23 -1 z[jll ;‘12}, B=|-3 7 z[gl]
0 —4 —2 7 -1 Ao -1 3 2
5 2

Las cinco columnas de A estdn particionadas en un conjunto de tres columnas y, luego,
en uno de dos columnas. Las cinco filas de B estdn particionadas de igual manera (en un
conjunto de tres filas y después en uno de dos filas). Se dice que las particiones de A y B es-
tan conformadas para la multiplicacion por bloques. Es posible demostrar que el producto
comun AB se escribe como

5 4
4p = | A Av | Bi| _ [ AuBi+ApBy | _ | ¢
A An || B2 Ay By + An B 51

Es importante escribir cada producto menor de la expresién para AB con la submatriz
de A ala izquierda, ya que la multiplicacién de matrices no es conmutativa. Por ejemplo,

6 4
2 -3 1 15 12
1 5 =2 2 -5

-3 7

0 -4 -1 3 -20 -8
=[5 35 2[5
Por lo tanto, el bloque superior es
—20 -8 -5 4
IR R
-8 7 -6 2 -

La regla fila-columna para la multiplicacién de matrices por bloques ofrece la manera
mads general de considerar un producto de dos matrices. Cada una de las siguientes formas
de ver un producto ya se describié mediante particiones sencillas de matrices: 1. la defini-
cién de Ax usando las columnas de A, 2. la definicién de columna de AB, 3. la regla fila-
columna para calcular AB, y 4. las filas de AB como productos de las filas de A y la matriz
B. Una quinta manera de ver AB, usando de nuevo particiones, se presentard mas adelante
en el teorema 10.

Los célculos del siguiente ejemplo preparan el camino para el teorema 10. Aqui, coli(A)
es la k-ésima columna de A, y la fila, (B) es la k-ésima fila de B.

15 12
AuBi+ ApB, = |: :|

2 =5
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-3 1 2 a b
EJEMPLO 4 SeaA:|: | _4 S]yB: ¢ d | Compruebe que
e f

AB = colj(A) fila;(B) + coly(A) filay(B) + cols(A) filasz(B)

SOLUCION Cada uno de los términos anteriores es un producto externo. (Véase los ejerci-
cios 27 y 28 de la seccidn 2.1). Por la regla fila-columna para calcular un producto matricial,

coly(A) fila|(B) = _ﬂ[a b= [—SZ —32}

—H[C d]= [—42 —42}

coly(A) filay(B) =

col(A) filas(B) = | 2 [e f]= 2e 2f
|5 5e  5f
De modo que
3
. -3 2 -3b+d+2

k=1

Es evidente que esta matriz es AB. Observe que la entrada (1, 1) de AB es la suma de las
entradas (1, 1) de los tres productos externos, la entrada (1, 2) en AB es la suma de las entra-
das (1, 2) de los tres productos externos, y asi sucesivamente. | |

Expansion columna-fila de AB
SiAesdem x ny Besden X p, entonces
fila;(B)

filay(B)
col,(A)] : (1)

fila,(B)
= coli(A) fila;(B) + --- + col,(A) fila,(B)

AB = [colj(A) coly(A)

DEMOSTRACION Para cada indice de fila i e indice columna Jj, la entrada (i, j) en colx(A)
filax(B) es el producto de a;; de coli(A) y by de filai(B). Por lo tanto, la entrada (i, j) de la suma
que se muestra en la ecuacién (1) es

aitbij  + apnby; + o+ by
(k=1 (k=2) (k =n)
Esta suma también es la entrada (i, j) de AB, por la regla fila-columna. |

Inversas de matrices particionadas

El siguiente ejemplo ilustra los célculos relacionados con inversas y matrices particionadas.
EJEMPLO 5 Se dice que una matriz de la forma
_ | A A
A= |: 0 Ax
es triangular superior por bloques. Suponga que A; es de p X p, Apy esde g X g, y A in-
vertible. Encuentre una férmula para A™'.
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SOLUCION Denote A~! con B, y efectie una particién de B para que

Ay Ap ([ Bu B | _ |1, 0
0 A22 B21 B22 0 ]q (2)
Esta ecuacién matricial proporciona cuatro ecuaciones que conducen a los bloques des-
conocidos Bjy,..., By,. Calcule el producto a la izquierda de (2), e iguale cada entrada con el
bloque correspondiente en la matriz identidad a la derecha. Es decir, establezca
AyBy +ApBy =1, 3
AnBp + ApBn =0 4)
ApBy =0 (5)
Azszz = Iq (6)

Por si misma, (6) no establece que A;; sea invertible. Sin embargo, ya que A, es cuadrada, el
teorema de la matriz invertible y (6), juntos, indican que Ay, es invertible y By, = A5, Ahora,
al multiplicar por la izquierda ambos lados de (5) por A, se obtiene

By = A2’210 =0
por lo que (3) se simplifica a

AHB 11 +0= Ip

Ya que A;; es cuadrada, esto demuestra que Ay es invertible y By; = Al_ll. Por dltimo, usando
estos resultados con la ecuacion (4) se encuentra que

A By = —ApBy = —ApAy) y B = —A[lApAY)

Asi,
Ay An| T4l A7 445
4-! = 11 12 — 11 _All A 22 m
0 Ay 0 A2_21

Una matriz diagonal por bloques es una matriz particionada con bloques cero fuera de
la diagonal (de bloques) principal. Una matriz de este tipo es invertible si y solo si cada blo-
que sobre la diagonal es invertible. Véase los ejercicios 13 y 14.

—— NOTAS NUMERICAS

1. Cuando las matrices son demasiado grandes para caber en la memoria de alta ve-
locidad de una computadora, particionarlas permite trabajar solamente con dos o
tres submatrices a la vez. Por ejemplo, un equipo de investigacién de programa-
cién lineal simplificé un problema al particionar la matriz en 837 filas y 51 co-
lumnas. La solucién del problema tardé aproximadamente cuatro minutos en una
supercomputadora Cray.!

2. Algunas computadoras de alta velocidad, en particular aquellas con arquitectura
de conduccién vectorial, realizan cdlculos matriciales con mayor eficiencia cuando
los algoritmos usan matrices particionadas.’

3. Los programas de computadora profesionales para dlgebra lineal numérica de alto
desempefio, como LAPACK, utilizan de manera intensiva célculos de matrices
particionadas.

! El tiempo de solucién no parece muy impresionante hasta saber que cada bloque de las 51 columnas contenia,
aproximadamente, 250,000 columnas individuales. {El problema original tenia 837 ecuaciones y mds de 12,750,000
variables! Casi 100 millones de las mas de 10 mil millones de entradas eran diferentes de cero. Véase Robert E.
Bixby et al., “Very Large-Scale Linear Programming: A Case Study in Combining Interior Point and Simplex
Methods”, Operations Research, 40, nim. 5 (1992): 885-897.

2 La importancia de los algoritmos de matrices por bloques para cdlculos de computadora se describe en Matrix
Computations, 3a. ed., de Gene H. Golub y Charles F. van Loan (Baltimore: Johns Hopkins University Press, 1966).
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Los siguientes ejercicios permiten obtener prictica con el dlgebra matricial e ilustran los
célculos comunes que se encuentran en aplicaciones.

PROBLEMAS DE PRACTICA

0
1. Demuestre que |: A4 7 ] es invertible y encuentre su inversa.

2. Calcule X7X, donde X est4 particionada como [X;

4 EJERCICIOS

En los ejercicios 1 a 9, suponga que las matrices estdn particionadas
de manera conformada para la multiplicacién por bloques. Calcule
los productos que se indican en los ejercicios 1 a 4.

3.

= 7lle 5]
o]l o]

o 7% 8]

cLEy

En los ejercicios 5 a 8, encuentre férmulas para X, Y'y Z, en términos
de A, By C, y justifique sus cédlculos. En algunos casos, tendra que
hacer suposiciones acerca del tamafio de una matriz para obtener una
férmula. [Sugerencia: Calcule el producto a la izquierda e iguélelo
al lado derecho].

10.

TA B1[I 0] _[o I
c oflx Y| |z o
X 0[4 0] _[I ©
'y z||B c|T|o 1
'Xoo]gg_[lo]
Yy oo 1], 0 I
(A BI[X Y z] [I 0 0
_OIOOI_OOI

Suponga que Bj; es una matriz invertible. Encuentre las ma-
trices Ap; y A3 (en términos de los bloques de B) de tal mane-
ra que el producto que aparece a continuacién tenga la forma
indicada. Ademds, calcule C;, (en términos de los bloques de
B). [Sugerencia: Calcule el producto a la izquierda e igudlelo al
lado derecho].

I 0 Of| B Bn Cu Cn
Ay I 0| By Bn|=| 0 Cp
Ay 0 1 B3 By 0 Cx

La inversa de

I 0 O I 0 0
A I Oles| P I O
B D I 0O R I

Encuentre P, Q 'y R.

Xl

En los ejercicios 11 y 12, marque cada enunciado como verdadero o
falso. Justifique sus respuestas.

11.

12.

13.

14.

15.

a) SiA=1[A] A)yB=[B By, conA;yA;de las mis-
mas dimensiones que B; y Bj, respectivamente, entonces
A+B:[A] +B1 A2+Bz].

. A” A12 Bl ..

b) Si A= B = , entonces las particio-

) [A21 An Y B, P
nes de A y B estdn conformadas para la multiplicacién por
bloques.

a) Si Ay, Ay, By y B son matrices de n x n, A = [:111 :| y
2

B = [B; Bs], entonces el producto BA esté definido, pero AB
no lo esta.

b) Si A= [; %], entonces la transpuesta de A es
PT T
AT = [ RT gr]
B 0
Sea A = 0o ¢l donde B y C son cuadradas. Demuestre

que A es invertible si y solo si By C son invertibles.

Demuestre que el bloque de matriz triangular superior A en el
ejemplo 5 es invertible si y solo si tanto Aj; como A, son inver-
tibles. [Sugerencia: Si A, y Az, son invertibles, la férmula para
A~!, que se dio en el ejemplo 5, en realidad funciona como la
inversa de A]. Este hecho de A es una parte importante de varios
algoritmos de computadora que estiman valores propios de ma-
trices. Los valores propios se analizan en el capitulo 5.

Cuando se lanza una sonda espacial, es necesario hacer algu-
nas correcciones para colocar la nave en una trayectoria exacta.
La radio telemetria proporciona un flujo de vectores, Xi,..., X,
que arrojan informacién en diferentes momentos sobre cémo
se compara la posicion de la sonda con la trayectoria prevista.
Sea X la matriz [x; --- x¢]. La matriz G, = XkaT se calcula
conforme se analizan los datos del radar. Cuando llega x4+, se
debe calcular un nuevo G+ ;. Como los vectores de datos llegan
a alta velocidad, la carga computacional podria ser grande. Pero
la multiplicacién de la matriz particionada ayuda muchisimo.
Calcule las expansiones columna-fila de Gy y G+, y describa
lo que se debe calcular para actualizar Gy a la forma Gy .
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La sonda Galileo fue lanzada el 18 de octubre
de 1989 y lleg6 cerca de Jupiter a principios de
diciembre de 1995.

A 11 A12
A21 A22

S=Ay»n— A21A]’I‘A12 se llama complemento de Schur de A,;.
Por otra parte, si A, es invertible, la matriz Ay} — A12A1’11A2 1 se
llama complemento de Schur de A;. Suponga que Aj; es in-
vertible. Encuentre X y Y tal que

[A” A,z]:[l 0][A1. 0][1 Y] o

Ay Ax X 1 0o Sj||lo0 [

17. Suponga que la matriz por bloques A del lado izquierdo de (7)
y Ay son invertibles. Demuestre que el complemento de Schur
S de Ay es invertible. [Sugerencia: Los factores externos lo-
calizados en el lado derecho de (7) siempre son invertibles.
Compruebe esto]. Cuando A y A;; son ambas invertibles, (7)

conduce a una férmula para A~!, utilizando 1, Aﬂl y las otras
entradas de A.

16. Sea A = [ ] Si Aj; es invertible, entonces la matriz

18. Sea X una matriz de datos de m x n tal que X’X es invertible, y
sea M = I, — X(X"X)"'X”. Afiada una columna X, a los datos
y forme

W=1[X xol

Calcule WTW. La entrada (1, 1) es X7X. Demuestre que el com-
plemento de Schur (ejercicio 16) de XX se puede escribir en la
forma XOT Mxy. Es posible demostrar que la cantidad (XOT Mxp)~!
es la entrada (2, 2) de (W'W)~!. Esta entrada tiene una interpre-
tacién estadistica til, a la luz de las hipétesis adecuadas.

En el estudio de ingenierfa de control de sistemas fisicos, un con-
junto estdndar de ecuaciones diferenciales se transforma en el si-
guiente sistema de ecuaciones lineales por medio de transformadas
de Laplace:

i BN ©

donde Aesden xn,Besden x m,Cesdem X n,y s es una variable.
El vector u en R™es la “entrada” del sistema, y en R™ es la “salida”
del sistema, y x en R" es el vector de “estado”. (En realidad, los
vectores X, u y y son funciones de s, pero esto no afecta los célculos
algebraicos de los ejercicios 19 y 20).

19.

20.

21.

22.

23.

24.

Suponga que A — s, es invertible y considere la ecuacion (8)
como un sistema de dos ecuaciones matriciales. Resuelva la
ecuacién superior para X y sustitiyala en la ecuacién inferior.
El resultado es una ecuacién de la forma W(s)u =y, donde W(s)
es una matriz que depende de s. W(s) se denomina funcion de
transferencia del sistema porque transforma la entrada u en la
salida y. Encuentre W(s) y describa cémo esta relacionada con
el sistema de matriz particionada del miembro izquierdo de (8).
Véase el ejercicio 16.

Suponga que la funcién de transferencia W(s) del ejercicio 19
es invertible para alguna s. Es posible demostrar que la fun-
cién de transferencia inversa W(s) ™!, que transforma salidas en
entradas, es el complemento de Schur de A — BC — s, para
la matriz que se presenta a continuacién. Encuentre este com-
plemento de Schur. Véase el ejercicio 16.

A—BC —sl, B
_C Im

a) Compruebe que A2 = [ cuando A = |:; _(1) ]

b) Use matrices particionadas para demostrar que M2 = [

cuando
1 0o 0
2 -1 0o o0
M = 1 0 -1 0
0 1 -2 1

Generalice la idea del ejercicio 21 al construir una matriz M

A 0 O
de 6 x6, M=|0 B 0 |tal que M> =1 Hagaa C
cC 0 D

una matriz de 2 x 2 no nula. Muestre que su construccién
funciona.

Use matrices particionadas para demostrar, por induccién, que
el producto de dos matrices triangulares inferiores también
es triangular inferior. [Sugerencia: Una matriz A; de (k + 1) x
(k + 1) se puede escribir en la forma presentada a continua-
cién, donde a es un escalar, v estd en R¥, y A es una matriz trian-
gular inferior de k x k. [Véase la Guia de estudio para obtener
ayuda con la induccidn].

. o’
"Tlv 4
Use matrices particionadas para demostrar por induccién que

paran = 2, 3,..., la matriz A de n x n que se presenta a conti-
nuacion es invertible y que B es su inversa.

10 0 - 0
1 1 0 0
A=1]1 1 1 01,
| 1 1 1 1
1 0 0 0
-1 1 0 0
B = -1 1 0
L 0 -1 1




25.

26.

2.5

Para el paso de induccién, suponga que A y B son matrices de
(k + 1) x (k + 1), y particione A y B de una manera similar a
la que se presenta en el ejercicio 23.

Sin utilizar reduccién por filas, encuentre la inversa de

1 2 0 0 O

S OO W
S O O W
S OO
[ BN e )
o

[M] Para las operaciones de bloque, podria ser necesario intro-
ducir o recurrir a submatrices de una matriz grande. Describa
las funciones o los comandos de un programa de matrices que
realice las siguientes tareas. Suponga que A es una matriz de
20 x 30.

a) Presente la submatriz de A de las filas 5 a 10 y de las colum-
nas 15 a 20.

b) Inserte una matriz B de 5 x 10 en una matriz A, comenzando
en la fila 5 y la columna 10.

27.
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¢) Construya una matriz de 50 x 50 de la forma

0 AT

ficar los bloques de ceros en C].

A 0 . .
C = |: ] [Nota: Tal vez no sea necesario especi-

[M] Suponga que debido a restricciones de memoria o al tama-
fio su programa de matrices no puede trabajar con matrices de
mas de 32 filas y 32 columnas, y suponga que algtin proyecto
requiere las matrices A y B de 50 x 50. Describa los comandos
o las operaciones de su programa para matrices que realizan las
siguientes tareas.

a) Célculo de A + B.
b) Calculo de AB.

¢) Resolucién de Ax = b para algtin vector b en R, supo-
niendo que A se pueda particionar en una matriz por blo-
ques de 2 x 2 [A;], con A una matriz invertible de 20 x 20,
Ay una matriz invertible de 30 x 30, y Aj, una matriz cero.
[Sugerencia: Describa sistemas adecuados mds pequefios
que puedan resolverse sin usar matrices inversas].

SOLUCIONES A LOS PROBLEMAS DE PRACTICA

1. Si |::1 5)] es invertible, su inversa tiene la forma |: w

I 0
A1

I

X
Y 7 ] Compruebe que

wox] [ w X
Y Z|T AW +Y AX+Z

Asi, W, X, Y, Z deben satisfacer W=1, X =0,AW+ Y =0,y AX + Z = I. Como con-
secuencia, Y = —A y Z = I. Por lo tanto,

|

irlla7]=1o 7]

El producto en el orden inverso también es la identidad, de modo que la matriz de bloque

es invertible, y su inversa es [

invertible).

T

1 . . .
A ?] (También podria recurrir al teorema de la matriz

xr xI'x, xT'x
2. XTX = |:X1 i|[X1 Xz] = |: 1ot L2 Las particiones de X’ y X se con-

2

xXI'x, xIx,

forman de manera automadtica para la multiplicacién por bloques, ya que las columnas de
X7 son las filas de X. Esta particién de X7X se usa en varios algoritmos de computadora
para célculos de matrices.

FACTORIZACIONES DE MATRICES

Una factorizacion de una matriz A es una ecuacién que expresa a A como un producto de
dos o mds matrices. Mientras que la multiplicacién de matrices implica una sintesis de da-
tos (combinando el efecto de dos o mas transformaciones lineales en una sola matriz), la
factorizacién de matrices es un andlisis de datos. En el lenguaje de la ciencia computacio-
nal, la expresion de A como un producto equivale a un procesamiento previo de los datos de
A, organizando esos datos en dos o mds partes cuyas estructuras son mas utiles de algin
modo, quiza por ser mds accesibles para realizar calculos.
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Las factorizaciones de matrices y, después, las factorizaciones de transformaciones linea-
les se presentardn en un gran nimero de secciones clave a lo largo de este libro. Esta seccién
se enfoca en una factorizacién que constituye el centro neurdlgico de varios importantes pro-
gramas de computo usados ampliamente en aplicaciones, como en el problema de la aeronave
descrito en la introduccién del capitulo. Algunas otras factorizaciones que se estudiardn des-
pués, se presentan en los ejercicios.

La factorizacion LU

La factorizacién LU, descrita a continuacién, estd motivada por el muy frecuente problema
industrial y de negocios que consiste en resolver una sucesiéon de ecuaciones, todas con la
misma matriz de coeficientes:

Ax=Db;, Ax=Dby, ..., Ax=Db, (D)

Véase el ejercicio 32, por ejemplo. También vea la seccién 5.8, donde se usa el método de la
potencia inversa para estimar los valores propios de una matriz resolviendo una secuencia de
ecuaciones, como en (1), una a la vez.

Cuando A es invertible, se podria calcular A~! y después calcular A~ 'by, A7 'b,, y asi
sucesivamente. Sin embargo, resulta mas eficiente resolver la primera ecuacién en la se-
cuencia (1) con reduccién por filas y obtener una factorizacién LU de A al mismo tiempo.
Después, las ecuaciones restantes de (1) se resuelven con la factorizacién LU.

Primero, suponga que A es una matriz de m x n que se puede reducir por filas a su for-
ma escalonada sin intercambios de fila. (Mas adelante, se tratara el caso general). Entonces,
A se puede escribir en la forma A = LU, donde L es una matriz triangular inferior de m x m
con numeros 1 en la diagonal, y U es una forma escalonada de m x n de A. Por ejemplo,
véase la figura 1. Una factorizacion de este tipo se llama factorizaciéon LU de A. La matriz
L es invertible y se llama matriz triangular inferior unitaria.

10 0 Ol 3k 3k k *

Ao 10 ofo moxw x

oo« 1 oflo 0 0 w

« o+ % 1o 0 0 0 0
L U

FIGURA 1 Una factorizacion LU.

Antes de estudiar la forma de construir L y U, es necesario examinar la razén de su uti-
lidad. Cuando A = LU, la ecuaciéon Ax = b se escribe como L(Ux) = b. Escribiendo y
en lugar de Ux, se puede encontrar x resolviendo el par de ecuaciones

Ly=Db ?)

Ux =y

Primero se despejay de Ly = b, y luego se resuelve Ux = y para obtener x. Véase la figura 2.
Las dos ecuaciones resultan faciles de resolver porque Ly U son triangulares.

EJEMPLO 1 Es posible comprobar que

3 -7 =2 2 I 0 0 O 3 -7 =2 2
-3 5 1 0 -1 1 0 O 0 -2 -1 2

A= 6 -4 0 =5|" 2 -5 1 0 0 0 -1 1| Ly
-9 5 =5 12 -3 8 3 1 0 0 0 -1
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Multiplicacién

por A

Multiplicacion Multiplicacién
por U por L

<o

FIGURA 2 Factorizacién del mapeo x — AX.

Use esta factorizaciéon LU de A para resolver Ax = b, donde b =
11
SOLUCION La solucién de Ly = b requiere tinicamente de 6 multiplicaciones y 6 sumas,

porque la aritmética ocurre solo en la columna 5. (En L, los ceros debajo de cada pivote se
crean automaticamente con la eleccién de las operaciones de fila).

1 0 0 0 -9 1 0 0 0 —9
1 1 0 0 5 0 1 0 0 —4
[Lobl=] 5 5 1 o 7[~|o o 1 o s|=[1 ¥l
3 8 3 1 11 0 0 0 1 1

Entonces, para Ux =y, la fase “regresiva” de la reduccién por filas requiere de 4 divi-
siones, 6 multiplicaciones y 6 sumas. (Por ejemplo, para producir ceros en la columna 4 de
[U y] se requieren una division en la fila 4 y tres pares de multiplicacién-suma para sumar
multiplos de la fila 4 a las filas de arriba).

3 -7 -2 2 -9 1 0 0 0 3 3
[U y] _ 0 -2-1 2—-4| |10 1 0 0 4 <= 4
0 0 -1 1 5 0o o0 1 0 -6/ —6
0 o0 0 -1 1 0O 0 0 1 -1 -1

Para encontrar x se requieren 28 operaciones aritméticas o “flops” (operaciones de pun-
to flotante), excluyendo el costo de encontrar L y U. En contraste, la reduccién por filas de
[A bJa[l x]requiere de 62 operaciones. [ |

La eficiencia computacional de la factorizaciéon LU depende de que se conozcan L
y U. El siguiente algoritmo muestra que la reduccién por filas de A a su forma escalonada
U equivale a una factorizacién LU, porque produce L pricticamente sin trabajo extra. Des-
pués de la primera reduccién por filas, L 'y U se obtienen al resolver ecuaciones adicionales
cuya matriz de coeficientes es A.

Un algoritmo de factorizacion LU

Suponga que A se puede reducir a una forma escalonada U utilizando solo remplazos de filas
que suman un multiplo de una fila a otra situada debajo de esta. En este caso, existen matrices
elementales triangulares inferiores unitarias Ej,..., E, tales que

E,--EA=U 3)
Luego,
A=(E, - E)'U=LU
donde
L=(E, E)”! “)
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Es posible demostrar que los productos y las inversas de las matrices triangulares inferiores
unitarias también son triangulares inferiores unitarias. (Por ejemplo, véase el ejercicio 19).
Asi, L es triangular inferior unitaria.

Observe que las operaciones de fila en la ecuacién (3), que reducen A a U, también re-
ducen la L en la ecuacién (4) a I, debido aque E,, -+ E\L = (Ej, -+ E})(E), *** E)" ! =1 Esta
observacion es la clave para construir L.

ALGORITMO PARA UNA FACTORIZACION LU

1. Sies posible, reduzca A a una forma escalonada U con una sucesién de operaciones
de remplazo de filas.

2. Coloque las entradas de L de tal manera que la misma secuencia de operaciones de
filareduzca L al.

El paso 1 no siempre es posible, pero cuando lo es, el argumento anterior indica que
existe una factorizacién LU. En el ejemplo 2 se mostrard cémo implementar el paso 2. Por
construccion, L satisfara

(B, EDL=1

donde se usan las mismas Ej,..., E, que en la ecuacién (3). Asi, L sera invertible, de acuerdo
con el teorema de la matriz invertible, con (E, --- E) = L™!. A partirde (3), L™!A = U, y
A = LU. Por lo tanto, el paso 2 producird una L aceptable.

EJEMPLO 2 Encuentre una factorizacién LU de
2 4 —1 5 =2

-4 -5 3 -8 1
A= 2 -5 -4 1 8
-6 0 7 -3 1

SOLUCION Como A tiene cuatro filas, L debe ser de 4 x 4. La primera columna de L es la
primera columna de A dividida entre la entrada pivote superior:

1 0 0 0
2 1 0 0
L=1 10
_3 1

Compare las primeras columnas de A y L. Las operaciones de fila que crearon ceros en la
primera columna de A también creardn ceros en la primera columna de L. Para lograr que
esta misma correspondencia de operaciones de fila sea vélida para el resto de L, se examina
una reduccion por filas de A a una forma escalonada U. Es decir, se resaltan las entradas en
cada una de las matrices que se utilizan para determinar la secuencia de las operaciones de
fila que transforman A en U. [Véase las entradas resaltadas en la ecuacion (5)].

2 4 -1 5 =2 2 4 -1 5 =2
-4 -5 3 -8 1 0 3 1 2 -3
A=1"92 5 4 1 8|0 -9 -3 -4 10|=D )
6 0 7 -3 1 0 12 4 12 -5
2 4 -1 5 =2 2 4 -1 5 =2
0 3 1 2 -3 0 3 1 2 -3
~h=1g 0 0 2 1|0 0o o 2 1|7V
0 0 0 4 0 0 0 0
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Las entradas resaltadas de la ecuacion (5) determinan la reduccién por filas de A a U. En cada
columna pivote, divida las entradas resaltadas entre el pivote y coloque el resultado en L:

2
—4 3
2 -9 ([ 2
—6 12 [ 4 } [ 5 ]
=2 =3 2 =5
) ) U
1 1 0 0 O
-2 1 I - -2 1 0 0
1 =3 1 y 1 -3 1 0
-3 4 2 1 -3 4 2 1
Un célculo fécil comprueba que estas L 'y U satisfacen que LU = A. |

En el trabajo practico, casi siempre son necesarios los intercambios de fila, porque se usa
el pivoteo parcial para lograr una precision alta. (Recuerde que este procedimiento selecciona,
entre las posibles opciones de pivote, una entrada en la columna que tenga el mayor valor ab-
soluto). Para manejar los intercambios de fila, la factorizacién LU anterior se puede modificar
con facilidad para producir una L que sea triangular inferior permutada, en el sentido de que
un reordenamiento (llamado permutacidn) de las filas de L puede hacer que L sea triangular
inferior (unitaria). La factorizacién LU permutada resultante resuelve Ax = b en la misma
forma que antes, excepto que la reducciéon de [L b] a [/ y] es consecuencia del orden de
los pivotes de L de izquierda a derecha, empezando con el pivote de la primera columna. Una
referencia a una “factorizacién LU” normalmente incluye la posibilidad de que L pueda ser
triangular inferior permutada. Para mayores detalles, véase la Guia de estudio.

—— NOTAS NUMERICAS

Los siguientes conteos de operaciones corresponden a una matriz densa A de n X n
(con la mayoria de sus entradas distintas de cero), donde n es moderadamente grande,
por ejemplo, n = 30.!

1. El cdlculo de una factorizacién LU de A requiere 2n3/3 flops (aproximadamente lo
mismo que reducir por filas [A b]), mientras que encontrar A~ ! requiere alrededor
de 2n? flops.

2. Resolver Ly = by Ux =y requiere alrededor de 2n” flops, ya que cualquier sis-
tema triangular n x n se puede resolver en aproximadamente n” flops.

3. La multiplicacién de b por A~! también requiere cerca de 2n? flops, pero el resul-
tado quizd no sea tan preciso como el obtenido a partir de L y U (debido al error
de redondeo cuando se calculan tanto a A~! como a A~ 'b).

4. Si A es dispersa (la mayoria de sus entradas son cero), entonces L y U podrian ser
dispersas también, pero es probable que A™! sea densa. En este caso, una solucién
de Ax = b con una factorizacién LU es mucho mas rapida que usar A~!. Véase el
ejercicio 31.

Factorizacion de matrices en ingenieria eléctrica

La factorizacién de matrices estd intimamente relacionada con el problema de construir una
red eléctrica de propiedades especificas. El andlisis que se presenta a continuacidn permite
vislumbrar la relacién entre factorizacidn y disefio de circuitos.

' Véase la seccion 3.8 de Applied Linear Algebra, 3a. ed., de Ben Noble y James W. Daniel (Englewood Cliffs, NJ:
Prentice-Hall, 1988). Recuerde que para nuestros propdsitos, un flop es +, —, x o0 +.
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Suponga que el cuadro de la figura 3 representa algin tipo de circuito eléctrico, con una
. . . . . v
entrada y una salida. El voltaje y la corriente de entrada se registran mediante |: il :| (con el
1
voltaje v en volts y la corriente i en amperes), y el voltaje y la corriente de salida se registran
1053 . .. V1 U2 . . .
como i | Con frecuencia, la transformacion i — iy es lineal. Es decir, existe una

matriz A, que se llama matriz de transferencia, tal que

i it B iz
1 1
— —> o

1 1
terminales | circuito | v terminales
de entrada 1 1 eléctrico | 2 de salida

1 1

1 1

L o

FIGURA 3 Un circuito con terminales de entrada
y salida.

En la figura 4 se muestra una red en escalera, donde dos circuitos (podria haber mas)
estdn conectados en serie, de modo que la salida de un circuito sea la entrada del siguiente
circuito. El circuito de la izquierda en la figura 4 es un circuito en serie, con resistencia R
(en ohms).

1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
V1 1 1 Vs | R2 1 V3
1 1 1 1
1 1 1 1
L L L L
1 1 1 1

Un circuito en serie  Un circuito con derivacién

FIGURA 4 Una red en escalera.

El circuito de la derecha en la figura 4 es un circuito con derivacion, con resistencia R,. Con
base en la ley de Ohm y las leyes de Kirchhoff, es posible demostrar que las matrices de trans-
ferencia de los circuitos en serie y con derivacidn, respectivamente, son,

1 —R; 1 0
0 1 y ~1/R, 1
Matriz de transferencia Matriz de transferencia

del circuito en serie del circuito con derivacion

EJEMPLO 3

a) Calcule la matriz de transferencia para la red en escalera de la figura 4.

-8
b) Disefie una red en escalera cuya matriz es |: _5 5 i|

SOLUCION

a) Sean A;y A, las matrices de transferencia de los circuitos en serie y con derivacion, res-
pectivamente. Entonces, un vector de entrada x se transforma primero en A;x y luego en
A»(A1x). La conexidn en serie de los circuitos corresponde a la composicion de transfor-
maciones lineales, y la matriz de transferencia de la red en escalera es (observe el orden)

_ 1 0 I =Ry | 1 —R;
A= [-1/1{2 1} [0 1 ]_ [—1/R2 1+R1/R2] ©
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. . 1
Para factorizar la matriz |:_

5 5:| en el producto de matrices de transferencia, como

en la ecuacion (6), se buscan las R} y R, de la figura 4 que satisfagan

1 R 1_[ 1 -8
[—1/132 1+R1/R2:|_[—.5 5]

De las entradas (1, 2), se tiene que R; = 8 ohms, y de las entradas (2, 1), 1/R, = .5 ohm
y Ry = 1/.5 = 2 ohms. Con estos valores, la red de la figura 4 tiene la matriz de trans-
ferencia deseada. [ |

Una matriz de transferencia de red resume el comportamiento de entrada y salida (las
pecificaciones de disefio) de la red, sin referencia a los circuitos internos. Para construir fi-

sicamente una red con propiedades especificas, un ingeniero determina al principio si es posi-
ble construir (o realizar) dicha red. Después, trata de factorizar la matriz de transferencia para
obtener matrices correspondientes a circuitos mds pequefios que quizd ya fueron fabricados y

€S

tén listos para ensamblarse. En el caso comun de la corriente alterna, las entradas de la ma-

triz de transferencia normalmente son funciones con valores complejos. (Véase los ejercicios
19y 20 de la seccién 2.4 y el ejemplo 2 de la seccién 3.3). Un problema estandar consiste en
encontrar una realizacion minima que use el menor niimero de componentes eléctricos.

PROBLEMA DE PRACTICA

2 -4 -2 3
6 -9 -5 8
Encuentre una factorizacion LU de A = 2 =7 =3 9 |. [Nota: Resultard que A
4 -2 -2 -1
-6 3 3 4

tiene solamente tres columnas pivote, de manera que el método del ejemplo 2 solo produce
las tres primeras columnas de L. Las dos columnas restantes de L provienen de Is].

En los ejercicios 1 a 6, resuelva la ecuacién Ax = b usando la fac- 1 0o 0 2 -4 2
torizacion LU dada para A. En los ejercicios 1 y 2, resuelva también A=|-2 1 0 0 -3
Ax = b por reduccién ordinaria de columnas. L 3 -1 1 0o 0 1
3 =7 =27 =7 -
6 -4 0 N 4. A=(1 -3 1{|,b=|-5
- - 3 7 5 7
1 0 O 3 -7 =2 _
A=|-1 1 ollo =2 -1 e | B
5 0 0 —1 A=]1 1 0 0o -2 -1
- 13 =5 1 0 0 —6
2 -6 4 2
2.4=-4 8 0| b=]|—4 1 -2 -2 =37 1
. 0 —4 6 6 5. A= 3 -9 0 -9 b= 6
— - -1 2 4 7 0
1 0 0 2 -6 4 3 6 26 2 3
A=|-2 1 0 0 —4 8 - -
0 1 1 0o 0 -2 1 o o o071 -2 -2 -3
4= 1 0 0 -3 6 0
2 -4 2 6 -1 0 1 oflo 0o 2 4
doAd=—4 5 2,b=10 3 4 =2 1]lo 0o o 1
6 -9 1 6 - -
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1 3 2 0] 1
-2 -3 4 12 -2
A=13 0 4 36?7
| -5 -3 -8 49 2
1 o o[t 3 2 0
4|2 1t o offo 3 0o 12
33 1 0oflo 0o -2 o0
-5 4 -1 1][0 0o o 1

Encuentre una factorizacién LU de las matrices de los ejercicios 7 a
16 (con L triangular inferior unitaria). Observe que MATLAB gene-
ralmente producird una factorizacion LU permutada porque utiliza
pivoteo parcial para lograr exactitud numérica.

7.

11.

13.

15.

17.

18.
19.

20.

21.

2 5 3 [ 6 4
| -3 —4 12 s
r 3 1 27 [—5 0 47
-9 0 —4 10. | 10 2 -5
| 9 9 14 | 10 10 16
3 7 27 T2 3 27
6 19 4 12. 4 13 9
| -3 =2 3] | -6 5 4]
1 3 —5 =37 M1 3 1 5
-1 -5 8 4 14 5 20 6 31
4 2 -5 -7 -2 -1 -1 -4
|2 -4 7 5] | -1 7 1 7
2 -3 4
2 0 5 27 -4 8 -7
-6 3 -13 -3 16. 6 —5 14
4 9 16 17| -6 9-12
| 8 —6 19

Cuando A es invertible, MATLAB encuentra A~' al factorizar
A = LU (donde L puede ser triangular inferior permutada), in-
virtiendo L y U, y luego calculando U~'L™!. Use este método
para calcular la inversa de A en el ejercicio 2. (Aplique el algo-
ritmo de la secciéon 2.2 a Ly a U).

Encuentre A~! como en el ejercicio 17, usando A del ejercicio 3.

Sea A una matriz de n x n triangular inferior con entradas di-
ferentes de cero en la diagonal. Demuestre que A es invertible
y A™! es triangular inferior. [Sugerencia: Explique por qué A
puede convertirse en / usando solo remplazos de filas y esca-
lamientos. (;Doénde estdn los pivotes?). También, explique por
qué las operaciones de fila que reducen A a [ transforman a [
en una matriz triangular inferior].

Sea A = LU una factorizacién LU. Explique por qué A se puede
reducir por filas a U utilizando solamente operaciones de rem-
plazo. (Este hecho es el reciproco de lo que se demostré en el
libro).

Suponga que A = BC, donde B es invertible. Demuestre que
cualquier sucesion de operaciones de fila que reduzca B a [ tam-
bién reduce A a C. Lo contrario no es cierto, puesto que la ma-
triz cero puede factorizarse como 0 = B - 0.

Los ejercicios 22 a 26 ofrecen una visualizacién de ciertas factori-
zaciones de matriz ampliamente utilizadas, algunas de las cuales se
analizan posteriormente en el libro.

22,

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

(Factorizacion LU reducida). Con A como en el problema
de préctica, encuentre una matriz B de 5 x 3 y una matriz C de
3 x 4 tales que A = BC. Generalice esta idea para el caso donde
Aesm x n, A= LU,y U tiene solamente tres filas diferentes
de cero.

(Factorizacion de rango). Suponga que una matriz A de m X n
admite una factorizacién A = CD, donde Cesde m x 4y D es
de 4 x n.

a) Demuestre que A es la suma de cuatro productos exteriores.
(Véase la seccién 2.4).

b) Seam = 400 y n = 100. Explique por qué un programador
de computadoras preferiria almacenar los datos de A en for-
ma de dos matrices C 'y D.

(Factorizacion QR). Suponga que A = QOR, donde Q y R son
n x n, R es invertible y triangular superior, y Q tiene la pro-
piedad de que QTQ = I. Demuestre que para cada b en R, la
ecuacion Ax = b tiene una solucién unica. ;Qué cdlculos con
Qv R produciran la solucién?

(Descomposicion en valores singulares). Suponga que A =
UDVT, donde Uy V son matrices de n x n con la propiedad de
que UTU = I'y VTV = I, y donde D es una matriz diagonal con
ndmeros positivos oy,..., 0, en la diagonal. Demuestre que A es
invertible y encuentre una férmula para A"

(Factorizacion espectral). Suponga que una matriz A de 3 x 3
admite una factorizacién como A = PDP~!, donde P es alguna
matriz invertible de 3 x 3, y D es la matriz diagonal

2 0 O
D=0 3 0
0o o0 1

Muestre que esta factorizacion es til cuando se calculan po-
tencias grandes de A. Encuentre férmulas relativamente senci-
llas para A2, A3 y A (k es un entero positivo), usando P y las
entradas en D.

Disefie dos redes en escalera diferentes con salida de 9 volts y
4 amperes cuando la entrada sea de 12 volts y 6 amperes.

Demuestre que si tres circuitos con derivacion (cuyas resisten-
cias son Rj, R,, R3) se conectan en serie, la red resultante tiene
la misma matriz de transferencia que un tnico circuito con de-
rivacion. Encuentre una férmula para la resistencia que haya en
ese circuito.

a) Encuentre la matriz de transferencia de la red que se ilustra
en la figura.

3 -12
—1/3 5/3
cuya matriz de transferencia sea A, encontrando una factori-
zacién matricial adecuada de A.

b) Sea A=|:

i|. Disefie una red en escalera,



30. Encuentre una factorizacién diferente de la matriz de transfe-

31.

rencia A del ejercicio 29 y, a partir de ello, disefie una red en
escalera diferente cuya matriz de transferencia sea A.

[M] Considere la placa térmica en la siguiente figura (consulte
el ejercicio 33 en la seccién 1.1).

0° 0° 0° 0°
- |_I1_|3_|5_|7_ -
2 s s s |
) _I_I_Ié_lg_
10° 10° 10° 10°

La solucién al problema de flujo de calor en estado estable parala
placa de la figura se aproxima al resolver la ecuacién Ax = b,
donde b = (5, 15, 0, 10, 0, 10, 20, 30) y

4 -1 -1
-1 4 0 -1
-1 0 4 -1 -1
-1 -1 4 0 -1
A= -1 0 4 -1 -1
-1 -1 4 0 -1
-1 0 4 -1
L -1 -1 4]

Las entradas faltantes en A son ceros. Las entradas de A dife-
rentes de cero se encuentran dentro de una banda a lo largo de
la diagonal principal. Tales matrices de banda se presentan en
diversas aplicaciones, y con frecuencia son extremadamente
grandes (con miles de filas y columnas, pero con bandas relati-
vamente angostas).

a) Utilice el método del ejemplo 2 para construir una factori-
zacién LU de A, y observe que ambos factores son matrices
de banda (con dos diagonales diferentes de cero abajo o arri-
ba de la diagonal principal). Calcule LU — A para compro-
bar su trabajo.

32.
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b) Use la factorizaciéon LU para resolver Ax = b.

c) Obtenga A~! y observe que A™! es una matriz densa sin
estructura de banda. Cuando A es grande, L y U se pueden
almacenar en mucho menos espacio que A™!. Este hecho
es otra razon para preferir la factorizaciéon LU de A en lu-
garde AL,

[M] La matriz de banda A que se ilustra a continuacién pue-
de servir para calcular la conduccién inestable de calor en una
varilla para la cual las temperaturas en los puntos pi,..., ps
cambian con el tiempo.?

Ax Ax Ax Ax Ax
Q )

P1 P2 pP3 P4

La constante C de la matriz depende de la naturaleza fisica de la
varilla, de la distancia Ax entre los puntos de la varilla, y del
tiempo Ar que transcurre entre mediciones sucesivas de tem-
peratura. Suponga que para k = 0, 1, 2,..., un vector t; en R*
lista las temperaturas en el tiempo kAt. Si ambos extremos de la
varilla se mantienen a 0°, entonces los vectores de temperatura
satisfacen la ecuacién Aty = t; (k = 0, 1,...), donde

(1+2C) —C

L] —¢ a+200

= -C  (1+20) —C
—-C  (1420)

a) Encuentre la factorizacion LU de A cuando C = 1. Una ma-
triz como A con tres diagonales diferentes de cero se deno-
mina matriz tridiagonal. Los factores L y U son matrices
bidiagonales.

Suponga que C = 1y ty = (10, 15, 15, 10). Use la factori-
zacién LU de A para encontrar las distribuciones de tempe-
ratura tq, tp, t3 y ts.

b)

2 Véase Biswa N. Datta, Numerical Linear Algebra and Applications (Pacific
Grove, CA: Brooks/Cole, 1994), pp. 200-201.

SOLUCION AL PROBLEMA DE PRACTICA

0
0
0
| 0

2
6

—4
-9

0
0
0

-2 3 2 4 -2 3
-5 8 0 3 1 -1
-3 9({~]0 3 -1 6
-2 -1 0o 6 2 -7
3 4 0 -9 -3 13
-2 3 2 4 -2 3
1 -1 0o 3 1 -1
0O 5| ~]1]0 0 0 S5([=U
0 -5 0O 0 0 O
0 10 0 0 0 0

Divida las entradas de cada columna resaltada por el pivote en la parte superior. Las co-
lumnas resultantes forman las tres primeras columnas de la mitad inferior de L. Esto basta
para hacer que la reduccién por filas de L a I corresponda a la reduccién de A a U. Use las dos
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dltimas columnas de I5s para hacer que L sea triangular inferior unitaria.

2
6 3
2 (] -3 5
4 6 | =5
—6 =9 10

) =3 5

o )
1 I 0 0 0 O
3 31 0 0 O
1 -1 , L= 1 -1 1 0 0
2 - 2 2 -1 1 0

| -3 -3 -3 -3 2 0 1

2.6 EL MODELO DE LEONTIEF DE ENTRADA'Y SALIDA

El élgebra lineal desempeiié un papel fundamental en el trabajo de Wassily Leontief gana-
dor del Premio Nobel, como se mencioné al principio del capitulo 1. El modelo econémico
descrito en esta seccidn es la base de modelos mas complejos usados en muchas partes del
mundo.

Suponga que la economia de una nacién se divide en n sectores que producen bienes o
servicios, y sea X un vector de produccién en R” que lista la produccién de cada sector en un
afio. También, suponga que otra parte de la economia (que se llama sector abierto) no produce
bienes ni servicios, sino que solamente los consume, y sea d un vector de demanda final (o
cuenta de demandas finales) que lista los valores de los bienes y servicios demandados a los
diversos sectores por la parte no productiva de la economia. El vector d puede representar la
demanda del consumidor, el consumo del gobierno, el superavit de produccién, las exporta-
ciones u otras demandas externas.

Conforme los diversos sectores elaboran bienes para satisfacer la demanda del consumi-
dor, los productores crean por si mismos una demanda intermedia adicional de bienes que
necesitan como insumos para su propia produccién. Las interrelaciones de los sectores son
muy complejas, y la conexién entre la demanda final y la produccién es poco clara. Leontief
se pregunt6 si hay un nivel de produccién x tal que las cantidades producidas (o “suministra-
das”) equilibran exactamente la demanda total de esa produccién, de modo que

cantidad demanda demanda
producida ; = 1. .t final (1)
X intermedia d

La suposicion bésica del modelo de Leontief de entrada y salida es que, para cada sector,
hay un vector de consumo unitario en R" que lista los insumos necesarios por unidad de
produccion del sector. Todas las unidades de entrada y salida se miden en millones de ddla-
res, y no en cantidades como toneladas o fanegas. (Los precios de los bienes y servicios se
mantienen constantes).

Como un ejemplo sencillo, suponga que la economia consiste en tres sectores —manu-
factura, agricultura y servicios—, con los vectores unitarios de consumo ¢y, ¢, y €3 que se
muestran en la siguiente tabla.
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Insumos consumidos por unidad de produccion

Comprados por: Manufactura Agricultura Servicios
Manufactura .50 40 .20
Agricultura .20 .30 .10
Servicios .10 .10 .30

0 1 1

€ (%) C3

EJEMPLO 1 ;Qué cantidades consumird el sector de manufactura si decide producir 100
unidades?

SOLUCION Calcule

.50 50
100¢; = 100| .20 [ =| 20
.10 10

Para producir 100 unidades, manufactura ordenara (es decir, “demandard”) y consumird 50
unidades de otras partes del sector de manufactura, 20 unidades de agricultura y 10 unidades
de servicios. |

Si manufactura decide producir x; unidades, entonces x;c; representa las demandas in-
termedias de manufactura, porque las cantidades de x;¢; se consumirdn en el proceso de crea-
cion de las x; unidades de produccion. De la misma forma, si x, y x3 denotan las producciones
planeadas de los sectores de agricultura y servicios, x,¢; y x3¢3, listan las demandas interme-
dias correspondientes. La demanda intermedia total de los tres sectores estd dada por

{demanda intermedia} = x;¢; + x¢; + x3¢3
= Cx 2)

donde C es la matriz de consumo [¢; ¢, c¢3], a saber,

50 .40 .20
c=1|.20 30 .10 3)
10 .10 30

Las ecuaciones (1) y (2) producen el modelo de Leontief.

EL MODELO DE LEONTIEF DE ENTRADA Y SALIDA, O ECUACION DE PRODUCCION

X = Cx + d @)
Cantidad Demanda Demanda
producida intermedia final

La ecuacion (4) también se puede escribir como Ix — Cx = d, o
I-Cx=d 5)
EJEMPLO 2 Considere la economia cuya matriz de consumo estd dada por (3). Suponga

que la demanda final es de 50 unidades para manufactura, 30 unidades para agricultura, y 20
unidades para servicios. Encuentre el nivel de produccién x que satisfara esta demanda.
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TEOREMA 11

SOLUCION La matriz de coeficientes en (5) es

1 0 S5 402 S5 -4 =2
I-C=|0 1 O|—-(2 3 1|=|-2 .7-1
0 1 1 1 3 -1 -1 7

Para resolver (5), reduzca por filas la matriz aumentada

S5 -4 -2 50 5 =4 =2 500 1 0 0 226
-2 7-130|~|-2 7 -1 300|~:-~]0 1 0 119
-1 -1 .7 20 -1 -1 7 200 o o 1 78

La ultima columna se redondea a la unidad mds cercana. El drea de manufactura debe pro-
ducir aproximadamente 226 unidades, agricultura 119 unidades, y servicios Unicamente 78
unidades. |

Si la matriz I — C es invertible, entonces se puede aplicar el teorema 5 de la seccion 2.2
con A remplazada por (I — C), y a partir de la ecuacién (I — C)x = d se obtiene x = (I —
C)~'d. El siguiente teorema indica que, en la mayoria de los casos précticos, I — C es inver-
tible y el vector de produccién x es econdmicamente factible, en el sentido de que las entradas
de x son no negativas.

En el teorema, el término suma de columna denota la suma de las entradas en una co-
lumna de una matriz. En circunstancias ordinarias, las sumas de columna de una matriz de
consumo son menores que 1 porque un sector deberfa requerir menos de una unidad de insu-
mos para generar una unidad de produccion.

Sea C la matriz de consumo de una economia, y sea d la demanda final. Si C'y d tie-
nen entradas no negativas, y si cada suma de columna de C es menor que uno, entonces
(I — O)~ ! existe y el vector de produccién

x=(U-C)"'d
tiene entradas no negativas y es la solucién tnica de

x=Cx+d

El siguiente analisis sugerird por qué el teorema es cierto, y conducird a una nueva ma-
nera de calcular (I — C)~ L.

Una féormula para (I — C)~1

Imagine que la demanda representada por d se propone a las distintas industrias al inicio del
afio, y que estas responden estableciendo sus niveles de produccién en x = d, lo cual satisfard
exactamente la demanda final. Conforme las industrias se preparan para producir d, emiten
Ordenes solicitando materia prima y otros insumos. Esto crea una demanda intermedia de
insumos de Cd.

Para satisfacer la demanda adicional de Cd, las industrias necesitarin como insumos
adicionales las cantidades de C(Cd) = C?d. Desde luego, esto crea una segunda ronda de
demanda intermedia, y cuando las industrias deciden producir atin més para satisfacer esta
nueva demanda, se genera una tercera ronda de demanda, a saber, C(C 2d) = C3d, y asi su-
cesivamente.

En teoria, este proceso podria continuar de manera indefinida, aunque en la vida real no
ocurriria en una sucesion tan rigida de acontecimientos. Podemos elaborar un diagrama de
esta situacion hipotética de la siguiente forma:
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Demanda que debe Insumos necesarios para

satisfacerse satisfacer esta demanda
Demanda final d cd
Demanda intermedia
la. ronda Cd c(cd)=cud
2a. ronda cid C(Cd) =Cd
3a. ronda Ccd C(C3d) = C“d

El nivel de produccién x que satisfard toda esta demanda es
x=d4+Cd+C?d+C’d+---
=(I+C+C*+C*+---)d (6)
Para que la ecuacién (6) tenga sentido, considere la siguiente identidad algebraica:
I-Od+C+C*+--+Cmy=1-Cm'! (7

Es posible demostrar que si las sumas de columna en C son todas menores que 1, entonces
1 — C es invertible, C™ se aproxima a la matriz cero cuando m crece de manera arbitraria,
el — C™*! — I (Esto es andlogo al hecho de que si un niimero positivo ¢ es menor que 1,
entonces ™ — 0 conforme m aumenta). Con base en la ecuacién (7), se escribe

I-O)'=I+C+C*+C3+ -+ Cm
cuando las sumas de columna de C son menores que 1. ®)

La aproximacién en (8) significa que el miembro derecho puede acercarse a (I — C)~! tanto
como se desee al hacer a m suficientemente grande.

En los modelos de entrada y salida reales, las potencias de la matriz de consumo se
aproximan a la matriz cero con cierta rapidez. Asi, (8) realmente ofrece una manera préctica
de calcular (/ — C)~!. De la misma forma, para cualquier d, los vectores C™d se aproximan
al vector cero rdpidamente, y (6) es una manera practica de resolver (I — C)x = d. Si las
entradas de C y d son no negativas, entonces (6) indica que las entradas de x también son no
negativas.

Importancia econémica de las entradas de (I — C) 1

Las entradas de (I — C)~! son significativas porque pueden servir para predecir cémo tendra
que cambiar la produccién x conforme cambie la demanda final d. De hecho, las entradas de
la columna j de (I — C)™! son las cantidades aumentadas que los diversos sectores ten-
dran que producir para satisfacer un aumento de 1 unidad en la demanda final de produccién
del sector j. Véase el ejercicio 8.

—— NOTA NUMERICA

En cualquier problema de aplicacién (no solo en economia), una ecuacién Ax = b se
puede escribir siempre como (/ — C)x = b, con C = I — A. Si el sistema es grande y
disperso (con cero en la mayoria de sus entradas), es posible que las sumas de colum-
na de los valores absolutos en C sean menores que 1. En este caso, C" — 0. Si C™
tiende a cero con la suficiente rapidez, (6) y (8) representaran férmulas practicas para
resolver Ax = b y encontrar A~!.
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PROBLEMA DE PRACTICA

Suponga que una economia tiene dos sectores: bienes y servicios. Una unidad de produccién
de bienes requiere insumos de .2 unidades de bienes y .5 unidades de servicios. Una unidad de
produccidn de servicios requiere insumos de .4 unidades de bienes y .3 unidades de servicios.
Existe una demanda final de 20 unidades de bienes y 30 unidades de servicios. Implemente el
modelo de Leontief de entrada y salida para esta situacion.

2.6 EJERCICIOS

Agricultura Manufactura Servicios

Sector abierto

Los ejercicios 1 a 4 se refieren a una economia dividida en tres sec- 4. Determine los niveles de produccién necesarios para satisfacer
tores: manufactura, agricultura y servicios. Por cada unidad de pro- una demanda final de 20 unidades para manufactura, 20 para
duccién, manufactura requiere de .10 unidades de otras compaififas agricultura y O unidades para servicios.

pertenecientes a ese mismo sector, de .30 unidades del sector agricul-
tura y de .30 unidades de servicios. Por cada unidad de produccién,
agricultura usa .20 unidades de su propia produccién, .60 unidades

5. Considere el modelo de produccién x = Cx + d para una eco-
nomia con dos sectores, donde

de manufactura y .10 unidades de servicios. Por cada unidad de pro- C = 0 , d= >0
- .. . L 6 2 30
duccidn, el sector de servicios consume .10 unidades de servicios,
.60 unidades de manufactura, pero ningtin producto de agricultura. Use una matriz inversa y determine el nivel de produccién nece-

. ) sario para satisfacer la demanda final.
1. Construya la matriz de consumo adecuada para esta economia,

y determine cudles demandas intermedias se crean si agricultura 6. Repita el ejercicio 5 con C = [ 25 ] yd= |: 16 ]
planea producir 100 unidades. 61 12

. . . . 7. Sean Cy d como en el ejercicio 5.
2. Determine los niveles de produccién que se necesitan para sa-

tisfacer una demanda final de 20 unidades para agricultura, sin
demanda final para los otros sectores. (No calcule una matriz
inversa).

a) Determine el nivel de produccién necesario para satisfa-
cer una demanda final para una unidad de produccién del
sector 1.

b) Con base en una matriz inversa, determine el nivel de

3. Determine los niveles de produccién necesarios para satisfa- .. . .
produccién necesario para satisfacer una demanda final

cer una demanda final de 20 unidades para manufactura, sin
demanda final para los otros sectores. (No calcule una matriz de [ 31 ]
inversa). 30



10.

11.

51 50 1 .
¢) Con base en el hecho de que [ 30] = |: 30] + |:0 ], expli-
que cémo y por qué estan relacionadas las respuestas a los
incisos a) y b) y al ejercicio 5.

Sea C una matriz de consumo de n x n cuyas sumas de columna
son menores a 1. Sea x el vector de produccion que satisface la
demanda final d, y sea Ax un vector de produccién para satis-
facer una demanda final diferente Ad.

a) Demuestre que si la demanda final cambia de d a d + Ad,
entonces el nuevo nivel de produccién debe ser x + Ax.
Asi, Ax indica las cantidades en que debe cambiar la pro-
duccidn para compensar el cambio Ad en la demanda.

b) Sea Ad el vector en R" con 1 en la primera entrada y ceros
en las demds. Explique por qué la produccién correspon-
diente Ax es la primera columna de (I — C )~!. Esto muestra
que la primera columna de (I — C)~! indica las cantida-
des que deben producir los diversos sectores para satisfacer
un aumento de una unidad en la demanda final para la pro-
duccidn del sector 1.

Resuelva la ecuacion de produccion de Leontief para una eco-
nomia con tres sectores, considerando que

2 2 0 40
c=|3 1 3|y d=]60
1 0 2 80

La matriz de consumo C para la economia de Estados Unidos
en 1972 tiene la propiedad de que cada entrada de la matriz
(I — C)~'es diferente de cero (y positiva).' ;Qué dice esto acer-
ca del efecto de aumentar la demanda de la produccién sola-
mente en un sector de la economia?

La ecuacién de produccién de Leontief, x = Cx + d, general-
mente estd acompafiada por una ecuacion de precio dual,
p=Cp+v

donde p es un vector de precio cuyas entradas listan el precio
por unidad de produccion de cada sector, y v es un vector de va-
lor agregado cuyas entradas listan el valor agregado por unidad
de produccidn. (El valor agregado incluye salarios, utilidades,
depreciacion, etcétera). Un hecho importante en economia es
que el producto interno bruto (PIB) se puede expresar de dos
maneras:

T,

{producto interno bruto} = p’d = v’x

Compruebe la segunda igualdad. [Sugerencia: Calcule p'x de
dos maneras].

! Wassily W. Leontief, “The World Economy of the Year 2000”, Scientific
American, septiembre de 1980, pp. 206-231.

12.

13.

14.

15.
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Sea C una matriz de consumo tal que C” — 0 cuando m — oo,
yparam =1,2,...,seaD, =1+ C + --- + C™. Encuentre
una ecuacion en diferencias que relacione Dy, y Dy,+1 Y, a par-
tir de ella, obtenga un procedimiento iterativo con la finalidad
de calcular la férmula (8) para (I — o)l

[M] La siguiente matriz de consumo C estd basada en datos de
entrada y salida para la economia de Estados Unidos en 1958,
con datos para 81 sectores agrupados en 7 sectores de mayores
dimensiones: 1. productos no metdlicos personales y domés-
ticos, 2. productos metdlicos finales (como vehiculos motori-
zados), 3. productos bdsicos de metal y mineria, 4. productos
bésicos no metalicos y de agricultura, 5. energia, 6. servicios, y
7. entretenimiento y productos diversos.> Encuentre los nive-
les de produccién necesarios para satisfacer la demanda final d.
(Las unidades estdan en millones de ddlares).

1588 0064 0025 .0304 .0014 .0083 .1594]
0057 2645 0436 .0099 .0083 .0201 .3413
0264 1506 3557 .0139 .0142 .0070 .0236
3299 0565 .0495 .3636 .0204 .0483 .0649 |,
0089 0081 .0333 .0295 .3412 .0237 .0020
1190 0901 .0996 .1260 .1722 2368 .3369
| .0063 .0126 .0196 .0098 .0064 .0132 .0012 |
[ 74,000 ]
56,000
10,500
d=| 25000
17,500
196,000
5,000 |

[M] El vector de demanda del ejercicio 13 es razonable para
los datos de 1958, pero el andlisis de Leontief de la economia
mencionado en el mismo ejercicio utilizé un vector de demanda
mads cercano a los datos de 1964:

d = (99640, 75548, 14444, 33501, 23527, 263985, 6526)

Encuentre los niveles de produccién necesarios para satisfacer
esta demanda.

[M] Use la ecuacién (6) para resolver el problema del ejerci-
cio 13. Considere que x» = d, y para k = 1, 2,..., calcule
x® = d 4+ Cx*~D, ;Cuéntos pasos se necesitan para obtener
una respuesta al ejercicio 13 con cuatro cifras significativas?

2 Wassily W. Leontief, “The Structure of the U.S. Economy”, Scientific Ame-
rican, abril de 1965, pp. 30-32.
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SOLUCION AL PROBLEMA DE PRACTICA

Se cuenta con los siguientes datos:

Insumos necesarios por unidad de produccién

Comprados por: Bienes Servicios Demanda externa
Bienes 2 4 20
Servicios 5 3 30

El modelo de entrada y salida de Leontief es x = Cx + d, donde

c=7 3] a=|%)

2.7 | APLICACIONES A LOS GRAFICOS POR COMPUTADORA

1

FIGURA 1
N regular.

2

Los gréficos por computadora son imédgenes desplegadas o animadas en una pantalla de compu-
tadora. Las aplicaciones de los graficos por computadora estin ampliamente difundidas y
proliferan con rapidez. Por ejemplo, el disefio asistido por computadora (CAD) es una parte
integral de muchos procesos de ingenieria, como el proceso de disefio de aeronaves descrito
en la introduccidn de este capitulo. La industria del entretenimiento ha realizado el uso mas
espectacular de los graficos por computadora: desde los efectos especiales en las peliculas
Matrix a la Xbox de PlayStation 2.

La mayoria de los programas interactivos de computo disefiados para los negocios y la
industria utilizan graficos por computadora en los despliegues de pantalla y en otras funcio-
nes, como el despliegue gréafico de datos, la autoedicién, y la produccién de diapositivas para
presentaciones comerciales y educativas. Por consiguiente, cualquier persona que estudie un
lenguaje de computadora siempre pasa algun tiempo aprendiendo a usar graficos de, por lo
menos, dos dimensiones (2D).

En esta seccién se examinara algo de las matematicas basicas que se usan para manipu-
lar y desplegar imagenes graficas, como el modelo de alambre de un avién. Una imagen (o
dibujo) de ese tipo consta de varios puntos, lineas rectas o curvas conectados, e informacién
sobre cémo llenar regiones cerradas delimitadas por esas rectas y curvas. Con frecuencia, las
lineas curvas se aproximan utilizando segmentos de linea recta cortos, y una figura se define
matematicamente por medio de una lista de puntos.

Entre los simbolos graficos mas sencillos utilizados en 2D estan las letras usadas como
etiquetas en la pantalla. Algunas letras se guardan como objetos de alambre; otras, con porcio-
nes curvas, se almacenan con férmulas matematicas adicionales para las curvas.

EJEMPLO 1 La letra N maydtscula de la figura 1 estd determinada por ocho puntos o
vértices. Las coordenadas de los puntos se pueden almacenar en una matriz de datos, D.

Vértice:
1 2 3 4 5 6 7 8
coordenada x |:O 5 S 6 6 55 5.5 0] -D
coordenaday |0 0 642 0 8 8§ 158 8

Ademads de D, es necesario especificar cudles vértices estdn conectados con lineas, pero aqui
se omite este detalle. |

La principal razén para describir los objetos graficos por medio de segmentos de li-
neas rectas es que las transformaciones estandar en los graficos por computadora mapean
segmentos de linea sobre otros segmentos de linea. (Por ejemplo, véase el ejercicio 26 de
la seccidén 1.8). Una vez transformados los vértices que describen un objeto, es posible co-
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FIGURA 2
N inclinada.

FIGURA 3

65

Transformacién compuesta de N.

Traslacién por [ g ]

X1
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nectar sus imdgenes con las lineas rectas adecuadas para producir la imagen completa del
objeto original.

EJEMPLO 2 A partirde A = [ (1) '2]5:|, describa el efecto de la transformacion de

trasquilado x — Ax sobre la letra N del ejemplo 1.

SOLUCION Por la definicién de multiplicacién de matrices, las columnas del producto AD
contienen las imdgenes de los vértices de la letra N.

12 3 4 5 6 7 8
0 5 2105 6 8 75 5895 2:|
8

AD:[O 0 6420 0 8 1.580 8

Los vértices transformados se dibujan en la figura 2, junto con los segmentos de linea conec-
tores que corresponden a los de la figura original. |

La N cursiva de la figura 2 se ve demasiado ancha. Para compensar ese hecho, se puede
reducir la anchura mediante una transformacién de escala que afecta las coordenadas x de los
puntos.

EJEMPLO 3 Calcule la matriz de la transformacién que realiza una transformacién de
trasquilado, como en el ejemplo 2, y que después modifica a escala todas las coordenadas x
por un factor de .75.

SOLUCION La matriz que multiplica la coordenada x de un punto por .75 es

750
=% 1]

Asi que la matriz de la transformacién compuesta es

J5 0|1 .25
s=[ Vo 7
.75 1875
10 1
El resultado de esta transformacién compuesta se muestra en la figura 3. |

Las matemadticas de los graficos por computadora estdn intimamente relacionadas con la
multiplicacién de matrices. Por desgracia, trasladar un objeto a una pantalla no corresponde
directamente a la multiplicacién de matrices porque la traslacién no es una transformacién
lineal. La manera estdndar de evitar esta dificultad es introducir lo que se conoce como coor-
denadas homogéneas.

Coordenadas homogéneas

Cada punto (x, y) en R? se puede identificar con el punto (x, y, 1) en el plano en R? que se
encuentra una unidad por encima del plano xy. Se dice que (x, y) tiene coordenadas homogé-
neas (x, y, 1). Por ejemplo, el punto (0, 0) tiene coordenadas homogéneas (0, O, 1). Las coor-
denadas homogéneas de puntos no se suman ni se multiplican por escalares, pero se pueden
transformar mediante multiplicacién por matrices de 3 x 3.

EJEMPLO 4 Una traslacién de la forma (x, y) — (x + h, y + k) se escribe en coorde-
nadas homogéneas como (x, y, 1) — (x + h, y + k, 1). Esta transformacién se puede calcular
mediante la multiplicacién de matrices:

1 0 & X xX+h
0 1 k y|=|y+k |
0 O 1 1 1
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EJEMPLO 5 Cualquier transformacién lineal sobre R? se representa con respecto a las
A 0
coordenadas homogéneas por medio de una matriz particionada de la forma |: 0 1 ], don-

de A es una matriz de 2 x 2. Ejemplos tipicos son:

cose —seng O o 1 0 s 0 O
seng cose O |, 1 0 0/, 0O ¢ O
0 0 1 0o 0 1 0o 0 1
Rotacién en sentido Reflexion Escala de x por s
antihorario en torno atravésdey = x y de y por ¢
al origen, dngulo ¢ [

Transformaciones compuestas

El movimiento de una figura en la pantalla de una computadora a menudo requiere de dos
o mas transformaciones basicas. La composicién de tales transformaciones corresponde a la
multiplicacién de matrices cuando se usan coordenadas homogéneas.

EJEMPLO 6 Encuentre la matriz de 3 x 3 que corresponde a la transformacién com-
puesta de un escalamiento por .3, una rotacién de 90° en torno al origen y, por tdltimo, una
traslaciéon que suma (—.5, 2) a cada punto de una figura.

SOLUCION Si ¢ = 7/2, entonces sen ¢ = 1y cos ¢ = 0. A partir de los ejemplos 4 y 5,

Figura original se tiene que

Escalamiento

1

1 L0 0 1
Rotacién [0 -1 o1f3 o o0 X
Después del escalamiento T 1 0 0 0 3 y
(0 0 1|0 o 1]|1

Traslacién [ 1 0—-51[0 —I 0 3 0 0 X

|0 12l 0 3 0f|y

(0 0o 1f[o o 1][0o o 1]|1

Después de la rotacion

1 0-5 0 -1 0 3 0 0
o 1 2 1 0 O 0o 3 0
0 0 1 0 0 1 0 0 1
0 —-1-5 3 0 0 0-3-5
=1 0 2 0 3 0|=]3 0 2 |
0 0 1 0 0 1 0 0 1

Después de la traslacién

Graficos 3D por computadora

Algunos de los mas recientes y estimulantes trabajos en graficos por computadora se relacio-
nan con el modelado molecular. Un bidlogo tiene la posibilidad de examinar una molécula
simulada de proteina utilizando gréficos tridimensionales (3D), y asi buscar los sitios activos
que pueden aceptar la molécula de un medicamento. El bidlogo podra hacer girar y trasladar
un medicamento experimental para tratar de unirlo a la proteina. Esta capacidad de visualizar
reacciones quimicas potenciales es vital para la investigacién de medicamentos modernos y
del cancer. De hecho, los avances en el disefio de medicamentos dependen, en cierta medida,
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del progreso que se logre en la capacidad de los gréificos por computadora para construir si-
mulaciones realistas de las moléculas y sus interacciones. !

La investigacion actual en el modelado de moléculas se enfoca en la realidad virtual, un
entorno en el que un investigador puede ver y sentir la molécula de medicamento deslizarse
dentro de la proteina. En la figura 4 se ilustra el proceso de retroalimentacién tictil con un
manipulador remoto que despliega la fuerza.

FIGURA 4 Modelado molecular en realidad virtual.
(Departamento de Ciencias de la Computacion,
University of North Carolina en Chapel Hill.
Fotograffa de Bo Strain).

Otro disefio de realidad virtual consiste en un casco y un guante que detectan los movimientos
de la cabeza, la mano y los dedos. El casco incluye dos pequefias pantallas de computadora,
una para cada ojo. Hacer que este medio virtual sea més realista es un desafio para ingenieros,
cientificos y matemadticos. Las matemadticas que se manejan aqui apenas abren la puerta a este
campo de la investigacion.

Coordenadas 3D homogéneas

Por analogia con el caso bidimensional, se dice que (x, y, z, 1) son las coordenadas homogé-
neas para el punto (x, y, z) en R3. En general, (X, Y, Z, H) son las coordenadas homogéneas
para (x,y,z)siH #0y

X Y Z
X =— y== vy = ey

Cada multiplo escalar diferente de cero de (x, y, z, 1) proporciona un conjunto de coordenadas
homogéneas para (x, y, z). Por ejemplo, (10, —6, 14, 2) y (—15, 9, —21, —3) son coordena-
das homogéneas para (5, —3, 7).

El siguiente ejemplo ilustra las transformaciones utilizadas en el modelado molecular
para introducir un medicamento en una molécula de proteina.

EJEMPLO 7 Encuentre las matrices de 4 X 4 para las siguientes transformaciones:

a) Rotacién en torno al eje y a través de un angulo de 30°. (Por convencién, un dngulo posi-
tivo es un giro en sentido antihorario cuando se ve hacia el origen desde la mitad positiva
del eje de rotacion, en este caso, el eje y).

I Robert Pool, “Computing in Science”, Science 256, 3 de abril de 1992, p. 45.
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FIGURA 5

Algebra de matrices

b) Traslacion mediante el vector p = (—6, 4, 5).

SOLUCION
a) Primero, construya la matriz de 3 x 3 para la rotacién. El vector e; gira hacia abajo en la

direccidn del eje z negativo, y se detiene en (cos 30°, 0, —sen 30°) = («/5/2, 0, —.5). El
vector e; sobre el eje y no se mueve, pero e3 sobre el eje z gira hacia abajo en direccién del
eje x positivo, hasta detenerse en (sen 30°, 0, cos 30°) = (.5, 0, \/§/2). Véase la figura 5.
De acuerdo con la seccién 1.9, la matriz estdndar para esta rotacion es

V3/2 0 5
0 1 0
-5 0 32

Por lo tanto, la matriz de rotacién para las coordenadas homogéneas es

V3/2 0 5 0

Al o 1 0 0
Tl =5 0 32 0

0 0 0 1

b) Se desea que (x, y, z, 1) mapee a (x — 6,y + 4,z + 5, 1). La matriz que logra esto es

S O O =
S o= O
oS = O O
— N BN

Proyecciones en perspectiva

Un objeto tridimensional se representa en la pantalla de dos dimensiones de una computadora
proyectandolo sobre un plano visual. (Se omiten otros pasos importantes, como la seleccién
de la parte del plano visual que se desplegara en la pantalla). Para simplificar, considere que el
plano xy representa la pantalla de la computadora e imagine que el ojo de un observador esta
sobre el eje positivo z, en un punto (0, 0, d). Una proyeccion en perspectiva mapea cada punto
(x, y, z) sobre un punto de imagen (x*, y*, 0) de manera que los dos puntos y la posicién del
0jo, llamada centro de proyeccion, estén sobre una recta. Véase la figura 6a).

(%, y*,0)

a) b)

FIGURA 6 Proyeccidn en perspectiva de (x, y, z) sobre (x*, y*, 0).



S bajo la transformacion de
perspectiva.
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El tridngulo en el plano xz de la figura 6a) se vuelve a trazar en el inciso b) mostrando la
longitud de los segmentos de recta. Con tridngulos similares se muestra que

x* X o dx x
d d—z 7 d—-z 1-z/d

De manera andloga,

o_ Y
1—-z/d

y

Usando coordenadas homogéneas, es posible representar la proyeccion en perspectiva mediante

una matriz, por ejemplo, P. Se desea que (x, y, z, 1) se mapee en al , Y ,0,1).
1—z/d 1—-2z/d

Al modificar a escala estas coordenadas por 1 — z/d, también se puede utilizar (x, y, 0,
1 — z/d) como coordenadas homogéneas para la imagen. Ahora resulta facil desplegar P.
De hecho,

X 1 0 0 0 X X
plY |2 0 1 0 0 y| y

z 0 0 0 0 z 0

1 0 0 —-1/d 1 1 1—z/d

EJEMPLO 8 Sea Slacaja con vértices (3, 1, 5), (5, 1, 5), (5,0, 5), (3,0, 5), (3, 1,4), (5, 1,
4),(5,0,4)y (3,0, 4). Encuentre la imagen de S bajo la proyeccion en perspectiva con centro
de proyeccién en (0, 0, 10).

SOLUCION Sean P la matriz de proyeccién y D la matriz de datos para S usando coordena-
das homogéneas. La matriz de datos para la imagen de S es

Vértice:
1 2 3 4 5 6 7 8
1 0 0 0 35 5 3 3 5 5 3
PD — 0 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 O
0 0 0 0 5 5 5 5 4 4 4 4
|0 0 —=1/10 1 1 1 1 1 1 1 1 1
3 5 5 3 3 5 5 3
_ 1 1 0 0 1 1 0 O
o o 0 o0 O o o0 o0 o
|5 5 5 5 6 .6 .6 .6

Para obtener las coordenadas en R, use la ecuacién (1) que est antes del ejemplo 7 y divida

las tres entradas superiores de cada columna entre la entrada correspondiente de la cuarta
fila:

Vértice:
1 2 3 4 5 6 7 8
6 10 10 6 5 8.3 8.3 5
2 2 0 o 1.7 17 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0

En el sitio Web de este libro se presentan algunas aplicaciones interesantes de los graficos
por computadora, incluyendo un andlisis mds profundo de las proyecciones en perspectiva.
Uno de los proyectos para computadora presentados en el sitio Web implica una animacién
sencilla.
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—— NOTA NUMERICA

El movimiento continuo de objetos graficos en 3D requiere de cdlculo intenso con ma-
trices de 4 x 4, en especial cuando las superficies deben parecer realistas, con la textura
e iluminacién adecuadas. Las estaciones de trabajo para grdficos por computadora
de acabado fino realizan operaciones con matrices de 4 x 4 y algoritmos de graficos
integrados en sus microchips y circuitos. Estas estaciones son capaces de realizar miles
de millones de multiplicaciones de matrices por segundo necesarias para presentar la
animacién realista en color en los programas de juegos 3D.?

Lectura adicional

James D. Foley, Andries van Dam, Steven K. Feiner y John F. Hughes, Computer Graphics:
Principles and Practice, 3a. ed. (Boston, MA: Addison-Wesley, 2002), capitulos 5 y 6.

PROBLEMA DE PRACTICA

La rotacién de una figura alrededor de un punto p en R? se logra primero con una traslacién
de la figura mediante —p, luego con una rotacion alrededor del origen, y finalmente trasla-
dandola de regreso mediante p. Véase la figura 7. Construya la matriz de 3 x 3 que hace girar
puntos en un dngulo de —30° en torno al punto (—2, 6), usando coordenadas homogéneas.

X2

X2 X2

| M

a) Figura original.

b) Traslacion al origen
mediante —p.

X1 | X1 | X1

¢) Rotacién en
torno al origen.

d) Traslacién de regreso
mediante p.

FIGURA 7 Rotacién de la figura con respecto al punto p.

7 EJERCICIOS

(Qué matriz de 3 x 3 tendrd el mismo efecto en las coordenadas
homogéneas para R? que la matriz de corte A del ejemplo 2?

Utilice multiplicacién de matrices para encontrar la imagen
4 2
0o 2
macién que refleja los puntos a través del eje y. Bosqueje tanto
el tridangulo original como su imagen.

del tridngulo con datos D = [ g] bajo la transfor-

En los ejercicios 3 a 8, determine las matrices de 3 x 3 que produ-
cen las transformaciones 2D compuestas, usando coordenadas ho-
mogéneas.

3.

4.

Traslade con (2, 1), y después haga girar 90° con respecto al
origen.

Traslade con (—1, 4), y después modifique a escala la coorde-
nada x por 1/2 y la coordenada y por 3/2.

. Refleje los puntos a través del eje x, y después hagalos girar 45°

con respecto al origen.

. Haga girar los puntos 45° con respecto al origen, después reflé-

jelos a través del eje x.

. Haga girar los puntos un dngulo de 60° con respecto al punto

(6, 8).

. Haga girar los puntos un dngulo de 45° con respecto al punto

3, 7).

. Una matriz de datos de 2 x 100 contiene las coordenadas de

100 puntos. Calcule el nimero de multiplicaciones necesarias
para transformar estos puntos usando dos matrices arbitrarias
Ay Bde 2 x 2. Considere las dos posibilidades A(BD) y (AB)D.
Analice las implicaciones de sus resultados con los célculos de
los gréficos por computadora.

2 Véase Jan Ozer, “High-Performance Graphics Boards”, PC Magazine 19, 1 de septiembre de 2000, pp. 187-200.
También “The Ultimate Upgrade Guide: Moving On Up”, PC Magazine 21, 29 de enero de 2002, pp. 82-91.



10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Considere las siguientes transformaciones geométricas 2D: D,
una dilatacion (en la que se modifica la escala de las coordena-
das x y y por el mismo factor); R, una rotacion; y 7, una trasla-
cién.  Conmuta D con R? Es decir, jes D(R(x)) = R(D(x)) para
toda x en R2? ;Conmuta D con T'? ;Conmuta R con T?

Una rotacién en la pantalla de una computadora a veces se imple-
menta como el producto de dos transformaciones de trasquilado
y escalamiento, que pueden acelerar los cdlculos para determi-
nar como se presenta en realidad una imagen grifica en tér-
minos de los pixeles de la pantalla. (La pantalla consiste en filas
y columnas de puntos pequefios, llamados pixeles). La primera
transformacién A, trasquila verticalmente y después comprime
cada columna de pixeles; la segunda transformacién A, trasquila
horizontalmente y después estira cada fila de pixeles. Sean

1 0 0
Ay =|seng cosgp O],
0 0 1
seco —tang 0
Ay, = 0 1 0|,
0 0 1

y muestre que la composicién de las dos transformaciones es
una rotacién en R2.

Una rotacién en R, por lo general, requiere cuatro multiplica-
ciones. Calcule el siguiente producto y demuestre que la matriz
para una rotacién se puede factorizar en tres transformaciones
de trasquilado (cada una de las cuales requiere de tan solo una
multiplicacién).

1 —tangp/2 0 1 0 0
0 1 0 seng 1 0
0 0 1 0 0 1

1 —tangp/2 0

0 1 0

0 0 1

Las transformaciones usuales en coordenadas homogéneas para
gréficos 2D por computadora implican matrices de 3 x 3 en la

A p
forma [ of 1
Demuestre que una transformacién de este tipo equivale a una
transformacién lineal en R? seguida por una traslacién. [Suge-
rencia: Encuentre una factorizacién de matrices adecuada en la
que intervengan matrices particionadas].

] donde A es una matriz de 2 x 2 y p estd en R2.

Demuestre que la transformacion del ejercicio 7 es equivalente
a una rotacion con respecto al origen seguida por una traslacién
mediante p. Encuentre p.

(Qué vector en R3 tiene las coordenadas homogéneas
1 _1 _1 1yo

24 T8 24)f
(Son (1, =2, =3, 4) y (10, —20, —30, 40) coordenadas homo-
géneas para el mismo punto en R3? ;Por qué?
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17. Proporcione la matriz de 4 x 4 que hace girar puntos en R?
con respecto al eje x a través de un dngulo de 60°. (Véase la
figura).

18. Encuentre la matriz de 4 x 4 que hace girar puntos en R3 con
respecto al eje z a través de un dngulo de —30°, y después los
traslada mediante p = (5, —2, 1).

19. Sea S el tridngulo con vértices (4.2, 1.2, 4), (6, 4,2) y (2, 2, 6).
Encuentre la imagen de S bajo la proyeccion en perspectiva con
centro de proyeccion en (0, 0, 10).

20. Sea S el tridangulo con vértices (7, 3, —5), (12, 8, 2), (1, 2, 1).
Encuentre la imagen de S bajo la proyeccién en perspectiva con
centro de proyeccién en (0, 0, 10).

Los ejercicios 21 y 22 se refieren a la manera en que se especifica el
color para mostrarse en graficos por computadora. En una pantalla
de computadora, el color se codifica utilizando tres nimeros (R, G,
B) para indicar la cantidad de energia que un cafién debe transmitir
a los puntos fosforescentes rojos, verdes y azules sobre la pantalla
de la computadora. (Un cuarto niimero especifica la luminosidad o
intensidad del color).

21. [M] El color real que ve un observador en una pantalla estd
influido por el tipo especifico y la cantidad de material fosfores-
cente en la pantalla. De esta manera, cada fabricante de panta-
llas de computadora debe hacer la conversion entre los datos (R,
G, B) y un estandar internacional para color, CIE, que usa tres
colores primarios llamados X, Yy Z. Una conversion tipica para
el material fosforescente de persistencia breve es

.61 .29 150 R X
35 .59 .063 G|=|Y
.04 12 787 B VA

Un programa de computadora envia un flujo de informacién
acerca del color a la pantalla usando datos del estandar CIE (X,
Y, Z). Encuentre la ecuacién que convierte esta informacién en
los datos (R, G, B) que necesita el cafién de electrones de la
pantalla.

22. [M] La senal transmitida por la television comercial describe
cada color por medio de un vector (Y, /, Q). Si la pantalla es en
blanco y negro, solo se utiliza la coordenada Y. (Esto da una me-
jor imagen monocromdtica que si se usa el estdndar CIE para los
colores). La correspondencia entre Y/Q y un color “estdndar”

RGB esta dada por
Y 299 587 114 R
I | =] .59 —275 —-.321 G
0 212 —.528 311 B
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(Un fabricante de pantallas cambiaria las entradas de la matriz cién de televisioén a los datos RGB necesarios para la pantalla
para que funcionaran con sus pantallas RGB). Encuentre la del televisor.
ecuacion que convierte los datos Y/Q transmitidos por la esta-

SOLUCION AL PROBLEMA DE PRACTICA

Acomode las matrices de derecha a izquierda para las tres operaciones. Usando p = (-2, 6),
cos(—30°) = \/5/2 y sen(—30°) = —.5, se tiene:

Traslacion de Rotacion con Traslacion

regreso mediante p respecto al origen medumtc —p

10 —27[V3/2 172 0 2

0 1 6| -1/2 V3 /2 0 { -6

0 0 1 0 1 1
V32 12 V3-5

=| -1/2 3/2 -3/3+5
0 0 1

2.8 | SUBESPACIOS DE R”

DEFINICION

7/

X

FIGURA 1 Gen {vy, v,} tiene un
plano a través del origen.

Esta seccidn se concentra en los importantes conjuntos de vectores en R” llamados subespa-
cios. Con frecuencia surgen subespacios conectados con alguna matriz A, los cuales brindan
informacién util acerca de la ecuaciéon Ax = b. Los conceptos y la terminologia de esta sec-
cién se usarén repetidamente a lo largo del libro.'

Un subespacio de R" es cualquier conjunto H en R” que tenga tres propiedades:
a) El vector cero estd en H.
b) ParacadauyvenH,lasumau + vestien H.

¢) Para cadauen Hy cada escalar c, el vector cu estd en H.

Dicho con palabras, un subespacio es cerrado bajo la suma y la multiplicacién escalar.
Como se verd en los siguientes ejemplos, casi todos los conjuntos de vectores analizados en
el capitulo 1 son subespacios. Por ejemplo, un plano que pasa por el origen es la manera es-
tdndar de visualizar el subespacio del ejemplo 1. Véase la figura 1.

EJEMPLO 1 Siv;yvyestdnen R"y H = Gen {vy, v»}, entonces H es un subespacio
de R". Para comprobar este enunciado, observe que el vector cero estd en H (porque
Ov; + Ov; es una combinacidn lineal de v; y v,). Ahora tome dos vectores arbitrarios en H,
por ejemplo,

u=s5;vy + sV, Yy V=01V T [V
Luego,
utv=_(sy +1r)vy+ (5o + vy

lo que demuestra que u + v es una combinacién lineal de v; y v, y, por lo tanto, estd
en H. Ademads, para cualquier escalar c, el vector cu estd en H, ya que cu = c(s;v] + s3vp) =
(CS1)V1 + (CS2)V2. |

I Las secciones 2.8 y 2.9 se incluyen aqui para permitir que los lectores pospongan el estudio de la mayor parte o el
total de los siguientes dos capitulos y vayan directamente al capitulo 5, si asi lo desean. Omita estas dos secciones
si planea estudiar el capitulo 4 antes que el capitulo 5.
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Si v; no es cero, y si v, es un miltiplo de vy, entonces v; y v, simplemente generan
una recta que pasa a través del origen. Por lo tanto, una recta que pasa por el origen es otro
ejemplo de un subespacio.

EJEMPLO 2 Unarecta L que no pasa por el origen no es un subespacio, porque no con-
tiene al origen, como se requiere. Ademds, la figura 2 muestra que L no es cerrada bajo la

suma o la multiplicacién escalar. |
utyv
u . o 2w
w__-"
\% ////
[ |
L L
u + v no estd sobre L 2w no esta sobre L
FIGURA 2

EJEMPLO 3 Parav,..., v, en R", el conjunto de todas las combinaciones lineales de
Vi,..., Vp €s un subespacio de R". La comprobacion de este enunciado es similar al argumento
dado en el ejemplo 1. Ahora nos referimos a Gen {vy,..., v,} como el subespacio generado
por vi,..., Vp. ||

Observe que R" es un subespacio de si mismo porque tiene las tres propiedades reque-
ridas para un subespacio. Otro subespacio especial es el conjunto que consta exclusivamente
del vector cero en R". Este conjunto, llamado subespacio cero, también satisface las condi-
ciones de un subespacio.

Espacio de columnas y espacio nulo de una matriz

Los subespacios de R" generalmente se presentan en aplicaciones y en la teoria en una de
dos formas. En ambos casos, es posible relacionar el subespacio con una matriz.

El espacio de columnas de una matriz A es el conjunto Col A de todas las combina-
ciones de las columnas de A.

Si A = [a; -+ a,], con las columnas en R™, entonces Col A es lo mismo que
Gen {aj,..., a,}. En el ejemplo 4 se muestra que el espacio columna de una matriz de
m x n es un subespacio de R™. Observe que Col A es igual a R™ solo cuando las colum-
nas de A generan a R™. Si no la generan, Col A es solo una parte de R™.

1 -3 —4 3
EJEMPLO 4 SeanA=|-4 6 -2 |yb= 3 [ Determine si b es el espacio
-3 7 6 —4

columna de A.

SOLUCION El vector b es una combinacién lineal de las columnas de A si y solo si b se pue-
de escribir como Ax para alguna x, es decir, si y solo si la ecuacién Ax = b tiene una solucién.
Reduciendo por filas a la matriz aumentada [A  b], se tiene

1 -3 -4 3 1 -3 —4 3 1 -3 —4 3
-4 6 -2 3|~|0 -6 —-18 I5|~|0 —6 —18 15
-3 7 6 —4 0 -2 -6 5 0 0 0 0

se concluye que Ax = b es consistente, y b estd en Col A. |
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DEFINICION

TEOREMA 12

DEFINICION

X3

€3

€

X1

FIGURA 3
La base estdndar para R>.

L%

La solucién del ejemplo 4 indica que cuando un sistema de ecuaciones lineales est4 es-
crito en la forma Ax = b, el espacio columna de A es el conjunto de todas las b para las que
el sistema tiene una solucién.

El espacio nulo de una matriz A es el conjunto Nul A de todas las soluciones posibles
para la ecuacién homogénea Ax = 0.

Cuando A tiene n columnas, las soluciones de Ax = 0 pertenecen a R", y el espacio nulo
de A es un subconjunto de R”". De hecho, Nul A tiene las propiedades de un subespacio de
matrices de R”".

El espacio nulo de una matriz A de m x n es un subespacio de R”. De manera equiva-
lente, el conjunto de todas las soluciones posibles para un sistema Ax = ( de m ecuacio-
nes lineales homogéneas con n incégnitas es un subespacio de R”.

DEMOSTRACION El vector cero estd en Nul A (porque A0 = 0). Para demostrar que
Nul A satisface las otras dos propiedades requeridas para conformar un subespacio, tome
cualesquiera u y v en Nul A. Es decir, se supone que Au = 0 y Av = 0. Asi, por una propie-
dad de la multiplicacién de matrices,

Au+v)=Au+Av=0+0=0

Por lo tanto, u + v satisface Ax = 0, y asi u + v estd en Nul A. Ademas, para cualquier es-
calar ¢, A(cu) = c(Au) = c(0) = 0, lo que demuestra que cu estd en Nul A. |

Para saber si un vector dado v estd en Nul A, solo se calcula Av para ver si Av es el vec-
tor cero. Puesto que Nul A se describe por medio de una condicién que debe comprobarse
para cada vector, se dice que el espacio nulo estd definido implicitamente. En contraste, el
espacio columna se define explicitamente, ya que los vectores en Col A se pueden construir
(con combinaciones lineales) a partir de las columnas de A. Para crear una descripcién ex-
plicita de Nul A, se resuelve la ecuacion Ax = 0 y se escribe la solucién en forma vectorial
paramétrica. (Véase el ejemplo 6 que se presenta mas adelante).”

Base para un subespacio

Como, por lo general, un subespacio contiene un nimero infinito de vectores, algunos problemas
relacionados con subespacios se manejan mejor trabajando con un conjunto finito y pequefio de
vectores que genere el subespacio. Cuanto menor sea el conjunto, serd mejor. Es factible demos-
trar que el conjunto generador mas pequefio posible debe ser linealmente independiente.

Una base de un subespacio H de R" es un conjunto linealmente independiente en H,
que genera a H.

EJEMPLO 5 Las columnas de una matriz invertible de n X n forman una base para toda
R" ya que son linealmente independientes y generan R”, de acuerdo con el teorema de la
matriz invertible. Una matriz de este tipo es la matriz identidad de n x n. Sus columnas
se denotan mediante ey,..., €,:

1 0 0
1 :
er=|.1|, ea=|.|, ..., e=
! : ? : 0
0 0 1
El conjunto {ey,..., e,} es la base estdndar para R". Véase la figura 3. |

2E1 contraste entre Nul A y Col A se analiza con mayor detalle en la seccién 4.2.
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El siguiente ejemplo muestra que el procedimiento estdndar para escribir el conjunto
solucién de Ax = 0 en la forma vectorial paramétrica en realidad identifica una base para Nul
A. Este hecho se utilizard en todo el capitulo 5.

EJEMPLO 6 Encuentre una base para el espacio nulo de la matriz

-3 6 -1 1 -7
A=| 1 =2 2 3 -1
2 —4 5 8 —4

SOLUCION Primero, escriba la solucién de Ax = 0 en forma vectorial paramétrica:

1 =2 0 -1 3 0 X] — 2% — X4 +3x5=0

[A 0]~ o o0 1 2 =2 0], X3+ 2x4 —2x5 =0

o 0 0O 0 0 O 0=0

La solucién general es x| = 2x; + x4 — 3x5, X3 = —2x4 + 2X5, cOn X, X4 y X5 libres.
X1 2)C2 + x4 — 3X5 2 1 -3
X2 X2 1 0 0
X3 | = —2x4 + 2X5 =X O | + x4 =2 | + x5 2
X4 X4 0 1 0
X5 X5 0 0 1
t t t
u \4 w
= Xou + X4V + X5W (1)

La ecuacién (1) indica que Nul A coincide con el conjunto de todas las combinaciones li-
neales de u, vy w. Es decir, {u, v, w} genera Nul A. De hecho, esta construccién de u, v
y w automaticamente las hace linealmente independientes, ya que (1) muestra que 0 = x,u +
x4v + xsw solamente si todos los pesos xp, x4 Y x5 son cero. (Examine las entradas 2, 4 y 5
del vector xu + x4v + xsw). Asi, {u, v, w} es una base para Nul A. | |

Encontrar una base para el espacio columna de una matriz, en realidad, representa menos
trabajo que encontrar una base para el espacio nulo. Sin embargo, el método requiere cierta
explicacién. Comencemos con un caso sencillo.

EJEMPLO 7 Encuentre una base para el espacio columna de la matriz

I 0-3 5 0
o 1 2 -1 0
B = 0 0 0 0 1
0 0 0 0 O

SOLUCION Denote las columnas de B mediante by, ..., bs y observe que b; = —3b; + 2b,,
y que bgs = 5b; — bs. El hecho de que b; y by sean combinaciones de las columnas pivote
significa que cualquier combinacién de by,..., bs es en realidad solo una combinacién de by,
b, y bs. Efectivamente, si v es cualquier vector en Col B, por ejemplo,

V= Clbl + Czbz + C3b3 + C4b4 + C5b5
entonces, al sustituir b3 y by, se puede escribir v en la forma
v = cib; + by + c3(—=3b; + 2by) + c4(5by — by) + ¢5bs

que es una combinacidn lineal de by, b, y bs. Asi, {by, b,, bs] genera Col B. También, by, b,
y bs son linealmente independientes, porque son columnas de una matriz identidad. Por lo
tanto, las columnas pivote de B forman una base para Col B. |
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TEOREMA 13

La matriz B del ejemplo 7 estd en forma escalonada reducida. Para manejar una matriz
general A, recuerde que las relaciones de dependencia lineal entre las columnas de A se pue-
den expresar en la forma Ax = 0 para alguna x. (Si algunas columnas no intervienen en una
relacion de dependencia particular, entonces las entradas correspondientes de X son cero).
Cuando A se reduce por filas a la forma escalonada B, las columnas cambian en forma drés-
tica, pero las ecuaciones Ax = 0 y Bx = 0 tienen el mismo conjunto de soluciones. Es decir,
las columnas de A tienen exactamente las mismas relaciones de dependencia lineal que las
columnas de B.

EJEMPLO 8 Es posible comprobar que la matriz

1 3 3 2 -9
2 2 2 -8 2
A=la a - as]=) 5 5 5 5
34 -1 11 -8

es equivalente por filas a la matriz B del ejemplo 7. Encuentre una base para Col A.

SOLUCION A partir del ejemplo 7, las columnas pivote de A son las columnas 1, 2 y 5. Tam-
bién, b3 = —3b; + 2b, y by = 5b; — b,. Puesto que las operaciones de fila no afectan las
relaciones de dependencia lineal entre las columnas de la matriz, deberfamos tener que

a;= —3a;+2a, y as=5a —a

Compruebe que jesto es cierto! Por el argumento del ejemplo 7, a3 y a4 no son necesarias
para generar el espacio columna de A. Ademds, {a,, a;, as} debe ser linealmente independien-
te, ya que cualquier relaciéon de dependencia entre a;, a, y a5 implicaria la misma relacién
de dependencia entre by, b, y bs. Puesto que {bj, by, bs} es linealmente independiente,
{aj, a5, as} también lo es y, por lo tanto, es una base para Col A. |

El argumento del ejemplo 8 se puede adaptar para demostrar el siguiente teorema.

Las columnas pivote de una matriz A forman una base para el espacio columna de A.

Adbvertencia: Tenga cuidado de utilizar las columnas pivote de la misma A para la base de
Col A. Con frecuencia, las columnas de una forma escalonada B no estdn en el espacio co-
lumna de A. (Como se observa en los ejemplos 7 y 8, todas las columnas de B tienen ceros
en sus dltimas entradas y no pueden generar las columnas de A).

PROBLEMAS DE PRACTICA

1 -1 5 -7
1. Sea A= 2 0 7]yu= 3 |. (Estiuen Nul A? ;Estduen Col A?
-3 -5 -3 2
Justifique sus respuestas.
0O 1 0
2. DadaA=|0 0 1 |,encuentre un vector en Nul A y un vector en Col A.
0O 0 O

3. Suponga que una matriz A de n X n es invertible. ;Qué se puede decir acerca de Col A?
Y de Nul A?



2.8 EJERCICIOS

En los ejercicios 1 a 4 se muestran conjuntos en R2. Suponga que
los conjuntos incluyen las lineas de frontera. En cada caso, dé una
razén especifica por la cual el conjunto H no es un subespacio de R
(Por ejemplo, encuentre dos vectores en H cuya suma no esté en H,
o encuentre un vector en H con un miltiplo escalar que no esté en H.
Trace un dibujo).

1.
2.
3.
4.
1 -2 -3
5. Sean v| = 3(,va=| -3y w=| —3 |. Determine
—4 7 10
si w estd en el subespacio de R? generado por v; y vs.
1 4 5
-3 —4 -3
6. Sean v, = P 510 V3= 6 y
3 7 5
-1
u= :1 . Determine si u est4 en el subespacio de R* gene-
2

rado por {vy, vz, v3}.
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7. Sean
2 -3 —4
vi=| =8|, v,= 81, v3= 6 1,
6 -7 -7
6
p=|-10|yA=[vivavi]

11
a) (Cudntos vectores hay en {vy, vz, v3}?
b) (Cuantos vectores hay en Col A?

¢) (Estapen Col A? ;Por qué?

8. Sean
-2 -2 0

vV, = 0 s Vy, = 3 s V3 = -5 s
6 3 5
—6

yp= 1 |. Determine si p estd en Col A, donde A =
17

[vi v2 w3l

9. Con Ay p como en el ejercicio 7, determine si p estd en Nul A.

=5
5 | y A como en el ejercicio 8, determine si u
3

estd en Nul A.

10. Con u =

En los ejercicios 11 y 12, dé enteros p y ¢ tales que Nul A sea un
subespacio de R? y Col A sea un subespacio de R?.

302 1 -5
. A=[-9 —4 1 7
L9 2 -5 1
T 12 3
4 5 7
12. A= -5 -1 0
2 7 1
| 3 3 4

13. Para A como en el ejercicio 11, encuentre un vector diferente de
cero en Nul A y un vector diferente de cero en Col A.

[

4. Para A como en el ejercicio 12, encuentre un vector diferente
de cero en Nul A y un vector diferente de cero en Col A.

Determine cudles conjuntos de los ejercicios 15 a 20 son bases para
R? o R3. Justifique sus respuestas.

[ 477 16 -2 4
s [aME] e )
T 0[5 T6 1 3 5
17. | of.|0].|3 18. | 1| -1].] 1
2] 4] [2 -3 2| | -4
T 31T 6 1 37 =37 [0
19. | -8 [.| 2 2. | —6|.|-6[.| 7[.]7
| 1] | -5 —7 7 5019
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En los ejercicios 21 y 22 marque cada enunciado como verdadero
o falso. Justifique sus respuestas.

21. a) Un subespacio de R" es cualquier conjunto H tal que: i. el
vector cero estd en H, ii. u, vy u + v estdn en H, y iii. c es
un escalar y cu estd en H.

b) Si vy,..., v, estdn en R", entonces Gen {vy,..., v,} es el
mismo que el espacio columna de la matriz [v; == v,].

¢) El conjunto de todas las soluciones de un sistema de m
ecuaciones homogéneas con n incognitas es un subespacio
de R™.

d) Las columnas de una matriz invertible de n x n forman una
base para R".

e) Las operaciones de fila no afectan las relaciones de depen-
dencia lineal entre las columnas de una matriz.

22. a) Un subconjunto H de R” es un subespacio si el vector cero
estd en H.

b) Si B es la forma escalonada de una matriz A, entonces las
columnas pivote de B forman una base para Col A.

c¢) Dados los vectores vi,..., v, en R”, el conjunto de todas las
combinaciones lineales de estos vectores es un subespacio
de R™.

d) Sea H un subespacio de R". Si x estd en H, y y estd en R”,
entonces X + y estd en H.

e) El espacio columna de una matriz A es el conjunto de solu-

ciones de Ax = b.

En los ejercicios 23 a 26 se presenta una matriz A y una forma escalo-
nada de A. Encuentre una base para Col A y una base para Nul A.

4 5 9 =2 1 2 6 -5
2. 4=6 5 1 12|~|0 1 5 —6
3 4 8 3] |o o 0 o]
3 6 9 0] [1 -2 5 47
4. A=|2 -4 7 2|~[0 0 3 6
3 6 6 6] |0 0 0 O]
T 1 4 8 =3 -7
-1 2 7 3 4
B4=1 5 2 9 5 5
L 3 6 9 -5 =2
(1 4 8 0
0 2 5 0 -1
0 0 0 1 4
0 0 0 0 0

26.

27.

28.

29.

30.

3 -1 -3 -1 8
301 3 0 2
A=10 3 9 -1 —4
6 3 9 2 6 |
3 -1 -3 0 6]
0o 2 6 0 —4
0 0 0 -1 2
0 0 0 0 0 |

Construya una matriz A de 3 x 3 y un vector b diferente de
cero en forma tal que b esté en Col A, pero b no sea igual que
alguna de las columnas de A.

Construya una matriz A de 3 x 3 y un vector b en forma tal
que b no esté en Col A.

Construya una matriz A de 3 x 3 no nula y un vector b diferente
de cero en forma tal que b esté en Nul A.

Suponga que las columnas de una matriz A = [a; ** a,] son
linealmente independientes. Explique por qué {ay,..., a,} es
una base para Col A.

En los ejercicios 31 a 36, responda de manera tan amplia como sea
posible y justifique sus respuestas.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

Suponga que F es una matriz de 5 x 5 cuyo espacio columna no
es igual a R3. ;Qué se puede decir acerca de Nul F?

Si B es una matriz de 7 x 7 y Col B = R’, ;qué se puede decir
acerca de las soluciones de las ecuaciones de la forma Bx = b
para b en R7?

Si C es una matriz de 6 x 6 y Nul C es el subespacio cero,
;qué se puede decir acerca de las soluciones a ecuaciones de
la forma Cx = b para b en R®?

(Qué se puede decir acerca de la forma de una matriz A de
m % n cuando las columnas de A forman una base para R™?

Si B es una matriz de 5 x 5 y Nul B no es el subespacio cero,
;,qué se puede decir acerca de Col B?

(Qué se puede decir acerca de Nul C cuando C es una matriz de
6 x 4 con columnas linealmente independientes?

[M] En los ejercicios 37 y 38, construya bases para el espacio colum-
na y para el espacio nulo de la matriz A dada. Justifique su trabajo.

37.

38.

(3 =5 0 -1 37

-7 9 —4 9-11
=15 7 2 5 7
3 -7 -3 4 0|

5 3 2 —6 -8

4 1 3 -8 -7

A=l s 1 4 5 19
-7 -5 =2 8 5]

Espacio columna y espacio nulo
Una base para Col A
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SOLUCIONES A LOS PROBLEMAS DE PRACTICA
1. Para determinar si u estd en Nul A, simplemente calcule

1 -1 5 =7 0
Au = 2 0 7 31=160
-3 =5 =3 2 0

El resultado indica que u estd en Nul A. Para decidir si u estd en Col A se requiere mds
trabajo. Reduzca la matriz aumentada [A u] a la forma escalonada para determinar si
la ecuacién AX = u es consistente:

1 -1 5 =7 1 -1 5 =7 1 -1 5 -7
2 0 7 3|~|0 2 -3 17|~]0 2 =3 17
-3 -5 =3 2 0 -8 12 —-19 0 0 0 49

La ecuaciéon Ax = u no tiene solucién, por lo tanto, u no estd en Col A.

2. En contraste con el problema de practica 1, encontrar un vector en Nul A requiere mas
trabajo que probar si un vector especifico estd en Nul A. Sin embargo, como A ya estd en
forma escalonada reducida, la ecuacién Ax = 0 indica que si X = (x, xp, x3), entonces
x, = 0, x3 = 0, y x| es una variable libre. Por lo tanto, una base para Nul A es v = (1,
0, 0). Encontrar solo un vector en Col A es trivial, puesto que cada columna de A esta
en Col A. En este caso particular, el mismo vector v se encuentra tanto en Nul A como en
Col A. Para la mayoria de las matrices de n x n, el vector cero de R" es el tGnico vector
que se encuentra tanto en Nul A como en Col A.

3. Si A es invertible, entonces las columnas de A generan R”, de acuerdo con el teorema
de la matriz invertible. Por definicién, las columnas de cualquier matriz siempre gene-
ran el espacio columna, asi que, en este caso, Col A es toda de R". En forma simbdlica,
Col A = R". Ademds, como A es invertible, la ecuaciéon Ax = 0 tiene Unicamente la
solucion trivial. Esto significa que Nul A es el subespacio cero. En forma simbdlica,
Nul A= {0}.

2.9 DIMENSION Y RANGO

En esta seccidn se continta el andlisis de los subespacios y las bases para subespacios comen-
zando con el concepto de un sistema coordenado. La definicién y el ejemplo presentados a
continuacién pretenden que un término nuevo y util, dimension, parezca bastante natural, al
menos para los subespacios de R>.

Sistemas coordenados

La razén principal para seleccionar la base de un subespacio H, en lugar de simplemente un
conjunto generador, es que cada vector en H se puede escribir solo de una manera como com-
binacién lineal de los vectores de la base. Para ver por qué, suponga que B = {by,..., b,} es
una base de H, y que un vector x en H se puede generar de dos maneras, por ejemplo,

x=cb+--+¢b, vy x=db+ - +db, (1)
Después, al restar se obtiene
0=x—x=(c; —dpby + -+ + (¢, — dpb, 2)

Como B es linealmente independiente, los pesos en (2) deben ser todos cero. Es decir, ¢; = dj
para 1 =j < p, lo que indica que las dos representaciones en (1), en realidad, son iguales.
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DEFINICION

Suponga, que el conjunto B = {by,..., b,} es la base de un subespacio H. Para cada
x en H, las coordenadas de x respecto de la base 3 son los pesos ci,..., ¢, tales
que x = cib; + -+ + ¢,b,, y el vector en R?

c

xlp =

S
se llama vector de coordenadas de x (respecto de 13) o vector de 3-coordenadas
de x.!

3 —1 3
EJEMPLO 1 Seavi=|6|, v, = 0[,x=112 |y B = {vy, v»}. Entonces B
2 1 7

es una base de H = Gen {vj, v} porque v; y v, son linealmente independientes. Determine
si x estd en H y, si lo estd, encuentre el vector de coordenadas de x respecto de 5.

SOLUCION Six estd en H, entonces la siguiente ecuacién vectorial es consistente:

3 —1 3
c1| 6|+ 0= 12
2 1 7

Los escalares c; y ¢, si existen, son las B-coordenadas de x. Usando operaciones de fila,
se tiene que

3 -1 3 1 0 2
6 0 12(~|0 1 3
2 1 7 0 0 O

2 . .
Por lo tanto, ¢; = 2, ¢c; = 3y [X] B= |:3 ] La base B determina un “sistema de coordena-

das” en H, lo que puede visualizarse por medio de la malla que se ilustra en la figural. MW

FIGURA 1 Un sistema de coordenadas sobre un
plano H en R3.

''Es importante que los elementos de 3 estén numerados, ya que las entradas de [x]; dependen del orden de los
vectores en 3.
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Observe que a pesar de que los puntos de H también se encuentran en R3, estdn comple-
tamente determinados por sus vectores de coordenadas, los cuales pertenecen a R%. La malla
en el plano de la figura 1 hace que H “se vea” como R>. La correspondencia X — [X]3 es una
correspondencia uno a uno entre H y R? que conserva las combinaciones lineales. A una co-
rrespondencia de este tipo se le llama isomorfismo, y se dice que H es isomorfo a R

En general, si B = {b;,..., b,} es una base para H, entonces el mapeo x — [x]z s una co-
rrespondencia uno a uno que permite a H verse y actuar igual que R” (aunque los propios vec-
tores de H puedan tener més de p entradas). (En la seccidén 4.4 se presentan mds detalles).

Dimension de un subespacio

Es posible demostrar que si un subespacio H tiene una base de p vectores, entonces cualquier
base de H debe consistir en exactamente p vectores. (Véase los ejercicios 27 y 28). Por lo
tanto, la siguiente definicién tiene sentido.

La dimension de un subespacio H diferente de cero, que se denota mediante dim H, es
el niimero de vectores en cualquier base para H. La dimension del subespacio cero {0}
es, por definicidn, cero.?

El espacio R" tiene dimensién n. Cada base para R” consiste en n vectores. Un plano
a través de 0 en R? es bidimensional, y una recta que pasa a través de 0 es unidimensional.

EJEMPLO 2 Recuerde que el espacio nulo de la matriz A vista en el ejemplo 6, seccién
2.8, tenia una base de tres vectores. Asi que la dimension de Nul A en este caso es 3. Observe
cémo cada vector basico corresponde a una variable libre en la ecuacién Ax = 0. La cons-
truccién realizada aqui siempre produce una base de este modo. Asi, para encontrar la dimen-
si6n de Nul A, basta con identificar y contar el niimero de variables libres en Ax = 0. |

El rango de una matriz A, que se denota como rango A, es la dimensién del espacio
columna de A.

Puesto que las columnas pivote de A forman una base para Col A, el rango de A es sim-
plemente el niimero de columnas pivote en A.

EJEMPLO 3 Determine el rango de la matriz

2 5 -3 -4 8
4 7 -4 =3 9
A= 6 9 =5 2 4
0 -9 6 5 —6

SOLUCION Reduzca A a la forma escalonada:

2 5 -3 —4 8 2 5 -3 —4 8
4 0o -3 2 5 -7 o 0o -3 2 5 -7
0 -6 4 14 =20 0O 0 0 4 —6
0 -9 6 5 —6 0O 0 0 0 O
Columnas pivote + ¢+ 4
La matriz A tiene 3 columnas pivote, asi que rango A = 3. |

2 El subespacio cero no tiene base (porque el vector cero forma, por si mismo, un conjunto linealmente depen-

diente).
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TEOREMA 14

TEOREMA 15

TEOREMA

La reduccién por filas del ejemplo 3 revela que hay dos variables libres en Ax = 0, por-
que dos de las cinco columnas de A no son columnas pivote. (Las columnas que no son pivote
corresponden a las variables libres de Ax = 0). Como el niimero de columnas pivote més el
nimero de columnas que no son pivote es exactamente el nimero de columnas, las dimensio-
nes de Col A y Nul A guardan la siguiente relacion ttil. (Para mds detalles, véase el teorema
del rango en la seccién 4.6).

El teorema del rango

Si una matriz A tiene n columnas, entonces rango A + dim Nul A = n.

El siguiente teorema es importante para las aplicaciones y se necesitard en los capitulos
5y 6. El teorema (demostrado en la seccion 4.5) es verdaderamente superior, Si se piensa en
un subespacio p-dimensional como isomorfo a R”. El teorema de la matriz invertible estable-
ce que p vectores de R” son linealmente independientes si y solo si también generan a R?.

El teorema de la base

Sea H un subespacio p-dimensional de R”. Cualquier conjunto linealmente indepen-
diente de exactamente p elementos en H de forma automética es una base de H. Ade-
mads, cualquier conjunto de p elementos de H que genere a H es automdticamente una
base para H.

Rango y el teorema de la matriz invertible

Los diversos conceptos de espacio vectorial asociados con una matriz proporcionan varios
enunciados mds para el teorema de la matriz invertible. Estos enunciados se presentan como
una continuacion del teorema original presentado en la seccion 2.3.

El teorema de la matriz invertible (continuacion)

Sea A una matriz de n X n. En tal caso, cada uno de los siguientes enunciados es equi-
valente al enunciado de que A es una matriz invertible.

m) Las columnas de A forman una base de R".
n) ColA = R"

0) dim ColA =n

p) rango A =n

q) NulA = {0}

r) dimNulA =0

DEMOSTRACION El enunciado m) es, por 16gica, equivalente a los enunciados ) y /) que
consideran independencia lineal y generacion. Los otros cinco enunciados se vinculan a los
primeros del teorema por medio de la siguiente cadena de implicaciones casi triviales.

g=>n=o0)=p) =r=q) =d)

El enunciado g), que establece que la ecuacién Ax = b tiene al menos una solucién para cada
b en R”, implica al enunciado n), porque Col A es precisamente el conjunto de todas las b
tales que la ecuacién Ax = b sea consistente. Las implicaciones n) = 0) = p) se desprenden
de las definiciones de dimension y rango. Si el rango de A es n, el nimero de columnas de A,
entonces dim Nul A = 0, de acuerdo con el teorema del rango, y asi Nul A = {0}. Por lo tanto,
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p) = r) = q). Ademads, el enunciado g) implica que la ecuaciéon Ax = 0 tiene Gnicamente la
solucidn trivial, que es el enunciado d). Puesto que ya se sabe que los enunciados d) y g) son
equivalentes al enunciado de que A es invertible, la prueba estd completa. |

—— NOTAS NUMERICAS

Muchos de los algoritmos analizados en este libro resultan ttiles para entender concep-
tos y realizar a mano célculos sencillos. Sin embargo, con frecuencia los algoritmos no
son aplicables a problemas de gran escala en la vida real.

Un buen ejemplo de lo anterior es la determinacién del rango. Tal vez parezca
sencillo reducir una matriz a su forma escalonada y contar los pivotes. Pero, a menos
que se realicen cdlculos matematicos precisos sobre una matriz cuyas entradas estén
especificadas de manera exacta, las operaciones de fila pueden cambiar el rango apa-

. . . s 7
rente de una matriz. Por ejemplo, si el valor de x en la matriz |: 5 5 j| no se almace-

na exactamente como 7 en una computadora, entonces el rango puede ser 1 o 2, depen-
diendo de si la computadora considera a x — 7 como cero.

En las aplicaciones préacticas, es frecuente que el rango efectivo de una matriz A
se determine a partir de la descomposicién del valor singular de A, que se estudiard en
la seccién 7.4.

PROBLEMAS DE PRACTICA

1. Determine la dimensién del subespacio H de R3 generado por los vectores v, vo y Vs,

(Primero, encuentre una base para H).

2 3 —1
vi=| -8, woa=|-71], wv3= 6
6 -1 -7

Considere la base

para R% Si[x], = [;:|, Jqué es x?

(Podria R? contener un subespacio cuatridimensional (o tetradimensional)? Explique su
respuesta.

2.9 EJERCICIOS

En los ejercicios 1y 2, encuentre el vector x determinado por el vec-
tor de coordenadas [x]z y la base B dados. Ilustre cada respuesta con
una figura, como en la solucién al problema de practica 2.

-1
s a- ([ B[]

En los ejercicios 3 a 6, el vector X estd en un subespacio H con una
base B = {by, b,}. Encuentre el vector de B-coordenadas de x.

2 -1 0
e[ 4[]
1 -2 1
[ o-[3][}]
M1 -2 2
. bl_ 4 ,bz= —7 , X = 9
-3 5 =7
-3 7 5
. by 2 ,bp=| -3 |.x= 0
—4 5 -2
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o=[Jo-[ - [1o-[1] -

B = {by, by}. Use la figura para estimar [w]z y [x]z. Confir-
me su estimacién de [X|z usdndola junto con {b, by} para
calcular x.

7. Sean

N AN
LA
TN A

s ne [t} e[} o [3] 0<[1)

Z= [:;5] y B = {by, by}. Use la figura para estimar

[X]5, [Y]s v [z]s. Confirme sus estimaciones de [y]z y [z]s
usandolas junto con {b,, b,) para calcular y y z.

En los ejercicios 9 a 12 se presenta una matriz A y una forma escalo-
nada de A. Encuentre bases para Col A y Nul A, y después establezca
las dimensiones de estos subespacios.

1 3 2 -6 1 3 3 2
3 9 1 5 0 0 5 -7
2 A=15 6 -1 9|~ o 0o o s
|5 15 0 14 0 0 0 0
1 -2 -1 4
10. A=

\S]

|

—_

—_
—_— N N

[o)}

S = O
—_— O W O

2 4 -5 2 -3
3.6 -8 3 -5
HoA=19 0 9 0 9
|3 -6 -7 =3 -10

(1 2 =5 1 —47]

0 0 5 0 5

0 0 0 0 0

(0 0 0 0 0]

(1 2 —4 4 6]

5 1 -9 2 10
RoA=14 6 9 12 15
3 4 -5 8 9]

(1 2 8 4 —6]]

0 2 3 4 -1

0 0 5 0 =5

(0 0 0 0 0]

En los ejercicios 13 y 14, encuentre una base para el subespacio que
generan los vectores dados. ;Cudl es la dimensién del subespacio?

177377 27 [-47
-3 9] | -1 5
Bt b6 l] 4] -3
4 L2 | 2] | 7]
177 277 17 [ 3
1| |-3]|-1 4| =7
Wb bl sl =7 6
o3| 4] 2] 7] [~

15. Suponga una matriz A de 4 x 6 tiene cuatro columnas pivote.
(Es Col A = R*? ;Es Nul A = R?? Explique sus respuestas.

16. Suponga una matriz A de 4 x 7 tiene tres columnas pivote. ;Es
Col A = R3? ;Cudl es la dimensién de Nul A? Explique sus
respuestas.

En los ejercicios 17 y 18, marque cada enunciado como verdadero
o falso. Justifique sus respuestas. Aqui A es una matriz de m x n.

17. a) SiB = {vy, ..., V,} es una base para un subespacio H, y si
X = c1v; + -+ + ¢V, entonces cy,..., ¢, son las coordena-
das de x respecto de la base 5.

b) Cada recta en R” es un subespacio unidimensional de R".

¢) La dimensién de Col A es el nimero de columnas pivote
de A.

d) Las dimensiones de Col A y Nul A suman el nimero de co-
lumnas de A.

e) Si un conjunto de p vectores generan un subespacio p-di-
mensional H de R”, entonces estos vectores forman una base
para H.

18. a) Si B es una base para un subespacio H, entonces cada vector
en H se puede escribir solamente de una forma como combi-
nacién lineal de los vectores en 5.

b) La dimension de Nul A es el nimero de variables en la ecua-
cion Ax = 0.

¢) La dimensidn del espacio columna de A es rango A.



d) Si B = {vy,..., Vp} es una base del subespacio H de R”,
entonces la correspondencia x — [X]|s hace que H sea vea
y actie como R?.

e) Si H es un subespacio p-dimensional de R”, entonces un con-
junto linealmente independiente de p vectores en H es una
base para H.

En los ejercicios 19 a 24 justifique cada respuesta o construccion.

19. Si el subespacio de todas las soluciones de Ax = 0 tiene una
base que consiste en tres vectores, y si A es una matrizde 5 x 7,
(cudl es el rango de A?

20. (Cudl es el rango de una matriz de 6 x 8 cuyo espacio nulo es
tridimensional?

21. Siel rango de una matrizA de 9 x 8 es 7, ;cudl es la dimensién
del espacio solucién de Ax = 0?

22. Demuestre que un conjunto {vy,..., vs} en R” es linealmente
dependiente si dim Gen {vy,..., vs} = 4.

23. Si es posible, construya una matriz A de 3 x 5 tal que dim
Nul A =3y dim ColA = 2.

24. Construya una matriz de 3 x 4 con rango 1.

25. Sea A una matriz de n X p cuyo espacio columna es p-dimensio-
nal. Explique por qué las columnas de A deben ser linealmente
independientes.

26. Suponga que las columnas 1, 3, 4, 5 y 7 de una matriz A son

27.

28.

29.

30.
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Suponga que los vectores by,..., b, generan un subespacio W,

y sea {ay,..., a,} cualquier conjunto en W que contenga mas de

p vectores. Complete los detalles del siguiente argumento para

demostrar que {ay,..., a;} debe ser linealmente dependiente.

Primero, sea B = [b; b lyA=1[a; - agl

a) Explique por qué para cada vector a;, existe un vector ¢; en
R? tal que a; = Be;.

b) Sea C = [¢ ¢,]. Explique por qué existe un vector
diferente de cero tal que Cu = 0.

¢) Utilice By C para demostrar que Au = 0. Esto muestra que
las columnas de A son linealmente dependientes.

Use el ejercicio 27 para demostrar que si A y B son bases
para un subespacio W de R", entonces .A no puede contener
mas vectores que 3 y, a la inversa, que B no puede conte-
ner més vectores que A.

[M] Sean H = Gen {vy, v2), y B = {vy, v2}. Demuestre que
x estd en H, y encuentre el vector de B-coordenadas de x,
cuando

15 14 16
vie| 3 v = |10 —| 0
! 22 13 | 11
7 17 -3

[M] Sean H = Gen {vy, v2,v3} y B = {vy, V2, v3}. Demuestre
que B es una base para H 'y que x estd en H, y encuentre el vec-
tor de B-coordenadas de x, cuando

linealmente independientes (pero no son necesariamente co- —6 8 -9 11
lumnas pivote), y que el rango de A es 5. Explique por qué las v, = 3 LV, = 0 V3 = 4 X = —2
cinco columnas mencionadas deben ser una base para el espacio -9 7 ) -8 17

4 -3 3 -8

columna de A.

SOLUCIONES A LOS PROBLEMAS DE PRACTICA

1. Construya A = [v; v, v3] de manera que el subespacio generado por vy, V5, V3 sea el espa-

CO\A cio columna de A. Las columnas pivote de A proporcionan una base para este espacio.
" 2 3 -1 2 3 -1 2 3 -1
v A=|-8 -7 6|~|0 5 2|~]0 5
V2 } 6 —1 =7 0—-10 —4 0 0 O

Las primeras dos columnas de A son columnas pivote y forman una base para H. Por lo
tanto, dim H = 2.

. 3 . S
2. Six]p = [ > :|, entonces x se forma a partir de una combinacién lineal de los vectores

basicos usando los pesos 3 y 2:

1 2 3.4
c=am e am =3 1]+ 2] = [34]

La base {by, by} determina un sistema de coordenadas para R2, que se ilustra con la
} malla de la figura. Observe cémo x tiene 3 unidades en la direccién b; y 2 unidades en
1 la direccién b,.
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3. Un subespacio cuatridimensional contendria una base de cuatro vectores linealmente in-
dependientes. Esto es imposible en R*. Como cualquier conjunto linealmente indepen-
diente en R3 no contiene mds de tres vectores, cualquier subespacio de R? tiene una di-
mensién no mayor a 3. El propio espacio R? es el tinico subespacio tridimensional de R>.
Los otros subespacios de R3 tienen dimensién 2, 1 0 0.

CAPITULO 2 EJERCICIOS COMPLEMENTARIOS

1.

Suponga que las matrices mencionadas en los siguientes enun-
ciados tienen los tamafios adecuados. Marque cada enunciado
como verdadero o falso. Justifique sus respuestas.

a) SiAy Bsondem x n, entonces tanto AB” como A”B estdn
definidas.

b) Si AB = Cy C tiene dos columnas, entonces A tiene dos
columnas.

¢) Al multiplicar por la izquierda una matriz B por una matriz
diagonal A, con entradas distintas de cero en la diagonal, se
modifica la escala de las filas de B.

d) Si BC = BD, entonces C = D.
e) SiAC = 0,entoncesA =00 C = 0.
) SiAyBsonden x n,entonces (A + B)(A — B) = A> — B~

g) Una matriz elemental de n x n tiene n o n + 1 entradas
diferentes de cero.

h) La transpuesta de una matriz elemental es una matriz ele-
mental.

i) Una matriz elemental debe ser cuadrada.

j) Toda matriz cuadrada es un producto de matrices elemen-
tales.

k) SiA es una matriz de 3 x 3 con tres posiciones pivote, exis-
ten matrices elementales Ej,..., E, tales que E, -+ E/A = I.

l) SiAB = I, entonces A es invertible.

m) Si Ay B son cuadradas e invertibles, entonces AB es inverti-
ble,y (AB)"! = A71B~!

n) SiAB = BAy A es invertible, entonces A™'B = BA™.

0) SiA es invertible y r # 0, entonces (rA) ™! = rA~ L.
1
p) Si A esuna matriz de 3 x 3 y la ecuacion Ax = | O | tiene
0
una sola solucién, entonces A es invertible.
. . 1 4 5
. Encuentre la matriz C cuya inversaes C~" = 6 71|
0O 0 O
. Sead=|1 0 O | Demuestre que A* = 0. Utilice alge-

0 1 0
bra de matrices para calcular el producto (I — A)(I + A + A?).

. Suponga que A" = 0 para alguna n > 1. Encuentre una inversa

paral — A.

. Suponga que una matriz A de n x n satisface la ecuacién

A% — 2A + I = 0. Demuestre que A = 34 — 2], y que A* =
4A — 31

10.

11.

12.

1 0 0 1 .
Sea A = |:0 _1 ], B = [1 0]. Estas son matrices de

espin de Pauli 'y se usan en el estudio del espin de electrones en

mecénica cudntica. Demuestre que A2 = I, B> = Iy AB = —BA.
Las matrices del tipo AB = —BA se llaman anticonmutativas.
1 3 8 -3 5
SeaA=|2 4 11 |y B= 1 5 |. Calcule A™'B
1 2 5 3 4

sin calcular A™'. [Sugerencia: A~'B es la solucién de la ecua-
cién AX = B].

Encuentre una matriz A tal que la transformacién x — Ax

1 2 1 3 .
mapee [3] y [7} en [1] y [ 1 :|, respectivamente. [Suge-

rencia: Escriba una ecuacién de matrices que implique a A, y
despeje A].

5 4 7 3
Suponga que AB = |: 5 3 ] yB = [ 1 :| Encuentre A.
Suponga que A es invertible. Explique por qué A7A también es
invertible. Después demuestre que A~! = (ATA) AT,

Sean x,..., x, nimeros fijos. La siguiente matriz, llamada una
matriz de Vandermonde, se presenta en aplicaciones como pro-
cesamiento de sefiales, cddigos correctores de errores e interpo-
lacién de polinomios.

1 x xF e xt

1 x x3 xy!
V =

1 x, x2 .o xrd

A partirde y = (yy,..., y,) en R", suponga que ¢ = (co,..., Cy—1)
en R” satisface Ve =y, y defina el polinomio

p) =co+cit + cpt? + o+ cpo gt

a) Demuestre que p(x;) = yi,..., p(x,) = y,. Denominamos a
p(?) un polinomio de interpolacion para los puntos (x1, y1),...,
(x4, yn) porque la grafica de p(¢) pasa por estos puntos.

b) Suponga que xi,..., X, son nimeros distintos. Demuestre que
las columnas de V son linealmente independientes. [Suge-
rencia: Piense en cudntos ceros puede tener un polinomio de
gradon — 1].

¢) Demuestre que: “Si xi,..., x,,, son nimeros distintos yj,...,
¥y, son nimeros arbitrarios, entonces hay un polinomio de
interpolacion de grado = n — 1 para (x1, y1),..., (X4, Yu)”-

Sea A = LU, donde L es una matriz triangular inferior invertible
y U es triangular superior. Explique por qué la primera columna
de A es un multiplo de la primera columna de L. ;Cémo se rela-
ciona la segunda columna de A con las columnas de L?



13.

14.

Dada u en R" con u’u = 1, sea P = uu’ (un producto exterior)

y Q = 1 — 2P. Justifique los enunciados a), b) y ¢).
a) P>2=P by PT=pP ) Q=1
La transformacién x — Px es una proyeccion, y X — QX se
llama reflexion de Householder. Dichas reflexiones se usan

en programas de computadora para crear multiples ceros en un
vector (por lo general, una columna de una matriz).

1
5 |. Determine P y Q como en el

0
Seenu=|0|yx=
1 3

ejercicio 13, y calcule Px y Ox. La figura muestra que Ox es
la reflexion de x a través del plano xjx;.

X3

le

~ 'x — Px
N |
N

|
2N

Una reflexién de Householder a través del
plano x3 = 0.

15.

16.

17.

18.

19.

20.
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Suponga que C = E3E>E|B, donde E|, E; y E3 son matrices
elementales. Explique por qué C es equivalente por filas a B.

Sea A una matriz singular de n x n. Describa cdmo se puede
construir una matriz B de n X n no nula tal que AB = 0.

Sean A una matriz de 6 X 4 y B una matriz de 4 x 6. Demuestre
que la matriz AB de 6 x 6 no puede ser invertible.

Suponga que A es una matriz de 5 X 3 y que existe una matriz
Cde 3 x 5 tal que CA = I5. Suponga ademds que para alguna b
dada en R>, la ecuacién Ax = b tiene por lo menos una solucién.
Demuestre que esta solucidn es unica.

[M] Ciertos sistemas dindmicos se pueden estudiar examinan-
do las potencias de una matriz, como las que se presentan a
continuacién. Determine qué ocurre a A% y B* conforme k se
incrementa (por ejemplo, pruebe con k = 2,..., 16). Trate de
identificar qué tienen de especial A y B. Investigue potencias
grandes de otras matrices de este tipo y haga una conjetura acer-
ca de dichas matrices.

4 2 3 0o 2 3
A=(3 6 3|, B=(.1 6 3
3 2 4 9 2 4

[M] Sea A, una matriz de n x n con ceros en la diagonal prin-
cipal y ndmeros 1 en el resto. Calcule A, ' paran = 4,5y 6,
y haga una conjetura acerca de la forma general de A} para
valores mds grandes de .
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Determinantes

EJEMPLO INTRODUCTORIO

Trayectorias aleatorias y distorsion

En su libro autobiografico ; Estd usted de broma, Sr. Feynman?,
el Premio Nobel de Fisica 1965, Richard P. Feynman, comen-
ta que en su estancia universitaria de posgrado en Princeton
solia observar a las hormigas. Estudié su comportamiento al
proporcionarles un “transbordador” de pedazos de papel que
podia trasladarlas hacia el terrén de aziicar que colgaba de
una cuerda, donde las hormigas jamas podrian encontrarlo
accidentalmente. Cuando una hormiga se paraba sobre el
papel, entonces Feynman la transportaba hacia la comida

y la trafa de regreso al punto inicial. Después de que las
hormigas aprendieron a utilizar el transbordador de papel,
Feynman reubicé el punto de aterrizaje de retorno. Esto
pronto gener6 confusién en la colonia de hormigas, lo que
indicaba que el “aprendizaje” de las hormigas hab{a consisti-
do en crear y seguir rutas. Feynman confirmé esta conjetura
colocando placas de vidrio sobre el piso. Una vez que las hor-
migas establecieron rutas sobre los trozos de vidrio, Feynman
los reacomodd y, por consiguiente, las rutas que estos indi-
caban. Las hormigas siguieron las rutas reposicionadas y as{
Feynman podia dirigir a las hormigas adonde él quisiera.

Supongamos que Feynman hubiera deseado realizar investi-
gaciones adicionales utilizando un globo, fabricado con una malla
de alambre; las hormigas deberfan seguir cada alambre y elegir
entre dirigirse a la izquierda o a la derecha en cada interseccién.
Si varias hormigas y un nimero igual de fuentes de alimento se
colocan sobre el globo, ;qué tan probable serfa que cada hormiga
encontrara su propia fuente de alimento en lugar de utilizar la ruta
de otra hormiga y seguirla hasta una fuente compartida?!

!'La solucién al problema de la trayectoria de las hormigas (y otras dos aplica-
ciones) se puede encontrar en el articulo de Arthur Benjamin y Naomi Came-
ron, publicado en la ediciéon de Mathematical Monthly, de junio 2005.

Para registrar las rutas reales de las hormigas y
comunicar los resultados a otros, es conveniente utilizar
un mapa rectangular del globo. Existen muchas maneras
de trazar dichos mapas. Una manera sencilla es utilizar la
latitud y longitud sobre el globo como coordenadas xy y
en el mapa. Como ocurre con todos los mapas, el resultado
no seria una representacién totalmente fiel del globo.

Los detalles cerca del “ecuador” se ven practicamente
iguales tanto sobre el globo como en el mapa, pero

las regiones cercanas a los “polos” del globo estidn
distorsionadas. Las imdgenes de regiones polares son
mucho mds grandes que las imadgenes de regiones
ecuatoriales de tamafio similar. Para ajustarse a sus
alrededores en el mapa, la imagen de una hormiga cerca
de uno de los polos deberia ser méds grande que la de una
cercana al ecuador. ;Cudnto mas de grande?

De manera sorprendente, los problemas de la trayec-
toria de las hormigas y la distorsion del drea se contestan
mejor utilizando determinantes, el tema de este capitulo.

De hecho, el determinante tiene tantos usos que un resumen
de sus aplicaciones a principios del siglo xx ocupd cuatro
volimenes del tratado que escribié6 Thomas Muir. Ante la
trascendencia y el tamafio crecientes de las matrices en las
aplicaciones modernas, muchos usos de los determinantes
que antes eran importantes ahora ya no lo son. Sin embargo,
los determinantes atin desempefian un papel importante.

163
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Ademads de introducir el tema de determinantes en la seccion 3.1, este capitulo presenta dos
ideas importantes. La seccién 3.2 deduce, para una matriz cuadrada, un criterio de invertibili-
dad que desempefia un papel importante en el capitulo 5. La seccién 3.3 muestra cémo el de-
terminante mide cudnto cambia una transformacion lineal al drea de una figura. Cuando esta
técnica se aplica localmente, entonces se responde a la pregunta de la tasa de expansion de un
mapa cerca de los polos. Esta idea desempefia un papel fundamental en cdlculo multivariado
en la forma del jacobiano.

3.1 INTRODUCCION A LOS DETERMINANTES

Recuerde de la seccién 2.2 que una matriz de 2 x 2 es invertible si y solo si su determinante
es diferente de cero. Para extender este util resultado a matrices mds grandes, se necesita una
definicién para el determinante de una matriz de n x n. Se puede descubrir la definicién para
el caso 3 x 3 observando qué ocurre cuando una matriz invertible A de 3 x 3 se reduce por
filas.

Considere A = [a;] con ay; # 0. Sila segunda y tercera filas de A se multiplican por ayy, y
luego se restan multiplos adecuados de la primera fila de las otras dos filas, se encuentra que
A es equivalente por filas a las dos matrices siguientes:

apn an aps apn ann aps
apdszy dpdx dpdzz |~ 0 anaxn —apan anaxs —apay (D
apdsy dpndsz  apdass 0 anaz —apas anas; —aaas

Puesto que A es invertible, entonces la entrada (2, 2) o la entrada (3, 2) en el lado derecho
de (1) es diferente de cero. Supongamos que la entrada (2, 2) es diferente de cero. (De otra
forma, se puede realizar un intercambio de filas antes de proceder). Se multiplica la fila 3 por
ayax — appas;, y luego alanueva fila 3 se le suma la fila 2 multiplicada por —(aj a3, — ajasy).
Esto mostrard que

ar ap an
A~ O apax —apdy  a1ds — a3
0 0 a“A
donde
A = ay1axazz + apapas; + ai3a1a3 — a11a2303 — dpdr1as3 — ai3anaz;  (2)

Puesto que A es invertible, A debe ser diferente de cero. En la seccién 3.2 se verd que lo con-
trario también es verdad. A A de la ecuacién (2) se le llama el determinante de la matriz A
de 3 x 3.

Recuerde que el determinante de una matriz de 2 X 2, A = [a;], es el nimero

det A = ajjaxn — apan

Para una matriz de 1 x 1, por ejemplo, A = [ay], se define det A = a;,. Para genera-
lizar la definicién del determinante a matrices mas grandes, se utilizardn determinantes de
2 x 2 para rescribir el determinante A de 3 x 3 descrito anteriormente. Puesto que los tér-
minos en A se pueden agrupar como (aj1a»asz; — ajaxasy) — (a1pa1a33 — dpdasazy) +
(a13az1a32 — azarpasy),

a»p axp a  axp ay an
A = ay; -det —aj, - det + a3 - det
asxp  as as;  asz as;  as

Por brevedad, se escribe
A=ay -detA;; —app-detA;n + a3 -det Az 3)

donde A1, A1 y A3 se obtienen de A eliminando la primera fila y una de las tres columnas.
Para cualquier matriz cuadrada A, sea A;; la submatriz formada al eliminar la i-ésima fila y la
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J-€ésima columna de A. Por ejemplo, si

1 -2 5

2 0 4 -1
A= 31 0 7

0 4 -2 0

entonces A3, se obtiene eliminando la fila 3 y la columna 2,

1 -2 5 0
2 0 4 -1
3 1 0 7
0 4 -2 0
de manera que
1 5
A =12 4 —1
0 —2

Ahora se puede dar una definicioén recursiva de un determinante. Cuando n = 3, det A se
define utilizando los determinantes de las submatrices Aj; de 2 x 2, como en la ecuacion (3).
Cuando n = 4, det A utiliza los determinantes de las submatrices A; de 3 x 3. En general, un
determinante n x n se define mediante determinantes de submatricesde (n — 1) X (n — 1).

Paran = 2, el determinante de una matriz A = [a;;] de n X n es la suma de n términos
de la forma *ay; det Ay;, con signos mds y menos alternados, donde las entradas ay;,
ai,..., ai, son de la primera fila de A. En simbolos,

detA =qa;detA}; —ajdetA,, + - + (=1)!*"q,, detA,,

n
= 2(—1)1+ia1j detA;
j=1

EJEMPLO 1 Calcule el determinante de

1
A=12 4 -1
0 -2

SOLUCION Calcule det A = a;; det A1y — ajpdet Ajp + a3 det Aps:

4 —1 2 -1 2 4
detA—l-det|:_2 Oi|—5-det|:0 0i|+0-det[0 _2]

=1(0—2)—5(0 —0) + 0(—4 — 0) = -2 -

Otra notacién comiin para el determinante de una matriz utiliza un par de rectas verticales
en lugar de corchetes. Asf, el calculo del ejemplo 1 se puede representar como

4 —1 2 -1 2 4‘_

2 0 0 0 0 —2 =2

detA:l‘_ ‘—5

[+

Para establecer el siguiente teorema, es conveniente escribir la definicién de det A en
una forma ligeramente distinta. Dada A = [a;], el cofactor (i, j) de A es el niimero Cj
definido por

Cij = (—1)i+j detA,-j (4)
Entonces
detA = a1 Cyy +anCin+---+a;,Ciy
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TEOREMA 1

Esta formula se conoce como desarrollo por cofactores a lo largo de la primera fila
de A. Se omite la demostracion del siguiente teorema fundamental para asf evitar una larga
digresion.

El determinante de una matriz A de n x n se puede calcular mediante un desarrollo por
cofactores a lo largo de cualquier fila o columna. El desarrollo a lo largo de la i-ésima
fila utilizando los cofactores de la ecuacion (4) es

detA = a,»lCil + Clizciz JF cco = a,-nC,-,,
El desarrollo por cofactores a lo largo de la j-ésima columna es

detA = a,‘jC,:/' arF aszzj aF 099 - a,,anj

El signo mds o menos en el cofactor (i, j) depende de la posicion de a;; en la matriz, sin
importar el signo de a;;. El factor (—1)"*/ genera el siguiente patrén de signos:

+

+

+

—+

I+ |

EJEMPLO 2 Utilice un desarrollo por cofactores a lo largo de la tercera fila para calcular
el det A, donde

SOLUCION Calcule
det A = a31C31 + a3 Ci + azsCs
= (=1)’*'az det A3y + (1)’ ?az det A + (—1)Paz; det 433

5 0 1o, 1 s
_0‘4 ~1 _(_2)‘2 —1‘“’2 4‘
=0+2(-1)+0=-2 |

El teorema 1 es util para calcular el determinante de una matriz que contiene muchos
ceros. Por ejemplo, si en una fila hay una mayoria de ceros, entonces el desarrollo por co-
factores a lo largo de esa fila tiene muchos términos iguales a cero, y no se necesita calcular
los cofactores en estos términos. El mismo enfoque funciona con una columna que contiene
muchos ceros.

EJEMPLO 3 Calcule det A, donde

3 -7 8 9 -6
0o 2 -5 7 3
A=(0 0 1 5 0
0o 0 2 4 -1
0O 0 0 -2 0

SOLUCION EI desarrollo por cofactores a lo largo de la primera columna tiene todos los
términos iguales a cero, excepto el primero. Asi,

2 -5 7 3
0 1 5 0

detA =3- 0 > 4 1 —0:Cyi +0-C31—0-Cq +0-Cs
0O 0 -2 0
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De aqui en adelante se omitirdn los términos iguales a cero en el desarrollo por cofactores.
Después, desarrolle este determinante de 4 x 4 a lo largo de la primera columna para tomar
ventaja de los ceros que estdn ahi. Se tiene

1 5 0
detA=3-2-{2 4 -1
0 -2 0

Este determinante de 3 x 3 se calcul6 en el ejemplo 1 y se encontré que su valor es —2.
Por lo tanto, det A =3 -2 - (—2) = —12. |

La matriz en el ejemplo 3 era casi triangular. El método en ese ejemplo se adapta facil-
mente para demostrar el siguiente teorema.

TEOREMA 2 Si A es una matriz triangular, entonces det A es el producto de las entradas sobre la
diagonal principal de A.

La estrategia en el ejemplo 3 para detectar ceros funciona muy bien cuando una fila o
columna completa consiste en ceros. En tal caso, el desarrollo por cofactores a lo largo de tal
fila o columna jes una suma de ceros! Asi, el determinante es cero. Por desgracia, la mayoria
de los desarrollos por cofactores no son tan rapidos de evaluar.

—— NOTA NUMERICA

En la actualidad, una matriz de 25 x 25 se considera pequefia. Sin embargo, seria
imposible calcular un determinante de 25 x 25 con un desarrollo por cofactores. En
general, un desarrollo por cofactores requiere alrededor de n! multiplicaciones, y 25!
es aproximadamente 1.5 x 10%.

Si una computadora efectiia un billén de multiplicaciones por segundo, tendria que
trabajar unos 500,000 afios para calcular un determinante de 25 x 25 utilizando este
método. Por fortuna, hay métodos mas rapidos, como pronto se vera.

Los ejercicios 19 a 38 exploran importantes propiedades de los determinantes, sobre todo
para el caso de 2 x 2. Los resultados de los ejercicios 33 a 36 se utilizaran en la préxima
seccion con la finalidad de deducir propiedades andlogas para matrices de n X n.

PROBLEMA DE PRACTICA

5 -7 2 2

0O 3 0 —4
Calcule -5 -8 0 3|

0O 5 0 -6

3.1 EJERCICIOS

En los ejercicios 1 a 8 obtenga los determinantes utilizando un de-

2 -4 3 1
sarrollo por cofactores a lo largo de la primera fila. En los ejercicios 3. |3 1 2 4 1 1
1 a 4, también calcule el determinante mediante un desarrollo por 1 4 3

cofactores a lo largo de la segunda columna.
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4 3 0 &8 1 6
7. 16 5 2 8. |4 0 3
9 7 3 3 -2 5

En los ejercicios 9 a 14 calcule los determinantes mediante desarro-
1lo por cofactores. En cada paso, seleccione una fila o columna que
implique la menor cantidad de operaciones.

6 0 0 5 1 -2 5 2
1 7 2 =5 o 0 3 0
% 2 0 0 0 10. 2 -6 =7 5
8 3 1 8 5 0 4 4
3 5 -8 4 4 0 0 O
0o -2 3 -7 7 -1 0 0
11. o o0 1 5 12. 2 6 3 0
0o 0 0 2 5 8 4 3
4 0 -7 3 =5
0o 0 2 0 O
13. |7 3 -6 4 -8
5 0 5 2 -3
o 0 9 -1 2
6 3 2 4 0
9 0 —4 1 0
4. (8 -5 6 7 1
30 0 0 O
4 2 3 2 0

El desarrollo de un determinante de 3 x 3 se puede recordar median-
te el siguiente recurso. A la derecha de la matriz escriba una segunda
copia de las primeras dos columnas, y calcule el determinante multi-
plicando las entradas sobre las seis diagonales:

+ o+ o+

Sume los productos de las diagonales hacia abajo y reste los pro-
ductos de las diagonales hacia arriba. Utilice este método para ob-
tener los determinantes en los ejercicios 15 a 18. Advertencia: Este
truco no se generaliza de manera razonable a matrices de 4 x 4
0 mayores.

30 4 0o 5 1
15. |12 3 2 16. |4 -3
0 5 -1 2 4 1
2 -4 3 1
17. |3 1 2 18. (2 1 1
1 4 -1 3

En los ejercicios 19 a 24, explore el efecto de una operacién elemen-
tal de fila sobre el determinante de una matriz. En cada caso, esta-
blezca la operacidn de fila y describa como afecta al determinante.

a b c d a b a b
19. [c d]’[a b] 20. [c d]’[kc kd]

21 3 4 3 4
LS 6] |5+3k 6+4k
[a b a+kce b+ kd
22. ¢ d ’|: c d ]
M1 1 1 kK k k
23. | -3 8 —41,| -3 8 —4
2 3 2 2 3 2
fa b ¢ 3 2
24. | 3 2 2 1,| a b c
L6 5 6 6 5 6

En los ejercicios 25 a 30, calcule los determinantes de las matrices
elementales dadas. (Véase la seccion 2.2).

1 0 0 (10 0
5.0 1 0 2. |0 1
0 k1 Lk 0 1]
[k 0 0] 10 0]
27. {0 1 0 28. |0 &k
L0 0 1] 0 0 1
[0 1 0 [0 0 17
2.1 0 0 3. [0 1 0
o 0 1 1 0 0]

Con base en los ejercicios 25 a 28, conteste las preguntas de los ejer-
cicios 31 y 32. Exprese las razones de sus respuestas.

31. ;Cudl es el determinante de una matriz con remplazo elemental
de fila?

32. ;Cudl es el determinante de una matriz de escalamiento elemen-
tal con k en la diagonal?

En los ejercicios 33 a 36, compruebe que det EA = (det E)(det A),

donde E es la matriz elemental mostraday A = |:i b i|

d
0 1] 1 0
33. |: 10| 34. [0 k:|
1 k] 1 0
35. |:0 1] 36. |:k | ]
(3 1 .
37. Sea A = 4 2 ] Escriba 5A. (det SA = 5 det A?

38. Sean A = [ Ccl 5 ] y k un escalar. Encuentre una férmula que

relacione al det kA con k y det A.

En los ejercicios 39 y 40, A es una matriz de n x n. Marque cada
enunciado como verdadero o falso. Justifique sus respuestas.

39. a) Undeterminante de n x n estd definido por determinantes de
submatrices de (n — 1) x (n — 1).
b) El cofactor (i, j) de una matriz A es la matriz A;; obtenida al
eliminar de A la i-ésima fila y la j-ésima columna.

40. a) El desarrollo por cofactores de det A a lo largo de una co-
lumna es el negativo del desarrollo por cofactores a lo largo
de una fila.



41.

42,

43.

3.2 | PROPIEDADES DE LOS DETERMINANTES

b) El determinante de una matriz triangular es la suma de las
entradas sobre la diagonal principal.

Sean u = [(3)] yv= [ ; ] Calcule el area del paralelogramo

determinado por u, v, u + vy 0, y obtenga el determinante de
[u v]. (Hay comparacién entre ambos resultados? Remplace
la primera entrada de v por un nimero arbitrario x, y repita
el problema. Realice un esquema y explique lo que haya
encontrado.

a
b

simplificar). Calcule el drea del paralelogramo definido por u,
v,u + vy0,yobtenga los determinantes de las matrices [u V]
y [v u]. Realice un esquema y explique sus resultados.

Sean u = [ :| yv= |:(c):|’ donde a, b, ¢ son positivos (para

[M] (Es verdad que det(A + B) = det A + det B? Para ave-
riguarlo, genere matrices aleatorias A 'y B de 5 x 5, y calcule
det (A + B) — det A — det B. (Consulte el ejercicio 37 de la sec-

44,

45.

46.
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ci6én 2.1). Repita los cdlculos para otros tres pares de matrices
de n x n, con diversos valores de n. Informe sus resultados.

[M] (Es cierto que det AB = (det A)(det B)? Experimente con
cuatro pares de matrices aleatorias, como en el ejercicio 43, y
haga una conjetura.

[M] Construya una matriz aleatoria A de 4 x 4, con entradas en-
teras entre —9y 9, y compare det A con det A7, det(—A), det(2A)
y det(10A). Repita el ejercicio con otras dos matrices aleatorias
de 4 x 4, y haga conjeturas acerca de como se relacionan esos
determinantes. (Véase el ejercicio 36 de la seccién 2.1). Luego,
compruebe sus conjeturas con varias matrices enteras aleatorias
de 5 x 5yde 6 x 6. Si es necesario, modifique sus conjeturas e
informe sus resultados.

[M] ;(C6mo se relaciona det A~! con det A? Experimente con
matrices enteras aleatorias de n x n, paran = 4,5y 6, y haga
una conjetura. Nota: En el improbable caso de que se encuentre
con una matriz con determinante cero, redizcala a una forma
escalonada y analice su resultado.

SOLUCION AL PROBLEMA DE PRACTICA

Aproveche los ceros. Inicie con un desarrollo por cofactores a lo largo de la tercera columna
para obtener una matriz de 3 x 3, que se puede evaluar con un desarrollo a lo largo de su

primera columna.

5 =7
0o 3
-5 =8
0 5

S OO

_Z 0 3 —4
3 =(-D'"2-5 -8 3
% 0 5 —6

=2«<—1)2+‘(—5)'§ 22’ =20

El (—1)>*! en el pendltimo calculo viene de la posicién (2, 1) del —5 en el determinante

de 3 x 3.

El secreto de los determinantes reside en como cambian cuando se efectian operaciones de
fila. El siguiente teorema generaliza los resultados de los ejercicios 19 a 24 de la seccién 3.1.
La demostracién se encuentra al final de esta seccion.

TEOREMA 3 Operaciones de fila

Sea A una matriz cuadrada.

a) Siun multiplo de una fila de A se suma a otra fila para producir una matriz B, enton-

cesdet B = det A.

b) Si dos filas de A se intercambian para producir B, entonces det B = —det A.

¢) Siuna fila de A se multiplica por k para producir B, entonces det B = k - det A.

Los siguientes ejemplos muestran cémo utilizar el teorema 3 para calcular determinantes

con eficiencia.
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1 -4 2
EJEMPLO 1 CalculedetA,donde A= | -2 8 -9
-1 7 0

SOLUCION La estrategia es reducir A a una forma escalonada y luego utilizar el hecho de
que el determinante de una matriz triangular es el producto de las entradas diagonales. Los
primeros dos remplazos de fila en la columna 1 no alteran al determinante:

1 -4 2 1 -4 2 1 -4 2
detA=|-2 8 —9|=| 0 0 —5|=]0 0 -5
-1 7 0| |-1 7 o |o 3 2

Un intercambio de las filas 2 y 3 invierte el signo del determinante, de manera que

1 -4 2
detA=—{0 3 2|=—-()@)(=5=15 n
0 0 -5

Un uso comiin del teorema 3c¢) en cdlculos a mano es factorizar un miiltiplo comiin de
una fila de una matriz. Por ejemplo,

* * * x ok Xk
5k 2k 3k|=kl5 -2 3
* * * * ok

donde las entradas con asterisco quedan inalteradas. Este paso se emplea en el siguiente
ejemplo.

2 -8 6 8
EJEMPLO 2 Calcule det A, donde 4 = _§ _(9) f —1(2)
1 -4 0 6

SOLUCION Para simplificar la aritmética, se desea un 1 en la esquina superior izquierda. Se
podrian intercambiar las filas 1 y 4. Pero, en vez de ello, se saca el factor 2 de la fila superior,
y luego se procede con remplazos de fila en la primera columna:

1 -4 3 4 1 —4 3 4
3.9 5 10 0 3 —4 -2
detd=2 5 o 1 2/=2%0 -12 10 10
1 -4 0 6 0 0 -3 2

Después, se podria sacar otro factor 2 de la fila 3 o utilizar como pivote el 3 en la segunda co-
lumna. Seleccionamos la tltima operacién, sumando a la fila 3 la fila 2 multiplicada por 4:

1 4 3 4
0 3 —4 -2
detA =2 0 0 -6 2
0O 0 -3 2

Por ultimo, sumando la fila 3 multiplicada por —1/2 a la fila 4, y calculando el determinante
“triangular”, se encuentra que

—4

detA =2

4
2 l=2-B)6 1) = 36 n
1

3
—4
-6

0

SO O~

3
0
0
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Formas escalonadas tipicas de

matrices cuadradas.

TEOREMA 4

3.2 Propiedades de los determinantes 171

Suponga que una matriz cuadrada A se redujo a una forma escalonada U mediante rem-
plazos de fila e intercambios de fila. (Esto siempre es posible. Véase el algoritmo de reduc-
cién por filas en la seccién 1.2). Si hay r intercambios, entonces el teorema 3 indica que:

detA = (—1) det U

Como U estd en forma escalonada, es triangular, y asi det U es el producto de las entra-
das diagonales uyy,..., u,,. Si A es invertible, las entradas u;; son todas pivotes (porque A ~ I,
y las u;; no se han escalado a 1). De otra forma, al menos u,, es cero, y el producto u;; -** up,
es cero. Véase la figura 1. Por lo tanto,

=1y - producto de
detA = pivotes en U

0 cuando A no es invertible

) cuando A es invertible 0

Es interesante hacer notar que aunque la forma escalonada U que se acaba de describir no
es tnica (porque no estd completamente reducida por filas), y los pivotes no son unicos, el
producto de los pivotes es Gnico, excepto por un posible signo menos.

La férmula (1) no solo da una interpretacién concreta de det A, sino que también demues-
tra el principal teorema de esta seccidn:

Una matriz cuadrada A es invertible si y solo si det A # 0.

El teorema 4 agrega el enunciado “det A # 0” al teorema de la matriz invertible. Un qtil
corolario es que det A = 0 cuando las columnas de A son linealmente dependientes. Ademas,
det A = 0 cuando las filas de A son linealmente dependientes. (Filas de A son columnas de
AT,y columnas linealmente dependientes de A7 hacen que A7 sea singular. Cuando A7 es sin-
gular, también lo es A, de acuerdo con el teorema de la matriz invertible). En la prictica, la
dependencia lineal es evidente cuando dos columnas o dos filas son iguales, o una columna
o fila es cero.

3 —1 2 =5
EJEMPLO 3 CalculedetA, donde A= | © 2> 3 =6
6 7 -7 4
5.8 0 9

SOLUCION Sume la fila I multiplicada por 2 a la fila 3 para obtener

3 -1 2 -5
0 5 -3 —6
det A = det 0 5 -3 —6 =0
-5 -8 0 9
ya que la segunda y tercera filas de la segunda matriz son iguales. |

—— NOTA NUMERICA

1. La mayoria de los programas de cémputo que calculan det A para una matriz gene-
ral A utilizan el método de la férmula (1) anterior.

2. Es posible demostrar que la evaluacién de un determinante de n x n, utilizando
operaciones de fila, requiere cerca de 2n°/3 operaciones aritméticas. Cualquier mi-
crocomputadora moderna es capaz de calcular un determinante de 25 x 25 en una
fraccion de segundo, porque solo necesita realizar unas 10,000 operaciones.
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TEOREMA 5

Las computadoras también pueden manejar grandes matrices “dispersas”, con rutinas
especiales que aprovechan la presencia de muchos ceros. Desde luego, las entradas cero tam-
bién aceleran los célculos a mano. Los cdlculos en el siguiente ejemplo combinan el poder de
las operaciones de fila con la estrategia de la seccién 3.1, consistente en utilizar entradas nulas
en los desarrollos por cofactores.

0 1 2 -1

2 5 -7 3

EJEMPLO 4 Calcule det A, donde 4 = 0 3 6 2
2 -5 4 -2

SOLUCION Una buena forma de comenzar es utilizar como pivote el 2 en la columna 1,
eliminando el —2 que estd debajo de este. Después se utiliza un desarrollo por cofactores
para reducir el tamafio del determinante, y luego otra operacién de remplazo de fila. De esta
forma,

g é_g_; 12 -1 12 -1

det A = =-2(3 6 2/=-2(0 0
0 3 62 0 -3 1 0 -3 1
0 0 -3 1

Un intercambio de las filas 2 y 3 producirian un “determinante triangular”. Otro enfoque con-
siste en efectuar un desarrollo en cofactores a lo largo de la primera columna:

det A = (—2)(1)‘ _g f’ — _2.(15) = 30 n

Operaciones de columna

Es posible realizar operaciones sobre las columnas de una matriz en forma andloga a las
operaciones de fila que hemos estudiado. El siguiente teorema indica que las operaciones de
columna y las operaciones de fila tienen los mismos efectos sobre los determinantes.

Si A es una matriz de n X n, entonces det A7 = det A.

DEMOSTRACION El teorema es evidente paran = 1. Suponga que el teorema es verdadero
para determinantes de k x k, y sean = k + 1. Entonces el cofactor de a;; en A es igual al co-
factor de a;; en A”, porque los cofactores implican determinantes de k x k. Asf que el desarro-
llo por cofactores de det A a lo largo de la primera fila es igual al desarrollo por cofactores de
det AT a lo largo de la primera columna. Es decir, A y AT tienen determinantes iguales. Por lo
tanto, el teorema es valido paran = 1, y la veracidad del teorema para un valor de n implica su
veracidad para el siguiente valor de n. Por el principio de induccién, el teorema es verdadero
paratodan = 1. |

De acuerdo con el teorema 5, cada enunciado en el teorema 3 es valido cuando en todas
partes la palabra fila se remplaza por columna. Para comprobar esta propiedad, basta aplicar
a AT el teorema 3 original. Una operacién de fila sobre A” significa una operacién de columna
sobre A.

Las operaciones de columna son ttiles tanto para fines tedricos como para realizar célcu-
los a mano. Sin embargo, para simplificar solo se efectuardn operaciones de fila en calculos
numéricos.

Determinantes y productos matriciales

La demostracion del siguiente util teorema se encuentra al final de la seccién. Las aplicacio-
nes se exponen en los ejercicios.
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Propiedad multiplicativa
Si A 'y B son matrices de n X n, entonces det AB = (det A)(det B).

EJEMPLO 5 Compruebe el teorema 6 para A = |:§ ;i| yB = |:‘1l ﬂ

SOLUCION

EN
=
Il
1
W N
N —
| I |
1
—
N W
| I |
Il

25 20
14 13

det AB =25-13—-20-14 = 325—-280 =45
ComodetA =9ydetB =35,
(detA)(detB) =9-5 =45 =det AB m
Advertencia: Un error comtn es pensar que el teorema 6 tiene un andlogo para sumas de

matrices. Sin embargo, en general, det(A + B) no es igual a det A + det B.

Propiedad de linealidad de la funci6én determinante

Para una matriz A de n x n, podemos considerar a det A como una funcién de los n vectores
columna en A. Se demostrara que si todas las columnas se mantienen fijas, excepto una, en-
tonces det A es una funcion lineal de una variable (vectorial).

Suponga que a la j-ésima columna de A se le permite variar, lo que se escribe como

A:[a1 aj_ X aj41 a,,]

Defina una transformacion 7 de R"” a R mediante

T(x):det[al aj_ X  aj4 an]
Asi,
T(cx) = cT(x) paratodos los escalares c, y todas las x en R". 2)
T(a + v) = T(u) + T(v) paratodau,venR" 3)

La propiedad (2) es el teorema 3c) aplicado a las columnas de A. Una demostracién de la
propiedad (3) es consecuencia de un desarrollo por cofactores a lo largo de la j-€sima columna
de det A. (Véase el ejercicio 43). Esta propiedad de (multi)linealidad del determinante tiene
muchas consecuencias ttiles que se estudian en cursos mas avanzados.

Demostraciones de los teoremas 3y 6

Es conveniente someter a prueba el teorema 3 cuando se enuncia en términos de las matrices
elementales analizadas en la seccién 2.2. Una matriz elemental E se denomina matriz de rem-
plazo de fila si E se obtiene a partir de la identidad 7 al sumar un mdltiplo de una fila a otra; E
es un intercambio si E se obtiene mediante el intercambio de dos filas de I; y E es una escala
por r si E se obtiene al multiplicar una fila de / por un escalar r diferente de cero. Con esta
terminologia, el teorema 3 se puede reformular de la siguiente manera:
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Si A es una matriz de n x n'y E es una matriz elemental de n x n, entonces
det EA = (det E)(det A)
donde

1 si E es un remplazo de fila
det E = {—1 si E es un intercambio

r si E es una escala porr

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 3 La demostracién es por induccién sobre el tamafio
de A. El caso de una matriz de 2 x 2 se comprobé en los ejercicios 33 a 36 de la seccién 3.1.
Suponga que el teorema se ha comprobado para determinantes de matrices de k X k, con k = 2;
sean =k + 1 yseaA den x n. La accién de E sobre A implica a dos filas o solamente a una.
Asi, se puede desarrollar det EA a lo largo de una fila que es inalterada por la accién de E,
por ejemplo, la fila i. Sea A;; (respectivamente, B;;) la matriz obtenida al eliminar la filai y la
columna j de A (respectivamente, EA). Luego, las filas de B;; se obtienen de las filas de A;; por
el mismo tipo de operacion elemental de fila que E efectia sobre A. Como esas submatrices
son Unicamente de k X k, la suposicién de induccién implica que

det BU = detA,-j

donde « = 1, —1, o r, dependiendo de la naturaleza de E. El desarrollo por cofactores a lo
largo de la fila i es

detEA = a; (1)t det By + -+ + a;,(—1)' " det B;,,
= aa; (=1)det A;) + -+ + aa;, (—1) 7" det 4;),
=o-detAd

En particular, tomando A = I,,, se observa que det E = 1, —1, o r, dependiendo de la natura-
leza de E. Asi, el teorema es vélido para n = 2, y la veracidad del teorema para un valor de
n implica su veracidad para el siguiente valor de n. Por el principio de induccién, el teorema
debe ser valido para n = 2. El teorema es trivialmente verdadero paran = 1. |

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 6 Si A no es invertible, entonces AB tampoco lo es, de
acuerdo con el ejercicio 27 de la seccidn 2.3. En este caso, det AB = (det A)(det B), porque
ambos lados valen cero, por el teorema 4. Si A es invertible, entonces A y la matriz identidad
I, son equivalentes por filas de acuerdo con el teorema de matriz invertible. Asi, existen ma-
trices elementales Ej,..., E, tales que

A=E,E, ---E-1,=E,E,_ -+ E

Por brevedad, escribimos \A| en vez de det A. De esta forma, la repetida aplicacién del teore-
ma 3, como se acaba de reformular, muestra que

|AB| = |E,---E\B| = |E,||Ep—1--- E\B| = ---
= |E,|---|E\||B| =--- = |E,--- E|||B|
= |A[|B|

PROBLEMAS DE PRACTICA

I -3 1 =2
2 =5 -1 =2 , .
1. Calcule 0 —4 5 1|°M el menor nimero de pasos que sea posible.

-3 10 -6 8
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En los ejercicios 1 a 4 cada ecuacién ilustra una propiedad de los

EJERCICIOS

determinantes. Enuncie la propiedad.

0
1. |1
4
2
2. |3
1
1
3. |2
5
1
4. |0
3

En los ejercicios 5 a 10 encuentre los determinantes por reduccion de

5
-3
-1

-2

-3
5
-1

filas a una forma escalonada.

1
-1
-2

1
-2

10.

En los ejercicios 11 a 14 calcule los determinantes combinando los

5
—4
-7

3
=5
5
-1

—6

5

0
-1
3
8
2

-2
—6
9
-7
7

6
-2

—4
-5
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2. Utilice un determinante para decidir si vy, V3, v3 son linealmente independientes, cuando

1
3
2

5

-3
13

-3

3

=7

métodos de reduccion por filas y desarrollo por cofactores.

2

3

.|
4

2

4

13. 6
—6

5
0
0
10

-3
1
—4

-1
=3

9
-1

SO N =

12.

14.

2

N A

3

S~ N W

W N OO

5 -3 2
vV = -7 s V) = 3 s V3 = -7
9 =5 5

En los ejercicios del 15 al 20, calcule los determinantes, donde

a b c
d e f|=1T
g h i
a c a b ¢
15. | d e f 16. ({3d 3e 3f
5¢ 5h  5i g h i
a b c g h i
17. |g h i 18. |a b c
d e f d e f
a b c
19. |[2d +a 2e+b 2f+c
g h i
a+d b+4+e c+f
20. d e f
g h i

En los ejercicios 21 a 23, use determinantes para saber si la matriz
es invertible.

2 3 0 5 0 -1
2. |1 3 4 2. (1 3 =2
12 0 5 3
2 0 0 8
1 -7 =5 0
213 8 6 o
0 7 5 4

En los ejercicios 24 a 26, utilice determinantes para saber si el con-
junto de vectores es linealmente independiente.

47 7-77 -3 77 [-8 7
4. | 6| ol |-5| 25 |4 | 5[] o
7] L 2] | 6. | -6 7] -5
[ 377 272771 0]
50]-6] |-t 0
20 6| o] 3] o
L4 L 7] o] [ -3

En los ejercicios 27 y 28, A y B son matrices de n X n. Marque cada
enunciado como verdadero o falso. Justifique sus respuestas.

27. a) Una operacién de remplazo por filas no afecta al determi-
nante de una matriz.

b) El determinante de A es el producto de los pivotes en cual-
quier forma escalonada U de A, multiplicada por (—1)", don-
de r es el nimero de intercambios de fila realizados durante
la reduccién por filas de A a U.
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¢) Silas columnas de A son linealmente dependientes, entonces
detA = 0.

d) det(A + B) = det A + det B.
28. a) Si dos intercambios de fila se realizan en secuencia, enton- 40
ces el nuevo determinante es igual al determinante original.

b) El determinante de A es el producto de las entradas diagona-
lesen A.

¢) Sidet A es cero, entonces dos filas o dos columnas son igua-

les, o una fila o una columna es cero. 41.

d) det AT = (—1)det A.

1 0 1
29. Calcule det B>, donde B = | 1 1 2

1 2 1 42.

30. Utilice el teorema 3 (pero no el teorema 4) para demostrar
que si dos filas de una matriz cuadrada A son iguales, entonces

det A = 0. Lo mismo es vilido para dos columnas. ;Por qué? 43.

En los ejercicios 31 a 36, su explicaciéon debe mencionar un teorema
pertinente.

31. Demuestre que si A es invertible, entonces det A™! = Jet A’
e

32. Obtenga una férmula para det(rA) cuando A es una matriz de
nxn.

33. Sean A y B matrices cuadradas. Demuestre que aun cuando
AB y BA pueden no ser iguales, siempre es verdad que

det AB = det BA. 44.

34. Sean A y P matrices cuadradas, con P invertible. Demuestre que
det(PAP™!) = det A.

35. Sea U una matriz cuadrada tal que UTU = I. Demuestre que
det U= *x1.

36. Suponga que A es una matriz cuadrada tal que det A* = 0.

Explique por qué A no puede ser invertible. 45.

En los ejercicios 37 y 38, compruebe que det AB = (det A)(det B)
para las matrices dadas. (No utilice el teorema 6).

3 0 2 0
37. A_[6 1},8—[5 4:| 46.

3 6 4 2
woa=[ 2 Slao[ 2]

39. Sean A y B matrices de 3 x 3, condet A = 4y det B = —3.
Con base en propiedades de determinantes (en el libro y en los

ejercicios anteriores), calcule:

a) detAB b) det5A c) detBT
d) detA™! e) detA3
. Sean A y B matrices de 4 x 4, condet A = —1 y det B = 2.
Calcule:
a) det AB b) det B’ ¢) det24
d) det ATA ¢) detB !AB

Compruebe que det A = det B + det C, donde
_|a+e b+ f _|a b _le f
A_|: c d }’B_[c d]’c_[c d
1 0 a b
Sean A = [0 1:| y B= |:C d ] Demuestre que
det(A + B) =detA + detBsiysolosia +d=0.
Compruebe que det A = det B + det C, donde

a app U+
A= ay ap U+ vy |,
| asi asp Uz + 3
_011 ap 231 aj as Uy
B =| ay axn u |, C =1\ an an Vs
L 431 asp us asy asp U3

Sin embargo, observe, que A no es igual a B + C.

La multiplicacién por la derecha por una matriz elemental E
afecta a las columnas de A en la misma forma que la multipli-
cacién por la izquierda afecta a las filas. Utilice los teoremas
3y 5, asf como el evidente resultado de que ET es otra matriz
elemental, para demostrar que

det AE = (det E)(det A)

No utilice el teorema 6.

[M] Calcule det A7A y det AAT para varias matrices de 4 x 5
aleatorias y diversas matrices de 5 x 6, también aleatorias. ;Qué
puede decirse acerca de A”A y AAT cuando A tiene mds colum-
nas que filas?

[M] Si det A es cercano a cero, ¢la matriz A es casi singular?
Experimente con la matriz A de 4 x 4 casi singular del ejercicio
9 de la seccién 2.3. Calcule los determinantes de A, 104 y 0.1A.
Por otra parte, calcule los nimeros de condicién de esas ma-
trices. Repita los cdlculos cuando A es la matriz identidad de
4 x 4. Analice sus resultados.

SOLUCIONES A LOS PROBLEMAS DE PRACTICA

1. Realice remplazos de fila para crear ceros en la primera columna y asi obtener una fila

de ceros.
1 -3 1 -2
2 =5 -1 =2
0O -4 5 1
-3 10 -6 8

1 -3 1 =2 |1 -3 1 =2
0 1 -3 2/ _|0 1 -3 2|_,
0 -4 5 1|10 -4 5 1
0 1 -3 2/ |0 0 0 0
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5 -3 2 5 -3 2 i 1
11a sumada
2. det[vi v2 v3i]=|-7 3 -T7|=|-2 0 =5 ala fila 2
9 -5 5 9 -5 5

la columna 2

-2 =5 5 2 Cofactores de
‘(‘3)‘ 9 5‘_(_5)'—2 —5‘

3.(35) +5- (=21)=0

Segun el teorema 4, la matriz [v; v, v3] no es invertible. Las columnas son linealmente
dependientes, de acuerdo con el teorema de la matriz invertible.

3.3 | REGLA DE CRAMER, VOLUMEN Y TRANSFORMACIONES LINEALES

TEOREMA 7

Esta seccidn aplica la teoria de las secciones anteriores para obtener importantes férmulas
tedricas y una interpretacién geométrica del determinante.

Regla de Cramer

La regla de Cramer es necesaria en una variedad de célculos teéricos. Por ejemplo, se puede
utilizar para estudiar cémo resulta afectada la solucién de Ax = b por cambios en las entradas
de b. Sin embargo, la férmula es ineficiente para cdlculos a mano, excepto para matrices de
2 x 2,0quizd de 3 x 3.

Para cualquier matriz A de n x n 'y cualquier b en R”, sea A(b) la matriz obtenida a partir
de A al remplazar la columna i por el vector b.

A)=fa -~ b - a]

coli

Regla de Cramer

Sea A una matriz invertible de n x n. Para cualquier b en R”, la tnica solucién x de
Ax = b tiene entradas dadas por

_detA) 1
Xi = detA s 1=1,2...,n ()

DEMOSTRACION Denote las columnas de A por aj,..., a, y las columnas de la matriz iden-
tidad I de n x n por ey,..., €,. Si Ax = b, la definicién de multiplicacién matricial indica que

A-Li(x)=A[e; -+ x - e |=[Ae - Ax -+ Ae,]
=[31 vee b .- an]=Ai(b)

Por la propiedad multiplicativa de determinantes,
(det A)(det I(x)) = det Ai(b)

El segundo determinante a la izquierda es simplemente x;. (Realice un desarrollo por cofac-
tores a lo largo de la i-ésima fila). Asi, (det A) - x; = det A;(b). Esto demuestra (1), ya que A
es invertible y det A # 0. |

EJEMPLO 1 Use laregla de Cramer para resolver el sistema
3)(71 — 2X2 =6
—5x1 +4x, =8
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SOLUCION Vea el sistema como Ax = b. Utilizando la notacién ya presentada,
I T [ S
Como det A = 2, el sistema tiene una solucién tinica. Por la regla de Cramer,

_detA;(b) 24416

= = 20
Y 2
det A>(b) 24+ 30
x2 = = = 27
det A 2 ]

Aplicacion a la ingenieria

Un gran nimero de importantes problemas de ingenieria, particularmente en teoria del con-
trol e ingenieria eléctrica, se pueden analizar con las transformadas de Laplace. Este enfoque
convierte un adecuado sistema de ecuaciones diferenciales lineales a un sistema de ecua-
ciones algebraicas lineales cuyos coeficientes implican un parametro. El siguiente ejemplo
ilustra el tipo de sistema algebraico que puede presentarse.

EJEMPLO 2 Considere el siguiente sistema, en el cual s es un pardmetro no especificado.
Determine los valores de s para los cuales el sistema tiene una solucién tnica, y utilice la regla
de Cramer para describir la solucién.

35x; —2x, = 4

—6x1 + sxp =1

SOLUCION Vea el sistema como Ax = b. De esta forma,

=[] =[] e[ 1]

Puesto que
detA =352 — 12 =3(s + 2)(s — 2)

el sistema tiene una solucién Unica precisamente cuando s # *£2. Para tal s, la solucién es
(x1, x2), donde

det A, (b) 4s +2
X1 = =
: det A 3(s +2)(s — 2)
det A»(b) 35 424 s+8
Xy = = [ ]

detA  36+2)(5-2) G+2)G-2)

Una féormula para A™!

La regla de Cramer conduce ficilmente a una férmula general para la inversa de una matriz A
de n x n. La j-ésima columna de A~! es un vector x que satisface

Ax=ej

donde ¢; es la j-ésima columna de la matriz identidad, y la i-ésima entrada de x es la entrada
(i, j) de A~!. De acuerdo con la regla de Cramer,

_ detA,-(eJ-)

trada (i,j)de A™'} = x; = 2
{entrada (i, /) de A™'} = x; detd 2)



3.3 Regla de Cramer, volumen y transformaciones lineales 179

Recuerde que Aj; denota la submatriz de A formada al eliminar la fila j y la columna i. Un
desarrollo por cofactores a lo largo de la columna i de A;(e;) muestra que

detA,» (ej) = (—1)i+j det Aj,' = Cj (3)

donde Cj; es un cofactor de A. De acuerdo con la expresion (2), la entrada (i, j) de A lesel
cofactor Cj; dividido entre det A. [Observe que los subindices en Cj; son los inversos de (7, j)].
Por consiguiente,

Ch Cy Cu
4 1 Ch Cn - Cp A
"~ detA : : : @)
Cln C2n Cnn

La matriz de cofactores en el miembro derecho de (4) se llama la adjunta de A, que se
denota con adj A. (El término adjunta también tiene otro significado en libros avanzados de
transformaciones lineales). El siguiente teorema reformula la expresién (4).

TEOREMA 8 Una férmula para la inversa

Sea A una matriz invertible de n x n. Asi,

_] - .
A det A adj A
2 1 3
EJEMPLO 3 EncuentrelainversadelamatrizA= |1 —1 1
1 4 -2
SOLUCION Los nueve cofactores son
—1 1 1 1 1 -1
Cn =+ 4_2‘——2, Clz——'l _2‘—3, C13——i-'1 4‘—5
1 3 2 3 2 1
CZI—_’4 _2‘—14, sz—-i—‘l _2'——7, C23——’1 4‘ =7
3 2 3 2 1
C31—+'_ 1‘—4, C32——'1 1‘—1, C33—+'1 _1'——3

La matriz adjunta es la transpuesta de la matriz de cofactores. [Por ejemplo, C;, va a la po-
sicion (2, 1).] Asi,

-2 14 4
adja=| 3 -7 1
5 -7 -3

Se podria calcular det A directamente, pero el siguiente cdlculo ofrece una comprobacién de
las operaciones anteriores y produce det A:

-2 14 4 2 1 3 14 0 0
(adjA)- A = 3 =7 1 1 -1 1|=| 0 14 0| =141
5 =7 3 1 4 =2 0 0 14

Puesto que (adj A)A = 14/, el teorema 8 indica que det A = 14y
-2 14 4 -1/7 1 2/7

A= 3 T =314 212 11 [
5 —7 -3 5/14 —1/2 —3/14
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TEOREMA 9

FIGURA 1
Area = |ad).

—— NOTA NUMERICA

El teorema 8 es titil principalmente para cdlculos tedricos. La férmula para A~! permite
deducir propiedades de la inversa sin calcularla en realidad. Excepto para casos espe-
ciales, el algoritmo de la seccién 2.2 ofrece una forma mucho mejor de calcular A7, si
la inversa es realmente necesaria.

La regla de Cramer también es una herramienta tedrica. Se puede emplear para
estudiar qué tan sensible es la solucion de Ax = b ante cambios en una entrada de b o
de A (quiza debido al error experimental cuando se obtienen las entradas para b o A).
Cuando A es una matriz de 3 x 3 con entradas complejas, entonces algunas veces la
regla de Cramer se utiliza en calculos a mano porque la reduccién por filas de [A b]
con aritmética compleja puede resultar confusa, y los determinantes son bastante faci-
les de calcular. Para grandes matrices de n x n (reales o complejas), la regla de Cramer
es irremediablemente ineficiente. Para calcular solo un determinante se requiere tanto
trabajo como resolver Ax = b por reduccién de filas.

Determinantes como area o volumen

En la siguiente aplicacion, se comprueba la interpretacion geométrica de determinantes des-
crita en la introduccion de este capitulo. Aunque en el capitulo 6 se hard un andlisis general de
longitud y distancia en R", aqui se supone que los conceptos euclidianos usuales de longitud,
drea y volumen ya se entienden para R? y R3.

Si A es una matriz de 2 x 2, el area del paralelogramo definido por las columnas de A
es ‘det A‘. Si A es una matriz de 3 x 3, el volumen del paralelepipedo definido por las
columnas de A es |det Al.

DEMOSTRACION Como es evidente, el teorema es cierto para cualquier matriz diagonal

de 2 x 2:
a 0 drea del
det =lad| =
y |: 0 d ] ‘ lad] %recténgulo}

Véase la figura 1. Serd suficiente demostrar que cualquier matriz de 2 x 2, A = [a; ay],
se puede transformar a una matriz diagonal de tal manera que no cambie el drea del para-
lelogramo asociado ni tampoco \det A|. De la seccién 3.2, se conoce que el valor absoluto
del determinante es inalterado cuando dos columnas se intercambian, o un multiplo de una
columna se suma a otra. Es facil ver que tales operaciones son suficientes para transformar
a A en una matriz diagonal. Los intercambios de columnas no modifican el paralelogramo.
Asi, es suficiente probar la siguiente sencilla observacion geométrica que se aplica a vectores
en R? o R3:

Sean a; y a, vectores diferentes de cero (no nulos). Luego, para cualquier escalar c, el
area del paralelogramo definido por a; y a, es igual al drea del paralelogramo determi-
nado por a; y a, + ca,.

Para demostrar este enunciado, se supone que a, no es un multiplo de a;, ya que, de
otra forma, los dos paralelogramos serian degenerados y tendrian area igual a cero. Si L
es la recta que pasa por 0 y a;, entonces a, + L es la recta que pasa por a, paralela a L, y
a, + ca, esta sobre esta recta. Véase la figura 2. Los puntos a, y a, + ca, tienen la misma
distancia perpendicular a L. Por eso, los dos paralelogramos en la figura 2 tienen la misma
4rea porque comparten la base de 0 a a,. Esto completa la demostracién para R,



FIGURA 3
Volumen = |abd].
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az+L

32+Cal

|
|
|
|
4‘ m—

— 0 a,
cal

FIGURA 2 Dos paralelogramos de igual drea.

La demostracién para R3 es similar. Como es evidente, el teorema es cierto para una
matriz diagonal de 3 x 3. Véase la figura 3. Y cualquier matriz A de 3 x 3 se puede trans-
formar en una matriz diagonal utilizando operaciones de columna que no cambian a \det A|.
(Piense en efectuar operaciones de fila sobre AT). Asi, es suficiente demostrar que esas ope-
raciones no afectan el volumen del paralelepipedo definido por las columnas de A.

La figura 4 muestra un paralelepipedo como una caja sombreada con dos lados incli-
nados. Su volumen es el drea de la base en el plano Gen {a;, a;} multiplicada por la altura
de a, sobre Gen {a;, a;}. Cualquier vector a, + ca, tiene la misma altura porque a, + ca;
estd en el plano a, + Gen {aj, a3}, el cual es paralelo a Gen {a;, a3}. Asi que el volumen
del paralelepipedo queda inalterado cuando [a; a, a3] se cambia a [a; a; + ca; a3].
Por consiguiente, una operacién de remplazo de columna no afecta el volumen del parale-
lepipedo. Como el intercambio de columnas no tiene efecto sobre el volumen, la demostra-

cién se completa. |
2 a3 » a3
N> N ”
&> &
Ry o S 2
N a,+ca N
22 6@“\ Y Gl C,e“\
0 a; 0 a,

FIGURA 4 Dos paralelepipedos de igual volumen.

EJEMPLO 4 Calcule el drea del paralelogramo definido por los puntos (-2, —2), (0, 3),
(4, —1)y (6, 4). Véase la figura 5a).

SOLUCION Primero el paralelogramo se traslada de manera que un vértice esté en el ori-
gen. Por ejemplo, reste el vértice (—2, —2) de cada uno de los cuatro vértices. El nuevo
paralelogramo tiene la misma 4rea, y sus vértices son (0, 0), (2, 5), (6, 1) y (8, 6). Véase la
figura 5b).

a) b)

FIGURA 5 Trasladar un paralelogramo no cambia
su drea.
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TEOREMA 10

Este paralelogramo esté definido por las columnas de

[ 1]

Como |det A| = |—28|, entonces el drea del paralelogramo es 28. |

Transformaciones lineales

Los determinantes se pueden usar para describir una importante propiedad geométrica de
transformaciones lineales en el plano y en R?. Si T es una transformacién lineal y S es un con-
junto en el dominio de 7, entonces 7(S) denota el conjunto de imdgenes de puntos en S. Nos
interesa conocer c6mo se compara el drea (o volumen) de 7(S) con el area (o volumen) del
conjunto original S. Por conveniencia, cuando S es una regién acotada por un paralelogramo,
también nos referimos a S como un paralelogramo.

Sea T : R*> — R? una transformacién lineal determinada por una matriz A de 2 x 2. Si S
es un paralelogramo en R?, entonces

{4rea de T(S)} = |det A| - {4rea de S} (5)

Si T estd determinada por una matriz A de 3 x 3, y si S es un paralelepipedo en R3,
entonces

{volumen de 7(S)} = \detA| - {volumen de S} (6)

DEMOSTRACION Considere el caso de 2 x 2, con A = [a; a,]. Un paralelogramo en el
origen en R? definido por los vectores b; y b, tiene la forma

S ={sib;+5by:0=<s5 =1, 0=5 =<1}

La imagen de S bajo T consiste en puntos de la forma

T(s1by + s2b2) = 51T(by) + 527 (by)
= 514b; + s, A4b,

donde 0 =51 = 1,0 =5, = 1. De ello se sigue que T(S) es el paralelogramo determinado por
las columnas de la matriz [Ab; Ab;]. Esta matriz se puede escribir como AB, donde B = [b;
b,]. De acuerdo con el teorema 9 y el teorema del producto para determinantes,
{4rea de T(S)} = |det AB| = |det A| - |det B

= |det A| - {4rea de S} 7
Un paralelogramo arbitrario tiene la forma p + S, donde p es un vector y S es un paralelogra-
mo en el origen, como antes. Es facil ver que T transforma a p + S en T(p) + 7(S). (Véase el
ejercicio 26). Puesto que la traslacidn no afecta el area de un conjunto,

{areade T(p + S} = {areade T(p) + T(S)}

= {area de T(S)} Traslacion

= |detA| - {area de S} Por la ecuacion (7)

= |detA| -{dreadep + §} Traslacion

Esto demuestra que (5) es valida para todos los paralelogramos en R?. Es andloga la demos-
tracién de (6) para el caso 3 x 3. [ ]
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Cuando se intenta generalizar el teorema 10 a una regién en R? o R? que no est4 acotada
por lineas rectas o planos, se debe enfrentar el problema de cémo definir y calcular su drea
o volumen. Este es un tema estudiado en célculo, y solamente se indicar la idea bésica para
R2. Si R es una regién plana que tiene érea finita, entonces R se puede aproximar por una
rejilla de pequefios cuadrados que estdn dentro de R. Haciendo los cuadrados suficientemente
pequefios, el drea de R se puede aproximar tanto como se quiera mediante la suma de las dreas
de los pequeiios cuadrados. Véase la figura 6.

A}
7
7

=
=
i~

FIGURA 6 Aproximacién de una regién plana mediante la unién
de cuadrados. La aproximacién mejora conforme la rejilla
se hace mds fina.

Si T es una transformacién lineal asociada con una matriz A de 2 x 2, entonces la imagen
de la region plana R bajo T se aproxima mediante las imdgenes de los pequefios cuadrados
dentro de R. La demostracién del teorema 10 sefiala que cada imagen es un paralelogramo
cuya 4rea es |det A| por el drea del cuadrado. Si R’ es la unién de los cuadrados dentro de
R, entonces el drea de T(R') es |det A| por el drea de R'. Véase la figura 7. También, el drea
de T(R') es cercana al area de T(R). Se puede dar un argumento que implique un proceso de
célculo de un limite, para justificar la siguiente generalizacion del teorema 10.

7T T T I
e N
~ ~ T /
yd
/]
/ \ J/
o /4 1 /
\ i /
/)
™~ 1 /
4
AV i
N L

FIGURA 7 Aproximacion de T'(R) mediante la unién de paralelogramos.

Las conclusiones del teorema 10 son vélidas si S es una regién en R? con érea finita
o0 una regién en R? con volumen finito.

EJEMPLO 5 Sean ay b nimeros positivos. Encuentre el drea de la regién E acotada por
la elipse cuya ecuacion es

2 2
MoyN

a? b2=l
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u, SOLUCION Se afirma que E es la imagen del disco unitario D bajo la transformacién
. . . 0 .
lineal 7 determinada por la matriz 4 = a , porque si u = i ,X = N y
o 0 b 125) X2
1 “ X = Au, entonces
X1 X2
U = — Uy = —
T ! a y b
)
bl De ello se sigue que u esta en el disco unitario, con u% + u% < 1,siysolosixestden E, con
E (x1/a)*> + (x2/b)> = 1. Al generalizar el teorema 10,

PROBLEMA DE PRACTICA

.. 1
Sea S el paralelogramo definido por los vectores b; = [3] y by

1 —
il

3.3 EJERCICIOS

En los ejercicios 1 a 6, utilice la regla de Cramer para calcular las
soluciones de los sistemas.

1. 5.X|+7X2=3 2. 4.X1+ X2=6
2X1+4X2=1 5X1+2X2=7
3. 3 —2x= 7 4. —5x1+3x= 9
—5)C1 + 6)C2 =-5 3X1 — X = -5
5. 2X1 + X2 = 7 6. 2X| + X + x3= 4
—3)61 + X3 = —8 —X] —+ 2.X3 =
X2+2X3=—3 3X|+X2+3X3=—2

En los ejercicios 7 a 10, determine los valores del pardmetro s
para los cuales el sistema tiene una solucién unica, y describa la
solucién.

7. 6sx; + 4x, = 5 8. 3s5x; — 5x, = 3
9X1 +2SX2 =-2 9.X| +SS.X2 =2
9. sx; — 2sx, = —1 10. 2sx; + x, = 1

3x; +65x, = 4 3s5x; +6sx, =2

En los ejercicios 11 a 16, calcule la adjunta de la matriz dada, y uti-
lice el teorema 8 para dar la inversa de la matriz.

0 —2 -1 113

1m.| 3 0 o0 2. |2 2 1
-1 11 0o 1 0]
(3 5 4 3 6 7]

13. |1 1 4. [0 2 1
2 1 1 2 3 4]

15.

17.

18.

{area de la elipse} = {é4rea de T(D)}

= |det A| - {4rea de D)
=ab - w(1)* = wab |

5
1|y sea

é :| Calcule el drea de la imagen de S bajo el mapeo x — Ax.

30 O 1 2 4
-1 1 0 16. | 0 -3 1
-2 3 2 o o0 3

Demuestre que si A es 2 x 2, entonces el teorema 8 da la misma
férmula para A~! que el teorema 4 de la seccién 2.2.

Suponga que todas las entradas en A son enteros y det A =1.
Explique por qué todas las entradas en A~! son enteros.

En los ejercicios 19 a 22, encuentre el drea del paralelogramo cuyos
vértices se indican.

19.
20.
21.
22,
23.

24.

25.

26.

(0,0), (5,2),(6,4), (11, 6)
0,0), (—1,3),4, -5), (3, =2)
(=1,0),(0,5), (1, =4), (2, 1)
0, =2), (6, —1),(=3,1),(3,2)

Encuentre el volumen del paralelepipedo con un vértice en el
origen y vértices adyacentes en (1, 0, —2), (1,2,4)y (7, 1, 0).

Encuentre el volumen del paralelepipedo con un vértice en
el origen y vértices adyacentes en (1, 4, 0), (=2, =5, 2) y
(=12, -1.

Utilice el concepto de volumen para explicar por qué el deter-
minante de una matriz A de 3 x 3 es cero si y solo si A no es in-
vertible. No recurra al teorema 4 de la seccion 3.2. [Sugerencia:
Piense en las columnas de A].

Sean T : R” — R” una transformacién lineal, p un vector y S
un conjunto en R™. Demuestre que la imagen de p + S bajo T
es el conjunto trasladado 7T(p) + 7(S) en R".



27.

28.

29.

30.

31.
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Sea S el paralelogramo determinado por los vectores 32. Sea S el tetraedro en R3 con vértices en los vectores 0, €1, €, y

_2 _2 6 2 e3, y sea S’ el tetraedro con vértices en los vectores 0, vy, v, y Va.
b, = [ ] y by = [ 5 ], ysea A = [ ] Calcule Véase la figura.

3 -3 2

el drea de la imagen de S bajo el mapeo x — AX.
. Lo 4 0
Repita el ejercicio 27 con b; = |: _7 ], b, = [ } y

1
7 2
a=[7 1]

Encuentre una férmula para el drea del tridngulo cuyos vértices
son 0, vi, y v, en R2,

Sea R el tridngulo con vértices en (xi, y1), (x2, y2) y (X3, y3).

a) Describa una transformacion lineal que mapee a S sobre S’.
Demuestre que

b) Encuentre una férmula para el volumen del tetraedro S’ con-

1 X1 ha .
{4rea del trigngulo} = = det | x» s siderando el hecho de que

2 X3 Vs 1 {volumen de S} = (1/3){é4rea de la base} - {altura}
[Sugerencia: Traslade R al origen restando uno de los vértices, 33. [M] Pruebe la férmula del teorema 8§ para la inversa con una
y considere el ejercicio 29]. matriz aleatoria A de 4 x 4. Utilice un programa de matrices

para calcular los cofactores de las submatrices 3 x 3, construya

. 3 3 U :
Sea T : R> — R’ la transformacién lineal determinada por la la adjunta, y establezca que B = (adj A)/(det A). Luego, encuen-

a 0 0 tre B — inv(A), donde inv(A) es la inversa de A calculada por el
matrizA=| 0 b 0 |, donde a, by c son nimeros po- programa de matrices. Utilice aritmética de punto flotante con
0o 0 ¢ el nimero maximo posible de lugares decimales. Informe sus

resultados.

sitivos. Sea S la bola unitaria, cuya superficie frontera tiene

la ecuacién x? + x5 + x3 = 1. 34. [M] Pruebe la regla de Cramer con una matriz A de 4 x 4 y un
vector aleatorio b, 4 x 1. Calcule cada entrada en la solucion

@) Demuestre que T(S) estd acotada por el elipsoide con la de Ax = b, y compare esas entradas con las correspondientes en

2

ecuacion Xi + xj + xj -1 A~ 'b. Escriba el comando (u oprima las teclas) para su progra-
a*  br  ? ma de matrices que emplea la regla de Cramer para producir la

b) Con base en el hecho de que el volumen de la bola unitaria segunda entrada de x.
es 4m/3, obtenga el volumen de la region acotada por el elip- 35. [M] Si su versiéon de MATLAB tiene el comando f1lops, tse-

soide en el inciso a). lo para contar el nimero de operaciones de punto flotante para

calcular A™! considerando una matriz aleatoria de 30 X 30.
Compare este nimero con el nimero de flops necesarios para
construir (adj A)/(det A).

SOLUCION AL PROBLEMA DE PRACTICA

1 5
det|:3 1i|

de la imagen de S bajo el mapeo x — Ax es

El area de S es = 14, y det A = 2. De acuerdo con el teorema 10, el area

|det A| - {dreade S} =2 - 14 =28

CAPITULO 3 EJERCICIOS COMPLEMENTARIOS

1.

Marque cada enunciado como verdadero o falso. Justifique sus d) SiAy B sonmatricesden x n,condet A = 2ydetB =3,
respuestas. Suponga que todas las matrices son cuadradas. entonces det(A + B) = 5.
a) Si A es una matriz de 2 x 2 con determinante cero, entonces e) SiAesden xncondetA = 2, entonces det A3 = 6.

una columna de A es un multiplo de la otra. f) Si B se obtiene al intercambiar dos filas de A, entonces
b) Si dos filas de una matriz A de 3 x 3 son iguales, entonces det B = det A.

detA = 0.

g) Si B se obtiene multiplicando la fila 3 de A por 5, entonces
¢) SiA esuna matriz de 3 x 3, entonces det SA = 5 det A. detB=15-detA.
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h) Si B se forma sumando a una fila de A una combinacién
lineal de las otras filas, entonces det B = det A.

i) det AT = —det A.
j) det (—A) = —det A.
k) det (ATA) = 0.

) Cualquier sistema de n ecuaciones lineales en n variables se
puede resolver con la regla de Cramer.

m) Siuyvestinen R?y det [u v] = 10, entonces el 4rea del
tridangulo en el plano con vértices en 0, u'y v es 10.

n) SiA? =0, entonces det A = 0.
0) Si A es invertible, entonces det A~! = det A.

p) SiA es invertible, entonces (det A)(det A™") = 1.

En los ejercicios 2 a 4, utilice operaciones de fila para demostrar que
todos los determinantes son cero.

12 13 14 1 a b+c

15 16 17 3. |1 b a—+c

18 19 20 1 c a+b
a b c

a—+x b+ x c+x

a+y b+y c+y

En los ejercicios 5 y 6, calcule los determinantes.

OO OO =
S W O oo
~N O L O O
S O O N

SO N O B AN O &~ O O

0 0 0 — 0
N o 0 O X
S W oo O
[l =)

Demuestre que la ecuacién de la recta en R? que pasa por los
puntos distintos (x1, y1) Y (x2, y2) se puede escribir como

1 X y
det | 1 X1 Vi
I x2x »

=0

Encuentre una ecuacion de determinantes de 3 x 3, similar a la
del ejercicio 7, que describa la ecuacion de la recta con pendien-
te m 'y que pasa por (xj, y).

Los ejercicios 9 y 10 se relacionan con los determinantes de las si-
guientes matrices de Vandermonde.

R 1t > r

1 a a ) 3
) I x xy X

1 b | V@)= 5 3
I x x5 X

1 ¢ N s
I x5 x5 X3

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Utilice operaciones de fila para demostrar que
detT = (b — a)(c — a)(c — b)

Sea f(t) = det V, con xj, x;, x3 todos distintos. Explique por
qué f(#) es un polinomio cibico, demuestre que el coeficiente
de £3 es diferente de cero, y encuentre tres puntos sobre la gra-
fica de f.

Calcule el 4rea del paralelogramo definido por los puntos (1, 4),
(—=1,5), (3,9 y (5, 8). ;{Cémo comprobar que el cuadrildtero
determinado por estos puntos es realmente un paralelogramo?

Con base en el concepto de drea de un paralelogramo, escriba un
enunciado sobre una matriz A de 2 x 2, que sea valido si y solo
si A es invertible.

Demuestre que si A es invertible, entonces adj A es invertible, y

djA) = —
(adj 4) det A

[Sugerencia: Dadas las matrices B 'y C, ;con qué cdlculo(s) se
demostrarfa que C es la inversa de B?].

Sean A, B, C, D e I matrices de n x n. Utilice la definicién o
las propiedades de un determinante para justificar las siguientes
férmulas. El inciso c) es til en aplicaciones de valores propios
(capitulo 5).

A 0 1 0
a) det|:0 I}—detA b) det[c Di|—detD

) det|:é4 lg):| = (det A)(det D) = det[lé g]

Sean A, B, C 'y D matrices de n x n con A invertible.

a) Encuentre las matrices X y Y para producir el bloque de fac-
torizacién LU

A B| |1 0||]A B
cC D||X TI1]|l0 Y
y entonces demuestre que

A B _ .
det|:C D] = (det A) - det(D — CA™'B)

b) Demuestre que si AC = CA, entonces

A B
det|:C D] = det(AD — CB)

Sea J la matriz de n X n con solo nimeros 1, y considere
A = (a — b)I + bJ; es decir,

a b b - b
b a b - b
A_|b b a b
b b b - a

Confirme que det A = (a — b)""'[a + (n — 1)b] como sigue:

a) Reste la fila 2 de la fila 1, la fila 3 de la fila 2, y asi sucesiva-
mente, y explique por qué esto no cambia el determinante de
la matriz.



17.

18.

b) Con la matriz resultante del inciso a), sume la columna 1 a la
columna 2, después sume esta nueva columna 2 a la columna
3, y asf sucesivamente, y explique por qué esto no cambia el
determinante.

¢) Encuentre el determinante de la matriz resultante en b).

Sea A la matriz original del ejercicio 16, y sean

fa—b b b v b
0 a b -« b
B — 0 b a -« b
. O b b a
b b b b
b a b b
C = b b a b
Lb b b e a

Observe que A, By C son muy semejantes excepto que la prime-
ra columna de A es igual a la suma de las primeras columnas de
By C. Una propiedad de linealidad de la funcién determinante,
analizada en la seccién 3.2, dice que det A = det B + det C. Uti-
lice este hecho para probar la férmula del ejercicio 16 mediante
induccién sobre el tamafo de la matriz A.

[M] Aplique el resultado del ejercicio 16 para encontrar los de-
terminantes de las siguientes matrices, y confirme sus respues-
tas utilizando un programa de matrices.

8§ 3 3 3 3
3 8 8 8

38 3 3 3
8§ 3 8 8

33 8 3 3
8§ 8 3 8
g 8 8 3 33 3 8 3

33 3 3 8

19.

20.
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[M] Utilice un programa de matrices para calcular los determi-
nantes de las siguientes matrices.

- 1 1 1 1
! ! ! 1 2 2 2
1 2 2
) 3 1 2 3 3
o 1 2 3 4

[SEG VI
NN NN -
W W W N =
S kW=
[ S R O

Utilice los resultados para hacer una conjetura sobre el de-
terminante de la matriz que se presenta a continuacién, y confir-
me la conjetura utilizando operaciones de fila para evaluar ese
determinante.

1 1 1 1
1 2 2 2
1 2 3 3
1 2 3 n

[M] Aplique el método del ejercicio 19 para hacer una conjetura
sobre el determinante de

1 1 1 1

1 3 3 .. 3
1 3 6 - 6
1 3 6 3n—1)

Justifique su conjetura. [Sugerencia: Considere el ejercicio 14c¢)
y el resultado del ejercicio 19].
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Espacios vectoriales

EJEMPLO INTRODUCTORIO

Vuelo espacial y sistemas
de control

Con sus 12 pisos de altura y un peso de 75 toneladas, el
Columbia se elevé majestuosamente de la plataforma de
lanzamiento en una fresca mafana de Domingo de Ramos
en abril de 1981. Producto de 10 afios de una intensa labor
de investigacién y desarrollo, el primer transbordador
espacial de Estados Unidos fue un triunfo de disefio de la
ingenieria de sistemas de control, en el que participaron
varias ramas de la ingenieria: aerondutica, quimica,
eléctrica, hidrdulica y mecénica.

Los sistemas de control de la nave espacial son abso-
lutamente esenciales para el vuelo. Como el transbordador
tiene un fuselaje inestable, requiere de una monitorizacién
computarizada constante durante el vuelo atmosférico.

El sistema de control de vuelo envia una secuencia de
comandos a las superficies de control aerodindmico y
a 44 pequeiios impulsores de propulsioén a chorro.

En la figura 1 se muestra un tipico sistema de circuito

cerrado de retroalimentacion que controla el cabeceo del
transbordador durante el vuelo. (El cabeceo es el 4ngulo

de elevacion del cono de proa). Los simbolos de unién (®)
indican dénde se afiaden las sefiales de varios sensores a

las sefiales de la computadora que fluyen a través de la parte
superior de la figura.

Matematicamente, las sefiales de entrada y salida a un
sistema de ingenieria son funciones. En las aplicaciones, es
importante que estas funciones se puedan sumar, como se
muestra en la figura 1, y multiplicarse por escalares. Estas
dos operaciones con las funciones tienen propiedades alge-
braicas que son completamente andlogas a las operaciones
de suma de vectores en R" y a la multiplicacién de un vec-
tor por un escalar, como se vera en las secciones 4.1 y 4.8.
Por esta razon, el conjunto de todas las entradas posibles
(funciones) se denomina espacio vectorial. Los fundamentos
matemadticos para la ingenieria de sistemas se basan en espacios

Tasa del Aceleracion
cabeceo del cabeceo
ordenado ordenado L
Dinamica del
. . Controlador  transbordador
+ + +
Cabeceo —»(X) K, K, G,(s) G,(s) Cabeceo
ordenado — T — T _ T
Error en la
Tasa del L 5
cabeceo lf El(s); filél aceleracién Acelerémetro
cabeceo del cabeceo §2

Girémetro

N

Unidad de medicién inercial

1

FIGURA 1 Sistema de control del cabeceo para el transbordador espacial. (Fuente: Adaptado de Space Shuttle
GN&C Operations Manual, Rockwell International, © 1988).
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vectoriales de funciones, y en este capitulo 4 se amplia la Mais adelante, veremos cOmo surgen otros espacios vectoriales
teorfa de los vectores en R” para incluir dichas funciones. en ingenieria, fisica y estadistica.

Las “semillas” matematicas sembradas en los capitulos 1 y 2 germinan y comienzan a florecer
en este capitulo. La belleza y el poder del dlgebra lineal se apreciardn més claramente cuando
el lector considere a R" solo como uno de tantos espacios vectoriales que surgen de forma
natural en problemas aplicados. En realidad, el estudio de espacios vectoriales no es muy
diferente del propio estudio de R”, porque usted podra utilizar su experiencia geométrica con
R? y R3 para visualizar muchos conceptos generales.

Comenzando con las definiciones basicas en la seccién 4.1, el marco teérico de los espa-
cios vectoriales se desarrolla gradualmente a lo largo del capitulo. Uno de los objetivos de las
secciones 4.3 a 4.5 es demostrar cudn estrechamente se parecen otros espacios vectoriales a
R". En la seccion 4.6 se estudiard el rango, uno de los temas mas importantes de este capitulo,
utilizando la terminologia de espacio vectorial para vincular datos importantes de las matrices
rectangulares. En la seccién 4.8 se aplica la teoria del capitulo a las sefiales discretas y ecua-
ciones en diferencias utilizadas en los sistemas de control digital, como en el transbordador
espacial. Las cadenas de Markov, en la seccion 4.9, representan un cambio de ritmo respecto
de las secciones mads tedricas del capitulo y dan buenos ejemplos para los conceptos que se
introduciran en el capitulo 5.

4.1 ESPACIOS Y SUBESPACIOS VECTORIALES

DEFINICION

Gran parte de la teoria en los capitulos 1 y 2 se basa en ciertas propiedades algebraicas senci-
llas y evidentes de R", que se listan en la seccion 1.3. De hecho, muchos otros sistemas ma-
tematicos tienen las mismas propiedades. Las propiedades especificas de interés se incluyen
en la siguiente definicién.

Un espacio vectorial es un conjunto no vacio V de objetos, llamados vectores, en el
que estdn definidas dos operaciones, llamadas suma y multiplicacion por escalares
(niimeros reales), sujetas a los 10 axiomas (o reglas) que se listan a continuacién.’
Los axiomas deben ser validos para todos los vectores u, v, w en V, y para todos los
escalares c y d.

1. La suma de u y v, denotada con u + v, estden V.

2.utv=v+u

J.(ut+v)+w=u+ (v+w).

4. Hay un vector cero (0) en Vtalqueu + 0 = u.

5. Para cada u en V, existe un vector —uen Vtal queu + (—u) = 0.

6. El miltiplo escalar de u por ¢, que se denota con cu, estid en V.

7.c(u +v)=cu+cv.

8.(c + d)u = cu + du.
9. c(du) = (cd)u.
10. Iu = u.

! Técnicamente, V es un espacio vectorial real. Toda la teorfa en este capitulo también es valida para un espacio
vectorial complejo en el que los escalares son nimeros complejos. Trataremos brevemente este asunto en el capi-
tulo 5. Hasta entonces, se supone que todos los escalares son reales.
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Utilizando tan solo estos axiomas, es posible demostrar que el vector cero en el axioma 4
es Unico, y el vector —u, llamado el negativo de u, en el axioma 5 es Unico paratodauen V.
Véase los ejercicios 25 y 26. Demostraciones de los hechos que se presentan a continuacién
se describen en los ejercicios:

Para cadau en V'y escalar c,

Ou=20 (1)
c0=0 (2)
—u=(-Du 3)

EJEMPLO 1 Los espacios R", donde n = 1, son los ejemplos principales de espacios
vectoriales. La intuicién geométrica desarrollada para R? le ayudard a entender y visualizar
muchos conceptos en todo el capitulo. |

EJEMPLO 2 Sea Vel conjunto de todas las flechas (segmentos de recta dirigidos) en el
espacio tridimensional; se considera que dos flechas son iguales si tienen la misma longitud y
la punta en la misma direccion. Defina la suma por la regla del paralelogramo (de la seccién
1.3), y para cada v en V, defina cv como la flecha cuya longitud es Icl por la longitud de v,
apuntando en la misma direccién que v si ¢ = 0 y, en caso contrario, apuntando en la direc-
cién opuesta. (Véase la figura 1). Demuestre que V es un espacio vectorial. Este espacio es un
modelo comun de los problemas fisicos de varias fuerzas.

SOLUCION La definicién de V es geométrica, utilizando los conceptos de longitud y direc-
cién. Ningun sistema de coordenadas xyz estd implicado. Una flecha de longitud cero es un
punto unico y representa el vector cero. El negativo de v es (—1)v. Por lo tanto, los axiomas
1,4, 5, 6 y 10 son evidentes. El resto se comprobard con geometria. Por ejemplo, véase las

figuras 2 y 3. |
v+u
\ud
\4 u
u
u+v
FIGURA2 u +v=v +u FIGURA3 (u+v)+w=u+(v+w).

EJEMPLO 3 Sea S el espacio de todas las secuencias doblemente infinitas de nimeros
(que generalmente se anotan en una fila mis que en una columna):

e} =G y—2, Y1, Y0, Y1, Y25 --)

Si {z;} es otro elemento de S, entonces la suma {y,} + {z} es la sucesién {y; + z} for-
mada por la suma de los términos correspondientes de {y;} y {z:}. El miltiplo escalar c{y;}
es la sucesion {cy;}. Los axiomas de espacio vectorial se comprueban en la misma forma
que para R".

Los elementos de S surgen en ingenierfa, por ejemplo, cuando una sefial se mide (o se
muestrea) en tiempos discretos. Una sefial puede ser eléctrica, mecdnica, Optica, etcétera.
Los sistemas de control principal del transbordador espacial, que se mencionaron en la in-
troduccién del capitulo, usan sefiales discretas (o digitales). Por conveniencia, llamaremos
a S el espacio de sefiales (discretas de tiempo). Una sefial se puede visualizar con una grafica
como la que se ilustra en la figura 4. |
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f+g

FIGURA 5
La suma de dos vectores
(funciones).

FIGURA 4 Una senal discreta de tiempo.

EJEMPLO 4 Paran = 0, el conjunto P, de polinomios de grado n o menor consiste en
todos los polinomios de la forma

p(t):ao+a1l+a2t2+...+an[n @

donde los coeficientes ay,..., a, y la variable ¢ son nimeros reales. El grado de p es la ma-
yor potencia de ¢ en (4) cuyo coeficiente no es cero. Si p(¢) = ap # 0, el grado de p es cero.
Si todos los coeficientes son iguales a cero, p se llama el polinomio cero. El polinomio cero
estd incluido en P, a pesar de que su grado, por razones técnicas, no esté definido.

Si p estd dada por la ecuacién (4) y si q(f) = by + bt + -+ + b,t", entonces la suma
P t q se define mediante

(p+q @) =p@)+q)
= (aop + bo) + (a1 + b))t + -+ + (ay + by)t"

El multiplo escalar cp es el polinomio definido por
(ep)(t) = cp(t) = cag + (ca)t + -+ + (can)t”

Estas definiciones satisfacen los axiomas 1 y 6, ya que p + q y cp son polinomios de
grado igual o menor que n. Los axiomas 2, 3, y 7 a 10 son consecuencias de las propie-
dades de los niimeros reales. Evidentemente, el polinomio cero actia como vector cero en
el axioma 4. Por ultimo, (—1)p actia como el negativo de p, por lo que el axioma 5 esta sa-
tisfecho. Asi, P, es un espacio vectorial.

Se utilizan espacios vectoriales [P, para varias n, por ejemplo, en el analisis de tendencia
estadistica de datos, que se analiza en la seccién 6.8. [ |

EJEMPLO 5 Sea Vel conjunto de todas las funciones de valores reales definidas en un
conjunto D. (Por lo general, D es el conjunto de nimeros reales o algin intervalo en la recta
real). Las funciones se suman en la forma habitual: f + g es la funcién cuyo valor en ¢ en el
dominio D es f(r) + g(¢). Asimismo, para un escalar ¢ y una f en V, el multiplo escalar cf es
la funcién cuyo valor en ¢ es cf(?). Por ejemplo, siD = R, f(r) = 1 + sen 2z, y g() = 2 + .5¢,
entonces

f+g=3+sen2t+ .5t y QQgt)=4+t

Dos funciones en V son iguales si y solo si sus valores son iguales para toda ¢ en D.
Por lo tanto, el vector cero en V es la funcién igual a cero, f(#) = 0 para toda ¢, y el negativo
de f es (—1)f. Como es evidente, los axiomas 1 y 6 son ciertos, y los otros axiomas se dedu-
cen de las propiedades de los nimeros reales, por lo que V es un espacio vectorial. |

Es importante pensar en cada funcién en el espacio vectorial V del ejemplo 5 como un
objeto tinico, un solo “punto” o un vector en el espacio vectorial. La suma de dos vectores
f y g (funciones en V, o elementos de cualquier espacio vectorial) se puede visualizar como
en la figura 5, ya que esto le ayudard a aplicar a un espacio vectorial general la intuicién
geométrica que ha desarrollado al trabajar con el espacio vectorial R”. Consulte la Guia de
estudio como ayuda conforme aprenda a adoptar este punto de vista mas general.
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DEFINICION

Un subespacio de V.

FIGURA 7

X

El plano x;x, como un subespacio

de R3.
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Subespacios

En muchos problemas, un espacio vectorial se compone de un subconjunto adecuado de vec-
tores de un espacio vectorial mds grande. En este caso, solo se deben comprobar tres de los 10
axiomas de espacio vectorial, y el resto se satisfacen de manera automatica.

Un subespacio de un espacio vectorial V es un subconjunto H de V que tiene tres pro-
piedades:

a) El vector cero de V estd en H.2

b) H es cerrado bajo la suma de vectores. Es decir, por cadauy ven H, lasumau + v
estden H.

¢) H es cerrado bajo la multiplicacion por escalares. Es decir, para cada u en H y cada
escalar ¢, el vector cu estd en H.

Las propiedades a), b) y ¢) garantizan que un subespacio H de V sea en si mismo un espa-
cio vectorial bajo las operaciones de espacio vectorial ya definidas en V. Para comprobar esto,
observe que las propiedades a), b) y ¢) corresponden a los axiomas 1, 4 y 6. Los axiomas 2,
3y 7 a 10 son autométicamente verdaderos en H, ya que se aplican a todos los elementos de
V, incluidos los de H. El axioma 5 también es verdadero en H, ya que si u estd en H, entonces
(—Du estd en H de acuerdo con la propiedad c), y sabemos a partir de la ecuacién (3) de la
pégina 191 que (—1)u es el vector —u en el axioma 5.

Asi, cada subespacio es un espacio vectorial. Por el contrario, todo espacio vectorial es un
subespacio (de si mismo y, posiblemente, de otros espacios mds grandes). El término subespa-
cio se utiliza cuando al menos dos espacios vectoriales estdn en mente, con uno dentro del otro,
y la frase subespacio de V identifica a V como el espacio mds grande. (Véase la figura 6).

EJEMPLO 6 El conjunto que consta solo del vector cero en un espacio vectorial V es un
subespacio de V, llamado subespacio cero, y se representa como {0}. |

EJEMPLO 7 SeaP el conjunto de todos los polinomios con coeficientes reales, con ope-
raciones en [P definidas como en las funciones. De esta forma, [P es un subespacio del espacio
de todas las funciones de valores reales definidas en R. Ademas, para cada n = 0, P, es un
subespacio de PP, ya que [P, es un subconjunto de [P que contiene el polinomio cero; la suma
de dos polinomios en P, también estd en [P, y un miltiplo escalar de un polinomio en P,
también estd en P,,. |

EJEMPLO 8 Elespacio vectorial R? no es un subespacio de R? porque R ni siquiera es
un subconjunto de R3. (Todos los vectores en R3 tienen tres entradas, mientras que los vecto-
res de R? tienen solo dos). El conjunto

s
H = t |:sytsonreales

es un subconjunto de R3 que se “ve” y “actia” como RZ, aunque 16gicamente es distinto de
R2. Véase la figura 7. Demuestre que H es un subespacio de R3,

SOLUCION EI vector cero estd en H, y H es cerrado bajo la suma de vectores y la multi-
plicacion escalar debido a que estas operaciones sobre los vectores de H siempre producen
vectores cuyas terceras entradas son iguales a cero (y, por lo tanto, pertenecen a H). Por con-
siguiente, H es un subespacio de R3, |

2 Algunos libros remplazan la propiedad a) en esta definicién por el supuesto de que H no es vacio. Asf, a) se puede
deducir a partir de ¢) y el hecho de que Ou = 0. Pero la mejor manera de someter a prueba un subespacio es bus-
car primero al vector cero. Si 0 estd en H, entonces se deben revisar las propiedades b) y ¢). Si 0 no estd en H, en-
tonces H no puede ser un subespacio y no se necesita comprobar las otras propiedades.
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X

FIGURA 8
Una recta que no es un espacio
vectorial.

N

FIGURA 9
Un ejemplo de un subespacio.

TEOREMA 1

EJEMPLO 9 Un plano en R? que no pasa por el origen no es un subespacio de R3, por-
que el plano no contiene el vector cero de R3. Del mismo modo, una recta en R? que no
pasa por el origen, como en la figura 8, no es un subespacio de R2. |

Un subespacio generado por un conjunto

El siguiente ejemplo ilustra una de las formas mds comunes de describir un subespacio. Como
en el capitulo 1, el término combinacion lineal se refiere a cualquier suma de los multi-
plos escalares de vectores, y Gen {vy,..., v,} denota el conjunto de todos los vectores que
se pueden escribir como combinaciones lineales de vy,..., v,.

EJEMPLO 10 Dados v;y v, enun espacio vectorial V, sea H = Gen {vy, v,}. Demuestre
que H es un subespacio de V.

SOLUCION El vector cero estd en H, ya que 0 = Ov; + Ov,. Para demostrar que H es cerrado
bajo la suma de vectores, tome dos vectores arbitrarios en H, por ejemplo,

U=S1Vi+5V y W=V + DV

Por los axiomas 2, 3 y 8 para el espacio vectorial V,

u+w=(51v] + $2v2) + (11v1 + t2v3)
= (s1+1)vi + (2 + )2

Asi que u + w estd en H. Ademds, si ¢ es un escalar cualquiera, entonces por los axiomas
7y9,

cu = c(s1vy + 52v2) = (cs1)vy + (¢cs2)va

lo que demuestra que cu estd en H, y H es cerrado bajo la multiplicacién por escalares.
Por lo tanto, H es un subespacio de V. [ |

En la seccién 4.5, veremos que todo subespacio de R? distinto de cero, que no sea
[R3 mismo, es Gen {v;, Vv,} para algunos v; y v, linealmente independientes o Gen {v} para
v # 0. En el primer caso, el subespacio es un plano que pasa por el origen; en el segundo
caso, se trata de una recta que pasa por el origen. (Véase la figura 9). Es qtil tener en mente
estas imdgenes geométricas, incluso para un espacio vectorial abstracto.

El argumento en el ejemplo 10 se puede generalizar ficilmente para comprobar el si-
guiente teorema.

Si vy,..., V, estdn en un espacio vectorial V, entonces Gen {Vy,..., V,} es un subes-
pacio de V.

Se llama Gen {vy,..., v,} al subespacio generado por {vy,..., v,}. Dado un subes-
pacio H de V, un conjunto generador para H es un conjunto {vi,..., v,} en H tal que
H = Gen {vy,..., V,}.

El siguiente ejemplo muestra cémo utilizar el teorema 1.

EJEMPLO 11 Sea H el conjunto de todos los vectores de la forma (a — 3b, b — a,
a, b), donde a y b son escalares arbitrarios. Es decir, sea H = {(a — 3b,b — a,a,b):ay b
en R}. Demuestre que H es un subespacio de R*.
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SOLUCION Represente los vectores en H como vectores columna. Asi, un vector arbitrario
en H tiene la forma

a—3b 1 -3
b—a —1 1
a | =9 1|tP] o
b 0 1

4 t

v v

Este calculo muestra que H = Gen {vy, v»}, donde v, y v, son los vectores indicados anterior-
mente. Por lo tanto, H es un subespacio de R4 de acuerdo con el teorema 1. | |

El ejemplo 11 muestra una técnica util para expresar un subespacio H como el conjunto
de combinaciones lineales de una pequefia coleccién de vectores. Si H = Gen {vy,..., V,}, po-
demos pensar en los vectores vy,..., v, del conjunto generador como “asas” que nos permiten
sujetar el subespacio H. Célculos con un nimero infinito de vectores en H con frecuencia se
reducen a operaciones con un nimero finito de vectores en el conjunto generador.

EJEMPLO 12 Determine qué valor(es) de & hard(n) que y sea un subespacio de R*
generado por vy, vy, V3, si

1 5 -3 —4
vV = -1 s V) = —4 s V3 = 1 y Y= 3
-2 -7 0 h

SOLUCION Esta pregunta es el problema de practica 2 en la seccién 1.3, que aqui se mo-
dificé utilizando el término subespacio en vez de Gen {vy, v,, v3}. La solucién obtenida ahi
muestra que y estd en Gen {vy, v, v3} si y solo si 4~ = 5. Vale la pena revisar esta solucién
ahora, junto con los ejercicios 11 a 16 y 19 a 21 de la seccién 1.3. |

Aunque muchos espacios vectoriales en este capitulo son subespacios de R", es importan-
te considerar que la teoria abstracta se aplica a otros espacios vectoriales. Espacios vectoriales
de funciones surgen en muchas aplicaciones, y mas adelante se trataran con mas detalle.

PROBLEMAS DE PRACTICA

1. Demuestre que el conjunto H de todos los puntos en R? de la forma (3s, 2 + 5s) no es un
espacio vectorial, al mostrar que no es cerrado bajo la multiplicacién escalar. (Encuentre
un vector especifico u en H y un escalar c tal que cu no estd en H).

2. Sea W = Gen {vy,..., v,}, donde vy,..., v, se encuentran en un espacio vectorial V.
Demuestre que v; estd en W para 1 = k = p. [Sugerencia: Escriba primero una ecuacién
que demuestre que v; estd en W. Después, ajuste su notacién para el caso general].

4.1 EJERCICIOS

1.

Sea V el primer cuadrante en el plano xy; es decir, sea 2. Sea W la unién del primer y tercer cuadrantes en el plano xy.
X

V={[y]:)€20,y20} Esdecir,seaWz{[;]:xyEO}.

a) Siuyvestdnen V, jestdu + ven V? ;Por qué? a) Siuestd en Wy c es cualquier escalar, jestd cu en W?

b) Encuentre un vector especifico u en V'y un escalar especifico (Por qué?

c tal que cu no esté en V. (Esto es suficiente para demostrar
que V no es un espacio vectorial).
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3.

b) Encuentre dos vectores especificos u 'y v tales que u + v no
esté en W. Esto es suficiente para demostrar que W no es
un espacio vectorial.

Sea H el conjunto de puntos en el interior y sobre el circulo uni-
tario en el plano xy. Es decir, sea H = {|: ;] x4y < 1}.

Encuentre un ejemplo especifico —dos vectores o un vector y
un escalar—, que demuestre que H no es un subespacio de R2.

Construya una figura geométrica que ilustre por qué una recta
en R? que no pasa por el origen no es cerrada bajo la suma de
vectores.

En los ejercicios 5 a 8, determine si el conjunto dado es un subespa-
cio de PP, para un valor adecuado de n. Justifique sus respuestas.

5.

10.

11.

12.

13.

14.

Todos los polinomios de la forma p(f) = at?, donde a se encuen-
traen R.

Todos los polinomios de la forma p(f) = a + %, donde a se
encuentra en R.

Todos los polinomios de grado 3 como maximo, con nimeros
enteros como coeficientes.

Todos los polinomios en P, tales que p(0) = 0.

o
Sea H el conjunto de todos los vectores de la forma 5t
3¢

Encuentre un vector v en R3 tal que H = Gen {v}. ;Por qué esto
demuestra que H es un subespacio de R3?

-3
Sea H el conjunto de todos los vectores de la forma | 0 |,
—7t

donde ¢ es cualquier nimero real. Demuestre que H es un subes-
pacio de R3. (Utilice el método del ejercicio 9).

Sea W el conjunto de todos los vectores de la forma

2b + 3¢
—b , donde b y ¢ son arbitrarios. Encuentre los vec-
2c

tores u 'y v tales que W = Gen {u, v}. ;Por qué esto demuestra
que W es un subespacio de R3?

Sea W el conjunto de todos los vectores de la for-

2s + 4t
ma 2S2_s 3 | Demuestre que W es un subespacio de R*.
S5t
(Utilice el método del ejercicio 11).
1 2 4 3
Sea v, = Ol,va=|1],v3=]2|yw=]1
-1 3 6 2

a) (Estd w en {vy, vy, v3}? ;Cudntos vectores se encuentran
en {vy, vz, v3}?
b) (Cuantos vectores estan en Gen {vy, V5, v3}?
c) (w es el subespacio generado por {vy, v,, v3}? ;Por qué?
1

Sea v, vz, v3 como en el ejercicio 13, y sea w = 3
14

(Estd w en el subespacio generado por {vy, v2, v3}? ;(Por qué?

En los ejercicios 15 a 18, sea W el conjunto de todos los vectores
de la forma indicada, donde a, b y c representan nimeros reales
arbitrarios. En cada caso, encuentre un conjunto S de vectores que
genere W o dé un ejemplo para demostrar que W no es un espacio
vectorial.

[ 2a +3b 1
15. -1 16. | 3a —5b
| 2a —5b | 30+ 2a
[2a—b [ 4a +3b
3b—c 0
17. 3c—a 18. a+3b+c
3 | 3b-2¢

19. Siuna masa m se coloca en el extremo de un resorte, y si se tira
de la masa hacia abajo y luego se suelta, el sistema masa-resorte
comenzard a oscilar. El desplazamiento y de la masa desde su
posicién de reposo estd dado por una funcién de la forma

y(t) = ¢ cos wt + ¢, sen wt 5)

donde w es una constante que depende del resorte y la masa.
(Véase la figura que se muestra a continuacién). Demuestre que
el conjunto de todas las funciones descritas en la ecuacion (5)
(con w fijay ¢ y c; arbitrarias) es un espacio vectorial.

20. EI conjunto de todas las funciones de valor real continuas y de-
finidas en un intervalo cerrado [a, b] en R se denota mediante
Cla, b]. Este conjunto es un subespacio del espacio vectorial de
todas las funciones de valor real definidas en [a, b].

a) (Qué hechos acerca de las funciones continuas se deberfan
someter a prueba para demostrar que Cla, b] es en realidad
el subespacio que se afirma? (Estos hechos se suelen tratar
en una clase de calculo).

b) Demuestre que {f en Cla, b] : f(a) = f(b)} es un subespacio
de Cla, b].

Para enteros positivos fijos m y n, el conjunto M,,, de todas las ma-
trices de m x n es un espacio vectorial, bajo las operaciones habi-
tuales de suma de matrices y multiplicacién por escalares reales.

21. Determine si el conjunto H de todas las matrices de la forma

[3 5 :| es un subespacio de Mjy».

22. Sea F una matriz fija de 3 x 2, y sea H el conjunto de todas las
matrices A en Mx4 con la propiedad de que FA = 0 (la matriz
cero en M3y4). Determine si H es un subespacio de Msy4.



En los ejercicios 23 y 24, marque cada enunciado como verdadero o
falso. Justifique sus respuestas.

23.

24,

a) Si f es una funcién en el espacio vectorial V de todas las
funciones de valores reales en R y si f(f) = 0 para alguna ¢,
entonces f es el vector cero en V.

b) Un vector es una flecha en el espacio tridimensional.

¢) Un subconjunto H de un espacio vectorial V es un subes-
pacio de V'si el vector cero estd en H.

d) Un subespacio también es un espacio vectorial.

e) Las sefiales analdgicas se utilizan en los sistemas de control
principal del transbordador espacial, mencionado en la in-
troduccion al capitulo.

a) Un vector es cualquier elemento de un espacio vectorial.

b) Siu es un vector en un espacio vectorial V, entonces (—1)u
es igual al negativo de u.

¢) Un espacio vectorial es un subespacio.
d) R? es un subespacio de R3.

e) Un subconjunto H de un espacio vectorial V es un subespa-
cio de V si se cumplen las siguientes condiciones: i. el vector
cerode Vestden H, ii.u,vyu + ven H, yiii. c es un escalar
ycuestden H.

Los ejercicios 25 a 29 muestran cémo se pueden utilizar los axiomas
de un espacio vectorial V para demostrar las propiedades elementales
descritas después de la definicién de un espacio vectorial. Complete
los espacios en blanco con los nimeros del axioma adecuado. De
acuerdo con el axioma 2, los axiomas 4 y 5 implican, respectivamen-
te,que 0 +u=uy —u + u = 0 para toda u.

25.

26.

27.

28.

Complete la siguiente demostraciéon de que el vector cero
es unico. Suponga que w en V tiene la propiedad de que u +
w = Ww + u = u para toda u en V. En particular, 0 + w = 0.
Sin embargo, 0 + w = w, de acuerdo con el axioma

Por lo tanto, w = 0 + w = 0.

Complete la siguiente demostracion de que —u es el udnico
vector en V tal que u + (—u) = 0. Suponga que w satisface
u + w = 0. Sumando —u en ambos lados, se tiene

() +ut+w=(uw+0

[(—a) +u]+w=(—u)+0 seguin el axioma a)
0+w=(—u)+0 segun el axioma b)
w=-u seglin el axioma c)

Complete los nimeros de axioma que faltan en la siguiente de-

mostracién de que Ou = 0 paracadauen V.
Ou=(0+ O)u=0u+ Ou segtn el axioma a)

Sume el negativo de Ou en ambos lados:

Ou + (—Ou) = [Ou + Ou] + (—Ou)

Ou + (—Ou) = Ou + [Ou + (—Ou)] segtn el axioma b)
0=0u+0 segtin el axioma )
0=20u segun el axioma d)

Complete los nimeros de axioma que faltan en la siguiente
demostracién de que

29.

30.

31.

32.

33.

34.
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¢0 = 0 para cada escalar c.
c0=1c(0+0) segtin el axioma a)
=c0+c0 segtin el axioma b)
Sume el negativo de ¢ en ambos lados:
c0 4+ (—c0)=[c0 + 0] + (—c0)
c0 4+ (—c0)=c0 + [c0 + (—c0)] segun el axioma )
0=c0+0 segtin el axioma d)
0=c0 segtin el axioma e)

Demuestre que (—1)u = —u. [Sugerencia: Demuestre que
u + (—1)u = 0. Utilice algunos axiomas y los resultados de
los ejercicios 27 y 26].

Suponga que cu = 0 para algiin escalar ¢ distinto de cero.
Demuestre que u = (. Mencione los axiomas o las propiedades
que utilice.

Sean u y v vectores en un espacio vectorial V, y sea H cual-
quier subespacio de V que contiene a u'y v. Explique por qué H
también contiene a Gen {u, v}. Esto demuestra que Gen {u, v}
es el menor subespacio de V que contiene auy v.

Sean H y K subespacios de un espacio vectorial V. La inter-
seccion de H y K, que se representa como H N K, es el conjun-
to de v en V que pertenece tanto a H como K. Demuestre que
H N K es un subespacio de V. (Véase la figura). Dé un ejemplo
en R? para demostrar que la unién de dos subespacios no es, en
general, un subespacio.

Dados los subespacios H y K de un espacio vectorial V, la suma
de Hy K, que se escribe como H + K, es el conjunto de todos
los vectores en V que se pueden representar como la suma de
dos vectores, uno en Hy el otro en K; es decir,

H+ K={w:w=u+ vparaalgunauen H
y alguna v en K}
a) Demuestre que H + K es un subespacio de V.

b) Demuestre que H es un subespacio de H + Ky K es un
subespacio de H + K.

Suponga que uy,..., U,y Vj,..., V, 50N Vectores en un espacio
vectorial V, y sea

H = Gen {uy,...,u,} y K = Gen {vy,..., v/}

Demuestre que H + K = Gen {uy,..., u,, Vi,..., V4 }.
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3s.

36.

37.

[M] Demuestre que w esté en el subespacio de R* generado por
Vi, V3, v3, donde

9 8 —4 -7

W= —4 vy = —4 Vy, = 3 V3 = 6
—4 [ -3 [ -2 [ -5

7 9 -8 —18

[M] Determine si y esté en el subespacio de R* generado por las
columnas de A, donde

—4 3 -5 -9
-8 8 7 —6
Y= 6| 15| 5 -8 3
-5 2 -2 -9

[M] El espacio vectorial H = Gen {1, cos’t, cos*t, cos’t} con-
tiene al menos dos funciones interesantes que se utilizardn en un

38.

ejercicio posterior:

f(t) =1 —8cos’t + 8cos*t
g(t) = —1 4 18cos’t — 48 cos*t + 32cos’ ¢t

Estudie la grifica de f para O = ¢ = 27, e infiera una férmula
sencilla para f(¢). Verifique su suposicion mediante la represen-
tacion grafica de la diferencia entre 1 + f(¢) y su férmula para
f(#). (Se espera que vea la funcién constante 1). Repita el pro-
cedimiento para g.

[M] Repita el ejercicio 37 para las funciones
f(r) =3sent — 4sen’t
g(t)=1—8sen’t+ 8sen*t

h(r) =5sent — 20 sen’ ¢ + 16 sen® ¢

en el espacio vectorial Gen {1, sen f, sen’t,..., sen’t}.

SOLUCIONES A LOS PROBLEMAS DE PRACTICA

1. Tome cualquier u en H, digamos, u = [ ; }, y tome cualquier ¢ # 1, por ejemplo, ¢ = 2.

A51,cu=|:14

6| o
i|. Si esto se encuentra en H, entonces hay alguna s tal que

)= 1]

Es decir, s = 2y s = 12/5, lo que es imposible. Asi que 2u no estd en H, y H no es un

espacio vectorial.

2. vy = 1vy + Ovy + - + Ov,. Esta ecuacién expresa a v; como una combinacién lineal
de vi,..., Vp, por lo que v; se encuentra en W. En general, viestd en W, ya que

Ve =0vy + -+ 0vey + 1vg + 0vgg g +--- +0v)

4.2 | ESPACIOS NULOS, ESPACIOS COLUMNA Y TRANSFORMACIONES LINEALES

En las aplicaciones del dlgebra lineal, los subespacios de R" generalmente se presentan en
una de dos maneras: 1. como el conjunto de todas las soluciones a un sistema de ecuaciones
lineales homogéneas, o 2. como el conjunto de todas las combinaciones lineales de ciertos
vectores especificos. En esta seccidn, se comparan estas dos descripciones de subespacios,
lo que nos permitird practicar el uso del concepto de subespacio. En realidad, como pronto
descubrird, hemos trabajado con subespacios desde la seccién 1.3. La principal novedad aqui
es la terminologia. La seccién concluye con un andlisis acerca del nicleo y el rango de una

transformacion lineal.

El espacio nulo de una matriz

Considere el siguiente sistema de ecuaciones homogéneas:

X1 —3X2—2)C3=0

ey

—5x1 4+ 9% + x3=0
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En forma de matriz, este sistema se representa como Ax = 0, donde

1 -3 -2
Az[—s 9 1} @

Recordemos que el conjunto de todas las x que satisfacen (1) se llama el conjunto solucién
del sistema (1). Con frecuencia es conveniente relacionar este conjunto directamente con la
matriz A y la ecuacién Ax = 0. El conjunto de x que satisfacen Ax = 0 se denomina el espacio
nulo de la matriz A.

El espacio nulo de una matriz A de m x n, que se denota como Nul A, es el conjunto de
todas las soluciones de la ecuacion homogénea Ax = 0. En notacién de conjuntos,

NulA = {x:xestien R"y Ax = 0}

Una descripcién mds dindmica de Nul A es el conjunto de todas las x en R"” que se ma-
pean en el vector cero de R™ a través de la transformacion lineal x — Ax. Véase la figura 1.

Ae
vl
L 0
¢ b
FIGURA 1
5
EJEMPLO 1 Sea A la matriz en la ecuacion (2) anterior, y sea u = 3 |. Determine
-2
si u pertenece al espacio nulo de A.
SOLUCION Para probar si u satisface Au = 0, simplemente se calcula
5
A_1—3—2 3| = 5—- 9+4| |0
"S5 o9 )l S| T L2s+21-2] 7 o
Por lo tanto, u esta en Nul A. | |

El término espacio en el espacio nulo es adecuado ya que el espacio nulo de una matriz
es un espacio vectorial, como se muestra en el siguiente teorema.

El espacio nulo de una matriz A de m x n es un subespacio de R”. De manera equiva-
lente, el conjunto de todas las soluciones a un sistema Ax =  de m ecuaciones lineales
homogéneas con n incdgnitas es un subespacio de R”".
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DEMOSTRACION Sin duda, Nul A es un subconjunto de R” porque A tiene n columnas.
Debemos demostrar que Nul A satisface las tres propiedades de un subespacio. Desde luego,
0 estd en Nul A. Ahora, considere que u y v representan los dos vectores de Nul A. De esta
forma,

Au=0 y Av=0

Para demostrar que u + v estd en Nul A, se tiene que demostrar que A(u + v) = 0. Utilizando
una propiedad de multiplicacién de matrices, calcule

A+ v)=Au+Av=0+0=0

Por lo tanto, u + v estd en Nul A, y Nul A es cerrado bajo la suma de vectores. Por dltimo,
si ¢ es un escalar cualquiera, entonces

A(cu) = c(Au) = ¢(0) = 0,
lo que demuestra que cu estd en Nul A. Asi, Nul A es un subespacio de R". |
EJEMPLO 2 Sea H el conjunto de los vectores en R* cuyas coordenadas a, b, c, d sa-

tisfacen las ecuaciones a — 2b + 5¢ = d, y ¢ — a = b. Demuestre que H es un subespacio
de R*.

SOLUCION Al reordenar las ecuaciones que describen los elementos de H, y al observar
que H es el conjunto de todas las soluciones del siguiente sistema de ecuaciones lineales

homogéneas:
a—2b+5¢—-d=0
—-a— b+ ¢ =0
De acuerdo con el teorema 2, H es un subespacio de R4, [ |

Es importante hacer notar que las ecuaciones lineales que definen el conjunto H son ho-
mogéneas. De lo contrario, el conjunto de soluciones rno sera definitivamente un subespacio
(porque el vector cero no es una solucién de un sistema no homogéneo). Ademads, en algunos
casos, el conjunto de soluciones podria estar vacio.

Una descripcion explicita de Nul A

No hay una relacién evidente entre los vectores en Nul A y las entradas de A. Se dice que
Nul A se define de forma implicita, ya que se define por una condicién que se debe compro-
bar. No existe una lista o una descripcién explicitas de los elementos de Nul A. Sin embargo,
resolver la ecuacion Ax = 0 equivale a hacer una descripcion explicita de Nul A. El siguiente
ejemplo revisa el procedimiento de la seccién 1.5.

EJEMPLO 3 Determine un conjunto generador del espacio nulo de la matriz

-3 6 -1 1 -7
A=| 1 =2 2 3 -1
2 4 5 8 —4

SOLUCION EI primer paso es encontrar la solucién general de Ax = 0 en términos de va-
riables libres. Reduzca por filas la matriz aumentada [A 0] a la forma escalonada reducida
para escribir las variables basicas en términos de las variables libres:

1 =2 0 -1 3 0 X1 —2x, — X4+ 3x5=0
0 O 1 2 =2 0/, X3+ 2x4 —2x5=0
o o0 O 0 0 o0 0=0
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La solucion general es x; = 2x, + x4 — 3xs, x3 = —2x4 + 2xs, con xp, x4 y x5 libres.
Luego, hay que descomponer el vector que da la solucién general en una combinacién li-
neal de vectores donde los pesos son las variables libres. Es decir,

X1 2x7 + x4 — 3x5 2 1 -3
X2 X2 1 0 0
X3 | = —2x4 + 2X5 =X 0| +x4] =2 | + x5 2
X4 X4 0 1 0
X5 X5 0 0 1
1 1 1
u V w
= XU + X4V + X5W 3)

Cada combinacién lineal de u, v y w es un elemento de Nul A. Por lo tanto, {u, v, w} es un
conjunto generador para Nul A. |

Hay que hacer notar dos hechos acerca de la solucién del ejemplo 3 que se aplican a
todos los problemas de este tipo, donde Nul A contiene vectores distintos de cero. Vamos
a considerar estos datos mds adelante.

1. El conjunto generador producido por el método del ejemplo 3 es linealmente indepen-
diente de manera automadtica debido a que las variables libres son los pesos de los vectores
generados. Por ejemplo, vea la segunda, cuarta y quinta entradas en el vector solucién en
la ecuacion (3) y observe que x,u + x4v + xsw puede ser 0 solo si los pesos x,, x4 y x5 son
todos cero.

2. Cuando Nul A contiene vectores distintos de cero, el nimero de vectores en el conjunto
generador para Nul A es igual al nimero de variables libres en la ecuacién Ax = 0.

El espacio columna de una matriz

Otro subespacio importante asociado con una matriz es el espacio columna. A diferencia
del espacio nulo, el espacio columna se define de forma explicita a través de combinaciones
lineales.

El espacio columna de una matriz A de m X n, que se denota como Col A, es el conjunto
de todas las combinaciones lineales de las columnas de A. Si A = [a; --* a,], entonces

Col A = Gen {ay,..., a,}

Ya que Gen {aj,..., a,} es un subespacio, de acuerdo con el teorema 1, el siguiente teore-
ma se deduce de la definicion de Col A y del hecho de que las columnas de A estdn en R™.

El espacio columna de una matriz A de m x n es un subespacio de R™.

Observe que un vector tipico de Col A se puede escribir como Ax para alguna x, ya que la
notacién Ax representa una combinacién lineal de las columnas de A. Es decir,

Col A = {b: b = Ax para alguna x en R"}

La notacién Ax para los vectores en Col A también muestra que A es el rango de la transfor-
macion lineal x — Ax. Regresaremos a este punto de vista al final de la seccion.
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x, EJEMPLO 4 Encuentre una matriz A tal que W = Col A.
X, 6a —b
W = a+b |:a,benR
0 ~Ta

SOLUCION En primer lugar, escriba W como un conjunto de combinaciones lineales.

6
W =1da 1 |+5b 1 |:a,benR; = Gen 11,
-7 0 -7

En segundo lugar, utilice los vectores en el conjunto generador como las columnas de A.

6 —1
Sea A = 1 1 |. De esta forma, W = Col A, como se desea. [ |
-7 0

Recuerde el teorema 4 de la seccion 1.4, segin el cual las columnas de A generan a R”
siy solo si la ecuaciéon Ax = b tiene una solucién para cada b. Podemos enunciar este hecho
con palabras de la siguiente manera:

El espacio columna de una matriz A de m x n es R™ si y solo si la ecuacién Ax = b tiene
una solucion para cada b en R™.

Contraste entre Nul Ay Col A

Es natural preguntarse cdmo se relacionan el espacio nulo y el espacio columna de una matriz.
De hecho, los dos espacios son muy diferentes, como se constata en los ejemplos 5 a 7. Sin
embargo, una sorprendente conexion entre el espacio nulo y el espacio columna se verd en la
seccién 4.6, cuando hayamos estudiado mas teorfa.

EJEMPLO 5 Sea

2 4 =2 1
A=|-2 -5 T 3
3 7 -8 6

a) Si el espacio columna de A es un subespacio de R¥, ;a qué es igual k?

b) Si el espacio nulo de A es un subespacio de R, ;a qué es igual k?

SOLUCION

a) Cada una de las columnas de A tiene tres entradas, por lo que Col A es un subespacio
de R¥, donde k = 3.

b) Un vector x tal que Ax esté definido debe tener cuatro entradas, por lo que Nul A es un
subespacio de R, donde k = 4. [

Cuando una matriz no es cuadrada, como en el ejemplo 5, los vectores en Nul A y
Col A viven en “universos” totalmente diferentes. Por ejemplo, ninguna combinacién li-
neal de vectores en R® puede producir un vector en R* Cuando A es cuadrada, Nul A y
Col A tienen el vector cero en comun, y en casos especiales es posible que algunos vectores
diferentes de cero pertenezcan tanto a Nul A como a Col A.
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EJEMPLO 6 Con A como en el ejemplo 5, encuentre un vector diferente de cero en Col
Ay otroen Nul A.

SOLUCION Es ficil encontrar un vector en Col A. Cualquier columna de A lo permite,

2
por ejemplo, | —2 |. Para encontrar un vector distinto de cero en Nul A, al reducir por filas
3

la matriz aumentada [A 0] se obtiene

1 0 9 0 0
[4 0]~|0 1 =5 0 0O
0 0 0 1 0

Por lo tanto, si x satisface Ax = 0, entonces x; = —9x3, x, = 5x3, x4 = 0, y x3 es libre.

Al asignar un valor distinto de cero para x3, por ejemplo, x3 = 1, se obtiene un vector de

Nul A, a saber, x = (—9, 5, 1, 0). | |
3

EJEMPLO 7 Con A como en el ejemplo 5, sean u = _1

yv=| —1

a) Determine si u estd en Nul A. jPodria u estar en Col A?
b) Determine si v estd en Col A. jPodria v estar en Nul A?

SOLUCION

a) Una descripcién explicita de Nul A no es necesaria aqui. Basta con calcular el pro-
ducto Au.

2 4 -2 1 _; 0 0
Au=|-2 =5 7 3|/ 7 I=|-3/#]0
307 -8 6], 3 0

Evidentemente, u no es una solucién de Ax = 0, por lo que u no estd en Nul A. Ademas,
con cuatro entradas, u no podria estar en Col A, ya que Col A es un subespacio de R3.

b) Sereduce [A v]auna forma escalonada.

2 4 -2 1 3 2 4 -2 1 3
[4 v]=|-2 -5 7 3 -1|~|0 1 -5 -4 —2
37 -8 6 3 0 0 0 17 1

En este punto, es claro que la ecuacién AXx = v es consistente, por lo que v estd en
Col A. Con solo tres entradas, v no podria estar en Nul A, ya que Nul A es un subespacio
de R*. [ |

La tabla de la pagina 204 resume lo que hemos aprendido acerca de Nul A y Col A.
El punto 8 es una nueva formulacién de los teoremas 11 y 12a) de la seccién 1.9.

Nucleo y rango de una transformacién lineal

Otros subespacios de espacios vectoriales diferentes de R” con frecuencia se describen en
términos de una transformacidn lineal y no de una matriz. Con la finalidad de precisar esto,
generalizamos la definicion que dimos en la seccién 1.8.
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DEFINICION

Comparacion entre Nul Ay Col A para una matrizA de mxn

Nul A

Col A

Nul A es un subespacio de R".

. Nul A se define implicitamente, es decir, solo
estableciendo una condicién (Ax = 0) que los
vectores de Nul A deben satisfacer.

3. Se necesita tiempo para encontrar vectores de

Nul A. Se requiere efectuar operaciones de fila
en[A 0].

4. No hay una relacién evidente entre Nul A y las

entradas de A.

5. Un vector tipico v de Nul A tiene la propiedad

de que Av = 0.

6. Dado un vector especifico v, es facil saber si v

estd en Nul A. Solo hay que calcular Av.

7. Nul A = {0} si y solo si la ecuacién Ax = 0

tiene solamente la solucion trivial.

8. Nul A = {0} si y solo si la transformacién li-

neal X — Ax es de uno a uno.

. Col A es un subespacio de R™.

2. Col A se define explicitamente, es decir, se in-

dica cémo construir vectores en Col A.

. Es fécil encontrar vectores en Col A. Las co-
lumnas de A se muestran, y las otras se forman
a partir de ellas.

. Existe una relacién evidente entre Col A y las
entradas de A, ya que cada columna de A estd
en Col A.

. Un vector tipico v en Col A tiene la propiedad
de que la ecuacién Ax = v es consistente.

. Dado un vector especifico v, puede tomar al-
gln tiempo saber si v estd en Col A. Se requie-
ren operaciones de filaen [A  v].

. Col A = R™ si y solo si la ecuaciéon Ax = b
tiene una solucién para toda b en R™.

. Col A = R" si y solo si la transformacion li-
neal x — Ax mapea R" sobre R™.

Una transformacion lineal 7' de un espacio vectorial V en un espacio vectorial W
es una regla que asigna a cada vector x en V un tnico vector 7(x) en W, tal que

i. T(ua+v)=T) + T(v)
ii. T(cu) = cT(u)

paratodau,venV,y

para toda u en V'y todo escalar c.

El niicleo (o espacio nulo) de dicha T es el conjunto de todas las u en V tales que
T(u) = 0 (el vector cero en W). El rango de T es el conjunto de todos los vectores en W
de la forma T'(x) para alguna x en V. Si ocurre que 7 surge como una transformacién matri-
cial, por ejemplo, 7(x) = Ax para alguna matriz A, entonces el nicleo y la imagen de 7 son
solo el espacio nulo y el espacio columna de A, como se definié anteriormente.

No es dificil demostrar que el niicleo de T es un subespacio de V. La demostracién es,
en esencia, la misma que para el teorema 2. Ademas, el rango de T es un subespacio de W.
Véase la figura 2 y el ejercicio 30.

10
i T
poe
o /5150.
IJ.
o 0

El nicleo es un

El rango es un
subespacio de V

subespacio de W

FIGURA 2 Subespacios asociados con
una transformacion lineal.

En aplicaciones, un subespacio suele surgir ya sea como el niicleo, o bien, como el ran-
go de una transformacién lineal adecuada. Por ejemplo, el conjunto de todas las soluciones
de una ecuacién diferencial lineal homogénea resulta ser el nicleo de una transformacién
lineal.
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1. Determine si w =

A=

EJERCICIOS

3
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1
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0 |
1
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En general, una transformacion lineal de este tipo se describe en términos de una o mds deri-
vadas de una funcién. Explicar esto en detalle nos llevarfa demasiado lejos en este momento,
por lo que consideramos solo dos ejemplos. El primero explica por qué la operacién de dife-
renciacion es una transformacion lineal.

EJEMPLO 8 (Requiere conocimientos de calculo) Sea V el espacio vectorial de todas
las funciones de valores reales f definidas en un intervalo [a, b] con la propiedad de que
son diferenciables, y sus derivadas son funciones continuas en [a, b]. Sea W el espacio vec-
torial Cla, b] de todas las funciones continuas en [a, b], y sea D : V — W la transfor-
macién que cambia a fen V en su derivada f'. En célculo, dos reglas sencillas de la diferen-
ciacién son

D(f+¢) =D(f) + D) y D(cf)=cD(f)

Es decir, D es una transformacién lineal. Es posible demostrar que el niicleo de D es el
conjunto de las funciones constantes en [a, b] y el rango de D es el conjunto W de todas
las funciones continuas en [a, b]. |

EJEMPLO 9 (Requiere conocimientos de calculo) La ecuacién diferencial
y'+ 0’y =0, 4)

donde w es una constante, se utiliza para describir una variedad de sistemas fisicos, tales
como la vibracién de un resorte del que pende un peso, el movimiento de un péndulo, y el
voltaje en un circuito eléctrico de inductancia-capacitancia. El conjunto de soluciones de (4)
es precisamente el nicleo de la transformacion lineal que mapea una funcién y = f(¢) en la
funcién de f"(t) + w*f(¢). Encontrar una descripcién explicita de este espacio vectorial es
un problema de ecuaciones diferenciales. El conjunto solucién resulta ser el espacio descrito
en el ejercicio 19 de la seccién 4.1. |

PROBLEMAS DE PRACTICA

a
1. Sea W = b |:a—3b—c=0;. Demuestre de dos maneras diferentes que W es
¢

un subespacio de R3. (Utilice dos teoremas).

7 -3 5 2 7
2. Sea A=| -4 1 =5|,v= 1|y w= 6 |. Suponga que sabe que las
-5 2 —4 -1 -3

ecuaciones AX = vy AX = w son consistentes. ;Qué puede decir acerca de la ecuacién
Ax =v + w?

estd en Nul A, donde 2. Determine siw = | —1 |estd en Nul A, donde
1
2 6 4
A=| -3 2 5
-5 —4 1
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En los ejercicios 3 a 6, encuentre una descripcion explicita de Nul A, 21. Con A como en el ejercicio 17, encuentre un vector distinto de
haciendo una lista de vectores que generan el espacio nulo. cero en Nul A y otro en Col A.
3 A= M1 2 4 0 22. Con A como en el ejercicio 18, encuentre un vector distinto
) - 10 1 3 -2 de cero en Nul A y otro en Col A.
4. A= _(1) _(3) g 8] 23. Sea A = [:? ;] y W= [%] Determine si w estd en
- _ a4 9
1 -4 0 2 o0 Col A. (Estd w en Nul A?
5. A=|10 0 1 =5 0 10 -8 -2 -2 2
|0 0 0 0 2| o 2 2 =2 2 L
) i} 24, Sea A = | 1 6 olYV=1ol Determine si w
6. A=]10 1 =3 1
0O 0 0 0 0 estd en Col A. (Estd wen Nul A?

En los ejercicios 25 y 26, A denota una matriz de m x n. Marque cada

En los ejercicios 7 a 14, utilice un teorema adecuado para demostrar ; .
enunciado como verdadero o falso. Justifique sus respuestas.

que el conjunto dado, W, es un espacio vectorial, o bien, encuentre un

ejemplo especifico de lo contrario. 25. a) El espacio nulo de A es el conjunto solucién de la ecuacién
- - Ax = 0.
a r
7. bl:a+b+c=2 8. s |:3r—2=3s+1¢ b) El espacio nulo de una matriz de m x n estd en R™.
L ¢ L ! ¢) El espacio columna de A es el rango del mapeo x — Ax.
M p M a d) Silaecuacién Ax = b es consistente, entonces Col A es R™.
9 q9\(.r- 3qg =4s 10. b . 3Ja+b=c e) El nicleo de una transformacién lineal es un espacio
r | 2p=s+5r c|'a+b+2c=2d vectorial.
s d
- - f) Col A es el conjunto de todos los vectores que se pueden
s —2¢ [3p—5¢] escribir como Ax para alguna x.
11. 3+3s -5 trealest  12. 4q : p, g reales 26. a) Un espacio nulo es un espacio vectorial.
341 |77 p ' . .
2 g+1 b) El espacio columna de una matriz de m x n estd en R™.
: : : ¢) Col A es el conjunto de todas las soluciones de Ax = b.
c—6d —s + 3t
13 d <o drealesb 14 s—2¢ |5 ¢reales d) Nul A es el niicleo del mapeo x — AX.
c | Ss—1t | e) El rango de una transformacién lineal es un espacio

vectorial.
En los ejercicios 15 y 16, encuentre A tal que el conjunto dado

5 El conjunto de todas las soluciones de una ecuacién dife-
sea Col A. rencial lineal homogénea es el nicleo de una transformacién
25 +t lineal.
r—s+2t . . .
15. 3 +s i1, 5, t reales 27. Es posible demostrar que una solucion del sistema que se mues-
M —s—1t tra a continuacién es x; = 3, x, = 2, y x3 = —1. Con base en
- este hecho y en la teorfa de esta seccién, explique por qué otra
r b—c solucién es x; = 30, x, = 20, y x3 = —10. (Observe cémo estdn
2b + 3d relacionadas las soluciones, pero no realice otros cdlculos).
16. b+3c—3d . b, ¢, dreales
X1 —3.X2 —3X3=0
c+d
—2x1 + 4X2 + 2.X3 =0
Para las matrices de los ejercicios 17 a 20, a) encuentre k tal que —X1 +5xy +7x3 =0
Nul A sea un subespacio de R, y b) encuentre k tal que Col A sea
un subespacio de R, 28. Considere los siguientes dos sistemas de ecuaciones:
F 6 —4 5 =2 3 5x1 4+ x, —3x3=0 5x1 + xp —3x3 =
17. A= -3 2 18. A = -1 0 -1 —Ox; 4+ 2x, + 5x3 =1 —9x1 + 2x, + 5x3 =
_g _2 _(5) _3 _5 4x1 4+ X, —6x3=9 4x) 4+ x, —6x3 =45
4 5 -2 6 0 Es posible demostrar que el primer sistema tiene una solucién.
19. A= 1 1 o 1 Oj| Con base en este hecho y en la teoria de esta seccion, explique

por qué el segundo sistema también debe tener una solucién.
20 A=[1 -3 2 0 -5] (No realice operaciones de fila).



29.

30.

31.

32,

33.

34.

4.2 Espacios nulos, espacios columna y transformaciones lineales

Demuestre el teorema 3 de la siguiente manera: dada una matriz
A de m x n, un elemento de Col A tiene la forma Ax para alguna
x en R". Sean Ax y Aw dos vectores cualesquiera en Col A.

a) Explique por qué el vector cero estd en Col A.

b) Demuestre que el vector Ax + Aw estd en Col A.

¢) Dado un escalar ¢, demuestre que c¢(Ax) estd en Col A.

Sea T': V— W una transformacién lineal de un espacio vectorial
V en un espacio vectorial W. Demuestre que el rango de T es
un subespacio de W. [Sugerencia: Considere que los elementos

tipicos del rango tienen la forma 7(x) y 7(w) para alguna x, w
en V].

Defina T : P, — R? mediante T(p) = [gé(g ] Por ejemplo,

sip(f) = 3 + 5t + 74, entonces T (p) = [ ]g }

a) Demuestre que 7T es una transformacion lineal. [Sugerencia:
Para polinomios arbitrarios p, q en P, calcule T(p + q)
y T(cp)l.

b) Encuentre un polinomio p en P, que genere el niicleo de T
y describa el rango de 7.

Defina una transformacién lineal 7 : P, — R? mediante

p(0)
generan el nicleo de 7, y describa el rango de T.

T(p) = |:p(0) ] Determine los polinomios p; y p2 en [P, que

Sea M, el espacio vectorial de todas las matrices de 2 x 2,y
defina T : Myx» — My, mediante T(A) = A + AT, donde

=ledl

a) Demuestre que 7 es una transformacion lineal.

b) Sea B cualquier elemento de M, tal que BT = B. Determine
una A en M., tal que T(A) = B.

¢) Demuestre que el rango de T es el conjunto de B en M5, con
la propiedad de que BT = B.

d) Describa el nicleo de T.

(Se requiere cdlculo) Defina a T : C[0, 1] — C[0, 1] como
sigue: Para f en C[O0, 1], sea T(f) la antiderivada F de f tal
que F(0) = 0. Demuestre que 7 es una transformacién lineal,
y describa el nicleo de 7. (Véase la notacién en el ejercicio 20
de la seccién 4.1).

35.

36.

37.

38.

39.

40.
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Sean V'y W espacios vectoriales, y sea T : V — W una trans-
formacién lineal. Dado un subespacio U de V, sea T(U) el
conjunto de todas las imdgenes de la forma 7(x), donde x estd
en U. Demuestre que 7(U) es un subespacio de W.

Dada T : V— W como en el ejercicio 35, y dado un subespa-
cio Zde W, sea U el conjunto de todas las x en V tales que 7(x)
estd en Z. Demuestre que U es un subespacio de V.

[M] Determine si w estd en el espacio columna de A, en el espa-
cio nulo de A, o en ambos, donde,

1 76 —4 1

1 5 -1 0 —2
=10 A= 9 o7 23
-3 19 -9 7 1

[M] Determine si w estd en el espacio columna de A, en el es-
pacio nulo de A, o en ambos, donde,

1 -8 5 -2 0
2 -5 2 1 -2
=11 4510 8 6 -3
0 3 =2 1 0
[M] Considere que aj,..., a;s denotan las columnas de la ma-
triz A, donde
5 1 2 2 0
3 3 2 -1 -12
A=lg 4 4 —5 12| B=la a a]
2 1 1 0o -2

a) Explique por qué a3 y asestdn en el espacio columna de B.
b) Encuentre un conjunto de vectores que genere a Nul A.
¢) Sea T: R> — R* definida por T(x) = Ax. Explique por qué

T no es uno a uno ni sobre.

[M] Sea H = Gen {vy, v} y K = Gen {vs, v4}, donde

5 1 2 0
vV = 3 ,Vp = 3 ,V3 = —1 , Vg = —12
8 4 5 —28

Entonces, H y K son subespacios de R3. De hecho, H y K son
planos en R3 que pasan por el origen, y que se cruzan en una
recta que pasa por 0. Encuentre un vector w distinto de cero que
genere esa recta. [Sugerencia: w se puede escribir como ¢v; +
¢V 'y también como ¢33 + c4v4. Para construir w, resuelva la
ecuacion c|vy + c2vy = ¢33 + c4v4 para las incognitas ¢;].

SOLUCIONES A LOS PROBLEMAS DE PRACTICA

1. Primer método: W es un subespacio de R* de acuerdo con el teorema 2, ya que W es
el conjunto de todas las soluciones de un sistema de ecuaciones lineales homogéneas
(donde el sistema solamente tiene una ecuacién). De manera equivalente, W es el es-

pacio nulo de la matrizde 1 x 3,A = [1

-3 —1]
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Segundo método: Resuelva la ecuacién a — 3b — ¢ = 0 para la variable principal a en tér-

3b+c¢
minos de las variables libres b y c¢. Cualquier solucién tiene la forma b , donde
c

by c son arbitrarias, y

3b+c¢ 3 1
b =b|1|4+c| O
c 0 1

T i

<
<

5

Este cdlculo muestra que W = Gen {vy, v,}. Por lo tanto, W es un subespacio de R3
de acuerdo con el teorema 1. También se podria despejar b o ¢ de la ecuacién a — 3b —
¢ = 0 y obtener descripciones alternativas de W como un conjunto de combinaciones
lineales de dos vectores.

2. Tanto v como w estdn en Col A. Ya que Col A es un espacio vectorial, v + w debe estar
en Col A. Es decir, la ecuacion Ax = v + w es consistente.

4.3 | CONJUNTOS LINEALMENTE INDEPENDIENTES; BASES

TEOREMA 4

En esta seccion identificaremos y estudiaremos los subgrupos que generan un espacio vec-
torial V o un subespacio H tan “eficientemente” como sea posible. La idea clave es la de
independencia lineal, definida como en R”".

Se dice que un conjunto indexado de vectores {vy,..., v,} en V es linealmente indepen-
diente si la ecuacion vectorial

civi+ vy + -+ cpv, =0 (D)

tiene solamente la solucién trivial, ¢ = 0,..., ¢, = 0.!

Se dice que el conjunto {vy,..., v,} es linealmente dependiente si (1) tiene una solucién no
trivial, es decir, si hay algunos pesos, c1,..., ¢, no todos cero, tales que la ecuacién (1) sea vali-
da. En tal caso, la ecuacién (1) se llama una relacién de dependencia lineal entre vy, ..., v,.

Al igual que en R", un conjunto que contiene un tnico vector v es linealmente indepen-
diente si y solo si v # 0. Ademds, un conjunto de dos vectores es linealmente dependiente
si y solo si uno de los vectores es un miltiplo del otro. Y cualquier conjunto que contenga al
vector cero es linealmente dependiente. El siguiente teorema tiene la misma demostracion
que el teorema 7 de la seccién 1.7.

Un conjunto indexado {vy,..., v,} de dos o mds vectores, con v; # 0, es linealmente
dependiente si y solo si alguna v; (con j > 1) es una combinacién lineal de los vectores
anteriores, vi,..., Vj—1.

La principal diferencia entre la dependencia lineal en R"” y en un espacio vectorial ge-
neral es que cuando los vectores no son n-adas, la ecuacién homogénea (1), por lo general,
no se puede escribir como un sistema de n ecuaciones lineales. Es decir, los vectores no se
pueden convertir en las columnas de una matriz A con la finalidad de estudiar la ecuacién
Ax = 0. En vez de ello, debemos utilizar la definicién de dependencia lineal y el teorema 4.

EJEMPLO 1 Seap(t) = 1, po() = ty p3(t) = 4 — t. Entonces, {pi, p2, p3} es lineal-
mente dependiente en P debido a p; = 4p; — pa. |

I Es conveniente utilizar cy,..., ¢p en la ecuacién (1) para los escalares en vez de xi,..., x,, como lo hicimos en el
capitulo 1.
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EJEMPLO 2 El conjunto {sen , cos t} es linealmente independiente en C[0, 1], el espa-
cio de todas las funciones continuas en 0 = ¢ = 1, porque sen ¢ y cos ¢ no son miltiplos entre
si como vectores en C[0, 1]. Es decir, no hay escalar c tal que cos t = ¢ - sen ¢ para toda ¢ en
[0, 1]. (Véase las gréficas de sen ¢ y cos f). Sin embargo, {sen ¢ cos ¢, sen 2t} es linealmente
dependiente debido a la identidad: sen 2¢ = 2 sen t cos ¢, para toda t. |

Sea H un subespacio de un espacio vectorial V. Un conjunto indexado de vectores
B = {by,..., by} en Ves una base de H si

i. B es un conjunto linealmente independiente, y

ii. el subespacio generado por B coincide con H, es decir,

H = Gen {by,..., by}

La definicién de una base se aplica al caso en que H = V, ya que cualquier espacio
vectorial es un subespacio de si mismo. Asi, una base de V es un conjunto linealmente inde-
pendiente que genera a V. Observe que cuando H # V, la condicién ii incluye el requisito
de que cada uno de los vectores by,..., b, debe pertenecer a H, porque Gen {by,..., b,} con-
tiene a by,..., b,, como se muestra en la seccion 4.1.

EJEMPLO 3 SeaA unamatriz invertible de n X n, por ejemplo, A = {a; --- a,]. Entonces,
las columnas de A forman una base para R”, ya que son linealmente independientes y gene-
ran a R”, por el teorema de la matriz invertible. | |

EJEMPLO 4 Seaney,..., e, las columnas de la matriz identidad I, de n x n. Es decir,

1 0 0
1
el = . ’ e2 = . ’ L] en =
0 0 1
El conjunto {ey,..., e,} se llama la base estandar para R" (figura 1). |
3 —4 -2
EJEMPLO 5 Seanv, = 0f, v, = 1l [yvs= 1 |. Determine si {vy, v, v3}
—6 7 5

es una base para R3.

SOLUCION Puesto que hay exactamente tres vectores aqui en R>, se puede utilizar cual-
quiera de los diversos métodos para determinar si la matriz A = [v; v, v3] es invertible. Por
ejemplo, dos remplazos de fila revelan que A tiene tres posiciones pivote. Por lo tanto, A es
invertible. Como en el ejemplo 3, las columnas de A forman una base para R3. |

EJEMPLO 6 SeaS = {1,t,t%...,t"}. Compruebe que S es una base para P,. Esta base

se llama la base estandar para P,,.

SOLUCION Sin duda, S genera a P,. Para demostrar que S es linealmente independiente,
suponga que cy, ..., ¢, satisfacen

co-l14cit +ct’> + -+ cpt" =0(t) 2)

Esta igualdad significa que el polinomio de la izquierda tiene los mismos valores que el
polinomio cero de la derecha. Un teorema fundamental del dlgebra dice que el tnico polinomio
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FIGURA 2
La base estandar para [P,.

TEOREMA 5

en P,, con més de n ceros es el polinomio cero. Es decir, la ecuacién (2) se cumple para to-
das las ¢ solo si ¢ = - = ¢, = 0. Esto demuestra que S es linealmente independiente Yy,
por lo tanto, es una base para P,. Véase la figura 2. |

Problemas relacionados con la independencia lineal y la generacién en PP, se manejan
mejor con una técnica que se analizard en la seccién 4.4.

El teorema del conjunto generador

Como se verd, una base es un “eficiente” conjunto generador que no contiene vectores inne-
cesarios. De hecho, una base se construye a partir de un conjunto generador descartando los
vectores innecesarios.

EJEMPLO 7 Sean

0 2 6
vV = 2 s Vo) = 2 s V3 = 16 y H = Gen {Vl,Vz, V3}.
—1 0 =5

Considere que v3 = 5v; + 3v,, y demuestre que Gen {vy, Vo, v3} = Gen {vy, v»}. Luego,
encuentre una base para el subespacio H.

SOLUCION Cada vector en Gen {vy, v,} pertenece a H porque
C1Vi + vy = C1Vy + vy + Ovy
Ahora sea x cualquier vector en H, por ejemplo, X = cyv; + cva + c3v3. Puesto que
v3 = 5v; + 3v,, podemos sustituir
X = V] + V2 + ¢3(5v) + 3vp)
= (C] + 56’3)Vl + (C2 + 3C3)V2
Asi, x estd en Gen {vy, v»}, por lo que cada vector en H ya pertenece a Gen {vy, v,}. Llega-
mos a la conclusién de que H'y Gen {vy, v} en realidad son el mismo conjunto de vectores.

De lo que se deduce que {v, v,} es una base de H, ya que {vy, v»} es, sin duda, linealmente
independiente. |

El siguiente teorema generaliza el ejemplo 7.

El teorema del conjunto generador
Sea S = {vy,..., v,} un conjunto en V, y sea H = Gen {vy,..., V,}.

a) Si uno de los vectores de S, por ejemplo Vi, es una combinacion lineal de los
vectores restantes en S, entonces el conjunto formado a partir de S al eliminar v
atn genera a H.

b) Si H # {0}, algiin subconjunto de S es una base para H.

DEMOSTRACION

a) Al reordenar la lista de vectores en S, si es necesario, podemos suponer que v, €s una
combinacion lineal de vy,..., v,—1, por ejemplo,

Vp, =apvi +"-+Clp71Vp71 3)

Dada cualquier x en H, podemos escribir

X=1CVi+- -+ Cp_1Vp—1 T CpVp 4)
para escalares adecuados cy,..., c¢,. Sustituyendo la expresién para v, de la ecuacion
(3) en (4), es facil ver que x es una combinacién lineal de vi,..., v,—;. Por lo tanto,

{Vi,..., Vp—1} genera a H, ya que X es un elemento arbitrario de H.
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b) Si el conjunto generador original S es linealmente independiente, entonces ya es una base
para H. De lo contrario, uno de los vectores de S depende de los demads y se puede elimi-
nar, de acuerdo con el inciso a). Siempre y cuando haya dos o més vectores en el conjunto
generado, podemos repetir el proceso hasta que el conjunto generador sea linealmente
independiente y, por lo tanto, sea una base para H. Si el conjunto generador finalmente se
reduce a un vector, ese vector serd distinto de cero (y, por lo tanto, linealmente indepen-
diente), ya que H # {0}. |

Bases para Nul A y Col A

Ya sabemos como encontrar los vectores que generan el espacio nulo de una matriz A. El
analisis de la seccion 4.2 indicé que nuestro método siempre produce un conjunto linealmente
independiente cuando Nul A contiene vectores distintos de cero. Por lo tanto, en este caso,
ese método produce una base para Nul A.

Los dos ejemplos siguientes describen un sencillo algoritmo que permite encontrar una
base para el espacio columna.

EJEMPLO 8 Encuentre una base para Col B, donde

B=[b1 b, - b5]= -1

S oo~
SO O B~
SO = O
SO = O O

0

SOLUCION Cada columna que no es pivote de B es una combinacién lineal de las columnas
pivote. De hecho, b, = 4b; y by = 2b; — b3. De acuerdo con el teorema del conjunto genera-
dor, podemos descartar a b, y by, y {by, b3, bs} atin generara a Col B. Sea

1 0 0
0 1 0

A _{blvb35b5}_ ol ol 1

0 0 0

Ya que b; # 0y ningtin vector en S es una combinacion lineal de los vectores que lo preceden,
S es linealmente independiente (teorema 4). Por lo tanto, S es una base de Col B. |

(Qué pasa con una matriz A que no esta en forma escalonada reducida? Recuerde que
toda relacion de dependencia lineal entre las columnas de A se puede expresar en la forma
Ax = 0, donde x es una columna de pesos. (Si algunas columnas no estdn implicadas en una
relacién de dependencia en particular, entonces sus pesos son iguales a cero). Cuando A se
reduce por filas a una matriz B, las columnas de B con frecuencia son totalmente diferentes
de las columnas de A. Sin embargo, las ecuaciones Ax = 0 y Bx = 0 tienen exactamente el
mismo conjunto de soluciones. SiA = [a; -+ a,] y B = [b; - b,], entonces las ecuacio-
nes vectoriales

xia +---+x,2a,=0y xb+:---+x,b,=0

también tienen el mismo conjunto de soluciones. Es decir, las columnas de A tienen exacta-
mente la misma relacion de dependencia lineal que las columnas de B.

EJEMPLO 9 Es posible demostrar que la matriz

1 4 0 2 -1
312 1 5 5
A=far a o as]=15 T 3 5
52 2 8 8

es equivalente por filas a la matriz B del ejemplo 8. Encuentre una base para Col A.
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TEOREMA 6

SOLUCION En el ejemplo 8 vimos que

b, =4b; y bs=2b;—b;
por lo que podemos esperar que

a=4a;, y a,=2a —a3

jCompruebe que este es el caso! Por lo tanto, podemos descartar a a, y a4 cuando seleccio-
namos un conjunto generador minimo de Col A. En efecto, {a;, a3, as} debe ser linealmente
independiente porque cualquier relacién de dependencia lineal entre a,;, a3, a5 implicarfa una
relacion de dependencia lineal entre by, b3, bs. Pero sabemos que {by, b3, bs} es un conjunto
linealmente independiente. Por lo tanto, {a;, a3, as} es una base para Col A. Las columnas que
se han utilizado para esta base son las columnas pivote de A. |

Los ejemplos 8 y 9 ilustran el siguiente hecho que resulta de utilidad.

Las columnas pivote de una matriz A forman una base para Col A.

DEMOSTRACION La demostracién general utiliza los argumentos analizados antes. Sea
B la forma escalonada reducida de A. El conjunto de columnas pivote de B es linealmente
independiente, pues ningin vector del conjunto es una combinacién lineal de los vectores
que le preceden. Puesto que A es equivalente por filas, también las columnas pivote de A son
linealmente independientes, ya que cualquier relacién de dependencia lineal entre las co-
lumnas de A corresponde a una relacién de dependencia lineal entre las columnas de B. Por
esta misma razén, todas las columnas que no sean pivote de A son una combinacién lineal
de las columnas pivote de A. Asi, las columnas de A que no son pivote se pueden descar-
tar del conjunto generador de Col A, de acuerdo con el teorema del conjunto generador.
Esto deja a las columnas pivote de A como base para Col A. |

Advertencia: Las columnas pivote de un matriz A son evidentes cuando A se ha reducido
solamente a la forma escalonada. Sin embargo, tenga cuidado al usar las columnas pivote de
la misma A como la base de Col A. Las operaciones de fila pueden cambiar el espacio colum-
na de una matriz. Las columnas de una forma escalonada B de A con frecuencia no estan en
el espacio columna de A. Por ejemplo, todas las columnas de la matriz B en el ejemplo 8
tienen ceros en sus ultimas entradas, por lo que no pueden generar el espacio columna de la
matriz A en el ejemplo 9.

Dos perspectivas de una base

Cuando se usa el teorema del conjunto generador, la eliminacién de los vectores de un con-
junto generador se debe detener cuando el conjunto se convierte en linealmente independiente.
Si se elimina un vector adicional, no serd una combinacion lineal de los vectores restantes
y, por lo tanto, el conjunto mds pequefio ya no generard a V. Asi, una base es un conjunto
generador que es lo mds pequefio posible.

Una base también es un conjunto linealmente independiente lo mas grande posible. Si S
es una base para V, y si S se amplia con un vector (por ejemplo, w) de V, entonces el nuevo
conjunto no puede ser linealmente independiente, ya que S genera a V, y w es, por lo tanto,
una combinacion lineal de los elementos en S.

EJEMPLO 10 Los siguientes tres conjuntos de R? muestran c6mo se puede ampliar un
conjunto linealmente independiente a una base y cdmo esta ampliacion adicional destruye la
independencia lineal del conjunto. Ademads, un conjunto generador se puede reducir a una



4.3 Conjuntos linealmente independientes; bases

base, pero una reduccién adicional destruye la propiedad de generacion.

1 2 1 2 4 1 2 4 7

01,]3 01,{31,]15 01,131,158

0 0 0 0 6 0 0 6 9
Linealmente independiente, Una base Genera a R3, pero es

pero no genera a R3 para 3 linealmente dependiente

PROBLEMAS DE PRACTICA

213

1 -2
1. Seavi=| -2 |yv,= 7 |. Determine si {vy, v,} es una base para R3. (Es {vy, v}
| 3] -9
una base para R??
1] 6 2 —4
2. Seavi=| -3 ]|, v, = 2 |,v3=| —2 |y v4 = | —8 |. Determine una base para
4 -1 3 9

el subespacio W generado por {vy, v,, V3, v4}.

1 0 K
3. Seavi=|0|,va=|1|yH= s | :sen Ry. Entonces cada vector en H es una
0 0 0

combinacién lineal de v, y v, porque

s 1 0
s |=s[0|+s|1
0 0 0

(Es {vi, v»} una base para H?

4.3 EJERCICIOS

Determine si los conjuntos de los ejercicios 1 a 8 son bases para R>.
De los conjuntos que no son bases, determine cudles son linealmente
independientes y cudles generan a R>. Justifique sus respuestas.

1 1 1 0 0
.o, [1], 2. |1, 1
| 0 0 | 0 0 1
F 177 37 [-2 2 2 -8
3. o, 11,]-1 4. | -1, =3 |.| 5
| -3 | -4] [ 1 |1 2 4
F 37 [-37T0 0 1 —4
5.1 =31(,] 71,10]1,] =31 6. 20,1 3
L of L o] Lo 5 —4 6
27 T 67 1 0 2 0
7 31, -1 8| =21, 3|,.|-11],1 0
L 0] | 5] 3 -1 5 -1

Encuentre las bases para los espacios nulos de las matrices en los
ejercicios 9 y 10. Consulte los comentarios que siguen el ejemplo 3
en la seccién 4.2.

1 0 -2 =2 1 1 -2 1 5
9. [0 1 1 4 0. |0 1 0 -1 =2
3 -1 -7 3 0O 0 -8 0 16

11. Encuentre una base para el conjunto de vectores en R> en el
plano x — 3y + 2z = 0. [Sugerencia: Piense en la ecuacién como
en un “sistema” de ecuaciones homogéneas].

12. Encuentre una base para el conjunto de vectores de R? en la
rectay = —3x.

En los ejercicios 13 y 14, suponga que A es equivalente por filas a B.
Encuentre las bases de Nul A y Col A.

-2 4 -2 —4 1 0 6 5
13. A= 2 —6 -3 11,B=]0 2 5 3
-3 8 2 =3 0O 0 0 O
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14.

1 2 3 —4 8
1 2 0 2 8

A=12 4 3 10 9f
3 6 0 6 9]
(12 0 2 5]
0 0 3 —6 3

B=10 0 0o 0 -7
(0 0 0 0 0]

En los ejercicios 15 a 18, determine una base para el espacio genera-

do por los vectores vy,..., vs dados.
M1 01 [ 27T 27T 37
0 1 -2 -1 -1
15. =21 {21P] -8 10| -6
| 3 31 Lo | 3] L 9]
1 =277 37 577 27
0 0 -1 -3 -
16. ol ol 11 3|
| 1 20 L-1 ] [-4] L 0]
r 27T 4772771 8 -8
0 0 —4 4 4
17. [M] | —4 |, 21, 01, 8 |, 0
—6 —4 1 -3 0
L O] L 4] -7 15 1
=377 [ 37T o[ 6 -6
2 0 2 -2 3
18. [M] 6 1,{ -9, —-41,|-141, 0
0 0 0 0 -1
L-7] L 6] L-1] 13 0
4 17] 7
19. Seavi,=| -3 ([, v, = 9|, vs=| 11 |, y también sea
7 -2 | 6

20.

H = Gen {v|, v,, v3}. Es posible comprobar que 4v, +
5v, — 3vsz = 0. Utilice esta informacién para encontrar una
base para H. Hay mds de una respuesta.

3 4 2
Sea v, = _; ,Vy = ; y vz = _2 . Es posible
-5 4 —14

comprobar que 2v; — v, — v3 = (. Utilice esta informacién
para encontrar una base para H = Gen {vy, vp, v3}.

En los ejercicios 21 y 22, marque cada enunciado como verdadero o
falso. Justifique sus respuestas.

21.

a) Un solo vector por si mismo es linealmente dependiente.

b) Si H = Gen {by,..., by}, entonces {by,..., b,} es una base
para H.

¢) Las columnas de una matriz invertible de n x n forman una
base para R".

d) Una base es un conjunto generador que es tan grande como
sea posible.

e) En algunos casos, las relaciones de dependencia lineal entre
las columnas de una matriz se pueden ver afectadas por al-
gunas operaciones elementales de fila en la matriz.

22,

23.

24.

25.

26.

27.

28.

a) Un conjunto linealmente independiente en un subespacio H
es una base para H.

b) Si un conjunto finito S de vectores diferentes de cero genera
un espacio vectorial V, entonces algin subconjunto de S es
una base para V.

¢) Una base es un conjunto linealmente independiente que es lo
mads grande posible.

d) El método estdndar para la obtencién de un conjunto gene-
rador para Nul A, que se describe en la seccion 4.2, a veces
falla al producir una base para Nul A.

e) Si B es una forma escalonada de una matriz A, entonces las
columnas pivote de B forman una base para Col A.

Suponga que R* = Gen {vy,..., v4}. Explique por qué {vi,..., v4}
es una base para R*.

Sea B = {vy,...,v,} un conjunto linealmente independiente
en R”". Explique por qué B debe ser una base para R".
1 0 0
Seavi=|0]|,va=|1],v3=|1 |y seaH el conjunto
1 1 0

de vectores en R? cuyas segunda y tercera entradas son iguales.
Entonces, todo vector de H tiene una expansion inica como una
combinacion lineal de vy, v,, v3, porque

s 1 0 0
tl=s{0|+@—s5)1]|+s|1
t 1 1 0

para cualquier s y t. (Es {vy, vo, v3} una base para H?
(Por qué?

En el espacio vectorial de todas las funciones de valores reales,
encuentre una base para el subespacio generado por {sen ¢, sen
2t, sen t cos t}.

Sea V el espacio vectorial de funciones que describen la vibra-
cién de un sistema masa-resorte. (Consulte el ejercicio 19 de la
seccion 4.1). Encuentre una base para V.

(Circuito RLC) El circuito de la figura consiste en una resisten-
cia (R, ohms), un inductor (L, henrys), un condensador (C, fa-
rads), y una fuente de voltaje inicial. Sea b = R/(2L), y suponga
que R, L'y C se han seleccionado de manera que b también es
igual a 1/+/LC. (Esto se hace, por ejemplo, cuando el circuito
se utiliza en un voltimetro). Sea v(t) el voltaje (en volts) en el
tiempo ¢, medido a través del condensador. Es posible demostrar
que v estd en el espacio nulo H de la transformacién lineal que
mapea v(t) en Lv”(¢) + Rv'(¢) + (1/C)v(t), y H se compone
de todas las funciones de la forma v(f) = e *(c; + c»t). Encuen-
tre una base para H.

VWA
R
Fuente L1
de voltaje 6’) TC
L
HOV000

Los ejercicios 29 y 30 indican que cada base de R" debe contener
exactamente n vectores.



29.

30.

Sea S = {vy,..., v¢} un conjunto de k vectores en R", con k < n.
Utilice un teorema de la seccién 1.4 para explicar por qué S no
puede ser una base para R".

Sea S = {vy,..., v} un conjunto de k vectores en R", con
k > n. Utilice un teorema del capitulo 1 para explicar por qué
S no puede ser una base para R".

Los ejercicios 31 y 32 revelan una importante conexion entre la in-
dependencia lineal y las transformaciones lineales, y le permiten
practicar el uso de la definicién de dependencia lineal. Sean V'y W
espacios vectoriales, sea 7': V — W una transformacion lineal, y sea
{¥1,..., ¥,} un subconjunto de V.

31.

32,

33.

34.

Demuestre que si {vi,..., v,} es linealmente dependiente en
V, entonces el conjunto de imdgenes, {7(vy),..., T(v,)} es li-
nealmente dependiente en W. Este hecho demuestra que si una
transformacion lineal mapea un conjunto {vi,..., v,} en un con-
junto linealmente independiente {T(vy),..., T(v,)}, entonces el
conjunto original es linealmente independiente también (porque
no puede ser linealmente dependiente).

Suponga que 7 es una transformacién uno a uno, de modo que
la ecuacién T(u) = T(v) siempre implica que u = v. Demuestre
que si el conjunto de imdgenes {T(vy),..., T(v,)} es linealmente
dependiente, entonces {vy,..., v,} es linealmente dependiente.
Este hecho demuestra que una transformacion lineal uno a uno
mapea un conjunto linealmente independiente sobre un conjun-
to linealmente independiente (porque en este caso el conjunto
de las imagenes no puede ser linealmente dependiente).

Considere los polinomios pi(f) = 1 + 2y pa() = 1 — ¢%
(Es {p1, p2} un conjunto linealmente independiente en [P3?
(Por qué?

Considere los polinomios pi(r) = 1 + ¢, po(¥) = 1 — 1,y
p3(t) = 2 (para toda 7). Por inspeccidn, escriba una relacion de

35.

36.
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dependencia lineal entre p;, p, y p3. Después encuentre una
base para Gen {pi, p2, p3}-

Sea V un espacio vectorial que contiene un conjunto linealmen-
te independiente {u,, uy, u3, us}. Explique cémo construir un
conjunto de vectores {vy, v, v3, v4} en Vtal que {vy, v3} sea una
base para Gen {vj, v,, V3, V4}.

[M] Sea H = Gen {uy, up, us} y K = Gen {vy, vy, v3},
donde

17 0 3
u = 2 u = 2 us = 4

01 -1 [ 1|

L —1 ] 1 —4

27 2 —1
v, = -2 v, = 3 vy = 4
1 _1 ] 2 5 | 3 6

L 3] —6 -2

Encuentre las bases para H, Ky H + K. (Véase los ejercicios 33 y 34
en la seccion 4.1).

37.

38.

[M] Demuestre que {t, sen #, cos 2¢, sen ¢ cos ¢} €s un con-
junto linealmente independiente de funciones definidas en R.
Comience suponiendo que

ci*t+cy-sent+c3-cos2t+cy-sentcost =0 (@)

La ecuacién (5) debe ser valida para toda ¢ real, asi que elija
varios valores especificos de 7 (es decir, r = 0, .1, .2) hasta ob-
tener un sistema de ecuaciones suficientes para determinar que
todas las ¢; deben ser cero.

[M] Demuestre que {1, cos ¢, cos’t,..., cos’} es un conjunto
linealmente independiente de funciones definidas en R. Utilice
el método del ejercicio 37. (Este resultado se necesitard en el

ejercicio 34 de la seccién 4.5).

SOLUCIONES A LOS PROBLEMAS DE PRACTICA

1. SeaA = [v;

v,]. Las operaciones de fila muestran que

1 =2 | )
-2 71~10 3
3 -9 0 0

No todas las filas de A contienen una posicién pivote. De manera que las columnas de A
no generan a [R3, de acuerdo con el teorema 4 de la seccién 1.4. Por lo tanto, {v, v»} no es
una base para R3. Ya que v; y v, no estdn en R?, no pueden ser la base de R?. Sin embargo,
puesto que es evidente que v; y v, son linealmente independientes, son una base para un
subespacio de R3, a saber, Gen {v;, v»}.

2. Construya una matriz cuyo espacio columna sea el espacio generado por {vj, va, V3, Va4},
y después reduzca por filas a A para encontrar sus columnas pivote.

1 6 2
-2
4 -1 3

A=|-3 2

—4
—8

9

1 6 2 —4 1 6 —4
~10 20 4 -20|~|0 5 1 =5
0 -25 =5 25 0O 0 0 O
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Las dos primeras columnas de A son las columnas pivote y, por consiguiente, forman una
base de Col A = W. Por lo tanto, {v;, v»} es una base para W. Observe que no se necesita
la forma escalonada reducida de A para localizar las columnas pivote.

3. Ni v; ni v, estdn en H, por lo que {vy, v»} no puede ser una base para H. De hecho,
{v1, v2} es una base para el plano de todos los vectores de la forma (cy, ¢3, 0), pero H es
solo una recta.

4.4 ' SISTEMAS DE COORDENADAS

TEOREMA 7

DEFINICION

Una razén importante para especificar una base 53 para un espacio vectorial V es imponer
un “sistema de coordenadas” en V. En esta seccién se mostrard que si B contiene n vectores,
entonces el sistema de coordenadas hard que V actiie como R”. Si V es ya R" mismo, entonces
B determinard un sistema de coordenadas que da una nueva perspectiva a V.

La existencia de sistemas de coordenadas se basa en el siguiente resultado fundamental.

Teorema de la representacion linica

Sea B = {by,..., b,} una base para un espacio vectorial V. Asi, para cada x en V, existe
un conjunto tnico de escalares cj,..., ¢, tal que

x=cib; + -+ c,b, (1)

DEMOSTRACION Puesto que B genera a V, existen escalares tales que la ecuacién (1) es
vélida. Suponga que x también tiene la representacién

x=dby+---+d,b,
para escalares d,..., d,. Asi, al restar, se tiene
0=X—X=(Cl—dl)bl+-~'+(Cn—dn)bn 2)

Puesto que B es linealmente independiente, los pesos en la ecuacién (2) deben ser cero.
Es decir, ¢; = djparal = j = n. [

Suponga que B = {by,..., b,} es una base para V'y que x estd en V. Las coordenadas
de x respecto de la base B (o las B-coordenadas de x) son los pesos cy,..., ¢, tales
quex = cib; + .- + ¢,b,.

Si ¢y,..., ¢, son las B-coordenadas de x, entonces el vector en R"

es el vector de coordenadas de x (respecto de 1), o el vector de B-coordenadas de x.
El mapeo x — [x ] 5 €s el mapeo de coordenadas (determinado por B).!

!'El concepto de un mapeo de coordenadas supone que la base 13 es un conjunto indexado cuyos vectores se listan
en un orden fijo asignado con anterioridad. Esta propiedad hace que la definicion de [ X ] ; no sea ambigua.
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EJEMPLO 1 Considere una base B = {by,b,} para R?, donde b; = I:(l):| y by = |:;i|

. -2 .
Supongamos que una x en R? tiene el vector de coordenadas [ x ] B= [ 3 ] Determine x.

SOLUCION Las coordenadas B de x nos dicen cémo construir x a partir de los vectores
en B. Es decir,

1 1 1
X=(—2)b1+3b2=(—2)|:0:|+3|:2i|:|:6i| | |
EJEMPLO 2 Las entradas en el vector X = [éi| son las coordenadas de x respecto de

la base estdndar £ = {ej, e,}, ya que

][] e []=reroe

Si & = {e|, e}, entonces [x ], = x. u

Una interpretacion grafica de coordenadas

Un sistema de coordenadas en un conjunto se compone de un mapeo uno a uno de los pun-
tos en el conjunto dentro de R". Por ejemplo, el papel comiin para graficas proporciona un
sistema de coordenadas del plano cuando se seleccionan ejes perpendiculares y una unidad
de medida en cada eje. La figura 1 muestra la base estdndar {e), e,}, los vectores b; (= e;) y

. 1 .
b, del ejemplo 1, y del vector x = [ 6:|' Las coordenadas 1 y 6 dan la ubicacién de x

respecto de la base estdndar: 1 unidad en la direccién e; y 6 unidades en la direccién e;.
La figura 2 muestra los vectores by, b, y x de la figura 1. (Desde el punto de vista geo-
métrico, los tres vectores se encuentran en una recta vertical en ambas figuras). Sin embar-

g0, el sistema de coordenadas estandar se borrd y se remplazé por una malla especialmente
adaptada a la base B del ejemplo 1. El vector de coordenadas [X ], = |: _§:| da la ubicacién

de x en este nuevo sistema de coordenadas: —2 unidades en la direccién b y 3 unidades en
la direccion bs.

X X
b
e z‘ b2
0 bl; = 0 /b,
FIGURA 1 FIGURA 2
Papel cuadriculado estdndar. Papel para gréficas B.

EJEMPLO 3 En cristalografia, la descripcién de una red cristalina se mejora eligiendo
una base {u, v, w} para R? que corresponda a tres aristas adyacentes de una “celda unitaria”
del cristal. Se construye una red entera apilando muchas copias de una sola celda. Hay 14
tipos bésicos de celdas unitarias; en la figura 3, se muestran tres.2

2 Adaptado de The Science and Engineering of Materials, 4a. edicién, por Donald R. Askeland (Boston: Prindle,
Weber & Schmidt © 2002), p. 36.
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b,

FIGURA 4 El vector de
coordenadas B de x es (3, 2).

/)\/
w T
W,
~L{_ _— —
05 / 0o 05
v
u / M u / u A
a) c
Monoclinica Cubica centrada Ortorrémbica centrada
simple en el cuerpo en la cara

FIGURA 3 Ejemplos de celdas unitarias.

Las coordenadas de los dtomos dentro del cristal estdn dadas respecto de la base de la
red. Por ejemplo,

1/2
1/2
1

identifica el &tomo centrado en la cara superior de la celda en la figura 3 ¢). |

Coordenadas en R

Cuando una base B para R" esti fija, el vector de coordenadas 53 de una x dada es fécil de
determinar, como se muestra en el siguiente ejemplo.

EJEMPLO 4 Sean by = [ﬂ,bz - [_”x - [‘5‘] y B = {by, by}. Determine el

vector de coordenadas [ X ] ; de x respecto de B.

SOLUCION Las coordenadas B de ¢, ¢, de x satisfacen

(i e[ 3] 5]

b b, X

2 —1ffa| |4
bEHEN @
I)1 I)j X
Esta ecuacion se puede resolver mediante operaciones de fila en una matriz aumentada

o utilizando la inversa de la matriz a la izquierda. En cualquier caso, la solucién es ¢; = 3,
¢y = 2. Por lo tanto, x = 3b; + 2b,, y

= []-[3] -

La matriz en la ecuacién (3) cambia las coordenadas 3 de un vector x en las coordenadas
estdandar para x. Es posible realizar un cambio andlogo de coordenadas en R" para una base
B = {by,...,b,}. Sea

Véase la figura 4.

Ps={b;y by - b,}
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Entonces la ecuacién vectorial
x = cib; + by + -+ 4+ ¢,by,
es equivalente a

X = Pp[x]z 4

Se llama Pg a la matriz de cambio de coordenadas de B a la base estdndar en R”". Multi-
plicando por la izquierda a P se transforma al vector de coordenadas [X |, en x. La ecua-
cién de cambio de coordenadas (4) es importante y serd necesaria en varias secciones de
los capitulos Sy 7.

Puesto que las columnas de Py forman una base para R”, Py es invertible (por el teo-
rema de la matriz invertible). Al multiplicar por la izquierda por Py ! se convierte a x en
su vector de coordenadas B:

Pg'x =[x],

La correspondencia x — [x]g, producida aqui por P, es el mapeo de coordenadas men-
cionado anteriormente. Ya que Py ! es una matriz invertible, el mapeo de coordenadas es
una transformacion lineal uno a uno de R” en R”, de acuerdo con el teorema de la matriz
invertible. (Véase también el teorema 12 de la seccién 1.9). Esta propiedad del mapeo de
coordenadas también es cierto en un espacio vectorial general que tiene una base, como se
verd més adelante.

El mapeo de coordenadas

La eleccion de una base B = {by,..., b,} de un espacio vectorial V introduce un sistema de
coordenadas en V. El mapeo de coordenadas x [ X ], conecta al espacio V, posiblemente
desconocido, con el conocido espacio R". Véase la figura 5. Los puntos de V ahora se pueden
identificar por sus nuevos “nombres”.

(g

x° ? [xIg

|
I\
—— Ve R

Vv

FIGURA 5 El mapeo de coordenadas de V sobre R".

Sea B = {by,..., b,} una base para un espacio vectorial V. Asf, el mapeo de coordenadas
X — [X]; es una transformacion lineal uno a uno de Ven R".

DEMOSTRACION Tome dos vectores tipicos en V, por ejemplo,

u=cb+---+c¢,b,
w =db; +---+d,b,

Luego, utilizando las operaciones de vectores,

u+w= (Cl +dl)b1 + e+ (cn +dn)bn
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De ello se sigue que
c1 +d; 1 d;
[utw],= : = || =lulg vl
¢, +d, Cn d,

Por lo tanto, el mapeo de coordenadas conserva la adicién. Si r es un escalar cualquiera,
entonces

ra = r(clbl + -+ cnbn) = (rcl)bl +--+ (rcn)bn
De esta forma,

rcy C1
[ru]Bz =r ZF[U]B

rcy Cyp

Asi, el mapeo de coordenadas también conserva la multiplicacion escalar, y por consiguiente,
es una transformacion lineal. Véase los ejercicios 23 y 24 para comprobar que el mapeo de
coordenadas es uno a uno y mapea V sobre R”. |

La linealidad del mapeo de coordenadas se extiende a las combinaciones lineales, al igual
que en la seccién 1.8. Siuy,..., u, estdn en V'y si cy,..., ¢, son escalares, entonces

[ciug 4+ Fcpuy s =[]z + - +cplu,ly, )

Es decir, (5) nos dice que el vector de B-coordenadas de una combinacion lineal de u,..., u,
es la misma combinacion lineal de sus vectores de coordenadas.

El mapeo de coordenadas en el teorema 8 es un importante ejemplo de un isomorfismo
de V en R". En general, una transformacién lineal uno a uno de un espacio vectorial V en
un espacio vectorial W se llama isomorfismo de V en W (el término proviene de los voca-
blos griegos iso, que significa “lo mismo”, y morfé, que significa “forma” o “estructura”).
La notacién y la terminologia para V'y W pueden diferir, pero los dos espacios son indistin-
guibles como espacios vectoriales. Cada cdlculo de espacio vectorial en 'V se reproduce con
exactitud en W, y viceversa. En particular, cualquier espacio vectorial real con una base de
n vectores es indistinguible de R". Véase los ejercicios 25 y 26.

EJEMPLO 5 Sea B la base estindar del espacio [P; de polinomios; es decir, sea
B = {1,112 t3}. Un elemento tipico p de P; tiene la forma

p(t) = aop + ait + axt* + ast?

Puesto que p ya se ha desplegado como una combinacién lineal de los vectores basicos es-
tandar, concluimos que

ao
ai
a
as

[p]gz

Asf, el mapeo de coordenadas p [ p ] ; es un isomorfismo de [P3 sobre R*. Todas las opera-
ciones de espacio vectorial en [P corresponden a operaciones en R*. |

Si pensamos en P3 y R* como despliegues en dos pantallas de computadora que se
conectan a través del mapeo de coordenadas, entonces cada operacién de espacio vectorial
en [P; en una pantalla es duplicada exactamente por una operacion vectorial correspondien-
te en R* en la otra pantalla. Los vectores en la pantalla [P; tienen un aspecto diferente res-
pecto de los que aparecen en la pantalla de R*, pero “actdan” como vectores exactamente de
la misma forma. Véase la figura 6.
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b

FIGURA 6 El espacio 5 es isomorfo a R*.

EJEMPLO 6 Utilice vectores de coordenadas para comprobar que los polinomios 1 + 2¢2,
4 + t + 5¢%, y 3 + 2t son linealmente dependientes en [P,.

SOLUCION El mapeo de coordenadas del ejemplo 5 produce los vectores de coordenadas
(1,0,2), (4,1,5)y (3,2, 0), respectivamente. Al representar estos vectores como las columnas
de una matriz A, podemos determinar su independencia mediante reduccion por filas de la
matriz aumentada de Ax = 0:

1 4 3 0 1 30
1 2 0|~]J0 1 2 O
2 5 0 O 0 0 0

Las columnas de A son linealmente dependientes, por lo que los polinomios correspondien-
tes son linealmente dependientes. De hecho, es facil comprobar que la columna 3 de A es la
columna 2 multiplicada por 2, menos la columna 1 multiplicada por 5. La relacién correspon-
diente de los polinomios es

342t =204+t +5t%) —5(1 +2£7) [

El dltimo ejemplo se refiere a un plano en R3 que es isomorfo a R2.

EJEMPLO 7 Sea

3 —1 3
vi=|6|, v,= 0], x=1]12
2 1 7

y B = {vy, v»}. Entonces B es una base para H = Gen {vy, v,}. Determine si x se encuentra
en H y, si lo estd, encuentre el vector de coordenadas de x respecto de B.

SOLUCION Six estd en H, entonces la siguiente ecuacién vectorial es consistente:

3 -1 3
ci1| 6 |+ 0]=112
2 1 7

Los escalares ¢ y ¢, si existen, son las coordenadas 53 de x. Usando operaciones de fila, se
obtiene

3 -1 3 1 0 2
6 0 12|(~|0 1 3
2 1 7 0 0 O
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Asi,c; =2,¢p =3y [X]B = |:§i| El sistema de coordenadas en H determinadas por B

se muestra en la figura 7. |

FIGURA 7 Un sistema de coordenadas en un
plano H en R,

Si se eligiera una base diferente para H, ;el sistema de coordenadas asociado tam-
bién harfa a H isomorfo a R2? Sin duda, esto debe ser verdad. Asi lo demostraremos en la
siguiente seccidn.

PROBLEMAS DE PRACTICA

1 -3 3 -8
1. Seab;=|0|,by=| 4| b3=|-6|yx=| 2
0 0 3 3

a) Demuestre que el conjunto B = {by, by, b3} es una base de R>.

b) Encuentre la matriz de cambio de las coordenadas de 3 a la base estandar.
c¢) Escriba la ecuacién que relaciona x en R* con [ x| 5

d) Encuentre [X ], para la x dada anteriormente.

2. Elconjunto B={1+1¢1+ t2,t + t?} es una base para [P,. Encuentre el vector de coor-
denadas de p(f) = 6 + 3t — t* en relacién con .

4.4 EJERCICIOS

En los ejercicios 1 a 4, encuentre el vector x determinado por el vec- En los ejercicios 5 a 8, encuentre el vector de coordenadas [ x | 5
tor de coordenadas [ x ], y la base B. de x respecto de la base B = {by, ..., b,}.

won [ [ [2] = =[] []-[1]

3 1 2 -1
R o[ e[ 2o [2]
EREEEE 4 1 1 -3 2 8
3.8={|-2[| ol.|-3|}Ixl,=| © 7. bi=| -1 [b=| 4| b=|-2[x=]|-9
L 3] [ 2 0 -2 | -3 9 4 6
(2] B 2 1 0
4. B= 2 |, 8 bi=|1|b={0[bs=|-1|x=]| 0
0] i 3 -2




En los ejercicios 9 y 10, encuentre la matriz de cambio de coordena-
das de B ala base estandar en R".

o= )L

3 2 1
10. B={|o|,| 2|, |-
6 —4 3

En los ejercicios 11 y 12, utilice una matriz inversa para encontrar
[x];paraxy B.

wos=f S 5] x|
e o))

13. El conjunto B = {1 + %, t + 1>, 1 + 2t + £*} es una base
para P,. Encuentre el vector de coordenadas de p(r) = 1 +
4t + 712 respecto de B.

14. Elconjunto B = {1 — %, t — t>,2 — t + 1} es una base para
[P,. Encuentre el vector de coordenadas de p(f) = 1 + 3¢ — 672
respecto de B.

En los ejercicios 15 y 16, marque cada enunciado como verdadero
o falso. Justifique sus respuestas. A menos que se indique lo con-
trario, B3 es una base para un espacio vectorial V.

15. a) Sixestden Vy si B contiene n vectores, entonces el vector
de coordenadas B de x estd en R”.

b) Si Pp es la matriz del cambio de coordenadas, entonces
[x]; = Ppx,paraxen V.

¢) Los espacios vectoriales [P3 y R3 son isomorfos.

16. a) Si B es la base estandar para R", entonces el vector de coor-
denadas B3 de una x en R” es X misma.

b) La correspondencia [ X ] ; > X se llama el mapeo de coorde-
nadas.

¢) En algunos casos, un plano en R? puede ser isomorfo a R?.

1 2 -
17. Los vectores v; = |:_3:|,V2 = [_8i|,v3 = [ ;i| generan

aR?, pero no forman una base. Encuentre formas diferentes de

1 .
expresar [ | | como una combinacién lineal de vy, v, v3.

18. Sea B = {by,..., b,} una base para un espacio vectorial V.
Explique por qué los vectores de coordenadas B de by,..., b,
son las columnas e;,..., e, de la matriz identidad de n x n.

19. Sea S un conjunto finito en un espacio vectorial V con la pro-
piedad de que cada x en V tiene una representacion tnica como
una combinacién lineal de elementos de S. Demuestre que S
es una base de V.

20. Supongaque {vy,..., v4} es un conjunto linealmente dependiente
que genera un espacio vectorial V. Demuestre que cada w en V
se puede expresar en mds de una forma como una combinacién
lineal de vy,..., v4. [Sugerencia: Considere w = kjv; + -+ +
kav4 un vector arbitrario en V. Utilice la dependencia lineal de
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{Vl,..., V4} para obtener otra representacion de w como una
combinacion lineal de vy,..., v4].

1

21. Sea B = {[_4

:|, [_g :| } Puesto que el mapeo de coordena-

das determinado por B es una transformacién lineal de R?
en R?, este mapeo se debe implementar mediante alguna ma-
triz A de 2 x 2. Encuéntrela. [Sugerencia: La multiplicacién
por A deberia transformar un vector X en su vector de coorde-
nadas [x]].

22. SeaB = {by,..., b,} una base para R". Obtenga una descripcion
de una matriz A de n x n que implemente el mapeo de coorde-
nadas X — [ x] .. (Véase el ejercicio 21).

Los ejercicios 23 a 26 se refieren a un espacio vectorial V, una base
B = {by,..., by}, y el mapeo de coordenadas x — [x ] ;.

23. Demuestre que el mapeo de coordenadas es uno a uno.
(Sugerencia: Suponga que [u], =[w], para algunas uy w
en V, y demuestre que u = w).

B

24. Demuestre que el mapeo de coordenadas es sobre R". Es decir,
dada cualquier y en R", con entradas yj,..., y,, obtenga u en V
tal que [u], =y.

25. Demuestre que un subconjunto {uy,..., u,} en V es linealmente
independiente si y solo si el conjunto de vectores de coordena-
das {[wa; ] ...,[u,],} es linealmente independiente en R".
(Sugerencia: Como el mapeo de coordenadas es uno a uno, las
siguientes ecuaciones tienen las mismas soluciones, c,..., ¢p).

cup + - +cu, =0 El vector cero en V

[cray + -+ + cpup]B = [O]B El vector cero en R”

26. Dados los vectores uy,..., u,, y W en V, demuestre que w es
una combinacién lineal de wj,..., u, si y solo si [w ]B es una
combinacion lineal de los vectores de coordenadas

[wilg-on[uply.

En los ejercicios 27 a 30, utilice los vectores de coordenadas para
probar la independencia lineal de los conjuntos de polinomios.
Explique su trabajo.

27. 14263, 241 -3t —t +22 13

28. 1-212—13, 14263, 1 +1—2¢7

29, (1—=0)% t=2t24+1%, (1—1)°

30. 2—1)3 B—0)> 1+61—52+1¢

31. Utilice los vectores de coordenadas para comprobar si los si-

guientes conjuntos de polinomios generan a [P,. Justifique sus
conclusiones.

a) 1 =3t +5t2, =3 +5t =712, =4+ 5t — 612, 1 — 2
b) 5t +13,1—8t—2t2,—3+41t+2¢2,2 -3t

32. Seap,(t) =1+ 12, py(t) =1 —3¢2,ps(t) = 1 +1 — 3%
a) Utilice vectores de coordenadas para demostrar que estos
polinomios forman una base para [P,.
b) Considere de la base B = {p, p2, p3} para P,. Encuentre
—1
q en P,, considerando que [q]z = 1
2
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En los ejercicios 33 y 34, determine si el conjunto de polinomios
forman una base para P;. Justifique sus conclusiones.

33, M134+7t,54+¢t =263t =212 1416t — 61> + 213
34, [M]5—3t+4t>+263,9+1t + 82 —613,6 -2t + 52,13

35. [M] Sea H = Gen {vy, vo} y B = {vy, v2}. Demuestre que x
estd en H y encuentre el vector de coordenadas B de x, para

11 14 19
v, = -5 v, = -8 X = —13
10 | 13 |’ 18
7 10 15

36. [M] Sea H = Gen {vy, V5, v3} y B = {vy, v,, v3}. Demuestre
que B es una base para H y que X estd en H, y encuentre el vec-
tor de coordenadas B de x, para

—6 8 -9 4

4 -3 5 7

V) = 9 ,Vp = 7 ,V3 = _3 , X = _3
4 -3 3 3

[M] Los ejercicios 37 y 38 se refieren a la red cristalina del tita-
nio, que tiene la estructura hexagonal que se ilustra a la izquierda

2.6 0 0
150, [31],] o
0 0 4.8

en la figura adjunta. Los vectores en R3

forman una base para la celda unitaria de la derecha. Los niimeros
estdn en unidades angstrom (1 A = 1078 cm). En las aleaciones de

titanio, algunos dtomos adicionales pueden estar en la celda unitaria
en los sitios octaédricos y tetraédricos (llamados asi por los objetos
geométricos que forman los 4tomos en estos lugares).

NI w
\_/\// ~ /

\

=

— 0

NN

La red compacta hexagonal y su celda unitaria.

SEVECEETEE

/V

uo——mm

1/2

1/4 |, respecto de la base
1/6

de la red. Determine las coordenadas de este sitio en relacion
con la base estandar de R3.

37. Uno de los sitios octaédricos es

1/2
1/2 |. Determine las coor-
1/3

denadas de este sitio en relacién con la base estidndar de R>.

38. Uno de los sitios tetraédricos es

SOLUCIONES A LOS PROBLEMAS DE PRACTICA

1. a) Es evidente que la matriz Pz = [b; b,

b ] es equivalente por filas a la matriz

de identidad. Por el teorema de la matriz invertible, Pz es invertible y sus columnas
forman una base de R3.

1 -3 3
b) Del inciso a), la matriz de cambio de coordenadases Ps = | 0 4 —6
0 0 3

) x= Pp[x],

d) Para resolver la ecuacién en c), es probable que sea mas facil de reducir por filas una
matriz aumentada que calcular Py I

De ahi que

-3 3 -8 1 0 0 -5
4 -6 2|~|0 1 0 2
o 3 3 0O 0 1 1
Ps X I [x],

-5
[xp]=| 2
1

2. Las coordenadas de p(f) = 6 + 3t — t* respecto de B satisfacen

ca(l+D)+e+t) 4+t +12)=64+3t—12
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Al igualar los coeficientes de potencias de ¢, se tiene que

S &) =
C +c3 =
2 +e=-—1
Al resolver, se encuentra que ¢; = 5,¢; = l,e3 = =2y [ply,=| 1

4.5 LA DIMENSION DE UN ESPACIO VECTORIAL

TEOREMA 9

El teorema 8 de la seccién 4.4 implica que un espacio vectorial V con una base B que con-
tiene n vectores es isomorfo a R". En esta seccion veremos que este niimero n es una propie-
dad intrinseca (llamada dimensién) del espacio V que no depende de la eleccién particular
de la base. El andlisis de la dimensién le ayudard a comprender mejor las propiedades de las
bases.

El primer teorema generaliza un resultado bien conocido acerca del espacio vectorial R".

Si un espacio vectorial V tiene una base B = {by,..., b,}, entonces cualquier conjunto
en V que contenga mas de n vectores debe ser linealmente dependiente.

DEMOSTRACION Sea {uy,..., u,} un conjunto de V con més de n vectores. Los vectores de
coordenadas [u; |, ..., [u, ], forman un conjunto linealmente dependiente en R", porque
hay mas vectores (p) que entradas (n) en cada vector. Por lo tanto, existen escalares cy,..., ¢p,
no todos cero, tales que

alw ]+t eplupl, =1 El vector cero en R”
0

Como el mapeo de coordenadas es una transformacién lineal,

0
[crmy +---+cpup]6 =1:
0

El vector cero de la derecha muestra los n pesos necesarios para construir el vector

cimy + -+ + cpu, de los vectores basicos en B. Es decir, cju; + -+ + c,u,

0:b;+ -+ +0-b, = 0. Puesto que no todas las ¢; son cero, {uy,..., u,} es linealmente

dependiente.! [ |
El teorema 9 implica que si un espacio vectorial V tiene una base 5 = {by,..., b, }, en-

tonces cada conjunto linealmente independiente ubicado en V no tiene mds de n vectores.

! El teorema 9 también se aplica a los conjuntos infinitos en V. Se dice que un conjunto infinito es linealmente
dependiente si algtin subconjunto finito es linealmente dependiente; de lo contrario, el conjunto es linealmente inde-
pendiente. Si S es un conjunto infinito de V, tome cualquier subconjunto {uy,...,u,} de S, con p > n. La demostracién
anterior indica que este subconjunto es linealmente dependiente y, por lo tanto, también lo es S.
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TEOREMA 10

DEFINICION

Si un espacio vectorial V tiene una base de n vectores, entonces toda base de V debe
consistir exactamente en n vectores.

DEMOSTRACION Sea B, una base de n vectores y B, cualquier otra base (de V). Ya que
B es una base y B, es linealmente independiente, 3, no tiene mds de n vectores, de acuerdo
con el teorema 9. Ademads, puesto que B, es una base y B es linealmente independiente,
B, tiene al menos n vectores. Asi, I3, se compone de exactamente n vectores. ]

Si un espacio vectorial V distinto de cero es generado por un conjunto finito S, entonces
un subconjunto de S es una base para V, de acuerdo con el teorema del conjunto generador.
En este caso, el teorema 10 asegura que la siguiente definicién tiene sentido.

Si V es generado por un conjunto finito, entonces se dice que V tiene dimension finita,
y la dimension de V, representada como dim V, es el nimero de vectores en una base
para V. La dimensién del espacio vectorial cero {0} se define como cero. Si V no es
generado por un conjunto finito, entonces se dice que V tiene dimension infinita.

EJEMPLO 1 La base estdndar para R" contiene n vectores, por lo que dim R" = n.
La base polinomial estandar {1, ¢, 72} indica que dim P,= 3. En general, dim P, = n + 1.

El espacio P de todos los polinomios es de dimensién infinita (ejercicio 27). |
3 -1

EJEMPLO 2 Sea H = Gen {v, v}, donde vi = | 6 |y v, = 0 |. Entonces H es
2 1

el plano estudiado en el ejemplo 7 de la seccién 4.4. Una base para H es {vj, v»}, ya que
V1 y v, no son multiplos y, por consiguiente, son linealmente independientes. Por lo tanto,
dim H = 2. [ ]

EJEMPLO 3 Encuentre la dimensién del subespacio

a—3b+ 6¢
_ 5a +4d |
H = b—2c—d ta,b,c,den R
5d

SOLUCION Es ficil ver que H es el conjunto de todas las combinaciones lineales de los
vectores

1 -3 6 0
5 0 0 4
iZlol T o] VT2 T4
0 0 0 5

Claramente, v| = 0, v, no es un multiplo de vy, pero v3 es un miltiplo de v,. De acuerdo con
el teorema del conjunto generador, podemos descartar a v3 y aun asi tener un conjunto gene-
rador H. Finalmente, v4 no es una combinacién lineal de v; y v,. Por lo tanto, {vy, v, v4} es
linealmente independiente (de acuerdo con el teorema 4 de la seccién 4.3) y, en consecuencia,
es una base para H. Por consiguiente, dim H = 3. |

EJEMPLO 4 Los subespacios de R? se pueden clasificar por dimensiones. Véase la figura 1.

Subespacios de dimension 0. Solo el subespacio cero.

Subespacios de dimension 1. Cualquier subespacio generado por un solo vector distinto
de cero. Tales subespacios son rectas que pasan por el origen.
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TEOREMA 12
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Subespacios de dimension 2. Cualquier subespacio generado por dos vectores lineal-
mente independientes. Tales subespacios son planos que pasan por el origen.

Subespacios de dimensién 3. Solo el propio R3. Cualesquiera tres vectores linealmen-
te independientes en R® generan todo R>, de acuerdo con el teorema de la matriz
invertible. |

X

0-dim —
1-dim

a)

FIGURA 1 Subespacios muestra de R3.

Subespacios de un espacio de dimension finita

El siguiente teorema es una contraparte natural del teorema del conjunto generador.

Sea H un subespacio de un espacio vectorial de dimension finita V. Cualquier con-
junto linealmente independiente en H se puede expandir, si es necesario, a una base
de H. Ademads, H tiene dimension finita y

dim H=dimV

DEMOSTRACION SiH = {0}, entonces, sin duda, dim H = 0 = dim V. De lo contrario, sea
S = {uy,..., u;} cualquier conjunto linealmente independiente en H. Si S genera a H, enton-
ces S es una base para H. De lo contrario, existe algin u;+; en H que no estd en el generado
por S. Pero entonces {uj,..., Uy, uz+} serd linealmente independiente, ya que ningiin vector
en el conjunto puede ser una combinacion lineal de los vectores que le preceden (de acuerdo
con el teorema 4).

En tanto que el nuevo conjunto no genere a H, podemos continuar con este proceso
de expansién de S a un conjunto mas amplio linealmente independiente en H. Sin embargo,
el nimero de vectores en una expansion linealmente independiente de S nunca podra superar
la dimensién de V, de acuerdo con el teorema 9. Asi, finalmente la expansién de S generard
a H y, por lo tanto, serd una base para H, y dim H = dim V. |

Cuando se conoce la dimensién de un espacio o subespacio vectorial, la bisqueda de
una base se simplifica con el siguiente teorema, el cual dice que si un conjunto tiene el ni-
mero correcto de elementos, entonces solo se tiene que demostrar ya sea que el conjunto
es linealmente independiente o que este genera el espacio. El teorema es de importancia
fundamental en muchos problemas de aplicacién (por ejemplo, los que implican ecuaciones
diferenciales o ecuaciones en diferencias), donde la independencia lineal es mucho mas facil
de comprobar que la generacion.

El teorema base

Sea V un espacio vectorial de dimension p, donde p = 1. Cualquier conjunto lineal-
mente independiente de exactamente p elementos en V es, de forma automadtica, una
base para V. Cualquier conjunto de exactamente p elementos que genera a V es, de
manera automatica, una base para V.
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DEMOSTRACION De acuerdo con el teorema 11, un conjunto linealmente independiente
S de p elementos se puede ampliar a una base para V. Sin embargo, esa base debe conte-
ner exactamente p elementos, ya que dim V = p. Asi que S debe ser ya una base para V.
Ahora suponga que S tiene p elementos y genera a V. Puesto que V es diferente de cero, el
teorema del conjunto generador implica que un subconjunto S’ de S es una base de V. Como
dim V = p, S’ debe contener p vectores. Por lo tanto, S = §'. [ ]

Las dimensiones de Nul A y Col A

Como las columnas pivote de una matriz A forman una base para Col A, conocemos la di-
mension de Col A tan pronto como se conocen las columnas pivote. Tal vez parezca que la
dimension de Nul A requiere de mds trabajo, ya que encontrar una base para Nul A, por lo
general, toma mads tiempo que una base para Col A. Pero, jhay un atajo!

Sea A una matriz de m x n, y supongamos que la ecuacion Ax = 0 tiene k variables li-
bres. De la seccidn 4.2, sabemos que el método estdndar para encontrar un conjunto genera-
dor para Nul A producird exactamente k vectores linealmente independientes, por ejemplo,
uy,..., U, uno para cada variable libre. Por lo tanto, {uj,..., u;} es una base para Nul A, y el
nimero de variables libres determina el tamafio de la base. Hagamos un resumen de estos
hechos para referencia futura.

La dimensién de Nul A es el nimero de variables libres en la ecuacion Ax = 0, y la
dimension de Col A es el nimero de columnas pivote de A.

EJEMPLO 5 Determine las dimensiones del espacio nulo y el espacio columna de

-3 6 -1 1 -7
A=| 1 =2 2 3 -1
2 4 5 8 —4

SOLUCION Reduzca por filas la matriz aumentada [A 0] a la forma escalonada:

-2 2 3 -1 0

Hay tres variables libres: x;, x4 y x5. Por consiguiente, la dimensién de Nul A es 3. Por otra
parte, dim Col A = 2 porque A tiene dos columnas pivote. |

PROBLEMAS DE PRACTICA

Determine si cada enunciado es verdadero o falso, y dé una razén para cada respuesta. Aqui,
V es un espacio vectorial de dimension finita diferente de cero.

1. Sidim V = p, y si S es un subconjunto linealmente dependiente de V, entonces S con-
tiene mds que p vectores.

2. Si S generaa Vy si T es un subconjunto de V que contiene mds vectores que S, entonces
T es linealmente dependiente.



4.5 EJERCICIOS

Para cada subespacio en los ejercicios 1 a 8, a) encuentre una base
para el subespacio, y b) indique la dimensién.

s —2t M 2a
1. s+t |:s,tenR 2. —4b |:a,benR
3t | —2a
M 2c [ p+2g
a—>b | -D .
3. b— 3¢ ta,b,cenR; 4. 3p—g :p,genR
L a+2b L »+q
[ p—2q
2p +5r |,
5. 2+ 2r :p. g, renR
| —3p +6r
3a—c
—b —3c
6. a4 6b + 5¢ ta,b,cenR
—3a+c

7. {(a,b,c):a—3b+c=0,b—2c=0,2b—c =0}
8. {(a,b,c,d):a—3b+c =0}

9. Encuentre la dimensién del subespacio de todos los vectores en
R3 cuyas entradas primera y tercera sean iguales.

10. Encuentre la dimensién del subespacio H de R? generado por
1 -2 -3
=S| 10 15
En los ejercicios 11 y 12, encuentre la dimensién del subespacio ge-
nerado por los vectores dados.

17731172775

mofof,[tf|-1]1]2
2] |1 1] |2
17 =37 [-27[-3

2 |26 3[]| 5
K 0 5 5

Determine las dimensiones de Nul A y Col A de las matrices que se
muestran en los ejercicios 13 a 18.

1 -6 9 0 -2
0 1 2 —4 5
BoA=lo 0 0 5 1
(0 0 0 0 0
(1 2 -4 3 2 6 0
o 0 0 1 0 -3 7
BA4=10 0 0 o 1 4
Lo 0 0 0 0 0 1
12 3 0 0 3
15. 4=[0 0 1 0 1 16.A=[ p 5]
(0 0 0 1 0
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1 — 0 1 I -1
17. A=|0 1 3 18. A=|0 2
0o 0 1 0o 0 O

En los ejercicios 19 y 20, V es un espacio vectorial. Marque cada
enunciado como verdadero o falso. Justifique sus respuestas.

19. a) El nimero de columnas pivote de una matriz es igual a la
dimensién de su espacio columna.

b) Un plano en R3 es un subespacio de dimensién 2 de R3.
¢) La dimension del espacio vectorial P4 es 4.

d) Sidim V = ny S es un conjunto linealmente independiente
en V, entonces S es una base para V.

e) Siun conjunto {Vvy,..., v,} genera un espacio vectorial V de
dimension finita y si 7" es un conjunto de mds de p vectores
en V, entonces T es linealmente dependiente.

20. a) R?es un subespacio de dimensién 2 de R3.

b) El nimero de variables en la ecuacién Ax = 0 es igual a la
dimensién de Nul A.

¢) Un espacio vectorial es de dimension infinita si es generado
por un conjunto infinito.

d) Sidim V = n, y si S genera a V, entonces S es una base
de V.

e) El tinico subespacio de dimensién 3 de R3 es el propio R>.

21. Los primeros cuatro polinomios de Hermite son 1, 2¢, —2 + 412,
y —12¢ + 8¢>. Estos polinomios surgen de forma natural en el
estudio de ciertas ecuaciones diferenciales importantes en fisica
matemdtica.> Demuestre que los primeros cuatro polinomios de
Hermite forman una base de Ps.

22. Los primeros cuatro polinomios de Laguerre son 1, 1 — 1,
2 — 4t + 1%,y 6 — 18t + 91> — 3. Demuestre que estos poli-
nomios forman una base de Ps.

23. Sea B la base de P53 que consta de los polinomios de Hermite
en el ejercicio 21, y sea p(f) = —1 + 8¢> + 83. Encuentre el
vector de coordenadas de p respecto de 5.

24. Sea B la base de P, que consiste en los tres primeros polino-
mios de Laguerre listados en el ejercicio 22, y sea p(r) = 5 +
5t — 2f2. Encuentre el vector de coordenadas de p respecto
de B.

25. Sea S un subconjunto de un espacio vectorial V de dimen-
sién n, y suponga que S contiene menos de n vectores. Explique
por qué S no puede generar a V.

26. Sea H un subespacio de dimensién n de un espacio vectorial V
de dimensién n. Demuestre que H = V.

27. Explique por qué el espacio ° de todos los polinomios es un
espacio de dimension infinita.

2 Véase Introduction to Functional Analysis, 2a. edicion, por A. E. Taylor y
David C. Lay (Nueva York: John Wiley & Sons, 1980), pp. 92-93. También se
analizan otros conjuntos de polinomios.
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28. Demuestre que el espacio C(R) de todas las funciones continuas
definidas en la recta real es un espacio de dimension infinita.

En los ejercicios 29 y 30, V es un espacio vectorial de dimensién
finita diferente de cero, y los vectores mencionados pertenecen a V.
Marque cada enunciado como verdadero o falso. Justifique sus res-
puestas. (Estas preguntas tienen mayor grado de dificultad que las de
los ejercicios 19 y 20).

29. a) Si existe un conjunto {Vvy,..., v,} que genera a V, entonces
dimV =p.
b) Si existe un conjunto linealmente independiente {vi,..., v,}

en V, entonces dim V = p.

¢) Si dim V = p, entonces existe un conjunto generador de
p + 1 vectoresen V.

30. a) Si existe un conjunto linealmente dependiente {vy,..., v,}
en V, entonces dim V = p.

b) Si cada conjunto de p elementos en V no genera a V, enton-
ces dim V > p.

¢) Sip =2 ydim V = p, entonces cada conjunto de p — 1
vectores distintos de cero es linealmente independiente.

Los ejercicios 31 y 32 se refieren a espacios vectoriales V' y W de
dimension finita y a una transformacion lineal 7: V— W.

31. Sea H un subespacio distinto de cero de V, y sea T(H) el con-
junto de imagenes de vectores en H. Entonces, T(H) es un sub-
espacio de W, de acuerdo con el ejercicio 35 en la seccién 4.2.
Demuestre que dim 7(H) = dim H.

32. Sea H un subespacio distinto de cero de V, y suponga que T es
un mapeo uno a uno (lineal) de V en W. Demuestre que dim
T(H) = dim H. Si resulta que 7 es un mapeo uno a uno de V
sobre W, entonces dim V = dim W. Espacios vectoriales iso-
morfos de dimension finita tienen la misma dimensién.

33. [M] De acuerdo con el teorema 11, un conjunto lineal-

mente independiente {vy,..., v¢} en R” se puede expandir a
una base para R”. Una manera de hacer esto es crear A = [v;
Vi €] - €,], siendo ey,..., e, las columnas de la matriz iden-

tidad; las columnas pivote de A forman una base para R".

a) Utilice el método descrito para ampliar los siguientes vec-
tores a una base para R>:

-9 9 6

—7 4 7

V| = 8|, w= 1], v3=]| -8
-5 6 5

7 —7 -7

b) Explique por qué funciona en general el método: ;por qué
estdn los vectores originales vy,..., v, incluidos en la base
encontrada para Col A? ;Por qué es Col A = R"?

34. [M] Sea B = {1, cos t, cos® t,..., cos® t} y C = {1, cos ¢,
cos 2t,..., cos 6t}. Suponga las siguientes identidades trigo-
nométricas (véase el ejercicio 37 de la seccion 4.1).

cos2t = —1 4 2cos ¢

cos3t = —3cost + 4cos’t

cos4t = 1—8cos’t + 8cos*¢

cos 5t = 5cost —20cos3 ¢ + 16cos’ t

cos 6 = —1 4 18cos?t — 48 cos* ¢ + 32cos®t

Sea H el subespacio de funciones generado por las funciones
en . Entonces B es una base para H, de acuerdo con el ejerci-
cio 38 de la seccion 4.3.

a) Escriba los vectores de B-coordenadas de los vectores en C,
y utilicelos para demostrar que C es un conjunto linealmente
independiente en H.

b) Explique por qué C es una base para H.

SOLUCIONES A LOS PROBLEMAS DE PRACTICA

1. Falso. Considere el conjunto {0}.

2. Verdadero. De acuerdo con el teorema del conjunto generador, S contiene una base
para V; llamémosla base S'. Asi, T contendrd mas vectores que S’. De acuerdo con el
teorema 9, T es linealmente dependiente.

4.6 | RANGO

Con la ayuda de los conceptos de espacio vectorial, esta seccién ofrece una perspectiva des-
de el interior de una matriz y revela varias relaciones interesantes y ttiles, ocultas en sus filas

y columnas.

Por ejemplo, imagine que se colocan 2000 nimeros aleatorios en una matriz A de
40 x 50y después se determina el nimero maximo de columnas linealmente independientes
de A y el nimero mdximo de columnas linealmente independientes de A” (filas de A). De
manera sorprendente, los dos nimeros son iguales. Como pronto veremos, su valor comtin
es el rango de la matriz. Para explicar por qué, necesitamos examinar el subespacio genera-

do por las filas de A.
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El espacio fila

Si A es una matriz de m x n, cada fila de A tiene n entradas y, por lo tanto, se puede identifi-
car con un vector en R". El conjunto de todas las combinaciones lineales de los vectores fila
se denomina espacio fila de A y se denota como Fila A. Cada fila tiene n entradas, por lo que
Fila A es un subespacio de R". Ya que las filas de A se identifican con las columnas de A7,
también podriamos escribir Col A7 en lugar de Fila A.

EJEMPLO 1 Sea
r = (-2.-5,8,0,—17)

2 5 8 0 —17
A— 1 3 _5 1 5 r2:(1735_571’5)
T3 19 7 1| Y m=311-19.7.1)
1 7 -13 5 -3

rs = (1,7,-13,5,-3)

El espacio fila de A es el subespacio de R3 generado por {rj, ry, r3, ry}. Es decir, Fila
A = Gen {ry, rp, r3, r4}. Es natural representar vectores fila de forma horizontal; sin embargo,
también es posible representarlos como vectores columna si resulta méds conveniente. |

Si supiéramos algo de las relaciones de dependencia lineal entre las filas de la matriz
A del ejemplo 1, podriamos usar el teorema del conjunto generador para reducir el tamafio
del conjunto generador a una base. Por desgracia, las operaciones de fila en A no nos dan
esa informacién, porque las operaciones de fila cambian las relaciones de dependencia de
filas. Pero la reduccion de filas de A, jsin duda vale la pena, como muestra el siguiente
teorema!

Si dos matrices A y B son equivalentes por filas, entonces sus espacios fila son iguales.
Si B esta en forma escalonada, las filas de B diferentes de cero forman una base para el
espacio fila de A, asi como para el de B.

DEMOSTRACION Si B se obtiene a partir de A mediante operaciones de fila, las filas de B
son combinaciones lineales de las filas de A. De ello se desprende que cualquier combina-
cion lineal de las filas de B es automdticamente una combinacidon lineal de las filas de A.
Asi, el espacio fila de B estd contenido en el espacio fila de A. Ya que las operaciones de
fila son reversibles, el mismo argumento indica que el espacio fila de A es un subconjunto
del espacio fila de B. De manera que los dos espacios fila son iguales. Si B estd en forma
escalonada, sus filas diferentes de cero son linealmente independientes porque ninguna fila
diferente de cero es una combinacion lineal de las filas distintas de cero debajo de esta.
(Aplique el teorema 4 para las filas diferentes de cero de B en orden inverso, con la primera
fila como la ultima). Asi, las filas diferentes de cero de B forman una base del espacio fila
(comtn) de By A. [ |

El resultado principal de esta seccién implica los tres espacios: Fila A, Col A y Nul A.
El siguiente ejemplo prepara el camino para este resultado y muestra como una secuencia de
operaciones de fila de A conduce a las bases para los tres espacios.

EJEMPLO 2 Encuentre bases para el espacio fila, el espacio columna y el espacio nulo
de la matriz



232 CAPITULO 4 Espacios vectoriales

SOLUCION Para encontrar las bases para el espacio fila y el espacio columna, reduzca A
por filas a una forma escalonada:

1 3 -5 1 5
0 1 -2 2 -7
A~B=140 0 0 -4 20
0 0 0 0 0

De acuerdo con el teorema 13, las tres primeras filas de B forman una base para el espacio fila
de A (asi como para el espacio fila de B). Asi,

Base pa‘ra FllaA: {(1’ 3’ _55 1’ 5)$ (0’ 1, _2’ 2, _7)’ (07 O’ 0’ _4’ 20)}

Para el espacio columna, observe a partir de B que los pivotes estan en las columnas 1, 2 y 4.
Por lo tanto, las columnas 1, 2 y 4 de A (no de B) forman una base para Col A:

-2 =5

Base para Col A:

0 3= O

1
307 11 )
1

Considere que cualquier forma escalonada de A proporciona (en sus filas diferentes de cero)
una base para Fila A y también identifica las columnas pivote de A para Col A. Sin embargo,
para Nul A, se necesita la forma escalonada reducida. Otras operaciones de fila sobre B dan
como resultado

1 0 1 0 1
pesesly b2 0
0O 0 0 0 o
La ecuacion Ax = 0 es equivalente a Cx = 0, es decir,
X1 + X3 + x5=0

X2—2)C3 +3X5=O

X4 —5x5=0

Asi, x; = —x3 — X5, Xp = 2x3 — 3Xx5, x4 = 5xs, con x3 y x5 como variables libres. Los cdlcu-
los usuales (que se analizan en la seccién 4.2) demuestran que

1

2
Base para Nul A: 1],

0

0

Observe que, a diferencia de la base para Col A, las bases para Fila A y Nul A no tienen una
relacién sencilla con las propias entradas de A.! |

! Es posible encontrar una base para Fila A que utiliza filas de A. En primer lugar se determina A7, y luego se reduce
por filas hasta que se encuentren las columnas pivote de A”. Estas columnas pivote de A” son filas de A, y forman una
base para el espacio fila de A.
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Advertencia: A pesar de que las tres primeras filas de B en el ejemplo 2 son linealmente
independientes, es erréneo concluir que las tres primeras filas de A son linealmente indepen-
dientes. (De hecho, la tercera fila de A es la primera fila multiplicada por 2, mas la segunda
fila multiplicada por 7). Las operaciones de fila pueden cambiar las relaciones de dependencia
lineal entre las filas de una matriz.

El teorema del rango

El siguiente teorema describe las relaciones fundamentales entre las dimensiones de Col A,
Fila A y Nul A.

El rango de A es la dimension del espacio columna de A.

Puesto que Fila A es igual que Col A7, la dimensién del espacio fila de A es el rango
de A”. La dimensién del espacio nulo a veces se llama la nulidad de A, aunque no utilizare-
mos este término.

Tal vez un lector atento ya haya descubierto la totalidad o parte del siguiente teorema,
mientras trabajaba con los ejercicios de la seccidn 4.5 o al leer el ejemplo 2 anterior.

El teorema del rango

Las dimensiones del espacio columna y del espacio fila de una matriz A de m X n son
iguales. Esta dimensién comun, el rango de A, también es igual al niimero de posiciones
pivote en A y satisface la ecuacién

rango A + dimNulA = n

DEMOSTRACION De acuerdo con el teorema 6 de la seccién 4.3, rango A es el niimero de
columnas pivote de A. De manera equivalente, rango A es el nimero de posiciones pivote en
una forma escalonada B de A. Ademads, puesto que B tiene una fila diferente de cero para cada
pivote, y como estas filas forman una base para el espacio fila de A, el rango de A también es
la dimension del espacio fila.

A partir de la seccién 4.5, la dimensién de Nul A es igual al nimero de variables libres en
la ecuacion Ax = 0. Dicho de otra manera, la dimension de Nul A es el nimero de columnas
de A que no son columnas pivote. (Es el nimero de estas columnas, no las columnas mismas,
lo que se relaciona con Nul A). Como es evidente,

nimero de } { nimero de columnas } .

ndmero de
columnas pivote que no son pivote

columnas

Esto demuestra el teorema. | |

Las ideas que sustentan el teorema 14 se pueden distinguir en los célculos del ejemplo 2.
Las tres posiciones pivote en la forma escalonada B determinan las variables bésicas e iden-
tifican los vectores basicos para Col A y Fila A.

EJEMPLO 3
a) SiA esuna matriz de 7 X 9 con un espacio nulo de dimensién 2, ;cudl es el rango de A?

b) (Podria una matriz de 6 x 9 tener un espacio nulo de dimensién 2?
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SOLUCION
a) Puesto que A tiene 9 columnas, (rango A) + 2 = 9; por lo tanto, rango A = 7.

b) No. Siuna matriz de 6 x 9, llamémosla B, tuviera un espacio nulo de dimensidn 2, tendria
rango 7, de acuerdo con el teorema del rango. Sin embargo, las columnas de B son vec-
tores en R, de manera que la dimensién de Col B no puede ser superior a 6; es decir, el
rango de B no puede ser mayor que 6. |

El siguiente ejemplo proporciona una buena forma de visualizar los subespacios que
hemos estudiado. En el capitulo 6 se verd que Fila A y Nul A tienen solo el vector cero
en comun y, en realidad, son “perpendiculares” entre si. Este mismo hecho se aplicard a
Fila AT (= Col A) y Nul A”. Por lo tanto, la figura 1, que acompafia al ejemplo 4, crea una
buena imagen mental para el caso general. (El valor de estudiar AT junto con A se demues-
tra en el ejercicio 29).

30 -1
EJEMPLO 4 Sea A=|3 0 —1 | Se comprueba rdpidamente que Nul A es el
4 0 5

eje x, Fila A es el plano x;x3, Col A es el plano cuya ecuacién es x; — x, = 0, y Nul AT es
el conjunto de todos los mdltiplos de (1, —1, 0). La figura 1 muestra Nul A y Fila A en el
dominio de la transformacién lineal x — Ax; el rango de este mapeo, Col A, se muestra en

una copia separada de R3, junto con Nul A”. [ |
X3 X3
E /
0 N, 1 T,
x “q W
1 x,
FilﬂA Cop A
R3 X IR3

FIGURA 1 Subespacios determinados por una
matriz A.

Aplicaciones para sistemas de ecuaciones

El teorema del rango es una poderosa herramienta para el procesamiento de informacién
sobre los sistemas de ecuaciones lineales. El siguiente ejemplo simula la forma como se
plantearfa un problema de la vida real utilizando ecuaciones lineales, sin mencionar explici-
tamente términos de dlgebra lineal, como matriz, subespacio y dimension.

EJEMPLO 5 Un cientifico encontré dos soluciones para un sistema homogéneo de 40
ecuaciones con 42 variables. No son multiplos las dos soluciones, y todas las demds solucio-
nes se pueden desarrollar sumando multiplos adecuados de estas dos soluciones. ;Puede el
cientifico estar seguro de que un sistema no homogéneo asociado (con los mismos coeficien-
tes) tiene una solucién?

SOLUCION Si. Sea A una matriz de coeficientes de 40 x 42 del sistema. La informacién
dada implica que las dos soluciones son linealmente independientes y generan Nul A. Asi que
dim Nul A = 2. De acuerdo con el teorema del rango, dim Col A = 42 — 2 = 40. Como R40
es el tinico subespacio de R*’ cuya dimensién es 40, Col A debe ser todo de R*. Esto signi-
fica que cada ecuacién no homogénea Ax = b tiene una solucién. |
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El rango y el teorema de la matriz invertible

Los distintos conceptos de espacios vectoriales asociados a una matriz proporcionan varios
enunciados adicionales al teorema de la matriz invertible. Los nuevos enunciados que se listan
a continuacién se deducen del teorema de la matriz invertible original de la seccién 2.3.

El teorema de la matriz invertible (continuacion)

Sea A una matriz de n x n. Cada uno de los siguientes enunciados es equivalente a la
afirmacion de que A es una matriz invertible.

m) Las columnas de A forman una base de R".
n) ColA =R"

0) dimColA =n

p) rangoA =n

q) NulA = {0}

r) dimNulA =0

DEMOSTRACION El enunciado m) es légicamente equivalente a los enunciados ¢) y h)
en relacidon con la independencia lineal y la generacion. Los otros cinco enunciados estidn
vinculados a los anteriores del teorema mediante la siguiente cadena de implicaciones casi
triviales:

g=>n=0)=>p)=>r=q) =d)

El enunciado g), el cual dice que la ecuacion Ax = b tiene al menos una solucién para cada b
en R”, implica a n), porque Col A es precisamente el conjunto de todas las b tales que la
ecuacion Ax = b es consistente. Las implicaciones n) = 0) = p) se deducen de las defini-
ciones de dimensidn y rango. Si el rango de A es n, el nlimero de columnas de A, enton-
ces dim Nul A = 0, de acuerdo con el teorema del rango, y Nul A = {0}. Por lo tanto,
p) = 1) = q). Ademds, g) implica que la ecuacién Ax = 0 tiene solamente la solucién tri-
vial, que es el enunciado d). Como ya se sabe que los enunciados d) y g) son equivalentes al
enunciado de que A es invertible, la demostracion estd completa. |

Nos hemos abstenido de agregar al teorema de la matriz invertible enunciados evidentes
acerca del espacio fila de A, ya que el espacio fila es el espacio columna de A”. Recuerde el
enunciado (1) del teorema de la matriz invertible, el cual afirma que A es invertible si y solo
si AT es invertible. Por lo tanto, cada enunciado en el teorema de la matriz invertible también
se puede establecer respecto de A”. Pero hacer esto duplicarfa la longitud del teorema y se
obtendria una lista jde mas de 30 enunciados!
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WEB

—— NOTA NUMERICA

Muchos algoritmos analizados en este libro son ttiles para comprender conceptos y
efectuar calculos sencillos a mano. Sin embargo, los algoritmos a menudo son inade-
cuados para los grandes problemas que surgen en la vida real.

La determinacién de un rango es un buen ejemplo. Tal vez parezca facil reducir
una matriz a la forma escalonada y contar los pivotes. Pero, a menos que se realice
aritmética exacta en una matriz cuyas entradas se especifiquen con exactitud, las opera-
ciones de fila pueden cambiar el rango aparente de una matriz. Por ejemplo, si el valor

5 7
de x en la matriz [ 5  |nose almacena exactamente como 7 en una computadora,

entonces el rango podria ser 1 o 2, dependiendo de si la computadora trata o no a
x — 7 como cero.

En las aplicaciones précticas, el rango efectivo de una matriz A con frecuencia se
determina a partir de la descomposicion en valores singulares de A, que se analizara
en la seccioén 7.4. Esta descomposicién también es una fuente confiable de bases para
Col A, Fila A, Nul A y Nul A”.

PROBLEMAS DE PRACTICA

Las matrices que se muestran a continuacién son equivalentes por filas.

2 -1 1 -6 8 1 -2 —4 3 =2
A = 1 -2 -4 3 =2 B = 0 3 9 —-12 12
-7 8 10 3 —10 | 10 0 0 0 0
4 -5 -7 0 4 0 0 O 0 0
1. Determine rango A y dim Nul A.
2. Encuentre bases para Col A y Fila A.
3. (Cudl es el siguiente paso a realizar con la finalidad de encontrar una base para Nul A?
4. ;Cuéntas columnas pivote estdn en una forma escalonada por filas de A7?
En los ejercicios 1 a 4, suponga que la matriz A es equivalente por r 2 6 —-6 6 3 6
filas a B. Sin hacer célculos, liste rango de A y dim Nul A. Luego, 34— -2 =3 6 -3 0 -6
encuentre las bases para Col A, Fila A y Nul A. : - 4 9 —-12 9 3 12 |’
_ -2 3 6 3 3 -6
—4 9 -7 = q
L A=|-1 2 -4 1] 2 666 3 6
¢ 10 7 p_|0 3 0 3 3 0
F1 0 -1 5 “{0o o0 o 0 3 0
s_lo o s & (0 0 0 0 0 O]
00 0 0 11 =2 0 1 =27
1 2 -3 0 -2 =3
1 3 4 -1 2] 4. A=|1 -1 0 o0 1 6 |,
2 4= 2 6 6 0 -3 1 -2 2 1 -3 0
(3 9 3 6 -3 1 =2 1 0 2 1]
|3 9 0 9 0] 1 1 -2 0 1 -2
M1 3 4 —1 27 0 1 -1 0o -3 -1
B— 0o 0 1 -1 1 B=|0 0 1 1 —-13 -1
10 0 0 0 -5 0 0 0 0 1 -1
(0 0 0 0 0 o 0 0 0 0 1




5. Si una matriz A de 4 x 7 tiene rango 3, determine dim Nul A,
dim Fila A y el rango de A”.

6. Si una matriz A de 7 x 5 tiene rango 2, determine dim Nul A,
dim Fila A y el rango de A”.

7. Suponga que una matriz A de 4 x 7 tiene cuatro columnas
pivote. ;Es Col A = R*? ;Es Nul A = R3? Explique sus
respuestas.

8. Supongamos que una matriz A de 6 x 8 tiene cuatro columnas
pivote. ;Cuil es la dim Nul A? ;Es Col A = R*? ;Por qué?

9. Si el espacio nulo de una matriz A de 4 x 6 es de dimensi6n 3,
(cudl es la dimensién del espacio columna de A? (Es Col A =
R3? ;Por qué?

10. Si el espacio nulo de una matriz A de 8 x 7 es de dimensién 5,
(cudl es la dimension del espacio columna de A?

11. Si el espacio nulo de una matriz A de 8 x 5 es de dimensi6n 3,
(cudl es la dimensidn del espacio fila de A?

12. Si el espacio nulo de una matriz A de 5 x 4 es de dimensi6n 2,
(cudl es la dimensidn del espacio fila de A?

13. Si A es una matriz de 7 x 5, ;cudl es el mayor rango posible
de A? Si A es una matriz de 5 x 7, ;cudl es el mayor rango posi-
ble de A? Explique sus respuestas.

14. SiA esunamatriz de 5 x 4, ;cudl es la mayor dimension posible
del espacio fila de A? Si A es una matriz de 4 x 5, jcudl es la
maéxima dimensién posible del espacio fila de A? Explique sus
respuestas.

15. SiA esunamatriz de 3 x 7, ;cudl es la menor dimensién posible
de Nul A?

16. Si A es una matriz de 7 x 5, ;cudl es la menor dimensidén posi-
ble de Nul A?

En los ejercicios 17 y 18, A es una matriz de m x n. Marque cada
enunciado como verdadero o falso. Justifique sus respuestas.

17. a) El espacio fila de A es el mismo que el espacio columna
de AT,

b) Si B es cualquier forma escalonada de A, y si B tiene tres
filas diferentes de cero, entonces las tres primeras filas de
A forman una base para Fila A.

¢) Las dimensiones del espacio fila y el espacio columna de A
son iguales, incluso si A no es cuadrada.

d) Lasuma de las dimensiones del espacio fila y el espacio nulo
de A es igual al nimero de filas en A.

e) En una computadora, las operaciones de fila pueden modi-
ficar el rango aparente de una matriz.

18. a) Si B es cualquier forma escalonada de A, entonces las co-
lumnas pivote de B forman una base para el espacio columna
de A.

b) Las operaciones de fila preservan las relaciones de depen-
dencia lineal entre las filas de A.

¢) La dimension del espacio nulo de A es el nimero de colum-
nas de A que no son columnas pivote.

d) El espacio fila de AT es igual que el espacio columna de A.

19.

20.

21.

22,

23.

24.

25.

26.
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e) SiAy B son equivalentes por filas, entonces sus espacios fila
son iguales.

Suponga que todas las soluciones de un sistema homogéneo de
cinco ecuaciones lineales con seis incégnitas son miltiplos
de una solucién diferente de cero. (El sistema necesariamente
tendra una solucién para cada posible eleccion de las constantes
en el lado derecho de las ecuaciones? Explique su respuesta.

Suponga que un sistema no homogéneo de seis ecuaciones li-
neales con ocho incdgnitas tiene una solucién, con dos variables
libres. ¢ Es posible cambiar algunas constantes en los miembros
derechos de las ecuaciones para hacer que el nuevo sistema sea
inconsistente? Explique su respuesta.

Suponga que un sistema no homogéneo de nueve ecuaciones
lineales con 10 incégnitas tiene una solucién para todas las po-
sibles constantes de los miembros derechos de las ecuacio-
nes. (Es posible encontrar dos soluciones diferentes de cero
del sistema homogéneo asociado que no sean mdltiplos una de
la otra? Analice.

(Es posible que todas las soluciones de un sistema homogéneo
de 10 ecuaciones lineales con 12 variables sean multiplos de
una solucién fija diferente de cero? Analice.

Un sistema homogéneo de 12 ecuaciones lineales con ocho in-
cognitas tiene dos soluciones fijas que no son miltiplos una de
la otra, y todas las demads soluciones son combinaciones lineales
de estas dos soluciones. ;Puede describirse el conjunto de todas
las soluciones con menos de 12 ecuaciones lineales homogé-
neas? Si es asi, ;con cudntas? Analice.

(Es posible que un sistema no homogéneo de siete ecuaciones
con seis incognitas tenga una solucién Unica para algiin con-
junto de constantes del miembro derecho? ;Es posible que este
sistema tenga una solucién tnica para cada miembro derecho?
Explique sus respuestas.

Un cientifico resuelve un sistema no homogéneo de 10 ecua-
ciones lineales con 12 incégnitas y encuentra que tres de las
incdgnitas son variables libres. ;Puede el cientifico estar seguro
de que, si se cambia el lado derecho de las ecuaciones, el nuevo
sistema no homogéneo tendrd una solucién? Analice.

En teoria estadistica, un requisito comun es que una matriz sea
de rango completo. Es decir, el rango debe ser tan grande como
sea posible. Explique por qué una matriz de m x n con mas filas
que columnas tiene rango completo si y solo si sus columnas
son linealmente independientes.

Los ejercicios 27 a 29 se refieren a una matriz A de m x n'y a lo que
con frecuencia se denomina los subespacios fundamentales deter-
minados por A.

217.

28.

29.

(Cudl de los subespacios Fila A, Col A, Nul A, Fila AT, Col AT
y Nul A7 estén en R™y cudles estén en R"? ;Cudntos subespa-
cios distintos estdn en esta lista?

Justifique las siguientes igualdades:

a) dimFilaA + dim Nul A = n  Numero de columnas de A
b) dim Col A + dim Nul AT = m Nimero de filas de A

Con base en el ejercicio 28, explique por qué la ecuacién

Ax = b tiene una solucién para toda b en R™ si y solo si la ecua-
cién Ax = 0 tiene solamente la solucién trivial.
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30. Suponga que A es m x n'y b estd en R™. ;Qué tiene que ser
verdad acerca del rangode [A  b] y el rango A para que la ecua-
cién Ax = b sea coherente?

Las matrices con rango 1 son importantes en algunos algoritmos
de computadora y varios contextos tedricos, incluyendo la des-
composicién en valores singulares del capitulo 7. Es posible demos-
trar que una matriz A de m x n tiene rango 1 si y solo si se trata
de un producto externo, es decir, A = uv’ por alguna u en R" y
v en R™ Los ejercicios 31 a 33 sugieren por qué esta propiedad
es verdadera.

2 a
31. Compruebe que el rangodeuv’ < Isiu=| -3 [yu=| b
5 c

|1 3 1 =341 _ 5
32. Seau—[z].EncuentrevenR talque|:2 _6 8:|—uv.

33. Sea A cualquier matriz de 2 x 3 tal que rango A = 1. Sea u
la primera columna de A, y suponga que u # 0. Explique
por qué hay un vector v en R3 tal que A = uv’. ;Cémo po-
dria modificarse esta construccidn si la primera columna de A
fuera cero?

34. Sea A una matriz de m x n de rango r > 0, y sea U una forma
escalonada de A. Explique por qué existe una matriz invertible
E tal que A = EU, y utilice esta factorizacién para escribir A
como la suma de r matrices con rango 1. [Sugerencia: Véase el
teorema 10 de la seccion 2.4].

35.

36.

37.

38.

7 -9 -4 5 3 -3 -7

-4 6 7 -2 -6 -5 5

[M] Sea A = 5 -7 -6 5 -6 2 8
-3 5 8 -1 -7 -4 8

6 8 -5 4 4 9 3

a) Construya matrices C y N, cuyas columnas son las bases
para Col A y Nul A, respectivamente, y construya una matriz
R cuyas filas formen una base para Fila A.

b) Construya una matriz M cuyas columnas formen una
base para Nul A, construya las matrices S = [RT N]y
T = [C M],y explique por qué Sy T deberian ser cua-
dradas. Compruebe que tanto S como 7 son invertibles.

[M] Repita el ejercicio 35 para una matriz aleatoria A de
6 x 7 con valores enteros y rango de 4 o menor. Una manera
de construir A es crear una matriz aleatoria J de 6 x 4 con
valores enteros y una matriz aleatoria K de 4 x 7 con valores
enteros, y establecer que A = JK. (Véase el ejercicio comple-
mentario 12 al final del capitulo; véase también la Guia de estu-
dio para los programas de generacion de matrices).

[M] Sea A la matriz del ejercicio 35. Construya una matriz C
cuyas columnas sean las columnas pivote de A, y construya una
matriz R cuyas filas sean las filas diferentes de cero de la forma
escalonada reducida de A. Calcule CR, y analice sus hallazgos.

[M] Repita el ejercicio 37 para tres matrices aleatorias A de
5 x 7 con valores enteros y rangos de 5, 4 y 3. Haga una con-
jetura acerca de cémo se relaciona CR con A para cualquier
matriz A. Demuestre su suposicion.

SOLUCIONES A LOS PROBLEMAS DE PRACTICA

1. A tiene dos columnas pivote, por lo que rango A = 2. Puesto que A tiene 5 columnas en

total, dim NulA =5 — 2 = 3.

2. Las columnas pivote de A son las dos primeras columnas. Por lo tanto, una base para

Col A es

{aj, a} =

Las filas diferentes de cero de B forman una base para Fila A, a saber, {(1, —2, —4,
3, —=2), (0, 3,9, —12, 12)}. En este ejemplo en particular, resulta que dos filas cuales-
quiera de A forman una base para el espacio fila, ya que el espacio fila es de dimensién
2 y ninguna de las filas de A es un multiplo de otra fila. En general, las filas diferentes
de cero de una forma escalonada de A se deberian utilizar como base para Fila A, y no

las filas de A.

3. Para Nul A, el siguiente paso es llevar a cabo operaciones de fila en B para obtener la
forma escalonada reducida de A.

4. Rango AT = rango A, de acuerdo con el teorema del rango, ya que Col AT = Fila A.
De manera que A7 tiene dos posiciones pivote.
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4.7 CAMBIO DE BASE

Cuando se elige una base 3 para un espacio vectorial V de dimensién n, el mapeo de coorde-
nadas asociado a R" proporciona un sistema de coordenadas para V. Se identifica cada x en V
tnicamente por su vector de B-coordenadas, [ x | B.'

En algunas aplicaciones, se describe un problema inicialmente usando una base B, pero
la solucién del problema se facilita cambiando 3 a una nueva base C. (Se dardn ejemplos en
los capitulos 5y 7). A cada vector se le asigna un nuevo vector de C-coordenadas. En esta
seccion se estudia como [x ], y [x ] se relacionan para todax en V.

Para visualizar el problema, considere los dos sistemas de coordenadas de la figura 1. En
la figura 1a), x = 3b; + by, mientras que en la figura 15), la misma x se muestra como x =

6¢; + 4c,. Es decir,
3 6
=7 v =[]

Nuestro problema es encontrar la conexion entre los dos vectores de coordenadas. El ejem-
plo 1 muestra cémo hacer esto, siempre que se conozca cémo se forman b; y b, a partir
dec;yecs.

3b

a) b)

FIGURA 1 Dos sistemas de coordenadas para el mismo espacio vectorial.

EJEMPLO 1 Considere dos bases B = {b;,by} y C = {¢1, ¢} de un espacio vectorial

V, de manera que
by =4¢ci+c; y by=-6¢; + ¢ (D
Suponga que
x =3b; + by )

Es decir, suponga que [X ], = |:i :| Encuentre [x] ..

SOLUCION Aplique el mapeo de coordenadas determinado por C a x en la ecuacién (2).
Puesto que el mapeo de coordenadas es una transformacion lineal,
[X]C = [3b1 + b2]c
=3[bi ], +[b2],

Podemos escribir esta ecuacidn vectorial como una ecuacién matricial, utilizando los vectores
en la combinacién lineal como las columnas de una matriz:

Xl =[0Il ][] G)

! Pienseen[x ] 1 como un “nombre” de x que lista los pesos utilizados para construir x como una combinacion lineal
de los vectores bdsicos en 3.
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Esta férmula da [ X ] ., una vez que se conocen las columnas de la matriz. A partir de (1),

=[] v o= 7]

Por lo tanto, la ecuacién (3) da la solucidn:
[x], = 4 —6([3]_|6
cCT 1 1f{1] |4
Las C-coordenadas de x coinciden con las de x en la figura 1. |

El argumento que se utiliza para deducir la férmula (3) se puede generalizar para obtener
el siguiente resultado. (Véase los ejercicios 15y 16).

TEOREMA 15 Sean B = {by,..., b,} y C = {ecy,..., ¢,} las bases de un espacio vectorial V. Entonces,
existe una tnica matriz c £B de n x n tal que

[x]e = P Ix], @

Las columnas de c £B son los vectores de C-coordenadas de los vectores en la base 5.
Es decir,

P =iy Ml o bl )

La matriz c 56 en el teorema 15 se denomina matriz de cambio de coordenadas de B
a C. La multiplicacién por c £B convierte a las B-coordenadas en las C-coordenadas.’

La figura 2 ilustra la ecuacién de cambio de coordenadas (4).

Vv
X
[ e [ 15
multiplicacion
[x]c < por P x5
CB
Rﬂ Rn

FIGURA 2 Dos sistemas de coordenadas para V.

Las columnas de c £6 son linealmente independientes porque son los vectores de coor-

denadas del conjunto linealmente independiente 5. (Véase el ejercicio 25 de la seccion 4.4).
Puesto que c £B es cuadrada, debe ser invertible, de acuerdo con el teorema de la matriz

invertible. Multiplicando por la izquierda ambos lados de la ecuacién (4) por (¢ (I_’B)—l se
obtiene

(Pp)7'[x], = [x],

2 Para recordar c6mo se construye la matriz, piense en c <—PB [x]s como en una combinacién lineal de las colum-

nas de c <—PB' El producto matriz-vector es un vector de C-coordenadas, de modo que las columnas de c <—PB

también deberian ser los vectores de C-coordenadas.
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Por lo tanto, (L)™' es la matriz que convierte las B-coordenadas en C-coordenadas.

Es decir,

(053)_1 = C£B (6)

Cambio de base en R”

Si B = {by,...,b,} y Eesla base estdndar {ey,..., e,} en R", entonces [b;]¢ = by, y lo mismo
para los otros vectores en B. En este caso, Z 1 €s igual a la matriz de cambio de coordenadas
Pp que se present6 en la seccion 4.4, a saber,

Pg=[b; by - byl

Para cambiar las coordenadas entre dos bases que no son estandar en R", se necesita el
teorema 15. El teorema demuestra que para resolver el problema de cambio de base, se nece-
sitan los vectores de coordenadas de la antigua base respecto de la nueva base.

EJEMPLO 2 Sean b, = [_?j|, b, = [:?}, ¢ = [_‘1‘], C = [_gi| y considere

las bases de R? dadas por B = {by, by} y C = {e¢;, ¢2}. Encuentre la matriz de cambio de
coordenadas de B aC.

SOLUCION La matriz c £B implica a los vectores de C-coordenadas de b; y by.

Sean [b; ], = |:2:|y [b2], = [i; i|.As1’, por definicidn,

o el i]=m v [a el 2]=m

Para resolver ambos sistemas simultaneamente, se aumenta la matriz de coeficientes con b,
y by, y se reduce por filas:

| 1 3:1-9 -5 Il 0 6 4
[e1 e i b b2]:[_4 511 —I}N[O 15 —3} @

mile=| | v tle=| 3]

La matriz del cambio de coordenadas deseada es, por consiguiente,

Asi,

Lo=lle Mml]=| ¢ 3] .

Observe que la matriz £B del ejemplo 2 ya apareci6 en la ecuacion (7). Esto no es
sorprendente, ya que la primera columna de £B resulta de reducir por filas [e; ¢, | bj] a

(1} [by] C], y de manera similar para la segunda columna de £B' Por lo tanto,
[e1 caiby ba]~[1] c£3]

Un procedimiento andlogo funciona para encontrar la matriz de cambio de coordenadas entre
dos bases cualesquiera en R”.
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4.7

EJERCICIOS

EJEMPLO 3 Seab; = ! , by = —2 , ¢ = -7 ,C = = , y considere las
-3 4 9 7

bases para R? dadas por B = {by, by} y C = {ci, ¢2}.

a) Determine la matriz de cambio de coordenadas de C a B.

b) Encuentre la matriz de cambio de coordenadas de B a C.

SOLUCION
a) Considere que , P, se necesita mds que , Py, y calcule

‘ 1 —2{-7 =51 [1 05 3
LI CZ]Z[—3 41 9 7}”[0 116 4]

Por lo tanto,

b) De acuerdo con el inciso @) y la propiedad (6) anterior (con B y C intercambiadas),

1 — _
C£B:(B£C)_1=§|:_2 2]=[_§ 2;;} ]

Otra descripcion de la matriz de cambio de coordenadas , £ 5 utiliza las matrices de
cambio de coordenadas Ppy P¢ que convierten a las coordenadas By C, respectivamente, en

coordenadas estandar. Recuerde que para cada x en R”,
Ps[xls =x, Pelxle=x y [xlc=Pc'x

Por lo tanto,

[Xlc = P 'x = P;' Ps[x]s

En R”, 1a matriz de cambio de coordenadas c f 5 S€ puede calcular como P; 1 Pi. En realidad,
para matrices mds grandes que 2 x 2, un algoritmo similar al del ejemplo 3 es mds rdpido que

calcular Py 'y luego Py ! Ps. Véase el ejercicio 12 en la secci6n 2.2.

PROBLEMAS DE PRACTICA

1. Sean F = {f}, £} y G = {g), g} bases para un espacio vectorial V, y sea P una ma-
triz cuyas columnas son [f;]g y [f2]g. (Cudl de las siguientes ecuaciones satisface P para
todaven V?

i [vlF=PIVlg ii. [vlg = P[vlr

2. Sean By C como en el ejemplo 1. Utilice los resultados de ese ejemplo para encontrar la
matriz de cambio de coordenadas de C a B.

1. Sean B = {by, by} y C = {cy, c;} bases para un espacio vecto- 2. Sean B = {by, by} y C = {¢y, ¢,} bases para un espacio vecto-
rial V'y suponga que b; = 6¢; — 2¢, y by = 9¢; — 4c,. rial V, y suponga que by = —2¢; + 4¢c, y by = 3¢; — 6¢;.
a) Encuentre la matriz de cambio de coordenadas de B a C. a) Encuentre la matriz de cambio de coordenadas de B a C.

b) Encuentre [x]c para x = —3b; + 2b,. Utilice el inciso a). b) Determine [x]c para x = 2b; + 3b,.



Sean U = {uj, up} y W = {w,, w,} bases para V, y sea P una
matriz cuyas columnas son [w;],, y [wo],,. (Cudl de las si-
guientes ecuaciones satisface P para toda x en V?

i. [x], = PIx],, ii. [x],, = PIxI,,
Sean A = {aj, a;, a3} y D = {d;, dy, d3} bases para V, y sea

P[[dl]A [dz]A [d3]A]. (Cudl de las siguientes ecuaciones sa-

tisface P para toda x en V?
i [x],=PIxl, ii. [x]p=P[x]a

Sean A = {aj, a5, a3} y B = {by, by, b3} bases para un espacio
vectorial V, y suponga que a; = 4b; — by, ay = —b; + by + b3,
ya; = b2 — 2b3.

a) Encuentre la matriz de cambio de coordenadas de A a B.
b) Determine [X], parax = 3a; + 4ay + a;.
Sean D = {d;, dy, d3} y F = {f}, 5, f3} bases para un espacio

vectorial V, y suponga que f; = 2d; — d, + d3, f;, = 3d, + ds,
yf3 = —3d1 + 2d3

a) Encuentre la matriz de cambio de las coordenadas de F a D.

b) Determine [X], parax = f; — 2f, + 2f;.

En los ejercicios 7 a 10, sean 5 = {by, by} y C = {¢y, ¢;} bases para
R2. En cada ejercicio, encuentre la matriz de cambio de coordenadas
de B a Cy la matriz de cambio de coordenadas de C a B.

10.

w=[m=[3)e=[ 4]e=[ 3]
we[]e=[Sle=[]e=[1]
NS HERH

n=[ )=o) =[3]e=[3]

En los ejercicios 11 y 12, By C son bases para un espacio vecto-
rial V. Marque cada enunciado como verdadero o falso. Justifique
sus respuestas.

11.

12.

13.

14.

a) Las columnas de la matriz de cambio de coordenadas c £
son vectores de B-coordenadas de los vectores en C.

B

b) Si V= R"y Ces labase estdndar para V, entonces C£B es
igual a la matriz de cambio de coordenadas Pp que se pre-
sentd en la seccion 4.4.

a) Las columnas de , P,

b) SiV=R? B = {by, by} yC= {c], ¢}, entonces la re-
duccién por filasde [e; ¢, by by]a[l P]produce una
matriz P que satisface [X],; = P[X], paratodaxen V.

son linealmente independientes.

En P», encuentre la matriz de cambio de coordenadas de la base
B={1—2t+ 1,3 — 5¢t+ 42 2t + 3t} a la base estandar
de C = {1, 1, 1?}. Luego, encuentre el vector de B-coordenadas
para —1 + 2¢.

En P,, encuentre la matriz de cambio de coordenadas de la
base B = {1 — 3%, 2 + t — 5t 1 + 2t} a la base estandar.
Luego, escriba > como una combinacién lineal de los polino-
mios en .
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Los ejercicios 15 y 16 brindan una demostracién del teorema 15.
Complete la justificacién para cada paso.

15.

16.

17.

18.

Dada v en V, existen escalares xj,..., X, tales que
V= X1b1 + bez + e+ X,,by,

porque a) . Aplique el mapeo de coordenadas determi-
nado por la base C, y obtenga

[vl, = xilbil, + xalbal, + =+ + x[b,],

porque b) . Esta ecuacién se puede escribir en la forma
X1

[Vle=[bile (B2l = [bulc]]| : ®)
xn

de acuerdo con la definicién de c) . Esto indica que

i P
la matriz c

L que se muestra en la ecuacién (5) satisface

vl = c £ B[V] 5 para toda v en V, porque el vector del lado

derecho en (8) es d) .
Suponga que Q es cualquier matriz de manera que
[vl,= Qlvl, paratodavenV &)

Establezca v = by en la ecuacién (9). Después (9) indica que
[by] c©s la primera columna de Q porque a) . De ma-
nera similar, para k = 2,..., n, la k-ésima columna de Q es
b) porque c¢) - Esto indica que la matriz , £ ;5 defi-
nida por (5) en el teorema 15 es la tnica matriz que satisface la

condicion (4).

[M] Sea B = {xq,..., X¢} ¥ C = {¥0,.-., Y6}, donde x es la
funcién cos® ¢ y y; es la funcién cos kz. El ejercicio 34 de
la seccién 4.5 mostré que tanto B como C son bases para el
espacio vectorial H = Gen {Xy,..., X¢}.

a) Sea P = [[yO]B

b) Explique por qué las columnas de P~! son los vectores de
C-coordenadas de X,..., X¢. Después, utilice estos vectores
de coordenadas para escribir identidades trigonométricas
que expresen potencias de cos f en términos de las funciones
en C.

(Y61 ] y calcule P71,

[M] (Se requiere cdlculo)® Recuerde de sus clases de célculo
que las integrales como

/(500s3t—6cos4t +5cos’t — 12cos’ 1) dt (10)

son tediosas de calcular. (El método habitual es aplicar inte-
gracién por partes varias veces y usar la férmula de la mitad del
dngulo). Utilice la matriz P o P~! del ejercicio 17 para trans-
formar (10), y después calcule la integral.

3 La idea de los ejercicios 17 y 18 y cinco ejercicios relacionados en las sec-
ciones anteriores provienen de un documento de Jack W. Rogers, Jr., de la
Universidad de Auburn, presentado en una reunién de la International Linear
Algebra Society, en agosto de 1995. Véase la seccién “Applications of Li-
near Algebra in Calculus”, American Mathematical Monthly 104 (1), 1997.
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19. [M] Sea b) Encuentre una base {w;, wo, w3} para R> tal que P es la
1 2 1 matriz de cambio de coordenadas de {vy, v5, v3} a {wy, wp,
P=|-3 -5 o], w3}
4 6 1 20. Sean B = {by, by}, C = {¢}, 2} y D = {d|, d,} y bases para
-2 -8 -7 un espacio vectorial de dimensién 2.
vi=| 2|, va=| 5|, vs=| 2 a) Escriba una ecuacién que relacione las matrices , £, P,

W
[\
@)}

Yo £ - Justifique su resultado.
3 - .

a) Encuentre una base {u;, up, u3} para R’ tal que P es la b) [M] Utilice un programa de matrices ya sea para ayudar-
matriz de cambio de coordenadas de {uy, uy, u3} a la base le a encontrar la ecuacién o para comprobar la ecuacién
{v1, v2, v3}. [Sugerencia: Pregiintese qué representan las que escribi6. Trabaje con tres bases de R2. (Véase los ejer-
columnas de , P . cicios 7 a 10).

SOLUCIONES A LOS PROBLEMAS DE PRACTICA

1. Como las columnas de P son vectores de coordenadas G, un vector de la forma Px debe
ser un vector de coordenadas G. Por lo tanto, P satisface la ecuacion ii.

2. Los vectores de coordenadas que se encuentran en el ejemplo 1 indican que

Lo=lbule l]=[] 7]

Por lo tanto,

B<+cC C<B 10 -1 4 -1 4

4.8 | APLICACIONES A LAS ECUACIONES EN DIFERENCIAS

Ahora que se dispone de poderosas computadoras, cada vez mds problemas cientificos y de
ingenieria se analizan utilizando datos discretos, o digitales, en lugar de datos continuos.
Las ecuaciones en diferencias con frecuencia son la herramienta adecuada para analizar
esos datos. Incluso cuando una ecuacién diferencial se utiliza para modelar un proceso con-
tinuo, a menudo se obtiene una soluciéon numérica a partir de una ecuacién en diferencias
relacionada.

En esta seccién se ponen de relieve algunas propiedades fundamentales de las ecuaciones
en diferencias lineales que se explican mejor utilizando el dlgebra lineal.

Senales discretas de tiempo

El espacio vectorial S de las sefales discretas de tiempo se presentd en la seccién 4.1.
Una sefial en S es una funcién definida solo con nimeros enteros y se visualiza como una
secuencia de nimeros, por ejemplo, {y;}. La figura 1 muestra tres sefiales tipicas cuyos tér-
minos generales son (.7)%, 1¥y (= 1)¥, respectivamente.

V= Tk

2 -1 0 1 2 2 -1 0 1 2 |—2|0|2|

FIGURA 1 Tres sefiales en S.
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Las sefiales digitales, desde luego, surgen en ingenieria de sistemas eléctricos y de con-
trol, pero secuencias de datos discretos también se generan en biologia, fisica, economia,
demografia y muchas otras dreas, donde se mide un proceso, o se muestrea, en intervalos
discretos de tiempo. Cuando se inicia un proceso en un momento especifico, a veces es con-
veniente representar una sefial como una secuencia de la forma (yg, yi, y2,...). Se supone que
los términos y; para k << 0 son cero o simplemente se omiten.

EJEMPLO 1 EI sonido cristalino de un reproductor de discos compactos proviene de
musica de la que se han tomado muestras a una velocidad de 44,100 veces por segundo. Véase
la figura 2. En cada medicién, la amplitud de la sefial de musica se registra como un niimero,
por ejemplo, y;. La musica original estd compuesta de muchos sonidos diferentes de diversas
frecuencias; sin embargo, la secuencia {y;} contiene suficiente informacién para reproducir
todas las frecuencias en el sonido hasta aproximadamente 20,000 ciclos por segundo, mas alla
de lo que el oido humano puede percibir. |

FIGURA 2 Datos muestreados a partir de una sefial
de musica.

Independencia lineal en el espacio S de las senales

Para simplificar la notacién, consideramos un conjunto de solo tres sefiales en S, por ejemplo,
{ur}, {vi} v {wi}. Son linealmente independientes precisamente cuando la ecuacion

ciuy + cvx + czwy =0 paratoda k €))]

implica que ¢; = ¢; = c3 = 0. La frase “para toda k” significa para todos los enteros: positi-
vos, negativos y cero. También se podria considerar que las sefiales comienzan con k = 0, por
ejemplo; en tal caso, “para toda k” significaria para todos los enteros mayores que o iguales
a cero (k = 0).

Suponga que cj, ¢, c3 satisfacen la ecuacién (1). Entonces la ecuacién (1) es vdlida
para cualesquiera tres valores consecutivos de k, por ejemplo, k, k + 1y k + 2. Asi, la ecua-
cién (1) implica que

ClUjk+1 + C2Vk41 + c3wi1 = 0  paratoda k

ClUk+42 + C2Vk42 + C3Wi+2 = 0 para toda k

Por lo tanto ¢y, ¢,, c3 satisfacen

U Vg Wy C1 0
Ukt1 Vi1 W41 | =10 para toda k 2)
Up+a  Uk2  Wi42 || €3 0

La matriz de coeficientes de este sistema se llama la matriz de Casorati de las sefiales, y
el determinante de la matriz se denomina casoratiano de {u;}, {vi} y {w}. Si la matriz de
Casorati es invertible, para al menos un valor de k, entonces la ecuacién (2) implicard que
c1 = ¢ = ¢3 = 0, lo que demuestra que las tres sefiales son linealmente independientes.
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Las sefiales 1%, (—2)Fy 3%,

2+

EJEMPLO 2 Compruebe que las sefiales 1%, (—2)* y 3* son linealmente independientes.
SOLUCION La matriz de Casorati es

lk (_2)k 3k
1k+1 (_2)k+l 3k+1
1k+2 (_2)k+2 3k+2

Con las operaciones de fila se puede demostrar muy ficilmente que esta matriz siempre es
invertible. Sin embargo, es mds rdpido sustituir k£ por un valor, por ejemplo, k = 0 y reducir
por filas la matriz numérica:

1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 -2 3(~]0 -3 2|~]0 =3 2
1 4 9 0o 3 8 0 0 10

La matriz de Casorati es invertible para k = 0. Por lo tanto, 1%, (—2)F y 3% son linealmente
independientes. u

Si una matriz de Casorati no es invertible, las sefiales asociadas que se estan sometiendo
a prueba pueden o no ser linealmente dependientes. (Véase el ejercicio 33). Sin embargo, es
posible demostrar que si todas las sefiales son las soluciones de la misma ecuacién en diferen-
cias homogénea (que se describe a continuacion), entonces la matriz de Casorati es invertible
para toda k y las sefiales son linealmente independientes, o bien, la matriz de Casorati no es
invertible para toda k y las sefiales son linealmente dependientes. En la Guia de estudio se
presenta una excelente demostracién utilizando transformaciones lineales.

Ecuaciones lineales en diferencias

Considerando los escalares ay,..., a,, con agy a, diferentes de cero, y dada una sefial {z;},
la ecuacion

A0Yk+n + A1 Ykn—1 + o+ Auo1 Y+ + anyr = zx  paratodak (3)

se llama una ecuacion lineal en diferencias (o relacion de recurrencia lineal) de orden n.
Para simplificar, a( con frecuencia se considera igual a 1. Si {z} es la secuencia cero, la ecua-
cion es homogénea; de lo contrario, la ecuacion es no homogénea.

EJEMPLO 3 En el procesamiento de sefial digital, una ecuacién en diferencias tal como
la ecuacidn (3) describe un filtro lineal, y ay,..., a, se denominan los coeficientes de filtro.
Si {yi} se trata como la entrada y {z;} como la salida, entonces las soluciones de la ecuacién
homogénea asociada son las sefales que se filtran hacia fuera y se transforman en sefial cero.
Vamos a alimentar dos sefiales diferentes en el filtro

35Yk42 + Syr+1 + 35y = 2z

Aqui, .35 es una abreviatura de +/2/4. La primera sefial se crea mediante el muestreo de
la sefial continua y = cos(7rt/4) para valores enteros de ¢, como en la figura 3a). La sefial
discreta es

{ve} ={...,cos(0),cos(w/4),cos(2r/4),cos(3r/4),...}

Para simplificar, se escribe +.7 en lugar de *+/2/2, de manera que
{ey=4{...,1,.7,0, =7, -1, =7, 0, .7, 1, .7, 0,...}
t

k=0

La tabla 1 muestra el célculo de la secuencia de salida {z;}, donde .35(.7) es una abreviatura
de (v/2/4)(+/2/2) = .25. La salida es {y;}, corrida un término.
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a) b)
FIGURA 3 Seiiales discretas con diferentes frecuencias.

TABLA 1 Calculo de la salida de un filtro

k Vi Yk+1 Y42 35 4 Sk + 3542 =
0 1 i 0 351 +.5(7) +.350) = 7
1 7 0o -7 35(7) +.50) +.35(-7)= 0
2 0o -7 -1 350)  + .5(=7) + .35(-1) =-7
3 -7 -1 =7 35(=7) + 5(=1) + .35(-.7) = —1
4 -1 =7 0 35(-1) + .5(-7) +.350) =-7
5 -7 0 i 35(=7) +.50) +.357) = O

Una sefal de entrada diferente se produce a partir de la mayor frecuencia de la sefial
y = cos(37t/4), que se muestra en la figura 3b). El muestreo a la misma tasa de antes produce
una nueva secuencia de entrada:

(web=4{...1,=7,0,.7, =1, 7,0, =7, 1, =7, 0,...}
t
k=0

Cuando se alimenta al filtro con {wy}, 1a salida es la secuencia cero. El filtro, conocido como
filtro pasa bajos, hace que {y;} pase, pero detiene a las sefiales de mayor frecuencia {w;}. W

En muchas aplicaciones, se especifica una secuencia {z;} para el lado derecho de una
ecuacion en diferencias (3), y una {y;} que satisface la ecuacion (3) se considera una solucién
de la ecuacion. El siguiente ejemplo ilustra como encontrar soluciones para una ecuacion
homogénea.

EJEMPLO 4 Soluciones de una ecuacién homogénea en diferencias a menudo tienen la
forma y; = r* para alguna r. Encuentre algunas soluciones de la ecuacién

Vi43 — 2Vk42 — 5¥k+1 + 6y =0 para toda k )

SOLUCION Se sustituye y* por 7* en la ecuacién y se factoriza el lado izquierdo:
P gkt gkl gk ) &)
rk(r3 —2r2—5r +6)=0

=D +2)(r—=3)=0 (6)

Como (5) es equivalente a (6), r¥ satisface la ecuacién en diferencias (4) si y solo si r satisface
(6). Asi, 1%, (—2)* y 3% son todas soluciones de (4). Por ejemplo, para comprobar que 3* es
una solucién de (4), calcule

k43 _ 9. 3kF2 5. 3kl 4 g 3k
=3527-18—15+6) =0 paratoda k [
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TEOREMA 16

TEOREMA 17

En general, una sefial distinta de cero r* satisface la ecuacién homogénea en diferencias
YVik4n + @1 Yk+n—1 +++ + ap—1Yk+1 + apyr = 0 paratoda k
si y solo si r es una raiz de la ecuacién auxiliar
a4+t a,r+a, =0

No vamos a considerar el caso en que r es una raiz repetida de la ecuacién auxiliar. Cuando
la ecuacion auxiliar tiene una raiz compleja, la ecuacion en diferencias tiene soluciones de la
forma s¥ cos kw y s* sen kw, para las constantes s y w. Esto sucedi6 en el ejemplo 3.

Conjuntos de soluciones de ecuaciones lineales
en diferencias

A partir de ay,..., a,, considere el mapeo T : S — S que transforma una sefial {y;} en una
sefal {wy} dada por

Wi = Yk+n T+ A1 Yk+n—1 + -+ an—1Yk+1 + @n Yk

Es facil comprobar que T es una transformacion /ineal. Esto implica que el conjunto solucién
de la ecuacién homogénea

Yi4n + A1 Yk4n—1 + -+ an—1Yk+1 +a,yr =0 paratodak

es el nicleo de T (el conjunto de las sefiales que 7" mapea en la sefial cero) y, por lo tanto, el
conjunto solucién es un subespacio de S. Cualquier combinacién lineal de soluciones es de
nuevo una solucion.

El siguiente teorema, un resultado sencillo, pero bésico, conducird a mayor informacién
acerca de los conjuntos solucién de ecuaciones en diferencias.

Sia, # 0y si {z} estd dada, la ecuacion
Vitn T @1Yktn—1 t 0 F Gpo1yk+1 T anyr = 2z paratoda k (7

tiene una tnica solucion siempre que se especifican yy,..., Y,—1-

DEMOSTRACION Si Y0s---» Yu—1 S€ especifican, utilice la ecuacién (7) para definir
Yn =20—[@1yn—1 + -+ an_1y1 + anyo]

Y ahora que yj,..., y, se especifican, utilice (7) para definir y, + ;. En general, utilice la rela-
cion de recurrencia
Yntk = Zk — [ @1 Vk4n—1 + -+ @nyi | ®)
para definir y,+, para k = 0. Para definir y; para k < 0, utilice la relacién de recurrencia
1 1
Yk = —Zr — a_[yk+n + a1 yisn—1 4+ F a1 yit1 ] ©
n n

Esto produce una sefial que satisface la ecuacion (7). A la inversa, cualquier sefial que satis-
face la ecuacidn (7) para toda k sin duda satisface las ecuaciones (8) y (9), por lo que la solu-
cion de la ecuacion (7) es unica. ]

El conjunto H de todas las soluciones de la ecuacion lineal homogénea en diferencias
de n-ésimo orden

Yitn T @1Yktn—1 + =+ + @n—1yk+1 + @y =0 paratoda k (10)

es un espacio vectorial de dimensién n.
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DEMOSTRACION Como se indicé antes, H es un subespacio de S porque H es el ni-
cleo de una transformacién lineal. Para {y;} en H, sea F{y;} el vector en R" dado por
(Yo, Y15-+-» Yn—1)- Es posible comprobar facilmente que F : H — R" es una transformacién
lineal. Dado cualquier vector (yg, yi,..., Ya—1) €n R”, el teorema 16 dice que hay una tnica
sefal {y;} en H tal que F{y;} = (o, ¥1,..., Yu—1). Esto significa que F es una transformacioén
lineal uno a uno de H sobre R”, es decir, F es un isomorfismo. Asi, dim H = dim R" = n.
(Véase el ejercicio 32 en la seccion 4.5). |

EJEMPLO 5 Encuentre una base para el conjunto de todas las soluciones a la ecuacién
en diferencias

Vk+3 — 2Vk+2 — Syk+1 + 6yx =0 paratoda k

SOLUCION Nuestro trabajo en dlgebra lineal jrealmente est4 rindiendo frutos ahora! Sabemos
a partir de los ejemplos 2 y 4 que 1%, (—2)* y 3% son soluciones linealmente independientes.
En general, puede ser dificil comprobar directamente que un conjunto de las sefiales genera el
espacio solucién. Pero eso no es problema en este caso, debido a dos importantes teoremas:
el teorema 17, que demuestra que el espacio solucién es exactamente de dimensién 3, y el
teorema de la base de la seccidn 4.5, el cual afirma que un conjunto linealmente independiente
de n vectores en un espacio de dimensién n es automaticamente una base. Asf, 1%, (=2)Fy 3*
forman una base para el espacio solucién. |

La solucién estdndar para describir la “solucién general” de la ecuacién en diferencias
(10) es mostrar una base para el subespacio de todas las soluciones. Dicha base se suele
denominar conjunto fundamental de soluciones de (10). En la practica, si se encuentran n
sefiales linealmente independientes que satisfagan (10), de manera automatica generaran el
espacio de soluciones de dimensién 7, como se explica en el ejemplo 5.

Ecuaciones no homogéneas
La solucién general de la ecuacién no homogénea en diferencias
Vitn + @1Yk4n—1 + -+ + @n1 Vi1 + @nyr = Zx - paratoda k Y

se puede escribir como una solucién particular de (11) mas una combinacion lineal arbitraria
de un conjunto fundamental de soluciones de la ecuacién homogénea correspondiente (10).
Este hecho es andlogo al resultado de la seccién 1.5 que muestra que los conjuntos solucién
de Ax = b y Ax = 0 son paralelos. Ambos resultados tienen la misma explicacién: el mapeo
X — Ax es lineal, y el mapeo que transforma la sefial {y;} en la sefial {z;} en (11) es lineal.
Véase el ejercicio 35.

EJEMPLO 6 Compruebe que la sefial y, = k? satisface la ecuacion en diferencias
Yk+2 — 4yk+1 + 3y = —4k  paratoda k 12)

Luego, encuentre una descripcion de todas las soluciones de esta ecuacion.
SOLUCION Sustituya y; por k2 en el lado izquierdo de (12):
(k +2)>—4(k + 1)* + 3k

= (k* 4 4k +4) — 4(k> + 2k + 1) + 3k>
= —4k

Asi, k? es de hecho una solucién de (12). El siguiente paso es resolver la ecuacién homogénea
Vi2 = 4Vk1 + 3y =0 13)
La ecuacién auxiliar es

PP—4r+3=0r—-1D@Fr-3)=0
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FIGURA 4

Conjuntos solucién de las
ecuaciones en diferencias
(12) y (13).

Las raices son r = 1, 3. Asi que dos soluciones de la ecuacién homogénea en diferencias son
1¥y 3. Evidentemente, no son miltiplos una de la otra, por lo que son sefiales linealmente
independientes. De acuerdo con el teorema 17, el espacio solucién es de dimension 2, de
manera que 3% y 1¥ forman una base para el conjunto de soluciones de la ecuacién (13). Al
trasladar ese conjunto mediante una solucidn particular de la ecuacién no homogénea (12), se
obtiene la solucién general de (12):

k2 +6‘11k +C23k (0] k2 +Cl +Cz3k

La figura 4 muestra una visualizacién geométrica de los dos conjuntos solucién. Cada punto
de la figura corresponde a una sefial en S. |

Reduccion a sistemas de ecuaciones de primer orden

Una forma moderna de estudiar una ecuacién en diferencias homogénea de n-ésimo orden es
remplazarla por un sistema equivalente de ecuaciones en diferencias de primer orden, escrito
en la forma

Xi+1 = AX; paratodak

donde los vectores x; estdn en R" y A es una matriz de n X n.
Un ejemplo sencillo de tal ecuacién en diferencias (con valor vectorial) se estudié ya en
la seccién 1.10. Otros ejemplos se tratardn en las secciones 4.9 y 5.6.

EJEMPLO 7 Escriba la siguiente ecuacién en diferencias como un sistema de primer
orden:

Vk+3 = 2Yk+2 — Syk+41 + 6yx = 0 para toda k

SOLUCION Para cada k, establezca

Yk
Xk = | Yk+1
Yi+2
La ecuacién en diferencias dice que yix4+3 = —6yx + 5Vk+1 + 2Yk+2, por lo que
Vi1 0 + yk+1+0 0 1 0|
Xk+1 = | Y42 | = 0 +0 4+ Yi+2 | = 0 0 1 Vi+1
V3 =6k + 5yk+1 + 2Yi42 =65 2] Yk
Es decir,
0 1 0
Xr+1 = AX; paratodak, donde A = 0O 0 1 [ ]
-6 5 2

En general, la ecuacién
Vietn + @1 Yign—1 + -+ + ap—1 Vi1 + anyr = 0 paratoda k

se puede rescribir como X;+; = AX; para toda k, donde

0 1 0 . 0
Yk 0 0 1 0
Yi+1 . .
Xp = ) , A= : . :
’ 0 0 0 1
Yik+n—1

—dy —4p—1 —dp—2 e TaAq
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PROBLEMA DE PRACTICA

. ~ k k .
Es posible demostrar que las sefiales 2k 3k sen 7”, y 3k cos 7” son soluciones de

Yi+3 — 2Vk+2 + k41— 18y =0

Demuestre que estas sefiales forman una base para el conjunto de todas las soluciones de la

ecuacion en diferencias.

4.8 EJERCICIOS

Compruebe que las sefiales de los ejercicios 1 y 2 son soluciones de
la ecuacion en diferencias correspondiente.

L 25 (=% yeqo + 2041 — 8y =0
2. 55 (=55 yig2—25m =0

Demuestre que las sefiales en los ejercicios 3 a 6 forman una base
para el conjunto solucién de la ecuacién en diferencias correspon-
diente.

3. Las sefiales y la ecuacién en el ejercicio 1
4. Las seiiales y la ecuacion en el ejercicio 2
5. (2% k(=2)%: yiga + 4y + 4y =0
6. 4% cos (%”), 4% sen (%”), Vg2 + 16y, =0

En los ejercicios 7 a 12, suponga que las sefiales listadas son solucio-
nes de la ecuacion en diferencias dada. ;Las sefiales forman una base
para el espacio solucién de la ecuacién? Justifique sus respuestas
usando los teoremas adecuados.

7. 15,25, (=2)%; yis — Yir2 — 4yit1 + 4y = 0
8. (=X, 2%, 3% yiys — 4yiqo + Lk + 6y =0
9. 2F 5kcos (%”),Sk sen (%”),
Y43 = 2Yk42 + 25Vk41 — S0y, =0
10. (=2)%, k(=2), 3% yigs + Yoo = 8ya1 — 1204 = 0
1L (=15, 2% yiqs = 3yka + 4y =0
12. 35 (=2)%; yiqa — 13y542 + 36y, = 0

En los ejercicios 13 a 16, encuentre una base para el espacio soluciéon
de la ecuacién en diferencias. Demuestre que las soluciones que en-
cuentre generan al conjunto solucién.

13 yito—Yet1+ 50 =0 140 yiga =541+ 6y =0

15. 6yito + Yi+1 =2y =0 16, yr42—25y, =0

Los ejercicios 17 y 18 se refieren a un modelo sencillo de la econo-
mia nacional descrito por la ecuacién en diferencias

Yk—‘,—z —a(l +b)Yk+1 +abYk =1 (14)

Aqui Y es el ingreso nacional total durante el afio k, a es una
constante menor que 1, que se llama propension marginal al consu-
mo, y b es una constante de ajuste positiva que describe como los
cambios en el gasto de consumo afectan la tasa anual de inversién
privada.!

17. Determine la soluciéon general de la ecuacién (14) cuando
a=9yb= %. (Qué pasa con Y; conforme k aumenta?
[Sugerencia: En primer lugar, encuentre una solucién particu-
lar de la forma Y; = T, donde T es una constante, llamada el
nivel de equilibrio del ingreso nacional].

18. Determine la solucién general de la ecuacién (14), cuando
a=9yb=.5.

I Por ejemplo, véase Discrete Dynamical Systems, de James T. Sandefur
(Oxford: Clarendon Press, 1990), pp. 267-276. El modelo original acelera-
dor-multiplicador se atribuye al economista P. A. Samuelson.
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Una viga ligera en voladizo estd soportada en los puntos N espa-
ciados por una distancia de 10 ft, y se coloca un peso de 500 1b en
el extremo de la viga, a 10 ft del primer soporte, como se muestra
en la figura. Sea y; el momento flector en el k-ésimo soporte. Lue-
g0, y; = 5000 ft-1b. Suponga que la viga estd rigidamente sujeta al
N-ésimo soporte y el momento flector ahi es cero. En medio, los
momentos satisfacen la ecuacion de tres momentos

Vits + 441+ v =0 parak =1,2,...,N =2

19.

20.

21.

22.

15)

Momentos flectores en una viga en voladizo.

Determine la solucién general de la ecuacidn en diferencias
(15). Justifique su respuesta.

Encuentre la solucién particular de la ecuacién (15) que satisfa-
ce las condiciones frontera y; = 5000 y yy = 0. (La respuesta
implica a N).

Cuando se produce una sefial a partir de una secuencia de me-
diciones efectuadas en un proceso (una reaccién quimica, un
flujo de calor a través de un tubo, un brazo robot en movi-
miento, etcétera), la sefial, por lo general, contiene ruido alea-
torio producido por errores de medicién. Un método estandar
de procesamiento previo de los datos para reducir el ruido es
suavizar o filtrar los datos. Un sencillo filtro es un promedio
movil que sustituye cada y; por su promedio con los dos valores
adyacentes:

Ykttt 2y + tymr =2k parak=1,2,...
Suponga que una sefial yi, para k = 0,..., 14, es
9,517,3,2,4,6,5,7,6,8,10,9,5,7

Utilice el filtro para calcular zj,..., z13. Trace una grafica de
linea discontinua que se superponga a la sefial original y a la
sefial suavizada.

Sea {y;} la secuencia producida por la toma de muestras de se-

fial continua 2 cos ”7’ + cos 3%’ ent=0,1,2,...,como se indica

en la figura. Los valores de y;, empezando con k = 0, son
3,.7,0,-.7,-3,-.7,0,.7,3,.7,0, ...

donde .7 es una abreviatura de +/2/2.

a) Calcule la sefial de salida {z;} cuando {y;} alimenta al filtro
del ejemplo 3.

b) Explique cémo y por qué la salida en el inciso a) estd rela-
cionada con los célculos del ejemplo 3.

- o 3m
y=2cos 4 tcos g

3nt

Datos de la muestra de 2 cos Z- + cos 3*

Los ejercicios 23 y 24 se refieren a una ecuacion en diferencias de la
forma yx; — ay, = b, para constantes adecuadas a y b.

23.

24.

Un préstamo de $10,000 tiene una tasa de interés del 1% men-
sual y requiere un pago mensual de $450. El préstamo se realiza
en el mes k = 0, y el primer pago se realiza un mes después, en
k= 1.Parak =0, 1, 2,..., sea y, el saldo insoluto del préstamo
justo después del k-ésimo pago mensual. Asf,

10,000 + (.01)10,000 — 450
Saldo Intereses Pago
adeudado  agregados

o=
Nuevo
saldo

a) Escriba una ecuacion en diferencias satistecha por {y;}.

b) [M] Cree una tabla que muestre k, y el saldo y; al mes k.
Liste el programa o los tecleos (las instrucciones) para crear
la tabla.

¢) [M] (Cual es el valor de k cuando se efectda el dltimo pago?
(De cudnto serd el tltimo pago? ;Cudnto dinero en total
pagé el deudor?

En el tiempo k = 0, con una inversién inicial de $1000 se abre
una cuenta de ahorros que paga el 6% de interés anual con ca-
pitalizacién mensual. (La tasa de interés mensual es de .005).
Cada mes después de la inversion inicial, se agregan $200 a la
cuenta. Parak =0, 1, 2,..., sea y; la cantidad que hay en la cuen-
ta al momento k, justo después de que se hace un depdsito.

a) Escriba una ecuacidn en diferencias que satisfaga {y;}.

b) [M] Cree una tabla que muestre &, y la cantidad total en la
cuenta de ahorros en el mes &, para k = 0 a 60. Liste su pro-
grama o los tecleos (las instrucciones) que utilizé para crear
la tabla.

¢) [M] ;Cudnto habrd en la cuenta después de dos afios (es de-
cir, 24 meses), cuatro afios, y cinco afios? ;Qué parte del
total a los cinco afios correspondera a los intereses?

En los ejercicios 25 a 28, demuestre que la sefial dada es una solu-
cién de la ecuacidn en diferencias. Luego, determine la solucién ge-
neral de esa ecuacién en diferencias.

25.
26.
27.
28.

Vi =k Yigo +3yk41 — 4y =7+ 10k
Vi =14k yiyo — 6yiq1 + 5y = —4
Ve =k =20 yrpo— 4y =8-3k

Vi = 14 2k; ypqo — 25y = —48k — 20



Escriba las ecuaciones en diferencias en los ejercicios 29 y 30 como
sistemas de primer orden, X;+; = AX;, para toda k.

29, Yita + 3Vi+3 — 8yit2 + 6ykr1 — 2y, =0
30. yi4+3—5yk4+2+8yr =0

31. ;La siguiente ecuacidn en diferencias es de orden 3? Explique
su respuesta.

Yi+3 + 5Vk+42 + 6yk41 =0

32. ;Cuadles el orden de la siguiente ecuacion en diferencias? Expli-
que su respuesta.
Vi3 + @1Yet2 + @ yi+1 +azyre =0

33. Seay, = k*y z = 2k|k|. ;Las sefiales {y;} y {z} son lineal-

mente independientes? Evalie la matriz de Casorati C(k) aso-
ciadaparak =0,k = —1y k = —2, y analice sus resultados.

34. Sean f, g y h, funciones linealmente independientes definidas
para todos los nimeros reales, y construya tres sefiales por mues-
treo de los valores de las funciones de los niimeros enteros:

we = f(k),  w=gk), we=hk)

35.

36.

37.
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(Es necesario que las sefiales sean linealmente independientes
en S? Analicelo.

Sean a y b nimeros diferentes de cero. Demuestre que el mapeo
T definido por T{yx} = {wx}, donde

W = Y42 + ayi+1 + byx

es una transformacioén lineal de S en S.

Sea V un espacio vectorial, y sea T : V — V una transformacién
lineal. Dada z en V, suponga que x, en V satisface T(x,) = z,

y sea u cualquier vector en el nicleo de 7. Demuestre que
u + x, satisface la ecuacion no homogénea 7(x) = z.

Sea Sy el espacio vectorial de todas las secuencias de la forma
(Yo, Y1, ¥2,---), y defina las transformaciones lineales Ty D de Sy
dentro de Sy por

T(o,y1i,¥2,.-.) = (Y1, ¥2. 3, .. )
D(yo, y1,y2,---) = (0, y0, y1, y2, .. .)

Demuestre que 7D = [ (la transformacién identidad en Sgp) y
que, sin embargo, DT # 1.

SOLUCION AL PROBLEMA DE PRACTICA

Examine la matriz de Casorati:

C(k) =

2k
k41

2k+2

3k sen’% 3% cos 1%

3k+1 gen (k+Dm 3k+1 cog (k+Dr
2 2

3k+2

sen

M% 3%+2 cos

(k+2)m
2

Sea k = 0y reduzca por filas la matriz para comprobar que tiene tres posiciones pivote y que,

por lo tanto, es invertible:

C(0) =

4

0 1 1 0 1
2 3 0f~(0 3 =2
0 -9 0 0 -13

La matriz de Casorati es invertible en kK = 0, por lo que las sefiales son linealmente inde-
pendientes. Puesto que hay tres sefiales, y el espacio solucién H de la ecuacién en diferencias
es de dimension 3 (teorema 17), las sefiales forman una base para H, de acuerdo con el teo-

rema de la base.

4.9 | APLICACIONES A CADENAS DE MARKOV

Las cadenas de Markov descritas en esta seccion se utilizan como modelos matematicos de
una amplia variedad de situaciones en biologia, negocios, quimica, ingenieria, fisica y otros
campos. En cada caso, el modelo se utiliza para describir un experimento o una medicién
que se realiza muchas veces de la misma manera, cuando el resultado de cada ensayo del
experimento serd uno de varios posibles resultados especificados, y depende solo del ensayo

inmediato anterior.

Por ejemplo, si la poblacién de una ciudad y sus suburbios se midieran cada afio, enton-

ces un vector tal como

o[
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95

podria indicar que el 60% de la poblacién vive en la ciudad y el 40% en los suburbios.
Los decimales en Xy suman 1, ya que dan cuenta de toda la poblacién de la regién. Los por-
centajes son mds convenientes para nuestros propdsitos en este momento que los totales de
poblacion.

Un vector con entradas no negativas que suman 1 se llama vector de probabilidad.
Una matriz estocastica es una matriz cuadrada cuyas columnas son vectores de probabili-
dad. Una cadena de Markov es una secuencia de vectores de probabilidad de xo, X, Xp,...,
junto con una matriz estocdstica P, tal que

X1 = PXg, X2 = Px;, X3 = Pxp,
Asfi, la cadena de Markov se describe mediante la ecuacion en diferencias de primer orden
Xi+1 = Pxy parak=0,1,2,...

Cuando una cadena de Markov de vectores en R” describe un sistema o una serie de
experimentos, las entradas en x; listan, respectivamente, las probabilidades de que el sistema
esté en cada uno de los n posibles estados, o las probabilidades de que el resultado del expe-
rimento sea uno de los n posibles resultados. Por esta razén, x; con frecuencia se llama un
vector de estado.

EJEMPLO 1 En la seccién 1.10 se examiné un modelo para los movimientos de pobla-
cion entre una ciudad y sus suburbios. Véase la figura 1. La migracién anual entre estas dos
partes de la zona metropolitana se regia por la matriz de migracion M:

De:
Ciudad Suburbios De:

M 95 .03 Ciudad
—1.05 .97 Suburbios

Es decir, cada afio el 5% de la poblacién de la ciudad se muda a los suburbios, y el 3% de la
poblacién de los suburbios se muda a la ciudad. Las columnas de M son vectores de probabili-
dad, por lo que M es una matriz estocdstica. Suponga la poblacién de la regién en el afio 2000
era de 600,000 en la ciudad y de 400,000 en los suburbios. Entonces, la distribucién inicial de
la poblacién en la region estd dada por xg en la ecuacion (1) anterior. ;Cudl es la distribucién
de la poblacién en el afio 20017 ;Y en 2002?

Suburbios

05

03

FIGURA 1 Migracién porcentual anual entre la ciudad y los suburbios.

SOLUCION En el ejemplo 3 de la seccién 1.10, vimos que después de un afio, el vector de

600,000

poblacion [ 400,000

:| cambid a

.95 .03 || 600,000 | | 582,000
.05 .97 || 400,000 | — | 418,000
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Si dividimos ambos lados de esta ecuacion entre la poblacion total de un millén y considera-
mos el hecho de que kMx = M(kx), se encuentra que

95 .03 || .600 | [ .582
.05 .97 || .400 | — | 418

'582:| da la distribucién de la poblacién en 2001. Es decir, el 58.2% de la

418

regién vivia en la ciudad y el 41.8% vivia en los suburbios. Del mismo modo, la distribucién
de la poblacién en el afio 2002 se describe por un vector X, donde

95 037[.5827 _[.565
Xz_MXl_[.OS .97}[.418]_[.435] "

EJEMPLO 2 Suponga que el resultado de la votacién durante las elecciones de un con-
greso en un distrito de votacién est4 representado por un vector x en R3:

El vector x; = |:

% de votacion por los demécratas (D)
% de votacién por los republicanos (R)
% de votacion por los liberales (L)

X =

Suponga que se registra el resultado de las elecciones al congreso cada dos afios mediante
un vector de este tipo y que el resultado de una eleccién solo depende de los resultados de
la eleccidn anterior. Entonces, la secuencia de los vectores que describen los votos cada dos
afios puede ser una cadena de Markov. Como un ejemplo de una matriz estocdstica P para
esta cadena, tomamos

De:
D R L A:
70 .10 .30 D
P=1.20 .80 .30 R
10 .10 .40 L

Las entradas en la primera columna, denotada como D, describen qué van a hacer en las
proximas elecciones las personas que votaron por los demdcratas en una eleccion. Aqui su-
pusimos que el 70% votard de nuevo por los demdcratas en las préximas elecciones, el 20%
votard por los republicanos, y el 10% dard su voto a los liberales. Similares interpretaciones
valen para las otras columnas de P. Un diagrama de esta matriz se presenta en la figura 2.

.70 .80
.20
Votacién por > Votacién por
demdcratas < republicanos
.10
30 .10 .10 30

Votacién por
liberales

FIGURA 2 Cambios en la votacién de una eleccién
a la siguiente.
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Si los porcentajes de “transicién” se mantienen constantes a lo largo de muchos afios
de una eleccién a otra, entonces la secuencia de los vectores que dan los resultados de la
votacién constituye una cadena de Markov. Suponga que el resultado de una eleccién esta
dado por

Determine el resultado probable de la siguiente eleccién y el resultado probable de la eleccién
posterior.

SOLUCION El resultado de la siguiente eleccién se describe mediante el vector de estado x,
y el de la eleccidn posterior por X,, donde

70 .10 307 [ .55 .440 El 44% votaréa por D
x; = Pxp=1] .20 .80 .30 40 | = | 445 El 44.5% votard por R
10 .10 .40 || .05 | | 115 El 11.5% votaré por L
70 .10 .30 7] [ 440 ™ .3870 El 38.7% votard por D
X, =Px; =] .20 .80 .30 445 | = | .4785 El 47.8% votara por R
00 .10 .40 || 115 | 1345 El 13.5% votaré por L

Para entender por qué x;, efectivamente, da el resultado de las préximas elecciones, su-
ponga que 1000 personas votaron en la “primera” eleccién, con 550 votos a favor de D, 400
votos a favor de R y 50 votos a favor de L. (Véase los porcentajes en X). En la siguiente
eleccidn, el 70% de los 550 votaran de nuevo por D, el 10% de los 400 cambiara su voto de
RaD,yel 30% de los 50 cambiard de L a D. De esta forma, el total de votos para D sera

.70(550) + .10(400) + .30(50) = 385 + 40 + 15 = 440 )

Asi, el 44% de la préxima votacidn serd a favor del candidato demdcrata. El célculo en (2)
es, en esencia, el mismo que se utilizé para calcular la primera entrada en x;. Se podrian
hacer célculos andlogos para las otras entradas en X, para las entradas en X,, y asi suce-
sivamente. [ ]

Predicciones del futuro lejano

El aspecto més interesante de las cadenas de Markov es el estudio del comportamiento a largo
plazo de una cadena. Por ejemplo, ;qué se puede decir en el ejemplo 2 de la votacién después
de que han pasado muchas elecciones (suponiendo que la matriz estocastica dada contintie
describiendo los porcentajes de transicion de una eleccién a la siguiente)? O, ;qué sucede
con la distribucién de la poblacién en el ejemplo 1 “a largo plazo”? Antes de responder estas
preguntas, veamos un ejemplo numérico.

S5 023 1
EJEMPLO 3 SeaP=|.3 .8 .3 |yxo=| 0 | Considere un sistema cuyo estado
2 0 4 0

estd descrito por la cadena de Markov x;+; = PX;, para k = 0, 1,... ;Qué sucede con el
sistema a medida que transcurre el tiempo? Para averiguarlo, calcule los vectores de es-
tado de x,..., Xis.
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SOLUCION

5 2 37[1 5

x;=Pxo=|.3 8 3[l0o]|=]3
|2 0 4]]0 2
5 2 370[.5 37

Xy = PX] = 3 .8 3 3 = 45
|2 0 4|2 .18
5 2 37[.37 329

x3;=Px,=|.3 .8 3||.45]|=].525
|2 0 4][.a8 146

Los resultados de los cdlculos posteriores se muestran a continuacion, con las entradas redon-
deadas a cuatro o cinco cifras significativas.

[.3133 ] [.3064 ] [.3032] [.3016 ]

X4 = | .5625 |, xs = | .5813 |, X = | .5906 |, x; = | .5953
| 1242 | | 1123 ] | 1062 | | 1031 |
[.3008 ] [.3004 ] [.3002 ] [.3001 ]

Xg = 5977 s X9 = .5988 s X10 = .5994 , X11 = .5997
| 1016 | | 1008 | | 1004 | | 1002 |
[.30005 [.30002 [.30001 [.30001

X2 = .59985 , X133 = .59993 , X4 = .59996 , X|5 = .59998
| -10010 | 10005 | 10002 | 10001

3
Estos vectores parecen acercarse a q = | .6 |. Las probabilidades son dificiles de cambiar

.1

de un valor de k al siguiente. Observe que el siguiente cdlculo es exacto (sin errores de
redondeo):

5 2 3 3 A5 4 .12 + .03 30
Pq=|3 8 3 6| =|.09+.48+.03 |=]|.60=q
2 0 4 .1 064+ 0 + .04 .10

Cuando el sistema estd en estado q, no hay ninglin cambio en el sistema de una medicién a
la siguiente. |

Vectores de estado estable

Si P es una matriz estocdstica, entonces un vector de estado estable (o vector de equilibrio)
de P es un vector de probabilidad q tal que

Pq=gq

Es posible demostrar que toda matriz estocastica tiene un vector de estado estable. En el
ejemplo 3, q es un vector de estado estable de P.

EJEMPLO 4 El vector de probabilidad q = [gg

la matriz de migracién de poblacién M en el ejemplo 1, porque

Mq = [.95 .O3j||:.375] _ [.35625 + .01875i| _ [.375] —q -

} es un vector de estado estable para

.05 97| .625 .01875 + .60625 .625
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Si el total de la poblacién de la regién metropolitana en el ejemplo 1 es de 1 millén, en-
tonces q del ejemplo 4 corresponderia a tener 375,000 personas en la ciudad y 625,000 en los
suburbios. Al final de un afio, la emigracion de la ciudad seria (.05)(375,000) = 18,750 perso-
nas, y la inmigracion a la ciudad proveniente de los suburbios seria (.03)(625,000) = 18,750
personas. Como resultado, la poblacién de la ciudad seguiria siendo la misma. Asimismo, la
poblacién de los suburbios se mantendria estable.

El siguiente ejemplo muestra cémo encontrar un vector de estado estable.

.6

EJEMPLO 5 SeaP = |: 4

3
7 i| Encuentre un vector de estado estable para P.

SOLUCION En primer lugar, se resuelve la ecuacién Px = x.

Px—x=0
Px—Ix =0 Recuerde de laseccion 1.4 que Ix = X.
(P-Dx=0

Para la P anterior,

e M B P iy

Para encontrar todas las soluciones de (P — I)x = 0, se reduce por filas la matriz aumentada:
-4 3 0 -4 3 0 1 -3/4 0
4 -3 0 0 0 O 0 0 0

. . 3/4
Entonces x| = %xz y x es libre. La solucion general es x; |: { }

A continuacion, se elige una base sencilla para el espacio solucién. Una eleccion evi-

3/4 . S . 3 .
dente es 1 |» pero una mejor opcidn, sin fracciones, es w = 4 (correspondiente

ax, =4).

Por tdltimo, encuentre un vector de probabilidad en el conjunto de todas las soluciones de
Px = x. Este proceso es ficil, ya que cada solucién es un multiplo de la solucién w anterior.
Divida w entre la suma de sus entradas para obtener

a=[ 7]

Para comprobar, calcule

» __[6/10 3/u)}[3/7} __[18/70—%12/70] __[30/70} 3 .
= 14710 7710|477 |7 | 12/70 +28/70 | T | 40/70 | T ¢

El siguiente teorema demuestra que lo que sucedié en el ejemplo 3 es caracteristico de
muchas matrices estocasticas. Decimos que una matriz estocastica es regular si alguna poten-
cia de la matriz P* contiene solo entradas estrictamente positivas. Para P en el ejemplo 3,

37 26 .33
Pr=| 45 70 .45
18 .04 22

Ya que cada entrada en P es estrictamente positiva, P es una matriz estocdstica regular.

Ademais, se dice que una secuencia de vectores {X;: k = 1, 2,...} converge a un vector
q conforme k — o si las entradas en x; se pueden acercar tanto como se desee a las entradas
correspondientes en q al hacer a k suficientemente grande.
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TEOREMA 18 Si P es una matriz de n X n estocdstica regular, entonces P tiene un Unico vector
de estado estable q. Ademds, si X, es cualquier estado inicial y una x;+; = Px; para
k=0,1,2,..., entonces la cadena de Markov {x;} converge a q conforme k — c°.

Este teorema se demuestra en los libros que analizan cadenas de Markov. La parte sor-
prendente del teorema es que el estado inicial no tiene ningtin efecto sobre el comportamiento
a largo plazo de la cadena de Markov. Se verd més adelante (en la seccién 5.2) por qué esto es
cierto para varias matrices estocdsticas estudiadas aqui.

EJEMPLO 6 En el ejemplo 2, ;qué porcentaje de los electores tienden a votar por el
candidato republicano en alguna eleccién muchos afios después a partir de ahora, suponiendo
que el resultado de las elecciones forman una cadena de Markov?

SOLUCION Para los cilculos a mano, el enfoque equivocado es elegir algiin vector inicial
X( y calcular x,..., X; para algtin valor grande de k. No hay manera de saber cudntos vectores
habra que calcular, y no se puede estar seguro de los valores limite de las entradas en x;.

El enfoque correcto es calcular el vector de estado estable y, luego, recurrir al teorema
18. Dado P como en el ejemplo 2, se forma P — [ restando 1 de cada entrada diagonal en P.
Después se reduce por filas la matriz aumentada:

-3 1 3 0
[(P=1) 0]=| 2-2 3 0
1 1-6 0

Recuerde, de trabajos anteriores con decimales, que el célculo se simplifica al multiplicar
cada fila por 10.!

-3 1 3 0 1 0 —-9/4 0
2 -2 3 0|~]0 1 =15/4 0
1 1 -6 0 0O O 0O O
La solucién general de (P — )x = 0 es x; = %X3, Xy = %)@ y x3 es libre. Eligiendo x3 = 4,

se obtiene una base para el espacio solucién cuyas entradas son enteros, y a partir de ello se
encuentra facilmente el vector de estado estable cuyas entradas suman 1:

9 9/28 32
w=|15]y q=|15/28 |~ | .54
4 4/28 14

Las entradas en q describen la distribucién de los votos en una eleccidn que se celebrara den-
tro de muchos afios (suponiendo que la matriz estocdstica continta describiendo los cambios
de una eleccién a otra). Asi, finalmente, alrededor del 54% de los votos serdn para el candida-
to republicano. |

! Advertencia: No solo multiplique P por 10. En vez de ello, multiplique la matriz aumentada para la ecuacién
(P — Dx = 0por 10.



260 CAPITULO 4 Espacios vectoriales

4.9 EJERCICIOS

1. Un pueblo remoto y pequefio recibe transmisiones de radio

—— NOTA NUMERICA

Quizas haya notado que si Xz = Px; parak =0, 1,... entonces
x> = Px; = P(Pxo) = P%x,,

y, en general,
x; = Pkxq parak =0, 1,...

Para calcular un vector especifico, tal como x3, se necesitan menos operaciones arit-
méticas para calcular X;, X, y X3, mds que P> y P3x,. Sin embargo, si P es pequeifia,
por ejemplo, 30 x 30, el tiempo de célculo de la maquina es insignificante con am-
bos métodos, y tal vez se prefiera un comando para calcular P3x,, ya que requiere
teclear menos.

PROBLEMAS DE PRACTICA

Suponga que los habitantes de una regién metropolitana se desplazan de acuerdo con las
probabilidades de la matriz de migracién M del ejemplo 1, y que se elige un residente “al
azar”. Entonces, un vector de estado para un afio determinado se puede interpretar como
un indicador de las probabilidades de que la persona sea residente de la ciudad o de los
suburbios en ese momento.

a) Suponga que la persona elegida es un residente de la ciudad ahora, de manera que
X) = [ (1)i| (Cudl es la probabilidad de que esa persona viva en los suburbios el

afio préximo?

b) (Cuadl es la probabilidad de que esa persona viva en los suburbios en dos afios?

Sea P = |: 2 §i| yq= |: ; :| (Es q un vector de estado estable para P?

(Qué porcentaje de la poblacién en el ejemplo 1 vivird en los suburbios después de mu-
chos afios?

mento en el siguiente ensayo con una probabilidad del 60%, y

de dos estaciones radiofénicas: una de noticias y una emisora de
musica. De los oyentes que sintonizan la emisora de noticias, el
70% seguira escuchando las noticias después del corte de esta-
cién que ocurre cada media hora, mientras que el 30% sintoni-
zard la estacién de musica durante el corte de estacion. De los
oyentes que sintonizan la estacién de musica, el 60% cambiard
a la estacién de noticias en el corte de estacion, mientras que el
40% permanecerd escuchando la misica. Suponga que todos los
habitantes estdn escuchando las noticias a las 8:15 A.m.

a) Dé la matriz estocdstica que describe como los oyentes de
radio tienden a cambiar las estaciones en cada corte de esta-
cion. Rotule las filas y las columnas.

b) Dé el vector de estado inicial.

¢) (Qué porcentaje de los oyentes estard escuchando la emi-
sora de musica a las 9:25 A.M. (después de los cortes de esta-
cion de las 8:30 y de las 9:00 A.m.)?

. Un animal de laboratorio puede comer cualquiera de tres ali-

mentos cada dia. Los registros de laboratorio indican que si el
animal elige un alimento en un ensayo, elegird el mismo ali-

elegird cualquiera de los otros alimentos en el siguiente ensayo
con iguales probabilidades del 20%.

a) (Cudl es la matriz estocdstica de esta situacion?

b) Si el animal elige el alimento #1 en un ensayo inicial, ;cudl

es la probabilidad de que elija el alimento #2 en el segundo
ensayo después del inicial?

. En un dia cualquiera, un estudiante esta sano o enfermo. De los

estudiantes que estdn sanos hoy, el 95% estardn sanos maifiana.



De los estudiantes que estan enfermos hoy, el 55% seguirdn en-
fermos mafiana.

a) (Cuadl es la matriz estocdstica de esta situacion?

b) Suponga que el 20% de los alumnos estdn enfermos el lunes.
(Qué fraccion o porcentaje de los estudiantes es probable
que estén enfermos el martes? ;Y el miércoles?

¢) Si un estudiante estd sano hoy, ;cudl es la probabilidad de
que esté sano dentro de dos dias?

El clima en Columbus es bueno, regular o malo en un dia deter-
minado. Si el clima es bueno hoy, hay un 40% de probabilidad
de que sea bueno mafiana, un 30% de probabilidad de que sea
regular, y un 30% de que sea malo. Si el clima es regular hoy,
existe un 50% de probabilidad de que sea bueno mafana, y un
20% de probabilidad de que sea regular. Por dltimo, si el clima
es malo hoy, existe un 30% de probabilidad de que sea bueno
mafiana y un 40% de que sea regular.

a) (Cudl es la matriz estocdstica de esta situacion?

b) Suponga que hay una probabilidad del 50% de buen clima
hoy, y una probabilidad del 50% de clima regular. ;Cudles
son las probabilidades de que el clima sea malo mafana?

¢) Suponga que, de acuerdo con los prondsticos para el lunes,
hay un 60% de probabilidad de que el clima sea regular y
un 40% de que sea malo. ;Cudles son las probabilidades de
tener buen clima el miércoles?

En los ejercicios 5 a 8, encuentre el vector de estado estable.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

5 i

AN T | 4 5 8
2 8 2 8. 0o 5 1
g1 1 7 6 0 1

L 2 1 . .
Determine si P = g 0 |csunma matriz estocastica regular.

1

Determine si P = [ 0

3 . -

7 :| es una matriz estocdstica regular.
a) Encuentre el vector de estado estable para la cadena de
Markov en el ejercicio 1.

b) En algin momento al final del dia, ;qué fraccién de los
oyentes escuchard las noticias?

Consulte el ejercicio 2. ;Qué alimento prefiere el animal des-
pués de muchos ensayos?

a) Encuentre el vector de estado estable para la cadena de
Markov en el ejercicio 3.

b) (Cudl es la probabilidad de que, después de muchos dias, un
estudiante en particular esté enfermo? ;Importa si esa perso-
na estd enferma hoy?

Consulte el ejercicio 4. En el largo plazo, ;qué tan probable es
que el clima en Columbus sea bueno en un dia determinado?

[M] La Unidad de Investigacién Demografica del Departamento
de Finanzas del Estado de California proporciond los siguientes
datos para la matriz de migracion, la cual describe el movimien-
to de la poblacién de Estados Unidos durante 1989. En ese afio,

16.

17.

18.

19.

20.
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alrededor del 11.7% de la poblacién total vivia en California.
(Qué porcentaje de la poblacién total con el tiempo vivird en
California si las probabilidades de migracién mencionadas se
mantuvieran constantes durante muchos afios?

De:
CA Resto de E.U.A. A:
9821 .0029 California
|:.0179 .9971] Resto de E.U.A.

[M] En Detroit, Hertz Rent A Car cuenta con una flota de
cerca de 2000 automdviles. El patrén de puntos de alquiler
y devolucién de las unidades estd descrito por las fracciones
en la siguiente tabla. En un dia tipico, ;cudntos autos estardn
listos para rentarse en la sucursal ubicada en el centro de la
ciudad?

Autos rentados en:

Aglcolplufcliw Centro Apctlg'g(Lil.em Devueltos en:
.90 .01 .09 Aeropuerto de la cd.
.01 .90 .01 Centro
.09 .09 .90 Apto. fuera de cd.

Sea P una matriz estocdstica de n x n. El siguiente argumento
indica que la ecuacién Px = x tiene una solucion no trivial. (De
hecho, una solucién de estado estable existe con entradas no
negativas. En algunos libros de texto avanzados se da una de-
mostracion). Justifique cada una de las siguientes afirmaciones.
(Mencione un teorema cuando sea pertinente).

a) Si todas las otras filas de P — I se suman a la fila de abajo,
el resultado es una fila de ceros.

b) Las filas de P — [ son linealmente dependientes.
¢) La dimensidn del espacio fila de P — I es menor que 7.

d) P — Itiene un espacio nulo no trivial.

Demuestre que toda matriz estocdstica de 2 x 2 tiene al menos
un vector de estado estable. Cualquier matriz de este tipo se

l—«o B
o 1-8
a 'y B son constantes entre 0 y 1. (Hay dos vectores de estado

estable, linealmente independientes, si « = 3 = 0. De lo con-
trario, solo hay uno).

puede representar en la forma P = [ ], donde

Sea S una matriz fila de 1 X n con un 1 en cada columna,

S=[1 1-1]

a) Explique por qué un vector x en R” es un vector de proba-
bilidad si y solo si sus entradas son no negativas y Sx = 1.
(Una matriz de 1 x 1 como el producto Sx generalmente se
representa sin los simbolos de corchete de la matriz).

b) Sea P una matriz estocdstica de n x n. Explique por qué
SP=S.

¢) Sea P una matriz estocdstica de n X n, y sea X un vector
de probabilidad. Demuestre que Px es también un vector de
probabilidad.

Con base en el ejercicio 19, demuestre que si P es una matriz
estocdstica de n x n, entonces también lo es P2.
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21. [M] Examine las potencias de una matriz estocdstica regular.
a) Calcule P* para k = 2, 3, 4, 5, cuando

Haga una conjetura sobre lo que podria ser cierto para cual-
quier matriz estocdstica regular.

¢) Con base en el teorema 18, explique lo que encontré en los

3355 3682 .3067  .0389 incisos a) y b).
| 2663 2723 3277 5451
P = 1935 1502 .1589 .2395 22. [M] Compare dos métodos para encontrar el vector de estado
2047 2093 2067 .1765 estable q de una matriz estocdstica regular P: 1. calculando q

Presente los cdlculos con cuatro decimales. ;Qué ocurre a
las columnas de P* conforme k aumenta? Calcule el vector

de estado estable para P.

b) Calcule Q¥ para k = 10, 20...., 80, cuando

97 .05 .10
o=| 0 .9 .05
03 .05 .85

(La estabilidad de Q con cuatro decimales puede requerir
k = 116 o mas). Calcule el vector de estado estable para Q.

como en el ejemplo 5, o 2. calculando P* para un valor grande
de ky utilizando una de las columnas de P¥ como una aproxima-
cién para q. [La Guia de estudio describe un programa de base
nula que casi automatiza el método 1].

Experimente con las matrices aleatorias estocdsticas mds gran-
des que su programa de matrices le permita, y utilice k = 100 o
alguin otro valor grande. Para cada método, describa el tiempo
que usted necesita para teclear y ejecutar su programa. (Algu-
nas versiones de MATLAB tienen los comandos £lops y tic
...toc que registran el nimero de operaciones de punto flotante
y el tiempo total transcurrido que utiliza MATLAB). Compare las
ventajas de cada método y determine cudl prefiere.

SOLUCIONES A LOS PROBLEMAS DE PRACTICA

1. a) Como el 5% de los residentes de la ciudad se mudara a los suburbios en menos de

un afio, hay una probabilidad del 5% de elegir a esa persona. Sin profundizar en el
conocimiento acerca del individuo, se dice que hay un 5% de probabilidad de que este
se mude a los suburbios. Este hecho se encuentra en la segunda entrada del vector de

estado x;, donde
95 03[ 1| _[.95
97110 |.05

X1=MX0=|:05

b) La probabilidad de que la persona viva en los suburbios después de dos afios es del
9.6%, porque
— Mx — 95 .03 ([.95] [.904
X =MX= 05 97| .05 T .09
2. El vector de estado estable satisface Px = x. Como
6 20[.3 32
Pa= [.4 .8}[.7} - [.68} 74
llegamos a la conclusién de que q no es el vector de estado estable para P.
3. M en el ejemplo 1 es una matriz estocdstica regular, ya que sus entradas son estricta-

mente positivas. Asi que podemos utilizar el teorema 18. Ya conocemos el vector de es-
tado estable del ejemplo 4. Por lo tanto, los vectores de distribucién de la poblacién x;
convergen en

_[375
4= 625

Al final, el 62.5% de la poblacién vivird en los suburbios.

CAPITULO 4 EJERCICIOS COMPLEMENTARIOS

1. Marque cada enunciado como verdadero o falso. Justifique sus

respuestas. (Si es verdadero, cite hechos o teoremas pertinentes.
Si es falso, explique por qué o dé un contraejemplo que muestre
por qué el enunciado no es cierto en todos los casos). En los

incisos a) a f), vi,..., v, son vectores en un espacio vectorial V
con dimension finita diferente de cero, y S = {vy,..., v,}.
a) El conjunto de todas las combinaciones lineales de vi,..., v,

es un espacio vectorial.



b) Si{vy,...,v,—1} genera a V, entonces S genera a V.

¢) Si{vy,..., v,—1} es linealmente independiente, también S lo es.

d) Si S es linealmente independiente, entonces S es una base
para V.

e) Si Gen S = V, entonces algin subconjunto de S es una
base para V.

f) Sidim V = py Gen S = V, entonces S no puede ser lineal-
mente dependiente.

£) Un plano en R3 es un subespacio de dimensién 2.

h) Las columnas de una matriz que no son pivote siempre son
linealmente dependientes.

i) Las operaciones de fila en una matriz A pueden cambiar las
relaciones de dependencia lineal entre las filas de A.

j) Las operaciones de fila en una matriz pueden cambiar el es-
pacio nulo.

k) El rango de una matriz es igual al nimero de filas diferentes
de cero.

) Siunamatriz A de m X n es equivalente por filas a una matriz
escalonada U, y si U tiene k filas diferentes de cero, entonces
la dimension del espacio solucién de Ax = 0 es m — k.

m) Si B se obtiene a partir de una matriz A con varias operacio-
nes elementales de fila, entonces rango B = rango A.

n) Las filas diferentes de cero de una matriz A forman una base
para Fila A.

0) Si las matrices A y B tienen la misma forma escalonada re-
ducida, entonces Fila A = Fila B.

p) Si H es un subespacio de R?, entonces hay una matriz A de
3 x 3 tal que H = Col A.

q) SiAesm x nyrango A = m, entonces la transformacién
lineal x — Ax es uno a uno.

r) SiA esdem x ny latransformacién lineal x — Ax es sobre,
entonces rango A = m.

s) Una matriz de cambio de coordenadas siempre es invertible.

1 SiB = {by...,b,} yC= {cy,..., ¢,} son bases para un es-
pacio vectorial V, entonces la j-ésima columna de la matriz
de cambio de coordenadas de la matriz c £B es el vector de
coordenadas [¢;] .

. Encuentre una base para el conjunto de todos los vectores de la

forma

a—2b+ 5c
Ei i_ ii :—icc . (Tenga cuidado).
3a+b+c
-2 1 b
Sean u = 41, wm= 21, b=|b y
—6 -5 b3

W = Gen {u,, u,;}. Encuentre una descripcién implicita de W,
es decir, encuentre un conjunto de una o mas ecuaciones homo-
géneas que caracterizan a los puntos de W. [Sugerencia: Pre-
glntese cudndo estd b en W1.

Explique lo que estd mal en el siguiente andlisis: Sea f(r) = 3 +
ty g(t) = 3t + t2, y note que g(f) = tf(£). Entonces, {f, g} es
linealmente dependiente, porque g es un multiplo de f.

Considere los polinomios pi(r) = 1 + ¢, pa(t) = 1 - 1, p3() =
4,pst) =t + 2, yps(®) = 1 + 2t + £, y sea H el subespacio
de Ps generado por el conjunto S = {py, P2, P3, P4, Ps}. Utilice

10.

11.
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el método descrito en la demostracion del teorema del conjunto
generador (seccién 4.3) con la finalidad de obtener una base para
H. (Explique cémo seleccionar los miembros adecuados de §).

Suponga que pi, P2, P3, P4 son polinomios especificos que ge-
neran un subespacio H de dimensién 2 de Ps. Describa cémo
se puede encontrar una base para H mediante el examen de los
cuatro polinomios y sin hacer casi ningtin célculo.

(Qué tendria que saber acerca del conjunto solucién de un siste-
ma homogéneo de 18 ecuaciones lineales con 20 variables con
la finalidad de determinar que cada ecuacién no homogénea
asociada tiene una solucién? Analice.

Sea H un subespacio de dimensién n de un espacio vectorial V
de dimensién n. Explique por qué H = V.

Sea T : R" — R™ una transformacién lineal.

a) (Cudl es la dimensién del rango de 7 si T es un mapeo uno a
uno? Explique su respuesta.

b) (Cudl es la dimensién del nicleo de T (véase la seccién 4.2)
si T mapea R" sobre R™? Explique su respuesta.

Sea S un subconjunto maximal linealmente independiente de un
espacio vectorial V. Es decir, S tiene la propiedad de que si
un vector que no estd en S se adjunta a S, entonces el nuevo con-
junto ya no serd linealmente independiente. Demuestre que S
debe ser una base para V. [Sugerencia: Pregintese qué pasa si
S es linealmente independiente, pero no una base de V].

Sea S un conjunto generador minimo finito de un espacio vecto-
rial V. Es decir, S tiene la propiedad de que si un vector se elimi-
na de S, entonces el nuevo conjunto ya no genera a V. Demuestre
que S debe ser una base para V.

Los ejercicios 12 a 17 desarrollan las propiedades del rango que a
veces son necesarias en las aplicaciones. Suponga que la matriz A
esdem X n.

12.

13.

14.

15.

16.

A partir de los incisos a) y b) demuestre que el rango AB no
puede exceder al rango de A o al rango de B. (En general, el
rango de un producto de matrices no puede exceder el rango
de cualquier otro factor en el producto).

a) Demuestre que si B es de n X p, entonces rango AB = ran-
go A. [Sugerencia: Explique por qué cada vector en el es-
pacio columna de AB esté en el espacio columna de A].

b) Demuestre que si B es n X p, entonces rango AB =
rango B. [Sugerencia: Tome en cuenta el inciso a) para
estudiar el rango de (AB)].

Demuestre que si P es una matriz invertible de m x m, entonces
el rango PA = rango A. [Sugerencia: Aplique el ejercicio 12
aPAy P™\(PA)).

Demuestre que si Q es invertible, entonces rango AQ = ran-
go A. [Sugerencia: Tome en cuenta el ejercicio 13 para estu-
diar el rango de (AQ)T].

Sea A una matriz de m x n, y B una matriz de n x p tales que
AB = 0. Demuestre que rango A + rango B = n. [Sugerencia:
Considere que uno de los cuatro subespacios Nul A, Col A, Nul
By Col B se encuentra en uno de los otros tres subespacios].

Si A es una matriz de m x n de rango r, entonces la factoriza-
cion de rango de A es una ecuacioén de la forma A = CR, donde
C es una matriz de m X r de rango r, y R es una matriz de X n
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de rango r. Tal factorizacién siempre existe (ejercicio 38 en la
seccién 4.6). Dadas dos matrices A 'y B de m X n, utilice facto-
rizaciones de rango de A y B para demostrar que

rango (A + B) =rango A + rango B

[Sugerencia: Escriba A + B como el producto de dos matrices
particionadas].

17. Una submatriz de una matriz A es cualquier matriz que re-
sulta de la eliminacién de algunas filas y/o columnas (o de nin-
guna) de A. Es posible demostrar que A tiene rango r si y solo
si A contiene una submatriz invertible de » X r y ninguna sub-
matriz cuadrada mayor es invertible. Demuestre parte de este
enunciado explicando: a) por qué una matriz A de m X n 'y ran-
go r tiene una submatriz A; de m x ry rango r, y b) por qué
A tiene una submatriz invertible A, de r X r.

El concepto de rango desempefia un papel importante en el disefio de
sistemas de control de ingenieria, como el sistema del transbordador
espacial mencionado en el ejemplo introductorio de este capitulo. Un
modelo de espacios de estado de un sistema de control incluye una
ecuacion en diferencias de la forma

X;+1 = AX + Bu, parak =0, 1,... (D

donde A es de n x n, B es de n x m, {X;} es una secuencia de
“vectores de estado” en R" que describe el estado del sistema en
tiempos discretos, y {u;} es una secuencia de control o de entrada.
Se dice que el par (A, B) es controlable si

rango [B AB A’B A" 'Bl=n )

La matriz que aparece en la ecuacién (2) se llama matriz de contro-
labilidad del sistema. Si (A, B) es controlable, entonces el sistema
se puede controlar, o conducir del estado 0 a cualquier estado espe-
cificado v (en R") en un mdximo de n pasos, simplemente eligiendo
una secuencia de control adecuada en R™. Este hecho se ilustra en
el ejercicio 18 paran = 4 y m = 2. Para un andlisis adicional de la

capacidad de control, visite el sitio Web de este libro (estudio de caso
del capitulo 4).

18. Suponga que A es una matriz de 4 x 4 y B es una matriz de
4 x 2,y sea que uy,..., U3 representen una secuencia de vec-
tores de entrada en R2.

a) Establezca x9 = 0, calcule xy,..., X4 a partir de la ecua-
cion (1), y escriba una férmula para x4 que implique a la
matriz de controlabilidad M que aparece en la ecuacién (2).
(Nota: La matriz M se construye como una matriz particio-
nada; su tamafio total aqui es 4 x 8).

b) Suponga que (A, B) es controlable y v es cualquier vector
en R*. Explique por qué existe una secuencia de control
ug,..., uz en R? tal que x4 = v.

Determine si los pares de matrices de los ejercicios 19 a 22 son con-
trolables.

9 1 0 0
19. A=| 0 -9 o, B=]1
Lo 0 5] 1
(8 -3 0] (1]
20. A=|2 5 1[,B=]|1
L0 0 —5] L0 |
0o 1 0 0 1
o 0 1 0 0
R N
| 2 —42 —48 -36 -1
T o 1 0 0 1
0 0 1 0 0
2. MIA=| o o, R
| -1 —13 —122 —15 -1




o

Valores propios y
vectores propios

EJEMPLO INTRODUCTORIO

Sistemas dinamicos y
bhos manchados

En 1990 el biiho manchado nortefio se convirti6 en el centro
de una controversia nacional sobre el uso y el mal uso de los
majestuosos bosques en el Pacifico Noroccidental de Estados
Unidos. Los ambientalistas convencieron al gobierno federal
de que el biiho estarfa en riesgo de extincion si continuaba la
tala en los antiguos bosques (con arboles de mas de 200 afios
de edad), donde el btiho prefiere vivir. La industria maderera,
anticipando la pérdida de 30,000 a 100,000 puestos de trabajo
como resultado de las nuevas restricciones gubernamentales
sobre la tala, argument6 que el biho no deberia estar
clasificado como “especie amenazada” y cit6 diferentes

reportes cientificos publicados para apoyar su caso.'

En medio del fuego cruzado entre los grupos antagénicos,
los ecologistas matematicos intensificaron su afan de compren-
der la dindmica poblacional del buho. El ciclo de vida de un
biiho manchado se divide naturalmente en tres etapas: juvenil
(hasta un afio de edad), subadulto (de 1 a 2 afios) y adulto (mds
de 2 afios). Los btihos se aparean de por vida en las etapas de
subadulto y adulto, y empiezan a criar cuando son adultos.
Viven alrededor de 20 afios y cada pareja requiere aproxima-
damente 1000 hectéreas (4 millas cuadradas) como su propio
territorio. Un tiempo fundamental en el ciclo de vida es cuando
los buhos juveniles dejan el nido. Para sobrevivir y convertirse
en un subadulto, un buho juvenil debe tener éxito para encon-
trar un nuevo territorio para vivir (y en general, una pareja).

! “The Great Spotted Owl War”, Reader’s Digest, noviembre de 1992,
pp. 91-95.

Un primer paso en el estudio de la dindmica poblacional
consiste en modelar la poblacién a intervalos anuales, en tiem-
pos que se denotan con k = 0, 1, 2,... En general, se supone
que hay una relacién 1:1 de machos a hembras en cada etapa
del ciclo de vida y se cuentan solamente las hembras.

La poblacién en cada afio k se describe con un vector
Xr = (x» Sk» ax), donde ji, s; y a; son los nimeros de hembras
en las etapas juvenil, subadulto y adulto, respectivamente.

Utilizando datos reales de estudios demogréficos, R.
Lamberson y sus colaboradores consideraron el siguiente
modelo matricial por etapas:®

Ji+1 0 0 331 Jk
Sk+1 = .18 0 0 Sk
Ak +1 0 71 .94 ag

Aqui, el nimero de nuevas hembras juveniles en el afio

k + 1 es .33 veces el nimero de hembras adultas en el afio k

(segun la tasa promedio de nacimientos por pareja de bihos).
Asimismo, 18% de los biihos juveniles sobreviven para con-

vertirse en subadultos, en tanto que 71% de los subadultos y

94% de los adultos sobreviven para contarse como adultos.

El modelo matricial por etapas es una ecuacion en
diferencias de la forma x;+; = Ax;. A esta ecuacion con
frecuencia se le llama sistema dinamico (o sistema

2 R. H. Lamberson, R. McKelvey, B. R. Noon y C. Voss, “A Dynamic Ana-
lysis of the Viability of the Northern Spotted Owl in a Fragmented Forest
Environment”, Conservation Biology 6 (1992), pp. 505-512. También, una
comunicacién privada del profesor Lamberson, 1993.

265
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dinamico lineal discreto), ya que describe los cambios en
un sistema conforme transcurre el tiempo.

La tasa de sobrevivencia del 18% de bihos juveniles
en la matriz por etapas de Lamberson es la entrada mas
afectada por la cantidad de bosque antiguo disponible.

En realidad, el 60% de los buihos juveniles normalmente
sobreviven para dejar el nido, pero en la regién de Willow
Creek, California, estudiada por Lamberson y sus
colaboradores, tan solo al 30% de los buihos juveniles que
dejaron el nido les fue posible encontrar un nuevo territorio
para vivir. Los restantes perecieron durante la bisqueda.

Un motivo significativo para el fracaso de los btihos
en encontrar nuevas dreas de distribucién es el aumento en
la fragmentacién de las areas con arboles antiguos, debido a la
tala total de dreas dispersas en terrenos con arboles antiguos.
Cuando un btiho sale de la regién protectora del bosque y
cruza un 4rea talada, aumenta drasticamente el riesgo de
sufrir un ataque por parte de los depredadores. En la seccién
5.6 se mostrara que el modelo descrito predice la eventual
extincién de bihos, pero que si el 50% de los buhos juveniles
que sobreviven al dejar el nido también encuentran nuevas
areas de distribucién, entonces se salvaria su poblacién.

El objetivo de este capitulo es descomponer la accidn de una transformacién lineal x — Ax en
elementos que sean de facil visualizacién. Excepto por un breve paréntesis en la seccién 5.4,
en este capitulo todas las matrices son cuadradas. Las principales aplicaciones descritas aqui
son para sistemas dindmicos discretos, incluyendo el ya mencionado asunto de los buhos
manchados. Sin embargo, los conceptos basicos, vectores propios y valores propios, son tti-
les en matematicas puras y aplicadas, y se presentan en situaciones mds generales que las que
aqui se consideran. Los valores propios también sirven para estudiar ecuaciones diferenciales
y sistemas dindmicos continuos, brindan informacién critica en disefios de ingenieria, y se
originan de manera natural en campos de la fisica y la quimica.

VECTORES PROPIOS Y VALORES PROPIOS

No obstante que una transformacién x — Ax puede mover vectores en diversas direcciones,
a menudo sucede que hay vectores especiales sobre los cuales la accién de A es bastante
simple.

EJEMPLO 1 Sean 4 = |:3 _21|,u = |:_] i| yv= [?] En la figura 1 se muestran

1 0 1
las imédgenes de u y v bajo la multiplicacién por A. En efecto, Av es precisamente 2v. Asi,
A tan solo “estira” o dilata a v. |
)
4 Av
A
- = = < v /
e u 1 ~-7
7
F—t—F—1— F—t——+— X
¥ 1
Au T

FIGURA 1 Efectos de la multiplicacién por A.

Como otro ejemplo, los lectores de la seccién 4.9 recordardn que si A es una matriz
estocdstica, entonces el vector de estado estable q para A satisface la ecuaciéon Ax = x.
Es decir,Aq =1+ q.
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Esta seccidn estudia ecuaciones tales como
AX =2x obien AXx = —4x

donde los vectores especiales son transformados por A en miltiplos escalares de s mismos.

DEFINICION Un vector propio de una matriz A de n x n es un vector distinto de cero x tal que
AXx = )X para algun escalar A. Un escalar A es un valor propio de A si existe una so-
lucién no trivial x de Ax = Ax; tal x es el vector propio correspondiente a A.!

Es facil determinar si un vector dado es un vector propio de una matriz. También es sen-
cillo decidir si cierto escalar es un valor propio.

x, EJEMPLO 2 Sean A4 = |:; g:|,u= [_§:| y V= [_;i| (Son u y v vectores
Au
20T propios de A?
Av )
T SOLUCION

: : T T T 'xl 1 6 6 —24 6
=30 30 = = = — = —
w=ls 2]l 5] o) o 5]

w5 )]

Au = —4u, pero Av # Av.

Entonces, u es un vector propio correspondiente a un valor propio (—4), pero v no es un
vector propio de A porque Av no es mdltiplo de v. |

EJEMPLO 3 Demuestre que 7 es un valor propio de la matriz A del ejemplo 2, y deter-
mine los vectores propios correspondientes.

SOLUCION El escalar 7 es un valor propio de A, si y solo si la ecuacién
Ax = 7x (1)

tiene una solucién no trivial. No obstante, la ecuacién (1) es equivalente a Ax — 7x = 0,
o bien,

A—-TDx=0 2)

Para resolver esta ecuacién homogénea, forme la matriz

1 6 7 0 -6 6
A_”_[s 2]_[0 7}_[ 5 —5]
Como es evidente, las columnas de A — 71 son linealmente dependientes, de manera que la

ecuacion (2) tiene soluciones no triviales. Por lo tanto, 7 es un valor propio de A. Para encon-
trar los vectores propios correspondientes, utilice operaciones de fila:

-6 6 0 1 -1 O
5 -5 0 0 0 O

. . 1
La solucién general tiene la forma xz[ } Cada vector de esta forma con x, # 0 es un vector

1

propio correspondiente a A = 7. |

! Advierta que, por definicién, un vector propio debe ser distinto de cero, pero un valor propio puede ser cero.
Después del ejemplo 5, se analizara el caso donde el nimero 0 es un valor propio.
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Advertencia: No obstante que en el ejemplo 3 se utilizé reduccién por filas para encon-
trar vectores propios, este método no se puede emplear para determinar valores propios.
En general, una forma escalonada de una matriz A no presenta los valores propios de A.

Evidentemente, la equivalencia de las ecuaciones (1) y (2) es valida para cualquier A
en vez de A = 7. Entonces, A es un valor propio de la matriz A de n X n si y solo si la
ecuacion

A—ADx=0 3)

tiene una solucién no trivial. El conjunto de todas las soluciones de (3) es justo el espacio
nulo de la matriz de A — Al Asi que este conjunto es un subespacio de R" y se denomina
el espacio propio de A correspondiente a A. El espacio propio consiste en el vector cero y
de todos los vectores propios correspondientes a A.

El ejemplo 3 demuestra que para la matriz A del ejemplo 2, el espacio propio corres-
pondiente a A = 7 consiste en todos los multiplos de (1, 1), que es la recta que pasa tanto por
(1, 1) como por el origen. Con el ejemplo 2, se comprueba que el espacio propio asociado
con A = —4 es la recta que pasa por (6, —5). En la figura 2, se presentan esos espacios pro-
pios, junto con los vectores propios (1, 1) y (3/2, —5/4) y la accién geométrica de la trans-
formacion x — Ax sobre cada espacio propio.

2

T Multiplicacién _ »
+ por7 -
=+ 4
4 1 7
\ / Espacio propio
\ T 7 _
. ol paraA =7
\ I
N 41
IIII\IIIIIIIIIIIIIXI
S~ 41 2
Multiplicaciéon ~< _[_ -~ . .
por —4 + Espacio propio
1 para A =—4
1 (6.-5)

FIGURA 2 Espacios propios paraA = —4y A = 7.

4 -1 6
EJEMPLO 4 SeaA= |2 1 6 | Un valor propio de A es 2. Determine una base
2 -1 8

para el espacio propio correspondiente.

SOLUCION Forme

4 -1 6 2 0 0 2 -1 6
A-2I=12 1 6|—]0 2 O0|=|2 -1 6
2 -1 8 0 0 2 2 -1 6
y reduzca por filas la matriz aumentada para (A — 21)x = 0:
2 -1 6 0 2 -1 6 0
2 -1 6 0|~|0 0 0 O
2 -1 6 0 0 0 0 O
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En este punto, resulta claro que 2 es un valor propio de A porque la ecuacién (A — 2)x = 0
tiene variables libres. La solucién general es:

X1 1/2 -3
Xy | = xo 1 + x3 0 [, x2yx3sonlibres
X3 0 1

El espacio propio, que se muestra en la figura 3, es un subespacio bidimensional de R>.

Una base es
1 -3
21, 0 [ |
0 1

X. X.

Multiplicacién
por A

FIGURA 3 A actiia como una dilatacion sobre el espacio propio.

—— NOTA NUMERICA

El ejemplo 4 es un buen método para el cdlculo manual de vectores propios en casos
simples donde se conoce un valor propio. En general, se recomienda el uso de un
programa matricial y la reduccién por filas para encontrar un espacio propio (para
un valor propio dado), aunque no es totalmente confiable. Ocasionalmente, el error
por redondeo lleva a una forma escalonada reducida con el nimero de pivotes equi-
vocado. Los mejores programas computacionales calculan simultineamente aproxima-
ciones para los valores propios y los vectores propios, con el grado de exactitud que
se requiera, en matrices que no son muy grandes. El tamafio de las matrices que se
logra analizar se incrementa cada afio conforme mejora la potencia computacional
y la eficiencia del software.

El siguiente teorema describe uno de los pocos casos especiales donde los valores pro-
pios se pueden determinar con precision. En la seccién 5.2 también se analizara el calculo de
valores propios.

TEOREMA 1 Los valores propios de una matriz triangular son las entradas sobre su diagonal
principal.
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TEOREMA 2

DEMOSTRACION Por sencillez, considere el caso 3 x 3. Si A es triangular superior, en-
tonces, A — Al tiene la forma

_an ain ais A 0 0
A—Al = 0 ann ans — 0 A 0
L 0 0 ass 0 0 A
ap —A ap ai
= 0 an — A as3
L 0 0 ass —A

El escalar A es un valor propio de A si y solo si la ecuacién (A — Al)x = 0 tiene una solu-
cidén no trivial, es decir, si y solo si la ecuacidn tiene una variable libre. Gracias a las entra-
das cero en A — Al, es fécil ver que (A — Al)x = 0 tiene una variable libre si y solo si al
menos una de las entradas sobre la diagonal de A — Al es cero. Esto ocurre si y solo si A
es igual a una de las entradas a;;, ax, as3 en A. Véase el ejercicio 28 para el caso donde

A es triangular inferior. |
3 6 =8 4 0 O

EJEMPLO 5 SeanA=|0 0 6|yB=|-2 1 0| Los valores propios
0o o0 2 5 3 4

de A son 3, 0y 2. Los valores propios de Bson4y 1. |

(Qué significa para una matriz A tener un valor propio de 0, tal como en el ejemplo 57
Esto ocurre si y solo si la ecuacién

Ax = 0x 4)
tiene una solucién no trivial. Pero la ecuacién (4) es equivalente a Ax = 0, que tiene una so-
lucidn no trivial siy solo si A no es invertible. Entonces, 0 es un valor propio de A si 'y solo si A
no es invertible. En la seccién 5.2 este hecho se agregara al teorema de la matriz invertible.

El siguiente teorema importante se necesitard mas adelante. Su demostracién muestra
un célculo tipico con vectores propios.

Si vy,..., Vv, son vectores propios que corresponden a distintos valores propios
Al,..., A, de una matriz A de n X n, entonces el conjunto {vy,..., v,} es linealmente
independiente.

DEMOSTRACION Suponga que {vy,..., v,} es linealmente dependiente. Puesto que v; es
diferente de cero, el teorema 7 de la seccién 1.7 indica que uno de los vectores en el con-
junto es una combinacién lineal de los vectores precedentes. Sea p el indice minimo tal que
Vp+1 sea una combinacion lineal de los vectores precedentes (linealmente independientes).
Entonces, existen escalares ci,..., ¢, tales que

civi + o+ 6V = Vi (@)
Multiplicando por A ambos miembros de la ecuacién (5) y considerando el hecho de que
Av, = Apvy para cada k,
LAV + -+ cpAv, = AV,
CIAVL + o+ CpApVp = App1Vpti 6)

Multiplicando por A, +; ambos lados de la ecuacion (5) y restando el resultado de (6),
Cl(/ll_/xp+1)vl +"'+Cp(kp_lp+l)vp =0 @)

Puesto que {vj,..., v,} es linealmente independiente, todos los pesos en la ecuacién (7) son
iguales a cero. Sin embargo, ninguno de los factores A; — A,+1 son cero, ya que los valores
propios son distintos. Por lo tanto, ¢; = 0 parai = 1,..., p. No obstante, la ecuacién (5) indica
que v,+; = 0, lo cual es imposible. En consecuencia, {Vi,..., v,} no puede ser linealmente
dependiente y, por consiguiente, debe ser linealmente independiente. |
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Vectores propios y ecuaciones en diferencias

Esta seccion concluye con la demostracién como construir soluciones de la ecuacién en dife-
rencias de primer orden analizada en el ejemplo introductorio del capitulo:

(k=0,1,2,...) (3)

Si A es una matriz de n X n, entonces la ecuacion (8) es una descripcion recursiva de una
secuencia {x;} en R". Una solucién de la ecuacion (8) es una descripcion explicita de {x;},
cuya férmula para cada xi no depende directamente de A ni de los términos precedentes en la
secuencia, excepto del término inicial xo.

La forma mas sencilla de construir una solucion de la ecuacién (8) es tomar un vector
propio Xg y su correspondiente valor propio A, y hacer

k=12,..)

X1 = Axg

®

x; = AFx
Esta secuencia es una solucién, ya que
Axi = A(V*x9) = A*(Axo) = AF(Axg) = A*F'xp = x4

Combinaciones lineales de soluciones en la forma de la ecuacién (9) jtambién son soluciones!
Véase el ejercicio 33.

PROBLEMAS DE PRACTICA

=3
0

1
517
2 6

6
(Es 5 un valor propiode A = | 3
2

Si x es un vector propio de A correspondiente a A, ;qué ocurre con A3x?

Suponga que b; y b, son vectores propios correspondientes a distintos valores propios
A1y Ay, respectivamente, y también que b3 y by son vectores propios linealmente inde-
pendientes asociados a un tercer valor propio Az distinto. ;Necesariamente se deduce que
{by, by, b3, by} es un conjunto linealmente independiente? [Sugerencia: Considere la
ecuacion Clbl + C2b2 + (C3b3 + C4b4) = 0]

32 1 3 6 7
; = i 2 §9
1. ¢Es A =2 un valor propio de |:3 8]' ¢Por que? 6. (Es | =2 | un vector propio de | 3 2 7 |? Si lo es,
2 5 6 4
-1 4 .
2. ;Es A = —3 un valor propio de [ 6 9 :|? (Por qué? encuentre el valor propio.
30 -1
Bl 1 - 7. (Es A = 4 un valor propio de 2 3 ? Si es asi,
3. (Es 3] un vector propio de [ 6 —4 ]? Si lo es, encuentre | -3 4 |
el Val_or propio determine un vector propio correspondiente.
) 4 -2 37
- 2 . - . . . .
4. (Es un vector propio de > ? Si asf es, deter- 8. (Es A I un valor propio de 0 =1 317 Siesash,
|1 3 6 -1 2 =2
mine el valor propio. determine un vector propio correspondiente.
3 4 3 3 En los ejercicios 9 a 16, determine una base para el espacio propio
5. (Es | —2 | un vector propio de 2 —3 —2 |2 Bn caso  asociado con cada valor propio indicado.
1 -1 0 -2 3

afirmativo, determine el valor propio.

2

0. a=|

0
1],1—1,3
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[—4 2

10. A—_ ; 1],1_—5
[ 1 -3

A=, 5],A_—1,7
(41

12 4=, 6],1_3,7
4 0

13, A= -2 1 0/[.A=1,23
2 0 1
[4 0 —1

4. A=[3 0 3[,A=3
2 2 5
(-4 1 1

15. A=| 2 -3 2|.A=-5
| 3 3 =2
(5 0 —1 0
1 3 0 0

6. A=|, | 5 o|r=4
4 2 2 4

En los ejercicios 17 y 18, determine los valores propios de las
matrices.

o 0 0 5 0 0
17 0o 3 4 18 0o 0 O
0o 0 -2 -1 0 3
1 2 3
19. Para A= |1 2 3 |, encuentre un valor propio, sin rea-

1 2 3

lizar cdlculos. Justifique su respuesta.

20. Sin hacer célculos, obtenga un valor propio y dos vectores

2 2 2
propios linealmente independientes de A= |2 2 2
2 2 2

Justifique su respuesta.

En los ejercicios 21 y 22, A es una matriz de n x n. Marque cada
enunciado como verdadero o falso. Justifique su respuesta.

21. a) Si AXx = Ax para algin vector X, entonces A es un valor
propio de A.
b) Una matriz A no es invertible si y solo si O es un valor pro-
pio de A.

¢) Un ndmero c es un valor propio de A si y solo si la ecuacién
(A = cI)x = 0 tiene una solucién no trivial.

d) Quizd sea dificil obtener un vector propio de A, pero es
sencillo comprobar si un vector dado es, de hecho, un vec-
tor propio.

e) Para determinar los valores propios de A, se reduce A a una
forma escalonada.

22. a) Si Ax = Ax para algln escalar A, entonces X es un vector
propio de A.

b) Si v; y v, son vectores propios linealmente independientes,
entonces corresponden a distintos valores propios.

¢) Un vector de estado estable para una matriz estocéstica es
realmente un vector propio.

d) Los valores propios de una matriz estan sobre su diagonal
principal.

e) Un espacio propio de A es el espacio nulo de cierta matriz.

23. Explique por qué una matriz de 2 x 2 puede tener, cuando mu-
cho, dos valores propios distintos. También indique por qué una
matriz de n X n puede tener, cuando mucho, n valores propios
diferentes.

24. Construya un ejemplo de una matriz de 2 x 2 con tan solo un
valor propio distinto.

25. Sea A un valor propio de una matriz A invertible. Demuestre
que A~ ! es un valor propio de A~!. [Sugerencia: Suponga que x
distinto de cero satisface Ax = Ax].

26. Demuestre que si A? es la matriz cero, entonces el tinico valor
propio de A es 0.

27. Demuestre que A es un valor propio de A si y solo si A es un
valor propio de A”. [Sugerencia: Determine cémo se relaciona
A — Mcon AT — M.

28. Utilice el ejercicio 27 para completar la demostracion del teore-
ma 1 para el caso en que A es triangular inferior.

29. Considere una matriz A de n x n con la propiedad de que la suma
de las filas sea igual al mismo nimero s. Demuestre que s es un
valor propio de A. [Sugerencia: Encuentre un vector propio].

30. Considere una matriz A de n X n tal que las sumas de columnas
sean iguales al mismo ndmero s. Demuestre que s es un valor
propio de A. [Sugerencia: Utilice los ejercicios 27 y 29].

En los ejercicios 31 y 32, sea A la matriz de la transformacion lineal
T. Sin escribir A, encuentre un valor propio de A y describa el espacio
propio.

31. Tes la transformacién sobre R? que refleja los puntos con res-
pecto a una recta que pasa por el origen.

32. T es la transformacién en R? que gira los puntos alrededor de
alguna recta que pasa por el origen.

33. Seanuy v vectores propios de una matriz A, con valores propios
correspondientes A y u, y sean ¢ y ¢ escalares. Defina:

x; = cAfu4ufv (k=0,1,2,..)

a) ({Qué es X, por definicién?

b) Calcule Ax; de la férmula para x; y demuestre que
AX; = Xi+1. Este cdlculo probard que la secuencia {x}

que se acaba de definir satisface la ecuacién en diferen-
cias Xi+1 — AXk (k = 0, 1, 2,...).

34. Describa como intentaria construir una solucién de una ecuacién
en diferencias x;+; = Axy (k = 0,1,2,...), si le dieran x; inicial y
resultara que este no fuera un vector propio de A. [Sugerencia:
(Coémo podria relacionar X, con los vectores propios de A?]

35. Sean uy v los vectores que se muestran en la figura, y supon-
ga que u y v son vectores propios de una matriz A de 2 x 2
correspondientes a los valores propios 2 y 3, respectivamente.
Sea T : R? — R? la transformacién lineal dada por 7(x) = Ax
para cada x en R?, y seaw = u + v. Haga una copia de la figura,
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y sobre el mismo sistema de coordenadas grafique cuidadosa- — 5 =2 2 -4
mente los vectores T(u), 7(v) y T(w). 12 4 7 —4 2 4
37. 2 11 4 38.
. | 37 4 -4 2 0
2 o 3 -1 1 -3
v —
12 -9 30 30 30
8§ —49 15 15 15
o ] 9. |16 -2 12 0 20
0 =30 10 22 10
36. Repita el ejercicio 35, suponiendo que u y v son vectores L 8 —41 15 15 7
propios de A correspondientes a los valores propios —1 y 3,
respectivamente. m 93 57 9 15 _59
[M] En los ejercicios 37 a 40, utilice un programa matricial para de- —10 12 -10 2 =22
terminar los valores propios de la matriz. Después, aplique el método 40. 11 5 -3 19 =I5
del ejemplo 4 con una rutina de reduccién por filas para producir una -27 31 =27 25 =37
base para cada espacio propio. L =5 =15 =5 1 31

5.2

SOLUCIONES A LOS PROBLEMAS DE PRACTICA

1. El ndmero 5 es un valor propio de A siy solo si la ecuacién (A — 5/)x = 0 tiene una so-
lucién no trivial. Forme

6 -3 1 5 0 0 1 -3 1
A-5I=|3 0 5|—-]0 5 0f=]|3 =5
2 2 6 0 0 5 2 2 1
y reduzca por filas la matriz aumentada:
1 -3 1 0 1 -3 1 0 1 -3 1 0
3 -5 5 0|~[0 4 2 O0|~|0 4 2 0
2 2 1 0 0 8 -1 0 0 0 -5 0

En este punto, es evidente que el sistema homogéneo no tiene variables libres. Entonces,
A — 5] es una matriz invertible, lo cual significa que 5 no es un valor propio de A.

2. Six esun vector propio de A correspondiente a A, entonces AX = AX y
A’x = A(Ax) = MAx = A%x

Otra vez, A3x = A(A%x) = A(A’x) = A2Ax = A3x. El patrén general, A*x = A%x, se
demuestra por induccion.

3. Si. Suponga que c¢;b; + c;b; + ¢3bs + c4by = 0. Puesto que cualquier combinacién li-
neal de vectores propios del mismo valor propio es otra vez un vector propio para ese
valor propio, c3bs + c4b4 es un vector propio para A3. De acuerdo con el teorema 2, los
vectores by, b, y ¢3bs + c4by son linealmente independientes, de manera que

ciby + by + (c3b; 4+ c4by) = 0

implica que ¢; = ¢; = 0. Pero, c3 y ¢4 también deben ser cero porque bs y by son lineal-
mente independientes. Por lo tanto, todos los coeficientes en la ecuacion original deben
ser iguales a cero, y los vectores by, by, b3 y by son linealmente independientes.

LA ECUACION CARACTERISTICA

Informacion util acerca de los valores propios de una matriz cuadrada A esta codificada en
una ecuacion escalar especial llamada ecuacién caracteristica de A. Un simple ejemplo nos
llevara al caso general.
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EJEMPLO 1 Determine los valores propios de A = [? _2]

SOLUCION Deben obtenerse todos los escalares A tales que la ecuacién matricial
A-AD)x=0

tenga una solucién no trivial. De acuerdo con el teorema de la matriz invertible de la sec-
cién 2.3, este problema es equivalente a encontrar todas las A tales que la matriz de A — Al
no sea invertible, donde

2 3 A0 2—A 3
A_“_[3 —6}_[0 A}_[ 3 —6—A}
De acuerdo con el teorema 4 de la seccidn 2.2, esta matriz no es invertible precisamente

cuando su determinante es cero. De manera que los valores propios de A son las soluciones
de la ecuacién

2—A 3
det(A—/U)zdet|: 3 —6—/\:|:0

Recuerde que

a b
det|:c d]—ad—bc

Entonces,
det(A—AI)=2—-1)(-6—-1)—(3)(3)
=—12+4+61—-21+A*-9
=214+ 4121
=A=-3)A+7)

Si det(A — AI) = 0, entonces A = 3, o bien, A = —7. Por lo tanto, los valores propios de A
son3y —7. |

El determinante en el ejemplo 1 transformé la ecuacién matricial (A — Al)x = 0, que
implica dos incégnitas (A y x), en la ecuacién escalar A> + 41 — 21 = 0, que tan solo im-
plica una incégnita. La misma idea funciona para matrices de n x n. Sin embargo, antes de pa-
sar a matrices mds grandes, se resumen las propiedades necesarias de los determinantes para
estudiar valores propios.

Determinantes

Sean A una matriz de n x n, y U una forma escalonada de A obtenida mediante remplazos
e intercambios de fila (sin escalamiento), y sea r el nimero de tales intercambios de fila.
Entonces, el determinante de A, que se escribe det A, es (—1)" veces el producto de las

entradas diagonales uy,..., u,, en U. Si A es invertible, todas la entradas u;,..., i, son
pivotes (porque A ~ I, y las u; no se escalaron a 1). Es decir, al menos u,, es cero y el
producto uy; - uy, €s cero. Asi,!
roducto de . .
(—=1)- p' , cuando A es invertible
detA = pivotes en U, (1)

0, cuando A no es invertible

!'La férmula (1) se dedujo en la seccién 3.2. Los lectores que no hayan estudiado el capitulo 3 pueden emplear esta
férmula como la definicion de det A. Es un hecho notable y no trivial que cualquier forma escalonada U obtenida
de A sin escalar dé el mismo valor para det A.
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1 5 0
EJEMPLO 2 CalculedetAparad= |2 4 —1
0 -2 0

SOLUCION La siguiente reduccién por filas utiliza un intercambio de filas:

1 5 0 1 5 0 1 5 0
A~]10 -6 -1 |~]0 =2 O0|~|0 =2 0]|=U
0 -2 0 0 -6 —1 0 0 —1
De manera que det A = (—1)!(1)(—=2)(—1) = —2. La siguiente reduccién por filas alterna-

tiva evita el intercambio de filas y produce una forma escalonada diferente. El dltimo paso
suma —1/3 por la fila 2 a la fila 3:

1 5 0 1 5 0
A~]10 -6 -1 | ~|0 -6 -1 =U,
0 -2 0 0o 0 1/3
Esta vez, det A es (—1)%(1)(—6)(1/3) = —2, igual que antes. |

La férmula (1) para el determinante muestra que A es invertible si y solo si det A es
distinto de cero. Este hecho, y la caracterizacién de invertibilidad establecida en la seccién
5.1, se agregan al teorema de la matriz invertible.

El teorema de la matriz invertible (continuacion)
Sea A una matriz de n x n. Entonces, A es invertible si y solo si:

s) El numero 0 no es un valor propio de A.

t) El determinante de A no es cero.

Cuando A es una matriz de 3 x 3, |det A‘ resulta ser el volumen del paralelepipedo de-
finido por las columnas a,, a,, a3 de A, como se muestra en la figura 1. (Para mas detalles,
véase la seccion 3.3). Este volumen es distinto de cero si 'y solo si los vectores aj, a;, a3
son linealmente independientes, en cuyo caso la matriz A es invertible. (Si los vectores son
distintos de cero y linealmente dependientes, entonces se encuentran sobre un plano o sobre
una recta).

El siguiente teorema lista los resultados, que se necesitaran, de las secciones 3.1 y 3.2.
Aqui se incluye el inciso a) como una referencia conveniente.

Propiedades de los determinantes

Sean A y B matrices de n X n.

a) A esinvertible siy solo si det A # 0.
b) det (AB) = (det A)(det B).
¢) det AT = det A.

d) Si A es triangular, entonces det A es el producto de las entradas sobre la diagonal
principal de A.

e) La operacién de remplazo de filas sobre A no cambia el determinante. Un inter-
cambio de filas cambia el signo del determinante. Un escalamiento de filas también
escala al determinante por el mismo factor de escala.
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La ecuacion caracteristica

El teorema 3a) demuestra cémo determinar cuando una matriz de la forma A — Al no es
invertible. La ecuacion escalar det(A — Al) = 0 es la ecuacion caracteristica de A, y el
argumento en el ejemplo 1 justifica el siguiente hecho.

Un escalar A es un valor propio de una matriz A de n X n si y solo si A satisface la
ecuacion caracteristica

det(A — AI) =0

EJEMPLO 3 Encuentre la ecuacion caracteristica de

5 -2 6 -1
0 3 -8 0
A= 0o 0 5 4
0 0 0 1

SOLUCION Forme A — Al y utilice el teorema 3d):

5-12 =2 6 —1

0 3—42 -8
det(A — AI) = det 0 0 5.3 4

0 0 0 1—A

=65-HB-MNE-HA-A)
La ecuacidn caracteristica es
G-1M)*E-MN1-1)=0
o bien,
A=5*A=3)A—-1)=0
Desarrollando el producto, se escribe
At —142° + 681> — 1304 + 75 =0 n

En los ejemplos 1 y 3, det(A — Al) es un polinomio en A. Se puede demostrar que si A
es una matriz de n x n, entonces det(A — Al) es un polinomio de grado » llamado polinomio
caracteristico de A.

El valor propio 5, en el ejemplo 3, tiene multiplicidad 2 porque (A — 5) ocurre dos veces
como factor del polinomio caracteristico. En general, la multiplicidad (algebraica) de un
valor propio A es su multiplicidad como una raiz de la ecuacidn caracteristica.

EJEMPLO 4 El polinomio caracteristico de una matriz de 6 x 6 es A% — 41> — 12A*. De-
termine los valores propios y sus multiplicidades.

SOLUCION Factorice el polinomio
A =4 — 122 = A A =40 —12) = AL —6) (A + 2)

Los valores propios son 0 (multiplicidad 4), 6 (multiplicidad 1) y —2 (multiplicidad 1). H
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Se podrian listar los valores propios del ejemplo 4 como 0, 0, 0, 0, 6 y —2, de modo
que los valores propios estdn repetidos de acuerdo con sus multiplicidades.

Puesto que la ecuacién caracteristica para una matriz de n x n implica un polinomio
de grado n, la ecuacién tiene exactamente n raices, contando las multiplicidades, si se per-
miten raices complejas. En la seccién 5.5 se analizardn dichas raices complejas, llamadas
valores propios complejos. Hasta entonces, solo se considerardn valores propios reales, y los
escalares continuardn siendo niimeros reales.

La ecuacion caracteristica es importante para fines tedricos. Sin embargo, en el trabajo
préctico, los valores propios de una matriz mds grande que 2 x 2 deberian encontrarse usando
una computadora, a menos que la matriz sea triangular o tenga otras propiedades especiales.
No obstante que un polinomio caracteristico 3 x 3 es fécil de calcular a mano, quiza sea di-
ficil factorizarlo (a menos que la matriz sea cuidadosamente seleccionada). Véase las “Notas
numéricas” del final de esta seccidn.

Similitud

El siguiente teorema ilustra un uso del polinomio caracteristico, y brinda un fundamento
para varios métodos iterativos que aproximan valores propios. Si A y B son matrices de
n x n, entonces A es similar a B si hay una matriz invertible P tal que P~'AP = B, o bien,
de manera equivalente, A = PBP™!. Escribiendo Q para P71, se tiene Q7'BQ = A. Asi,
B es también similar a A, y se dice simplemente que A y B son similares. Cambiar A por
P~ 'AP es una transformacion de similitud.

Si las matrices A y B de n X n son similares, entonces tienen el mismo polinomio carac-
teristico y, por lo tanto, los mismos valores propios (con las mismas multiplicidades).

DEMOSTRACION Si B = P~ 'AP, entonces,
B—A =P '"AP—AP7'P =P Y (AP—AP) = P (A= AI)P

Utilizando la propiedad multiplicativa b) del teorema 3, se calcula

det(B — AI) = det[P~' (A — AI)P]
=det(P~')-det(4 — AT) - det(P) )

Puesto que det(P ') - det(P) = det(P~'P) = det I = 1, de la ecuacién (2) se observa que
det(B — AI) = det(A — AI). m

ADVERTENCIAS:
1. Las matrices

o2 v o 2]

no son similares a pesar de tener los mismos valores propios.

2. Similitud no es lo mismo que equivalencia por filas. (Si A es equivalente por filas
a B, entonces B = EA para alguna matriz E invertible). En general, las operaciones
con filas sobre una matriz cambian sus valores propios.
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Aplicacion a sistemas dinamicos

Los valores propios y vectores propios tienen la clave para la evolucién discreta de un sistema
dindmico, como se menciond en la introduccién al capitulo.

95 .03

EJEMPLO 5 Sea AZ[.OS 97

]. Analice el comportamiento a largo plazo del

sistema dindmico definido por X4+, = Ax, (k =0, 1, 2,...), con Xo = |: 2 ]

SOLUCION EI primer paso consiste en determinar los valores propios de A y una base para
cada espacio propio. La ecuacion caracteristica de A es

95 -2 .03
.05 97 -2

=22—1.921 +.92

0 = det [ } = (.95—A)(.97 — A) — (.03)(.05)

Por la férmula cuadratica,

192+ /(1922 —4(.92) _ 1.92 + /0064

A=
2 2
1.92 + .08 .
=———=1 obien .92
2
Es rapido comprobar que los vectores propios correspondientes a A = 1 y A = 0.92 son mul-
tiplos de
13 _ 1

vl - 5 y V2 - _1

respectivamente.

El siguiente paso es escribir X dada, en términos de v; y v,. Esto se puede hacer porque
{v1, v2} evidentemente es una base para R2. (;Por qué?) De manera que existen pesos c¢; y ¢,
tales que

Xo = €1V1 4+ c2v2 = [V Vz][i;] 3)

ATty wis=]? ! ' .60
e R R | 40
I [-1 —1][.60 125
___g[—s 3}[.40}_[.225} @
Cada x; es facil de calcular, ya que v; y v, en la ecuacién (3) son vectores propios de A, con
Avi =V yAvy; = .92vy:

De hecho,

x| = AXy = c1AV] + 2, Av, Utilizando linealidad de x —> AXx,
=c1v] + c2(.92)v, V| y V, son vectores propios.
Xy = AX] = c1 AV + ¢2(.92)Av,
=1v] + 62(.92)2V2
y asi sucesivamente. En general,
X = vy 4+ c2(92)f v, (k=0,1,2,..))
Utilizando c; y ¢, de la ecuacion (4),

X = .125[2} + .225(.92)"[_” k=0,1,2,..)) 5)
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Esta férmula explicita para x; da la solucién de la ecuacién en diferencias X;+; = AX;.

375

Conforme k — %, (.92)* tiende a cero y x; tiende a |: 625

i| = .125v;. |

Los calculos del ejemplo 5 tienen una aplicacién interesante a las cadenas de Markov
analizadas en la seccion 4.9. Quienes hayan leido esa seccién reconocerdn que la matriz A
del ejemplo 5 anterior es la misma que la matriz M de migracion de la seccion 4.9, que X
es la distribucién de poblacidn inicial entre la ciudad y los suburbios, y que x; representa la
distribucién de poblacién después de k afios.

El teorema 18 de la seccién 4.9 establecié que para una matriz tal como A, la secuencia X;
tiende a un vector de estado estable. Ahora se sabe por qué las x; se comportan de esa forma,
al menos para la matriz de migracion. El vector de estado estable es .125v, un mdltiplo del
vector propio vy, y la férmula (5) para x; muestra precisamente por qué x; — .125v;.

—— NOTAS NUMERICAS

1. El software computacional como Mathematica y Maple utilizan cédlculos simbdli-
cos para encontrar el polinomio caracteristico de una matriz de tamafio moderado.
Pero no hay una férmula o un algoritmo finito para resolver la ecuacidén caracteris-
tica de una matriz general de n x n paran = 5.

2. Los mejores métodos numéricos para encontrar valores propios evitan totalmente
el polinomio caracteristico. En efecto, MATLAB determina el polinomio carac-
teristico de una matriz A calculando primero los valores propios Ay,...,A, de Ay,
luego, desarrollando el producto (A — A)(A — Ap)...(A — Ap).

3. Varios algoritmos comunes para estimar los valores propios de una matriz A se
basan en el teorema 4. En los ejercicios se analiza el poderoso algoritmo QR.
Otra técnica, llamada método de Jacobi, funciona cuando A = A” y calcula una
secuencia de matrices de la forma

A=A y Ay =P ' APy (k=1,2,..)

Cada matriz en la secuencia es similar a A y asi tiene los mismos valores propios
que A. Las entradas no diagonales de Ay tienden a cero conforme aumenta &, y
las entradas diagonales se van aproximando a los valores propios de A.

4. En la seccion 5.8 se analizan otros métodos para calcular valores propios.

PROBLEMA DE PRACTICA

L L . 1 —4
Encuentre la ecuacion caracteristica y los valores propios de 4 = 4 2

5.2 EJERCICIOS

En los ejercicios 1 a 8, encuentre el polinomio caracteristico y los [8 4:| p |:9 _2:|

valores propios reales de las matrices dadas. 4 8 2 5

2 7 —4 -1 5 3 -4 3
L3 7] 2 72 7] w5 i s[5 7]

—4 2 8 2 Los ejercicios 9 a 14 requieren las técnicas de la seccién 3.1. De-
3. [ 6 7] 4 [3 3} termine el polinomio caracteristico de cada matriz, utilizando un

desarrollo por cofactores o la férmula especial para determinantes
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de 3 x 3 descrita antes de los ejercicios 15 a 18 de la seccién 3.1.
[Nota: Mediante operaciones de filas no es sencillo encontrar el po-
linomio caracteristico de una matriz de 3 x 3, porque estd implicada
la variable A].

4 0 -1 3001 1
9. [0 4 -1 1. | 0 5 0
10 2 2 0 7
30 0 -1 0 2
m |2 1 4 2. 3 1 0
10 4 L0 1 2
[ 6 -2 0 i 0 —17
1B3.|-2 9 0 4. [ -1 0 4
| 5 8 3 i 2 3]

Para las matrices de los ejercicios 15 a 17, liste los valores propios
reales, repetidos de acuerdo con su multiplicidad.

5 5 0 2 3.0 0 0
0 2 -3 6 6 2 0 0
B-to 0 3 2 1610 3 6 o
Lo 0 0 5 2 3 3 -5
30 0 0 0
-5 1 0 0 0
17./] 3 8 0 0 0
0 -7 2 1 0
|4 1 9 —2 3

18. Se puede demostrar que la multiplicidad algebraica de un valor
propio A es siempre mayor o igual que la dimensién del espacio
propio correspondiente a A. Determine 4 en la matriz A de aba-
jo, tal que el espacio propio para A = 4 sea bidimensional:

S oo N

S O NN

S AW
=

19. Sea A una matriz de n X n 'y suponga que A tiene n valores
propios reales, Aj,..., A,, repetidos de acuerdo con sus multipli-
cidades, tal que

det(A—Al) = (A1 —AMD)A2—2)--- (4 = A)

Explique por qué det A es el producto de los n valores propios
de A. (Este resultado es vélido para cualquier matriz cuadrada
cuando se consideran valores propios complejos).

20. Utilice una propiedad de determinantes para demostrar que A y
AT tienen el mismo polinomio caracteristico.

En los ejercicios 21 y 22, A y B son matrices de n x n. Indique si
cada enunciado es verdadero o falso. Justifique cada respuesta.

21. a) Eldeterminante de A es el producto de las entradas diagona-
lesen A.

b) Una operacién de filas elemental sobre A no cambia el valor
del determinante.

¢) (det A)(det B) = detAB

d) SiA + 5 es un factor del polinomio caracteristico de A, en-
tonces 5 es un valor propio de A.

22. a) SiAes3 x 3, concolumnas aj, a,, a3, entonces det A es igual
al volumen del paralelepipedo formado por a;, ay, as.

b) det AT = (—1)det A.

¢) La multiplicidad de una raiz r de la ecuacién caracteristica
de A se llama multiplicidad algebraica de r como un valor
propio de A.

d) Una operacién de remplazo por filas sobre A no altera sus
valores propios.

Un método ampliamente utilizado para estimar los valores pro-
pios de una matriz general A es el algoritmo QR. En condicio-
nes adecuadas, este algoritmo produce una secuencia de matri-
ces, todas similares a A, casi triangulares superiores, con entradas
diagonales que aproximan los valores propios de A. La idea princi-
pal es factorizar A (u otra matriz similar a A) en la forma A = Q|Ry,
donde Q17 = Q™! y R) es triangular superior. Los factores se inter-
cambian para formar A; = R;Q), que se factoriza de nuevo como
A| = O»Ry; entonces, se forma A, = Ry(0», y asi sucesivamente. La
similitud de A, Aj,... se deduce del resultado mds general del ejer-
cicio 23.

23. Demuestre que si A = QR con Q invertible, entonces A es simi-
laraA; = RQO.

24. Demuestre que si A y B son similares, entonces det A = det B.

|6 3 1 3/7 |5 )
25. SeanA_|:.4 .7},V1_|:4/7:|yxo—|:.5i|,[Nota.Aes

la matriz estocastica estudiada en el ejemplo 5 de la sec-
cién 4.9].

a) Encuentre una base para R? que consiste en v; y otro vector
propio v de A.

b) Compruebe que X se escribe en la forma xy = v; + cv,.

¢) Parak = 1,2,..., defina x; = A*x,. Calcule X, y X,, y escriba
una férmula para x;. Después, demuestre que x; — v; con-
forme k aumenta.

a

26. Sea A = |: 2] Utilice la férmula (1) para un determi-

nante (dada antes del ejemplo 2) para demostrar que
det A = ad — bc. Considere dos casos: a # 0y a = 0.

S5 02 03 3 1
27. Seen A=(3 8 3|, vw=|.6][ v,=|-3],
2 0 4 1 2
—1 1
V3 = Ojlyw=|1
1 1

a) Demuestre que vy, v, v3 son vectores propios de A.
[Nota: A es la matriz estocdstica estudiada en el ejemplo 3
de la seccion 4.9].

b) Sea xo cualquier vector en R® con entradas no negativas
cuya suma sea 1. (En la seccién 4.9, a x; se 1lamé vector de
probabilidad). Explique por qué existen constantes ¢y, ¢;, €3
tales que Xp = ¢1v] + v, + c3v3. Calcule wix, y deduz-
caquec; = 1.

¢) Para k = 1, 2,..., defina x;, = A*x,, con Xy como en el in-
ciso b). Demuestre que x; — v; cuando k aumenta.



28.

29.

[M] Construya una matriz A de 4 x 4, valuada en los enteros, y
compruebe que A y A” tienen el mismo polinomio caracteristico
(los mismos valores propios con las mismas multiplicidades).
(A y AT tienen los mismos vectores propios? Realice el mismo
andlisis con una matriz de 5 x 5. Escriba las matrices y sus con-
clusiones.

[M] Construya una matriz A de 4 x 4 valuada en los enteros.

a) Reduzca A a una forma escalonada U sin emplear escala-
miento por filas, y utilice U en la férmula (1) (que esta antes
del ejemplo 2) para calcular det A. (Si A resulta ser singular,
entonces inicie con una nueva matriz aleatoria).

b) Determine los valores propios de A y el producto de esos
valores propios (tan exactamente como sea posible).

30.
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¢) Escriba la matriz A y, con cuatro lugares decimales, liste los
pivotes en U y los valores propios de A. Calcule det A con su
programa matricial, y compdérelo con los productos encon-
trados en los incisos a) y b).

-6 28 21
[M] Sea A = 4 —15 —12 |. Para cada valor de a en
-8 a 25

el conjunto {32, 31.9, 31.8, 32.1, 32.2}, calcule el polinomio
caracteristico de A y los valores propios. En cada caso, trace
una gréfica del polinomio caracteristico p(f) = det(A — tI) para
0 =t = 3. Si es posible, elabore todas las graficas sobre un
mismo sistema de coordenadas. Describa cémo las graficas re-
velan los cambios en los valores propios conforme a cambia.

SOLUCION AL PROBLEMA DE PRACTICA

La ecuacion caracteristica es

ozdet(A—/u)zdet[l;)L

—4
2-2

=(1-2)Q2-1)— (4@ =1 -3+ 18

De la féormula cuadratica,

A=

3+ /(=3)2—4(18)

_3+/-63

2 2

Es evidente que la ecuacién caracteristica no tiene soluciones reales, asi que A no tiene
valores propios reales. La matriz A est4 actuando sobre el espacio vectorial real R?, y ahi no
existe un vector v distinto de cero, tal que Av = Av para algtin escalar A.

5.3 DIAGONALIZACION

En muchos casos, la informacién valor propio-vector propio contenida en una matriz A se
presenta en una factorizacién til de la forma A = PDP~! donde D es una matriz diagonal.
En esta seccion, la factorizacién permite calcular rapidamente las potencias A* para valores
grandes de k: una idea fundamental en varias aplicaciones del dlgebra lineal. Posteriormente,
en las secciones 5.6 y 5.7, se utilizara la factorizacién para analizar (y desacoplar) sistemas

dinamicos.

El siguiente ejemplo muestra que las potencias de una matriz diagonal son féciles de

calcular.

EJEMPLO 1 Si D=

y

5007 pr_[5 0[5 o]_[s o
o 3| ©mtonces, “lo 3]lo 3|T| o 3

s a2 [5 0][5* 0] _[5 o
D_DD_[O 3“0 ?[T|lo 3

En general,

k
Dk=|:50 3(3(} parak =1 |

Si A = PDP~! para alguna P invertible con D diagonal, entonces A* es también ficil de
calcular, como lo demuestra el siguiente ejemplo.
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TEOREMA 5

4 1

SIEEI R I

SOLUCION La férmula estandar para la inversa de una matriz de 2 x 2 da

L [ 2 1
P _[—1 -1

Entonces, por asociatividad de 1la multiplicacién matricial,

EJEMPLO 2 Scad = |: _7 2 i| Encuentre una férmula para A¥, dado que A = PDP ™!,

donde

A? = (pDP Y(PDP™"Y = PD(P'P)DP~! = PDDP™!

———

I

oo [ 1 o[ 2 1
=PDP _[—1 —2][0 2| -1 -1

A* = (PDP™")A* = (PDP~")PD*P~' = PDD*P~' = PD* P!

I

Nuevamente,

En general, para k = 1,

K orkp—t | 1 1[5 o[ 2 1
AT =PDP _[—1 =21L0 3][-1 -1

[ 2.5k -3k sk — 3k
_[2~3k—2-5’< 2-3’<—5’<} "

Una matriz cuadrada A es diagonalizable si A es similar a una matriz diagonal, es decir,
si A = PDP~! para alguna matriz P invertible y alguna matriz D diagonal. El siguiente teo-
rema da una caracterizacién de matrices diagonalizables e indica cémo construir una factori-
zacién conveniente.

Teorema de diagonalizacion

Una matriz A de n x n es diagonalizable, si y solo si A tiene n vectores propios lineal-
mente independientes.

En efecto, A = PDP~', con D como matriz diagonal, si y solo si las columnas de
P son n vectores propios linealmente independientes de A. En este caso, las entradas
diagonales de D son valores propios de A que corresponden, respectivamente, a los
vectores propios en P.

En otras palabras, A es diagonalizable si y solo si hay suficientes vectores propios para
formar una base de R". Tal base es una base de vectores propios de R".

DEMOSTRACION Primero, observe que si P es cualquier matriz de n x n con columnas
Vi,..., Vs, ¥ 81 D es cualquier matriz diagonal con entradas diagonales Aj,..., A,, entonces,

AP=A[vi Vo - Vy]=[Avi Avy - Av,] (1)
mientras que
A 0 0
0 Ay e 0
PD =P : : : =[Avi Aavy e AV, ] (2
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Ahora suponga que A es diagonalizable y A = PDP~'. Por lo tanto, esta relacién se mul-
tiplica por la derecha por P y se obtiene AP = PD. En este caso, las ecuaciones (1) y (2)
implican que

[Avi Avy o Avy ] =[Avi Aava o0 AV ] 3)
Igualando columnas,
AV] = /lel, AV2 = /\2V2, ey AVn = /\nvn (4)

Puesto que P es invertible, sus columnas vy,..., v, deben ser linealmente independientes.
Asimismo, como esas columnas no son cero, entonces las ecuaciones en (4) muestran que
Ai,..., A, son valores propios y vi,..., v, son los vectores propios correspondientes. Este
argumento demuestra las partes “solo si” del primer y segundo enunciados, junto con el ter-
cer enunciado, del teorema.

Por dltimo, dados cualesquiera n vectores propios Vi,..., V,, Uselos para construir las
columnas de P y utilice los valores propios correspondientes Ajy,..., A, para formar D. Por
las ecuaciones (1) a (3), AP = PD. Esto es vdlido sin condiciones sobre los vectores pro-
pios. Si, en efecto, los vectores propios son linealmente independientes, entonces P es in-
vertible (segin el teorema de la matriz invertible), y AP = PD implicaque A = PDP~'. ®

Diagonalizacion de matrices
EJEMPLO 3 Diagonalice la siguiente matriz, si es posible.

1 3 3
A=|-3 =5 =3
303 1

Es decir, encuentre una matriz P invertible y una matriz D diagonal tales que A = PDP !

SOLUCION Hay cuatro pasos para implementar la descripcion en el teorema 5.

Paso 1. Determine los valores propios de A. Como se menciond en la seccién 5.2, la meca-
nica de este paso es adecuada para una computadora, cuando la matriz es mayor que 2 x 2.
Para eliminar distracciones innecesarias, el texto generalmente dard informacién adicional de
utilidad para este paso. En el presente caso, la ecuacién caracteristica implica un polinomio
ctibico que se factoriza como:

A3 —302+4
—(A =1 +2)?

0 = det (A — AT)

Los valores propios son A = 1 y A = —2.

Paso 2. Encuentre tres vectores propios de A linealmente independientes. Se necesitan tres
vectores porque A es una matriz de 3 x 3. Este es el paso critico. Si falla, entonces el teore-
ma 5 indica que A no se puede diagonalizar. El método de la seccién 5.1 produce una base
para cada espacio propio:

1
BaseparaA = 1: v, = | —1
1
-1 -1
Base paraA = —2: v, = 1 y V3=

1

Puede comprobar que {vj, v, v3} es un conjunto linealmente independiente.
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TEOREMA 6

Paso 3. Construya P con los vectores del paso 2. No es importante el orden de los vectores.
Utilizando el orden seleccionado en el paso 2, forme

P :[Vl V2 V3]: -1
0 1

Paso 4. Construya D con los valores propios correspondientes. En este paso, resulta esen-
cial que el orden de los valores propios coincida con el orden elegido para las columnas

de P. Utilice dos veces el valor propio A = —2, uno para cada vector propio correspondiente
ar= -2
1 0 0
D=0 -2 0
0 0 -2

Es buena idea comprobar que P y D realmente funcionen. Para evitar el cdlculo de P~ !,
simplemente compruebe que AP = PD. Esto es equivalente a A = PDP~! cuando P es in-
vertible. (Sin embargo, jasegtirese que P sea invertible!) Calcule

13 3 [ 1 -1 -1 12 2

AP=|-3 -5 3||-1 1 of|=|-1-2 0

3 3 11 o0 1 10 -2

[ 1 -1 —1][1 0 o0 2 2
PD=|-1 1 0[|l0 =2 o0o|=|-1-2 0 n

1 0 1]|l0o 0 -2 0 -2

EJEMPLO 4 Sies posible, diagonalice la siguiente matriz.

2 4 3
A= -4 —6 -3
33 1

SOLUCION La ecuacién caracteristica de A resulta ser exactamente la misma que en el
ejemplo 3:

0=det(A—AI) =1 =312 4+4=—-A—-1)(A+2)?

Los valores propios son A = 1 y A = —2. No obstante, es facil comprobar que cada espacio
propio es tan solo unidimensional:
Base para A = 1: vi=| —
1]
Base para A = —2: vy, = 1
0

No existen mas valores propios, en tanto que cada vector propio de A es un multiplo de v,
o de v,. Por consiguiente, es imposible construir una base de R3 utilizando vectores propios
de A. De acuerdo con el teorema 5, A no es diagonalizable. [ |

El siguiente teorema proporciona una condicién suficiente para que una matriz sea
diagonalizable.

Una matriz de n X n con n valores propios distintos es diagonalizable.
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DEMOSTRACION Sean vy,..., v, los vectores propios correspondientes a los n valores
propios diferentes de una matriz A. Entonces, {vy,..., v,} es linealmente independiente,
de acuerdo con el teorema 2 de la seccion 5.1. Por lo tanto, A es diagonalizable, segiin el
teorema 5. |

No es necesario que una matriz de n X n tenga n valores propios distintos para ser dia-

gonalizable. La matriz de 3 x 3 del ejemplo 3 es diagonalizable aun cuando tenga solamente
dos valores propios diferentes.

EJEMPLO 5 Determine si la siguiente matriz es diagonalizable.

5 =8 1
A=|0 0 7
0 0 -2

SOLUCION jEsto es ficil! Como la matriz es triangular, sus valores propios son evidente-
mente 5, 0y —2. Al ser A una matriz de 3 x 3 con tres valores propios distintos, entonces A
es diagonalizable. |

Matrices cuyos valores propios no son diferentes

Si una matriz A de n x n tiene n valores propios distintos, con los vectores propios correspon-
dientes vy,..., v, y si P = [v; *** v,], entonces P es automaticamente invertible porque sus
columnas son linealmente independientes, segtn el teorema 2. Cuando A es diagonalizable,
pero tiene menos de n valores propios diferentes, sigue siendo posible construir P en una for-
ma que la hace autométicamente invertible, como lo demuestra el siguiente teorema.!

Sea A una matriz de n X n cuyos distintos valores propios son Ay,..., A,.

a) Para 1 = k = p, la dimensién del espacio propio para A; es menor o igual que la
multiplicidad del valor propio Ay.

b) Lamatriz A es diagonalizable si y solo si la suma de las dimensiones de los espacios
propios es igual a n, y esto ocurre si y solo si: i. se factoriza completamente el poli-
nomio caracteristico en factores lineales y ii. la dimensién del espacio propio para
cada Ay es igual a la multiplicidad de Ay.

¢) Si A es diagonalizable y B es una base para el espacio propio asociado con Ay
para cada k, entonces la coleccién de vectores total en los conjuntos Bj,..., B, for-
ma una base de vectores propios para R”".

EJEMPLO 6 Diagonalice la siguiente matriz, si es posible.

5.0 0 O

0O 5 0 O

A= 1 4 -3 0
-1 -2 0 -3

! La demostracién del teorema 7 es larga, pero no dificil. Por ejemplo, véase S. Friedberg, A. Insel, y L. Spence,
Linear Algebra, 4a. ed. (Englewood Cliffs, NJ: Prentice-Hall, 2002), seccién 5.2.
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SOLUCION Puesto que A es una matriz triangular, los valores propios son 5 y —3, cada uno
con multiplicidad 2. Utilizando el método de la seccién 5.1, se encuentra una base para cada
espacio propio.

[ -8 —16
Base para A = 5: Vi = ? y V= g
| O 1
[0 0
Base para A = —3: V3 = (1) y V4= 8
| 0 1
El conjunto {vi,..., v4} es linealmente independiente, segin el teorema 7. Asi, la matriz

P = [vy *** v4] es invertible, en tanto que A = PDP~!, donde

8 —16 0 0 5.0 0 0
4 4 0 0 0 5 0 0

P=1 9 o 1 ol Y P=lo 023 o u
0o 1 0 1 0 0 0 -3

PROBLEMAS DE PRACTICA

1. Calcule A8, donde A = [; :? }

2 7 1

son vectores propios de A. Utilice esta informacién para diagonalizar A.

2. Sean A = |::3 12:|,v1 = [3] y Vp = [%] Suponga que le han dicho que v; y v,

3. Sea A una matriz de 4 x 4 con valores propios 5, 3 y —2, y suponga que se sabe que
el espacio propio para A = 3 es bidimensional. ;Se dispone de suficiente informacién
para determinar si A es diagonalizable?

5.3 EJERCICIOS

En los ejercicios 1 y 2, sea A = PDP™! y calcule A4, 2 —1 =17
5. A= 1 4 1
1. P:B ;}D:[g ?] -1 -1 2
1 -1 o0[3 0 o0 0 -1 -1
R Lo = -1 1 -1 0o 2 0 -1 -1 -1
- — 0 -1 1 0O 0 3 -1 -1 0
2 p_[2 J,n_[o 3] i |
3 0 07
En los ejercicios 3 y 4, use la factorizacién A = PDP~! para calcular 6. A=|-3 4 9
A, donde k representa un entero positivo arbitrario. L 0 0 3]
0 1 o 0 1 o 3 0 -1 30 O 0o o0 1
a a
3. [ } = |: ][ }[ ] =(0 1 =3 0 4 0 -3 1 9
2@—b) b 2 1|0 b2 1 1 0 o0 0 0 3 1 o0 3
4 I 6| |3 —2{[-3 0]f-1 2 En los ejercicios 7 a 20, diagonalice las matrices, si es posible. Para
12 6| |2 -1 0 2| -2 3 los ejercicios 11 a 16 y 18, se incluyen los valores propios reales

debajo de la matriz.
En los ejercicios 5 y 6, la matriz A se factoriza en la forma PDP~!.
Utilice el teorema de diagonalizacion para encontrar los valores pro- 7. |: L0 ] 8. |: 32 ]
pios de A y una base para cada espacio propio. 6 —I1



2 —1 1 3
S I
ro 1 1 3 1 17
2 1 2 1 3 1
11. 3 3 2 12. 1 3
A=-1,5 A=25
r 2 2 —17 (2 0 —27
1 3 -1 1 3 2
1B > 14. 0 0 3]
A=1,5 A=23
0 —1 —17 1 2 -3
12 1 2 5 2
L 16. 3
A=0,1 A=0
- 2 2 -2
17 ; (2) 8 18 33 =2
. -2 2 2
2 2 L
L A=-2,—1,0
5 -3 0 9 30 0 0
0 3 1 -2 0 2 0 0
Blo 0 2 o 2010 0 2 o
0 0 o0 2 1 0 0 3

En los ejercicios 21 y 22, A, B, P'y D son matrices de n x n. Indique
si cada enunciado es verdadero o falso. Justifique cada respuesta.
(Antes de intentar resolver estos ejercicios, estudie con cuidado los
teoremas 5 y 6, y los ejemplos de esta seccién).

21. a) A es diagonalizable si A = PDP~! para alguna matriz D y
alguna matriz P invertible.

b) Si R" tiene una base de vectores propios de A, entonces A es
diagonalizable.

¢) A es diagonalizable si y solo si A tiene n valores propios,
contando multiplicidades.

d) Si A es diagonalizable, entonces A es invertible.

22. a) A esdiagonalizable si A tiene n vectores propios.

b) Si A es diagonalizable, entonces A tiene n valores propios
distintos.

¢) Si AP = PD, con D diagonal, entonces las columnas distin-
tas de cero de P deben ser vectores propios de A.

d) Si A es invertible, entonces A es diagonalizable.
23. A es una matriz de 5 x 5 con dos valores propios. Un espacio

propio es tridimensional y el otro espacio propio es bidimensio-
nal. ;A es diagonalizable? ;Por qué?

24. A esunamatriz de 3 x 3 con dos valores propios. Cada espacio
propio es unidimensional. ;A es diagonalizable? ;Por qué?
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25. A es una matriz de 4 x 4 con tres valores propios. Un espacio
propio es unidimensional, y uno de los otros espacios propios
es bidimensional. (Es posible que A no sea diagonalizable?
Justifique su respuesta.

26. A es una matriz de 7 x 7 con tres valores propios. Un espacio
propio es bidimensional, y uno de los otros espacios propios
es tridimensional. ;Es posible que A no sea diagonalizable?
Justifique su respuesta.

27. Demuestre que si A es diagonalizable e invertible, entonces tam-
biénloes A,

28. Demuestre que si A tiene n vectores propios linealmente in-
dependientes, entonces ocurre lo mismo con AT. [Sugerencia:
Use el teorema de diagonalizacién].

29. Una factorizacién A = PDP™! no es tnica. Demuestre esto
para la matriz A del ejemplo 2. Con D, = [8 2:|, utilice
la informaci6n del ejemplo 2 para encontrar una matriz P, tal
queA = P1D1P1_1.

30. Con Ay D como en el ejemplo 2, encuentre una P, invertible,
distinta de la P del ejemplo 2, tal que A = P,DP," .

31. Construya una matriz de 2 x 2 distinta de cero que sea inverti-
ble, pero no diagonalizable.

32. Construya una matriz de 2 x 2 no diagonal que sea diagonaliza-
ble, pero no invertible.

[M] En los ejercicios 33 a 36, diagonalice las matrices. Utilice la
instruccion de valores propios de su programa matricial para obtener
los valores propios y, luego, calcule bases para los espacios propios
como en la seccién 5.1.
9 —4 -2 -4
—56 32 —-28 44
—-14 -14 6 —14

42 =33 21 —45

4 -9 -7 8 2
-7 =9 0 7 14
34. 5 10 5 -5 -10
-2 3 7 0 4
-3 13 -7 10 11

33.

13 —-12 9 -15 9
6 -5 9 —15 9
3. 6 —12 -5 6 9
6 -12 9 -8 9

|6 12 12 -6 2]

[24 -6 2 6 27
72 51 9 —99 9
6. 0 —63 15 63 63
72 15 9 —63 9

L 0 63 21 —63 27
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SOLUCIONES A LOS PROBLEMAS DE PRACTICA

1. det (A — AI) = A2 — 3A + 2 = (A — 2)(A — 1). Los valores propios son 2 y 1, y los

vectores propios correspondientes son v| = [;] y Vv, = |: i i| Ahora, forme

1301 2 o [ 1=
T T RO A

Como A = PDP1,
3 1 28 0 1 -1
2 1]lo -2 3
3 17725 o[ 1 -1
=12 1]l o 1]l—2 3
[ 766 —765
510 —509

A =pPDPP7! =

2. Calcule Av; = [:; 13][?} = |::1’.:| =1-v,y

e 2 B

De manera que v; y v, son vectores propios para los valores propios 1 y 3, respectiva-
mente. Entonces,

_ _1 3 2 |1 0
A = PDP donde, P—|:1 ) y D= 0 3

. Si, A es diagonalizable. Existe una base {v;, vo} para el espacio propio asociado a

A = 3. Asimismo, habrd al menos un vector propio para A = 5y uno para A = —2, deno-
tados mediante v3 y v4. Entonces, {vi, v, v3, v4} es linealmente independiente de acuer-
do con el teorema 2 y el problema de practica 3 de la seccién 5.1. No pueden existir mas
vectores propios que sean linealmente independientes de vy, v,, V3, V4, porque los vectores
estdn en R*. Por consiguiente, los espacios propios para A = 5y A = —2 son ambos uni-
dimensionales. De acuerdo con el teorema 7b) se tiene que A es diagonalizable.

5.4 | VECTORES PROPIOS Y TRANSFORMACIONES LINEALES

El objetivo de esta seccién es entender la factorizacién matricial A = PDP~! como un
enunciado sobre transformaciones lineales. Se vera que la transformacién x — Ax es esen-
cialmente lo mismo que el muy simple mapeo u — Du, cuando se estudia desde un enfo-
que adecuado. Una interpretacién similar se aplicard a D y A, aun cuando D no sea una
matriz diagonal.

De la seccién 1.9, recuerde que cualquier transformacién lineal 7 de R" a R™ se im-

plementa mediante la multiplicacién por la izquierda por una matriz A, llamada matriz estdn-
dar de T. Ahora se necesita el mismo tipo de representacion para cualquier transformacién
lineal entre dos espacios vectoriales de dimension finita.



T
X > T(x)
Multiplicacién
> [T
[x], — (7)1,
FIGURA 2
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La matriz de una transformacion lineal

Sean V un espacio vectorial n-dimensional, W un espacio vectorial m-dimensional y T cual-
quier transformacion lineal de V a W. Para asociar una matriz con 7, se eligen bases (ordena-
das) By C para V'y W, respectivamente.

Dada cualquier x en V, el vector de coordenadas [X]; estd en R" y el vector de coordena-
das de su imagen, [ 7(x)] o estd en R™, como se indica en la figura 1.

|
| [T,

o
__l

Rm

FIGURA 1 Una transformacion lineal de Va W.

Es fécil encontrar la conexion entre [X], y [T(X)]. Sea {by...., b,} la base B para V.
Six =rb; + -+ + r,b,, entonces,

r

x|z =
I'n

T(X) = T(rlbl + o+ rnbn) = rlT(bl) + et rnT(bn) (D

porque T es lineal. Ahora, como el mapeo coordenado de W a R™ es lineal (teorema 8 de la
seccion 4.4), la ecuacion (1) conduce a

[TX) ] =n[TMb) ]+ +r[Tb)], @

Puesto que los vectores de coordenadas C estdn en R™, asf la ecuacién vectorial (2) se escribe
como una ecuacion matricial; a saber,

[Tx)], = M[x], 3
donde

M=[[Tb)]l, [Th)]l, - [TOby)]] )

La matriz M es una representacion matricial de 7, llamada matriz para T respecto a las
bases By C. Véase la figura 2.

La ecuacién (3) indica que, en lo concerniente a los vectores de coordenadas, la accién
de T sobre x se puede considerar una multiplicacién por la izquierda por M.

EJEMPLO 1 Suponga que B = {by, by} esunabase para Vy C = {¢], ¢, ¢3} es una base
para W. Sea T : V— W una transformacion lineal con la propiedad

T(by) =3c;—2¢c;+5¢;3 y T(by) =4c;+Ter—cs

Determine la matriz M para T respecto a By C.
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Multiplicacién

> T(X)

[x]z

FIGURA 3

por [T1,

> [T(0)] 5

SOLUCION Los vectores de coordenadas C de las imdgenes de b; y b, son

3 4
[T(b)], =] -2 y [T)]. =] 7
5 —1
\ ; |
Por lo tanto,
3 4
M=|-2 7 ]
5 —1

Si By C son bases para el mismo espacio V y si T es la transformacién identidad
T(x) = x para x en V, entonces la matriz M en la ecuacién (4) es justo una matriz de cam-
bio de coordenadas (véase la seccion 4.7).

Transformaciones lineales de Ven V

En el caso comiin donde W es igual a V' y la base C coincide con B, la matriz M en (4) se
denomina matriz para T respecto a 13, o simplemente B-matriz para 7, y se denota con
[T]p Véase la figura 3.

La B-matriz para T': V — V satisface

[T(x)]z; = [T ]gz[x]; paratodaxenV (5)
EJEMPLO 2 Elmapeo T: P, — [P, definido por

T(ao + at + axt*) = a; + 2ast

es una transformacion lineal. (Los estudiantes de cédlculo reconoceran T como el operador
derivada).

a) Determine la B-matriz para T, cuando B es la base {1, t, t*}.
b) Compruebe que [T'(p) |, = [T |;5[p], paratodap en P.

SOLUCION

a) Determine las imdgenes de los vectores basicos:
(1) =0 El polinomio cero
T =1 El polinomio cuyo valor siempre es 1
T(t?) = 2t

Después, escriba los vectores de B-coordenadas de T(1), T(r) y T(t?) (que en este ejemplo
se localizan por inspeccién) y juntelos en la B-matriz para 7:

0 1 0
[Tz =] 0] [TO]z=]0] [T@)],=]2
0 0 0
3 |

0 1 0

[Tl,=|0 0 2

0O 0 O
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b) Para un general p(t) = ag + at + ast?

a
[T(p)]B:[a1+2a2t]B: 2[12
0
0O 1 0 ag
=0 o 2|la |=[Tllpl,
0o 0 O a,
Véase la figura 4. |
T
a,+2a,t
P, ay+at+ a2t2 P,
4
dy
Multiplicacion o=
I% G
1 p V R3 2(5)12

FIGURA 4 Representacién matricial de una
transformacion lineal.

Transformaciones lineales sobre R

En un problema aplicado que implica a R", en general una transformacidn lineal 7 aparece
primero como una transformacién matricial, X — AX. Si A es diagonalizable, entonces hay
una base 3 para R" que consiste en vectores propios de A. A continuacidn, el teorema 8 de-
muestra que, en este caso, la B-matriz para T es diagonal. Diagonalizar A equivale a encontrar
una representacion matricial diagonal x — Ax.

Representacion matricial diagonal

Suponga que A = PDP~!, donde D es una matriz de n x n diagonal. Si B es la base
para R" formada con las columnas de P, entonces D es la 3-matriz para la transfor-
macion X — AX.

DEMOSTRACION Denote las columnas de P con by,..., b,, de manera que B = {by,..., b,}
y P = [b; -+ b,]. En este caso, P es la matriz de cambio de coordenadas P analizada en
la seccién 4.4, donde

Plx],=x y [x]z= P x

Si T(x) = Ax para x en R”, entonces,

[Tl,=[[T®O)]; - [Th)]s] Definicién de [T,
= [ [ 4b; lg - [4by ]B] Porque 7(x) = AX
=[P7'4b; --- P7'4b,] Cambio de coordenadas
=P '4[b, --- b,] Multiplicacién matricial
= P lAapP (6)

Puesto que A = PDP~!, entonces se tiene [T ], = P~'AP = D. [ ]
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7

EJEMPLO 3 Defina T : R? — R? por T(x) = Ax, donde 4 = |:_4

2
1 } Encuentre
una base B para R? con la propiedad de que la B-matriz para T es una matriz diagonal.

SOLUCION Del ejemplo 2 de la seccién 5.3, se conoce que A = PDP ™!, donde

IR T

Las columnas de P, denotadas mediante b; y by, son vectores propios de A. Segtn el teo-
rema 8, D es la B-matriz para T cuando B = {by, b,}. Los mapeos x — Ax y u — Du des-
criben la misma transformacion lineal respecto a diferentes bases. |

Similitud de representaciones matriciales

La demostracion del teorema 8 no utilizé la informacién de que D era diagonal. Por lo tanto,
si A es similar a una matriz C, con A = PCP!, entonces C es la B-matriz para la trans-
formacion x — Ax cuando la base B estd formada por las columnas de P. La figura 5 ilustra
la factorizacién A = PCP~!.

Multiplicacién

X > AX

por A
Multiplicacién Multiplicacion
por P! por P

Multiplicacién

[x] > [AX]

B por C B

FIGURA 5 Similitud de dos representaciones matriciales:
A= PCP!.

Inversamente, si 7 : R” — R" estd definida por T(x) = Ax, y si B es cualquier base
para R", entonces la B-matriz para T es similar a A. En efecto, los célculos en la demostra-
cién del teorema 8 indican que si P es la matriz cuyas columnas provienen de los vectores
en B3, entonces, [T] 5= P7lAP. Asi, el conjunto de todas las matrices similares a una matriz
A coincide con el conjunto de todas las representaciones matriciales de la transformacién
X — AX.

4 -8 2

tico de A es (A + 2)2, sin embargo, el espacio propio para el valor propio —2 es unidimen-
sional; de manera que A no es diagonalizable. Sin embargo, la base B = {by, by} tiene la
propiedad de que la 3-matriz para la transformacién x — AX es una matriz triangular llamada
forma de Jordan de A.' Determine esta B-matriz.

SOLUCION SiP =[b; b,], entonces la B-matriz es P~!AP. Calcule
4 —9([{3 2 -6 —1
w125 1=15

_ -1 2f-6 -1 _[-2 1

P AP_[ 2 =3||-4 0| 0o -2

Observe que el valor propio de A esta sobre la diagonal. |

EJEMPLO 4 Sean A= [4 9i|, b; = [3} y by = [?} El polinomio caracteris-

! Cada matriz cuadrada A es similar a una matriz en forma de Jordan. La base utilizada para generar una forma
de Jordan consiste en vectores propios y los llamados “vectores propios generalizados” de A. Véase el capitulo 9 de
Applied Linear Algebra, 3a. ed. (Englewood Cliffs, NJ: Prentice-Hall, 1988), de B. Noble y J. W. Daniel.
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—— NOTA NUMERICA

Una forma eficiente de calcular una B-matriz de P~ 'AP es determinando AP y, luego,
reduciendo por filas la matriz aumentada [P AP] a [I P~ 'AP]. Es innecesario un
célculo por separado de P~!. Véase el ejercicio 15 de la seccién 2.2.

PROBLEMAS DE PRACTICA

1. Determine T(ap + ait + a»t?), si T es la transformacién lineal de P, a P, cuya matriz
respecto a B = {1,1,1%} es

34 0
[T],=|0 5 -1
1 -2 7

2. Sean A, By C matrices de n x n. En el texto se ha demostrado que si A es similar a B,
entonces B es similar a A. Esta propiedad, junto con los enunciados que se muestran de-
bajo, indica que “similar a” es una relacion de equivalencia. (La equivalencia por fila

es otro ejemplo de una relacién de equivalencia). Compruebe los incisos a) y b).

a) A essimilaraA.

b) Si A essimilar a B, y B es similar a C, entonces A es similar a C.

5.4 EJERCICIOS

1. Sean B = {by, by, b3} y D = {d}, d,} las bases de los espacios

vectoriales V'y W, respectivamente. Sea 7' : V — W una trans-
formacién lineal con la propiedad

T(b)) =3d; —5d;, T(by) =—d; +6ds, T(b3) =4d,
Determine la matriz para T respecto a By D.

. Sean D = {d;, d} y B = {by, by} las bases para los espacios
vectoriales V'y W, respectivamente. Sea 7': V — W una trans-
formacidn lineal con la propiedad

T(dl) = 3b1 - 3b2, T(dz) = —2b1 + sz
Determine la matriz para T respecto a Dy 5.

. Sean £ = {e|, e, €3} la base estandar para R3, B = {by, by, b3}
una base para un espacio vectorial V, y T : R? — V una trans-
formacion lineal con la propiedad

T(x1, X2, x3) = (2x3 — x2)b; — (2x2)by + (x1 + 3x3)b3
a) Calcule T(e), T(ey) y T(e3).

b) Obtenga [T'(e1)]s, [T (e2)]5 y [T(€3)]s.
¢) Determine la matriz para T respecto a £y B.

. Sean B = {by, b,, b3} una base para un espacio vectorial V'y

T : V — R? una transformacién lineal con la propiedad

2)61 —3X2+X3]

T (x1b; + x2by + x3b3) = [ —2x, + 5x3

Encuentre la matriz para T respecto a B y la base estandar
para R,

. SeaT: [P, — [Pslatransformacién que mapea un polinomio p(#)

en el polinomio (¢ + 3)p(?).
a) Encuentre la imagen de p() = 3 — 2t + t%
b) Demuestre que 7 es una transformacion lineal.

¢) Obtenga la matriz para T respecto a las bases {1, t, £2} y
{1,0,%,1%).

. SeaT: [P, — P4 latransformacién que mapea un polinomio p(#)

en el polinomio p(f) + 2t%p(r).
a) Determine la imagen de p(r) = 3 — 2t + 12
b) Demuestre que 7 es una transformacion lineal.

¢) Encuentre la matriz para T respecto a las bases {1, t, t?} y
(1,1,¢% 63, t4).

. Suponga que el mapeo T : [P, — P, definido por

T(ag + ait + ast?) = 3ay + (5ap — 2a,)t + (4a; + a»)t?

es lineal. Obtenga la representacién matricial de T respecto a
labase B = {1, t, t?}.

. Sea B = {by, by, b3} una base para un espacio vectorial V.

Encuentre 7(4b; — 3b,) cuando T es una transformacion lineal
de V a V cuya matriz respecto a B es

0 1
1 -2
1

[T]s=

— N O
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10.

p(=1)
p(0)
p(1)

a) Encuentre la imagen bajo 7'de p(t) = 5 + 3t.

Defina T: P, — R3 por T(p) =

b) Pruebe que T es una transformacion lineal.

c) Obtenga la matriz para T respecto a la base {1, ¢, t*} para
P, y la base estdndar para R>.
p(=2)
PQ3)
p()
p(0)

a) Demuestre que 7 es una transformacion lineal.

Defina T : P; — R* por T(p) =

b) Encuentre la matriz para T respecto a la base {1, t, 1, 1*}
para [P y la base estandar para R*.

En los ejercicios 11 y 12, determine la B-matriz para la transforma-
cién x — Ax donde B = {by, b,}.

11.

12.

=[] [1]
=[5 2=

En los ejercicios 13 a 16, defina T : R? — R? por T(x) = Ax. Deter-
mina una base B para R? con la propiedad de que [T'], es diagonal.

13.

15.

17.

18.

0 1 2 3
_[_3 4] 14. A_[3 2]
1 2 4 -2
SIE SR
4 1 1
Sean A = [_1 2] y B ={by,by} para b, = [_1 ],

b, = [_; ] Defina T : R? — R? tal que T(x) = AXx.

a) Compruebe que b; es un vector propio de A, pero que A no
es diagonalizable.

b) Encuentre la B-matriz para 7.

Defina T: R? — R3 mediante 7T(x) = Ax, donde A es una matriz
de 3 x 3 con valores propios de 5, 5 'y —2. (Existe una base
B para R tal que la B-matriz para T sea una matriz diagonal?
Analice.

En los ejercicios 19 a 24, compruebe los enunciados. Las matrices
son cuadradas.

19.

20.
21.

Si A es invertible y similar a B, entonces B es invertible y A~
es similar a B~!. [Sugerencia: P~'AP = B para alguna P inver-
tible. Explique por qué B es invertible. Luego, determine una Q
invertible tal que Q"'A~'Q = B™1].

Si A es similar a B, entonces A2 es similar a B2

Si B es similar a A y C es similar a A, entonces B es similar
aC.

22,

23.

24,

25.

26.

27.

28.

29.

Si A es diagonalizable y B es similar a A, entonces B también es
diagonalizable.

Si B = P7'AP y x es un vector propio de A correspondiente a
un valor propio A, entonces P~ !X es un vector propio de B tam-
bién asociado con A.

Si Ay B son similares, entonces tienen el mismo rango (dimen-
sién del espacio imagen). [Sugerencia: Consulte los ejercicios
complementarios 13 y 14 del capitulo 4].

La traza de una matriz cuadrada A es la suma de las entradas
diagonales en A y se denota con tr A. Se puede comprobar que
tr(FG) = tr(GF) para cualesquiera dos matrices F'y G de n x n.
Demuestre que si A y B son similares, entonces tr A = tr B.

Se puede demostrar que la traza de una matriz A es igual a la
suma de los valores propios de A. Compruebe este enunciado
para el caso cuando A es diagonalizable.

Sean V = R" con una base B = {by,..., b,},y W= R" con la
base estandar que se denota mediante &; y considere la trans-
formacién identidad I : R" — R”, donde I(x) = x. Obtenga la
matriz para [ respecto a By £ ;Cémo se llamé a esta matriz
en la seccién 4.47

Sean V un espacio vectorial con una base B = {by,..., b,} y
W el mismo espacio V con una base C = {cy,..., ¢,}; [ es la
transformacion identidad 7 : V — W. Encuentre la matriz
para I respecto a By C. ;Cémo se llamé a esta matriz en la
seccion 4.7?

Sea V un espacio vectorial con una base 5 = {by,..., b,}. Deter-
mine la B-matriz para la transformacién identidad 7: V— V.

[M] En los ejercicios 30 y 31, determine la B-matriz para la trans-
formacion x — Ax donde B = {by, by, bs}.

31.

6 —2 -2
30. A=1|3 1 -2,
2 =2 2
1 2 -1
bi=|1{(by=|1]bs=|-1
1 3 0
-7 —48 -—16
A= 1 14 6 |,
-3 —45 -19
-3 -2 3
b, = 11],by= 1 |.,b; =] —1
-3 -3

32.

[M] Sea T la transformacién cuya matriz estandar se presenta a
continuacién. Determine una base para R* con la propiedad de
que [T'],; sea diagonal.

-6 4 0 9
3 0 1 6
A=1_1 2 1 o
-4 4 0 7
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SOLUCIONES A LOS PROBLEMAS DE PRACTICA

1. Seap(d = ag + ait + axt?, y calcule

3 4 01fao 3ay + 4a,
[T(p)]BZ[T]B[p]BZ 0 5 -1 a | = Say —as
1 -2 7 ar ap—2ay + 7a;

Asi, T(p) = (3ag + 4a)) + (5a; — ax)t + (ap — 2a, + Ta>)t>.

2. a) A= (I)"'Al entonces A es similar a A.

b) Por hipétesis, existen matrices invertibles P y Q con la propiedad de que B = P~!AP
y C = Q7 'BQ. Sustituya la férmula para B en la expresién para C, y utilice un resul-
tado acerca de la inversa de un producto:

C =07'BQ =07 (P7'AP)Q = (PQ)"'A(PQ)

Esta ecuacidn tiene la forma adecuada para demostrar que A es similar a C.

5.5 | VALORES PROPIOS COMPLEJOS

Puesto que la ecuacién caracteristica de una matriz de n x n implica un polinomio de grado
n, la ecuacién siempre tiene exactamente n raices, contando las multiplicidades, siempre y
cuando se admitan raices complejas. Esta seccidén demuestra que si la ecuacién caracteristica
de una matriz real A tiene algunas raices complejas, entonces esas raices aportan informacién
importante acerca de A. La clave es dejar que A actde sobre el espacio C" de n-adas de nime-
ros complejos.!

Nuestro interés en C" no se origina por el deseo de “generalizar” los resultados de los
capitulos anteriores, no obstante que ello abriria nuevas aplicaciones significativas en dlgebra
lineal.> Mis bien, este estudio de valores propios complejos es esencial para revelar informa-
cién “oculta” sobre ciertas matrices con entradas reales que se presentan en gran variedad de
problemas de la vida cotidiana. Tales problemas incluyen muchos sistemas dindmicos reales
que implican movimiento periédico, vibracion o algin tipo de rotacién en el espacio.

La teoria del valor propio-vector propio matricial ya desarrollada para R”" se aplica bien
a C". Asi que un escalar complejo A satisface det(A — AI) = 0 si y solo si existe un vector
distinto de cero x en C" tal que Ax = Ax. Decimos que A es un valor propio (complejo) y
x su correspondiente vector propio (complejo).

0
1

el plano en sentido antihorario, un dngulo de 90°. La accién de A es periddica, ya que,
después de cuatro de tales aplicaciones, un vector regresa a su posicién original. Eviden-
temente, ningtn vector distinto de cero se mapea sobre un multiplo de s{ mismo, de ma-
nera que A no tiene vectores propios en R? y, por lo tanto, carece de vectores propios reales.
En efecto, la ecuacién caracteristica de A es

EJEMPLO 1 Si A= |: _é], entonces la transformacién lineal x — Ax on R? gira

AM+1=0

! Consulte el apéndice B para un breve andlisis de nimeros complejos. El dlgebra matricial y los conceptos
sobre espacios vectoriales reales se podrian ampliar al caso de entradas y escalares complejos. En particular,
A(cx + dy) = cAx + dAy, para A de m x n, con entradas complejas, x, y en C", y ¢, d en C.

2 Con frecuencia, en un segundo curso en dlgebra lineal se analizan dichos temas, que son de mucha importancia
en ingenieria eléctrica.
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Las tunicas raices son complejas: A = iy A = —i. Sin embargo, si se permite que A actie

sobre C2, entonces, [(1) ‘é][_i]z[ / } i[_:]
ool

1 1
Asi, i y —i son valores propios, con [—i y | ; | como sus vectores propios correspondien-

tes. (En el ejemplo 2 se analiza un método para determinar vectores propios complejos). W

El principal interés de esta seccion serd la matriz del siguiente ejemplo.

5 -
g5 1

una base para cada espacio propio.

EJEMPLO 2 Sea A = [ '6:|. Determine los valores propios de A, y encuentre

SOLUCION La ecuacién caracteristica de A es

0 = det [ '5'7_5)“ 1.1_fx] = (5-2)(1.1 =) — (—.6)(75)

=A2—1.61+1

De la férmula cuadritica, A = %[1.6 + /(—1.6)2 — 4] = .8 + .6i. Para el valor propio
A = 0.8 * .6, construya

. 5 -6 8 — .6i 0
A_('g_'6’)1_[.75 1.1}_[ 0 .8—.61’}
_[-3+6i -6
- [ NE 3+ .61} M

La reduccioén por filas de la matriz aumentada usual es muy engorrosa a mano debido a su
aritmética compleja. Sin embargo, a continuacion se presenta una agradable observacién que
realmente simplifica el asunto: Puesto que .8 — .6/ es un valor propio, el sistema

(—.3 + .6i)x1 - .6x; =0

2
75x1 + (3 + .6i)x; =0 @

tiene una solucién no trivial (con x| y x, posiblemente nimeros complejos). Por lo tanto, am-
bas ecuaciones en la ecuacion (2) determinan la relacion entre x; y X, y cualquier ecuacion
sirve para expresar una variable en términos de la otra.’

La segunda ecuacién en (2) conduce a

JI5x; = (—3 - .6i)X2
X1 = (—.4 - .Si)X2

Se elige x, = 5 para asf eliminar los decimales, y se obtiene x; = —2 — 4i. Una base para
el espacio propio correspondiente a A = .8 — .6i es

—2—4i
V) = 5

3 Otra forma de ver esto es considerando que la matriz en la ecuacién (1) no es invertible, de manera que sus filas son
linealmente dependientes (como vectores en C?) y, por consiguiente, una fila es miltiplo (complejo) de la otra.
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Célculos semejantes para A = .8 + .6i producen el vector propio

2+ 4i
Vy) = 5

Como una comprobacion, calcule

5 6 [—2+4i1 [-4+2i] .
AVZ—[.75 1.1“ 5 }—[4+3i]—('8+'6’)“ u

Sorprendentemente, la matriz A del ejemplo 2 determina una transformacién x — Ax
que en esencia es una rotacion. Este hecho se hace evidente cuando se grafican los puntos
adecuados.

EJEMPLO 3 Una manera de ver cémo la multiplicacién por la matriz A del ejemplo 2
afecta los puntos consiste en graficar un punto inicial arbitrario, por ejemplo, xg = (2, 0),
y después graficar imdgenes sucesivas de este punto con multiplicaciones repetidas por A.
Es decir, grafique

X1:AXO:|:'

5
7
5 —6][1.
XzZA’“:[75 11}[ }Z

X3:AX2,...

La figura 1 muestra X,..., Xg como los puntos mas grandes. L.os puntos mds pequefios son las
ubicaciones de Xo,..., Xj00. La secuencia se encuentra sobre una Orbita eliptica. |

X X2

X

X

X 8

7

FIGURA 1 Iteracion de un punto X
por la accién de una matriz con un
valor propio complejo.

Desde luego, la figura 1 no explica por qué ocurre la rotacion. El secreto de la rotacion
estd oculto en las partes real e imaginaria de un vector propio complejo.

Partes real e imaginaria de vectores

El complejo conjugado de un vector complejo x en C" es el vector X en C" cuyas entradas
estan los complejos conjugados de las entradas en x. Las partes real e imaginaria de un
vector complejo x son los vectores Re x e Im x en R” formados con las partes real e imagi-
naria de las entradas de x.
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Imz

FIGURA 2

Rez

3—1 3 —
EJEMPLO 4 Six= i =10 |+ 1 |; entonces
2+ 5i 2 5
3 - 3 -1 3+
Rex=]0 |, Imx= 1|y x=|0[—-if 1]|= —i [ ]
2 5 2 2—5i

Si B es una matriz de m x n con posibles entradas complejas, entonces B denota la matriz
cuyas entradas son los complejos conjugados de las entradas en B. Las propiedades de conju-
gados de nimeros complejos son validas también en algebra matricial compleja:

rx=rx, Bx=Bx, BC=BC y rB=rB

Valores propios y vectores propios de una matriz real
que actda sobre C"

Sea A una matriz de n X n cuyas entradas son reales. Entonces, Ax = AX = AX. Si A es
un valor propio de A y x su vector propio correspondiente en C”, entonces,

AX = AX = X = AX

Por lo tanto, A también es un valor propio de A, con X su vector propio correspondiente.
Esto demuestra que cuando A es real, sus valores propios complejos se presentan en pares
conjugados. (Aqui y en todas partes, se utiliza el término valor propio complejo para refe-
rirse a un valor propio A = a + bi, con b # 0).

EJEMPLO 5 Los valores propios de la matriz real del ejemplo 2 son complejos conju-
gados; a saber, .8 — .6i y .8 + .6i. Los vectores propios correspondientes que se encontraron
en el ejemplo 2 también son conjugados:

—2—4j 244 _
vV = 5 y Vv2= 5 =V |

El siguiente ejemplo proporciona el “bloque bésico” para todas las matrices reales de
2 x 2 con valores propios complejos.

EJEMPLO 6 SiC = [Z _Z i|, donde a y b son reales, pero no ambos cero, entonces

los valores propios de C son A = a * bi. (Véase el problema de prictica al final de esta sec-
cién). También, si r = |A| = +/a? + b2, entonces,

C—r alr —=b/r _ |7 Offcosg —seng

b/r alr 0 r || seng cos ¢
donde ¢ es el dngulo entre el eje x positivo y el rayo que pasa por el origen y por (a, b).
Véase la figura 2 y el apéndice B. El angulo ¢ se llama el argumento de A = a + bi. Por con-

siguiente, la transformacién x — Cx se puede ver como la composicién de una rotacién por
un dngulo ¢ y un escalamiento por |A| (véase la figura 3). |

Finalmente, se esta listo para descubrir la rotacién que estd oculta dentro de una matriz
real que tiene un valor propio complejo.
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Escalamiento x
b
Ax"E ~ N i
\w Rotacién

¢

FIGURA 3 Una rotacién seguida por
un escalamiento.

EJEMPLO 7 Sea A= [?5 _1?] A=8—6iy v = [_25_4’ ] como en el

ejemplo 2. También, sea P la matriz real de 2 x 2

P =[Rev; Imvy]|= [_ﬁ _g:|

y sea
- 1 0 4ff5 —-6] -2 —4 .8 —.6
_ p-lup_ =
c="r AP_20[—5 —2i||:.75 1.1i||: 5 0] |:.6 8i|
Por el ejemplo 6, C es una rotacién pura porque |A> = (.8)> + (.6)> = 1. De C = P~ 'AP,
se obtiene
_ 8 -6,
— 1 _ 1
A=PCP = P|:.6 8]P
iAqui estd la rotacién “dentro” de A! La matriz P proporciona un cambio de variable, por
ejemplo, x = Pu. La accién de A equivale a un cambio de variable de x a u, seguido de una
rotacion y, después, de regreso a la variable original. Véase la figura 4. La rotacién pro-

duce una elipse, como en la figura 1, en vez de un circulo, ya que el sistema de coordenadas
determinado por las columnas de P no es rectangular ni tiene longitudes unitarias idénticas

sobre los dos ejes. |
X A > AX
Cambio de| ,_4 Cambio de
variable variable
u CA > Cu
Rotacion

FIGURA 4 Rotacién debida a un valor propio complejo.

El siguiente teorema demuestra que los célculos del ejemplo 7 se adaptan a cualquier
matriz real de 2 x 2 que tenga un valor propio complejo A. La demostracién utiliza el he-
cho de que si las entradas de A son reales, entonces A(Re x) = Re Ax y A(Im x) = Im Ax, y
si X es un vector propio para un valor propio complejo, entonces Re x e Im x son linealmente
independientes en R2. (Véase los ejercicios 25 y 26). Se omiten los detalles.

Sea A una matriz real de 2 X 2 con un valor propio complejo A = a — bi (b # 0) y un
vector propio asociado v en C2. Entonces,

b
A=PCP' donde P=[Rev Imv] y C:{Z a}
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by

ll -
~ -
¢
XO > ~ | - % /XZ
X - j
- ~
-
-

X 1> W2
\xz

=

—

W.
X

<

Wl wg

FIGURA 5

Iteraciones de dos puntos bajo
la accién de una matriz de 3 x 3
con un valor propio complejo.

5.5

EJERCICIOS

El fendmeno que se ilustra en el ejemplo 7 persiste en dimensiones mds altas. Por ejem-
plo, si A es una matriz de 3 x 3 con un valor propio complejo, entonces existe un plano en
R3 sobre el cual A actida como una rotacién (posiblemente combinada con escalamiento).
Cada vector en ese plano se gira en otro punto sobre el mismo plano. Se dice que el plano es
invariante bajo A.

8 -6 0
EJEMPLO 8 LamatrizA=|.6 .8 0 | tiene valores propios .8 = .6i y 1.07.
0 0 1.07

Cualquier vector wy en el plano x;x, (con la tercera coordenada cero) es girado por A en
otro punto del plano. Cualquier vector Xy que no esté en el plano tiene su coordenada x3 mul-
tiplicada por 1.07. En la figura 5 se presentan las iteraciones de los puntos wo = (2, 0, 0) y
Xo = (2, 0, 1) con multiplicacién por A. [ |

PROBLEMA DE PRACTICA

. . a —b .
Demuestre que si a y b son reales, entonces los valores propios de A = |: b 4 ] son a = bi,

1

. . 1
con los vectores propios correspondientes [ i ] y [

En los ejercicios 1 a 6, cada matriz actia sobre C2. Determine los 0 5 4 —2
. . . 2 15. 16.
valores propios y una base para cada espacio propio en C-. -2 2 1 6
(1 =2 (3 -3 - -
1. ] 2. —11 —4 3 -5
|1 3 | 3 3] 17. 20 s 18. 2 s
5 1 1 —27 - -
3. } 4. 1.52 -7 -3 -8
| —8 1 |1 3| 19. | 56 .4] 20. 4 5i|
5 3 1 6 (7 —57 . ) . »
. I 9 5 . I 1 3 ] 21. En el ejemplo 2, despeje x; en la primera ecuacién en (2) en

En los ejercicios 7 a 12, utilice el ejemplo 6 para listar los valores
propios de A. En cada caso, la transformacién x — Ax es la composi-
cién de una rotacién y de un escalamiento. Determine el angulo ¢ de

términos de x;, para de ahi producir el vector propio
2 .
y= |:_1 4 21.] para la matriz A. Demuestre que este y es

un multiplo (complejo) del vector v, utilizado en el ejemplo 2.

la rotacién, donde —7 < ¢ = 7, asi como el factor de escala de r.

[ 4]
9. :_g g]
11. _*_/? _\f;]

En los ejercicios 13 a 20, encuentre una matriz P invertible y una

matriz C de la forma [Z

forma A = PCP ™.

1 -2
w 2]

8.
10.

12.

_Z] tal que la matriz dada tenga la

3 -3
A

3 343 22. Sean A una matriz de n x n compleja (o real), y x en C" un
N :| vector propio correspondiente a un valor propio A en C.
[ —3V3 3 Demuestre que para cada escalar complejo u distinto de cero,
0 5 ] el vector ux es un vector propio de A.
=5 0 El capitulo 7 se enfocard en matrices con la propiedad AT = A.
3 3 Los ejercicios 23 y 24 demuestran que cada valor propio de dichas
B matrices es necesariamente real.
| V3 3

23. Sean A una matriz real de n x n tal que AT = A, x cualquier
vector en C" y ¢ = X’Ax. Las igualdades que se presentan a
continuacién demuestran que g es un nimero real comprobando
que g = g. Dé una raz6n para cada paso.

F=XAx=xTAx =x"Ax = x"AX)T=xATx =¢

a) b) c) d) e)



24,

25.

26.

Sea A una matriz real de n x n con la propiedad AT = A. De-
muestre que si AX = AX para algtn vector x distinto de cero en
C", entonces, en efecto, A es real y la parte real de x es un vector
propio de A. [Sugerencia: Calcule X7Ax, y utilice el ejercicio 23.
Asimismo, examine las partes real e imaginaria de Ax].

Sean A una matriz real de n x n, y x un vector en C". Demues-
tre que Re(Ax) = A(Rex) y Im(4x) = A(ImXx).

Sea A una matriz real de 2 x 2 con un valor propio complejo
A = a — bi (b # 0) y un vector propio asociado v en C2.

a) Demuestre que A(Re v) =aRev + bImvyA(Imv) =
—bRev + almv. [Sugerencia: Escribav=Rev + ilmyv,
y calcule Av].

b) Compruebe que si Py C estdn dadas como en el teorema 9,
entonces AP = PC.
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[M] En los ejercicios 27 y 28, encuentre una factorizacién de la ma-
triz A dada en la forma A = PCP~!, donde C sea una matriz diagonal
a bloques de 2 x 2 como se indica en el ejemplo 6. (Para cada par
conjugado de valores propios, utilice las partes real e imaginaria de
un vector propio en C* para crear dos columnas de P).

[ 26 33 23 20]

-6 -8 -1 —13

- 4=1 14 19 16 3
|20 20 20 14|
7 1 20 17]

20 —40 86 74

BoA=1 5 100 10
10 28 60 53|

SOLUCION AL PROBLEMA DE PRACTICA

Recuerde que es facil comprobar si un vector es un vector propio. No hay necesidad de exa-
minar la ecuacién caracteristica. Calcule

S ] B e B

1
Asi |:—i es un vector propio correspondiente a A = a + bi. Del andlisis en esta seccién,

1 . . - ;
resulta que [ ; ] debe ser un vector propio asociado con A = a — bi.

5.6  SISTEMAS DINAMICOS DISCRETOS

Los valores propios y vectores propios ofrecen la clave para entender el comportamiento
a largo plazo, o evolucion, de un sistema dindmico descrito por una ecuacién en diferen-
cias X;+1 = AX;. Dicha ecuacion se utilizé en la seccién 1.10 para modelar el movimiento
de poblacidn; en la seccion 4.9, varias cadenas de Markov; y en el ejemplo introducto-
rio de este capitulo, la poblacién de bihos manchados. Los vectores X; dan informacién
acerca del sistema conforme transcurre el tiempo (que se denota con k). En el caso de los
buhos manchados, por ejemplo, x; listd el nimero de bihos en tres clases de edades al
tiempo k.

En esta seccién las aplicaciones se enfocan sobre problemas ecoldgicos, ya que son
mas faciles de plantear y de explicar que, por ejemplo, problemas de fisica o de ingenieria.
Sin embargo, los sistemas dindmicos se originan en muchos campos cientificos. En cursos
estdndar de licenciatura de sistemas de control se estudian diversos aspectos de sistemas
dindmicos. En tales cursos el método moderno de disefio del espacio de estados se basa sig-
nificativamente en dlgebra de matrices.! La respuesta de estado estable de un sistema de
control es el equivalente en ingenieria de lo que aqui se denomina “comportamiento a largo
plazo” del sistema dindmico X+ = AX;.

!'Véase G. F. Franklin, J. D. Powell y A. Emami-Naeimi, Feedback Control of Dynamic Systems, 5a. ed. (Upper
Saddle River, NJ: Prentice-Hall, 2006). Este texto tiene una excelente introduccién a modelos dindmicos (cap.2).
Los capitulos 7 y 8 tratan el disefio del espacio de estados.
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Hasta el ejemplo 6, se supone que A es diagonalizable con n vectores propios lineal-
mente independientes, vy,..., V,, y sus valores propios correspondientes Aj,..., A,. Por
conveniencia, se supone que los vectores propios estdn arreglados de tal manera que
|[A1] = |Az] = -+ = |A,|. Puesto que {vy,..., v,} es una base para R", entonces cualquier vec-
tor inicial X, se puede escribir univocamente en la forma

X0 =C1V] + -+ vy (D)

Esta descomposicion de vectores propios de Xy determina lo que sucede a la secuencia {x;}.
El siguiente cdlculo generaliza el caso simple examinado en el ejemplo 5 de la seccién 5.2.
Como los v; son vectores propios

X = AXQ = CIAV1 + .- +CnAVn
= 1AVt -+ Cidn Vi

En general,
e =cA) v+ ) v (k=0.1.2,..) 2)

Los siguientes ejemplos ilustran qué sucede en (2) conforme k — .

Un sistema depredador-presa

En lo profundo de los bosques de secuoyas en California, las ratas de bosque de patas oscu-
ras suministran el 80% de la dieta de los bihos manchados, el principal depredador de esos
roedores nocturnos. El ejemplo 1 utiliza un sistema dindmico lineal para modelar el sistema
fisico de los buhos y las ratas. (Hay que admitir que aunque el modelo no es realista en varios
aspectos, puede dar el punto de partida para el estudio de modelos no lineales mas complica-
dos utilizados por cientificos ambientales).

EJEMPLO 1 Denote las poblaciones de bihos y ratas de bosque al tiempo k por el

vector X; = [ gk j|, donde k es el tiempo en meses, Oy es el nimero de bthos en la regién
k

bajo estudio y Ry es el nimero de ratas (medido en miles). Suponga que

Ok41 = (:5) Ok + (A Ry

(3)
Ri+1=—p-Or + (1.1)Ry

donde p es un pardmetro positivo que se debe especificar. (.5)O; en la primera ecuacién
indica que si no hay ratas para alimentarse, entonces cada mes sobreviviria tan solo la mi-
tad de los biihos; mientras que (1.1)R; en la segunda ecuacién implica que sin los biithos como
depredadores, la poblacion de ratas creceria 10% cada mes. Si las ratas son abundantes, (.4)
Ry hard que crezca la poblacién de buhos, en tanto que el término negativo —p - O mide las
muertes de ratas por la depredacién de los biihos. (En efecto, 1000p es el nimero promedio
de ratas devoradas por un btiho en un mes). Determine la evolucion de este sistema, cuando el
parametro de depredacién p es .104.

SOLUCION Cuando p = .104, los valores propios de la matriz de coeficientes A para las
ecuaciones (3) resultan ser A; = 1.02 y A, = .58. Los vectores propios correspondientes son

() -]

Un vector inicial X se escribe como Xy = c¢;v| + ¢,v,. Entonces, para k = 0,

X, = C1(1.02)kV1 + Cz(.58)kV2
_ «l 10 3
= ¢(1.02) |: 13 ~+ ¢2(.58) |
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Conforme k — o, entonces (.58)F rapidamente se aproxima a cero. Suponga que c¢; > 0.
Por lo tanto, para toda k suficientemente grande, x; es aproximadamente igual a c1(1.02)vy,
y se escribe

X A 61(1.02)"[ }(3)] 4)

La aproximacién en (4) mejora conforme k se incrementa, y asi para k grandes,

10 10
Xkl A c1(1.02)k+1|:13] = (1.02)c1(1.02)k[ 13] ~ 1.02x; 6)

La aproximacion en la ecuacidn (5) indica que a final de cuentas ambas entradas de x; (los
nimeros de buihos y ratas) crecerdn por un factor de casi 1.02 cada mes, un 2% de tasa de
crecimiento mensual. Por (4), x; es aproximadamente un multiplo de (10, 13), de manera que
las entradas en x; estdn casi en la misma razén de 10 a 13. Es decir, por cada 10 bihos hay
cerca de 13 mil ratas. |

El ejemplo 1 muestra dos hechos generales acerca de un sistema dindmico X+ = AX;
donde A es n x n, sus valores propios satisfacen [A|| = 1y 1 > |\{| paraj = 2,...,ny v, es
un vector propio correspondiente a A;. Si Xg estd dado por la ecuacién (1), con ¢; # 0, enton-
ces para todas las k suficientemente grandes,

Xp41 ~ /X]Xk (6)

X ~ C](A])kvl (7)

Las aproximaciones en (6) y (7) se pueden volver tan cercanas como se desee tomando una
k muy grande. Por (6), x; finalmente crecerd casi por un factor de A; cada vez, de manera
que A; determina la eventual tasa de crecimiento del sistema. Asimismo, por (7), la razén de
cualesquiera dos entradas en x; (para k grande) es casi la misma que la razén de las entradas
correspondientes en v;. En el ejemplo 5 de la seccién 5.2, se ilustra el caso donde A; = 1.

Descripcion grafica de soluciones

Cuando A es una matriz de 2 x 2, los célculos algebraicos se complementan con una descrip-
cién geométrica de la evolucidn del sistema. La ecuacion x4+ = Ax; se puede considerar una
descripcién de qué sucede al punto inicial xo en R?, conforme se transforma repetidamente
por el mapeo x — Ax. La gréfica de xo, Xi,... es la trayectoria del sistema dindmico.

EJEMPLO 2 Grafique varias trayectorias del sistema dindmico x;+; = AX;, cuando
.80 0
A= [ 0 .64}
SOLUCION Los valores propios de A son .8 y .64, con vectores propios v, = [(1)} y

0 .
vy, = |: 1l Si Xy = c1vy + ¢V, entonces,

Xp = cl(.8)k|:(1):| + cz(.64)k|:(]):|

Desde luego, x; tiende a 0 porque (.8)F y (.64) se aproximan a 0 conforme k — . No obstan-
te, resulta interesante la manera en que X va hacia 0. La figura 1 (en la pagina 304) muestra
los primeros términos escasos de varias trayectorias que empiezan en puntos sobre la frontera
de la caja con vértices en (*3, =3). Los puntos sobre cada trayectoria estin conectados por
una curva delgada, para que asi la trayectoria sea mds facil de observar. |
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FIGURA 1 El origen como un atractor.

En el ejemplo 2, al origen se le denomina atractor del sistema dindmico porque todas
las trayectorias tienden hacia 0. Esto ocurre siempre que ambos valores propios sean menores
que 1 en magnitud. La direccion de la atraccién mas grande estd a lo largo de la recta que pasa
por 0 y el vector propio v, para el valor propio de menor magnitud.

En el siguiente ejemplo, ambos valores propios de A son mayores que 1 en magnitud, y 0
es un repulsor del sistema dindmico. Todas las soluciones de x;+; = Ax; excepto la solucién
cero (constante), no estdn acotadas y tienden a alejarse del origen.”

EJEMPLO 3 Grafique varias soluciones tipicas de la ecuacién x;+; = Ax, donde
1.44 0
A= [ 0 1.2}
SOLUCION Los valores propios de A son 1.44y 1.2. Si xg = [il j|, entonces,
2

X = c1(1.44)"[(1)} + Cz(1.2)"[ﬂ

Ambos términos aumentaron en tamafio, pero el primer término lo hizo mas rapido. Asi, la
direccién de la mayor repulsion es la recta que pasa por 0 y por el vector propio para el valor
propio de magnitud mds grande. La figura 2 muestra varias trayectorias que inician en puntos
muy cercanos a (. |

En el siguiente ejemplo, 0 es un punto silla porque el origen atrae soluciones de algunas
direcciones y las repele en otras direcciones. Esto ocurre siempre que un valor propio sea
mds grande que 1 en magnitud y el otro sea menor que 1 en magnitud. La direccién de ma-
yor atraccién estd determinada por un vector propio del valor propio de menor magnitud. La
direccién de la mayor repulsion se determina mediante un vector propio del valor propio de
magnitud mas grande.

2 El origen es el dnico posible atractor o repulsor en un sistema dindmico lineal, aunque podrian existir multiples
atractores y repulsores en un sistema dindmico mds general para el cual el mapeo X; — X+ no es lineal. En tal sis-
tema, los atractores y los repulsores estdn definidos en términos de los valores propios de una matriz especial (con
entradas variables) llamada matriz jacobiana del sistema.
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X

FIGURA 2 El origen como un repulsor.

EJEMPLO 4 Grafique varias soluciones tipicas de la ecuacion yy+; = Dy;, donde

20 0
D‘[ 0 0.5}

(Aqui se usaron Dy y en vez de A y x porque este ejemplo se utilizard mas adelante). Demues-
tre que una solucion {y;} no estd acotada, cuando su punto inicial no esta sobre el eje x;.

SOLUCION Los valores propios de D son 2y 0.5. Si y, = [El j|, entonces,
2

Vi = clzk[é] +c2(.5)km (8)

Si yo esta sobre el eje x;, entonces ¢; = 0y yx — 0 conforme k — . Pero si y( no se encuen-
tra sobre el eje xp, entonces el primer término en la suma para y; se vuelve arbitrariamente
grande y, por lo tanto, {y;} no estd acotada. La figura 3 presenta diez trayectorias que inician
cerca del eje x; o sobre este. |

X

FIGURA 3 El origen como un punto silla.
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Cambio de variable

Los tres ejemplos anteriores implicaron matrices diagonales. Para tratar el caso no diagonal,
regrese por un momento al caso n x n donde los vectores propios de A forman una base
{vi,..., v,} paraR". Sean P = [v; *** v,], y D la matriz diagonal con los valores propios co-
rrespondientes sobre la diagonal. Dada una secuencia {x;} que comprueba X;+; = AXy, defina
una nueva secuencia {y;} mediante

¥k = P7'x; 0, de manera equivalente, x; = Py

Sustituyendo esas relaciones en la ecuacién x;; = Ax; y utilizando que A = PDP™!, se
tiene que
PY;4, = APy, = (PDP™") Py, = PDy,

Se multiplican ambos lados por la izquierda por P~! y se obtiene

Yi+1 = Dy
Si se escribe y; como y(k) y se denotan las entradas en y(k) por y;(k),..., y,(k), entonces,
yitk +1) A0 o0 yi(k)
nk+1) | _ 10 A 3 ya(k)
: : .0 :
ya(k +1) 0 - 0 A Lynk)

El cambio de variable de x; a y; ha desacoplado el sistema de ecuaciones en diferencias.
La evolucién de y;(k), por ejemplo, no se ve afectada por lo que suceda a yy(k),..., yu(k),
porque yij(k + 1) = Ay - yi(k) para cada k.

La ecuacién x; = Py indica que y; es el vector de coordenadas de x; con respecto a la
base de vectores propios {vi,..., v,,}. Se puede desacoplar el sistema x;+; = Ax; efectuando
célculos en el nuevo sistema de coordenadas de vectores propios. Cuando n = 2, esto equivale
a emplear papel para graficar con ejes en las direcciones de los dos vectores propios.

EJEMPLO 5 Demuestre que el origen es un punto silla para las soluciones de

Xi+1 = AXy, donde
1.25 —-.75
A= |:—.75 1.25]

Encuentre las direcciones de mayor atraccién y de mayor repulsion.

SOLUCION Utilizando técnicas estandar, se determina que los valores propios de A son
. . 1 1 .

2y .5, con los vectores propios correspondientes v; = |:_1 ] y vy = |: 1 :|, respectivamen-

te. Como |2| > 1y |.5] < 1, entonces el origen es un punto silla del sistema dindmico. Si
X0 = C1V1 T vy,

xi = 125V, 4+ e2(.5)Fv, )

Esta ecuacion se ve exactamente igual que la ecuacion (8) del ejemplo 4, con v; y v, en lugar
de la base estdndar.

Sobre el papel para graficar, dibuje ejes a través de 0 y de los vectores propios v, y V.
Véase la figura 4. El movimiento a lo largo de los ejes corresponde al movimiento sobre los
ejes estdndar de la figura 3. En la figura 4, la direcciéon de mayor repulsion es la recta que
pasa por 0 y el vector propio v; cuyo valor propio es mayor que 1 en magnitud. Si x; estd
sobre esta recta, ¢, de la ecuacion (9) es cero y x; se aleja rdpidamente de 0. La direccion
de mayor atraccion estd determinada por el vector propio v, cuyo valor propio es menor que
1 en magnitud.

En la figura 4 se ilustra un nimero de trayectorias. Cuando esta gréfica se observa en
términos de los ejes de vectores propios, el esquema “parece” en esencia igual que el esquema
de la figura 3. |
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X

FIGURA 4 El origen como un punto silla.

Valores propios complejos

Cuando una matriz real A de 2 x 2 tiene valores propios complejos, entonces A no es dia-
gonalizable (cuando actda sobre R?), pero el sistema dindmico x;+; = Ax; es ficil de des-
cribir. El ejemplo 3 de la seccién 5.5 ilustré el caso donde los valores propios tienen valor
absoluto 1. La iteracion de un punto X gird alrededor del origen con una trayectoria eliptica.

Si A tiene dos valores propios complejos cuyo valor absoluto es mayor que 1, entonces
0 es un repulsor y la iteracién de x, girard en espiral hacia fuera en torno al origen. Si los
valores absolutos de los valores propios complejos son menores que 1, entonces el origen es
un atractor y la iteracién de X da una espiral hacia adentro acercdndose al origen, como en
el siguiente ejemplo.

EJEMPLO 6 Se puede comprobar que la matriz
8 5
A= [—.1 1.0}
. . . . 1F2i ..
tiene valores propios .9 £ .2i, con vectores propios 1 . La figura 5 (en la péagina

129 .

Supervivencia de los biithos manchados

. . . 0 3
308) muestra tres trayectorias del sistema X;+; = AXy, con vectores iniciales |: 2 5:|, |: i|

Recuerde del ejemplo introductorio de este capitulo que la poblacién de biihos manchados en
el area Willow Creek, California, se model6 con un sistema dindmico X;+; = Ax; donde las
entradas en X = (j, g, ax) listaban los niimeros de hembras (al tiempo k) en las etapas de vida
juvenil, subadulto y adulto, respectivamente, y A es la matriz de etapas

0 0 .33
A=|.18 0 0 (10)
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FIGURA 5 Rotacién asociada con valores propios

complejos.
MATLAB muestra que los valores propios de A son aproximadamente A; = .98,
A= —.02 + 21iy A3 = —.02 — .21i. Observe que los tres valores propios son menores

que 1 en magnitud, ya que |Ay?> = |A3]* = (=.02)% + (.21)% = 0.445.

Por el momento, deje que A actiie sobre el espacio vectorial complejo C3. Puesto que
A tiene tres valores propios distintos, entonces los tres vectores propios correspondientes
son linealmente independientes y forman una base para C3. Denote los vectores propios
con vy, V2 ¥ vi. Asf, la solucién general de X+ = Ax; (utilizando vectores en C3) tiene la
forma

xp = c1(A) Vi + c2(A2)f vy 4 c3(A3)Fvs (11)

Si x( es un vector inicial real, entonces x; = AXq es real porque A es real. Asimismo, la
ecuacion x| = AX; indica que cada x; en el miembro izquierdo de la ecuacién (11) es real,
aun cuando se expresa como una suma de vectores complejos. Sin embargo, cada término
en el miembro derecho de la ecuacion (11) se aproxima al vector cero, ya que todos los va-
lores propios son menores que 1 en magnitud. Por lo tanto, la secuencia real x; también tiende
al vector cero. Tristemente, este modelo predice que, a final de cuentas, pereceran todos los
buhos.

(Hay alguna esperanza para los bihos manchados? Recuerde del ejemplo introductorio
que la entrada de 18% en la matriz A de la ecuacién (10) es porque, no obstante que el 60% de
los buhos juveniles sobreviven lo suficiente para dejar el nido y buscar nuevas areas de distri-
buciodn, tan solo el 30% de ese grupo sobrevive a dicha biisqueda y encuentra un nuevo hogar.
La supervivencia a la mencionada busqueda esta significativamente influida por el nimero de
areas deforestadas en el bosque, lo cual vuelve mas dificil y peligrosa esa busqueda.

Algunas poblaciones de bihos habitan en zonas con pocas o ninguna 4rea deforesta-
da. Quizas un porcentaje ain mayor de bihos juveniles sobrevivan ahi y encuentren nuevos
territorios. De hecho, el problema del biho manchado es mds complicado que como se ha
expuesto, no obstante que el ejemplo final da un final feliz a la historia.

EJEMPLO 7 Suponga que la tasa de supervivencia a la bisqueda, de los bihos juveniles,
sea de 50%, de manera que la entrada (2, 1) de la matriz por etapas (de estados) A en (10) es
.3 en vez de .18. ;Qué predice el modelo de la matriz por etapas acerca de la poblacién de
btihos manchados?

SOLUCION Ahora los valores propios de A resultan ser aproximadamente A; = 1.01,
Ay = —.03 + 26i y A3 = —.03 — .26i. Un vector propio para A; es aproximadamente
vy = (10, 3, 31). Sean v, y v3 vectores propios (complejos) para A, y As. En este caso, la
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ecuacion (11) se convierte en
xc = c1(1.01)*v + ¢2(—.03 + 260 ) v, + ¢3(—.03 — 261 ) v3

Cuando k — o, el segundo de los dos vectores tiende a cero. Asi, X se vuelve cada vez mds
semejante al vector (real) c;(1.01)*v,. Las aproximaciones aplicadas en (6) y (7) provienen
del ejemplo 1. Ademds, se puede demostrar que la constante c; en la descomposicién ini-
cial de xq es positiva cuando las entradas en X, son no negativas. Entonces, la poblacién de
buhos crecera lentamente, con una tasa de crecimiento asintética de 1.01. El vector propio v,
describe la distribucién final de los buhos en sus etapas de vida: por cada 31 adultos, habra
10 juveniles y 3 subadultos. |
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PROBLEMAS DE PRACTICA

. . o . 2 1
1. La matriz A que se muestra a continuacion tiene los valores propios 1, 3 y 3 con los
vectores propios correspondientes vy, v, y va:

1 7 =2 0 -2 2 1
A=—-| =2 6 2, vV = 2 , V)= 1 , V3=
o0 0 2 s 1 2 -2
1
Encuentre la solucién general de la ecuacion Xx4+; = Ax, si xo = | 11
-2

2. ;Qué ocurre en la secuencia {x;} del problema de prictica 1, conforme k — %?

5.6 EJERCICIOS

1. Sea A una matriz de 2 x 2 con valores propios 3y 1/3, y vec- 2. Suponga que los valores propios de A de 3 x 3 son 3,4/5y
. . 1 -1
tores propios correspondientes v, = [1:| y V= [ | ] Sea 1 2
3/5, con sus vectores propios correspondientes 0, 1
{x+} una solucién de la ecuacién en diferencias Xz = AXy, -3 =5
— -3 —2
0 1l
y| =3 |. Sea xo = | —5 |. Encuentre la solucién de la ecua-

a) Calcule x| = Axy. [Sugerencia: No se necesita conocer A]. 7 3

b) Determine una férmula para x; que implique k y los vectores cién Xi+1 = AX para X especificado, y describa qué sucede
propios v; y vp. cuando k — .
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En los ejercicios 3 a 6, suponga que cualquier vector inicial X, tiene
una descomposicion de vectores propios tal que el coeficiente cj, en
la ecuacién (1) de esta seccién, es positivo.?

3. Determine la evolucién del sistema dinamico del ejemplo 1,
cuando el pardmetro de depredacién p es .2 en la ecuacién (3).
(Dé una férmula para x;). ;Crece o disminuye la poblacién
de buhos? ;Qué se puede decir sobre la poblacién de ratas de
bosque?

4. Determine la evolucién del sistema dinamico del ejemplo 1,
cuando el pardmetro de depredacién p es .125. (Dé una férmu-
la para x;). Conforme el tiempo transcurre, ;qué ocurre a los
tamafios de las poblaciones de buihos y de ratas bosque? El sis-
tema tiende hacia lo que algunas veces se denomina equilibrio
inestable. ;Qué piensa que pueda ocurrirle al sistema si algiin
aspecto del modelo (como las tasas de nacimiento o de depre-
dacién) cambiara ligeramente?

5. En los antiguos bosques de abetos en Douglas, los bihos
manchados cenan bdsicamente ardillas voladoras. Suponga
que la matriz depredador-presa para esas dos poblaciones es

A= [_; 1;] Demuestre que si el pardmetro de depre-

dacién p es .325, entonces ambas poblaciones crecen. Estime
la tasa de crecimiento a largo plazo y la proporcién final entre
buhos y ardillas voladoras.

6. Demuestre que si el pardmetro de depredacién p del ejercicio
5 es .5, entonces a final de cuentas desaparecerdn tanto los bu-
hos como las ardillas. Encuentre un valor de p para el cual am-
bas poblaciones tienden a mantener niveles constantes. En este
caso, jcudl es la proporcidn entre las dos poblaciones?

7. Sea que A tiene las propiedades descritas en el ejercicio 1.

a) (El origen es un atractor, un repulsor, o un punto silla del
sistema dindmico X+ = AX;?

b) Encuentre las direcciones de mayor atraccién y/o repulsién
para este sistema dindmico.

¢) Haga una descripcion grafica del sistema, que indique las
direcciones de mayor atraccién o repulsion. Incluya un es-
quema de varias trayectorias tipicas (sin calcular puntos
especificos).

8. Determine la naturaleza del origen (atractor, repulsor o punto
silla) para el sistema dindmico x;4+; = AX; si A tiene las pro-
piedades descritas en el ejercicio 2. Obtenga las direcciones
de mayor atraccién o repulsion.

En los ejercicios 9 a 14, clasifique el origen como atractor, repulsor
o punto silla del sistema dindmico X;+; = AxX;. Encuentre las direc-
ciones de mayor atraccién y/o repulsién.
3 4
-3 11

1.7 =3
4= 13 73]

3 Una de las limitaciones del modelo del ejemplo 1 es que ahi siempre existen
vectores X de poblacién inicial con entradas positivas, tales que el coeficiente
¢y es negativo. La aproximacion (7) aun es valida, pero las entradas en x;
finalmente se vuelven negativas.

10. A:[

15.

16.

17.

18.

4 0o 2 1
SeadA=1|.3 .8 .3 | Elvectorv; =] .6 |esun vector
3 2 5 3

propio de A, y dos valores propios son .5 y .2. Construya
la solucién del sistema dindmico X;+; = AX; que satisface
xo = (0, .3, .7). {Qué sucede a x; conforme k — ?

[M] Obtenga la solucion general del sistema dindmico Xy =
Ax; cuando A es la matriz estocdstica para el modelo Rent A Car
de Hertz del ejercicio 16 de la seccién 4.9.

Construya un modelo matricial por etapas para una especie ani-
mal que tiene dos etapas de vida: juvenil (hasta 1 afio de edad)
y adulto. Suponga que las hembras adultas cada afio dan a luz
a un promedio de 1.6 hembras juveniles. Cada afio, el 30% de
las hembras juveniles sobreviven para convertirse en adultos y
el 80% de los adultos sobreviven. Para k = 0, sea x; = (ji, ax),
donde las entradas en Xx; son los nimeros de hembras juveniles
y hembras adultas en el afio k.

a) Construya la matriz por etapas A tal que Xz, = AXg para
k=0.

b) Demuestre que la poblacién estd creciendo, calcule la tasa
de crecimiento final de la poblacién y dé la razén final entre
adultos y juveniles.

¢) [M] Suponga que inicialmente hay 15 hembras juveniles y
10 hembras adultas en la poblacién. Elabore cuatro grafi-
cas que muestren como cambia la poblacién durante 8 afios:
a) el nimero de juveniles, b) el nimero de adultas, c) la po-
blacién total y d) la razén entre adultas y juveniles (cada
afio). {Cudndo parece estabilizarse la razén en d)? Incluya
una lista del programa o las instrucciones empleadas para
realizar las graficasen ¢) y d).

Una manada de bufalos americanos (bisontes) se podria mode-
lar con una matriz por etapas, similar a la empleada para los
bihos manchados. Las hembras se pueden dividir en terneras
(hasta 1 afio de edad), becerras (de 1 a 2 afios) y adultas. Supon-
ga que un promedio de 42 hembras terneras nacen cada afio
por cada 100 adultas. (Tan solo las adultas tienen descendencia).
Cada afo sobreviven cerca del 60% de terneras, 75% de bece-
rras y 95% de adultas. Para k = 0, sea x; = (¢, Y, ax), donde
las entradas en x; son los nimeros de hembras en cada etapa
de vida en el afio k.

a) Construya la matriz por etapas A para la manada de bufalos,
tal que x;+; = Ax; parak = 0.

b) [M] Demuestre que la manada de bufalos estd creciendo,
determine la tasa de crecimiento esperada después de mu-
chos afios, y dé los nimeros esperados de terneras y becerras
por cada 100 adultas.
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SOLUCIONES A LOS PROBLEMAS DE PRACTICA

1. El primer paso consiste en escribir Xy como una combinacién lineal de v, v, y vs.
La reduccién por filas de [vi v, v3; Xo] genera los pesos ¢c; = 2, ¢, = 1y c3 = 3,
tal que

X0 = 2vi; + 1v, 4 3v;3

. 2 1 .
Como los valores propios son 1, 5 y 3, la solucion general es

2)\* 1\*
k
xp =2-1 V1+1'(§) V2+3'(§) V3

-2 2\ k 2 1\* 1
=2 2|+ (—) 1 {+3- (—) 2 (12)
I 32 3| 2
2. Conforme k — %, el segundo y tercer términos en (12) tienden al vector cero, y

4

2\ 1\ -
Xk =2vi+ (<) 243z vi—>2vi=| 4
3 3 B

5.7 | APLICACIONES A ECUACIONES DIFERENCIALES

Esta seccion describe analogos continuos de las ecuaciones en diferencias estudiadas en la
seccion 5.6. En muchos problemas aplicados, algunas cantidades varian continuamente en el
tiempo, y se relacionan mediante un sistema de ecuaciones diferenciales:

/
Xy =anx; + -+ amx,

i
Xy, = aX1 + -+ ayXx,

/
X, = aAn1Xi + oo+ aunXy

Aqui xj,..., x, son funciones diferenciables de 7, con derivadas x/,..., x/, y las a;; son cons-
tantes. El aspecto esencial de este sistema es que es lineal. Para observarlo, escriba el siste-
ma como una ecuacion diferencial matricial

X' (1) = Ax(¥) (D
donde
x1() x1(2) apg v Ay
x(1) = : . X() = : y A= : :
xn([) x;{,(t) Anl [

Una solucion de la ecuacion (1) es una funcién valuada en vectores que satisface la ecuacién
(1) para toda f en algun intervalo de nimeros reales, tales como ¢ = 0.

La ecuacién (1) es lineal porque la derivacién de funciones y la multiplicacién de
vectores por una matriz son transformaciones lineales. Asi, cuando u y v son soluciones
de x' = Ax, entonces cu + dv también es una solucién, porque

(cu+dv) =cu' +dv
=cAu+ dAv = A(cu + dv)
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FIGURA 1

(A esta propiedad los ingenieros la denominan superposicion de soluciones). Asimismo, la
funcién idénticamente cero es una solucién (trivial) de (1). En la terminologia del capitulo 4,
el conjunto de todas las soluciones de (1) es un subespacio del conjunto de todas las funciones
continuas con valores en R”.

Los libros estdndar de ecuaciones diferenciales demuestran que siempre existe el con-
junto fundamental de soluciones de (1). Si A es n x n, entonces hay n funciones linealmente
independientes en un conjunto fundamental, y cada solucién de (1) es una combinacién lineal
Unica de tales n funciones. Es decir, un conjunto fundamental de soluciones es una base para
el conjunto de todas las soluciones de (1), y el conjunto solucién es un espacio vectorial
n-dimensional de funciones. Si se especifica un vector X, entonces el problema con valores
iniciales consiste en construir la funcién (tnica) x tal que x’ = Ax y x(0) = xq.

Cuando A es una matriz diagonal, las soluciones de (1) se generan mediante célculo
elemental. Por ejemplo, considere

x1(t) _ 3 0| x1() )
x5(1) 0 =5 || x2(0)

x1 (1)

es decir,

3x1(7)
—5x2(1)

3)
x5(1)

Se dice que el sistema (2) estd desacoplado porque cada derivada de una funcién tan solo
depende de la propia funcién, y no de alguna combinacién o “acoplamiento” de x;(f) y x(%).
De cilculo, las soluciones de (3) son x(f) = cie> y x2(f) = coe>', para las constantes cuales-
quiera ¢ y c;. Cada solucién de la ecuacién (2) se escribe en la forma

x1(7) cre’ L 5 0] —s
= = e C e
[xz(t) cre ™! o ey
Este ejemplo sugiere que para la ecuacion general X' = Ax, una solucién podria ser una
combinacién lineal de funciones con la forma

x(1) = veM 4)

para algun escalar A y algtn vector fijo v distinto de cero. [Si v = 0, la funcién x(¢) es idén-
ticamente cero y por lo tanto satisface x’ = Ax]. Observe que

x'(t) = AveM Por Cilculo, ya que v es un vector constante
Ax(1) = AveM Multiplicando ambos lados de (4) por A

Como e nunca es cero, X'(f) serd igual a AX(¢) si y solo si Av = Av, es decir, si y solo si A

es un valor propio de A y v es un vector propio correspondiente. Asi, cada par valor propio-
vector propio ofrece una solucién (4) de x" = Ax. Algunas veces dichas soluciones se conocen
como funciones propias de la ecuacion diferencial. Las funciones propias dan la clave para
resolver sistemas de ecuaciones diferenciales.

EJEMPLO 1 El circuito de la figura 1 se describe con la ecuacion diferencial

x1() _ —(1/R1 + 1/R2)/C, 1/(R2Cy) x1(1)
x5(t) 1/(R,C5) —1/(R2Cy) || x2(2)

donde x(#) y x»(#) son los voltajes en los dos capacitores al tiempo 7. Suponga que el resis-
tor R es de 1 ohm, R, = 2 ohms, capacitor C; = 1 farad, y C, = .5 farad; con cargas inicia-
les de 5 volts en el capacitor C; y de 4 volts en C,. Encuentre las férmulas para x;(¢) y x,(7)
que describan cémo los voltajes cambian en el tiempo.
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SOLUCION Sea que A denote la matriz mostrada arriba y sea x(t) = [xl(l) :| Para los

x2(1)
-15 5 5 .
datos dados, A = 1 11y x(0) = 4l Los valores propios de A son A} = —5y
A, = —2, con los vectores propios correspondientes

(3]s e[

Ambas funciones propias x;(¢) = vie* y x,(t) = v,e*?' satisfacen X’ = Ax, y lo mismo
ocurre con cualquier combinacion lineal de X; y X,. Se hace

X(Z) = clvlel” + C2V2€Az[ = [ ; ]e_'SI =+ CZI: _} ]e_Zt

y observe que x(0) = ¢;v| + c,v,. De manera evidente, puesto que v; y v, son linealmente
independientes y por consiguiente generan R2, ¢; y ¢, se determinan tal que x(0) sea igual

a Xo. En efecto, la ecuacion
1 —1 5
ala]+e[ 1] =[3]

f f f

Vi \p) Xo

conduce facilmente a ¢c; = 3y ¢; = —2. Por lo tanto, la solucién deseada de la ecuacién

diferencial X' = Ax es
U] —s [ ] -
x(t) =3 2i|e 2|: 1i|e

xi(0)] | 3™ 4 2e7%
xa(t) | 7| 6™ —2e7H
La figura 2 muestra la gréfica, o trayectoria, de x(¢), para t = 0, junto con trayectorias para
algunos otros puntos iniciales. Las trayectorias de las dos funciones propias X; y X; estan en
los espacios propios de A.
Las funciones x; y X, decaen a cero cuando ¢ — o, pero los valores de x; decrecen mas
rapido porque su exponente es mas negativo. Las entradas en el vector propio correspondien-

te v, muestran que los voltajes en los capacitores decaerdn a cero tan rdpido como sea posi-
ble, si los voltajes iniciales son iguales en magnitud pero opuestos en signo. |

o bien,

FIGURA 2 FEl origen como un atractor.
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En la figura 2, el origen es un atractor o sumidero del sistema dindmico porque todas
las trayectorias caen al origen. La direccién de mayor atraccion estd sobre la trayectoria de la
funcién propia x; (a lo largo de la recta que pasa por 0 y v,) correspondiente al valor propio
mds negativo, A = —2. Las trayectorias que inician en puntos fuera de esta recta se convierten
en asintotas a la recta que pasa por 0 y vy, ya que sus componentes en la direccion v, decaen
muy radpidamente.

Si los valores propios del ejemplo 1 fueran positivos en vez de negativos, las trayectorias
correspondientes serian similares en forma, aunque las trayectorias estarian alejdndose del
origen. En tal caso, el origen es un repulsor, o fuente, del sistema dindmico, y la direccién
de mayor repulsion es la recta que contiene la trayectoria de la funcién propia asociada con
el valor propio mds positivo.

EJEMPLO 2 Suponga que una particula se mueve en un campo de fuerza plano y que su
vector de posicidn x satisface x’ = Ax y x(0) = x,, donde

4 -5 2.9
A—[—z 1}’ XO—[z.é]

Resuelva este problema de valor inicial para t = 0, y bosqueje la trayectoria de la particula.

SOLUCION Los valores propios de A resultan ser A; = 6y A, = — 1, con los vectores propios
correspondientes v; = (—5, 2) y v, = (1, 1). Para cualesquiera constantes c; y ¢, la funcién

x(1) = cvie! + eavpe™’ = Cl[_§}€6’ + 02[ } :|e_’

es una solucién de X’ = Ax. Se requiere que c; y ¢, satisfagan x(0) = x, es decir,

o[hveli]= 6] o [ a]le] = 154]

Los célculos demuestran que ¢; = —3/70y ¢; = 188/70, y asi la funcién deseada es
=3[ =50 , 18817 _
X(t)—%[ 2:|€ +% 1 e
En la figura 3 se ilustran las trayectorias de x y otras soluciones. |

En la figura 3, el origen es un punto silla del sistema dindmico porque algunas tra-
yectorias primero se acercan al origen y, después, cambian de direccién y se alejan de éL
Un punto silla se presenta cuando la matriz tiene valores propios tanto positivos como nega-
tivos. La direccién de mayor repulsién es la recta que pasa por v; y 0, asociada con el valor
propio positivo. La direccidon de mayor atraccién es la recta que pasa por v, y 0, correspon-
diente al valor propio negativo.

FIGURA 3 El origen como un punto silla.
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Desacoplamiento de un sistema dinamico

El siguiente andlisis muestra que el método de los ejemplos 1 y 2 produce un conjunto fun-
damental de soluciones para cualquier sistema dindmico descrito por X" = Ax cuando A es de
n X n'y tiene n vectores propios linealmente independientes, es decir, cuando A es diagona-
lizable. Suponga que las funciones propias para A son

At Ant

vie R

con vy,..., v, vectores propios linealmente independientes. Sean P = [v; *** v,] y D la matriz
diagonal con entradas Ay,..., A, tal que A = PDP~!. Ahora se hace un cambio de variable,
definiendo una nueva funcién y por

y(t) = P7'x(¢) o, de manera equivalente, x(t) = Py(t)

La ecuacion x(f) = Py(¢) indica que y(¢) es el vector de coordenadas de x(¢) respecto a la
base de vectores propios. La sustitucion de Py para x en la ecuacién x’ = Ax da

d
= (Py) = A(Py) = (PDP™") Py = PDy )

Como P es una matriz constante, el lado izquierdo de (5) es Py’. Ambos lados de (5) se mul-
tiplican por la izquierda por P~! y se obtiene y’ = Dy, o bien,

yi(®) At 0 - 0 y1(1)

»o [ _ [0 A : y2(2)
: : L0 :

yy/,([) 0 0 An u(t)

El cambio de variable de x a y desacoplo el sistema de ecuaciones diferenciales, porque
la derivada de cada funcién escalar y, tan solo depende de y;. (Revise el cambio de variables
andlogo de la seccién 5.6). Como y| = Ayj, se tiene que y1 (1) = c1e*’, con férmulas simi-
lares para ys,..., y,. Asi,

At

cie C1

yoy=| | donde | i |=y(0) =P 'x(0) =P 'x

Ant

cpe Cn

Para obtener la solucién general x del sistema original, calcule

x(t) = Py(@) =[vi -+ Valy(@)

=cvieM 4 e vett

Este es el desarrollo de funciones propias construidas como en el ejemplo 1.

Valores propios complejos

En el siguiente ejemplo, una matriz real A tiene un par de valores propios complejos A y A,
con vectores propios complejos asociados v y V. (Recuerde de la seccién 5.5 que para una
matriz real, los valores propios complejos y sus vectores propios correspondientes se pre-
sentan en pares conjugados). Entonces, dos soluciones de X’ = Ax son

Moy xo(t) = veM (©6)

x1(t) = ve
Utilizando una representacién en serie de potencias de la funcién exponencial compleja
se demuestra que x;(#) = x;(¢). No obstante que las funciones propias complejas X; y X
son convenientes para algunos calculos (sobre todo en ingenieria eléctrica), las funciones
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reales son mds adecuadas para diversos fines. Afortunadamente, las partes real e imaginaria
de x; son soluciones (reales) de x’ = Ax, porque son combinaciones lineales de las solucio-
nes de (6):

Re(ve) = %[xl(t) +x1(0)],  Im(ve*) = %[xl(t) —x(1)]

Para entender la naturaleza de Re(ve*’), recuerde que en cdlculo para cualquier ndmero x,
la funcidén exponencial e* se determina mediante la serie de potencias:

x 1 2 1 n
er=14+x+—x"+--4+—x"+--.
2! n!

la cual se utiliza para definir M cuando A es complejo:
1 1
eM =14 (A1) + 5(/Xt)2 + m()u)” + -
Escribiendo A = a + bi (con a y b reales), y utilizando series de potencias similares para las

funciones coseno y seno, se obtiene que

elathir bt — ¢4 (cos bt + i sen br) 7

=e" e
Por lo tanto,

ve* = (Rev + i Imv) - €% (cos bt + i senbt)
= [(Rev)cosht — (Imv)senbt |e*!
+i[ (Rev)senbt + (Imv) cos bt e

Entonces, dos soluciones reales de x’ = AX son

y1(2) = Re x1(¢) = [(Re V) cos bt — (Im V) sen br]e®

y2(¢) = Im x;(¢) = [(Re v) sen br + (Im V) cos bt]e

Se puede demostrar que y; y y son funciones linealmente independientes (cuando b # 0).!

WA EJEMPLO 3 El circuito de la figura 4 se describe con la ecuacién

ij | | -RJL —1/L i
. v | | 1€ =1/(RC) || ve

¢ donde i, es la corriente que pasa en el inductor L y v es la caida de voltaje en el capacitor
Ry C. Suponga que R; = 5 ohms, R, = .8 ohms, C = .1 farad y L = .4 henry. Encuentre las
ip férmulas para i, y v, si la corriente inicial en el inductor es 3 amperes y el voltaje inicial
I en el capacitor es 3 volts.
FIGURA 4 SOLUCION Para los datos dados, 4 = |:I§ __2;i| y Xo = I:g] El método analizado

en la seccién 5.5 produce el valor propio A = —2 + 5i y el vector propio correspondiente

v = |: 2 i| Las soluciones complejas de X" = Ax son combinaciones lineales complejas de

I | (—otsi —i | (—2—5i
xl(t)=|:2:|e( 2+45i)t y Xz(t)=|: 2i|e( 2—5i)t

! Puesto que x,(?) es el complejo conjugado de x;(£), las partes real e imaginaria de x,(f) son y,(f) y —y»(t), respec-
tivamente. Entonces, se utiliza ya sea x;(f) o X,(¢), pero no ambas, para producir dos soluciones reales linealmente
independientes de x" = Ax.
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FIGURA 5

El origen como un punto espiral.

5.7

1. Una particula que se mueve bajo un campo de fuerza plano tiene
un vector de posicién x que satisface x' = Ax. La matriz A de
2 x 2 tiene valores propios 4 y 2, con sus vectores propios aso-

EJERCICIOS
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Ahora, utilice la ecuacién (7) para escribir
X () = [;]e_z’(cos 5t + i sen 5¢t)

Las partes real e imaginaria de x; dan soluciones reales:

| —sen5t| | cosdt| _y
yi(t) = |:2005 5t:|e ’ y,(t) = |:2 sen 5t:|e

Como y; y y» son funciones linealmente independientes, forman una base para el espacio
vectorial bidimensional real de soluciones de x" = Ax. Asi, la solucién general es

_ —sen St | _,, cosS5t | o
x(1) = e |: 2 cos 5t :|e + 02[2 sen St:|e

1
Para satisfacer x(0) = |: g i|, se necesita ¢ |: gj| + cz[ 0:| = |: g i|, lo que conduce ac; = 1.5

y ¢ = 3. Por lo tanto,

x(t) = 1'5|:—sen St]e_2’+ 3|: cos SZ:|e_2t

2cos 5t 2 sen 5t

o bien,
ir(t) | _ | —1.5sen5t +3cos5t | _y,
ve(@®) | | 3cos5t + 6sen5t ¢
Véase la figura 5. |

En lafigura 5, el origen es un punto espiral del sistema dindmico. La rotacién es causada
por las funciones seno y coseno provenientes de un valor propio complejo. Las trayectorias
en espiral entran, ya que el factor e > tiende a cero. Recuerde que —2 es la parte real del
valor propio del ejemplo 3. Cuando A tiene un valor propio complejo con parte real positiva,
entonces las trayectorias en espiral son hacia fuera. Si la parte real del valor propio es cero,
las trayectorias forman elipses alrededor del origen.

PROBLEMAS DE PRACTICA

A es una matriz real de 3 x 3 con valores propios —.5, .2 + .3i, y .2 — .3i, y vectores pro-
pios correspondientes

1 1+2i 1-2i
V) = -2 s Vy = 4i y V3= —4i
1 2 2

1. (A es diagonalizable como A = PDP~!, utilizando matrices complejas?

2. Escriba la solucién general de x" = Ax utilizando funciones propias complejas y, después,
encuentre la solucién general real.

3. Describa las formas de las trayectorias tipicas.

ciados v; = [_i] y Vo = [_} ] Encuentre la posicién de

la particula al tiempo ¢, suponiendo que x(0) = [ _? :|
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2. Sea A una matriz de 2 x 2 con valores propios —3 y —1 con
. . -1 1
vectores propios asociados v; = [ 1 ] y Vv, = |:] ] Sea x(7)

la posicién de una particula al tiempo z. Resuelva el problema

de valor inicial X' = Ax, x(0) = |:§i|
En los ejercicios 3 a 6, resuelva el problema de valor inicial
x'(f) = Ax(f) para t = 0, con x(0) = (3, 2). Clasifique la naturaleza
del origen como un atractor, repulsor o punto silla del sistema di-
ndmico descrito por X' = Ax. Encuentre las direcciones de mayor
atraccion y/o repulsién. Cuando el origen sea un punto silla, dibuje
trayectorias tipicas.

2 3 -2 =5
3.A_[_1 _2] 4.A_[ 1 4]
7 -1 1 -2
S.A_[3 3] 6.A—[3 _4]
En los ejercicios 7 y 8, haga un cambio de variable que desaco-
ple la ecuacién x" = Ax. Escriba la ecuacién x(¢) = Py(f) y muestre

el célculo que conduce al sistema desacoplado y' = Dy, especifi-
cando Py D.

7. A como en el gjercicio 5. 8. A como en el gjercicio 6.

En los ejercicios 9 a 18, construya la solucién general de x' = Ax que
implique funciones propias complejas y, después, determine la solu-
cion general real. Describa las formas de trayectorias tipicas.

(-3 2 (31
9. 4= _1] 0. 4=, 1]
(-3 -9 (-7 10
1A= 3] 2. 4=, 5]
4 -3 (=2 1
13. 4= _2] 14 4= T 2]
-8 —12 —6
15 MA=| 2 1 2
7 125

16.

17.

18.

20.

21.

22.

-6 —11 16
[M] A= 2 5 —4
| —4 =5 10
30 64 23
M]A=| —-11 =23 -9
| 6 15 4
53 —30 —2
M]A=] 9 -52 -3
| 20 —-10 2
[M] Encuentre férmulas para los voltajes v; y v, (como funcio-

nes del tiempo ) en el circuito del ejemplo 1, suponiendo que
Ry = 1/5 ohm, R, = 1/3 ohm, C| = 4 farads, C, = 3 farads, y
el voltaje inicial en cada capacitor es 4 volts.

[M] Obtenga férmulas para los voltajes v; y v, en el circuito
del ejemplo 1, suponiendo que R; = 1/15 ohm, R, = 1/3 ohm,
C; = 9 farads, C, = 2 farads y el voltaje inicial sobre cada ca-
pacitor es 3 volts.

[M] Encuentre férmulas para la corriente iy y el voltaje ve
para el circuito del ejemplo 3, suponiendo que R; = 1 ohm,
R, = .125 ohm, C = .2 farad, L = .125 henry, la corriente ini-
cial es 0 amp y el voltaje inicial es 15 volts.

[M] El circuito en la figura se describe por la ecuacién

i] _ 0 1/L i
v | | -1/Cc =1/(RC) || ve

donde iy es la corriente en el inductor L y v¢ es la caida de
voltaje en el capacitor C. Obtenga férmulas para i y v¢ cuan-
do R = .5 ohm, C = 2.5 farads, L = .5 henry, la corriente inicial
es 0 amp y el voltaje inicial de 12 volts.

SOLUCIONES A LOS PROBLEMAS DE PRACTICA

1. Si, la matriz de 3 x 3 es diagonalizable ya que tiene tres valores propios distintos. El teo-
rema 2 de la seccion 5.1 y el teorema 5 de la seccidon 5.3 son vélidos cuando se utilizan
escalares complejos. (Las pruebas son esencialmente las mismas que para los escalares

reales).

2. La solucién general tiene la forma

1
x(t) = ¢
1

2 e 4y | 4i

A 1-2i
PELEDTNP T
2 2

14+ 2i
o230

Aqui los escalares cy, ¢, ¢3 pueden ser nimeros complejos cualesquiera. El primer
término en x(f) es real. Es posible obtener dos soluciones reales adicionales utilizando
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las partes real e imaginaria del segundo término en Xx(f):

142
4i e (cos .3t + i sen .3¢t)
2

La solucidén general real tiene la siguiente forma, con escalares reales cy, ¢z, ¢3:

1 cos .3t —2 sen.3t sen.3t + 2 cos .3t
al =2 e +¢ —4 sen .3t el + ¢5 4 cos .3t e
1 2cos .3t 2 sen .3t

3. Cualquier solucién con ¢; = ¢3 = 0 es atraida hacia el origen debido al factor exponen-
cial negativo. Otras soluciones tienen componentes que crecen sin cota, en tanto que las
trayectorias son espirales hacia afuera.

Sea cuidadoso para no confundir este problema con el de la seccién 5.6. Ahi la con-
dicién para atraccién hacia 0 fue que un valor propio era menor que 1 en magnitud, para
que |A[¥ — 0. Aqui la parte real del valor propio debe ser negativa, para que e — 0.

5.8 | ESTIMACIONES ITERATIVAS PARA VALORES PROPIOS

En las aplicaciones cientificas del dlgebra lineal, los valores propios rara vez se conocen
con precision. Por fortuna, una aproximacién numérica cercana es bastante satisfactoria.
En efecto, algunas aplicaciones tan solo requieren una aproximacién burda al valor propio
mads grande. El primer algoritmo que se describe abajo sirve muy bien para este caso. Ademds,
proporciona un fundamento para un método més poderoso que también aportaria estima-
ciones répidas para los valores propios restantes.

El método de potencias

El método de potencias se aplica a una matriz A de n x n, con un valor propio estrictamente
dominante A, lo cual significa que A; debe ser, en valor absoluto, mucho mas grande que
todos los demds valores propios. En tal caso, el método de potencias produce una secuen-
cia escalar que se aproxima a A; y una secuencia vectorial que se aproxima al vector propio
correspondiente. El antecedente para el método es la descomposicion de vectores propios que
se utiliz6 al inicio de la seccidn 5.6.

Por sencillez, suponga que A es diagonalizable y que R” tiene una base de vectores
propios vi,..., v,, colocados de manera que los valores propios correspondientes Ay,..., A,
disminuyan de tamafio, con el primer valor propio estrictamente dominante. Es decir,

Al > A2 = [As] = -+ = || (1
t estrictamente mayor

Como se vio en la ecuacién (2) de la seccién 5.6, si X en R" se escribe en la forma
X = cvy + -+ + c,v,, entonces,

AkX = Cl(xl)kvl + C2(A2)kV2 + -t ey (An)kvn (k =12,.. )

Suponga que ¢; # 0. Por lo tanto, dividiendo entre (A)%,

Afx = 12!
X =cC1V]+ /\_ Vo4 -4y
1

1
(AD)k

De la desigualdad (1), las fracciones Ay/Ay,..., A,/A; son menores que 1 en magnitud y por
ende sus potencias tienden a cero. Asi,

An
A

k
) ve (k=12,..) )

()Ll)_kAkx — ¢1vy como k — 00 3)
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De manera que para k grande, un escalar miltiplo de A*x casi determina la misma direccion
como el vector propio c;v;. Puesto que un multiplo escalar positivo no cambia la direccién de
un vector, entonces A*x casi apunta en la misma direccién que v; o —vy, si ¢; # 0.

2 12

los valores propios 2 y 1, y el espacio propio para A; = 2 es la linea que pasa por 0 y v;.
Para k = 0,..., 8, calcule A*x y construya la linea por 0 y A*x. {Qué sucede conforme k se
incrementa?

EJEMPLO 1 Sean A = |:1'8 '8}, v = [‘” y X = [_f] Entonces, A tiene

SOLUCION Los primeros tres cilculos son
[1.8 81 -5 —.1
=12 12| 1}_[1.1}
A’x = A(AX)

Ax = A(A) = (1.8 87[ .7}:[2.3}

Calculos semejantes permiten elaborar la tabla 1.

TABLA 1 Iteracion de un vector
k 0 1 2 3 4 5 6 7 8

o ] ] L) Ua) B3] [a0) 53] [5a) (56

En la figura 1 se ilustran los vectores X, AX,..., A*x. Los otros crecen demasiado y se
dificulta dibujarlos. Sin embargo, se han trazado segmentos de recta para mostrar las di-
recciones de esos vectores. En efecto, las direcciones de los vectores es lo que realmente
se desea observar, no los vectores mismos. Las rectas parecen aproximarse a la recta que
representa el espacio propio generado por v;. Més precisamente, el angulo entre la recta (sub-
espacio) determinada por A*x y la recta (espacio propio) definida por v; tiende a cero cuan-
do k — ce. [ ]

X2

Espacio propio

f f —x

1 4 10

1

FIGURA 1 Direcciones determinadas por x, AX, AZ,..., A'x.

Se escalan los vectores (A1) “*A*x en la ecuacién (3) para hacerlos converger a cvy, si
c; # 0. No se puede escalar A*x en esta forma porque se desconoce A;. Sin embargo, si es
posible escalar cada A*x para hacer que su entrada sea 1. Entonces, resulta que la secuencia
{x;} convergerd a un multiplo de v; cuya mayor entrada es 1. La figura 2 muestra la secuen-
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cia escalada para el ejemplo 1. El valor propio A; también se estima a partir de la secuencia
{x;}. Cuando x; se acerca a un vector propio para Aj, el vector Ax; estd cerca de A;x;, con
cada entrada en Ax; aproximadamente igual a A; veces la entrada correspondiente en X;.
Como la entrada méds grande en x; es 1, por lo tanto, la mayor entrada en Ax; es casi Aj.
(Se omiten pruebas cuidadosas de estos enunciados).

2_-
A’x
A’x
A/
X=X, X X, X531
x4: Espacio propio
f
I
I ——Muiltiplo de v,
| X
T T 1
1 4

FIGURA 2 Miiltiplos escalados de x, Ax, A’x,..., A’X.

METODO DE POTENCIAS PARA ESTIMAR UN VALOR PROPIO ESTRICTAMENTE
DOMINANTE

1. Seleccione un vector inicial X, cuya entrada mas grande sea 1.

2. Parak=0,1,...,
a) Calcule Ax;.
b) Sea p; una entrada en Ax; cuyo valor absoluto es tan grande como sea posible.
¢) Determine x;+; = (1/up)Ax.

3. Para casi todas las elecciones de X, la secuencia {u;} se aproxima al valor propio
dominante, y la secuencia {x;} tiende a un vector propio correspondiente.

EJEMPLO 2 Aplique el método de potencias a A = |:? g:| con xg = I:(l)] Pare

cuando k = 5, y estime el valor propio dominante y un vector propio correspondiente
de A.

SOLUCION Los calculos en este ejemplo y en el siguiente fueron realizados con MATLAB,
que calcula con 16 digitos de exactitud, no obstante que aqui tan solo se muestran pocos deci-
males. Para comenzar, calcule Ax, e identifique la entrada mds grande w( en Axo:

6 5|0 5
mo=[3 2 V]=[E) s
Escale Ax( por 1/uo para obtener xi, calcule Ax; e identifique la mayor entrada en Ax;:
1 175 1
X = —Axy) = — =
= ut=sa]=[4]

= (8 L e

Escale Ax; por 1/u; para obtener x,, determine Ax; e identifique la mayor entrada en Ax;:

_ L s 1
REL TR e T 225

6 s 1 7.125
Ax, = [1 2} [.225] - [1.450}’ pa=17.125
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Escale Ax; por 1/u, para obtener X3, y asi sucesivamente. Los resultados de los cdlculos
con MATLAB para las primeras cinco iteraciones se dan en la tabla 2.

TABLA 2 Meétodo de potencias para el ejemplo 2
k 0 1 2 3 4 5

< 0 1 1 1 1 1
k 1 4 225 2035 .2005 .20007
Ax 5 8 7.125 7.0175 7.0025 7.00036
k 2 1.8 1.450 1.4070 1.4010 1.40014

Mk 5 8 7.125 7.0175 7.0025 7.00036

La evidencia de la tabla 2 sugiere significativamente que {x;} se aproxima a (1, .2) y
que {u} se aproxima a 7. Si es asi, entonces (1, .2) es un vector propio y 7 es el valor propio
dominante. Esto se comprueba facilmente calculando

U b FI PR E .

La secuencia {u;} del ejemplo 2 tuvo convergencia rdpida a A; = 7 porque el segun-
do valor propio de A fue mucho més pequefio. (En efecto, A, = 1). En general, la rapidez de
convergencia depende de la razén |)\2/ A1|, porque en la ecuacion (2) el vector ca(Ay/ ADv,
es la principal fuente de error, cuando se utiliza una versién escalada de A*x como un es-
timador de c;v;. (Las otras fracciones Aj/A; son mucho mas pequefias). Si |/\2/ )\1| es cercana
a 1, entonces {ui} y {x¢} pueden converger muy lentamente y se preferirian otros métodos
de aproximacion.

Con el método de potencias, hay una leve posibilidad de que el vector inicial elegido x
no tenga componente en la direccién v; (cuando ¢; = 0). Pero el error de redondeo compu-
tacional durante los célculos de x; podria crear un vector con al menos una pequefia com-
ponente en la direccién de v,. Si eso ocurre, entonces X; empezard a converger a un multiplo
de v;.

Método de potencias inverso

Este método brinda una aproximacion para cualquier valor propio, si se tiene una buena
estimacién inicial « del valor propio A. En tal caso, sea B = (A — al)~ ' y se le aplica el
método de potencias a B. Se puede demostrar que si los valores propios de A son Ay,..., A,
entonces los valores propios de B son

1 1 1

M—a A—a T A —a

y los vectores propios correspondientes coinciden con los de A. (Véase los ejercicios
15y 16).

Suponga, por ejemplo, que « estd mds cerca de A, que de los otros valores propios de A.
Entonces, 1/(A; — «) serd un valor propio estrictamente dominante de B. Si « estd realmen-
te cerca de Ay, entonces 1/(Ay — a) serd mucho mayor que los demds valores propios de B,
y el método de potencias inverso produce una aproximacién rapida a A, para casi todas las
elecciones de x,. El siguiente algoritmo presenta los detalles.
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METODO DE POTENCIAS INVERSO PARA ESTIMAR UN VALOR PROPIO A DE A
1. Seleccione una estimacién inicial A lo suficientemente cerca a A.
2. Elija un vector inicial X, cuya entrada mas grande sea 1.
3. Parak=0,1,...,
a) Resuelva (A — al)y, = X para y;.
b) Sea yy una entrada en y; cuyo valor absoluto es tan grande como sea posible.
¢) Calcule vy = o + (1/ k).
d) Determine Xx+1 = (1/p)¥s.

4. Para casi todas las elecciones de X, la secuencia {v;} se aproxima al valor propio
Ade A,y la secuencia {x;} tiende a un vector propio correspondiente.

Observe que B, o bien (A — al )~1, no se encuentra en el algoritmo. En vez de calcular
(A — al)™'x; para obtener el siguiente vector en la secuencia, es mucho mejor resolver
la ecuacién (A — al)y, = X; para y; (y después escalar y; para producir X;+). Como esta
ecuacion para y; se debe resolver para cada k, entonces una factorizacién LU de A — al
acelerard el proceso.

EJEMPLO 3 En algunas aplicaciones no es poco comiin necesitar conocer el valor pro-
pio mds pequeiio de una matriz A y tener a mano estimaciones burdas de los valores propios.
Suponga que 21, 3.3 y 1.9 son estimaciones para los valores propios de la matriz A que se
muestra a continuacién. Encuentre el valor propio mds pequefio, exacto a seis decimales.

10 -8 —4
A=|-8 13 4
4 5 4

SOLUCION Los dos valores propios menores parecen estar cercanos entre s, de modo que
se emplea el método de potencias inverso para A — 1.9/. La tabla 3 muestra los resultados de
los cdlculos obtenidos con MATLAB. Aqui xg se eligi6 arbitrariamente, y, = (A — 1.91)"'x,,
ui es la entrada mds grande en yy, vi = 1.9 + 1/up y Xe+1 = (1/m)yx. Resulta que la esti-
macion inicial del valor propio fue muy buena y la secuencia de potencias inversa convergio
de manera rapida. El valor propio mas pequefio es exactamente 2. |

TABLA 3 Método de potencias inverso

k 0 1 2 3 4
1 5736 .5054 .5004 .50003
Xj 1 .0646 .0045 .0003 .00002
1 1 1 1 1
4.45 5.0131 5.0012 5.0001 5.000006
Vi .50 .0442 .0031 .0002 .000015
7.76 9.9197 9.9949 9.9996 9.999975
Mk 7.76 9.9197 9.9949 9.9996 9.999975
Vi 2.03 2.0008 2.00005 2.000004 2.0000002

Si no se dispone de una estimacion para el valor propio mds pequefio de una matriz,
se puede simplemente tomar & = 0 en el método de potencias inverso. Esta eleccién de «
funciona razonablemente bien, cuando el valor propio mds pequefio estd mucho més cerca
de cero que los demads valores propios.
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Los dos algoritmos presentados en esta seccién son herramientas practicas para muchas
situaciones simples, y brindan una introduccién al problema de la estimacion de valores pro-
pios. Un método iterativo mds robusto y ampliamente utilizado es el algoritmo QR. Por ejem-
plo, este es el corazén del comando eig (A) de MATLAB, que rdpidamente calcula valores
propios y vectores propios de A. En los ejercicios de la seccidn 5.2 se presenta una breve
descripcién del algoritmo QR. En casi todos los libros modernos de andlisis numérico se
presentan mds detalles.

PROBLEMA DE PRACTICA

(Coémo se podria decidir si un vector X dado es una buena aproximacién a un vector propio
de una matriz A? Si lo es, ;como se estimaria el valor propio correspondiente? Experimente

con
5 8 4 1.0
A=|8 3 -1| y x=|-43
4 -1 2 8.1

5.8 EJERCICIOS

En los ejercicios 1 a 4, la matriz A va seguida por una secuencia {x;} -2 — . L . .
P . . . 6. Sea A = . Repita el ejercicio 5, utilizando la si-
generada por el método de potencias. Utilice esos datos para estimar 6 7

el mayor valor propio de A, y dé un vector propio correspondiente. . .
y prop Y prop P guiente secuencia x, AX,..., AX.

A= 4 3] 1 =5 -29 —125 -509 —2045

1127 L] 137 61 || 253 (] 1021 || 4093

[ 1 :| [ 1 :| [ 1 ] [ 1 :| [ 1 ] [M] Los ejercicios 7 a 12 requieren MATLAB u otra herramienta
ol ) ) )

25 3158 3298 3326 computacional. En los ejercicios 7 y 8, utilice el método de potencias
con X dado. Liste {x;} y {ux} parak = 1,..., 5. En los ejercicios 9 y

1.8 -8 10, indique us y 6.
2. A= ;
-3.2 4.2 r 6 7 1
7. A= ,Xo =
[lj| [—.5625] [—.3021] [—.2601:| [—.2520] | 8 5:| Yo [0]
0 1 1 1 1 o 4 T o 1
ST e s o
S5 02 _
3. A_[.4 _7], 8§ 0 12 1
9. A=|1 =2 1 |,x=10
1 1 .6875 5577 5188 0 3 0 0
0)’].8|" 1 ’ 1 ’ 1 -
1 2 =2 1
10. A= 1 I 9],x=10
4.1 —6
4.A—[ 3 _4'4], Lo 1 9 0
1 1 1 1 1 Otra estimacion se puede realizar para un valor propio cuando estd
[ 1 :| ’ [.7368] , [ 7541 :| ’ [ .7490] , [_7502:| disponible un vector propio aproximado. Observe que si Ax = Ax,
entonces x’Ax = x7(Ax) = A(x'x), y el cociente de Rayleigh
15 16 5 1 T
= A
5. Sea A [_20 51 ] Los vectores x,..., A°X son [ 1 ] R(x) = X / X
x7'x
|: 31 ] |: —191 :| |: 991 ] |: —4991 ] |: 24991 ] esigual a A. Six es cercano a un vector propio para A, entonces este co-
—41 241 —1241 6241 —31241 ciente es cercano a A. Cuando A es una matriz simétrica (A7 = A), el
Encuentre un vector con un 1 en la segunda entrada que sea  cociente de Rayleigh R(x;) = (x] AX;)/(x] X;) tendrd aproximada-
cercano a un vector propio de A. Use cuatro lugares decimales. mente el doble de digitos de exactitud que el factor de escalamiento
Compruebe su respuesta y dé una estimacion para el valor pro- M en el método de potencias. En los ejercicios 11 y 12 compruebe el

pio dominante de A. aumento de precision mediante el cdlculo de uy y R(X;) parak = 1,..., 4.



11.

12.

o[ el
SHENH

Los ejercicios 13 y 14 se aplican a una matriz A de 3 x 3 cuyos valo-
res propios se estiman como 4, —4 'y 3.

13.

14.

15.

16.

17.

Si se conoce que los valores propios cercanos a 4 y —4 tienen
diferentes valores absolutos, ;funcionard el método de poten-
cias? {El método contintia siendo util?

Suponga que se conoce que los valores propios cercanos a 4
y —4 tienen exactamente el mismo valor absoluto. Describa
c6mo se podria obtener una secuencia que estime el valor pro-
pio cercano a 4.

Suponga que Ax = Ax con X # 0. Sean « un escalar distinto
de los valores propios de A, y B = (A — al)”!. Reste ax en
ambos miembros de la ecuaciéon Ax = Ax, y utilice dlgebra para
demostrar que 1/(A — a) es un valor propio de B, con X como
un vector propio correspondiente.

Suponga que u es un valor propio de B en el ejercicio 15,
y que X es un vector propio correspondiente, de manera que
(A — al)™'x = ux. Utilice esta ecuacién para encontrar un
valor propio de A e